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membres de mon jury pour leurs pistes et leurs commentaires pendant la soutenance.
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soutenu. Un grand merci en particulier à Anthony qui m’a écouté me plaindre alors
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Résumé

Cette thèse étudie l’apport des méthodes d’apprentissage automatique pour la pré-

diction de phénotypes humains complexes et héritables, à partir de données génétiques

en population. En effet, les études d’association à l’échelle du génome (GWAS), qui

constituent l’approche la plus classique, n’expliquent en général qu’une petite frac-

tion de l’héritabilité observée sur des données familiales. Cependant l’héritabilité peut

être approchée sur des données de population par l’héritabilité génomique, qui estime

la variance phénotypique expliquée par l’ensemble des polymorphismes nucléotidiques

(SNP) du génome à l’aide de modèles mixtes. Cela suggère qu’un phénotype complexe

peut être en partie expliqué par l’addition des petites contributions de nombreux SNP.

Cette thèse aborde donc l’héritabilité du point de vue de l’apprentissage automa-

tique et examine le lien étroit entre les modèles mixtes et la régression ridge.

Notre contribution est double. Premièrement, nous proposons d’estimer l’héritabi-

lité génomique en utilisant une approche prédictive via la régression ridge et la valida-

tion croisée généralisée (GCV). Nous montrons que cela est cohérent avec l’estimation

basée sur un modèle mixte classique dans le cas de phénotypes quantitatifs.

Deuxièmement, nous dérivons des formules simples qui expriment la précision de

la prédiction par la régression ridge en fonction du rapport n
p
, où n est la taille de

la population et p le nombre total de SNP. Ces formules montrent clairement qu’une

héritabilité élevée n’implique pas une prédiction précise lorsque p > n.

L’estimation de l’héritabilité via GCV et les formules de précision de prédiction

sont validées à l’aide de données simulées et de données réelles de UK Biobank.

La dernière partie de la thèse présente des résultats sur des phénotypes qualitatifs.

Ces résultats permettent une meilleure compréhension des biais des méthodes d’esti-

mation d’héritabilité.
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Abstract

This thesis studies the contribution of machine learning methods for the prediction

of complex and heritable human phenotypes, from population genetic data. Indeed,

genome-wide association studies (GWAS), which constitute the more classic approach,

generally only explain a small fraction of the heritability observed in family data. Ho-

wever, heritability can be approximated on population data by genomic heritability,

which estimates the phenotypic variance explained by the set of single nucleotide po-

lymorphisms (SNPs) of the genome using mixed models. This suggests that a complex

phenotype can be partly explained by the addition of the small contributions of many

SNPs.

This thesis therefore approaches heritability from a machine learning perspective

and examines the close link between mixed models and ridge regression.

Our contribution is twofold. First, we propose to estimate genomic heritability using

a predictive approach via ridge regression and generalized cross validation (GCV). We

show that this is consistent with the estimation based on a classical mixed model in

the case of quantitative phenotypes.

Second, we derive simple formulas that express the precision of the ridge regression

prediction as a function of the ratio n
p
, where n is the size of the population and p is

the total number of SNPs. These formulas clearly show that a high heritability does

not imply an accurate prediction when p > n.

Heritability estimation via GCV and prediction precision formulas are validated

using simulated data and real data from UK Biobank.

The last part of the thesis presents results on qualitative phenotypes. These results

allow a better understanding of the biases of the heritability estimation methods.
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2.4.3 Théorème de l’existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4.4 Un exemple pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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ridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

7.3 Utilisation de la régression ridge hétéroscédastique . . . . . . . . . . . . 147

7.4 Vérification de l’approximation de pouvoir prédictif pour des données
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5.13 Régression pour l’ajustement de l’approximation de l’erreur quadratique

aux données de UKBiobank. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Introduction

Pouvoir quantifier l’influence de la génétique sur un trait biologique, identifier les

gènes associés à ce trait et pouvoir réaliser des prédictions de ce trait à partir du génome

sont des problèmes d’intérêts multiples avec de nombreuses applications allant de la

médecine personnalisée [Jain, 2002, Hamburg and Collins, 2010, Cirillo and Valencia,

2019] à l’industrie agro-alimentaire [Heffner et al., 2009, Goddard, 2009, Hayes et al.,

2009]. Dans ce manuscrit de thèse nous proposons un travail qui tente de quantifier la

capacité à prédire un trait humain à partir de données génétiques en population. Nous

commencerons par présenter le cadre des données que nous utiliserons, présenterons

une quantité nommée héritabilité qui sera une pierre angulaire de nos travaux et enfin

nous présenterons rapidement le cadre des prédictions en génétique.

Un petit peu de contexte biologique

Les traits biologiques se décomposent en deux familles : les traits mendéliens qui

sont déterminés par un seul gène et à l’inverse les traits complexes qui sont le résultat

de la combinaison de plusieurs gènes et sur lesquels nous allons nous focaliser. L’étude

de ces derniers est la plus complexe car le mécanisme liant le trait et le génotype

est souvent inconnu. Le modèle historique et communément adopté comme point de

départ pour modéliser les traits quantitatifs est un modèle polygénique sans interaction

gène-environnement

y = g + f + e

où y est un phénotype quantitatif, f un terme confondant, g un terme génétique et e

un terme dit d’environnement. Le terme g sera fonction d’un génotype diplöıde de p

variants et d’un vecteur d’effets génétique u ∈ Rp.

Les études d’association ont pour objectif de repérer les liens entre des marqueurs

génétiques d’intérêt et un phénotype (qualitatif ou quantitatif). La stratégie d’étude
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Introduction

d’association la plus utilisée consiste à tester l’association statistique au sein d’une po-

pulation entre le phénotype et un très grand nombre de variants situés partout sur le

génome : on parle alors d’étude d’association génome entier ou en anglais Genome-Wide

Association Studies [Bush and Moore, 2012, Hirschhorn and Daly, 2005, McCarthy

et al., 2008]. L’association entre chacun des variants et le phénotype est testée indé-

pendemment, puis une correction pour les tests multiples est appliquée pour prendre

en compte le grand nombre de tests réalisés. Ces études ont permis la découverte d’un

grand nombre de variants associés à différents traits complexes. Notons toutefois que

ces études ne permettent pas de conclure sur la causalité d’un gène pour un trait :

elles permettent seulement de mettre en évidence des variants corrélés avec le ou les

variants causaux (on parlera alors de variants en déséquilibre de liaison abrégé DL ou

en anglais linkage desequilibrium abrégé LD).

Une approche permise par les avancées technologiques récentes est de travailler

sur des données de populations, composées d’individus non-apparentés issus d’une (ou

plusieurs) population. L’avantage de cette approche est que les cohortes sont beaucoup

moins contraignantes à former que pour les études familiales, même si en pratique

ces études d’association peuvent présenter des difficultés (telles que la stratification de

population qui peut être résumée par des différences de fréquences alléliques entre les

populations).

L’héritabilité

Deux définitions de l’héritabilité

Une quantité très utile pour quantifier l’influence de la génétique sur un trait est

l’héritabilité, définie comme la proportion de variance phénotypique due à la génétique.

Deux définitions de l’héritabilité sont souvent utilisées : l’héritabilité au sens large H2

qui mesure la contribution globale du génome, et l’héritabilité au sens faible h2 (éga-

lement appelée héritabilité additive) qui est définie comme la proportion de variance

phénotypique expliquée par les effets additifs des variants. Les calculs d’héritabilité

furent formalisés dans les travaux de Fisher [1919]. Ce dernier proposa d’utiliser le

modèle polygénique avec ces deux hypothèses supplémentaires :

1. g défini comme la somme de termes génétiques indépendants et

2. e supposé distribué selon une loi normale.
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Ces premières estimations d’héritabilité ont été réalisées sur des données familiales, en

particulier des études dites de jumeaux pour prendre en compte l’environnement par-

tagé dans une famille. Dans ce contexte, l’héritabilité est une fonction de la corrélation

entre le phénotype de deux apparentés. On calculera h2 si on suppose l’additivité des

effets dans le modèle et H2 si on prend en compte des effets de dominance et d’épistasie

(i.e d’interactions entre variants).

L’héritabilité manquante

L’explosion en popularité des GWAS a permis de détecter un grand nombre de

variants associés à divers traits biologiques. Ainsi une idée naturelle pour estimer l’hé-

ritabilité d’un trait serait d’estimer les effets génétiques avec un modèle linéaire multi-

varié entre le phénotype d’intérêt et ces variants associés. Malheureusement ces variants

n’expliquent qu’une faible partie de la variabilité du trait et l’héritabilité est fortement

sous-estimée, donnant lieu au concept d’héritabilité manquante (ou missing heritability

en anglais) [Manolio et al., 2009]. Plusieurs hypothèses ont été proposées pour expliquer

cette héritabilité manquante : l’influence de variants rares indétectables en GWAS (par

manque de puissance statistique), la présence d’interactions gène-environnement ou en-

core une multitude de variants avec un effet trop faible pour être détecté par les GWAS.

Génin [2019] propose une revue de la littérature pour ces différentes explications.

L’estimation d’héritabilité pour le cas quantitatif

Yang et al. ont proposé d’utiliser des données du génome entier d’individus non-

apparentés pour estimer cette héritabilité [Yang et al., 2010] à l’aide d’un modèle à effets

aléatoires (nous parlerons alors de méthodologie basée sur le REstricted Maximum

Likelihood (abrégé REML), nous y reviendrons plus en détail dans le chapitre 4).

Un argument pour utiliser ces données de population dans l’estimation d’héritabilité

est l’absence d’environnement partagé puisque les individus sont supposés être non-

apparentés. La taille est un trait connu pour être fortement influencé par la génétique

dont l’héritabilité estimée sur des données familiales est d’environ 80% [Visscher, 2008],

tandis que l’héritabilité estimée en utilisant les variants détectés en GWAS est de moins

de 5% [Diabetes Genetics Initiative et al., 2008]. Yang et al. estiment avec leur approche

l’héritabilité de la taille à environ 45%, expliquant ainsi plus de 50% de l’héritabilité

manquante.
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D’autres méthodes utilisant des données de génomes entiers ont été proposées pour

continuer à réduire l’héritabilité manquante. Cette littérature est extrêmement riche

donc cet aperçu ne sera pas exhaustif.

Speed et al. [2012] proposent une alternative pour intégrer le déséquilibre de liai-

son entre variants causaux et génotypés en développant un système de poids sur les

variants. Ces poids sont fonction de la corrélation avec les autres variants génotypés

et permettent d’éviter une répétition de l’information qui apparâıt quand un variant

causal est en déséquilibre de liaison avec plusieurs variants génotypés.

Bulik-Sullivan et al. [2015] proposent une méthode d’estimation d’héritabilité basée

sur la régression des statistiques de test (pour l’association entre la réponse et chaque

variant) sur une quantité nommée le LD score (définie comme mesurant la quantité de

variation génétique capturée par un variant). La manipulation de statistiques de test

est très facile et donc cette méthode permet des calculs d’estimation très rapides.

Hou et al. [2019] proposent également un estimateur de l’héritabilité basé sur des

statistiques de test et donc mieux adapté aux ”Biobanks” (i.e. aux études avec un

très grand nombre d’individus) en limitant au maximum les hypothèses sur le vecteur

d’effet. Notons également que les auteurs proposent un aperçu de la littérature pour les

méthodes dérivées des deux méthodes que nous venons de décrire dans le paragraphe

ci-dessus.

Nous citerons également Chen [2014] qui ont proposé une extension de la régression

de Haseman and Elston Haseman and Elston [1972], une méthode permettant initiale-

ment d’estimer les composantes de variance pour les études de liaisons. Chen propose

d’étendre cette régression aux données de population.

Et pour le cas qualitatif

Pour étudier l’héritabilité d’un trait binaire, une approche très utilisée consiste à

étudier un phénotype quantitatif sous-jacent (appelé liabilité ou liability en anglais) :

un individu avec une liabilité au dessus d’un certain seuil est considéré comme un cas

et inversement un individu sous ce seuil est considéré comme un témoin. L’héritabilité

est alors calculée à l’échelle de la liabilité. Nous reviendrons sur ce modèle de la liabilité

dans le chapitre 6.

En utilisant le modèle de la liabilité, Lee et al. [2011] ont proposé d’estimer l’hérita-

bilité à l’échelle de la liabilité à partir d’une estimation d’héritabilité sur le phénotype

binaire. [Golan et al., 2014] ont eux proposé une extension de la régression de Haseman
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and Elston pour le cas binaire. Nous reviendrons en détail sur ces méthodes dans le

chapitre 6. Notons également que l’approche basée sur le LD score Bulik-Sullivan et al.

[2015] fonctionne pour le cas qualitatif.

Prédiction et génétique

Nous avons trouvé les premières traces de l’intérêt pour la prédiction d’effets géné-

tiques en utilisant des données de génotypage dans Meuwissen et al. [2001]. Selon les

articles, cette thématique est appelée sélection génomique [Rabier et al., 2016], prédic-

tion génomique [Karaman et al., 2016] ou encore (plus rarement) précision de prédiction

[De los Campos et al., 2013]. De nombreuses approches existent pour la sélection gé-

nomique et de nombreuses méthodes sont basées sur les BLUP [Speed and Balding,

2014] (nous présenterons ces derniers dans le chapitre 2). Parmi elles se trouvent les

Genomic Best Linear Unbiased Predictor (GBLUP), une méthode utilisant des BLUP

sur les variants que l’on a génotypés (et non les variants causaux que l’on ne connâıt

pas) et qui a gagné en popularité avec l’explosion de la quantité de données génétiques

disponibles. Sur des données animales ou végétales, la sélection génomique a donné de

bons résultats (par exemple pour leur application sur les vaches laitières [Hayes et al.,

2009]). En particulier les GBLUP se sont montrés plus fiables que les méthodes basées

sur les pédigrés [Clark et al., 2012].

La sélection génomique donne de très bons résultats en agroalimentaire mais semble

mal s’exporter dans le cadre de la génétique humaine Dandine-Roulland et al. [2016],

De los Campos et al. [2013]. Contrairement au monde de l’agroalimentaire, il n’est pas

possible de contrôler la diversité génétique et l’environnement en génomique humaine,

et les capacités prédictives s’en ressentent. Nous reviendrons plus en détail sur ces

points dans le chapitre 5.

Déroulement du manuscrit

Les deux premiers chapitres nous permettront de poser les outils dont nous aurons

besoin pour la suite de la thèse. Nous commencerons par brièvement définir le cadre de

l’apprentissage statistique et définirons ses notions les plus importantes dans le chapitre

1. Nous nous focaliserons dans le chapitre suivant sur une méthode d’apprentissage

statistique appelée régression ridge.
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Dans le chapitre 3 nous présenterons nos travaux sur la Generalized Cross Vali-

dation, une quantité liée à la paramétrisation de la régression ridge. Nous montrons

que cette quantité n’est pas toujours fonctionnelle lorsque le nombre de variables est

supérieur au nombre d’observations et proposerons des solutions pour la réparer.

Dans le chapitre 4 nous proposerons de voir l’héritabilité comme un problème de

prédiction avec la régression ridge sous plusieurs angles. Pour cela nous nous appuie-

rons sur des résultats sur simulations et sur données réelles. Nous montrerons qu’il est

possible de réaliser des estimations satisfaisantes d’héritabilité avec la régression ridge.

Dans le chapitre 5 nous développerons une approximation du comportement de la

précision de prédiction pour la régression ridge, encore une fois à l’aide de simulations

et de données réelles. Cette section nous permettra d’appuyer le fait qu’une héritabilité

élevée n’est pas suffisante pour réaliser de bonnes prédictions.

Nous présenterons ensuite des résultats sur l’estimation d’héritabilité pour des phé-

notypes binaires. Nous y présenterons des explications pour les biais observés sur des

méthodologies de référence.
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Chapitre 1

Théorie de l’apprentissage

Dans ce chapitre, nous présenterons rapidement des notions de base de l’apprentis-

sage statistique.

1.1 Convention de notations

Nous présentons ici les notations que nous adopterons pour la suite de ce manuscrit.

Établissons tout d’abord que n représentera pour nous le nombre d’observations et p

le nombre de variables.

De manière générale les variables aléatoires seront écrites en italique majuscule X.

Les réalisations de cette variables s’écriront en italique minuscule, ainsi xi représente la

i-ème réalisation de la variable X (notons que xi peut être un scalaire ou un vecteur).

Nous écrirons les vecteurs colonnes en minuscule italique, sauf pour ceux de taille n

qui seront en minuscule gras. Les matrices seront toujours écrites en gras. Prenons par

exemple une matrice de génotypes M ∈ M (R) = [m1, ...,mn]T = [m1, ...,mp] : mi

représente le génotype d’un individu i et mj l’ensemble des réalisations pour le variant

j.

De manière générale nous appellerons Y nos variables réponse. La notation M sera

associée aux matrices de génotypes mais nous préférerons souvent travailler avec Z qui

correspond aux matrices de génotypes normalisés. X sera utilisé pour les matrices de

données non-génétiques. Enfin la lettre E sera associée au bruit statistique.
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1.2 Notion d’apprentissage

1.2.1 Terminologie de l’apprentissage

L’objectif de l’apprentissage (aussi appelé Machine Learning) est de permettre la

prédiction d’une réponse Y (ou sortie) à partir d’un ensemble de variables discrètes

ou continues Z (aussi appelées prédicteurs ou variables d’entrée). Par exemple nous

souhaiterons prédire la taille d’un individu avec des prédicteurs tels que son sexe, son

âge ou son génotype. On parle de régression si Y est une variable quantitative et de

classification si Y est une variable qualitative.

L’objectif de l’apprentissage est la construction d’un apprenant f , une fonction

ayant pour arguments des prédicteurs et rendant une prédiction de la réponse Ŷ =
f (Z). Notons que très souvent les prédicteurs à notre disposition n’expliquent pas

intégralement la réponse et ne permettent donc pas des prédictions parfaites i.e. Ŷ 6= Y .

De manière générale on a Y = f (Z) + E une modélisation avec E [E] = 0 et E

indépendant de Z. E représente le bruit statistique inexplicable par nos données.

Les questions qui se posent naturellement sont comment construire un apprenant et

comment choisir un bon apprenant ? Pour la construction de l’apprenant, nous dispo-

sons d’un ensemble de réalisations de Y et X noté A = {(z1, y1) , ..., (zn, yn)} et appelé

ensemble d’apprentissage. Pour juger de la qualité d’un apprenant, nous comparerons

les réponses Y avec les prédictions Ŷ en utilisant une fonction de coût L.

Comme A est un ensemble fini, il nous sera impossible d’estimer f exactement. En

pratique on approchera f avec un estimateur f̂ qui est une fonction de A. Notons que

nous nous autoriserons à noter Ŷ = f̂ (Z).

1.2.2 Perte d’erreur quadratique et fonction de régression

Une fonction de coût très populaire et pratique en régression est l’erreur quadratique

(ou risque d’erreur quadratique) L (Y, f (Z)) = (Y − f (Z))2. Nous allons alors chercher

f qui minimise l’erreur de prédiction attendue

EPE (f) = EZ,Y [L (Y, f (Z))] = EZ,Y
[
(Y − f (Z))2

]
(1.1)

= EZEY |Z
[
(Y − f (Z))2

]
. (1.2)
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Minimisons cette erreur conditionnellement à Z et cherchons

f(z) = arg min
q

EY |Z
[
(Y − q)2 |Z = z

]
. (1.3)

En dérivant simplement par q, nous trouvons

f(z) = EY |Z [Y |Z = z] . (1.4)

Ainsi pour l’erreur de prédiction attendue, la meilleure prédiction de Y |Z = z est

la moyenne conditionnelle. Cette solution f(z) est aussi appelée fonction de régres-

sion. Ce résultat est particulièrement important car il nous donne une expression pour

l’apprenant.

1.3 Un premier exemple de fonction de régression

avec le modèle linéaire

Les modèles linéaires sont un ensemble de modèles simples mais très étudiés et

utilisés en apprentissage supervisé. Ces modèles supposent une fonction de régression

qui est une combinaison linéaire des variables d’entrées. Pour u = [u0, u1, ..., up] un

vecteur de coefficients, la fonction de régression est de la forme

f (Z) = u0 +
p∑
j=1

ujZj. (1.5)

Le coefficient u0, appelé intercept, correspond à la valeur f(Z = 0p) et est donc

indépendant de Z. Ce vecteur u est inconnu donc pour pouvoir faire des prédictions

nous allons devoir l’estimer à partir de notre ensemble d’apprentissage A.

Une méthode très classique est la méthode des moindres carrés qui vise à choisir u

minimisant la somme des carrés des résidus (que nous abrégeons en RSS pour Residual

Sum of Squares)

RSS (u) =
n∑
i=1

(yi − f(zi))2 (1.6)

=
n∑
i=1

yi − u0 −
p∑
j=1

zijuj

2

. (1.7)
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1. Théorie de l’apprentissage

Notons que RSS ne force aucune hypothèse sur le modèle : il se contente de mesurer

à quel point les données suivent un modèle linéaire.

La forme de l’estimateur de u apparâıt clairement si on travaille avec les expressions

matricielles. Notons Z ∈ Mn,p+1 (R) une matrice dont les lignes correspondent à une

entrée et dont le premier élément vaut 1 (pour l’intercept). On peut alors réécrire 1.7

û = arg min
u

RSS (u) = ‖y− Zu‖2
2 . (1.8)

En dérivant 1.8 par u et en supposant que Z soit une matrice de rang p + 1, nous

obtenons

û = (ZTZ)−1ZTy. (1.9)

En notant zte ∈ Rp+1 une nouvelle entrée, nous pouvons utiliser l’expression 1.9

pour obtenir une nouvelle prédiction

ŷte = zTteû = zTte(ZTZ)−1ZTy. (1.10)

Introduisons le concept de modélisation linéaire additive : supposons que le modèle

1.5 soit vrai i.e. que l’espérance de Y conditionnellement à Z soit une fonction linéaire

des composantes de Z. En ajoutant un bruit gaussien additif, nous avons la modélisation

Y = u0 +
p∑
j=1

ujZj + e avec e ∼ N
(
0, σ2

)
. (1.11)

Cette modélisation est dite linéaire et additive car c’est une combinaison linéaire

des prédicteurs. Cette modélisation est simpliste mais extrêmement utile car intuitive :

chaque prédicteur apporte sa pierre à la réponse, il n’y a pas d’interaction entre les

prédicteurs et ceux-ci sont autorisés à avoir des effets différents. Sous cette modélisation

nous voyons que

û ∼ N (u, σ2(ZTZ)−1). (1.12)

Remarquons que E(û) = u : notre estimateur est dit sans biais.
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1. Théorie de l’apprentissage

1.4 Concept de sur-apprentissage et un exemple

avec l’estimateur des moindres carrés

Une fois que nous avons choisi un modèle, nous allons souhaiter quantifier sa validité

i.e. notre capacité à faire de bonnes prédictions avec. Pour quantifier nous pouvons

utiliser une fonction de coût mais sur quelles données allons nous faire des prédictions ?

Jusqu’à présent toutes les données dont nous disposons ont été placées dans l’en-

semble d’apprentissage (avec lequel nous approchons un modèle par un estimateur).

Nous pourrions être tentés d’évaluer l’estimateur sur A mais nous nous heurterions à

la hantise de l’apprentissage statistique : le surapprentissage.

On parle de surapprentissage (ou overfitting) quand l’estimateur s’adapte trop bien

à l’ensemble d’apprentissage en dépit du vrai modèle. Pour surveiller ce surappren-

tissage, une bonne pratique est d’avoir un ensemble de test T . Cet ensemble servira

à évaluer la qualité des prédictions obtenues avec notre estimateur, et ne devra donc

surtout pas être utilisé pendant la phase de construction de l’estimateur. D’un point de

vue formel, une bonne manière de repérer le surapprentissage est de comparer le signe

de la différence entre erreur sur T et l’erreur sur A. Si cette différence est positive,

alors il y surapprentissage.

Notons toutefois qu’avoir un ensemble de test ne supprime pas le surapprentissage,

il permet seulement de d’estimer de manière non biaisée la qualité des prédictions.

Le surapprentissage s’exprime sous diverses formes et peut être montré de façon

très visuelle avec le modèle linéaire et l’estimateur des moindres carrés (voir figure 1.1).

Montrons d’abord que l’erreur calculée sur A est trop optimiste à l’aide de simulations.

Nous allons simuler n = 10 réponses y = 1+0.8×z+e avec z ∼ U(0, 3) et e ∼ N (0,
√

3).
Nous calculerons alors l’estimateur des moindres carrés sur toutes les données que nous

avons simulées. Nous calculerons ensuite le RSS pour l’estimateur des moindres carrés

RSSMC et pour le vrai modèle RSSVM sur ces mêmes données pour estimer la qualité de

la prédiction. Cette procédure est répétée 1000 fois. La figure 1.1a montre un boxplot

de la quantité RSSMC − RSSVM . Nous voyons que l’erreur associée au modèle estimé

est plus faible que celle du vrai modèle. Cela montre que l’erreur de prédiction est

sous-estimée si nous n’utilisons pas d’ensemble de test.

Dans la figure 1.1b nous allons simuler un ensemble de données comme décrit dans

le paragraphe précédent. Nous utilisons maintenant un ensemble de test (en rouge)
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(a) Différence entre l’erreur de l’estimateur des
moindres carrés et le vrai modèle sur A.

(b) Exemple de surapprentissage avec l’estima-
teur des moindres carrés.

Figure 1.1 – Deux mises en évidence du phénomène de surapprentissage avec l’estimateur
des moindres carrés. À gauche on montre que l’erreur de prédiction de l’estimateur calculée
sur A est trop optimiste. À droite on a un exemple évident de surapprentissage car A est
trop petit.

mais nous n’avons que deux de points dans l’ensemble d’apprentissage (en vert). Nous

voyons bien ici bien l’importance d’utiliser un ensemble de test : pour les moindres

carrés le RSS sur A est nul mais celui sur T ne l’est pas du tout. Il y a bien du

surapprentissage et l’échantillon de test le révèle complètement. Dans cette exemple,

il est très clair que le surapprentissage vient du fait que A ne contient pas assez de

points pour bien apprendre le modèle (ou dit autrement il y a trop de paramètres par

rapport à la taille A). Ce sera bien souvent l’explication du surapprentissage.

1.5 Concept d’erreur

Jusqu’à présent nous sommes restés assez évasifs sur le concept d’erreur : nous nous

sommes contentés d’utiliser le RSS pour quantifier la qualité d’une régression linéaire.

Nous allons ici préciser un peu les choses. Pour un estimateur f̂ et une fonction de coût

L, nous définissons l’erreur de test comme

ErrA = E(Y,X)∈T
[
L(Y, f̂(X))|A

]
. (1.13)

Elle correspond à l’espérance de l’erreur de prédiction sur un ensemble de test

indépendant et avec un ensemble d’apprentissage fixé. Une quantité associée est l’erreur
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de test attendue

Err = EAErrA = E
[
L(Y, f̂(X))

]
. (1.14)

Pour cette quantité l’ensemble de test ET l’ensemble d’apprentissage sont considérés

aléatoires. Notre objectif sera d’estimer ErrA car nous ne disposerons que d’une quantité

limitée de données et donc d’un ensemble d’apprentissage fixé. En pratique nous nous

intéresserons souvent à Err car plus facile à estimer (avec des méthodes telles que la

validation croisée, nous y reviendrons plus en détail plus tard).

1.6 Sélection et évaluation de modèle

Dans cette section nous présentons le concept de sélection et d’évaluation de modèle.

Pour cela nous allons avoir besoin de définir le principe de complexité.

La complexité d’un modèle peut être vue comme la force du lien entre la réponse et

les paramètres [Höge, 2016]. La complexité exprime aussi la difficulté du modèle à être

appris : plus le modèle est complexe, plus son estimation sera compliquée à réaliser.

Dans le cas de l’estimation du modèle linéaire par la régression des moindres carrés,

le nombre de variables intégrées au modèle est une mesure de la complexité. Nous

reviendrons sur d’autres mesures de complexité un peu plus loin dans ce chapitre.

Le concept de sélection de modèle peut se résumer par la volonté de choisir le

meilleur modèle au sens de la prédiction parmi toute une famille de modèles. Supposons

que l’on dispose d’un vecteur de réponse et de 10 variables explicatives associées : la

recherche de la régression linéaire univariée minimisant une erreur quadratique est un

exemple de sélection de modèle.

La sélection de modèle est une étape nécessaire pour des approches de modélisation

contrôlant la complexité via un hyperparamètre (que nous appelons ici λ). Pour ces

modèles, nous allons donc devoir choisir λ (et donc la complexité optimale) qui minimise

l’erreur de test attendue. Il y aura donc trois étapes distinctes.

1. L’étape de création des modèles : à l’aide des données, nous créons une famille de

modèles plus ou moins compliqués (i.e. complexes), ce qui en pratique correspond

à tester une gamme de valeurs du paramètre λ.

2. L’étape sélection de modèle : nous allons tester chacun des modèles et sélectionner

le meilleur possible i.e. le modèle permettant la meilleure prédiction possible.
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3. L’étape évaluation de modèle : une fois que nous avons choisi le modèle optimal

pour notre problème, nous allons estimer son pouvoir prédictif avec l’erreur de

test sur un ensemble T indépendant.

Pour l’étape évaluation de modèle, nous avons vu qu’un ensemble de test indépen-

dant T était nécessaire. La même philosophie est à appliquer sur l’étape de sélection

pour éviter des biais. Idéalement (si nous avons suffisamment de données) nous les dé-

couperons en trois ensembles indépendants : un ensemble d’apprentissage A sur lequel

nous estimerons nos modèles, un ensemble de validation V avec lequel nous choisirons le

modèle minimisant l’erreur de test et enfin un ensemble de test T sur lequel nous esti-

merons ErrA. Si nous manquons de données, il est possible d’utiliser des approches pour

compenser l’étape de sélection, nous en reparlerons rapidement au prochain chapitre.

Mesures de la complexité

Nous avons défini la complexité mais nous sommes restés assez vagues sur sa défini-

tion précise. Les degrés de liberté sont une manière de quantifier cette complexité. Ils

sont souvent définis comme le nombre d’observations moins le nombre de paramètres à

estimer. Bien que intuitive, cette définition ne s’exporte pas très bien dans le cas n < p.

De plus elle ne prend pas en compte les potentiels hyperparamètres des modèles.

Soit un vecteur de prédiction ŷ = (ŷ1, ..., ŷn) calculé sur les données de A, Trevor

Hastie et al. définissent les dégrés de liberté effectifs (en anglais effective degrees of

freedom) comme

df(ŷ) = 1
σ2 tr(cov(y, ŷ)). (1.15)

Cette définition est bien pratique car elle s’étend complètement à la notion d’hyper-

paramètres : à chaque valeur d’hyperparamètres λ est associée une valeur des degrés

de libertés df(ŷ(λ)).

La décomposition Biais-variance

Si nous utilisons la perte d’erreur quadratique comme fonction de coût, l’erreur de

test attendue avec individu de test fixé en régression peut être découpée de la façon

suivante (preuve en annexe) :
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EX=x0

[
(Y − f̂(x0))2

]
= var(Y )︸ ︷︷ ︸

erreur irréductible

+ var(f̂(x0))︸ ︷︷ ︸
variance estimateur

+
(
EX=x0

[
f̂(x0)

]
− EX=x0 [Y ]

)2

︸ ︷︷ ︸
biais

.

(1.16)

Le premier terme est l’erreur irréductible de notre problème qui ne peut être évitée

quel que soit notre apprenant. Le deuxième terme représente la variance de notre

estimateur. Enfin le dernier terme représente le carré du biais de l’estimateur i.e. le carré

de la différence entre l’espérance de l’estimateur et le vrai modèle. Le biais et la variance

sont des fonctions de la complexité : le terme de biais va diminuer quand la complexité

augmente et à l’inverse le terme de variance va augmenter avec la complexité.

Le découpage 1.16 est appelé la décomposition biais-variance et est particulièrement

utile dans l’étape de sélection de modèle. Comme les termes de biais et de variance

sont monotones, le minimum de l’erreur de prédiction correspondra à la complexité

proposant le meilleur compromis entre biais et variance.

Le dilemme biais-variance est souvent présenté pour l’erreur quadratique de l’esti-

mateur. Dans ce cas la décomposition devient

E
[
(β − β̂)2

]
= var(β̂)︸ ︷︷ ︸

variance estimateur

+
(
E
[
β̂
]
− β

)2

︸ ︷︷ ︸
biais

(1.17)

Notons qu’ici nous utilisons l’abus de notation x2 = xTx pour les vecteurs et le terme

var(x) se réfère à la variance des coefficients de x et non à la matrice de covariance de

x.

Régression pénalisée

Si nous considérons le critère des moindres carrés défini en 1.6 pour un apprenant f

quelconque, nous voyons que le critère peut être minimisé par une infinité d’apprenants

(tous ceux vérifiant yi = f(zi) ∀i ∈ J1, nK). Pour le cas des modélisations linéaires, ce

phénomène apparâıt pour le cas n < p et donc nous ne pourrons nous contenter de

minimiser un critère des moindres carrés (abrégé MC) pour estimer le modèle.

Pour pouvoir utiliser un modèle linéaire dans le cas n < p, une famille d’approches

très utilisée sont les régressions pénalisées : nous allons chercher à minimiser un critère
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de la forme suivante

PRSS (f, λ) = RSS(f) + λJ(f). (1.18)

Le terme J(f) est un terme dit de pénalité et donne un scalaire pour chaque f .

Nous choisirons J croissant en la complexité de f , i.e. l’inverse du terme RSS : la

pénalité a pour objectif de ”contenir” la courbe i.e. d’éviter de sélectionner un modèle

très complexe adhérant très bien à l’ensemble d’apprentissage et se généralisant très

mal. Nous choisirons alors f comme minimisant le compromis entre les deux critères,

i.e. la solution la plus proche de nos données et restant la moins complexe possible.

Pour régler ce compromis nous jouerons sur l’hyperparamètre λ ≥ 0 appelé constante

de pénalisation. Plus cette constante sera élevée, plus nous pénaliserons l’aspérité de la

solution et donc nous aurons tendance à choisir des solutions ”simples”. Les extrêmes

des valeurs de λ illustrent bien ce phénomène : le cas λ = 0 correspond au cas où

nous n’imposons aucune pénalisation à la complexité de notre modèle tandis que le cas

λ = +∞ impose la solution la moins complexe f = 0.

Dans le cas des modèles linéaires, nous pouvons citer comme exemple le LASSO

[Tibshirani, 1996] ou la régression ridge que nous allons présenter plus longuement dans

la suite de ce manuscrit. En effet, nous verrons (entre autres) dans le chapitre suivant

que la régression ridge permet un parallèle avec les modèles à effets aléatoires, une

méthode mathématique très utilisée pour l’estimation d’héritabilité.
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Chapitre 2

La régression ridge

Le chapitre précédant nous a permis de poser le cadre de l’apprentissage statistique.

Nous allons maintenant nous concentrer une méthode d’apprentissage appelée régres-

sion ridge. Nous présenterons la méthode, quelques unes de ses propriétés et discuterons

de la gestion de son hyperparamètre. Nous présenterons également très brièvement les

modèles à effets aléatoires et discuterons de leurs liens avec la régression ridge.

2.1 Définition et origine

La régression d’arête (que l’on anglicisera en régression ridge) a été présentée pa-

rallèlement dans différents domaines. Tikhonov la présenta sous le nom de régularisa-

tion de Tikhonov comme une méthode permettant la résolution de systèmes linéaires

mal posés (i.e. de systèmes n’ayant pas de solution vérifiant les critères d’Hadamard :

existance, unicité, et continuité) [Tikhonov, 1965]. Hoerl présenta la méthode sous une

approche plus statistique qui nous intéressera plus ici [Hoerl and Kennard, 2000] : l’idée

est d’ajouter un petit coefficient au terme à inverser dans l’estimateur des moindres

carrés pour contrôler l’instabilité de l’estimateur.

La régression ridge est une régression linéaire pénalisée dont la pénalité est la somme

des carrés des coefficients du vecteur d’effets. Supposons que nos données suivent un

modèle linéaire

y = Zu+ e avec e ∼ N
(
0n, σ

2In
)
. (2.1)

Alors l’estimateur de la régression ridge ûR est défini comme la solution du critère
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2. La régression ridge

arg min
u∈Rp

RSS + JRIDGE = arg min
u∈Rp

‖y− Zu‖2
2 + λ ‖u‖2

2 . (2.2)

Le paramètre de pénalité λ ≥ 0 sanctionne les solutions dont les valeurs de coef-

ficients sont très élevées au profit des solutions dont les coefficients sont plus faibles.

Nous dirons alors que la régression ridge ”lisse” les solutions. Sous l’hypothèse que

l’espérance des effets est nulle, la ridge peut être vue comme une régression linéaire

qui contrôle la variance des ses coefficients. Remarquons également que le cas λ = 0
correspond au cas des moindres carrés ordinaires tandis que pour le cas λ = +∞ nous

choisirons toujours la solution nulle.

La minimisation du critère 2.2 donne un estimateur avec une forme close et de nom-

breuses propriétés. Nous allons maintenant présenter quelques unes des ces propriétés.

2.2 Standardisation des données

Il est très fortement conseillé d’appliquer la régression ridge sur un modèle dont la

réponse est centrée et la matrice de données est centrée et réduite par colonnes.

Travailler sur des données non-centrées revient à ajouter au modèle un terme

constant appelé intercept, qui s’interprète comme la moyenne de la réponse. En re-

gardant le critère 2.2, nous voyons que toutes les variables sont concernées par la péna-

lisation. Si les données ne sont pas centrées nous allons pénaliser cette moyenne, ce qui

n’a pas de sens. Si les données sont centrées le problème se résout car la pénalisation

n’affecte que la variance.

Sans normalisation de nos données, les estimations des effets risquent d’être à des

échelles complètement différentes. Pour visualiser ce phénomène, imaginons un modèle

visant à expliquer la taille d’une personne en fonction de son âge et de son sexe. Selon

que l’âge soit en années ou en mois, l’effet estimé sera très différent. La normalisation de

la matrice des données permet de s’assurer que tous les effets soient à la même échelle.

Or nous avons dit que la pénalisation de la régression ridge pouvait être vue comme un

contrôle de variance du vecteur d’effets. Puisque cette pénalisation est la même pour

toutes les variables, en l’absence de normalisation des données nous pénalisons autant

toutes les variables (même si elles sont à des échelles très différentes). La normalisation
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des données (et donc le fait d’avoir les effets à la même échelle) donne une cohérence à

la pénalisation unique.

En pratique nous aurons tendance à utiliser la moyenne empirique de notre réponse

pour centrer celle-ci. De même nous centrerons et réduirons chaque colonne des données

par respectivement sa moyenne et son écart-type empirique. Bien que très courante,

ces pratiques peuvent-être discutées (particulièrement dans le cas où n < p) et nous

reviendrons dessus plus tard.

2.3 Calcul de l’estimateur

Comme la régression linéaire standard, l’estimateur de la régression ridge dispose

d’une formule simple. Dérivons selon u le critère 2.2 :

∂u
(
‖y− Zu‖2

2 + λ ‖u‖2
2

)
= ∂u

(
(y− Zu)T (y− Zu) + λuTu

)
= 2ZTZu− 2ZTy + 2λu.

En posant ûR le vecteur qui minimise 2.2 nous pouvons écrire

∂u=ûR

(
‖y− Zu‖2

2 + λ ‖u‖2
2

)
= 0 (2.3)

⇒ ûR =
(
ZTZ + λIp

)−1
ZTy (2.4)

2.4 Propriétés de l’estimateur

2.4.1 Décomposition en valeurs singulières, analyse en com-

posantes principales et degrés de liberté

La décomposition en valeurs singulières est une technique très utilisée en analyse

des données [Golub and Kahan, 1965, Golub and Reinsch, 1970]. Nous appellerons

décomposition en valeurs singulières (SVD) de Z la décomposition Z = UDVT . U ∈
O(n) et V ∈ O(p) décrivent respectivement l’espace des lignes et des colonnes de Z. D ∈
Dn,p(R) est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont appelés valeurs

singulières. Notons que toute matrice Z ∈ Mn,p(R) admet au maximum min(n, p)
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valeurs singulières non nulles.

L’analyse en composantes principales (ACP), également connue sous le nom de

transformation de Karhunen–Loève est une méthode permettant de construire un jeu

de variables décorrélées décrivant le mieux un jeu de données. Elle trouve ses origines

dans Pearson [1901] et fut formalisée par Hotelling [1933].

La SVD et l’ACP sont complètement liées : l’ACP de la matrice Z correspond à

la SVD de la matrice ZTZ. En particulier, les valeurs singulières correspondent aux

racines carrées des valeurs propres.

En utilisant la SVD de Z nous pouvons écrire l’estimateur de la régression ridge

sous la forme suivante :

ûR = V
(
DTD + λIp

)−1
DTUTy. (2.5)

Cette forme est intéressante d’un point de vue calculatoire car elle demande l’inver-

sion d’une matrice diagonale et non pleine comme 2.4, au prix d’une décomposition en

valeurs singulières de Z (qui est également coûteuse en temps de calcul). C’est toute-

fois très intéressant si nous souhaitons calculer l’estimateur pour plusieurs valeurs du

paramètre de pénalisation, car nous n’avons qu’à calculer la SVD de Z une seule fois.

Nous en parlerons plus en détail plus loin dans le manuscrit.

La décomposition en valeurs singulières permet de définir pour la régression ridge

une forme particulière des degrés de liberté effectifs. Notons ŷ = Z
(
ZTZ + λIp

)−1
ZTy =

Hλy le vecteur de prédiction sur l’ensemble d’apprentissage. En reprenant la définition

des degrés de liberté effectifs 1.15, la formule d’espérance quadratique et la SVD

df(ŷ) = 1
σ2 tr (cov(ŷ,y)) = 1

σ2Eee
THλe (2.6)

= 1
σ2 tr

(
σ2UD

(
DTD + λIp

)−1
DTUT

)
(2.7)

=
min(n,p)∑
k=1

d2
k

d2
k + λ

. (2.8)

Un intérêt de cette quantité est qu’elle est bornée 0 ≤ df(ŷ) ≤ min(n, p). La quantité

df augmente avec la complexité du modèle : df = min(n, p) correspond au modèle

linéaire non pénalisé et df = 0 correspond au modèle nul.
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2.4.2 Le dilemme biais-variance pour la régression ridge

En supposant la matrice de données Z fixe, le dilemme biais-variance décrit en 1.17

pour la régression ridge s’écrit de la manière suivante :

var(ûR) = Ey

[
(ûR − Ey[ûR])T (ûR − Ey[ûR])

]
= Ey

[
(ûR −

(
ZTZ + λIp

)−1
ZTZu)T (ûR −

(
ZTZ + λIp

)−1
ZTZu)

]
= Ey

[((
ZTZ + λIp

)−1
ZT (y− Zu)

)T ((
ZTZ + λIp

)−1
ZT (y− Zu)

)]

= tr
(
Z
(
ZTZ + λIp

)−2
ZTσ2In

)
( espérance d’une forme quadratique )

biais2(ûR) = (Ey[ûR]− u)T (Ey[ûR]− u)

=
((

ZTZ + λIp
)−1

ZTZu− u
)T ((

ZTZ + λIp
)−1

ZTZu− u
)

= uT
((

ZTZ + λIp
)−1

ZTZ− Ip

)2
u

= λ2uT
(
ZTZ + λIp

)−2
u

Ce qui nous donne

var(ûR) = σ2
min(n,p)∑
k=1

d2
k

(d2
k + λ)2 (2.9)

biais2(ûR) = λ2
min(n,p)∑
k=1

c2
k

(d2
k + λ)2 avec c = VTu. (2.10)

La variance et le biais sont respectivement des fonctions décroissante et croissante en

λ (voir annexe). En pratique la régression ridge propose donc de biaiser l’estimateur des

moindres carrés pour baisser sa variance, et l’objectif sera donc de trouver le meilleur

compromis entre les deux.
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2.4.3 Théorème de l’existence

Une propriété intéressante est que l’estimateur de la régression ridge ûR peut tou-

jours faire mieux au sens de la précision que l’estimateur des moindres carrées û.

∃λ > 0, MSE(ûR, u) ≤ MSE(û, u) (2.11)

avec MSE(x,y) = 1
n
xTy. Une démonstration est disponible en annexe A.3. Sous

réserve de connâıtre un lambda vérifiant cette propriété, il est donc toujours avantageux

d’utiliser la régression ridge. Nous verrons plus tard comment choisir ce paramètre.

2.4.4 Un exemple pratique

Un exemple de décomposition biais variance pour l’estimateur de la ridge est pré-

senté dans la figure 2.1. Dans ce graphe nous avons simulé un modèle additif de di-

mension n = 100 et p = 10 puis nous avons calculé le biais et la variance avec les

formules décrites en 2.9 et 2.10. En abscisse on utilise les d.d.l.e avec la formule 2.8.

La courbe rouge représente la variance et la courbe verte est le biais. On voit que la

variance augmente quand le modèle se complexifie et qu’à l’inverse le biais diminue

avec la complexité. La courbe en noir est la précision de l’estimateur et présente un

minimum vers d.d.l.e ' 8,5-9. La courbe en pointillé représente la précision de l’esti-

mateur des moindres carrés. Nous voyons bien qu’il existe des valeurs de λ telles que

la précision de la régression ridge soit inférieure à celle des moindres carrés.

2.4.5 La régression ridge en grande dimension

Un estimateur toujours défini

Un intérêt de la régression ridge par rapport aux moindres carrés est qu’elle peut

être utilisée dans le cas de la grande dimension i.e n < p. En effet si n < p alors

0 ∈ sp
(
ZTZ

)
⇒
∣∣∣ZTZ

∣∣∣ =
n∏
i=1

d2
i × 0p−n = 0.

La matrice
(
ZTZ

)
n’est donc pas inversible et l’estimateur des moindres carrés ne

peut donc pas être défini. Dans le cas de la régression ridge,

22
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Figure 2.1 – Un exemple de la décomposition biais variance de l’estimateur de la régression
ridge.

∀λ > 0,
∣∣∣ZTZ + λIp

∣∣∣ =
n∏
i=1

(d2
i + λ) = λn−p

p∏
j=1

(d2
i + λ) > 0.

L’estimateur de la régression ridge est toujours défini tant que λ > 0. Dans le cas

n < p la ridge se révèle donc un choix intéressant pour une modélisation linéaire qui

rend le problème soluble sans sélectionner des variables.

Une forme adaptée à la grande dimension

Dans un cas où p est très grand, le calcul de l’estimateur peut être lourd. En effet

l’inversion de la matrice p × p dans la forme 2.4 va être très compliquée. Nous avons

vu qu’utiliser la SVD rend l’inversion plus facile, mais la SVD reste une opération

coûteuse. Il existe une forme alternative de l’estimateur de la régression ridge qui évite

la manipulation de matrice p×p. En particulier, cette forme sera très intéressante pour

le calcul de Hλ en grande dimension.
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ZT
(
ZZT + λIp

)
=
(
ZTZ + λIn

)
ZT

⇒
(
ZTZ + λIn

)−1
ZT

(
ZZT + λIp

) (
ZZT + λIp

)−1
=
(
ZTZ + λIn

)−1 (
ZTZ + λIn

)
ZT

(
ZZT + λIp

)−1

⇒
(
ZTZ + λIn

)−1
ZT = ZT

(
ZZT + λIp

)−1

Nous pouvons alors donc alors écrire l’estimateur ridge sous la forme

ûR = ZT
(
ZZT + λIp

)−1
y = VDT

(
DDT + λIn

)−1
UTy (2.12)

et Hλ sous la forme

Hλ = ZZT
(
ZZT + λIp

)−1
= UDDT

(
DDT + λIn

)−1
UT = UDλU

T .

Sous cette forme de Hλ nous ne manipulons que des matrices n× n. De plus nous

ne calculerons pas la SVD de Z mais plutôt celle de ZZT (ce qui revient à faire une

ACP).

2.5 Choix du paramètre de pénalisation λ

2.5.1 Comment choisir λ ?

Nous avons vu qu’un bon choix de paramètre de pénalisation est important pour

avoir un estimateur ridge de qualité. Mais comment choisir ce paramètre ? Dans l’exemple

du graphe 2.1 le paramètre optimal λopt était visible avec la décomposition biais-

variance. En pratique nous avons rarement accès au paramètre σ2 et au vecteur d’effets

u et ce n’est donc pas utilisable.

Notre objectif est d’avoir les meilleures prédictions possibles pour l’estimateur ridge

i.e de trouver λopt qui minimise l’erreur de prédiction définie en 1.13 pour un nouveau

point (y0, z0)

λopt = arg min
λ

ErrA(λ) = arg min
λ

Ey0,z0

[(
y0 − zT0 ûR(λ)

)2
| A

]

avec z0 ∈ Rp un vecteur colonne.

24



2. La régression ridge

Une approche tentante serait de choisir λ à partir des données de l’ensemble d’ap-

prentissage A i.e choisir le lambda qui minimise l’erreur de prédiction sur A

errA (λ) = 1
nA

∑
i∈A

(
yi − zTi ûR(λ)

)2
avec nA = Card(A). (2.13)

En pratique cela ne fonctionne pas. En effet errA a tendance à sous-estimer ErrA. De

plus errA favorise toujours le modèle le plus complexe possible et donc choisit λopt = 0.

Ce phénomène est bien illustré dans la figure 2.2. Dans cet exemple nous avons simulé

un jeu de données de taille n = 600 et p = 30 selon un modèle linéaire. Nous avons gardé

100 individus pour estimer le vecteur d’effet en utilisant la régression ridge et utilisé

les 500 autres comme ensemble de validation. Nous avons calculé errA (courbe rouge)

et estimé ErrA (courbe bleue) avec le MSE sur l’ensemble de validation. Il apparâıt

clairement que errA est un mauvais estimateur de ErrA.

0 5 10 15 20 25 30

0.
4

0.
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0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

d.d.l.e( λ )

Errtest
errtrain

Figure 2.2 – Un exemple du comportement de errA et ErrT .

Au vu de l’importance d’avoir des données externes pour le choix de λ, une bonne

pratique serait de séparer notre jeu de données en 3 parties : un ensemble d’appren-

tissage A pour construire l’estimateur, un ensemble de validation V pour choisir la
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complexité optimale (à travers le choix de λ) et un ensemble de test T pour estimer

les capacités prédictives.

Le problème de ce découpage est qu’il est gourmand en données. Il est nécessaire

d’avoir une taille d’ensemble d’apprentissage suffisante pour estimer correctement le

vecteur d’effet, un faible effectif dans V peut entrâıner un mauvais choix de complexité

optimale et enfin l’estimation de la capacité prédictive ne sera pas fiable si on a trop

peu d’individus dans T . Ce découpage n’est donc pas toujours applicable en pratique.

Pour palier à ce problème il existe des méthodes pour remplacer l’étape de vali-

dation. Une première approche est d’utiliser une formule analytique telle que l’AIC

(Aikaike Information Criteria) [Akaike and BN Petrov ; F Csaki, 1973] ou la statistique

Cp [Mallows, 1973]. Ces formules permettent de choisir λ à partir de A et permettent

donc de se passer de l’ensemble de validation. Une autre approche est d’utiliser un

ré-échantillonnage des données tel que la validation croisée ou le bootstrap. Dans la

suite de ce manuscrit nous nous concentrerons sur la validation croisée.

2.5.2 La validation croisée

La validation croisée K fold

Figure 2.3 – Principe de la validation croisée.

La validation croisée vise à fractionner l’ensemble d’apprentissage en sous-ensembles

indépendants, puis à construire le modèle sur tous les sous-ensembles sauf un et à

l’évaluer sur le sous-ensemble restant, et ceci en changeant plusieurs fois les rôles comme

décrit dans le graphe 2.3. Notons {A1, ...,AK} une partition en K sous-ensembles de

A telle que A =
K⋃
l=1
Al,

K⋂
l=1
Al = ∅ et notons également A−i = A \ {Al : i ∈ Al} la

partition privée du sous-ensemble contenant l’individu i. Nous définissons alors l’erreur

de la validation croisée K-fold pour la régression ridge comme

26
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errV C(λ) = 1
nA

nA∑
i=1

(
yi − zTi ûA

−i

R (λ)
)2
, (2.14)

avec zi ∈ Rp un vecteur colonne représentant la i-ème ligne de Z et ûA
−i

R l’estimateur

ridge construit avec A−i. Nous choisirons ensuite

λ̂V Copt = arg min
λ

errV C(λ).

Chaque individu est utilisé K − 1 fois dans la construction d’estimateur et une

fois dans l’évaluation du modèle. Très souvent nous prendrons K entre 5 et 15. La

validation croisée est une méthode robuste donnant des résultats satisfaisants mais qui

peut se révéler parfois coûteuse en temps de calcul.

Notons enfin que la validation croisée estime l’erreur attendue de prédiction 1.14 plu-

tôt que l’erreur de prédiction 1.13 : la validation croisée ”construit” plusieurs ensembles

de test et d’apprentissage et mimique donc une espérance sur l’ensemble d’apprentis-

sage (voir le chapitre 7 de [Trevor Hastie et al., 2009]).

Un cas particulier : la Leave-One-Out

Un cas particulier de la validation croisée est le cas K = n dans lequel nous ef-

fectuons une prédiction sur un individu à partir de tous les autres. Ce cas particulier

est appelé validation croisée Laissée pour compte (que nous allons angliciser en Leave-

One-Out et abréger en LOO). L’erreur de LOO avec standardisation unique pour tout

les individus est définie comme

errLOO(λ) = 1
nA

nA∑
i=1

(
yi − zTi û−iR (λ)

)2
(2.15)

avec û−iR = Z−i
(
(Z−i)TZ−i + λIp

)−1
(Z−i)Ty−i l’estimateur de la régression ridge construit

en excluant la ligne i du vecteur de réponse et de la matrice des données. En utilisant

la formule de Sherman-Morrison-Woodbury, Meijer and Goeman [2013] montre que

û−iR = ûR −
(ZTZ + λIp)−1zi(yi − zTi ûR)

1− [hλ]ii
(2.16)
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avec [hλ]ii le i-ème coefficient diagonal de Hλ. Des éléments de la preuve de cette

formule sont disponibles en annexe A.4. En injectant 2.16 dans 2.15, nous obtenons

errLOO(λ) = 1
nA

nA∑
i=1

(
yi − zTi ûR(λ)

1− [hλ]ii

)2

(2.17)

= 1
nA

yT (InA −Hλ)(diag(InA −Hλ))−2(InA −Hλ)y. (2.18)

La formule 2.18 est plus rapide à calculer qu’une validation croisée à K = nA plis

(que l’on appellera validation croisée à K = nA fold) car elle ne nécessite que le calcul

de Hλ. Notons toutefois qu’il existe une différence subtile au niveau de la normalisation

entre l’erreur proposée par Meijer 2.15 et une validation croisée avec K = nA folds.

Dans la version de Meijer Z−i correspond à la matrice Z privée de la ligne i et n’est

jamais renormalisée. A l’inverse dans une validation croisée avec K = nA folds, Z−i

sera renormalisée a chaque fois. Cette différence peut parâıtre anecdotique mais elle

peut avoir une grande importance en grande dimension, comme nous allons le voir.

La LOO est l’approche la plus gourmande en calcul pour l’estimation de l’erreur

attendue de prédiction parmi la famille des K-fold. Il est donc particulièrement perti-

nent d’utiliser la LOO quand nous ne disposons que de peu de données. Nous pourrons

également souhaiter utiliser la LOO dans le cadre de la grande dimension (i.e. quand

n << p) où nous souhaiterons utiliser la ”meilleure” approximation de l’erreur atten-

due de prédiction pour ”compenser” l’apprentissage difficile. Malheureusement dans ce

cadre les temps de calcul de la LOO risquent d’être très longs (par exemple en géné-

tique nous aurons facilement n > 10 000). Nous allons donc présenter une approche

réduisant les temps de calculs pour permettre d’approcher la LOO dans ce contexte de

grande dimension.

Une approximation de la Leave-One-Out : la Generalized Cross-Validation

L’erreur de Generalized Cross-Validation (GCV) est une approximation de l’erreur

LOO 2.15 proposée dans [Golub et al., 1978]. L’idée est de projeter le modèle dans

un espace complexe pour obtenir une matrice Hλ à coefficients diagonaux constants.

En combinaison avec la décomposition en valeurs singulières et l’expression 2.17, nous

arrivons à une expression très simple :
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errGCV (λ) = 1
nA

nA∑
k=1

(
λ

dk+λ

)2
b2
k(

1
nA

nA∑
k=1

λ
dk+λ

)2 (2.19)

= 1
nA

‖y− ZûR(λ)‖2
2(

1
nA

tr(InA −Hλ)
)2 (2.20)

avec b = UTy. Il est possible de donner à l’erreur de GCV une forme telle que 2.18

en utilisant l’écriture Hλ = UDλU
T ,

errGCV (λ) = 1
nA

yT (InA −Hλ)(tr(InA −Hλ)InA)−2(InA −Hλ)y (2.21)

= 1
nA

bT (InA −Dλ)(tr(InA −Dλ)InA)−2(InA −Dλ)b. (2.22)

Dans la forme 2.22, toutes les matrices dépendantes de λ sont diagonales et donc

très faciles à manipuler. Pour peu que nous disposions de l’ACP de la matrice ZZT , la

GCV se calcule donc immédiatement.

2.6 Les modèles mixtes

Les modèles à effets aléatoires sont une approche mathématique très proche de la

régression ridge. Dans cette section nous allons présenter ces modèles et leur lien avec

la régression ridge.

Les modèles à effets aléatoires proposent une approche différente de la modélisation

linéaire : contrairement à la régression ”classique”(où les coefficients sont pensés comme

fixes) les effets sont ici considérés comme des variables aléatoires. Bien que nous ayons

(beaucoup) utilisé les modèles à effets aléatoires dans cette thèse, nous avons centré

notre travail autour de la régression ridge. Nous ne nous attarderons donc pas sur la

théorie des modèles à effets aléatoires et nous nous contenterons d’énoncer les grandes

lignes. L’écriture de cette section se base sur les travaux de Dandine-Roulland [2014]

et Perdry [2017] qui ont fait un incroyable travail d’explication de ces modèles.
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Modèles à effets aléatoires et modèles mixtes

Considérons un modèle linéaire de la forme

y = Xβ + Zu+ e (2.23)

= f + g + e (2.24)

avec β ∈ Rr, u ∈ Rp et e ∈ Rn. Dans ce modèle le terme e ∼ N (0n, σ2In) joue le rôle

d’un vecteur de bruit. Nous remarquons que nos données sont scindées en deux matrices

X et Z. Le vecteur β sera considéré comme un terme fixe contenant des paramètres à

estimer. Nous appellerons ces paramètres effets fixes. Le vecteur u sera lui considéré

comme un vecteur aléatoire u ∼ N (0p, τIp). Le paramètre que nous chercherons à

estimer est τ et non le vecteur d’effets u. Une approche rigoureusement équivalente est

de fixer l’aléatoire sur le terme génétique g directement g ∼ N (0n, τZZT ).

Dans les deux cas la réponse suit donc une loi normale multivariée,

y ∼ N (Xβ, τZZT + σ2In). (2.25)

Pour estimer les composantes de variances τ et σ2, nous utiliserons la maximisa-

tion de la vraisemblance. En posant Σ = τZZT + σ2In nous pouvons écrire la log-

vraisemblance de 2.23

l(β, τ, σ2) = −1
2 log |Σ| − 1

2(y−Xβ)TΣ−1(y−Xβ) + cst. (2.26)

La matrice ZZT est parfois appelée la matrice d’apparentement et mesure la res-

semblance entre les individus. En dérivant 2.26 selon β, nous obtenons facilement

β̂ = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y. (2.27)

En remarquant que

y−Xβ̂ = ΣPy

avec P = Σ−1 −Σ−1X(XTΣ−1X)TXTΣ−1, nous pouvons écrire la log-vraisemblance
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profilée du modèle

l(β̂, τ, σ2) = −1
2 log |Σ| − 1

2yTPy + cst. (2.28)

Un modèle restreint

Nous remarquons que dans la formule 2.26 nous avons besoin de connâıtre β pour

estimer les composantes de variance, mais la formule 2.27 montre également que β̂

est une fonction des composantes de variance. Pour passer outre ce problème, une

solution est d’utiliser une vraisemblance restreinte. Soit C ∈ Mn−r,n une matrice dite

de contraste qui vérifie CX = 0n,r et CCT = In−r. En multipliant 2.23 à droite par C

nous obtenons

γ = Cy = CXβ + CZu+ Ce (2.29)

→ γ = CZu+ Ce ∼ N (0n−r,Ω) (2.30)

avec Ω = τCZZTCT + σ2In−r = CΣCT . Dans ce nouveau modèle il n’y a pas d’effets

fixes et les estimations des composantes de variances par maximum de vraisemblance

ne seront pas biaisées. La log-vraisemblance de ce modèle est

lrestreinte(τ, σ2) = −1
2 log |Ω| − 1

2γ
TΩγ (2.31)

En utilisant les deux résultats suivants (que nous admettrons, voir les annexes

de Dandine-Roulland [2014] pour une démonstration) des propriétés des matrices de

contraste

CTΩ−1C = Σ−1 −Σ−1XΩ−1XTΣ−1

log |Ω| = log |V|+ log
∣∣∣XTΣ−1X

∣∣∣+ cst

nous obtenons

lrestreinte(τ, σ2) = −1
2 log |Σ| − 1

2 log
∣∣∣XTΣ−1X

∣∣∣− 1
2yTPy + constante. (2.32)
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Estimations des composantes de la variance et des effets géné-

tiques

Il n’existe pas de formule directe des estimateurs du maximum de vraisemblance

pour 2.32. L’estimation de τ et σ2 se fait donc par des méthodes itératives : chaque

itération donne une estimation de nos composantes de variance et l’algorithme s’arrête

quand les résultats se stabilisent. L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) est une

solution classiquement utilisée qui converge toujours mais cette convergence peut être

très lente. Une méthode souvent utilisée en pratique est l’algorithme Average Informa-

tion REscrited Maximum Likelihood (AI-REML). En notant θ = (τ, σ2), le vecteur des

composantes estimées à l’itération r est

θr+1 = θr + 1
2
(
H−1(θ) + I(θ)

)
∇(θ)

avec ∇(θ) le vecteur de gradient de la log-vraisemblance, H−1(θ) l’inverse de la matrice

Hessienne et I(θ) la matrice d’information de Fisher.

Calcul de l’estimateur des effets génétiques

Il est possible de déduire un estimateur du vecteur d’effets génétiques. Rappelons

que nous supposons u ∼ N (0p, τIp) et y ∼ N (Xβ, τZZT + σ2In) et remarquons que

y
u

 =

Xβ

0p

+

Z In

Ip 0p,n

 ,
nous pouvons alors écrire

y

u

 ∼ N

Xβ

0p

 ,
τZZT + σ2In τZ

τZT τIp


 .

La distribution de u conditionnellement à y suit alors une loi normale de paramètre

u|y ∼ N
(
0p + τZT (τZZT + σ2In)−1(y−Xβ), τIp − τZT (τZZT + σ2In)−1τZ

)
.

Le Best Linear Unbiased Predictor (abrégé en BLUP) est alors défini comme

ûBLUP = E[u|y] = τZTΣ−1(y−Xβ). (2.33)
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Notons que dans 2.33, nous avons utilisé les vraies composantes de variance. Pour

estimer ce BLUP nous devrons remplacer les composantes de la variances et le vecteur

d’effets fixes par leurs estimations : nous parlerons alors d’empirical BLUP (eBLUP)

ûeBLUP = τ̂ZT Σ̂(y−Xβ̂) (2.34)

= τ̂ZT P̂y. (2.35)

BLUP et matrice d’apparentement

Jusqu’à présent nous nous sommes surtout intéressés à placer l’aléa sur u et nous

avons juste mentionné la possibilité de fixer l’aléa sur g en disant que les approches

étaient équivalentes. Un des intérêts du modèle aléatoire est que les calculs de vrai-

semblance ne sont pas fonction de la matrice de génotype mais de la matrice d’appa-

rentement ZZT . En fixant l’aléa sur g il est possible d’utiliser n’importe quelle matrice

d’apparentement A : nous aurons alors g ∼ N (0n, σ2
AA) et la matrice de covariance

de y devient alors Σ = σ2
AA + σ2In.

Bien sûr sous cette approche il n’est pas possible d’estimer un vecteur d’effets

génétiques û. Nous pourrons quand même estimer le vecteur de composante génétique

par

ĝ = σ2
AAPy. (2.36)

2.6.1 Lien entre modèle à effets aléatoires et régression ridge

La régression ridge et les modèles à effets aléatoires sont deux concepts mathéma-

tiques très liés. Pour le voir, intéressons nous à la maximisation de la distribution à

posteriori dans le modèle

y = Zu+ e (2.37)

avec u ∼ N (0p, τIp), e ∼ N (0n, σ2In) et en supposant la matrice de génotypes comme

fixée. Notre objectif est de maximiser le Maximum A Posteriori

p(u|y) = p(y|u)p(u)
p(y)

→log p(u|y) = log p(y|u) + log p(u)− log p(y).
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avec p(u|y) la loi de u conditionné par y. En utilisant le fait que u ∼ N (0p, τIp),
y ∼ N (0n, τZZT + σ2In), y|u ∼ N (Zu, σ2In) et en rappelant que la log-vraisemblance

d’une distribution normale multivariée de paramètres µ et Σ vaut

log p(x|µ,Σ) = −n2 log 2π − 1
2 log |Σ| − (x− µ)TΣ−1(x− µ),

nous pouvons alors écrire

log p(u|y) =− n

2 log 2π − 1
2 log

∣∣∣σ2In
∣∣∣− 1

2(y− Zu)T (σ2In)−1(y− Zu)

− p

2 log 2π − 1
2 log |τIp| −

1
2(u− 0p)T (τIp)−1(u− 0p)

+ n

2 log 2π + 1
2 log

∣∣∣τZZT + σ2In
∣∣∣− 1

2(y− 0n)T (τZZT + σ2In)−1(y− 0n).

En isolant les termes dépendants de u nous obtenons

log p(u|y) =− 1
2σ2

(
‖y− Zu‖2

2 + σ2

τ
‖u‖2

2

)
+K⊥u

avec K⊥u un terme indépendant de u. Au vu de l’équation précédente, nous avons

l’équivalence

arg max
u

p (u|y) = arg min
u
‖y− Zu‖2

2 + λ ‖u‖2
2 avec λ = σ2

τ
. (2.38)

Il y a donc équivalence entre chercher les composantes de variance optimales et le

paramètre de pénalisation optimal d’une régression ridge. Le paramètre de pénalisation

est défini comme le ratio des composantes de variance. Pour bien comprendre cette

équivalence, nous allons étudier le choix des composantes de variance et du paramètre

de pénalisation dans les deux cas extrêmes.

Prenons le cas extrême du modèle intégralement bruité i.e u = 0p. D’après la formule

2.10 nous aurons donc ∀λ biais2 = 0 i.e le biais est constant. D’après le dilemme biais-

variance, nous allons choisir λ qui minimise la variance et au vu de 2.9 il s’agit de

λ = +∞. Du point de vue du modèle mixte, u = 0p → τ = 0. En utilisant le lien 2.38,

nous retrouvons bien λ = +∞.

A l’inverse, prenons le cas du modèle sans bruit. Ici e = 0 → σ2 = 0. D’après 2.9,

nous aurons donc la variance constante et nulle pour tout λ. Le dilemme biais variance

choisira donc le λ qui minimise le biais i.e λ = 0. Dans le modèle à effets aléatoires

nous sommes dans le cas où σ2 = 0. Toujours en utilisant 2.38 nous retrouvons λ = 0.
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2. La régression ridge

Au vu de cette équivalence on se doute que les concepts de BLUP et d’estimateur

ridge vont être très proches, ce qui se montre très facilement :

ûR =
(
ZTZ + λIp

)
ZTy = ZT

(
ZZT + λIn

)−1
y

= ZT

(
ZZT + σ2

τ
In

)−1

y = τZT
(
τZZT + σ2In

)−1
y

= ûBLUP .

2.7 Intégration de variables non-pénalisées dans la

régression ridge

Jusqu’à présent nous avons supposé que l’on souhaitait pénaliser toutes les variables

de notre modèle mais ce ne sera pas toujours le cas. Par exemple nous souhaitons

quasiment systématiquement ne pas pénaliser l’intercept de notre modèle.

Introduisons dans le modèle X ∈ Mn,r(R) la matrice des variables non pénalisées

et β ∈ Rr le vecteur d’effets de ces variables. Le modèle devient alors

y = Xβ + Zu+ e (2.39)

et le critère ridge associé pour une estimation jointe de β et u sera

arg min
β∈Rr, u∈Rp

‖y−Xβ − Zu‖2
2 + λ ‖u‖2

2 . (2.40)

En dérivant 2.40 selon β et u et en cherchant l’annulation des dérivées, nous obte-

nons

β̂ = (XTX)−1XT (y− Zu)

ûR =
(
ZTZ + λIp

)−1
ZT (y−Xβ).

Ces formules ne sont pas utilisables car en pratique nous ne connaissons pas β et

u. Si nous sommes intéressés par l’estimation de u uniquement, nous utiliserons des

matrices de projection.
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2. La régression ridge

Avec le projecteur orthogonal

Le choix de matrice de projection le plus classique est

PX = In −X(XTX)−1XT . (2.41)

avec PX qui vérifie en particulier PXX = 0n, PT
X = PX et PXPX = PX.

Alors en multipliant 2.39 à gauche par 2.41, nous obtenons le modèle sans covariables

non pénalisées

PXy = PXXβ + PXZu+ PXe = PXZu+ PXe (2.42)

En particulier dans ce nouveau modèle nous avons

PXy ∼ N (PXZu, σ2PX). (2.43)

Pour obtenir un estimateur de u on écrit le critère ridge du modèle (2.42)

arg min
u∈Rp

‖PXy−PXZu‖2
2 + λ ‖u‖2

2 (2.44)

= arg min
u∈Rp

(y− Zu)TPX(y− Zu) + λuTu (2.45)

et en dérivant ce critère selon u puis en cherchant à annuler la dérivée nous obtenons

ûR =
(
ZTPXZ + λIp

)−1
ZTPXy (2.46)

= ZTPX(PXZZTPX + λIn)PXy. (2.47)

Avec une matrice de contraste

Il est également possible de travailler dans un espace réduit comme dans les modèles

mixtes. Notons C une matrice de contraste vérifiant CX = 0n,r et CCT = In−r, alors

comme pour l’approche précédente en multipliant 2.39 à droite par C nous obtenons

un modèle sans variables non-pénalisées
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2. La régression ridge

Cy = CXβ + CZu+ Ce = CZu+ Ce. (2.48)

Une différence par rapport à l’approche précédente est que

Cy ∼ N (CZu, σ2In−r) (2.49)

i.e la matrice de covariance du phénotype contrasté est une matrice diagonale à coef-

ficients constants. Nous écrivons le critère ridge du modèle (2.48)

arg min
u∈Rp

‖Cy−CZu‖2
2 + λ ‖u‖2

2 (2.50)

= arg min
u∈Rp

(y− Zu)TCTC(y− Zu) + λuTu (2.51)

et nous obtenons après dérivation

ûR =
(
ZTCTCZ + λIp

)−1
ZTCTCy (2.52)

= ZTCT (CZZTCT + λIn−r)Cy. (2.53)

Choix d’une matrice de contraste

La question qui se pose est comment trouver C ? Une approche est d’utiliser la

décomposition QR. La décomposition QR de A ∈ Mn,r(R) s’écrit A = QR avec Q ∈
O(n) et RT ∈ Mr,n(R) = [RT

1 ,0r,n−r] où R1 ∈ Mr,r(R) est une matrice triangulaire

supérieure. En posant Q = [Q1,Q2] avec Q1 ∈ Mn,r(R), Q2 ∈ Mn,n−r(R) et en

remarquant que

QTQ =

QT
1

QT
2

(Q1 Q2

)
=

QT
1 Q1 QT

1 Q2

QT
2 Q1 QT

2 Q2

 =

 Ir Or,n−r

On−r,r In−r

 ,
alors nous montrons que l’on a
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2. La régression ridge

QT
2 A = QT

2

(
Q1 Q2

)
R =

(
0n−r,r In−r

) R1

0n−r,n

 = 0n−r,r.

Comme QT
2 A = 0n−r,r et QT

2 Q2 = In−r, alors c’est une matrice de contraste.

La décomposition QR d’une matrice étant relativement peu coûteuse à calculer, cette

méthode est bien pratique.

Estimation disjointe

Dans la pratique plutôt que d’utiliser les approches décrites au dessus, il sera par-

fois tentant d’effectuer une estimation disjointe pour les variables pénalisées et non-

pénalisées (particulièrement dans les cas où nous nous attendons à ce que les variables

pénalisées soient indépendantes des non-pénalisées). Un exemple d’un tel cas pourrait

être un modèle avec un intercept très élevé. Nous commençons par estimer les effets

fixes avec y comme réponse

β̂ = (XTX)−1XTy.

Ensuite, nous calculons l’estimateur ridge avec comme réponse la réponse y moins

l’estimation du terme des effets non-pénalisés

ûR =
(
ZTZ + λIp

)−1
ZT (y−Xβ̂).

2.8 Extension du lien entre régression ridge et mo-

dèle à effets aléatoires en présence d’effets fixes

Il est possible de généraliser le lien établi dans la section 2.6.1 au cas avec effets

fixes. Prenons le modèle défini en (2.39)

y = Xβ + Zu+ e

avec u ∼ N (0p, τIp) et e ∼ N (0n, σ2In). En remarquant que y|u ∼ N (Xβ+Zu, σ2In),
en supposant encore une fois Z fixée et en utilisant les mêmes calculs que plus haut
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2. La régression ridge

nous pouvons montrer l’équivalence

arg max
u

p (u|y) = arg min
u
‖y−Xβ − Zu‖2

2 + λ ‖u‖2
2 avec λ = σ2

τ
. (2.54)

Notons également que le lien se prolonge également au cas des modèles contrastés.

Prenons la version contrastée de (2.39)

Cy = CZu+ Ce. (2.55)

avec C une matrice de contraste de X. En remarquant que Ce ∼ N (0n−r, σ2In−r) et

que Cy ∼ N (CZu, σ2In−r), nous avons alors l’équivalence

arg max
u

p (u|Cy) = arg min
u
‖Cy−CZu‖2

2 + λ ‖u‖2
2 avec λ = σ2

τ
. (2.56)

Notons en particulier que dans le modèle initial (2.39) ou dans le modèle contrasté

le paramètre de pénalisation optimal est le même, ce qui remontre l’intérêt de travailler

dans un modèle contrasté.
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Chapitre 3

Validation croisée généralisée en

grande dimension

Utiliser la GCV en grande dimension n’a pas été immédiat. En effet cette dernière

avait tendance à très fortement sous-estimer le paramètre de pénalisation optimal car il

était systématiquement nul. Dans cette section nous décrirons les problèmes que nous

avons rencontrés et expliquerons comment nous avons réussi à les résoudre.

Nous travaillerons avec le modèle linéaire classique.

y = Zu+ e (3.1)

Avec y ∈ Rn, Z ∈ Mn,p(R), u ∈ Rp et e ∼ N (0n, σ2In). Nous supposerons que toutes

les variables de la matrice de données sont pénalisées. Ainsi l’erreur de GCV pour

choisir le paramètre de pénalisation λ de la régression ridge s’écrit

errGCV (λ) = 1
n

yT (In −Hλ)(tr(In −Hλ)In)−2(In −Hλ)y

= 1
n

bT (In −Dλ)(tr(In −Dλ)In)−2(In −Dλ)b.

avec

Dλ = DDT
(
DDT + λIn

)−1
et (3.2)

b = UTy. (3.3)
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

Nous supposerons également que le centrage et la réduction de Z seront réalisés de

manière empirique. Soit G ∈ Mn,p(N) la matrice de données brutes. Nous calculerons

pour chaque variant j la moyenne empirique

µ̂j = 1
n
1TnGj = 1

n

n∑
i=1

Gi,j

et l’écart-type empirique

σ̂j = 1
n− 1(Gj − µ̂j1n)T (Gj − µ̂j1n) = 1

n− 1

n∑
i=1

(Gi,j − µ̂j)2.

Alors la matrice de données standardisées Z est définie comme

Z = [z1, ..., zp] avec zj = (Gj − µ̂j1n)/σ̂j.

3.1 Illustration des problèmes de la GCV en grande

dimension et sous centrage empirique

Nous allons illustrer les problèmes de la GCV en grande dimension et avec un mau-

vais choix de centrage en utilisant des simulations qui seront résumées dans le graphe

3.1. Nous avons simulé n = 100 individus selon un modèle linéaire pour un scénario

”petite dimension” avec p = 20 (panneaux du haut) et un scénario ”grande dimension”

avec p = 2000 (panneaux du bas). Nous comparerons le centrage empirique de la ma-

trice des génotypes (panneaux de gauche) et un centrage avec des valeurs externes qui

seront ici les valeurs que nous avons utilisées pour la simulation des génotypes (pan-

neaux de droite). Dans tous ces scénarios les phénotypes seront centrés empiriquement.

Notre objectif est de chercher le paramètre de pénalisation optimal pour la régression

ridge. Pour cela nous avons calculé la GCV et également estimé la précision du modèle

par 1
p
(u − ûR)T (u − ûR) avec u le vecteur d’effet simulé et ûR l’estimateur de la ré-

gression ridge. Dans chacun des panneaux du graphe 3.1 nous avons affiché l’erreur de

GCV et la précision de l’estimateur en fonction des degrés de liberté effectifs définis en

(1.15). Toutes les courbes de GCV ont été multipliées par une constante pour être à la

même échelle que la précision mais ce n’est pas un problème car nous nous intéressons

uniquement aux minimums des courbes et non pas à leurs valeurs.

Nous constatons que dans le cas n > p la GCV et la précision choisissent la même

complexité optimale qu’importe le centrage. Cela montre qu’en petite dimension utiliser
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension
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Figure 3.1 – Une illustration du biais de la GCV en grande dimension et avec le centrage
empirique. Chaque panel qui correspond à un scénario de dimension et de centrage représente
la précision de l’estimateur (courbe pleine) et l’erreur de la GCV (courbe en pointillés) selon
les degrés de liberté effectifs comme mesure de la complexité. Les deux études sont de taille
n = 100 avec p = {20, 2000}. Le centrage indépendant a été réalisé avec des valeurs issues
des simulations.
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

un centrage empirique n’a pas un effet net sur la qualité de la GCV.

En revanche dans le cas n < p le choix de standardisation se révèle avoir une grande

importance. Dans le panel avec standardisation par données externes, la GCV et la

précision choisissent une complexité optimale assez proche. Avec une standardisation

empirique la GCV a un comportement étrange et choisit comme complexité optimale

le cas où λ = 0 (autrement dit le modèle le plus complexe), et a un comportement

différent de la précision.

Ce comportement est inévitable. Dans la section suivante, nous allons montrer que

cela est dû à la conjonction de plusieurs facteurs : le contexte de la grande dimension,

de standardisation empirique de la matrice des génotypes et enfin l’estimation disjointe

de l’intercept par la moyenne empirique et des effets génétiques.

3.2 Démonstrations des problèmes

Commençons par remarquer que le spectre de la matrice K = ZZT est différent

selon que l’on soit en petite ou en grande dimension. Nous rappelons l’expression de la

SVD de Z = UDVT → K = UDDTUT , nous avons alors

— En petite dimension, DDT =



d2
1

0p,n−p
. . .

d2
p

0n−p,p 0n−p

 et sp(K) = {d2
1, ..., d

2
p, 0}.

— En grande dimension, DDT =


d2

1
. . .

d2
n

 et sp(K) = {d2
1, ..., d

2
n}.

Remarquons désormais l’influence d’un centrage empirique des génotypes :

∀j ∈ J1, pK,
n∑
i=1

zi,j = 0→ zi = −
∑
j 6=i

zj.

avec zi ∈ Rp un vecteur colonne représentant la i-ème ligne de Z.

Avec ce choix de centrage chaque ligne de Z est une combinaison linéaire de toutes

les autres. Une manière de le voir est que l’un de nos individus n’est plus informatif,

puis qu’il est parfaitement décrit par tous les autres. Cela a une influence sur l’ACP
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

de K. Rappelons que l’ACP translate notre jeu de données pour créer des variables les

plus informatives possibles. Comme le centrage empirique ”sacrifie” un individu, une

conséquence est que l’une des valeurs propres de K est automatiquement mise à 0 : le

centrage empirique fait ”perdre une dimension” à l’ACP.

Cette perte de dimension a une influence différente entre la petite et la grande

dimension : en petite dimension, l’ACP a déjà au maximum p directions explicatives

et donc n − p directions non explicatives avec une valeur propre associé nulle. En

conséquence la perte d’une dimension par le centrage n’est pas la cause de l’introduction

de la valeur propre nulle dans le spectre de K.

Au contraire en grande dimension les n directions de l’ACP sont censées être ex-

plicatives : le fait que l’on force d2
n = 0 va significativement changer le spectre de

K.

Nous allons maintenant démontrer de deux manières que la GCV choisit λ = 0 dans

le contexte de grande dimension et de centrage empirique. La première démonstration

est spécifique à la GCV et la deuxième est plus générale pour la Leave-One-Out avec

standardisation unique pour tout les individus définie en (2.18).

Démonstration 1

Commençons par montrer qu’en cas de centrage empirique de Z la valeur propre

nulle est associée aux vecteurs propres à coefficients identiques : soit w = α1n avec

α ∈ R. Puisque Z est centré empirique, nous avons ZTw = 0p et donc ZZTw = 0n = 0w

i.e. tout vecteur à coefficients constants est un vecteur propre de K associé à 0. En

prenant α = 1√
n

ou α = −1√
n
, alors w est un vecteur propre et unitaire.

Nous remarquons que en grande dimension et avec un centrage empirique nous

avons

In −Dλ
d2
n=0−−−→
λ→0



0
. . .

0
1


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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

avec Dλ définie comme en (3.2) et donc

[ 1
n

tr(In −Dλ)In
]−2

d2
n=0−−−→
λ→0

n2In.

En utilisant ces deux résultats, nous avons donc

errGCV (λ) d2
n=0−−−→
λ→0

1
n
× n2bT



0
. . .

0
1

b = nb2
n.

Nous rappelons que b = UTy i.e. la n-ième colonne de U correspond au vecteur

propre associé à la valeur propre nulle. Comme K admet une valeur propre nulle et

que nous venons de voir qu’en cas de standardisation empirique la valeur propre nulle

a l’un de ces vecteurs propres associés qui est à coefficients constants, alors la dernière

colonne de U est à coefficients constants. Nous avons donc

b2
n = 1

n
(1nTy)2

et donc

errGCV (λ) d2
n=0−−−→
λ→0

(1nTy)2.

Si nous décidons de travailler sur un phénotype centré empiriquement, alors 1n
Ty =

0 et donc

errGCV (λ) d2
n=0−−−→
λ→0

0.

Travailler sur un phénotype centré empiriquement revient à travailler dans un modèle

avec un terme d’intercept puis à estimer de façon disjointe l’intercept et les effets

aléatoires. C’est une pratique très courante en petite dimension sans que cela ne pose

de problème. Nous avons donc montré que la GCV n’est pas fonctionnelle dans ce

contexte de grande dimension avec centrage empirique des données.
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

Démonstration 2

Dans cette démonstration nous allons remarquer qu’un centrage empirique de Z (et

y) implique que chaque ligne de Z (et y) devient une combinaison linéaire des autres

lignes. Une conséquence pour la LOO est que l’individu de validation devient une

combinaison linéaire de tous les individus de l’ensemble d’apprentissage. Nous brisons

donc l’indépendance voulue entre les ensembles d’apprentissage et de validation, ce qui

explique un biais dans le choix du paramètre de pénalisation.

On rappelle qu’avec un centrage empirique des données nous avons ∀i ∈ J1, nK

yi = −
∑
k 6=i

yk = −1Tn−1y−i,

zi = −
∑
k 6=i

zk = −1Tn−1Z−i.

Intéressons nous à

ŷ−i(i) = zTi û
−i
R = −

∑
k 6=i

zTk û
−i
R = −1TnZ−iZ

T
−i

(
Z−iZ

T
−i + λIn−1

)−1
y−i

qui est l’estimation pour l’individu i avec l’estimateur ridge construit en excluant i.

Nous remarquons que si Z−iZ
T
−i est inversible (normalement elle l’est en grande dimen-

sion car le centrage utilise l’individu i en plus), alors quand λ→ 0 on a

ŷ−i(i) = −
∑
j 6=i

yj = yi.

Nous en déduisons que

λ = 0⇒
(
ŷ−i(i)− yi

)2
= 0

et donc que

errLOO(λ = 0) = 1
n

n∑
i=1

(
yi − ŷ−i(i)

)2
= 0.

Une comparaison avec la petite dimension

A titre de comparaison nous nous proposons de regarder comment se comporte la

GCV en petite dimension.
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

Remarquons que

In −Dλ −−→
λ→0

 0p 0p,n−p

0n−p,p In−p


et que donc

errGCV (λ) −−→
λ→0

( 1
n
× (n− p)

)−2
bT

 0p 0p,n−p

0n−p,p In−p

b =
(

n

n− p

)2 n∑
k=p+1

b2
k.

Cette somme n’a aucune raison d’être nulle, même si le terme correspondant au

vecteur propre constant est nul. Cela explique pourquoi nous ne retrouvons pas les

mêmes biais qu’en grande dimension. Si nous souhaitons nous rassurer sur le fait que la

somme soit non nulle, remarquons qu’en notant br = [Up+1, ...,Un]Ty = UT
r y ∈ Rn−p,

alors on a

br ∼ N (UT
r Zu, σ2UT

r Ur)→ br ∼ N (0n−p, σ2In−p).

Nous pouvons alors voir cette somme comme proportionnelle à l’estimateur empirique

de la variance de br, qui est donc non nulle.

3.3 Deux corrections pour la GCV

3.3.1 Une correction avec une matrice de contraste

Le cas général

Puisque l’estimation disjointe de l’intercept pose problème, une solution va être

d’utiliser une matrice de contraste pour retirer le terme d’intercept. Nous avons vu

dans 2.6.1 que le paramètre de pénalisation était le même dans un modèle avec effets

fixes ou dans sa version contrastée. Nous allons donc simplement calculer la GCV sur

le modèle contrasté. Prenons le modèle général avec effets fixes (dont l’intercept) : en

notant X ∈ Mn,r(R) la matrice des covariables non pénalisées et β ∈ Rr le vecteur

d’effet de ces covariables, le modèle s’écrit

y = Xβ + Zu+ e. (3.4)
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

Notons C ∈Mn−r,n(R) une matrice de contraste pour les effets fixes, le modèle devient

alors

yC = ZCu+ eC (3.5)

avec yC = Cy ∈ Rn−r, ZC = CZ ∈ Mn−r,p(R) et eC = Ce ∈ Rn−r. En écrivant

ZC = UCDCVT
C la SVD de ZC ,

DC
λ = DCDT

C(DCDT
C + λIn−r)−1 et (3.6)

bC = UCyC , (3.7)

nous pouvons alors écrire l’erreur de GCV dans le modèle contrasté

errGCVC (λ) = 1
n− r

bTC(In−r −DC
λ )(tr(In−r −DC

λ )In−r)−2(In−r −DC
λ )bC .

Cette formule de GCV contrastée nécessite le calcul d’une matrice de contraste puis

le calcul de l’ACP. Dans le cas où les effets fixes se limitent à l’intercept, ce calcul peut

être grandement simplifié.

Le cas particulier de l’intercept

Un intercept est par définition un vecteur constant. Par définition de la matrice de

contraste, nous chercherons donc une matrice C ∈ Mn−1,n(R) vérifiant C1n = 0n−1

et CCT = In−1. Puisque nous avons vu que la dernière colonne de U était constante,

alors en notant U−n = [U1, ...,Un−1] nous avons UT
−n1n = 0n−1 et UT

−nU−n = In−1

par propriété des matrices orthogonales.

L’utilisation de UT
−n comme matrice de contraste donne à la GCV une forme très

rapide à calculer. En effet, nous avons

ZUT
−n

= UT
−nZ = UT

−nUDVT = D−nV
T

avec D−n la matrice D privée de la ligne n. Il en découle
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3. Validation croisée généralisée en grande dimension

ZUT
−n

ZT
UT
−n

= D−nD
T
−n ∈ Dn−1(R) (3.8)

→ HUT
−n,λ

= ZUT
−n

ZT
UT
−n

(ZUT
−n

ZT
UT
−n

+ λIn−1)−1 ∈ Dn−1(R). (3.9)

Avec ce choix de matrice de contraste, la matrice chapeau HUT
−n,λ

associée au modèle

est une matrice diagonale. Dans ce modèle constrasté, l’erreur de GCV s’écrit alors

errGCVUT
−n

(λ) = 1
n− 1bTUT

−n
(In−1 −HUT

−n,λ
)(tr(In−1 −HUT

−n,λ
)In−1)−2(In−1 −HUT

−n,λ
)bUT

−n

= 1
n− 1

n−1∑
k=1

(
λ

dk+λ

)2
b2
k(

1
n−1

n−1∑
k=1

λ
dk+λ

)2

Nous retrouvons une formule très proche de la GCV standard (2.19) mais sans le terme

associé à la valeur propre nulle dans les sommes.

3.3.2 Une correction brisant les dépendances avec un deuxième

ensemble de données

Nous avons montré plus haut que l’origine des problèmes de la GCV vient de la

combinaison du cadre de la grande dimension et du centrage empirique, ce qui entrâıne

des dépendances. Une solution pour supprimer ces dépendances est de réaliser un cen-

trage avec des valeurs indépendantes de l’ensemble d’apprentissage. Nous proposons

d’utiliser un ensemble de donnés indépendant (que nous appellerons ensemble de stan-

dardisation) pour apprendre les moyennes et écarts-types des variants mais également

l’intercept et les autres covariables du modèle. Nous utiliserons ensuite ces estimateurs

sur l’ensemble d’apprentissage, sur lequel nous pourrons utiliser la GCV sans faire

apparâıtre de dépendances.

Cette méthode présente deux défauts. Le premier est qu’elle nous oblige à faire une

hypothèses d’indépendance entre les variables non-pénalisées et le terme génétiques des

variants puisque nous réalisons une estimation en deux temps. Le deuxième défaut est

que cette approche est plus gourmande en données puisque nous allons devoir affecter

un nombre suffisant d’individus à l’ensemble de standardisation.

Le graphe 3.2 montre un exemple de GCV corrigée pour un exemple en grande

49



3. Validation croisée généralisée en grande dimension

dimension et avec centrage empirique. Nous avons repris les simulations du panel du

bas à gauche de la figure 3.1. Nous avons représenté la précision, l’erreur de GCV

réparée avec une matrice de contraste et l’erreur de GCV réparée avec un centrage non

empirique. Pour la GCV contrastée nous avons utilisé UT
−n comme matrice de contraste.

Pour la correction avec centrage non-empirique nous avons simulé 1000 individus sur

lesquels nous avons estimé moyennes et écarts-types empiriques. Nous avons ensuite

utilisé ces moyennes et écarts-type pour standardiser l’ensemble d’apprentissage.

Nous voyons que les erreurs de GCV ne semblent pas être monotones décroissantes

ni donc toujours choisir λ = 0. Elles ne sont donc plus biaisées et peuvent donc à priori

être considérées pour choisir le paramètre de pénalisation. Si nous les comparons à la

précision, les trois courbes semblent avoir un minimum assez proche.

Nous avons exposé et démontré dans ce chapitre les biais que pouvait rencontrer la

GCV dans un cadre de grande dimension et avec un centrage empirique des données.

Nous avons proposé deux corrections, une basée sur des matrices de contraste et l’autre

sur un jeu de données externes pour éviter l’apparition de dépendance. Nous évaluerons

de manière plus exhaustive la capacité des GCV corrigées à trouver la complexité

optimale du modèle avec des simulations dans le chapitre suivant.
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Figure 3.2 – Un exemple de GCV contrastée qui corrige le biais de la GCV en grande
dimension et avec centrage empirique. La courbe pleine représente la précision de l’estimateur,
la courbe en pointillés représente l’erreur de GCV et la courbe hachée représente l’erreur de
GCV contrastée. En abscisse on utilise les degrés de liberté effectifs définis en (1.15) comme
mesure de la complexité. L’étude est de taille n = 100 avec p = 2000.
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Chapitre 4

Application de la régression ridge à

l’estimation d’héritabilité

Dans cette section nous proposerons plusieurs idées pour regarder l’estimation d’hé-

ritabilité comme un problème d’apprentissage. Nous commencerons par présenter l’es-

timation d’héritabilité avec les modèles mixtes tel que proposé par Yang et al., puis

proposerons plusieurs manières de quantifier l’héritabilité avec la régression ridge. Nous

appliquerons ensuite nos idées sur des simulations, et proposerons également une ap-

plication sur 4 phénotypes de la base de données UK-Biobank.

4.1 Notations et définitions des données

Dans cette section nous définirons les quantités que nous allons manipuler. Soit

M ∈ Mn,p(N) la matrice de génotypes avec codage additif de nos données i.e. ∀i, j ∈
J1, nK× J1, pK, Mi,j ∈ {0, 1, 2}. Nous supposerons que notre phénotype y ∈ Rn suit le

modèle polygénique additif

y = Xβ + Zu+ e (4.1)

= f + g + e. (4.2)

avec

— f = Xβ un terme d’effets confondants non-génétiques avec X ∈ Mn,r(R) et

β ∈ Rr. On trouvera dans ce terme l’intercept mais également des variables

cliniques telles que le sexe ou l’âge.

— g = Zu le terme d’effets génétiques avec Z ∈ Mn,p(R), la version standardisée

de la matrice de génotypes M, et u ∈ Rp le vecteur des effets génétiques.
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

— e ∼ N (0n, σ2In) un vecteur de bruit appelé terme d’environnement.

Rappelons que dans le cadre des GWAS nous avons n << p et que nous sommes

donc dans le cas des statistiques en grande dimension. L’estimation de l’héritabilité

d’un point de vue apprentissage soulève plusieurs questions et problèmes :

— L’héritabilité est définie comme un ratio de variance. Nous pourrions donc être

tentés d’estimer les termes du modèle (4.2) puis de calculer leurs variances em-

piriques et d’en déduire une estimation de l’héritabilité. Toutefois dans notre

contexte de grande dimension la régression des moindres carrés n’est pas appli-

cable pour estimer u et β. Il faudra donc utiliser d’autres méthodes linéaires.

— Un autre questionnement est sur quel ensemble estimer les variances ? Supposant

que l’estimation soit réalisable et que nous disposions de û et d’un β̂ estimés

sur un ensemble d’apprentissage. Devons-nous effectuer l’estimation de var(ĝ) (la

variance des composantes du vecteur ĝ) sur l’ensemble d’apprentissage et donc les

mêmes données que celles servant à la construction de û, ou bien sur un ensemble

de test indépendant ? La définition d’héritabilité est indépendante du concept de

surapprentissage mais nous savons que l’absence d’ensemble de test va mener à

du surapprentissage.

— Enfin une dernière question se pose sur l’intégration des effets fixes. En effet l’hé-

ritabilité est définie comme la part de variance phénotypique due à la génétique,

mais dans la littérature la place des effets fixes n’est pas forcement toujours bien

définie.

4.2 L’estimation d’héritabilité par les modèles mixtes

L’équipe de Visscher propose d’utiliser les genomic best linear unbiased predictors

(GBLUP) sur des individus non-apparentés pour l’estimation d’héritabilité [Yang et al.,

2010]. Les GBLUP sont des BLUP utilisant une matrice d’apparentement issue de la

matrice des marqueurs génétiques et correspondent au cas que nous avons présenté

dans 2.6. Ces modèles sont largement utilisés en génétique animale et végétale mais à

notre connaissance l’équipe de Visscher fut la première à proposer leur utilisation pour

l’estimation d’héritabilité en génétique humaine.

Supposons que le phénotype suit un modèle polygénique linéaire : en utilisant les
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mêmes notations que plus haut, nous pouvons poser

y = Z∗u+ e = g∗ + e (4.3)

avec e ∼ N (0n, σ2In), Z∗ ∈ Mn,p∗(R) la matrice de génotypes standardisés des va-

riants causaux associés au phénotype. Une particularité est que dans la modélisation

on suppose u ∼ N (0p∗ , τIp∗) i.e. nous travaillons avec un modèle à effets aléatoires.

Nous appellerons ce modèle ”modèle de Visscher”. Nous remarquons en particulier que

ce modèle suppose que tous les variants du modèle sont causaux. Nous supposerons

également que les termes g et e sont indépendants :

g∗ ∼ N (0n, τZ∗ZT
∗ ),

y ∼ N (0n, τZ∗ZT
∗ + σ2In).

Si nous supposons que les individus sont non apparentés et que les variants sont

indépendants, nous pouvons estimer la variance de chacune des composantes du terme

génétique par

var([g∗]i) = σ2
g ' p∗τ.

Nous arrivons à la forme de la matrice de covariance de y

var(y) = τZ∗Z
T
∗ + σ2In = p∗τ ×

1
p∗

Z∗Z
T
∗ + σ2In

= σ2
gG∗ + σ2In.

avec G∗ la matrice de ressemblance génétique entre paires d’individus pour les variants

causaux. Cette forme de matrice de covariance ressemble dans l’écriture à celle des

calculs originaux de Fisher [1919] (même si elle est très différente puisque l’aléatoire

n’est pas sur les génotypes mais les effets) et permet d’approcher l’héritabilité par la

proportion de variance phénotypique due aux variants causaux

h2
g =

σ2
g

σ2
g + σ2 = p∗τ

p∗τ + σ2 . (4.4)

Cette quantité est parfois appelée héritabilité génomique et est une approximation de

l’héritabilité au sens faible (que nous avons définie dans l’introduction).

En pratique nous ne savons que peu de choses sur l’emplacement et l’effet des
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variants causaux. Nous ne pouvons donc pas construire G∗ et n’avons pas accès à τ

et σ2. Visscher suggère d’approximer cette matrice G∗ par une version ”empirique”

calculée sur la matrice des marqueurs dont on dispose (appelée Genetic Relationship

Matrix et abrégée en GRM ). Puisque nous supposons les individus non-apparentés,

nous pouvons voir la GRM comme une matrice capturant les ressemblances cryptiques

entre individus. Cela revient à poser un modèle à effets aléatoires utilisant Z ∈Mn,p(R)
la matrice des variants génotypés de notre étude comme matrice de données :

y = Zu+ e = g + e.

Nous estimons τ et σ2 avec des vraisemblances restreintes et enfin l’héritabilité

génomique par

ĥ2
G = pτ̂

pτ̂ + σ̂2 .

Une partie du signal ne peut être captée car les variants causaux sont en déséquilibre

de liaison incomplet (abrégé LD) avec les marqueurs génotypés. Yang et al. [2010]

propose une correction pour la matrice G pour prendre en compte ce DL incomplet.

Utiliser un modèle à effets aléatoires sur la matrice des variants génotypés a plusieurs

avantages :

— Elle permet d’écrire la matrice de covariance du phénotype sous la même forme

que dans les modèles de Fisher et nous pouvons alors en extraire une approxima-

tion de l’héritabilité.

— Comme elle utilise des individus non-apparentés, la méthode se veut non-biaisée

car échappant à l’environnement familial partagé.

— L’utilisation des modèles mixtes est en accord avec l’hypothèse d’une multitude

d’effets faibles répartis sur tout le génome.

4.3 Régression ridge et héritabilités

Un des objectifs de cette thèse était d’essayer de faire rencontrer le concept d’hérita-

bilité et l’apprentissage statistique. Dans cette section nous présenterons nos tentatives

pour marier ces concepts, avec la régression ridge comme fil commun. Les quantités que
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nous présenterons n’auront pas nécessairement de lien direct avec l’héritabilité définie

par Fisher mais essayeront d’intégrer le concept de qualité d’apprentissage. Les quan-

tités présentées dans cette section seront évaluées sur des simulations et des données

réelles dans les sections suivantes.

4.3.1 Lien entre h2 et λ

Il existe un lien direct entre paramètre de pénalisation de la régression ridge et

héritabilité si nous acceptons le modèle de Visscher comme vérité et supposons que

nous avons accès aux variants causaux. Nous rappelons qu’il existe un lien entre la

régression ridge et les modèles à effets aléatoires 2.6.1. Grâce à ce lien nous avons en

particulier λ = σ2

τ
.

Avec un peu d’algèbre nous pouvons écrire l’approximation de l’héritabilité définie

en 4.4 comme une fonction de λ [de Vlaming and Groenen, 2015]

h2
g = p∗

p∗ + λ
; λ = p∗

1− h2
G

h2
G

. (4.5)

En pratique nous n’avons évidemment toujours pas accès aux variants causaux mais

nous pouvons écrire cette approximation avec les marqueurs. Nous commencerons par

estimer le paramètre de pénalisation optimal λ̂opt à partir de notre matrice de marqueurs

Z et de y puis nous pourrons en déduire une estimation de l’héritabilité

ĥ2
g = p

p+ λ̂opt
; λ̂opt = p

1− ĥ2
g

ĥ2
g

. (4.6)

En choisissant λ qui minimise un critère de sélection nous aurons un premier lien entre

calcul d’héritabilité et régression ridge.

Ce lien permet également de résoudre une des problématiques de la régression ridge :

quelles sont les valeurs de paramètre de pénalisation pertinentes pour chercher λopt ?

Pour les méthodes basées sur la cross-validation que nous avons présentées dans la

section 2.5.2, nous choisissons une grille de λ sur laquelle on calculera une erreur pour

approcher λopt. Comme la seule contrainte imposée à λ est d’être positif, le choix de

cette grille n’est pas trivial. Toutefois en utilisant le lien 4.6 nous pouvons facilement

construire une grille de λ associée à une grille d’héritabilité.

{0.01, 0.02, ..., 0.99}︸ ︷︷ ︸
h2
g

→ {p1− 0.01
0.01 , p

1− 0.02
0.02 , ..., p

1− 0.99
0.99 }︸ ︷︷ ︸

λ
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Notons que cette approche pour choisir un paramètre de pénalisation optimal s’ex-

porte hors du cadre de l’héritabilité, l’héritabilité pouvant être vue comme la variance

expliquée du modèle.

4.3.2 Héritabilité prédictive

Dans cette section nous présenterons l’héritabilité prédictive (h2
p) , une quantité

généraliste mesurant la qualité de prédiction d’une méthode d’apprentissage, telle que

la régression ridge. Bien qu’elle ne corresponde pas à l’héritabilité au sens strict du

terme, les deux quantités ne semblent pas complètement indépendantes.

Définition

Pour définir h2
p nous supposerons le modèle généraliste suivant :

y = f (Z) + e (4.7)

avec :

— y ∈ Rn un vecteur de phénotype.

— Z ∈Mn,p (R) une matrice de génotypes (normalisée).

— f une fonction lien.

— e ∈ Rn un vecteur de bruit (qu’on supposera gaussien, e ∼ N (0n, σ2In)).

L’héritabilité prédictive est définie de la manière suivante :

h2
p (y,Z, ŷ) = 1− L (y, ŷ)− Lmin

Lmax − Lmin
(4.8)

avec :

— f̂ un estimateur et ŷ = f̂ (Z) un vecteur d’estimation associé.

— L (y, ŷ) l’espérance d’une fonction de coût (risque) entre y et ŷ.

— Lmax et Lmin respectivement les ”pire” et ”meilleure” valeurs possibles de L.

Une question naturelle est la définition de Lmax et Lmin. Nous avons fait le choix

de supposer que pour Lmax, la réponse et les données sont indépendantes. A l’inverse,

on suppose que le modèle n’est pas bruité pour le calcul de Lmin.

Nous n’avons pas défini si les prédictions étaient réalisées sur un ensemble de test

indépendant ou sur l’ensemble d’apprentissage. Il est probable que les prédictions sans
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ensemble de test seront trop optimistes mais le concept d’ensemble de test n’est pas

défini dans l’héritabilité : nous calculerons h2
p avec et sans ensemble de test sur nos

simulations.

Deux exemples d’h2
p

Pour un phénotype quantitatif

Si nous supposons le phénotype quantitatif, un choix naturel pour L serait de

prendre le risque quadratique.

L (y, ŷ) = E
[
‖y− ŷ‖2

2

]
= E

[∥∥∥y− f̂ (Z)
∥∥∥2

2

]
.

Sous l’hypothèse que, dans un cas idéal pour l’apprentissage, le modèle 4.7 soit non

bruité, choisir Lmin = 0 est complètement intuitif.

L (y, ŷ) = E
[∥∥∥y− f̂ (Z)

∥∥∥2

2

]
= E

[
‖y‖2

2

]
− 2E

[
yT f̂ (Z)

]
+ E

[∥∥∥f̂ (Z)
∥∥∥2

2

]
.

Sous l’hypothèse d’indépendance entre prédiction et réponse nous avons

Lmax = E
[
‖y‖2

2

]
+ E

[∥∥∥f̂ (Z)
∥∥∥2

2

]
= var (y) + ‖E [y]‖2

2 + var
(
f̂ (Z)

)
+
∥∥∥E [f̂ (Z)

]∥∥∥2

2
.

Sous l’hypothèse E [f(Z)] = 0 et E [e] = 0, on a E [y] = 0. Nous devons alors choisir

un f̂ sous hypothèse d’indépendance. Un choix que nous pouvons faire est f̂ (Z) = 0
(i.e. l’estimateur nul) : nous prendrions comme ”pire estimateur” celui qui quelles que

soient les données ne renvoie que 0. C’est un choix relativement naturel, mais cela ne

correspond pas au pire choix possible : si nous prenions f̂ (Z) = K avec K très grand,

alors le risque quadratique serait également très élevé. En fait f̂ (Z) = 0 correspond au

meilleur estimateur possible sous l’hypothèse d’indépendance.

En supposant f̂ (Z) = 0, nous avons donc

Lmax = var (y)

Nous n’avons pas accès au risque quadratique L (y, ŷ) et à la variance de y, ils sont

donc estimés par l’estimateur non biaisé de la variance :
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L̂ (y, ŷ) = 1
n− 1

∥∥∥y− f̂ (Z)
∥∥∥2

2

v̂ar (y) = 1
n− 1 ‖y‖

2
2

Et nous avons donc

h2
p = 1−

∥∥∥y− f̂ (Z)
∥∥∥2

2

‖y‖2
2

= R2 (y, ŷ) (4.9)

Nous retrouvons le coefficient de détermination R2 usuel en statistique.

Pour un phénotype binaire

Si nous supposons le phénotype qualitatif, un choix naturel pour L serait de prendre

le coût 0-1.

L (y, ŷ) = E
[
1y6=f̂(Z)

]
= P

(
y 6= f̂ (Z)

)
Sous l’hypothèse que le modèle 4.7 est non bruité, choisir Lmin = 0 est complètement

intuitif.

Avant de définir Lmax, rappelons que

L = P
(
y 6= f̂ (Z)

)
= P

(
y 6= f̂ (Z) | y = 0

)
P (y = 0) + P

(
y 6= f̂ (Z) | y = 1

)
P (y = 1)

= P
(
f̂ (Z) = 1

)
P (y = 0) + P

(
f̂ (Z) = 0

)
P (y = 1)

Notons K la prévalence de y et prenons f̂ un estimateur aléatoire de prévalence

Kf . Nous avons bien l’indépendance entre les données et cela semble correspondre au

”pire cas possible”.

Lmax = P
(
f̂ (Z) = 1

)
P (y = 0) + P

(
f̂ (Z) = 0

)
P (y = 1)

= Kf (1−K) + (1−Kf )K

Cette valeur de Lmax correspond au ”no-information criterion” comme défini dans

[Ambroise and McLachlan, 2002].
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4.3.3 L’héritabilité comme un ratio de variances

Pour cette dernière manière d’approcher l’héritabilité nous allons retourner à sa

définition i.e. à un ratio de variance. En notant (abusivement) var(x) la variance des

composantes du vecteur x nous aurions

h2 = var(g)
var(y) . (4.10)

En pratique le terme g est inconnu, mais nous pouvons essayer de l’estimer (avec

par exemple la régression ridge ou les modèles aléatoires). Nous définissons l’héritabilité

ratio de variance empirique (h2
r) comme

ĥ2
r = var(ŷ)

var(y) (4.11)

avec ŷ un vecteur de prédiction. Cette quantité se justifie par sa ressemblance avec

la définition originelle de l’héritabilité. Elle repose toutefois sur l’hypothèse que les

prédictions que l’on va faire sont fonction de l’héritabilité. Comme pour l’héritabilité

prédictive, le choix de l’ensemble sur lequel faire des prédictions (A ou T ) se pose.

Nous testerons l’estimation de h2
r pour les deux ensembles sur des simulations et en

utilisant la régression ridge comme méthode de prédiction.

4.4 Simulations et comparaisons avec l’approche REML

L’objectif de cette section est d’illustrer la capacité des quantités que nous avons

définies dans la section précédente à capturer l’héritabilité avec des simulations. Nous

utiliserons le lien entre héritabilité et paramètre de pénalisation, l’héritabilité prédic-

tive (qui sera ici confondue avec le coefficient de détermination R2) et l’héritabilité de

ratio. L’héritabilité prédictive et l’héritabilité de ratio utiliseront la régression ridge

pour estimer le vecteur d’effet génétique car la régression ridge nous permet de com-

prendre le lien entre prédiction et héritabilité grâce au point de vue de l’apprentissage

statistique. Nous utiliserons la GCV pour choisir le paramètre de pénalisation (ce qui

nous permettra de vérifier si elle estime bien le paramètre de pénalisation optimal en

grande dimension). Les prédictions seront réalisées sur l’ensemble d’apprentissage ainsi

que sur un ensemble de test indépendant.
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

4.4.1 Descriptif des simulations

Nous allons tester les quantités définies dans la section précédente à l’aide de simu-

lations. Notre modèle de simulations est grandement inspiré de celui de Golan et al.

[2014] et de Vlaming and Groenen [2015].

Dans ces simulations nous souhaitons évaluer l’influence de plusieurs paramètres : les

dimensions de l’étude, l’héritabilité simulée et la proportion de variants causaux dans

le modèle. Les différents niveaux de paramètres que nous allons tester sont résumés

dans la table 4.1.

Paramètres Niveaux
(n,p) Génotypes simulés : (1000,10000) ; (5000,100000) ; (10000,500000)

Génotypes de UKBB : (1000,10000) ; (5000,100000) ; (10000,417106)
fc 0.1 ; 0.5 ; 1
h2
sim {0.1, ..., 0.9}

Tableau 4.1 – Table des valeurs des paramètres pour les simulations. n/p : ratio des dimen-
sions de la matrices de marqueurs. fc : proportion de variants causaux. h2

sim : héritabilité
simulée.

Nous allons proposer deux types de simulation selon la nature de la matrice de gé-

notypes : dans les simulations que nous appellerons ”synthétiques” les matrices de géno-

types seront intégralement simulées tandis que dans les simulations ”semi-synthétiques”

ces matrices seront extraites des données de UK Biobank (que nous décrirons plus en

détail dans la section 4.5).

Pour chaque valeur de (n, p), fc et h2
sim dans 4.1 nous découpons notre matrice de

génotypes non standardisés en 3 blocs indépendants

M =


MA

MS

MT

 ∈Mn+nS+nT ,p.

avec MA la matrice pour l’apprentissage de l’estimateur, MT la matrice pour l’ensemble

de test et enfin MS un ensemble de données indépendant que nous utiliserons pour

corriger la GCV tel que décrit en 3.3.2.

Les matrices de génotypes des simulations synthétiques sont simulées de la manière

suivante : nous commençons par simuler f un vecteur de fréquences alléliques de taille

pmax = 50 000 dont les composantes suivent une loi uniforme f ∼ Up(0.05, 0.5), puis

nous simulons les génotypes que l’on concatène pour former MA, MS et MT . Enfin
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

Figure 4.1 – Découpage de la matrice de données de l’ensemble d’apprentissage. Les ma-
trices de génotypes incluent (nmax, n1, n2) = (10000, 5000, 1000) individus. Pour les gé-
notypes simulés (pmax, p1, p2) = (5 × 105, 105, 104) et pour les génotypes de UK-Biobank
(pmax, p1, p2) = (417106, 105, 104)

.

nous standardisons ces matrices en utilisant respectivement 2f et
√

2f(1− f) comme

vecteur de moyennes et d’écart-types pour obtenir ZA, ZS et ZT :

∀k ∈ J1, nK, ∀E ∈ {A,S, T }, [ZE ]k = ([ME ]k − 2f)× diag (2f(1− f))−1/2

avec [ME ]k la k-ème ligne de ME .

Pour les matrices de génotypes de l’approche semi-synthétique, nous extrayons 3

sous-échantillons d’individus de taille n, nT et nS correspondant respectivement à MA,

MT et MS . Pour la standardisation, nous calculons fUKBB le vecteur de fréquences

alléliques des variants sur UKBiobank puis nous standardisons les matrices en utili-

sant respectivement 2fUKBB et
√

2fUKBB(1− fUKBB) comme vecteurs de moyennes et

d’écart-types.

La régression ridge va demander le calcul de l’ACP de la matrice ZAZT
A, le produit

matriciel de matrices de grande taille et diverses autres manipulations de matrices très

coûteuses en temps de calcul. Nous allons utiliser l’idée de de Vlaming and Groenen
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

[2015] pour que ces temps de calcul restent raisonnables : au lieu de simuler des ma-

trices de génotypes pour chacune des combinaisons de paramètres (n, p)/fc/h2
sim nous

”fixons” la matrice de génotypes et allons varier les vecteurs d’effets génétiques u et

environnementaux e pour toutes les combinaisons de fc et h2
sim. Ainsi nous n’avons à

calculer l’ACP qu’une fois au lieu de 3 × 9 fois, ce qui va très fortement réduire les

temps de calcul. Pour diminuer encore les temps de calcul, nous ne générons qu’une

unique matrice de génotypes de dimensions nmax × pmax que nous découperons pour

chacun des couples (n, p) d’intérêt (voir 4.1).

Pour une taille d’étude n de l’ensemble d’apprentissage et un nombre de variants

fixé p, les phénotypes sont alors générés de la manière suivante :

1. Calcul des nombres de variants causaux et non-causaux

pcausaux = fc × p,

pnon-causaux = p− pcausaux.

2. Génération du vecteur d’effets génétiques pour les variants causaux

ucausaux(p, fc, h2
sim) ∼ N

(
0pcausaux ,

h2
sim

pcausaux

Ipcausaux

)
,

puis construction du vecteur d’effets génétiques pour tous les variants

u(p, fc, h2
sim) =

ucausaux(p, fc, h2
sim)

0pnon-causaux

 .
3. Pour chaque ensemble E ∈ {A,S, T } (de cardinal nE),

(a) Création des termes génétiques

gE(nE , p, fc, h2
sim) = ZE(nE , p, fc, h2

sim) u(nE , p, fc, h2
sim).

(b) Création du terme d’environnement

eE(nE , p, fc, h2
sim) ∼ N (0nE , (1− h2

sim)In).

(c) Concaténation pour former le phénotype

yE(nE , p, fc, h2
sim) = gE(nE , p, fc, h2

sim) + eE(nE , p, fc, h2
sim).
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

4.4.2 Analyse de l’estimation d’h2
g

Présentation des résultats

Les résultats d’estimation d’h2 pour les simulations synthétiques et semi-synthétiques

sont présentés dans la figure 4.2. La sous-figure 4.2a représente les résultats pour les

simulations synthétiques et la sous-figure 4.2b les résultats pour les simulations semi-

synthétiques. Chacune de ces figures est composée d’une grille de 9 graphes. Les lignes

correspondent aux différents ratios n/p et les colonnes à différents pourcentages de va-

riants causaux fc. Pour chacun de ces graphes l’axe des abscisses correspond à 9 valeurs

d’héritabilité simulée et l’axe des ordonnées à la différence entre héritabilité estimée

et héritabilité simulée. Les différents niveaux des paramètres n/p, fc et h2
sim sont syn-

thétisés dans la table 4.1. Dans les deux approches de simulations nous estimons et

représenterons dans un boxplot h2 avec la régression ridge en utilisant la GCV pour

obtenir le paramètre de pénalisation optimal puis le lien 4.6 pour avoir une estima-

tion de l’héritabilité. Pour l’estimation d’héritabilité avec la GCV, nous regarderons

les corrections avec une matrice de contraste et un deuxième jeu de données pour le

calcul de l’intercept. Nous regardons également l’estimation d’héritabilité faite avec les

modèles mixtes (en utilisant un algorithme AI-REML) et une validation croisée 10-fold

(uniquement pour les simulations synthétiques).

Sur les simulations synthétiques nous voyons que pour toutes les combinaisons de fc,

n/p et h2
sim, les différences entre héritabilités simulée et estimée sont localisées autour

de 0. Aucune des méthodes d’estimation ne semble donner de résultats très différents

des autres. Nous remarquons une augmentation de la variance des estimations selon le

ratio n/p : la variance des estimations est maximale pour 1000/100000 et minimale pour

10000/500000. Nous ne remarquons pas d’effet du pourcentage de variance causaux ou

de l’héritabilité simulée.

Les comportements selon n/p, fc et h2
sim sont les mêmes pour les simulations semi-

synthétiques. Les différentes méthodes d’estimation donnent également des résultats

similaires. Nous voyons également que la variance des estimations augmente quand le

le ratio n/p diminue. Nous remarquons toutefois que la variance des estimations est

plus faible que pour les simulations synthétiques à n/p équivalent.

Discussion

Nous pouvons tirer plusieurs conclusions de ces résultats. Commençons par ceux

sur la GCV. Une première conclusion est que nos deux approches pour corriger la
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é
si

m
u
lé
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ré
gr

es
si

on
ri

d
ge

en
u
ti

li
sa

n
t

la
G

C
V

av
ec

u
n

d
eu

x
iè
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

GCV semblent fonctionner pour les deux types de simulations. En effet la différence

entre héritabilité simulée et estimée est très proche de 0 pour toutes les combinaisons

de paramètres de simulations. Les deux corrections que nous avons proposées pour la

GCV en grande dimension sont donc fonctionnelles et semblent donner des résultats

équivalents.

Un autre constat que nous pouvons faire avec les simulations synthétiques est que la

GCV donne des résultats proches de la validation croisée 10-fold. Ce résultat confirme

la validité de la GCV corrigée en grande dimension.

En terme de calcul d’héritabilité, nous voyons qu’estimer l’héritabilité avec la ré-

gression ridge donne de bons résultats en moyenne. Nous voyons également que la

variabilité des estimations semble du même ordre de grandeur que celles des méthodes

basées sur le modèle mixte (utilisant ici l’AI-REML). Ceci confirme que la régression

ridge peut être utilisée pour estimer l’héritabilité.

Le dernier constat porte sur la variance des estimations selon le ratio n/p. Au vu des

résultats cette variance semble diminuer avec le ratio n/p, ce qui peut sembler contre

intuitif. Cependant, d’après Visscher and Goddard [2015], la variance des estimations

est censée diminuer quand n augmente ce qui sera le cas ici (n augmente mais le

rapport n/p diminue). Toutefois nous remarquons que pour un ratio n/p équivalent la

variance est plus faible pour les simulations semi-synthétiques. Une explication est que

les variants de la matrice des génotypes de UKBiobank sont corrélés entre eux, ce qui

diminue le nombre de variants effectifs du modèle. Nous pouvons donc en conclure que

le nombre de variants importe aussi dans la variance des estimations.

4.4.3 Analyse de l’estimation de h2
p et h2

r

Présentation des résultats

Les estimations d’h2
r et d’h2

p (qui rappelons est confondu avec le R2 ) sont respec-

tivement présentées dans les figures 4.3 et 4.4. Dans chacune de ces figures on trouve

quatre sous-graphes. Ils correspondent aux quantités calculées sur les ensembles d’ap-

prentissage A et de test T pour chacune des deux approches de simulation.

Dans chacune des sous-figures apparaissent respectivement l’estimation de la quan-

tité selon l’héritabilité simulée pour les 3 ratios n/p présentés dans la table 4.1, pour

chacune des simulations synthétiques et semi-synthétiques. Pour chaque étude nous

avons calculé un estimateur sur l’ensemble d’apprentissage A avec la régression ridge

en utilisant la GCV pour choisir le paramètre de pénalisation optimal. Nous évaluerons
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(b) h2
r sur l’ensemble de test, simulations synthé-

tiques.
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(c) h2
r sur l’ensemble d’apprentissage, simulations

semi-synthétiques.
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(d) h2
r sur l’ensemble de test, simulations semi-

synthétiques.

Figure 4.3 – Graphe d’estimation des h2
r sur ensemble d’apprentissage et de test pour les

simulations. Les figures du haut correspondent aux simulations synthétiques (celles du bas
aux simulations semi-synthétiques) et les figures de gauche aux estimations sur A (celles de
droite aux estimations sur T ). Dans chaque figure nous trouvons 3 graphes rangés en ligne
selon n/p et dans chacun de ces graphes se trouvent des séries de boxplot. Pour chaque graphe
l’axe des abscisses correspond à l’héritabilité simulée et l’axe des ordonnées à h2

r . Les boites
des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la régression ridge en
utilisant la GCV corrigée avec une matrice de contraste, la régression ridge en utilisant la
GCV avec un deuxième jeu de données et un BLUP dont les paramètres de variance ont été
estimés avec l’AI-REML.
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(a) h2
p sur l’ensemble d’apprentissage, simulations

synthétiques.
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(b) h2
p sur l’ensemble de test, simulations synthé-

tiques.
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(c) h2
p sur l’ensemble d’apprentissage, simulations

semi-synthétiques.
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(d) h2
p sur l’ensemble de test, simulations semi-

synthétiques.

Figure 4.4 – Graphe d’estimation des h2
p (ou du R2) sur ensemble d’apprentissage et de test

pour les simulations. Les figures du haut correspondent aux simulations synthétiques (celles
du bas aux simulations semi-synthétiques) et les figures de gauche aux estimations sur A
(celles de droite aux estimations sur T ). Dans chaque figure nous trouvons 3 graphes rangés
en ligne selon n/p et dans chacun de ces graphes se trouvent des séries de boxplot. Pour
chaque graphe l’axe des abscisses correspond à l’héritabilité simulée et l’axe des ordonnées
à h2

p. Les boites des boxplots correspondent respectivement aux estimations faites avec la
régression ridge en utilisant la GCV corrigée avec une matrice de contraste, la régression
ridge en utilisant la GCV avec un deuxième jeu de données et un BLUP dont les paramètres
de variance ont été estimés avec l’AI-REML.
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

les deux corrections de la GCV (avec une matrice de contraste et un second jeu de don-

nées) et calculerons également un BLUP issu du modèle mixte (en utilisant l’AI-REML

pour l’estimation des paramètres de variance).

Notons que le paramètre fc a disparu : pour alléger les figures nous présenterons

uniquement les résultats pour fc = 0.1 car nous n’avons pas observé d’effet de fc sur

les estimations dans la section d’avant. Les figures pour les autres valeurs de fc sont

disponibles en annexe B.

Commençons par regarder les résultats pour h2
r sur l’ensemble d’apprentissage. Nous

observons le même comportement entre simulations synthétiques (figure 4.3a) et semi-

synthétiques (figure 4.3c) : une augmentation (visiblement quadratique) de h2
r quand

l’héritabilité simulée augmente. L’approche pour construire l’estimateur ne semble pas

avoir d’importance. Les estimations sont du même ordre de grandeur que leur h2
sim

associée mais toujours en dessous de l’héritabilité simulée. Notons que le ratio n/p

ne semble pas avoir d’influence sur la moyenne de l’estimation. La dispersion des es-

timations semble être fonction de l’héritabilité simulée et du ratio n/p : elle semble

croissante en h2
sim et croissante selon n/p. Nous remarquons également une plus grande

variance des estimations pour les simulations synthétiques.

Regardons maintenant h2
r pour l’ensemble de test avec les graphiques 4.3b et 4.3d.

Encore une fois, l’approche pour construire l’estimateur ne semble pas avoir d’impor-

tance et le comportement des estimations semble toujours être une fonction quadratique

en h2
sim. La grande différence avec l’estimation sur A est l’ordre de grandeur des esti-

mations : il y a un fort biais de sous-estimation (la valeur maximale que nous observons

pour les estimations sur T vaut environ 0.25 et vient des simulations semi-synthétiques

avec h2
sim = 0.9 et n/p = 10000/417106). Nous observons également que les estima-

tions sont en moyenne plus élevées sur les simulations semi-synthétiques. La variance

des estimations se comporte comme pour l’ensemble d’apprentissage : elle crôıt en h2
sim

et crôıt selon n/p .

D’après les figures 4.4a et 4.4c, les résultats sur le coefficient de détermination sur A
présentent des similitudes avec ceux obtenus pour l’héritabilité de ratio. Nous observons

une augmentation des quantités moyennes avec h2
sim, la dispersion des estimations est

bien plus grande pour les simulations synthétiques et quand n/p augmente, et encore

une fois le choix de la méthode ne semble pas avoir d’importance. Nous notons tout

de même des différences importantes entre h2
p et h2

r (toujours sur A). En particulier

nous surestimons l’héritabilité simulée et la variance des estimations diminue quand
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

h2
sim augmente.

Pour les estimations sur T (figures 4.4b et 4.4d), nous retrouvons des résultats

quasiment identiques entre h2
p et h2

r. La seule différence est que les valeurs de h2
p peuvent

être négatives au contraire de h2
r qui est par définition positive. Sinon le comportement

moyen, la variance des estimations et l’ordre de grandeur sont quasiment les mêmes

pour les deux quantités.

Discussion

Le premier constat est que le choix de l’approche pour corriger la GCV n’a pas

d’influence sur le pouvoir prédictif. C’est un résultat auquel nous nous attendions. Il

faut toutefois noter que nos simulations n’avaient pas de covariables non-génétiques.

Pour les quantités calculées sur l’ensemble T , le constat évident est qu’elles ne

peuvent pas servir à estimer l’héritabilité en grande dimension : nous voyons en effet

une très forte sous-estimation. Les prédictions étaient de bien meilleure qualité sur

l’ensemble d’apprentissage et il y a donc (sans surprise) un fort surapprentissage. La

sous-estimation est la plus forte pour les héritabilités simulées fortes et elle semble

augmenter quand le ratio n/p est faible. Les résultats sont meilleurs pour les simulations

semi-synthétiques mais restent très biaisés.

Ces résultats sur l’ensemble de test ne sont pas étonnants. En effet nous ne nous at-

tendions pas à ce que la régression ridge ou les BLUP donnent d’excellents résultats en

terme d’estimation des effets génétiques dans un contexte de grande dimension où les

conditions d’apprentissage sont très mauvaises (et donc un très fort surapprentissage

apparâıt). Le fait que les résultats soient meilleurs pour les plus hautes valeurs de ratio

n/p va dans ce sens puisqu’il s’agit des situations où les conditions pour l’apprentissage

sont les moins mauvaises. Les meilleurs résultats des simulations semi-synthétiques par

rapport aux simulations synthétiques vont dans le même sens : pour ces simulations

semi-synthétiques les variants ne sont pas indépendants par construction et donc les va-

riants corrélés diminuent le nombre de paramètres effectifs à apprendre. Nous sommes

donc dans des meilleures conditions d’apprentissage d’où l’amélioration des capaci-

tés prédictives. Remarquons tout de même une amélioration des capacités prédictives

quand h2
sim augmente, ce qui nous rassure un peu : il y a un effet de l’héritabilité mais

l’apprentissage est incomplet.

Les résultats sur l’ensemble d’apprentissage sont plus difficiles à analyser. Les deux

quantités h2
p et h2

r augmentent avec h2
sim et les estimations sont du même ordre de
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grandeur que h2
sim, toutefois nous avons noté une sous-estimation pour h2

r et une sur-

estimation pour h2
p. Il semble donc que la variance du vecteur de prédiction ŷ soit

sous-estimée, ce qui entrâıne mécaniquement un biais de sous-estimation pour h2
r (de

par sa formule). Nous savons que la grande dimension entrâıne un grand terme de

pénalité pour la ridge et donc un fort lissage des coefficients de l’estimateur ridge, ce

qui pourrait expliquer la trop faible variance des coefficients du vecteur de prédiction.

Nous confirmons cette intuition en voyant que l’h2
r estime le mieux l’héritabilité quand

elle est très forte (et que donc le paramètre de pénalisation de la régression ridge est

au plus proche de 0) ou très faible (et que donc le paramètre de pénalisation est déjà

naturellement très élevé).

Nous allons maintenant proposer une explication pour le fait que h2
p soit trop opti-

miste. Nous savons que des prédictions sur l’ensemble d’apprentissage sont trop opti-

mistes à cause du surapprentissage. Le bruit est donc sous-estimé et sa variance avec

lui, ce qui va mécaniquement surestimer h2
p (la formule du coefficient de détermination

pouvant être vue comme 1 moins la variance du bruit estimée sur la variance de la

réponse).

Au vu des résultats sur les deux quantités, il semblerait donc que dans ce contexte

de grande dimension (défavorable à l’apprentissage), le phénomène de surapprentissage

observé sur l’h2
p lorsqu’elle est calculée sur A compense largement la faible variance des

prédictions induite par la forte pénalisation.

Une grande différence par rapport aux calculs sur T est que ici le ratio n/p ne semble

jouer un rôle que sur la variance des estimations (qui diminue quand le ratio diminue)

et non pas sur le comportement moyen. Cette similarité sur le comportement moyen

semble indiquer que le surapprentissage observable sur les prédictions de l’ensemble

d’apprentissage ne semble plus impacté par le ratio n/p en grande dimension, comme

si il avait atteint son maximum (nous proposerons une explication de ce maximum

dans le chapitre suivant). De la même manière, la sous-estimation de la variance des

prédictions semble aussi être maximale.

La diminution de la variance des estimations quand le ratio diminue est un résultat

étonnant : nous nous serions plutôt attendus à ce que des conditions d’apprentissage

plus difficiles (i.e. quand le ratio diminue) augmente la variance des estimations. Nous

pouvons penser que ce résultat s’explique par le fait que la diminution du ratio est

associée à une augmentation de la taille de A pour nos simulations. Le nombre de

variants semble jouer un rôle puisque les simulations semi-synthétiques (qui grâce aux

corrélations entre variants ont un plus petit nombre de paramètres effectif à apprendre)
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présentent une dispersion plus faible des estimations mais il semble moins important

que la taille de l’échantillon.

En conclusion, aucune de ces quantités ne semble donner une estimation vraiment

satisfaisante de l’héritabilité dans un contexte de grande dimension. Nous reviendrons

plus tard sur elles dans ce manuscrit pour étudier leur comportement en termes de

pouvoir prédictif, ainsi que le comportement de la variance du vecteur d’estimation des

effets.

4.5 Application aux données UKBiobank

Dans cette section nous allons essayer l’estimation d’héritabilité avec la régression

ridge sur le jeu de données publiques UKBiobank. Le passage de données simulées à

données réelles amène son lot de problématiques telles que le pré-traitement nécessaire

des données, l’intégration des covariables non pénalisées et la prise en compte d’une

éventuelle structure de population.

Nous nous intéresserons à l’estimation de l’héritabilité de 4 traits morphologiques :

la taille, l’indice de masse corporelle (IMC), la circonférence des hanches et le tour de

taille. Pour estimer l’héritabilité nous utiliserons le lien entre modèle à effets aléatoires

et régression ridge (en utilisant la GCV corrigée par projection ou avec un deuxième

jeu de données pour obtenir le paramètre de pénalisation), ainsi que l’estimation de

l’héritabilité génomique avec des composantes de variances estimées par modèles à

effets mixtes. Nous reviendrons sur les pouvoirs prédictifs dans un autre chapitre.

La manipulation des données et les filtres qualité ont été effectués avec R et en

particulier le package gaston [Perdry and Dandine-Roulland, 2017]. Les calculs d’hé-

ritabilité étant en O(n3), nous n’avons pas réussi à faire tourner nos algorithmes sur

les 500 000 individus de UK Biobank (en particulier les divers produits matriciels et

la SVD). Nous avons donc décidé de nous concentrer sur des sous-échantillons de 10

000 individus (et de 1 000 individus pour le second ensemble de l’approche à deux jeu

de données) sur lesquels nous appliquerons les filtres puis estimerons l’héritabilité. Ce

sous-échantillonnage sera répété 10 fois pour estimer la variabilité des estimations as-

sociée au jeu de données. Notons également que toujours pour des raisons calculatoires,

nous inclurons dans ces analyses uniquement les variants génotypés et n’inclurons donc

pas les variants imputés.
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4.5.1 Description des données

L’étude UK Biobank est une étude prospective réalisée au Royaume-Uni [Sudlow

et al., 2015]. Avec environ 500 000 patients, elle représente l’une des plus grandes bases

de données disponible. Les patients âgés de 40 à 69 ans ont été recrutés et génotypés

dans une vingtaine de centres dans le Royaume-Uni entre 2006 et 2010. Nous avons

accès à des données mesurées venant de visites médicales et de questionnaires allant

de la mesure de traits morphologiques à des maladies reportées par les participants.

Les 50 000 premiers patients ont été génotypés avec la puce Affymetrix UK BiLEVE

Axiom et les 450 000 suivants avec la puce Affymetrix UK Biobank Axiom®. Une des

covariables fournies est l’origine ethnique auto-reportée des patients (la répartition des

différentes ethnies est décrite dans la figure 4.5b).

En plus des données génétiques nous ajouterons comme covariables le sexe, l’an-

née de naissance, le centre de recrutement, la puce utilisée pour le génotypage et des

variables de structure de population.

L’analyse des composantes principales fournies par UK Biobank nous montre une

grande diversité génétique au sein de l’étude (figure 4.5). Il est connu qu’une structure

de population peut avoir un effet sur les estimations d’héritabilité. Pour prendre en

compte cette potentielle structure, une technique très utilisée est d’effectuer une analyse

en composantes principales (ACP) sur la matrice de covariance empirique des individus

étudiés et de donner en covariables au modèle les composantes principales (ou les

vecteurs propres) associées aux premières valeurs propres.

Nous avons décidés de regarder l’influence du choix de population et du choix de

construction des covariables de structure. Nous allons travailler sur 3 populations :

— Dans le premier cas nous prenons nos individus aléatoirement sans aucun filtre

(TTLM).

— Dans le second cas nous ne prenons que des individus reportés comme ”White

British” (WB).

— Enfin dans le dernier cas nous sélectionnons un sous-ensemble d’individus les plus

représentatifs parmi les WB qu’on appellera ”Verified White British” (VWB).

Pour choisir ces individus nous avons tracé une ellipse au ”centre” du graphe

des composantes principales des individus WD, et les individus dans cette ellipse

seront considérés comme les ”Verified White British”. L’équation de cette ellipse

est donnée dans le graphique 4.5c.

73



4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

Sur chacune de ces populations nous allons calculer les covariables de structure de

3 manières qui sont seront décrites dans une section suivante. Comme ces covariables

doivent être calculées sur des données propres, nous allons commencer par décrire nos

filtres qualité.

4.5.2 Description et influence des contrôles qualité

Nous décrivons ici les filtres de contrôle qualité pour les différentes approches et

populations. Pour l’approche avec une matrice de projection, tous les filtres sont ap-

pliqués sur l’unique ensemble d’apprentissage. Pour l’approche à deux jeux de don-

nées, les filtres sur les individus sont appliqués sur les ensembles d’apprentissage et

de standardisation tandis que les filtres sur les variants sont calculés uniquement sur

l’ensemble de standardisation. Une fois ceux-ci terminés, nous listons les variants sélec-

tionnés sur l’ensemble de standardisation et nous excluons tous les autres de l’ensemble

d’apprentissage. Précisons que les seuils des filtres sont les mêmes pour les différentes

populations.

Pour l’estimation d’héritabilité sur données de populations nous supposons que

les individus sont indépendants les uns des autres. Pour s’assurer que nos individus ne

sont pas apparentés et qu’ils ne partagent donc pas le même environnement, Yang et al.

[2010] suggèrent d’identifier toutes les paires d’individus dont le coefficient de GRM

associé est supérieur à 0.025 puis d’enlever un individu de chaque paire (en veillant à

enlever en priorité ceux apparaissant dans plusieurs paires).

Voici la liste de nos filtres :

— Sélection des variants autosomiques.

— Suppression des variants ET des individus avec un taux d’appel < 0.99.

— Suppression des variants avec une fréquence d’allèle mineur (MAF) < 0.01.

— Suppression de tous les variants non bialléliques.

— Suppression des variants avec une p-valeur < 10−7 au test d’équilibre de Hardy-

Weinberg.

Les détails des résultats de ces contrôles qualité sont détaillés dans la table 4.2.

Nous remarquons que les résultats finaux sont assez proches pour les différentes popu-

lations, tout particulièrement pour les filtres sur les variants. En effet quelle que soit la

population, le nombre final de variants est à peu près équivalent (entre 535 000 et 545
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

(a) Les deux premières composantes principales
calculées sur tout UK Biobank.

●

●

●

●

●

British (88.45%)
Irish (2.61%)
Any other white background (3.35%)
Indian (1.15%)
Pakistani (0.35%)
Bangladeshi (0.04%)
Caribbean (0.87%)
African (0.65%)
Any other Black background (0.02%)
Chinese (0.31%)
Any other Asian background (0.36%)
White and Black Caribbean (0.21%)
White and Black African (0.12%)
Asian or Asian British (0.08%)
White and Asian (0.01%)
Black or Black British (0.17%)
Any other mixed background (0.01%)
Other ethnic group (0.88%)
Do not know (0.04%)
Prefer not to answer (0.32%)

(b) Répartition des ethnies reportées.

(c) Les deux premières composantes prin-
cipales fournies par UKBB pour les
WB. Les individus dans l’ellipse d’équa-

tion
((x+12.5)cos(−π

8 )+(y−3.3)sin(−π
8 ))2

4.22 +
((x+12.5)sin(−π

8 )−(y−3.3)cos(−π
8 ))2

32 = 1 sont
les VWB.

Figure 4.5 – Structure de population dans UK Biobank.
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

000). Pour les individus nous remarquons qu’il semble y avoir plus d’individus consi-

dérés comme apparentés parmi la population TTLM que pour les populations WB et

VWB.

La différence la plus notable est les écarts-types plus élevés pour les approches

à deux jeux de données que pour les approches avec projection pour les filtres sur

les variants. Une explication est que l’ensemble de standardisation est plus petit que

l’ensemble d’apprentissage, ce qui entrâıne ces instabilités numériques.

4.5.3 Calcul des covariables de structure

Pour estimer la structure de population dans chaque échantillon avec l’ACP, une

bonne pratique est d’utiliser des données élaguées [Anderson et al., 2010]. Ayant trouvé

des différences dans la manière d’élaguer les données, nous avons décidé de comparer

trois approches :

— Élagage des données en appliquant un ”pruning” des variants avec un déséquilibre

de liaison supérieur à 0.02 (au sens du r2) et en supprimant manuellement deux

régions à fort DL (la région 25-35 Mb sur le chromosome 6 et la région 54-60 Mb

du chromosome 8) . Cela correspond aux QC trouvés dans Ge et al. [2017].

— Élagage des données en appliquant un ”pruning” des variants avec une MAF

< 0.05 et un déséquilibre de liaison supérieur à 0.05 au sens du r2. On supprime

également les régions à fort DL décrites dans la table 4.7 [Price et al., 2008,

Bycroft et al., 2017]. Ces derniers correspondent plus au QC décrit dans la thèse

de Claire Dandine-Roulland [Dandine-Roulland, 2014].

— Utilisation des composantes principales fournies par UK Biobank. Ces compo-

santes principales ont été calculées avec FastPCA [Galinsky et al., 2016] sur des

données élaguées (plus de détails dans [Bycroft et al., 2017]).

Pour l’approche basée sur une projection, on calcule simplement la matrice de res-

semblance sur A et pour l’approche avec deux jeux de données nous en calculerons pour

les deux ensembles A et S. Le nombre de variants intégrés dans chacune de ces trois

approches est détaillé dans la table 4.6. Encore une fois les résultats sont très similaires

entre les différentes approches pour intégrer les effets fixes, mais nous pouvons remar-

quer une plus grande instabilité numérique pour l’approche à deux jeux de données.

Nous remarquons par contre que la deuxième méthode d’estimation des covariables

inclut beaucoup moins de variants (environ moitié moins que les deux autres).
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Figure 4.6 – Nombre de variants inclus dans
les variables de structure pour chaque popu-
lation.

Chromosome
Position
(en Mb)

1 48-52
2 86-100.5

134.5-138
183-190

3 47.5-50
83.5-87
89-97.5

5 44-51.5
98-100.5
129-132

135.5-138.5
6 25-33.5

57-64
140-142.5

7 55-66
8 8-12

43-50
10 37-43
11 45-57

87.5-90.5
12 33-40

109.5-112
20 32-34.5

Figure 4.7 – Régions à fort DL
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4.5.4 Prise en compte des covariables

La prise en compte des covariables non pénalisées pour l’approche avec une projec-

tion se fait avec une matrice de contraste et ne pose pas de difficulté particulière : la

matrice de contraste permet de travailler sur un modèle sans covariables non-pénalisées

et donc l’application de la régression ridge ne pose pas de difficultés. Pour l’approche

avec un deuxième jeu de données, le processus est un petit peu plus compliqué et nous

allons le décrire ici.

L’idée est de faire une régression linéaire du phénotype sur les covariables sur l’en-

semble S, de calculer les résidus du phénotype après soustraction des effets des cova-

riables sur A en utilisant les coefficients calculés sur S puis d’utiliser la régression ridge

sur ces résidus et les données génétiques. Il n’y a pas de difficulté particulière pour

les covariables non pénalisées telles que le sexe ou l’âge mais pour les covariables de

structure il y a un problème : les composantes principales de S ne sont pas comparables

à celles de A.

Pour ”transférer” l’apprentissage de la structure de population de S à A nous utili-

sons les loadings calculés sur S. Les loadings représentent l’influence des variants dans

le calcul de composantes principales. Ils sont donc une quantité que l’on peut transférer

d’un ensemble à un autre.

4.5.5 Estimations d’h2

Nous allons ici regarder les estimations d’h2 pour les différents phénotypes, popu-

lations, méthodologies d’estimation d’héritabilité et d’intégration des covariables. Les

résultats sont présentés pour respectivement la taille, l’IMC, la circonférence et le tour

de taille dans les figures 4.8, 4.9, 4.10 et 4.11.

Un premier résultat est que les estimations moyennes sont plutôt en accord avec la

littérature dans tous les cas [Ge et al., 2017], ce qui est rassurant. Nous allons mainte-

nant décrire les différences et les sources de variance entre les différentes estimations.

Pour commencer nous observons sans grande surprise des différences d’estimation

d’héritabilité selon la population choisie. Ces différences ne semblent dépasser plus de

5 points de pourcentage et restent donc assez minimes. Ce résultat semble dire que

l’héritabilité des ces traits est relativement constante entre différentes populations. Il

convient toutefois de rester prudent : les individus déclarés comme caucasiens repré-
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité

sentent plus de 90 % de UKBB et donc même la population TTLM est très majori-

tairement composée de personnes caucasiennes. Cela pourrait donc expliquer les fortes

ressemblances d’estimation entre les différentes populations.

Le choix de la méthodologie pour estimer l’héritabilité (régression ridge avec GCV

ou AIREML) ne semble pas non plus être une grande source de variabilité. A l’exception

de la taille où l’on observe des différences allant jusqu’à 5 points de pourcentage le choix

de la méthodologie ne semble pas donner des résultats très différents. C’est un résultat

rassurant qui confirme nos résultats sur les simulations. Nous remarquons que pour la

taille (i.e. une héritabilité forte) la GCV renvoie des résultats moins élevés que l’AI-

REML et que c’est l’inverse pour les autres phénotypes (dont l’héritabilité est plus

faible), mais ce phénomène est très minime. Signalons également qu’avec seulement 10

échantillons il sera difficile d’avoir une conclusion arrêtée.

Nous avons observé une influence significative du choix de l’approche pour intégrer

les covariables (avec une matrice de projection ou un deuxième jeu de données) sur

chacune des deux méthodes d’estimations d’héritabilité (AI-REML et GCV). Les es-

timations d’héritabilité semblent plus élevées quand nous utilisons l’approche à deux

jeux de données (sauf pour la taille où c’est l’inverse), en particulier quand on utilise

les CP de UKBB. Le cas de la circonférence des hanches pour la population TTLM

et utilisant les CP de UKBB est l’exemple le plus marquant de différence d’estima-

tion d’héritabilité entre les deux approches. Une explication pourrait être trouvée en

enquêtant sur l’association des variants et des covariables.

La manière d’approcher les covariables de structure semble néanmoins être source

de peu de variabilité : à population, méthode d’estimation et approche pour intégrer les

covariables fixées, les estimations d’héritabilité semblent peu affectées par la stratégie

de construction des CP. C’est un résultat qui nous rassure sur l’impression d’absence

de consensus dans la construction de ces covariables puisque les estimations restent

cohérentes. Notons toutefois une exception pour l’estimation d’héritabilité de la cir-

conférence des hanches : sur la population TTLM et en utilisant l’approche à deux

études pour intégrer les covariables, les estimations d’héritabilité (réalisées avec l’AI-

REML ou la GCV) sont bien plus élevées si nous utilisons les PC de UKBB plutôt que

les deux autres.

La plus grande source de variabilité de nos estimations est l’échantillonnage des don-

nées. Par exemple pour la taille nous observons qu’en fixant la population, la méthode
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pour estimer l’héritabilité, l’approche pour intégrer les covariables et la stratégie de

construction des CP, nous pouvons observer des différences entre estimations d’hérita-

bilité de plus de 10 points de pourcentage. Ce résultat est clairement le moins rassurant

pour l’héritabilité et interroge sur les résultats trouvés dans la littérature.

4.6 En résumé ...

Nous avons dans ce chapitre présenté le problème d’estimation de l’héritabilité

comme un problème d’apprentissage. Nous avons proposé deux quantités dérivées de la

prédiction pour estimer l’héritabilité : une première nommée h2
r basée sur l’estimation

de la variance du vecteur de prédiction du terme génétique et une seconde nommée h2
p

(et ici confondue avec le coefficient de détermination R2) définie comme une quantité

mesurant la qualité de la prédiction.

Nous avons regardé les capacités d’h2
r et d’h2

p pour estimer l’héritabilité à l’aide de

simulations. Les deux quantités utilisaient des prédictions réalisées avec la régression

ridge. Ces quantités ont été calculées avec et sans un ensemble de test. Nous avons éga-

lement proposé une méthode d’estimation d’héritabilité basée sur une transformation

du paramètre de pénalisation de la régression ridge pour obtenir h2
g.

Les résultats sur simulations ont montré qu’h2
r et h2

p ne donnaient pas d’estimation

d’héritabilité satisfaisante en grande dimension : avec un ensemble de test les prédic-

tions étaient de très mauvaise qualité et sans cet ensemble de test il y avait un fort

surapprentissage qui biaisait les quantités. En revanche l’estimation d’h2
g en passant

par la transformation du paramètre de pénalisation de la régression ridge a donné de

bons résultats, en accord avec les méthodes de référence.

Nous avons donc essayé notre méthode d’estimation d’h2
g sur les données de UK-

Biobank. Ici encore, les estimations d’héritabilité étaient plutôt satisfaisantes et en

accord avec la méthode de référence.
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é-
ritab

ilité
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4. Application de la régression ridge à l’estimation d’héritabilité
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Chapitre 5

Pouvoir prédictif de la régression

ridge

Dans ce chapitre nous nous intéressons au comportement de l’erreur de prédiction

de l’estimateur ridge selon les dimensions de notre problème. Nous commencerons par

proposer un bref aperçu de la littérature, puis nous présenterons l’idée de notre ap-

proximation et son application sur le MSE et le carré de la corrélation puis enfin nous

vérifierons la validité de notre approximation sur des simulations et des données réelles.

5.1 Contexte

De nombreux auteurs se sont penchés sur la précision des prédictions en sélection

génomique. La littérature définit cette précision comme le carré de la corrélation entre

le phénotype et sa prédiction, ce qui n’est pas la définition la plus classique en apprentis-

sage statistique (où on préférera l’erreur quadratique moyenne de prédiction). Plusieurs

auteurs se sont penchés sur l’écriture de formules permettant d’approcher cette pré-

cision en la liant à des quantités telles que la taille de l’ensemble d’apprentissage, le

nombre de variants ou encore l’héritabilité [Brard and Ricard, 2015]. Daetwyler et al.

[2008] donnent une formule de la corrélation entre les effets génétiques réels et les effets

génétiques estimés avec des régressions linéaires univariées sous hypothèse d’effets fixes,

supposant l’indépendance des variants causaux. Ils utilisent des régressions linéaires

univariées pour chacun des variants puis les combinent après, ce qui est équivalent au

calcul d’un Polygenic Risk Score (PRS) (voir Pharoah et al. [2002], Purcell et al. [2009]).

Les auteurs proposent d’approximer le pouvoir prédictif par
(
h2/(h2 + p

n
)
)2

avec n la

taille de l’échantillon d’apprentissage A, p le nombre de variants indépendants et h2

l’héritabilité pour des phénotypes quantitatifs et qualitatifs. Notons qu’à taille de A
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

fixée et à cause du DL, l’intégration d’un grand nombre de loci dans l’étude compro-

met l’hypothèse d’indépendance et que cette formule semble mal se prêter au cadre des

GWAS. Goddard [2009] étend cette formule aux GBLUP en remplaçant le concept de

nombre de variants indépendants par le nombre effectif de variants indépendants (aussi

appelé le nombre effectif de segments de chromosome indépendants et noté Me). Les

auteurs proposent d’approximer le pouvoir prédictif par

√
1− λ

2n
√
a
log(1+a+2

√
a

1+a−2
√
a
) avec

λ = Me

h2log(2Ne) et a = 1 + 2 Me

nh2log(2Ne) , où Ne représente la taille de population effec-

tive. Par la suite une très riche littérature s’est développée autour de ces formules et

pour l’estimation de Me (voir [Brard and Ricard, 2015] pour une synthèse). Daetwyler

et al. [2010] actualisent la formule proposée dans [Daetwyler et al., 2008] en rempla-

çant le nombre total de loci par Me. Rabier et al. [2016] proposent, en supposant que

l’on dispose de variants en DL parfait avec les variants causaux, une approximation

de la corrélation par
√
h2 × h2

p
n

(1−h2)+h2 . Elsen [2017] utilise un développement de Tay-

lor (d’ordre 1) et propose comme approximation nh2

nh2+p(1−h2) dépendant uniquement de

l’héritabilité, du nombre de variants génotypés et de la taille de A dans un cadre de

petite dimension. Notons que l’auteur propose également une formule (plus complexe)

avec un développement de Taylor du second ordre.

de Vlaming and Groenen [2015] ont montré à l’aide de simulations un fort lien

entre PRS et régression ridge dans le cadre des GWAS (i.e. dans un cadre où l’en-

semble d’apprentissage est de ”petite” taille). Les auteurs ont également montré que les

capacités prédictives de la régression ridge s’améliorent quand la taille de l’ensemble

d’apprentissage augmente et deviennent meilleures que celles des PRS.

De los Campos et al. [2013] se sont intéressés au pouvoir prédictif des GBLUP pour

la génétique humaine. Comme pour [Rabier et al., 2016], les auteurs ont utilisé un mo-

dèle avec les variants causaux et un modèle avec les marqueurs génotypés. Notons enfin

que dans leur article les auteurs ont montré que le carré de la corrélation entre le phé-

notype et le GBLUP tend vers l’héritabilité si les individus sont non-apparentés. Dans

leur article les auteurs restent toutefois très pessimistes sur la capacité des GBLUP

à effectuer de bonnes prédictions sur des données humaines de génotypage du fait du

DL incomplet entre marqueurs génotypés et variants causaux. Ils ont en particulier

montré qu’en absence de fort DL entre les variants causaux et génotypés, les données

de pédigrés amènent de meilleures capacités prédictives que les données de population.

Dandine-Roulland and Perdry [2015] proposent d’approximer le coefficient de dé-

termination R2 (calculé sur un ensemble de test) de l’estimateur des BLUP sur des
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

données humaines par n(h2)2ν, une formule linéaire en la taille de A et quadratique

en l’héritabilité mais également fonction de ν la variance des coefficients de la matrice

ZZT
te (avec ZT

te la matrice de génotype d’un échantillon de test) qui est sûrement une

fonction de p. Les auteurs restent également très pessimistes sur la capacité des BLUP

à prédire efficacement un phénotype complexe chez l’humain.

Zhao and Zhu [2019] proposent des formules du R2 (non détaillées ici) pour la

prédiction croisée de phénotypes. Les auteurs se sont intéressés aux erreurs sur des

ensembles de test mais également d’apprentissage, et ils ont lié l’estimateur marginal

(le PRS) et l’estimateur de la régression ridge.

Nous allons ici présenter une approximation simple de l’erreur de prédiction pour

l’estimateur de la régression ridge. Notre approximation n’a pas pour objectif d’appro-

cher la vérité pour le vrai modèle biologique sous-jacent du phénotype mais plutôt de

donner une bonne intuition au lecteur de pourquoi le pouvoir prédictif de la régression

ridge (ou les GBLUP plus généralement) est souvent décevant en génétique humaine

pour des individus non-apparentés.

5.2 Une approximation de pouvoir prédictif selon

le rapport n
p pour des données de GWAS

5.2.1 Idée de l’approximation

Nous proposons dans cette section des approximations afin d’écrire l’erreur comme

une fonction du ratio n
p
. Nous décrivons rapidement les approximations que nous allons

faire ici.

Supposons que les individus n’ont pas de lien de parenté donc la matrice de cova-

riance des individus est diagonale. La matrice de covariance des variants est également

diagonale puisque l’on fait l’hypothèse de l’indépendance des variants. Supposons égale-

ment que les données sont normalisées, alors les matrices ZZT et ZTZ sont les matrices

de covariance empirique des individus et des variants respectivement (à un facteur mul-

tiplicatif p ou n près). Nous proposons donc une approximation selon la valeur du ratio

n/p :

— Pour la grande dimension (p > n) la matrice ZZT estime bien la matrice de

covariance des individus (à un facteur p près).
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— A l’inverse ZTZ est un bon estimateur de la matrice de covariance des variants

quand n > p.

En résumé, nous utiliserons l’approximation ZZT ' pIn quand n < p et ZTZ ' nIp

quand n > p.

Posons également les hypothèses suivantes :

— ∀i ∈ J1, nK var(yi) = 1, alors on a σ2 = 1− h2.

— l’héritabilité est ”́equitablement répartie entre les variants”i.e. ∀j ∈ J1, pK var(uj) =
h2

p
(ce qui correspond aux hypothèses du modèle mixte). Nous pourrons raison-

nablement approximer l’héritabilité par l’héritabilité génomique et donc utiliser

les liens entre λ et h2.

— uTu ' p× h2

p
et (Zu)T (Zu) ' nh2.

Nous allons appliquer notre approximation sur trois quantités : l’erreur de prédic-

tion calculée pour un individu de test, l’erreur de prédiction calculée sur l’ensemble

d’apprentissage et enfin le carré de la corrélation calculé pour un individu de test.

Nous détaillerons les calculs pour l’erreur de prédiction pour un individu de test uni-

quement, et discuterons directement de l’approximation pour les autres quantités. Les

détails des ces dernières seront en annexe.

5.2.2 Pour l’erreur de prédiction sur l’ensemble de test

Écriture du dilemme biais-variance

Nous supposerons que notre phénotype suit les hypothèses du modèle polygénique

additif avec tous les variants causaux pour un jeu d’individus non-apparentés

y = Zu+ e. (5.1)

avec Z centrée et réduite par colonnes et e ∼ N (0n, σ2In). On rappelle que û =
ZT

(
ZZT + λIn

)−1
ytr =

(
ZTZ + λIp

)−1
ZTytr = Kλytr.

Nous allons regarder le comportement de l’erreur de prédiction de l’estimateur ridge

sans fixer les données de test. Pour la suite des calculs, l’indice tr fera référence à

l’ensemble d’apprentissage et l’indice te à un individu de test. En supposant que la

matrice de génotypes de l’ensemble d’apprentissage est fixée, la formule d’espérance

totale nous permet d’écrire
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Eytr,yte,zte

[
(yte − ŷte)2

]
= Ezte

[
Eytr,yte|zte

[
(yte − ŷte)2

]]
= Ezte

[
var(yte|zte) + var(ŷte|zte) +

(
Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]

)2
]
.

Nous montrons facilement que Eyte|zte [yte] = zTteu et Eytr|zte [ŷte] = zTteKλEytr|zte [ytr] =
zTteKλ(Zu). Nous pouvons alors écrire les termes de la décomposition biais-variance sous

les formes suivantes :

var(yte|zte) = Eyte|zte
[(
yte − Eyte|zte [yte]

)2
]

= Eyte|zte
[
e2
te

]
= σ2

var(ŷte|zte) = Eytr|zte

[
ŷ2
te

]
− Eytr|zte [ŷte]2

= Eytr|zte

[
yTtrK

T
λ ztez

T
teKλytr

]
− (Zu)TKT

λ ztez
T
teKλ(Zu)

= tr
(
KT
λ ztez

T
teKλσ

2In
)

+ (Zu)TKT
λ ztez

T
teKλ(Zu)

− (Zu)TKT
λ ztez

T
teKλ(Zu)

= σ2zTteKλK
T
λ zte(

Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]
)2

=
(
zTteKλ(Zu)− zTteu

)2

=
(
zTte (KλZ− Ip)u

)2

= zTte (KλZ− Ip)uuT (KλZ− Ip) zte.

En appliquant l’hypothèse que tous les variants sont indépendants et de même

variance Ezte [zte] = 0p et var(zte) = Ip, nous obtenons

Ezte [var(yte|zte)] = σ2

Ezte [var(ŷte|zte)] = σ2tr
(
KλK

T
λ

)
Ezte

[(
Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]

)2
]

= uT (KλZ− Ip)2 u

= uT (KλZKλZ− 2KλZ + Ip)u.

Notons que le premier terme n’est PAS la variance totale puisque qu’il y a un

conditionnement par zte. Les deux autres termes seront dans la suite abusivement

appelés variance et biais.

88



5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

Le cas p > n

Dans le cadre n < p nos approximations nous permettent d’écrire

ZZT ' pIn ⇒ Kλ '
1

p+ λ
ZT .

Cette approximation revient à supposer que la matrice ZZT possède n valeurs

propres égales et valant p. Nous pouvons alors écrire les termes de l’erreur selon le

ratio n
p
.

Ezte [var(ŷte|zte)] = σ2tr
(
KλK

T
λ

)
' σ2tr

( 1
p+ λ

ZT

)(
1

p+ λ
ZT

)T
= σ2

(
1

p+ λ

)2

tr
(
ZTZ

)

' σ2
(

1
p+ λ

)2

tr (pIn)

= σ2
(

1
p+ λ

)2

np

= (1− h2)(h2)2n

p

Ezte
[(
Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]

)2
]

= uT (KλZ− Ip)2 u

= uT

( 1
p+ λ

)2

ZTZZTZ− 2
(

1
p+ λ

)
ZTZ + Ip

u
= p

(
1

p+ λ

)2

(Zu)T (Zu)− 2
(

1
p+ λ

)
(Zu)T (Zu) + uTu

' p

(
1

p+ λ

)2

nh2 − 2
(

1
p+ λ

)
nh2 + h2

= n

p
(h2)3 − 2n

p
(h2)2 + h2

= h2
(

1 + n

p

(
(h2)2 − 2h2

))
.

En additionnant les termes d’erreur irréductible, de biais et de variance, nous ob-
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tenons l’approximation suivante de l’erreur quadratique :

Eytr,yte,zte

[
(yte − ŷte)2

]
' 1− h2 + (1− h2)(h2)2n

p
+ h2

(
1 + n

p

(
(h2)2 − 2h2

))

= 1 + h2
(
−1 + (1− h2)h2n

p
+ 1 + n

p

(
(h2)2 − 2h2

))

= 1− n

p
(h2)2.

Le cas n > p

Dans le cadre n > p nos approximations nous permettent d’écrire

ZTZ ' nIp ⇒ Kλ '
1

n+ λ
ZT

Avec un peu d’algèbre nous avons les égalités suivantes (voir leurs démonstrations

en annexe C.1.1) :

n

n+ λ
=

n
p
× h2

1 + h2 × (n
p
− 1) (5.2)

λ

n+ λ
= 1− h2

1 + h2(n
p
− 1) (5.3)

Nous pouvons alors approximer les termes de biais et de variance :

Ezte [var(ŷte|zte)] = σ2tr
(
KλK

T
λ

)
' σ2tr

(( 1
n+ λ

)2
ZTZ

)

' σ2
( 1
n+ λ

)2
np

= σ2 1
n
p

 n
p
× h2

1 + h2 × (n
p
− 1)

2
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Ezte
[(
Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]

)2
]

= uT (KλZKλZ− 2KλZ + Ip)u

' uT
(( 1

n+ λ

)2
ZTZZTZ− 2

( 1
n+ λ

)
ZTZ + Ip

)
u

'
(

n

n+ λ
− 1

)2
uTu '

(
n

n+ λ
− 1

)2
h2

=
 1− h2

1 + h2(n
p
− 1)

2

h2

En sommant ces expressions et en simplifiant, nous arrivons à l’expression de l’erreur

quadratique suivante :

Eytr,yte,zte

[
(yte − ŷte)2

]
' (1− h2)

1 + n
p
h2

1 + h2(n
p
− 1)

En résumé, après avoir groupé les expressions de l’erreur quadratique, de la variance

et du carré du biais, nous avons

Eytr,yte,zte

[
(yte − ŷte)2

]
'


1− n

p
(h2)2 si n < p

(1− h2) 1+n
p
h2

1+h2(n
p
−1) sinon.

(5.4)

Ezte [var(ŷte|zte)] '


(1− h2)(h2)2 n

p
si n < p

(1− h2) 1
n
p

(
n
p
×h2

1+h2×(n
p
−1)

)2
sinon.

(5.5)

Ezte
[(
Eytr|zte [ŷte]− Eyte|zte [yte]

)2
]
'


h2
(
1 + n

p
((h2)2 − 2h2)

)
si n < p(

1−h2

1+h2(n
p
−1)

)2
h2 sinon.

(5.6)

Nous avons vérifié en annexe C.1.2 que les limites de ces quantités sont cohérentes.

Nous avons tracé en 5.1 les courbes des trois quantités que nous avons approchées

selon différentes valeurs d’héritabilité. Commençons par voir que l’erreur (figure 5.1a)

est une fonction décroissante en n/p et qui tend vers l’erreur irréductible quand n
p
→

+∞, ce qui est un comportement normal d’un point de vue statistique : plus on a

d’individus et plus l’erreur de prédiction est censée diminuer jusqu’à atteindre son

erreur minimale qu’est l’erreur irréductible. L’autre cas extrême donne un résultat plus

surprenant. En effet nous voyons que même pour une héritabilité de 1, l’erreur tend

vers 1 quand n
p
→ 0. Autrement dit même dans un cadre où il n’y a aucun aléa, il
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est impossible de faire de bonne prédiction quand n << p. Une interprétation est que

quand le ratio n/p devient trop faible, l’estimateur de la ridge tend vers un vecteur nul.

Notons également que l’approximation est croissante en h2.

Nous allons maintenant décrire le carré du biais (figure 5.1b) et la variance (figure

5.1c). Nous voyons que le carré du biais est une fonction décroissante en n/p, qui tend

vers h2 quand n/p→ 0 et vers 0 quand n/p→ +∞.

La variance est une fonction non monotone de n/p qui a un maximum dans ]1,+∞[
si h2 < 2/3 (cette valeur est obtenue par la dérivation de l’approximation de la variance

quand n/p > 1 que nous ne détaillerons pas ici) tandis que le maximum est en n/p = 1
si h2 ≥ 2/3. Elle tend à droite et à gauche vers 0.

Les limites à droite du carré du biais et de la variance ne sont pas surprenantes :

plus on a d’individus, moins la régression ridge a besoin de s’éloigner de l’estimateur

des moindres carrés (qui est sans biais). Il est donc cohérent que le carré du biais et la

variance tendent vers 0 quand n/p→ +∞.

Lorsque p >> n, pour une valeur de λ optimale (proportionnelle à p), le biais

domine la variance. L’estimateur des paramètres de la régression ridge tend vers le

vecteur nul et sa variance vers 0. Ainsi, de par l’équation du compromis biais-variance,

le carré du biais tend vers l’héritabilité car la variance totale du phénotype (et donc

l’erreur dans notre cas) vaut l’unité.

Dans la section 5.3, nous proposerons une interprétation de cette approximation de

la régression ridge pour la voir comme une combinaison d’estimateurs des marginales

et reviendrons sur ces résultats.

5.2.3 Pour l’erreur de prédiction sur l’ensemble d’apprentis-

sage

En utilisant notre approximation, il est possible d’écrire l’erreur de prédiction sur

l’ensemble d’apprentissage comme :

Eytr

[ 1
n

(ytr − ŷtr)T (ytr − ŷtr)
]
'

 (1− h2)2 si n < p

1− 2 n
n+λ

(
p
n
(1− h2) + h2

)
+
(

n
n+λ

)2 ( p
n
(1− h2) + h2

)
sinon.

Comme pour l’erreur sur le test, nous avons tracé un graphe de l’erreur sur l’en-

semble d’apprentissage pour différentes valeurs d’h2 dans la figure 5.2. Un résultat très

surprenant est que l’erreur ne semble pas dépendre du ratio n/p quand celui-ci est
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inférieur à 1. A l’inverse quand ce dernier est supérieur à 1, l’erreur est une fonction

croissante qui tend vers l’erreur irréductible. Ce comportement démontre que le surap-

prentissage est visible dans l’erreur calculée sans ensemble de test puisque l’on arrive

à faire ”mieux” que l’erreur irréductible. Remarquons également que la différence de

l’erreur théorique entre l’ensemble de test et l’ensemble d’apprentissage est une fonc-

tion positive et décroissante (car c’est la somme d’une fonction décroissante moins une

fonction croissante) ce qui indique également un surapprentissage qui diminue quand

le ration n/p augmente.
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Figure 5.2 – Erreur quadratique théorique avec notre approximation sur l’ensemble de d’ap-
prentissage selon le logarithme du ratio n/p en supposant que la variance totale du phénotype
vaut 1. Chaque courbe correspond à une héritabilité simulée.

5.2.4 Pour le carré de la corrélation

Rappelons qu’une mesure de pouvoir prédictif couramment utilisée est le carré de

la corrélation entre une prédiction d’un individu de test et son phénotype [Daetwyler

et al., 2010, Goddard, 2009]. Cette quantité intuitive a l’inconvénient de mesurer la

colinéarité des prédictions avec les phénotypes sans vérifier si les quantités sont à la
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même échelle. Bien qu’elle ne soit pas réellement une mesure de pouvoir prédictif, cette

corrélation est très utilisée dans la littérature. En utilisant notre approximation, cette

quantité devient

corr2(ŷte, yte) '


n
p
(h2)2 si n < p

(h2)2
p
n

(1−h2)+h2 , sinon.
(5.7)

Le graphe 5.3 montre le comportement de la corrélation au carré selon le ratio

n/p pour différentes valeurs de h2. Nous voyons d’abord que cette corrélation est une

fonction croissante selon n/p, qui part de 0 quand n/p→ 0. On remarque également que

plus l’héritabilité est élevée, plus la corrélation l’est. Comme pour l’erreur quadratique

sur le test, il est donc impossible de faire de bonnes prédictions dans un contexte de

grande dimension même quand l’héritabilité est élevée. De l’autre côté de la courbe, le

carré de la corrélation tend vers h2 quand n/p→ +∞.
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Figure 5.3 – Carré de la corrélation théorique avec notre approximation sur l’ensemble de
test selon le logarithme du ratio n/p en supposant que la variance totale de la réponse vaut
1. Chaque courbe correspond à une héritabilité simulée.

Comme vu pour la corrélation, notre approximation peut servir à approcher diverses
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quantités. Nous avons également approché le R2 et l’héritabilité de ratio, les calculs et

résultats sont disponibles en annexe.

5.3 Interprétation de l’approximation

Commençons par définir l’estimateur des effets marginaux. Pour un variant j ∈
J1, pK, nous pouvons estimer son effet marginal selon le modèle linéaire

y = zjus,j + e.

L’estimateur de l’effet de ce variant par les moindres carrés est

ûs,j = (zTj zj)−1zTj y.

Nous pouvons alors définir le vecteur d’estimation de l’ensemble des régressions

univariées par

ûs =
(
diag(ZTZ)

)−1
ZTy.

En supposant que diag(ZTZ) ' nIp, nous avons alors

ûs '
1
n

ZTy.

Notons que si nous supposons un centrage empirique, alors diag(ZTZ) = nIp et l’ap-

proximation ci-dessus devient une égalité.

Écrivons maintenant l’estimateur ridge avec les approximations définies plus haut.

Dans le cas de la grande dimension,

ûR = Kλy '
1

p+ λ
ZTy

= p

p+ λ

n

p
× 1
n

ZTy

' n

p
h2ûs.

Notre approximation revient à estimer l’estimateur ridge par l’estimateur de l’en-

semble des régressions univariées multiplié par une constante. La constante est toujours

inférieure à 1 et diminue avec la ”difficulté” du problème (i.e. quand le ratio n/p et l’hé-
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ritabilité sont faibles). Sous cette forme on comprend la faible qualité des prédictions

dans le contexte des GWAS : si n est très faible devant p alors la constante est très

faible et les prédictions des effets sont très proches de 0. Nous comprenons également

mieux pourquoi le terme de variance tend vers 0, puisque la constante tend vers 0.

De même en petite dimension

ûR = Kλy '
1

n+ λ
ZTy

= n

n+ λ
× 1
n

ZTy

'
n
p
× h2

1 + h2 × (n
p
− 1) ûs.

L’estimateur de la ridge peut donc encore être approché par une multiplication

par une constante de l’ensemble des régressions univariées. Une étude des capacités

prédictives de la ridge, des BLUPs et de l’estimateur des marginales a été réalisée dans

[Zhao and Zhu, 2019]. Un futur travail sera de comparer nos approximations aux leurs

et de regarder si nos résultats respectifs sont cohérents.

5.4 Simulations

5.4.1 Description des simulations

Nous allons utiliser des simulations pour vérifier notre approximation. Nous allons

regarder le comportement de l’erreur attendue de prédiction sur un ensemble de test

et le carré de la corrélation pour un nombre croissant de variables dans le modèle. Les

simulations suivent le protocole suivant :

Nous posons ntr = 1000, nte = 5000, Ep un ensemble de nombre de variants dans

l’étude avec pmax = max(Ep) = 50000 et h2 = 0.6.

1. Simulation d’un vecteur de fréquences alléliques f ∼ Upmax(0.05, 0.5).

2. Simulation d’un vecteur d’effets génétiques u ∼ N
(
0pmax , h2

pmax
Ipmax

)
.

3. Pour p ∈ Ep,

(a) Nous posons λopt = p1−h2

h2 .
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

(b) Génération d’un vecteur d’effets génétiques up = (u1, ..., up) ×
√

pmax
p

com-

posé des p premières composantes de u. On a var(u) = h2

p
Ip.

(c) Simulation d’une matrice de génotypes de test Mte et Zte sa version norma-

lisée par f .

(d) Simulation d’un vecteur de bruit ete ∼ N (0nte , (1− h2)Inte) et d’un vecteur

de phénotype yte = Zteu
p + ete.

(e) Pour k ∈ J1, 300K,

i. Simulation d’une matrice de génotypes de train Mtr,k et Ztr,k sa version

normalisée par f .

ii. Simulation d’un vecteur de bruit etr,k ∼ N (0ntr , (1 − h2)Intr) et d’un

vecteur de phénotype ytr,k = Ztr,ku
p + etr,k.

iii. Calcul du vecteur d’estimation des effets génétiques ûpk (avec une régres-

sion ridge avec pour paramètre de pénalisation λopt) puis calcul d’un

vecteur de prédictions pour l’ensemble de test ŷte,k.

(f) Calcul de ĝp =
(

1
300

∑
k∈J1,300K

[
ŷte,k

]
i

)
i∈J1,nteK

.

(g) Estimation de errp = 1
300

∑
i∈J1,nteK

1
nte

∥∥∥yte,k − ĝp
∥∥∥2

2
,

de biais2
p = 1

nte

∑
i∈J1,nteK

([
zTteu− ĝp

]
i

)2

et de varp = 1
300

∑
i∈J1,nteK

1
nte

∥∥∥ŷte,k − ĝp
∥∥∥2

2
.

Rappelons que les termes ”biais” et ”variance” sont utilisés abusivement, car nous n’uti-

lisons pas la formulation classique du dilemme biais-variance.

Pour les simulations, nous prendrons les valeurs de p suivantes :

Ep = {50000, 25000, 16667, 12500, 10000, 5000, 3333, 2500, 2000, 1667,

1429, 1250, 1111, 1000, 500, 136, 79, 56, 43, 35, 29, 25, 22, 20},

ce qui équivaut à prendre un vecteur de ratio égal à

En/p = {0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1,

2, 7.33, 12.67, 18, 23.33, 28.67, 34, 39.33, 44.67, 50}.
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

5.4.2 Résultat pour l’erreur de prédiction sur l’ensemble de

test

Comportement moyen

Les résultats sur le comportement de l’erreur, du biais et de la variance sont pré-

sentés dans le graphe 5.4. Commençons par l’erreur quadratique (figure 5.4a) : nous

voyons que l’erreur quadratique moyenne suit plutôt bien notre approximation. En

particulier nous remarquons que l’erreur tend vers 1 (donc l’erreur maximale) quand

n
p
→ 0 i.e. en très grande dimension la régression ridge est incapable de donner des

prédictions acceptables. A l’inverse quand n
p
→ +∞ l’erreur tend vers 0.4 = 1− h2 i.e.

l’erreur irréductible et donc la régression ridge prédit de façon parfaitement satisfai-

sante. Remarquons également que l’approximation semble moins bonne aux alentours

de n/p ' 1 ce qui n’est pas très étonnant car c’est dans cette zone que nos approxima-

tions des matrices de covariance par leurs espérances sont les moins valides.

Regardons maintenant le carré du biais (figure 5.4b). Encore une fois le comporte-

ment moyen suit bien l’approximation : le carré du biais est une fonction décroissante

tendant vers 0.6 = h2 quand n
p
→ 0 et vers 0 quand n

p
→ +∞.

La variance (figure 5.4c) est peut-être la quantité que nous approchons le moins

bien. En effet même si la courbe de notre approximation suit raisonnablement bien le

comportement moyen, la variance semble toujours être sous-estimée et en particulier

pour la région n
p
< 1. Malgré tout, l’approximation reste plutôt bonne et le comporte-

ment moyen semble tendre à droite et à gauche vers 0.

Dispersion des estimations

Nous avons regardé le comportement moyen de l’erreur quadratique, nous allons

maintenant regarder la variabilité de ces estimations selon deux stratégies. Dans la

figure 5.5a nous avons calculé l’erreur quadratique moyenne pour chacun des 300 en-

sembles d’apprentissage et représenté le comportement moyen plus ou moins un écart-

type pour la dispersion selon ces 300 points. Dans la figure 5.5b nous avons calculé

pour chaque point de l’ensemble de test une prédiction moyenne selon les 300 en-

sembles d’apprentissage et représenté l’écart-type au sein des individus de l’ensemble

de test.

Nous voyons que les barres d’erreur sont bien plus grandes dans la figure 5.5b que

dans la figure 5.5a, ce qui montre que l’erreur prédictive est principalement due à la
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éren
tes

va
leu

rs
d

e
ra

tio
n
/p

.
L

a
co

u
rb

e
rou

ge
co

rresp
on

d
à
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prédiction individuelle et peu au choix de l’ensemble d’apprentissage. Une explication

pourrait être la présence dans l’ensemble de test d’individus avec un grand terme

environnemental (au sens de Yang et al. i.e. avec un grand terme de bruit) : ces individus

seront toujours mal prédits (même dans un cadre de petite dimension) quel que soit

l’ensemble d’apprentissage, et ils font donc exploser l’erreur.
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Figure 5.5 – Graphe du comportement moyen de l’erreur quadratique et de sa variabilité
selon le log du ratio n/p obtenus par simulations. Les points noirs correspondent au valeurs
des quantités moyennes selon les ensembles d’apprentissage et de test pour les différentes
valeurs de ratio n/p. La courbe rouge correspond à notre approximation. Les barres d’erreur
dans les panneaux (a) et (b) correspondent à un écart-type selon deux stratégies. Le panneau
(a) correspond à la variabilité de l’erreur sur les 300 ensembles d’apprentissage et le panneau
(b) la variabilité des erreurs de l’ensemble de test.

5.4.3 Résultats pour le carré de la corrélation

Dans la section précédente nous avons pu vérifier la validité de notre approxima-

tion avec l’erreur prédictive. Pour pouvoir nous comparer à la littérature, nous allons

maintenant regarder le comportement du carré de la corrélation sur les simulations.

Notre objectif n’est pas de réaliser une comparaison exhaustive des méthodes de la

littérature, mais plutôt de vérifier la validité de notre approximation.

La figure 5.6 montre le comportement du carré de la corrélation pour différents ratios

n/p. Nous y voyons que la corrélation est une fonction croissante en n/p, qui tend vers

0 quand n/p → 0 et également vers h2
sim = 0.6 quand n/p → +∞. Ce n’est pas un

résultat inattendu : ce sont les comportements asymptotiques de notre approximation.
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Les points saumons représentant les 300 réplications de l’ensemble d’apprentissage pour

chaque valeur de rapport n/p sont peu dispersés. Nous pouvons donc en conclure que

comme pour l’erreur prédictive la variance inter-étude de notre quantité n’est pas très

élevée.

La courbe de notre approximation (courbe verte) suit plutôt bien les points moyens.

Nous remarquons encore une fois que l’approximation est moins bonne quand le ratio

n/p est d’environ 1. La courbe rouge correspond à la fonction n, p, h2 7→
(

h2√
h2+p/n

)2

et a été proposée par Daetwyler et al. [2008] tandis que la courbe en bleu correspond à

la fonction n, p, h2 7→ h2× h2
p
n

(1−h2)+h2 qui correspond à l’approximation de Rabier et al.

[2016].

Pour la zone où n < p, l’approximation de Daetwyler a tendance à sous-estimer

la corrélation et qu’à l’inverse notre approximation surestime la corrélation. Les deux

approximations semblent toutefois être assez proches l’une de l’autre, en particulier

quand n/p→ 0. L’approximation de Rabier semble par contre sévèrement sur-estimer

la corrélation.

Dans la zone n > p notre approximation et celle de Rabier sont confondues. Ici

encore notre approximation surestime légèrement l’erreur et celle de Daetwyler la sous-

estime. Toutefois sur cette section notre approximation semble mieux coller les simu-

lations que celle de Daetwyler.
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Figure 5.6 – Graphe du carré de la corrélation moyen sur un ensemble de test selon le ratio
n/p sur des données simulées. Chaque point saumon correspond au carré de la corrélation
pour une des 300 études simulées et les points noirs correspondent aux valeurs moyennes pour
chaque valeur du ratio n/p simulée. L’héritabilité simulée vaut 0.6. Les courbes verte, rouge
et bleu correspondent respectivement à notre approximation, celle de Daetwyler et celle de
Rabier avec une héritabilité fixée à 0.6.
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5.5 Application aux données UK Biobank

5.5.1 Description de l’approche

Dans les sections précédentes de ce chapitre, nous avons étudié le comportement

théorique de pouvoir prédictif de la régression ridge selon le ratio n/p. Nous allons

maintenant regarder si ce comportement se vérifie sur des données réelles. Sur des don-

nées réelles, nous souhaiterons souvent ajouter au modèle des variables non-pénalisées

comme des covariables cliniques par exemple. Notre modèle sera de la forme

y = Xβ + Zu+ e = f + g + e.

De nombreuses questions sont ouvertes : comment calculer les différents termes de la

prédiction ? comment les évaluer ? lesquels évaluer ?

Commençons par savoir comment les calculer : en effet nous voulons ici utiliser la

régression ridge pour estimer les effets génétiques mais notre modèle intègre également

des covariables non-génétiques. Or nos calculs des sections précédentes n’avaient pas

pris en compte la présence d’effets fixes. L’estimation jointe des effets des variables

non-pénalisées et pénalisées dans la régression ridge est quelque chose d’assez mal

défini. Faute de mieux nous avons opté pour une estimation en deux temps des effets

pénalisés et non-pénalisés. Dans le chapitre 7 nous présenterons quelques idées pour

une estimation plus satisfaisante des effets.

Comme montré précédemment, en utilisant une approche basée sur une projection,

il est possible d’estimer u en prenant en compte les effets fixes. Pour l’estimation des

effets fixes, nous pouvons nous demander si nous devons prendre en compte le terme

génétique. Devons-nous effectuer une régression linéaire sur les covariables en utilisant

comme réponse les phénotypes directement (estimation disjointe) ou bien plutôt en

utilisant les résidus des phénotypes obtenus par soustraction de l’estimation du terme

génétique (estimation ”semi-disjointe”) ? Nous allons tester ces deux approches pour

voir si des différences notables apparaissent.

Pour la question de savoir comment évaluer le pouvoir prédictif, nous nous inté-

resserons à 4 critères : le MSE, le coefficient de détermination R2, la corrélation et

l’héritabilité de ratio. Le MSE calcule la capacité de prédiction mais a pour principal

défaut de n’être pas très comparable d’une étude ou d’un phénotype à l’autre. Les

autres quantités permettront plus de comparaisons. Le carré de la corrélation entre
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phénotype et prédiction n’est pas rigoureusement une capacité de prédiction mais a

l’avantage d’être une quantité bornée et surtout d’être un standard de la littérature.

Le R2 sur un ensemble de test est une quantité qui permet d’illustrer la capacité de

prédiction tout en rendant la comparaison possible (même si, comme on est sur un

ensemble de test, on perd le côté borné entre 0 et 1). Enfin l’héritabilité de ratio sur

un ensemble de test ne mesure pas la qualité de la prédiction mais plutôt l’amplitude

de la prédiction par rapport à la réponse.

Enfin que regarder ? Nous pouvons nous intéresser à la prédiction du phénotype

(donc avec prédiction des effets fixes ET des effets génétiques). Mais nous pouvons

également être plus intéressés par les performances de prédiction du terme génétique

uniquement et donc comparer prédiction génétique et résidus du phénotype après sous-

traction des effets fixes. Nous pouvons aussi regarder les prédictions par uniquement

les effets fixes ou génétiques pour voir lesquels jouent un plus grand rôle.

Description des expériences

Ici nous décrivons notre protocole opératoire pour l’évaluation du pouvoir prédictif

selon le ratio n/p. Contrairement aux simulations où nous faisions varier le ratio n/p

en jouant sur p, nous allons ici faire varier n et p sera constant. Les différentes valeurs

de n utilisées sont reportées dans la table 5.1.

Nous utiliserons les mêmes procédures de prétraitement et les mêmes covariables que

dans les estimations d’héritabilité de la section 4.5. Nous utiliserons les VWB comme

population et les CP fournies par UKBiobank pour prendre en compte la structure de

population. Pour chaque valeur de n étudiée, nous allons sous-échantillonner plusieurs

ensembles d’apprentissage et calculer les quantités d’intérêt pour chacun de ces sous-

échantillonnages (voir table 5.2 pour le nombre d’ensembles d’apprentissage associé à

chaque n).

Nous allons également sélectionner aléatoirement deux échantillons de 1000 indivi-

dus indépendants parmi les individus de UKBiobank : un ensemble de standardisation

destiné à l’apprentissage des effets non-pénalisés (nous pouvons nous permettre de

réserver des données pour cette tâche car nous sommes en situation de richesse de

données) et un ensemble de test pour évaluer les capacités prédictives. Notons que ces

ensembles ne sont choisis qu’une fois et seront donc les mêmes pour toutes les tailles

d’ensemble d’apprentissage et leurs répétitions respectives.
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En pratique, pour chaque valeur de n et chaque répétition, notre plan d’expérience

est le suivant :

1. Échantillonage d’un ensemble d’apprentissage de taille n indépendant des en-

sembles de standardisation et de test.

2. Application des filtres de prétraitement décrits dans la section 4.5.2 à l’ensemble

d’apprentissage. Les variants exclus de l’ensemble d’apprentissage le sont égale-

ment des ensembles de standardisation et de test.

3. Calcul d’un estimateur des effets génétiques avec une approche type projection

pour prendre en compte les effets non-pénalisés. Le paramètre de pénalisation est

obtenu par GCV.

ûR = ZT
trC

T
tr

(
CtrZtrZ

T
trC

T
tr + λGCV In−r

)−1
Ctrytr

4. Calcul d’un estimateur des effets non-pénalisés. Nous testerons les deux ap-

proches : en utilisant comme réponse les résidus du phénotype après soustraction

de l’estimation du terme génétique

β̂2 =
(
XT
stdXstd

)−1
XT
std (ystd − ZstdûR) . (5.8)

ou bien directement le phénotype

β̂1 =
(
XT
stdXstd

)−1
XT
stdystd (5.9)

5. Calcul de l’estimateur du terme génétique, du terme non-pénalisé et de l’estima-

teur du phénotype sur le jeu de test.

ĝte = ZteûR

f̂te = Xteβ̂

ŷte = f̂te + ĝte

6. Calcul du MSE, du carré de la corrélation, du R2 et de l’héritabilité de ratio entre

les différentes quantités d’intérêt (ĝte, f̂te, ŷte et yte).
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Ensemble Cardinal

Apprentissage {1000, 2000, 5000, 10000, 20000}
Standardisation 1000

Test 1000

Tableau 5.1 – Taille des ensembles d’apprentissage pour l’évaluation du pouvoir prédictif
sur les données réelles.

Taille de l’ensemble d’apprentissage 1000 2000 5000 10 000 20 000
Nombre de répétitions 100 70 50 20 10

Tableau 5.2 – Nombre de répétitions pour l’évaluation du pouvoir prédictif sur données
réelles. Valeurs à vérifier

5.5.2 Évolution des pouvoirs prédictifs selon n sur UKBio-

bank.

L’ensemble des résultats que nous allons maintenant commenter se résume en série

de graphes. Il y a une boite de graphes pour chacun des quatre phénotypes (taille, IMC,

circonférence des hanches et tour de taille). Dans chacune de ces boites se trouveront

plusieurs boxplots associés à différentes quantités pour différentes mesures.

Commençons par le graphe 5.7. Dans chaque boite on trouve un boxplot d’es-

timation d’héritabilité (calculée en transformant le paramètre de pénalisation d’une

régression ridge choisi par GCV en utilisant une matrice de contraste), un boxplot de

degrés de liberté effectifs tels que définis en (1.15) divisés par la taille de l’échantillon

de test (que nous appellerons d.d.l.e.n. pour degrés de liberté effectifs normalisés) et

un boxplot de la variance empirique des coefficients de l’estimation du vecteur d’effets

des variants par la régression ridge ûR. Les d.d.l.e. sont une mesure de complexité clas-

sique pour la régression ridge et sont bornés entre 0 et n car nous sommes en grande

dimension. En divisant ces d.d.l.e. par leur maximum, nous obtenons donc une mesure

de complexité comparable pour les différentes valeurs de n.

Pour tous les phénotypes, l’estimation d’héritabilité est très dispersée quand n/p

est faible puis se stabilise quand n/p augmente. En supposant que la valeur stabilisée

est la plus fiable, nous obtenons ainsi une estimation à environ 0.73 pour la taille, 0.33

pour l’IMC, 0.3 pour la circonférence des hanches et 0.28 pour le tour de taille. Nous

observons un comportement très similaire pour les d.d.l.e.n. : une grande instabilité

pour les faibles valeurs de n, puis une stabilisation quand n augmente. Ainsi pour la

taille, les d.d.l.e.n. vont tendre vers 0.66 pour la taille, 0.30 pour l’IMC, 0.27 pour la

circonférence des hanches et 0.25 pour le tour de taille.
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Pour la variance empirique des coefficients de l’estimation du vecteur d’effet des

variants, nous constatons pour tous les phénotypes une augmentation avec n. Nous

regardons si cette augmentation est linéaire en utilisant la corrélation entre le ratio n/p

et cette quantité. La corrélation donne des valeurs élevées pour les différents phénotypes

(plus de 90% pour la taille, environ 70% pour l’IMC et la circonférence des hanches

et enfin environ 65% pour le tour de taille). Nous proposons également en annexe C.4

une approximation de la variance des coefficients du vecteur d’estimation des effets

génétiques qui confirme notre intuition d’une augmentation de cette variance selon n.

Les graphes 5.8, 5.10, 5.11 et 5.9 présentent respectivement les mesures de MSE,

de R2, d’héritabilité de ratio et de corrélation phénotype/prédiction. Pour chacune de

ces quantités et pour chaque phénotype, les informations sont organisées de la manière

suivante :

— Dans le coin gauche en haut de chaque cadre se trouve la quantité calculée entre

le phénotype et l’estimateur des effets fixes.

— En bas à gauche se trouve la quantité calculée entre les résidus du phénotype

(après soustraction des effets fixes) et l’estimateur des effets génétiques.

— En haut à droite se trouve la quantité calculée entre le phénotype et la prédiction

du phénotype (effets fixes + effets génétiques).

— En bas à droite se trouve la quantité calculée entre le phénotype et la prédiction

du terme génétique.

Nous signalons également que sauf pour les calculs entre phénotype et prédiction du

terme génétique, nous estimerons les effets fixes avec β1 et β2 comme décrit plus haut.

Commençons par décrire les résultats sur le MSE calculé entre le phénotype et

l’estimateur des effets fixes. On remarque qu’en utilisant β1 l’estimation des effets

fixes est très stable selon n pour tous les phénotypes, ce qui n’est pas surprenant car

nous sommes dans un cadre très favorable pour l’apprentissage (beaucoup de données

pour un faible nombre d’effets à estimer). En utilisant β2 nous voyons apparâıtre de

la variance dans les estimations qui semble augmenter avec n. Nous constatons une

augmentation des capacités prédictives pour la taille mais ce n’est pas le cas des autres

phénotypes pour lesquels le MSE semble diminuer avec n puis augmenter pour n =

20000. De notre point de vue ce phénomène de remontée est un bruit statistique dû au

faible nombre de points pour n = 20000 et n’est donc pas très inquiétant. De plus la

variance entre réplications reste très faible et les MSE restent très proches de la valeur

obtenue en utilisant β1.
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

Regardons maintenant les MSE entre le phénotype et sa prédiction : nous remar-

quons que pour tous les phénotypes le MSE diminue avec n et que l’effet semble signi-

ficatif. La variance des estimations semble augmenter avec n, ce qui est probablement

un effet de la diminution du nombre de réplications. Nous remarquons également que

l’effet de n semble plus élevé et visible pour la taille qui a une héritabilité élevée.

Par définition les MSE entre le phénotype et sa prédiction et le MSE entre les résidus

du phénotype (après soustraction des effets fixes) et l’estimateur des effets génétiques

sont identiques et les résultats seront donc les mêmes que ceux décrits en haut.

Enfin le MSE entre le phénotype et la prédiction des effets génétiques donne des

résultats difficiles à interpréter : en effet pour la taille le MSE ne semble pas diminuer

avec n, et pour les autres phénotypes une légère baisse est visible. Nous avons deux

explications : d’une part les effets fixes sont sans doute beaucoup plus forts que les

effets génétiques estimés (pour la taille notamment) si bien qu’ils ”cachent”ces derniers.

D’autre part le nombre de réplications est trop faible pour les grandes valeurs de n et

amène un bruit statistique.

Intéressons nous maintenant aux résultats pour le carré de la corrélation. Pour la

prédiction avec uniquement les effets fixes, nous observons le même phénomène que pour

le MSE à savoir que les estimations avec β1 sont complètement stables et que celles avec

β2 présentent une certaine variabilité. Nous ne retrouvons encore pas tout à fait une

augmentation avec n, ce qu’on explique encore par un faible nombre de réplications

pour les grandes valeurs de n. Encore une fois les valeurs restent très proches entre

estimations par β1 ou β2.

Comme pour le MSE nous retrouvons une amélioration de la corrélation en fonction

de n pour les prédictions de phénotype complet qu’importe la manière d’approcher β.

Nous constatons une augmentation de la variance des estimations quand n augmente,

encore une fois probablement due à un faible nombre de réplications pour les fortes

valeurs de n. L’augmentation du pouvoir prédictif selon n est plus élevée pour la taille,

probablement du fait de la plus forte héritabilité de la taille, et semble être environ la

même pour les trois autres phénotypes.

Le carré de la corrélation des résidus contre les effets génétiques va nous donner des

résultats plus comparables entre phénotypes, étant donné que l’importance des effets

fixes varie beaucoup entre phénotypes. Évidemment on retrouve une augmentation du

R2 selon n mais également un effet héritabilité : pour la taille la corrélation passe

d’environ 0.01% quand n = 1000 à environ 0.095 % quand n =20000, et pour les autres

phénotypes l’augmentation est moins importante (on passe d’environ 0% à un moins
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

de 0.012 %). Il semble donc y avoir un réel effet de l’héritabilité dans l’augmentation

du pouvoir prédictif.

Contrairement au MSE, nous pouvons distinguer un effet n pour la prédiction avec

uniquement le terme génétique (l’effet est faible mais bien visible).

Pour l’héritabilité de ratio et le R2 nous retrouvons beaucoup de tendances simi-

laires : les deux quantités sont stables pour les effets fixes (avec une légère perturbation

pour β2), et nous observons une augmentation avec n pour les prédictions complètes

et les résidus. Notons que les deux quantités semblent crôıtre avec la même tendance

linéaire.

Au vu du graphe 5.7, les quantités qui mesurent la complexité d’un modèle (héri-

tabilité et d.d.l.e.n.) semblent se stabiliser quand n augmente, ce qui est relativement

cohérent : en augmentant la taille de l’ensemble d’apprentissage on diminue la variance

de la pénalisation optimale.

D’après les graphes 5.8, 5.9, 5.11 et 5.10 les différentes quantités semblent influen-

cées par la taille de l’ensemble d’apprentissage (fonction décroissante pour le MSE,

croissante pour les autres quantités) ce qui est satisfaisant car cela suit notre approxi-

mation. Nous en discuterons plus en détail dans la section suivante.

Un des objectifs de ces expériences était de regarder l’importance du β utilisé pour

l’estimation des effets fixes. En regardant les résultats sur toutes les quantités, les

phénotypes et les approches, on ne semble pas vraiment distinguer un quelconque effet.

Au vu de ces résultats nous pouvons conclure que β̂1 et β̂2 donnent des résultats assez

équivalents.

Notons que l’une des sources de variabilités possibles de ces expériences est le choix

du paramètre de pénalisation pour la ridge. Pour retirer cette possible source de bruit

nous avons refait les expériences ci-dessus en fixant l’héritabilité pour chaque phénotype

pour toutes les études puis en la transformant en paramètre de pénalisation (voir la

table 5.3 pour les valeurs d’héritabilité utilisées). Nous avons retracé les mêmes graphes

que au dessus dans les figures C.2, C.3, C.4, C.6 et C.5. Ce changement semble avoir

peu d’importance et nous retrouvons les mêmes comportements que dans les graphes

que nous venons de décrire.

Phénotype Taille IMC Circonférence des hanches Tour de taille
Héritabilité 0.71 0.353 0.311 0.291

Tableau 5.3 – Table des valeurs d’héritabilité utilisées pour l’étude sur le comportement des
quantités selon le ratio n/p et avec paramètre de pénalisation fixé.
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s-éch

an
tillon

s
d
e

U
K

B
B

avec
h
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lé

e
p

ou
r

u
n

en
se

m
b
le

d
e

te
st

d
e

ta
il
le
n
∈
{1

00
0,

20
00
,5

00
0,

10
00

0,
20

00
0}

av
ec

re
sp

ec
ti

ve
m

en
t
{1

00
0,

70
,4

0,
20
,1

0}
ré
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à

p
ar

ti
r

d
u

p
ar

am
èt
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gé

n
ét

iq
u
e

et
β̂

1,
β̂

2
à
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

5.5.3 Ajustement de notre approximation aux données

Nous souhaitons voir si notre approximation est valide sur ces données réelles en

nous focalisant sur l’erreur quadratique (même si nous aurions pu utiliser n’importe

quelle quantité). Les principales différences entre données réelles et simulations sont la

présence d’effets fixes et la perte de l’égalité σ2 = 1−h2 puisque le phénotype n’est pas

nécessairement de variance 1. Pour résoudre ces problèmes, nous travaillerons sur le

MSE entre la prédiction génétique et les résidus des phénotypes après soustraction des

effets fixes, puis nous diviserons toutes les quantités par la variance empirique calculée

sur les résidus de l’ensemble de test. Pour réduire légèrement la variabilité nous allons

ici supposer les héritabilités des 4 phénotypes comme des quantités fixées (en utilisant

les valeurs décrites dans la table 5.3) et donc allons comparer notre approximation aux

quantités décrites dans la figure C.3.

Nous avons commencé par simplement comparer dans la figure 5.12 le comportement

moyen et l’approximation de l’erreur quadratique telle que nous l’avons décrite jusqu’à

présent (courbe rouge). Nous voyons immédiatement que l’approximation ne suit pas

le comportement moyen (particulièrement pour la taille) et semble toujours surestimer

l’erreur. Ce n’est pas un résultat très étonnant car les données réelles ne suivent pas les

hypothèses de notre approximation et en particulier l’hypothèse d’indépendance des

variants. Le nombre de paramètres effectif sur les données réelles est donc inférieur au

nombre de variants dans la régression et cela pourrait expliquer pourquoi la courbe

de l’approximation est au dessus de l’erreur. Pour vérifier cette hypothèse nous allons

calculer le ratio n/p ”effectif” pour toutes les tailles d’ensemble d’apprentissage en

utilisant la formule de notre approximation.

Pour chacun des phénotypes nous avons commencé par calculer l’erreur quadratique

moyenne pour les différentes tailles des ensembles d’apprentissage puis calculé le ratio

effectif moyen selon la formule

Err = 1− n

p
(h2)2 ⇒ n

p
= (1− Err) /(h2)2.

Nous avons ensuite régressé ce ratio effectif moyen sur les tailles d’ensemble d’appren-

tissage associées dans la figure 5.13. Dans la figure 5.13a nous avons tracé ces points

et le meilleur ajustement linéaire associé pour une régression sans intercept. Notons

que toutes les valeurs des pentes sont plutôt proches les unes des autres. Nous allons

ensuite utiliser la pente de cette régression comme correction pour obtenir un nombre
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge
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Figure 5.12 – Graphe de l’ajustement de notre approximation sur les données de UKBio-
bank. Les axes représentent le log du ratio n/p et l’erreur quadratique. Les points noirs
représentent l’erreur quadratique moyenne et les points saumon l’erreur quadratique pour les
différents ensembles d’apprentissage. Les barres d’erreur représentent un écart-type de la va-
riabilité selon les ensembles d’apprentissage. Les courbes rouge, bleue et violette sont associées
respectivement à notre approximation sans correction, l’approximation avec un ajustement
par régression linéaire sans intercept et enfin par l’approximation avec un ajustement par
régression linéaire avec intercept.
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

de variants effectif. La courbe bleue de la figure 5.12 correspond à notre approximation

en utilisant comme valeur de p le nombre de paramètres effectif que l’on définit comme

peff = Nombre de variants dans A
pente de la régression

. Après cette correction, nous voyons que la courbe de l’ap-

proximation colle beaucoup mieux au comportement moyen pour tous les phénotypes.

Nous avons utilisé dans la figure 5.13b la même idée d’une régression linéaire pour

obtenir un nombre de variants effectif mais cette fois-ci nous ajoutons un intercept dans

la régression. L’ajustement en utilisant cette régression correspond à la courbe violette

dans la figure 5.12 et nous voyons que cette dernière suit également plutôt bien le

comportement moyen. En particulier il ne semble pas y avoir de différences de résultats

massives entre les deux approches pour estimer le nombre de paramètres effectif.

Un résultat intéressant de la régression avec un intercept est que pour les trois

phénotypes dont les héritabilités estimées sont quasiment identiques (l’IMC, les hanches

et le tour de taille) les pentes obtenues sont également quasiment identiques. Le gros

point noir de cette approche est que nous n’avons aucune intuition pour interpréter

l’intercept. Je trouve toutefois qu’il serait intéressant d’essayer cette approche sur une

plus grande gamme de phénotypes avec des héritabilités estimées variées pour voir si

on retrouve ce phénomène.

Un reproche que l’on peut faire à notre approche est que l’on ne teste qu’un bout

de l’approximation. Nous discuterons de ce point plus en détail dans les perspectives.
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ré

el
le

s
d
e

U
K

B
io

b
an

k
.

L
e

p
an

n
ea

u
(a

)
re

p
ré
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éa

ir
e

sa
n

s
in

te
rc

ep
t

et
le

p
an

n
ea

u
(b

)
u

n
e

ré
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éa

ir
e

en
tr

e
le

ra
ti

o
n
/p

d
e

l’
en

se
m

b
le

d
’a

p
p
re

n
ti

ss
ag

e
et

le
ra

ti
o
n
/p
ef
f

ob
te

n
u

av
ec

n
o
tr

e
ap

p
ro

x
im

a
ti

on
,

ta
n
d

is
q
u
’à
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5. Pouvoir prédictif de la régression ridge

5.6 En résumé ...

Nous avons proposé une méthode pour approximer différents pouvoirs prédictifs.

Nous proposons de remplacer les matrices de ressemblances par leur espérances sous

hypothèses d’indépendance (i.e. par des matrices diagonales). L’originalité de notre

approximation est qu’elle est dépendante de la valeur de n/p : quand n < p nous rem-

placerons la matrice de ressemblance des individus ZZT par pIn tandis que quand n > p

nous remplacerons la matrice de ressemblance des variants ZTZ par nIp. Nous pouvons

alors utiliser ces approximations pour le MSE (sur ensemble de test et d’apprentissage)

et pour le carré de la corrélation (mais également le R2 statistique et l’héritabilité de

ratio).

Un travail avec des simulations nous a permis de montrer la validité de notre ap-

proximation (pour toutes les quantités), en particulier dans les zones n << p et n >> p :

l’approximation suivait plutôt bien les quantités calculées sur les simulations.

Nous nous sommes également intéressés à une application sur UK-Biobank. Un

ajustement de l’approximation s’est révélé nécessaire pour intégrer le déséquilibre de

liaison de ces données. Après ajustement, l’approximation est plutôt satisfaisante.
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Chapitre 6

L’estimation d’héritabilité pour les

phénotypes qualitatifs

Dans cette section nous présenterons quelques résultats sur l’estimation d’héritabi-

lité appliquée aux maladies et plus généralement aux phénotypes binaires. Cette section

s’est beaucoup appuyée sur le travail de stage de fin d’études de Mathilde Carlier. Au

bout d’environ un an de thèse, nous avons décidé de basculer sur le cas quantitatif car

l’étude de l’estimation d’héritabilité pour le cas binaire s’est révélée assez délicate. Nous

avions pour objectif de revenir sur le cas binaire, mais nous n’avons malheureusement

pas eu le temps. De plus nous n’avions pas encore travaillé sur la régression ridge à ce

moment là donc toutes les méthodes d’estimation utiliseront le modèle mixte.

Nous présenterons dans cette section le modèle de la liability et deux méthodes

existantes pour l’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs. La première

utilise les modèles à effets aléatoires pour estimer les composantes de variance, avec

une correction pour intégrer les spécificités du cas binaire. Les estimations d’héritabilité

données par cette approche présentent des biais que nous exposerons. La deuxième

propose une estimation directe de l’héritabilité à l’aide d’une régression entre produit de

phénotypes et ressemblance génétique et se veut sans biais. Nous discuterons des biais

de la première approche, montrerons la sensibilité de ces deux approches aux filtres

de prétraitement et proposerons une explication pour les valeurs aberrantes parfois

renvoyées par ces méthodes.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

6.1 Contexte

6.1.1 Modèle de liability et calculs de Falconer

Les calculs de l’héritabilité de Fisher ne s’intéressaient qu’aux phénotypes quanti-

tatifs et ne peuvent donc pas être étendus directement aux phénotypes qualitatifs que

sont les maladies. Falconer [2007] propose une méthode pour estimer l’héritabilité pour

des maladies à partir de données familiales. Sa méthodologie s’appuie sur le Liability

Threshold Model : il suppose que pour chaque phénotype binaire il existe un phénotype

sous-jacent continu et gaussien appelé liabilité (ou liability en anglais). Si la liability

d’un individu est supérieure à un certain seuil t, alors cet individu sera considéré comme

un cas et inversement. Le principe du modèle de liability est présenté graphiquement

dans la figure 6.1. Les calculs de Falconer permettent d’arriver à une estimation de

l’héritabilité pour la liability (on parle d’héritabilité à l’échelle de la liability h2
l ) et on

utilisera cette valeur comme héritabilité du trait binaire. Nous ne détaillerons pas ici

les calculs de Falconer et donnerons simplement le résultats de son calcul d’h2
l .

h2
l =

2
(
t− t1

√
1− (t2 − t21)(1− (t/a2))

)
a+ t21(a− t) (6.1)

avec

— t le seuil de liability au delà duquel un individu est malade : l > t⇒ y = 1,

— t1 = t− µl,R avec µl,R la moyenne de la liability des parents des cas,

— a la différence entre la liability moyenne de la population générale et la liability

des cas.

6.1.2 Calculs d’héritabilité sur des individus non-apparentés

Une première méthode basée sur des correctifs

Cette première méthode développée par Lee et al. [2011] utilise le principe des cal-

culs de Falconer (i.e. passer par la liability) sur des données d’individus non apparentés.

Dans leur approche, les auteurs proposent de transformer une héritabilité calculée di-

rectement sur les phénotypes binaires en héritabilité à l’échelle de la liability. Nous

ne détaillerons pas les calculs des auteurs mais nous expliquerons rapidement leurs

principes.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

Figure 6.1 – Graphe du modèle de liability. La liability suit une distribution normale centrée
et réduite. K est la proportion de cas dans la population. t représente le seuil de liability au
delà duquel on est considéré comme un cas. z représente la hauteur de la courbe au point t.
Graphe issu de Lee et al. [2011].
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

Commençons par poser deux modèles

y = µo1n + go + eo, (6.2)

l = µl1n + gl + el. (6.3)

Le modèle (6.2) est le modèle dit à l’échelle de l’observation : y ∈ Rn est un

vecteur de phénotypes binaires observés, µo ∈ R la moyenne du phénotype, go ∈ Rn un

vecteur d’effets génétiques constitué de l’agrégat des effets des variants et eo ∈ Rn un

vecteur d’effets environnementaux. En particulier les auteurs supposent que la matrice

de covariance de y est de la forme Σo = σ2
go

G∗+σ2
eo avec G∗ la matrice de ressemblance

génétique entre individus aux variants causaux (on suppose donc l’indépendance entre

effets génétiques et environnementaux) .

Le modèle (6.3) représente lui le modèle à l’échelle de la liability. Si on suppose que la

prévalence de la maladie dans notre étude est la même que dans la population générale

alors la liability suit une gaussienne centrée réduite par définition l ∼ N (0n, In), µl ∈ R

la moyenne de la liability, gl ∈ Rn représente le terme d’effets génétiques à l’échelle

de la liability et el le vecteur d’effets environnementaux à échelle de la liability. On

supposera encore une fois l’indépendance entre effets génétiques et environnementaux.

Nous posons une hypothèse sur les coefficients de gl ∼ N (0, σ2
gl

) et comme la variance

totale de la liability vaut 1, les auteurs posent h2
l = σ2

gl
.

Les auteurs définissent alors l’héritabilité à l’échelle de l’observation

h2
o = var(go)

var(y) =
σ2
go

K(1−K) . (6.4)

avec K la proportion de cas dans la population (voir figure 6.1).

Pour passer de l’échelle de l’observation à l’échelle de la liability, les auteurs vont

utiliser un résultat de Dempster and Lerner [1950] : en écrivant la régression de y contre

l les auteurs montrent que nous pouvons écrire go = zgl + c avec z la hauteur de la

densité de la liability au point t (voir figure 6.1) et c une constante. En jonglant entre

calcul sur les composantes de vecteurs et quantités définies sur les vecteurs complets,

les auteurs arrivent à l’expression suivante

h2
l = K(1−K)

z2 h2
o. (6.5)
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

En pratique ces résultats n’ont que très peu d’utilité pratique car ce calcul exigeait

un hypothèse importante : la proportion de cas (appelée prévalence) dans notre étude

Ke doit être la même que celle dans la population générale. Vu le coût du génotypage

cette hypothèse ne sera jamais respectée en pratique et tout particulièrement dans le

cas des maladies rares. Désormais nous utiliserons K pour parler de la prévalence de

la maladie dans la population générale et Ke pour parler de la prévalence dans l’étude.

Ce déséquilibre entre K et Ke pose un important problème sur nos hypothèses de

normalité. En effet nous avons supposé que la distribution de la liability était normale

sur l’ensemble de la population. En conséquence dans notre étude enrichie en cas, nous

allons fortement perturber cette hypothèse. En effet nous aurons dans notre étude plus

d’individus avec une somme effets génétiques + effets environnementaux supérieure

au seuil t que dans la population générale. En conséquence la distribution des effets

génétiques et environnementaux ne suit plus du tout une gaussienne. Ce phénomène

est bien illustré dans le panel C de la figure 6.2 : on voit bien l’effet de l’enrichissement

en cas sur les distributions de gl et el.

Figure 6.2 – Graphe sur l’influence du déséquilibre K et Ke sur la liability. Chaque panel
correspond à un scénario et pour chaque panel on a en haut un graphe de dispersion de la
liability selon les effets génétiques / environnementaux et en bas la distribution de la liability.
Le panel A correspond au cas où le phénotype est quantitatif. Le cas B correspond au cas où
le phénotype est qualitatif et K = Ke : toutes les liability au-dessus du seuil correspondent
à des patients et les distributions des effets (génétiques et environnementaux) et donc de la
liability sont gaussiennes. Dans le graphe C on est dans le cas K 6= Ke et donc les hypothèses
de normalité ne sont plus valides. Ce graphe est issu de Golan et al. [2014].

En supposant les hypothèses que nous avions posées pour arriver à (6.5) et en utili-

sant les propriétés des gaussiennes tronquées [contributors, 2020], les auteurs proposent
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

un calcul prenant en compte ce déséquilibre

h2
l = K2(1−K)2

Ke(1−Ke)z2h
2
o. (6.6)

Pour l’application pratique, les auteurs utilisent les raisonnements déjà décrits dans

Yang et al. [2010], et estiment la matrice G∗ par G la matrice de ressemblance génétique

calculée sur l’ensemble des marqueurs génotypés. L’héritabilité à l’échelle de l’obser-

vation sera donc calculée avec des méthodes basées sur le REML puis transformée à

l’échelle de la liability.

Une deuxième méthode basée sur la régression de Haseman–Elston

Golan et al. [2014] proposent une deuxième approche appellée Phenotype Correla-

tion–Genetic Correlation regression (PCGC ) pour estimer l’héritabilité à l’échelle de

la liability. Leur approche se base sur une régression des produits de phénotypes contre

la corrélation génétique entre individus (aussi appelée régression de Haseman–Elston

Haseman and Elston [1972]). Nous ne détaillerons pas les calculs mais nous présentons

ici leur raisonnement.

La base de PCGC est de supposer qu’il existe une fonction qui lie l’espérance d’un

produit de phénotypes avec la matrice de ressemblance génétique E[yiyj] = f(h2
l , G

∗
i,j).

Le cas le plus simple de cette approche est quand le phénotype est quantitatif et que

l’on suppose un modèle polygénique additif. Dans ce cas f(h2, G∗i,j) = h2G∗i,j ce qui

correspond à la régression de Haseman–Elston. Les auteurs proposent de déterminer

une fonction f adaptée au cas binaire avec enrichissement en cas.

Posons

Wij = (yi −Ke)(yj −Ke)
Ke(1−Ke)

(6.7)

le produit de phénotypes normalisés, et posons également et Sij une variable d’appar-

tenance à l’étude : Sij = 1 si les individus i, j sont compris dans l’étude et 0 sinon.

Nous souhaitons régresser Wij par G∗i,j pour les paires d’individus et nous allons

donc calculer f(h2
l ,G

∗
i,j) = E[Wij|Sij = 1,G∗i,j]. En développant l’expression de l’espé-

rance autour des trois valeurs possibles de Wij et en utilisant la formule de Bayes, nous

arrivons à E[Wij | Sij = 1,G∗i,j ] =
1−Ke
Ke

P(Yi=Yj=1|G∗ij)−
(1−Ke)K
(1−K)Ke

P(Yi 6=Yj |G∗ij)+
Ke

1−Ke

[ (1−Ke)K
(1−K)Ke

]2
P(Yi=Yj=0|G∗ij)

P(Sij=1|G∗ij)
.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

En effectuant un développement limité autour de G∗i,j = 0 (ce qui correspond à des

individus non-apparentés) et en passant les phénotypes à l’échelle de la liability (qui

est une variable gaussienne), les auteurs arrivent à l’expression

E[Wij|Sij = 1,G∗i,j] = Ke(1−Ke)z2

K2(1−K)2 h2
lG
∗
i,j. (6.8)

Le raisonnement est détaillé en annexe D.1.

En utilisant ce résultat, les auteurs proposent une procédure en deux étapes pour

estimer h2
l :

— Calculer â le coefficient de la régression linéaire des produits de phénotypes Wij

sur les coefficients de la matrice de ressemblance génétique des marqueurs G (qui

estime la matrice de ressemblance génétique des variants causaux).

— Estimer ĥ2
l = â/c avec c = Ke(1−Ke)z2

K2(1−K)2 .

Nous remarquons en particulier que la constante c est la même que la constante

corrective (pour intégrer le passage à l’échelle de la liability et pour prendre en contre

la différence de prévalence entre la population générale et notre étude) dans l’équation

(6.6). Les auteurs proposent une extension de l’approche pour l’intégration de cova-

riables non-pénalisées et le calcul de plusieurs héritabilités pour différentes sections du

génome.

6.2 Biais observés pour GCTA

Dans leur article présentant PCGC Golan et al. [2014] montrent avec des simulations

des biais de GCTA dans l’estimation d’héritabilité pour des phénotypes binaires. Nous

avons commencé par refaire ces simulations pour essayer de comprendre ces biais.

6.2.1 Description des simulations

Nous commençons par décrire le processus de simulation de Golan et al. [2014].

Leur modèle de simulation permet d’avoir des génotypes simulés mais surtout la prise

en compte du déséquilibre entre K et Ke. Les auteurs fixent les probabilités d’être

sélectionné dans l’étude à Pcas = 1 pour les cas et Pcontrôle = K(1−Ke)
Ke(1−K) pour les contrôles

(ce qui correspond aux hypothèses de ”full ascertainment”). Notons que dans ces simu-

lations, tous les variants sont causaux.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

Pour n le nombre d’individus dans l’étude, p le nombre de variants et h2
sim l’hérita-

bilté simulée, les différentes étapes sont :

1. Simulation d’un vecteur de fréquences alléliques f ∼ Up(0.05, 0.5).

2. Simulation d’un vecteur d’effets des variants u ∼ N (0p, h
2
sim

p
Ip).

3. Tant que netude < n :

(a) Création d’un vecteur de génotypes d’un individu Z ∼ Bp(f, 2).

(b) Création du terme génétique de l’individu g = Zu.

(c) Création du terme d’environnement e ∼ N (0, 1− h2
sim)

(d) Création du terme de liability et du phénotype l = g + e, y = 1(l > t).

(e) Sélection dans l’étude : Si y = 1 s ∼ B(Pcas) et si y = 0 s ∼ B(Pcontrôle).

(f) Si s = 1, l’individu est ajouté à l’étude et netude ← netude + 1. Sinon on

reprend à l’étape 3 directement.

6.2.2 Les biais de GCTA dans le cas binaire

Le premier biais montré par Golan et al. [2014] est illustré dans le graphe 6.3.

Les auteurs montrent à l’aide de simulations des biais selon les prévalences K et Ke

(plus de détail sur les paramètres de simulation dans la légende du graphe). Dans

ces graphes sont représentées des estimations d’héritabilité effectuées avec GCTA (qui

est le logiciel implantant la méthodologie développée par Lee et al. [2011]) et celles

effectués par PCGC. Nous remarquons un biais visible pour GCTA dès le cas K = 0.01
et h2

sim = 0.8, mais surtout pour les cas K = 0.001 et K = 0.005 avec h2
sim = 0.8.

Si le cas K = 0.005 et h2
sim = 0.5 correspond seulement à une sous-estimation de

l’héritabilité, dans les autres cas de sous-estimation, les estimations de GCTA semblent

en plus bloquées à une certaine valeur (à environ 0.47 quand K = 0.005 et 0.35 quand

K = 0.001). Ces valeurs correspondent à la valeur de la constante corrective que l’on

a décrit en (6.6). En clair dans ces cas, l’héritabilité à l’échelle de l’observation semble

égale à 1 (ce qui correspond au paramétrage par défaut de GCTA). Notons que les

estimations de PCGC ne sont pas biaisées.

Ces résultats semblent donc montrer que plus K est faible, plus l’héritabilité est

sous-estimée par GCTA et que ce phénomène est d’autant plus important que l’héri-

tabilité simulée est importante. Les auteurs décrivent que les biais peuvent également

apparâıtre selon la valeur de Ke. Nous y reviendrons plus tard dans ce chapitre.
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é
si

m
u
lé
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

Une deuxième forme de biais assez étonnante est également décrite par les auteurs.

Le graphe 6.4 montre des estimations d’héritabilité avec PCGC (bôıte verte) et GCTA

(bôıte bleue) avec cette fois comme paramètre la taille de l’étude n. Si PCGC donne des

résultats satisfaisants et gagnant en précision quand n augmente, ce n’est étonnamment

pas le cas de GCTA. Nous observons en effet que les estimations par GCTA décroissent

et s’éloignent de plus en plus de la valeur simulée quand n augmente. Ce résultat est très

inattendu : si nous nous placions du point de vue de l’apprentissage statistique nous

nous attendrions à ce que les résultats soient meilleurs quand on augmente la taille de

l’échantillon d’apprentissage mais ce n’est pas le cas ici. Notons que ce biais n’est pas

un biais artificiel dû à la forme de nos simulations : la variance des termes génétiques,

environnementaux et de liability sont stables quand n augmente (voir annexe D.2).
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h2=0.5, n(SNPs)=10000, prévalence(pop)=1%, prévalence(étude)=30%

Figure 6.4 – Biais des méthodes basées sur le REML quand n augmente. Dans ce graphe
l’abscisse représente la taille d’étude n ∈ {1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000}. Les bôıtes
bleues correspondent aux estimations par GCTA et les bôıtes vertes aux estimations par
PCGC. Pour toutes ces études on a h2

sim = 0.5 (ligne rouge sur le graphe), K = 0.01,
Ke = 0.3 et p = 10000.

6.3 Notre contribution

6.3.1 Discussion des résultats des auteurs de PCGC

Dans leur article [Golan et al., 2014] les auteurs proposent d’attribuer le biais des

approches REML quand K et Ke sont très différentes aux interactions GxE présentes
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

dans la liability à l’échelle de l’étude (voir figure 6.2) : ”Just as it was demonstrated

.. that the presence of GxG interactions leads to underestimation of the fraction of

heritability explained, we suspected that the presence of such induced GxE interactions

might result in underestimation of the heritability” et ”The magnitude of the bias

increases when (i) the disease is rarer, (ii) the proportion of cases is closer to half, and

(iii) the heritability is higher. Indeed, these circumstances each increase the induced

GxE interaction.” Par ailleurs les auteurs utilisent de manière équivalente les termes

de corrélation GxE et d’interaction GxE, ce qui nous a surpris. Dans cette sous-section

nous avons tenté de vérifier ces affirmations en passant par des simulations.

Nous allons regarder l’influence des paramètres n, Ke et h2
sim (notons donc qu’ici K

sera une quantité fixe) sur la variance du terme génétique, du terme environnemental

et de la liability ainsi que sur la corrélation GxE. Pour chacune des combinaisons de

Ke ∈ {0.3, 0.5, 0.8}, h2
sim ∈ {0.3, 0.5, 0.8} et n ∈ {500, 2000, 3000, 4000, 5500} nous

avons simulé 20 études suivant l’approche décrite en 6.2.1 avec K = 0.05 et p = 5000.

Tous les résultats de cette sous-section se présenteront sous la forme de figure dé-

composable en grille d’ensemble de boxplots : les lignes et colonnes correspondent

respectivement aux différentes valeurs d’h2
sim et de Ke. Chacune de ces sous-figures est

un ensemble de boxplots et l’axe des abscisses correspond aux différentes valeurs de n.

Nous avons représenté dans la figure 6.5 l’influence des 3 paramètres sur l’estimation

d’héritabilité. Nous y retrouvons des résultats déjà connus à savoir que les biais de

GCTA semblent augmenter avec n et l’héritabilité, mais également que ces biais sont

une fonction non linéaire de Ke. Ce graphe corrobore les résultats de Golan et al. qui

avaient observé que le biais était maximal quand Ke = 0.5.

Enfin dans la figure 6.6, nous avons regardé l’influence des paramètres sur la corré-

lation GxE. La première chose que nous remarquons est qu’encore une fois n n’a pas

d’influence. Nous observons également que pour Ke = 0.8 la corrélation est presque

nulle. De plus à h2
sim fixée, la corrélation est similaire entre Ke = 0.3 et Ke = 0.5, bien

que légèrement plus élevée pour Ke = 0.5. À Ke fixée, elle est maximale pour h2
sim = 0.5

et minimale pour h2
sim = 0.8. Ces résultats peuvent s’expliquer par le fait que la corré-

lation GxE, créée par l’enrichissement en cas dans l’étude par rapport à la population

générale et illustrée par l’écart entre le groupe de cas et celui des contrôles sur la figure

6.2, est d’autant plus forte lorsque les deux groupes de l’étude et l’importance des deux

composantes G et E sont équilibrés.
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Figure 6.5 – Graphe d’influence de n, h2
sim et Ke sur l’estimation d’héritabilité pour le

cas binaire. Les lignes et colonnes de la grille de boxplots correspondent respectivement aux
différentes valeurs d’h2

sim et de Ke. Dans chacun des ensembles de boxplots, l’axe des abscisses
correspond aux différentes valeurs de n et l’axe des ordonnées au rapport h2

est/h
2
sim. Les bôıtes

bleues correspondent aux estimations par PCGC et les bôıtes rouges aux estimations par
GCTA.
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Figure 6.6 – Graphe d’influence de n, h2
sim etKe sur la corrélation GxE. Les lignes et colonnes

de la grille d’ensemble de boxplots correspondent respectivement aux différentes valeurs d’h2
sim

et de Ke. Dans chacun des boxplots, l’axe des abscisses correspond aux différentes valeurs de
n et l’axe des ordonnées à la corrélation GxE.
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Au vu de nos résultats il semble bien y avoir un lien entre biais de GCTA et présence

de corrélation GxE. En particulier quand Ke = 0.8, il n’y a ni corrélation GxE, ni biais

sur l’héritabilité. À l’inverse lorsque Ke = 0.5, le biais et la corrélation sont maximaux

comme cela avait été observé par Golan et al. [2014]. Toutefois il nous semble trop

hâtif de conclure que cette corrélation soit la seule explication. Nous ignorons la nature

profonde du lien entre corrélation GxE et biais de l’héritabilité mais nous observons

qu’il n’est pas linéaire : à Ke = 0.5 et Ke = 0.3 le biais de l’héritabilité augmente

avec h2
sim et ce n’est pas le cas de la corrélation qui est maximale pour h2 = 0.5,

contrairement à ce que suggéraient Golan et al. [2014]. Le lien entre une héritabilité

élevée et un biais d’estimation plus important pourrait s’expliquer, quant à lui, par le

fait que l’estimation de l’héritabilité est bornée à 1 à l’échelle de l’observation.

Ces résultats liant bais et corrélation GxE peuvent sembler surprenants car cette

corrélation mène probablement plutôt à une sur-estimation de l’héritabilité à l’échelle

de la liability, du fait de la confusion entre environnement partagé et génétique partagée.

Cependant, la corrélation est associée à une interaction GxE artificielle sur le phénotype

à l’échelle de l’observation (i.e. après seuillage de la liability), étant donné que les cas

de l’étude ont à la fois un terme génétique et un terme environnemental élevés. Cela

explique sans doute la confusion entre corrélation et interaction dans l’article de Golan

et al. [2014]. Cette interaction artificielle pourrait en effet expliquer la sous-estimation

de l’héritabilité à l’échelle de l’observation. Notons que ce raisonnement n’explique

pas du tout le biais de GCTA observé par Golan et al. quand la taille de l’ensemble

d’apprentissage augmente.

6.3.2 Une application aux données de cardiomyopathie

Nous avons appliqué PCGC et GCTA sur des données de cardiomyopathie dilatée

pour une évaluation des méthodes sur données réelles.

Estimation d’héritabilité avec plusieurs prétraitements

Ici nous sommes partis des estimations d’héritabilité sur la cardiomyopathie dilatée

obtenues avec GCTA par Mathilde Carlier pendant son stage. Nous avons décidé de

reprendre son travail pour y ajouter l’estimation d’héritabilité par PCGC. Comme nous

allons le voir nous avons obtenu des résultats problématiques avec PCGC tels que des

héritabilités de 300 %. Après enquête le contrôle qualité avant estimation d’héritabilité

joue un rôle très important en binaire et nous présentons ici nos résultats.
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La cardiomyopathie dilatée est une maladie assez rare (K ' 1/3000) [Garnier et al.,

2020] qui se traduit par une augmentation de la taille des cavités cardiaques alors que

les parois musculaires restent minces (dilatation des ventricules) et par une faiblesse de

la contraction du muscle cardiaque (hypokinésie des ventricules) qui peut entrâıner une

réduction du débit sanguin. Cette maladie existe sous une forme monogénique (environ

30 % des cas) et une forme complexe qui va nous intéresser ici.

Nous disposons de données de GWAS sur la cardiomyopathie dilatée. Ces données

de puce contiennent les génotypes d’environ 700 000 variants (génotypage réalisé avec

la puce Illumina OmniExpress) pour 3084 individus répartis en 3 populations (1790

français, 1120 allemands et 174 italiens). Au total l’étude contient environ 2/3 de cas

et 1/3 de témoins. Notons que nous sommes conscients que ce type de mélange de

population est normalement à éviter car pouvant entrâıner des biais, mais nous avons

choisi de passer outre pour avoir une taille d’échantillon la plus grande possible. Il

aurait été toutefois intéressant d’effectuer cette analyse uniquement sur les Français,

puisque cette population présente un effectif ”suffisant” (contrairement aux Italiens) et

une répartition de cas et de témoins (contrairement à la population allemande qui n’est

composée que de cas).

Nous commencerons par décrire les filtres qu’avait utilisés Mathilde Carlier. Ce

filtrage a été réalisé avec PLINK 1.9 [Purcell, 2009].

— Suppression des individus avec un callrate < 0.9 (0 individu supprimé).

— Suppression des variants avec un callrate < 0.9 (1173 variants supprimés).

— Suppression des variants avec une p-value au test de Hardy-Weinberg sur les

contrôles ≤ 0.001 (13719 variants supprimés).

— Suppression des individus dont la valeur IBD est ≥ 0.185 pour travailler sur des

individus non-apparentés (24 individus supprimés).

— Détermination de 155803 SNPs en équilibre de liaison (avec une fenêtre glissante

de 50 SNPs, un pas de 5 SNPs et un seuil de R2 fixé à 0.2).

— Calcul d’une analyse en composantes principales sur la matrice de ressemblance

génétique des individus avec les variants en équilibre de liaison. Exclusion des

individus outliers selon les deux premières composantes principales (43 indivi-

dus supprimés) puis nouveau calcul de l’ACP. Les deux première composantes

principales de chaque ACP sont représentées dans le graphe 6.7.

Après ces filtres, il nous reste 3006 individus et 155803 variants.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

(a) Les deux premières composantes
principales avant suppression des indivi-
dus aberrant

(b) Les deux premières composantes
principales après suppression des indivi-
dus aberrant

Figure 6.7 – Graphe des deux premières composantes principales pour les données de car-
diomyopathie pour le premier jeu de filtres. Le graphe de gauche correspond à l’ACP avant
l’exclusion des individus outliers et le graphe de gauche correspond à l’ACP après exclusion.
Ces composantes principales sont calculées sur les variants en équilibre de liaison.

Au vu du graphe 6.7 nous voyons qu’il existe une certaine structure de popula-

tion sous-jacente. Pour la prendre en compte les 3 premières composantes principales

sont ajoutées à l’estimation d’héritabilité. Nous estimons également l’héritabilité sans

prendre en compte cette structure pour voir la robustesse de l’estimation. Un point

que nous devons noter est que dans le travail de Mathilde Carlier l’analyse en compo-

santes principales a été réalisée sur les variants en équilibre et l’estimation d’héritabilité

également pour une raison bioinformatique : permettre à des algorithmes de machine

learning de tourner en des temps raisonnables sur le cluster de calcul du CNRGH (résul-

tats non présentés). Il aurait été plus rigoureux de calculer l’héritabilité sur l’ensemble

des variants. Cependant pour avoir des valeurs comparables nous allons continuer nos

analyses sur l’ensemble des variants en équilibre de liaison, mais nous avons conscience

qu’elles ont un intérêt biologique limité.

Les résultats sont résumés dans la ligne ”Jeu de filtre 1” de la table 6.1. Nous voyons

que pour les méthodes basées sur le REML nous obtenons une héritabilité d’environ

0.32 avec ou sans composantes principales intégrées dans le modèle. Pour PCGC les

résultats sont très étonnants : avec ou sans composantes principales les résultats sont

très au dessus de 1, ce qui n’a aucun sens biologique. Notons également que les écarts-

types (obtenus avec une approche de ré-échantillonnage dite jackknife) sont très élevés.

Nous voyons clairement qu’il y a un problème pour PCGC puisque les héritabilités

au dessus de 1 n’ont aucun sens. Mais nous observons également un problème pour les
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approches REML : en effet la valeur d’héritabilité obtenue correspond à une héritabilité

à l’échelle de l’observation estimée à 1. Cela révèle le plus grand problème de l’approche

de Lee et al. [2011] : leur estimation d’héritabilité est (par défaut, nous en reparlerons

ensuite) bornée par la constante corrective.

Jeu de filtre Méthodes Sans Composante Avec 3 Composantes
Principales Principales

Jeu de filtre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)

Jeu de filtre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de filtre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.1 – Table d’estimation d’héritabilité sur les données de cardiomyopathie.

Les résultats ne sont pas du tout satisfaisants : les valeurs de PCGC sont com-

plètement aberrantes, et celles de GCTA ne sont pas satisfaisantes non plus (car elles

correspondent à la valeur maximale de l’algorithme et donc il est difficile de savoir

si l’algorithme a convergé). Nous avons trouvé dans la littérature que des filtres plus

stricts étaient conseillés pour l’estimation d’héritabilité de maladies complexes [Lee

et al., 2011]. Désormais nous nous référerons aux premiers filtres avec la dénomination

”jeu de filtres 1” et à ceux (plus stricts) que nous allons présenter maintenant avec la

dénomination ”jeu de filtres 2” (qui s’ajoutent au ”jeu de filtres 1”).

Le jeu de filtres 2 est le suivant :

— Suppression des individus avec un callrate ≥ 99% (75 individus supprimés).

— Suppression des variants avec un callrate ≥ 99% (7 264 variants supprimés).

— Supression des variants avec une MAF ≤ 5% (52 648 variants supprimés).

— Suppresion d’un individu parmi les paires d’individus trop apparentés au sens de

la GRM (GRM ≥ 0.025, 204 individus supprimés). Les auteurs de GCTA [Yang

et al., 2010] insistent sur l’importance de ce filtre.

Après les deux sessions de filtres il nous reste 2 740 individus et 90 092 SNPs. Nous

calculons encore une fois les composantes principales pour rechercher une structure

de population sous-jacente. Les deux premières composantes sont représentées dans

le graphe 6.8. Les graphes sont plutôt regroupés mais nous voyons qu’il y a une très

claire structure de population. Nous ajouterons donc 3 composantes principales pour

l’estimation de l’héritabilité.

Les résultats avec les deux jeux de filtres sont présentés dans la deuxième ligne de

la table 6.1. Nous y voyons que les estimations d’héritabilité ne sont pas acceptables
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

si nous n’ajoutons pas de composantes principales. A l’inverse avec les composantes

principales, les estimations sont plutôt satisfaisantes : les deux méthodes donnent une

valeur similaire (0.18 pour les approches REML et 0.17 pour PCCG) et cette valeur

n’est pas aberrante.
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Figure 6.8 – Graphe des deux premières composantes principales pour les données de car-
diomyopathie dilatée pour les deux jeux de filtres cumulés.

Influence des différents filtres

L’ajout du deuxième jeu de filtres a permis d’obtenir des valeurs d’héritabilité ac-

ceptables. Ces résultats montrent l’importance du prétraitements des données avant

l’estimation d’héritabilité dans le cas binaire [Lee et al., 2011]. Nous avons ensuite dé-

cidé d’enquêter plus en détail sur l’influence de chacun des filtres du deuxième jeu. Les

résultats sont compilés dans la table 6.2. La première et la 5ème ligne correspondent

aux résultats de la table 6.1.

La deuxième ligne ajoute un filtre sur la MAF aux premiers filtres. Sans l’ajout de

composantes principales l’estimation par PCGC est au dessus de 1 et n’est donc pas

acceptable. Pour GCTA l’héritabilité est estimée par la valeur de la constante et nous ne

pouvons donc pas conclure si la valeur est pertinente. En ajoutant les CP, l’estimation

par PCGC devient acceptable à 0.31(0.06) et celle des approches REML est à environ

0.22(0.04). Les deux valeurs sont différentes mais les valeurs sont ”acceptables”.

La troisième ligne correspond au jeu de filtres 1 + les filtres sur le callrate (individus

et variants). Nous voyons que pour PCGC les valeurs d’héritabilité sont très au dessus
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

de 1 avec ou sans CP. Pour les approches REML, l’estimation correspond à la valeur

maximale et il est donc compliqué de conclure. Nous en déduisons que ce filtre n’est

sans doute pas le plus important.

Enfin la quatrième ligne montre l’influence du filtre avec seuil sur l’apparentement.

Pour les méthodes REML le filtre ne semble rien apporter, les estimations d’héritabilité

restent au niveau de la constante d’ajustement. Pour les estimations avec PCGC sans

les CP la valeur n’est pas acceptable mais elle le devient si on ajoute les CP avec une

estimation de l’héritabilité à environ 0.31(0.11).

Une synthèse de nos résultats est que les filtres les plus importants pour obtenir

des valeurs acceptables pour PCGC sont le filtre MAF et le filtre sur l’apparentement.

Pour l’approche REML le filtre le plus important semble être celui sur la MAF, même

si nous ne pouvons pas vraiment conclure pour les autres filtres du fait de la limitation

des estimations d’héritabilité par la valeur de la constante. Le filtre sur le callrate

semble peu jouer dans les deux approches. Nous remarquons également que même

après les filtres, les deux approches restent sensibles à une structure de population

sous-jacente : PCGC en particulier ne rend aucune valeur d’héritabilité acceptable si

nous n’incluons pas les CP dans l’estimation d’héritabilité (pour les approches REML

il n’est pas possible d’avoir des conclusions arrêtées).

Jeu de filtre Méthodes Sans Composantes Avec 3 Composantes
Principales Principales

Jeu de filtre 1 REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
PCGC 3.01(0.28) 5.51(0.93)

Jeu de filtre 1 + REML 0.32(0.03) 0.22(0.04)
filtre MAF PCGC 6.40(0.46) 0.31(0.06)

Jeu de filtre 1 + REML 0.32(0.03) 0.32(0.03)
filtre callrate PCGC 3.09(0.22) 5.89(1.71)

Jeu de filtre 1 + REML 0.33(0.03) 0.33(0.04)
filtre GRM PCGC 8.57(0.44) 0.31(0.11)

Jeu de filtre 1 + REML 0.33(0.03) 0.18(0.04)
Jeu de filtre 2 PCGC 5.81(0.34) 0.17(0.07)

Tableau 6.2 – Table sur l’influence des différents filtres pour l’estimation d’héritabilité sur
les données de cardiomyopathie dilatée.

Influence du nombre de composantes principales

Nous remarquons que nous avons mis 3 composantes principales comme covariables

fixes dans le modèle. Il n’y a pas de règles absolues pour le choix du nombre de com-
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

posantes à ajouter. Nous avons donc décidé de regarder l’influence du nombre de com-

posantes ajoutées sur l’estimation de l’héritabilité dans le cas binaire. Ces travaux font

écho à ceux de Dandine-Roulland [2014] qui se sont intéressés au cas continu.
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Figure 6.9 – Graphe sur l’influence des composantes principales pour l’estimation d’h2 en
binaire. L’abscisse représente le nombre de composantes principales et l’ordonnée les estima-
tions d’héritabilité sur les données de cardiomyopathie. Le rouge représente les estimations
de PCGC et le bleu les estimations de GCTA. Pour chaque nombre de CP on représente un
point par estimation d’héritabilité. Les barres d’erreur correspondent à un écart type rendu
par les méthodes.

Les résultats sont représentés dans le graphe 6.9. Commençons par les résultats

pour les approches REML (courbe bleue) : nous distinguons une variance dans les

estimations quand le nombre de CP est inférieur à 5. Ensuite l’estimation semble se

stabiliser à environ 0.1 et nous distinguons une légère décroissance à partir d’environ

95 composantes principales. Enfin notons que les intervalles de confiance sont stables

(ce qui n’est pas très étonnant, les écarts-types calculés par GCTA sont proportionnels

à 1/n [Visscher and Goddard, 2015]).

Pour les estimations de PCGC nous remarquons qu’à l’exception des estimations

incluant moins de 4 CP, il y a augmentation des estimations d’héritabilité d’environ

0.18 à 0.25 quand le nombre de CP augmente. Sur la toute fin de la courbe on remarque

une stabilisation (voir même une légère décroissance). Nous remarquons également que

les écarts-types (estimés par une approche jackknife) diminuent avec le nombre de

composantes ajoutées.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

Au vu des résultats pour les approches REML il semble raisonnable de prendre

entre 5 et 10 composantes principales pour avoir des estimations stables. Par contre

pour PCGC il est difficile de conclure puisque la courbe est croissante. Un point noir

de ces résultats est que l’on utilise les mêmes données pour estimer les composantes

principales et pour estimer l’héritabilité. Il est donc difficile de différencier suppression

de structure de population et suppression d’information génétique pertinente pour le

trait étudié.

6.3.3 Une explication pour les valeurs aberrantes de PCGC

Dans cette section nous donnerons une explication graphique de PCGC qui per-

mettra d’expliquer simultanément les valeurs aberrantes obtenues sur données réelles

et l’importance du filtre sur les coefficients de la GRM.

Nous avons vu plus haut que la méthode PCGC consiste en une régression linéaire

entre les produits de phénotypes normalisés et la ressemblance génétique entre individus

puis en une multiplication du coefficient de régression par une correction. Il est donc très

facile d’avoir une représentation ”graphique” de PCGC. Dans la suite de cette section

nous allons travailler sur une étude simulée avec comme paramètres de simulation

n = 150, K = 0.05, Ke = 0.62, p = 10000 et h2
sim = 0.7. Pour cette étude, l’héritabilité

estimée par PCGC vaut 0.71. La représentation graphique de PCGC ”normal” est la

figure 6.10c. Sur cette figure l’axe des abscisses correspond aux coefficients de GRM

et l’axe des ordonnées au produit de phénotypes normalisés : les points d’ordonnée

-1 correspondent aux paires cas/contrôle, les points d’ordonnée 0.6 correspondent aux

paires de contrôles et ceux d’ordonnée 1.5 aux paires de cas.

Nous allons ajouter un coefficient δ à tous les coefficients de la GRM pour les paires

de cas. Cela revient à jouer sur l’apparentement des cas (les cas seront plus ou moins

apparentés selon le signe de δ). Nous sommes bien conscients que cela a peu de sens

biologique car nous supposons uniquement une augmentation de l’apparentement pour

les cas mais nous l’avons fait pour faire apparâıtre de manière simple les instabilités de

PCGC.

Le graphe 6.10c correspond à la régression de PCGC quand δ = 0. Nous obtenons

alors une héritabilité de 0.63 qui va nous servir de référence. Dans le graphe 6.10b nous

ajoutons un δ = 0.00025 sur les paires de cas. Nous avons choisi cette valeur car elle

correspond à un centième du seuil empirique proposé dans [Yang et al., 2010] pour filtrer
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les individus trop apparentés. En pratique, nous ”tirons vers la droite” les coefficients de

la GRM des paires de cas. L’estimation d’héritabilité par PCGC après l’ajout de cette

petite quantité est de 1,16. En augmentant d’une toute petite quantité la ressemblance

génétique entre cas nous avons quasiment multiplié par deux l’estimation d’héritabilité.

PCGC semble donc très sensible aux apparentements cryptiques. Dans la figure 6.10a,

δ est fixé à 0.025 ce qui est une valeur énorme mais que nous allons utiliser juste pour

montrer la sensibilité à δ. Pour ce scénario nous estimons l’héritabilité à 26,8 : il est

donc facile d’atteindre des valeurs complètement aberrantes d’héritabilité.

Les δ < 0 ont également une influence. La figure 6.10e correspond à δ = −0.0025 et

donne une estimation d’héritabilité de 0.1. Ainsi un manque de ressemblance génétique

entre cas semble entrâıner un biais négatif pour sur l’estimation d’héritabilité. Le cas

6.10e correspond au cas δ = −0.025 et donne une estimation d’héritabilité négative de

-4.62, montrant que nous pouvons également avoir des valeurs aberrantes négatives.

Ces ajouts de δ semblent donner une bonne intuition des biais que peut avoir PCGC

et de son extrême sensibilité à une structure de population cryptique. Nous avons

également testé cette approche en ajoutant un δ sur les paires de contrôles et sur les

paires cas / contrôles et nous avons obtenus des résultats cohérants. Ces comportements

sont résumés dans la table 6.3. Si δ > 0 pour les paires de phénotypes concordants,

alors l’estimation de l’héritabilité augmente. C’est assez cohérent : on pratique une

régression pour faire apparâıtre le lien entre ressemblances génétique et phénotypique.

Si les individus avec un même phénotype ont une ressemblance génétique forte alors

le lien augmente et il est donc logique qu’une ressemblance génétique augmentée entre

phénotypes identiques augmente ce lien et donc l’héritabilité (et qu’à l’inverse une

ressemblance réduite avec δ < 0 diminue le lien). Au contraire pour les paires de

phénotypes discordants, une forte ressemblance génétique pousse à diminuer le lien

entre ressemblances génétique et phénotypique.

Notons enfin que nous observons les mêmes comportements pour les estimations

avec les approches REML, ce qui est cohérent car les deux approches se ressemblent

mais nous n’avons pas d’explication aussi intuitive pour les approches REML.
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6. L’estimation d’héritabilité pour les phénotypes qualitatifs

2 phénotypes concordants 2 phénotypes discordants
δ > 0 h2 ↗ h2 ↘

(h2 →
δ→+∞

0+) (h2 →
δ→−∞

0−)
δ < 0 h2 ↘ h2 ↗

(h2 →
δ→−∞

0−) (h2 →
δ→+∞

0+)

Tableau 6.3 – Table d’influence de δ sur les estimations de PCGC

6.4 En résumé ...

Dans cette section nous avons proposé une discussion autour d’un biais des méthodes

d’estimation d’héritabilité pour le cas binaire basées sur les méthodes REML. Nous

sommes en particulier revenus sur l’explication proposée par Golan et al. de ce biais

avec une corrélation ou interaction GxE qui nous semblait confuse. Nous avons appuyé

nos idées par un travail sur des simulations.

Nous avons également montré la grande sensibilité de l’estimation d’héritabilité aux

filtres de prétraitement des données avec une application sur des données de GWAS

pour la cardiomyopathie dilatée. Les estimations d’héritabilité étaient aberrantes en

l’absence de filtres stricts, et acceptables avec ces filtres stricts. Nous avons également

discuté du nombre de composantes principales à inclure comme covariables de structure

dans le modèle, et concluons qu’il semble judicieux d’en prendre entre 5 et 10.

Enfin nous avons proposé une explication pour les valeurs aberrantes de la mé-

thode PCGC, en observant le comportement de l’estimation d’héritabilité après avoir

légèrement augmenté la ressemblance génétique (au sens de la GRM) des paires de cas.
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Chapitre 7

Perspectives

Dans ce chapitre nous présenterons rapidement une conclusion générale de ce travail,

puis des possibles continuations. Nous proposerons une méthode pour obtenir une dis-

tribution de paramètre de pénalisation, puis discuterons de l’utilisation de la régression

ridge hétéroscédastique pour permettre la modélisation de plusieurs effets génétiques,

mais également pour permettre l’inclusion de covariables non-pénalisées dans la régres-

sion ridge. Nous présenterons ensuite nos idées pour une vérification de l’approximation

que nous avons proposée au chapitre 5 sur une plus grande plage de ratio n/p. Ensuite

nous discuterons très brièvement de comment quitter le modèle linéaire, et terminerons

par une proposition pour essayer de corriger une partie des biais des approches basées

sur le REML pour le cas binaire.

7.1 Un résumé de la thèse en quelques lignes

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’utilisation de la régression ridge

sur des données génétiques et phénotypiques de population humaine. L’objectif initial

de cette thèse était de lier, grâce à une méthode d’apprentissage statistique, les concepts

d’héritabilité et de prédiction d’un phénotype, deux concepts qui semblent liés mais

définis dans des mondes différents. Les méthodes d’estimation d’héritabilité modernes

se basant sur les modèles à effets aléatoires, nous avons décidé d’utiliser comme méthode

d’apprentissage la régression ridge car elle permet des liens directs avec ces modèles.

Après avoir présenté dans les deux premiers chapitres l’apprentissage statistique et

la régression ridge, nous avons présenté dans le chapitre 3 nos solutions à des problèmes

calculatoires spécifiques au cadre de la grande dimension.

Nous avons alors proposé plusieurs méthodes d’estimation d’héritabilité toutes dé-

rivées de la régression ridge. Parmi elles, une méthode basée sur une transformation de
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7. Perspectives

l’hyperparamètre optimal de la régression ridge a des résultats équivalents aux estima-

tions basées sur les modèles à effets aléatoires. Ce résultat s’est vérifié à la fois sur des

données simulées et réelles.

Nous nous sommes ensuite intéressés au comportement de plusieurs mesures de la

capacité de prédiction de la régression ridge en fonction du ratio des dimensions de

l’ensemble d’apprentissage et de l’héritabilité. Pour chacune d’entre elles, nous avons

proposé une approximation selon l’héritabilité et le ratio des dimensions de l’ensemble

d’apprentissage, et vérifié la validité de ces approximations sur des données simulées et

réelles.

En conclusion, nous avons montré que la régression ridge permettait des estimations

de l’héritabilité tout à fait satisfaisantes pour un contexte de GWAS chez l’homme et

que la capacité de prédiction de la régression ridge était une fonction croissante de

l’héritabilité. En revanche, nous avons montré que dans le contexte de grande dimen-

sion des GWAS, la régression ridge ne donnait pas de bonnes prédictions même si

l’héritabilité du trait à prédire était élevée.

7.2 Distribution de paramètre de pénalisation op-

timaux pour la régression ridge

Nous allons présenter ici une approche permettant d’obtenir à bas coût une dis-

tribution du paramètre de pénalisation optimal pour la régression ridge. Nous avions

montré dans la section 2.6.1 que le paramètre de pénalisation optimal est théoriquement

le même entre le modèle original et un modèle contrasté après multiplication par une

matrice vérifiant les propriétés de contraste. Si nous disposions d’un ensemble de telles

matrices, nous pourrions alors en déduire un ensemble d’estimations du paramètre de

pénalisation optimal. Dans cette section, nous utiliserons et calculerons des matrices de

contrastes (malgré l’absence d’effets fixes) pour obtenir une distribution de paramètre

de pénalisation optimal.

Supposons que nos données suivent le modèle linéaire sans intercept ou effet fixes

y = Zu+ e (7.1)

avec Z ∈Mn,p(R) la matrice de données standardisée, Z = UDVT sa décomposition en

valeurs singulières, u ∈ Rp et e ∈ Rn. Pour simplifier nous supposerons que Z n’est pas

standardisé empiriquement et en conséquence ces valeurs singulières sont non nulles.
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7. Perspectives

Notre objectif est d’estimer le paramètre de pénalisation optimal avec la GCV. Soit

PNc(J1, nK) l’ensemble des Nc-combinaisons de J1, nK et E = {E1, ..., ENc} ∈ PNc(J1, nK)
un de ces élément. Posons CE =

[
UE1 , ...,UENc

]T
∈ MNc,n une matrice définie comme

la concaténation en lignes d’une combinaison de Nc colonnes de U. Cette matrice

vérifie CEC
T
E = INc et CE0n = 0Nc (puisque l’on suppose que le modèle est sans effets

fixes) et donc les propriétés de contraste du modèle. Nous avons vu dans la section

3.3.1 que les calculs de la GCV se simplifiaient dans un modèle contrasté par une

combinaison de vecteurs colonne de la matrice U. En résumé il est techniquement

possible d’obtenir une estimation du paramètre de pénalisation optimal à partir de

n’importe quelle combinaison de vecteurs colonne de U.

Avoir une distribution de ce paramètre pourrait avoir de nombreuses utilités. La

plus évidente serait d’en construire un intervalle de confiance pour le paramètre de

pénalisation, mais il serait également intéressant de regarder si le paramètre optimal

”moyen” ou ”médian” augmente les capacités prédictives. En utilisant le lien entre pa-

ramètre de pénalisation et héritabilité génomique nous pourrons également regarder si

nous pouvons gagner en précision pour l’estimation d’héritabilité.

Des questions plus pratiques sont également encore ouvertes : comment évolue cette

distribution selon Nc ? Combien de répétitions sont nécessaires (et donc combien de

matrices de contraste devons nous générer) ?

Dandine-Roulland et al. [2016] ont étudié l’utilité des composantes principales pour

corriger les biais d’estimation d’héritabilité dus aux structures de population, il sera

intéressant d’étudier plus en détail leurs résultats car leur idée d’intégrer les compo-

santes principales une par une ressemble à ce que l’on voudrait faire puisque il y a un

lien direct entre composantes principales et les colonnes de U qui sont des vecteurs

propres.

7.3 Utilisation de la régression ridge hétéroscédas-

tique

Nous avons montré et utilisé à de nombreuses reprises les liens entre régression ridge

et modèles aléatoires. Dans ce manuscrit nous sommes restés concentrés sur la régres-

sion ridge avec un unique paramètre de pénalisation, ce qui correspond à un modèle

à effets aléatoires avec matrice de covariance du vecteur d’effet des variants à diago-

nale constante. Parfois nous souhaiterions pouvoir séparer nos variants selon plusieurs
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7. Perspectives

tailles d’effets (par exemple si nous souhaitons avoir un effet par chromosome), ce qui

du point de vue des modèles mixtes revient à supposer que la matrice de covariance des

effets n’est pas à diagonale constante. La traduction en régression ridge serait d’avoir

plusieurs pénalités pour plusieurs groupes de variants : on parle alors de régression

ridge hétéroscédastique. La régression ridge hétéroscédastique a permis à Hofheinz and

Frisch [2014] d’obtenir de meilleures performances prédictives qu’avec une régression

ridge homoscédastique sur des données de plantes. Il serait donc intéressant d’essayer

sur des données humaines (de Vlaming and Groenen [2015] citait cette idée sans s’y

intéresser davantage et Speed and Balding [2014] ont proposé une telle approche sur

des traits binaires).

Le choix des paramètres de pénalisation dans la régression ridge hétéroscédastique

pose des difficultés et des auteurs se sont déjà penchés sur la question [Hofheinz and

Frisch, 2014, van de Wiel et al., 2020]. Un de mes objectifs futurs est d’adapter la GCV

à la régression hétéroscédastique, et l’article de van de Wiel et al. [2020] me semble

être un bon point de départ.

Un autre interêt de la régression ridge hétéroscédastique est de permettre une esti-

mation jointe des effets génétiques et des covariables que l’on ne souhaite pas pénaliser,

en imposant une pénalité nulle pour les covariables. Cela donnerait une estimation des

effets fixes plus satisfaisante que notre notre solution en deux étapes. Malheureusement

un terme de pénalité nulle pour des variables entrâıne la singularité du problème, la

matrice de pénalisation n’étant plus inversible. van de Wiel et al. [2020] propose une

solution avec des projecteurs mais une solution pourrait être de passer par des pseudo-

inverses. Il faudrait alors étudier la stabilité et les propriétés d’un tel estimateur.

7.4 Vérification de l’approximation de pouvoir pré-

dictif pour des données réelles.

Nous avons montré la validité de notre méthode pour approcher différents pouvoirs

prédictifs sur des simulations, mais le passage aux données réelles ne me convient pas

entièrement : en particulier nous n’avons pas regardé les zones où n ' p et n > p.

Il serait très intéressant de regarder ces zones, mais 1) il nous faudrait une immense

quantité de données et 2) nos méthodes ne peuvent tout simplement pas fonctionner

pour des tailles d’échantillon aussi grandes : la complexité de l’ACP est O(n3) et celle

du calcul de la matrice de ressemblance O(pn2), ce qui rend les temps de calcul trop
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7. Perspectives

longs pour n ' p ' 500 000. Je vois donc deux approches :

— Une première idée très simple à mettre en oeuvre serait de filtrer les variants

(en utilisant par exemple un filtre sur le DL des données, mais on pourrait éga-

lement imaginer une sélection de variables préalable avec un dérivé du LASSO

[Tibshirani, 1996], [Gorfine et al., 2017]). Le principal problème est la perte d’in-

formation, mais je pense que pour des phénotypes avec une forte héritabilité tels

que la taille, les résultats seront intéressants.

— Une seconde idée serait d’approximer les matrices de ressemblance avec par

exemple les approches de Nystöm [Nyström, 1930] ou d’échantillonage de co-

lonnes. L’article de Homrighausen and McDonald [2016] me semble un bon point

de départ.

7.5 Quitter le modèle linéaire avec la kernel ridge

Une extension intéressante pour ce travail serait de quitter le modèle linéaire en

utilisant la kernel ridge regression (KRR) [Murphy, 2012], une méthode de régres-

sion dans un espace défini par des combinaisons non-nécessairement linéaires de nos

variables d’entrée. Cela nous permettra en particulier de tendre vers un modèle biolo-

gique sans doute plus réaliste que le modèle linéaire, et nous pouvons donc espérer une

augmentation des capacités prédictives sur les données réelles [Endelman, 2011, Mo-

rota and Gianola, 2014]. Un objectif ambitieux serait également de réussir à définir une

héritabilité ”non-linéaire”. Nous avons déjà commencé ce travail puisque la régression

ridge est en fait un cas particulier de KRR avec un noyau linéaire.

Ce passage dans un espace non-linéaire amène de nouveaux défis : quels noyaux

sont les plus pertinents ? comment choisir les hyperparamètres du modèle tels que la

pénalisation de la régression ridge mais également ceux associés au noyau lui-même ?

7.6 Une régression ridge à pénalisation négative

Dans la section 6.1.2 nous avions énoncé les biais des approches basées sur l’AI-

REML dans le cas de phéntoypes binaires et également vu que la correction pour

passer de l’héritabilité à l’échelle de l’observation à l’héritabilité à l’échelle de la liability

était la même entre GCTA et PCGC. Vu que les deux corrections sont identiques,

la pente de la régression dans PCGC peut être interprétée comme une héritabilité

à l’échelle de l’observation. Or contrairement à GCTA où l’héritabilité à l’échelle de
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7. Perspectives

l’observation est bornée entre 0 et 1, la pente de la régression peut dépasser 1 et donc

l’héritabilité à l’échelle de l’observation peut être supérieure à la correction (notons qu’il

est théoriquement possible pour GCTA de ne PAS contraindre l’héritabilité à l’échelle

de l’observation mais je n’ai pas réussi à faire tourner l’algorithme qui tombait sur des

valeurs de composantes de variance rendant la matrice Σ singulière) . Du point de vue

de la ridge, une héritabilité supérieure à 1 se traduit par un paramètre de pénalisation

négatif.

Je pense qu’il serait très intéressant d’utiliser la régression ridge en autorisant la

pénalisation à être négative pour estimer l’héritabilité à l’échelle de l’observation, puis

de réutiliser la correction de Lee et al. pour obtenir l’héritabilité à l’échelle de la lia-

bility Des questions se posent sur le comportement et la stabilité de l’erreur quand la

pénalisation est négative, mais je suis confiant sur le fait que cette approche donnerait

des estimations d’héritabilité moins biaisées.
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Annexe A

Preuves pour la régression ridge

A.1 Espérance d’une forme quadratique

Soit y une variable aléatoire avec E[y] = µ et var(y) = Σ et A ∈Mn(R).

E
[
yTAy

]
= E

[
(y− µ)TA(y− µ) + 2µTAy− µTAµ

]
= E

[
(y− µ)TA(y− µ)

]
+ 2µTAE [y]− µTAµ

= E
[
tr
(
(y− µ)TA(y− µ)

)]
+ 2µTAµ− µTAµ

= tr
(
AE

[
(y− µ)(y− µ)T

])
+ µTAµ

= tr (AΣ) + µTAµ

A.2 Décomposition biais-variance de l’erreur de pré-

diction

Ici les variables aléatoires sont la réponse de test ainsi que les données et la réponse

de train. L’espérance est donc par rapport à ces variables.

EX=x0

[
(Y − f̂(x0))2

]
= EX=x0

[
Y 2 − 2Y f̂(x0) + f̂(x0)2

]
(∗)

En utilisant la formule de la variance on a

— EX=x0 [Y 2] = EX=x0 [(Y − EX=x0 [Y ])2] + EX=x0 [Y ]2 = var(Y ) + EX=x0 [Y ]2,

— EX=x0

[
f̂(x0)2

]
= EX=x0

[(
f̂(x0)− EX=x0 [f̂(x0)]

)2
]
+EX=x0

[
f̂(x0)

]2
= var(f̂(x0))+

I



A. Preuves pour la régression ridge

EX=x0

[
f̂(x0)

]2
.

Alors

(∗) = var(Y ) + EX=x0 [Y ]2 + var(f̂(x0)) + EX=x0

[
f̂(x0)

]2
− 2 EY,X=x0 [Y ]Etrain,X=x0

[
f̂(x0)

]
= var(Y )︸ ︷︷ ︸

erreur irréductible

+ var(f̂(x0))︸ ︷︷ ︸
variance estimateur

+
(
EX=x0

[
f̂(x0)

]
− EX=x0 [Y ]

)2

︸ ︷︷ ︸
biais

A.3 Théorème de l’existence

On rappelle la forme de l’estimateur des moindres carrées et celui de la régression

ridge ( on supposera également que la matrice ZTZ est inversible pour pouvoir définir

l’estimateur des moindres carrés ) :

û = (ZTZ)−1ZTy,

ûR = (ZTZ + λIp)−1ZTy.

On remarque que si λ = 0, alors û = ûR. On va essayer de calculer le comportement

de ∂λMSE(ûR, u).
On utilise la décomposition biais-variance et la décomposition en valeur singulière

Z = UDVT ,

MSE(ûR, u) = var(ûR) + biais2(ûR)

= σ2
p∑
j=1

d2
j

(d2
j + λ)2 + λ2

p∑
j=1

c2
j

(d2
j + λ)2 avec c = VTu.

On peut alors en déduire la dérivée du MSE

∂λMSE(ûR, u) = ∂λvar(ûR) + ∂λbiais2(ûR)

=
p∑
j=1

−2σ2d2
j

(d2
j + λ)3 +

p∑
j=1

2λd2
jc

2
j

(d2
j + λ)3

=
p∑
j=1

2d2
j

(
λc2

j − σ2
)

(d2
j + λ)3

II
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Ainsi si on note c2
min = min

j∈J1,pK
c2
j , on a ∀λ < σ2

c2min
, ∂λMSE(ûR, u) < 0. On a donc

montré que ∃λ 0, MSE(ûR, u) ≤ MSE(û, u).

A.4 Élements de preuves pour l’estimateur de la

LOO

Dans cette section nous présenterons des éléments pour la démonstration de la

formule 2.16.

La formule de Sherman-Morrison-Woodbury nous dit que pour A ∈Mp une matrice

non-singulière et deux vecteurs u, v ∈ Rp, on a

(
A + uvT

)−1
= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
. (A.1)

En utilisant A.1, on peut alors écrire

(
ZT
−iZ−i + λIp

)−1
=
(
ZTZ− zizTi + λIp

)−1

=
(
ZTZ + λIp

)−1
+

(
ZTZ + λIp

)−1
ziz

T
i

(
ZTZ + λIp

)−1

1− zTi
(
ZTZ + λIp

)−1
zi

avec zi ∈ Rp qui correspond à la i-ème ligne de Z donc à l’individu i. Si on remarque

que l’on a

ZT
−iy−i = ZTy− zTi yi,

alors on peut écrire

III
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û−iR =
(
ZT
−iZ−i + λIp

)−1
ZT
−iy−i

=

(ZTZ + λIp
)−1

+

(
ZTZ + λIp

)−1
ziz

T
i

(
ZTZ + λIp

)−1

1− zTi
(
ZTZ + λIp

)−1
zi

(ZTy− ziyi
)

= ûR −
(
ZTZ + λIp

)−1
ziyi +

(
ZTZ + λIp

)−1
ziz

T
i

(
ZTZ + λIp

)−1

1− zTi
(
ZTZ + λIp

)−1
zi

(
ZTy− ziyi

)
.

En mettant au même dénominateur, en n’oubliant pas pas yi est un scalaire et en

remarquant que zi
(
ZTZ + λIp

)−1
zTi = [hλ]ii, on arrive a montrer que

û−iR = ûR −
(ZTZ + λIp)−1zi(yi − zTi ûR)

1− [hλ]ii
.

A.5 Élements de preuves pour la GCV

Pour la démonstration on introduit le concept de matrice circulante. Une matrice

C est dite circulante si elle est de la forme

C =



c0 c1 c2 · · · cn−1

cn−1 c0 c1 cn−2

cn−2 cn−1 c0 cn−3
...

. . .
...

c1 c2 c3 · · · c0


∈ Circ(n)?

En particulier on voit que les matrices circulantes sont à diagonale constante.

Nous admettrons que les matrices circulantes doivent vérifier la propriété suivante :

soit W ∈Mn (C) tel que [W]jk = 1√
n
e2πijk/n avec j, k ∈ {1, ..., n}. Alors W diagonalise

toute les matrices circulantes i.e

∀C ∈ Circ(n), ∃D ∈ Dn (C) / C = WDW∗

avec ∗ l’opérateur de la transposée complexe ( X∗ = X̄∗ ).

L’idée de la GCV est de projeter notre modèle dans un espace complexe bien choisir

pour avoir une matrice Hλ à coefficients constant. Si on note Z = UDVT la SVD de

Z, on peut alors multiplier par la droite 2.1 par WUT

IV
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WUTy = WUTZu+ WUTe

= WDVTu+ WUTe

Puisque U ∈ On(R) et W ∈ On(C), on a

∥∥∥WUTy−WUTZu
∥∥∥2

2
+ λ ‖u‖2

2 = (y− Zu)T UW∗WUT (y− Zu) + λ ‖u‖2
2

= ‖y− Zu‖2
2 + λ ‖u‖2

2

donc le λopt est le même dans les deux modèles.

La matrice de lissage dans le nouveau modèle vaut

H̃λ = (WUTZ)(WUTZ)∗
(
(WUTZ)(WUTZ)∗ + λIn

)−1

= (WDVT )(WDVT )∗
(
(WDVT )(WDVT )∗ + λWW∗

)−1

= WDDT (DDT + λIn)−1W∗ ∈ Circ(n)

On a donc une matrice de lissage a coefficients constant ce qui donne

∀i ∈ J1, nK, [hλ]ii = 1
n

tr(H̃λ) =
n∑
k=1

dk
dk + λ

.

En combinant ces résultats et la formule 2.17, on retrouve 2.19.
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Annexe B

Graphes supplémentaires pour

l’influence du pourcentage de

variant causaux pour l’estimation

d’héritabilité avec le R2 et h2
r
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èt

re
s

d
e

va
ri

a
n
ce

on
t

ét
é
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Annexe C

Preuves et graphes supplémentaires

pour l’approximation du pouvoir

prédictif

Dans cette annexe nous détaillerons les calculs pour des différents pouvoir prédictifs

(MSE et corr2) calculés sur les ensembles de test et d’apprentissage, ainsi que les calculs

pour la variance empirique des coefficients du vecteur ûR.

Rappelons que nous notons A l’ensemble d’apprentissage et T l’ensemble de test.

Pour simplifier l’écriture, nous nous autoriserons les notations EA = Eytr et ET =
Eyte,zte .

C.1 Calcul du MSE sur un individu de test

C.1.1 Deux égalités

n

n+ λ
= n

n+ p1−h2

h2

=
n
p

n
p

+ 1−h2

h2

=
n
p
× h2

n/p× h2 + (1− h2) =
n
p
× h2

1 + h2 × (n
p
− 1)

λ

n+ λ
=

p1−h2

h2

n+ p1−h2

h2

= 1− h2

n
p
× h2 + (1− h2) = 1− h2

1 + h2(n
p
− 1)
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C.1.2 Limites des quantités

Le carré du biais

lim
n
p
→1−

h2
(

1 + n

p

(
(h2)2 − 2h2

))
= lim

n
p
→1+

 1− h2

1 + h2(n
p
− 1)

2

h2 = (1− h2)2h2

La variance

lim
n
p
→1−

(1− h2)(h2)2n

p
= lim

n
p
→1+

σ2 1
n
p

 n
p
× h2

1 + h2 × (n
p
− 1)

2

= (1− h2)(h2)2

L’erreur quadratique

lim
n
p
→1−

1− n

p
(h2)2 = lim

n
p
→1+

(1− h2)
1 + n

p
h2

1 + h2(n
p
− 1) = 1− (h2)2

C.2 Calcul du MSE sur l’ensemble d’apprentissage

Ici nous calculerons directement l’erreur quadratique sur l’ensemble d’apprentissage

sans passer par la décomposition biais variance. En utilisant l’approximation décrite

en section 5.2.1 nous pouvons approximer la matrice Hλ :

Hλ = ZKλ '


1

p+λZZT ' p
p+λIn ' h2In si n < p et

1
n+λZZT sinon.

En supposant encore une fois que Z est fixée et en écrivant l’espérance selon ytr de

l’erreur quadratique de prédiction sur l’ensemble d’apprentissage nous avons

Eytr

[ 1
n

(ytr − ŷtr)T (ytr − ŷtr)
]

= Eytr

[ 1
n

yTtr(In −Hλ)2ytr

]
(C.1)

= 1
n

(
tr((In −Hλ)2 × σ2In) + (Zu)T (In −Hλ)2(Zu)

)
.

(C.2)
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Concentrons nous sur l’approximation de la quantité (In −Hλ)2 :

(In −Hλ)2 '

 (1− h2)2In si n < p

In − 2× 1
n+λZZT +

(
1

n+λ

)2
ZZTZZT ' In − 2

n+λZZT + n
(n+λ)2 ZZT sinon.

En injectant cette approximation dans (C.2), nous obtenons de manière triviale une

forme très simple pour le cas n < p. Le cas n > p demande un petit peu plus de calcul :

tr

(
In −

2
n+ λ

ZZT + n

(n+ λ)2 ZZT

)
= n− 2

n+ λ
tr(ZZT ) + n

(n+ λ)2 tr(ZZT )

' n− 2p n

n+ λ
+ p

(
n

n+ λ

)2

(Zu)T (Zu) ' nh2

(Zu)T (− 2
n+ λ

ZZT )(Zu) = − 2
n+ λ

uTZTZZTZu ' −2n n

n+ λ
uTu ' −2n n

n+ λ
h2

(Zu)T ( n

(n+ λ)2 ZZT )(Zu) = n

(n+ λ)2u
TZTZZTZu ' n

(
n

n+ λ

)2
h2.

En factorisant ces résultats selon n
n+λ et

(
n

n+λ

)2
, nous pouvons écrire l’erreur de

prédiction sur l’ensemble d’apprentissage comme

Eytr

[ 1
n

(ytr − ŷtr)T (ytr − ŷtr)
]
'

 (1− h2)2 sin < p

1− 2 n
n+λ

(
p
n
(1− h2) + h2

)
+
(

n
n+λ

)2 ( p
n
(1− h2) + h2

)
sinon.

Vérifions rapidement la cohérence de l’approximation : en rappelant que n
n+λ est

une fonction de l’héritabilité et du ration n/p (équation (5.2)) et en particulier que

n
n+λ →n

p
→1

h2,

lim
n
p
→1+

1− 2 n

n+ λ

(
p

n
(1− h2) + h2

)
+
(

n

n+ λ

)2 (p
n

(1− h2) + h2
)

= 1− 2h2(1− h2 + h2) + (h2)2(1− h2 + h2)

= 1− 2h2 + (h2)2 = (1− h2)2.
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C.3 Calcul du carré de la corrélation sur un indi-

vidu de test

La formule pour la corrélation entre un individu de test et sa prédiction est

corr2(yte, ŷte) = cov2(yte, ŷte)
var [yte] var [ŷte]

.

Nous mettrons l’aléa sur yte, zte, et ytr et utiliserons les mêmes hypothèses et ap-

proximations que pour l’erreur de prédiction.

Écrivons chacun des trois termes de la covariance :

varytr,yte,zte [ŷte] = Eytr,yte,zte [ŷ
2
te]− Eytr,yte,zte [ŷte]

2

= Eytr,yte,zte [z
T
teKλytry

T
trK

T
λ zte]− Eytr,yte,zte [z

T
teKλytr]2

= EytrEyte,zte|ytr [z
T
teKλytry

T
trK

T
λ zte]− EytrEyte,zte|ytr [z

T
teKλytr]2

= Eytr [tr(Kλytry
T
trK

T
λ ) + 0]− 0

= Eytr [y
T
trK

T
λKλytr]

= tr(KT
λKλ × σ2In) + (Zu)TKT

λKλ(Zu).

covytr,yte,zte(yte, ŷte) = Eytr,yte,zte [(yte − Eytr,yte,zte [yte])(ŷte − Eytr,yte,zte [ŷte])]

= Eytr,yte,zte [(yte − Eytr,yte,zte [z
T
teu+ ete])(ŷte − Eytr,yte,zte [z

T
teKλytr])]

= Eytr,yte,zte [(yteŷte)]

= Eyte,zteEytr|yte,zte [ytez
T
teKλytr]

= Eyte,zte [ytezTteKλZu]

= Eyte,zte [zTteKλZu(uT zte + eTte)]

= Eyte,zte [zTteKλZuu
T zte] + Eyte,zte [zTteKλZu× eTte]

= tr(KλZuu
T ) + 0 + 0

(
zTte ⊥ ete, E[ete] = 0

)
= uTKλZu.
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varytr,yte,zte [yte] = Eytr,yte,zte [y
2
te]− Eytr,yte,zte [yte]

2

= Eyte,zte [(zTteu+ ete)2]− 0

= Eete,zte
[
(zTteu)2

]
+ Eete,zte

[
(ete)2

]
+ 2Eete,zte

[
(zTteu)ete

]
= Ezte [zTteuuT zte] + Eete [e2

te] + 2Ezte [zTteu]Eete [ete]

= uTu+ σ2 + 0.

En résumé avons donc :

cov2(yte, ŷte) = (uTKλZtru)2,

var [ŷte] = tr(KT
λKλ × σ2In) + (Ztru)TKT

λKλ(Ztru),

var [yte] = 1.

Approximons maintenant ces quantités en approchant ZZT ou ZTZ selon la valeur

du ratio n/p.

Quand n < p,

ZZT ' pIn ⇒ Kλ '
1

p+ λ
ZT ⇒ KT

λKλ '
(h2)2

p
In

et donc

σ2 × tr(KT
λKλ) '

n

p
(h2)2(1− h2)

(Zu)TKT
λKλ(Zu) ' (h2)2

p
(Zu)T (Zu) ' n

p
(h2)2 × h2

uTKλZu ' uT
1

p+ λ
ZTZu ' 1

p+ λ
nh2 = n

p
(h2)2.

A l’inverse quand n > p

ZTZ ' nIp ⇒ Kλ '
1

n+ λ
ZT ⇒ KT

λKλ '
( 1
n+ λ

)2
ZZT

XV
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et nous pouvons ainsi écrire

tr(KT
λKλ × σ2In) ' (1− h2)

( 1
n+ λ

)2
tr(ZZT ) ' (1− h2) n

(n+ λ)2p = (1− h2)
(

n

n+ λ

)2 p

n

(Zu)TKT
λKλ(Zu) ' 1

(n+ λ)2u
TZTZZTZu '

(
n

n+ λ

)2
uTu '

(
n

n+ λ

)2
h2

uTKλZu '
n

n+ λ
h2.

En concaténant tous ces résultats nous obtenons

corr(ŷte, yte) '


n
p

(h2)2
√

n
p

(h2)2
√

1 =
√

n
p
h2 si n < p

n
n+λh

2√
( n
n+λ)2( pn (1−h2)+h2)√1

= h2√
p
n

(1−h2)+h2 , sinon.
(C.3)

et il ne reste plus qu’à tout mettre au carré.

C.4 Calcul de l’estimateur de la variance des coef-

ficients de ûR

La formule de la variance du vecteur d’estimation des effets est

var(ûR) = 1
p
Ey

[
(ûR − Ey [ûR])T (ûR − Ey [ûR])

]
= 1
p
Ey

[
(Kλe)T (Kλe)

]
= 1
p

(
tr(σ2KT

λKλ) + 0
)
.

Rappelons que Kλ = ZT (ZZT + λIn)−1 = (ZTZ + λIp)−1ZT , nous avons donc

Kλ =


1

p+λZT si n < p

1
n+λZT sinon.

Ainsi nous pouvons écrire l’approximation de la formule de variance selon le ratio

n/p :
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var(ûR) =


σ2

p
×
(

1
p+λ

)2
× p× n = 1

p
(1− h2)(h2)2 n

p
si n < p

σ2

p
×
(

1
n+λ

)2
× p× n = 1

p
(1− h2)

(
n

n+λ

)2 p
n

sinon.

C.5 Pourcentage d’individus de l’ensemble d’appren-

tissage passant les filtres contrôle qualité

Figure C.1 – Graphes de proportions d’individus passant les filtres qualités. Chaque boite
correspond au nombre d’individus dans nos sous-échantillon avant les différents filtres et
l’ordonnée correspond au ratio nombre d’individus après filtre sur nombre d’individus avant
filtre.
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C.6 Estimation de pouvoir prédictifs avec paramètre

de pénalisation fixé
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é
es

t
fi

x
ée

p
ou

r
ch

aq
u

e
p

h
én

ot
y
p

e
à
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à
l’
es

ti
m

at
io

n
d
u

te
rm

e
gé
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à

u
n

p
h
én

ot
y
p

e.
D

an
s

ch
a
q
u

e
b

ôı
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lé

e
p

ou
r

u
n

en
se

m
b
le

d
e

te
st

d
e

ta
il
le
n
∈
{1

00
0,

20
00
,5

00
0,

10
00

0,
20

00
0}

av
ec

re
sp

ec
ti

ve
m

en
t
{1

00
0,

70
,4

0,
20
,1

0}
ré
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ĝ

co
rr

es
p

o
n
d

à
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éritab

ilité
fi

x
ée.

C
h
aq

u
e

b
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C. Preuves et graphes supplémentaires pour l’approximation du pouvoir prédictif
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Annexe D

Estimation d’héritabilité pour le cas

qualitatif

D.1 Démonstration de PCGC

D.1.1 Calcul de probabilités pour la modélisation cas-contrôle

Rappelons que nous avons posé

Wij = (yi −Ke)(yj −Ke)
Ke(1−Ke)

(D.1)

le produit de phénotypes normalisés et Si une variable d’appartenance à l’étude : Si = 1
si individu i est compris dans l’étude et 0 sinon (on étend cette notation à Si,j = 1
pour l’appartenance d’une paire d’individus i et j).

Nous introduisons les probabilité suivante :

— pcase = P(Si = 1 | yi = 1) la probabilité pour un cas d’être sélectionné dans

l’étude.

— pcontrol = P(Si = 1 | yi = 0) la probabilité pour un contrôle d’être sélectionné

dans l’étude.

En partant de la définition mathématique de la prévalence dans l’étude et à l’aide
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D. Estimation d’héritabilité pour le cas qualitatif

de la formule de Bayes, nous avons

Ke = P(yi = 1 | Si = 1) = P(Si = 1 | yi = 1)P(yi = 1)
P(Si = 1)

= pcaseK

P(Si = 1) .

De même nous pouvons écrire

1−Ke = (1−K)pcontrol
P(Si = 1) .

En combinant ces deux expressions,

1−Ke

Ke

= (1−K)pcontrol
P(Si = 1) × P(Si = 1)

pcaseK
⇐⇒ pcontrol = (1−Ke)K

(1−K)Ke

pcase.

En faisant l’hypothèse que pcase = 1 i.e tout les cas que nous trouvons sont intégrés

dans l’étude (”full ascertainment”), alors nous obtenons pcontrol = (1−Ke)K
(1−K)Ke . Nous en

déduisons également la probabilité d’être tiré dans l’étude P(Si = 1) = K
Ke

.

D.1.2 L’idée de PCGC

Nous remarquons que les liability d’une paire d’individus (i, j) suivent (li, lj) ∼

N (0,Σ) avec Σ =

 1 h2
lG
∗
ij

h2
lG
∗
ij 1

.

L’hypothèse de l’article de Golan et al. est que l’héritabilité contrôle le lien le

phénotype et le génotype i.e.

E(yiyj) = f(G∗ij, h2
l )

avec f une fonction à déterminer. A partir de cette hypothèse, nous pouvons proposer

une approximation de h2
l ,

ĥ2
l = arg min

h2∈[0,1]

∑
i<j

(
Wij − E(Wij | Sij = 1; G∗ij)

)2
. (D.2)

D.1.3 Approximation de E(Wij | Sij = 1; G∗ij)

Nous commençons par remarquer que Wij ∈ {1−Ke
Ke

;−1; Ke
1−Ke} selon les valeurs de

yi et yj ((1,1),(0,1)/(1,0),(0,0)).
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D. Estimation d’héritabilité pour le cas qualitatif

En utilisant la formule de l’espérance, nous pouvons alors écrire :

E(Wij | Sij = 1; G∗ij) =1−Ke

Ke

P(yi = yj = 1 | Sij = 1; G∗ij)− P(yi 6= yj | Sij = 1; G∗ij)

+ Ke

1−Ke

P(yi = yj = 0 | Sij = 1; G∗ij).

Exprimons ces différentes probabilité à l’aide de la formule de Bayes :

1.

P(yi = yj = 1 | Sij = 1; G∗ij) =
P(yi = yj = 1 | G∗ij)P(Sij = 1 | yi = yj = 1,G∗ij)

P(Sij = 1 | G∗ij)
.

Or P(Sij = 1 | yi = yj = 1,G∗ij) = pcase
2 = 1 (full ascertainment).

⇒ P(yi = yj = 1 | Sij = 1; G∗ij) =
P(yi = yj = 1 | G∗ij)

P(Sij | G∗ij)
.

2.

P(yi = yj = 0 | Sij = 1; G∗ij) =
P(yi = yj = 0 | G∗ij)P(Sij = 1 | yi = yj = 0,G∗ij)

P(Sij = 1 | G∗ij)
.

Or P(Sij = 1 | yi = yj = 0,G∗ij) = pcontrol
2 =

[
(1−Ke)K
(1−K)Ke

]2

⇒ P(yi = yj = 0 | Sij = 1; G∗ij) =
[

(1−Ke)K
(1−K)Ke

]2 P(yi = yj = 0 | G∗ij)
P(Sij = 1 | G∗ij)

.

3.

P(yi 6= yj | Sij = 1; G∗ij) =
P(yi 6= yj | G∗ij)P(Sij = 1 | yi 6= yj,G

∗
ij)

P(Sij = 1 | G∗ij)
.

Or P(Sij = 1 | yi 6= yj,G
∗
ij) = pcontrolpcase = (1−Ke)K

(1−K)Ke

⇒ P(yi 6= yj | Sij = 1; G∗ij) = (1−Ke)K
(1−K)Ke

P(yi 6= yj | G∗ij)
P(Sij = 1 | G∗ij)

.

En combinant toutes ces expressions, nous pouvons alors écrire :

E(Wij | Sij = 1;G∗ij) =

1−Ke
Ke

P(yi = yj = 1 | G∗ij)−
(1−Ke)K
(1−K)Ke

P(yi 6= yj | G∗ij) + Ke
1−Ke

[
(1−Ke)K
(1−K)Ke

]2
P(Sij = 1 | G∗ij)

P(Sij = 1 | G∗
ij

)
.
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D. Estimation d’héritabilité pour le cas qualitatif

L’idée va être d’effectuer un développement de Taylor autour de faibles valeurs de

Gij et de réécrire E(Wij | Sij = 1; G∗ij) sous forme de fraction .

E(Wij | Sij = 1; G∗ij) =
A(G∗ij)
B(G∗ij)

et nous pouvons alors écrire le développement autour de G∗ij = 0 :

E(Wij | Sij = 1; G∗ij) = A(0)
B(0) + A′(0)B(0)− A(0)B′(0)

B(0)2 G∗ij +O
(
(G∗ij)2

)
.

En remarquant que G∗ij = 0 ⇒ yi, yj i.i.d (Σ = I2(R) et puisque nous sommes dans

le cas gaussien li ⊥ lj et donc yi ⊥ yj) , alors :

— E(Wij) = 0⇒ A(0) = 0

— P(Sij) =
(
K
Ke

)2
⇒ B(0) =

(
K
Ke

)2
.

En réécrivant le développement,

E(Wij | Sij = 1; G∗ij) =
(
Ke

K

)2
A′(0)G∗ij +O

(
(G∗ij)2

)
.

La paire de liability (li, lj) ∼ N (0,Σ) peut être vu comme la somme de deux

gaussiennes. A partir de la définition de la liability (li > t ⇔ yi = 1), on peut donc

écrire

P(yi = 1li>t, yj = 1lj>t | G∗ij) =
∫
Li

∫
Lj
fΣ(l1, l2)dl1dl2 (D.3)

avec :

— fΣ(l1, l2) = 1√
(2π)2|Σ|

e−
(l1,l2)Σ−1(l1,l2)T

2 la densité d’une gaussienne à deux dimension

et à moyenne nulle.

— ∀i, li = ]−∞, t[ si yi = 0 et [t,+∞[ sinon.

Nous avons |Σ| = 1 − (h2
lG
∗
ij)2, Σ−1 =

 1 −h2
lG
∗
ij

−h2
lG
∗
ij 1

 et nous pouvons donc

écrire

fΣ(l1, l2) = 1
2π
√

1− (h2
lG
∗
ij)2

e
−
l21+l22−2l1l2h

2
l
G∗
ij

2[1−(h2
l
G∗
ij

)2] .
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D. Estimation d’héritabilité pour le cas qualitatif

Nous allons chercher une expression de A′(G∗ij) et pour cela nous devons dériver

chacun des termes à double intégrales.

d

dG∗ij

∫
Li

∫
Lj
fΣ(l1, l2)dl1dl2 =

∫
Li

∫
Lj

d

dG∗ij
fΣ(l1, l2)dl1dl2

d

dG∗
ij

fΣ(l1, l2) =
G∗ij(h

2
l
)2

2π(1− (G∗
ij
h2
l
)2)3/2

e

−
l21+l22−2l1l2h2

l
G∗
ij

2
[

1−(h2
l
G∗
ij

)2
]

+
1

2π
√

1− (G∗
ij
h2
l
)2

2l1l2h2
l

[
1− (G∗ijh

2
l
)2
]

+ 2G∗ij(h
2
l
)2
[
l21 + l22 − 2l1l2h2

l
G∗ij

][
1− (h2

l
G∗
ij

)2
]2 e

−
l21+l22−2l1l2h2

l
G∗
ij

2
[

1−(h2
l
G∗
ij

)2
]

Après réécriture nous avons

d

dG∗ij=0
fΣ(l1, l2) = 1

2π l1l2h
2
l e
−
l21+l22

2

et donc

∫
Li

∫
Lj

d

dG∗ij
fΣ(l1, l2)dl1dl2 = h2

l

[∫
Li

l1√
2π
e−l

2
1/2dl1

] [∫
Lj

l2√
2π
e−l

2
2/2dl2

]
.

Or l√
2πe
−l2/2 = −φ′(l) avec φ la densité de la loi normale : nous pouvons alors écrire

— d
dG∗

ij
=0
P(yi = yj = 1 | Sij = 1,G∗ij) = h2

l [−φ(+∞) + φ(t)] [−φ(+∞) + φ(t)] =

h2
l φ(t)

— d
dG∗

ij
=0
P(yi = yj = 0 | Sij = 1,G∗ij) = h2

l [−φ(t) + φ(+∞)] [−φ(t) + φ(+∞)] =

h2
l φ(t)

— d
dG∗

ij
=0
P(yi 6= yj | Sij = 1,G∗ij) = h2

l [−φ(+∞) + φ(t)] [−φ(t) + φ(+∞)] = −h2
l φ(t).

En intégrant ces expressions dans A′(0) nous obtenons

A
′(0) =

d

dG∗
ij

=0

[
Ke

1−Ke
P(yi = yj = 1 | Sij = 1,G∗ij)−

(1−Ke)K
(1−K)Ke

P(yi 6= yj | Sij = 1,G∗ij) +
1−Ke
Ke

(
(1−Ke)K
(1−K)Ke

)2
P(yi = yj = 0 | Sij = 1,G∗ij)

]
=
[

Ke

1−Ke
+ 2

(1−Ke)K
(1−K)Ke

+
1−Ke
Ke

(
(1−Ke)K
(1−K)Ke

)2]
h

2
l φ(t)2

=
1−Ke

(1−K)2Ke
h

2
l φ(t)2.
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D. Estimation d’héritabilité pour le cas qualitatif

En combinant tous ces résultats, autour des faibles valeurs de G∗ij nous avons l’ap-

proximation :

E
(
Wij | Sij = 1,G∗ij

)
' A′(0)
B(0) G∗ij

= Ke(1−Ke)
K2(1−K)2h

2
l φ(t)2G∗ij

= ch2
lG
∗
ij

D.2 Estimation des variances des composantes du

modèle

Figure D.1 – Graphe d’influence de n, h2
sim et Ke sur l’estimation des composantes de

variance. Les lignes et colonnes de la grille de boxplots correspondent respectivement aux
différentes valeurs d’h2

sim et de Ke. Dans chacun des boxplots, l’axe des abscisses correspond
aux différentes valeurs de n et l’axes des ordonnées aux variances des termes génétique (rouge),
environnemental (vert) et de liability (bleu).

XXIX



Titre: Lien entre héritabilité et prédiction de phénotypes complexes chez l’humain : une
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