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Propos préliminaire

Depuis les origines de la vie humaine, ’'Homme n’a cessé d’évoluer et de progres-
ser dans la contrée des Sciences et des Connaissances, a la recherche d'une réponse,
d’une compréhension et d’une explication des divers phénomenes qu’il peut rencontrer
ou observer dans le monde qui I’entoure. Cet héritage ne cesse d’évoluer, et peut parfois
converger, vers une description plus précise et plus générale de la réalité observée ou
congue, mais demeurera indéniablement incomplet et inconsistant. En revanche, cela
n’empéche pas 1’émergence de nouvelles idées et concepts, motivés par de nouveaux
constats pratiques et résultats théoriques. Parmi les théories et disciplines modernes,
émergentes et bouleversantes de ce dernier siecle, figure celle de la Mécanique Quan-
tique (MQ), s’attachant a étudier et décrire les phénomenes physiques fondamentaux a
I'ceuvre a 1’échelle atomique et subatomique [280].

C’est de cette derniere discipline qu’est née la Théorie de I'Information Quantique
(TIQ), domaine alliant a la fois physique, mathématiques et informatique. Prolongeant
la Théorie de I'Information, discipline tout aussi bouleversante développée par Shannon,
elle vise a exploiter les propriétés quantiques des particules utilisées comme support de
I'information. Toute la discipline se développe donc autour de la manipulation théorique
et expérimentale de cette information quantique, et des différents phénomenes physiques
pouvant intervenir.

La TIQ s’est développée depuis sa premiere suggestion par les travaux de Feynman,
et permit I'émergence de divers domaines d’études : la cryptographie quantique, les
codes correcteurs d’erreurs quantiques, les algorithmes quantiques, la communication
quantique, 'internet quantique, la téléportation quantique, les mémoires quantiques, la
théorie des jeux quantiques, I’apprentissage machine quantique, la simulation et concep-
tion d’ordinateurs quantiques, etc.

Discipline aujourd’hui en pleine évolution, elle ne laisse pas indifférentes les grandes
entreprises et les grandes instances de recherche dans le monde. Du point de vue natio-
nal, un rapport ministériel a été publié (Janvier 2020) regroupant un certain nombre
de propositions concernant la stratégie de la France en ce qui concerne les Technolo-
gies Quantiques. En 2018, I’Europe langait le Quantum Flagship, initiative européenne
visant a développer les technologies quantiques dans le continent, doté d’un budget de
1 milliard d’euros. En septembre 2019, IBM annongait la mise a disposition d'un ordi-
nateur quantique, via le cloud, d’une puissance de 53 qubits. En octobre 2019, Google
a annoncé avoir démontré la suprématie quantique (supériorité de l'ordinateur quan-
tique sur les machines classiques). Nous pouvons également citer des entreprises comme
D-Wave ou encore Atos qui travaillent activement dans la réalisation ou la simulation
d’ordinateurs quantiques.

Ainsi, I’étude théorique de certains phénomenes quantiques comme l'intrication,
présente sous différents aspects dans cette technologie quantique, permettrait de faciliter
la conception et le développement de telles applications, tout en apportant de nouvelles
clés de compréhension et d’analyse de ce phénomene non-classique.
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Organisation du manuscrit

Pour plus de clarté dans la présentation des principes théoriques utilisés, des re-
cherches menées et des résultats, ce manuscrit de these a été divisé en trois parties.

En Partie [} nous introduisons les principes fondamentaux de la théorie de 'informa-
tion quantique, qui seront réutilisés tout au long de la these. Nous introduisons ensuite
des notions de géométrie algébrique, notamment les variétés algébriques en lien avec le
phénomene d’intrication quantique. Enfin, nous présentons justement les définitions et
outils utilisés pour étudier ce dernier phénomene.

En Partie [[] nous étudions l'intrication quantique dans les algorithmes quantiques.
Nous menons a la fois une étude qualitative et quantitative de l'intrication pour les
algorithmes de Grover et de Shor, afin d’apporter de nouveaux éléments pour expliquer
le comportement de I'intrication au cours de ces algorithmes.

Enfin, en Partie [[II, nous étudions 'intrication du point de vue de la géométrie
algébrique sous trois axes différents. Le premier axe est d’étudier 'intrication de maniere
originale en étudiant les singularités d’hypersurfaces associées aux états quantiques, et
ce dans le cas des 3-qutrits. La seconde approche vise a utiliser les polynomes inva-
riants comme mesure de 'intrication, et de chercher a les maximiser pour proposer ou
confirmer des candidats pour les états maximalement intriqués. Enfin, le dernier axe
vise a développer des outils d’apprentissage supervisé a l'aide de réseaux de neurones
pour apprendre a reconnaitre certaines variétés algébriques directement liées a certaines
classes d’intrication.

Nous renseignons en Annexe [A] ensemble des algorithmes et codes utilisés pour les
calculs et les implémentations informatiques.
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Cette these étant a lintersection de plusieurs disciplines (information quan-
tique, mathématiques, informatique), il convient d’introduire les notions fondamentales
nécessaires a la compréhension de ce travail pour que ce dernier soit accessible au plus
grand nombre. Nous voulions regrouper et centraliser dans cette partie I'ensemble des
définitions et concepts de base, qui pourraient étre sollicités dans les différents chapitres
de la these, afin notamment de permettre au lecteur de s’attarder sur les notions qu’il
découvre, et de moins le faire pour les notions avec lesquelles il est plus familier. Aussi,
nous voulions dédier les autres parties a la présentation des résultats de recherche pour
plus de clarté.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous présentons succinctement les notions
fondamentales de la théorie de 'information quantique liées a cette these. Nous y in-
cluons la définition du qubit et des différents postulats de la mécanique quantique, ainsi
qu’'une présentation des algorithmes quantiques étudiés en seconde partie. Enfin, nous
abordons également la question de la représentation de certains systemes quantiques.

Dans le second chapitre de cette partie, nous abordons a la fois des notions
de géométrie algébrique et d’intrication quantique. Nous introduisons les différentes
variétés algébriques auxquelles nous ferons référence tout au long de la these. Nous
définissons ensuite la notion d’intrication quantique du point de vue mathématique,
et précisons sous quel angle nous l’étudions dans ce travail. Enfin nous rappelons
quelques classifications connues de l'intrication pour certains systemes quantiques, et
nous présentons diverses mesures de I'intrication exploitées dans les parties suivantes.
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CHAPITRE 1

BASES DE LA THEORIE DE L’INFORMATION
QUANTIQUE

“I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics”, Richard
Feynman.

Dans ce chapitre, nous introduirons les notions de bases et les outils nécessaires a
la compréhension de la Théorie de 'Information Quantique. La notion de qubit sera
introduite, tout en généralisant la définition aux systémes a plusieurs particules. Les
postulats de la mécanique quantique seront rappelés du point de vue de la TIQ et du
point de vue mathématique. Nous nous attarderons également sur certains aspects liés
au calcul quantique, en présentant notamment les algorithmes quantiques de Grover
et de Shor. Enfin, nous introduirons certaines représentations géométriques liées a la
notion de qubit et d’états symétriques.

1.1 Principes fondateurs

1.1.1 Le bit quantique

La premiere notion de base qu’il convient d’introduire afin de pouvoir appréhender
la Théorie de I'Information Quantique est celle de bit quantique. Elle est définie par ana-
logie au bit, unité de mesure élémentaire de I'information, en Informatique ou Théorie
de I'Information classique. Ce dernier est défini comme une variable dont la valeur ap-
partient a un ensemble a deux éléments. L’aspect binaire de cette variable est ce qui
la caractérise fondamentalement : un bit aura comme valeur soit le premier élément
de I’ensemble, soit le second élément de I’ensemble. Le bit sert donc a caractériser une
propriété d’'un systeme classique ne pouvant étre que dans deux états différents : ouvert
ou fermé, actif ou inactif, orienté vers la droite ou vers la gauche, noir ou blanc, etc.
Le "ou” ici doit étre compris au sens exclusif. Généralement, on adoptera la notation
binaire, représentant donc un bit b comme étant un élément dans I’ensemble binaire

B ={0,1}.
Le bit quantique vient étendre les possibilités et I’espace des valeurs possibles d’un

bit classique. En effet, un bit quantique pourra soit étre égal a 0, soit étre égal a 1,
soit étre dans une superposition des états 0 et 1. Cette différence fondamentale
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

entre le bit quantique et le bit classique est directement issue des lois de la Mécanique
Quantique, et est la premiere responsable de la différence entre les deux philosophies et
manieres de manipuler I'information.

En effet, un bit quantique représentera 1’état d’un systeme quantique, ou l'état
d’une propriété spécifique d’un systeme quantique : orientation du spin d’un électron,
polarisation d’un photon, etc. Chacune de ces propriétés ne peuvent prendre que deux
valeurs (polarisé verticalement ou horizontalement, pour le photon par exemple), ce
qui justifie I'appellation d'un bit quantique. La mécanique quantique étant linéaire, un
systeme quantique a deux états peut étre donné par une combinaison linéaire de ces
deux états : c’est le principe de superposition.

Le bit quantique est souvent appelé qubit, venant de ’anglais quantum bit, et dispose
d’une convention de notation, proposée par Diracﬂ appelée “bra-ket”. On notera alors
|0) et |1) les deux états de base associés a un qubit. Le qubit |¢)), représentant I’état
du systeme quantique v, sera donc défini comme une superposition des deux états de
base, modélisée par la combinaison linéaire

[¥) = al0) + B1) , (1.1)

avec « et § deux nombres complexes appelés les amplitudes de probabilité de I'état
|4), vérifiant la contrainte de normalisation

la? + 8P =1. (1.2)

En fixant & = 0 ou 5 = 0, on retrouve les valeurs de base d'un bit classique [¢)) = |0)
ou |[¢) = |1), impliquant que le modele du bit classique est compris dans le modele de
représentation d’un qubit.

En considérant les états de base |0) et |1) comme des vecteurs formant une base
orthonormée, un qubit peut alors étre vu comme un vecteur dans un espace de Hilbert
H = C2. Tout au long de ce manuscrit, la base {|0),|1)} sera appelée base de calcul
(computational basis en anglais) ou la base canonique de l'espace de Hilbert associé a
un qubit. Ces vecteurs sont usuellement exprimés par

e~ (). m~ (1) (13)

permettant effectivement de voir I’état [¢)) comme un vecteur dans un espace vec-
toriel complexe de dimension 2 (voir Figure|1.1]) :

[¥) =a (é) + 8 (g) - (g) eH=C". (1.4)

A chaque qubit |1)) € H on peut associer I'état dual (¢| € H*, s’écrivant avec la
notation “bra”, défini par

1. Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984) est un mathématicien et un physicien britannique,
considéré comme un des peres de la mécanique, ayant également prévu ’existence de I’antimatiere.

32



1.1. Principes fondateurs

.- -~
- ~
- ~
- ~
- ~
. N |¢>
. N
. N
2 e T
4 AY
4 (IR
7’ | A}

’ | \
’ \
’ ! \
’ ! \

’ | \
I I \
] | \
1 ! \
1 1 \
! | \
! | 1
1 L N]
! 1

\ (67 ,|O>
! 1
' 1
' i
\ ]
‘ ‘
\ ’
\ ’

A ’
Al ’
A ’
A ’
S ’
Y

FIGURE 1.1 — Représentation graphique dans le plan du qubit |¢)) (en bleu) dans la base
de calcul (en noir). La condition de normalisation est représentée par le cercle rouge.

(] = a0 + 81| , (1.5)

avec (0] et (1| les vecteurs lignes suivants :

(0] ~ (1 0), (1]~ (0 1) etdonc (¥|=(a B) . (1.6)

De plus, une forme sesquilinéaire hermitienne (-|-) est naturellement associée a ’es-
pace de Hilbert complexe, définissant un produit scalaire hermitien sur C2. La notation
“bra-ket” permet astucieusement d’effectuer le produit hermitien de deux qubits |1)) et
|y = ~]0) + 0|1), défini comme :

(Wle) = (@ B) (g) =ay+ B0 . (1.7)

Ce produit scalaire hermitien définit une forme sesquilinéaire vérifiant un certain
nombre de propriétés :

e Pour tout état |¢) € H, on a (Y|y) > 0 (positive),

e Pour tout état |¢) € H, (Y|) =0 = [¢p) = 0y (définie),

Pour tout A\, A2 € C, et pour tout ), |p1), |p2) € H, on a <¢\<)\1|g01) + )\2|g02)> =
A (Y1) + Aa(P]2) (linéaire a droite),

Pour tout Aj, A2 € C, et pour tout [i)1), [1)9), @) € H, on a </\1<1/}1| + /\2(¢2|>|4p> =

A (1)) + Xa{is]) (sesquilinéaire & gauche),
On peut définir une norme sur #H, dite norme hermitienne : la norme de [¢) est égale

a ¢l = v {¥l)

Pour tout |9}, |¢) € H, |1) et |p) sont orthogonaux si et seulement si (1|p) = 0.
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

La condition de normalisation |a|? 4+ [3|> = 1 est donc équivalente & imposer que
tout qubit soit de norme 1. La base orthonormée {|0), |1)} doit alors vérifier les relations
suivantes :

(0[1) = (1]0) = 0, et (0]0) = (1[1) =1 . (1.8)

1.1.2 Systemes a plusieurs particules

En informatique classique, il convient de définir des registres de données composés
de plusieurs bits pour pouvoir encoder plus d’information. Un registre binaire de taille
n est donc composé de n bits, et I'état global du registre est totalement décrit par
I’état de chaque bit. On écrit généralement I’état d’un registre binaire en concaténant
la valeur de chaque bit.

En théorie de l'information quantique, mais en physique quantique aussi, il est
nécessaire de pouvoir modéliser des systemes quantiques composés de plusieurs par-
ticules, et de pouvoir décrire I’état global du systeme, éventuellement en fonction des
états possibles de chaque particule.

A titre de premier exemple, on se propose d’étudier les systemes quantiques a 2
particules, ou chaque particule ne peut prendre que deux états. Il est clair que chaque
particule peut étre modélisée par un qubit, et par conséquent, le systeme quantique
composé de ces deux particules sera modélisé comme un systeme a 2-qubits. Soit donc
|ap) 'état représentant le systeme quantique composé des particules A et B. La parti-
cule A peut étre représentée par un qubit, exprimé comme une superposition des deux
états possibles |04) et [14) de la particule A. Le qubit représentant la particule A sera
donc considéré comme un vecteur de 'espace de Hilbert H 4 associé a cette particule.
De méme, le qubit associé a la particule B sera exprimé dans la base {|0g),|15)} de
I’espace de Hilbert Hp.

L’état |thap) du systeme global sera aussi considéré comme un vecteur dans un
espace de Hilbert H 45 de dimension 2% = 4, défini comme étant le produit tensoriel des
espaces de Hilbert de chaque particule. On a alors H g = Ha ® Hp.

Le principe de superposition (premier postulat de la mécanique quantique [200]),
stipule que tout état d’un systeme quantique s’exprime comme une superposition de tous
les états possibles du systeme quantique. Le systeme étant composé de deux particules,
I’état de ce systeme s’exprimera donc comme la combinaison de toutes les possibilités
associées aux états de base de chaque particule. Par exemple, la premiere particule peut
étre dans 'état de base |04), et la seconde particule dans 1'état |1g), ce qui implique
que le systeme est dans 'état |04) ® |1g) = |04)|1p) (le symbole produit tensoriel
est souvent omis). De maniére générale, on ne connait pas forcément I’état de chaque
particule, et elles peuvent étre dans une superposition de leur états de base également.
L’état du systeme global s’exprime alors de maniere générale comme une combinaison
linéaire des états possibles du systeme :

[Wap) = a00]04)|0p) + a01/04)[15) + a10[14)[0p) + a11[14)[15) - (1.9)
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On omettra souvent d’indiquer les indices correspondants a chaque particule pour la
suite du manuscrit, I’ordre d’écriture des états de base permettra d’identifier la particule
considérée. De plus, on concaténera (comme dans le cas classique) 1'écriture des états
de base pour simplifier I'écriture des états quantiques. La ré-écriture de 1'état |¢ap)
suivant ces conventions donne alors :

|¢AB> = CL()(]|00> + CL01|01> -+ a10|10) + a11|11) , (110)
avec aoo, do1, a10, a11 € C, vérifiant la condition de normalisation
laoo|* + laon]* + [azol* + [an|* =1 . (1.11)

Lorsque l'état |1p4) = @al0) + S4|1) de la particule A est connu, et que 'état
|Yg) = ap|0) + Bg|l) de la particule B est aussi connu, alors on peut exprimer ’état
du systeme global [145) a partir du produit tensoriel suivant :

[Wap) = [Ya) @ |¥p) = (@al0) + Ball)) @ (apl0) + Bp[1)) , (1.12)
[Wag) = aaap|00) + asBp|01) + Baap|10) + BaB5|11) . (1.13)

On passe alors d'une écriture factorisée a une écriture développée de I'état [Yap).
En revanche, il n’est pas toujours possible de passer d'une écriture développée, ou I'état
du systeme est écrit comme une superposition d’états de base, a une écriture factorisée,
ou I'écriture de I'état des particules composant le systeme est exprimée de maniere
indépendante. Ceci est notamment le cas de état de Bell [)pe;) (voir Equation ,
qui présente des propriétés intéressantes, notamment liées a la notion d’intrication (voir

Section .
1

|¢Bell> - \/5

(J00) + 11)) . (1.14)

On peut aussi généraliser la notion de systéme quantique a des dimensions
supérieures. On définit I'état [¢),) d’un systéme & n-qubits comme un systéme com-
posé de n particules, chacune possédant deux états de base possibles. Cet état sera
également vu comme un vecteur |¢,,) d'un espace de Hilbert H,, de dimension N = 2",
défini comme le produit tensoriel de n copies de H = C?, c’est a dire H,, = ((C2)®n =
C?® .- ® C2% Létat |1p,) s’écrira alors comme une superposition de tous les états de
base possibles :

) = aol0...00) 4 a1]0...01) +ap|0...10) + -+ + ay_q|1---11) , (1.15)

avec Vi € [0, N—1],a; € Cet 32" |as)* = 1. On peut également adopter la notation
décimale a la place de la notation binaire pour écrire les états de base intervenant dans
I'expression d’un état quantique. Ainsi un état de base s’écrivant |b1b, . . . b, ) en notation
binaire avec b; € B = {0, 1}, pourra s’écrire |B) avec B = 2" by + 2" 2by + - - - + 2%,
un entier naturel. On pourra alors ré-exprimer |1),,) comme suit :

|1/}n> = Clo‘()) + a1‘1> + a2\2) + -+ (ZN71|N — 1> . (116)
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

1.1.3 Manipuler I’état d’un systeme quantique

Tant qu’un systeme quantique n’est pas soumis a une mesure ni projeté sur un état
classique, I’état de ce dernier peut évoluer. Cette transformation du systeme est en effet
régie par le postulat d’évolution.

L’évolution d’un systéme quantique (fermé), c’est a dire sans interaction extérieure,
est décrit par une transformation unitaire. Cette évolution de I’état provient de I'appli-
cation d’un opérateur linéaire, nommé opérateur d’évolution. Si [¢(t1)) désigne 'état
d’un systéme quelconque au temps t1, il est alors lié a 1’état |1(t2)) du systeme au temps
ty par un opérateur d’évolution U, tel que |1)(t3)) = Ul (t1)).

Géométriquement, une transformation unitaire est une rotation dans ’espace de
Hilbert, c’est a dire une transformation de ’état du systeme laissant invariant sa norme,
et est alors 'analogue complexe d’un opérateur orthogonal pour les espaces vectoriels
réels. Contrairement aux opérateurs classiques (par exemple les opérateurs logiques
sur des bits ou registres binaires) qui ne sont pas toujours réversibles, les opérateurs
unitaires admettent toujours une transformation inverse.

Un opérateur unitaire, agissant sur un espace de Hilbert de dimension finie, est une
application linéaire pouvant étre représentée a ’aide d’une matrice. Soit une matrice
U € M,(C), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
la matrice U est unitaire,

UUt =UT =1,

UlU =TU =1,

les vecteurs colonnes de U forment une base orthonormée (au sens du produit hermi-
tien) de C",

les vecteurs lignes de U forment une base orthonormée de C".

Un des problemes résidera alors dans la difficulté a déterminer l'opérateur
d’évolution U, en connaissant les états |¢(t1)) et |1(t2)). Le sixieme (et dernier) pos-
tulat de la mécanique quantique [281] stipule que ’évolution de ’état d’'un systéme
quantique est gouvernée par ’équation de Schrédingerﬂ

0 3
tho [V (1)) = Hly(t)) (1.17)

ol ¢ représente l'imaginaire complexe, h la constante de Planck réduite et H
l'opérateur hamiltonien (associé a I'observable “énergie totale du systeme”).

L’équation de Schrodinger est une équation différentielle du premier ordre par rap-
port au temps. Ce qui signifie que la donnée d’un état initial [1(y)) suffit & déterminer
|1(t)) & tout instant ultérieur ¢. Ceci n’est valable que si I’évolution n’est pas interrom-
pue par une mesure du systeme.

2. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887 — 1961) est un physicien, philosophe et
théoricien scientifique autrichien, ayant participé a I’élaboration du formalisme théorique de la
mécanique quantique, notamment connu pour son équation d’évolution de la fonction d’onde, ou pour
I’expérience de pensée liée a son chat.
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Cette équation est également linéaire et homogene. Il existe donc une correspondance
linéaire entre [1)(tg)) et |¢(t)). De ce fait, il existe un opérateur linéaire U(t, o) tel que
[9(t)) = Ul(t, to)|1(t)). On peut alors en déduire une solution de I’équation temporelle
de Schrodinger :

U(t, ty) = exp (—@H) . (1.18)

Cette “explication simplifiée” de I’évolution de I’état d’un état quantique nous per-
met de comprendre qu’il est possible d’ajuster physiquement 1'opérateur hamiltonien
pour piloter I’évolution de I’état quantique. On pourra définir et réaliser des opérateurs
permettant de transformer un état quantique en un état cible par un choix approprié
d’interactions avec le systeme. On se propose dans la suite de présenter les différentes
portes quantiques utilisées dans le domaine du calcul quantique notamment.

Opérateurs sur un qubit

Comme explicité précédemment, il est toujours possible d’exprimer un qubit comme
un vecteur dans une base d’un espace de Hilbert. Ainsi, un opérateur unitaire agissant
sur un qubit ordinaire prendra la forme d’une matrice carrée d’ordre 2 unitaire. Nous
travaillons usuellement dans la base canonique {|0),|1)}, mais il peut parfois arriver
d’exprimer les états dans une autre base pour simplifier les calculs ou les représentations.

Par exemple, 'opérateur associé a la matrice identité Iy laissera le qubit inchangé.
L’opérateur de négation, connu en informatique sous le nom de porte NON (ou NOT
en anglais), mais noté opérateur X dans le contexte de I'information quantique, modifie
en effet les vecteurs de la base comme suit :

X[0) = [1) et X|1) = |0) . (1.19)

La représentation matricielle associée est donc la suivante.

X = ((1) (1)) . (1.20)

Si on applique cet opérateur a un état quelconque, on obtient :

1) = al0) + B]1) 5 |i)y = 1) + B0) . (1.21)

On définit également deux autres opérateurs Y et Z, dont 'action est représentée

par les matrices
0 — 1 0
() 2 () -

Ces trois opérateurs X, Y et Z sont appelés les opérateurs (ou les matrices) de
Pauliﬂ permettant de prendre en compte l'interaction du spin d’une particule avec un

3. Wolfgang Ernst Pauli (1900 — 1958) est un physicien autrichien connu pour sa définition du
principe d’exclusion en mécanique quantique, ou principe de Pauli, ce qui lui valut le prix Nobel de
physique de 1945.
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

champ magnétique externe (dans I’équation de Pauli notamment). On prouve que ces
matrices sont hermitiennes et unitaires, et constituent des opérateurs fondamentaux en
théorie de I'information quantique.

Un autre opérateur important est celui d’HadamardEl, souvent utilisé pour générer
des états completement parallélisés (dont I’écriture fait intervenir tous les états de base
du systéeme avec la méme amplitude de probabilité). La porte de Hadamard, souvent
notée H, est définie par la transformation suivante de la base canonique :

10) = Z5(10) +11)) .

V2

1) = 7(10) = [1)) .

(1.23)
Cette porte H peut étre représentée sous forme matricielle comme suit :

X+Z 1 /1 1
poXiZ a1y 121

On notera les deux états issus de 'application de la porte d’Hadamard a la base
canonique par |[+) et |[—). On aura alors

1 1

V2 V2

Les quatre matrices X, Y, Z et H sont en effet étroitement liées. On peut ainsi
rapidement établir les relations suivantes :
o X2=Y?2=7%=H?=1,,
e XY =iZ ,YZ=iXet ZX =1Y,
e HXH=/7 HYH=-Yet HZH = X.

+) (10) +11)), =) (10) = 11)) - (1.25)

Enfin, on définit la matrice Ry, utile dans le contexte de l'algorithme de Shor,
permettant d’introduire une phase a 1’état |1), lorsqu’il est en entrée :

&:<120_ (1.26)

0 ez2F

Opérateurs sur un systeme a plusieurs qubits

Tout comme un systeme a un qubit, un systeme a 2-qubits évolue selon une trans-
formation unitaire. Un opérateur unitaire agissant sur un systeme a 2-qubits sera alors
représenté par une matrice carrée d’ordre 4. De fagon générale, toute opération unitaire
sur un systeme a n-qubits peut étre représentée par une matrice carrée d’ordre N = 2.
On pourra ainsi manipuler des états a plusieurs qubits, et réaliser des opérations plus
complexes sur ces derniers.

De plus, un opérateur U agissant sur un état a 2-qubits peut étre vu comme un
opérateur global agissant sur tout le systeme, mais peut aussi parfois étre décomposé

4. Jacques Salomon Hadamard (1865 — 1963) est un mathématicien frangais, notamment connu
pour ses travaux en théorie des nombres, en analyse complexe, en analyse fonctionnelle et en géométrie
différentielle.
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en deux opérateurs U; et U, agissant respectivement sur le premier et le second qubit du
systeme. La transformation globale U s’exprimera alors U = U; ® Uy comme le produit
tensoriel des deux opérateurs locaux.

Plus précisément, et afin d’expliciter le calcul du produit tensoriel, si les deux ma-
trices U et U, s’expriment explicitement comme

! bl [ a2 b?
nm (). v (). a

alors la matrice U sera égale a

ay <Cl2 b2) by (az bQ) ajaz apby biay biby

U — cy dy cy dy _ | a2 ajdy  bicy  bidy (1.28)
o (CL2 bz) dy (az bz) ciag ciby  diag  diby
co dy cy dy cicy cidy dicy didy

Ceci servira notamment a la compréhension et a la mise en place d’algorithmes et
de circuits quantiques, notions qui seront introduites dans la Section [1.2

Il apparait donc intéressant d’étudier les principales portes logiques réversibles agis-
sant sur des états a plusieurs qubits. La premiere est la porte c-NOT, ou controlled-
NOT, utilisée pour appliquer la porte NOT (ou X) en fonction de la valeur du premier
qubit. Elle fonctionne de la maniere suivante :

Etat d’entrée Etat de sortie

|00) |00)
|01) |01) (1.29)
|10) |11)
|11) |10)

La porte ¢-NOT agit en effet sur un systéme a deux qubits. Elle repose sur le
principe de porte controlée, c’est a dire que le premier bit sert de controle (bit de
controle) et le second bit (bit cible) subit ou non la transformation associée (ici la porte
X), en fonction de I'état du bit de contréle. Comme nous savons comment 'opérateur
c-NOT transforme les vecteurs de la base de calcul {|00), |01), |10),[11)}, on peut alors
le représenter par la matrice suivant :

1000
0100

eNOT = | o o 1 (1.30)
0010

Ainsi, la valeur du bit cible est inchangée, si le bit de controle vaut 0 ; et la valeur du
bit cible est changée, si le bit de contrale vaut 1. En fait, le bit cible vaut a la sortie la
somme, modulo 2, des deux bits d’entrée, tandis que le bit de controle reste inchangé.
On note alors, -NOT : (z,y) — (x,z @ y). Il est également possible de définir la porte
c-NOT en intervertissant le role des qubits pour le controle et la cible (voir plus tard
la porte SWAP)
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

En plus de la représentation matricielle, on peut introduire la représentation sous
forme de circuit pour les opérateurs a plusieurs qubits (voir Figure . Les fils hori-
zontaux matérialisent un qubit ou une particule, et les fils verticaux correspondent a
une interaction entre les qubits, comme le fait qu’un qubit puisse controler I'action sur
un second qubit. Le symbole de somme entouré représente la somme binaire modulo 2
pour la porte c-NOT.

) —o— |2)

ly) —b— |z ®y)

FIGURE 1.2 — Représentation sous la forme d’un circuit quantique de l'opérateur a
2-qubits ¢-NOT..

Enfin, application de I'opérateur c-NOT', qui est un opérateur linéaire et unitaire,
a un état a 2-qubits quelconque |¢)) donne :

) = a]00) + B|01) + 4|10) + 5|11) =2 0)00) + BJ01) 4+ [11) + 6]10) . (1.31)

Nous souhaitons également introduire une autre porte a 2-qubits souvent utilisée
dans le contexte des calculs, circuits et algorithmes quantiques. La porte SW AP, comme
son nom l'indique, échange la place des deux qubits passés en parametre : SWAP :
(z,y) = (y,x). La porte SW AP se compose d'une succession de 3 portes c-NOT', avec
alternance du bit de controle :

|z)

ly) —€

y)

D— [x)

N
%

'
N

FIGURE 1.3 — Représentation sous la forme d’un circuit quantique de la porte SW AP

Le lecteur pourra vérifier que la matrice associée a 'action de la porte SW AP sous
un registre a 2-qubits est bien la suivante :

SWAP = (1.32)

o O O =
O = O O
o O = O
_— o O O

Le circuit nous dit que la porte SW AP est en fait une triple application de la porte
c-NOT, en alternant la place du bit de controle. On appellera - NOT; la porte - NOT
avec premier qubit en bit de controle, et ¢-NOT, la porte c-NOT' en prenant ’autre
qubit en controle. On a donc :

1 000 1 000
01 00 00 01
C-NOT1 == 000 1 5 C'NOTQ - 0010
0010 0100

La succession de portes quantiques revient a leur composition en terme d’opérateur,
ce qui implique que SWAP = ¢-NOT; 0o ¢-NOT5 0 ¢-NOT;. Ceci se traduit aussi au
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niveau matriciel. En effet, la matrice de 'application SW AP sera égale au produit des
trois matrices représentant les portes c-NOT' le composant :

1000 1000 1000 1000
0100 y 0001 y 0100 _ (0010
0 001 0010 0001 0100
0010 0100 0010 0001

Enfin, 'application de 'opérateur SWAP & un état quelconque |¢)) donne :

) = a|00) + B|01) + 4]10) + 6[11) 2255 2]00) + B]10) + ~]01) + 5|11)

De maniere plus générale, il existe une porte agissant sur des registres quantiques a
3-qubits, permettant d’introduire plus de flexibilité et de possibilités dans la réalisation
d’opérations sur des registres quantiques. L’opérateur TOF', mis en place par Tommaso
ToffoliEl en 1980, peut étre considéré comme un c-c-NOT' (controled-controled-NOT).
Cette porte apporte une grande aide dans la résolution du probleme de réversibilité des
portes logiques classiques.

Cette porte prend 3 qubits en entrée : les deux premiers servant pour le controle et le
troisieme étant le qubit cible. Cet opérateur réalise ainsi ’application unitaire suivante,
TOF : (z,y,2) — (z,y, 2 ® zy). Le circuit correspondant a la porte de Toffoli est donc
le suivant :

r) —e— |T
Yy —¢— 1Y
z

2) —B— [z @ ay)

FIGURE 1.4 — Représentation sous la forme d’un circuit quantique de la porte TOF

La porte de Toffoli transforme les états de base d’un systeme a trois qubits comme
suit :

Etat d’entrée Etat de sortie

o KEREREE

1001 1001) 00100000

010) 010) 00010000

011) 011) et donc TOF = (1.33)
W SEEEEEE

[101) [101) 00000001

[110) [111) 00000010

I111) 1110)

La porte de Toffoli permettra, en considérant certains qubits comme auxiliaires, de
modéliser toutes les portes logiques classiques qui ne sont pas facilement modélisables
a l'aide des portes quantiques usuelles. Enfin, cette porte, ainsi que la porte X et
SW AP, feront partie d'un ensemble universel permettant la génération de toutes les
portes unitaires a n-qubits.

5. Tommaso Toffoli (né en 1943) est un scientifique et un universitaire italien. Il est professeur de
génie électronique et d’informatique a 'université de Boston depuis 1995.
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

Théoréme 1.1.1 (Kitaev-Shen-Vialyi). Soit n > 2 et N = 2". Toute matrice unitaire
Un € SU(N), vue comme une porte a n-qubits, est calculée par un circuit sur l’ensemble

de portes :
{X, SWAP,TOF}yU{U |U € U(2)} .

Ce théoreme nous informe donc que les portes réversibles de base (traduites en
transformations unitaires) ainsi que toutes les portes unitaires agissant sur un qubit,
suffisent pour calculer n’importe quelle transformation unitaire sur un systeme a n-
qubits.

1.1.4 Mesurer un systeme quantique

En plus de pouvoir manipuler et guider I’évolution de 1’état d'un systeme quantique,
il convient aussi de pouvoir mesurer, ou observer, ses grandeurs ou propriétés physiques.
En mécanique quantique, mesurer ’état d’un systeme quantique revient a projeter cet
état dans une base de mesure (on mesure le spin d'un électron par rapport a une
direction, la polarisation d’'un photon selon des axes de polarisation, etc.)

Le résultat de cette mesure est probabiliste, et lorsque ’état est en superposition des
états de base, la probabilité d’obtenir un état de base précis est donnée par le module
au carré de 'amplitude correspondante. Par exemple, si le systeme étudié est un qubit
1) = a|0)+ B3|1) alors la probabilité d’obtenir |0) (respectivement |1)) lorsqu’on mesure
|4)) dans la base canonique est de |a|? (respectivement |3|?).

De maniere plus générale, le principe de mesure en mécanique quantique est aussi
associé a la notion d’observable, permettant de déterminer de maniere probabiliste la
valeur de la grandeur mesurée. Il est admit par la communauté scientifique que 1'on ne
peut généralement pas établir de maniere déterministe le résultat d’'une mesure pour
un état quantique, mais seulement déterminer les résultats possibles et les probabilités

associées a chaque résultat. Toutes ces informations sont encodées dans le concept
d’observable [4].

On définit un observable, que 1'on notera A, comme étant un opérateur hermitien
linéaire, associé a une propriété d'un systeme physique, agissant sur des vecteurs de
I'espace de Hilbert H (second postulat [281], 200]). Un opérateur A est hermitien si et
seulement s’il vérifie la relation A = A'.

L’ensemble des résultats possibles de la mesure d’une grandeur physique par un
observable A est égal a I’ensemble des valeurs propres {\;}; de 'opérateur A. De plus,
les vecteurs propres {|®;)}; de A décrivent tous les états possibles du systéme quantique
immédiatement apres la mesure (troisieme postulat [281), 200]). On dira alors que ’état
|1) sera projeté sur le vecteur propre |®;) (ou le sous-espace propre associé) apres une
mesure ayant donné pour résultat la valeur propre ;.

On rappelle la relation liant les valeurs propres et le vecteur propre d’'une matrice
d’un opérateur A en Equation

AlD;) = Ni|®y) (1.34)
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Une des propriétés des vecteurs propres de tout observable est qu’ils forment une
base orthonormée de 'espace de Hilbert. Ainsi, tout état |¢)) € H pourra s’écrire de
maniere unique comme étant

V) = c1]|P1) + 2| Do) + -+ +en|Pn) (1.35)

La mesure de I'état [1)) par Pobservable A donnera comme résultat la valeur propre
\; avec une probabilité |c;]|?. En effet, et de maniere générale, le produit hermitien
(p|1)) représente 'amplitude de probabilité que 1'état [1) soit dans 1'état |p) apres la
mesure (quatrieme postulat [281]). Le module au carré de cette amplitude représente la
probabilité associée. On peut remarquer ici que d’apres la loi des probabilités totales,
la somme des probabilités ", |¢;|* doit étre égale a 1, ce qui nous permet notamment
de retrouver la condition de normalisation associée a la représentation du vecteur [i)
dans I’Equation .

D’autre part, dans ce contexte probabiliste de la mesure, il est possible de déterminer
la valeur moyenne théorique de la mesure associée a un observable. Ainsi la prédiction
théorique de la valeur moyenne de la mesure de I’état |¢)) par I'observable A est donnée
par la quantité (A)|yy, définie comme étant égale a

(A)y = (Y[AlY) . (1.36)

En d’autres termes, I'observable définit une base dans laquelle on mesurera un
systéme & un ou plusieurs qubits [¢)), qui sera projeté sur un des vecteurs de cette
base. A titre d’exemple, 'opérateur Z (porte de Pauli) est I'observable associé a la base
de calcul {|0),|1)} (étant donc ses vecteurs propres) ayant les valeurs propres 1 et —1.
L’observable X (porte de Pauli) est lui associé & la base {|4),|—)}, et de valeur propre
let —1.

Dans la base canonique, si on considere I'état [10) = «|0) + 5|1), on retrouve alors
la probabilité que 'état [1)) soit projeté sur le vecteur propre |0) (respectivement |1))
est égale & |a|? (respectivement |3?).

Les observables sont souvent étudiés dans la littérature en imposant la condition
que les valeurs propres d’un observable a un qubit A doivent appartenir a ’ensemble
{—1,1} (impliquant que A? = I,). Ceci est équivalent & dire que I'observable A est un
opérateur unitaire (comme les matrices de Pauli, par exemple).

Il convient ici de faire la distinction entre les opérateurs utilisés dans le contexte
du calcul quantique et de la manipulation des qubits, et les opérateurs utilisés comme
observables de mesure. Les portes de Pauli, par exemple, sont a la fois des matrices
hermitiennes et unitaires, et sont a la fois étudiées pour leur intégration dans les circuits
quantiques, ainsi que pour leur habilité a modéliser une configuration de mesure dans
une base spécifique. Il conviendra alors de distinguer les deux interprétations possibles
de ces opérateurs en fonction du contexte étudié.

Ces portes de Pauli constituent également une base des observables dont le spectre

est égal a {—1,1} (n’incluant donc pas l'identité). Ainsi, tout observable A dont les
valeurs propres sont —1 et 1, peut s’exprimer comme
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A:axX+ayY—|—a2Z s (137)
avec X, Y et Z les matrices de Pauli, et ax,ay,az € R, tels que

aX2—|—ay2—|—az2 =1. (138)

Enfin, il est important de préciser que 'opération de mesure implique une projec-
tion de I’état sur un des états de base, et donc une modification ou une détérioration
de l'information initiale de I’état [¢)). La mesure est donc dans la plupart du temps
destructive, et n’est pas un processus réversible comme peut 1’étre ’application d'un
opérateur d’évolution [200].

1.2 Algorithmes quantiques

En 1982, Richard Feymanﬂ émit I'idée qu’aucun calculateur classique ne pourrait
simuler correctement un systeme quantique du fait des différences fondamentales entre
la physique classique et la physique quantique. Aussi selon Feyman, seule une machine
exploitant les effets de la mécanique quantique serait en mesure de modéliser un systeme
quantique [I00].

Depuis le début des années 1980, de nombreux mathématiciens et informaticiens
travaillent sur ’élaboration d’algorithmes adaptés aux simulateurs et ordinateurs quan-
tiques. De nouveaux algorithmes sont régulierement proposés a la communauté scien-
tifique, et on en dénombre aujourd’hui pas moins de 420 référencesﬂ concernant de
nouveaux algorithmes quantiques proposés dans la littérature [193].

L’algorithmique est I’étude des processus systématiques de résolution d’un probleme,
permettant de décrire précisément les étapes pour résoudre un probleme donné [279).
C’est une discipline centrale et primordiale de l'informatique, et elle a également su
se développer dans le domaine de l'information quantique. En effet, les algorithmes
quantiques ont contribué a faire connaitre et démontrer le potentiel de I'information
quantique, notamment en remettant en question les algorithmes de sécurité classiques
et en démontrant une efficacité et une complexité surpassant certains algorithmes et
calculs classiques.

Une notion importante présente dans le calcul quantique est la réversibilité des trans-
formations des états, a I'exception des mesures ou autres projections. C’est pourquoi
les algorithmes quantiques ou autres protocoles de communication peuvent adopter la
représentation sous forme de circuit pour simplifier ’étude, et également rendre compte
des actions locales et paralleles sur les registres quantiques.

Ainsi, un algorithme quantique s’assurera tout d’abord d’initialiser correctement
les données de départ, notamment les différents registres de données et les registres

6. Richard Phillips Feyman (1918 — 1988) est un physicien américain, I'un des plus influents du
siecle dernier, en raison notamment de ses travaux sur 1’électrodynamique quantique, les quarks et
I’hélium superfluide.

7. http://quantumalgorithmzoo.org
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1.2. Algorithmes quantiques

auxiliaires. Il n’est pas impossible d’introduire des registres classiques dans un algo-
rithme quantique lorsque 'aspect quantique de modélisation de I'information n’est pas
utile. Durant l'algorithme, on connaitra alors diverses manipulations de qubits, sous
la forme de portes quantiques a un ou plusieurs qubits, certaines pouvant modéliser
des fonctions classiques ou d’autres correspondants a des Oracles ou portes controlées.
Il sera également nécessaire de pouvoir mesurer certains qubits ou certains registres
manipulés par 'algorithme, en milieu ou en fin d’algorithme. FEnfin, dans la description
globale d’un algorithme quantique, il est courant de faire apparaitre les éventuels pré
et post-traitements classiques sur les données d’entrées ou de sortie (voir Figure .

0) & — A

-1
0) 4 — W L T

o) i A
1) ——v’Ho F v —

FIGURE 1.5 — Exemple de circuit quantique, se lisant de la gauche vers la droite.
Chaque ligne horizontale permet de modéliser un ou plusieurs qubits. Les lignes ver-
ticales représentent une combinaison de qubits pour la réalisation d’opérations (ici un
controle). Une opération peut également s’appliquer sur plusieurs qubits a la fois, et
sera représenté par un bloc intersectant verticalement plusieurs lignes [200].

Dans cette section, nous nous proposons d’introduire et de présenter de maniere
générale les deux algorithmes de Grover et de Shor, qui seront étudiés en Chapitres

et @

1.2.1 Algorithme de Grover

Proposé par Lov GroverEl en 1996 [I17], cet algorithme a pour but de résoudre le
probleme de recherche d’un élément dans une base de données non-ordonnée de taille
N. Aucun a priori n’est connu sur ’élément recherché, mais on définit une fonction fo,
appelée communément Oracle, permettant de reconnaitre I’élément recherché.

La meilleure stratégie classique est équivalente a parcourir un par un les éléments
de la base de données, évaluer 1'oracle pour chacun des éléments, jusqu’a le trouver. En
moyenne, cela prend % évaluations de l'oracle, et dans le pire des cas N évaluations.
La complexité est donc linéaire en N ici, en terme d’évaluations de l'oracle. L'un des
grands avantages de l'algorithme de Grover est de proposer une complexité de 'ordre

de O(V/N) évaluation de 'oracle, pour la recherche d'un élément.

8. Lov Grover (1961) est un informaticien indo-américain aux Laboratories Bell, reconnu notam-
ment pour son algorithme de recherche quantique.
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L’algorithme quantique de Grover propose de représenter ’ensemble de la base de
données comme un registre quantique de taille N. On supposera que N = 2" pour des
raisons de simplification. On représente donc la base de données a 'aide d’un systeme
quantique a n qubits. Chaque état de base correspond a un élément de la base de
données.

On dénombre quatre étapes principales dans I'algorithme de Grover : 'initialisation,
I'opérateur d’Oracle, 'opérateur de Diffusion et la mesure finale. On notera S ’ensemble
des éléments recherchés lors du lancement de 'algorithme, et |S| désignera le nombre
d’éléments recherchés. En fonction de |S| et IV, les opérateurs d’Oracle et de Diffusion
seront répétés plusieurs fois.

Le circuit correspondant aux différentes étapes de l'algorithme est représenté en
Figure La premiere étape est celle de I'initialisation, c¢’est-a-dire la préparation du
premier registre pour obtenir un état totalement parallélisé |4)®". Ceci peut se faire en
initialisant le premier registre quantique a l’état ]O>®" puis en appliquant la porte de
Hadamard a chaque qubit. Le second registre est composé dun seul qubit, généralement
initialisé a |—), et sert en pratique pour l'implémentation de 'opérateur d’Oracle.

1) —{H]

==

FIGURE 1.6 — Représentation de 'algorithme de Grover sous la forme d’un circuit [133]

Ensuite, 'opérateur d’Oracle va marquer le (ou les) élément(s) recherché(s) dans la
base de données. Ce marquage consiste a multiplier par —1 'amplitude associée aux
états de base représentant les éléments marqués. L’état du premier registre est alors
modifié. Nous ne nous attarderons pas sur I'implémentation effective de I’Oracle (nous
considérerons l'opérateur d’Oracle comme une boite noire et un opérateur unitaire).
Plusieurs études théoriques et expérimentales ont été néanmoins menées sur le sujet
[2001, 218]. Le lecteur prendra tout de méme soin de distinguer le fait de connaitre la
solution, et le fait de pouvoir reconnaitre la solution. On peut étre capable de reconnaitre
la bonne solution lorsqu’elle se présente a nous, sans pour autant étre en mesure de la
déterminer [200]. L’opérateur d’Oracle agit donc comme suit sur les états de base :

) s (1)) (1.39)
avec fo(z) =1 si o est I’élément recherché, fo(z) = 0 sinon.
L’opérateur de diffusion D intervient ensuite. Il a pour but d’amplifier le module

des amplitudes correspondantes aux éléments marqués. Il correspond a effectuer une
symétrie de toutes les amplitudes autour de la moyenne des amplitudes (voir Equations

[L.10] ot [T) :
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D = H®" - (2)0)°"(0|*" — L) - (H®") , (1.40)
D( i cx|x>> — i (26— ¢,)|z) , (1.41)

avec ¢ la moyenne de toutes les amplitudes c,.

Combiné avec 'opérateur d’Oracle (qui signe les amplitudes des états recherchés),
cela permet d’amplifier les amplitudes des états recherchés et de réduire les amplitudes
des états non-recherchés (voir Figure . Ces deux opérations sont répétées k,y fois,
défini tel que :

T ﬁ} , (1.42)

b =\ Ts

avec |z]| désignant 'entier le plus proche de x € R [200]. On supposera ici que
le nombre d’éléments marqués |S| est négligeable devant la quantité N = 2" pour
assurer I'approximation de l'index de l'itération optimale. Au dela de l'itération opti-
male ke, 'amplitude devant les éléments recherchés commence a décroitre. En effet on
peut observer un comportement périodique de ’algorithme de Grover si on poursuit les
itérations apres l'itération optimale [133, [147]. La complexité de I’algorithme est donc

en O, /%) (voir Equation |1.42)).

04 04 o,
) I I I I I I I I ) I I I I I I I
0 [
1 2 3 a 5 6 7 8 1 2 3 a 5 I 7 8

FI1GURE 1.7 — Représentation de I’évolution des amplitudes du premier registre au cours
de la premiére itération l’algorithme de Grover pour n = 3 et S = {|101)} [278]. De
gauche a droite, le premier histogramme représente 1’état \+>®3 d’initialisation, le second
histogramme ’application de I’Oracle marquant 1’élement recherché et les deux derniers
histogrammes représentent ’application de 'opérateur de Diffusion.

L’algorithme de Grover présente un avantage par rapport aux algorithmes naifs de
recherche, et ceci en particulier pour tout probleme de décision dont la complexité est
de classe NP (problemes pour lesquels on peut vérifier si une proposition de solution
en est bien une, et ceci en un temps polynomial) [193].

Par exemple, 1'utilisation de I'algorithme de Grover pour la résolution du probleme
d’Amplitude amplification [44], permet un gain quadratique en terme de complexité,
comparé aux algorithmes classiques basés sur des heuristiques.

L’algorithme de Grover peut en outre étre utilisé pour trouver le minimum parmi

n nombres [90], pour déterminer la connectivité d’'un graphe a n sommets [89] et pour
accélérer les méthodes de type Monte-Carlo [122]
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1.2.2 Algorithme de Shor

L’algorithme de Shorﬂ, est un des algorithmes quantiques les plus célebres, connu
notamment pour ’avancée considérable qu’il propose : passer d’une complexité sous-
exponentielle a une complexité polynomiale pour le célebre probleme de factorisation des
entiers. Cet algorithme contribua grandement a faire connaitre les disciplines de I'infor-
mation et du calcul quantique, que ce soit aupres du grand public comme de la commu-
nauté scientifique, et constitua un des arguments en faveur de leur développement. L’al-
gorithme a été publié il y a plus d’une vingtaine d’années [245], mais il continue d’étre
étudié jusqu’a aujourd’hui, et a bouleversé la discipline de la sécurité informatique, per-
mettant I’émergence de la cryptographie post-quantique notamment [153) 35 111, 36).

Une des spécificités de I'algorithme de Shor est qu’il redéfinit le probleme de fac-
torisation comme un probleme de recherche de la période d’une fonction, et fait alors
appel a la Transformée de Fourier Quantique pour le résoudre. On se propose tout
d’abord d’introduire formellement le probleme de factorisation, puis de présenter la
Transformée de Fourier Quantique pour enfin aborder explicitement 1'algorithme de
Shor et les discussions associées.

Mise en place du probleme

L’objectif de I’algorithme de Shor est de permettre la résolution du probleme de fac-
torisation des entiers. Ce probleme est reconnu comme un probléme difficile a résoudre,
et c’est pour cette raison que certains algorithmes de cryptographie informatique ex-
ploitent ce fait pour sécuriser les communications et transactions informatiques.

Supposons que nous cherchons a factoriser un entier M. Le principe de ’algorithme
repose principalement sur I'utilisation du théoreme d’Euler-Fermat comme formulé ci-
dessous :

Théoréme 1.2.1 (Euler-Fermat). Soit M un entier strictement positif et a un entier
premier avec M. Alors nous avons

a?™ =1 mod M aussi noté¢ a*™ =1]M] ,
avec @ la fonction indicatrice d’Fuler.

Ceci implique notamment que pour tout entier a premier avec M, il existe un entier
positif r tel que :

a"=1M] < d —-1=0[M]. (1.43)

Le plus petit entier r vérifiant cette propriété est appelé ['ordre de a modulo M. La
détermination de cet entier a en effet un lien direct avec le probleme de factorisation
de l'entier M. Si I'on suppose que r est un entier pair, alors on peut procéder a la
factorisation suivante :

(a"? = 1)(a"?+1)=0 mod M . (1.44)

9. Peter Shor (né en 1959) est actuellement professeur au MIT et membre du CSAIL. 11 est connu
pour ses contributions majeures dans le domaine du calcul quantique
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En posant o = a’/> — 1 et § = a’/> 4+ 1, nous pouvons en déduire que M divise
le produit af. Cependant, le facteur a ne peut pas étre un multiple de M, car cela
impliquerait qu’il existe un ordre de a modulo M plus petit que r, ce qui contredit la
définition de r. De ce fait, soit S est un multiple de M, soit o et/ou § renferment des
facteurs de M.

Dans le second cas, en calculant le PGCD(«, M) et PGCD(S5,M), nous
récupérerons au moins un facteur du nombre M. De cette maniere, on pourra en déduire
une factorisation du nombre M. La principale difficulté de cette approche pour résoudre

le probleme de factorisation de M repose dans la difficulté a déterminer I’entier r, ordre
de a modulo M.

C’est ici que le calcul quantique apporte une solution non réalisable de maniere
classique, en résolvant le probleme de recherche de l'ordre r, par un algorithme de
recherche de la période ayant une complexité de 1'ordre de O(n?®) avec n le nombre
de qubits sur systeme quantique utilisé pour résoudre le probleme [200]. Pour faire le
lien entre ces deux probléemes nous définissons une fonction périodique f, agissant sur
I’espace de Hilbert a n qubits, dont la période est exactement égale a 1’ordre r. Ceci sera
abordé plus en détail en Section [1.2.2] apres avoir introduit le Transformée de Fourier
Quantique en sous-section suivante.

Transformée de Fourier Quantique

Dans le domaine de I'information et du calcul quantique, 'analogue de la Trans-
formée de FourierIT_Ul Discrete (TFD) est la Transformée de Fourier Quantique (TFQ).
La Tranformée de Fourier Quantique agit de maniere linéaire sur un registre quantique,
et constitue une étape clé de 'algorithme de Shor, permettant notamment de révéler la
période de la fonction définissant le probleme de factorisation (comme nous le verrons
par la suite).

En effet, la TFQ présente des propriétés intéressantes dans le contexte de I'informa-
tion quantique et des algorithmes quantiques [200] :
e c’est un opérateur unitaire,
e clle transforme 1'état [0)*" en I’état parallélisé |+)*" = 12n 2N,
e Linear Shift Invariant property : elle transforme un état périodique en un autre état
périodique, sans prendre en compte le shift initial (voir Chapitre@l pour de plus amples
informations sur les états périodiques).

Lorsqu’elle est appliquée sur un des états de la base canonique |k) €
{]0),]1),...|N — 1)} (exprimés ici en notation décimale), avec N = 2" le nombre d’états
de base et n le nombre de qubits, le résultat de la TFQ peut étre décrit comme suit :

1 297 1.
k) 2% QFT k) = — Y ¥ H|j) . (1.45)
gD

10. Jospeh Fourier (1768 — 1830) est un mathématicien et physicien francais, notamment connu pour
avoir déterminé, par le calcul, la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction
quelconque a l’aide de ses célebres séries de Fourier.
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Ainsi, pour un systéme a n-qubit quelconque |¢), nous avons :

N-1 N-1
N TFQ |7
) = D wili) 2 |0) = S wlk) | (1.46)
j=0 k=0
avec,
| N
_ kj .2
= — ri-w’  avec w=enN . 1.47
Yk N JZ_; § ( )

Etant une application unitaire, la Transformée de Fourier Quantique peut aussi étre
écrite sous la forme d’une matrice carrée (a coefficients complexes souvent) de taille
2" x 2"

1 1 1 1 e 1
1 W 2 i N1
1 |1 w? w? Wb s WPVED)
TFQN = Vol w3 Wb 0 R 10 : (1.48)
1 wz\}—l wz(fv-1) u}3,(1.\/—1) o w(N—l')(N—l)

2im . RN oy 7
avec w = ¢ N la racine N-ieéme de 'unité.

La Transformée de Fourier Quantique peut aussi étre décomposée a ’aide de plu-
sieurs portes quantiques de base agissant sur un ou deux qubits, permettant de la
représenter aisément sous la forme d’un circuit quantique, représentation qui s’avere
souvent utile dans le contexte de calculs et algorithmes quantiques. La TFQ peut étre
définie comme une combinaison et une succession de trois différentes portes : la porte de
Hadamard, la porte SWAP et la porte controlled- Ry, (définie ci-dessous, voir Equation
. Le circuit complet de la TFQ est représenté en Figure , ou la porte SW AP,
a n-qubits consiste a échanger le qubit |x;) avec |z,), le qubit |z9) avec |x,_1), et ainsi
de suite.

1 00 O
010 0

cBr=10 01 o |) (1.49)
00 0 e y)

Une des raisons rendant ’algorithme de Shor efficace, et amenant de I'intérét pour
la version quantique de la TFQ, est que la complexité de la Transformée de Fourier
Quantique est quadratique en le nombre d’opérations et de portes quantiques présentes
dans le circuit. En effet, en observant le circuit (Figure , on remarque que :

e sur la premiére ligne, correspondant au qubit |z1), on applique une fois la porte d’Ha-
damard, et n — 1 differents cRy opérateurs,

sur la ligne de |z5) : une fois la porte d’Hadamard, et n — 2 differents cRy opérateurs,

sur la ligne de |z,) : une fois la porte d’Hadamard,

enfin, on applique au plus 7 fois I'opérateur SWAP (agissant sur deux qubits).
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1.2. Algorithmes quantiques

1) —{H - Ro [ Ry || R

[2) [H = R | R

23) ‘ SWAP,
. =

FIGURE 1.8 — Représentation de la Transformée de Fourier Quantique, appliquée a un
registre a n-qubit, sous la forme d’un circuit quantique.

Au total, au plus "(”;1) + & opérations sont effectuées (ou portes quantiques sont

appliquées), ce qui entraine une complexité de I'ordre de O(n?) opérations, avec n le
nombre de qubits. Avec N = 2" états de base, on obtient une complexité de I'ordre de
O(log(N)?) opérations

Il peut paraitre maladroit de comparer, en terme de complexité, la Transformée de
Fourier Quantique, qui agit sur des registres quantiques, et la Transformée de Fourier
Discrete ou la Fast Fourier Transform qui eux agissent sur des vecteurs classiques, et
cottent respectivement O(m2™) et O(mlogm) portes, avec m le nombre de bits. Ce-
pendant, I'exploitation de la superposition quantique, et éventuellement l'intervention
de I'intrication quantique dans ce processus, peuvent expliquer l'intéressante complexité
de la TFQ, et par conséquent I'avantage qu’elle permet d’apporter dans I'algorithme de
recherche de la période de I'algorithme de Shor [154] [147]. Cette question sera discutée
plus en profondeur dans le Chapitre [

Recherche de la période

Dans cette sous-section, nous présentons l’algorithme de recherche de la période,
nécessaire a l'implémentation de l'algorithme de Shor. Cet algorithme peut étre
représenté sous la forme d’un circuit quantique (voir Figure [1.9)).

n

10) Hen QFT —| A
Uy (x) A

o Bea

FIGURE 1.9 — Représentation de l'algorithme de recherche de la période, sous la forme
d’un circuit quantique.

On définit tout d’abord une fonction f : Hy — Hy avec Hy = {|z) / z € Nz <
N}. On dit que f est périodique de période r < N, lorsque :

Vo € [0,N —r—1], f(lz+1)) = f(|2)) - (1.50)
On suppose par ailleurs que f ne prend jamais deux fois la méme valeur dans une
méme période. On pose alors f(|z)) = |a® [M]) qui prend un état |z) en parametre
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

et renvoie I'état |a® modulo M). Cette fonction permet de modéliser le probleme de
recherche de l'ordre de a modulo M. On remarque que la fonction f est en effet
périodique, et on notera r la période de la fonction f. On définit également une porte
Us : (z,y) = (x,y & f(z)), permettant d’appliquer la fonction f & un registre quan-
tique, avec x le registre de données. Le résultat sera contenu dans le registre de résultats

y @ f(z).

L’algorithme commence par initialiser le premier registre dans I'état totalement pa-
rallélisé |[4+)*" et le second registre dans I'état |0). Le systeme quantique |¢)) modélisant
les deux premiers registres apres l'intialisation s’exprime comme décrit dans 1’équation
suivante :

[Yho) = Z |k)[0) . (1.51)

Ensuite la porte Uy est appliquée a I’ensemble des 2 registres. Cela a pour effet de
transformer le second registre qui associe, a chaque état de base dans ’expression du
premier registre, 'application de la fonction f a cet état de base. On récupere alors
I'état |1)1) exprimé comme suit :

1 N-1
Y1) = Uylto) :\/—_kzzo\k (1.52)

L’algorithme continue ensuite en effectuant une mesure sur le second registre. Apres
la mesure, on récupere une valeur particuliere |ak0> parmi toutes les valeurs ’ak (M ]> cal-
culées précédemment. Or la valeur a* n’est pas atteinte, & travers la fonction périodique
f, seulement pour k = kg, mais pour toutes les valeurs périodiques associées a kg, c’est
a dire pour tous les k pouvant s’écrire k = ko + jr, avec 7 € N. Il en résulte qu’il ne
reste pas seulement 1'état |kq) dans le premier registre, apres la mesure, mais tous les
autres états donnant la méme valeur a* modulo I'entier M. On récupere alors 1'état
global noté |¢,) tel que :

[2) = Z ko + jr)|a®) . (1.53)

Afin d’extraire la période 7, on se concentre sur 1’état du premier registre qui est
en effet un état périodique de shift égal a kg et de période r. Un état périodique (a
coefficients positifs et équilibrés) }\I/?T> a n-qubits, avec un shift [ et une période r, est
défini par son écriture comme suit :

- N -1

Zl—l—zr avecA:{ . —‘,N:T. (1.54)
i=0

Effectuer une mesure sur le premier registre ne permet pas d’extraire la période

r de 'état périodique, car nous n’avons pas l'information du nombre ky (qui aurait

pu nous permettre de déduire jy et r apres la mesure). Ala place, I'algorithme de

recherche de période propose d’appliquer la Transformée de Fourier Quantique sur le
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premier registre, afin justement de contourner le probleme lié a la connaissance de ky,
et de travailler avec un état dont le shift est nul. Cette propriété découle directement
de I'application de la TFQ sur un état périodique.

Pour la suite des calculs, et pour simplifier la présentation de 1’algorithme dans ce
manuscrit, nous supposerons que la période r divise N = 2". Le cas ou r ne divise
pas N implique un certain nombre de traitements supplémentaires, ne changeant pas
fondamentalement la complexité globale de l’algorithme de recherche de la période
[200]. Notons K = g Nous appliquons alors la TFQ sur le premier registre de 1’état
périodique |1)9) en omettant d’écrire 'état du second registre :

[3) = TFQnN|2) = Z yjlko + jr) (1.55)

avec
27.71' k +kr 1 217rjk0 Mjk’l"
E e = \/_eN e NI (1.56)

Apres simplifications de I’état obtenu suite a ’application de la TFQ nous obtenons

létat suivant :
—1
zﬂ
n) = —= Z i), (157)
=0

Si l'on effectue de nouveau une mesure, mais cette fois sur le premier registre, nous
obtiendrons un état |z) ou z est un multiple de % De ce fait il existe un jo € N tel que
z= jog. Ceci est équivalent a considérer cette égalité de fraction N 0.

r

La prochaine étape consiste a déterminer concretement la période r. On cher-
chera alors a réduire la fraction %. Si jo et r sont premiers entre eux alors on peut
immédiatement en déduire la perlode r comme dénominateur. Si ce n’est pas le cas,
différentes procédures seront nécessaires, sans rentrer d’avantage dans les détails, comme
notamment la relance du processus pour mesurer une valeur différente de 2 et utiliser
I'algorithme des fractions continues pour simplifier la fraction [200]. Il demeure que la
probabilité que jo € [0, — 1] soit premier avec r est de 'ordre de #g(r) qui reste
strictement supérieure a la quantité % De ce fait, on peut espérer qu’en répétant le
processus un certain nombre de fois, il sera bien possible de déterminer la période 7.

A partir de la valeur de la période r, on pourra la réutiliser dans un algorithme
plus gobal pour déterminer la décomposition en facteurs du nombre M. Ceci constitue
notamment ’'objet de notre prochaine sous-section, visant a présenter l'algorithme de
Shor dans sa globalité.

L’algorithme de Shor explicite

Dans cette sous-section, nous nous proposons de résumer tous les différents aspects
de T'algorithme de Shor vus précédemment en présentant I’algorithme global de facto-
risation.
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

Algorithme 1 Algorithme de Shor

Require: M l'entier naturel a factoriser

Ensure: Un facteur de M
1. Si M est pair, retourner 2, sinon on poursuit,
2. Choisir aléatoirement un entier a € [1, M — 1]. Si PGCD(a, M) = d > 1, alors
retourner d, sinon on poursuit,
3. On utilise I'algorithme de recherche de la période pour trouver 'ordre r tel que
a" =1 [M],
4. Si r est impair, retour a [’étape 2,
5. Sinon, on calcule PGCD(a™? 4+ 1, M), qui nous donne un facteur non trivial de
M.

Ainsi l'algorithme de Shor fait principalement appel a des principes issus de la
théorie des nombres, et a des algorithmes classiques pour déterminer le PGCD par
exemple. La partie quantique de 'algorithme réside dans la recherche de la période,
probleme seulement résolvable en une complexité sous-exponentielle de maniere clas-
sique.

En terme de complexité, nous pouvons subdiviser ’algorithme en plusieurs modules
et évaluer la complexité de chacun comme suit :

e La Transformée de Fourier Quantique nécessite O(n?) opérations,
e L’application de la fonction f, par exponentiation modulaire, cotite O(n?) opérations,
e L’algorithme de recherche de la période r est donc en O(n?) opérations (deux points
précédents),
L’algorithme d’Euclide, utilisé pour calculer le PGCD, cotite O(log(M)?3) opérations,
L’algorithme de Shor nécessite alors globalement O(n?) = O(log(N)?) opérations.

En Partie [[T] Chapitre [4 nous étudierons les états générés par la procédure de re-
cherche de la période, plus précisément I'intrication des états périodiques générés apres
la mesure du second registre. Nous tenterons de présenter des résultats d’études a la fois
qualitatives et quantitatives pour apporter des nouveaux éléments a la compréhension
de l'intrication dans I'algorithme de Shor.

1.3 Représentation des qubits

1.3.1 Sphere de Bloch

Une des représentations alternatives d’un qubit est celle de la sphere de Blochlﬂ
C’est une représentation dans un espace a 3 dimensions, faisant appel a la sphere S?
unitaire dans R3. Un qubit sera alors vu comme un vecteur défini de maniere unique
par un point sur la sphere unitaire.

Soit ) € H = C? un qubit défini par |[¢) = «|0) + B|1) avec a et 3, vérifiant la
relation de normalisation usuelle (voir Section |1.1.1)). On choisit d’adopter la notation

11. Felix Bloch (1905 — 1983) est un physicien suisse, récompensé du prix Nobel de physique en
1952.
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1.3. Représentation des qubits

exponentielle pour définir ces deux complexes. On pose alors a = 1€t et 8 = rye'¥2,
avec (r1,m2) € R% et (1, p9) € [0, 27[2

On ré-écrit alors 'état |¢) comme suit :
[0) = e 0) + rae (1) = 1) = ¥ (m]0) + o) L (L58)

On montre que I'état résultant de 'introduction d’une phase globale dans 1’écriture
d’un état quantique, représentée ici par le facteur €', est physiquement indiscernable
de I’état initial, dans la mesure ou cette phase ne modifie pas les probabilités de mesures
associées aux vecteurs de base. Ceci reste valide quelque soit la base considérée [50, 200].
On peut alors négliger cette phase globale. En rappelant que les coefficients définissant
|1) doivent vérifier la condition de normalisation, en introduisant la variable 6 € [0, 27|
et en posant ¢ = 9 — 1, on peut ré-écrire 'actuelle expression de 1'état ) comme
suit :

|4) = cos (g) |0) + €' sin (g) 1) . (1.59)

Les réels 0 et ¢ (considérés comme 1'angle polaire et azimutal) définissent un point
unique sur la sphere S? (voir Figure . Cette représentation graphique d’un qu-
bit se révele souvent utile dans le contexte de I'information quantique ou des calculs
quantiques.

=X

X y
1)

FIGURE 1.10 — Représentation d’un qubit sur la sphere de Bloch [239)

On montre en effet que deux vecteurs opposés sur la sphere de Bloch sont orthogo-
naux au sens du produit hermitien de C2. D’autre part, plusieurs portes agissant sur un
qubit se décrivent de maniere intuitive sur la sphere de Bloch. Appliquer les opérateurs
de Pauli X, Y ou Z, revient a effectuer une rotation autour de I’axe x, y ou z. Appliquer

la porte d’Hadamard revient alors a réaliser une rotation de 90° autour de I'axe y, puis
de 180° autour de I'axe z (voir Figure[1.11])).

Des difficultés sont néanmoins rencontrées pour généraliser cette représentation a

un systeme a n-qubits quelconque, mais des représentations similaires existent pour des
états spécifiques. Ceci est justement 'objet de la sous-section suivante.
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(2

FI1GURE 1.11 — Visualisation de la porte d’'Hadamard sur la shpere de Bloch, appliquée
a I'état |+) [200].

1.3.2 Représentation de Majorana

Il est possible de représenter, du point du vue de la mécanique quantique, un état
pur a 25 états de base (ou état pur de spin j) par 2j points indiscernables sur la sphere.
C’est en effet une généralisation de la représentation d’un qubit sur la sphere de Bloch
[16,[192]. Une représentation similaire, appelée représentation de MajoranaEl [185], peut
etre adoptée pour les états symétriques a n-qubits.

Un état symétrique a n-qubits |tg,,) est un vecteur de 'espace de Hilbert Hsy,, =
Sym"™ C?, dont une base orthonormée est donnée par les n + 1 états de Dicke |Dy). Ces
états sont définis comme la somme pondérée équilibrée de toutes les permutations des
états de la base canonique avec n — k qubits a |0) et k qubits a |1), c’est-a-dire

D) = ——= 7 10)]0) -+ [0) [DI1) -+ 1) (1.60)

|
y (1) perm ™5 ¥

Tout état symétrique |t)gy,,) pourra alors s’exprimer comme :

\~—

n
Wsym> = Z@z’|Dk> ) (1.61)
i=0
avec a; € C. La représentation de Majorana d'un état |ig,,) consiste a trouver
I'unique ensemble composé de n qubits |p1), |p2), ..., |pn) tel que, & une phase pres,
[Ysym) = |p1) o [p2) 0+~ 0 ) (1.62)

avec o désignant ici le produit symétrique de tenseurs, tel que, pour toutes les
permutations o € S,,,

1
[p1) o |p2) o0 pn) = _K‘pa(1)> °© ‘pa(2)> 0---0 |pa(n)> ; (1.63)

12. Ettore Majorana (1906 — 1959) est un physicien italien. Il est surtout connu pour ses travaux en
physique des particules, avec des applications particulieres de la théorie des neutrinos.
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1.3. Représentation des qubits

avec K le coefficient de normalisation dépendant de ’état considéré. Par ailleurs,
comme cela est explicité dans la section précédente (Section [1.3.1]), on peut ré-écrire les
états |p;) comme étant

0; N
|pi) = cos E\O) + €% sin 5\1) ) (1.64)

On peut alors voir chaque |p;) comme un point sur la sphere, et donc représenter
I'état |1sym) comme une constellation de n points sur la surface S?. Ces points seront
alors appelés Majorana Points (MP, ou points de Majorana), et la sphére correspon-
dante la sphere de Majorana.

A titre d’exemple, on peut exprimer les deux premiers états de Dicke sous forme
de produits symétriques, tel que |Dy) = |0) o [0) o [0) et |Dy) = |0) o |0) o |1). La
représentation de Majorana de ces états consistera donc ici en 3 points, positionnés
différemment aux poles nord ou sud (voir Flgure 1 12)).

O O

) Dicke state |Dyg) ) Dicke state | D)

FIGURE 1.12 — Représentation de Majorana pour les deux premiers états de Dicke, dans
le cas des 3-qubits. Le pdle nord désigne 1'état |0), tandis que le pole sud désigne I’état

1)

A partir de la représentation sous forme de produit symétrique de 'état [Vsym), il
n’est pas difficile de retrouver sa décomposition dans la base de Dicke. En revanche,
déterminer les [p1), [pa), . .., [pn) associés & 'état [1)gym) (voir Equation , et donc
déterminer la représentation de Majorana associée n’est pas aussi direct. Pour ce faire,
on définit un polynome, appelé polynome de Majorana :

Phwym(2) = D (= 1)F (Z) apz" . (1.65)

k=1

0.
. . e Qo ) , . /
En effet, les quotients des coefficients ——25- = e cot %, définissant les états
e’ sIn -
2

i), correspondent exactement aux racines z; du polynéme pyy,,..y (appelées racines de
Majorana) [104]. On établit alors une correspondance directe, pour un état symétrique,
entre I'ensemble de ses points sur la sphere de Marojana, ses coefficients dans la base
de Dicke et les racines du polynome de Majorana associé :

Points de Majorana {|p;)}; <= Coeflicients {ax}; <= Racines de Majorana {z} .
(1.66)
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1. BASES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION QUANTIQUE

La correspondance entre les points de Majorana et les racines de Majorana peut aussi
étre interprétée géométriquement. En effet, si 'on représente les racines de Majorana
dans le plan complexe, en plagant la sphere de Majorana de maniere tangente a ce
plan, les points de Majorana correspondront alors a la projection stéréographique par
rapport au pole nord des points représentant les racines dans le plan complexe (voir

Figure|1.13).

FIGURE 1.13 — Projection stéréographique associée au pole nord, établissant la cor-
respondance entre la représentation stellaire des états symétriques et les racines du
polynome de Majorana.
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CHAPITRE 2

INTRICATION QUANTIQUE ET GEOMETRIE
ALGEBRIQUE

“One of the exciting things about an entanglement puzzle is there’s no end to it.
Once you solve how to take it apart, you have to solve how to put it back together”, T.
J. Miller.

2.1 Notions de Géométrie Algébrique

Dans cette section, nous nous proposons d’introduire les notions de géométrie
algébrique utiles dans le cadre de 1’étude et de la caractérisation de l'intrication sous
I’action du groupe SLOCC et des interprétations géométriques associées. Cela passe par
la définition de variétés algébriques modélisant certaines propriétés liées a l'intrication.

La géométrie est I’étude des propriétés d’un ensemble de points, ou d’éléments, qui
sont invariantes par un certain groupe de transformations. Ces éléments forment ce que
I'on peut appeler des objets géométriques, et certains de ces objets peuvent trouver
une définition précise d'un point de vue algébrique. On dira alors que la géométrie
algébrique est I'étude d’objets géométriques (tels que des courbes ou des surfaces),
formés par ensemble de points dont les cordonnées vérifient un ensemble d’équations
algébriques.

2.1.1 Espace projectif

Soit V' un espace vectoriel de dimension n+ 1. On appelle espace projectif issu de V/,
et on note P(V') ou PV, I'ensemble des droites vectorielles de V', ¢’est a dire I'ensemble
des sous-espaces de dimension 1 de V' [246]. On dit que P(V') est un espace projectif de
dimension n, et on pourra noter P* = P(V) et on le définit [160] tel que :

P(V) = {[v] [ v e V\{Ov}}, (2.1)

ou [v] désigne 'ensemble des vecteurs colinéaires a v. Si le vecteur v s’exprime par les
coordonnées (vg, vy, ..., v,) dans une base de I'espace vectoriel V', alors la projectivisa-
tion [v] de ce vecteur pourra s’exprimer par les coordonnées homogenes [vg : vy : ... : v,].
Si on considere la relation d’équivalence C*, représentée par I’action du produit par un
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2. INTRICATION QUANTIQUE ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE

scalaire non nul A € C*, alors v est un représentant de la classe d’équivalence [v], définie
comme ’ensemble des vecteurs de V pouvant s’écrire Av.

A titre d’exemple, si V est de dimension 2, alors P(V) = P! sera appelé droite
projective, et chaque point de cette droite projective P(V') représentera une direction
(une droite passant par l'origine) dans l’espace vectoriel V. Dans le cas ou V est de
dimension 3, on appelera alors P(V) le plan projectif.

Dans le contexte de I'information quantique, et de I’étude de 'intrication plus par-
ticulierement (voir Section , considérer les états quantiques comme des points de
I'espace projectif associé a l'espace de Hilbert, c’est considérer tous les vecteurs (dans
I'espace de Hilbert) proportionnels (au sens de la multiplication par un scalaire non nul)
comme un méme point dans I'espace projectif. La multiplication externe ne changeant
pas la nature de I’état (un état quantique est défini a une phase prét), et de surcroit sa
classe d’intrication, il est alors intéressant de se placer dans I'espace projectif.

2.1.2 Variété Projective

Dans cette section, nous introduisons la notion de variété projective, qui nous per-
mettra ensuite d’associer différentes variétés a différentes classes d’intrication quantique.
Ces variétés sont les objets de base étudiés en géométrie projective, et sont les analogues
projectifs des variétés affines [62]. Dans le contexte de l'information quantique et du
reste de ce manuscrit, lorsque cela n’est pas précisé c’est que nous travaillerons sur le
corps des complexes.

Les variétés algébriques sont définies comme le lieu des zéros de polynomes. Cepen-
dant, en se plagant dans I’espace projectif, il en résulte que les coordonnées (homogenes)
d’un point de 'espace projectif ne sont pas définies de maniére unique, mais a un sca-
laire pres. De ce fait, un polynome ne sera pas considéré comme une fonction car ne
renvoyant pas la méme valeur pour plusieurs représentants d’'une méme classe d’états
colinéaires [83]. En revanche, dans le cadre de la définition de variétés projectives, seule-
ment les zéros des polynomes nous intéressent. Ceci nous motive donc a nous intéresser
aux polynomes homogenes définis ci-dessous [62].

Définition 1. Un polynome p € Clzo,...,zn] est dit homogéne de degré d si, et

seulement si, il s’écrit comme une combinaison linéaire de monomes de degré d. Ainsi
pour tout élément A\ € C, on a

p(Azo, ..., Azn) = Np(x0, ..., 20)

On en déduit alors que si un polynéome homogene s’annule pour un point donné
de l'espace projectif, il s’annulera pour tout représentant de la classe d’équivalence
associée. En effet, pour tout A # 0, nous aurons alors 1’équivalence suivante

p(xo,...,xn) =0 <= p(Axg,...,A\x,) =0. (2.2)

Nous définissons alors a présent la notion de variété projective.
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2.1. Notions de Géométrie Algébrique

Définition 2. Soit S C C|xy,...,2zy] un ensemble formé de polynéomes homogenes. On
définit V(S) comme le sous-ensemble de PV formé des zéros communs a tous les éléments
de S. Les sous-ensembles V(S) de PV de ce type définissent les variétés projectives.

V(S) = {[z] = [0, 21, - .., 2] c PV | f(zo,21,...,2,) =0, Vfes} .

Deux ensembles distincts de polynomes S et S’ peuvent définir la méme variété
V(S) = V(9’). Par exemple, il est clair que V(x) = V(z?). Pour préciser I’ensemble
des polynomes s’annulant sur une variété il faut introduire la notion d’idéal, que nous
définissons succinctement ci-dessous.

Définition 3. Soit V une variété projective, sous-ensemble de PV. On appelle idéal de

V, et on le note I(V), I'ensemble des polyndémes homogenes de C[z, . .., xy] s’annulant
sur V.
Un théoréme clé que I'on doit & Hilbert implique que tout idéal de Clzy, ..., zy] est

généré par un nombre fini de polynomes. A partir d’une variété il sera alors possible de
déterminer son idéal, comme il sera aussi possible de déterminer la variété associée a
un idéal quelconque. Ceci indique une correspondance entre variété et idéal, et il sera
alors possible de générer de différentes manieres I'idéal d’une variété algébrique [77].

Enfin, et dans le cadre de cette these et de 1’étude de l'intrication quantique,
lorsque nous considérerons des variétés complexes projectives lisses, nous les noterons
généralement X.

2.1.3 Variété de Segre

Dans le contexte de 'information quantique, la variété de Segre joue un role pour la
description mathématique de I'intrication quantique. Elle paramétrise en effet tous les
états séparables (et donc non-intriqués) de I'espace de Hilbert, et les variétés auxiliaires
associées permettent également de mettre en évidence différents aspects ou classes d’in-
trication [128] [135].

Nous proposons d’étudier comme premier objet géométrique la surface quadrique
afin d’introduire sous forme d’exemple cette variété. Nous considérons alors dans P2 la
surface quadrique d’équation zyz3 — 2221 = 0. Nous nous proposons de voir dans quelle
mesure cette surface peut étre vue comme le produit cartésien P! x P! de deux droites
projectives plongé dans P3.

L’idée est d’identifier P avec la projectivisation de l'espace des matrices carrées
d’ordre 2 & coefficients complexes, c’est-a-dire P3 = P (M,(C)) = P(C? @ C?). Pour ce
faire, on définit un ensemble S, et on propose deux définitions équivalentes ci-dessous :

S ={(a;) € M2(C) | Rang(a;;) =1}
= {(a;j) # O () | det(ay) =0}

représentant toutes les matrices carrées d’ordre 2 a coefficients complexes de rang
1. On associe a S, l'ensemble S = S/C* des classes d’équivalence pour la relation de

(2.3)
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2. INTRICATION QUANTIQUE ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE

colinéarité. Toutes les matrices de S définies a un facteur multiplicatif pres seront donc
dans la méme orbite. Ainsi I’ensemble S peut étre vu comme la projectivisation des
matrices carrées d’ordre 2 complexes de rang 1.

On définit alors une application ¢ de P! x P! dans S comme

p: P! x P! — g
Gansad s = (50) o o) = (0 2oy Y

Z1 1Yo T1lY1

et on peut démontrer qu’il s’agit en fait d’un isomorphisme entre les deux ensembles
[20, [63]. Ainsi, tout couple de lignes projectives, défini par deux paires de coordonnées
homogenes, peut étre associé a une classe d’équivalence pour les matrices de rang 1. I
est possible d’aller plus loin, et de plonger notre ensemble S dans I'espace projectif P3
en considérant la transformation suivante :

D2 S — P3

. 2.5
<a00 %1) = aoo @ ap1 : @ : anl -
a10 Q11

Ce plongement revient a ré-écrire les coefficients de la matrice comme un vecteur
ligne exprimant des coordonnées homogenes dans P2. En effet, comme les matrices de S
sont définies a un scalaire pres, I'image d’une matrice sera bien la classe d’équivalence
représentée par le point de P? correspondant. Par ailleurs, on peut déduire de la
définition de S que la matrice nulle n’appartient pas a I’ensemble, et cela est cohérent
avec le fait que Porigine [0 : 0 : 0 : 0] n’appartient pas a P3.

Ainsi, en combinant ces deux transformations ¢ et o, il est possible de plonger le
produit P! x P! dans P?, et on appelle ce plongement le plongement de Segrel[] de
deux droites projectives [20] :

Seg: P! x P! — P3

([xO : wl]a [yO : yl]) — [éEoyo D ToY1 - LYo - xlyl] ) (2-6)

D’autre part, I'image de P* x P! par le plongement de Segre dans P? peut étre définie
a 'aide de polynomes homogenes. En effet, on rappelle que de part I'application ¢, on
peut associer a tout point de P! x P! une classe de matrice de rang 1, et ensuite la
voir comme un point en coordonnées homogenes dans 'espace projectif P3. De plus,
la seconde définition de I’ensemble S, nous indique aussi que ce plongement permet de
voir de maniere équivalente les matrices 2 x 2 complexes de déterminant nul comme des
points de P3. Or cette condition de nullité du déterminant s’exprime justement comme
un polynome homogene de degré 2.

Si on dénote par [zo : 21 : 29 : 23] les coordonnées homogenes des points de P3, alors
nous pouvons en effet voir P! x P! comme la variété projective Q = V(2923 — 2221) C P3.
On appelle cette variété @ la surface quadrique [57, [63]. Si 'on s’intéresse a I'image de
toutes les matrices non nulles de My (C) alors on obtient tout P3. Si I'on ne s’intéresse

1. Corrado Segre (1863 — 1924) est un mathématicien italien connu pour ses contributions majeures
au développement de la géométrie algébrique.
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2.1. Notions de Géométrie Algébrique

qu’a I'image des matrices de rang 1 (et donc de déterminant égal a 0), alors on obtient
la variété ) qui est un sous-ensemble de P2. On appelle aussi, de maniére générale,
cette variété la variété de Segre.

On peut généraliser le plongement de Segre afin de considérer le produit cartésien
de n espaces projectifs comme une variété projective. Prenons l'espace de Hilbert H,,
tel que H, = C4 @ C* ® --- ® C%, et considérons 'espace projectif associé a chaque
facteur par P4~ = P(C%). On définit alors le plongement de Segre du produit de n
espace projectifs comme suit [57] :

Seg: Ph-1lx...x Pl P(H.,)

([1], [v2], -5 [vn]) = [ Q@U@ Qo] (2.7)

ot v; est un vecteur de C%, et [v;] le point correspondant dans P4~ = P(C%). On
plonge alors le produit cartésien P4~1 x ... x P4~1 dans I'espace projectif P(H,) =
Pdid2-dn=1 De ce point de vue, les points P4~ x .. x P%~! peuvent étre vus comme
des matrices multidimensionnelles, ou des tenseurs, et la variété de Segre Seg(P41~! x
-+ X P¥~1) correspondra alors & I’ensemble des tenseurs de H,, de rang 1 [165} 57] (voir
Section m pour une définition et discussion sur le rang de tenseurs).

Exemple 1. En guise d’exemple, on considere le produit P? x P’. Le plongement de
Segre a deux facteurs s’exprimera alors :

Seg: Pe x P SN Plat1)(b+1)—1
. (2.8)

([wo: . @aly (Yo vt ) [ToYo : ToYr o XYy TeY)

On peut alors montrer que l'image Seg(P® x P?) ¢ PtV ogt une variété
projective définie par I’ensemble des équations de la forme x;y; X xpy; — z;y1 X 2y; = 0
[83]. La variété de Segre a 2 facteur Seg(P* x P’) est donc définie comme le lieu des
zéros de 'idéal généré par tous les 2 x 2 mineurs des matrices de taille (a + 1)(b + 1).
La variété de Segre est donc la projectivisation de l’ensemble de matrices de rang 1

[165]. o

La variété de Segre modélisera alors tous les tenseurs de H, de rang 1, c’est-a-
dire pouvant se décomposer en produit tensoriel de vecteurs de chaque espace vectoriel
définissant H,,. Cette notion de factorisation trouve un lien direct avec la notion de
séparabilité des systemes quantiques, et donc un lien avec la notion d’intrication étudiée
en Section [2.2] Enfin, la variété de Segre définit une orbite fermée pour I'action du
groupe GLg4, X -+ x GLg,.

2.1.4 Variété de Veronese

De maniere analogue au plongement de Segre, on peut définir I’application de Vero-
neseEI permettant de plonger un espace projectif P dans un espace projectif plus grand
PN [83].

2. Giuseppe Veronese (1854 — 1917) est un mathématicien italien, ayant, entre autres, publié de
remarquables ouvrages concernant la géométrie multidimensionnelle.
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Les premiers exemples présentés dans la littérature sont la twisted cubic curve et
la surface de Veronese [57]. Le premier exemple présente une maniére de plonger un
espace projectif P! dans P3, et peut étre décrit par la transformation v; suivante :

vy: P! — P3
: 2.9
[yl — [23: 2% 2y? (2.9)

L’étude du second exemple par la communauté a été motivée par I'étude des qua-

driques, polynomes de degré 2, de la forme homogene suivante [282] :

Ax? + By +C2* + Day + Exz+ Fyz =0 . (2.10)

En effet, le plongement de Veronese de degré 2 de P? dans P> permet de représenter
I’ensemble des quadriques de la forme décrite en Equation Cette variété de Vero-
nese correspond a I’ensemble des quadriques qui s’écrivent Q = L?, avec L = ax-+by-+cz,
et est définie par

: P2 — 5
v2 s o o . (2.11)
[x:y:z] — [x*:y*: 2% 2y xz:yz]

L’image par 'application v, : P2 — P5 s’appelle la surface de Veronese [83], et peut
aussi étre vue comme la variété projective modélisant toutes les matrices symétriques
de rang 1 de la forme

2

x* oy Tz
ry y? yz | . (2.12)
rz yz 22

De maniére générale, le plongement de Veronese quadratique vo(P(H)) est la projec-

tivisation des matrices symétriques de rang 1 [I65], et explicitement si v = (vq,...,v;) €
‘H alors
Vv v1v2 - U1l
VU1 VU -+ VUg
va([v]) = L . (2.13)
VgUr Ul -+ UgUg

Le plongement de Veronese, ou la variété de Veronese associée, se généralise en
dimensions supérieures en considérant n+ 1 variables, et a tout degré d. Le plongement
de Veronese de degre d, vy : P* — PV enverra alors [zg : ... : x,] sur tous les monomes
possibles de degré d. La variété sera alors un sous ensemble de I’espace projectif PV,
avec N = ("+d) — 1 correspondant au nombre de monomes de degré d a n+ 1 variables,

d
auquel on soustrait 1 par définition de I’espace projectif [83].

Exemple 2. Par exemple, dans le cas ou n = 1, le plongement de Veronese de degré
d définit une variété projective appelée variété de Veronese de degré d, pouvant
notamment définir un isomorphisme entre la droite projective P! et son image dans
va(P') comme décrit ci-dessous :
Vq: P! — P4
. 2.14
[z:y] — [2¢: 2%yttt (2.14)

Cette variété vy(P') est souvent appelée la rational normal curve dans la littérature

[165]. &
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Il est également possible de voir la variété de Veronese sans utiliser de coordonnées
explicites. En effet, pour un espace de Hilbert donné H, la variété de Veronese de degré d
plonge I'espace projectif P(#H) dans P(Sym® H), avec Sym? H définissant les puissances
symétriques de degré d sur H [165]. En d’autres termes, on peut écrire :

vg: P(H) — P(Sym? H)

[’U] —> [UOUO---OU]:[U (215)

on] )
voir Equation m pour une définition du produit symétrique o.

La variété de Veronese, du point de vue de I'intrication, est I’équivalent de la variété
de Segre mais pour les états (ou tenseurs) symétriques. En effet, la variété de Veronese
modélise les états séparables symétriques (donc non-intriqués), et peut alors aussi se
définir comme la restriction de la variété de Segre aux états symétriques [165].

En considérant l'espace de Hilbert & n-qubits H, = C2 @ C* ® --- ® C2?, et en
rappelant que P! = P(C?), on peut définir 'image du plongement de Veronese de degré
n appliqué & P(C?) comme étant :

Vo(P(C?) = Seg(P' x P! x --- x PYYNP(Sym" C?) C P(H,) . (2.16)

La variété de Veronese peut de ce fait également étre définie par un ensemble de 2 x 2
mineurs d’une matrice symétrique. Nous nous intéresserons plus en profondeur a cette
variété, dans le contexte de I’étude de l'intrication des états symétriques, notamment
en étudiant les variétés auxiliaires associées dans les Chapitres [6] et [} Enfin, la variété
de Veronese est une orbite fermée pour I'action du groupe SLy(C).

2.1.5 Variété Grassmannienne

Dans le contexte de la théorie de I'information quantique, la variété de GrassmannEl,
ou variété Grassmannienne, modélise les états fermioniques séparables. Dans cette sec-
tion nous définissons la notion de produit externe nécessaire a l'introduction de la
variété Grassmannienne. En Chapitre [6] nous définissons une mesure de l'intrication
pour les états fermioniques, comme une distance a cette variété, et étudions les états
fermioniques maximalement intriqués.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n. Soient eq,es, ..., e, des vecteurs de V'
formant une base orthonormée de V. Le produit extérieur de deux vecteurs e; et e; de V',
noté e; A e, n’est pas un vecteur du méme espace vectoriel V', mais d’un nouvel espace
noté A\’ V. Ce produit extérieur est bilinéaire, alterné (e; A e; = 0) et antisymétrique
(61 VAN €y — —<€1 A 62)).

On définit également le produit extérieur de k vecteurs e; A---Aeg de V comme un
vecteur de l'espace /\k V', ensemble des produits externes de degré k dans ’espace V.

3. Hermann Giinther Grassmann (1809 — 1877) est un mathématicien allemand, considéré aujour-
d’hui comme le fondateur du calcul tensoriel et de la théorie des espaces vectoriels.
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Dans le cas des états fermioniques, on prendra V = C", et on modélisera donc un état
fermionique a k particules a n états comme un vecteur |¢) de /\k C™, tel que :

) = Z Qi €in N N €y (2.17)
1<y, ik <n
avec les amplitudes complexes a;,, ;. vérifiant Y7, _ ai, 5 [* = 1. Tl est

courant de voir le produit extérieur de k vecteurs e; A- - - Aeg noté de maniere raccourcie
€irig..ip- POUr k = 3, on aura par exemple e;j; = e; A e; A e.

D’autre part, il est possible de voir ’espace /\k C" comme un sous-espace de ((C”)®k.
En particulier, il est possible d’établir une relation entre le produit extérieur et le produit
tensoriel (néanmoins peu recommandée par Laurent Schwartz [238]). Dans le cas k = 2,
cette relation s’exprime comme suit :

61/\62:€1®€2—62®61. (218)

Il est alors possible, de ce point de vue, de voir le vecteur e; A ey de /\2 C"™ comme
un tenseur antisymétrique de C* @ C".

Nous pouvons a présent définir la variété projective Grassmannienne [165].

Définition 4. Soit G(k,n) C P (/\k (C") I'ensemble des éléments de le forme [e; A

<o Aeg], avec eq,...,ep € C". Alors G(k,n) est appelée la variété de Grassmann, ou
la Grassmannienne, et son plongement dans ’espace projectif est appelé le plongement
de Pliicker.

. ,1e / k
La Grassmannienne G(k,n) modélise donc 'ensemble des états de A" C™ pou-
vant s’écrire de maniere factorisée, et représente donc tous les états fermioniques non-
intriqués ou séparables.

Enfin, d'un point de vue géométrique, de la méme maniere que 1’ensemble P(C") pa-
ramétrise les sous-espaces de dimension 1 (droites) de C", la variété G(k, n) paramétrise
les sous-espaces de dimension k de C™.

2.1.6 Variété des sécantes et rang de tenseur
Variété des sécantes

Nous choisissons ici d’introduire la notion de variété de sécantes a travers la notion
de joint. On définit alors ci-dessous le joint de deux variétés.

Définition 5. Le joint J(X,Y) de deux variétés X C Y C PV est défini comme la
cloture de Zariski de 'union des droites projectives passant par des points distincts de
X et Y [I65], c’est a dire plus précisément :

Jxvy=J B,.
zeX,yeY
TF#Y
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La premiere variété des sécantes, souvent notée o(X) ou oo(X) se définit comme
I’ensemble des droites projectives reliant deux points d’'une méme variété. De ce fait, il
est possible de définir cette premiere variété des sécantes a ’aide du concept de joint
en observant que o9(X) = J(X, X). De ce fait, la variété projective oo(X) contiendra
tous les points de toutes les lignes sécantes et tangentes a la variété projective X [165].

La dimension de la variété J(X,Y) peut étre calculée en raisonnant par construction.
En effet, pour obtenir un point j € J(X,Y), on dispose de dim(X) degrés de liberté
pour choisir un point de X, puis dim(Y’) degrés de liberté pour choisir un point de
Y, puis enfin un degré de liberté en choisissant un point sur la ligne joignant les deux
points précédents. Il peut aussi arriver que la variété J(X,Y) remplis tout l'espace
ambiant dans ce cas J(X,Y) = PN. De ce fait, la dimension attendue de la variété
J(X,Y), s’exprime comme min (dim(X) + dim(Y) + 1, N). Il est néanmoins possible
que la variété de joint J(X,Y) soit dégénérée et que la dimension attendue ne soit pas
atteinte. On en déduit en outre que la dimension attendue de la variété des sécantes
02(X) est donnée par min (2dim(X) + 1, N) [165], 57].

De meéme, la notion de variété des sécantes se généralise a l'ordre supérieur, en
considérant plus de 2 points pour définir les droites sécantes parcourues par la variété
des sécantes. Pour ce faire, on généralise également la notion de joint a ’ordre supérieur.

Définition 6. Le joint de k variétés X, ..., X, C PV est défini comme étant la cloture
(au sens de Zariski) de 'union des espaces projectifs P*~! correspondant, ou par induc-
tion J(Xq,..., X)) = J( Xy, J(Xo, ..., Xi)).

On pourra alors définir la k-éme variété des sécantes de X, comme étant oy (X) =
J(X,...,X), le joint de k copies de X [165].

I1 peut arriver que la dimension de la k-ieme variété des sécantes o4 (X) ne soit pas
égale a la dimension attendue, dans ce cas on dira que X est k-défective ou seulement
défective. On peut alors prouver que si X est k-défective, alors X est aussi j-défective
pour tout j > k. Ceci est notamment le cas de la surface de Veronese (voir Equation
qui est un des exemples les plus connus de variété défective. De maniere générale,
si X C PV est une variété de dimension n, alors la dimension attendue de la k-ieme
sécante oj,(X) est donnée par le min (k dim(X) + 1, N) [165, 57).

Dans le cadre de cette these, nous nous intéresserons principalement aux variétés des
sécantes associées a la variété de Segre et a la variété de Veronese. En effet, ces variétés
sont liées a la notion d’intrication, comme suggéré dans les sous-sections précédentes, et
les variétés des sécantes associées permettent une stratification, une classification et une
interprétation géométrique des différentes classes d’intrication des systemes quantiques
128, 133].

Remarque 7. Les variétés des sécantes de variétés de Segre trouvent un lien direct avec
la notion de rang, comme abordé plus tard dans cette section, et permet en effet de voir
les points de ces variétés comme des points d’un espace sécant engendré par un certain
nombre d’état séparables. L’étude de ces variétés de sécantes liées aux variétés de Segre
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trouve une grande motivation aupres de la communauté de géométrie algébrique car
directement liée au probleme de détermination du nombre minimal de multiplication
nécessaire pour calculer un produit matriciel de taille donnée [164].

Remarque 8. D’autre part, les variétés des sécantes liées aux variétés de Veronese
intéressent grandement les chercheurs en géométrie algébrique, notamment pour leur
lien avec le probleme de décomposition de polynomes homogenes. En effet, la variété
des sécantes o,(v4(P")) est la fermeture de Zariski de l'ensemble des polynomes ho-
mogenes a n + 1 variables pouvant s’exprimer comme la somme de p formes linéaires a
la puissance d [165], 57]. Un probléme associé est celui de Waring ( Waring problem for
forms), mettant en jeu la dimension des variétés des sécantes des variétés de Veronese.
En effet, le probleme consiste a déterminer quel est le plus petit entier ry tel quun
polynome homogene a n + 1 variable de degré peut s’écrire comme la somme de 7y de
formes linéaires élevées a la puissance d. En d’autres termes, cela revient a déterminer
le plus petit 7 tel que o, (v4(P")) = P(Sym?P"), c’est a dire déterminer la variété des
sécantes de plus petit ordre telle qu’elle remplit tout 1'espace [57]. La valeur attendue
est fournie par le théoreme d’Alexander-Hirschowitz, et ceci sera notamment discuté en

Chapitre [7]

Rang d’un tenseur

Lorsque I'on étudie les tenseurs d’'un point de vue mathématique, une des principales
propriétés associée a ces objets est celle du rang, généralisant la notion de rang (bien
connue) pour les matrices. De plus le rang d’un tenseur, lorsqu’il est associé a 'état
d’un systeme quantique, peut servir de mesure algébrique de I'intrication, et ceci nous
motive entre autres a I’étudier dans le contexte de I'informatique quantique [55].

La notion de rang de tenseur généralise la notion de rang pour les matrices multi-
dimensionnelles. Nous commencons par définir les tenseurs de rang 1.

Définition 9. Soient |[¢1) € Hy, ... , |m) € Hpm des vecteurs d’espaces de Hilbert
respectifs. Un tenseur |¢)) de H = Hi ® -+ @ H,p, est dit de rang 1 (ou élémentaire,
indécomposable ou factorisé) si, et seulement si, il peut s’écrire sous la forme [|¢)) =

1) © - @ [¢m) [165].

On définit alors le rang général d’un tenseur comme suit :

Définition 10. Soit un tenseur |¢p) € H = H1 ® -+ @ H,,. On définit le rang du
tenseur [¢), et on le note Rang(|1))) = r, comme étant I'entier naturel minimum r tel
que [¢) = >"7_ |P;), avec tous les |®;) € H étant de rang 1 [I65].

Remarque 11. Les tenseurs de rang 1 peuvent étre vus comme les blocs de base de H.
En effet, il existe toujours une base de H composée de tenseurs de rang 1 tel que tout
tenseur de H peut s’exprimer comme une combinaison de tenseurs de rang 1.
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La détermination de cette valeur minimale r correspondant au rang peut étre vue
comme un analogue du probleme de Waring pour les tenseurs [57]. Une propriété
intéressante du rang d’'un tenseur |¢)) € H, notamment lorsqu’il est lié a la notion
d’intrication, est qu’il reste inchangé si I'on effectue un changement de base sur I'es-
pace de Hilbert H;. Ceci en fait donc un invariant intéressant par transformation locale
de T'état des systemes quantiques, qui permettra en effet de caractériser 'intrication
quantique.

La notion de rang se définit également pour les tenseurs symétriques, et on parle
alors de rang symétrique. En effet, les tenseurs appartenant a la variété de Veronese, par
exemple, modélisent les tenseurs symétriques de rang 1. La notion de rang symétrique
se définit alors de maniere analogue, comme suit :

Définition 12. Le rang symétrique d'un tenseur |thy,,) € Sym?H, noté
Rangsym (|¥sym)), est le plus petit entier r tel que pour tout |p;) € H on a :

[Ysym) = 1) o 1) 0+ opr) +---+ @) o fpr) 0+ 0 pr)

Vv Vv
d fois d fois

Remarque 13. Pour tout tenseur [t,,) € Sym?C" C (C")®? le rang symétrique
vérifie toujours I'inégalité Rangsym, (|Vsym)) < (”+Z_1). Le rang symétrique d'un ten-
seur symétrique peut étre aussi étre comparé au rang d'un tenseur symétrique. En

effet, nous avons toujours Rangsym, (|¥sym)) > Rang(|¢sym)) [165].

Enfin, la notion de rang peut également étre définie pour les tenseurs anti-
symétriques, et on parlera alors de rang antisymétrique. Les tenseurs antisymétriques
de rang 1 sont en effet les états de la variété Grassmannienne, et on peut définir le rang
antisymétrique comme suit :

Définition 14. Le rang antisymétrique d'un tenseur |Yusym) € A" H, noté
Rangasym (|¢asym)), est le plus petit entier r tel que pour tout |p; ;) € H, en précisant
que pour tout ¢ les vecteurs {|@; 1), |@i2),- - |@ix)} sont indépendants, on a :

J/

[Yasym) = Zl%,ﬁ Algig) N Nlpig) -
=1

~
k fois

Rang de bord

Une notion dérivant de la notion de rang est celle du rang de bord. Elle sous-entend
une notion de bord, et de points limites, et se définit en effet comme suit :

Définition 15. Un tenseur [¢)) est de rang de bord r, et on note Rangp,qa(|¥))) = r
si, et seulement si, il est la limite de tenseurs de rang r, mais n’est pas la limite de
tenseurs de rang s, pour tout s < r [165]. En d’autres termes, |1) est de rang de bord
r §'il existe une famille de tenseurs {|¢) | € > 0} de rang r tels que lim. o |te) = [¢),
et s’il n’existe pas une telle famille d’états de rang r — 1.
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La notion de rang de bord trouve en effet un lien direct avec les variétés de sécantes.
En effet, si X désigne la variété de Segre (des tenseurs de rang 1, et donc de rang de
bord 1), alors r-ieme variété des sécantes o,.(X) définira 'ensemble des tenseurs |¢)) de
rang de bord au plus r [I65]. De ce fait, nous avons 1’équivalence suivante :

Ranggord(|4) =1 <= [¢) € 0:(X) et [¢) & o1 (X) . (2.19)

Remarque 16. Pour tout tenseur |1)) € H, nous avons toujours I'inégalité suivante :
Rang(|¢))) > Ranggo,a(|¢)) [165].

Exemple 3. A titre d’exemple, on considére le tenseur 7' = [001) + |010) + |100) de
rang 3. On se propose de démontrer que ce tenseur est de rang de bord égal a 2. En
effet, on peut trouver une famille de tenseurs |1).) de rang 2 tendant vers le tenseur T
lorsque ¢ tend vers 0.

1 /1 3 1
T. = — [ = (|0) +¢]1))®® — =|000 2.20
= (Z 0 ey = o)) (2:20
avec € > 0 et K. le facteur de normalisation dépendant d’e. Il est clair qu’a partir de
Iécriture de T (voir Equation ) que c’est un état de rang 2, quelque soit € positif
non nul. Il peut étre moins évident que ce tenseur tend vers 7. On peut développer et
ré-écrire le tenseur 7, comme suit :

1 /1
T, = ?<—\000> +]001) + [010) + [100) + £]011) + £]101) + ]101)
e € (2.21)

1
+e111) — —|ooo>) .
£

Il apparait a présent plus clairement que les termes |000) se simplifient, et que les
termes avec € en facteur seront éliminés en passant a la limite. Il ne restera donc que
les vecteurs de base |001), |010) et [100) formant le tenseur 7', et donc on a bien :

Im7. =T . (2.22)

e—0
&

D’autre part, il est également possible de définir le rang de bord symétrique et
antisymétrique d’un tenseur comme suit :

Définition 17. Le rang de bord symétrique r d’'un tenseur symétrique |¢gym), et on
note Ranggord,sym(|1)) = r, est défini comme le plus petit entier r tel que |1sym) est la
limite de tenseurs symétriques de rang symétrique r [165].

Remarque 18. Pour tout tenseur [tg,,) € Sym?C" C (C”)®d, le rang de bord
symétrique d'un tenseur symétrique peut étre aussi étre comparé au rang de bord
d'un tenseur symétrique. En effet, nous avons toujours Rangpora.sym(|Vsym)) >

Ranggord(|sym) ) [I65]. -

Définition 19. Le rang de bord antisymétrique r d'un tenseur symétrique |¢usym), €t
on note Rangpord, asym(|1))) = r, est défini comme le plus petit entier r tel que |Ygsym)
est la limite de tenseurs antisymétriques de rang antisymétrique r.
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2.1.7 Variété des tangentes

La variété des tangentes, comme son nom l'indique, est la variété algébrique définie
comme 1'union des espaces tangents. Soit une variété algébrique lisse X C P(H) = PV,
On définit la projectivisation de ’espace tangent T,.X au point x € X comme étant
I’ensemble

T,X = {veP" | grad, F(v) =0, VF € I(X)} , (2.23)

avec I(X) I'idéal de X, ensemble de polynomes généré par les polynémes définissant
la variété X [I01]. On définit alors la variété des tangentes de X, notée 7(X) C PV
comme étant

T(X)=JTX . (2.24)

reX

La variété des tangentes 7(X) est toujours incluse dans la variété des sécantes o9(X),
et la dimension de la variété des tangentes est 1’'objet du théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1 (Fulton et Hansen). Soit X C PV une variété algébrique de dimension
n, alors une de ces deux affirmations est vraie [163] :

e dimoy(X)=2n+1 et dim7(X) = 2n,

o 0y(X) =7(X).

Il est également possible de définir la variété des tangentes en introduisant la notion
d’union de limites de droites projectives, dans un esprit similaire a la notion de joint

(voir Section [2.1.6)).

Soit Y une seconde variété algébrique telle que Y € X C PV. On définit I'objet
1% y,, comme étant 'union des droites projectives P!, avec P! définie comme étant la
limite de la droite IP’}cy, avecx € X,y €Y et y = yg € Y. De plus, on définit la variété
T(Y,X) des tangentes relatives de X par rapport a Y comme étant justement 'union
des Ty, [10T} 135] :

TV, X)=|JT%y, - (2.25)

yey

La variété des tangentes pourra alors aussi étre définie par 1'égalité 7(X) = T'(X, X).
De méme, on peut généraliser la notion de variété des tangentes a des ordres supérieurs,
permettant notamment d’introduire la notion de variété osculatoire Osc(X) [165].
Enfin, il est possible de décrire les relations entre les variétés des tangentes et des
sécantes d’ordres supérieurs et leurs dimensions sous la forme d’une chaine d’inclusion,
comme cela est décrit dans la proposition suivante [135] :

Proposition 2.1.1. Soit X C PV une variété algébrique non-dégénérée de dimension
n. Supposons que la k-ieme variété des sécantes est mon-défective et ne remplit pas
Uespace ambiant. Alors nous avons la chaine d’inclusion suivante, avec les dimensions
correspondantes :

X C7(X)Coo(X)CT(X,09(X)) Cos(X) CT(X,05(X)) C---C op(X) CPV
~ —_— —— —— ——

dim=n —2n —on+1 —3n+1 —3n+2 —4n42 =kntk—1
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2.1.8 Variété duale

La notion de dualité projective, et notamment les variétés projectives appelées
variétés duales, ont été intensivement étudiées dans le domaine de la géométrie
algébrique, car permettant notamment de reconstruire n’importe quelle variété pro-
jective a partir de ses hyperplans tangents [256].

Pour tout espace de Hilbert H, on note par H* I'espace de Hilbert dual, c’est a dire
I’espace vectoriel défini par les formes linéaires sur H. D’autre part, en se plagant dans
le contexte de la géométrie projective, le dual P(H)* de I'espace projectif lié a I'espace
de Hilbert H correspond a l’espace projectif du dual de H [256]. En d’autres termes on
alP(H)* = P(H*), et tous les points de I'espace projectif dual P(H*) correspondent aux
hyperplans de P(H).

On rappelle ci-dessous la notion générale de vecteur dual dans un espace équipé
d’une forme hermitienne [165], La notion de vecteur dual a été rapidement esquissée en
Equations u et |l . dans le cadre du qubit.

Définition 20. Soit H un espace de Hilbert et H* son espace dual. Alors pour tout
(a] € H*, P'hyperplan H,, dual du point [a] € P(H*), est le sous-espace de P(#H) défini
par H, = P(at) avec

= {lv) e H [ (afv) =0} .

Inversement, on peut aussi associer a tout point [3] de P(H), associé au vecteur |f3),
un hyperplan dans P(#H*), c’est a dire ’ensemble des hyperplans de P(H) passant par
[5]. 11 vient alors que le dual du dual est I’espace initial, c’est a dire que P(H*)* = P(H).
Cette dualité entre point d'un espace et hyperplan de I'espace dual est illustrée dans le
cas de P? en Figure [2.1]

[~ =29

) Un point dans (P?)* ) Une ligne dans (P?)*

FIGURE 2.1 — Représentation graphique dans P?, de la dualité entre points et lignes de
I'espace projectif dual (P?)* [106].

A partir de ces définitions de base, nous pouvons a présent définir la notion de variété
projective duale. Soit X C P(H) une variété algébrique. Nous renvoyons le lecteur a
la Section pour la définition de 'espace tangent T, X & X au point z € X. Pour
tout hyperplan H C P(H), on dit que H est tangent a X au point z, si H contient
I’espace tangent T, X. On définira alors la variété duale de la variété X, et on notera
X* C P(H"), la fermeture (au sens de Zariski) de I’ensemble des hyperplans tangents a
X [106, 256, [165] :

X'={HePH) |JreX, T,X CH} CP(H"). (2.26)
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Une maniere équivalente de voir la variété duale est de la définir comme ’ensemble
des hyperplans H € P(H*) tels que la section X N H ne soit pas lisse et comporte des
singularités [106], 256, M35, 137]. Cet aspect sera notamment développé au Chapitre
pour permettre une classification de 'intrication par I’étude des singularités de cette
section hyperplane.

La variété duale X* est une variété projective a part entiere, et son dual est donné
par (X*)* = X d’apres le théoreme de bidualité [106, 135]. D’une maniere générale,
on s’attend a ce que X* soit une hypersurface : on a dim(X) degrés de liberté pour
choisir x, et codim(X ) — 1 degrés de liberté pour choisir H qui contient 7,,X . Lorsque la
variété duale est une hypersurface, un unique (a un scalaire pres) polynéme homogene
irréductible définit X* et est appelé X-déterminant ou hyperdéterminant, noté Ay
ou Detx, définissant la variété duale par ’équation Detx = 0. Les points appartenant
a la variété duale X™ sont dits dégénérés et les points a I'extérieur de cette variété sont
dit non-dégénérés.

Exemple 4. Dans le cas ou la variété considérée X = Seg(P" x P™) est la variété
de Segre a 2 facteurs, alors la variété duale X* est I'hypersurface définie par le fait
que le déterminant (de la matrice associée) est égal a 0. La variété duale dans le cas
o X = Seg(P! x P! x P!) a été étudiée par Cayley, et son équation est définie par
I’'annulation d’un polynome quartique appelé 'hyperdéterminant de Cayley [59,[58]. <

Exemple 5. Un autre exemple est celui de la variété duale de la variété de Vero-
nese, et le polynome associé sera alors appelé discriminant [106, 202]. L’étude et
la détermination des hyperdéterminants pour différentes variétés duales a beaucoup
intéressé les géometres algébriques, et demeure un probleme difficile lorsque les dimen-
sions des variétés considérées augmentent [106, 180} 143, 48, 202, (0. O

La variété duale de la variété de Segre, ou d’autres variétés, et I’hyperdéterminant
associé peuvent étre utilisés pour caractériser ou étudier les classes d’intrication des
systemes a plusieurs qubits [190], 135], 137, [136] 131} 138, 149]. Cet objet qu’est I’hy-
perdéterminant reviendra de maniere récurrente tout au long de ce manuscrit, car per-
mettant de discriminer qualitativement certaines classes d’intrication en fournissant
une interprétation géométrique, et permet aussi de quantifier I'intrication et d’étre vu
comme une mesure possible de ce phénomene non-local.

2.2 Intrication quantique

L’intrication quantique, aussi appelée enchevétrement quantique, est un phénomene
physique apparaissant a 1’échelle subatomique et n’ayant pas d’équivalent (connu a ce
jour) dans le monde macroscopique. Ce phénomene a été historiquement questionné et
formalisé par Einstein et Schrodinger notamment, et cela depuis 1935 déja [234], 235, [94].
Il est souvent interprété comme une liaison non-classique entre plusieurs particules
quantiques, constituant une corrélation et une dépendance entre les états des différents
systemes quantiques, et ce, indifféremment de la distance séparant ces systéemes dans
I’espace. La notion d’intrication invite souvent celui qui I’étudie a considérer ’état des
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particules intriquées comme un systeme unique, sans pouvoir exprimer explicitement
I’état d’'une seule de ces particules.

La nature et la réalité physique de I'intrication quantique n’est toujours pas connue
a ce jour, et différentes théories sont mises en avant pour expliquer ou interpréter ce
phénomene a la lumiere de la ” physique moderne” [107, 120}, 15, 252], 186, 151, 249, 105].

Une des manieres les plus intuitives de définir l'intrication, d’un point de vue
mathématique, est d’introduire la notion de séparabilité. Un systeme quantique est
dit séparable, si 'on peut justement séparer chaque composante, chaque particule,
formant le systeme quantique, et si 'on peut considérer 'état de chaque particule
indépendamment de ’état des autres particules du systeme. Mathématiquement, cette
séparation est synonyme de factorisation de ’écriture du systeme complet en produit
de vecteurs représentant 1’état de chaque particule. En effet, si pour un systeme |¢)
a n-qubits, on connait I’état |¢;) de chaque particule, alors I’état |¢)) peut toujours
s’écrire :

) = Y1) @ [th2) @ -+ @ [thy) - (2.27)

Un état |¢) sera donc séparable s'il peut toujours s’écrire comme le produit ten-
soriel des états |1);) représentant chaque particule. Il apparait ici clairement que les
points de la variété de Segre (voir Section correspondent effectivement aux états
séparables. Ceci implique que tous les états purs n’appartenant pas a la variété de
Segre sont intriqués, ce qui est théoriquement relativement simple a vérifier (méme si
la difficulté augmente avec la dimension de 'espace de Hilbert). Ceci contraste avec la
difficulté d’établir des criteres nécessaires et suffisants, et implémentables en pratique,
pour 'intrication des états mixtes sous le formalisme des matrices de densité.

Historiquement, c’est I’état de Bell (voir Equation , aussi appelé état EPR) qui
fut le premier état intriqué introduit dans la littérature. Le cas des états a 2 particules
et deux états de base par particule (2-qubits) est considéré comme le cas le plus simple
d’étude de l'intrication, et sert souvent d’exemple pour introduire explicitement la no-
tion d’intrication (voir Section . En travaillant en dimensions supérieures, 1’étude
théorique de l'intrication devient plus difficile, et de nombreux efforts sont actuellement
mis en ceuvre pour développer de nouveaux outils.

Dans cette section, nous présentons les principales notions ayant permis I’étude
qualitative et quantitative de 'intrication quantique dans le cadre de cette these.

2.2.1 Etude de lintrication

Afin de caractériser I'intrication quantique a travers différentes classes d’intrication,
il convient de partitionner ’espace de Hilbert en différentes classes d’équivalences, ou
la relation d’équivalence est définie par rapport aux opérations appliquées aux états
quantiques [16]. En fonction des différentes natures des transformations (ou opérations)
considérées, les classifications associées, et la difficulté de leur mise en place, peut varier.
Nous nous proposons de rappeler les principales abordées dans la littérature.
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Transformations LU

Une propriété fondamentale de l'intrication quantique est qu’elle reste invariante
quelque soit le changement de base local. Plus particulierement, la classe d’intrication
d’un état reste inchangée sous I'application d’opérations unitaires locales (changement
de base préservant les bases orthonormales), appelées Local Unitary (LU) transforma-
tions.

Une transformation U agissant sur un systéme quantique a n particules est dite de
type LU si elle se définit comme le produit de n matrices unitaires locales U; € U(d;, C),
de taille d; x d;, tel que

U=U1 U ® - ®U, . (2.28)

De ce fait, deux états |¢), [0) € H,, sont dit LU-équivalents, s’il existe une trans-
formation LU U telle que |p) = Uly). Ces deux états quantiques partageront alors les
mémes propriétés physiques, dont 'intrication, du fait de 'impossibilité de la créer ou
de la détruire a l'aide de transformations LU. Différents travaux ont été menés afin de
déterminer des criteres nécessaires ou suffisants en ce qui concerne la LU-équivalence
de deux états arbitraires, et des outils permettant de déterminer les formes normales
liées a chaque orbite sous 'action du groupe LU [115] 19, [169] 182] 171].

LOCC et SLOCC operations

Malgré 'aspect local de certaines transformations agissant de maniere locale sur les
particules, il est toujours possible de coordonner les différentes opérations quantiques a
distance, en utilisant un canal de communication classique (le téléphone typiquement).

C’est ainsi que 'on définit le groupe des Local Operations and Classical Communica-
tion (LOCC), représentant au plus pres les actions réalisées lors des expérimentations :
transformations locales unitaires, coordination par communications classiques et mesure
des systemes quantiques manipulés. Le groupe LOCC permet alors de modéliser plus
largement les actions sur les systemes quantiques, par rapport au groupe LU. D’autre
part, dans le cas des états purs (ce qui nous intéresse dans ce travail), il est connu que
deux états sont LOCC-équivalents s'ils sont LU-équivalents [263, [16]. Plusieurs études
de la classification de l'intrication sous 'action du groupe LOCC ont pu étre menées
[199, 32], 33], 108, et c’est un probleme difficile qui intéresse toujours la communauté
[254].

C’est de ce concept que découle le groupe d’opérations SLOCC (Stochastic Local
Operations and Classical Communication). Introduit pour la premiere fois par Bennet et
al. [33], et formalisé plus tard dans [87], le groupe SLOCC s’exprime mathématiquement
comme le groupe des opérations locales inversibles.

Lorsque 1'on s’intéresse aux états quantiques comme étant des vecteurs de 1’espace
de Hilbert H,, = C% @ --- ® C?, un opérateur SLOCC se traduit mathématiquement
comme le produit cartésien de matrices inversibles, modélisant une action réversible
et indépendante pour chaque sous-espace de Hilbert associé a chaque particule (voir

Equation [2.29)),
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2. INTRICATION QUANTIQUE ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE

GSLOCC’ = GL(dl,C) X GL(dQ,C) X oo X GL(dn,C) , (2.29)

ou GL(d, C) désigne le groupe général linéaire, ensemble des matrices inversibles de
taille d x d a coefficients dans le corps des complexes C.

Lorsque nous travaillons dans l'espace projectif P(H,,) associé a 'espace de Hilbert
H,., un opérateur SLOCC se traduit mathématiquement comme le produit cartésien de
matrices inversibles de déterminant 1, modélisant une action réversible, indépendante
pour chaque sous-espace de Hilbert associé a chaque particule, et préservant notamment
les orientations et les transformations projectives (voir Equation [2.30)),

GSLOCC = SL(dl, C) X SL(dQ, C) X oo X SL(dn, C) , (230)

ou SL(d, C) désigne le groupe spécial linéaire, ensemble des matrices inversibles de
déterminant égal a 1 de taille d x d a coefficients dans le corps des complexes C. Sauf
précision de notre part, nous ferons référence a cette derniere définition du groupe
SLOCC tout au long de ce manuscrit.

L’action du groupe SLOCC peut étre vue comme similaire a ’action du groupe
LOCC, si ce n'est que l'équivalence entre deux états n’est pas nécessairement
déterministe. En effet, on introduit un aspect stochastique dans la correspondance entre
les états, et la probabilité de succes d'une opération doit seulement étre non nulle. De ce
fait, les opérateurs SLOCC ne sont pas équivalents a des transformations LU. L’action
d’un élément du groupe SLOCC sur un état quantique peut avoir 'effet d’augmenter ou
de réduire le taux d’intrication (au sens de la mesure de l'intrication par exemple (voir
Section), mais ne peut pas créer de U'intrication (transformer un état séparable en
état intriqué) ou completement détruire de l'intrication entre particules, et ceci méme
en présence d’un processus stochastique. D’autre part, cet aspect non-déterministe des
opérations locales, munies de communication classique, intéresse particulierement les
expérimentalistes [16].

La classification des états quantiques purs, sous I'action du groupe SLOCC a suscité
beaucoup d’intérét et généré beaucoup d’efforts au sein de la communauté scientifique.
Dans certains cas, des résultats de géométrie algébrique, de théorie de la représentation
ou de théorie des invariants, déja établis par le passé, ont permis d’en déduire une
classification pour certains systemes quantiques multipartites [167, [[52], 229, 130}, 257,
260, 267, 155, 212], 201]. La classification de certains systémes a quelques particules sous
I'action du groupe est rappelée dans la prochaine sous-section (voir Section .

En outre, la LOCC-equivalence de deux états quantiques implique la SLOCC-
équivalence de ces deux états, mais la réciproque n’est pas forcément vraie. Ainsi la
classification des états sous I'action du groupe LOCC sera plus fine que la classification
sous I'action du groupe SLOCC.

2.2.2 Classification sous SLOCC

Dans cette section nous nous proposons de rappeler les classifications connues sous
SLOCC pour les systemes purs a plusieurs qubits, en traitant le cas des 2-qubits, des
3-qubits et des 4-qubits.
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Cas des 2-qubits

Le cas des systemes a 2 particules a 2 états est historiquement celui qui a permis de
définir le phénomene d’intrication. Dans ce cas, la classification est simple et binaire :
un systeme a 2-qubits est soit séparable soit intriqué. Les représentants respectifs de
ces deux classes d’équivalence peuvent étre choisis comme étant 'état |00) et 'état
% (|00) + |11)). Le second état est connu sous le nom d’état |EPR) ou d’état de Bell,

en référence au paradoxe EPR et a 'inégalité de Bell [94], 28].

Dans le cas des systemes purs a 2-qubits, déterminer a laquelle des deux classes
appartient un état peut se faire de maniere assez directe. En effet, si on considere un
état |¢) € Hy = C? @ C? tel que

|’¢> = CL00|OO> + CL01|01> + CL10|10> + CL11|].1> . (231)

alors I'état est séparable si et seulement si agga;; — aigagr = 0. Si on représente le
tenseur [1)) sous la forme d'un vecteur multidimensionnel, c¢’est a dire ici une matrice
2 x 2, alors on a

) ~ (aoo a“’) , (2.32)

L’équation agyai; —aipapr = 0 permettant de distinguer les états séparables des états
intriqués peut alors étre interprétée de différentes manieres. Elle est a la fois I'unique
équation définissant la variété de Segre X = Seg(P! x P') pour les 2-qubits, car elle
est en effet le seul 2 X 2 mineur associé a la représentation matricielle de I'état [1)).
Cette équation est aussi le déterminant de la matrice, et par conséquent est I’équation
définissant la variété duale X*. On comprend alors que les états dégénérés correspondent
dans ce cas exactement aux états séparables.

Cas des 3-qubits

Le cas des 3-qubits est le premier a illustrer l'existence d’états intriqués non-
équivalents (les états |GHZ) et |W) par exemple, voir Table 2.1)), comme cela a été pu-
blié la premiere fois par Diir et al. [87]. On dénombre six orbites sous 'action du groupe
SLOCC pour les systemes a 3-qubits. Du point de vue de la géométrie algébrique, la
classification des systemes a 3-qubits (voir Table peut étre décrite a ’aide notam-
ment de la variété de Segre, la variété des tangentes et sécantes, et la variété duale
[135]. Par ailleurs, une autre interprétation géométrique des classes d’intrication pour
les systémes a 3-qubits a été proposée par Levay dans [I83].

Les états séparables correspondent, comme précédemment, aux tenseurs de la variété
de Segre, donc aux tenseurs de rang 1, et sont des tenseurs dégénérés.

Les états bi-séparables correspondent aux systéemes quantiques qui peuvent se
décomposer sur la forme de deux sous-systemes indépendants : le premier sous-systeme
est composé d’une particule, et le second est composé de deux particules intriquées.
Ces tenseurs s’écrivent donc sous la forme du produit tensoriel d'un qubit et d’'un état
équivalent a un état EPR. Le rang de ces tenseurs est égal a 2, et ces derniers sont
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2. INTRICATION QUANTIQUE ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE
Orbite Formes normales Classe Rang | Ayyy de Cayley
Og |000) + |111) GHZ 2 #0
Os |001) 4 ]010) + |100) W 3 0
O, |001) 4 |111) Bi-Séparable C-AB | 2 0
Os |100) + [111) Bi-Séparable A-BC | 2 0
O, |010) + |111) Bi-Séparable B-CA 2 0
O, |000) Séparable 1 0

TABLE 2.1 — Classification de l'intrication sous SLOCC pour les systemes a 3 qubits
[135, 147].

considérés comme des états dégénérés, car annulant I’hyperdéterminant de Cayley Aggs
(définissant la variété duale pour les 3-qubits).

L’état |W) s’écrit comme la somme des états de base dont 1'écriture binaire a une
distance de Hamming avec 1’écriture binaire de 'état |000) égale a 1. C’est un tenseur de
rang 3, mais de rang de bord égal & 2 (voir Exemple [3]) qui appartient géométriquement
a la variété des tangentes [I135], et est aussi un tenseur dégénéré.

Remarque 21. Comme évoqué précédemment, les variétés des tangentes sont des variétés
auxiliaires intervenant notamment dans le probleme de classification de l'intrication
sous le groupe SLOCC, permettant une stratification de I’espace ambiant en termes de
classes d’équivalences sous 'action du groupe SLOCC. En particulier, I’état |W) des
3-qubits appartient & la variété des tangentes 7 ( Seg(IP* x P! x P')), mais pas a la variété
des sécantes o3 ( Seg(P* x P x P')) = P [135).

L’état |GHZ) est quant a lui le seul type d’intrication représenté par des tenseurs
ne figurant pas sur la variété duale a la variété de Segre, et par conséquent n’annule
pas I'hyperdéterminant de Cayley. Les états de type |GHZ) sont des tenseurs de rang
2, car ils sont les tenseurs génériques de la variété des sécantes oo(X).

Du point de vue des variétés des sécantes, la premiere sécante remplit déja tout
Despace, cest & dire que o2 ( Seg(P* x P! x P')) = P” = P(C* ® C? ® C?), et ses états
généraux correspondent aux états de type |GHZ). Les sous-variétés incluses dans cette
variété modélisent des états d'un type d’intrication différent, comme 1’état |W) ou I'état
bi-séparable, ce dernier pouvant étre vu comme un état de la variété associée au produit
P! x oy(Seg(P* x PY)) [135].

Cas des 4-qubits

L’espace de Hilbert H4 = C2@C?®@C?®C? pour les 4-qubits est connu pour contenir

un nombre infini d’orbites sous l'action du groupe Gsrocc = GlLa(C) x GLy(C) X
GLs(C) x GLa(C).

Néanmoins, en 2002, Verstraete et al. [262] propose une liste de neuf formes nor-

males, définies par des parametres, permettant de paramétriser toutes les orbites sous
l'action du groupe SLOCC (en intégrant les permutations de qubits). Cette liste de
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2.2. Intrication quantique

familles a par la suite été corrigée est republiée en 2006 par Chterental et Djokovic [72].
Nous utiliserons cette derniere tout au long de ce manuscrit afin de désigner les familles
d’intrication correspondantes (voir Table [2.2)).

Gapea = “2(]0000) + [1111)) + 252(|0011) + [1100))+
b (10101) + [1010)) + 55<(|0110) + |1001))

Labe, = “£2(]0000) + [1111)) 4 %2(]0011) + [1100)) + ¢(]0101) + [1010)) + |0110)
Lasb, = a(]0000) + [1111)) + 5(|0101) + |1010)) + [0011) + [0110)

La, = a(]0000) + [1111)) + 4£2(]0101) + [1010)) + 452 (]0110) + [1001))+
—(|0001) + 0010) — [0111) — [1011))

Lq, = a(]0000) +]0101) + [1010) + |1111)) + 4]0001) + [0110) — ¢|1011)
Layo,,; = a(|0000) + [1111)) + |0011) 4 [0101) + [0110)
Lo, = |0000) +[0101) 4 [1000) + [1110)
Lo, ,; = [0000) +[1011) 4 [1101) + [1110)

Lo — 10000) + [0111)

3@T03@T

TABLE 2.2 — Les 9 familles (corrigées) de Verstaete et al.

Nous définissons également un sous-ensemble de H,, appelé le cone nilpotent, défini
comme l’ensemble des états annulant tous les polynomes invariants. En pratique, on
définit la projectivisation A du cone nilpotent comme étant 1’ensemble

N ={I¥) e P(H) / H(|¥)) = L(|¥)) = M(|¥)) = Da(|¥)) = 0} . (2.33)

Nous renvoyons le lecteur vers la Section pour la définition d’un invariant et
d’'un covariant, et vers I’Annexe pour 'expression de ces invariants.

Le cone nilpotent renferme 31 orbites sous ’action du groupe SLOCC. Si on autorise
I'action par permutation des 4-qubits (par le groupe symétrique S;), ces 31 orbites
peuvent étre réduites a 8 strates d’orbites non équivalentes notées Gry, Grs, ..., Grs,
formant une chaine d’inclusion (la fermeture des orbites de la strate Gr;,; contient les
orbites de G'r;). En particulier, la strate Gy ne contient qu'une seule orbite : celle des
états séparables.

Pour permettre la distinction entre les différentes strates du cone nilpotent, un en-
semble de polynomes définis comme somme ou produits de covariants peut étre utilisé :
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Pp = Baago + Bao2o + Baooz2 + Boazo + Bozoz + Booze, (2.34)
Pg = Ca111 + Ciain + Crazy + Chaa, (2.35)
P = Cs111 - Cigir - Chast - Chaas, (2.36)
P}, = Dagoo + Doaoo + Dooso + Dooos, (2.37)
P}, = Dagoo + D020 + Daooz + Dozzo + Dozoz + Dooas, (2.38)
Pp = F21220 + F21202 + F21022 + Fo1222> (2.39)
Pr, = Leooo + Losoo + Looso + Looos - (2.40)

On peut en effet déterminer a quelle strate appartient un état donné en évaluant le
vecteur V' défini dans 'Equation 2.41| Lorsque la valeur du polynéme est non nulle, on
la remplace par la valeur 1 dans le vecteur d’évaluation. Ainsi, les éléments du vecteur
V' ne prendront que des valeurs binaires.

V =[A, Pg, P}, P2, Ph, P}, Pr, Pr) . (2.41)

A partir de la valeur de ce vecteur évaluation, on peut distinguer les différentes
strates du cone nilpotent, ceci étant représenté dans la Table

Strate Forme normale Vecteur V'
Grs | |0001) 4+ [0010) + |0100) + [1000) + |1100) + |1010) + |0110) | [1,1,1,1,1,1,1,1]
Gry |0100) + [0001) + |1100) 4 |1010) 1,1,1,1,1,1,1,0]
Grg |0000) + [1000) + |0100) + [0010) + |0001) + [1001) 1,1,1,1,1,1,0,0]
Grs |0001) + [0010) + |0100) + [1000) 1,1,1,1,0,0,0,0]
Gry |0000) + |1110) [1,1,1,0,1,0,0,0]
Grs |0011) 4 |1001) + |1010) [1,1,1,0,0,0,0,0]
Grs |0000) + |0011) [1,1,0,0,0,0,0,0]
Grq 1000) [1,0,0,0,0,0,0,0]

TABLE 2.3 — Formes normales des strates du cone nilpotent pour les 4-qubits, et vecteurs
d’évaluation des covariants correspondants [136].

En 2014 et 2017, Holweck et al. proposerent un algorithme, basé sur le calcul de
polynomes invariants sous ’action du groupe SLOCC, permettant de déterminer, pour
un systeme a 4-qubits donné, la famille de Verstraete et al. correspondante, ainsi que la
strate du cone nilpotent (dans le cas ou I’état annule tous les invariants fondamentaux)
[137, [138]. Ces algorithmes sont détaillés en Annexe [A.4] et permettront notamment
de mettre en évidence les familles d’intrication apparaissant au cours d’algorithmes
quantiques dans les Chapitres [3] et . Ces algorithmes ont également récemment été
utilisés pour étudier l'intrication des états a 4-qubits apparaissant dans des circuits
quantiques composés de portes ¢ — Z et SWAP [22].
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2.2.3 Mesure de l’'intrication

Une mesure de l'intrication a pour objectif de quantifier le taux d’intrication présent
dans un systeme quantique. Pour étre considérée comme une mesure de l'intrication,
une mesure doit répondre a un certain nombre de criteres du point de vue mathématique
[260]. Une mesure de I'intrication :

est une fonction & valeur dans R,

est invariante sous l'action d’opérations locales unitaires,
n’augmente pas sous ’action du groupe Grocc,

est nulle pour les états séparables.

Une mesure de l'intrication qui diminue sous ’action du groupe Grocc est appelée
Entanglement Monotone. On définit aussi la notion de Entanglement Witness (témoin
d’intrication), qui n’est pas équivalente aux deux concepts précédents, et qui a pour
but de pouvoir détecter I'intrication dans un systeme quantique.

On se propose a présent d’introduire les principales mesures de 'intrication utilisées
dans le cadre de ce travail.

Mesure géométrique de l’intrication (MGI)

Une des mesures de 'intrication est celle connue sur le nom de Geometric Measure of
Entanglement (GME). Introduite par [53] et [271], elle consiste a mesurer la distance
minimale entre un état donné [¢) € H,, et 'ensemble des états séparables. En pratique,
cela revient a chercher I’état séparable |®) (pas nécessairement unique) maximisant la
quantité | (®|v)|. Cette mesure est directement adaptée a I’étude de l'intrication pour les
systemes a plusieurs particules. On définit alors la mesure géométrique de l'intrication
E, comme suit :

Ey(|)) = Join —log, |(®[¥)|* = —log, lgg§n|<<1>|¢>|2, (2.42)

avec 9, l'ensemble des états séparables pour les systemes a n-qubits. Il existe, en
outre, d’autres manieres de définir la GME dans la littérature. La mesure groverienne
de l'intrication, inspirée par 'algorithme de Grover (voir Section et introduite
par Biham et al. [38], notée Eg se définit comme suit pour un état |¢)) & n-qubits :

Ec(l¢)) =1~ max \(CDWH (2.43)

|®)e

On remarque que si |¢) appartient a la variété des états séparables, la quantité
maxa)cs, |(P|Y)| sera toujours égale a 1, et par conséquent Fy(|¢)) = Eg(|)) =0

L’implémentation de la MGI peut étre vue comme un probleme d’optimisation, dans
la mesure ou 'on recherche une approximation de 1’état séparable le plus proche (ou le
plus éloigné selon la définition adoptée) de 1'état intriqué a mesurer. Teng propose une
méthode efficace pour le calcul de la MGI en utilisant des méthodes de décompositions
de tenseurs [255]. Dans le cas spécifique des tenseurs symétriques, Hitbener et al. ont
démontré que I’état séparable le plus proche de tout état symétrique multipartite est
nécessairement lui méme un état symétrique [142].
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Polynémes de Mermin

L’inégalité de Bell a historiquement été mise en place pour remettre en question les
différentes théories a variables cachées [28]. Plus précisément, I'inégalité de Bell permit
de mettre en évidence les aspects stochastiques et probabilistes des corrélations lors
de la mesure, prédites par la mécanique quantique, et non explicables dans le contexte
d’un réalisme local comme celui proposé par Einstein, Podolski et Rosen [94]. De plus,
ces inégalités se présentent comme de potentiels détecteurs d’intrication, comme 1'est
I'inégalité de Bell pour les états a 2-qubits [I10]. La violation de ces inégalités révele
alors une présence de non-localité dans le systeme étudié, ce qui implique la présence
d’intrication quantique.

Certains états sont donc amenés a violer ces inégalités associées a un protocole
expérimental, réalisé concrétement pour la premiere fois par Aspect [14], et il peut
alors étre intéressant de pouvoir généraliser ces inégalités a des systemes a n-qubits
pour pouvoir en étudier l'intrication. Les polyndomes mis en place par Mermin [I8§],
permettent de définir des inégalités de type Bell, permettant d’étudier les corrélations
entre un nombre arbitraire n de particules.

Comme cela est le cas dans la définition du protocole expérimental associé a la
réalisation de l'inégalité de Bell, on définit deux dispositifs de mesure pour chaque
particule du systeme quantique considéré. Ces derniers seront modélisés par des ob-
servables (voir Section , et on définira alors n couples d’observables notés A; et
A;', modélisant les deux bases de mesure pour chaque qubit. On rappelle ici que ces
observables peuvent s’exprimer comme une combinaison linéaire normalisée des portes
de Pauli, comme suit :

A, = G,L)(X + ai,yY + ai,ZZ, avec a'i,X2 + ai7y2 -+ ai722 =1, (244)
Al = a; x X + a; Y +a; ,Z, avec (a;,x)2 + (a’/i,Y>2 + (a;,2)2 =1. (2.45)

Le polynome de Mermin, noté M,,, peut en effet étre défini de maniere récursive
[273], comme suit :

Ml = A17
Mn — %(Mn—l ® (An + An/) + Mn—ll ® (An . An/)> ) (246)

avec M, s’exprimant comme l’observable M; mais en remplacant les observables
avec apostrophe par des observables sans, et vice versa, ce qui nous donne :

M, =AY,
/ / / , . 2.4

Par ailleurs, il également possible de généraliser ces polynomes de Mermin a des
systemes quantiques dont les particules possedent plus de deux états de base, comme
cela est le cas pour les systémes & plusieurs qutrits par exemple [6].

A titre d’exemple, nous nous proposons d’étudier les polynomes de Mermin dans le
cas de systemes 2-qubits. Dans le cas ou n = 2, avec [¢)) € Hy nous obtenons alors le

polynome
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1 / / /
M2:§<M1®(A2+A2)+Ml®(A2_A2)>7 (248)

1
zm=§@@%+Aﬂy+m%rﬁw@j, (2.49)

qui correspond, a un facteur pres, a I'opérateur de I'inégalité de CHSH utilisée pour
prouver le théoreme de Bell [74]. On notera ’évaluation de la valeur absolue de la valeur
moyenne des résultats de la mesure par I'observable Ms, pour un état fixé i), par :

(My) = [{¢[Ms[)] - (2.50)

Le polyndome M, est alors paramétré par les observables A;, A, Ay, Ay'. De
maniere générale, le polynome de Mermin M,, est uniquement déterminé par les fa-
milles d’observables {A;, A;'};, eux méme paramétrés par les différents coefficients

{.. L aix,aiy,az, ...}

Si 'on cherche a évaluer le polynome de Mermin pour I'état intriqué a 2-qubits
|EPR) = \/Li (|00) + |11)), alors on obtient le polynéme Cgpg suivant :

Cepr = a1,x02 x — Q1,yQ2y + Q1,702 7

! ! !
tai1xa; x — a1,ylyy + 1,205 7 (2.51)
/ / / *
Ty xA2.x — Gy yA2y + a1 7027

/ / / / / /
Ty xy x — Gy yQyy + a1 705 7 .

Chercher a maximiser la valeur absolue du polynéme |Cgpg|, c’est chercher a
déterminer le jeu d’observables permettant une violation maximale des inégalités et
donc une présence confirmée de 'intrication, et cela revient a trouver la valeur des co-
efficients maximisant cette quantité. On démontre qu’une solution possible, permettant
d’atteindre la valeur maximale |Cppgr| = /2, est décrite par les parametres suivants :

(a1X7a1Y7a1Z) (07071)7
(al,Xa ayy,ay Z) = (1,0, 0)7

(GQ,Xaa2,Y7a2,Z) = (\%, 0, %) (2.52)
! / / 1 1

(a2,X7 Aoy a2,Z) (757 0, 75)

ce qui revient a choisir les observables comme étant égaux a

Z+X |, Z-X
V2 1T V2

Sous les hypotheses du réalisme local, comme proposé en 1935 par Einstein et al.
[94], en proposant de maniere déterministe une valeur dans {—1, 1} comme résultat de
mesure associé a chaque observable, on démontre que la valeur associée au polynome
de Mermin est bornée par 1, et on notera (M, ) <1 [76].

Al == Z7 All = X, A2 - (253)

En revanche, du point de vue de la mécanique quantique, certains états in-
triqués, ne connaissant pas d’équivalents classiques, permettent d’atteindre des va-
leurs supérieures a 1, et donc de violer I'inégalité précédente. D’autre part, il a été
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démontré que la valeur maximale possible dans I’évaluation du polynome de Mer-
. n—1 . . 4

min est de 272, avec n le nombre de qubits, et est atteinte pour tous les états

\GHZ,) = \/Li (J0)*™ + |1)®") généralisant I'état de Greenberger-Horne-Zeilinger pour

les 3-qubits [76, 66]. On modélisera alors cette limite par inéquation (M,)MQ < 2"

En revanche, si un état ne viole pas une inégalité, cela n’implique pas forcément
une absence d’intrication. Des lors, une maniere d’'utiliser les polynomes de Mermin est
d’évaluer ces polynomes, pour diverses configurations d’observables, et de comparer la
valeur obtenue, lors de I’évaluation du polynome, a la limite classique (qui est fixée a 1,
quelque soit le nombre de qubits n). Les polynomes permettraient donc d’apprécier (ou
non) un degré de violation pour des états quantiques fixés. De plus, il pourra aussi étre
intéressant de rechercher quel peut étre le jeu d’observable permettant de maximiser
cette valeur absolue du polynome, et donc d’en déduire la violation maximale possible
pour un état, et cette fois ci de la comparer a la limite maximale de 2"

Cette quantité maximale peut en fait aussi eétre utilisée pour détecter la présence
d’intrication en observant une violation de l'inégalité classique, mais aussi pour ca-
ractériser certaines classes d’intrication sous 1’équivalence LU. En effet, il a été démontré
[BT] que cette quantité maximale est invariante sous I'action du groupe LU. Cette pro-
priété est celle exprimée dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit [¢)) € H, un état a n-qubits, et {A;, A;'}; les familles d’ob-
servables sur un qubit définissant le polynome de Mermin M,, comme décrit dans
I’Equation . On définit alors la quantité u(|y)) comme étant :

plle)) = max (| Mn[y)] - (2.54)

{Ai, A"}

Si les états [1q) et |1ho) sont LU-équivalents, alors nous avons p(|1)) = u(|is)). La
fonction u est donc invariante par transformation LU.

Démonstration. Soit 1)) € H, un état a n-qubits. Nous rappelons qu'un observable
A sur un qubit, aux valeurs propres {—1,1} peut toujours étre exprimé comme A =
axX+ayY +azZ, avec ax,ay,ay; € Ret ax?+ay?+az? = 1. Pour l'action g.A = ¢g'Ag
sur A, par conjuguaison, avec g € U,(C) une matrice unitaire, nous avons g.A = A =
axX +ayY +dayZ, avec dy, dy,dy € R et ax?+ ay? + dz% = 1. De ce fait, A est aussi
un observable sur un qubit, avec un spectre égal a {—1,1}.

Soit V' = (a1x,a1y,01,2,01.x,01y,01 7, -, 0nx,0ny,0nz) un tuple de 6n pa-
rametres définissant un polynéme de Mermin M, (V). Alors la quantité

() = max (@M (V)] (2.55)

VERSn a; x2+a;y 2 +ai z2=1ai x*+aiy*+ai z°=1
existe, car c’est le maximum d’un polynéme de degré n a 6n variables (au plus),

sous les contraintes de normalisation ai,X2 +ai7y2 +ai,22 =1let a{X2 + a{,y2 —l—a;Z2 =1.
Notons V' un tuple de parametres maximisant le module de (| M, (V)|1), c’est a dire :

p(lv)) = [ Ma (VO] - (2.56)
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Soit un état |¢) a n-qubits LU-équivalent a [¢). Alors il existe g = (g1,...,9n) € LU,
tel que |¢) = G|¢) avec G = ¢; ® - - - ® g,,. Alors nous avons

WIML(V)[) = ((0]GT) GML(VI)GH(GI)) = (el Ma (V")) (2.57)
pour un certain tuple de parametres V”. Nous pouvons alors en déduire que
u(1¥)) < ulle)) - (2.58)

De plus, on peut remarquer que [¢)) = GT|¢) est aussi vrai. Par un raisonnement
similaire, on en déduit que u(|1)) > u(|p)), et on peut alors en conclure que pu(|1)) =

p(le))-
O

De ce fait, il apparait naturel de I'utiliser pour caractériser certaines classes d’in-
trication sous ’action du groupe LU, mais également comme mesure ou détecteur de
violation et d’intrication [3], [7]. L’implémentation de cette mesure de violation implique
I'implémentation de méthodes d’optimisation, et ceci est discuté indépendamment en
Annexe[A.8 Cette mesure sera notamment utilisée en Partie [[] pour étudier 1’évolution
de la violation de ces inégalités au cours d’algorithmes quantiques.

Invariants polynomiaux et algébriques

Certains polynomes et invariants, dont I'interprétation géométrique est parfois liée
a la notion d’intrication, sont aussi mentionnés dans la littérature comme pouvant
constituer des mesures de l'intrication lorsqu’ils sont évalués sur des états quantiques
[5]. Cet aspect sera abordé notamment tout au long des prochains chapitres.

Un invariant est un polynome donc I’évaluation reste inchangée sous une transfor-
mation (ou sous 'action d'un groupe) donnée. Dans notre cas, nous nous intéressons
aux invariants sous l'action du groupe SLOCC. Parmi ces invariants nous pouvons
citer I'hyperdéterminant, les invariants fondamentaux, le discriminant (pour les états
symétriques) et I’hyperpfaffien (pour les états fermioniques). Ces polynémes s’annulent
lorsqu’ils sont évalués sur des états séparables, et peuvent a la fois servir a mesurer
I'intrication d’un point de vue quantitatif et qualitatif.

Enfin, nous pouvons également citer la notion de rang de tenseur comme une mesure
algébrique de l'intrication, notion que nous exploitons tout au long de nos travaux.

Autres mesures

Pour les états bipartites, c’est a dire appartenant a un espace de Hilbert défini
comme le produit tensoriel deux espaces de Hilbert, la décomposition de Schmidt peut
étre utilisée pour déterminer si I'état formé de ces deux parties est séparable ou non
[216l, 30]. Ce critere est d’ailleurs aussi applicable aux états mixtes (voir PPT criterion
aussi [247, 64, 232], B0]). Une généralisation de cette décomposition peut aussi amener
a quantifier le degré d’intrication [95].

La notion d’entropie, introduite notamment en théorie de 'information par Shan-
non [240], est également présente dans le domaine de l'information quantique et est
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également liée a la notion d’intrication quantique [46) [141]. Différentes définitions
existent lorsqu’elle est liée a un état quantique a plusieurs particules [31, [119]. Nous
pouvons citer les plus connues dans la littérature : I’entropie de Von Neumannﬁ [199],
Pentropie de Rényif] [225], entropie de Tsallisf] [259], etc.

Bien d’autres chercheurs et scientifiques se sont intéressés a la proposition et a la
mise en place d’autres mesures de I'intrication, que ce soit pour des états purs ou mixtes.
Nous pouvons citer ici une partie de ces travaux a titre informatif [285] 265], 214, [71]
258, [68, 1041, 178, B0]

4. John von Neumann (1903 — 1957) est un mathématicien et physicien américano-hongrois. Il
est connu pour ses contributions en mécanique quantique, en analyse fonctionnelle, en théorie des
ensembles, en informatique, en sciences économiques et dans d’autres domaines des mathématiques et
de la physique.

5. Alfréd Rényi (1921 — 1970) est un mathématicien hongrois, ayant apporté des contributions dans
les domaines de la combinatoire, de la théorie des graphes et de la théorie des probabilités.

6. Constantino Tsallis (né en 1943) est un physicien grec naturalisé brésilien. Il est connu pour ses
travaux en physique théorique et en statistiques.
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Deuxieme partie

L’Intrication Quantique dans les
Algorithmes Quantiques
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La discipline du calcul quantique, et les algorithmes associés, est de plus en plus
considérée comme plus puissante et performante que son équivalent classique. Les tra-
vaux de Feyman [99] constituent un argument pionnier et de taille, mettant en avant
le fait que la simulation de I’évolution d'un phénomene quantique général nécessite
des ressources de calcul classique exponentiellement plus importantes que les ressources
physiques nécessaires pour I'implémentation physique du phénomene ou processus quan-
tique en lui méme [154].

S’intéresser aux avantages, en termes de rapidité et de puissance de calcul, fournis
par les algorithmes ou processus de calculs quantiques en comparaison avec l'informa-
tique classique, c’est aussi caractériser et s’intéresser aux phénomenes non-classiques
et a la nouvelle philosophie du calcul intervenant dans les algorithmes quantiques pro-
posés dans la littérature. Parmi ces phénomenes, pressentis pour expliquer les gains en
temps et ressources de calcul pour certains algorithmes quantiques, figure le phénomene
d’intrication quantique.

Dans cette partie, nous nous focaliserons sur I’étude des deux algorithmes quantiques
introduits au premier chapitre (voir Section , plus précisément celui de Grover et
de Shor. Nous illustrerons notre étude par l'application concrete de ces algorithmes
pour des cas précis de systemes quantiques, parmi lesquels figurera le cas des 4-qubits.
C’est dans cette mesure que nous introduisons tout d’abord les algorithmes et outils
utilisés pour déterminer le type d’intrication (ou de famille associée) pour un état a
4-qubits donné. Nous nous intéressons ensuite a l'algorithme de Grover et étudions
I'intrication des états générés par 'algorithme, en fonction de la taille du systeme et
du nombre d’éléments marqués notamment. Nous cloturons cette partie par 1’étude
de l'intrication dans l’algorithme de Shor, notamment l'influence de la Transformée
de Fourier Quantique sur l'intrication de registres quantiques ou d’états périodiques.
Les études de ce chapitre sont a la fois axées sur un aspect quantitatif et qualitatif de
I'intrication, et ce pour les deux algorithmes, en utilisant des outils originaux permettant
de mettre en perspective les précédents résultats et travaux sur la question.
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CHAPITRE 3

ALGORITHME DE GROVER ET INTRICATION

“Search the whole world until you meet yourself”, Marjory Sheba.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a l'intrication dans ’algorithme de Grover.
Le principe de ’algorithme et les notations adoptées ont été introduits en Section [1.2.1
Dans un premier temps, nous présenterons un état de I’art des études menées en ce qui
concerne 'implication de 'intrication quantique dans I’algorithme de recherche de Gro-
ver. Dans un second temps, nous présenterons notre étude, d'un point de vue théorique
et qualitatif, de 'intrication dans I’algorithme de Grover, en étudiant un certain nombre
de cas ou les types d’intrication générés par ’algorithme seront explicitement précisés.
Nous proposerons enfin d’étudier 1’évolution de I'intrication au cours de 'algorithme en
utilisant des mesures numériques de l'intrication. Enfin, nous concluons cette section
par une breve synthese et discussion des résultats obtenus.

Nous présentons principalement dans ce chapitre nos travaux issus des articles
[133], 147, BT]. Dans ces trois articles, nous avons étudié par avec co-auteurs la question
de l'intrication dans l'algorithme de Grover. Dans le premier article [I33], nous nous
intéressons a la nature de l'intrication des états générés par l'algorithme de Grover
en utilisant des outils provenant de la géométrie algébrique. Nous établissions un lien
entre l'intrication des éléments générés par 'algorithme de Grover et certaines variétés
algébriques auxiliaires construites a partir de la variété des états séparables. Une in-
terprétation qualitative et géométrique des précédents travaux, comme ceux de Rossi
et al. [226], 227], a pu étre proposée. Certains cas ont été étudiés en détail comme celui
des 3-qubits. Dans un second article [147], et dans le méme esprit que notre précédent
travail, nous étudions le cas des 4-qubits, en détaillant quels types d’intrication peuvent
étre générés a l'aide de 'algorithme de Grover, en fonction des éléments marqués. Dans
un récent travail [81], nous nous sommes également intéressés a quantifier 'intrication
au cours de l'algorithme de Grover en utilisant des mesures et détecteurs de l'intri-
cation tres peu investis précédemment dans la littérature, tout en reliant les résultats
numeériques obtenus aux résultats théoriques précédemment établis. Nous nous propo-
sons de présenter conjointement ces travaux et de discuter les précédents travaux sur
la question a la lumiere de nos résultats.
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3.1 Etat de l’art

L’algorithme de Grover est un des algorithmes quantiques les plus célebres dans
la littérature, notamment car il propose de meilleures performances, pour la recherche
d’éléments dans une base de données, que ce qui est proposé en informatique classique.
Bien que sa présence soit liée a I'implémentation de I’algorithme (en termes de choix
de dimensions des systemes quantiques), il a été prouvé que lintrication quantique
intervient tout au long des états de I'algorithme (dans sa version présentée en Chapitre
1)). Néanmoins, son role et sa nature ne sont pas encore totalement cernés. Braunstein
et Pati furent les premiers a démontrer la présence et la nécessité de I'intrication dans
I'algorithme de Grover [45].

En 2002, Biham, Nielsen et Osborne [38] introduisent une mesure de 'intrication,
plus précisément une entanglement monotone, dérivée de 1’algorithme de Grover. A
partir d'un état pur en entrée de l'algorithme, les auteurs étudient la maximisation
P de la probabilité de succes de ’algorithme, et ce, sous 1’action d’opérations locales
unitaires. Les auteurs définissent alors ce que l'on appelle la Mesure Groverienne de

I'Intrication (voir Section [2.2.3)).

La méme année, Forcer et al. [I02] s’intéressent aux roles de la superposition et
de l'intrication quantique dans les calculs quantiques. Leur analyse est illustrée par
une discussion autour d’'une implémentation classique de I'algorithme de Grover. L’ab-
sence d’intrication multipartite implique une croissance exponentielle des ressources
nécessaires a 'implémentation de tels algorithmes quantiques. Les auteurs concluent
que l'intrication multipartite est la propriété clé des systemes quantiques, fournissant
une puissance remarquable aux ordinateurs quantiques.

Biham, Shapira and Shimoni ont analysé, en 2003, la dynamique de I'algorithme de
Grover tout en initialisant I’algorithme avec un état pur |W) arbitraire, au lieu de 'état
de base 0...0) [39]. Les auteurs ont montré que le meilleur moment pour effectuer
la mesure est le méme, pour les deux choix d’états initiaux, dans le cas ou le nombre
d’éléments marqués est le méme. Biham et al. généralisent la Mesure Groverienne de
I'Intrication & plusieurs éléments marqués. Selon les auteurs, tant que |S| << N (avec
N la taille de la base de données) alors la mesure groverienne est indépendante du
nombre d’éléments marqués |S]|.

En 2004, Orus et Latorre ont étudié le comportement de l'intrication lorsque la
dimension du systeme augmente, dans une version adiabatique de I'algorithme de Gro-
ver [207], en précisant que I'entropie de Von Neumann reste une quantité bornée, et ce,
indépendamment de la taille du systeme, et méme au “point critique”. Plus précisement,
les auteurs stipulent que le maximum de ’entropie approche la valeur 1 a une vitesse
proportionnelle a la racine carrée de la taille du systeme, ce qui est le facteur d’agran-
dissement typique de ’algorithme de Grover.

En 2005, Fang et al. [98] se sont attardés sur ’étude du degré d’intrication présent
dans un registre a plusieurs qubits durant I’exécution de I’algorithme, sous le formalisme
des matrices de densité. Les auteurs ont analysé les variations de la concurrence et de
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I’entropie de Von Neumann pour les matrices de densité réduites a un ou deux qubits
d’un registre a n-qubits. Cette analyse a été faite en fonction du nombre d’itérations
et du nombre d’éléments marqués. Le calcul de la concurrence a montré que cette
mesure peut étre mise en relation avec la probabilité de succes de ’algorithme. De plus,
Fang et ses collaborateurs ont observé que la concurrence atteint une valeur maximale
approximativement a la moitié du nombre optimal d’itérations.

En 2008, Iwai et al. [I46] ont publié un article portant sur la mesure de 'intrication
du point de vue de la bipartition d’un systeme a n-qubits, mesure précédemment définie
et étudiée du point de vue de la géométrie de Riemann dans un travail du premier auteur
[145]. Ce dernier travail permit d’établir la distance séparant les états maximalement
intriqués des états séparables. Dans le travail [146], les auteurs déterminent ’ensemble
des états maximalement intriqués les plus proches d’un état séparable, comme on peut
en rencontrer au début de l'algorithme de Grover. Ils apportent la confirmation que,
méme si I’état initial et les éléments marqués sont des états séparables, 1'algorithme
génere une séquence d’états intriqués.

En 2012, Wen et Cao ont tenté de décrire le comportement de l'intrication mul-
tipartite dans ’algorithme de Grover en se penchant sur une version adiabatique de
I'algorithme de recherche [272]. L’entropie de Von Neumann a été calculée pour toutes
les séparations bipartites possibles du systeme quantique. Ceci les mena a une nouvelle
mesure de l'intrication, généralisant la mesure introduire par Meyer et Wallach en 2002
[189]. Ils démontrent l'existence et I’évolution de I'intrication tout au long du processus
de recherche. Par ailleurs, la méme évolution de l'intrication a été observée dans le cas
bipartite et multipartite (début a zéro pour atteindre une valeur maximale au point
critique, puis retour a la valeur zéro). Le comportement symétrique de 'intrication du-
rant I’évolution adiabatique de l'algorithme est aussi mis en évidence dans ce travail.
Nous pouvons aussi citer les travaux de Pati et Braunstein la méme année [217].

Rossi et al. ont étudié en 2013 I'invariance du comportement de l'intrication par
rapport a 'échelle du systeme pour l'algorithme de Grover [226]. Ils ont déterminé
I’évolution quantitative de I'intrication des systemes quantiques générés par 1’algorithme
de Grover, tout au long des étapes de calcul. Ils ont utilisé la Mesure Géométrique
de l'Intrication comme mesure numérique. Les auteurs ont montré que l'intrication
multipartite est toujours présente durant l'algorithme, et I'ont étudié en fonction du
nombre d’itérations de 'algorithme, pour un nombre fixé de qubits. Ils ont trouvé que
le maximum de l'intrication était atteint pour des itérations remarquables et précises
en utilisant la GME, et ceci pour certaines valeurs spécifiques de |S|.

La méme année, Chakraborty et al. ont publié un article [61] dans la méme phi-
losophie que le travail de Rossi et al. [226]. La Mesure Géométrique de !'Intrication
est utilisée pour quantifier et analyser 'intrication tout au long des itérations de 'al-
gorithme. Les auteurs s’intéressent a comment l'intrication varie quand le nombre de
qubits et d’éléments marqués augmente. Leur premier résultat est que le comportement
de la valeur maximale de l'intrication est monotone en le nombre de qubits. Le second
principal résultat est que, pour un nombre de qubits donné, un changement dans les
¢éléments marqués implique un changement dans la quantité d’intrication.
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Une année plus tard, Rossi et al. publierent un nouvel article mettant en relation les
états de Grover aux hypergraphes [227]. La GME est calculée en fonction du nombre
de qubits, et en ne considérant que la premiere itération de ’algorithme de Grover.
Pour différents cas étudiés, les courbes pour un et deux éléments recherchés montrent
le méme comportement : une décroissance exponentielle. Une association entre les états
initiaux de l'algorithme et des hypergraphes est établie, fournissant une interprétation
plus graphique, et permettant de mettre en évidence des propriétés d’intrication pour
ces états, comme la biséparabilité ou la présence de genuine entanglement.

En 2015, Qu et al. [219] ont étudié U'intrication multipartite en utilisant le degré
de séparabilité comme une mesure qualitative de 'intrication. D’autre part, les auteurs
ont aussi utilisé une mesure quantitative de l'intrication introduite par Vidal [264],
appelée le nombre de Schmidt (voir Section . Ces outils de mesure qualitatifs et
quantitatifs leur ont permis d’étudier I’évolution de l'intrication dans l'algorithme de
Grover. Leurs résultats, dépendant de I'étape de l'algorithme, confirment qu’apres la
premiere itération, des états “completement” intriqués apparaissent dans l'algorithme.

Plus récemment, en 2016, Ye et al. [289] ont publié un travail traitant de 'influence
des imperfections statiques sur l'intrication quantique et le quantum discord. La me-
sure de la concurrence est utilisée pour étudier le comportement de l'intrication. Les
imperfections statiques peuvent rompre les corrélations quantiques selon les auteurs.
En effet, pour chaque faible imperfection, 'intrication quantique présente un compor-
tement périodique, alors que cette périodicité serait détruite en cas d’imperfection plus
importante. Les auteurs confirment alors la propriété périodique de l'intrication au sein
de I'algorithme de Grover. Nous pouvons aussi citer les travaux de Anand et Pati la
méme année [9].

Pan et al. ont également étudié en 2017 I'aspect invariant de la GME quant a la
taille du systéme quantique [211]. A partir du travail de Rossi et al. [226], les auteurs
ont montré que le comportement de l'intrication dans I'algorithme de Grover n’est pas
toujours invariant par mise a ’échelle (nombre de qubits). Ils prouvent qu’apres le
“point critique”, la GME n’est pas nécessairement scale invariant, et dépendra alors du
nombre de qubits n et du nombre d’éléments marqués. Quelques exemples sont traités
pour illustrer et confirmer leurs résultats, notamment lorsque les éléments marqués
forment un état séparable, GHZ ou W.

On peut également mentionner les travaux assez récents de Nan et Wei [196] portant
sur I’étude de I’évolution de la cohérence et de 'intrication durant 1’algorithme, de Pan
et al. [210] concernant I'influence de la porte d’Oracle et de Diffusion sur l'intrication
en utilisant le GME, et de Fujikawa et al. [103].

3.2 Rang des tenseurs et variété des sécantes

Dans cette section, on se propose d’étudier géométriquement les tenseurs générés
par I'algorithme Grover. Nous utilisons notamment la notion de rang pour caractériser
les états générés par 'algorithme. Nous proposons par la suite une interprétation de
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3.2. Rang des tenseurs et variété des sécantes

I’évolution de l'algorithme du point de vue de la variété des sécantes. Cela permit
d’établir des résultats généraux sur la nature des états générés et le lieu du maximum
de l'intrication au cours de 'algorithme de Grover.

3.2.1 Rang des états de Grover

Il convient tout d’abord de rappeler que 'algorithme de Grover débute par une initia-
lisation des registres quantiques. L’état initial de ’algorithme de Grover est donc 1’état
parallélisé |¥o) = |4+)®". Les amplitudes des éléments recherchés vont donc augmen-
ter, tandis que les amplitudes des états de base restants vont diminuer (sans forcément
atteindre la valeur 0).

On peut alors représenter ’état généré par l'algorithme de Grover |¥y) a la k-
ieme itération (une itération correspondant a I'application de I'opérateur d’Oracle et de
Diffusion), comme s’écrivant

|Uy) = |S| =) )+ Bl ) (3.1)

XES

avec ay, et [ des nombres réels, vérifiant la relation de normalisation donnée par

|3|(\/_+|0‘;—‘“|) +(N—|S|)%:1. (3.2)

L’algorithme de Grover aura alors comme effet de faire décroitre I’amplitude 5 vers
0 tout en augmentant a4 au plus proche de 1.

A partir de I'écriture de |Uy) fournie en Equation nous pouvons affirmer que
le rang des états (intermédiaires) générés par I'algorithme de Grover est borné, pour
0 < k < kopt .

2 < Rang(|¥y)) < |S|+1. (3.3)

La borne supérieure peut s’établir de maniere assez directe. En effet, on remarque
que dans I’Equation I'état |Wy) s’écrit comme la somme de |S|+1 états séparables
(|S| états recherchés et 'état parallélisé), et donc son rang est au plus égal a |S|+1.

La borne inférieure est toujours assurée lorsque oy # 0 et B, # 0, car on ne peut
obtenir un état de rang 1 si ces deux coefficients sont non nuls. Le fait que oy # 0 est
assuré par la convergence de 'algorithme. Si 8, = 0, alors la probabilité que les états
de base composant 1’écriture de |U}) appartiennent a S est égal a 1, ce qui signifie que
k = k. Or nous avons supposé k < k. Ainsi on aura toujours oy, # 0 et [ # 0, et
donc les tenseurs générés par 'algorithme de Grover seront au moins de rang 2, sous
les conditions précédemment émises.

Ceci implique que des la premiere itération de I'algorithme (sauf cas critique), 1'al-
gorithme de Grover génere des états de rang strictement supérieur a 1, et donc des états

intriqués.
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3. ALGORITHME DE GROVER ET INTRICATION

3.2.2 Grover et les variétés des sécantes

Ce résultat peut étre précisé en termes de variétés algébriques, et plus précisément
en termes de variétés des sécantes dans ce cas précis. On pose |S| = s pour plus de
simplicité dans les notations.

Proposition 3.2.1. Les états générés par l'algorithme de Grover correspondent a des
points sur les variétés des sécantes, de la maniere suivante :

1. Pour un seul état marqué, les états |Vy) générés par lalgorithme de Grover pour
0 < k < ko sont des points générauxr de la variété des sécantes oo(X). En
particulier, les états |¥y) sont SLOCC équivalents o |GHZ,),

2. Pour deuz éléments marqués, si les éléments recherchés |xg) et |x1) sont tous a
distance de Hamming mazximale (dans leur écriture binaire), alors les états |Vy)
sont des points générauz de la variété des sécantes o3(X).

Remarque 22. 11 est possible d’étendre cette proposition a plus d’éléments marqués. Si
les éléments |zg), ..., |zrs—1) de S sont tous a distance de Hamming maximale (dans leur

écriture binaire), alors le plan Pfx()) (o1}, +87) de dimension s engendré par les points
seey|bs—1/y

20), ..., |zs—1), [+)®" de I'espace projectif est en position générale dans P(H,) et donc
| W) est un point général de la variété des sécantes o1 (X).

Ce résultat offre un nouvel angle d’approche pour I’étude de lintrication dans
I’algorithme de Grover, permettant de proposer une interprétation géométrique des
précédents résultats numériques notamment.

3.2.3 Interprétation géométrique

Dans divers précédents travaux, la Mesure Groverienne/Géométrique de I'Intrication
a été utilisée comme mesure de l'intrication pour étudier son évolution au cours de
I'algorithme de Grover [38] 89 226, 61], 227, [211] 210]. On se propose ici de se focaliser
sur la Mesure Groverienne de I'Intrication (définie en Equation .

Dans le cas d'un seul élément marqué, 1’évolution dans la MGI en fonction du
nombre itérations k peut étre décrite comme suit : elle débute a 0 pour k = 0, et croit
ensuite jusqu’a atteindre son maximum pour k = %, puis ensuite décroit jusqu’a 0
pour k = k. Ce résultat est en effet représenté en Figure 1 de [226].

A la lumitre des résultats des précédentes sous-sections, nous proposons une explica-
tion géométrique de ce comportement. La Proposition [3.2.1] peut étre représentée sous la
forme d’une figure géométrique (Figure. En effet, cela permet d’avoir une meilleure
idée du comportement de la mesure de 'intrication : si |xg) est ’état recherché, alors
I'état de Grover |¥;) peut étre écrit comme

W) = alao) + Bil+)°" (3.4)
avec ay, et [y des réels positifs, tels que pour k € [1, kope], ax augmente tandis que

By diminue. De ce fait, I'état |Uy) évolue au cours de 'algorithme sur la ligne sécante
passant par les deux états séparables |[+)®" et |zo). Au début de Ialgorithme, on se
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3.2. Rang des tenseurs et variété des sécantes

trouve a I'état initial |Wo) = |+)®" et lorsque k atteint k,, 1'état de Grover est proche
de I'état |zp). Ceci indique que le maximum de la distance entre 1'état de Grover et
la variété des états séparables doit étre atteint lorsque |Wy) est proche du point milieu
défini par |+)*" et |zo).

|¢k0pt /2>
s

)&

FIGURE 3.1 — Représentation graphique de la recherche d'un élément dans ’algorithme
de Grover. L’évolution de I'algorithme est représentée comme un point se déplacant sur
une ligne sécante. La “courbe” X représente la variété des états séparables.

Dans le cas de deux éléments marqués |zg) et |z7), de distance de Hamming maxi-
male pour leur écriture binaire, I’évolution dans la MGI en fonction du nombre itération
k peut étre décrite comme suit : elle débute a 0 pour k£ = 0, et croit ensuite jusqu’a
atteindre son maximum pour k = @, puis ensuite décroit jusqu’a une valeur non nulle
pour k = k. Ce résultat est en effet représenté en Figure 2 de [226]. La raison pour
laquelle la MGI n’est pas égale a 0 a la fin de 'algorithme est assez claire au vu des
résultats précédents : lorsque k atteint l'itération optimale K, 1'état [¥y) est proche
d’étre un point de la ligne sécante P\lxo>,|x1>‘ De ce fait, |¥y) n’est pas un point de X a la

fin de l'algorithme. La représentation graphique des sécantes permet aussi de proposer

une explication au fait que le maximum de I'intrication est atteint pour k ~ =% (voir

Figure .

L’état de Grover |Wy) évolue tout au long de l'algorithme sur le plan sécant

2 sn, €N partant du point |—|—>®n pour arriver au milieu du segment joignant

lzo),|z1),|+)
les points |zg) et |z1). Ainsi, on peut prévoir que la distance maximale entre 1'état de

Grover et la variété des états séparables est atteinte lorsque le point |¥y) est proche du
barycentre des trois points |zo), |z1) et |[4+)®".

Cette notion de barycentre, suggérée par les Figures et expliquant les

résultats numériques des précédents travaux, peut étre généralisée et précisée d’avan-
tange.
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+)®" |z1)

FIGURE 3.2 — Représentation graphique de la recherche de deux éléments orthogonaux
dans l'algorithme de Grover. L’évolution de l’algorithme est représentée comme un
point se déplagant sur un plan sécant. La “courbe” X représente la variété des états
séparables.

Théoréme 3.2.1. Soit H = (CH®" [espace de Hilbert des systémes quantiques
a n-d-dit (n particules a d états de base chacune). On note par S l'ensemble des
éléments marqués, tous de distance de Hamming maximale, avec |S| < d. Alors pour
S|

n grand, la mesure de l'intrication atteint son maximum pour k =~ m

T [d*
Kopt = LZ\/EW-

La preuve du Théoréme est accessible dans un de nos précédents travaux [133].
Ce théoreme permet d’expliquer géométriquement 1’évolution numérique observée a
I’'aide de différentes mesures de 'intrication.

Kopt avec

Un autre résultat intéressant est mis en avant par les mémes auteurs, représentant la
mesure géométrique de I'intrication de I’état issu de la premiere itération de I'algorithme
de Grover en fonction du nombre de qubits n, pour un et deux éléments marqués (Figure
1 de [227]), et peut également trouver une explication par des arguments géométriques.
Dans les différents cas considérés, les courbes représentées ont le méme comportement,
a savoir une décroissance exponentielle.

En se replagant dans notre contexte d’interprétation géométrique des états générés
par 'algorithme de Grover, pour un ou deux éléments marqués, 1’état |i)1) généré apres
la premiere itération (en excluant le cas critique) est respectivement un point général
de la premieére sécante o9(X) ou la seconde sécante o3(X). Cependant, la dimension de
ces variétés augmente linéairement en fonction de n, alors que la dimension de ’espace
ambiant augmente exponentiellement. En effet, il est connu que

dim(oy (X)) < kdim(X) + &k — 1, (3.5)
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3.2. Rang des tenseurs et variété des sécantes

avec dans la plupart des cas 1'égalité vérifiée. En particulier, dans notre cas X =
P! x .- x P! sin > 2 alors
——

n times
dim(o(X)) =2n+1. (3.6)

La Dimension Relative de la premiere sécante, comparée a la dimension de 1’espace
ambiant (la dimension de I'espace projectif associé a 'espace de Hilbert H,,) est alors
donnée par

2n + 1

DR,, :n+— )
A T |

(3.7)

Si on normalise cette fonction afin qu’elle soit égale a 1 pour n = 1, nous obtenons
la Dimension Relative Normalisée de la premiere variété des sécantes :

1 /20 +1
DRNUQ:nI—>—<n+ ) (3.8)

3\2" -1

dont le comportement, représenté en Figure [3.3] est similaire a celui de la MGI en
fonction de n obtenu pour 'état |1;) dans [227].

1.0
0.9;
0.87
07
0.6
0.5;
0.4
0.3;
0.21

0.1

FI1GURE 3.3 — Représentation graphique de 1’évolution de la Dimension Relative Nor-
malisée de la variété des sécantes 09(X) en fonction du nombre de qubits.
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La similarité de ces deux courbes peut étre expliquée comme suit. Pour un état
marqué, I'état [i1) généré apres la premiere itération de 'algorithme de Grover est
toujours un point général de la variété des sécantes, tandis que la MGI mesure la
distance de ce point a la variété des états séparables. Cependant, c’est une distance
relative, dans la mesure ou la MGI est toujours bornée par 1. Comme cela est représenté
en Figure [3.3 plus la dimension de I’espace augmente, plus la dimension relative de la
variété des sécantes décroit exponentiellement. La MGI est maximale pour les points
généraux de I'espace ambiant. Ainsi, la distance (relative) de 'état |¢1) & la variété
des états séparables décroit a la méme vitesse que la dimension relative de la premiere
sécante.

L’autre cas, tout aussi intéressant, est celui de deux éléments marqués. Pour deux
éléments marqués, Rossi et al. [227] ont calculé la MGI de |¢) en fonction du nombre
de qubits, pour différents choix et configurations d’états marqués, plus précisément
pour des éléments marqués ayant une distance de Hamming égale & 1, 2, 3 ou 4 (dans
leur écriture binaire). Comme la distance de Hamming n’est pas maximale, les états en
question ne sont pas des points génériques de la seconde variété des sécantes o3(X). Par
exemple, si la distance de Hamming est égale a 1, la somme des deux éléments marqués
formera un état séparable, et de ce fait, I’état |¢)1) appartiendra a la premiére variété
des sécantes o9(X).

Cependant, quelque soit la variété a laquelle appartient 1'état |¢1), la dimension
relative de la seconde variété des sécantes décroitra aussi de maniere exponentielle, car
nous avons

dim(o3(P' x -+ x PY)) < 3n+2 . (3.9)

Ainsi, le rapport entre la dimension des variétés des sécantes et la dimension de
I’espace ambiant, fournit une explication aux comportements observés par Rossi et al.
en ce qui concerne le comportement de la mesure géométrique de l'intrication lorsque
la taille des systemes quantiques augmente.

3.3 Etude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions l’algorithme de Grover dans certains cas
précis, lorsqu’il est appliqué a des systemes quantiques de différentes tailles. Pour chaque
cas, nous précisons les classes d’intrications atteintes, en fonction des éléments marqués
durant ’algorithme. Nous tentons ensuite d’apporter une vision générale et une analyse
de ces résultats. Pour cette étude, nous distinguerons différents cas d’application de
I’algorithme de Grover, dépendants du nombre d’éléments recherchés :

N

o |S] < T le cas standard, le cas naturel d’application de ’algorithme de Grover,
N

o |S|= 7 le cas critique,
N

o |S]| > 1 le cas exceptionnel.

Dans le cas critique, 1’algorithme s’arréte apres une seule itération, et 1’état généré
par 'algorithme est exactement la superposition des éléments recherchés.
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3.3.1 Le cas 2 x 2 x 2 (3-qubits)

On s’intéresse ici a 'application de I'algorithme de Grover aux systemes a 3-qubits.
On rappelle que la classification des systemes a 3-qubits est précisée en Section [2.2.2
et nous utilisons ’algorithme présenté en Annexe pour déterminer la classe d’intri-
cation associée a un état. Dans ce cas, n = 3, et donc ’algorithme de Grover recherche
un ou plusieurs éléments dans une base de données & N = 23 = 8 éléments.

e Pour |S| =1, les états générés par 1'algorithme de Grover appartiennent a 'orbite Og
(correspondant & o5 ( Seg(P* x P! x P')), comme attendu (voir Section [3.2)).

e Pour |S| = 2, qui est le cas critique pour les 3-qubits, les états générés par I'algorithme
de Grover appartiennent aux orbites O, Oy, O3, Oy et Og. Ce résultat pouvait étre
attendu compte tenu du fait que les formes normales de chacune de ces orbites peuvent
s’écrire comme la somme de deux éléments de base (voir Section [3.5|pour plus de détails
sur le cas critique).

e Pour [S| > 2, les orbites Oy, Oy, O3, O et Og sont atteintes.

On peut se limiter ici a I'étude des cas jusqu’a |S| < 4, par argument de symétrie
(en marquant plus de la moitié des éléments de la base, on génere des états équivalents
et les mémes orbites).

Par ailleurs, I’algorithme de Grover ne génere pas d’états appartenant a 1’orbite Oj
(l'orbite de |W)), et ce quelque soit le nombre ou le choix des éléments marqués. Le
Tableau présente un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour chaque orbite
atteinte, et pour différents nombres d’éléments marqués.

Orbite Ensembles S
Og {]000)}, {|000), [111)}, {|000), |001), |010)}, {]|000), |001),|010), |100)}
Os —
on {]000), [110)}, {|000), |010), |100), |[111)}
O3 {]000), [011)}, {]|000), |001), |010), |[111)}
@) {]000), [101)}, {]|000), |001), |100), |[111)}
O, {]000), [001)}, {]|000), |001), |010), |011)}

TABLE 3.1 — Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les orbites atteintes corres-
pondantes par I’algorithme de Grover dans le cas 2 x 2 x 2.

3.3.2 Lecas2x2x3

On s’intéresse ici a I'application de ’algorithme de Grover aux systemes quantiques
de taille 2 x 2 x 3. La classification de ces systemes sous SLOCC amene a un nombre
fini d’orbites [I35], dont un représentant est présenté en Table pour chacune de ces
8 orbites. Dans cette configuration, ’algorithme de Grover recherche un ou plusieurs
éléments dans une base de données de N = 2 x 2 x 3 = 12 éléments. L’algorithme de
classification utilisé est accessible en Annexe [A2

e Pour S| =1, les états générés par I'algorithme de Grover appartiennent a I'orbite Og,
états génériques de la premiere variété des sécantes.
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Orbite | Forme normale (représentant)
Os | ]000) + [011) + [101) + |112)
O, 1000) + |011) + |102)

O 1000) + |111)

O; 1000) + |011) + [101)
) 1000) + |011)

O, 1000) + |101)

) 1000 + [110)

O, 1000)

TABLE 3.2 — Orbites sous 'action du groupe SLOCC, et leurs représentants, pour les
tenseurs de taille 2 x 2 x 3 [135].

Pour |S| = 2, les orbites O3, O4, Og, O7 et Og sont atteintes.

Pour |S| = 3, qui est le cas critique pour les états quantiques de taille 2 x 2 x 3, les
états générés par 'algorithme de Grover appartiennent aux orbites O1, Oy, O3, Oy,
Os, Og et Os.

Pour |S| =4 ou |S| = 6, les orbites Oy, O3, O4, O, O; et Og sont atteintes.

Pour |S| = 5, les orbites Og, O7, et Og sont atteintes.

On peut se limiter ici a I’étude des cas jusqu’a |S| < 6, par argument de symétrie.
Dans ce cas, en faisant varier les éléments marqués, ’algorithme de Grover génere des
états de tous les types d’intrication. Le Tableau présente un exemple d’ensembles
d’éléments marqués S pour chaque orbite atteinte, et pour différents nombre d’éléments
marqueés.

Orbite Ensembles S
Og {]000), |111)}, {|000), |001), |010), |100) }
07 {1000)|101)}, {]000), [012), [101)}
Os {1000} , {[000), |110)}
Os {]000), |101), |110)}
Oy {]000), [100)}, {]|000), |001),]010)}
O3 {]000), |010)}, {|000), |001), |100) }
O, {/000), 010}, |100) }
O1 | {1000}, 001, 1002)} , {|000), |010), 100}, |110)}

TABLE 3.3 — Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les orbites atteintes corres-
pondantes par ’algorithme de Grover dans le cas 2 x 2 x 3.

3.3.3 Lecas2x3x3

Nous étudions dans cette sous-section l’application de I'algorithme de Grover ap-
pliqué aux systemes quantiques de taille 2 x 3 x 3. La classification de ces systemes sous
SLOCC amene a un nombre fini d’orbites [135], dont un représentant est présenté en
Table pour chacune de ces 17 orbites. Dans cette configuration, I’algorithme de Gro-
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ver recherche un ou plusieurs éléments dans une base de données de N =2 x3x3 =18
éléments. L’algorithme de classification utilisé est accessible en Annexe |A.3|

Orbite Forme normale (représentant)
O17 |000) 4 |[011) + |100) + |122)
O16 |000) + |011) + [101) + |122)
Oy5 | |000) + [011) + |022) + |101) + [112)
O |000) + [011) + |122)

O13 |000) 4 |011) + ]022) + |101)
O12 |000) 4 |[011) + |101) + |112)
O |000) 4 [011) + |121) + [102)
O10 |000) + [011) + |102)

Oy |000) + |011) + |022)

Os |000) 4 |[011) + |110) + |121)
(o |000) + |011) + |120)

O¢ |000) + |111)

Os |000) + [011) + |101)

O, |000) + |011)

O3 |000) + |101)

O, |000) + |110)

O, |000)

TABLE 3.4 — Orbites sous 'action du groupe SLOCC, et leurs représentants, pour les
tenseurs de taille 2 x 3 x 3 [I35].

Pour |S| = 1, les états générés par I'algorithme de Grover appartiennent a 'orbite O,
états génériques de la premiere variété des sécantes.

Pour |S| = 2, les orbites Oy, Og, O7, O19, O14 et O17 sont atteintes.

Pour |S| = 3, les orbites Oy, O3, Og, O, Og, O19, O12, O14, O15, et O17 sont atteintes.
Pour |S| = 4, les orbites Oy, Og, O7, Og, Og, O19, O12, O14, O14, et O17 sont atteintes.
Pour ‘S| =5 ou |S’ = 7, les orbites 067 07, Og, 010, 011, 012, 013, 014, 0167 et 017
sont atteintes.

Pour |S| = 6, les orbites 01, OQ, 03, 04, 067 07, 087 Og, 010, 011, 012, 014, 016, et
Oy, sont atteintes.

Pour |S| = 8, les orbites Oy, Og, O, Og, Og, O19, O11, O12, O13, O14, O, et O17 sont
atteintes.

L’algorithme de Grover ne génere pas d’états appartenant aux orbites Oy et Oq5, et
ce, quelque soit le nombre ou le choix des éléments marqués. Le Tableau présente
un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour chaque orbite atteinte, et pour
différents nombres d’éléments marqués.

3.3.4 Le cas 2 x 2 x 2 x 2 (4-qubits)

Notre dernier cas d’étude concerne ’application de ’algorithme de Grover appliqué
aux systemes a 4-qubits. On rappelle que la classification des systemes a 4-qubits est
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Orbite Ensembles S
O17 {]000), [111)} , {|000), |001), |110)}
Oi6 {]|000), |011),|101)} ,{|000), |001),|010),|100)}
O15 —
O14 {1000y, |011)}, {|000), [001), |010) }
O13 {]000), |001), |010), |101),|110)}
O19 {]000), |010), |121)} , {]|000), |001), |110), |[120)}
On {]|000), |001), |002), |010), |111)}
Oro {/000), [101)} , {|000), [001), [100) }
Oy {]000), [011),]100), [111)}
Og {]000), |001), |112)} , {]|000), |001), |012), |102)}
O {]000), [110)} , {|000), |001), |012)}
Os {1000)} , {|000), [001)}
05 —
Oy {]000), [100)} ,{|000), |001),|100), |101)}
Os {]000), |010), |020) }
Oy {]000), [001), ]002) }
Oy {]000), |001), |002), |100), |101), [102)}

TABLE 3.5 — Exemple d’ensembless d’éléments marqués S et les orbites atteintes cor-
respondantes par l'algorithme de Grover dans le cas 2 x 3 x 3.

précisée en Section [2.2.2] Dans notre cas n = 4, et ’algorithme de Grover recherche
donc un ou plusieurs éléments dans une base de données & N = 2* = 16 éléments.

e Cas standard (|S| < ) :

— Pour |S] =1, on atteint toujours la sous-famille Gpoe, comme prévu.

— Pour |S| = 2, les états générés par 'algorithme de Grover appartiennent a G peo, Looe, ,
Lapo,, Grs et Gry.

— Pour |S] = 3, on peut atteindre les sous-familles Gape0, Loocys Laaoy, Logby €t Loyog.r-

e Cas critique (|S| = ) : Pour |S| = 4, qui est le cas critique (toutes les amplitudes
sont envoyées sur 0, sauf pour les états marqués, et ’algorithme converge apres une
itération), on peut atteindre toutes les familles ou strates associées a tous les états qui
peuvent étre écrits sous la forme d’une somme de 4 états de base : Gooee, Gaooo, Gaboo,
Looeys Laaoys Laooss Logs,, €t de la strate Grg a la strate Gry.

e Cas exceptionnel (|S| > ) :

Pour |S| = 5, les sous-familles Gape0, Gaboos Looes, Laaoss Laboys Lagbys Logp, €6 L

peuvent étre obtenues a l'aide de ’algorithme de Grover.

Pour |S| = 6, 'algorithme de Grover peut générer des états qui appartiennent a G gpeq,

Gaveos Gavoo, Looess Laaoss Lavoss Lashys Losbys Lays La203eﬁ, Grg et Gry.

— Pour |S] = 7, nous pouvons obtenir les familles suivantes : Gaped, Gabeos Gooee, Gaboo,
LOOCQ; LaaOg; Laboza Lagl)Q’ L02b27 La203®T‘

— For |S| = 8, les états générés appartiennent & Gupeo, Gooces Gavoos Looess Laaos, Lasby,
L02b27 La203€BT’ G?"g, GT’7, GT4, GTQ and G?”l.

a 03€BT

On se limitera ici a I’étude des cas jusqu’a |S| < 8, par argument de symétrie. Nous
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tenons a préciser ici que I'état |[IWy) (correspondant a la strate Grs) n’est pas atteint par
les états générés par 'algorithme de Grover, sauf dans le cas critique. Les autres strates
du cone nilpotent qui ne sont pas atteintes sont les strates Grg et Grz. De plus, on
remarque que les familles et sous-familles associées Lape,, Labs, Lobs €t Lqo, ne sont pas
générées par 'algorithme de Grover, quelque soit la combinaison d’éléments marqués
choisie. Le Tableau [3.6| présente un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour
chaque famille, sous famille ou strate nilpotente atteinte, et pour différents nombres
d’éléments marqués.

Famille ou strate Ensembles S
Gabed {]0000), |0001), |0010), |0101), |1010), [1111)}
Gabeo {10000y, [1111)}
Gooce {]0000) }
G000 {]|0000), [0011),]1100), |1111)}
Gaboo {]|0000), [0011),]1101), |1110)}
Labcg -
Looe, {]0000), |0011)}
Lo, {]0000), |0101)}
Lo, {]0000), [0110),|1001), |1111)}
Lapo, {]0000), |0001), |0010), |0101), |1010)}
Ly, {]|0000), |0001), |0010), |0100), |[1001)}
Loy, {|0000),]0001), [0110)}
Labg —
Loy, —
La03 -
L, {]0000), |0001), |0010), |0101), |0110), [1101)}

Laso,; {|0000),]0001), [1110)}

Gry {]0000), [0111)}
Grq {]|0000), |0001), |0110), |1011)}
Gre {]0000), |0001), |0010), |1100) }
Grs {]|0000), |0011),]0101), |1001) }
Gry {]0000), |0001)}
Grs {0000}, |0001), |0010}, |0100) }
Gra {]0000), |0001), |0110), [0111)}
Grq {]|0000), |0001), |0010), |0011) }

TABLE 3.6 — Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les familles ou strates
atteintes correspondantes par 'algorithme de Grover dans le cas des 4-qubits.

3.4 Etude quantitative

Dans cette sous-section, on se propose d’étudier 'intrication d’un point de vue quan-
titatif, en observant I’évolution de certaines mesures de 'intrication ou de non-localité
(voir Section tout au long de I'algorithme de Grover. Nous comparons également
nos résultats obtenus par rapport aux précédentes études menées sur 1’évolution de la
quantité d’intrication au cours de l'algorithme (voir Section précédente .
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Les résultats présentés dans cette sous-section proviennent majoritairement de tra-
vaux déja publiés dans un journal international [133] (147, [R1]. Dans ces travaux nous
choisissons d’utiliser '’hyperdéterminant comme une mesure potentielle de I'intrication,
ainsi que d’évaluer les polynomes de Mermin afin de pouvoir détecter ou quantifier
I'intrication ou la non-localité pour un état quantique, notamment pour les états a
4-qubits. Nous utilisons principalement 1’algorithme de promenade aléatoire pour les
optimisations numériques (voir Annexe .

3.4.1 Evaluation de Mermin

Dans un premier temps, on se propose d’utiliser les polynomes de Mermin afin
de mesurer ou de quantifier 'intrication a travers 1’observation du degré de violation
des inégalités de Mermin. La définition des polynomes de Mermin et la fagcon dont ils
peuvent étre utilisés pour détecter ou quantifier I'intrication est donnée en Chapitre

Section 2.2.3

Nous rappelons que nous notons A; un observable sur un qubit, pouvant toujours
étre défini comme une combinaison des matrices de Pauli [8I] & savoir A; = a;1X +
a;2Y + a; 37, avec la condition de normalisation usuelle ai,12 + ai,22 + ai,32 =1.

Nous nous placons ici dans le contexte usuel d’application de I'algorithme de Grover,
c’est a dire que le nombre d’éléments marqués est égal a 1, et on notera S = {|x¢)}.
De plus, nous adoptons une approche particuliere pour ’évaluation des polynomes de
Mermin. Nous évaluons les polynomes de Mermin en utilisant les mémes parametres,
et donc en considérant le méme dispositif de mesure ou les mémes observables, et ce de
maniere identique pour tous les états générés par l'algorithme de Grover. Par ailleurs,
nous considérons les 2 mémes observables A; et Ay pour toutes les particules, restrei-
gnant les parametres définissant le polynome de Mermin au nombre de 6, regroupés
dans le vecteur noté V = (al,h a12,01,3,021, A2 2, CL2’3).

Ces parametres choisis correspondent aux coefficients, définissant les 2 observables
A; et Ay, qui maximisent le polynome de Mermin pour I'état [Uens) = £ (|zo) + [+)%"),
avec K le coefficient de normalisation adéquat. En effet, ce choix d’état | W) intervient
en cohérence avec l'interprétation géométrique des états générés par l'algorithme de
Grover (voir Section [.2)). Le maximum de l'intrication dans l'algorithme de Grover
étant observé a mi-chemin entre la premiere itération et l'itération optimale, I’état de
Grover Wkom /2> sera d’autant plus proche de 1'état |¥,.,;) & mesure que n augmente.

Par ailleurs, 'état |W,,,) de rang 2 est défini comme la superposition équilibrée
des états |zo) et |[4+)®". L'état |[+)®" fait intervenir I'état |zo) dans son écriture, et la
projection (zo|+)®" tend vers 0 lorsque n tend vers linfini. Ceci suggere qu’asymp-
totiquement, 1’état |W.,;) se comporterait comme 1'état |GHZ,), pour n grand. Cette
observation doit étre mise en relation avec le fait que les états de type |GHZ,) sont
ceux qui maximisent la violation des inégalités définies par les polynomes de Mermin
188, [76), [6].
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3.4. Etude quantitative

Pour la mise en place pratique des calculs, nous choisissons de considérer 1’état |0)*"
comme 1’élément recherché lors de 'exécution de I'algorithme de Grover. Dans ce cas,
I'optimisation des parametres liés aux observables permettant de maximiser la valeur du
polynome de Mermin semble donner un vecteur V,,; arborant toujours la méme forme
symétrique, a savoir un vecteur de la forme V,,; = (@11, 012,011,021, a22,a21) , SOUS
les notations précédentes.

Exemple 6. Lorsque I’élément |00000000) est recherché, la valeur maximale pig(|Went))
du polynome de Mermin pour 1'état |W,,,) est obtenue, par optimisation numérique,
pour le jeu de parametres

Vopts = (—0.18885, —0.15053, —0.18885, —0.50674, 0.62644, —0.50674) .

Le vecteur V,,; g est ensuite utilisé pour évaluer le polynome de Mermin pour les états
a 8-qubits générés par ’algorithme de Grover. &

Ainsi, pour chaque état généré par lalgorithme de Grover pour les itérations
k € [0, kop], on évalue le polynéme de Mermin sur 1'état correspondant, en ayant
préalablement déterminé les coefficients optimisés V,,, pour n fixé. Ceci est ensuite
répété pour différentes tailles de systemes a n-qubits, plus précisément entre 4 et 12
qubits. C’est notamment le fait de fixer les parametres du polynéme de Mermin afin de
maximiser ce dernier pour I'état |¥,,;) qui permet de réduire les ressources nécessaires
au calcul de I’évaluation de Mermin pour les états de Grover. L’ensemble des résultats
est représenté, sous la forme d’un graphique annoté, en Figure 3.4

=
é 81 | |—e— 4 qubits
ﬁ 6 4 |—— 5 qubits
o —— 6 qubits
< 4t i
o 4 —— 7 qubits
;% % B 1 |—=— 8 qubits
% 0l Y e, 1 ]9 qubiﬁcs
> ! ! ! | | | | 10 qublts
*H 20 25 30 35 40 45 50 55| ——11 qubits
Nombre d’itérations —— 12 qubits

FIGURE 3.4 — Degré de violation des inégalités de Mermin tout au long de l’exécution
de l'algorithme de Grover pour 4 < n < 12 qubits [&1].

Remarque 23. Pour chaque valeur de n, nous observons une violation de la borne clas-
sique, impliquant la présence de non-localité dans les états générés par ’algorithme de
Grover. Ceci contraste notamment avec la conclusion des travaux de Batle et al. [23].
De plus, on observe un comportement du degré de violation des inégalités Mermin assez
similaire a celui de la mesure géométrique de I'intrication.
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3. ALGORITHME DE GROVER ET INTRICATION

3.4.2 L’hyperdéterminant 2 x 2 x 2 x 2

L’hyperdéterminant peut aussi étre évalué pour mesurer la quantité d’intrication
présente pour les états générés par ’algorithme de Grover. L’évaluation de cette mesure
n’est pertinente que pour les états non-dégénérés, c’est-a-dire les états en dehors de la
variété duale X*.

On trace en Figure[3.5] et les courbes représentant 1’évolution de la valeur absolue
de I’hyperdéterminant pour deux ensembles d’éléments marqués différents, permettant

a lalgorithme de Grover de générer des états n’annulant pas I'hyperdéterminant (et
rendant donc pertinent les courbes).

0.000025

0.000020

0.000015

0.000010

0.000005

FIGURE 3.5 — Evolution de la valeur absolue de I’hyperdéterminant pour les 4-qubits en
fonction du nombre d’itérations dans ’algorithme de Grover, pour ’ensemble d’éléments
marqués S = {]|0000), |1111)}. Les états générés appartiennent a la famille Gpeo.

Nous choisissons de tracer cette évolution sur un nombre d’itérations supérieur a
celui d'une application normale de I'algorithme de Grover, afin de mettre notamment
en évidence 1'aspect périodique de I'évolution de 'intrication au cours de l'algorithme
de Grover, et ce déplacement de va et vient sur la droite projective entre 1’état |—|—>®" et
I'état —— (|zo) + -+ + |25_1)). On remarque également I'existence de pics de valeurs &

V1S
[S|kopt

certaines itérations, correspondant aux itérations proches de SR
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7.%x 107

FIGURE 3.6 — Evolution de la valeur absolue de I’hyperdéterminant pour les 4-qubits en
fonction du nombre d’itérations dans I’algorithme de Grover, pour I’ensemble d’éléments
marqués S = {|0000),]0001),]0010), |0101),[1010), |[1111)}. Les états générés appar-
tiennent a la famille Gpeq.

3.5 Synthese et discussions

Les résultats issus de I'étude quantitative de 1’algorithme de Grover, en utilisant
les polynomes de Mermin d’une part, permettent de mettre en évidence I'émergence
de 'aspect non-local des états générés par ’algorithme de Grover, et donc la présence
effective d’intrication dans ce processus de calcul quantique. De plus, l'interprétation
géométrique et 1’étude de la classe d’intrication des états générés par ’algorithme de
Grover montre également que ce ne sont pas des états séparables. Ceci vient alors encore
apporter une confirmation de ce résultat bien connu [45] 146, 219).

La présence d’un point pivot, d’'un point critique pour Uintrication [207], est aussi
confirmée et mise en avant par nos travaux. En termes de mesure de l'intrication,
nous observons ce point critique remarquable (maximum) dans la courbe d’évolution
de l'intrication. Nous donnons aussi une interprétation géométrique de ce point en terme
de barycentre des états marqués et de 1’état initial. De plus, ceci est également confirmé
d’un point de vue quantitatif [272] 226] pour les évolutions de I’hyperdéterminant ou
de I’évaluation de Mermin, et est expliqué par le déplacement des points de Grover sur
la variété des sécantes.

L’invariance de ce comportement de l'intrication, lorsque la dimension de 1’espace
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augmente, est aussi observée dans nos travaux. En effet, de maniere qualitative, nous
pouvons expliquer ce comportement quelque soit le nombre de qubit, en traduisant
I’évolution dans 'algorithme comme un déplacement sur des variétés algébriques. De
plus, nous observons pour les tracés de 1’évolution de Mermin pour les différents nombres
de qubits, que le comportement est toujours le méme. Ceci vient confirmer les résultats
établis par [226], 61], 211].

Pour un nombre fixé de qubits, il a été affirmé qu'un changement dans le nombre
d’éléments marqués implique un changement dans la quantité d’intrication [61]. Ceci
peut étre expliqué d’un point de vue théorique car un changement dans le nombre ou
le choix des éléments marqués implique un changement de la structre de ’enveloppe
convexe ce qui implique nécessairement une modification de la distance a la variété des
états séparables, et donc un changement dans la MGI. De plus, changer les éléments
marqués, ¢’est changer de sécante sur laquelle on se déplace tout au long de I’algorithme,
et c’est aussi changer I’état final a I'itération optimale, ce qui modifiera la quantité d’in-
trication en fonction de ’état final. Aussi, nous avons pu détailler les différents classes
d’intrication pouvant étre atteintes pour différentes configurations d’états marqués, ce
qui confirme qu’il y a aussi un changement de type d’intrication. Enfin, les courbes de
I’hyperdéterminant pour deux ensembles d’états marqués montrent un comportement
différent de 'intrication, et une périodicité différente pour l'intrication.

La décroissance exponentielle observée pour la mesure géométrique de I'intrication
[227], lorsque le nombre de qubits n augmente, est aussi expliquées a I'aide de notre
interprétation en termes de variétés de sécantes, notamment en considérant le rapport
de la dimension de la variété des sécantes et de ’espace ambiant, impliquant une mo-
dification de la distance a la variété des états séparables.

D’autre part, l'aspect périodique de l'intrication, mis en avant dans un travail de
Ye et al. [289], est aussi observé lors de I’étude de I'évolution de la valeur absolue de
I’hyperdéterminant pour le cas des 4-qubits.

Dans le cas critique de l'application de l'algorithme de Grover, lorsque |S| = %
et lorsque la taille de la base de données N est divisible par 4, I'algorithme se ter-
mine en effet au bout d’une seule itération (et c’est pourquoi le cas est qualifié de
critique, car c¢’est un cas exceptionnel) et I'état généré est exactement une superposi-
tion des états recherchés. Les amplitudes des états non-recherchés sont éliminées apres
seulement 'application d’une porte d’Oracle et d’une porte de Diffusion. Ainsi, tout
état pouvant s’écrire comme la somme de % (lorsque 4 divise N) éléments de la base
canonique représente une orbite (strate ou famille d’orbites), sous l'action du groupe
SLOCC, qui peut étre atteinte par l'algorithme de Grover [133, [I47]. D'un point de
vue pratique, 'algorithme de Grover peut alors servir a générer des points de certaines

orbites, notamment des points génériques de la variété des sécantes on (X).
4

Enfin, lors de I’'étude des classes d’intrication atteintes par 1’algorithme de Grover,
notamment pour les cas considérés, il est apparu que certaines classes d’intrication
n’étaient jamais générées par 'algorithme de Grover, ou seulement dans le cas critique.
Le fait que I'état |W) ne soit pas généré dans le cas des 3-qubits est intéressant, et
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implique que l'algorithme de Grover ne peut générer des points lisses de la variété des
tangentes 7(X). Ceci est d’autant plus intéressant que la notion de variété tangente
semble aussi toujours intervenir pour les états n’étant pas générés par l'algorithme de
Grover dans les autres exemples étudiés. En effet, dans le cas 2 x 3 x 3 ce sont les
orbites Os et O15 qui ne sont pas atteintes par 'algorithme. Or 'orbite O5 correspond
a la variété des tangentes 7(X) et Uorbite Oy5 a la variété T'(X, 7(X)). Dans le cas des
4-qubits, les familles Ly, €t Lqp, ne sont pas atteintes pas 1'algorithme, et ces familles
correspondent respectivement aux variétés X* et 7(X)*. Les strates Grs, Grg et Grs
ne sont atteintes que dans le cas critique, et correspondent respectivement aux variétés
T(X), Osc3(X) et Py x 7(X) (dont la définition fait intervenir la notion de tangente).
Cette observation pourrait donner une interprétation géométrique pour qualifier les
états ne pouvant pas étre générés par 'algorithme.

3.6 Perspectives

Une premiere maniere de poursuivre ce travail est d’étudier les états générés par
I'algorithme pour d’autres dimensions des systemes quantiques. Par exemple, il est
possible d’étudier le cas des 3-qutrits, ou une classification sous forme de familles existe
aussi (voir Section . On peut également envisager d’étudier le cas des 5-qubits,
ou de dimensions supérieures. Malgré le fait qu'une classification complete n’existe pas,
des outils partiels comme ceux proposés en Chapitre [f] et [7] pourraient étre envisagés.

Ces études pourraient permettre d’avoir une vision plus globale de I'intrication inter-
venant dans ’algorithme de Grover, dans 'optique de pouvoir généraliser a des dimen-
sions supérieures certaines observations ou résultats mis en évidence dans ce chapitre.
D’une part, ceci permettrait de prévoir quel type d’intrication peut étre généré par
I’algorithme de Grover, en fonction du nombre de qubits et de la nature des éléments
marqués. Cela peut permettre aussi de prévoir pour quelle itération 1’état généré par
I’algorithme atteint le maximum possible de l'intrication, en fonction du nombre de
qubits et des éléments marqués.

D’autre part, ceci peut également fournir des informations sur les états et les types
d’intrication que ’algorithme de Grover ne peut générer. En effet, il serait intéressant
d’étudier plus en profondeur le lien entre les classes d’intrication non-atteintes par
I’algorithme de Grover, ou seulement atteintes dans le cas critique, et les variétés des
tangentes associées. Enfin, une réflexion plus profonde sur la nature des états intriqués
mis en ceuvre dans 'algorithme (et ceux non-atteints) et le gain en complexité des
algorithmes quantiques pourrait étre menée a partir de ces observations et résultats.
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CHAPITRE 4

ALGORITHME DE SHOR ET INTRICATION

“A classical computation is like a solo voice — one line of pure tones succeeding each
other. A quantum computation is like a symphony — many lines of tones interfering
with one another”, Seth Lloyd.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’algorithme de Shor, et comment l'intrica-
tion s’y manifeste. Plus précisément, nous étudions la “partie quantique” de ’algorithme
de Shor, c’est a dire Ialgorithme de recherche de la période (voir Section pour
une introduction a I’algorithme de Shor). Nous présentons tout d’abord les précédents
travaux sur cette question puis, comme cela a été fait pour 'algorithme de Grover (voir
Chapitre , nous tentons de qualifier et de quantifier 'intrication au sein de 1’algo-
rithme de recherche de la période. L’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre
ont été publiés dans les articles suivants [147), 81].

4.1 Etat de D’art

Au début des années 2000, Jozsa et al. ont suggéré que l'intrication quantique joue
un role majeur dans lefficacité des calculs quantiques [96], [154]. 11 a été en effet prouvé
que l'intrication quantique est bien présente dans I’algorithme de Shor, que ce soit du
point de vue théorique [213, [154] 242] 156, [194] ou expérimental [166], [175].

La majorité des études en rapport avec l'intrication et ’algorithme de Shor portent
sur l'intrication entre les deux registres quantiques de l'algorithme. En 2001, Parker
et Planio [2I3] ont regardé lintrication bipartite moyenne, en utilisant la négativité
logarithmique comme mesure de l'intrication, a chaque étape de I'algorithme. Les états
de l'algorithme sont définis par les opérations controlled-U, (impliqué dans 1'opération
d’exponentiation modulaire). Les auteurs ont prouvé que Uintrication existe dans 1’al-
gorithme et que la quantité d’intrication augmente vers la fin de 'algorithme. Ils ont
aussi démontré que si 'on cherche a réduire I'intrication en introduisant des états plus
mixtes dans le qubit de controle, alors on réduit 'efficacité des calculs.

Un an plus tard, Jozsa et Linden publierent un article portant sur le role de 'in-

trication dans l'accélération des calculs quantiques [154]. Ils y discutent les différences
entre le calcul classique et quantique, et de la possibilité de simuler classiquement et
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de maniere efficace un calcul quantique. En particulier, il a été affirmé que si on ne
peut pas classiquement simuler de maniere efficace, et en un temps polynomial, un al-
gorithme quantique, alors I'intrication quantique est présente dans ce méme algorithme
quantique. C’est le cas de 'algorithme de Shor, et la présence d’intrication est prouvée
dans ce travail en considérant des états a “progression arithmétique” (équivalents aux
états périodiques), et en considérant le fait que ces états ne sont pas p-bloqués.

En 2004, Orus et Latorre [207] ont étudié le comportement de I'intrication dans ’al-
gorithme de Shor lors d'un changement d’échelle, prouvant analytiquement la nécessité
d’utiliser une quantité exponentiellement grande d’intrication entre les deux registres,
apres l'étape d’exponentiation modulaire. Ceci implique I'impossibilité d'une simulation
classique efficace en utilisant le protocole proposé par Vidal [264].

En 2005, Shimoni et al. ont utilisé la Mesure Groverienne de I'Intrication pour ca-
ractériser les états quantiques générés par I'algorithme de Shor [242]. A chaque étape
de la Transformée de Fourier Quantique (apres chaque porte controlled-Ry, la porte
d’Hadamard n’affectant pas l'intrication), ils évaluent la Mesure Groverienne de 1'In-
trication, et ceci pour des états quantiques généraux ou pour les états périodiques de
I’algorithme de Shor. Pour des états factorisés aléatoires, les auteurs démontrent que
I'intrication reste la méme apres la plupart des étapes, mais que pour certaines portes
controlled-Ry, précises le taux d’intrication augmente significativement. Pour les états
périodiques, leurs résultats avancent que l'intrication ne change essentiellement pas, et
que les variations observées pour un nombre de qubits n petit deviennent négligeables
quand n augmente.

Kendon et Munro ont publié en 2006 dans un article intitulé “Entanglement and
its role in Shor’s algorithm” [I50], ou ils s’intéressent a l'intrication impliquée dans
l'algorithme de Shor en décomposant la porte Uy et en considérant la TFQ™' comme
une seule porte. Ils se focalisent tout d’abord sur lintrication entre le premier et le
second registre, et dans un second temps étudient 'intrication dans le premier registre.
Une étude quantitative de I'intrication est effectuée dans cet article, et quelques mesures
de l'intrication comme I’entropie des sous-systeémes (entropy of subsystems entre les deux
registres), la négativité ou bien 'entanglement of formation (pour le premier registre)
sont utilisées. Selon les auteurs, apres I’exponentiation modulaire, 'intrication entre
les deux registres ne peut augmenter durant I'application de Transformée de Fourier
Quantique inverse. De plus, toujours selon les auteurs, 'intrication dans le premier
registre ne peut qu’étre généré ou déplacée, mais pas diminuée. Les auteurs font aussi
remarquer que plus la période r est proche d'une puissance de 2, plus la valeur de la
différence dans I’entropie moyenne AFE; avant et apres la TFQ~! devient faible. Lorsque
r est une puissance de 2, alors TFQ~! implique que AE; = 0 dans tout les cas.

En 2007, certaines expériences pratiques de l'algorithme de Shor ont pu étre
implémentées. Lanyon et al. [I66] ont implémenté une version compilée de I'algorithme
de Shor en utilisant des systemes photoniques. Ils ont prouvé 'existence de l'intrica-
tion au cours de l'algorithme par tomographie des états quantiques, et que l'intrica-
tion est impliquée dans les opérations arithmétiques. La méme année, Lu et al. [I75]
implémentent ’algorithme de factorisation de Shor en utilisant aussi des photons pour
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modéliser les qubits. L’expérience est mise en place pour des 4-qubits photoniques,
et l'intrication genuine est détectée durant I'algorithme, entre le premier et le second
registre.

Trois ans plus tard, Most, Shimoni et Biham ont publié un travail en rapport avec
I'intrication des états périodique, la Transformée de Fourier Quantique et 'algorithme
de Shor [194]. Tls mettent en évidence 'importance et le role des états périodiques du-
rant ’algorithme. Ils analysent aussi l'intrication des états périodiques en regardant
comment ces états sont affectés par la Transformée de Fourier Quantique. Quelques ap-
proximations sont utilisées pour évaluer la mesure Groverienne de l'intrication pour les
états périodiques. Selon les auteurs, la Transformée de Fourier Quantique ne change pas
I'intrication des états périodiques, pour un nombre suffisamment grand de qubits. Nous
pouvons également mentionner certains récents travaux portant sur une problématique
plus ou moins similaire [93] [80], [60].

Tout ces travaux ont principalement étudié intrication en utilisant des mesures
diverses de l'intrication, menant a une étude quantitative de l'intrication. Cela per-
mit de donner une premiere vision globale concernant I'évolution de l'intrication du-
rant ’algorithme. Dans les sections suivantes, nous présentons une étude quantitative
de l'intrication en utilisant des mesures originales de 'intrication et en comparant nos
résultats a ceux de la littérature. D’autre part, nous étudions également de maniere plus
qualitative I'intrication, en déterminant quelles sont les classes d’intrication présentes
et comment elles évoluent apres application de la TFQ, tentant de donner une in-
terprétation géométrique ou des éléments de réflexion afin de compléter les précédents
résultats de la littérature.

4.2 Intrication des états périodiques

Les états périodiques sont des états générés durant la premiere partie de 1’algo-
rithme de Shor, et sont les états sur lesquels la Transformée de Fourier Quantique
sera appliquée. Par ailleurs, ces états jouent également un role important dans d’autres
algorithmes quantiques faisant intervenir cette méme transformée [194].

L’intrication est un des candidats proposés pour expliquer ’avantage que propose
les algorithmes quantiques face aux performances des algorithmes classiques. L’étude
de l'intrication des états périodiques devient donc indispensable pour comprendre dans
quelle mesure ce phénomene apparait et intervient tout au long de ’algorithme.

Dans cette sous-section, nous nous intéressons a l'intrication des états périodiques en
tant que tels, c’est a dire avant I’application de la Transformée de Fourier Quantique.
En effet, comme nous le verrons plus tard dans cette section, I'intrication des états
périodiques avant I’application de la TFQ jouera un role prépondérant en ce qui concerne
le type ou la quantité d’intrication apres la TFQ. Nous étudions de maniere exhaustive
les classes d’intrication associées aux états périodiques pour les systemes a 3-qubits et
4-qubits, et proposons un certain nombre de généralisation et de regles concernant le
type d’intrication, en fonction du shift et de la période des états périodiques, a partir
des patterns observés.
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4.2.1 Cas des 3-qubits

Dans cette sous-section, nous étudions le type d’intrication associé a I’ensemble des
états périodiques pour les systemes a 3-qubits. Les notations utilisées ici font référence
a la classification des 3-qubits présentée en Section [2.2.2] Pour chaque valeur du shift [
et de la période r, nous déterminons 'orbite sous SLOCC de I'état périodique associé.
Nous utilisons ici I'algorithme de classification des 3-qubits présenté en Annexe
Tous les résultats obtenus sont regroupés dans la Table

l 0 1 203145167

01106 | 04| O | O | O3 | O1 | Oy
O1 01|04 |04 |01 |01 ] O] Oy
Os5 |05 | O | Oy | O3 | O | O | Oy
OO0 0|0 |0 ] 0] 0] 0O
Oy | O | O | O1 | O | Oy | O | Oy
04 04 Ol Ol Ol Ol Ol Ol
O |01 |01 |01 |01 |01 | Oy | O

~N| | O = | W DN 3

TABLE 4.1 — Orbites sous SLOCC pour les états a 3-qubits periodiques, en fonction du
shift [ et de la période r.

En observant sur ce tableau la répartition des orbites en fonction du shift et de la
période, nous pouvons établir les observations suivantes :

e Lorsque [ = 0 et que la période prend les valeurs » = 1, r = 2 et r = 4, alors ’état est
séparable,

e Lorsque r = 4, alors I’état appartient toujours a l'orbite O; (état séparable),

e Tous les états présents sur 'anti-diagonale définie de {{ = 1,7 =7} a{l=7,r = 1}, et
tous les états dans la partie inférieure droite sous cette anti-diagonale appartiennent a
l'orbite O; (états séparables),

e Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift 0 <[ < r —1 ou
4 <[ <r+ 3, alors I'état est séparable,

e Lorsque {l = 1,7 = 1}, et lorsque {{ = 0,r = 7}, {{l = 1,r = 5}, {{ = 2,7 = 3}, et
{l = 3,r = 1} (anti-diagonale ot I'on monte de 2 cases vers le haut quand on avance
d’une case vers la droite) les états périodiques correspondants appartiennent a ’orbite
Og, qui est l'orbite de I'état |GHZ),

e L’orbite O5 n’est atteinte que lorsque {{ = 0,7 =3} et {{ = 1,r = 3}.

Une partie de ces observations peut étre prévue de par I’écriture des états périodiques
dans la base canonique. En effet, I’état \\1/3,7> correspond exactement a l'écriture de
Iétat |GHZ) = \%(|000> + [111)), tout comme lécriture de I'état |¥$,) permet de
conclure que c’est un état séparable :

|3 ,) = = (J001) + [011) + 101) + [111)) = [+)*?|1) . (4.1)

N =

Un grande majorité de ces observations de placement des classes d’intrication sur
la table en deux dimension apparaissent également lorsqu’on augmente le nombre de
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qubits, et c¢’est notamment le cas pour les systemes a 4-qubits. Ceci est en effet 1'objet
de la sous-section suivante.

4.2.2 Cas des 4-qubits

Dans cette sous-section, nous étudions le type d’intrication associé a I’ensemble des
états périodiques pour les systemes a 4-qubits. Les notations utilisées ici font référence
a la classification des 4-qubits rappelée en Section [2.2.2] Pour chaque valeur du shift [
et de la période r, nous déterminons la (sous) famille de Verstraete et al. associée ou la
strate du cone nilpotent associée a 1’état périodique correspondant. Tous les résultats
obtenus sont regroupés dans la Table [£.2] Pour obtenir celle-ci, nous utilisons I'algo-
rithme présenté en Annexe [A.4] et déterminons la classe d’intrication pour tous les
15 x 15 états périodiques.

On observe alors que :
Lorsque [ = 0 et que la période prend les valeurs r = 1, r = 2, r = 4 et r = 8, alors
I’état est séparable,
e Lorsque r = 8, alors I'état appartient toujours a 'orbite Gy (état séparable),
e Tous les états présents sur 'anti-diagonale définie de {{ = 1,7 = 15} a {l = 15,7 = 1},
et tous les états dans la partie inférieure droite sous cette anti-diagonale appartiennent
a lorbite Gry (états séparables),
Si la période prend les valeurs r =1, r =2, r =4 et r =8, si le shift 0 <[ <r —1 ou
8 <1 <r+47,alors I'état est séparable,
Lorsque {l = 1,r = 1}, {l = 7,7 = 1}, et lorsque {l = 0,7 = 15}, {l = 1,r = 13},
{l=2,r=11}, {l =3,r =9} et {l =4,r = 7} (presque une moiti¢ d’anti-diagonale)
les états périodiques appartiennent a la sous-famille G, qui contient ’orbite de I'état
|GHZ,).

Nous remarquons que les observations effectuées a la sous-section précédente sont
également présentes de maniere équivalente pour le cas des 4-qubits. Nous proposons
alors de généraliser et de formaliser ces observations aux états périodiques a n-qubits
dans la sous-section suivante.

4.2.3 Cas général

Dans cette sous-section nous généralisons les observations, dans le cas des 3 et 4-
qubits, concernant le type d’intrication en fonction des valeurs du shift et de la période
pour les états périodiques. Nous tentons pour chaque proposition d’apporter la preuve
correspondante, permettant de mettre en évidence ’aspect séparable ou non d'un état
périodique, et en fournissant dans certains cas ’écriture explicite simplifiée ou factorisée
d’un état périodique (afin de permettre I'identification directe du rang ou de la classe
d’intrication).

Proposition 4.2.1. Soit |\If?r> un état périodique a n-qubits. Si le shift | = 0 et la
période r = 2° divise N = 2" alors “Iﬂgﬂ,> est un état séparable, et on peut [’écrire
U5, =" @ |0)*.
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MY M M |y |y |y |y Ty | ) |y | ey ) ey | by | ) ] T ), a1
MO M) M) ) [ |y Ty Ty | My | ey | ey ) ey | ) | ) ] T £ 4!
MO MY [ | |y [ |y |y | Ty | Ty | My | Ty |y | Ty | P00 40 el
WO MY My [y [y |y |y Ty | ) | Ty | Wy | ) ]y | Ay | D o) Gl
Mo | |y |y [y |y |y |y |y |y | g | Ty | Ty | P00 | T 40 1T
YO MY MY My [y |y |y [y | Y | Ty | WY | ) Ty | T | D ) 0T
H&U HLU HAU HLU H&U H&U H&U H&U H&U N&U ﬂs@ N&U oooo@ N&U wLU N&U 6
MO M) ) |y [ |y [y ey | My |y | ey ) ey | iy | ) ] T D) 8
H&U ﬁ&U ﬂkg H&U ﬁ&U ﬂLU ﬁ&U w&@ m&@ w&@ N&U ooooU N&U w&@ @&U ©LU )
MO | MY [ W) |y | Y | Y |y [y | Y | Wy | Ty | T | B | By | D R, 9
H&U ﬂ@mu HLU H&U ﬂ&mv N&U w&g m&@ w&@ ﬂ&b Nodd\N @LU @LU @LU @e@b oooa@ G
YO MY M) [ MY [ |y |y Y | Y | Y | Wy |y ) Ty | ) | D L9 4
ey | T | T | Cun) | eun) | Tup) | Cun) | Cupn) 945) NO@@\N 845) 845) moo@\N 02900y | 0297 o?m\vd@U ¢
MY M M | e | |y Y | ) | T |y | Y | Ty | Ty | T D) 4
H&U ﬂ&U mc&o H&U w&U N&U w&@ ﬂ&U UUQOU w&@ NUOQ\N N&U mooo@ w&@ ouoo@ ﬂ&@ 1
¢TI 4! €l ¢l IT 0T 6 8 ) 9 G ¥ € 4 1 0 !

TABLE 4.2 — Familles de Verstraete et al. et strates du cone nilpotent pour les états a

4-qubits periodiques, en fonction du shift [ et de la période r.
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Démonstration. Soit |\IJ{LT> un état périodique a n-qubits, et soit N = 2". On suppose
que le shift [ = 0, et que la période divise V. Alors il existe un entier p tel que r xp = N,
et donc il existe (s,q) € N2 tel que r = 2% et p = 29. On rappele que ‘\1137T> peut étre
exprimé comme

A-1
‘\1187T>:ﬁ2|0+ir), avec A = [N;Ow =p, (4.2)
alors
¥5,) = 72000+ 1)+ 20) -+ o= 1)) (43

Lorsque la période r est égale a N, on obtient A = { W = 1 état de base dans

Iécriture de |\Ifg7r> , qui est en effet |0...0) en notation binaire. L'état est donc séparable
etona|Up ) = )M R]0)%" = |0Y*". De plus, si la période r est égale & 1, alors nous
avons tous les A = (@W = N états de base dans I’écriture de I’état périodique, et on
récupere I'état completement parallélisé comme attendu : [Wp ) = +)20 @10y =
+)7".

On s’intéresse maintenant au cas ou 1 < r < N, c’est a dire lorsque 2 < r < %
L’état périodique associé est une somme de p états de base, et p est pair, alors on pourra
toujours séparer en deux parties I’écriture de I'état périodique :

1
95,) = 5 (100 +1r) 20+ |- 1)T>J+ Byl -1n) . (@9
— termes — termes
- . : . p N
On peut aisément voir que nous avons toujours les états |0) et ‘§r> =3 dans

les parties de I’état périodique, et ces états de base peuvent étre respectivement écrits
en notation binaire sous la forme [00...0) et |10...0). Ainsi, en fonction de la période
r, il restera (ou pas) d’autres termes dans chaque partie, mais nous pouvons toujours
ré-écrire 1’état périodique comme suit :

[#5,) = J5(100+Ir ) l2r) - | (2= 1))

2
§termes
N I VI NI N I PO EARTIN AP (49)
2 p 7 g T g Ty T )
— termes

De ce fait, I'état périodique peut étre exprimé comme

gy =) @ (100 + 1+ )+ + | E=1)r)) =1+ @ W) - (46)

1
\/2a—1 2
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A présent, si 'on considere 1’état |\I/6‘;1>, on peut répéter le méme processus jusqu’a
ce qu’il ne reste qu’un seul état dans la décomposition en somme de I’état périodique.
Ce cas arrive lorsque A = 1, ¢’est a dire lorsque le nombre de qubits de I’état périodique
considéré (le facteur droit du produit tensoriel dans I'Equation ) est égal a s. Ce
processus est donc répété g = n — s fois, et au final, on récupere 1’état séparable :

05,) = )" @ 0)*" . (4.7)
0

Proposition 4.2.2. Soit ‘\I/fT> un état périodique a n-qubits. Si la période r est égale a
N

5 271 alors, pour toutes les valeurs possibles du shift [,

\IJ?T> est un état séparable.

Démonstration. Soit |\I/}‘T> un état périodique a n-qubits, et soit N = 2". On suppose

N —1
que la période r est égale a % L’état périodique ne contient alors que A = { ~ —‘
2
états de base dans son écriture. Si le shift satisfait la condition 0 <[ < % alors il y a
aura A = 2 éléments, sinon si % <[ < N alors n’y aura que A = 1 seul élément.

Dans le second cas, le seul élément dans I’état périodique sera |l) et donc il est
clair que I'état périodique est séparable. Dans le premier cas, on peut ré-écrire 1’état
périodique sous la forme :

) = %(W + ’l+g>) =+ e, (4.8)

qui est en effet aussi un état séparable.
O

Proposition 4.2.3. Soit |\I’?r> un €état périodique a n-qubits, et soit N =2". Sil+r >
N alors ‘\Il?r> est séparable.

Démonstration. Du fait que [+r > N <— 1 > %, on peut en déduire que le nombre
d’états de base nécessaires pour écrire “1!?7) sera égal a A = (%W =1, ce qui implique
que I’état est séparable. [

Proposition 4.2.4. Soit ’\I/?r> un état périodique a n-qubits. Si la période r = 2°
divise N = 2" alors pour toutes les valeurs du shift, respectivement [ € [0,2° — 1]
oul € [[%, % + 2% — 1], l’état |\I/?2> est un état séparable, et il s’écrit respectivement
07, = [0 @ ) ou [17,.) = 1) @ |+ @ D (avee [N Vétat 1) écrit
en notation binaire a 'aide de s bits).

Démonstration. Soit |\I/?r> un état périodique a n-qubits, et soit N = 2". On suppose
que la période r divise N. Alors il existe un entier p tel que r x p = N, et donc il existe
(5,q) € N? tels que r = 2% et p = 29. De ce fait r est une puissance de 2.

Il en résulte que la notation binaire de r est composée d’un unique digit a '1’, et de

n— 1 digits a '0’. Il est connu que pour r = 2%, le digit "1’ se trouve a la s-ieme position.
Ainsi, tous les multiples de r, qui sont en fait une somme du méme nombre binaire 7,
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peuvent étre écrits avec des 0" et des '1” a gauche du s-ieme digit, et uniquement des
'0” a droite du s-ieme digit (si on suppose que le bit de poids fort est placé a gauche).

On s’intéresse tout d’abord au premier cas, lorsque | € [0,2° — 1]. En supposant
que le shift satisfasse la condition 0 < [ < r = 2°, on peut démontrer que le nombre
de termes dans ’écriture de |\Ifl"7,> est toujours égal a A = (N q =p = 29, et 'état
périodique correspondant s’écrit :

U7 = — (|l+|l+r)+|l+2r) e I+ (p=1)r)) . (4.9)

En sachant que [ < r, et en sachant que r et tout ses multiples ne contiennent que
des ’0” a droite du s-ieme digit 1’ (dans 'écriture binaire de r), on sait que 'on peut
factoriser, par la notation binaire de [ sur s digits, la somme des états de base définissant
“I/ > Ceci aura pour effet de retirer les s bits de poids faible dans la notation binaire
de r et ses multiples, ce qui nous amene a ’expression suivante :

vr,) = %(I@ )42 4+ - D) e (4.10)

Le facteur de gauche de ce produit tensoriel est en effet 1'état |+ , et on peut
alors conclure que si r divise N, et si I € [0,2% — 1], alors on récupere un état séparable
de la forme :

>®(n—s)

7 ) = [+)°0 ) @ ) (4.11)

On s’intéresse a présent au second cas, c’est a dire lorsque [ € [[g ,]g +2° — 1],
qui est assez similaire au premier cas si ce n’est que 1'on ajoute % a la valeur du shift.
Cependant, on sait que % est aussi une puissance de 2, et dans notre cas cela correspond
a l'état [10...0) en notation binaire, lorsque 'on travaille avec n qubits. Ce digit "1’
sera alors présent dans chaque état de base composant 1’état périodique et on peut alors
définir I' =1 — % tel que :

w7, ) = <|l>+|l—|—r>+|l+2r>+---+‘l—l—(g—l)r», (4.12)

—_
N

[ — |1>®<|l'>+|l'+r>+|l'+2r)—I—---—I— I+

E-vr)). @)

ﬁ

Le facteur de droite du produit tensoriel, avec le facteur de normalisation \/— et en

effet un état périodique de shift I’ € [0,2° — 1] et de période r = 2° pour (n — 1)-qubits.
En réutilisant le résultat issu du premier cas, on peut conclure que cet état est séparable
et on peut exprimer 'état périodique global }\Iffr> comme étant égal a :

®(n—s—1) N o
[07,) = 1) @ |+) ®‘l—5> . (4.14)

]
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Proposition 4.2.5. Soit }\IJ?T> un état périodique a n-qubits, et soit N = 2"™. Alors
N —2
il y a au moins LTJ + 3 paires (I,r) définissant des états périodiques SLOCC
équivalents a |GHZ,), et on peut distinguer les 3 différents cas suivants :
e lecasoul=1etr=1,
e le cas oﬂl:%—l etr=1,

° etles{

J +1 autres états sur l’anti-diagonale définie par la relation 2l4+r = N—1.

Démonstration. Soit |\Ifl",,> un état périodique a n-qubits, et soit N = 2",

Dans le premier cas, le shift est [ = 1 et la période » = 1, on obtient ’état périodique
suivant :

\/N ®n 1 ®n
v 11>_\/72’ ﬁ\ﬂ —\/ﬁm)

Cet état est un état (générique) de rang 2, appartenant aux points lisses de la variété
des sécantes 09(X), et en particulier est SLOCC équivalent a I'état |GHZ,).

(4.15)

Dans le second cas, le shift est [ = % — 1 et la période r = 1. En remarquant que

‘g> = ]10...0), et donc que | 5 > |01...1), on obtient 'état périodique

’\117_11> \/7 Nl_l \/7(1011 ) +[100...0) .

+]10...0 1>+-~-+|111...1>),

qui peut aussi etre exprimé comme

1 n—
’\1/7_11> —— |011 Y S0 @ +)° 1 , (4.17)

¥
et cet état est aussi SLOCC équivalent a |GHZ,).

Pour le troisieme cas, nous nous intéressons a l’anti-diagonale dont le “point de
départ” est Iétat définit par {{ = 0,r = N — 1} et progressant vers le haut et la
droite du tableau en ajoutant un au shift [ (déplacement d’une case vers la droite) et
en retirant 2 a la période r (déplacement de 2 cases vers le haut). Cette anti-diagonale
est alors définie par les équations suivantes :

=k . N
{r:N—1—2k Wltth[[O,?—l]]. (4.18)

Nous avons déja démontré que I'état tout en haut a droite de cette anti-diagonale
{l = & —1,r = 1} est SLOCC équivalent & |GHZ,), et on peut facilement prouver
que 'état tout en bas a gauche de l'anti-diagonale {I = 0,7 = N — 1} est en fait la
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définition de I'état GHZ généralisé |GH Z,,) = \/Li (]0)*" +[1)®"). La partie intéressante
est de déterminer ce qu’il se passe au milieu de I’anti-diagonale.

En effet, on peut déduire a partir des équations de 'anti-diagonale que les états
appartenant a celle-ci vérifient 2l +7r = N — 1. De plus, nous savons que 1'état en bas a
gauche de I'anti-diagonale {Il = 0,7 = N — 1} ne possede que 2 états de base dans son
écriture. Par conséquent, on peut remarquer que si un état périodique ne possede que
deux états de base dans son écriture, alors il satisfait la condition de I’anti-diagonale
2l+r = N —1, et donc I'état est SLOCC équivalent a 1'état |GH Z,,). En effet, cet état
périodique que 'on va noter |¥) ne possede que 2 états de base et peut étre écrit

!
V2

Par ailleurs, nous rappelons que le shift [ et la période r doivent satisfaire la condition
20+r =1+ (l+r) = N — 1. Si on travaille en notation binaire, et en notant que
N —1 = 2" —1 est toujours écrit avec uniquement des digits '1” dans sa notation binaire,
on peut en conclure que les deux nombres binaires [ et [ + r sont des compléments (par
rapport a N = 2"). Ainsi, I'état |¥) est par définition équivalent a I'état |GHZ,,).

|¥) |y +|1+7)) . (4.19)

On peut se demander : combien d’états satisfont ces conditions pour les états
périodiques ? Afin d’apporter une réponse, on s’intéresse a la condition en prétant atten-
tion au nombre d’états de base dans les états périodiques considérés. Nous devons avoir
A= [NT_ZW = 2 états de base dans ’écriture de 1’état périodique, ce qui est équivalent
a I'inéquation

N —1

r

1<

<2. (4.20)

Si on substitue a présent [ et r par les équations définissant ’anti-diagonale, alors
on obtient I'inéquation suivante :
N —k
1< —<2. 4.21
N—-1-2k — (421)
En résolvant I'inéquation en k et en oubliant ’opération d’arrondissement, on obtient
le résultat suivant :

—1<k§N_2.

(4.22)

En replacant notre inéquation dans le contexte des nombres entiers, alors nous avons
N -2
prouvé que pour k € [0, {TJ]] Iétat périodique défini par [ =k et r=N —1— 2k
ne possede que deux états de base dans son écriture.

Enfin, le nombre d’états équivalents a |G H Z,,) sur I’anti-diagonale est égal & L%J +
1, sans comptabiliser le cas ott {I = & — 1,7 = 1}. En d’autres termes, de I’état
{l =0,r = N—-1} aléat {l = |%2|,r = N —1—2[¥F2]}, tous les btats sur
I'anti-diagonale précédemment définie sont SLOCC équivalents a |[GHZ,).

]
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4. ALGORITHME DE SHOR ET INTRICATION

Ces résultats généraux concernant la nature de lintrication de certains états
périodiques précis permet de déterminer rapidement dans certains cas la présence ou
non d’intrication dans ces systemes quantiques pouvant apparaitre apres la mesure du
second registre dans ’algorithme de recherche de la période dans 1’algorithme de Shor.

4.3 Transformée de Fourier Quantique et
Intrication

La Transformée de Fourier Quantique est une porte quantique constituant un
élément clé dans l'algorithme de Shor, et plus particulierement dans 1’algorithme de
recherche de la période. Elle est utilisée pour mettre en évidence la période associée
aux états du second registre, issus de la mesure du premier registre, afin de faciliter
la détermination de 'ordre de la fonction définissant le probleme de factorisation (voir

Sections et [1.2.2)).

L’influence de la Transformée de Fourier Quantique sur l'intrication des registres
quantiques n’est pas totalement comprise et cernée, que ce soit au niveau de la variation
de la quantité d’intrication (via des mesures de I'intrication comme la MGI) ou au niveau
des changements de classes d’intrication induits par ’application de cette transformée.

A partir des travaux précédents, notamment ceux de Most et al. [194], nous ten-
tons d’apporter des éléments de réflexion et de réponses a partir notamment des outils,
précédemment utilisés, issus de la géométrie algébrique. Dans un premier temps, nous
étudions l'influence de la Transformée de Fourier Quantique sur les états périodiques.
Nous évaluons les polynomes de Mermin ainsi que I’hyperdéterminant afin de mesu-
rer et d’observer I’évolution de l'intrication. Nous utilisons aussi les outils théoriques
mentionnés pour déterminer les classes d’intrication caractérisant les états périodiques
apres l'application de la TFQ. Enfin, nous posons et étudions certaines questions liées
a influence de la TFQ sur 'intrication des registres quantiques, en dehors du contexte
de I'algorithme de Shor.

4.3.1 Application de la TFQ sur les états périodiques —
Etude qualitative

Dans cette sous-section nous nous intéressons a l'étude des classes d’intrication
atteintes par les états périodiques apres l'application de la Transformée de Fourier
Quantique. Comme cela a été fait précédemment, nous étudions en détail le cas des
3-qubits et des 4-qubits, et tentons par la suite de proposer quelques généralisations des
similarités observées.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux systemes a 3-qubits. Nous menons
une étude exhaustive en considérant toutes les combinaisons possibles de shift [ et de
période 7.
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O 1} 2|3 |45 |67

O1 106 |06 | O | Os | O | Og | O1
O, 10,05 03|03| 05| 0| O
Os | O | O | Os | O | O1 | O1 | O
O110,]0, 0, [0,]0:, |0, | Oy
O | Os | O | O1 | O] 01| Oy | Oy
03 03 01 Ol Ol 01 Ol Ol
O | O1 |O1 | OO, | Oy | O] Oy

|| OY | W[N] 3

TABLE 4.3 — Orbites SLOCC des états a 3-qubit résultant de I’application de la TFQ
sur des états périodiques en fonction de leur shift [ et de la période r.

A partir des résultats présentés en Table nous pouvons extraire les propriétés
suivantes pour les états périodiques a 3-qubits apres ’application de la Transformée de
Fourier Quantique :

e Lorsque r = 4, I’état correspond toujours a l'orbite O; (séparable),

e Pour tous les états ayant un shift [ et une période r satisfaisant la condition [ + r > 8
(c’est a dire que l'on se trouve sur ou en dessous de I'anti-diagonale de {/ = 1,r = 7}
a {l = 7,r = 1}), ils appartiennent a l'orbite O; du cone nilpotent, et sont donc des
états séparables,

Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift vérifie 0 <[ <r—1,
alors I’état est un état séparable,

Si la période prend les valeurs r = 1, et r = 2, et si le shift vérifie 4 <[ <r + 3, alors
I’état n’est pas séparable,

Si la période est égale a r = 2, alors si le shift vérifie 2 <[ <5, alors I’état appartient
a l'orbite O3, et donc I’état n’est pas séparable.

Nous nous intéressons a présent aux systemes a 4-qubits. Comme précédemment,
nous menons une étude exhaustive en considérant toutes les combinaisons possibles de
shift [ et de période r. A partir des résultats présentés en Table nous pouvons
extraire les propriétés suivantes pour les états périodiques a 4-qubits apres ’application
de la Transformée de Fourier Quantique :

e Lorsque r = 8, I’état correspond toujours a l'orbite Gr; (séparable),

e Pour tous les états ayant un shift [ et une période r satisfaisant la condition [+ > 16
(c’est a dire que l'on se trouve sur ou en dessous de 'anti-diagonale de {{ = 1,r = 15}
a {l = 15,r = 1}), ils appartiennent a 'orbite Gr; du cone nilpotent, et sont donc des
états séparables,

Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, r = 4 et r = 8, et si le shift vérifie
0 <1 <r—1,alors I'état est un état séparable,

Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift vérifie 8 <1 <r+7,
alors 1’état n’est pas séparable,

Si la période est égale a r = 2, alors si le shift vérifie 2 <[ < 13, alors I’état appartient
a la strate Gry, et donc I’état n’est pas séparable.

Ces observations sur les états générés apres 'application de la Transformée de Fou-
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TABLE 4.4 — Familles de Verstraete et al. et strates du cone nilpotent des états a 4-

qubits obtenus apres 'application de la TFQ sur des états périodiques en fonction de

leur shift [ et de la période r.
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rier Quantique sur des états périodiques particuliers (de par leurs valeurs de période et
de shift) sont a la fois présentes dans le cas des 3-qubits et des 4-qubits. On peut alors
espérer voir ces résultats se généraliser a n’importe quel systeme périodique a n-qubits.
Néanmoins, nous n’avons pas été en mesure de poursuivre ce travail pour proposer une
preuve de la validité de ces résultats aux dimensions supérieures.

Nous nous proposons alors de formuler explicitement la généralisation de ces obser-
vations sous la forme de questionss. Pour 'une d’entre elles, nous proposons néanmoins
une démonstration faisant appel a une des propriétés fondamentales de la TFQ.

Question 24. Soit ‘\IJ?T> un état périodique a n-qubits avec un shift [ et une période
r, et soit N =27 Sir = %, alors quelque soit la valeur du shift [, ’état obtenu apres
I’application de la TFQ a 1’état |\IJ?T> est-il toujours séparable ?

Question 25. Soit ‘\II?T> un état périodique a n-qubits avec un shift [ et une période
r, et soit N = 2" Sir = 2% avec k € [0,n — 1], et si le shift vérifie 0 <1 < r — 1, alors
I’état obtenu apres 'application de la TFQ a 1’état |\Iffr> est-il séparable ?

Question 26. Soit ‘\If}l» un état périodique a n-qubits avec un shift [ et une période
r, et soit N = 2" Sir = 2% avec k € [0,n — 2], et si le shift vérifie % <l < % +r—1,
alors I'état obtenu apres 'application de la TFQ a I’état |\I/?T> est-il non-séparable ?

Question 27. Soit ‘\IJ?T> un état périodique a n-qubits avec un shift [ et une période
r, et soit N = 2" Si r = 2 et si le shift vérifie 2 < [ < % — 3, alors I’état obtenu
apres Papplication de la TFQ a 1’état ’\I/l”r> est-il équivalent a 1’état biséparable |0) ®
\GHZ,_1), par action du groupe SLOCC ou par permutation des qubits?

Proposition 4.3.1. Soit {\I/?r> un €tat périodique a n-qubits avec un shift | et une
période 1, et soit N = 2". Alors apres l'application de la TFQ, tous les états sur ou en
dessous de 'anti-diagonale définie de la case {l =1,r =N -1} a {{=N—-1,r =1}
sont séparables.

Démonstration. Nous avons démontré a la Proposition |4.2.3| que le nombre d’états dans
I’écriture des états périodiques !‘IJ?T> avec [+r > N (en dessous ou sur l’anti-diagonale)
est égal a A = 1, et donc ils sont des états de la base canonique. En utilisant la Remarque
nous pouvons conclure qu’apres application de la TFQ, nous récupérons toujours
un état factorisé (séparable). O

Nous espérons que cette étude et ces observations concernant I'influence de la TFQ
sur l'intrication des états périodiques permettront de mieux comprendre ou de simplifier
I’étude de l'intrication dans I’algorithme de Shor ou de recherche de la période.

4.3.2 Application de la TFQ sur les états périodiques —
Etude quantitative
Nous nous intéressons dans cette sous-section uniquement au cas des 4-qubits. Nous
désignerons alors les états périodiques ’\I/ﬁr> par le couple (I,7) pour plus de commo-

dité. Le circuit explicite de la Transformée de Fourier Quantique pour les 4-qubits est
représenté en Figure 4.1
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1) —{H | Ro [~ Rs |— R |

SWAP
|z3) H— R,
) [ H |

FIGURE 4.1 — Les 11 portes quantiques composant le circuit quantique pour la Trans-
formée de Fourier Quantique a 4-qubits.

Comme suggéré en Section les polynomes invariants peuvent étre utilisés
comme des mesures potentielles de l'intrication. Nous utilisons tout d’abord 1’hy-
perdéterminant | Detagos| associé aux 4-qubits comme une mesure quantitative de 1'in-
trication, et calculant la quantité d’intrication d’un état périodique en entrée, et ce
apres chaque porte quantique composant la Transformée de Fourier Quantique. Nous
nous restreignons ici uniquement au cas des états périodiques.

Lorsque I'on observe la valeur absolue de I'hyperdéterminant Detogss apres chaque
porte unitaire composant la TFQ, nous pouvons distinguer 3 différents comportements
pour le cas des 4-qubits :

e Cas 1 : La valeur de 'hyperdéterminant est non nulle pour 1’état périodique initial,
et ne s’annule ni pendant ni apres 'application de la TFQ),

e Cas 2 : La valeur de I'hyperdéterminant est nulle pour I'état périodique initial, et
ensuite devient non-nulle apres une étape précise de la TFQ, puis enfin ne s’annule
plus en passant par les portes suivantes,

e Cas 3 : La valeur de I’hyperdéterminant est toujours égale a 0, avant, pendant et apres
Iapplication de la TFQ.

Le premier cas n’apparait que lorsque les états (1,3) et (2,3) sont en entrée. Dans
les deux cas, I’état périodique en entrée correspond a la famille G, qui effectivement
n’annule pas 'hyperdéterminant. Apres I'application de la TFQ sur ces états, on re-
trouve un état appartenant a la famille générique Ggpeq. On représente en Figure
I’évolution de | Detaggs| tout au long des états composant la TFQ, dont ’axe de abscisses
représente I'index de la porte quantique appliquée. Par exemple, a I'index 0, on a I’état
périodique initial ; a I'index 1, on applique la porte d’Hadamard sur I’état initial ; a 'in-
dex 3, on récupere 1’état résultant de l'application de la premiere porte d’'Hadamard,
de la premiere porte ¢ — Ry et de la premiere porte ¢ — R3 a 1’état périodique initial ; et
ainsi de suite. Nous observons dans ce cas une décroissance globale de la valeur absolue
de 'hyperdéterminant tout en se déplagant vers une famille plus générique.

Le second cas intervient pour les couples (I,7) € Ss, avec Sy 'ensemble défini comme
suit :

Sy = {(0,3),(0,5),(2,1),(3,1),(3,3), (4, 1), (4,3), (5, 1), (5,3), (4.23)
) :

(6,1),(6,3),(7,1),(9,1), (10, 1)7&11, ), (12,1)} .
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FIGURE 4.2 — Evolution de la valeur absolue de I’hyperdéterminant tout au long des
portes composant la TFQ, pour I’état périodique défini par (I,r) = (1, 3).

Dans le second cas, les états périodiques initiaux sont des points de la variété duale
X*, car annulant ’hyperdéterminant. Ensuite, en fonction du couple (I, r) considéré, la
valeur de I’hyperdéterminant devient non-nulle apres une des portes ¢ — Ry. Nous pou-
vons distinguer différents comportements en ce qui concerne I’évolution de la quantité
| Detagas| tout au long de la TFQ), et ceci est représenté en Figure .

Dans le troisieme cas, lorsque la valeur de I’hyperdéterminant est toujours nulle, ceci
arrive pour tous les couples restant (I,7) ¢ Ss U {(1,3),(2,3)}. Ceci implique que les
états concernés restent toujours dans la variété duale tout au long de ’application de la
TFQ, mais cela ne signifie pas que la TFQ ne modifie par la classe d’intrication de ces
états, impliquant éventuellement un changement d’orbite au sein des états dégénérés.

Il est intéressant ici de remarquer que la valeur de I'hyperdéterminant ne change
pas apres Iapplication des portes d’Hadamard (portes d’index 1, 5, 8 et 10), ainsi que
pour la porte Swap, comme cela pouvait étre attendu. En effet I’hyperdéterminant est
invariant par opération unitaire locale et permutation des qubits. Il en résulte que les
changements dans la valeur de 'hyperdéterminant sont uniquement dus a ’application
des portes ¢ — Ry, et ces opérateurs sont donc responsables de la génération ou de la
modification de l'intrication par la Transformée de Fourier Quantique.

De plus, pour la plupart des états a 4-qubits (92,5%), il est important de préciser que
I’on se trouve dans le troisieme cas, et donc que 'hyperdéterminant en tant que mesure
ne change pas apres et durant la TFQ (en restant notamment a 0), et cette observation
peut étre mise en relation avec ce qui a été précisé par Shimoni et al. dans [242], ou il
est remarqué que la mesure Groverienne de l'intrication n’est que légerement affectée
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FIGURE 4.3 — Evolution de la valeur absolue de I’hyperdéterminant tout au long des
portes composant la TFQ, pour les états périodiques définis par (I,r) = (0,3) (haut
gauche), (I,7) = (5,3) (haut droit), (I,r) = (11,1) (bas gauche) et (I,r) = (9,1) (bas
droit).

par la TFQ. Dans ce sens, la mesure Groverienne détecte ici la présence d’intrication,
mais pas nécessairement les changements de classe d’intrication. Ceci est notamment
nuancé et discuté en Section [£.3.3]

Enfin, il peut étre intéressant aussi de relever le fait que I’hyperdéterminant est
toujours nul et ne change jamais de valeur durant la TFQ, pour tous les couples (I, r)
lorsque 7 est une puissance de 2, comme cela a déja été mentionné par Kendon et Munro
[T56]. Cependant, nous pouvons tout de méme observer un changement qualitatif de
I'intrication, comme cela a pu étre mis en avant dans les sous-sections précédentes. Nous
observons également que la valeur de I'’hyperdéterminant ne varie et ne change que pour
certaines valeurs de la période, qui sont r =1, r =3 et r = 5.

Nous décidons a présent d’adopter une autre approche pour mesurer la quantité
d’intrication et son évolution tout au long de la TFQ. Les polynomes de Mermin,
précédemment utilisés pour étudier 'intrication dans ’algorithme de Grover, consti-
tuent une maniere de mesurer I’aspect non-local de systemes quantiques. Malgré le fait
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que les deux approches soient différentes, I’hyperdéterminant étant défini de maniere
algébrique tandis que 1’évaluation de Mermin est basée sur la notation d’observable,
ces deux mesures peuvent présenter un comportement similaire en ce qui concerne
I’évolution de 'intrication pour certains états périodiques tout au long de la TFQ (voir

Figure .
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FIGURE 4.4 — Comparaison de I’évaluation de I'intrication au cours de la Transformée de
Fourier Quantique pour 'état périodique (I,7) = (9, 1), en utilisant I'hyperdéterminant
(courbe de gauche) et I’évaluation de Mermin (courbe de gauche).

Nous reprenons les 3 comportements différents observés pour l'évolution de 1’hy-
perdéterminant et proposons d’observer comment réagit ’évaluation de Mermin dans
ces cas la. Tout d’abord, les états correspondant aux Cas 1 et 2 violent la limite clas-
sique durant ’application de la TFQ. Les courbes correspondantes sont représentées en
Figure 4.5 pour le Cas 1, et en Figure [4.6| pour le Cas 2.

3 3
S 251 1 S 25 |
T2 13 2| |
§ 1.5} ._.\.\./._././0—0\._._. = § 1.5 w s
I . . . . . . I . . . . . .
0 2 4 6 g§ 10 12 0 2 4 6 g8 10 12
k k

(a) (Z7T) = (173> (b) (1,7’) = (273)

FIGURE 4.5 — Evolution de la valeur maximale du polynoéme de Mermin pour les états
périodiques (1, 3) (sous-figure (a) a gauche) et (2, 3) (sous-figure (b) a droite) en fonction
des étapes de la TFQ. Les états périodiques correspondent au Cas 1 du comportement
de I'hyperdéterminant.

Seulement certains états correspondant au Cas 3 produisent des courbes a valeur
constante, avec certaines d’entre elles égales a la limite classique de 1 (elles ne seront pas
représentées). C’est notamment le cas pour 'état périodique correspondant a (I,7) =
(2,4) qui demeure séparable durant tout le processus. Les courbes correspondantes sont

représentées en Figure pour le Cas 3.
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FIGURE 4.6 — Evolution de la valeur maximale du polynome de Mermin pour les états
périodiques correspondant au Cas 2 du comportement de ’hyperdéterminant (le couple

(I,7) est renseigner en sous-titre de chaque sous-figure), en fonction des étapes de la
TFQ.
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FIGURE 4.7 — Evolution de la valeur maximale du polynome de Mermin pour les états
périodiques correspondant au Cas 3 du comportement de I’hyperdéterminant (le couple
(I,7) est renseigner en sous-titre de chaque sous-figure), en fonction des étapes de la
TFQ.
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Il pourrait étre intéressant d’affiner et de prolonger cette étude, en étudiant de
maniere plus étroite le lien entre ’évolution de l'intrication en terme de mesure et
les changements de classe d’intrication induits par la TFQ. Par exemple, les états
périodiques définis par (I,7) = (2,2) et (I,7) = (0, 11) sont SLOCC équivalents (avant la
TFQ, voir Table et appartiennent tout deux a la strate Gry. En revanche, ces deux
états présentent des comportements différents en termes d’évolution de 1’évaluation
de Mermin durant la TFQ (voir Figure (a) et (b)). Plus précisément, la valeur de
I’évaluation de Mermin pour I'état (I,7) = (2, 2) semble stagner tout au long de la TFQ),
tandis que I’évaluation pour 'état (I,7) = (0,11) connait une augmentation apres un
certaine porte ¢ — Rj. Ceci doit aussi étre mis en perspective avec le fait que la classe
d’intrication de I’état (I,7) = (2,2) n’est pas modifiée par application de la TFQ, tandis
que létat (I,7) = (0,11) arrive dans une famille plus générique et n’est plus dans le
cone nilpotent a la fin de 'application de la TFQ. Cette relation entre le changement de
classe et la variation des différentes mesures de l'intrication mériterait alors plus d’at-
tention pour comprendre plus en détail 'influence de la TFQ et de la classe d’intrication
en entrée sur 'intrication des états au milieu et a la fin de 'algorithme.

De maniere similaire, un autre exemple d’états correspondants au Cas 3 est ce-
lui des deux états périodiques définis par (I,7) = (0,15) et (I,7) = (1,1). Le lecteur
pourra s’assurer que ces deux états sont SLOCC équivalents, plus précisément SLOCC
équivalents a |GH Zy4), avant I'application de la TFQ. Ceci est d’autant plus clair pour
I’état |\I’0 15) = |GHZ,) qui atteint la valeur maximale possible pour I'évaluation de
Mermin avant la TFQ, qui est pour rappel de 2v/2. Cette valeur est revanche trés loin
de la valeur obtenue pour I’état définit par (I,r) = (1,1), ou son évaluation de Mermin
reste assez proche de la limite classique, et ce pour toutes les étapes de la TFQ. En
effet, cet état s’exprime initialement comme

|01,) = <|+ + 44y — \/—_|0000>) : (4.24)

qui est un état appartenant a la variété des sécantes o9(X). C'est état est donc
aussi SLOCC équivalent a |GHZ,) mais est néanmoins plus proche de la variété des
états séparables au sens de la mesure géométrique de I'intrication. De ce fait, ce constat
peut expliquer la différence d’évolution des courbes correspondant a ces deux états
(Figure[4.7] (c) et (d)), et permet aussi de rappeler que I'évaluation de Mermin n’est pas
nécessairement SLOCC invariante, mais dépend du représentant choisi, a une opération
unitaire pres.

Nous espérons que ces observations permettrons une étude plus approndie du lien
entre mesure de l'intrication et classes d’intrication sous SLOCC et LOCC , pour les
états périodiques intervenant au sein de I'algorithme de Shor.

4.3.3 Linear Shift Invariant property

Une des propriétés intéressantes de la Transformée de Fourier Quantique, souvent
rappelée dans le contexte de I’algorithme de Shor, est celle de Linear Shift Invariance. 11
est connu que si un état a n-qubits présente une écriture périodique avec un certain shift,
alors apres 'application de la TFQ on récupérera un état sans shift (un état quantique
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dont 1'écriture commence avec I'état de base |00...0)) avec un certain comportement
périodique directement lié a la précédente période et au nombre d’éléments de base
N = 2" [0,

Dans leur travaux datant de 2010, Most et al. ont étudié cette propriété afin de
proposer une approximation de la description d’un état périodique apres ’application
de la Transformée de Fourier Quantique. Nous proposons ci-dessous une traduction (de
nos soins) du passage concerné dans leur article [194] :

“Par analogie avec la Transformée de Fourier Discréte (DFT), la TFQ est utilisée
afin de révéler les périodicités de [’état en entrée. En particulier, les amplitudes de [’état
‘\If?r> forment une suite périodique, et lorsque la DFT est appliquée sur cette derniére,
la suite résultante peut étre approchée par une suite périodique de méme nature, qui
est telle que les indices des termes non nuls forment une suite arithmétique. Dans
cette suite résultante, la raison est égale a N/r, le terme initial est zero, et des phases
additionnelles sont ajoutées. [...] Comme Uapplication de la TFQ sur un état quantique
est équivalente a l'application de la DFT sur ses amplitudes, ’action de la TFQ sur les

états périodiques peut étre approzimativement décrite comme : ’\I/ e, ‘\PO Qn/r>

Cette approximation peut s’avérer utile pour estimer en pratique des mesures de
'intrication apres application de la QFT, comme cela est proposé dans [194]. Cependant,
il apparait que cette approximation ne préserve pas la nature de l'intrication de 'état
périodique apres TFQ, en termes d’orbites sous I’action du groupe SLOCC, pour une
nombre faible de qubits. En effet, ’étude d'un exemple simple, dans le cas des 3-qubits,
peut illustrer cette observation. Soit I’état périodique suivant :

wd) =— (|101 + [110) + [111)) = ) ® <101>+|10>+|11>>. (4.25)

—|1
\/_

Cet état biséparable appartient clairement a l'orbite O3 de la classification des 3-
qubits. Lorsque 'on applique la TFQ a cet état, on obtient I’état [W*) :

U*) = QFT|¥3 ) . (4.26)

Cet état présente également des propriétés périodiques intéressantes, mais appartient
cependant a 1’orbite Og.

En revanche, si 'on se penche sur 1’état périodique approximant ’application de la
TFQ sur ‘\11878% c’est a dire I’état de shift [ = 0 et de période % = % = 8, on obtient
I’état |000) qui est un état séparable, et n’est pas SLOCC équivalent a 1’état |W*). Ainsi,
d’un point de vue qualitatif, ’approximation utilisée dans [194] ne permet pas de rendre

compte du changement dans la nature de 'intrication des états périodiques.

D’autre part, d’un point de vue quantitatif, un certain nombre d’éléments peuvent
étre relevés pour cet exemple. Tout d’abord, 1’état initial “I/§1> considéré appartient a
la variété duale de la variété de Segre, et annule donc ’hyperdéterminant. La Trans-
formée de Fourier Quantique, dans ce cas, implique un changement dans la valeur de
I’hyperdéterminant car elle génere un état non-dégénéré. En revanche, si l'on considere
I’état issu de ’approximation, il annule I'hyperdéterminant, ce qui marque un premier
point de différence avec ’état théoriquement attendu.
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Du point de vue de la Mesure Géométrique de I'Intrication (MGI), dans sa définition
Groverienne, 'application de la TFQ a 1’état “I’%Q implique un changement dans la
MGI, plus précisément une augmentation. En revanche la MGI associée a 'état |\Ifg,8>
est nulle car c’est un état séparable.

Dans cette mesure, "approximation introduite dans [I94] ne permet pas de rendre
compte des mémes propriétés liées a l'intrication que celles du véritable état issu de la
TFQ, que ce soit d’un point de vue qualitatif ou quantitatif.

Etat Orbite Eq | Detogs|
i) | O3 |0.127322 0
[U*) O | 0.578616 | 0.042893
i) || O 0 0

TABLE 4.5 — Récapitulatif des classes et mesures d’intrication pour I’exemple considéré.

Toutes ces informations sont regroupées dans la Table [£.5] L’exemple traité dans le
cas des 3-qubits permet de se rendre compte des aspects non pris en compte par l'ap-
proximation proposée. Il est peut étre possible, asymptotiquement, que si le nombre de
particules augmente, l'approximation devient plus précise. En revanche, elle ne permet
pas de tenir compte du réel effet de la TFQ sur l'intrication des états a faible nombre
de particules.

4.3.4 La Transformée de Fourier Quantique et le groupe
SLOCC

Une autre propriété intéressante de la Transformée de Fourier Quantique,
généralement utile dans le contexte du calcul quantique, est le fait que la TFQ en-
voie I'état de base [0)®" sur 1’état completement parallélisé [+)®". Cette propriété peut
en effet peut étre généralisée a tout état de la base de calcul.

Remarque 28. Si 'on applique la Transformée de Fourier Quantique sur un des états
de la base de calcul (base canonique), alors on obtient un état qui est séparable. Nous
pouvons directement déduire ce résultat a partir de la représentation factorisée rappelée
en Equation (5.4) de la Section II.6 du livre [200]. En effet, pour un état de base

1 2im0:5n | 1)), 27040140 [ 1)) . . .
ﬁ(lOHG 1))-(10)+ 1))~ (10)+

eim0jij2--in[1)) apres application de la Transformée de Fourier Quantique.

|71J2 - - - Jn), on obtient I’état factorisé

Cette propriété est aussi reliée au probleme de classification de I'intrication apres
I’application de la TFQ. En effet, on peut en déduire que tout état de base reste dans la
variété des états séparables apres I’application de la Transformée de Fourier Quantique.
Cependant, ceci n’est pas vrai pour tous les états séparables, comme ceci peut étre
observé par exemple dans les Tables et et plus loin dans cette section.
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En effet, ces tables montrent que la TFQ peut transformer des états séparables en
états intriqués et peut changer la nature de l'intrication. On se propose de considérer
un autre exemple simple et clair pour le cas des 3-qubits, et d’appliquer la TFQ a I’état
W) = \/Lg (]001) +]010) + [100)). Nous savons que ’état |WW) appartient a la variété
des tangentes et correspond a l'orbite Os pour les 3-qubits. Apres application de la

TFQ nous obtenons 1’état suivant :
1 1
TFQW) = ——=
F1100) + (w° + w? + wh)|101) + wO[110) + (w7 + b + w4)|111>> ,
(4.27)

(3\000> 4w+ w? + wh)[001) + w?]010) + (w0 + o +wh)]011)

2im

avec w = e 8 .

Si I'on évalue I'hyperdéterminant de Cayley pour cet état résultant de la TFQ ap-
—1
pliquée a |IW), on obtient une valeur égale & —, ce qui signifie que cet état appartient

a l'orbite Og, et est donc équivalent a I'état |GH Z). On observe alors une modification
de la classe d’intrication par application de la Transformée de Fourier Quantique.

De ce fait, il peut étre intéressant d’étudier de plus pres dans quelle mesure on
peut passer d'un type d’intrication a un autre par application de la TFQ, et de maniere
générale d’étudier quelles peuvent étre les classes d’équivalence liées a ’action du groupe
SLOCCU{TFQ,TFQ~'} ou SLOCCU{H, c— Ry, SWAP} (ou c— Ry, désigne la porte
controlled- Ry, définissant la TFQ). Il peut également s’avérer intéressant d’étudier 'in-
trication générée par les circuits composés des portes H, SW AP et ¢ — R, comme cela
a pu étre étudié par Bataille et Luque [22] pour le cas des portes c—Z et SW AP, afin de
comprendre plus en profondeur U'influence de telles portes (controlées) sur l'intrication
des états générés.

En guise de premier cas d’étude dans cette direction, nous proposons de nous pencher
sur le cas des états a 2-qubits et 3-qubits. Dans le cas des 2-qubits, on constate qu’il

n’existe qu'une seule orbite sous l'action du groupe que 'on notera G' = SLOCC U
{TFQ,TFQ'}. En effet, si 'on considere I'état |¥;) défini par

1

V2

si on lui applique la TFQ, on obtient I’état intriqué |W,).

) (\oo> + \01>> , (4.28)

1
Wa) = ——=(2100) + (1+0)[01) + (1 = §)[11) ) . 4.29
) = 5= (2000) + (1 D]01) + (1 = 1) (4.29)
Nous savons que pour les systemes a 2-qubits, il n’existe que deux classes d’intrica-
tion sous SLOCC : séparable ou intriqué (EPR). Etant donné que nous pouvons passer
de Iétat séparable |Wy) a Iétat intriqué |Wy), alors il n’existe qu'une seule orbite sous
I’action du groupe G'.
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Pour étudier ce qu’il se passe pour le cas des 3-qubits, on définit un certain nombre
d’états a 3-qubits auxquels nous appliquons la TFQ. :

1
B,) = %(\oon +1010) + \1oo>) € s, (4.30)
|©2) = TFQ|D1), [P3) = TFQ|Dy), (4.31)
1

D) = ﬁ(\100> +[110) + \111>) € O, (4.32)

1
1B,) = E(1110) + |111>> € O, (4.33)
|5) = TFQ|®y). (4.34)

1
|Bg) = E<y101) + |111>> c o0, (4.35)
|®7) = TFQ|Ps), (4.36)

1
|Bg) = E(1000) + |101>) € O, (4.37)
[By) = TFQ|®y) (4.38)

En observant la Figure [4.§| regroupant 'ensemble des passages possibles entre les
états précédemment définis, nous pouvons nous assurer que, en partant d’un état par-
ticulier |®;), nous pouvons atteindre n’importe quel état dans n’importe quelle orbite,
en appliquant une succession d’opérations SLOCC et/ou de TFQ (ou son inverse).

Nous pouvons ainsi conclure qu’il n’existe qu'une unique orbite sous l'action du
groupe GG', dans les cas des 2-qubits et des 3-qubits. Il peut apparaitre difficile d’étudier
le cas des 4-qubits, le nombre d’orbites sous ’action du groupe SLOCC étant infini. En
revanche, une premiere étude peut étre menée en considérant a la place les familles et
sous familles de Verstraete et al., ainsi que les strates du cone nilpotent. Les résultats
présentés en Table et peuvent également étre utilisés pour déterminer des états
équivalents sous l'action de la TFQ (et son inverse), mais qui ne sont pas équivalents
sous 'action du groupe SLOCC.

4.4 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail autour de I’algorithme de Shor présenté dans ce chapitre.

Tout d’abord, il serait intéressant d’étudier l'intrication qui apparait a d’autres
endroits de l'algorithme. Par exemple, on pourrait étudier 'intrication entre les deux
registres quantiques durant l'algorithme de recherche de la période. Aussi, on pourrait
étudier l'intrication générée par la porte U; (exponentiation modulaire), et comment
I'intrication évolue tout au long de I'application de cette porte.
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|‘I’1)\
1P2) O

0> o LY

/ |Pg)

|Pg)
|P3)
[®4)
|P6) —p | D7)
O1 O3 Oa

F1GURE 4.8 — Représentation des passages possibles entre les classes d’équivalence du
groupe SLOCC, par action du groupe SLOCC et de la Transformée de Fourier Quan-
tique. Les états quantiques regroupés dans le méme cercle gris appartiennent a la méme
orbite SLOCC. Les fleches a téte blanche correspondent a ’application de la Trans-
formée de Fourier Quantique. L’état le plus proche de la téte de la fleche est I'état
résultat de la TFQ appliquée a I'état a la racine de la fleche.

Notre étude qualitative de I'algorithme concernait les états quantiques a trois ou
quatre particules, et cela a permis d’avoir une premiere idée des classes d’intrication po-
tentiellement impliquées dans I’algorithme. En revanche, il pourrait étre plus intéressant
(mais plus difficile) de considérer des cas ou la taille des entiers a factoriser permet a
I’algorithme de Shor de montrer en pratique son efficacité (par rapport aux algorithmes
classiques) et de voir si I'intrication change (qualitativement ou quantitativement) dans
ce cas.

En ce qui concerne les états périodiques, on pourrait continuer a établir des résultats
généraux sur la classe d’intrication des états périodiques avant et apres ’application
de la TFQ, en fonction du shift et de la période. On peut également étudier plus
précisément quels sont les états périodiques qui sont générés par ’algorithme de re-
cherche de la période (apres la mesure du second registre).

Aussi, durant cette these, nous n’avons considéré que des états périodiques aux
coefficients réels positif et équilibrés. Il serait intéressant d’étudier 'influence de 1l'in-
troduction de phases ou de coefficients, rompant 1’équilibre dans I’expression des états
périodiques, sur la classe d’intrication. Ceci pourrait éventuellement permettre de se
rapprocher de la forme des états périodiques générés par ’algorithme de recherche de
la période.
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Comprendre plus en profondeur comment la TFQ crée ou modifie qualitativement et
quantitativement l'intrication dans les états quantiques constitue également une pers-
pective intéressante. On pourrait envisager tout d’abord une étude des circuits composés
de portes H, c-Ry et SWAP, dans le méme esprit que 'étude menée par [22]. Enfin,
on peut également poursuivre le travail sur I’étude des orbites sous ’action conjointe
du groupe SLOCC et de la TFQ, et d’étudier si 'on peut toujours passer d’une classe
d’intrication a une autre par cette action.
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Troisieme partie

La Géométrie Algébrique Au
Service De I'Intrication Quantique
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Dans la partie précédente, nous nous sommes principalement attardés a I’application
d’outils déja existants pour I’étude de lintrication dans les algorithmes quantiques.
Dans cette partie, en exploitant toujours la relation profonde entre l'intrication et la
géométrie algébrique, nous tentons d’apporter des outils originaux afin de caractériser
et d’étudier différemment ou de maniere plus efficace I'intrication.

Dans le premier chapitre, nous utilisons les singularités simples des hypersur-
faces comme invariants SLOCC pour caractériser 'intrication quantique. Nous nous
intéressons au cas des systemes a 3-qutrits et associons a chaque état une hypersur-
face, issue d’une construction originale de [137]. En étudiant les singularités de cette
hypersurface, nous sommes en mesure de distinguer différentes classes d’intrication, et
de ré-interpréter la classification des 3-qutrits.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux états maximalement intriqués.
Nous étudions les états maximalement intriqués du point de vue de différentes me-
sures algébriques et géométriques de l'intrication. De plus, nous considérons différents
systemes quantiques, notamment les états symétriques et fermioniques.

Enfin, dans le troisieme chapitre, nous tentons de mettre en place des classi-
fieurs de l'intrication par des méthodes d’apprentissage machine. En utilisant une ap-
proche par apprentissage supervisé, nous construisons des réseaux de neurones pour
reconnaitre I’appartenance ou non d’un point a une variété algébrique. Nous étudions
trois différentes variétés liées a la notion d’intrication, et présentons des exemples d’ap-
plication pour la classification de 'intrication sous I'action du groupe SLOCC.
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CHAPITRE D

INTRICATION ET SINGULARITES DES
HYPERSURFACES

“Physicists explain creation by telling us that the universe began with the Big Bang,
an intense enerqy singularity that continued expanding. But pray, please do explain who
created the singularity 7”7, Ashwin Sanghi.

La variété duale associée a la variété de Segre définit les états dégénérés, les
états non-génériques de l'espace projectif associé a l'espace de Hilbert. Comme
établi précédemment, cette variété est définie par un unique polynome, qui est I'hy-
perdéterminant. Cet objet trouve un lien étroit avec la notion d’intrication, que ce soit
sur le plan qualitatif ou quantitatif. D’un point de qualitatif, les points singuliers associés
a I'’hyperdéterminant, et leurs types de singularité, définissent des classes d’intrication
différentes, et il pourrait étre intéressant d’étudier ce polynoéme sous cet angle.

Dans ce chapitre, nous utilisons la théorie de singularités pour étudier les classes
d’intrication des systemes a 3-qutrits sous ’action du groupe SLOCC. L’idée développée
ici est d’étudier les singularités des hypersurfaces associées a des états quantiques pour
en tirer une information sur la classe d’intrication de ces états. Cette construction a
été développée pour la premiere fois en 2014 par Holweck et al. [I37], inspirée par une
construction de Knop [I61] et sera illustrée dans ce chapitre uniquement dans le cas des
3-qutrits, présentant principalement le travail mené dans [I31].

5.1 Idée principale et construction géométrique

Un systeme a 3-qutrits est un systeme quantique composé de trois particules, dis-
posant chacune de trois états de base. De ce fait un état a 3-qutrits |¢) sera considéré
comme un tenseur de I'espace de Hilbert associé Hsss = C2@C3*®C3, et pourra toujours
étre écrit comme

[v) = Z a;jk|ijk) avec a;;, € C . (5.1)

i,5,k€[0,2]

On rappelle que X désigne la variété des états séparables, c’est a dire 'unique orbite
fermée pour l'action de Ggrocc = SL3(C) x SL3(C) x SL3(C) sur P(Hsss), dont un
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représentant est I’état |000). On peut paramétrer 'orbite X en utilisant le plongement
de Segre (comme discuté Section [2.1.3]) de trois plans projectifs :

P? x P? x P? — P?6 = ]P)(,IL[333>
To: X1 T, (Yo Y1 Yol (20 21 2]) = [movozo ... Wil Xoyezo]
(5.2)
on Wy = z;y;2, pour J = (i,7,k) € [0,2]*. Les monomes, représentant chaque
coordonnée dans P2, sont ordonnés selon la valeur de leurs indices en base 3, de telle
sorte que W, < W, si et seulement si 91 + 371 + k1 < 919 + 372 + ko.

Seg : (I

Une notion importante dans ce chapitre est celle d’hyperplan. A chaque systeme
quantique modélisé par 1’état |p), on peut associer une forme linéaire sur ’espace de
Hilbert H associé, que 'on notera (p|, & 'aide du produit hermitien associé a ’espace
de Hilbert. On définit alors I'hyperplan H, C P(#) comme le lieu des zéros de la forme
linéaire (|, c’est a dire 'ensemble des états |¢)) € P(H) tels que (p|) = 0.

A partir de 'hyperplan H,, associé a un état |¢), on peut construire I'intersection
H,N X, qui est la restriction de 'hyperplan aux états séparables. En d’autres termes,
cette section H, N X est 'ensemble des états séparables annulant la forme linéaire (¢p|.
En notant (p| = Zi,j,ke[O,Q}] hijr(ijk| la forme linéaire définissant I’hyperplan H,, la

section hyperplane H, N X sera, conformément au plongement de Segre (voir Equation
5.2)), hypersurface X, de X définie par I’équation

<go\Seg(]P’2 X ]P)Z X ]P)2)> = Z hijkxiyjzk = (0 avec hijk eC. (53)

1,5,k€[0,2]

L’hypersurface X, ainsi définie, peut présenter des singularités ou étre lisse. Comme
la variété X des états séparables est SLOCC-homogene, les types de singularité de
I'hypersurface associée a |¢) et & g|¢) sont les mémes, et ce, pour tout g € Gsrocc. En
d’autres termes, le type de singularité de ’hypersurface X, est invariant sous l'action du
groupe SLOCC. Toute quantité invariante sous ’action du groupe SLOCC peut en effet
étre utilisée pour caractériser les différentes orbites. Il devient alors intéressant d’étudier
les classes d’intrication et de les caractériser a ’aide des singularités des hypersurfaces
correspondantes.

En particulier, comme les états d’'une méme orbite sous l'action du groupe SLOCC
doivent définir le méme type de singularité d’hypersurface, si deux états sont associés
a deux types de singularités différents, alors on peut conclure que ces états n’appar-
tiennent pas a la méme orbite, et donc qu’ils définissent deux types d’intrication dis-
tincts. En revanche, deux états définissant le méme type de singularité ne sont pas
nécessairement SLOCC équivalents. Plusieurs orbites peuvent en effet définir des hy-
persurfaces partageant le méme type de singularité.

Dans les sections suivantes, nous définissons la notion de singularité simple, la clas-
sification de Arnold associée et comment déterminer le type de singularité en pratique.
Nous nous focalisons ensuite sur le cas des sytemes a 3-qutrits, en rappelant tout d’abord
la classification des orbites sous l'action du groupe SLOCC dans le cas des 3-qutrits.
Nous caractérisons ensuite chaque orbite par le biais du type de singularité associé.
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Forme linéaire

Associée Hyperplan

H, C P(H)

S EIES Section
simples de FIpEEIECE Hyperplane

I’hypersurface -
H,NX|

FI1GURE 5.1 — Construction géométrique SLOCC invariante associant une singularité a
un état quantique [137].

Nous rappelons enfin I'existence d’un lien entre ces derniers résultats et ce qui concerne
le lieu singulier de la variété duale.

5.2 Les singularités simples

Dans cette section, nous introduisons tout d’abord la notion de singularité simple de
fonctions complexes, notamment en rappelant la classification d’Arnold [I1], [12]. Cette
maniere de caractériser les singularités simples permet naturellement 'implémentation
pratique de criteres pour identifier le type de singularité, que nous présenteront en
deuxieme partie de section.

5.2.1 La classification d’Arnold

La variété de Segre X = Seg(P4~! x --. x P471) C P¥"~! des n-dits est une variété
algébrique rationnelle (elle est équivalente a un produit d’espaces projectifs par une
application birationnelle [248]). De ce fait, les hypersurfaces X, seront définies par des
polynomes homogenes a coefficients complexes. La classification est établie pour un cas
plus général d’applications (ou germes d’applications) holomorphes f : C* — C.

On rappelle qu'une fonction holomorphe est une fonction a valeurs complexes, définie
et dérivable sur I’ensemble (ou un sous-ensemble) des complexes. La notion de germe
renvoie a des propriétés locales d’un objet mathématique, et permet notamment 1’étude
locale d’une fonction en termes de continuité ou de dérivabilité.

Définition 29. Un point x € C" est appelé point critique d'une fonction holomorphe
f si a ce point z les dérivées de la fonction f sont égales a zéro.

Définition 30. Un point critique est dit non-dégénéré ou point critique de Morse si
et seulement si la dérivée seconde partielle de la fonction en ce point est une forme
quadratique non-dégénérée, c’est a dire si et seulement si la matrice Hessienne de f, au
point critique, est de rang maximal.
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Définition 31. Le corang d'un point critique d’une fonction est la dimension du noyau
de la dérivée seconde au point critique.

On considere a présent I’ensemble O, des germes de fonctions au point 0 € C".
Soit D, le groupe des germes de 'application biholomorphe g : (C*,0) — (C",0). Ce
groupe agit sur 'espace O, par la regle g(f) = fog !, avec f € O, et g € D,,. Les
orbites pour cette action seront alors exactement les classes d’équivalences des germes
de fonctions.

Définition 32. Deux germes de fonctions au point 0 sont dit équivalents si 'on peut
passer d'une fonction a une autre par un changement de coordonnées biholomorphe,
laissant le point 0 invariant.

Ces premieres définitions nous permettent a présent d’introduire la notion de sin-
gularité.

Définition 33. Deux points critiques sont dit équivalents si les germes de fonction les
définissant sont équivalents. La classe d’équivalence d’un germe de fonction a un point
critique est appelée singularité.

Remarque 34. A partir de cette définition, il vient que le corang d'un point critique
est un invariant de la classe d’équivalence définie par la singularité. De ce fait, une
singularité sera dite de type Morse (aussi appelée non-dégénérée ou quadratique) si et
seulement si son corang est égal a 0.

Définition 35. Deux germes de fonction f : (C",0) — (C,0) et h : (C™,0) — (C,0),
avec n < m, sont équivalents en stabilité si ces fonctions deviennent équivalentes apres
I’addition d’une forme quadratique non-dégénérée en des variables supplémentaires :

flry, . ) Fap®+ o Fan ~ by, Ym) - (5.4)

Cette définition nous permet de comparer les dégénérescences des points critiques
des fonctions dépendant d’un nombre de variables différent. Ajouter des termes quadra-
tiques de rang maximal dépendant de nouvelles variables n’affecte pas la classification
du type de singularité.

Il existe aussi un autre invariant des singularités pouvant étre utile pour distinguer
différents types de singularité ayant le méme corang. Cet invariant est le nombre de
Milnor, aussi appelé la multiplicité du point critique, et est défini en introduisant le
quotient suivant :

Définition 36. L’algebre locale Qy de la singularité de f, est définie comme le quotient
de T'algebre des germes de fonction par I'idéal du gradient de f :

Qr = On/ly, , avec Iy, = O, (f1,. .-, fa) - (5.5)
I'idéal du gradient généré par les dérivées partielles f; = df/0x; de la fonction f.

Définition 37. La multiplicité d'un point critique, c’est a dire le nombre de Milnor p
d’une singularité d’un germe (f,0), est égale a la dimension de 1’algebre locale de ( f,0),
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Il est intéressant de préciser ici qu'un point critique sera dit isolé si et seulement si
i < oo. D’autre part, les singularités simples ont été définies par Arnold comme étant
les classes de singularités qui sont stables, au sens définit ci-dessous :

Définition 38. Une singularité (f,0) est dite simple si et seulement si une perturbation
(suffisamment) faible de la singularité géneére uniquement un nombre fini de classes non-
équivalentes.

Remarque 39. On remarque, a partir de cette définition, qu'une singularité (f,0) de
type Morse est simple ssi toute fonction f 4+ eh (pour & petit) est soit non-singuliere ou
soit, de matrice Hessienne de rang maximal.

Dans sa classification des singularités simples [12], Arnold a prouvé qu’étre une
singularité simple est équivalent a une des conditions suivantes :
® /i < OO0,
e corang (%(m@) <2,

e corang ( 85_28’; : (a:o)> = 2, et le terme cubique dans les directions dégénérées de la matrice
10T

Hessienne est non nul,

e corang (%(w@) = 2, et le terme cubique dans les directions dégénérées de la matrice
g J

Hessienne est un cube, et © < 9.

A Taide de ces conditions, Arnold a pu obtenir une classification des singularités
simples en 5 différents types, deux séries infinies A,, et D, et trois exceptionnelles Fj,
E7 et Eg, permettant d’établir la classification des singularité simples présentée en Table

E1l

An,n 2 1 Dn,n Z 4 EG E7 ES

$n+1 .Z'2y + yn—l QZ’3 + y4 1’3 + $y3 x3 + y5

TABLE 5.1 — Formes normales associées aux singularités simples. Le nombre de Milnor
est noté n ici.

Remarque 40. Un germe de fonction (f,0) avec une singularité simple est équivalent en
stabilité & une des formes normales de la Table [B.11

Remarque 41. En reprenant les notations de la Table la singularité de type Morse
correspond aux singularités simples de type Aj.

A partir de ces définitions et de la classification introduite par Arnold, nous expli-
quons dans la prochaine sous-section comment procéder en pratique au calcul et a la
détermination du type de singularité associé a une hypersurface.

5.2.2 Calcul du type de singularité

Dans cette sous-section, on s’intéresse a la détermination effective du type de singu-
larité par le calcul, a partir des éléments théoriques définis a la sous-section précédente.
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Nous utilisons principalement le logiciel de calcul formel Maple 17 [I] et le programme
Singular 3.1.6. [84] afin de réaliser ces calculs.

Comme précisé précédemment, tout systeme quantique a 3-qutrits |¢) définit une
unique forme linéaire (¢|, définissant elle méme un hyperplan H,. En intersectant cet
hyperplan avec la variété des états séparables, on obtient I'hypersurface X, définie
par un polynome homogene P défini sur P? x P? x P2, par plongement de Segre (voir
Equation , dépendant des coefficients définissant 1'état |).

On étudie ensuite ce polynome dans différentes cartes, en fixant une des trois va-
riables z; a 1, une des trois variables y; a 1 et une des trois autres variables 2z, a 1.
L’étude de P dans une carte précise redéfinit son écriture, que I'on notera P;j; (dans la
carte [i, 7, k]) défini sur C°, et on recherche ensuite les éventuels points critiques de cette
hypersurface, en recherchant les points x tels que P;j;(x) = 0 et VP;ji(x) = 0 (toutes
les dérivées partielles s’annulent). L’étude de ce polynéme dans chaque carte possible
permettra de mettre en évidence les multiplicités des types de singularité rencontrés.
Aussi, si un polynome ne présente aucune singularité dans aucune carte, alors la section
hyperplane ne présente aucune singularité et est lisse.

Dans cette étude, nous nous intéressons uniquement aux singularités simples et
isolées. Toute singularité non-isolée sera considérée comme telle, et nous ne cherchons
pas a différencier les singularités non-isolées entre elles. Dans notre cas, on considérera
qu’une solution x de P,j;(x) = 0 et VP,j;(x) = 0 est isolée si et seulement si les valeurs
des variables x;, y; et 2, définissant la solution x sont indépendantes entre elles. Par
exemple, une solution du type {z; = z1,y0 = 0,41 = %, 20 = 0,21 = z1} dans la carte
2,2, 2] sera considérée comme non-isolée.

Si le point singulier est un point isolé, on calcule ensuite le corang de la matrice
Hessienne du polynéme P,;;,. Pour rappel, la matrice Hessienne H(f) d’une fonction
f dépendant des variables (x1,...,x,) est la matrice des dérivées partielles de f, de
_ o
n 81’28%
Remarque si le corang de la matrice Hessienne est égal a 0 (et donc le rang est
maximal) alors la singularité est de type A; (de type Morse). Si le corang de la matrice
Hessienne est égal a 1, alors la singularité est de type A, avec n > 2. Enfin, si le corang
est égal a 2, la singularité peut étre de type D,, avec n > 4, de type FEg, de type E; ou
de type Eg. Si le corang est supérieur a 2, alors la singularité n’est plus une singularité
simple.

telle sorte que le coefficient d’indice 4, j vérifie H;;(f) . Comme rappelé en

Enfin, le calcul effectif de la multiplicité de la singularité p (nombre de Milnor)
se fait a l'aide du logiciel Singular, et permet de déterminer n lorsque le corang est
égal a 1 ou 2, permettant notamment de différencier (dans la plupart des cas) entre
les singularités de méme corang. Toutes ces étapes de calcul sont résumées de maniere
succincte et simplifiée dans I’Algorithme
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Algorithme 2 SingularType

Require: Y un vecteur de taille 27, représentant ’état a 3 qutrits

Ensure: Le type de singularité simple de Y
e Définition du polynome P(xg, x1, T2, Yo, - - . , 22) de 'hypersurface de I’état considéré
for chaque carte [i,j, k| avec (i,j,k)=0..2 do

e Restriction du polynome P en substituant z; = y; = 2, = 1

e Détermination de(s) point(s) singulier(s) isolé(s) éventuel(s) de I'hypersurface
(Pijr = 0 et VP, = 0, et solutions indépendantes pour étre isolé)

e Si le point est isolé, on calcule le corang de la matrice Hessienne :

Type | Ay | Aps1 | Doza | Es | E7 | Eg
Corang | 0 1 2 2 | 2| 2

e Si besoin, on calcule le nombre de Milnor p qui est la multiplicité de la singu-
larité, permettant de les distinguer (partiellement, voir Remarque .
end for

Remarque 42. 1”Algorithme [2| n’est a priori pas suffisant pour traiter tous les cas, car
il faudrait analyser la forme cubique dans les directions dégénérées. Il s’avere que dans
notre cas d’étude, les types de singularité obtenus ne le nécessitaient pas.

On se propose a présent d’étudier deux exemples pratiques et de déterminer le type
de singularité associé.

Exemple 7. Soit H,, € P(Hs33*) un hyperplan associé a la forme linéaire (p;| =
(000[ + (111] + (222|. La section hyperplane H,, N X est tangente a |4) = [021). En
effet, un vecteur tangent de X a |A) est de la forme |t) = «|121) + 3]221) + 6|001) +
a]011) + A|020) + €]022), et on peut aisément vérifier que (p1|t;) = 0. La fonction
définissant H,, N X correspond a la restriction de la forme linéaire a X (la variété des
états séparables), et peut étre exprimée comme :

f1($0, T1,22,Y0, Y1, Y2, 20, 21, 22) = ZoYozo + T1Y121 + TaY222 - (5-7)

De plus, fi peut étre écrite dans la carte [0, 2, 1], correspondant a zp = yo = 21 = 1,
comme un polynome homogene a 6 variables :

J1(z1, 22,90, Y1, 20, 22) = Yozo + T1Y1 + D222 . (5.8)

Nous cherchons ensuite les points singuliers de ce polynome, en résolvant les deux
équations fi(r1, T, Yo, Y1, 20, 22) = 0 et Vfi(21,72,90,91,20,22) = 0. Ceci revient a
résoudre les équations suivantes :

Yozo + T1y1 + X220 = 0,41 = 0,20 =0, (5.9)
zon,xle,y():O,:Eg:O. (510)

Nous trouvons une solution unique qui est ¥y = 9 = yg = y1 = 29 = 22 = 0,
correspondant au point |A) = |021) dans cette carte. La matrice Hessienne de f;, au
point x = |A), est

151



5. INTRICATION ET SINGULARITES DES HYPERSURFACES

000100
00 0O0O01
000010
1 000O0O0f"
001000
010000

qui est de rang 6, c’est-a-dire de rang maximal. On peut alors conclure que le point
|A) = |021) de I'hypersurface H,, N X est un point singulier isolé de type A;.

&

Exemple 8. Soit H,, € P(H333") un hyperplan associé a la forme linéaire (po| =
(012]+(021| + (102| 4+ (110| + (111] 4 (200]|. La section hyperplane H,, N X est tangente
a |B) = |222). En effet, un vecteur tangent de X & |B) est de la forme |t3) = «]|022) +
B1122) + ]202) + 0|212) + A|220) + €]|221), et on peut aisément vérifier que (p1|ta) = 0.
La fonction définissant H,,, N Xcorrespond a la restriction de la forme linéaire a X (la
variété des états séparables), et peut étre exprimée comme :

fa(o, @1, 2, Yo, Y1, Yo, 20, 21, 22) = ToY122 + ToY221 + T1YoZ2 + T1Y120 + T1Y121 + T2Yo20 -

(5.11)

De plus, f, peut étre écrite dans la carte [2,2,2], correspondant & zo = yo = 29 = 1,
comme un polynéme non-homogene a 6 variables :

fa(o, 21, Y0, Y1, 20, 21) = Tolh + Toz1 + T1Yo + T1Y120 + T1Y121 + Yo2o - (5.12)

Nous cherchons ensuite les points singuliers de ce polynome, en résolvant les deux
équations fo(wo, 71, Yo, Y1, 20, 21) = 0 et V fo(2o, 71,90, 91, 20,21) = 0. Ceci revient a
résoudre les équations suivantes :

Toy1 + Toz1 + 1Yo + T1y120 + T1Y121 + Yozo = 0,41 + 21 =0, (5.13)
Yo +yi120 +y121 = 0,21+ 20 = 0,20 + 120 + T121 = 0, (5.14)
11 +yo=0,20+ 2191 =0 . (5.15)

Nous trouvons une solution unique qui est xg = 1 = yg = y1 = 20 = 21 = 0,
correspondant au point |B) = |222) dans cette carte. La matrice Hessienne de f,, au
point x = |B), est

000101
0010O0O0
010010
1 0000O0O0f"
001000
1 0000O0

qui est de rang 4, et donc de corang 2. On peut vérifier, en utilisant un logiciel de
calcul formel comme Singular, que le nombre de Milnor de cette singularité d’hyper-
surface est = 4. On peut alors conclure que le point |B) = |222) de 'hypersurface
H,, N X est un point singulier isolé de type Dy.

o
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5.3 Classification des 3-qutrits et singularités
simples

Dans cette section nous nous intéressons au probleme de classification des états
a 3-qutrits sous l'action du groupe SLOCC, du point de vue des singularités simples
associées a chaque orbite. Nous rappelons tout d’abord la classification des 3-qutrits
sous SLOCC et les différentes familles d’orbites connues. Nous présentons ensuite les
résultats de nos calculs et les singularités associées a chaque orbite. Enfin, nous ré-
interprétons ces derniers résultats du point de vue de lieux singuliers de la variété duale
et des perturbations de la stabilité des états et des singularités associées. Ceci nous
permet de proposer une stratification de l'espace de Hilbert en termes de singularités
de la variété duale.

5.3.1 Classification des matrices 3 X 3 x 3 et familles de
Nurmiev

En 2000, Nurmiev a présenté une classification des matrices de taille 3 x 3 x 3 dans
C, sous I'action du groupe Ggrocc = SL3(C) x SL3(C) x SL3(C) [201].

Tout tenseur |¢)) de taille 3 x 3 x 3 peut s’écrire de maniére unique sous la forme
|T) = |S) + |N), ou |S) est semi-simple, et ou |[N) est nilpotent. Un tenseur de taille
3 x 3 x 3 est dit semi-simple si son orbite sous SLOCC est fermée, et est dit nilpotent
si la fermeture de son orbite sous SLOCC contient le tenseur nul [50].

Nurmiev a démontré que tout tenseur semi-simple est SLOCC-équivalent a un ten-
seur de la forme

|S> :aX1+bX2+CX3 s (516)

avec

X7 =1000) + |111) 4+ |222), X5 =|012) + |120) + |201), X3 =]021)+ |102) + |210) .

(5.17)

La variété des états nilpotents coincide avec le cone nilpotent, qui est la variété ou
tous les invariants s’annulent [195] 49| [50].

Par ailleurs, selon Nurmiev [201], les orbites sous I’action du groupe SLOCC de
I’espace de Hilbert Hss3 des 3-qutrits consiste en 5 familles : 4 familles dépendent de
parametres et une en est indépendante (c’est le cone nilpotent). Les formes normales
correspondant a chaque famille sont connues et décrites dans [201]. Chaque famille est
une combinaison linéaire des trois vecteurs X, X, et X3, plus un partie nilpotente. Les
coefficients complexes a, b et ¢ associés a ces vecteurs doivent vérifier un ensemble de
conditions, listées comme suit :

e premicre famille Fy : abe # 0, (a® + b3 + ¢3)* — (3abe)® # 0,
e deuxieme famille F; : b(a® + %) # 0, ¢ = 0,

e troisieme famille F5 : a # 0, b=c =0,

e quatrieme famille Fy : ¢ = —b# 0, a = 0.
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La cinquieme famille de la classification de Nurmiev ne dépend d’aucun parametre
est appelée le cone nilpotent, et ne contient que des orbites nilpotentes (pas de partie
semi-simple). Géométriquement, le cone nilpotent N° C P26 est une variété de dimension
23, définie comme les points annulant les 3 générateurs de 1'algebre des polynomes
SLOCC-invariants de Hs33 [51].

Les listes des formes linéaires associées aux formes normales de chaque famille ou
strate du cone nilpotent sont regroupées en Table [5.2) et Dans la sous-section sui-
vante, pour chaque famille de Nurmiev ou orbite du cone nilpotent, nous calculons
la section hyperplane correspondante et nous étudions le type de singularité associé
(comme cela est explicité dans la Section [5.2.2).

5.3.2 Singularités simples et systemes a 3-qutrits

L’étude des singularités simples associées aux hypersurfaces définies par les systemes
a 3-qutrits nous permet d’établir le théoreme suivant :

Théoréme 5.3.1. Soit H, N X une section hyperplane singuliére (non lisse) de la
variété algébrique des états séparables pour les systemes a 3-qutrits, c’est a dire X =
Seg(P? x P? x P?) C P, définie par un état quantique pur |) € P(Hszz) = P26, Alors
H,NX nadmet que des singularités simples ou non-isolées. De plus, si x est un point
singulier isolé de H, N X, alors son type de singularité est soit Ay, Az, Az ou Dy.

Afin de prouver ce théoreme, le calcul du type de singularité pour chacune des sec-
tions H, N X est nécessaire. Ceci est effectué pour toutes les formes normales proposées
par Nurmiev. Pour chaque famille et sous -famille, nous calculons le type de singularité
associé. Certaines familles dépendent de parametres. Nous calculerons alors les types
de singularité en considérant ces coefficients a, b et ¢ comme étant génériques, puis
en les introduisant comme des variables supplémentaires lors de la recherche de points
singuliers (tout en précisant les contraintes imposées par la définition de chaque famille,

voir Section 5.3.1)).

Les résultats obtenus a l'issue de ces calculs prouvent le Théoreme 5.3.1} a savoir
que seulement les types de singularité A;, As, A3 et D, sont atteints. L’ensemble des
résultats est rassemblé en Table 5.2 et 5.3

5.3.3 Structure en oignon et lieu singulier de la variété duale

En reprenant les notations de la Table , la famille F; est la forme générique
d’un état semi-simple, et ces états sont les plus stables, au sens ou perturber 1’état par
laction |Fy1) ~» |F11) + €]¢) ne modifiera pas 'appartenance de I'état a la famille
F 1. Du point de vue de notre construction, cela se traduit par le fait que I'intersection
Hp,, N X est une hypersurface lisse, et qu'une petite perturbation de celle-ci donnera
également une hypersurface lisse.

Ensuite, les hypersurfaces ne possédant que des singularités simples sont les hy-
persurfaces les plus stables apres les hypersurfaces lisses. Conformément a la définition
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Orbites Hyperplan associé Parametres Type de
singularité
Fiq aX;T+0Xs" + X5l a,b,c génériques Section
lisse
Fyy aXi' +bX," + (021] + (102 a,b génériques Ay
a=0 3A1
F. aXi' +bX," + (021 a,b génériques 24,
a=0 3A1
Fy3 aXi' +bX," + (201 a,b génériques 3A,
a=20 3A1
Fi, aX,' + (012] + (021] + (102] + (120] a générique 24,
Fyo aX1' + (012 4 (021] + (102] a générique 3A,
Fi3 aX, '+ (012] + (021] + (120 a générique 34,
Fs4 aX,"+ (012] + (021 a générique 44,
Fs5 aX,' + (012] + (120] a générique 44,
Fsg aX,"+ (021] + (102] a générique 4A,
Fs7 aX, + (012] a générique 54,
Fsg aX' + (021] a générique 5A;
Fsq aX,! a générique 6A;
Fyq b(Xy' — X3T) + (002] + (020] + (111] + (200] b générique A,y
Fy, b(X,' — X31) 4 (002] + (011] + (020] b générique As
+(101] + (110| + (200|
Fys b(X,' — X3T) 4+ (000] + (111] b générique D,
Fy4 b(Xs' — X37) + (001] + (010] + (100] + (200] b générique Non-isolée
Fys b( X, — X31) 4 (000 b générique Non-isolée
Fyg b( X, — X5T) b générique Non-isolée

TABLE 5.2 — Hyperplans et types de singularité des hypersurfaces X, correspondantes
pour un |p) dépendant de parameétres.

d’une singularité simple par Arnold, la connaissance du type de singularité d’une hyper-
surface X, fournit une information sur les déformations possibles de cette singularité,
par une petite perturbation. En particulier, une telle déformation de la singularité Dy
produit des singularités de type As, Ay et Ay, comme résumé dans le diagramme d’ad-
jacence suivant, :

Al — AQ — A3 — D, . (518)

Ceci nous permet d’établir que les états équivalents a la forme normale corres-
pondant a la famille F) 3 (singularité de type D4) peuvent, sous 'action d'une petite
perturbation, amener a des états du type Fyo (singularité de type As), Fy; (singularité
de type Ay), Iy (singularité de type A;) ou Fy; (section lisse). Il en va de méme pour
lorbite Ny (singularité de type D,) du cone nilpotent qui peut produire un état de
lorbite N; (singularité de type As) apres une légere perturbation. Ceci nous permet
entre autres de hiérarchiser les différentes familles et orbites, en observant les familles
ou orbites pouvant étre générées par perturbation d’une forme normale donnée.
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Orbite Hyperplan associé Type
singularité
N. | (012] + (021] + (102] + (L11] + (120] 1 (200] A
No | (012[+ (021] + (102] + (110| + (111] + (200] Da
Ns | (002] + (011] + (020] + (111 + (120] + (200] | Non-isolée
N, (002] + (011] + (101] + (110] 4 (220| Non-isolée
N (002] 1 (020] + (021] + (110] + (201] Non-isolée
No (002] 1 (011 + (101] + (120[ + (210| Non-isolée
N (002] + (O11] + (020] + (01| + (210] Non-isolée
Ny (002] + (020] + (111] + (200| Non-isolée
Ny (000] 4+ (011] + (111 + (122 Non-isolée
Nio | (002] + (O11] + (020] + (101] + (110] + (200] | Nom-isolée
Ny (002] + (020] + (101] + (210] Non-isolée
N» (002] + (020] + (100] + (111] Non-isolée
Nis (002[ + (O11] + (020[ + (01| + (110] Non-isolée
Nua (002] 1 (010] + (021] + (100] + (201 Non-isolée
Nis (011 + (022] + (100| Non-isolée
Nig (002] 4 (011] + (020| + (100 Non-isolée
Ny (001] + (010| + (102| + (120] Non-isolée
Nis (000[ + (O11| + (01| + (112] Non-isolée
N (002[ + (010[ + (101] Non-isolée
Ny (000 + (111] Non-isolée
Noy (001| + (010| + (100| Non-isolée
Ny (000] + (011] + (022] Non-isolée
Nos (000| + (011] Non-isolée
Noy (000] Non-isolée

TABLE 5.3 — Hyperplans et types de singularité des hypersurfaces X, correspondantes
pour |¢) dans le cone nilpotent des états a 3-qutrits. L’orbite triviale (vecteur nul) est
omise.

D’autre part, I’étude du type de singularité des hypersurfaces X, peut aussi étre in-
terprétée en termes de lieu singulier de la variété duale X* (voir Section[2.1.8). La variété
duale est généralement une hypersurface, invariante sous l'action du groupe SLOCC,
et est définie par une équation polynomiale appelée hyperdéterminant. L’hypersurface
associée est singuliere et de codimension 1. Par définition (voir Section [2.1.8)), la variété
X* paramétrise les sections hyperplanes singulieres de X. Ainsi, H est un hyperplan
n’appartenant pas a la variété duale X* si et seulement si I'intersection H N X est lisse
et ne présente aucune singularité [I37]. Dans le cas des 3-qutrits, les points n’apparte-
nant pas a la variété duale sont équivalents a la famille F} ;. Cet invariant permet donc
d’identifier les états les plus génériques, aussi appelés non-dégénérés.

Cela constitue donc un moyen pratique de vérifier si un état |p) appartient ou
non a la variété duale, en construisant I’hypersurface X, associée, et en observant si
elle est lisse ou si elle présente des singularités. Cette observation constitue de ce fait
une solution intéressante pour évaluer la nullité de I'’hyperdéterminant pour un état
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donné, notamment lorsque l'expression de I'hyperdéterminant n’est pas connue. Ceci
sera notamment utilisé au Chapitre [7] pour vérifier la validité du classifieur associé aux
états non-dégénérés pour le cas des 5-qubits.

L’hyperdéterminant (en particulier celui de taille 3 x 3 x 3 dans le cas des 3-qutrits)
peut etre utilisé pour décrire les classes d’intrication en étudiant le lieu singulier de
I’hypersurface définie par ce polynome. En effet, les points lisses de I’hypersurface
représentant la variété duale correspondent a des sections hyperplanes avec un unique
point singulier de type A; (Morse). Dans le cas des 3-qutrits, ces points lisses de la
variété duale correspondent aux états génériques de la famille F5 ;. Il a été par ailleurs
prouvé (avec l'exception du cas des 3-qubits) que le lieu singulier de la variété duale est
de codimension 1 dans la variété duale. Ainsi I’étude de la variété duale X*, et du lieu
singulier de la variété duale XJ;, , peut amener a une classification originale des états
quantiques [274].

Le lieu singulier de la variété duale X ;. —regroupe deux types de points singuliers

sing

*
Xsing

= X;;ode U X::kusp : (519)

Les points de type mode correspondent aux sections hyperplanes ayant plusieurs
(plus que un) points singuliers isolés. Les points de type cusp correspondent aux sections
hyperplanes ayant un point singulier qui n’est pas de type A;. Ces notions liées aux
singularités des hyperdéterminants, et donc de la variété duale, ont été étudiées par
Weyman et Zelevinksy [274], et ont été utilisées plus tard dans le contexte de 1'étude
de Dintrication par Miyake [T90].

De plus, on peut distinguer différents type de singularité node ou cusp en observant
la multiplicité des points singuliers de la section hyperplane associée : cette multiplicité
est égale a la somme des nombres de Milnor de tous les points singuliers isolés [85], 2T5].
A partir des résultats obtenus a la Section nous pouvons établir, a titre d’exemple,
que I'état |F36) appartient a X, ,, tandis que 'état |N;) appartient a X7, 5.

De ce fait, nos résultats présentés en Section pour le cas des 3-qutrits nous
permettent de décrire la stratification induite par les points singuliers de la variété
duale X*. Cette stratification de I'espace de Hilbert Hs33 par des variétés invariantes
sous 'action du groupe SLOCC peut étre représentée sous la forme d’un diagramme en
structure d’oignon (voir Figure , dans l'esprit de la structure en oignon proposée
par Miyake pour la classification des systémes a 3-qubits [190].

Cette construction peut alors se montrer intéressante dans le contexte de la clas-

sification des états intriqués sous l'action du groupe SLOCC, proposant une approche
originale pour distinguer ou hiérarchiser différents types d’intrication.

5.4 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail autour de I’algorithme de Shor présenté dans ce chapitre.
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| ‘ Fsa f |
F2,2\ F3,2 ‘ F3,5‘F3'7i‘
Fag Fao

F3,1‘ Fss |‘ Fae

‘ ‘l | | ‘. |
""2141““ ?)A 1‘\ 4A1‘\5A ll".
\‘\ ‘\ I“-. \ \

\ \ \ \

FIGURE 5.2 — Structure en oignon de l'espace de Hilbert Hs33 associé aux 3-qutrits

[T31].

Tout d’abord, une poursuite de ce travail pourrait s’intéresser a d’autres cas
d’études. Par exemple, on peut étudier les singularités associées aux états fermioniques
(3,9) et (4,8) (voir chapitre suivant). De plus, on peut également s’intéresser a des états
spécifiques et les caractériser par rapport a leurs singularités (états liés aux graphes ou
hypergraphes, les classifications des états symétriques, certains formes connues pour
des états a 5-qubits, etc.).

Aussi, il est possible d’aller plus loin dans la description des états en étudiant les

singularités non-isolées des hypersurfaces. Ceci permettrait d’affiner la classification et
le diagramme en oignon pour les 3-qutrits et 4-qubits par exemple.
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CHAPITRE 0O

ETATS MAXIMALEMENT INTRIQUES

“The chief purpose of a union is to maximize the income of its members”, Timothy
Noah.

L’étude et la compréhension des états multipartites hautement intriqués se révele
importante dans le contexte du traitement de l'information quantique et du cal-
cul quantique. En effet, les états maximalement intriqués s’averent cruciaux dans
I'implémentation de réseaux quantiques, dans le domaine MBQC (measurement ba-
sed quantum computer) [223], dans les codes correcteurs d’erreurs quantiques et dans
des protocoles de communication quantique [75], 233, 112].

Pour les systemes bipartites ou multipartite a deux ou trois particules, la question
des états maximalement intriqués a été étudiée sous différents angles [97]. La question
devient plus difficile dans le cas multipartite, et ¢’est pourquoi nous proposons d’étudier
cette question du point de vue des mesures algébriques de I'intrication, et de comparer
nos résultats lorsque d’autres existent.

Dans cette section, nous cherchons a maximiser certaines mesures de l'intrication,
dont I’évaluation de polynomes invariants ou mesure géométrique de l'intrication. L’hy-
perdéterminant, polynome définissant la variété duale des états séparables, est utilisé
non pas comme marqueur qualitatif de I'intrication, mais comme mesure quantitative
de l'intrication. Ce polynome peut aussi étre défini pour les états symétriques et fermio-
niques, et nous nous proposons alors de maximiser sa valeur absolue afin de proposer de
nouveaux états maximalement intriqués, ou de retrouver des états déja proposés comme
étant maximalement intriqués par rapport a d’autre mesures de 'intrication.

Nous utilisons principalement I'algorithme de promenade aléatoire pour les optimi-

sation numériques, et nous confirmons parfois les résultats en utilisant 1’algorithme de
gradient ou l'optimisation par essaim particulaire (voir Annexe |A.8§|).

6.1 Maximum de ’hyperdéterminant

Dans cette section, nous nous intéressons a deux cas de systemes multipartites du
point de vue de I’hyperdéterminant : celui des 4-qubits et des 3-qutrits. Le premier cas a
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6. ETATS MAXIMALEMENT INTRIQUES

été assez bien étudié dans la littérature, tandis que pour le second nous ne connaissons
pas de candidat maximisant Detsss.

6.1.1 Cas des 4-qubits

Dans cette section nous proposons une nouvelle expression d’état réel maximisant
I’hyperdéterminant des 4-qubits, et présentons également la méthode associée. Nous
rappelons tout d’abord brievement les précédents travaux, puis nous présentons notre
approche ainsi que le résultat obtenu.

Précédents travaux

Higushi et Sudbey on décrit en 2000 [129] un état pur |HS) (voir Equation ad-
qubits, dont la matrice de densité réduite de chaque qubit est maximalement mélangée.
De plus, cet état maximise également l'intrication moyenne (au sens de I’entropie de
Von Neumann) pour toutes bipartitions en systemes a 2-qubits

|HS>:%(|0011>+|1100)—|—w(|0101>+|1010>)+w2(|0110)+|1001))) . (6.1)

2im

avec w = e 3 .

En 2006, Yeo et Chua ont démontré qu’il était possible de procéder a une
téléportation quantique d’un systeme a 2-qubits quelconque, et proposerent également
une extension du protocole de dense coding [290]. Pour ce faire, ils ont introduit ce
qu’ils appellent un genuine état intriqué a quatre parties, noté |Y'C), et défini par

1
= (10000) — |0011) — [0101) + |0110) + |1001) + |1010) + |1100) + |1111)) .
(6.2)

Par ailleurs, Briegel et Raussendorf ont présenté trois états |Cy), |Ca) et |Cs) appelés
cluster states [52], reconnus pour posséder la propriété que I'entropie de Von Neumann
est maximale pour deux des trois possibles bipartitions. L’entropie moyenne sur toutes
les bipartitions reste néanmoins inférieure a celle de I'état |HS). Ces états décrits en
Equation maximisent également la a-entropie de Rényi pour a > 2.

1
|C1) = = (|0000) + [0011) + [1100) — |1111)) ,

YC) =

|Cy) = = (|0000) + 0110) + |1001) — [1111)) | (6.3)

RN~

Cs) = = (|0000) + [0101) + [1010) — |1111)) .

2

En 2010, dans une conjecture assez connue de Gour et Wallach [IT3], prouvée par
la suite dans [65], deux états |L) et |M) sont proposés comme maximisant I’a-entropie
de Tsallis (respectivement pour tout a > 2 et 0 < v < 2). De plus, I'état |L) maximise
la valeur absolue de I'hyperdéterminant des 4-qubits, tandis que I’état |M) maximise
I'entropie d’intrication [129] :

L) = (Juo) + wlur) + w?|ug)) (6.4)

1
V3
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6.1. Maximum de I’hyperdéterminant

M) = o)+~ () + o) + ) (6.5)
avec w = e% et
fug) = % (/0000) + [0011) + |1100) + [1111)) |,
fuy) = % (/0000) — [0011) — [1100) + [1111)) | -
g = % (10101) + [0110) + [1001) + [1010)) |
lug) = = (]0101) — [0110) — [1001) + [1010)) .

2

Dans les travaux présentés dans sa these [5], Alsina présente également un état
symétrique |H D) maximisant I'hyperdéterminant des 4-qubits, s’exprimant comme
suit :

\HD) = % <|0001> +10010) + [0100) + [1000) + ﬁ|1111>) . (6.7)

A Vexception des états |L) et |HD), tous les autres états présentés comme maxi-
malement intriqués annulent I’hyperdéterminant. Nous pouvons également citer les tra-
vaux suivants en lien avec la question des états a 4-qubits maximalement intriqués
(541, 208, [42], 287, 29, 2211, 07, 251].

Approche pour les réels

Dans cette section, nous présentons une approche de détermination d’un état maxi-
malement intriqué du point de vue de 'hyperdéterminant (comme mesure de l'intri-
cation), en ne considérant que les états a coefficients réels. Notre approche combine
recherche et optimisation numérique de ’hyperdéterminant, avec une recherche analy-
tique d’une expression exacte de 1’état.

La valeur absolue de I’hyperdéterminant constitue une mesure de l'intrication,
comme cela a été discuté tout au long de ce manuscrit, et pour le cas des 4-qubits,

la valeur maximale est de 1 5 ~ 0.00005080526343.

Il est connu que I’hyperdéterminant s’annule pour les états dégénérés, les états de
la variété duale de Segre. On cherchera alors un candidat parmi les familles d’états
non-dégénérés, et n'annulant donc pas I'hyperdéterminant. Or il s’avere que la seule
famille pour laquelle I’hyperdéterminant n’est pas nul, est la famille des états les plus
génériques, c’est-a-dire la famille Ggpeq.

Pour rappel, la famille Gypq s’exprime comme :

: JQF ! (]0000) + [1111)) + %i(\oon) +|1100)) +

b+c
2

Gabcd :

(6.8)

(]0101) 4 |1010)) + %(\011()) +|1001)) ,
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et on peut également I'exprimer sous la forme d’un vecteur ligne :

Taoao7 9 707 9 ) 9 70707 9 3 9 707 9 70707 92

a+d a—d b+4+c b—c b—c b+c a—d a+d

Gabcd: <
(6.9)
Lorsque les parametres a, b, ¢ et d appartiennent aux complexes, alors il est pos-
sible d’atteindre le maximum de I’hyperdéterminant, par optimisation numérique ou en
considérant I'état |HS) par exemple. En revanche, en se restreignant a des coefficients
réels, nos calculs d’optimisation suggerent qu’il n’est pas possible d’atteindre le maxi-
mum de 'hyperdéterminant. La valeur de |Detagos| maximale possible pour la forme

Gabed, avec a, b, c,d € R est d’environ 3, 34898 x 10~ 7.

Nous choisissons alors d’élargir la définition de la famille G .4 en ajoutant des états
de base dans 'écriture, et en s’inspirant de la symétrie des coefficients dans 1’écriture
en vecteur ligne (voir Equation . Nous définissons alors la forme Gapegefgn comme
suit :

1
Gabcdefgh: E (CL, bv ¢, d? €, f7g7 h7 h7 g, f7 €, da Cy b> (l) ) (610)

avec a? + 0>+ 2+ d®> + e + f2 + ¢g> + h? = 1. Nous pouvons alors obtenir alors
une valeur maximale de |Detagas| en optimisant numériquement les 8 coefficients. Un
exemple de jeu de coefficients (a,b,c,d, e, f, g, h) pour Gapedefgn Maximisant |Detagos|
est :

(0.35355,0.2041, —0.2041, —0.35355, 0.6124, —0.35355, 0.35355, 0.2041) . (6.11)

Ici, la recherche numérique permet a la fois d’établir avec une grande probabilité
I'existence d'un état réel de la forme Gapegefqn maximisant |Detoggs|, mais également
de pouvoir opérer un certain nombre de simplifications dans la définition de la forme
générale, en observant les coefficients pouvant étre égaux (a un signe pres).

En observant les similitudes dans les coefficients, nous arrivons a réduire le nombre
de parametres jusqu’a 3, et nous définissons alors une nouvelle forme G 4p¢ telle que :

1 A —-C C -C A -ACC -A A —C Cc -C A
V2
(6.12)
Nous vérifions une nouvelle fois par optimisation numérique qu’il est possible de
maximiser |Detagos| & partir de la forme G apc restreinte aux réels. Notre objectif a
présent est de déterminer une expression exacte d’'un état réel maximisant |Detogos| en
partant de la forme simplifiée G 2pc.

Une condition nécessaire (mais non-suffisante) a la maximisation d’une fonction
polynomiale est I’annulation des dérivées partielles du polynome. On se propose alors
de résoudre analytiquement le systeme formé par les équations des dérivées partielles de
I’hyperdéterminant Detasss. Nous réduisons le nombre de parametres a 2 en fixant A =
V1 — B? — C?, par condition de normalisation. Nous noterons alors la forme simplifiée
G BC-

162



6.1. Maximum de I’hyperdéterminant

L’évaluation de ’hyperdéterminant sur la forme G go donne 'expression suivante :

1 2 2 2 2 6
D€t2222(GBc)=m (2\/5\/—3 —C?+1B+2B*+5C —2)

(B\/§—2\/§C—3\/—BQ—C2+1> (B\/§+2\/§C—3\/—BZ—C2+1> (6.13)

<2B2\/§+ V3C? +6V—B2 —C% + 13)2 <B\/§+ VB (% ¥ 1)6

Nous dérivons cette expression par rapport a B et C, ce qui nous donne deux
polynomes en deux variables, et nous cherchons les solutions qui annulent ces deux po-
lynomes simultanément. A laide du logiciel de calcul Maple, nous arrivons a déterminer
un ensemble de solutions, et, pour chaque solution réelle, la forme ainsi définie est uti-
lisée pour évaluer 'hyperdéterminant jusqu’a trouver la valeur maximale (& un signe
pres), qui dans notre cas est connue.

Nous présentons une solution possible dans la proposition suivante.

Proposition 6.1.1. Soient |vy), |vg) et |vs) trois vecteurs de Hy = C? @ C* @ C? @ C?
tels que :

1
jor) = = (10000} +[0101) — [0110) — [1001) +[1010) +[1111)) ,

1
|v2) = /2

—]0001) 4 ]0010) — [0100) + [0111) + |1000) — [1011) + [1101) — [1110)) .

(|0011) + |1100)) |,

1
v3) = —=
) = =

Alors, le mazimum de I’hyperdéterminant | Detosos| est atteint pour l'état réel a 4-qubits

| Maggo) € Hy, défini par :
| Magas) = Alvy) + Blva) + Clus) (6.14)

avec

1
A=—, B=Y2 (c=—.
V8 1 V2

6.1.2 Cas des 3-qutrits

Dans cette section nous proposons une expression d’état réel maximisant 1’hy-
perdéterminant des 3-qutrits. Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les singula-
rités des hypersurfaces liées aux 3-qutrits, et avons discuté la relation avec les singula-
rités de la variété duale. Nous cherchons a présent a déterminer un état maximalement
intriqué parmi les états non-dénégérés (présentant donc une section hyperplane lisse).

Il existe assez peu de travaux concernant la recherche d’états maximalement in-
triqués pour les 3-qutrits. De maniere non-exhaustive, nous pouvons citer les travaux

de Enriquez et al. [97] et de Hebenstreit et al. [126].
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Proposition d’un état maximalement intriqué

Dans cette sous-section nous présentons un candidat d’état a 3-qutrits maximale-
ment intriqué du point de vue de ’hyperdéterminant. L’objectif est de proposer une
expression exacte de cet état, en suivant la méme approche que celle utilisée pour le cas

des 4-qubits (voir Section [6.1.1]).

Nous cherchons donc a nous limiter a I’étude des états non-dégénérés, qui n’annulent
pas I'hyperdéterminant. Comme rappelé en Chapitre |5 et dans [50], un vecteur |i)
non-dégénéré de Hsss, correspondant a la premiere famille de Nurmiev F} ;, peut étre
exprimé comme la combinaison des trois tenseurs semi-simples

W)S> = A|U1> + B|’UQ> + O|’03> s (615)
|ths) : (A, B, C) (6.16)
avec A+ |B]* +|C)?* =1 et
1
lv1) = 7 (|000) + |111) + |222))
1
v2) = == (012) +[120) + 201)) | (6.17)
lus) = —= (|021) + [102) + [210)) .

QI

3

A partir de I'expression donnée en [50], et pour les états de la forme |t)g), I'hy-
perdéterminant Detszz associé aux états a 3-qubits s’exprime comme suit :
Detsss(|v)s) = —semmomes A*B*C% (A+ B+ C)° x
(A24+2AB — AC + B2 — BC + C?)” (A2 — AB + 2 AC + B*— BC + C?)°  (6.18)
(A2 — AB — AC 4 B>+ 2BC + C?)* (A2 — AB — AC + B2 — BC + C?)” .

Notre objectif est de maximiser la valeur absolue de ce polynome, en fonction des
trois parametres A, B et C. Nous utilisons I’algorithme d’optimisation numérique de
la marche aléatoire afin de nous guider. Apres une optimisation sur les complexes, puis
sur les réels, il apparait que la valeur maximale potentielle de | Detss3| peut étre atteinte
en se restreignant & des paramétres dans R. A titre d’exemple voici deux états [1s,) et
|4,) atteignant la valeur numérique, supposée maximale, d’environ 6,907059 x 107,
s’exprimant comme :

Y5} (—0.4597089177, 0.6279551660, 0.6279649847) (6.19)

|1hs,) = (0.4187234964 + 0.1897453668i, —0.5719715278 — 0.25919022301,

, (6.20)
—0.5719688559 — 0.25920640167) .

Se restreindre aux réels permet de réduire le nombre de parametres a considérer
(trois au lieu de six), pour déterminer I’expression exacte d’un état maximisant I’hy-
perdéterminant. De plus, et de la méme maniere que les recherches numériques ont
permis de réduire les parametres pour les 4-qubits, dans le cas des 3-qubits nous avons
également observé des relations entre les coefficients A, B et C, et ceci de maniere
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systématique (au terme de chaque optimisation). Nous nous restreignons donc au cas
B = C, ce qui réduit I’étude a 2 parametres. Comme A et B sont des réels, et qu’ils
doivent vérifier la condition de normalisation A% 4+ 2582 = 1, on peut encore réduire le
nombre de parametres, en posant A = —/1 — 2582,

On substitue ensuite A et C par leur expression en fonction de B dans I’hy-
perdéterminant Detsss, et on le dérive par rapport a la variable B. On cherche ensuite
les solutions réelles qui annulent la dérivée, et pour chaque solution trouvée, on évalue
la valeur absolue de I'hyperdéterminant, jusqu’'a trouver la valeur maximale établie
numériquement. Ceci nous permet de trouver une valeur de B permettant d’atteindre
cette valeur, et donc d’en déduire les valeurs de A et C' permettant de définir cet état.
Nous présentons ce résultat dans la Proposition [6.1.2]

Proposition 6.1.2. Soient |v1), |ve) et |v3) trois vecteurs de Hzzz = C* @ C* @ C? tels

que :
1

lv1) = ﬁ (1000) + [111) + |222)) ,
1

lvg) = ﬁ (1012) + |120) + |201))
1

lvg) = ﬁ (1021) + [102) + |210)) .

Alors, un mazimum local de Uhyperdéterminant |Detsss|, dont la valeur exacte est
m, est atteint pour l'état réel a 3-qutrits |Msss) € Hass, défini par :

| M3ss3) = Alvy) + Blva) + Blvs) |

Az—é\/18—6\/§, B:%\/9+3\/§.

Au vu des optimisations numériques que nous avons pu lancer, nous pensons que
cet état | Mssz) est trés probablement celui pour lequel on atteint le maximum global
de la valeur absolue de ’hyperdéterminant.

avec

6.2 Etats symétriques maximalement intriqués

Nous nous intéresserons aux états symétriques maximalement intriqués dans cette
section. Guidés par les travaux de Aulbach (voir sous-section suivante), nous évaluons
les invariants algébriques associés aux tenseurs symétriques sur les états proposés dans
la littréature, et proposons également des états maximisant la valeur absolue de ces
polynomes. Nous étudions les systemes de quatre a douze qubits, ainsi que le cas des
20-qubits.

Nous avons introduit la notion d’état symétrique en Chapitre [1| Section [1.3.2] et il
peut étre intéressant pour le lecteur de préter attention a cette section avant d’entamer
la lecture de celle-ci. De méme, nous avons présenté le lien entre états symétrique
séparables et variété de Veronese en Chapitre [2[ Section [2.1.4]
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De maniére générale dans cette section, on exprimera un état symétrique |¢) a
n-qubits dans la base de Dicke (voir Equation 1.60)) par

W> = Z%|Dk> . (6-21)

6.2.1 Précédents travaux

Dans sa these, ainsi que dans des travaux publiés dans divers articles [I7, [I8], [16],
Aulbach utilise la représentation de Majorana des états symétriques pour déterminer
des états maximalement intriqués au sens de la mesure géométrique de l'intrication.
Ceci implique de déterminer la répartition des points sur la sphere de Bloch, et ceci lié
a un probleme appelé probleme de Majorana. Dans certains cas, la disposition de ces
points définie par les solides platoniciens est utilisée pour définir des états symétriques.
Notre travail se place dans la continuité du travail développé par Aulbach.

'R & o]

FIGURE 6.1 — Représentation des cinq solides platoniciens de gauche a droite : tétraedre
(n = 4), octaedre (n = 6), cube (n = 8), icosaedre (n = 12) et dodécaedre (n = 20)

I18].

D’autre part, Enriquez et al. [97] répertorient différents états symétriques comme
candidats a la maximisation de 'intrication. Ces états sont notamment des systémes a
4-qubits, 5-qubits, 3-qutrits et 4-qutrits.

6.2.2 Formes binaires et covariants associés

Les formes binaires sont un sujet d’étude qui ont intéressé les chercheurs en théorie
classique des invariants, depuis plusieurs années déja, pour lequel une large littérature
a été produite. Deux ouvrages de référence dans ce domaine sont celui de Olver [205] et
celui de Kung et Rota [162], et ce sont ceux qui nous serviront de référence principale.

La théorie classique des invariants de formes binaires a pour but de déterminer des
polynomes invariants et covariants d'une forme binaire, a des fins de classification. Nous
rappelons qu'un polyndome covariant est un polynome défini par les coefficients de la
forme binaire et des variables auxiliaires x et y, tel qu’il reste invariant pour I'action de

SLy(C) sur les coefficients et les variables [179)].

Plus précisément, une forme binaire f est un polynome homogene de degré n en x
et y tel que :
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6.2. Etats symétriques maximalement intriqués

fla,y) = Xn: (Z) arz"Fyt (6.22)

k=0

_ Sion définit I'image de f par tout élément g € SLy(C) comme étant la forme binaire
f, définie par :

Fa.) =Y ()owtea o0y e on =3 () )t 029
k=0 k=0

alors tout polynome P est un polynome covariant si, et seulement si, on a
P(ag,...,a,x,y) = P(bo,...,bg, Z,7) . (6.24)

L’exemple de covariant le plus simple est la forme binaire elle méme. Un polynoéme
covariant ne faisant pas apparaitre les variables = et y est appelé polynome invariant.

En guise d’exemple, nous pouvons étudier le cas ou n = 4. Dans ce cas, bien connu
dans la littérature, 'anneau des polynomes invariants des formes binaires quartiques
est généré par deux polynomes I, et I3. On notera alors

C[Sym*C*?|%2C = C[I,, I3] , (6.25)
avec,
a22
IQ = apa4 — a1G3 + 7 y (626)
Qo % %
L=|% % % (6.27)

Dans ce cas, le discriminant A4 des formes binaires quartiques peut étre exprimé
comme étant égal a :

Ay = (L)° —27(I3)* . (6.28)

La classification des polynomes quartiques binaires fait aussi appel aux covariants
Hess(f) et T(f), et ceux-ci permettent a I'aide des invariants de classifier les quartiques
selon la multiplicité et le nombre de racines (comme cela est fait dans 1’algorithme de
classification des 4-qubits, voir Annexe . La classification des quartiques [205] et
les valeurs des covariants associées sont regroupées en Table [6.1]

Les formes binaires trouvent un lien direct avec les états symétriques multi-qubits
(le lien est d’autant plus évident en considérant le polynome de Majorana), et de ce fait
la classification de ces formes binaires sous SLOCC nous amene a une classification de
I'intrication des états symétriques (voir Figure pour un exemple pour les 4-qubits).
Ceci est notamment 1’'objet de travaux et d’un article en cours de développement. Les
invariants associés a ces formes binaires trouvent également un sens du point de vue de
la géométrie algébrique, et cela est I'objet de notre sous-section suivante.
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\ Forme canonique f \ Covariants \ Racines \
ot + Ay + ot AN#E X2 Ay #0 4 racines simples
(2?4 y?) Ay =0,T(f)#0 une racine double
2%y Ay=T(f)=0,I#0 | deux racines doubles
3y I, =13=0,Hess(f) #0 une racine triple
x? Hess(f)=0,f#0 une racine quadruple
0 F=0

TABLE 6.1 — Classification des formes quartiques binaires [205].

P(SLOCC.(| Do) + A |Ds) + |D1)))

o

P(SLOCC.(|Do) + [ D)) = X&ep P(SLOCC.(|Do) + [D4))) = 02(Xsep) P(SLOCC.(|Do) +iv/2|D2) + |D4)) = Qemooth
P(SLOCC. [D2)) = (Xsep) 2(Xsep) P(SLOCC. |D1)) = (Xsep)tusp = T(Xsep) = T(Xsep)*

/

Xsep = P(SLOCC |Dy)) = vy(P

FIGURE 6.2 — Classification sous SLOCC des états symétriques pour le cas des 4-qubits.

6.2.3 Invariants des états symétriques comme mesures de
Pintrication

Il existe des polynomes invariants associés aux états symétriques, définissant eux
méme des formes binaires. Les invariants I, etl3, ainsi que le discriminant A4 sont des
exemples d’invariants associés aux états a 4-qubits symétriques. Ces invariants peuvent
étre généralisés a des dimensions supérieures.

Le discriminant, noté A,,, est un polynéme invariant sous I’action du groupe SLOCC.
La variété duale a la variété de Veronese est définie par I'annulation du discriminant.
Ce polynome peut étre défini pour tous les systemes symétriques a n-qubits, et sa
valeur absolue sera utilisée comme mesure de l'intrication, de maniere analogue a 1’hy-
perdéterminant (ces deux polynomes étant directement liés).

Dans le cas ou n = 2k est pair, il existe un invariant de degré 2, noté I, (généralisant
la notation pour les 4-qubits), appelé quadrinvariant, s’exprimant comme :

n

L) = (1) 'aan; . (6.29)

1=0

De plus, l'invariant I3 peut également étre généralisé. Lorsque n = 2k, on peut
définir le catalecticant, polynome invariant noté I tel que
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ag al/\/@ o ak/\/@
al/\/@ ag/\/@ o kg/ (kj—l)
I ([y) = a2/\/@ ag/\/@ o anga/ /() |- (6.30)

al () an/ (L) o e

Le catalecticant I, est interprété géométriquement comme le polynome définissant
la k-iéme variété des sécantes oy (v,(P!)) associée a la variété de Veronese v, (P!) des
n-qubits symétriques.

Nous chercherons a maximiser et évaluer ces invariants en valeur absolue, les
considérant comme mesures algébriques de U'intrication, pour qualifier les états publiés
par Aulbach et pouvoir également proposer de nouveaux candidats pour la maximisa-
tion de l'intrication.

6.2.4 Etude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions les états symétriques a n-qubits proposés
par Aulbach [I6], pour différentes valeurs de n. Nous proposons également des états
maximisant les invariants liés aux états symétriques, et comparons ces états aux états
précédents du point de vue de la valeur de la MGI et des invariants.

Nous optimisons la valeur absolue du discriminant ainsi que les invariants (pour
les cas ou n est pair), a la fois pour des coefficients réels et complexes. Lorsque le
maximum de ces invariants est atteint par un état déja proposé par Aulbach, alors nous
ne proposons pas de nouvel état et renseignons seulement quel état maximise quelle
quantité. Lorsque nous avons trouvé un état atteignant des valeurs plus intéressantes
nous le proposons. Si nous ne proposons qu’un tenseur symétrique a coefficients réels,
c’est que la recherche sur les complexes n’apporte pas de résultat supplémentaire. Si
nous proposons un état a coefficients complexes, c¢’est que nous obtenons de meilleurs
résultats pour cet état (et ne renseignons donc pas les états réels obtenus).

4-qubits

Le Tetrahedron state, noté |W,), est un état issu de la configuration en tétraedre des
points sur la sphere de Majorana. Cet état défini a partir d’'un solide platonicien est
celui qui maximise la valeur absolue du discriminant Ay. Il est également proposé par
Aulbach comme étant ’état maximalement intriqué au sens de la mesure géométrique
de l'intrication. Aussi, il maximise la valeur absolue de I'invariant 3. En revanche, il
annule 'invariant I,.

1
) = (|D0> n \/§|D3)> . (6.31)

Nous proposons alors un état maximisant l'invariant I5, que I’on notera |M 4{2>. Cet
état ne maximise pas les autres mesures, mais atteint la moitié de la valeur maximale
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pour le discriminant Ay.
4
(M) = axlDy) (6.32)
k=0

avec ,

ap ~ 0.2508956376 + 0.090701265537, a; ~ 0.2670784937 — 0.5786744308¢,
as ~ —0.06133783029 + 0.20366942161, a3 ~ —0.09691598770 + 0.6299308152¢,

as ~ —0.2502667786 — 0.06293867312i .
(6.33)

Tous les résultats sont regroupés en Table [6.2]

Etat ‘A4’ ’12| |.[3| Eg
|Wy) | 1024 | 0 | 0,0962250449 | log,(3) ~ 1.584962500
\Mf’> 512 | 2 | 0.000001394 0.9999796162

TABLE 6.2 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de l'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 4-qubits symétriques.

5-qubits

Le Square Pyramid state |Vs), proposé par Aulbach comme état maximalement
intriqué pour les 5-qubits symétriques, présente une MGI conjecturée comme étant
maximale. Néanmoins, cet état ne maximise pas le discriminant |As].

_ Do) + Dy

En revanche, c’est le Triagonal bipyramid state |15) qui maximise le discriminant,
mais en contre-partie présente une MGI inférieure a celle de |U3).

1
E

Il nous est apparu que tous les états maximisant la valeur absolue du discriminant
présentent la méme valeur de MGI que 1’état |15) . De plus, a Iissue de nos recherches
numériques, il semble ne pas exister d’état maximisant a la fois les deux mesures. Tous
les résultats sont regroupés en Table [6.3

¥5) = —= (I1D1) +[D4)) - (6.35)

Etat |A5| Eg
|W5) | 1.203132030 x 10° | 1.742268948
|s) | 1.318359375 x 10° | 1.678071904

TABLE 6.3 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de I'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 5-qubits symétriques.
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6-qubits

Dans le cas des 6 qubits, le solide platonicien correspondant a 1’octaedre régulier
définit un état |We), appelé octahedron state par Aulbach, constituant I'unique solution
aux problemes de Thomson et de Téth. En plus de résoudre le probleme de Marojana
pour 6-qubits [I6], cet état maximise tous les invariants des tenseurs symétriques a
6-qubits, a savoir : la valeur absolue du discriminant Ag, la valeur absolue de I'invariant
I5 et la valeur absolue de 'invariant Iy.

1
%

De plus, tous les états maximisant un des invariants (états déterminés
numériquement), semblent systématiquement maximiser les deux autres invariants, tout
en présentant une valeur de la MGI égale a celle de I’état |Ws). Nous présentons les va-
leurs exactes en Table [6.4l

(W) = —= (|1D1) +[Ds)) . (6.36)

Btat | |Ag| | || 17| E,

|We) | 80621568 | 1 ﬁ ~ 0.00694 logz(g) ~ 2.169925

TABLE 6.4 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de I'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 6-qubits symétriques.

7-qubits

L’état ‘1/17T é> présenté par Aulbach est I’état solution au probleme de Téth, mais ne
maximise ni la mesure géométrique de I'intrication ni la valeur absolue du discriminant.

|¥7°%) = a|Do) — B|Ds) — | Ds) . (6.37)

avec,

a = 0.295510, B ~ 0.602458, v ~ 0.741430 . (6.38)

D’autre part, le Pentagonal Dipyramid state, noté |¥7), présente une valeur de MGI
bien plus grande (potentiellement maximale), et maximise aussi la valeur absolue du
discriminant.

1
V2
Dans le cas des 7-qubits, une corrélation est systématiquement observée entre la

maximisation (potentielle) de la MGI et de la valeur absolue du discriminant. Tous les
résultats sont regroupés en Table [6.5

[W7) = —= (ID1) +[Ds)) - (6.39)

8-qubits

Le Regular Cube state, noté [1§), est un solide platonicien et est 1'état qui maxi-
mise U'invariant |I5|. Tous les états maximisant cet invariant (trouvés numériquement)
présentent les mémes valeurs pour la MGI et tous les autres invariants que 1'état |1§).
En revanche, cet état ne maximise pas le discriminant et I'invariant |/5|, ni la MGI.
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Etat |A7| Eg
[07%) | 1.774279622 x 10™° | 1.692798
[W7) | 9.654915737 x 10' | 2.298691396

TABLE 6.5 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de l'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 7-qubits symétriques.

oy L
U9 = 5% (V5IDo) + VI4|Dy) + V5IDs) ) (6.40)

L’état |Wg), nommé Asymmetric Pentagonal Dipyramid state par Aulbach, est celui
qui maximise la mesure géométrique de l'intrication. Cet état annule le discriminant,
et annule l'invariant I, également. De plus, il ne maximise par I'invariant /5.

|Ws) = a|D1) + B|Ds) (6.41)

avec ,

a = 0.671588032, B ~ 0.740924770 . (6.42)

L’état |W¢) appelé Mazimally Entangled Antiprism state ne maximise aucun des
invariants, et ne maximise pas non plus la MGI. En revanche, lorsqu’on évalue la valeur
absolue de l'invariant [5, on atteint une valeur tres proche du maximum.

_ | Do) + AlDs) — |Ds)

|we) = Ve ;A =1847592 . (6.43)

Les états ‘@/Jg h> et |1/Jg°> désignent respectivement les états solutions au problemes de
Thomson et Téth pour les 8-qubits. Leur expression n’étant pas donnée par Aulbach,
nous ne pouvons évaluer les invariants pour ces états, mais la valeur de la MGI est
fournie, nous les utilisons donc a des fins de comparaison.

L’état ‘M8A> est celui qui maximise la valeur absolue du discriminant. La valeur de
la MGI est surpérieure aux états solutions des problemes de Thomson et Téth, mais
reste inférieure a celle des trois premiers états présentés dans cette section. Cet état ne
maximise pas [,, mais présente une valeur assez proche du maximum pour l'invariant
Is.

|M8A> = Zak|Dk> ) (6.44)

avec ,

ap ~ 0.4114878254, a; ~ 0.1688959820, as ~ 0.2944907798,
ag ~ —0.4149640033, a4 ~ 0.2782623034, a5 ~ 0.4628387130, (6.45)
as ~ 0.1293370123, ar ~ 0.2802238915, ag ~ —0.3953844931 .

Enfin, apreés optimisation sur les complexes de l'invariant |I5|, nous obtenons ’état
‘M815> qui maximise l'invariant. Cependant, il ne maximise pas la valeur absolue du
discriminant, ni de I3, ni de la MGI.
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8
|Mg®) = Zbk|Dk> ; (6.46)
5—=0

avec ,

by ~ —0.2893248984 — 0.04211482037z, by ~ 0.3845108489 + 0.0085818598184,
by ~ 0.2495947516 + 0.1026688600z, bs ~ 0.3847336846 — 0.22123857941,

by =~ —0.01555897955 + 0.06124221024%, b; ~ —0.03200009998 + 0.3501447109¢,
bs ~ —0.03240731033 — 0.46766853777, by ~ 0.1012411063 — 0.14885028531,

bs ~ —0.1750153953 — 0.2938904319: .

(6.47)
Tous les résultats sont regroupés en Table

Etat | A | 1| | 15| E,
[Yg) | 3.976821570 x 10 1 0.0001521451549 | 2.263034406
|Ws) 0 0 0.0001547751396 | 2.445210155
W) | 4.392369364 x 10 | 0.2611196229 | 0.0001656284628 | 2.436587205

ah ? ? ? 2.084181498

a6 ? ? ? 1.711525327
M§) | 4.720704891 x 10™ | 0.1176806458 | 0.0001630388050 | 2.180671949
M§5> 4.499195566 x 10 | 0.2352913838 | 0.0001657652540 | 2.387041658

TABLE 6.6 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de I'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 8-qubits symétriques.

9-qubits

L’état |1)g) nommé Triaugmented Triangular Prism state a une valeur de la MGI
qui n’est pas maximale. L’évaluation de la valeur absolue du discriminant pour cet état
n’est pas maximale, mais elle se rapproche sensiblement du maximum conjecturé.

_ |Do) — A(|Ds) +|Ds)) + | Do) C1+8v2
|thy) = NoETY , avec A = Vi (6.48)

Les états ‘%Té> et }w;fh> sont respectivement des états solutions aux problemes de
Té6th et Thomson. La MGI associée a ces états est renseignée par Aulbach (et n’est pas
intéressante comparée aux autres états présentés), mais pas leur expression.

L’état conjecturé maximalement intriqué par Aulbach est 1'état |¥g), qui semble
maximiser la MGI, mais annulant le discriminant :

1

|Wg) = 7

(|1D2) + | D7) (6.49)

D’autre part, apres recherche numérique (sur les réels et complexes), nous proposons
un état |M9A> présentant une valeur du discriminant supérieure a tous les autres états
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(et conjecturée comme étant maximale). Néanmoins pour les états maximisant |Ag|, la
MGI n’est, quant a elle, pas maximale. La valeur de la MGI pour I’état ‘M9A> est en
effet inférieure a celle des états [1)g) et |¥g), mais reste tout de méme supérieure a celle
des états [1hg %) et [1hg™).

9

|Mg*) = arlDy) (6.50)

k=0
avec ,
ag ~ —0.02545949738, a; ~ 0.5980327618, as ~ 0.0271815356,
az ~ 0.1489917661, a4 ~ —0.1467454621, a5 ~ 0.1254195894,
ag ~ 0.6618843307, a7 ~ —0.06623252399,
ag ~ 0.03231183422, ag ~ —0.3714636942 .

(6.51)

Tous les résultats sont regroupés en Table

Etat |A9| Eg

lthe) | 6.434502 x 10" | 2.488046183
g ? 2.150714397
gThi ? 2.434192780

W) 0 2.553960277

|Mg*) | 6.456659659 x 10™ | 2.446117463

TABLE 6.7 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de I'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 9-qubits symétriques.

10-qubits

L’état ‘1/)1T()h>, résolvant le probleme de Thomson, est défini par le Gyroelongated
Square Bipyarmid state, et permet d’atteindre une valeur de la MGI proche du maxi-
mum. Un légere modification de la latitude des points de Majorana ont permis a Albauch
de déterminer un état conjecturé comme étant maximalement intriqué, noté |Wyg), et
possede la valeur de MGI la plus élevée parmi tous les états présentés dans cette section.
L’état }¢%°> solution du probleme de Téth est également présenté, mais ne présente pas
de MGI intéressante. Pour ces trois états, ’expression dans la base de Dicke ne nous
est pas connue, et ne permet donc pas I’évaluation des invariants.

Le Maximally Positive state est 1'état symétrique positif proposé comme maxima-
lement intriqué, et est noté |Wi;"). Pour cet état, la MGI n’est pas maximale, mais
n’est pas tres éloignée du maximum trouvé par Aulbach. De la méme maniere, la valeur
absolue du discriminant et de Iz n’est pas maximale, mais se rapproche de la valeur
maximale trouvée apres optimisation. En revanche, I’état annule I'invariant Is.

UYo™) = a|Do) + B|Dy) +v|Dy) , (6.52)

avec,

a =~ 0.395053091, B~ 0.678420822;, v ~ 0.619417665 . (6.53)
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D’autre part, 1'état |[¢]y°), qualifié de Rotationally Symmetric to the Mazimally

Positive state, est en effet défini comme symétrique a I'état |¥7°), et possede une

MGI légerement inférieure a cet état. Cependant, cet état annule la valeur absolue du
discriminant, mais maximise la valeur absolue de I'invariant /5. Enfin, la valeur obtenue
pour l'invariant I n’est pas intéressante, lorsqu’elle est comparée a la valeur maximale.

1

NG (1D2) + |Ds)) - (6.54)

[¥10) =

De plus, apres une recherche numérique, nous proposons un état réel ‘Ml%> maxi-
misant le discriminant. La MGI obtenue pour cet état est tres proche de la valeur
maximale. Elle est aussi supérieure a la MGI de 1’état ‘wlToh>. La valeur absolue de I;
se rapproche sensiblement de la valeur maximale, tandis que la valeur de I'invariant I
n’est pas maximale.

}Mle> = Z ak‘Dk> ) (6-55)

avec ,

ap ~ 0.2323571768 + 0.1364747379¢, a1 ~ —0.08278980820 + 0.3089726145¢,
ag ~ 0.4126253099 — 0.086324160177, as ~ 0.09119013158 — 0.03072904886%,
ay ~ —0.2543943260 + 0.1850526626¢, as ~ —0.2199500353 + 0.1198756628¢,
ag ~ —0.2049516503 — 0.38054955441, a7 ~ —0.2590746280 + 0.3357172208¢,
ag ~ —0.1549402140 + 0.049543936377, ag ~ —0.05993323393 — 0.010107144491,

a0 ~ 0.2520007257 — 0.2822984972i .
(6.56)

Un des états maximisant la valeur absolue de I'invariant I est ’état |M1[8>, défini ci-
dessous. Il possede une valeur absolue du discriminant proche de la valeur maximale et

supérieure a celle de I’état |P};°). La mesure géométrique de 'intrication de cet état est

supérieure a celle des états |U}5°) et [1];°) en étant assez proche de la valeur maximale,

mais inférieure a la valeur de MGI pour les états |¢1f) et [Wyo).

10
[Mi§) = bl Dy) . (6.57)
k=0

avec ,

by ~ 0.3171250394, by ~ 0.1772167737, by ~ —0.4787182647,

by ~ —0.008253575939, by ~ —0.2677664075, b5 ~ —0.2524604762,
b ~ —0.2537012052, b7 ~ 0.5372491380, bs ~ 0.02451776893,

by ~ 0.06625974693, b1y ~ 0.3812598508 .

(6.58)

Tous les résultats sont regroupés en Table [6.8
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Etat |A10| |[2| |16| Eg
|[vig) ? ? ? 2.731632770
\\1110> ? ? ? 2.737432003
|1 ? ? ? 1958874344
|n1ﬂfgS> 2.390216719 x 10% 0 0.000001555217741 | 2.679763091
|¢p°S> 0 1 0.000001371742112 | 2.678071905
M5y | 2578708780 x 10% | 0.2068976588 | 0.000001585909110 | 2.736670775
Mi§) | 2.531244978 x 10* | 0.2758526873 | 0.000001596424019 | 2.720835818

TABLE 6.8 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de l'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 10-qubits symétriques.

11-qubits

L’expression de I'état |w > solution au probleme de Thomson, n’est pas explicte-
ment donnée par Aulbach. Cependant, I’expression de I'état W > solution au probleme
de To6th est donnée mais la MGI associée est assez faible.

V42

W) > = —|D0 ?|D10> :

11
—|Ds) — 6.59
1Ds) (6.59)
En reprenant les mémes vecteurs de base que 1’état solution du probleme de T6th, et
en optimisant les amplitudes de probabilité, Aulbach propose un état |¥;;1) comme étant
potentiellement maximalement intriqué. Cet état est celui qui a la plus grande MGI
parmi les états proposés par Aulbach, les états maximisant le discriminant ayant une
MGI bien inférieure. De plus, la valeur du discriminant pour I'état |W;;) est inférieure
a tous les autres états proposés :
[W11) = alDo) + B8|Ds)

— 7| D1o) - (6.60)

avec,

a ~ 0.376611967, B ~ 0.715661256, v ~ 0.588211181 . (6.61)

D’autre part, 1'état positif symétrique maximalement intriqué |UP7®) déterminé
numériquement par Aulbach, présente la méme valeur absolue du discriminant que
I’état de Toth |¢1Tlé>. Il possede aussi une MGI assez proche de la MGI maximale po-
tentielle, également supérieure a celle des états maximisant le discriminant.

|UYY) = a|Dy) + B|Ds)

— | D1o) - (6.62)

avec,

a ~ 0.550982113, B ~ 0.578058577, v ~ 0.601886195 . (6.63)

Enfin, nous proposons un état |M1A1> maximisant la valeur absolue du discriminant
apres optimisation numérique pour des coefficients complexes. La valeur de la MGI
n’est pas maximale, mais reste tout de méme supérieure a celle de I'état |2ZJ;P1°>.

(6.64)

11
k=0
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6.2. Etats symétriques maximalement intriqués

avec ,

ag ~ —0.1349724068 + 0.2808519945¢, a; ~ —0.04226554075 — 0.11827558774,
as ~ 0.2484586088 + 0.2880580792:, a3 ~ 0.3788092524 — 0.1228068108¢,

ay ~ 0.03137996622 + 0.13190719997, a5 ~ —0.2528424418 + 0.1083668311%,
ag ~ 0.1150089949 — 0.01598674178:, a7 ~ 0.1895403275 + 0.24959407415,

ag ~ —0.3309058181 + 0.1065237926¢, a9 ~ —0.01634886892 + 0.3813881798%,

a1 ~ —0.04175683331 — 0.06665883136i, a1y ~ 0.1741480562 — 0.02738520897; .
(6.65)

Tous les résultats sont regroupés en Table

Etat |A11| Eg
) ? 2.482570

12) | 9.394400141 x 10*7 | 0.435963338
|W11) | 6.841164175 x 10% | 2.817698505
[UP) | 9.394400141 x 10%7 | 2.773622669
|M{) | 2487249584 x 107 | 2.585125923

TABLE 6.9 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de l'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 11-qubits symétriques.

12-qubits

L’état |Wy2), appelé Icosahedron state, est issu du solide platonicien qu’est I'icosaedre
et constitue une solution aux problemes de To6th et Thomson. Cet état maximise la
mesure géométrique de l'intrication, et maximise aussi la valeur absolue des invariants
15 et I;. En revanche, la valeur maximale du discriminant n’est pas atteinte.

W) = £ (VAID) ~ VITIDG) ~VAID1) ) (6.66)

L’état symétrique positif |U5°) est proposé comme état maximalement intriqué
(parmi tous les états positifs). Il présente une MGI légerement inférieure a celle de
I’Icosahedron state. Il ne maximise aucun des invariants, mais la valeur absolue de I
associée s’approche du maximum.

|15°) = a|Dy) + B]Ds) + a|Duy) (6.67)

avec,

a ~ 0.555046977, B = 0.619552827 . (6.68)

Enfin, un qui maximise la valeur absolue du discriminant est 1’état |M1A2> Cet état
maximise également les invariants I, et I, et maximise aussi la MGI (atteignant la
méme valeur que 'état [¥y5)).

| M) = Z%\DIJ ; (6.69)
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avec ,

ap ~ —0.03072652071 + 0.3088934983:, a; ~ —0.1539068313 + 0.08559489458¢,
ap ~ 0.1944951782 + 0.18061694141, a3 ~ —0.1221557503 — 0.35722998611,

ay ~ —0.006152485729 — 0.25915355814, as ~ 0.2732385278 — 0.04759548299,
ag ~ —0.1302972739 — 0.1185283549:, a; ~ 0.02159386768 — 0.27654683531,

ag ~ —0.2585585423 + 0.01835428213:, ag ~ 0.3671759544 + 0.08791194249;,
a1p ~ 0.1981132071 + 0.1766040590z, a1; ~ —0.07067753030 + 0.16127977704,
a12 ~ 0.3046176995 — 0.059787595031 .

(6.70)
Tous les résultats sont regroupés en Table [6.10]
Etat ’A12| ’[2’ ‘17‘ Eg
|U5) | 6.203331354 x 103 1 5.890775571 x 1079 | 3.117457579
|UD5%) | 3.641674830 x 1033 | 0.2323085880 | 5.401494287 x 1079 | 2.993524699
’Mﬁ 1.137091783 x 103 1 5.890775599 x 1079 | 3.117486134

TABLE 6.10 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de 'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 12-qubits symétriques.

20-qubits

Le Dodecahedron state, état associé au solide platonicien, noté [iq0), est un état qui
maximise l'invariant [5. Sa mesure géométrique de l'intrication est moins intéressante
que celle des états présentés par la suite. Cet état ne maximise pas le discriminant, et
de méme pour l'invariant Iq;.

|120) = ﬁ (@’Dtﬁ +V627|D5) + V247| Do) — V627|Dy35) + @’Dm)) :
(6.71)

Les états \w%ﬂ et |¢;F0h> sont les solutions au probleme de Téth et Thomson pour
les 20-qubits. Il présentent une mesure géométrique supérieure a celle du Dodecahedron
state, Celle associée a ’état solution du probleme de Thomson étant supérieure aux
deux autres.

Nous proposons I’état complexe ’MQAO> comme maximisant le discriminant Agg. Cet
état possede une MGI supérieure aux états proposés par Aulbach, mais ne maximise
par les autres invariants.

}M2Ao> - Z%\DQ ) (6.72)
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6.2. Etats symétriques maximalement intriqués

avec ,

ap ~ 0.1508641395 — 0.2074592909:¢, a; ~ —0.04348719410 + 0.05982718075¢,

as ~ —0.007215973384 4+ 0.01018331119¢, a3 ~ 0.2671186080 — 0.36759087551,

ay ~= 0.04884246537 — 0.067407833031, a5 ~ 0.1025546157 — 0.1407846500¢,

ag ~ —0.1111399563 + 0.1530330791%, a7 ~ 0.05898217121 — 0.08123870400¢,

ag ~ 0.01138613101 — 0.015725489331, a9 ~ —0.1201082924 + 0.1652831727,

ayp ~ 0.09707842232 — 0.13334695307, a1 ~ 0.2956313325 — 0.4068348128q,

a1z ~ —0.001836433624 + 0.00248572794417, a3 ~ 0.1070201504 — 0.1470580227¢,
a14 ~= —0.04267018825 + 0.058660077557, a5 ~ 0.05673273351 — 0.07825275364¢,
a1 ~ —0.1247405028 + 0.17155582324, a;7 ~ 0.04571334774 — 0.06300088062,
a1s ~ 0.2460595051 — 0.33851179821, a9 ~ —0.002568387640 + 0.003655240308¢,

az & 0.1216970965 — 0.16743255061 .
(6.73)

L’état |MQI§> est un des états qui maximise l'invariant I. Il differe de I’état |¢)q)
dans la mesure ou il présente une valeur supérieure pour le discriminant et la MGI.
Pour ce qui concerne U'invariant I1, c’est I'état |1hg0) qui est plus intéressant.

20
|My3) = Zbk|Dk> ; (6.74)
k=0

avec ,

by ~ 0.2420694911, b, =~ —0.03523089732, by ~ 0.09359104644,

bs ~ 0.4688617634, by ~ —0.1135820404, b5 ~ 0.008395418393,

bs ~ —0.1685464469, b7 ~ —0.08433351912, bg ~ 0.0009289274410,
by ~ —0.2409269148, b1y ~ —0.4583265955, b1 ~ 0.2409195653, (6.75)

b2 = 0.0009261549026, b13 ~ 0.08433730090, b1y ~ —0.1685470447,

bis =~ —0.008399826346, b1g ~ —0.1135829952, b;7 ~ —0.4688713935,

bis = 0.09359058740, big ~ 0.03521551515, byy ~ 0.2420616475 .

Enfin, nous proposons aussi 1’état |M2151> comme candidat a I’état qui maximise
I'invariant [;;. Cet état a la particularité d’avoir une MGI supérieure a tous les états
présentés précédemment, et suggere que l'on pourrait éventuellement atteindre une
valeur de MGI encore plus grande, en cherchant d’autres états qui maximisent I'invariant
IH.

20
M3y = el Di) (6.76)
k=0
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6. ETATS MAXIMALEMENT INTRIQUES

avec ,

co ~ 0.04672174113 — 0.25233223147, c¢; = —0.05069006573 + 0.047756993874,

co ~ —0.04718394150 + 0.10218614761, c3 ~ —0.1590231434 + .3848619055¢,

¢y ~ —0.02902596854 — 0.1569313402:, c5 =~ —0.07696456685 + 0.072244852751,
ce ~ —0.09376435062 + 0.2035585893¢, c7 ~ 0.07806916194 + 0.06366061380¢,

cs ~ —0.04759595305 + 0.006445863013¢, cy ~ 0.05301678648 — 0.1016543395¢,
c1p ~ 0.03609247219 — 0.4913401650¢, c¢;; ~ 0.1184721897 4 0.12690841913,

c12 = —0.009108493287 — 0.006036402071z, 13 ~ 0.1803612698 — 0.08976913083¢,
c1q = —0.04430825373 — 0.1748209208:, c15 ~ —0.03003595026 + 0.04460972146¢,
c1e ~ —0.1138802790 — 0.04440768458:, c17 =~ —0.4070270968 — 0.10020964501,
c1s ~ 0.1547528831 — 0.01637363064%, c19 ~ 0.05633196292 — 0.03447193714¢,

c20 ~ 0.1099938346 — 0.22464376357 .

(6.77)
Tous les résultats sont regroupés en Table [6.11].
Etat ‘Azo‘ ‘Igl |111’ Eg
[1a0) | 2.690718856 x 107 1 1.739064106 x 10723 | 3.325780420
o) ? ? ? 3.327075
) ? ? ? 3.418012
MQAO> 1.061217213 x 10% | 0.1788691429 | 2.229358366 x 10~ | 3.427028693
M213> 2.040771647 x 10% 1 8.586804141 x 10728 | 3.492765025
|M§51> 2.088432427 x 10% | 0.6189929947 | 3.537212104 x 10723 | 3.613963543

TABLE 6.11 — Evaluation des mesures algébriques et géométriques de 'intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 20-qubits symétriques.

6.3 Etats fermioniques maximalement intriqués

Dans cette section, nous nous intéressons a la question du maximum de l'intrication
pour les états fermioniques. Ces états fermioniques correspondent mathématiquement
aux tenseurs antisymétriques, et les états séparables peuvent étre vus comme des points
de la variété Grassmannienne. Nous renvoyons le lecteur vers la Section [2.1.5

Nous utiliserons la notation tensorielle pour désigner les vecteurs de la base cano-
nique. Ainsi e; ~ |0) et e; ~ |k —1). De plus, nous utiliserons parfois une notation
raccourcie e;j; pour désigner le produit externe e; A e; A . Nous rappelons qu'un état
fermionique a k particules et n états de base est un vecteur [¢)) normalisé de /\k Ccn,
donc I’écriture générale est donnée par

W) = Z Qjy ..., ik €y JARERIVA eik ) (678)
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6.3. Etats fermioniques maximalement intriqués

avec (e;)1<i<n, une base orthonormée de C", et les amplitudes complexes a;, . ;
- 2 _
vérifiant 2191,. lai, |7 =1

k

LiE<n

Nous présenterons tout d’abord I'hyperpfaffien, analogue de I’hyperdéterminant
pour les tenseurs antisymétriques, qui sera utilisé comme mesure de 'intrication. Nous
verrons ensuite comment définir la mesure géométrique de l'intrication pour les états
fermioniques, et le lien qu’elle entretient avec le rang antisymétrique. Enfin, nous trai-
terons un certain nombre de cas d’étude, et présenterons de nouveaux candidats pour
des états maximalement intriqués.

6.3.1 L’hyperdéterminant pour les états fermioniques

Comme rappelé en Section [2.1.8] et tout au long de ce manuscrit, si X est une variété
projective, alors on note X* la variété duale, qui est définie par le lieu d’annulation de
I’hyperdéterminant.

Dans le cas ou X est définie comme la variété de Segre, alors la variété duale est
définie par I’hyperdéterminant usuel, introduit par Cayley au milieu du 19°™ siecle.
Dans le cas ot X est définie comme étant la variété de Veronese, alors comme rappelé
en section précédente, la variété duale est définie par le discriminant.

Dans cette section, nous nous intéressons aux états a k fermions a n états, c’est a
dire aux états appartenant a ’espace de Hilbert Hy,, = /\k C", espace des k tenseurs
antisymétriques de C™. Si 'on définit X = G(k,n) C P(Hy,,) comme étant la variété
Grassmannienne modélisant les états fermioniques séparables, alors la variété duale X*
est définie par le polynome appelé Hyperpfaffien de format (k,n), et sera noté Ay,,.

Remarque 43. L’hyperpfaffien est une généralisation aux dimensions supérieures du
Pfaffien (correspondant au cas (k,n) = (2,2k)), polynoéme (de degré k) directement 1ié
au déterminant des matrices antisymétriques.

Un aspect important dans le cadre de ’étude de I'intrication sous SLOCC est que
les hyperpfaffiens sont justement des polynomes invariants sous ’action de ce groupe,
notamment par construction, et du fait que la variété G(k,n) définit une orbite sous
I’action du groupe.

Exemple 9. Prenons 'exemple des systemes a 3 fermions, ou chaque fermion possede

7 , . . 3 .
6 états de base. Dans ce cas, un état fermionique |¢p) € A”C® est un tenseur anti-
symétrique normalisé s’exprimant comme

1
) = —= Z Pijk €i Nej ey,
VN 1<i,j,k<6

avec NN la constante de normalisation. L’anneau des polynomes invariants
C[A\® COJSLOCC est généré par Uhyperpfaffien Asg. Ce polynéme est défini de maniere
unique, a une constante multiplicative pres, et peut étre exprimé explicitement comme :
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6. ETATS MAXIMALEMENT INTRIQUES

Azp(t)) =

4(p1232pas62+p1242D356 2 +P1252346 2+ 03452 P126 2 +P1342P256 2 +P135 2 p246 2+ 2452 P136 2 +P1452P236 2 +P235 2 P146 2 + 2342 P156>

+4(p123P145P246P356 —P123P145P346P256 —P123P245P146P356 +D123P345P146P256 +P123P245P346P156 —P123P345P246 156
+P124P135P236P456 TP124P135P346P256 —P124P235P136D456 —D124P345P136 D256 —P124P235D346 D156 +P124P345D236P156
—P134P125P236P456 TP134P125P246 356 TP234P125P136 0456 TP125 34501360246 —P234P125P146P356 —P125P345D236P146
+P134P235P126P456 —P134D245P126P356 —P234P135P126P456 +D135P245P126 D346 +P234P145D126 D356 —P235P145D126P346
+P134P235P246P156 —P134P245P236P156 +P234P135D146P256 +P135P245D236P146 —P234P145P136P256+P235P145P136246 )

+2(—p123P124P356P456 +P123P125P346P456 —P123P345P126P456 +P123P134P256P456 —P123P135P246P456 +P123P245D136P456
—P123P145P236P456 +DP123P235P146P456 —P123P234P156 P456 —P124P125P346P356 +P124P345P126P356 —P124P134P256P356
—P124P135P246P356 +D124P245P136 D356 —P124P145P236 D356 +P124P235D146P356 +P124D234P156P356 —P125D345P126P346
—P134P125P346P256 —P125P135P246 346 —P125P245P136 0346 TP125 14502360346 +P125P235P146 D346 +P234P125P346P156
+P134P345P126P256 —P135P345P126P246 —P245P345P126P136 +D145P345P126 0236 +P235P345D126 0146 —P234P345D126P156
—P134P135P246P256 TP134P245P136 0256 TP134P145P236 0256 —P134P235P146 0256 —P134P234P156 0256 —P135P245D136 D246
—P135P145P236D246 —P135P235P146D246 —P234P135D246 D156 —P145P245D136P236 —P235D245P136P146 TP234D245P136P156
—P235P145P236P146 +P234P145D236P156 —P234P235P146P156) )-

&

6.3.2 Mesure géométrique de l’intrication pour les états
fermioniques

Dans cette section, nous nous intéressons a la mesure géométrique de 'intrication
pour les états fermioniques. Nous discuterons alors deux approches possibles, et nous
nous arréterons sur une définition acceptable de cette mesure. Nous étudierons ensuite
le lien entre mesure géométrique pour les fermions et rang des tenseurs antisymétriques.

Définition pour les états fermioniques

Comme rappelé en Section [2.2.3] une maniére de mesurer le degré d’intrication d’un
état pur est de considérer la distance a ’état séparable le plus proche. Nous adopterons
ici la version Groverienne E¢ de la mesure de lintrication rappelée en Equation [2.43]

Premierement, en remarquant que /\k C™ est inclus dans (C”)®k, on peut alors
considérer un état fermionique [¢) € A" C" comme un état pur dans (C*)**. On peut
alors utiliser la mesure géométrique F¢ des états purs pour évaluer la distance de 1’état
1) & Détat séparable de (C")** le plus proche. Des exemples d’évaluation de la MGI
pour des tenseurs antisymétriques sont accessibles dans [271].

Cette premiere définition présente néanmoins certains inconvénients, dont notam-
ment le fait que la MGI est égale & Eg(|1)) = 1 — 5 pour les états [¢)) = ey A--- Ay
de rang antisymétrique égal a 1. Cette quantité tend vers 1 lorsque k croit, ce qui nous
laisse entendre qu’'une autre définition de la MGI est nécessaire.

Une seconde possibilité est de définir la mesure géométrique non pas comme une
distance par rapport aux états séparables de C" ® --- ® C", mais plutét comme une
distance par rapport aux états fermioniques de rang antisymétrique égal a 1, ¢’est a dire
par rapport aux états séparables de la variété G(k,n). Ceci nous amene donc a définir
ce qu'on appellera la Mesure Géométrique Grassmannienne de l’'Intrication (MGGI) :

Définition 44. Soit |¢) € N'C" c (C")®* un état fermionique de k particules & n états
de base. On définit la Mesure Géométrique Grassmannienne de I'Intrication (MGGI)
de l'état [1)) , notée Egg(|1))), comme étant la quantité suivante :

Eca([y)) =1 — max )|<¢|90>|2 :

lp)eG(k,n
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6.3. Etats fermioniques maximalement intriqués

Comme cela sera discuté en sous-section [6.3.3 cette définition de la mesure
géométrique de l'intrication pour les états fermioniques présente des résultats simi-
laires a la mesure géométrique de 'intrication lorsqu’on les évalue sur des états définis
de maniere analogue.

Lien avec le rang de tenseur

La définition du rang antisymétrique étant rappelée en Section [2.1.6] nous
établissons une relation d’inégalité entre la Mesure Géométrique Grassmannienne de
I'Intrication et la rang antisymétrique dans la proposition suivante :

Proposition 6.3.1. Soit [¢) € N'C" un vecteur unitaire de rang antisymétrique r, tel
que |Y) = >0 ailpi), avec les ;) des tenseurs de rang 1 (appartenant donc a G(k,n))
et avec (pilp;) = 0 pouri # j. Alors le rang antisymétrique r et la Mesure Géométrique
Grassmannienne de [’Intrication sont reliés par la relation suivante :

1
— <.
1 — Ege(]v))
Démonstration. Soit |1)) un tenseur antisymétrique de rang antisymétrique r corres-
pondant a un état fermionique dans /\k(C”, tel que

) = Zai’%) )
i=1

avec Vi |¢;) € G(k,n), et (@;|¢;) = 0 pour i # j, et avec a; les amplitudes complexes
vérifiant >, |a;|* = 1. Comme les états |p;) sont orthogonaux, alors on a (|¢;) = a;.
De ce fait, nous obtenons I'inégalité suivante :
i < max [(WI6)
ce qui revient a dire que
|ai* <1~ Ega(¥) -
En réutilisant ce résultat et en sommant les probabilités de mesure, on en arrive a
I'inégalité suivante :
r r
D lailP =1<) 1= Eae(y) =r(1— Eaa(¥)) -
i=1 i=1

On en déduit alors directement l'inégalité apparaissant dans la proposition. [

Ce résultat est déja connu dans le cadre des systemes a plusieurs qubits, et provient
de la relation entre ’entropie de Rényi et ’entropie d’Hartley, et des inégalités associées
[97].

Exemple 10. Dans [I3][Exemple 22], les auteurs ont démontré que le rang du tenseur
antisymétrique T = e; Aes Aes+ep Aeg Nes+ e Aeg Neg € /\3 CS est égal a 3,
par des arguments géométriques. La Proposition [6.3.1] nous permet de retrouver ce
résultat. En effet, si on consideére un état fermionique normalisé [¢)) colinéaire a T', alors
Ecc(|Y)) = 5/9 et donc r > 3. Compte tenu de l'écriture du tenseur, nous pouvons
également établir que le rang antisymétrique vérifie r < 3. De ce fait, on conclut que

r=3. &
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6.3.3 Etude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions pour différents cas, différentes valeurs de
(k,n) pour les états de /\k C", la maximisation de I’hyperpfafiien et des invariants
fondamentaux (lorsque leur expression est unique), et une tentative de maximisation
de la mesure géométrique grassmannienne de 'intrication.

Cas k=3,n=6

Le premier cas est celui des états fermioniques de A®* C®. Nous nous intéressons tout
d’abord a l'intrication de ces états du point de vue de la MGGI. La classification de
I'intrication des états a 3-qubits présente certaines similarités avec celle des états de
/\3 CS, et a titre d’exemple, on peut aisément vérifier que :

1 5
Eo(IGHZ)) = 5, Bo (W) =5 . (6.79)

De maniere assez analogue, 1’évaluation de la MGGI sur les états remarquables de

la classification des états fermioniques de /\3 C® est présentée ci-dessous en Table

D’autre part, lorsque I'hyperpfaffien (voir Exemple@ est considéré comme mesure de
Vintrication, I'état maximisant celle-ci est I'état |GH Z') pour lequel |As6(|GHZT))| =
1.

Type d’état Etat |As6| | MGGI | Rangasym
Séparable e1 ANey A es 0 0 1
Biséparable e1 A (ea Aes+eq Aes) 0 1/2 2
Wf 64/\62/\63—|—61A€5/\63+€1/\62/\€6 0 5/9 3
GHZf 61/\62/\€3+64/\€5/\66 1 1/2 2

TABLE 6.12 — Intrication des états fermioniques pour le cas (k,n) = (3,6) du point de
vue de 'hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.

Cas k=3,n="7

Dans le cas ou (k,n) = (3,7), 'hyperpfaffien Aj 7 est également générateur de tous
les invariants fondamentaux. La structure des orbites des états de /\3 C7 est connue
dans la littérature mathématique [I18] et en information quantique [231]. Pour chaque
représentant de chaque orbite, nous évaluons 'hyperpfaffien, la MGGI et le rang. Nous
regroupons ces informations dans la Table [6.13]

Dans ce cas, c’est I'état associé a la derniere orbite qui maximise la valeur de la
MGGI. Cet état est également 1’état de rang maximal dans la classification.

Cas k=3,n=38

Dans le cas ou (k,n) = (3,8), 'hyperpfaffien Ajzg est également générateur de tous
les invariants fondamentaux. La structure des orbites des états de /\3 C?® est aussi connue
dans la littérature [118| 231]. Pour chaque représentant de chaque orbite, nous évaluons
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Orbite Etat |As 7| | MGGI | Rangasym
11 e123 (Séparable) 0 0 1
I11 e123 + e145 (Biséparable) 0 1/2 2
v €456 + €147 + €957 (W) 0 5/9 3
A% €123 + €456 (GHZ) 0 1/2 2
VI €147 + €257 + €367 0 2/3 3
VII €456 + €147 + €257 + €367 0 2/3 3
VIII €123 + €456 + €147 0 2/3 3
IX' | e123 + €as6 + €147 + €257 (GHZ3) 0 5/8 3
X €123 1 €456 1+ €147 + Ca57 + €367 # 0 7/10 4

TABLE 6.13 — Intrication des états fermioniques pour le cas (k,n) = (3,7) du point de
vue de 'hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.

I’hyperpfaffien, la MGGI et le rang. Nous regroupons ces informations dans la Table

0. 14

Orbite Etat |As gl MGGI Rangasym

II €123 (Séparable) 0 0 1
111 e123 + e145 (Biséparable) 0 1/2 2
IV eas6 + e1ar + easr (W) 0 5/9 3
\Y% €123 + ess6 (GHZ) 0 1/2 2
VI €147 + €257 + €367 0 2/3 3
VII €456 + €147 + €a57 + €367 0 2/3 3
VIII €123 + €456 + €147 0 2/3 3
IX €123 + €456 + €147 + €257 (GHZ3) 0 5/8 3
X €123 + €456 + €147 + €257 + €367 0 7/10 4
XI €127 + €138 + €146 T €235 0 2/3 4
XII €128 1 €137 1+ €146 + €236 + €245 0 7/10 4
XIH €135 + €246 + €147 + €238 0 3/4 4
XIV €138 + €147 + €156 + €235 + €246 0 06748495 4
XV €128 + €137 + €146 + €247 + €256 + €345 0 0.7239023 5
XVI €156 T €178 + €234 0 2/3 3
XVII €158 -+ €167 -+ €934 —+ €256 0 2/3 4
XVIH €148 + €157 + €236 + €245 + €347 0 7/10 4
XIX €134 + €234 + €156 + €278 0 1/2 3
XX €137 + €237 + €256 + €148 + €345 0 6/10 4
XXI €138 1 €147 1+ €245 + €267 + €356 0 7/10 4
XXII €128 + €147 + €236 + €257 + €358 + €456 0 0.7073452 4

XXIII €124 + €134 + €256 -+ €378 + €157 + €468 7é 0 2/3 4

TABLE 6.14 — Intrication des états fermioniques pour le cas (k,n) = (3,8) du point de
vue de 'hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.
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Dans ce cas, les états qui n’annulent pas I’hyperpfaffien sont des états équivalents
au représentant de la derniere orbite XXIII. D’autre part, le représentant de 1’orbite
XV est celui qui présente la plus grande MGGI, et présente aussi la plus haute valeur
de rang antisymétrique.

Cas k=3,n=9

Dans le cas des 3-fermions a 9 états, I’anneau des polynomes invariants est généré
par 4 polynomes linéairement indépendants de degré 12, 18, 24 et 30. En d’autres termes

nous avons C[N'COPPHOCC = C[Iyy, I1s, Tos, Io)-

Tout état [¢)) de N’C? peut étre décomposé comme la somme d’un état semi-simple
et d'un état nilpotent, tel que 1)) = [1g) + |¢n). Les états semi-simples génériques de
/\SC9 peuvent étre exprimés comme une combinaison linéaire de 4 états générateurs :

[s) = 21|p1) + 22|p2) + 23|p3) + 24lpa) (6.80)
avec
Ip1) =e1 ANeag ANeg+es NesNeg+er Aeg Aeg
|p2) =e1NegANer+ea ANes Aeg+ ez AegAeg (6.51)
|ps) = e1 Aes Aeg+es Aeg ANer+esNeg Aes
|pa) = €1 Neg ANeg+ea Aeg Neg+esNes Aer .
et
21 + 2ol + s + e = 1. (6.82)

L’hyperpfaffien Asg s’annule sur les éléments nilpotents, et il suffit alors de se res-
treindre aux états semi-simples génériques, comme exprimé en Equation pour
déterminer des états fermioniques maximisant I’hyperpfaffien.

Cet hyperpfaffien A g ont été récemment calculé sous forme explicite par Holweck
et Oeding dans [139]. L’expression de cet hyperdéterminant évalué sur les éléments
semi-simples est Az o(|1)s)) = h? avec

h = z1202324(21 + 22 — 23) (21 + 23 —z4)(z1 — 20+ 24) (22 + 23+ 24
(22 — 2120 + 22 + 2123 — 22023 + 25) (22 + 2120 + z2 — 2124 — 22924 + 2
(27 — 2123+ 22 + 2124 — 22324 + 23) ZS — 2923 + 23 — 2924 + 22324 + 2
(27 — 22120 + 25 — 2124 + 2224 + 24) 2
(22 — 2129 + 25 + 2123 + 2923 + 23 (22 4+ 2120 + 22 — 2124 + 2224 + 2 (6.83)
(22 4 2120 + 25 + 22124 + 224 + 24)
(22 — 2123 + 22 — 22124 + 2324 + 22
(27 + 22123 + 25 + 2124 + 2324 + 2])

2
(23 — zoz3 + 22 + 229024 — 2324 + 25) (25 + 22023 + 25 — 2024 — 2324 + 23) .

2
2] + 22129 + 22 + 2123 + 2223 + 23

\//\\//'\/\/\

)
)
)
22— 2z + 25 — 22123 + Zpzs + 23)
)
3)
)
)

(z — 2123 + 23 + 2124 + 2324 + 2
(2

— 2923 + 23 — 2924 — 2324 + 2

Nous maximisons ensuite cette quantité par recherche numérique et nous proposons
I’état |M3A9> comme état maximisant 'hyperpfaffien, exprimé comme suit :

| 39> = (Of1,p1> + aalpa) + az (|ps) + [pa)) ) (6.84)
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6.3. Etats fermioniques maximalement intriqués

avec
oy = 0.7767649052, 9 = 0.3802944266, «3 = 0.3549735421 . (6.85)

Nous nous proposons également de maximiser les invariants fondamentaux afin de
proposer des états maximalement intriqués en ce sens. Les invariants de degré 24 et 30
n’étant pas définis de maniere unique, nous choisissons de nous restreindre aux deux
invariants [ et I1g comme mesure algébrique de l'intrication. Leur expression, lorsqu’ils
sont évalués sur les éléments semi-simples, est donnée dans les équations suivantes.

Lio([Ys)) = 2% + (2225 + (—22025 — 22025)25 + 2225 — 2202325 + 2224),21
+((—22025 + 22025) 25 + (22025 — 22025)25 — 2202525 + 2202324)21 + 22 (6.86)
(2225 + 220235 25 + 2229)28 + (2202520 + 2202528) 25 + 237 + 222828 + 252

Lis([vs)) = 218 + (= 1728 + (17025 4 17023) 28 — 172§ + 1702525 — 1725) 22
+((187023 — 18702z5)25 + (—187025 + 18702525 + 1870252 — 187023,24)21
+( —1723% 4 (187023 + 187023) 25 + (—785425 — 785428)25 + (187023 + 187023) 23
—1723% + 187023z4 78542828 + 1870232] — 172&2)21 1728212
((170,23 — 17024) + (—187028 + 18702%)29 + (187023 — 187023)28
+(—1702§2 + 1702} )z2 + 17023223 — 18702324 + 18702527 — 170252;2) 23
+298 4+ (—1728 — 1702325 — 1728)23% + (—18702523 — 18702324)22
+(—1723% — 18702323 — 78542825 — 18702323 — 1723)2’2 — 1723229
+(—=17023223 — 18702925 — 1870252] — 1702325225 + 238 + 218 .
(6.87)
En maximisant la valeur absolue de ces deux invariants fondamentaux, nous obte-
nons un autre état candidat comme état maximalement intriqué :
1
M) = M) = =) (6.88)
Enfin, en recherchant un état maximisant la Mesure Géométrique Grassmannienne
de I'Intrication parmi les états semi-simples de la forme |¢g), nous proposons un état

candidat, que nous notons |M%GGI>, exprimé comme suit
1
| Mg t) = —=(ar(Ipr) + [p2) — Ips)) + alpa)) (6.89)
V3
avec
a1 ~ —0.3708072875, s =~ —0.7664893123 . (6.90)
Etats |A3’9| |Ilg| |Il8| MGGI RangASym
‘M?)A9> 5.006756885 x 1071 | 0.00023110204 | 1.266305139 x 10=¢ | 0.7988788 >5
‘M3{192> 0 0.0013717421 | 5.080526343 x 1075 2/3 3
‘MMGGI 0 0.00036635565 | 2.036095010 x 1075 | 0.804163492 >6

TABLE 6.15 — Comparaison des mesures numériques (algébriques et géométriques) pour
les états fermioniques maximalement intriqués, dans le cas (k,n) = (3,9).
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Cas k=4,n=8

Ce cas présent partage des similarités avec le cas précédent. En effet, dans le cas
des 4-fermions a 8 états, 'anneau des polynomes invariants est généré par 7 polynomes
linéairement indépendants de degré 2, 6, 8, 10, 12, 14 et 18. En d’autres termes nous

Avons (C[/\4(C8]SLOCC

- C[[Za 167 I87 IIO7 [12a -[147 118]'

De la méme manieére que pour le cas précédent, tout état |¢) de /\4(C8 peut étre
décomposé comme la somme d’un état semi-simple et d’un état nilpotent, tel que [¢)) =
l1hs) + 1w ). Les états semi-simples génériques de \'C® peuvent étre exprimés comme
une combinaison linéaire de 7 états générateurs :

[vs) = yilpr) + valp2) + yslps) + valpa) + ys|ps) + yelpe) + yrlpr) (6.91)
avec
Ip1) =e1 Neg ANesNeg+es Neg ANer Nes
Ip2) =e1NegNes ANeg+es Nes Aex Ney
Ips) =e1 NesANegNex+egNegNesNer,
[pi) =e1Neg ANes Aes+eaNer Nes Aey, (6.92)
Ips) =e1 Nes Aeg ANes+er ANeg Aeg Aes
Ipe) = e1 NesNer Neg+ea Neg Neg Nes
lpr) =erNer Neg Neg+esNes Aeg Neg .
et
i l? + [yal* + lysl? + lyal® + lys” + lysl* + yz|* = 1. (6.93)

L’hyperpfaffian A, g définissant I'équation de la variété duale de G(4,8) peut étre
défini de maniére unique (a une constante multiplicative pres). Son expression, lors-
qu’elle est évaluée sur les états semi-simples, est établie dans [I39], et nous avons

Ays(tbs)) = h? avec

h=(n+y2+ys+ve) 1 +y2+ s — ¥6) (Y1 +v2 — ys + ¥6) (1 + %2 — yg—ye)
(1 —y2+ys +ve) (1 — Y2+ y3 — Ys) (V1 — Y2 — Y3+ Y6) (Y1 — Y2 — Y3 — Ys)
(1 +ys+ya+ys) (W1 +ys +va—¥s) (Y1 + Y3 — ya +s) (1 + Y3 — Ya — Ys)
(1 —ys+ya+us)( —ys+ya—Us) (W1 — Y3 — Ya +Ys) (Y1 — Y3 — Ya — Ys)
(Y1 + 42 +ys +yr) (W1 +v2 +ys — yr) (Y1 + Y2 — ys +y7) (Y1 + Y2 — Y5 — yr)
W=y +ys +yr) W — Y2+ s —yr) (Y1 — Y2 — Ys + Y1) (V1 — Y2 — Y5 — y7)
(1 +ya+ys +yr) (W +ya+ Y6 — yr) (W1 +va — Yo +y7) (Y1 + Ya — Yo — y7)
(Y1 —ya+ Y6 +y) (W1 — Ya+ Y6 — Y7) (1 — Ya — Yo + y7) (Y1 — Ya — yo — yr) (6.94)
(Yo +ys +ya+yr) (Y2 + s +ya — 7)(yz+y3 y4+y7)(yz+y3 Ya — Y1)
(o —ys+ya+uyr) (e —ys+ya —yr) (W2 — Yz — Ya +y7) (Y2 — Y3 — Ys — y7)
(Y2 +ya+ s + Y6) (Y2 + ya + y5 — 6)(y2+y4—’y5+yﬁ)(y2+y4—y5—y6)
(Y2 —Ya+ys +Y6) (Y2 — Ya + Y5 — Y6) (Y2 — Ya — Y5 + Y6) (Y2 — Ya — Y5 — Ys)
(Y3 +ys + ys + y7) (Y3 + s +ve — yr)(Ys + Ys — Y6 + y7) (Y3 + ¥s — Ys — Yr)
(s —ys +ys +yr) (s —ys + 6 — y7) (s — Y5 — Y6 + y7) (Y3 — Y5 — yﬁ—y7)

XY1Y2Y3Y4YsYsY7 -
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Nous maximisons ensuite cette quantité (en valeur absolue) par recherche numérique
et nous proposons I’état ‘M ﬁ8> comme état maximisant ’hyperpfaffien, exprimé comme
suit :

1
| M) = E(Oﬂ P1) + Qa|p2) + as|ps) + qulps) + as|ps) + aslpe) + azlpr)) . (6.95)

avec ,

o = —0.3564913724 — 0.19893695177, e ~ 0.3986132399 — 0.2379732935¢,
ag ~ 0.1054323755 + 0.12198835037, a4 ~ —0.1568134594 + 0.13553475054, (6.96)
as ~ —0.2931832323 + 0.359948512717, ag ~ 0.2669584458 + 0.30887558661, '

o7 ~ —0.1452208681 — 0.38154624367 .

En ce qui concerne les invariants fondamentaux, dans ce cas seulement l'invariant
I5 de degré 2 est défini de maniere unique, et son expression est donnée comme suit,
lorsqu’il est évalué sur les états semi-simples :

L(lws)) =yi +y3+ 5 +yi+ v+ s + 5 (6.97)

En maximisant la valeur absolue de cet invariant fondamental, nous obtenons un
autre état candidat comme état maximalement intriqué :

1
M2 = —|p1) . 6.98
’ 4,8 \/gl > ( )
Enfin, en ce qui concerne la maximisation de la MGGI, apres une recherche aléatoire,
nous n’avons pas trouvé d’état fermionique présentant une MGGI supérieure a celle de
I’état maximisant ’hyperpfaffien. Tous les résultats sont regroupés dans la Table [6.16]

Etats |Ay s | 15| MGGI Rangasym
[Mys) | 2.644439239 x 10~ | 0.000003556 | 0.821903148 | > 6
| M%) 0 0.5 0.5 2

TABLE 6.16 — Comparaison des mesures numériques (algébriques et géométriques) pour
les états fermioniques maximalement intriqués, dans le cas (k,n) = (4, 8).

6.4 Etats aléatoires et hyperdéterminants

Dans cette section, nous tentons de présenter la répartition des valeurs de 1’hy-
perdéterminant obtenues a partir d’états générés aléatoirement. Nous procédons dans
le méme esprit que Alsina dans sa these [5], en générant un nombre conséquent d’états
aléatoires, puis en les ordonnant dans un ordre croissant pour obtenir une représentation
graphique.

Nous reprenons les cas précédemment étudiés dans ce chapitre, et évaluons les
différentes valeurs des hyperdéterminants, discriminants et hyperpfaffiens sur des états
aléatoirement générés. Nous présentons certaines courbes générées, puis discutons ces
résultats en Section [6.5.21 Nous générons 2000 tenseurs aléatoires : 10000 sont des ten-
seurs réels, et 10000 sont des tenseurs a coefficients complexes.
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6.4.1 Hyperdéterminant des 4-qubits

<
0.000020
o
0.000015 1 ¢
| Lod
&
[Det,;),|
0.000010
0.000005

0 5000 10000 15000 20000
Indice des états aléatoires (rangés dans l'ordre croissant)

FIGURE 6.3 — Valeur de I’hyperdéterminant pour les 4-qubits, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4. Etats aléatoires et hyperdéterminants

6.4.2 Hyperdéterminant des 3-qutrits

6.x 10713

5.%x 10713

4. %1013
[Detys;|

3.%x 10713

2.x 10713

1.x 10713

0 - 1 1
0 5000 10000 15000 20000

Indices des états aléatoires (rangés dans I'ordre croissant)

FIGURE 6.4 — Valeur de I'hyperdéterminant pour les 3-qutrits, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4.3 Discriminant des 6-qubits symétriques

7.%x 107

5.% 107

7
IDelta| 4. % 10

2.x 107

1.x 107

T i i i i T i i i i T i i i i 1
0 5000 10000 15000 20000
Indices des états aléatoires (rangés dans l'ordre croissant)

FIGURE 6.5 — Valeur du discriminant pour les 6-qubits symétriques, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4.4 Hyperpfaffien des états fermioniques (4,8)

1.5%x 10724

, g
1.x 107241 §

|Delta4’8|

5.x 10723

i i i i 1
0 5000 10000 15000 20000
Indices des états aléatoires (rangés dans 1'ordre croissant)

FIGURE 6.6 — Valeur de I'hyperpfaffien pour les états fermioniques (k,n) = (4, 8), pour
20000 états aléatoires, rangés par ordre croissant.

6.5 Commentaires et remarques

6.5.1 Etats symétriques

Dans le cas ou n = 4,6,8,12 et 20, il a été remarqué dans [I7] que les états
symétriques possédant un solide platonicien comme représentation de Majorana sont
liés a la recherche d’états absolument et maximalement intriqués. Au vu des résultats
présentés, nous observons également une relation entre ces états et la maximisation ou
annulation des invariants algébriques.

D’autre part, en cherchant a maximiser la valeur absolue de ces invariants, dans
certains cas nous obtenons des états symétriques a la MGI supérieure aux autres états
connus dans la littérature.

Dans d’autres cas, nous observons différents comportements et corrélations entre la
valeur des invariants et la valeur de la MGI. Dans certains cas maximiser ['un revient a
maximiser 'autre, mais dans d’autres cas c’est en maximisant un invariant et en mini-
misant un autre que 'on arrive a maximiser la valeur de la MGI. Ceci peut constituer
une piste intéressante pour des études futures.
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6.5.2 KEtats aléatoires

Nous remarquons que globalement, la majorité des états générés aléatoirement
présentent une valeur de 1’hyperdéterminant assez faible. De plus, nous observons
également que les états hautement intriqués sont assez rares (par exemple pour les
4-qubits). Aussi, les états connus comme étant maximalement intriqués ne sont parfois
jamais atteint, ni approchés, lors de la génération des 20000 états.

Avoir une valeur de I’hyperdéterminant proche du maximum est un phénomene
assez rare, ce qui peut expliquer la difficulté a déterminer une expression numérique ou
exacte des états maximisant 'hyperdéterminant dans certains cas. De plus, on observe
globalement la méme allure de courbe, sauf dans certains cas (par exemple le cas des
3-qutrits).

6.6 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail présenté dans ce chapitre.

Un premier travail possible serait de déterminer ’expression exacte des différents
états maximisant les polynomes invariants et le discriminant pour les états symétriques,
et d’observer pour ces états la répartition des points sur la sphere de Bloch a 1'aide de
la représentation de Majorana. Il serait également intéressant de pouvoir déterminer
une expression exacte des états fermioniques maximisant 1’hyperpfaffien et la mesure
géométrique grassmannienne de l'intrication pour chaque cas étudié.

En second lieu, il pourrait étre intéressant d’étudier plus en détail le lien entre la
mesure géométrique de l'intrication (et la distance minimale aux états séparables) et
le rang des tenseurs. Il pourrait étre aussi intéressant de chercher a déterminer un
majorant du rang en utilisant une approche analogue.

D’autre part, il est également possible d’approfondir le travail autour de la me-
sure géométrique grassmannienne de l'intrication, et de tenter d’établir des résultats
généraux sur la forme des états séparables minimisant cette distance entre I’état fermio-
nique considéré et la variété de Grassmann. Il serait également intéressant de poursuivre
le travail de maximisation de la MGGI afin de confirmer ou non le caractere maximal
de la valeur de la MGGI pour les états que nous avons proposé.

Aussi, un travail sur I'analyse plus précise de la distribution des états maximale-
ment intriqués sur l'ensemble des états générés aléatoirement pourrait étre mené. Les
différentes courbes générées pourraient étre étudiées plus en détail, et cette étude pour-
rait étre étendue aux autres polynomes invariants et aux autres mesures de 'intrication
(ou de non-localité).

Enfin, il m’apparait intéressant d’étudier les corrélations possibles entre polynomes
invariants, et entre les différentes mesures de I'intrication. Par exemple, dans le cas des

4-qubits, '’hyperdéterminant peut étre défini a partir des deux invariants S et 7' [I3§],
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et on pourrait étudier 'influence de la maximisation ou I'annulation de ces invariants
sur la valeur de I'hyperdéterminant, dans le méme esprit que ce qu’a initié Alsina [5].
Ceci peut également étre fait pour les états symétriques, ou la maximisation de certains
invariants ou mesures géométriques de 'intrication semble liée.
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CHAPITRE 7

INTRICATION ET RESEAUX DE NEURONES
ARTIFICIELS

“A single neuron in the brain is an incredibly complex machine that even today we
don’t understand. A single neuron in a neural network is an incredibly simple mathe-
matical function that captures a minuscule fraction of the complexity of a biological
neuron”, Andrew Ng.

Avec le développement récent des technologies d'Intelligence Artificielle (IA) et du
Machine Learning (apprentissage machine), et avec I'abondance des données informa-
tiques générées ou récoltées, de nombreux problemes difficiles et intéressants pour la
communauté scientifique ou les industriels ont pu étre résolus, et ces technologies conti-
nuent de révolutionner le monde industriel ainsi que notre approche de la science.

Le Machine Learning est la discipline visant a enseigner aux machines une tache
spécifique, sans lui donner d’instructions explicites. L’apprentissage machine se divise
en 3 branches principales : 'apprentissage supervisé, ’apprentissage non-supervisé et
I’apprentissage par renforcement. La premiere vise a enseigner a travers la connaissance
et 'abondance d’exemples, et implique de disposer de données pour lesquelles la réponse
valide ou attendue est connue. La seconde repose sur les capacités de la machine a
réorganiser par elle méme les données, afin de produire une proposition de regroupement
ou de représentation des données. La troisieme approche vise a enseigner a la machine
par un processus issu du behaviorisme : par une succession d’essais et d’échecs, la
machine tente de maximiser un gain directement lié a l’accomplissement d’une tache
[150], 204].

Ces différentes approches permettent en effet d’étudier différents types de problemes,
en allant de la classification a la régression, en passant par la réduction de dimensions ou
par le développement d’intelligences artificielles pour le jeu vidéo. Nous tentons alors de
mettre a profit ces technologies émergentes afin d’étudier le probleme de classification
de l'intrication. Nous présentons dans ce chapitre un travail conjointement développé
avec Dr. Luke Oeding, ayant mené a la production d'un article [149].
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons de ce fait a I'intrication quantique d’un point
de vue qualitatif, en entrainant des réseaux de neurones artificiels, dans une approche
purement supervisée, afin de classifier I'intrication quantique caractérisée par ’appar-
tenance a certaines variétés algébriques. Nous proposons tout d’abord une présentation
des travaux issus de la littérature liant des techniques de Machine Learning a l'intri-
cation quantique. Nous introduisons ensuite le modele des réseaux de neurones artifi-
ciels, et étudions par la suite comment concevoir I'architecture de ces derniers pour ap-
prendre a reconnaitre des variétés algébriques. Enfin, nous étudions un certain nombre
de variétés algébriques liées a l'intrication, en entrainant les réseaux de neurones a
reconnaitre des points sur ces variétés, puis en utilisant ces réseaux entrainés pour
effectuer des prédictions quant a la classe d’intrication d’états spécifiques en entrée.

7.1 Introduction

Les récents efforts déployés pour faire interagir les communautés le I'Information
Quantique, du Calcul Quantique et du Machine Learning se sont principalement fo-
calisés sur l'intégration d’algorithmes quantiques et d’informatique quantique dans les
architectures d’apprentissage machine classiques [270], 174, 224] 236], 237, 277, 37, 241,
157, 286]. Une approche opposée peut aussi étre adoptée, et c’est celle que nous nous
proposons de présenter dans ce chapitre. En effet, nous exploitons des techniques de Ma-
chine Learning, plus précisément une approche d’apprentissage supervisée par réseaux
de neurones artificiels, afin de développer des classifieurs permettant de distinguer plu-
sieurs classes d’intrication quantique.

Les techniques de Machine Learning ont été utilisées pour étudier divers problemes
de physique ou d’information quantique, comme par exemple la tomographie d’états
quantiques [220], la correction quantique de codes [197] et la reconstruction de fonctions
d’ondes [25]. Dans notre cas, nous nous intéressons au phénomene d’intrication quan-
tique. Tout en étant inspiré par I’approche liée a I’apprentissage de variétés algébriques
développée par Breiding et al. [47], notre méthode differe dans le sens ou nous ne
cherchons pas a trouver explicitement les équations intrinseques définissant les modeles
algébriques liés aux différents types d’intrication, mais plutot de construire un classifieur
nous permettant de directement déterminer la classe d’intrication.

Etre en mesure de faire la différence entre différentes classes d’intrication trouve
un intéret particulier dans le cadre du probleme de classification de l'intrication, no-
tamment utile pour I’étude du calcul quantique et 1’étude du role de 'intrication dans
Iamélioration et l'efficacité des algorithmes quantiques (voir Partie , des protocoles
de communication quantiques, de protocoles de cryptographie quantique ou de jeux
quantiques [I48]. Notre méthode présentée dans ce chapitre pourrait se généraliser a
I’étude des cas ou toutes les classes d’intrication ne sont pas totalement connues, et a
des cas ol le nombre de classes n’est pas forcément fini (voir par exemple [165, Ch.10]

ou [268]).
Ce n’est pas forcément le cas des approches adoptées jusqu’a présent dans la
littérature. Nous proposons de présenter les principales études sur cette question dans

ce qui suit.
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7.1.1 Etat de lart

L’apprentissage machine a été utilisé dans I’étude de la détection de I'intrication, la
mesure de l'intrication ainsi que la classification de I'intrication. Une approche souvent
abordée consiste a considérer le formalisme des matrices de densité, pour lequel décider
de la séparabilité d’un état est un probleme NP difficile.

Les réseaux de neurones ont pu étre utilisés dans la littérature pour fournir une es-
timation de certaines mesures de 'intrication, notamment pour la mesure de négativité
logarithmique, ’entropie de Rényi ou encore la concurrence pour les systemes a 2-
qubits (états purs et mixtes) ou pour les many-body systems [110, 34, 114]. Ces mémes
réseaux de neurones ont aussi servi a encoder des inégalités de type CHSH de maniere
simultanée dans un méme réseau neuronal afin de pouvoir détecter des états intriqués
[184]. Cet algorithme d’apprentissage supervisé a également été utilisé pour reconnaitre
les classes d’intrication pour les systémes a 3-qubits [26], mais également a détecter
certaines familles d’intrication dans le cas bipartite pour des qubits ou qutrits [283].

D’autre part, une approximation par enveloppe convexe combinée a l’algorithme
d’arbres de décisions et I'approche standard ensemble learning (bagging) a été utilisée
par Lu [I76] afin de classifier les états séparables et intriqués. Dans un esprit similaire,
I'algorithme de la forét d’arbres décisionnels a été sollicité dans [269] pour détecter
I'intrication d’états quantiques (allant jusqu’a 5-qubits), en comparant les résultats a
une approche par tomographie. L’algorithme d’Analyse en Composantes Principales
(ACP, ou PCA en anglais) a été exploité en 2018 pour déterminer la dimension et
les équations intrinseques de certaines variétés algébriques [47]. Enfin, dans le cas des
systemes a 2-qubits, les réseaux de neurones, les machines a vecteurs de support et les
arbres de décisions ont été utilisés pour détecter des corrélations non-classiques comme
I'intrication quantique, la non-localité ou le quantum steering [28§].

De ce fait, les techniques issues du Machine Learning peuvent apparaitre comme des
outils prometteurs pour la détection de l'intrication, ou au moins I’étre dans certains
cas limités. Cependant, toutes les études précédentes se sont limitées pour la plupart
au cas des 2-qubits ou au cas bipartite, principalement car il est possible de générer
correctement (pour une approche supervisée) des états séparables, mixtes et intriqués,
sous le formalisme des matrices de densité, en faisant appel au critere PPT ou a la
décomposition de Schmidt. Il semble néanmoins difficile de généraliser ces approches
supervisées a des dimensions plus grandes ou a des systéemes a un plus grand nombre
de particules.

C’est pourquoi nous choisissons de nous intéresser au probleme de détection et
de classification de l'intrication a travers l'apprentissage de variétés algébriques ca-
ractérisant différentes classes d’intrication pour les états purs (voir Section . Nous
espérons que notre approche pourra étre généralisée a de plus hautes dimensions, four-
nissant un outils original pour distinguer des classes d’intrication non-équivalentes, pour
des systemes quantiques dont on ne connait pas une classification complete ou pour les-
quels nous ne connaissons pas d’algorithmes exacts (pour un exemple d’algorithme exact
pour les 4-qubits, voir Annexe permettant de déterminer le type d’intrication.
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Comme remarqué dans [47], il existe une multitude d’hypersurfaces de haut degré
(comme celle des états dégénérés de H,,) qu'il est simple d’échantillonner. En revanche, il
y a peu d’espoir de pouvoir apprendre leurs équations a partir de ces échantillons, et c’est
pourquoi les méthodes connues ne peuvent s’appliquer. Nous montrerons cependant
qu’il est possible, dans certains cas, d’entrainer des réseaux de neurones artificiels afin
de déterminer 'appartenance a ces hypersurfaces de haut degré (ce que les équations,
inaccessibles, permettraient aussi de faire).

7.2 Reéseaux de Neurones Artificiels et notions de
base

Inspiré des réseaux de neurones biologiques, le modele des Réseaux de Neurones
Artificiels (RNA) est un modele de calcul dont le but est de reproduire la structure et
les fonctionnalités de base du cerveau humain [I87]. Ils sont utilisés afin d’apprendre a
réaliser des taches spécifiques (comme la classification ou la régression), sans instructions
ou regles explicitement formulées. Un réseau de neurones artificiel est composé d’'un
certain nombre de neurones artificiels, regroupés a travers une architecture spécifique,
capable de réaliser des taches précises a 'aide d’un algorithme d’apprentissage [125].

7.2.1 Le neurone artificiel

En 1943, McCulloch et Pitts proposerent le premier modele de neurone artifi-
ciel [I87]. Un neurone artificiel (voir Figure est défini par des entrées (prove-
nant éventuellement d’autres neurones), de poids (poids synaptiques associés a chaque
entrée), d’'une somme pondérée (calculée a partir des deux éléments précédents), d'un
seuil (aussi appelé biais), d'une fonction d’activation et d’une sortie [172], 21], 124 [125]
10].

Inputs Weights

X1 Activation
Function

xno—@/ Threshold

FiGURE 7.1 — Illustration d’un neurone artificiel.

Output

La sortie d'un neurone est déterminée comme suit : si la somme pondérée des entrées
est strictement supérieure au seuil, alors le neurone sera dit actif, et la sortie y = g(Uf)
du neurone artificiel sera alors égale a la fonction d’activation g appliquée a la somme
pondérée, avec le seuil 6 souvent ajouté a cette somme, et donc considéré comme un
poids associée a une entrée égale a 1 [79]. En notant par zi,...,z, les entrées du
neurone, et par w; le poids associé a la i-eme entrée, alors la somme pondérée, souvent
notée U, est définit comme :
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U=wix1 +wexrs+ -+ wpx, + 0. (7.1)

Pour cette définition, c’est lorsque cette quantité U est supérieure a 0 que le neurone
sera actif. En ce qui concerne le choix de la fonction d’activation, il est généralement
demandé qu’elle soit de nature non-linéaires afin de permettre aux réseaux de neurones
de résoudre des problemes non-triviaux en utilisant le moins de neurones possibles
[79]. 11 pourrait étre possible de choisir des fonctions d’activation de type marche ou
linéaire, mais cela amenerait certaines difficultés durant la phase d’apprentissage ou
dans un probleme de classification multi-classes. Il existe également d’autres propriétés
préférées dans un contexte d’apprentissage pour ces fonctions d’activations, et nous
pouvons citer parmi elles : continue dérivable, monotone, lisse, et approximant l'identité
proche de lorigine [124, [125] (voir Figure pour des exemples).

10

S|gmo|d Leaky RelLU

o(z) = —1_ max(0.1z, z)

1+e &
tanh Maxout
tanh(z) ) max(w{ x + by, wl z + by)
ReLU ELU
max(0, z) {” z 20
ale®*—1) z<0 - - i

FIGURE 7.2 — Exemple de fonctions d’activation usuelles (Source).

Exemple 11 (Le 0U logique). Nous nous proposons d’étudier en guise de premier
exemple le probleme consistant a reproduire la fonction binaire de base qu’est le 0U
logique, a 'aide d’'un neurone artificiel. Soient x; et x5 les deux entrées du neurone,
pouvant prendre des valeurs dans B = {0, 1}. Pour rappel, la fonction 0U renvoie 1 si
une des entrées est a 1, et renvoie 0 sinon.

Pour ce faire, nous choisissons comme fonction d’activation g la fonction marche.
On peut alors définir la somme pondérée et la sortie du neurone comme suit :

1 ifU >0,
U = w1 + wexe + 0, g(Z/{):{ 1

0 sinon

Afin de pouvoir reproduire la fonction 0U a ’aide d’un unique neurone, nous voulons
que la sortie soit égale a 0 lorsque 'entrée est égale a (x1,25) = (0,0), et 1 sinon. De
ce fait, la sortie doit étre égale a 0 si et seulement si la somme pondérée est inférieure
ou égale a 0, et égale a 1 si et seulement la somme pondérée est strictement positive.
Les conditions suivantes doivent alors étre satisfaites :

O"LU1+O"LU2+9 < 0, 0"LU1+1"LU2+9 > 0,
1w +0-wy+60 > 0, 1w +1-wy+60 > 0.
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Ceci revient a établir les inégalités suivantes :

0<0, wy+0>0, wy+6>0.

En choisissant les parametres définissant le neurone comme étant égaux a 6 = —%,
wy; = 1, wy = 1, alors le neurone reproduit la fonction booléenne voulue, pour toute
entrée dans {0, 1}2. Une représentation de ce probleme sous la forme d’un probleme de

classification binaire est fournie en Figure [7.3

N Q) O
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0.5
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AN
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. S
-0.5 Ry 0.5\
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0.5 N

FIGURE 7.3 — Représentation du probleme de classification associé a la fonction 0U. Le
losange bleu correspond a la premiere classe (fonction égale a 0), et les cercles rouges a la
seconde classe. La ligne interrompue noire représente I’hyperplan, séparant les données
d’entrées en deux classes, modélisée par le neurone artificiel défini par = —=, w; = 1,
Wy = 1.

1
29

Géométriquement, si ’on peut trouver un hyperplan (de codimension 1) séparant
les données en deux classes distinctes, alors le probleme de classification binaire peut
étre résolu a l'aide d’un unique neurone artificiel [163], 270L 124) [73]. Ici, une équation
d’hyperplan possible est donnée par x; 4+ x5 — % = 0, correspondant a I’équation U = 0,
définie par les précédentes valeurs choisies du seuil et des poids. &

En revanche, si on cherche a modéliser la fonction XO0R (OU exclusif) a I’aide d'un
seul neurone, on peut montrer que ceci est impossible, en suivant un raisonnement
similaire a celui utilisé en Exemple (11| [40], 124 [41]. Tl sera alors nécessaire de disposer
de structures plus complexes, et de pouvoir associer différents neurones pour réaliser
cette tache. Ceci nous amene donc a considérer un modele de réseau de neurones, que
nous présentons en sous-section suivante.
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7.2.2 Multi- Layer Perceptron et Feed-Forward Networks

Un des modeles de réseaux de neurones bien connu dans la littérature est celui de
Multi-Layer Perceptron (MLP) [21], [125]. Comme son nom l'indique, il est composé de
plusieurs couches, dont une d’entrée, une ou plusieurs couches cachées, et une couche
de sortie. Chaque couche est composée d'un certain nombre de neurones, non connectés
entre eux. Le concept de Feed-Forward Network impose une certaine architecture au
réseau, et dans le cas d’une configuration dense, chaque neurone d’une couche donnée
est connecté a chaque neurone de la couche précédente et de la couche suivante. Ainsi,
le signal ne sera propagé que dans une seule direction : de la couche d’entrée vers la
couche de sortie (par convention de gauche a droite) [172, 21 158].

Apprentissage et erreur associée

Un réseau de neurones artificiel a la possibilité d’apprendre une tache spécifique,
ou une fonction spécifique, a partir d’exemple a travers un processus d’optimisation
des poids du réseau. En effet, dans un contexte d’apprentissage supervisé, I'objectif du
réseau de neurones sera d’apprendre comment déterminer la sortie correcte associée a
un vecteur en entrée, a partir de plusieurs échantillons pour lesquels on connait la valeur
de sortie attendue.

Ces exemples forment les données d’entrainement, renfermant les paires d’entrées-
sorties correctes, utilisées comme enseignement pour le réseau neuronal. La construction
de tels neurones se fait a travers la phase d’entrainement, phase durant laquelle tous
les poids et seuils seront optimisés afin de réduire au maximum 'erreur définie comme
la distance entre la sortie donnée par le neurone et la sortie correcte fournie par les
données d’entrainement. Dans un modele feed-forward, I’algorithme de back-propagation
de Derreur est utilisé pour mettre a jour au cours de 'apprentissage les poids et seuils
afin de réduire la fonction d’erreur, aussi connue comme fonction cott (ou loss function
en anglais) [228] [168].

Apres I'étape d’apprentissage, le réseau de neurone doit étre capable de répondre
correctement pour toutes les entrées provenant de I’ensemble d’apprentissage, mais doit
également étre capable de prédire correctement la sortie pour de nouvelles données en
entrée. Afin de tester le réseau, on donne en entrée du réseau des données de test afin
d’évaluer la capacité du réseau a généraliser 'apprentissage précédent afin d’effectuer
des prédictions. De plus, il est possible de mettre en place des données de validation qui
seront utilisées tout au long de la phase d’apprentissage, pour détecter ou éviter le sur-
apprentissage. On peut alors évaluer un réseau de neurones en observant la proportion
de réponses exactes pour les différents ensembles de données (entrainement, validation
et test).

Fonctions d’activations

D’autre part, le choix de la fonction d’activation est primordial lors de la concep-
tion d’un réseau de neurone pour une tache spécifique. De maniere assez fréquente, les
neurones présents dans une méme couche auront la méme fonction d’activation, alors
que deux couches adjacentes peuvent avoir des fonctions d’activations différentes.
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Pour la couche d’entrée, ainsi que les couches cachées, la fonction d’activation ReLLU
est communément utilisée. Les avantages de cette fonction ReLLU est qu’elle est efficace
en termes de calcul (convergence rapide du réseau), elle est non-linéaire, et admet une
dérivée (et permet donc l'application de certains algorithmes nécessitant la dérivée
pour la back-propagation). Cependant, lorsque les entrées approchent 0 ou deviennent
négatives, le processus d’apprentissage devient plus difficile (connu sous le nom de dying
ReLU problem). Pour remédier a cela, on pourra utiliser la fonction d’activation Leaky-
ReLU, introduisant une légere pente dans la partie négative, facilitant la propagation
arriere de Uerreur [124] 10].

La fonction d’activation pour les neurones de la couche de sortie dépendront du
probleme que 1’on cherche a résoudre. Les fonctions d’activation Sigmoide et SoftMax
(voir Equation sont les plus utilisées. En effet, si ¢’est un probleme de classification
binaire, alors la fonction Sigmoide avec un seul neurone en couche de sortie sera plus ef-
ficace. Si on étudie un probleme de classification multi-classes, alors il faudra considérer
plusieurs neurones dans la couche de sortie (avec une représentation catégorique des
données). Des lors, si une entrée peut appartenir a plusieurs classes a la fois, alors il
faudra utiliser des fonctions de type Sigmoide. Dans le cas contraire, si chaque entrée
ne peut appartenir qu’a une seule classe a la fois, alors une fonction d’activation de
type SoftMax sera un bon choix.

SoftMax(z) = (0(2)1,0(2)2,...,0(2)k)

C vje[L,K]. (7:2)

B Zszl e

Les fonctions d’erreur doivent également faire 1'objet d’une étude et d’un choix
dépendant du probleme a résoudre. Les différents choix de fonctions d’activation pour
la couche de sortie et de fonction cotit sont regroupés en Table

avec z = (21,22, ..., 2k) et 0(z),

Probleme Type sortie Fonction Fonction cott
d’activation sortie
Régression | Valeur numérique Linéaire Mean Squared Error
Classification | Nombre binaire Sigmoide Binary Cross Entropy
Classification Label unique SoftMax Categorical Cross Entropy
Classes multiples
Classification | Labels multiples Sigmoide Binary Cross Entropy
Classes multiples

TABLE 7.1 — Résumé des fonctions d’activation et de cout pour la couche de sortie en
fonction du probleme considéré (Source).

Implémentation

Dans le cadre de notre travail, nous avons implémenté les réseaux de neurones en
utilisant la bibliotheque Keras en langage Python [70]. Elle fournit une implémentation
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flexible des réseaux de neurones dits feed-forward et permet le choix et la personnalisa-
tion des parametres du réseau (architecture, fonctions d’activation, fonction d’erreur,
solveur, etc.). Nous avons choisi d’implémenter le solveur Nadam fournit par Keras afin
de minimiser la fonction cotit durant la phase d’apprentissage. Pour une classification
binaire, nous avons choisi le fonction de cotut binary cross-entropy, tandis que la fonc-
tion categorical cross-entropy est retenue pour une classification multi-classes [253], [86].
Nous proposons une exemple d’implémentation en Annexe |A.12]

Profondeur versus Largeur

Une fois que les fonctions d’activation et de cout sont fixées, les parametres restants a
choisir sont le nombre et la taille des couches. Le Théoréme d’Approximation Universel,
et les études associées [79, 140 40, 124, [78, 177, 123], tendent a prouver que tout
réseau de neurones artificiel peut approximer n’importe quelle fonction (sous certaines
conditions). Un des énoncés connu du théoreme est proposé par [78] : “un réseau de
neurone de type feed-forward avec une couche d’entrée et une couche cachée munie
d’un nombre fini de neurones peut approximer n’importe quelle fonction continue sur
des ensembles compacts de R™”. En 1989, le théoreme a été prouvé en utilisant des
fonctions d’activation de type Sigmoide [79]. Kurt Hornik démontra quelques années
plus tard que le théoreme ne dépend pas de la fonction d’activation, mais plutot de
I'architecture multi-couche et feed-forward du réseau de neurones [140].

Ces résultats concernent le cas ou la profondeur du réseau (nombre de couches) est
limité. Dans un autre esprit, plusieurs travaux récents proposent un théoreme analogue
mais en limitant cette fois-ci la largeur des réseaux (nombre de neurones dans une
couche), en utilisant des fonctions d’activation ReLU [I77, 123]. Le probleme consis-
tant a fournir la meilleure architecture de réseau, en termes d’efficacité de calcul et de
précision, pour un probleme donné, est toujours ouvert et le choix de la profondeur et lar-
geur du réseau est bien souvent réalisé a travers des essais pratiques. Concevoir un réseau
de neurones amene souvent a devoir considérer un dilemme entre performance/fiabilité
et cotit de calcul. Certaines architectures, comme celle consistant a faire décroitre le
nombre de neurones a mesure que I’on avance en profondeur, semble présenter une cer-
taine efficacité en pratique. Cependant, il n’y a pas de preuve théorique de la supériorité
de ce type de réseau, et certains travaux tendent a montrer qu'un réseau avec le méme

nombre de neurones dans chaque couche pourrait présenter des prédictions tout aussi
fiables.

Dans ce travail, nous avons voulu concevoir une architecture appropriée a notre
probleme, en choisissant de maniere réfléchie la profondeur, la largeur et les fonctions
d’activation du réseau. Dans la prochaine section, nous présentons un modele de réseau
de neurones artificiels pouvant étre utilisé pour apprendre a reconnaitre des variétés
algébriques en lien direct avec le probleme de classification de I'intrication.

Pour une introduction plus compete aux Réseaux de Neurones Artificiels ainsi qu’aux
concepts et techniques d’apprentissage associés, le lecteur pourra s’orienter vers les
références suivantes [172) 21], 158, 275] 261, 270, 124] 125] 10].
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7.3 Apprentissage de variétés algébriques

Une variété algébrique est un objet géométrique défini comme le lieu des zéros d'un
ensemble de polynomes (voir Section . Afin de pouvoir enseigner a une machine
comment reconnaitre des points appartenant a une variété algébrique, il est nécessaire
d’encoder les équations polynomiales la définissant (ou une approximation de celle-ci)
a l'intérieur du modele. Nous voulons procéder a cet encodage de la maniere la plus
efficace possible (en utilisant le moins de parametres possibles), afin d’éviter tout sur-
apprentissage.

7.3.1 Espace linéaires

Exemple 12 (Apprendre des espaces linéaires affines). Soit (L) une droite de R?, définie
par I’équation ax + by +c = 0, avec a, b, c € R. Supposons que nous voulons déterminer
lappartenance de poins a la droite (L). C’est un probleme de classification binaire,
pouvant étre modélisé par un unique neurone artificiel, possédant trois entrées, dont x
et y (et une entrée forcée a 1). Notons par w; (respectivement ws) le poids associé a
la premiere entrée z (respectivement y), et 6 le seuil du neurone (qui est ici considéré
comme un poids associé a l'entrée valant 1). L’expression de la somme pondérée U est
alors :
U=wix+wy+0.

Nous faisons remarquer ici que si on pose w; = a, wy = b and # = ¢, nous retrouvons
I’équation de la droite (L). Ceci implique que la somme pondérée du neurone sera égale
a 0 si, et seulement si, les entrées (z,y) correspondent a un point sur la droite (L).

Cette observation peut se généraliser a n’importe quelle dimension supérieure. En
effet, tout sous-espace linéaire de codimension 1 vivant dans un espace de dimension n,
c’est-a-dire défini par une unique équation linéaire a n variables, peut étre modélisée
a ’aide d’un unique neurone artificiel avec n entrées correspondants aux n variables,
comme cela a déja été discuté dans [91], 172, 109, 158, 163, 40, 125, 10, 88, 4T]. Par
modéliser nous entendons le fait que la sortie du neurone est toujours égale a la méme
valeur (ici 0) lorsque les entrées représentent un point appartenant a ce sous-espace, et
ceci en choisissant une fonction d’activation égale a l'identité. La proposition suivante
vient donc naturellement :

Proposition 7.3.1. Soit L un espace linéaire affine dans R™ défini par a1x1 + asxs +
oo apxy + a1 = 0, avec les variables réelles (xy1, 2, ..., x,) et les coefficients réels
(a1,a9,...,an41). Alors L peut étre modélisé par un unique neurone artificiel, et ses
poids devront satisfaire : wy = Aay, wy = Aag, ..., W, = Aa, et 0 = Aa, 1, avec A € R*,
comme représenté en Figure 7.4}

&

Nous généralisons a présent le précédent exemple, en considérant un autre exemple
en codimension supérieure.

Exemple 13. Soit (Lz) une droite dans R*. Une droite dans un espace & 3 dimensions
est une variété algébrique de codimension 2, définie par un systeme a 2 équations
linéaires. L’annulation de ces deux équations se définit comme l'intersection de deux
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Inputs Weights

10 0 =Aay Neuron

Output

s=A(ayx1 + - +ax, + apyq)

x,@M

FIGURE 7.4 — Représentation d’un réseau modélisant un sous-espace linéaire de codi-
mension 1 dans R".

plans de R3, qui est en fait la droite (Ls). Nous pouvons alors combiner dans la méme
couche deux neurones artificiels modélisant les deux équations linéaires définissant la
droite (voir Figure . La sortie du premier neurone doit alors étre égale a 0 lorsque le
point entrée du réseau appartient au premier plan, et de méme pour le second neurone
et le second plan.

Inputs Weights First layer Outputs

S1= A1 (a1 + o Fap X + Apyg )

Sy = Ap. (A12%1 + - +Ap Xy + Apyq2)

FIGURE 7.5 — Représentation d’un réseau modélisant un sous-espace linéaire de codi-
mension 2 dans R".

Si nous prenons la fonction identité comme fonction d’activation pour les 2 neurones,
alors la sortie des deux neurones sera a (0, 0) précisément lorsque le point en entrée est
a la fois dans le premier et second plan, et de ce fait sur la droite (Ly). Ce résultat se
généralise assez directement aux codimensions supérieures :

Proposition 7.3.2. Soit (L,,) un sous-espace linéaire affine de codimension m, défini
par m équations du type a, ;x1+as;To+- - -+ap i Tn+ani1; = 0, avec des variables réelles

(1,22, ...,2,) et des coefficients réels (a1, as;, ..., ant14), Vi € [1,m]. Alors ce sous-
espace peut étre modélisé en combinant m neurones artificiels dans une couche, et les
poids du i-éme neurone devront satisfaire : wi,; = NG1;, Wa; = NG,y ., Wi = NGy

et 0; = Niapi1, avec \; € R* Vi € [1,m].
&
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7.3.2 Polynomes de degré 2

En pratique, le cas des sous-espaces linéaires est un cas tres particulier de variété
algébrique, et la majorité des variétés algébriques seront définies par des polynomes non
nécessairement linéaires. Ceci nous amene donc a considérer des équations de plus haut
degré, et nous nous proposons d’étudier le prochain exemple allant dans ce sens.

Exemple 14. [Courbes] Soit un cercle (C) de R? défini par 'équation 2%+ y* —r? = 0,
avec r > 0 le rayon du cercle. En se restreignant uniquement a calculer la somme
pondérée d’'un neurone avec une fonction d’activation égale a 'identité, on ne pourra
pas modéliser cette équation quadratique. L’idée ici est d’utiliser la fonction (carrée)
x +— 2% comme fonction d’activation, afin d’introduire des termes de degré 2, dépendant
des entrées, en sortie du neurone. Cette idée a déja été utilisée dans [159] afin d’étudier la
puissance des réseaux de neurones profonds (deep neural networks) munis de fonctions
d’activation polynomiales. Les réseaux de neurones exploitant des équations polyno-
miales, dans la fonction d’activation ou le seuil, sont connus sous différentes formes
dans la littérature [250, [T44) 275l [163], 243, 244, 40, 124, ’]]. Ces réseaux sont aussi
connus sous le nom de Polynomial Neural Networks (PNN), et une architecture adap-
tative a été proposée en 2003 dans [203].

Pour tout neurone artificiel dont les poids w; et ws sont respectivement associés aux
entrées x et y, avec 0 le seuil et ¢ : & — 22 la fonction d’activation, alors la sortie s du
neurone est égale a :

s = gUU) = (w1 + way + 0)?

= w1 22?4+ woy? + 2wiwery + 2w 0x + 2wely + 6% . (7.3)

Si nous voulons modéliser I’équation d'un cercle, alors on montre qu’'un seul neurone
artificiel n’est pas suffisant. En revanche, ceci est possible en ajoutant un neurone dans
la méme couche, puis en combinant leur deux sorties dans un troisieme neurone placé
dans une autre couche (voir Figure . Ce résultat peut étre généralisé comme suit :

Proposition 7.3.3. Toute équation polynomiale de degré 2 a n — 1 wvariables réelles
z;, ¢’est-a-dire de la forme E: Y ., a; r? + ZKKK” 2a; jxiw;+ Z?:_ll 20; 0 Ti + Qp
avec a;; € R, peut étre modélisée a l'aide de n neurones artificiels : n — 1 neurones
avec une fonction d’activation x — x* dans une premiére couche, et un neurone avec
une fonction d’activation identité dans une seconde couche.

Démonstration. Soit € un polynome de degré 2, comme défini dans la proposition,
pouvant étre représenté a 'aide de 1’équation matricielle Z7 AZ = 0, avec une matrice
réelle symétrique A = (a;;), et T = (z1, -+, Tp_1,1)"

Soit w; ; le poids associé a la i-eme entrée et au j-ieme neurone de la premiere
couche. Soit by le poids associé a la sortie du k-ieme neurone de la premiere couche et
a I'unique neurone de la seconde couche. Soit 61, ...,60,_1 les seuils des n — 1 neurones
de la premiere couche, et 6,, le seuil du neurone de la seconde couche. Chaque neurone
de la premiere couche a une fonction d’activation carrée, et le neurone de la seconde
couche a une fonction d’activation identité. Si on note par si,...,s,_1 les sorties des
neurones de la premiere couche, et par s, la sortie du neurone de la seconde couche,
alors :
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n—1 n—1 2
Sp — Z/{n = Z bisi + 9n avec §; = Z/{i2 = (Z ’LU]',Z‘.T]' + 92> . (74)
i=1 j=1

Alors s, est une combinaison non-homogene de formes linéaires affines élevées au
carré. Ceci peut étre représenté comme ¢ D = 0 pour D une matrice diagonale réelle,
et les entrées vy, ..., v,_1 de U sont les formes linéaires (avant ’élévation au carré) dans
les expressions des sorties s;, et v,, = Ve,

Il en résulte alors que la proposition est équivalente a la diagonalisation de matrices
symétriques réelles, et il est connu que cette diagonalisation est toujours possible via
des matrices orthogonales. Les entrées des matrices orthogonales intervenant dans la

diagonalisation donnent les poids du réseau de neurone. &
Inputs Weights First layer Second layer Outputs
63
L, S3 = bl(Wle + WZ,ly + 91)2
+ by(wyox + wy oy + 6,)?
/ + 63

FIGURE 7.6 — Représentation d'un réseau modélisant une équation polynomiale de degré
2 & deux variables réelles et a coefficients réels.

7.3.3 Polynémes homogeénes de degré d

Il peut étre intéressant de vouloir généraliser ce raisonnement a un degré quelconque.
Afin de construire un réseau de neurones permettant de modéliser toute équation po-
lynomiale de degré d en n variables, la détermination de la dimension peut donner une
meilleure idée de 'architecture appropriée pour cette tache. Le théoreme d’Alexander-
Hirschowitz (AH) (voir [43] pour une formulation plus récente) nous indique dans quels
cas le calcul naif de la dimension n’est pas correct. En effet, le théoreme AH établit
quun polynome homogene général[l p de degré d en n variables peut étre exprimé
somme la somme de T' = [+ (d+3_1ﬂ forme linéaires élevées au degré d (a l’exception
des formes quadratiques (voir Proposition et de quelques autres cas spéciaux).
En d’autres termes, le théoreme établit qu’on peut exprimer p comme étant égal a :

p(T1, To,y .., Xy) = Z (Z aijxi> . (7.5)

j=1 \i=1

1. Par “général” nous entendons : ne faisant pas partie d’'un ensemble de contre-exemples.
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Ce résultat apporte en fait une solution au probleme de Waring pour les polynomes,
fournissant en fait le plus petit entier 7' tel que la variété des sécantes or(vg(P"1)),
associée & la variété de Veronese de degré d, remplit tout 'espace P(Sym?(P"~1)) (voir

Sections et pour plus d’informations).

En dé-homogénéisant le résultat du théoreme de AH (en imposant la derniere
variable a 1, par exemple), on obtient une borne pour les réseaux de neurones a
2 couches modélisant des hypersurfaces affines. En effet, nous pouvons implémenter
T = [L(" )] neurones dans la premitre couche possédant tous une fonction d’acti-
vation g : x — z¢. On combine ensuite linéairement leurs sorties en utilisant un neurone

en seconde couche du neurone.

On suppose avoir n entrées correspondant aux n variables du polynéome homogene
p. Si on note par w;; le poids associé a la i-eme entrée z; et au j-ieme neurone de
la premiere couche, et par 6; le seuil du j-ieme neurone, alors la sortie s; du j-ieme
neurone de la premiere couche est :

n d
Sj = g(uj) = Z wi,j:ci + «9]- . (76)
=1

Le seuil 6, introduit en effet une non-homogénéité, a laquelle on peut remédier en
ajoutant une variable supplémentaire z,;, remplacant alors 6; par 6;z,,. Ensuite,
en appliquant le théoreme AH pour n + 1 variables, et en imposant z,,; = 1, nous
obtenons la borne correspondante pour une forme non-homogene de la sorite. Cette
idée apparait aussi dans les travaux de Kileel et al. [I59].

La derniere partie dans la conception du réseau est de résoudre effectivement le
probleme de classification, a savoir : est-ce que le point en entrée appartient (ou pas) a
la variété algébrique définie par les équations modélisées par les deux premieres couches
du réseau ?

Nous rappelons qu’en sortie des deux premieres couches, nous devons récupérer une
valeur spécifique s (qui est ici 0), lorsque le point en entrée est sur la variété, et toute
autre valeur différente de s lorsque le point en entrée ne 'est pas. De ce fait, la derniere
étape est équivalente a reconnaitre un nombre réel s dans un intervalle (donc la taille
dépendra des données en entrée). Il n’est pas possible d’ajouter simplement un neurone
avec une fonction Sigmoide pour résoudre ce probléme car un neurone unique ne peut
résoudre que des inégalités et non des égalités [109] [163]. Nous avons donc besoin d'une
autre couche avant la couche de sortie finale pour étre en mesure de reconnaitre une
valeur spécifique s, et alors pouvoir résoudre le probleme de classification binaire en
sortie du réseau.

Apres avoir testé plusieurs architectures différentes, la tache de reconnaitre un
nombre réel dans un intervalle peut étre réalisée a 1’aide d’une seule couche a 4 neu-
rones, chaque neurone disposant d’une fonction d’activation de type LeakyReLU. De ce
fait, en ajoutant cette couche apres les deux premiere couches (modélisant les équations
de la variété), et en ajoutant une derniere couche pour la sortie (avec seulement un seul
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neurone Sigmoide), il est alors potentiellement possible d’apprendre a reconnaitre toute
variété définie par un exemple de polynomes homogenes (voir Figure .

Inputs First layer Second layer Third layer Output layer

FIGURE 7.7 — Représentation du réseaux résolvant le probleme de classification binaire
lié a I'appartenance a une variété algébrique.

Néanmoins, la question de la capacité a entrainer un réseau de neurone, et la capacité
pour l'optimiseur de trouver les bons poids et seuils est importante du point vue de
I'implémentation informatique. Pour des équations polynomiales homogenes de degré
bas avec peu de variables (comme le cas du cercle), le réseau est capable d’apprendre les
bons poids, et on peut aussi retrouver I'équation du cercle a partir des poids et seuils
du réseau entrainé.

En revanche, lorsque le degré devient élevé le nombre de variables conséquent, le
nombre de neurones nécessaires dans la premiere couche augmente tres rapidement, et
il devient alors plus difficile de converger vers un ensemble de poids et seuils modélisant
I’équation polynomiale désirée. Afin de pouvoir limiter cette difficulté, nous apportons
quelques modifications a la structure du réseau afin de réduire le nombre de poids et
de parametres (voir Section [7.3.6]).

7.3.4 Réseaux de neurones profonds et approximations

Pour des réseaux de neurones plus profonds, avec fonctions d’activation de degré d,
nous pouvons appliquer le méme principe de comptage de dimension (comme cela a été
fait en exploitant le théoreme AH), afin de déterminer la largeur maximale de chaque
couche, afin d’éviter toute redondance ou sur-apprentissage dans le réseau. Pour des
exemples concrets sur cette question, se référer a Kileel et al. [159, Sec. 3.2].

Considérons une construction récursive. Supposons pour la suite du raisonnement
que nous travaillons avec les nombres complexes et que nous voulons approximer un
polynome homogene f de degré d x e comme une somme de puissances d’ordre d de p
polynoémes homogenes g; de degré e en n variables, tel que

= Z)\j(gj)d : (7.7)
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Il n’est pas nécessaire dans ce cas de compter les parametres );, car nous pouvons
remultiplier les g; par une racine d-ieme. De ce fait, nous avons besoin au plus de

(”_Cll:de) parametres pour exprimer f, par application du théoreme AH pour le polynome

f. En revanche, si on s’intéresse au membre de droite de I’'équation ci-dessus, alors nous

avons besoin de p(”*i“) parametres.

4 3 . . : n—1+e
On pourra alors procéder a une approximation de f seulement si p( . ) >
(n—1+de
de

), ce qui revient a imposer que

(n—1+de)
> de
p= (n—1+e)
e
Cette borne nous donne donc une idée du nombre minimal de neurones nécessaire
a une telle approximation. D’autre part, dans le cas général ou f est de degré d et que
les fonctions g; sont issues d'un espace nécessitant M parametres, alors en répétant le
meéme argument, tant que nous avons p neurones avec

M—-1+e n—1-+de
> 7.9
alors il peut eétre possible d’approximer f. Pour un nombre plus important de
couches, on itere la construction récursive en Equation Par exemple, dans le cas

d’un réseau a 3 couches, avec p; neurones dans la couche d’indice j utilisant une fonction
d’activation de degré d;, si nous avons

(7.8)

D1 (7.10)

n—1+d3\ __ 5
(pQ(ps( d3d2) 1+d ) -1+ d1> S (n -1+ dldzdg)
dq o didyds 7

alors on peut étre en mesure de modéliser une fonction f de degré d; x dy X d3. On
pourrait imaginer qu'un résultat de classification similaire au critere élaboré a partir du
théoreme AH est toujours valable, mais relativement peu d’informations sont connues
a ce sujet. On pourra regarder [I59, Thm. 10] pour une autre proposition de borne.

7.3.5 Réseaux de neurones et interpolation polynomiale

La capacité des réseaux de neurones d’approximer toute fonction, au sens du
théoreme universel d’approximation, peut nous amener a nous questionner dans quelle
mesure ceci differe de l'interpolation polynomiale. Dans [67], un argument analytique
supporte que les réseaux de neurones sont en fait essentiellement des modeles de
régression polynomiale, avec le degré effectif du polynome augmentant a chaque couche
cachée du réseau. Selon les auteurs, si la fonction d’activation est polynomiale alors le
réseau de neurone réalise exactement une régression polynomiale. Dans le méme esprit,
les architectures de réseau de neurones proposés dans [I70] montrent une correspon-
dance entre la valeur des fonctions a interpoler, les fonctions de base et les points de
base, d'une part, et entre les poids, les fonctions d’activations et les seuils (biais), d’autre
part.
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Néanmoins, en ce qui concerne les applications pratiques, les données sont souvent
incompletes et bruitées, et I'interpolation polynomiale est généralement sujette au sur-
apprentissage [284], alors que les réseaux de neurones sont capables d’étre performants
en présence de données bruitées et incompletes, et sont capables de généraliser a partir
de ces données d’entrainement [206].

Ce dilemme, entre avoir une bonne précision pour les données d’entrainement et
étre en mesure de généraliser les modeles a des données non rencontrées, est connu
sous le nom de bias-variance trade-off, et est discuté dans [27]. Raturi explique dans
[222] que résoudre le méme probléme que celui de 'interpolation polynomiale requiert
bien moins de ressources et de temps de calcul en utilisant les réseaux de neurones.
Dans le méme article, il démontre que les réseaux de neurones fournissent de meilleures
approximations pour deux fonctions spécifiques, comparé a l'interpolation de Lagrange.

Enfin, il a été démontré dans [I73] que les réseaux de neurones peuvent interpoler et
modéliser une fonction a ’aide de fonction Sigmoides afin d’approximer n échantillons
de toute dimensions, avec une précision arbitraire et sans entrainement.

7.3.6 Réseaux de neurones hybrides

Dans cette sous-section nous introduisons une architecture de réseau plus simple
pour classifier 'appartenance a une variété algébrique. Nous avons observé que durant
la phase d’apprentissage, qui est équivalente a un processus d’optimisation, I’algorithme
n’est pas toujours capable d’atteindre un ensemble de poids minimisant la fonction
d’erreur. Ceci est notamment du a la présence de minima locaux dans la fonction cott,
observation liée & 'utilisation de fonction d’activation non-convexes z — z¢.

Dans la version du réseau de neurones présentée précédemment (voir Figure ,
la seconde couche ne contient qu'un unique neurone (avec une fonction d’activation
identité), introduite afin de permettre le calcul de la combinaison linéaire de puissances
d de sommes pondérées des variables d’entrée. L’idée ici est de retirer cette couche, et de
directement relier la premiere couche avec la troisieme couche (contenant uniquement
des neurones avec une fonction d’activation de type LeakyReLU). Nous les appelerons
réseauz de neurones hybrides, car combinant a la fois des couches avec des fonctions
d’activation z — z¢ et LeakyReLU.

De plus, 'interprétation géométrique du réseau de neurone est a présent différente
car chaque neurone de la nouvelle seconde couche (celle associée a la fonction Leaky-
ReLU) prend en entrée un combinaison différente de formes linéaires a la puissance
d. La seconde couche combine alors différents polynomes homogenes, qui ne sont pas
nécessairement égaux au polynome définissant la variété algébrique, mais peuvent étre
utilisés pour approximer ce dernier comme un ensemble d’inégalités. La troisieme et
derniere couche du réseau de neurones est la couche de sortie, qui dépendera du probleme
de classification que 'on désire résoudre (classification binaire, multi-classe, etc.). L’ar-
chitecture de réseau de neurones est représentée en Figure
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Inputs First layer Second layer Output layer

FIGURE 7.8 — Représentation d’un réseau de neurones hybride pour I'apprentissage
d’équations polynomiales homogenes de degré d a n variables et a coefficients dans R.

Ce type de réseau montre de meilleurs résultats et un apprentissage plus rapide
que la précédente version du réseau. Le théoreme AH peut toujours étre utilisé pour
donner un ordre d’idée du nombre de neurones dans la premiere couche, et parfois
certains neurones peuvent étre ajoutés ou retirés pour améliorer la performance du
réseau durant la phase d’apprentissage. Apres plusieurs essais, le nombre de neurones
dans la deuxieme couche peut étre choisi assez petit (entre 4 et 12) pour une équation
polynomiale & modéliser (un probléeme de classification binaire), et on adaptera aussi
ce nombre en fonction du nombre de classes et donc du nombre de neurones dans la
couche de sortie.

Par exemple, si 3 équations polynomiales définissent une variété, alors on addition-
nera, pour chaque couche, le nombre de neurones nécessaires a la modélisation de chaque
équation séparément. En procédant ainsi, on s’assure de ne pas sous dimensionner le
réseau pour pouvoir classifier correctement les points en entrée du réseau.

Nous utilisons ces réseaux de neurones hybrides afin de résoudre les différents
problemes de classification présentés dans la section suivante. Nous utilisons également
des réseaux totalement composés de neurones LeakyReLU (ces réseaux étant assez
répandus dans la littérature, comme premier test) afin de comparer les différentes per-
formances et le nombre de parametres de chaque architecture.

7.4 Etude de cas — Entrainement des réseaux de
neurones

Dans cette section, nous étudions un certain nombre de problemes de classification
concrets, servants de preuve-de-concept pour appuyer le fait que les réseaux de neurones

artificiels peuvent étre entrainés pour construire des classifieurs efficaces et pratiques
pour l'intrication quantique.

Nous commencons par présenter le principe global d’implémentation des réseaux de
neurones pour le probleme de classification. Nous abordons ensuite chacun des trois

214



7.4. Etude de cas — Entrainement des réseaux de neurones

problemes de classification séparément, en présentant la maniere dont les données d’en-
trainement sont générées, les architectures de réseaux utilisées, et les résultats apres la
phase d’entrainement. L’utilisation de ces réseaux de neurones pour des applications
sera présentée en Section [7.5] suivante.

7.4.1 Modélisation des états quantiques

Dans nos expérimentations, nous nous sommes intéressés uniquement au cas d’états
réels, c’est-a-dire a des états quantiques a n-qudits représentés comme des tenseurs dans
(Rd)®n. Ces états peuvent étre représentés comme un vecteur a d" entrées dans R, et
ce vecteur sera utilisé comme vecteur d’entrée pour le réseau de neurones.

Nous nous sommes limités ici a I’étude des tenseurs réels principalement pour des
limitations liées a I'implémentation des réseaux de neurones. Nous voulions que ce travail
serve de premier exemple de classification de variétés algébriques par des réseaux de
neurones, et par conséquent nous nous sommes limités a une configuration simple pour
une implémentation plus directe sous Keras en Python. Le travail avec des tenseurs
réels introduit quelques différences dans 'étude des variétés algébriques, notamment
pour la question du rang, comme cela est discuté en Section [7.4.4] Le passage au corps
des complexes constitue une des pistes d’amélioration évoquées en Section [7.6]

Note sur 1’échantillonnage uniforme

Pour ce qui concerne la construction des données d’apprentissage, nous avons la
possibilité de générer nous méme ces données, et c’est aussi la motivation principale
pour adopter une démarche supervisée. De maniere générale, nous construisons des
points sur les variétés algébriques en passant par des fonctions de paramétrisation de
la forme p: U — V, avec ¢ une fonction rationnelle, et U, V' des sous-ensembles d’un
espace linéaire normé. Si on échantillonne de maniere uniforme la source U, alors de
maniere générale (U) ne suivra pas une distribution uniforme de I'image.

A défaut de tenter d’échantillonner uniformément l'image de ces variétés, comme
cela peut étre fait dans la littérature [127, 209, [02], nous tentons de proposer des données
construites d’'une maniere tres proche de celle utilisée pour générer (informatiquement
ou expérimentalement) les états sur lesquels on voudrait une prédiction du classifieur.
Le caractere raisonnable ou non de cette supposition est bien entendu ouvert a toute
discussion.

D’une part, il sera toujours possible pour une entité hostile de construire un jeu de
données appartenant a la méme variété algébrique, mais pour lequel notre classifieur
donnera une réponse inexacte. D’autre part, si on dit que les données pour entrainer
le réseau sont générées selon une certaine procédure, alors nous pouvons étre assez
confiants quant a la fiabilité de notre réseau pour prédire des résultats liés a des données
a tester générées selon la méme procédure.

Pour chacun des classifieurs considérés dans les sections suivantes, nous choisissons

principalement d’échantillonner uniformément des opérateurs du groupe SLOCC, afin
de générer des états aléatoirement équivalents a des états construits selon une certaine
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procédure déterministe ou aléatoire, afin de favoriser une distribution plus uniforme.
En fonction de la dimension des systemes quantiques, les opérateurs SLOCC peuvent
étre modélisés comme un produit tensoriel de matrices carrées (représentant une ac-
tion locale), de taille variable selon le nombre d’états de base d'une particule, et de
déterminant égal a 1. Nous générons les matrices locales SL, en générant les coefhi-
cients de la matrice selon une loi uniforme (tant que le déterminant de la matrice est
négatif), puis nous divisons toute la matrice par la racine n-itme du déterminant, afin
d’assurer une valeur de ce dernier égale a 1. Nous réalisons ensuite le produit tensoriel
des matrices locales pour générer un opérateur SLOCC qui agira sur le systeme dans
sa globalité.

7.4.2 Détecter des états séparables

Supposons que H = R<. On rappelle qu'un état |p) € HE" est dit séparable, factorisé
ou non-intriqué, s’il peut étre exprimé comme le produit tensoriel d’états purs comme
suit

) =lp1) ® - ® [pn) , (7.11)

avec pour tout i, |p;) € H. Comme cela a été introduit au Chapitre , la variété
projective des états séparables est la variété de Segre. Nous rappelons en Proposition
une équivalence établie par Segre dans les années 1900, et qui sera exploitée pour
générer des états séparables.

Proposition 7.4.1. Un état |@) € H®" est séparable si et seulement si une des condi-
tions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. |p) est dans l'orbite SLOCC' de |00 - - - 0),
2. Tous les n possibles 1-flattenings Fi(|p)): HE™Y — H sont de rang 1.

Les 1-flattenings sont une ré-écriture des tenseurs (pouvant étre représentés par des
matrices multidimensionnelles) sous la forme de matrices, pouvant s’assimiler a une
sorte d’aplatissement des tenseurs. Par exemple, dans le cas des 3-qubits, si on définit
lp) € H® = C? @ C* ® C? ayant les coordonnées

wijk = (ijkle) (7.12)

alors les 3 possibles I-flattenings s’expriment comme suit :

Fi(lo) = (@ijr)ige,  F2(le)) = (pin)jins F3(10)) = (Qijr)ksij - (7.13)

Les rangs de ces flattenings forment un vecteur appelé le rang multilinéaire. Aucun
flattening ne peut avoir de rang égal a 0, compte tenu du fait que cela n’arrive que si
l©) = 0 et que |¢) est un vecteur de norme 1. Si le rang multilinéaire est égal a (1,1, 1),
alors |p) est séparable (Proposition [7.4.1)). De méme, un état de classe biséparable (A-
BC) aura un rang multilinéaire de (1,2,2) (& une permutation des qubits pres). Enfin, si
le rang multilinéaire est (2,2, 2), alors ’état est SLOCC équivalent soit a I'état |GH Z),
soit a I'état |W) [191, 135].
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De ce fait, une maniere de déterminer si un état est séparable est de calculer la forme
compacte de la SVD (singular value decomposition) de chaque I-flattenings. 11 existe
alors déja des méthodes pour déterminer si un état est séparable ou non. Nous désirons
mettre en évidence que les réseaux de neurones artificiels constituent également un outil
pour détecter la séparabilité, et donc l'intrication d’un état ou d’un tenseur en entrée.

Génération des états séparables

On génere de maniere uniforme des échantillons de I’ensemble des états séparables
en générant uniformément des points sur un produit de spheres via 'application de
Segre

SH x - x SH — SH*", (7.14)

ol SH désigne les états de normalisés de H, et de méme pour SH®". La notation
adoptée en Equation differe de celle introduite en Equation pour insister sur
la condition de normalisation imposée sur chaque qubit. On génere alors uniformément
n points sur la sphere, et réalise le produit tensoriel de ces états pour former un état
séparable. La classe correspondant aux états séparables est labellisée ‘0°; et représente
50% des données d’entrainement. L’autre moitié de ces données correspond a la classe
des états intriqués, labellisée ‘1, et est construire en générant aléatoirement des tenseurs
de rang supérieur ou égal a 1, en sommant des états séparables aléatoires (et donc
de rang 1). En se basant sur la Proposition , il est possible de s’aider du rang
multilinéaire afin de certifier la validité des données d’entrainement générées, et de
supprimer un éventuel bruit dans ces données. Afin d’illustrer notre méthode, nous
présentons a présent comment nous entrainons les réseaux de neurones pour réaliser
cette tache.

Architecture pour les états séparables

On rappelle que 'ensemble des états séparables se définit comme le lieu des zéros
des 2 par 2 mineurs des 1-flattenings, et est donc défini par un ensemble de polynomes
homogenes de degré 2. Dans le cas 2 x 2, il n'y a qu'une seule équation définissant
les états séparables, qui est le déterminant 2 x 2. Pour des dimensions supérieures, un
certain nombre d’équations de degré 2 définissent la variété de Segre. Pour choisir le
nombre d’équations, nous prenons (au minimum) la codimension de la variété de Segre
dans l’espace projectif.

Pour chaque équation quadratique, nous utilisons notre critére (voir Proposi-
tion afin de déterminer le nombre de neurones nécessaire et ainsi dimension-
ner les réseaux hybrides. Dans certains cas, nous choisissons d’ajouter des neurones
supplémentaires dans la premiere couche (avec une fonction d’activation quadratique)
pour faciliter le processus d’apprentissage. Comme expliqué précédemment, la seconde
couche contient uniquement des neurones avec fonction d’activation LeakyReLU. La
derniere couche contiendra uniquement un seul neurone, avec une fonction d’activation
Sigmoide dans ce cas, du fait de la nature binaire du probleme de classification.

Nos avons également implémenté des réseaux de neurones ne faisant apparaitre
que des fonctions d’activation LeakyReLU (sauf pour la couche de sortie). Pour tous
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les cas considérés, nous avons utilisé la méme architecture de réseau, composée de
4 premieres couches et une couche de sortie. Nous avons choisi d’'implémenter une
structure décroissante pour le réseau, avec 100 neurones pour la premiere couche, 50
pour la seconde, 25 pour la troisieme et 16 pour la derniere. La couche de sortie est la
méme que celle des réseaux hybrides.

Nous nous proposons a présent de présenter les résultats et performances d’appren-
tissage.

Résultats

Dans la Table nous présentons les résultats pour les cas 2 x 2, 2 x 2 x 2, 2%% et
3 x 3 x 3 en utilisant les réseaux hybrides. Dans les cas 2 x 2, 2 x 2 x 2 et 3 x 3 X 3,
nous avons utilisé un ensemble de données d’entrainement de taille 56200, un ensemble
de validation de taille 12800 et un ensemble de test de taille 32000. Dans le cas 2**,
nous avons uniquement doublé la taille de I’ensemble d’entrainement (méme taille pour
I’ensemble de test). Nous atteignons une précision moyenne de 93% pour les ensembles
de test pour le probleme de classification des états séparables et intriqués.

Systeme | Architecture | Entrainement | Validation | Test | Erreur
2 %2 (4,4,1) 96.65% 96.60% | 96.63% | 0.092

2x2x2 (21,8,1) 94.57% 94.06% | 94.44% | 0.15
24 (1188,8,1) 91.72% 91.60% | 91.33% | 0.26

3x3x3| (332,12,1) 94.68% 92.89% | 92.94% | 0.15

TABLE 7.2 — Architectures des réseaux hybrides et pourcentages de précision pour
chaque taille de systeme quantique, pour le probleme de séparabilité.

Nous avons également utilisé les réseaux de type LeakyReLU afin d’étudier les
mémes cas que pour les réseaux hybrides, en ajoutant le cas 2%°. Les résultats sont
regroupés en Table [7.3] Dans les cas 2 x 2 et 2 X 2 X 2, nous avons utilisé un ensemble
d’entrainement de taille 102400, un ensemble de validation de taille 25600 et un en-
semble de test de 32000. Dans les cas 2%4, 2%% et 3 x 3 x 3, nous avons utilisé un
ensemble d’entrainement de taille 502600, un ensemble de validation de taille 55600 et
un ensemble de test de 32000. Nous atteignons une précision moyenne de 98% pour les
ensembles de test pour le probleme de classification des états séparables et intriqués.

Complexité et efficacité

Ces résultats montrent qu’un réseau de neurone artificiel peut étre entrainé afin de
distinguer les états séparables des états intriqués pour les états purs. Du point de vue
de la géométrie algébrique, déterminer si un tenseur appartient a la variété de Segre
c’est déterminer s’il est de rang 1, et cette tache peut étre réalisée a 1’aide d’une forme
tronquée de la SVD sur chaque flattening. La complexité associée au calcul de la valeur
singuliere d'une matrice m x n est en O(mn min{m,n}). Ceci est a peu pres min{m, n}
fois la complexité associée a la lecture de la matrice. Calculer les valeurs singulieres du
i-flattening d’un tenseur de taille nq X --- X n; a une complexité en
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Systeme Architecture Entrainement | Validation | Test | Erreur
2% 2 (100,50,25,16,1) 98.92% 98.78% | 98.83% | 0.043
2 x2x 2] (100,50,25,16,1) 97.80% 97.42% | 97.55% | 0.074
24 (100,50,25,16,1) 99.62% 99.50% | 99.53% | 0.016
25 (100,50,25,16,1) 98.83% 98.55% | 98.55% | 0.037
3 x3x3|(100,50,25,16,1) 98.55% 98.01% | 97.92% | 0.051

TABLE 7.3 — Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentages de précision pour
chaque taille de systeme quantique, pour le probleme de séparabilité.

O (n,.("“'n—'lfm)mm{ni, (m'n—'i'”t)}) —0 ((nl - n) min{n;, (%)) . (7.15)

Pour les cas “équilibrés” ou 2n; < ). n;, cette complexité est au plus

O ((ny---ny)n;) (7.16)

ce qui est environ n; fois la complexité de lire le tenseur. Calculer toutes les valeurs
singulieres d'un tenseur (de maniere naive, sans lier les résultats d’un calcul avec un
autre), implique une complexité de l'ordre de O ((ny -~ - 1) (D, 14)).

D’autre part, le cott d’évaluation d'un réseau de neurones entrainé est égal au
cout de la propagation du signal de I'entrée a la sortie du réseau, ce qui requiert le
calcul de toutes les sommes pondérées (ce qui est équivalent a calculer des produits
matriciels) et I’évaluation des fonctions d’activation, et ce pour chaque neurone. La
complexité de ce calcul dépendra en effet de ’architecture du réseau de neurones. Si on
pose [ le nombre de couches (sans compter la couche d’entrée), et par my, mo, ..., my; le
nombre de neurones pour chaque couche, alors on a une complexité environ de 'ordre
de O((m s nt)ml +mimeo + -+ ml,lml).

Ceci indique que plus la dimension de I’espace augmente, plus de le cotut d’évaluation
d’un réseau de neurone déja entrainé devrait étre inférieur au cotut du calcul de SVD
de flattenings. Méme si le cott lié a 'entrainement du réseau de neurone ne peut étre
négligé, cette étape ne sera réalisée qu’'une seule fois, et le réseau issu de I’entrainement
peut étre utilisé pour étre évalué sur un jeu de tests conséquent. De plus, lorsque le rang
devient supérieur a la dimension de chacun des facteurs, il existe tres peu de méthodes
pratiques pour déterminer le rang, et des réseaux de neurones artificiels vu comme des
classifieurs pourraient apporter une aide intéressante.

7.4.3 Détecter des états dégénérés

Nous rappelons tout d’abord (un résultat d’algébre linéaire) qu’une matrice A €
R™ ™ est dite dégénérée si et seulement une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

1. Il existe deux vecteurs non-nuls u € R™ et v € R” tels que «' Az = 0 pour tout

r €R" et y' Av = 0 pour tout y € R™,

2. Dans le cas ou m = n, le déterminant s’annule : det(A) = 0,
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3. A une élimination de Gauss pres, A a une colonne nulle et une ligne nulle.

Ces conditions se généralisent aussi pour les tenseurs, on peut se référer a [106].
Un état |p) € H®" sera dit dégénéré si et seulement une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. Tl existe un état pur z = |71) @ - - - ® |x,) € H®" telle que la contraction suivante
vérifie
(1] @ -+ & (@im1| ® (| @ (Tiga| @ -+~ @ (@n|) [) =0,
pour tout i et pour tout |h;) € H,
2. L’hyperdéterminant s’annule : Det(A) = 0, ou A ou A est I'hypermatrice satisfai-
sant A; = (I|p),

3. A une action SLOCC pres, les coordonnées ¢; = 0 pour tout I de distance de
Hamming < 1 par rapport & (00---0) (voir Figure [7.9).

* —— % —— %
~ ~ ~
* * *
~ 7 7
* * 0
* * *
L~ L~ ~
* * *
~ -~ -~
* * 0
* 3 0
= L~ e
/* /* /0
0—0—0

FI1GURE 7.9 — Représentation d'un exemple de base, pour la troisieme condition, pour
un état dégénéré a 3-qutrits. Les étoiles bleues peuvent prendre n’importe quelle valeur.

Comme évoqué tout au long de cette these, I'hyperdéterminant est un polynoéme per-
mettant de caractériser I'intrication, et peut aussi la quantifier d’une certaine maniere.
Alors que c’est aussi un polynome permettant de tester la dégénérescence des tenseurs,
il est de tres haut degré et il est rarement possible de le calculer explicitement, a part
pour les cas les plus simples. Ceci est notamment le cas des 3-qubits et 4-qubits, et
récemment, et pour les hyperdéterminants issus de Eg [139] (voir Section [6.3)).

Nous voulons démontrer qu’il est toujours possible d’apprendre a reconnaitre les
états dégénérés meéme dans les cas ol une expression ou une méthode d’évaluation de
I’hyperdéterminant n’est pas explicitement connue.

Génération des états dégénérés

La description des états dégénérés sous 'équivalence SLOCC fournit une maniere
d’échantilloner I'ensemble des états dégénérés. Nous prenons un état aléatoire |p) dont
les coordonnées ¢; = 0 pour tout I de distance de Hamming < 1 par rapport a
(00---0), et nous re-normalisons 1’état, puis lui appliquons un élément aléatoire du
groupe SLOCC. Les états dégénérés forment la moitié de I’ensemble des données d’en-
trainement, et sont labellisés comme étant la classe ‘0.

220



7.4. Etude de cas — Entrainement des réseaux de neurones

D’autre part, nous générons des états aléatoires de H®" pour construire la seconde
partie de I’ensemble d’entrainement, correspondant, avec une haute probabilité, aux
états non-dégénérés, et sont labellisés comme étant la classe ‘1’. En effet, par “haute
probabilité” nous entendons le fait que, pour les nombres réels, 'ensemble des états
dégénérés a une codimension au moins égale & 1 dans 'espace ambiant R?". De ce
fait, la probabilité qu'un tenseur choisit aléatoirement dans R%" appartienne aux états
dégénérés est (quasi) nulle. Méme si nous utilisons une précision décimale de Iordre
du float, on peut fortement espérer que cette probabilité reste quasi-nulle dans le cas
discret.

Néanmoins, lorsqu’une méthode analytique pour I’évaluation de I'hyperdéterminant
existe, nous 1'utilisons pour retirer tout le bruit possible dans I’ensemble d’entrainement
(notamment retirer tous les états aléatoires n’étant pas des états non-dégénérés pour la
classe ‘17).

Architecture pour les états dégénérés

L’hyperdéterminant 2*™ est un polynome homogene, dont le degré est égal a
4,24,128 respectivement pour n = 3,4,5 et son degré est de 36 pour le cas 3 x 3 x 3
(voir [106] pour des expressions concretes).

Dans le cas 2 x 2 x 2, la premiere couche du réseau hybride devra contenir au
moins |3 (4+i*1)] = 42 neurones avec une fonction d’activation z + z*. Nous choi-
sissons d’implémenter 60 neurones pour la premiere couche pour le cas des 3-qubits.
Dans les deux autres cas, le nombre de neurones nécessaires est trop élevé pour espérer
une implémentation efficace via Keras. Il pourrait tout de méme étre possible d’'uti-
liser moins de neurones pour approximer ’hyperdéterminant en utilisant les réseaux
hybrides, et méme si la précision ne serait pas parfaite est qu’elle atteint par exemple
60% a lapprentissage, il serait possible d’utiliser 'idée développée en Section pour
avoir une meilleure précision globale lors de la prédiction. Une autre possibilité serait
d’utiliser le Standard Ensemble Learning (aussi connu sous le nom de bagging), et en-
tralner différents neurones afin de construire un comité qui pourra répondre avec une
meilleure précision pour la détection d’état dégénérés. Une des limitations de notre ap-
proche par réseaux hybrides et le Théoreme de AH réside donc dans I'impossibilité de
construire en pratique le réseau lorsque le nombre de neurones de la premiere couche
est élevé (ce qui implique un haut degré et/ou un grand nombre de variables d’entrées).

La seconde possibilité est d’utiliser des réseaux LeakyReLU, comme cela a été fait
pour la classification des états séparables et intriqués (voir Section. Nous utilisons
aussi la méme structure décroissante avec quatre couches, sauf dans le cas des 4-qubits,
ol nous doublons le nombre de neurones dans les trois premieres couches.

Dans le cas 2 x 2, les états non-dégénérés sont en fait les états non-séparables. Ce
cas est donc déja résolu par le classifieur de séparabilité pour le cas 2 x 2 présenté en
Section [.4.2)
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Résultats et discussions

Dans la Table nous présentons les résultats pour le cas 2 X 2 x 2 pour le réseau
hybride. Nous avons utilisé un ensemble d’entrainement de taille 202600, un ensemble
de validation de taille 25600 et un ensemble de test de 32000. Nous avons atteint un
pourcentage de 92% de bonne classification pour I’ensemble de test.

Systeme | Architecture | Entrainement | Validation | Test | Erreur
2x2x2 (60,10,1) 92.49% 92.18% | 92.09% | 0.1837

TABLE 7.4 — Architectures des réseaux hybrides et pourcentages de précision pour
chaque taille de systeme quantiques, pour le probleme de classification des états
dégénérés et non-dégénérés.

En Table [7.5 nous présentons les résultats pour les 2 x 2 x 2, 2%4 2%5 et 3 x 3 x 3
avec des réseaux LeakyReLU. Dans le cas 2 X 2 X 2, nous avons utilis¢é un ensemble
d’entrainement de taille 502600, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble
de test de 32000. Dans les cas 2%4 et 2%, nous avons utilisé un ensemble d’entrainement
de taille 252400, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble de test de
52000. Dans le cas 3 x 3 x 3, nous avons utilisé un ensemble d’entrainement de taille
352400, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble de test de 52000. Nous
atteignons une précision moyenne de 96% pour les ensembles de test pour le probleme
de classification des états dégénérés.

Systeme Architecture Entrainement | Validation | Test Erreur

2x2x2/| (100,50,25,16,1) 93.44% 92.53% | 92.74% | 0.1629
24 (200,100,50,16,1) 99.50% 95.95% | 95.94% | 0.01791
2%5 (100,50,25,16,1) 99.95% 98.74% | 98.83% | 0.001533

3 x3x3]| (100,50,25,16,1) 98.18% 96.78% | 96.83% | 0.04770

TABLE 7.5 — Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentages de précision pour
chaque taille de systeme quantiques, pour le probleme de classification des états
dégénérés et non-dégénérés.

Les résultats obtenus sont assez intéressants, notamment dans le cas des H-qubits.
En effet, comme mentionné précédemment, il n’existe pas d’expression explicite de
I’hyperdéterminant de taille 2%°, principalement & cause des complications en termes de
calcul. Le réseau de neurone montre des pourcentages de précision intéressants lorsqu’ils
sont évalués sur les ensembles de tests. Ceci implique que nous pouvons déterminer avec
une assurance assez forte si un tenseur généré de la méme maniere que nos ensembles de
données est dégénéré ou non, ce qui est équivalent a déterminer si I’hyperdéterminant
s’annule ou non.

Dans le contexte d'une caractérisation qualitative de 'intrication, il est suffisant de

savoir si 'hyperdéterminant s’annule ou non, la valeur en elle méme n’est pas utile. De
ce fait, nous proposons alors une méthode originale pour I’évaluation de la nullité de
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I'hyperdéterminant pour des tenseurs réels de taille 2%°. Nous utilisons cette méthode
pour étudier I'intrication de certains états a 5-qubits générés de maniere différente en
Section [.5.3

7.4.4 Classification du rang et rang de bord

Nous rappelons qu'un état |p) € H®" est dit de rang < R s'il existe une expression
de cet état telle que |p) = SO0 Nifgi) avec N € H et |@;) € H® [57]. 11 est connu
que lorsque n > 2 le rang n’est pas une condition fermée, et n’est pas semi-continu.
Le premier exemple est celui des 3-qubits, ou 'état |W) est de rang, et appartient a
la fermeture de l'orbite générique de |GHZ), qui lui est de rang 2 [135] (voir Section
2.1.6)).

Dans un autre contexte, Bini définit la notion de rang de bord (voir Section
pour retrouver la prioriété de semi-continuité. On rappelle qu'un état |p) € H®" est de
rang de bord < R §'il existe une famille d’états de rang R {|¢°) | € > 0} et lim. ¢ |¢°) =
|¢). De maniere équivalente, ’ensemble des états de rang de bord < R, noté op (pour
la variété des sécantes d’ordre R) est la fermeture de Zariski des états de rang < R.

Par construction, lorsque H = C%, nous avons la chaine
01 C 0oy C - Coy=H", (7.17)

qui se termine a H®", car l'ensemble des états séparable est linéairement non-
dégénéré dans H®". Le plus petit entier g pour lequel la variété des sécantes o, = H®"
remplit I'espace est appelé le rang générique. Par un calcul de dimensions on obtient la
valeur attendue du rang générique, notée e, qui est :

e — {Ww | (7.18)

Le seul cas connu pour lequel des tenseurs de taille d*™ ont un rang générique qui
differe du rang générique attendu est le cas d = 3,n = 3, ce qui correspond aux états a
3-qutrits, pour lesquels le rang générique est 5 au lieu de 4. Dans le cas d = 2,n = 4 qui
correspond aux 4-qubits, le rang générique est bien celui attendu, qui est de 4, méme
s’il est connu que I'ensemble des tenseurs de rang 3 est défectif (la dimension n’est pas
celle attendue). 11 est conjecturé que ces deux cas sont les seuls [24] 2 [69].

Soit ¢ la variété des états de rang égal exactement & s. Lorsque H = RY, il peut
exister plus d’'un ensemble semi-algébrique o qui est de dimension maximale. On utilise
alors I'appellation de typical ranks, ou rang typiques. En posant p une probabilité de
mesure sur H®", alors la mesure de o¢ représente la probabilité qu'un état aléatoire ait
un rang égal a s.

Nous nous proposons d’illustrer la situation des rangs typiques pour les tenseurs
réels a travers un exemple tiré de [82].

Exemple 15. Nous nous plagons dans le cas n = 3, d = 2 des 3-qubits réels, pour
lequel les rangs 2 et 3 sont tout deux des rangs typiques. L’hyperdéterminant 2 x 2 x 2
de Cayley Detgyo sépare R?2*2%2 en plusieurs régions de rang typique constant.
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Nous construisons un ensemble d’échantillons de tenseurs réels de rang au plus égal
a 3 comme suit. Nous construisons des états de rang 1 par produit tensoriel de trois vec-
teurs dont les entrées sont uniformément distribuées [—.5,.5], puis nous renormalisons.
Nous prenons ensuite la somme de 3 de ces vecteurs de rang 1 et nous renormalisons
a nouveau. Pour une telle distribution de tenseurs, nous obtenons les fréquences sui-
vantes :

1. avec une fréquence approximative de 86.6% Detasa(p) > 0, qui dans ce cas cor-
respond a un R-rang de 2,

2. avec une fréquence approximative de 13.4% Detags(p) < 0, qui dans ce cas cor-
respond a un R-rang de 3,

3. avec une fréquence de 0% Detggs(p) = 0, ou dans ce cas le R-rang peut étre de 0,
1, 2 ou 3. %

Construction des réseaux et des tenseurs

Dans la construction des classifieurs pour le probleme du rang, nous distinguons deux
problemes de classification : pour le cas des 3-qubits, nous nous intéressons uniquement
a la classification du rang exact ; pour les autres cas, nous cherchons a classifier le rang
de bord des états en entrée.

Ces problemes de classification sont des problemes multi-classes, contrairement aux
deux problemes de classification binaires présentés précédemment. Le nombre de classes
correspond au nombre de rangs possibles, et la couche de sortie possédera alors le
nombre de neurones correspondant au nombre de classes. Comme un tenseur n’a qu’une
valeur unique de rang, alors chaque état en entrée n’appartiendra qu’a une unique
classe (représentant une valeur de rang ou de rang de bord précise), et donc on ne
pourra cumuler I'appartenance a plusieurs classes, et ceci déterminera aussi la fonction
d’activation a choisir pour la couche de sortie (fonction d’activation SoftMax ici).

Dans le cas 2 x 2 X 2, nous entrainons les réseaux de neurones pour reconnaitre le
rang exact des tenseurs. En effet, pour construire la base de données d’entrainement,
nous générons alors des tenseurs de rang 1 comme cela a été fait pour la variété de
Segre. Nous générons des tenseurs SLOCC équivalents aux états biséparable et |GHZ)
pour constituer les états de rang 2. Nous générons des tenseurs SLOCC équivalents a
I'état |W) pour les tenseurs de rang 3, conformément a la classification des 3-qubits.
Nous avons également pris en compte les spécificités liées au cas des tenseurs réels,
plus précisément le rang typique (voir Exemple et nous avons utilisé le signe de
I’hyperdéterminant Detyos afin de générer des tenseurs de rang 2 et 3, a partir de la
somme de 3 tenseurs aléatoires de rang 1.

Dans les cas 2%* et 2%, nous générons les tenseurs de chaque classe ‘&’ en prenant
la somme de k + 1 tenseurs de rang 1 (puis en renormalisant). La classe ‘0" correspond
aux tenseurs de rang 1, alors que la classe ‘r’ correspond aux tenseurs avec un rang de
bord r 4 1. L’ensemble des données d’entrainement est subdivisé de maniere équilibrée,
de telle sorte que nous avons le méme nombre d’échantillons pour chaque classe. Dans
le cas 2%%, nous générons des tenseurs jusqu’a un rang de bord de 4, et pour le cas 2*°
jusqu’a un rang de bord de 5. En utilisant cette maniere de générer les états de chaque
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classe, nous introduisons du bruit dans les données, et plus particulierement dans le cas
réel (comparé au cas complexe), comme suggéré dans 1’Exemple , ou la somme de 3
tenseurs aléatoires de rang 1 donne le plus souvent un tenseur de rang 2 (et donc de
rang de bord 2).

Résultats et génération des tenseurs

Dans la Table [7.6| nous présentons les résultats pour le probleme de classification
du rang pour les états a 3-qubits avec les réseaux de neurones hybrides. Nous utilisons
une base de données d’entrainement de taille 102400, une base de validation de taille
102400 et une base de test de taille 32000. Nous atteignons une fiabilité de 87% pour
I’ensemble des données de test.

Systeme | Architecture | Entrainement | Validation | Test | Erreur
2x2x2| (169,25,3) 88.19% 88.03% | 87.95% | 0.3028

TABLE 7.6 — Architectures des réseaux hybrides et pourcentage de fiabilité pour les
systemes a 3-qubits, pour le probleme de classification du rang.

Dans la Table [7.7 nous présentons les résultats pour classification du rang pour le
cas 2 X 2 x 2, et pour la classification du rang de bord pour les cas 2** et 2%°, & 'aide
de réseaux de neurones LeakyReLLU. Pour le cas 2 x 2 x 2, nous utilisons une base de
données d’entrainement de taille 502500, une base de validation de taille 55600 et une
base de test de taille 52000. Pour les cas 2** et 2%°, nous utilisons respectivement une
base de données d’entrainement de taille 502400 et 802400, une base de validation de
taille 55600 et une base de test de taille 52000.

Systeme Architecture Entrainement | Validation | Test | Erreur
2 x 2 x 2 |(200,100,50,25,3) 94.19% 94.07% | 93.79% | 0.1674
24 (200,100,50,25,3) 85.49% 84.45% | 84.47% | 0.3144
2%5 (200,100,50,25,3) 81.39% 79.88% | 79.77% | 0.4230

TABLE 7.7 — Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentage de fiabilité pour
chaque taille de systeme, pour le probleme de classification du rang et du rang de bord.

Nous observons que, méme en présence de bruit dans les données, le réseau de
neurones est tout de méme capable d’apprendre et de prédire le rang de bord des états
avec une fiabilité plus ou moins intéressant (84% pour les 4-qubits, 80% pour les 5-
qubits) pour les données de test générées selon le méme processus. Les résultats peuvent
ne pas étre aussi élevés pour des états extérieurs non générés selon le méme processus.
Néanmoins, les réseaux peuvent tout de méme produire des résultats intéressants pour
certains états quantiques (voir Section [7.5.3] pour un exemple avec D'état [W)). Cette
maniere de générer les tenseurs réels d’'un certain rang de bord constitue une des pistes
d’amélioration de notre travail proposée en Section 7.6

7.5 Etude de cas — Prédictions et classification
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7.5.1 Prédictions pour un état quantique

Tout au long de ce chapitre, nous nous sommes intéressés a 'intrication du point de
vue qualitatif. Les propriétés de séparabilité, dégénérescence et la notion de rang sont
invariants par action du groupe SLOCC [135]. Par conséquent, nos classifieurs doivent
théoriquement répondre la méme chose pour des états SLOCC équivalents.

Cependant, la fiabilité de nos classifieurs, issus d’un entrainement de réseau de neu-
rones, n’est jamais de 100%, et de ce fait, la probabilité de ne pas classifier correctement
un état en entrée est non nulle, ce qui donne peu de poids a une unique évaluation du
réseau pour déterminer la classe. Afin de significativement réduire la proportion d’erreur
dans la classification d'un état donné, nous proposons de générer un ensemble d’états
SLOCC équivalents a notre état donné, et d’observer la réponse la plus fréquente donnée
par le réseau de neurone. Toutes les réponses peuvent étre regroupées sur la forme d’un
histogramme, afin de fournir une représentation graphique de la distribution des sorties
du réseau de neurones.

7.5.2 Classification des 3-qubits

Le cas des 3-qubits est le premier cas historiquement a illustrer I'existence d’états
intriqués non-équivalents, a savoir les états |GHZ) et |W) [87]. La classification des
3-qubits est rappelée en Section [2.2.2] et nous présentons en Table [2.1] les représentants
de chaque orbite. La connaissance du rang et de la nullité de I’hyperdéterminant permet
de distinguer les différentes classes d’intrication des systemes purs a 3-qubits.

De ce fait, nos classifieurs développés en Section [7.4] peuvent étre utilisés afin de
déterminer 'appartenance d’un état donné a une classe d’intrication pour les 3-qubits.
En effet, les états séparables peuvent étre détectés a 'aide du classifieur binaire recon-
naissant les tenseurs de la variété de Segre, présenté en Section [7.4.2] Tous les états
SLOCC équivalents a 'état |GHZ) correspondent aux états non-dégénérés, et peuvent
alors étre reconnus en utilisant le classifieur binaire pour les tenseurs de la variété
duale de la variété de Segre, présenté en Section [7.4.3 Enfin, pour distinguer les états
biséparables des états équivalents a |W), nous exploitons linformation du rang des
tenseurs, en utilisant le classifieur de rang, présenté en Section [7.4.4] afin de distinguer
les tenseurs de rang 2 et de rang 3. Tous les résultats sont regroupés dans les Figures

7.5.3 Intrication de systémes a 5-qubits

Dans le cas des 5-qubits, comme aucune classification complete ou dépendant de pa-
rametres n’est connue, différencier et distinguer différentes classes d’intrication est une
tache tres difficile. Quelques travaux présents dans la littérature ont cherché comment
caractériser U'intrication, en utilisant des filtres [208] ou des polynomes invariants [I8T].
Dans ces travaux, quatre états a 5-qubits sont étudiés, et nous les noterons |®;), |Ps),
|®s3), et |®,) (voir Equations [7.19] [7.20] [7.21] [7.22)).

B = i2(|ooooo> 1) (7.19)
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Mean value u = 0.000, Variance o = 0.000 Mean value u = 0.031, Variance o = 0.141 Mean value u = 0.013, Variance 0 = 0.158

FIGURE 7.10 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour I'état séparable |000) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants (dans l'ordre, de
gauche a droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique de gauche montre
que l'état est bien séparble (classe ‘0’), en générant 1000 états SLOCC équivalents.
Le graphique du milieu montre que 1'état est dégénéré (classe ‘0’), en générant 1000
états équivalents. Le graphique de droite montre que 1'état est de rang 1 (classe ‘0’), en
générant 10000 états équivalents.

Mean value u = 0.991, Variance o= 0.082 Mean value u=0.012, Variance o = 0.083 Mean value u = 0.941, Variance 0 = 0.235
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FiGURE 7.11 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour 'état biséparable \/Li (|000) + |011)) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants
(dans 'ordre, de gauche a droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique
de gauche montre que I'état est intriqué (classe ‘1’), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que 'état est dégénéré (classe ‘0’), en
générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que 1'état est de rang 2
(classe ‘17), en générant 10000 états équivalents.

@) = = (|11111) + [11100) + |00010) -+ [00001)) , (7.20)

DN | —

_
G

(x/§|11111> +[10000) 4 |01000) + [00100) + [00010) + |00001>> . (7.22)

|@3) (V2111111) + [11000) + [00100) -+ [00010) + 00001) ) (7.21)
1
2v2

Ces états n’appartiennent pas a la méme classe d’intrication, comme cela a été
montré dans [208, [I81]. Cependant, nous pouvons toujours nous demander si ces états
sont dégénérés ou non, par exemple. Nous avons utilisé notre classifieur d’états dégénérés
pour les 5-qubits afin d’étudier cette question. Il en ressort que pour tous ces états, le
réseau de neurones répond la classe ‘0’, ce qui implique que ces états sont dégénérés,
et donc que I'hyperdéterminant s’annule. Les évaluations du réseaux de neurones sont
représentées en Figure [7.14]

|®y) =
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FIGURE 7.12 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour I'état |W) = \/i?: (|001) 4 ]010) + |100)) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants
(dans 'ordre, de gauche a droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique
de gauche montre que I'état est intriqué (classe ‘1’), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que 'état est dégénéré (classe ‘0’), en
générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que 1'état est de rang 3
(classe ‘27), en générant 10000 états équivalents.
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FIGURE 7.13 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour U'état |GHZ) = \/Li (|000) + |111)) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants (dans
l'ordre, de gauche a droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique de
gauche montre que l’état est intriqué (classe ‘1), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que 'état est non-dégénéré (classe ‘0),
en générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que 1’état est de
rang 2 (classe ‘1’), en générant 10000 états équivalents.

D’autre part, nous pouvons aussi proposer des états a 5-qubits non-dégénérés a ’aide
de notre classifieur. Par exemple, les états |8;) et |d2) (voir Equations et sont
non-dégénérés, et ceci est confirmé par les résultats des prédictions du classifieur. Ces
résultats sont présentés en Figure La propriété de non-dégénérescence de ces états
peut aussi étre confirmée a 'aide de I’étude des singularités des hypersurfaces associées
a ces deux états, comme cela est développé en Chapitre o] et nous 'utilisons afin de
valider cet exemple.

1
81) = ——(]00000) + v/3|00011) + |00100) + |01000) + |01001)+
[1) m(l ) +v3|00011) + |00100) + |01000) + |01001) (793)

V2|01111) 4 [10001) + [10110) + [11000) + [11011) + [11101)) ,

1
——(]00000) + [00100) + |00111) + |01010) — |01101)+
—7(100000) -+ 00100) + [00111) + [01010) — fo1101) _—

10001) + [10011) + |10111) — |11000) + [11110)) .

|02) =
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FIGURE 7.14 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction du
classifieur d’états dégénérés pour les quatre états |®q), |Dq), |P3) et |4). Le graphique
en haut a gauche correspond a I'état |®4), celui en haut a droite a I'état |Ps), et celui
en bas droite a I'état |®4). Sur les axes horizontaux, la classe ‘0’ représente les états
dégénérés, alors que la classe ‘1’ réfere aux états non-dégénérés. Dans ce cas, tous les
états sont dégénérés, et 10000 points SLOCC équivalents ont été générés pour chacun
des états |D;).

Enfin, le classifieur du rang de bord développé pour les états a 5-qubits pour-
rait également servir a différencier certains états du point de vue de l'intrication.
A titre d’exemple, si on évalue le réseau de neurones avec en entrée Détat [Ws) =
\/ig (/00001) + |00010) + |00100) + |01000) 4 |10000)) nous obtenons comme réponse la
plus fréquence la classe ‘1’ (voir Figure , ce qui correspond a la classe des tenseurs
de rang de bord 2, comme attendu.

Ces outils peuvent s’avérer utile en I’absence de 'expression exacte des polynomes
définissant les variétés, ou en absence d’outils pour la détermination du rang. Typique-
ment, dans le cas des 5 qubits, il n’est pas connu d’expression pour I'hyperdéterminant
mais nous pouvons néanmoins proposer une réponse (plus ou moins précise) de I'an-
nulation ou non de I’hyperdéterminant pour certains tenseurs. De méme, comme ob-
servé pour I'état |W;), nos outils peuvent aider a estimer le rang de bord de certains
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FIGURE 7.15 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction du
classifieur d’état dégénérés pour les états |9;) et |d2). Le graphique de gauche concerne a
I'état |d;), et celui de droite a 1'état |dq). Sur les axes horizontaux, la classe ‘0’ représente
les états dégénérés, alors que la classe ‘17 réfere aux états non-dégénérés. Dans ce cas,

les états sont non-dégénérés, et 10000 points SLOCC équivalents ont été générés pour
chacun des états.
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FIGURE 7.16 — Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction
du classifieur de rang de bord pour I'état |Ws). L’histogramme montre que la réponse
la plus obtenue est un rang de bord égal a 2 (classe ‘17), avec 10000 points SLOCC
équivalents générés.

tenseurs. Nous espérons, en les construisant selon la méme approche, que ces outils
puissent également étre utiles en dimensions supérieures, la ol les problemes considérés
sont d’autant plus difficiles a résoudre.
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7.6 Perspectives

Dans cette section nous proposons un certain nombre de pistes d’amélioration et de
perspectives pour le travail présenté dans ce chapitre.

7.6.1 Architecture hybride

Il pourrait étre possible de pousser plus loin 'idée d’exploiter les PNN (polynomial
neural networks) pour modéliser des équations polynomiales et des variétés algébriques,
afin d’améliorer la structure actuelle des réseaux hybrides proposés en Section [7.3.6] En
effet, I'architecture actuelle est limitée par le fait que le nombre de neurones nécessaire
en premiere couche augmente tres rapidement avec le degré et le nombre de variables.
Comme le nombre de variables en entrée varie exponentiellement quand le nombre de
qubits augmente, la limite peut vite étre atteinte.

Une idée serait de choisir des fonctions d’activation utilisant des polynomes plus
complexes que de seulement élever a la puissance d la somme pondérée en entrée. Cela
pourrait éventuellement permettre d’ajouter un certain nombre de monomes en sortie,
sans pour autant augmenter le nombre de neurones. On cherchera alors aussi a établir un
résultat permettant de déterminer le nombre de neurones nécessaires dans la premiere
couche.

Il est aussi possible d’ajouter plusieurs couches de neurones a la fonction d’activation
d’élévation a un certain degré ou un polynome plus complexe, comme discuté en Section
dans le cas ou le degré du polynome a modéliser se décompose en produit de
plusieurs entiers. Comme la limitation actuelle concerne la largeur du réseau, il peut
étre judicieux d’envisager une déclinaison en profondeur de I’approche actuelle.

7.6.2 Génération des données

La qualité des données utilisées pour entrainer un réseau de neurone est un critere
important dans la réussite du processus d’apprentissage. Nous pouvons encore améliorer
la maniere dont on génere les états de certaines classes, et tenter d’uniformiser d’avan-
tage I’échantillonnage des tenseurs.

Dans le cas des tenseurs dégénérés, nous utilisons un tenseur vérifiant les conditions
w7 = 0 comme expliqué en Section puis appliquons des changements de base
locaux pour générer des états SLOCC équivalents et donc dégénérés également. Ceci ne
prend pas en compte toute la variété possible des états dégénérés, notamment car il est
possible d’avoir des zéros présents a d’autres endroits de '’hypermatrice représentant le
tenseur, et ¢’est un aspect que nous n’avions pas pris en compte lors de la génération des
états dégénérés. Ceci permettrait notamment d’améliorer les résultats des classifieurs
pour la variété duale, et de produire une réponse encore plus confirmée de la classe en
sortie du réseau.

Dans la question de génération de tenseurs d’un certain rang, ou rang de bord, la

sommation de tenseurs de rang aléatoires de rang 1 est une maniere assez intuitive de
procéder, mais introduit un bruit non négligeable dans le cas réel notamment, comme
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discuté pour le cas des 3-qubits. Il faudra alors étudier différentes solutions pour avoir
un meilleur controle sur le rang ou le rang de bord effectif des états générés. Une
solution possible est de partir d'un ensemble d’états pour lesquels on connait le rang
ou le rang de bord, de par des travaux précédents par exemple, puis de générer des
états équivalents par opérateur SLOCC aléatoire. Cette méthode n’assurera pas une
uniformisation des échantillons pour un rang ou rang de bord donné, mais permettrait
une réduction considérable du bruit dans les données. Une solution envisageable est de
passer au cas complexe, afin de réduire ce phénomene lié au rang typique, et constitue
notamment la prochaine perspective présentée.

7.6.3 Tenseurs complexes

Nous avons utilisé dans ce travail uniquement des tenseurs aux coefficients réels pour
une premiere approche et une implémentation plus aisée. Une maniere de poursuivre ce
travail serait de se déplacer vers le cas des complexes, plus proche du contexte d’étude
en théorie de l'information quantique. Cela permettrait également d’utiliser d’autres
résultats de géométrie algébrique concernant le rang des tenseurs complexes, comme
suggéré en sous-section précédente.

Il n’est pas évident que l'outil Keras puisse travailler directement avec des entrées
et poids complexes, et cela pourrait notamment poser probleme durant la phase d’ap-
prentissage ou les algorithmes d’optimisation et les méthodes de différentiation ne sont
peut étre pas adaptés.

7.6.4 Dimensions plus élevées

Il pourrait étre intéressant d’étudier dans quelle mesure notre approche actuelle
peut se généraliser aux dimensions supérieures, et quelles peuvent étre les performances
pour les différents problemes de classification.

Pouvoir décider rapidement de la séparabilité d’états purs a 20-qubits par exemple,
pourrait éventuellement s’avérer utile, et pourrait étre comparé a la performance des
techniques actuelles de détection des tenseurs de rang 1. Aussi, la question d’évaluation
de la nullité de I'hyperdéterminant pour des tenseurs de taille importante pourrait
intéresser la communauté de la géométrie algébrique, compte tenu de la difficulté
d’établir une méthode d’évaluation ou d’expression de ce polynoéme pour des dimen-
sions et degrés élevés. Enfin, dans 1’éventualité ou ’approche utilisée pour classifier le
rang est améliorée et controlée pour toute dimension, cela pourrait également permettre
une grande avancée sur la question, permettant éventuellement de déterminer le rang
de tenseurs liés au produit matriciel, ou de vérifier des conjectures sur le rang supposé
de certains tenseurs.

7.6.5 Réseaux de neurones convolutifs

Une évolution possible de ce travail est de considérer d’autres modeles de réseaux
de neurones pour résoudre les différents problemes de classification considérés.
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Une solution possible est donnée par les réseaux de neurones convolutifs, majori-
tairement utilisés dans la littérature pour l’analyse d’images et la reconnaissance de
formes, car permettant de capturer des propriétés locales et de les combiner. Cela per-
mettrait notamment de pouvoir étudier localement un état, tout en tentant de garder
une information sur son aspect global de I’état, ce qui pourrait mieux mettre en évidence
Iintrication dans ces états.

7.6.6 Autres algorithmes de Machine Learning

D’autre part, il est possible d’envisager d’autres algorithmes supervisés pour ex-
ploiter notre possibilité de générer des tenseurs de certaines variétés algébriques liées
a la notion d’intrication. Des algorithmes tels que les Support Vector Machine ou les
Decision Trees peuvent étre exploités avant de classifier et de séparer ’espace des ten-
seurs en différentes classes a partir des données d’apprentissage. Une interprétation du
probleme d’apprentissage des variétés algébriques comme un probleme de régression, au
lieu d'un probleme de classification, pourrait également nous permettre de nous diriger
vers une autre direction a l'aide d’autres outils d’apprentissage supervisé.

Aussi, il est possible d’utiliser une approche non-supervisée afin de regrouper
les différents tenseurs par groupe. Il serait intéressant si les algorithmes de type K
plus proches voisins ou Analyse en Composantes Principales permettraient de faire
émerger naturellement des clusters ou groupes de tenseurs correspondant justement
aux différentes classes d’intrication, ou valeur de rang par exemple, puis de compa-
rer et d’évaluer ce regroupement a partir des données pour lesquelles nous avons une
classification correcte ou connue.

Enfin, 'approche d’apprentissage par renforcement ne semble peut étre pas la plus
adaptée a notre probleme de classification, mais on pourrait tout de méme imagi-
ner un processus de classification par trial/errors, auquel on associerait une fonction
récompense permettant de guider la machine vers une classification correcte. Aussi,
cette approche peut étre utilisée afin de construire des états maximalement intriqués,
en définissant la fonction gain comme une mesure de 'intrication ou de la non-localité
(entropie, polyomes de Mermin, hyperdéterminant ou invariants, mesure géométrique
de l'intrication, ...) et en permettant a la machine de réaliser diverses actions locales et
globales (portes a controles par exemple, Transformée de Fourier Quantque, etc.) sur
les états quantiques jusqu’a arriver a un potentiel état maximalement intriqué.
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ANNEXE A

IMPLEMENTATIONS INFORMATIQUES

Dans ce chapitre d’annexes, nous renseignons les différents algorithmes et codes
utilisés pour mener a bien les calculs nécessaires a I’établissement des résultats présentés
durant cette these. Ceci afin de permettre notamment la reproduction et la poursuite
de nos travaux. Nous présentons alors, lorsque cela est pertinent, les algorithmes utilisés
et nous renvoyons dans d’autres cas vers un répertoire en ligne (Github) permettant
d’avoir directement acces au code Java, Maple ou Python.

A.1 Classification des 3-qubits

Nous renvoyons le lecteur a la Section pour un rappel de la classifi-
cation des 3-qubits. Nous présentons ci-dessous l’ensemble des polynomes cova-
riants et invariants, ainsi que l'algorithme, utilisé pour la classification des 3-
qubits. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation en langage Maple
au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/
classification/20de’201’ intrication/2x2x2.

Tout systéme a 3-qubits |¢) € Hz = C2*@C?®C? peut s’écrire dans la base canonique
sous la forme :

|U) = Z Qijk lijk), (A1)
i,4,k€[0,1]

On rappelle qu’a chaque état a 3-qubits on peut associer une forme tri-linéaire que
I’on notera A :

A= Z Qijk * TilYj2k - (A2)

1,5,k€[0,1]

On définit trois polynomes covariants B, (z), By(y) et B,(z), formes quadratiques,
comme suit :

2
B, (z) = det ( oA ) , (A.3)
dy;0z 0<j,k<1

0*A
B = det ’ A
y(Y) (axﬁm@)og,kg o
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A. IMPLEMENTATIONS INFORMATIQUES

0?A
B.(z) = det < ) . (A.5)
Ox;0y; 0<i,j<1
On définit également le covariant C'(x,y, z) par :
9A DA
Cla,y,2) = | 55 3@;‘ (A.6)
Dz Oa1
Enfin, nous rappelons I'expression de 'hyperdéterminant de Cayley Aggs :
2 2 2 2 2 9 2
Do (|W)) = agooatsy + ago1atig + Agio@ior + Aloolon
—2a0000001@1100111 — 2000000104101G111 — 2A000G011A1000111 (A7)

—2a001@0100101@110 — 2G001A011G110@4100 — 2Q010Q0114101@100
+4a000a011A1010110 + 4@001A010A1000111 -

A l'aide de ces covariants et invariants, nous pouvons construire un vecteur V' défini
dans I’Equation Lorsque la valeur du polynome est non nulle, on la remplace par
la valeur 1 dans le vecteur d’évaluation. Ainsi, les éléments du vecteur V' ne prendront
que des valeurs binaires.

V =[Bs, By, B.,C, A . (A.8)

Nous présentons a présent 1’Algorithme [3] de classification des états a 3-qubits :

Algorithme 3 Classification3qubits [135]

Require: Y un vecteur de taille 8, représentant 1’état a 3-qubit
Ensure: Classe d’intrication associée & Y

vectCov < [By, By, B, C, Ag]

eval < evaluer(vectCov,Y’)

if eval =[0,0,0,0,0] then
retourner O,

else if eval = [0,1,0,0,0] then
retourner O,

else if eval = [1,0,0,0,0] then
retourner Os

else if eval =[0,0,1,0,0] then
retourner O,

else if eval = [1,1,1,1,0] then
retourner Os

else if eval =[1,1,1,1,1] then
retourner Og

end if

A.2 Classification des systémes a 2 X 2 x 3

Nous renvoyons le lecteur a la Section pour un rappel de la classification
des systemes quantiques de taille 2 x 2 x 3, ainsi que vers [I35] pour une définition
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des invariants et covariants. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/
tree/master/classification’20de’201’ intrication/3x2x2.

A.3 Classification des systemes a 2 X 3 x 3

Nous renvoyons le lecteur a la Section [3.3.3] pour un rappel de la classification
des systemes quantiques de taille 2 X 2 x 3, ainsi que vers [I35] pour une définition
des invariants et covariants. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/
tree/master/classification’20de’%201’ intrication/2x3x3

A.4 Classification des 4-qubits

Nous renvoyons le lecteur & la Section [2.2.2] pour un rappel de la classification des
4-qubits. Nous présentons ci-dessous les principaux polyndémes invariants, ainsi que
les algorithmes, utilisés pour la classification des 4-qubits. Le lecteur pourra retrouver
un exemple d’implémentation ainsi que les fichiers contenant les covariants en lan-
gage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/
master/classification’20de’201’ intrication/2x2x2x2

A.4.1 Invariants et covariants des 4-qubits

Dans cette sous-section, nous définissons les polynomes invariants et covariants uti-
lisés pour implémenter les algorithmes de classification concernant les strates du cone
nilpotent et les familles des 4-qubits.

Tout d’abord, on rappelle que tout systéme a 4-qubits |¢)) € Hy = C?QC*®@C?* @ C?
peut s’écrire dans la base canonique sous la forme :

W)= > ayu lijk), (A.9)

i7j7k7l€[[071]]

On rappelle qu’a chaque état a 4-qubits on peut associer une forme quadri-linéaire
que l'on notera A :

A= Z Akl * xiyjzktl . (AlO)

Z7j7k77l€|:[071]]

On peut également définir des polynomes invariants, sous l’action du groupe SLOCC,
permettant de différencier différentes classes d’équivalences. Il a été démontré que ’an-
neau des polynomes invariants pour les 4-qubits est généré a I'aide de quatre polynomes
invariants H, L, M, et D,, [180], définis comme suit :

H = apooo@1111 — @1110Q0001 — @0010Q1101 + @1100Q0011

(A.11)

—@010021011 T A1010@0101 + G0110%1001 — G1000Q0111
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@po00  @p010  @o001  @0011
I — @1000 1010 @1001 @1011
@100 o110 o101 Qo111
1100 G@1110 A@1101 A1111

, (A.12)

@000  @poo1  @o100 @0101
M= @1000 @1001 a1100 Qai101
apo10 @po11  @oiio  @oi111
a1010 @1011 @1110 41111

, (A.13)

N=—L-M, (A.14)

2
92A ) ) Yo
= B, : A15
621-8tj>i,je[071}] (25, ow1, 7] Bay ?ngl ( )
1

by = det <

La matrice By, de taille 3 x 3 est construite en identifiant les coefficients devant les
termes x;z,y,y avec i, 7, k,1 € [0, 1] dans la forme quadrique b, ,,.

Dy = — det(B,) - (A.16)

Il est également nécessaire d’introduire trois quartiques, dont les coefficients sont
définis a l'aide des invariants fondamentaux pour les 4-qubits,

1
Q1 (|0)) = 2* —2H - 2y + (H* + 2L+ 4M) - 2*y* + (4D, — 4H (M + 5L)) oyt + L2yt
(A.17)
Q(|0)) = 2* —2H -2y +(H? —4L—2M)-2*y* + (—2M H+4D,,)-xy*+ M?-y*, (A.18)
Qs(|W0)) = 2* —2H -2y + (H* +2L —2M) - 2°y* — (2LH +2M H — 4D,,)) - 2> + N* - y* .
(A.19)

Nous définissons également deux polynomes invariants des quartiques, Is et I3 définis
comme suit :

4 4 4 4 1 2
L,(Q1) = 1,(Qs) = 1(Q3) = gL2 - §H2M + 3 LM + §M2 +2HD,, + EH4 - §H2L,
(A.20)
I3(Q1) = I3(Q2) = 13(Q3) S L~ S Lpwms s e
s\l = Sl) =B = or ™t T o6 o7 6 U T3 Y
2 2
B3V “HLDzy — —H?L* — 2 - D,,’
9 3 9 9
4 1 1 4
~L°M + —H'L+ -H'M — ~LM?* .
3 T "9 9
(A.21)

Les trois quartiques Qi, Qs et Qs définies précédemment ainsi que les deux po-
lynomes invariants I, et I3 associés sont étroitement liés a I’hyperdéterminant des 4-
qubits. En effet, 'hyperdéterminant Detgges de taille 2 X 2 X 2 X 2 peut étre vu comme le
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discriminant d’une des quartiques Detogss = A(Q;). D’autre part, 'hyperdéterminant
s’exprime aussi uniquement & partir des invariants, tel que Detggey = I3 — 27152
[180, 179].

Dans I’Algorithme [5| présenté en sous-section suivante, il est nécessaire de pou-
voir étudier la nature et la multiplicité des racines des quartiques pour différencier
les différentes familles de Verstraete et al.. On utilise alors deux polynomes covariants
supplémentaires, plus précisément la Hessienne et le Jacobien de la Hessienne pour une
quartique, définis comme suit :

29 9%Q

Hess(Q) = 323:5 %‘%’ ; (A.22)
dydx  dy*
9Q 9Q

T(Q) = 8Heasxs(Q) BHeiZé(Q) (A-23)
ox oy

A.4.2 Algorithmes de classification

Les polynomes invariants et covariants liés aux états a 4-qubits, introduits a la
sous-section précédente, permettent de déterminer la classe d’intrication, ou la famille
d’orbites (la strate), correspondant & un registre quantique donné a 4-qubits. Dans cette
sous-section, nous présentons deux algorithmes proposés par Holweck et al. exploitant
ces polynomes afin de déterminer I'orbite sous SLOCC correspondant a un vecteur en
entrée.

Cone nilpotent

Nous renvoyons le lecteur a la Section pour la définition du cone nilpotent, et
des covariants et vecteur d’évaluation utilisés dans 'algorithme. Dans 1’Algorithme [}
on reproduit [136] la procédure prenant en entrée un état a 4-qubit et retournant la
strate correspondante dans le cone nilpotent, ou une erreur si I’état n’est pas nilpotent.
On suppose fournie la fonction isInNullcone(Y') permettant de savoir si I'état Y est
nilpotent ou pas (en vérifiant s’il annule tous les invariants, et pour cela il suffit de
vérifier qu’il annule les 4 invariants fondamentaux).
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Algorithme 4 NilpotentType [130]

Require: Y un vecteur de taille 16, représentant 1’état a 4-qubit
Ensure: La strate du cone nilpotent N associée & Y

if isInNullcone(Y') then
vectCov « [A, Py, P}, P2, P}y, P3, Pr, Py
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval =[0,0,0,0,0,0,0,0] then
retourner Grg
else if eval = [1,0,0,0,0,0,0,0] then
retourner Gr;
else if eval = [1,1,0,0,0,0,0,0] then
retourner Grs
else if eval = [1,1,1,0,0,0,0,0] then
retourner Grs
else if eval =[1,1,1,0,1,0,0,0] then
retourner Gry
else if eval = [1,1,1,1,0,0,0,0] then
retourner Gr;
else if eval =[1,1,1,1,1,1,0,0] then
retourner Grg
else if eval = [1,1,1,1,1,1,1,0] then
retourner Gr;
else if eval = [1,1,1,1,1,1,1,1] then
retourner Gry
end if
else
retourner ”Y n’appartient pas au cone nilpotent”
end if

Familles de Verstraete

Dans 1’Algorithme 5| nous reproduisons [I38] la procédure prenant en entrée un
état a 4-qubit et retournant la famille ou sous-famille de Verstraete et al.. L’algorithme
raisonne sur le nombre et la multiplicité des racines nulles et non-nulles des polynomes
quartiques afin de distinguer les différents cas, faisant appel aux invariants fondamen-
taux et a la matrice Hessienne et son jacobien notamment pour distinguer les configu-
rations de racines, évaluant ensuite différents vecteurs de covariants pour différencier
entre les différentes sous-familles.
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Algorithme 5 VerstraeteType [I3§]

Require: Y un vecteur de taille 16, représentant 1’état a 4-qubit
Ensure: La famille de Verstraete et al. correspondante a Y

Hessl < Hess(Qq)
Hess2 + Hess(Qo)
Hess3 < Hess(Qs3)
T1 « T(Q)
T2 « T(Qy)

> Si I’état en entrée appartient au cone nilpotent
if isInNullcone(Y') then
retourner NilpotentType(Y')
end if

> Les trois quartiques ont au moins une racine nulle
if L=0et M =0 then
> Toutes les racines sont simples
if D,, # 0 et Hyper # 0 then
retourner G,

> Toutes les racines nulles sont simples, et il y a une racine double non-nulle
else if D,, # 0 et Hyper = 0 then
vectCov <« [L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0] then
retourner G,q(—2)0
else
retourner LOb( 5y,
end if

> Toutes les racines nulles sont doubles
elseif D,, =0et H # 0 then
vectCov < [G, G, H, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0,0,0,0] then
retourner G,
else if eval = [0,1,1,0] then
retourner L,
else if eval = [0,0,1,0] then
retourner L.,
else if eval = [1,1,1,0] then
retourner L,
else if eval = [1,1,1, 1] then
retourner La203@T
end if
end if
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> Seulement une des quartiques Q; a une racine nulle
> La quartique Q; a une racine nulle
else if L =0 and M # 0 then
> Q1 n’a que des racines simples
if Hyper # 0 then
retourner G

> Q1 a une racine nulle double et deux racines simples
else if D,, = H-M et H* +4M # 0 then

vectCov «— [Cs, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0, 0] then

retourner G,
else if eval = [1,0] then

retourner L,
else if eval = [1,1] then

retourner L,
end if

> Qi a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if D,, # H - M et T1# 0 ets T2# 0 then

vectCov < [L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0] then

retourner G
else if eval = [1] then

retourner L.,
end if

> Q; a une racine triple nulle et une racine simple
else if D,, = H- M et H* 4+ 4M = 0 et Hess2= 0 then

vectCov < [C, D, Ks, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0,0,0,0] then

retourner Gon
else if eval = [1,0,0,0] then

retourner L,
else if eval = [1,1,1,0] then

retourner L,
else if eval = [1,1,0,0] then

retourner L,,,,
else if eval = [1,1,1, 1] then

retourner L,,
end if
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> Q7 a une racine triple non-nulle
elseif D,, # H - M et I, =0 et Hyper = 0 then
vectCov < [D, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0, 0] then
retourner GG ,.0
else if eval = [1,0] then
retourner Ly,
else if eval = [1, 1] then
retourner L,
end if
end if

> La quartique Qs a une racine nulle
else if M =0 and L # 0 then
> Qs n’a que des racines simples
if Hyper # 0 then
return G

> Q, a une racine double nulle et deux racines simples
else if D,, = 0 et H* # 4L then

vectCov < [KCs, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0, 0] then

retourner G0
else if eval = [1,0] then

retourner L,
else if eval = [1,1] then

retourner L,

end if

> Qs a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if D,, # 0 et T1# 0 et T2# 0 then
vectCov <« [L]
eval « evaluer(vectCov,Y’)
if eval = [0] then
retourner G,
else if eval = [1] then

retourner L.,
end if
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> Qs a une racine triple nulle et une racine simple

else if D,, =0 et H?> = 4L then

vectCov < [C, D, K5, L]

eval < evaluer(vectCov,Y)

if eval =[0,0,0,0] then
retourner G,

else if eval = [1,0,0,0] then
retourner L,

else if eval = [1,1,1,0] then
retourner L,

else if eval = [1,1,0,0] then
retourner L,,,,

else if eval = [1,1,1, 1] then
retourner L,,

end if

> Qs a une racine triple non-nulle

elseif D,, # 0 et I, =0 et Hyper =0 then

vectCov < [D, L]

eval <— evaluer(vectCov,Y)

if eval = [0, 0] then
retourner G,

else if eval = [1,0] then
retourner L,

else if eval = [1, 1] then
retourner L,

end if

end if

> La quartique Qs a une racine nulle

elseif N=0et L #0 et M # 0 then

> Q3 n’a que des racines simples

if Hyper # 0 then

retourner G

> Q3 a une racine double nulle et deux racines simples

else if D,, =0 et H? # 4M then

vectCov < [Cs, L]

eval < evaluer(vectCov,Y)

if eval = [0, 0] then
retourner G,

else if eval = [1,0] then
retourner L,

else if eval = [1, 1] then
retourner L,,,

end if
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> Q3 a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if D,, # 0 et T1# 0 et T2# 0 then

vectCov <« [L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0] then

retourner G0
else if eval = [1] then

retourner L.,

end if

> Q3 a une racine triple nulle et une racine simple
else if D,, =0 et H?> = 4M then

vectCov < [C, D, K5, L]

eval « evaluer(vectCov,Y’)

if eval = [0,0,0,0] then
retourner G,

else if eval = [1,0,0,0] then
retourner L,

else if eval = [1,1,1,0] then
retourner Ly,

else if eval = [1,1,0,0] then
retourner L,,,,

else if eval = [1,1,1, 1] then
retourner L,,

end if

> Q3 a une racine triple non-nulle
else if D,, # 0 et Iy =0 et Hyper = 0 then
vectCov < [D, L]
eval « evaluer(vectCov,Y’)
if eval = [0, 0] then
retourner GG ,.0
else if eval = [1,0] then
retourner L,
else if eval = [1, 1] then
retourner L,
end if
end if
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> Toutes les quartiques ont uniquement des racines non-nulles
else
> Toutes les racines sont simples
if Hyper # 0 then
retourner G ;.4

> Chaque quartique a une racine double et deux racines simples
elseif T1 #0et T2 #0et T3 # 0 et Iy # 0 et I3 # 0 then

vectCov <« [L]
eval < evaluer(vectCov,Y")
if eval = [0] then

retourner G ..
else if eval = [1] then

retourner L.,

end if

> Chaque quartique a une unique racine simple et une racine triple
else if I, # 0 et I3 # 0 et Hessl # 0 then

vectCov <« [ICs, L]
eval < evaluer(vectCov,Y)
if eval = [0, 0] then

retourner G,
else if eval = [1,0] then

retourner Ly,
else if eval = [1, 1] then

retourner L,
end if

end if

end if

A.5 Invariants des état symétriques

Nous renvoyons le lecteur vers la Section [6.2] pour la définition des invariants as-
sociés aux état symétriques. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
de ces invariants en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/
annexes-these/tree/master/invariants’%20%C3%A9tats)20sym,C3%A9triques

A.6 Algorithme de Grover

Nous présentons ici l'algorithme de Grover utilisé pour étudier l'intrication. Nous
implémentons 'opérateur de diffusion en réalisant une symétrie des amplitudes par
rapport a la moyenne, plutot que d’utiliser la version matricielle, pour économiser des
ressources de calcul.
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A.7. Transformée de Fourier Quantique et Etats périodiques

Algorithme 6 GroverAlgorithm

Require: liste : liste des indices des éléments recherchés

Require: n : nombre de qubits

Require: m : nombre d’itérations de 'algorithme

Ensure: Y un vecteur de taille 2" représentant 1’état a n-qubits, résultat de m
itérations de I'algorithme de Grover

Y « Vector(2", |[+)*") > Initialisation du registre a ’état superposé
s < size(liste) > Nombre d’éléments recherchés
for i from 1 to m do > Pour chaque itération de I'algorithme
for j from 1 to s do > Application de ’Oracle
Yliste(j)] + —Y [liste(5)]
end for
moyenne <— mean(Y) > Calcul de la valeur moyenne
for j from 1 to 2" do > Application de la Diffusion
Y[j] < 2-moyenne—Y[j]
end for
end for

retourner Y

A.7 Transformée de Fourier Quantique et Etats
périodiques
A.7.1 Etats périodiques

Nous présentons dans cette sous-section l'algorithme permettant de générer les états
périodiques comme définis en Equation [1.54]

Algorithme 7 GeneratePeriodicStates

Require: [ : le shift de I’état périodique

Require: r : la période de I’état périodique

Require: n : nombre de qubits

Ensure: Y un vecteur de taille 2" représentant 1’état périodique |\I/?r> a n-qubits

Q 2"

A+ [&1] > Nombre d’états de base dans I'écriture

Y < Vector(2",0) > Initialisation du registre a I’état nul

for i from 0 to A —1do > Pour chaque état figurant dans 1’écriture
Y[i+i-r+1]«1

end for

Y < Normalize(Y, EuclideanN orm) > Renormalisation

retourner Y
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A.7.2 Transformée de Fourier Quantique

Nous présentons dans cette sous-section un algorithme afin d’appliquer la Trans-
formée de Fourier Quantique a un état en entrée.

Algorithme 8 QuantumFourierTransform

Require: Y un vecteur de taille 2" représentant 1’état a n-qubits
Require: n : nombre de qubits

Ensure: Yrrg un vecteur de taille 2" représentant 1'état Y apres application de la
TFQ

N 27

W eV > Racine n-ieme de I'unité
TFQ < Matriz([N,N],0) > Initialisation de la matrice
for i from 1 to N do > Pour chaque état figurant dans 1’écriture

for j from 1 to N do
TFQli, j] + \/Lﬁ c=DG-1)
end for
end for
retourner Yrpg

A.8 Algorithmes d’optimisation

Nous avons utilisé tout au long de la these des algorithmes d’optimisation (basés
gradient, ou des méta-heuristiques) afin de maximiser ou minimiser certaines quan-
tités (mesures ou polynomes) : l'algorithme de promenade aléatoire, la méthode du
gradient, et 'algorithme d’optimisation par essaim particulaire. Ces optimisations sont
parfois contraintes par la relation de normalisation, et nous intégrons parfois directe-
ment cette contrainte dans l'algorithme d’optimisation. Le lecteur pourra trouver une
implémentation de ces algorithmes en Maple ou Java au lien suivant : https://github.
com/hjaffali/annexes-these/tree/master/optimisation20numy,C3%A9rique.

A.9 Polynomes de Mermin

Nous présentons les polynomes de Mermin, et la mesure associée de la non-localité
en Section [2.2.3] L’implémentation des polynoémes de Mermin en Maple est accessible
via ce lien : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/polyni,
C3%B4mes’20de’,20Mermin. Nous utilisons les algorithmes d’optimisation présentés en
section précédente pour optimiser les observables afin de maximiser la valeur des po-
lynomes. Nous séparons l'utilisation des polynomes du Mermin dans le cas de 1’algo-
rithme de Grover (ou le nombre de parameétres est réduit a 6) de celle dans le cas
général, cas ol nous avons notamment cherché a évaluer ces polynomes pour les états
issus de la TFQ (ou le nombre de parametres est de 6n, avec n le nombre de qubits).
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A.10. Calcul des singularités des hypersurfaces

A.10 Calcul des singularités des hypersurfaces

Nous rappelons qu'une méthode de détermination de la singularité simple d’un
hypersurface a partir de classification d’Arnold est présentée en Section Un
exemple d’implémentation en Maple pour les 5-qubits est disponible au lien sui-
vant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/singularity
C3%A9s%20des,20hypersurfaces!

A.11 Mesure géométrique de l'intrication

Nous définissons la mesure géométrique de lintrication pour les systemes a n-
qubits (et les états symétriques) en Section et en Section m pour les états
fermioniques. Nous proposons une implémentation en Maple de ces mesures dans le
lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/mesure’,
20g7%C3%A90m/,C3%A9trique’20de’201’ intrication. Les optimisations sont menées a
I’aide des algorithmes précédemment présentés.

A.12 Réseaux de neurones avec Keras

Nous présentons ci-dessous un exemple de code Python, utilisant la bibliotheque
Keras, pour entrainer et évaluer un réseau de neurone pour le probleme de classification
des points sur/a 'extérieur de la variété de Segre pour les états a 5-qubits. Cet exemple
est également accessible a travers le lien suivant : https://github.com/hjaffali/
annexes-these/tree/master/r’C3%A9seaux’,20de’20neurones’,20artificiels.

from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense, Dropout, Activation

from keras.optimizers import SGD

from keras import utils

from keras import layers

from keras.callbacks import EarlyStopping, ModelCheckpoint
from random import randint

from scipy.stats import norm

from scipy.stats import ortho_group

import numpy as np

import sys

import matplotlib.mlab as mlab
import matplotlib.pyplot as plt

#size of the training dataset
training_size = 502600

#size of the validation dataset
validation_size = 55600

#size of the testing dataset
testing_size = 32000

#number of epochs

nbEpochs = 100
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A. IMPLEMENTATIONS INFORMATIQUES

#size of a single input vector

input_data_size = 2%2%2%2x%2

#size of the output

output_data_size = 1

#number of classes in the classification problem
nb_of_classes = 2

def power_2_activation(x):
nnn
Square activation function : x -> x72
Parameters
- x: input number (weighted sum in the context of activation
function)
Return : x72, the input number squared

return (x**2)

def generate_data(size,input_data_size,nb_of_classes):
nnn
Function used to generate datasets (training, validation and
testing)
Parameters

- size : size of the datasets, number of vectors

- input_data_size : size of each vector (number of entries) of the
dataset

- nb_of_classes : number of classes in the classification problem
(used to divide equally the dataset)

Return

- inputs : multidimentional array regrouping all input vectors.
The array is of size : size*input_data_size

- outputs : array regrouping all outputs associated to each input
vector. The array is of size : size

nmnn

# initializing inputs and outputs arrays
inputs = np.empty([size, input_data_size])
outputs = np.empty([size, 1])

# subdividing the dataset depending on the number of classes
temp = int(size/nb_of_classes)
for i in range (0, temp):

#rank 1 tensors, separable states

state = generate_point_on_segre_variety ()

inputs[i] = state.copy ()

outputs[il= [0]

for i in range(temp,temp+int ((size-temp)/5)):
#rank 2 tensors
state = normalize (random_rank_one (5)+random_rank_one (5))
inputs[i] = state.copy ()
outputs[i]l= [1]

for i in range(temp+int ((size-temp)/5) ,temp+2*xint ((size-temp)/5)):
#border rank 3 tensors
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state = normalize(random_rank_one(5)+random_rank_one (5)+
random_rank_one (5))
inputs[i] = state.copy()

outputs[il= [1]

for i in range(temp+2*int ((size-temp)/5) ,temp+3*int ((size-temp)/5)):

#border rank 4 tensors

state = normalize (random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+
random_rank_one (5)+random_rank_one (5))

inputs [i] state.copy ()

outputs[il= [1]

for i in range(temp+3*int ((size-temp)/5) ,temp+4*int ((size-temp)/5)):

#border rank 5 tensors

state = normalize(random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+
random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+random_rank_one (5))
inputs [i] = state.copy ()

outputs[i]= [1]

for i in range(temp+4xint ((size-temp)/5) ,size):
#random tensors
state = random_tensor (5)
inputs[i] = state.copy ()
outputs[i]l= [1]

return inputs, outputs

def random_rank_one(dimension):
nnn
Generate a rank one tensor
Parameters
- dimension : number of qubits
Return

- vector : normalized rank one tensor of size 27" dimension

nmnn

vector = np.random.random(2)*2-1
for i in range(0,dimension-1):
# Kronecker product
vector = np.kron(vector ,np.random.random(2)*2-1)
vector = normalize(vector)
return vector

def random_tensor (dimension):

nnn

Generate a random tensor
Parameters

- dimension : number of qubits

Return

- vector : normalized random tensor of size 2" dimension
nnnn
vector = np.random.random(2**dimension) *2-1
vector = normalize(vector)

return vector

def generate_point_on_segre_variety():
nnn

Generate a 5-qubit separable state
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Return

- vector : 5-qubit normalized separable state
nnn
vector = random_rank_one (5)

return vector

def generate_SLOCC_2x2():

Generate a random 2x2 SLOCC operator
Return
- vec : XXXXXXXX

vec = np.random.random((2,2))*2 -1

det = np.linalg.det(vec)

while (det<0):
vec = np.random.random((2,2))*2 -1
det = np.linalg.det(vec)

vec = vec/np.sqrt(det)

return vec

def apply_SLOCC(vector):

Act on the vector in parameter with a random element of the SLOCC
group

nmnn

sloccl = generate_SLOCC_2x2 ()

slocc2 = generate_SLOCC_2x2()

slocc3 = generate_SLOCC_2x2()

slocc4 = generate_SLOCC_2x2()

slocch = generate_SLOCC_2x2()

matrix = np.kron(np.kron(np.kron(np.kron(sloccl,slocc2),slocc3),

slocc4) ,slocch)
return matrix.dot(vector)

def normalize(v):

nmnn
Normalize the vector in parameter
Parameters
- v : the vector to be normalized
Return

nnnn

norm=np.linalg.norm(v, ord=1)

if norm==
return v

else
return v / norm

# define the LeakyReLU activation fuction
leakyRELU = layers.LeakyReLU(alpha=0.4)

# define the neural network model
model = Sequential ()

## Input Layer
# Dense (100) is a fully-connected layer with 100 hidden units.
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# in the first layer, you must specify the expected input data shape
model.add (Dense (100, input_dim=input_data_size, init=’uniform’))
model.add (leakyRELU)

## Hidden Layer
model .add (Dense (50, init=’uniform’))
model.add (leakyRELU)

## Hidden Layer
model.add (Dense (25, init=’uniform’))
model.add (leakyRELU)

## Hidden Layer
model .add (Dense (16, init=’uniform’))
model.add (leakyRELU)

## Output Layer
model.add (Dense (output_data_size, init=’uniform’))
model.add (Activation(’sigmoid’))

# compiling the model

model.compile(loss=’binary_crossentropy’,
optimizer=’nadam’,
metrics=[’binary_accuracy’])

# generate dummy training data

x_train, y_train = generate_data(training_size,input_data_size,
nb_of_classes)

print(x_train,y_train)

# generate dummy validation data

x_validation, y_validation = generate_data(validation_size,
input_data_size ,nb_of_classes)

print(x_validation,y_validation)

# generate dummy test data

X_test, y_test = generate_data(testing_size,input_data_size,
nb_of_classes)

print (x_test,y_test)

# train the neural network model
model.fit(x_train, y_train,
nb_epoch=nbEpochs,
batch_size=128,
verbose=1,
shuffle=True,
validation_data=(x_validation, y_validation))

# evaluate the trained model on the training , validation and testing
models

loss_train, acc_train = model.evaluate(x_train, y_train, batch_size
=128)

loss_validation, acc_validation = model.evaluate(x_validation,
y_validation, batch_size=128)

loss_test, acc_test = model.evaluate(x_test, y_test, batch_size=128)
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# printing all the losses, accuracies, and the neural network weights
print (loss_train, acc_train)

print (loss_validation, acc_validation)

print (loss_test, acc_test)

print (model .metrics_names)

print (model.get_weights ())

# saving the model in a .hb file

model .save (’model_ReLu_point_in_segre_2x2x2x2x2_database_’+str(
training_size)+’_validation_’+str(validation_size)+’ _test_’+str(
testing_size)+’ _epoch_’+str(nbEpochs)+’.h5’)

######### USING THE MODEL FOR PREDICTIONS #############
#suppose we want to make predictions for the state Phi 5
def generate_state_phi_5():
vector = np.zeros (2*2*2x2x*2)
vector [0] = 1
vector [7] 1
vector [11] =
vector [13] =
vector [14] =
vector [19] =
vector [21] =
vector [22] =
vector [25] =
vector [26] =
vector [28] =
vector [31] = 1
vector = normalize (apply_SLOCC(vector))
return vector

e e

def generate_data_phi_5(size, input_data_size):
inputs = np.empty([size, input_data_size])
for i in range(0,size):
state = generate_state_phi_5()
inputs[i] = state.copy ()
return inputs

# size of the predicition dataset, which is the number of SLOCC
equivalent states used to make the prediction

data_size = 10000

# generate the prediction dataset
prediction_X = generate_data_phi_5(data_size,input_data_size)

# making prediction with the trained network
prediction = model.predict(prediction_X,verbose=1)

print (prediction)

# best fit of data, determining mean and variance
(mu, sigma) = norm.fit(prediction)

# constructing the histogram of the data
n, bins, patches = plt.hist(prediction,bins
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=[0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0],align="mid’)
print (n,bins,patches)

#plotting the histogram

plt.xlabel (’Binary classes’)

plt.ylabel (’Proportion’)

plt.xlim (0, 1)

plt.title(r’$\mathrm{Mean\ value}\ \mu=%.3f,\mathrm{Variancel}\ \sigma
=%.3f$’ % (mu, sigma))

plt.grid(True)

plt.show ()

Listing A.1 — Exemple d’entrainement et de prédiction, pour le probleme de
classification des états séparables a 5-qubits.
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