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remercie également mes frères et sœurs, ma belle-mère, mes oncles et cousins, et le reste
de ma famille, qui m’ont toujours soutenu dans ce projet et m’ont permis d’aborder
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C’est un honneur pour moi de pouvoir adresser ici toute ma gratitude et ma re-
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pour m’aiguiller, m’accompagner et me conseiller avec justesse et bienveillance. Aussi,
il a toujours fait en sorte de prendre les décisions qui m’étaient les plus bénéfiques en
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tuts et universités. Ces voyages ont été riches en rencontres et en expériences, et je tenais
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département COSAM et ses membres pour l’accueil et l’aide apportée tout au long de
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doctorat, et qui continue également de m’inspirer à travers sa vision de l’informatique,
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une paire de particules intriquées : l’excitation de l’un engendrait instantanément l’ex-
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Propos préliminaire

Depuis les origines de la vie humaine, l’Homme n’a cessé d’évoluer et de progres-
ser dans la contrée des Sciences et des Connaissances, à la recherche d’une réponse,
d’une compréhension et d’une explication des divers phénomènes qu’il peut rencontrer
ou observer dans le monde qui l’entoure. Cet héritage ne cesse d’évoluer, et peut parfois
converger, vers une description plus précise et plus générale de la réalité observée ou
conçue, mais demeurera indéniablement incomplet et inconsistant. En revanche, cela
n’empêche pas l’émergence de nouvelles idées et concepts, motivés par de nouveaux
constats pratiques et résultats théoriques. Parmi les théories et disciplines modernes,
émergentes et bouleversantes de ce dernier siècle, figure celle de la Mécanique Quan-
tique (MQ), s’attachant à étudier et décrire les phénomènes physiques fondamentaux à
l’œuvre à l’échelle atomique et subatomique [280].

C’est de cette dernière discipline qu’est née la Théorie de l’Information Quantique
(TIQ), domaine alliant à la fois physique, mathématiques et informatique. Prolongeant
la Théorie de l’Information, discipline tout aussi bouleversante développée par Shannon,
elle vise à exploiter les propriétés quantiques des particules utilisées comme support de
l’information. Toute la discipline se développe donc autour de la manipulation théorique
et expérimentale de cette information quantique, et des différents phénomènes physiques
pouvant intervenir.

La TIQ s’est développée depuis sa première suggestion par les travaux de Feynman,
et permit l’émergence de divers domaines d’études : la cryptographie quantique, les
codes correcteurs d’erreurs quantiques, les algorithmes quantiques, la communication
quantique, l’internet quantique, la téléportation quantique, les mémoires quantiques, la
théorie des jeux quantiques, l’apprentissage machine quantique, la simulation et concep-
tion d’ordinateurs quantiques, etc.

Discipline aujourd’hui en pleine évolution, elle ne laisse pas indifférentes les grandes
entreprises et les grandes instances de recherche dans le monde. Du point de vue natio-
nal, un rapport ministériel a été publié (Janvier 2020) regroupant un certain nombre
de propositions concernant la stratégie de la France en ce qui concerne les Technolo-
gies Quantiques. En 2018, l’Europe lançait le Quantum Flagship, initiative européenne
visant à développer les technologies quantiques dans le continent, doté d’un budget de
1 milliard d’euros. En septembre 2019, IBM annonçait la mise à disposition d’un ordi-
nateur quantique, via le cloud, d’une puissance de 53 qubits. En octobre 2019, Google
a annoncé avoir démontré la suprématie quantique (supériorité de l’ordinateur quan-
tique sur les machines classiques). Nous pouvons également citer des entreprises comme
D-Wave ou encore Atos qui travaillent activement dans la réalisation ou la simulation
d’ordinateurs quantiques.

Ainsi, l’étude théorique de certains phénomènes quantiques comme l’intrication,
présente sous différents aspects dans cette technologie quantique, permettrait de faciliter
la conception et le développement de telles applications, tout en apportant de nouvelles
clés de compréhension et d’analyse de ce phénomène non-classique.
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Organisation du manuscrit

Pour plus de clarté dans la présentation des principes théoriques utilisés, des re-
cherches menées et des résultats, ce manuscrit de thèse a été divisé en trois parties.

En Partie I, nous introduisons les principes fondamentaux de la théorie de l’informa-
tion quantique, qui seront réutilisés tout au long de la thèse. Nous introduisons ensuite
des notions de géométrie algébrique, notamment les variétés algébriques en lien avec le
phénomène d’intrication quantique. Enfin, nous présentons justement les définitions et
outils utilisés pour étudier ce dernier phénomène.

En Partie II nous étudions l’intrication quantique dans les algorithmes quantiques.
Nous menons à la fois une étude qualitative et quantitative de l’intrication pour les
algorithmes de Grover et de Shor, afin d’apporter de nouveaux éléments pour expliquer
le comportement de l’intrication au cours de ces algorithmes.

Enfin, en Partie III, nous étudions l’intrication du point de vue de la géométrie
algébrique sous trois axes différents. Le premier axe est d’étudier l’intrication de manière
originale en étudiant les singularités d’hypersurfaces associées aux états quantiques, et
ce dans le cas des 3-qutrits. La seconde approche vise à utiliser les polynômes inva-
riants comme mesure de l’intrication, et de chercher à les maximiser pour proposer ou
confirmer des candidats pour les états maximalement intriqués. Enfin, le dernier axe
vise à développer des outils d’apprentissage supervisé à l’aide de réseaux de neurones
pour apprendre à reconnâıtre certaines variétés algébriques directement liées à certaines
classes d’intrication.

Nous renseignons en Annexe A l’ensemble des algorithmes et codes utilisés pour les
calculs et les implémentations informatiques.
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• Frédéric Holweck, Hamza Jaffali, and Luke Oeding, Entanglement of fermionic systems
from hyperpfaffians, 2021
• Frédéric Holweck, Hamza Jaffali, and Jean-Gabriel Luque, Maximally entangled sym-

metric states from invariants of binary forms, 2021
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2.1.4 Variété de Veronese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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2.1.7 Variété des tangentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

14



Table des matières
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7.5.1 Prédictions pour un état quantique . . . . . . . . . . . . . . . . 226
7.5.2 Classification des 3-qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
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l’état |+〉 [200]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

1.12 Représentation de Majorana pour les deux premiers états de Dicke, dans
le cas des 3-qubits. Le pôle nord désigne l’état |0〉, tandis que le pôle sud
désigne l’état |1〉. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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états séparables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2 Représentation graphique de la recherche de deux éléments orthogonaux
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4.3 Évolution de la valeur absolue de l’hyperdéterminant tout au long des portes
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rangés par ordre croissant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

6.5 Valeur du discriminant pour les 6-qubits symétriques, pour 20000 états
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gauche montre que l’état est bien séparble (classe ‘0’), en générant 1000
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classifieur d’état dégénérés pour les états |δ1〉 et |δ2〉. Le graphique de gauche
concerne à l’état |δ1〉, et celui de droite à l’état |δ2〉. Sur les axes horizontaux,
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états fermioniques maximalement intriqués, dans le cas (k, n) = (3, 9). . . . 187

6.16 Comparaison des mesures numériques (algébriques et géométriques) pour les
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taille de système quantique, pour le problème de séparabilité. . . . . . . . 218
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Introduction et Notions
Fondamentales
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Cette thèse étant à l’intersection de plusieurs disciplines (information quan-
tique, mathématiques, informatique), il convient d’introduire les notions fondamentales
nécessaires à la compréhension de ce travail pour que ce dernier soit accessible au plus
grand nombre. Nous voulions regrouper et centraliser dans cette partie l’ensemble des
définitions et concepts de base, qui pourraient être sollicités dans les différents chapitres
de la thèse, afin notamment de permettre au lecteur de s’attarder sur les notions qu’il
découvre, et de moins le faire pour les notions avec lesquelles il est plus familier. Aussi,
nous voulions dédier les autres parties à la présentation des résultats de recherche pour
plus de clarté.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous présentons succinctement les notions
fondamentales de la théorie de l’information quantique liées à cette thèse. Nous y in-
cluons la définition du qubit et des différents postulats de la mécanique quantique, ainsi
qu’une présentation des algorithmes quantiques étudiés en seconde partie. Enfin, nous
abordons également la question de la représentation de certains systèmes quantiques.

Dans le second chapitre de cette partie, nous abordons à la fois des notions
de géométrie algébrique et d’intrication quantique. Nous introduisons les différentes
variétés algébriques auxquelles nous ferons référence tout au long de la thèse. Nous
définissons ensuite la notion d’intrication quantique du point de vue mathématique,
et précisons sous quel angle nous l’étudions dans ce travail. Enfin nous rappelons
quelques classifications connues de l’intrication pour certains systèmes quantiques, et
nous présentons diverses mesures de l’intrication exploitées dans les parties suivantes.
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Chapitre 1

Bases de la Théorie de l’Information
Quantique

“I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics”, Richard
Feynman.

Dans ce chapitre, nous introduirons les notions de bases et les outils nécessaires à
la compréhension de la Théorie de l’Information Quantique. La notion de qubit sera
introduite, tout en généralisant la définition aux systèmes à plusieurs particules. Les
postulats de la mécanique quantique seront rappelés du point de vue de la TIQ et du
point de vue mathématique. Nous nous attarderons également sur certains aspects liés
au calcul quantique, en présentant notamment les algorithmes quantiques de Grover
et de Shor. Enfin, nous introduirons certaines représentations géométriques liées à la
notion de qubit et d’états symétriques.

1.1 Principes fondateurs

1.1.1 Le bit quantique

La première notion de base qu’il convient d’introduire afin de pouvoir appréhender
la Théorie de l’Information Quantique est celle de bit quantique. Elle est définie par ana-
logie au bit, unité de mesure élémentaire de l’information, en Informatique ou Théorie
de l’Information classique. Ce dernier est défini comme une variable dont la valeur ap-
partient à un ensemble à deux éléments. L’aspect binaire de cette variable est ce qui
la caractérise fondamentalement : un bit aura comme valeur soit le premier élément
de l’ensemble, soit le second élément de l’ensemble. Le bit sert donc à caractériser une
propriété d’un système classique ne pouvant être que dans deux états différents : ouvert
ou fermé, actif ou inactif, orienté vers la droite ou vers la gauche, noir ou blanc, etc.
Le ”ou” ici doit être compris au sens exclusif. Généralement, on adoptera la notation
binaire, représentant donc un bit b comme étant un élément dans l’ensemble binaire
B = {0, 1}.

Le bit quantique vient étendre les possibilités et l’espace des valeurs possibles d’un
bit classique. En effet, un bit quantique pourra soit être égal à 0, soit être égal à 1,
soit être dans une superposition des états 0 et 1. Cette différence fondamentale
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1. Bases de la Théorie de l’Information Quantique

entre le bit quantique et le bit classique est directement issue des lois de la Mécanique
Quantique, et est la première responsable de la différence entre les deux philosophies et
manières de manipuler l’information.

En effet, un bit quantique représentera l’état d’un système quantique, ou l’état
d’une propriété spécifique d’un système quantique : orientation du spin d’un électron,
polarisation d’un photon, etc. Chacune de ces propriétés ne peuvent prendre que deux
valeurs (polarisé verticalement ou horizontalement, pour le photon par exemple), ce
qui justifie l’appellation d’un bit quantique. La mécanique quantique étant linéaire, un
système quantique à deux états peut être donné par une combinaison linéaire de ces
deux états : c’est le principe de superposition.

Le bit quantique est souvent appelé qubit, venant de l’anglais quantum bit, et dispose
d’une convention de notation, proposée par Dirac 1, appelée “bra-ket”. On notera alors
|0〉 et |1〉 les deux états de base associés à un qubit. Le qubit |ψ〉, représentant l’état
du système quantique ψ, sera donc défini comme une superposition des deux états de
base, modélisée par la combinaison linéaire

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 , (1.1)

avec α et β deux nombres complexes appelés les amplitudes de probabilité de l’état
|ψ〉, vérifiant la contrainte de normalisation

|α|2 + |β|2 = 1 . (1.2)

En fixant α = 0 ou β = 0, on retrouve les valeurs de base d’un bit classique |ψ〉 = |0〉
ou |ψ〉 = |1〉, impliquant que le modèle du bit classique est compris dans le modèle de
représentation d’un qubit.

En considérant les états de base |0〉 et |1〉 comme des vecteurs formant une base
orthonormée, un qubit peut alors être vu comme un vecteur dans un espace de Hilbert
H = C2. Tout au long de ce manuscrit, la base {|0〉, |1〉} sera appelée base de calcul
(computational basis en anglais) ou la base canonique de l’espace de Hilbert associé à
un qubit. Ces vecteurs sont usuellement exprimés par

|0〉 ∼
(

1
0

)
, |1〉 ∼

(
0
1

)
, (1.3)

permettant effectivement de voir l’état |ψ〉 comme un vecteur dans un espace vec-
toriel complexe de dimension 2 (voir Figure 1.1) :

|ψ〉 = α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
=

(
α
β

)
∈ H = C2 . (1.4)

À chaque qubit |ψ〉 ∈ H on peut associer l’état dual 〈ψ| ∈ H∗, s’écrivant avec la
notation “bra”, défini par

1. Paul Adrien Maurice Dirac (1902 – 1984) est un mathématicien et un physicien britannique,
considéré comme un des pères de la mécanique, ayant également prévu l’existence de l’antimatière.
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1.1. Principes fondateurs

|0〉

|1〉

|ψ〉

α

β

Figure 1.1 – Représentation graphique dans le plan du qubit |ψ〉 (en bleu) dans la base
de calcul (en noir). La condition de normalisation est représentée par le cercle rouge.

〈ψ| = α〈0|+ β〈1| , (1.5)

avec 〈0| et 〈1| les vecteurs lignes suivants :

〈0| ∼
(
1 0

)
, 〈1| ∼

(
0 1

)
et donc 〈ψ| =

(
α β

)
. (1.6)

De plus, une forme sesquilinéaire hermitienne 〈·|·〉 est naturellement associée à l’es-
pace de Hilbert complexe, définissant un produit scalaire hermitien sur C2. La notation
“bra-ket” permet astucieusement d’effectuer le produit hermitien de deux qubits |ψ〉 et
|ϕ〉 = γ|0〉+ δ|1〉, défini comme :

〈ψ|ϕ〉 =
(
α β

)(γ
δ

)
= αγ + βδ . (1.7)

Ce produit scalaire hermitien définit une forme sesquilinéaire vérifiant un certain
nombre de propriétés :
• Pour tout état |ψ〉 ∈ H, on a 〈ψ|ψ〉 ≥ 0 (positive),
• Pour tout état |ψ〉 ∈ H, 〈ψ|ψ〉 = 0 =⇒ |ψ〉 = 0H (définie),

• Pour tout λ1, λ2 ∈ C, et pour tout |ψ〉, |ϕ1〉, |ϕ2〉 ∈ H, on a 〈ψ|
(
λ1|ϕ1〉 + λ2|ϕ2〉

)
=

λ1〈ψ|ϕ1〉+ λ2〈ψ|ϕ2〉 (linéaire à droite),

• Pour tout λ1, λ2 ∈ C, et pour tout |ψ1〉, |ψ2〉, |ϕ〉 ∈ H, on a
(
λ1〈ψ1| + λ2〈ψ2|

)
|ϕ〉 =

λ1〈ψ1|ϕ〉+ λ2〈ψ2|ϕ〉 (sesquilinéaire à gauche),
• On peut définir une norme sur H, dite norme hermitienne : la norme de |ψ〉 est égale

à ‖ψ‖ =
√
〈ψ|ψ〉 ,

• Pour tout |ψ〉, |ϕ〉 ∈ H, |ψ〉 et |ϕ〉 sont orthogonaux si et seulement si 〈ψ|ϕ〉 = 0.
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1. Bases de la Théorie de l’Information Quantique

La condition de normalisation |α|2 + |β|2 = 1 est donc équivalente à imposer que
tout qubit soit de norme 1. La base orthonormée {|0〉, |1〉} doit alors vérifier les relations
suivantes :

〈0|1〉 = 〈1|0〉 = 0, et 〈0|0〉 = 〈1|1〉 = 1 . (1.8)

1.1.2 Systèmes à plusieurs particules

En informatique classique, il convient de définir des registres de données composés
de plusieurs bits pour pouvoir encoder plus d’information. Un registre binaire de taille
n est donc composé de n bits, et l’état global du registre est totalement décrit par
l’état de chaque bit. On écrit généralement l’état d’un registre binaire en concaténant
la valeur de chaque bit.

En théorie de l’information quantique, mais en physique quantique aussi, il est
nécessaire de pouvoir modéliser des systèmes quantiques composés de plusieurs par-
ticules, et de pouvoir décrire l’état global du système, éventuellement en fonction des
états possibles de chaque particule.

À titre de premier exemple, on se propose d’étudier les systèmes quantiques à 2
particules, où chaque particule ne peut prendre que deux états. Il est clair que chaque
particule peut être modélisée par un qubit, et par conséquent, le système quantique
composé de ces deux particules sera modélisé comme un système à 2-qubits. Soit donc
|ψAB〉 l’état représentant le système quantique composé des particules A et B. La parti-
cule A peut être représentée par un qubit, exprimé comme une superposition des deux
états possibles |0A〉 et |1A〉 de la particule A. Le qubit représentant la particule A sera
donc considéré comme un vecteur de l’espace de Hilbert HA associé à cette particule.
De même, le qubit associé à la particule B sera exprimé dans la base {|0B〉, |1B〉} de
l’espace de Hilbert HB.

L’état |ψAB〉 du système global sera aussi considéré comme un vecteur dans un
espace de Hilbert HAB de dimension 22 = 4, défini comme étant le produit tensoriel des
espaces de Hilbert de chaque particule. On a alors HAB = HA ⊗HB.

Le principe de superposition (premier postulat de la mécanique quantique [200]),
stipule que tout état d’un système quantique s’exprime comme une superposition de tous
les états possibles du système quantique. Le système étant composé de deux particules,
l’état de ce système s’exprimera donc comme la combinaison de toutes les possibilités
associées aux états de base de chaque particule. Par exemple, la première particule peut
être dans l’état de base |0A〉, et la seconde particule dans l’état |1B〉, ce qui implique
que le système est dans l’état |0A〉 ⊗ |1B〉 = |0A〉|1B〉 (le symbole produit tensoriel
est souvent omis). De manière générale, on ne connâıt pas forcément l’état de chaque
particule, et elles peuvent être dans une superposition de leur états de base également.
L’état du système global s’exprime alors de manière générale comme une combinaison
linéaire des états possibles du système :

|ψAB〉 = a00|0A〉|0B〉+ a01|0A〉|1B〉+ a10|1A〉|0B〉+ a11|1A〉|1B〉 . (1.9)
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On omettra souvent d’indiquer les indices correspondants à chaque particule pour la
suite du manuscrit, l’ordre d’écriture des états de base permettra d’identifier la particule
considérée. De plus, on concaténera (comme dans le cas classique) l’écriture des états
de base pour simplifier l’écriture des états quantiques. La ré-écriture de l’état |ψAB〉
suivant ces conventions donne alors :

|ψAB〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉 , (1.10)

avec a00, a01, a10, a11 ∈ C, vérifiant la condition de normalisation

|a00|2 + |a01|2 + |a10|2 + |a11|2 = 1 . (1.11)

Lorsque l’état |ψA〉 = αA|0〉 + βA|1〉 de la particule A est connu, et que l’état
|ψB〉 = αB|0〉 + βB|1〉 de la particule B est aussi connu, alors on peut exprimer l’état
du système global |ψAB〉 à partir du produit tensoriel suivant :

|ψAB〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 = (αA|0〉+ βA|1〉)⊗ (αB|0〉+ βB|1〉) , (1.12)

|ψAB〉 = αAαB|00〉+ αAβB|01〉+ βAαB|10〉+ βAβB|11〉 . (1.13)

On passe alors d’une écriture factorisée à une écriture développée de l’état |ψAB〉.
En revanche, il n’est pas toujours possible de passer d’une écriture développée, où l’état
du système est écrit comme une superposition d’états de base, à une écriture factorisée,
où l’écriture de l’état des particules composant le système est exprimée de manière
indépendante. Ceci est notamment le cas de l’état de Bell |ψBell〉 (voir Équation 1.14),
qui présente des propriétés intéressantes, notamment liées à la notion d’intrication (voir
Section 2.2).

|ψBell〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) . (1.14)

On peut aussi généraliser la notion de système quantique à des dimensions
supérieures. On définit l’état |ψn〉 d’un système à n-qubits comme un système com-
posé de n particules, chacune possédant deux états de base possibles. Cet état sera
également vu comme un vecteur |ψn〉 d’un espace de Hilbert Hn de dimension N = 2n,
défini comme le produit tensoriel de n copies de H = C2, c’est à dire Hn = (C2)

⊗n
=

C2 ⊗ · · · ⊗ C2. L’état |ψn〉 s’écrira alors comme une superposition de tous les états de
base possibles :

|ψn〉 = a0|0 . . . 00〉+ a1|0 . . . 01〉+ a2|0 . . . 10〉+ · · ·+ aN−1|1 · · · 11〉 , (1.15)

avec ∀i ∈ [[0, N−1]], ai ∈ C et
∑N−1

i=0 |ai|2 = 1. On peut également adopter la notation
décimale à la place de la notation binaire pour écrire les états de base intervenant dans
l’expression d’un état quantique. Ainsi un état de base s’écrivant |b1b2 . . . bn〉 en notation
binaire avec bj ∈ B = {0, 1}, pourra s’écrire |B〉 avec B = 2n−1b1 + 2n−2b2 + · · ·+ 20bn
un entier naturel. On pourra alors ré-exprimer |ψn〉 comme suit :

|ψn〉 = a0|0〉+ a1|1〉+ a2|2〉+ · · ·+ aN−1|N − 1〉 . (1.16)
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1.1.3 Manipuler l’état d’un système quantique

Tant qu’un système quantique n’est pas soumis à une mesure ni projeté sur un état
classique, l’état de ce dernier peut évoluer. Cette transformation du système est en effet
régie par le postulat d’évolution.

L’évolution d’un système quantique (fermé), c’est à dire sans interaction extérieure,
est décrit par une transformation unitaire. Cette évolution de l’état provient de l’appli-
cation d’un opérateur linéaire, nommé opérateur d’évolution. Si |ψ(t1)〉 désigne l’état
d’un système quelconque au temps t1, il est alors lié à l’état |ψ(t2)〉 du système au temps
t2 par un opérateur d’évolution U , tel que |ψ(t2)〉 = U |ψ(t1)〉.

Géométriquement, une transformation unitaire est une rotation dans l’espace de
Hilbert, c’est à dire une transformation de l’état du système laissant invariant sa norme,
et est alors l’analogue complexe d’un opérateur orthogonal pour les espaces vectoriels
réels. Contrairement aux opérateurs classiques (par exemple les opérateurs logiques
sur des bits ou registres binaires) qui ne sont pas toujours réversibles, les opérateurs
unitaires admettent toujours une transformation inverse.

Un opérateur unitaire, agissant sur un espace de Hilbert de dimension finie, est une
application linéaire pouvant être représentée à l’aide d’une matrice. Soit une matrice
U ∈Mn(C), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
• la matrice U est unitaire,

• UU † = UU
t

= In,

• U †U = U
t
U = In,

• les vecteurs colonnes de U forment une base orthonormée (au sens du produit hermi-
tien) de Cn,
• les vecteurs lignes de U forment une base orthonormée de Cn.

Un des problèmes résidera alors dans la difficulté à déterminer l’opérateur
d’évolution U , en connaissant les états |ψ(t1)〉 et |ψ(t2)〉. Le sixième (et dernier) pos-
tulat de la mécanique quantique [281] stipule que l’évolution de l’état d’un système
quantique est gouvernée par l’équation de Schrödinger 2

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉 , (1.17)

où i représente l’imaginaire complexe, ~ la constante de Planck réduite et Ĥ
l’opérateur hamiltonien (associé à l’observable “énergie totale du système”).

L’équation de Schrödinger est une équation différentielle du premier ordre par rap-
port au temps. Ce qui signifie que la donnée d’un état initial |ψ(t0)〉 suffit à déterminer
|ψ(t)〉 à tout instant ultérieur t. Ceci n’est valable que si l’évolution n’est pas interrom-
pue par une mesure du système.

2. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrödinger (1887 – 1961) est un physicien, philosophe et
théoricien scientifique autrichien, ayant participé à l’élaboration du formalisme théorique de la
mécanique quantique, notamment connu pour son équation d’évolution de la fonction d’onde, ou pour
l’expérience de pensée liée à son chat.
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Cette équation est également linéaire et homogène. Il existe donc une correspondance
linéaire entre |ψ(t0)〉 et |ψ(t)〉. De ce fait, il existe un opérateur linéaire U(t, t0) tel que
|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉. On peut alors en déduire une solution de l’équation temporelle
de Schrödinger :

U(t, t0) = exp

(
−i(t− t0)

~
Ĥ

)
. (1.18)

Cette “explication simplifiée” de l’évolution de l’état d’un état quantique nous per-
met de comprendre qu’il est possible d’ajuster physiquement l’opérateur hamiltonien
pour piloter l’évolution de l’état quantique. On pourra définir et réaliser des opérateurs
permettant de transformer un état quantique en un état cible par un choix approprié
d’interactions avec le système. On se propose dans la suite de présenter les différentes
portes quantiques utilisées dans le domaine du calcul quantique notamment.

Opérateurs sur un qubit

Comme explicité précédemment, il est toujours possible d’exprimer un qubit comme
un vecteur dans une base d’un espace de Hilbert. Ainsi, un opérateur unitaire agissant
sur un qubit ordinaire prendra la forme d’une matrice carrée d’ordre 2 unitaire. Nous
travaillons usuellement dans la base canonique {|0〉, |1〉}, mais il peut parfois arriver
d’exprimer les états dans une autre base pour simplifier les calculs ou les représentations.

Par exemple, l’opérateur associé à la matrice identité I2 laissera le qubit inchangé.
L’opérateur de négation, connu en informatique sous le nom de porte NON (ou NOT
en anglais), mais noté opérateur X dans le contexte de l’information quantique, modifie
en effet les vecteurs de la base comme suit :

X|0〉 = |1〉 et X|1〉 = |0〉 . (1.19)

La représentation matricielle associée est donc la suivante.

X =

(
0 1
1 0

)
. (1.20)

Si on applique cet opérateur à un état quelconque, on obtient :

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 X−→ |ψ〉X = α|1〉+ β|0〉 . (1.21)

On définit également deux autres opérateurs Y et Z, dont l’action est représentée
par les matrices

Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
. (1.22)

Ces trois opérateurs X, Y et Z sont appelés les opérateurs (ou les matrices) de
Pauli 3, permettant de prendre en compte l’interaction du spin d’une particule avec un

3. Wolfgang Ernst Pauli (1900 – 1958) est un physicien autrichien connu pour sa définition du
principe d’exclusion en mécanique quantique, ou principe de Pauli, ce qui lui valut le prix Nobel de
physique de 1945.
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champ magnétique externe (dans l’équation de Pauli notamment). On prouve que ces
matrices sont hermitiennes et unitaires, et constituent des opérateurs fondamentaux en
théorie de l’information quantique.

Un autre opérateur important est celui d’Hadamard 4, souvent utilisé pour générer
des états complètement parallélisés (dont l’écriture fait intervenir tous les états de base
du système avec la même amplitude de probabilité). La porte de Hadamard, souvent
notée H, est définie par la transformation suivante de la base canonique :

|0〉 → 1√
2
(|0〉+ |1〉) ,

|1〉 → 1√
2
(|0〉 − |1〉) . (1.23)

Cette porte H peut être représentée sous forme matricielle comme suit :

H =
X + Z√

2
=

1√
2

(
1 1
1 −1

)
. (1.24)

On notera les deux états issus de l’application de la porte d’Hadamard à la base
canonique par |+〉 et |−〉. On aura alors

|+〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉), |−〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) . (1.25)

Les quatre matrices X, Y, Z et H sont en effet étroitement liées. On peut ainsi
rapidement établir les relations suivantes :
• X2 = Y 2 = Z2 = H2 = I2,
• XY = iZ , Y Z = iX et ZX = iY ,
• HXH = Z , HYH = −Y et HZH = X.

Enfin, on définit la matrice Rk, utile dans le contexte de l’algorithme de Shor,
permettant d’introduire une phase à l’état |1〉, lorsqu’il est en entrée :

Rk =

(
1 0

0 e
2iπ

2k

)
. (1.26)

Opérateurs sur un système à plusieurs qubits

Tout comme un système à un qubit, un système à 2-qubits évolue selon une trans-
formation unitaire. Un opérateur unitaire agissant sur un système à 2-qubits sera alors
représenté par une matrice carrée d’ordre 4. De façon générale, toute opération unitaire
sur un système à n-qubits peut être représentée par une matrice carrée d’ordre N = 2n.
On pourra ainsi manipuler des états à plusieurs qubits, et réaliser des opérations plus
complexes sur ces derniers.

De plus, un opérateur U agissant sur un état à 2-qubits peut être vu comme un
opérateur global agissant sur tout le système, mais peut aussi parfois être décomposé

4. Jacques Salomon Hadamard (1865 – 1963) est un mathématicien français, notamment connu
pour ses travaux en théorie des nombres, en analyse complexe, en analyse fonctionnelle et en géométrie
différentielle.
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en deux opérateurs U1 et U2 agissant respectivement sur le premier et le second qubit du
système. La transformation globale U s’exprimera alors U = U1⊗U2 comme le produit
tensoriel des deux opérateurs locaux.

Plus précisément, et afin d’expliciter le calcul du produit tensoriel, si les deux ma-
trices U1 et U2 s’expriment explicitement comme

U1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
, U2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
, (1.27)

alors la matrice U sera égale à

U =

a1

(
a2 b2

c2 d2

)
b1

(
a2 b2

c2 d2

)
c1

(
a2 b2

c2 d2

)
d1

(
a2 b2

c2 d2

)
 =


a1a2 a1b2 b1a2 b1b2

a1c2 a1d2 b1c2 b1d2

c1a2 c1b2 d1a2 d1b2

c1c2 c1d2 d1c2 d1d2

 . (1.28)

Ceci servira notamment à la compréhension et à la mise en place d’algorithmes et
de circuits quantiques, notions qui seront introduites dans la Section 1.2.

Il apparâıt donc intéressant d’étudier les principales portes logiques réversibles agis-
sant sur des états à plusieurs qubits. La première est la porte c-NOT , ou controlled-
NOT , utilisée pour appliquer la porte NOT (ou X) en fonction de la valeur du premier
qubit. Elle fonctionne de la manière suivante :

État d’entrée État de sortie
|00〉 |00〉
|01〉 |01〉
|10〉 |11〉
|11〉 |10〉

(1.29)

La porte c-NOT agit en effet sur un système à deux qubits. Elle repose sur le
principe de porte contrôlée, c’est à dire que le premier bit sert de contrôle (bit de
contrôle) et le second bit (bit cible) subit ou non la transformation associée (ici la porte
X), en fonction de l’état du bit de contrôle. Comme nous savons comment l’opérateur
c-NOT transforme les vecteurs de la base de calcul {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}, on peut alors
le représenter par la matrice suivant :

c-NOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (1.30)

Ainsi, la valeur du bit cible est inchangée, si le bit de contrôle vaut 0 ; et la valeur du
bit cible est changée, si le bit de contrôle vaut 1. En fait, le bit cible vaut à la sortie la
somme, modulo 2, des deux bits d’entrée, tandis que le bit de contrôle reste inchangé.
On note alors, c-NOT : (x, y)→ (x, x⊕ y). Il est également possible de définir la porte
c-NOT en intervertissant le rôle des qubits pour le contrôle et la cible (voir plus tard
la porte SWAP)
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En plus de la représentation matricielle, on peut introduire la représentation sous
forme de circuit pour les opérateurs à plusieurs qubits (voir Figure 1.2). Les fils hori-
zontaux matérialisent un qubit ou une particule, et les fils verticaux correspondent à
une interaction entre les qubits, comme le fait qu’un qubit puisse contrôler l’action sur
un second qubit. Le symbole de somme entouré représente la somme binaire modulo 2
pour la porte c-NOT .

|x〉 • |x〉
|y〉 |x⊕ y〉

Figure 1.2 – Représentation sous la forme d’un circuit quantique de l’opérateur à
2-qubits c-NOT .

Enfin, l’application de l’opérateur c-NOT , qui est un opérateur linéaire et unitaire,
à un état à 2-qubits quelconque |ψ〉 donne :

|ψ〉 = α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉 c−NOT−−−−→ α|00〉+ β|01〉+ γ|11〉+ δ|10〉 . (1.31)

Nous souhaitons également introduire une autre porte à 2-qubits souvent utilisée
dans le contexte des calculs, circuits et algorithmes quantiques. La porte SWAP , comme
son nom l’indique, échange la place des deux qubits passés en paramètre : SWAP :
(x, y)→ (y, x). La porte SWAP se compose d’une succession de 3 portes c-NOT , avec
alternance du bit de contrôle :

|x〉 • • |y〉
|y〉 • |x〉

Figure 1.3 – Représentation sous la forme d’un circuit quantique de la porte SWAP

Le lecteur pourra vérifier que la matrice associée à l’action de la porte SWAP sous
un registre à 2-qubits est bien la suivante :

SWAP =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 . (1.32)

Le circuit nous dit que la porte SWAP est en fait une triple application de la porte
c-NOT , en alternant la place du bit de contrôle. On appellera c-NOT1 la porte c-NOT
avec premier qubit en bit de contrôle, et c-NOT2 la porte c-NOT en prenant l’autre
qubit en contrôle. On a donc :

c-NOT1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , c-NOT2 =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 .

La succession de portes quantiques revient à leur composition en terme d’opérateur,
ce qui implique que SWAP = c-NOT1 ◦ c-NOT2 ◦ c-NOT1. Ceci se traduit aussi au
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niveau matriciel. En effet, la matrice de l’application SWAP sera égale au produit des
trois matrices représentant les portes c-NOT le composant :

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

×


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

×


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

Enfin, l’application de l’opérateur SWAP à un état quelconque |ψ〉 donne :

|ψ〉 = α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉 SWAP−−−−→ α|00〉+ β|10〉+ γ|01〉+ δ|11〉 .

De manière plus générale, il existe une porte agissant sur des registres quantiques à
3-qubits, permettant d’introduire plus de flexibilité et de possibilités dans la réalisation
d’opérations sur des registres quantiques. L’opérateur TOF , mis en place par Tommaso
Toffoli 5 en 1980, peut être considéré comme un c-c-NOT (controled-controled-NOT ).
Cette porte apporte une grande aide dans la résolution du problème de réversibilité des
portes logiques classiques.

Cette porte prend 3 qubits en entrée : les deux premiers servant pour le contrôle et le
troisième étant le qubit cible. Cet opérateur réalise ainsi l’application unitaire suivante,
TOF : (x, y, z)→ (x, y, z ⊕ xy). Le circuit correspondant à la porte de Toffoli est donc
le suivant :

|x〉 • |x〉
|y〉 • |y〉
|z〉 |z ⊕ xy〉

Figure 1.4 – Représentation sous la forme d’un circuit quantique de la porte TOF

La porte de Toffoli transforme les états de base d’un système à trois qubits comme
suit :

État d’entrée État de sortie
|000〉 |000〉
|001〉 |001〉
|010〉 |010〉
|011〉 |011〉
|100〉 |100〉
|101〉 |101〉
|110〉 |111〉
|111〉 |110〉

, et donc TOF =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0


. (1.33)

La porte de Toffoli permettra, en considérant certains qubits comme auxiliaires, de
modéliser toutes les portes logiques classiques qui ne sont pas facilement modélisables
à l’aide des portes quantiques usuelles. Enfin, cette porte, ainsi que la porte X et
SWAP , feront partie d’un ensemble universel permettant la génération de toutes les
portes unitaires à n-qubits.

5. Tommaso Toffoli (né en 1943) est un scientifique et un universitaire italien. Il est professeur de
génie électronique et d’informatique à l’université de Boston depuis 1995.
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Théorème 1.1.1 (Kitaev-Shen-Vialyi). Soit n ≥ 2 et N = 2n. Toute matrice unitaire
UN ∈ SU(N), vue comme une porte à n-qubits, est calculée par un circuit sur l’ensemble
de portes :

{X,SWAP, TOF} ∪ {U | U ∈ U(2)} .

Ce théorème nous informe donc que les portes réversibles de base (traduites en
transformations unitaires) ainsi que toutes les portes unitaires agissant sur un qubit,
suffisent pour calculer n’importe quelle transformation unitaire sur un système à n-
qubits.

1.1.4 Mesurer un système quantique

En plus de pouvoir manipuler et guider l’évolution de l’état d’un système quantique,
il convient aussi de pouvoir mesurer, ou observer, ses grandeurs ou propriétés physiques.
En mécanique quantique, mesurer l’état d’un système quantique revient à projeter cet
état dans une base de mesure (on mesure le spin d’un électron par rapport à une
direction, la polarisation d’un photon selon des axes de polarisation, etc.)

Le résultat de cette mesure est probabiliste, et lorsque l’état est en superposition des
états de base, la probabilité d’obtenir un état de base précis est donnée par le module
au carré de l’amplitude correspondante. Par exemple, si le système étudié est un qubit
|ψ〉 = α|0〉+β|1〉 alors la probabilité d’obtenir |0〉 (respectivement |1〉) lorsqu’on mesure
|ψ〉 dans la base canonique est de |α|2 (respectivement |β|2).

De manière plus générale, le principe de mesure en mécanique quantique est aussi
associé à la notion d’observable, permettant de déterminer de manière probabiliste la
valeur de la grandeur mesurée. Il est admit par la communauté scientifique que l’on ne
peut généralement pas établir de manière déterministe le résultat d’une mesure pour
un état quantique, mais seulement déterminer les résultats possibles et les probabilités
associées à chaque résultat. Toutes ces informations sont encodées dans le concept
d’observable [4].

On définit un observable, que l’on notera A, comme étant un opérateur hermitien
linéaire, associé à une propriété d’un système physique, agissant sur des vecteurs de
l’espace de Hilbert H (second postulat [281, 200]). Un opérateur A est hermitien si et

seulement s’il vérifie la relation A = A
t
.

L’ensemble des résultats possibles de la mesure d’une grandeur physique par un
observable A est égal à l’ensemble des valeurs propres {λi}i de l’opérateur A. De plus,
les vecteurs propres {|Φi〉}i de A décrivent tous les états possibles du système quantique
immédiatement après la mesure (troisième postulat [281, 200]). On dira alors que l’état
|ψ〉 sera projeté sur le vecteur propre |Φi〉 (ou le sous-espace propre associé) après une
mesure ayant donné pour résultat la valeur propre λi.

On rappelle la relation liant les valeurs propres et le vecteur propre d’une matrice
d’un opérateur A en Équation 1.34.

A|Φi〉 = λi|Φi〉 . (1.34)
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Une des propriétés des vecteurs propres de tout observable est qu’ils forment une
base orthonormée de l’espace de Hilbert. Ainsi, tout état |ψ〉 ∈ H pourra s’écrire de
manière unique comme étant

|ψ〉 = c1|Φ1〉+ c2|Φ2〉+ · · ·+ cN |ΦN〉 . (1.35)

La mesure de l’état |ψ〉 par l’observable A donnera comme résultat la valeur propre
λi avec une probabilité |ci|2. En effet, et de manière générale, le produit hermitien
〈ϕ|ψ〉 représente l’amplitude de probabilité que l’état |ψ〉 soit dans l’état |ϕ〉 après la
mesure (quatrième postulat [281]). Le module au carré de cette amplitude représente la
probabilité associée. On peut remarquer ici que d’après la loi des probabilités totales,
la somme des probabilités

∑
i |ci|2 doit être égale à 1, ce qui nous permet notamment

de retrouver la condition de normalisation associée à la représentation du vecteur |ψ〉
dans l’Équation 1.35.

D’autre part, dans ce contexte probabiliste de la mesure, il est possible de déterminer
la valeur moyenne théorique de la mesure associée à un observable. Ainsi la prédiction
théorique de la valeur moyenne de la mesure de l’état |ψ〉 par l’observable A est donnée
par la quantité 〈A〉|ψ〉, définie comme étant égale à

〈A〉ψ = 〈ψ|A|ψ〉 . (1.36)

En d’autres termes, l’observable définit une base dans laquelle on mesurera un
système à un ou plusieurs qubits |ψ〉, qui sera projeté sur un des vecteurs de cette
base. À titre d’exemple, l’opérateur Z (porte de Pauli) est l’observable associé à la base
de calcul {|0〉, |1〉} (étant donc ses vecteurs propres) ayant les valeurs propres 1 et −1.
L’observable X (porte de Pauli) est lui associé à la base {|+〉, |−〉}, et de valeur propre
1 et −1.

Dans la base canonique, si on considère l’état |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, on retrouve alors
la probabilité que l’état |ψ〉 soit projeté sur le vecteur propre |0〉 (respectivement |1〉)
est égale à |α|2 (respectivement |β|2).

Les observables sont souvent étudiés dans la littérature en imposant la condition
que les valeurs propres d’un observable à un qubit A doivent appartenir à l’ensemble
{−1, 1} (impliquant que A2 = I2). Ceci est équivalent à dire que l’observable A est un
opérateur unitaire (comme les matrices de Pauli, par exemple).

Il convient ici de faire la distinction entre les opérateurs utilisés dans le contexte
du calcul quantique et de la manipulation des qubits, et les opérateurs utilisés comme
observables de mesure. Les portes de Pauli, par exemple, sont à la fois des matrices
hermitiennes et unitaires, et sont à la fois étudiées pour leur intégration dans les circuits
quantiques, ainsi que pour leur habilité à modéliser une configuration de mesure dans
une base spécifique. Il conviendra alors de distinguer les deux interprétations possibles
de ces opérateurs en fonction du contexte étudié.

Ces portes de Pauli constituent également une base des observables dont le spectre
est égal à {−1, 1} (n’incluant donc pas l’identité). Ainsi, tout observable A dont les
valeurs propres sont −1 et 1, peut s’exprimer comme
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A = aXX + aY Y + aZZ , (1.37)

avec X, Y et Z les matrices de Pauli, et aX , aY , aZ ∈ R, tels que

aX
2 + aY

2 + aZ
2 = 1 . (1.38)

Enfin, il est important de préciser que l’opération de mesure implique une projec-
tion de l’état sur un des états de base, et donc une modification ou une détérioration
de l’information initiale de l’état |ψ〉. La mesure est donc dans la plupart du temps
destructive, et n’est pas un processus réversible comme peut l’être l’application d’un
opérateur d’évolution [200].

1.2 Algorithmes quantiques

En 1982, Richard Feyman 6 émit l’idée qu’aucun calculateur classique ne pourrait
simuler correctement un système quantique du fait des différences fondamentales entre
la physique classique et la physique quantique. Aussi selon Feyman, seule une machine
exploitant les effets de la mécanique quantique serait en mesure de modéliser un système
quantique [100].

Depuis le début des années 1980, de nombreux mathématiciens et informaticiens
travaillent sur l’élaboration d’algorithmes adaptés aux simulateurs et ordinateurs quan-
tiques. De nouveaux algorithmes sont régulièrement proposés à la communauté scien-
tifique, et on en dénombre aujourd’hui pas moins de 420 références 7 concernant de
nouveaux algorithmes quantiques proposés dans la littérature [193].

L’algorithmique est l’étude des processus systématiques de résolution d’un problème,
permettant de décrire précisément les étapes pour résoudre un problème donné [279].
C’est une discipline centrale et primordiale de l’informatique, et elle a également su
se développer dans le domaine de l’information quantique. En effet, les algorithmes
quantiques ont contribué à faire connâıtre et démontrer le potentiel de l’information
quantique, notamment en remettant en question les algorithmes de sécurité classiques
et en démontrant une efficacité et une complexité surpassant certains algorithmes et
calculs classiques.

Une notion importante présente dans le calcul quantique est la réversibilité des trans-
formations des états, à l’exception des mesures ou autres projections. C’est pourquoi
les algorithmes quantiques ou autres protocoles de communication peuvent adopter la
représentation sous forme de circuit pour simplifier l’étude, et également rendre compte
des actions locales et parallèles sur les registres quantiques.

Ainsi, un algorithme quantique s’assurera tout d’abord d’initialiser correctement
les données de départ, notamment les différents registres de données et les registres

6. Richard Phillips Feyman (1918 – 1988) est un physicien américain, l’un des plus influents du
siècle dernier, en raison notamment de ses travaux sur l’électrodynamique quantique, les quarks et
l’hélium superfluide.

7. http://quantumalgorithmzoo.org
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auxiliaires. Il n’est pas impossible d’introduire des registres classiques dans un algo-
rithme quantique lorsque l’aspect quantique de modélisation de l’information n’est pas
utile. Durant l’algorithme, on connâıtra alors diverses manipulations de qubits, sous
la forme de portes quantiques à un ou plusieurs qubits, certaines pouvant modéliser
des fonctions classiques ou d’autres correspondants à des Oracles ou portes contrôlées.
Il sera également nécessaire de pouvoir mesurer certains qubits ou certains registres
manipulés par l’algorithme, en milieu ou en fin d’algorithme. Enfin, dans la description
globale d’un algorithme quantique, il est courant de faire apparâıtre les éventuels pré
et post-traitements classiques sur les données d’entrées ou de sortie (voir Figure 1.5).

Figure 1.5 – Exemple de circuit quantique, se lisant de la gauche vers la droite.
Chaque ligne horizontale permet de modéliser un ou plusieurs qubits. Les lignes ver-
ticales représentent une combinaison de qubits pour la réalisation d’opérations (ici un
contrôle). Une opération peut également s’appliquer sur plusieurs qubits à la fois, et
sera représenté par un bloc intersectant verticalement plusieurs lignes [200].

Dans cette section, nous nous proposons d’introduire et de présenter de manière
générale les deux algorithmes de Grover et de Shor, qui seront étudiés en Chapitres 3
et 4.

1.2.1 Algorithme de Grover

Proposé par Lov Grover 8 en 1996 [117], cet algorithme a pour but de résoudre le
problème de recherche d’un élément dans une base de données non-ordonnée de taille
N . Aucun a priori n’est connu sur l’élément recherché, mais on définit une fonction fO,
appelée communément Oracle, permettant de reconnâıtre l’élément recherché.

La meilleure stratégie classique est équivalente à parcourir un par un les éléments
de la base de données, évaluer l’oracle pour chacun des éléments, jusqu’à le trouver. En
moyenne, cela prend N

2
évaluations de l’oracle, et dans le pire des cas N évaluations.

La complexité est donc linéaire en N ici, en terme d’évaluations de l’oracle. L’un des
grands avantages de l’algorithme de Grover est de proposer une complexité de l’ordre
de O(

√
N) évaluation de l’oracle, pour la recherche d’un élément.

8. Lov Grover (1961) est un informaticien indo-américain aux Laboratories Bell, reconnu notam-
ment pour son algorithme de recherche quantique.
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L’algorithme quantique de Grover propose de représenter l’ensemble de la base de
données comme un registre quantique de taille N . On supposera que N = 2n pour des
raisons de simplification. On représente donc la base de données à l’aide d’un système
quantique à n qubits. Chaque état de base correspond à un élément de la base de
données.

On dénombre quatre étapes principales dans l’algorithme de Grover : l’initialisation,
l’opérateur d’Oracle, l’opérateur de Diffusion et la mesure finale. On notera S l’ensemble
des éléments recherchés lors du lancement de l’algorithme, et |S| désignera le nombre
d’éléments recherchés. En fonction de |S| et N , les opérateurs d’Oracle et de Diffusion
seront répétés plusieurs fois.

Le circuit correspondant aux différentes étapes de l’algorithme est représenté en
Figure 1.6. La première étape est celle de l’initialisation, c’est-à-dire la préparation du
premier registre pour obtenir un état totalement parallélisé |+〉⊗n. Ceci peut se faire en
initialisant le premier registre quantique à l’état |0〉⊗n puis en appliquant la porte de
Hadamard à chaque qubit. Le second registre est composé d’un seul qubit, généralement
initialisé à |−〉, et sert en pratique pour l’implémentation de l’opérateur d’Oracle.

Opérateurs d’Oracle et de Diffusion

|0n〉 H⊗n

O
H⊗n 2|0n〉〈0n| − In H⊗n · · ·

|1〉 H

Répété O
(√

N

|S|

)
fois

Figure 1.6 – Représentation de l’algorithme de Grover sous la forme d’un circuit [133]

Ensuite, l’opérateur d’Oracle va marquer le (ou les) élément(s) recherché(s) dans la
base de données. Ce marquage consiste à multiplier par −1 l’amplitude associée aux
états de base représentant les éléments marqués. L’état du premier registre est alors
modifié. Nous ne nous attarderons pas sur l’implémentation effective de l’Oracle (nous
considérerons l’opérateur d’Oracle comme une boite noire et un opérateur unitaire).
Plusieurs études théoriques et expérimentales ont été néanmoins menées sur le sujet
[200, 218]. Le lecteur prendra tout de même soin de distinguer le fait de connâıtre la
solution, et le fait de pouvoir reconnâıtre la solution. On peut être capable de reconnâıtre
la bonne solution lorsqu’elle se présente à nous, sans pour autant être en mesure de la
déterminer [200]. L’opérateur d’Oracle agit donc comme suit sur les états de base :

|x〉 Oracle−−−−→ (−1)fO(x)|x〉 , (1.39)

avec fO(x) = 1 si x est l’élément recherché, fO(x) = 0 sinon.

L’opérateur de diffusion D intervient ensuite. Il a pour but d’amplifier le module
des amplitudes correspondantes aux éléments marqués. Il correspond à effectuer une
symétrie de toutes les amplitudes autour de la moyenne des amplitudes (voir Équations
1.40 et 1.41) :
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D = H⊗n ·
(
2|0〉⊗n〈0|⊗n − In

)
· (H⊗n) , (1.40)

D
( 2n−1∑

x=0

cx|x〉
)

=
2n−1∑
x=0

(
2c− cx

)
|x〉 , (1.41)

avec c la moyenne de toutes les amplitudes cx.

Combiné avec l’opérateur d’Oracle (qui signe les amplitudes des états recherchés),
cela permet d’amplifier les amplitudes des états recherchés et de réduire les amplitudes
des états non-recherchés (voir Figure 1.7). Ces deux opérations sont répétées kopt fois,
défini tel que :

kopt = bπ
4

√
N

|S|e , (1.42)

avec bxe désignant l’entier le plus proche de x ∈ R [200]. On supposera ici que
le nombre d’éléments marqués |S| est négligeable devant la quantité N = 2n pour
assurer l’approximation de l’index de l’itération optimale. Au delà de l’itération opti-
male kopt, l’amplitude devant les éléments recherchés commence à décrôıtre. En effet on
peut observer un comportement périodique de l’algorithme de Grover si on poursuit les
itérations après l’itération optimale [133, 147]. La complexité de l’algorithme est donc

en O(
√

N
|S|) (voir Equation 1.42).

Figure 1.7 – Représentation de l’évolution des amplitudes du premier registre au cours
de la première itération l’algorithme de Grover pour n = 3 et S = {|101〉} [278]. De
gauche à droite, le premier histogramme représente l’état |+〉⊗3 d’initialisation, le second
histogramme l’application de l’Oracle marquant l’élement recherché et les deux derniers
histogrammes représentent l’application de l’opérateur de Diffusion.

L’algorithme de Grover présente un avantage par rapport aux algorithmes naifs de
recherche, et ceci en particulier pour tout problème de décision dont la complexité est
de classe NP (problèmes pour lesquels on peut vérifier si une proposition de solution
en est bien une, et ceci en un temps polynomial) [193].

Par exemple, l’utilisation de l’algorithme de Grover pour la résolution du problème
d’Amplitude amplification [44], permet un gain quadratique en terme de complexité,
comparé aux algorithmes classiques basés sur des heuristiques.

L’algorithme de Grover peut en outre être utilisé pour trouver le minimum parmi
n nombres [90], pour déterminer la connectivité d’un graphe à n sommets [89] et pour
accélérer les méthodes de type Monte-Carlo [122]
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1.2.2 Algorithme de Shor

L’algorithme de Shor 9, est un des algorithmes quantiques les plus célèbres, connu
notamment pour l’avancée considérable qu’il propose : passer d’une complexité sous-
exponentielle à une complexité polynomiale pour le célèbre problème de factorisation des
entiers. Cet algorithme contribua grandement à faire connâıtre les disciplines de l’infor-
mation et du calcul quantique, que ce soit auprès du grand public comme de la commu-
nauté scientifique, et constitua un des arguments en faveur de leur développement. L’al-
gorithme a été publié il y a plus d’une vingtaine d’années [245], mais il continue d’être
étudié jusqu’à aujourd’hui, et a bouleversé la discipline de la sécurité informatique, per-
mettant l’émergence de la cryptographie post-quantique notamment [153, 35, 111, 36].

Une des spécificités de l’algorithme de Shor est qu’il redéfinit le problème de fac-
torisation comme un problème de recherche de la période d’une fonction, et fait alors
appel à la Transformée de Fourier Quantique pour le résoudre. On se propose tout
d’abord d’introduire formellement le problème de factorisation, puis de présenter la
Transformée de Fourier Quantique pour enfin aborder explicitement l’algorithme de
Shor et les discussions associées.

Mise en place du problème

L’objectif de l’algorithme de Shor est de permettre la résolution du problème de fac-
torisation des entiers. Ce problème est reconnu comme un problème difficile à résoudre,
et c’est pour cette raison que certains algorithmes de cryptographie informatique ex-
ploitent ce fait pour sécuriser les communications et transactions informatiques.

Supposons que nous cherchons à factoriser un entier M . Le principe de l’algorithme
repose principalement sur l’utilisation du théorème d’Euler-Fermat comme formulé ci-
dessous :

Théorème 1.2.1 (Euler-Fermat). Soit M un entier strictement positif et a un entier
premier avec M . Alors nous avons

aϕ(n) ≡ 1 mod M aussi noté aϕ(n) ≡ 1[M ] ,

avec ϕ la fonction indicatrice d’Euler.

Ceci implique notamment que pour tout entier a premier avec M , il existe un entier
positif r tel que :

ar ≡ 1[M ] ⇐⇒ ar − 1 ≡ 0[M ] . (1.43)

Le plus petit entier r vérifiant cette propriété est appelé l’ordre de a modulo M . La
détermination de cet entier a en effet un lien direct avec le problème de factorisation
de l’entier M . Si l’on suppose que r est un entier pair, alors on peut procéder à la
factorisation suivante :

(ar/2 − 1)(ar/2 + 1) ≡ 0 mod M . (1.44)

9. Peter Shor (né en 1959) est actuellement professeur au MIT et membre du CSAIL. Il est connu
pour ses contributions majeures dans le domaine du calcul quantique
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En posant α = ar/2 − 1 et β = ar/2 + 1, nous pouvons en déduire que M divise
le produit αβ. Cependant, le facteur α ne peut pas être un multiple de M , car cela
impliquerait qu’il existe un ordre de a modulo M plus petit que r, ce qui contredit la
définition de r. De ce fait, soit β est un multiple de M , soit α et/ou β renferment des
facteurs de M .

Dans le second cas, en calculant le PGCD(α,M) et PGCD(β,M), nous
récupérerons au moins un facteur du nombre M . De cette manière, on pourra en déduire
une factorisation du nombre M . La principale difficulté de cette approche pour résoudre
le problème de factorisation de M repose dans la difficulté à déterminer l’entier r, ordre
de a modulo M .

C’est ici que le calcul quantique apporte une solution non réalisable de manière
classique, en résolvant le problème de recherche de l’ordre r, par un algorithme de
recherche de la période ayant une complexité de l’ordre de O(n3) avec n le nombre
de qubits sur système quantique utilisé pour résoudre le problème [200]. Pour faire le
lien entre ces deux problèmes nous définissons une fonction périodique f , agissant sur
l’espace de Hilbert à n qubits, dont la période est exactement égale à l’ordre r. Ceci sera
abordé plus en détail en Section 1.2.2, après avoir introduit le Transformée de Fourier
Quantique en sous-section suivante.

Transformée de Fourier Quantique

Dans le domaine de l’information et du calcul quantique, l’analogue de la Trans-
formée de Fourier 10 Discrète (TFD) est la Transformée de Fourier Quantique (TFQ).
La Tranformée de Fourier Quantique agit de manière linéaire sur un registre quantique,
et constitue une étape clé de l’algorithme de Shor, permettant notamment de révéler la
période de la fonction définissant le problème de factorisation (comme nous le verrons
par la suite).

En effet, la TFQ présente des propriétés intéressantes dans le contexte de l’informa-
tion quantique et des algorithmes quantiques [200] :
• c’est un opérateur unitaire,
• elle transforme l’état |0〉⊗n en l’état parallélisé |+〉⊗n = 1√

2n

∑2n−1
i=0 |i〉,

• Linear Shift Invariant property : elle transforme un état périodique en un autre état
périodique, sans prendre en compte le shift initial (voir Chapitre 4 pour de plus amples
informations sur les états périodiques).

Lorsqu’elle est appliquée sur un des états de la base canonique |k〉 ∈
{|0〉, |1〉, . . . |N − 1〉} (exprimés ici en notation décimale), avec N = 2n le nombre d’états
de base et n le nombre de qubits, le résultat de la TFQ peut être décrit comme suit :

|k〉 T FQ−−−→ QFT |k〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

e
2iπ
N
kj|j〉 . (1.45)

10. Jospeh Fourier (1768 – 1830) est un mathématicien et physicien français, notamment connu pour
avoir déterminé, par le calcul, la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction
quelconque à l’aide de ses célèbres séries de Fourier.
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Ainsi, pour un système à n-qubit quelconque |ψ〉, nous avons :

|ψ〉 =
N−1∑
j=0

xj|j〉 T FQ−−−→
∣∣∣ψ̃〉 =

N−1∑
k=0

yk|k〉 , (1.46)

avec,

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xj · ωkj , avec ω = e
2iπ
N . (1.47)

Étant une application unitaire, la Transformée de Fourier Quantique peut aussi être
écrite sous la forme d’une matrice carrée (à coefficients complexes souvent) de taille
2n × 2n :

TFQN =
1√
N



1 1 1 1 · · · 1
1 ω1 ω2 ω3 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(N−1)

1 ω3 ω6 ω9 · · · ω3(N−1)

...
...

...
...

. . .
...

1 ωN−1 ω2(N−1) ω3(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)


, (1.48)

avec ω = e
2iπ
N la racine N -ième de l’unité.

La Transformée de Fourier Quantique peut aussi être décomposée à l’aide de plu-
sieurs portes quantiques de base agissant sur un ou deux qubits, permettant de la
représenter aisément sous la forme d’un circuit quantique, représentation qui s’avère
souvent utile dans le contexte de calculs et algorithmes quantiques. La TFQ peut être
définie comme une combinaison et une succession de trois différentes portes : la porte de
Hadamard, la porte SWAP et la porte controlled -Rk (définie ci-dessous, voir Équation
1.49). Le circuit complet de la TFQ est représenté en Figure 1.8, où la porte SWAPn
à n-qubits consiste à échanger le qubit |x1〉 avec |xn〉, le qubit |x2〉 avec |xn−1〉, et ainsi
de suite.

cRk =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 e
2iπ

2k

 |x〉 Rk

|y〉 •
(1.49)

Une des raisons rendant l’algorithme de Shor efficace, et amenant de l’intérêt pour
la version quantique de la TFQ, est que la complexité de la Transformée de Fourier
Quantique est quadratique en le nombre d’opérations et de portes quantiques présentes
dans le circuit. En effet, en observant le circuit (Figure 1.8), on remarque que :
• sur la première ligne, correspondant au qubit |x1〉, on applique une fois la porte d’Ha-

damard, et n− 1 differents cRk opérateurs,
• sur la ligne de |x2〉 : une fois la porte d’Hadamard, et n− 2 differents cRk opérateurs,
• . . . ,
• sur la ligne de |xn〉 : une fois la porte d’Hadamard,
• enfin, on applique au plus n

2
fois l’opérateur SWAP (agissant sur deux qubits).
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|x1〉 H R2 R3

...
Rn

SWAPn

|x2〉 • H R2

...
Rn−1

|x3〉 • • ...

...
...

...
...

...
... ...

|xn〉 • • ...
H

Figure 1.8 – Représentation de la Transformée de Fourier Quantique, appliquée à un
registre à n-qubit, sous la forme d’un circuit quantique.

Au total, au plus n(n+1)
2

+ n
2

opérations sont effectuées (ou portes quantiques sont
appliquées), ce qui entrâıne une complexité de l’ordre de O(n2) opérations, avec n le
nombre de qubits. Avec N = 2n états de base, on obtient une complexité de l’ordre de
O(log(N)2) opérations

Il peut parâıtre maladroit de comparer, en terme de complexité, la Transformée de
Fourier Quantique, qui agit sur des registres quantiques, et la Transformée de Fourier
Discrète ou la Fast Fourier Transform qui eux agissent sur des vecteurs classiques, et
coûtent respectivement O(m2m) et O(m logm) portes, avec m le nombre de bits. Ce-
pendant, l’exploitation de la superposition quantique, et éventuellement l’intervention
de l’intrication quantique dans ce processus, peuvent expliquer l’intéressante complexité
de la TFQ, et par conséquent l’avantage qu’elle permet d’apporter dans l’algorithme de
recherche de la période de l’algorithme de Shor [154, 147]. Cette question sera discutée
plus en profondeur dans le Chapitre 4.

Recherche de la période

Dans cette sous-section, nous présentons l’algorithme de recherche de la période,
nécessaire à l’implémentation de l’algorithme de Shor. Cet algorithme peut être
représenté sous la forme d’un circuit quantique (voir Figure 1.9).

|0〉 /
n

H⊗n

Uf (x)
QFT

|0〉

Figure 1.9 – Représentation de l’algorithme de recherche de la période, sous la forme
d’un circuit quantique.

On définit tout d’abord une fonction f : HN → HN avec HN = {|x〉 / x ∈ N, x <
N}. On dit que f est périodique de période r < N , lorsque :

∀x ∈ [[0, N − r − 1]], f(|x+ r〉) = f(|x〉) . (1.50)

On suppose par ailleurs que f ne prend jamais deux fois la même valeur dans une
même période. On pose alors f(|x〉) = |ax [M ]〉 qui prend un état |x〉 en paramètre
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1. Bases de la Théorie de l’Information Quantique

et renvoie l’état |ax modulo M〉. Cette fonction permet de modéliser le problème de
recherche de l’ordre de a modulo M . On remarque que la fonction f est en effet
périodique, et on notera r la période de la fonction f . On définit également une porte
Uf : (x, y) → (x, y ⊕ f(x)), permettant d’appliquer la fonction f à un registre quan-
tique, avec x le registre de données. Le résultat sera contenu dans le registre de résultats
y ⊕ f(x).

L’algorithme commence par initialiser le premier registre dans l’état totalement pa-
rallélisé |+〉⊗n et le second registre dans l’état |0〉. Le système quantique |ψ0〉 modélisant
les deux premiers registres après l’intialisation s’exprime comme décrit dans l’équation
suivante :

|ψ0〉 =
1√
N

N−1∑
k=0

|k〉|0〉 . (1.51)

Ensuite la porte Uf est appliquée à l’ensemble des 2 registres. Cela a pour effet de
transformer le second registre qui associe, à chaque état de base dans l’expression du
premier registre, l’application de la fonction f à cet état de base. On récupère alors
l’état |ψ1〉 exprimé comme suit :

|ψ1〉 = Uf |ψ0〉 =
1√
N

N−1∑
k=0

|k〉
∣∣ak[M ]

〉
. (1.52)

L’algorithme continue ensuite en effectuant une mesure sur le second registre. Après
la mesure, on récupère une valeur particulière

∣∣ak0〉 parmi toutes les valeurs
∣∣ak[M ]

〉
cal-

culées précédemment. Or la valeur ak0 n’est pas atteinte, à travers la fonction périodique
f , seulement pour k = k0, mais pour toutes les valeurs périodiques associées à k0, c’est
à dire pour tous les k pouvant s’écrire k = k0 + jr, avec j ∈ N. Il en résulte qu’il ne
reste pas seulement l’état |k0〉 dans le premier registre, après la mesure, mais tous les
autres états donnant la même valeur ak0 modulo l’entier M . On récupère alors l’état
global noté |ψ2〉 tel que :

|ψ2〉 =
1√
K

K−1∑
j=0

|k0 + jr〉
∣∣ak0〉 . (1.53)

Afin d’extraire la période r, on se concentre sur l’état du premier registre qui est
en effet un état périodique de shift égal à k0 et de période r. Un état périodique (à
coefficients positifs et équilibrés)

∣∣Ψn
l,r

〉
à n-qubits, avec un shift l et une période r, est

défini par son écriture comme suit :

∣∣Ψn
l,r

〉
=

1√
A

A−1∑
i=0

|l + ir〉, avec A =

⌈
N − l
r

⌉
, N = 2n . (1.54)

Effectuer une mesure sur le premier registre ne permet pas d’extraire la période
r de l’état périodique, car nous n’avons pas l’information du nombre k0 (qui aurait
pu nous permettre de déduire j0 et r après la mesure). À la place, l’algorithme de
recherche de période propose d’appliquer la Transformée de Fourier Quantique sur le
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1.2. Algorithmes quantiques

premier registre, afin justement de contourner le problème lié à la connaissance de k0,
et de travailler avec un état dont le shift est nul. Cette propriété découle directement
de l’application de la TFQ sur un état périodique.

Pour la suite des calculs, et pour simplifier la présentation de l’algorithme dans ce
manuscrit, nous supposerons que la période r divise N = 2n. Le cas où r ne divise
pas N implique un certain nombre de traitements supplémentaires, ne changeant pas
fondamentalement la complexité globale de l’algorithme de recherche de la période
[200]. Notons K = N

r
. Nous appliquons alors la TFQ sur le premier registre de l’état

périodique |ψ2〉 en omettant d’écrire l’état du second registre :

|ψ3〉 = TFQN |ψ2〉 =
1√
K

K−1∑
j=0

yj|k0 + jr〉 , (1.55)

avec

yj =
1√
N

K−1∑
k=0

e
2iπ
N
j(k0+kr) =

1√
N
e

2iπ
N
jk0

K−1∑
k=0

e
2iπ
N
jkr . (1.56)

Après simplifications de l’état obtenu suite à l’application de la TFQ nous obtenons
l’état suivant :

|ψ3〉 =
1√
r

r−1∑
j=0

e
2iπ
r
jk0

∣∣∣∣jNr
〉
. (1.57)

Si l’on effectue de nouveau une mesure, mais cette fois sur le premier registre, nous
obtiendrons un état |z〉 où z est un multiple de N

r
. De ce fait il existe un j0 ∈ N tel que

z = j0
N
r

. Ceci est équivalent à considérer cette égalité de fraction
z

N
=
j0

r
.

La prochaine étape consiste à déterminer concrètement la période r. On cher-
chera alors à réduire la fraction z

N
. Si j0 et r sont premiers entre eux alors on peut

immédiatement en déduire la période r comme dénominateur. Si ce n’est pas le cas,
différentes procédures seront nécessaires, sans rentrer d’avantage dans les détails, comme
notamment la relance du processus pour mesurer une valeur différente de z et utiliser
l’algorithme des fractions continues pour simplifier la fraction [200]. Il demeure que la
probabilité que j0 ∈ [0, r − 1] soit premier avec r est de l’ordre de 1

2 log(r)
qui reste

strictement supérieure à la quantité 1
n
. De ce fait, on peut espérer qu’en répétant le

processus un certain nombre de fois, il sera bien possible de déterminer la période r.

À partir de la valeur de la période r, on pourra la réutiliser dans un algorithme
plus gobal pour déterminer la décomposition en facteurs du nombre M . Ceci constitue
notamment l’objet de notre prochaine sous-section, visant à présenter l’algorithme de
Shor dans sa globalité.

L’algorithme de Shor explicite

Dans cette sous-section, nous nous proposons de résumer tous les différents aspects
de l’algorithme de Shor vus précédemment en présentant l’algorithme global de facto-
risation.
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1. Bases de la Théorie de l’Information Quantique

Algorithme 1 Algorithme de Shor

Require: M l’entier naturel à factoriser
Ensure: Un facteur de M

1. Si M est pair, retourner 2, sinon on poursuit,
2. Choisir aléatoirement un entier a ∈ [[1,M − 1]]. Si PGCD(a,M) = d > 1, alors
retourner d, sinon on poursuit,
3. On utilise l’algorithme de recherche de la période pour trouver l’ordre r tel que
ar ≡ 1 [M ],
4. Si r est impair, retour à l’étape 2,
5. Sinon, on calcule PGCD(ar/2 ± 1,M), qui nous donne un facteur non trivial de
M .

Ainsi l’algorithme de Shor fait principalement appel à des principes issus de la
théorie des nombres, et à des algorithmes classiques pour déterminer le PGCD par
exemple. La partie quantique de l’algorithme réside dans la recherche de la période,
problème seulement résolvable en une complexité sous-exponentielle de manière clas-
sique.

En terme de complexité, nous pouvons subdiviser l’algorithme en plusieurs modules
et évaluer la complexité de chacun comme suit :
• La Transformée de Fourier Quantique nécessite O(n2) opérations,
• L’application de la fonction f , par exponentiation modulaire, coûte O(n3) opérations,
• L’algorithme de recherche de la période r est donc en O(n3) opérations (deux points

précédents),
• L’algorithme d’Euclide, utilisé pour calculer le PGCD, coûte O(log(M)3) opérations,
• L’algorithme de Shor nécessite alors globalement O(n3) = O(log(N)3) opérations.

En Partie II Chapitre 4, nous étudierons les états générés par la procédure de re-
cherche de la période, plus précisément l’intrication des états périodiques générés après
la mesure du second registre. Nous tenterons de présenter des résultats d’études à la fois
qualitatives et quantitatives pour apporter des nouveaux éléments à la compréhension
de l’intrication dans l’algorithme de Shor.

1.3 Représentation des qubits

1.3.1 Sphère de Bloch

Une des représentations alternatives d’un qubit est celle de la sphère de Bloch 11.
C’est une représentation dans un espace à 3 dimensions, faisant appel à la sphère S2

unitaire dans R3. Un qubit sera alors vu comme un vecteur défini de manière unique
par un point sur la sphère unitaire.

Soit |ψ〉 ∈ H = C2 un qubit défini par |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 avec α et β, vérifiant la
relation de normalisation usuelle (voir Section 1.1.1). On choisit d’adopter la notation

11. Felix Bloch (1905 – 1983) est un physicien suisse, récompensé du prix Nobel de physique en
1952.
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exponentielle pour définir ces deux complexes. On pose alors α = r1e
iϕ1 et β = r2e

iϕ2 ,
avec (r1, r2) ∈ R2 et (ϕ1, ϕ2) ∈ [0, 2π[2.

On ré-écrit alors l’état |ψ〉 comme suit :

|ψ〉 = r1e
iϕ1|0〉+ r2e

iϕ2|1〉 ⇐⇒ |ψ〉 = eiϕ1
(
r1|0〉+ r2e

i(ϕ2−ϕ1)|1〉
)
. (1.58)

On montre que l’état résultant de l’introduction d’une phase globale dans l’écriture
d’un état quantique, représentée ici par le facteur eiϕ1 , est physiquement indiscernable
de l’état initial, dans la mesure où cette phase ne modifie pas les probabilités de mesures
associées aux vecteurs de base. Ceci reste valide quelque soit la base considérée [56, 200].
On peut alors négliger cette phase globale. En rappelant que les coefficients définissant
|ψ〉 doivent vérifier la condition de normalisation, en introduisant la variable θ ∈ [0, 2π[
et en posant ϕ = ϕ2 − ϕ1, on peut ré-écrire l’actuelle expression de l’état |ψ〉 comme
suit :

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiϕ sin

(
θ

2

)
|1〉 . (1.59)

Les réels θ et ϕ (considérés comme l’angle polaire et azimutal) définissent un point
unique sur la sphère S2 (voir Figure 1.10). Cette représentation graphique d’un qu-
bit se révèle souvent utile dans le contexte de l’information quantique ou des calculs
quantiques.

Figure 1.10 – Représentation d’un qubit sur la sphère de Bloch [239]

On montre en effet que deux vecteurs opposés sur la sphère de Bloch sont orthogo-
naux au sens du produit hermitien de C2. D’autre part, plusieurs portes agissant sur un
qubit se décrivent de manière intuitive sur la sphère de Bloch. Appliquer les opérateurs
de Pauli X, Y ou Z, revient à effectuer une rotation autour de l’axe x, y ou z. Appliquer
la porte d’Hadamard revient alors à réaliser une rotation de 90◦ autour de l’axe y, puis
de 180◦ autour de l’axe x (voir Figure 1.11).

Des difficultés sont néanmoins rencontrées pour généraliser cette représentation à
un système à n-qubits quelconque, mais des représentations similaires existent pour des
états spécifiques. Ceci est justement l’objet de la sous-section suivante.
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1. Bases de la Théorie de l’Information Quantique

Figure 1.11 – Visualisation de la porte d’Hadamard sur la shpère de Bloch, appliquée
à l’état |+〉 [200].

1.3.2 Représentation de Majorana

Il est possible de représenter, du point du vue de la mécanique quantique, un état
pur à 2j états de base (ou état pur de spin j) par 2j points indiscernables sur la sphère.
C’est en effet une généralisation de la représentation d’un qubit sur la sphère de Bloch
[16, 192]. Une représentation similaire, appelée représentation de Majorana 12 [185], peut
être adoptée pour les états symétriques à n-qubits.

Un état symétrique à n-qubits |ψsym〉 est un vecteur de l’espace de Hilbert Hsym =
SymnC2, dont une base orthonormée est donnée par les n+ 1 états de Dicke |Dk〉. Ces
états sont définis comme la somme pondérée équilibrée de toutes les permutations des
états de la base canonique avec n− k qubits à |0〉 et k qubits à |1〉, c’est-à-dire

|Dk〉 =
1√(
n
k

) ∑
perm

|0〉|0〉 · · · |0〉︸ ︷︷ ︸
n−k

|1〉|1〉 · · · |1〉︸ ︷︷ ︸
k

. (1.60)

Tout état symétrique |ψsym〉 pourra alors s’exprimer comme :

|ψsym〉 =
n∑
i=0

ai|Dk〉 , (1.61)

avec ai ∈ C. La représentation de Majorana d’un état |ψsym〉 consiste à trouver
l’unique ensemble composé de n qubits |p1〉, |p2〉, . . . , |pn〉 tel que, à une phase près,

|ψsym〉 = |p1〉 ◦ |p2〉 ◦ · · · ◦ |pn〉 , (1.62)

avec ◦ désignant ici le produit symétrique de tenseurs, tel que, pour toutes les
permutations σ ∈ Sn,

|p1〉 ◦ |p2〉 ◦ · · · ◦ |pn〉 =
1√
K

∣∣pσ(1)

〉
◦
∣∣pσ(2)

〉
◦ · · · ◦

∣∣pσ(n)

〉
, (1.63)

12. Ettore Majorana (1906 – 1959) est un physicien italien. Il est surtout connu pour ses travaux en
physique des particules, avec des applications particulières de la théorie des neutrinos.
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avec K le coefficient de normalisation dépendant de l’état considéré. Par ailleurs,
comme cela est explicité dans la section précédente (Section 1.3.1), on peut ré-écrire les
états |pi〉 comme étant

|pi〉 = cos
θi
2
|0〉+ eiϕi sin

θi
2
|1〉 . (1.64)

On peut alors voir chaque |pi〉 comme un point sur la sphère, et donc représenter
l’état |ψsym〉 comme une constellation de n points sur la surface S2. Ces points seront
alors appelés Majorana Points (MP, ou points de Majorana), et la sphère correspon-
dante la sphère de Majorana.

À titre d’exemple, on peut exprimer les deux premiers états de Dicke sous forme
de produits symétriques, tel que |D0〉 = |0〉 ◦ |0〉 ◦ |0〉 et |D1〉 = |0〉 ◦ |0〉 ◦ |1〉. La
représentation de Majorana de ces états consistera donc ici en 3 points, positionnés
différemment aux pôles nord ou sud (voir Figure 1.12).

(a) Dicke state |D0〉 (b) Dicke state |D1〉

Figure 1.12 – Représentation de Majorana pour les deux premiers états de Dicke, dans
le cas des 3-qubits. Le pôle nord désigne l’état |0〉, tandis que le pôle sud désigne l’état
|1〉.

À partir de la représentation sous forme de produit symétrique de l’état |ψsym〉, il
n’est pas difficile de retrouver sa décomposition dans la base de Dicke. En revanche,
déterminer les |p1〉, |p2〉, . . . , |pn〉 associés à l’état |ψsym〉 (voir Équation 1.62), et donc
déterminer la représentation de Majorana associée n’est pas aussi direct. Pour ce faire,
on définit un polynôme, appelé polynôme de Majorana :

p|ψsym〉(z) =
n∑
k=1

(−1)k

√(
n

k

)
akz

k . (1.65)

En effet, les quotients des coefficients
cos

θi
2

eiϕi sin
θi
2

= e−iϕi cot θi
2

, définissant les états

|pi〉, correspondent exactement aux racines zi du polynôme p|ψsym〉 (appelées racines de
Majorana) [104]. On établit alors une correspondance directe, pour un état symétrique,
entre l’ensemble de ses points sur la sphère de Marojana, ses coefficients dans la base
de Dicke et les racines du polynôme de Majorana associé :

Points de Majorana {|pi〉}i ⇐⇒ Coefficients {ak}k ⇐⇒ Racines de Majorana {zk}k .
(1.66)
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La correspondance entre les points de Majorana et les racines de Majorana peut aussi
être interprétée géométriquement. En effet, si l’on représente les racines de Majorana
dans le plan complexe, en plaçant la sphère de Majorana de manière tangente à ce
plan, les points de Majorana correspondront alors à la projection stéréographique par
rapport au pôle nord des points représentant les racines dans le plan complexe (voir
Figure 1.13).

Re(z)

Im(z)

|0〉

z1

|1〉

|p1〉

|0〉

z2
|1〉

|p2〉

Figure 1.13 – Projection stéréographique associée au pôle nord, établissant la cor-
respondance entre la représentation stellaire des états symétriques et les racines du
polynôme de Majorana.
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Chapitre 2

Intrication Quantique et Géométrie
Algébrique

“One of the exciting things about an entanglement puzzle is there’s no end to it.
Once you solve how to take it apart, you have to solve how to put it back together”, T.
J. Miller.

2.1 Notions de Géométrie Algébrique

Dans cette section, nous nous proposons d’introduire les notions de géométrie
algébrique utiles dans le cadre de l’étude et de la caractérisation de l’intrication sous
l’action du groupe SLOCC et des interprétations géométriques associées. Cela passe par
la définition de variétés algébriques modélisant certaines propriétés liées à l’intrication.

La géométrie est l’étude des propriétés d’un ensemble de points, ou d’éléments, qui
sont invariantes par un certain groupe de transformations. Ces éléments forment ce que
l’on peut appeler des objets géométriques, et certains de ces objets peuvent trouver
une définition précise d’un point de vue algébrique. On dira alors que la géométrie
algébrique est l’étude d’objets géométriques (tels que des courbes ou des surfaces),
formés par ensemble de points dont les cordonnées vérifient un ensemble d’équations
algébriques.

2.1.1 Espace projectif

Soit V un espace vectoriel de dimension n+1. On appelle espace projectif issu de V ,
et on note P(V ) ou PV , l’ensemble des droites vectorielles de V , c’est à dire l’ensemble
des sous-espaces de dimension 1 de V [246]. On dit que P(V ) est un espace projectif de
dimension n, et on pourra noter Pn = P(V ) et on le définit [160] tel que :

P(V ) = {[v] | v ∈ V \{0V }} , (2.1)

où [v] désigne l’ensemble des vecteurs colinéaires à v. Si le vecteur v s’exprime par les
coordonnées (v0, v1, . . . , vn) dans une base de l’espace vectoriel V , alors la projectivisa-
tion [v] de ce vecteur pourra s’exprimer par les coordonnées homogènes [v0 : v1 : . . . : vn].
Si on considère la relation d’équivalence C×, représentée par l’action du produit par un
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scalaire non nul λ ∈ C∗, alors v est un représentant de la classe d’équivalence [v], définie
comme l’ensemble des vecteurs de V pouvant s’écrire λv.

À titre d’exemple, si V est de dimension 2, alors P(V ) = P1 sera appelé droite
projective, et chaque point de cette droite projective P(V ) représentera une direction
(une droite passant par l’origine) dans l’espace vectoriel V . Dans le cas où V est de
dimension 3, on appelera alors P(V ) le plan projectif.

Dans le contexte de l’information quantique, et de l’étude de l’intrication plus par-
ticulièrement (voir Section 2.2), considérer les états quantiques comme des points de
l’espace projectif associé à l’espace de Hilbert, c’est considérer tous les vecteurs (dans
l’espace de Hilbert) proportionnels (au sens de la multiplication par un scalaire non nul)
comme un même point dans l’espace projectif. La multiplication externe ne changeant
pas la nature de l’état (un état quantique est défini à une phase prêt), et de surcrôıt sa
classe d’intrication, il est alors intéressant de se placer dans l’espace projectif.

2.1.2 Variété Projective

Dans cette section, nous introduisons la notion de variété projective, qui nous per-
mettra ensuite d’associer différentes variétés à différentes classes d’intrication quantique.
Ces variétés sont les objets de base étudiés en géométrie projective, et sont les analogues
projectifs des variétés affines [62]. Dans le contexte de l’information quantique et du
reste de ce manuscrit, lorsque cela n’est pas précisé c’est que nous travaillerons sur le
corps des complexes.

Les variétés algébriques sont définies comme le lieu des zéros de polynômes. Cepen-
dant, en se plaçant dans l’espace projectif, il en résulte que les coordonnées (homogènes)
d’un point de l’espace projectif ne sont pas définies de manière unique, mais à un sca-
laire près. De ce fait, un polynôme ne sera pas considéré comme une fonction car ne
renvoyant pas la même valeur pour plusieurs représentants d’une même classe d’états
colinéaires [83]. En revanche, dans le cadre de la définition de variétés projectives, seule-
ment les zéros des polynômes nous intéressent. Ceci nous motive donc à nous intéresser
aux polynômes homogènes définis ci-dessous [62].

Définition 1. Un polynôme p ∈ C[x0, . . . , xN ] est dit homogène de degré d si, et
seulement si, il s’écrit comme une combinaison linéaire de monômes de degré d. Ainsi
pour tout élément λ ∈ C, on a

p(λx0, . . . , λxn) = λdp(x0, . . . , xn) .

On en déduit alors que si un polynôme homogène s’annule pour un point donné
de l’espace projectif, il s’annulera pour tout représentant de la classe d’équivalence
associée. En effet, pour tout λ 6= 0, nous aurons alors l’équivalence suivante

p(x0, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ p(λx0, . . . , λxn) = 0 . (2.2)

Nous définissons alors à présent la notion de variété projective.
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Définition 2. Soit S ⊂ C[x0, . . . , xN ] un ensemble formé de polynômes homogènes. On
définit V(S) comme le sous-ensemble de PN formé des zéros communs à tous les éléments
de S. Les sous-ensembles V(S) de PN de ce type définissent les variétés projectives.

V(S) =
{

[x] = [x0, x1, . . . , xn] ∈ PN | f(x0, x1, . . . , xn) = 0, ∀f ∈ S
}
.

Deux ensembles distincts de polynômes S et S ′ peuvent définir la même variété
V(S) = V(S ′). Par exemple, il est clair que V(x) = V(x2). Pour préciser l’ensemble
des polynômes s’annulant sur une variété il faut introduire la notion d’idéal, que nous
définissons succinctement ci-dessous.

Définition 3. Soit V une variété projective, sous-ensemble de PN . On appelle idéal de
V , et on le note I(V), l’ensemble des polynômes homogènes de C[x0, . . . , xN ] s’annulant
sur V .

Un théorème clé que l’on doit à Hilbert implique que tout idéal de C[x0, . . . , xN ] est
généré par un nombre fini de polynômes. À partir d’une variété il sera alors possible de
déterminer son idéal, comme il sera aussi possible de déterminer la variété associée à
un idéal quelconque. Ceci indique une correspondance entre variété et idéal, et il sera
alors possible de générer de différentes manières l’idéal d’une variété algébrique [77].

Enfin, et dans le cadre de cette thèse et de l’étude de l’intrication quantique,
lorsque nous considérerons des variétés complexes projectives lisses, nous les noterons
généralement X.

2.1.3 Variété de Segre

Dans le contexte de l’information quantique, la variété de Segre joue un rôle pour la
description mathématique de l’intrication quantique. Elle paramétrise en effet tous les
états séparables (et donc non-intriqués) de l’espace de Hilbert, et les variétés auxiliaires
associées permettent également de mettre en évidence différents aspects ou classes d’in-
trication [128, 135].

Nous proposons d’étudier comme premier objet géométrique la surface quadrique
afin d’introduire sous forme d’exemple cette variété. Nous considérons alors dans P3 la
surface quadrique d’équation z0z3 − z2z1 = 0. Nous nous proposons de voir dans quelle
mesure cette surface peut être vue comme le produit cartésien P1 × P1 de deux droites
projectives plongé dans P3.

L’idée est d’identifier P3 avec la projectivisation de l’espace des matrices carrées
d’ordre 2 à coefficients complexes, c’est-à-dire P3 = P (M2(C)) = P(C2 ⊗ C2). Pour ce
faire, on définit un ensemble S, et on propose deux définitions équivalentes ci-dessous :

S = {(aij) ∈M2(C) | Rang(aij) = 1}
=
{

(aij) 6= 0M2(C) | det(aij) = 0
}
,

(2.3)

représentant toutes les matrices carrées d’ordre 2 à coefficients complexes de rang
1. On associe à S, l’ensemble S̃ = S/C× des classes d’équivalence pour la relation de
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colinéarité. Toutes les matrices de S définies à un facteur multiplicatif près seront donc
dans la même orbite. Ainsi l’ensemble S̃ peut être vu comme la projectivisation des
matrices carrées d’ordre 2 complexes de rang 1.

On définit alors une application ϕ de P1 × P1 dans S̃ comme

ϕ : P1 × P1 → S̃

([x0 : x1], [y0 : y1]) 7→
(
x0

x1

)(
y0 y1

)
=

(
x0y0 x0y1

x1y0 x1y1

)
, (2.4)

et on peut démontrer qu’il s’agit en fait d’un isomorphisme entre les deux ensembles
[20, 63]. Ainsi, tout couple de lignes projectives, défini par deux paires de coordonnées
homogènes, peut être associé à une classe d’équivalence pour les matrices de rang 1. Il
est possible d’aller plus loin, et de plonger notre ensemble S̃ dans l’espace projectif P3

en considérant la transformation suivante :

ϕ2 : S̃ ↪→ P3(
a00 a01

a10 a11

)
7→ [a00 : a01 : a10 : a11]

. (2.5)

Ce plongement revient à ré-écrire les coefficients de la matrice comme un vecteur
ligne exprimant des coordonnées homogènes dans P3. En effet, comme les matrices de S̃
sont définies à un scalaire près, l’image d’une matrice sera bien la classe d’équivalence
représentée par le point de P3 correspondant. Par ailleurs, on peut déduire de la
définition de S que la matrice nulle n’appartient pas à l’ensemble, et cela est cohérent
avec le fait que l’origine [0 : 0 : 0 : 0] n’appartient pas à P3.

Ainsi, en combinant ces deux transformations ϕ et ϕ2, il est possible de plonger le
produit P1 × P1 dans P3, et on appelle ce plongement le plongement de Segre 1 de
deux droites projectives [20] :

Seg : P1 × P1 ↪→ P3

([x0 : x1], [y0 : y1]) 7→ [x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1]
, (2.6)

D’autre part, l’image de P1×P1 par le plongement de Segre dans P3 peut être définie
à l’aide de polynômes homogènes. En effet, on rappelle que de part l’application ϕ, on
peut associer à tout point de P1 × P1 une classe de matrice de rang 1, et ensuite la
voir comme un point en coordonnées homogènes dans l’espace projectif P3. De plus,
la seconde définition de l’ensemble S, nous indique aussi que ce plongement permet de
voir de manière équivalente les matrices 2×2 complexes de déterminant nul comme des
points de P3. Or cette condition de nullité du déterminant s’exprime justement comme
un polynôme homogène de degré 2.

Si on dénote par [z0 : z1 : z2 : z3] les coordonnées homogènes des points de P3, alors
nous pouvons en effet voir P1×P1 comme la variété projective Q = V(z0z3−z2z1) ⊂ P3.
On appelle cette variété Q la surface quadrique [57, 63]. Si l’on s’intéresse à l’image de
toutes les matrices non nulles de M2(C) alors on obtient tout P3. Si l’on ne s’intéresse

1. Corrado Segre (1863 – 1924) est un mathématicien italien connu pour ses contributions majeures
au développement de la géométrie algébrique.
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qu’à l’image des matrices de rang 1 (et donc de déterminant égal à 0), alors on obtient
la variété Q qui est un sous-ensemble de P3. On appelle aussi, de manière générale,
cette variété la variété de Segre.

On peut généraliser le plongement de Segre afin de considérer le produit cartésien
de n espaces projectifs comme une variété projective. Prenons l’espace de Hilbert Hn

tel que Hn = Cd1 ⊗ Cd2 ⊗ · · · ⊗ Cdn , et considérons l’espace projectif associé à chaque
facteur par Pdi−1 = P(Cdi). On définit alors le plongement de Segre du produit de n
espace projectifs comme suit [57] :

Seg : Pd1−1 × · · · × Pdn−1 ↪→ P(Hn)
([v1], [v2], . . . , [vn]) 7→ [v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn]

, (2.7)

où vi est un vecteur de Cdi , et [vi] le point correspondant dans Pdi−1 = P(Cdi). On
plonge alors le produit cartésien Pd1−1 × · · · × Pdn−1 dans l’espace projectif P(Hn) =
Pd1d2...dn−1. De ce point de vue, les points Pd1−1 × · · · × Pdn−1 peuvent être vus comme
des matrices multidimensionnelles, ou des tenseurs, et la variété de Segre Seg(Pd1−1 ×
· · ·×Pdn−1) correspondra alors à l’ensemble des tenseurs de Hn de rang 1 [165, 57] (voir
Section 2.1.6 pour une définition et discussion sur le rang de tenseurs).

Exemple 1. En guise d’exemple, on considère le produit Pa × Pb. Le plongement de
Segre à deux facteurs s’exprimera alors :

Seg : Pa × Pb ↪→ P(a+1)(b+1)−1

([x0 : . . . : xa], [y0 : . . . : yb]) 7→ [x0y0 : x0y1 : . . . : xiyj : . . . : xayb]
. (2.8)

On peut alors montrer que l’image Seg(Pa × Pb) ⊂ P(a+1)(b+1)−1 est une variété
projective définie par l’ensemble des équations de la forme xiyj ×xkyl−xiyl×xkyj = 0
[83]. La variété de Segre à 2 facteur Seg(Pa × Pb) est donc définie comme le lieu des
zéros de l’idéal généré par tous les 2 × 2 mineurs des matrices de taille (a + 1)(b + 1).
La variété de Segre est donc la projectivisation de l’ensemble de matrices de rang 1
[165]. ♦

La variété de Segre modélisera alors tous les tenseurs de Hn de rang 1, c’est-à-
dire pouvant se décomposer en produit tensoriel de vecteurs de chaque espace vectoriel
définissant Hn. Cette notion de factorisation trouve un lien direct avec la notion de
séparabilité des systèmes quantiques, et donc un lien avec la notion d’intrication étudiée
en Section 2.2. Enfin, la variété de Segre définit une orbite fermée pour l’action du
groupe GLd1 × · · · ×GLdn .

2.1.4 Variété de Veronese

De manière analogue au plongement de Segre, on peut définir l’application de Vero-
nese 2 permettant de plonger un espace projectif Pn dans un espace projectif plus grand
PN [83].

2. Giuseppe Veronese (1854 – 1917) est un mathématicien italien, ayant, entre autres, publié de
remarquables ouvrages concernant la géométrie multidimensionnelle.
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Les premiers exemples présentés dans la littérature sont la twisted cubic curve et
la surface de Veronese [57]. Le premier exemple présente une manière de plonger un
espace projectif P1 dans P3, et peut être décrit par la transformation ν3 suivante :

ν3 : P1 ↪→ P3

[x : y] 7→ [x3 : x2y : xy2 : y3]
. (2.9)

L’étude du second exemple par la communauté a été motivée par l’étude des qua-
driques, polynômes de degré 2, de la forme homogène suivante [282] :

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz = 0 . (2.10)

En effet, le plongement de Veronese de degré 2 de P2 dans P5 permet de représenter
l’ensemble des quadriques de la forme décrite en Équation 2.10. Cette variété de Vero-
nese correspond à l’ensemble des quadriques qui s’écrivent Q = L2, avec L = ax+by+cz,
et est définie par

ν2 : P2 ↪→ P5

[x : y : z] 7→ [x2 : y2 : z2 : xy : xz : yz]
. (2.11)

L’image par l’application ν2 : P2 → P5 s’appelle la surface de Veronese [83], et peut
aussi être vue comme la variété projective modélisant toutes les matrices symétriques
de rang 1 de la forme x2 xy xz

xy y2 yz
xz yz z2

 . (2.12)

De manière générale, le plongement de Veronese quadratique ν2(P(H)) est la projec-
tivisation des matrices symétriques de rang 1 [165], et explicitement si v = (v1, . . . , vk) ∈
H alors

ν2([v]) =



v1v1 v1v2 · · · v1vk
v2v1 v2v2 · · · v2vk

...
...

...
...

vkv1 vkv2 · · · vkvk


 . (2.13)

Le plongement de Veronese, ou la variété de Veronese associée, se généralise en
dimensions supérieures en considérant n+ 1 variables, et à tout degré d. Le plongement
de Veronese de degre d, νd : Pn → PN , enverra alors [x0 : . . . : xn] sur tous les monômes
possibles de degré d. La variété sera alors un sous ensemble de l’espace projectif PN ,
avec N =

(
n+d
d

)
− 1 correspondant au nombre de monômes de degré d à n+ 1 variables,

auquel on soustrait 1 par définition de l’espace projectif [83].

Exemple 2. Par exemple, dans le cas où n = 1, le plongement de Veronese de degré
d définit une variété projective appelée variété de Veronese de degré d, pouvant
notamment définir un isomorphisme entre la droite projective P1 et son image dans
νd(P1) comme décrit ci-dessous :

νd : P1 ↪→ Pd
[x : y] 7→ [xd : xd−1y : . . . : xyd−1 : yd]

. (2.14)

Cette variété νd(P1) est souvent appelée la rational normal curve dans la littérature
[165]. ♦
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Il est également possible de voir la variété de Veronese sans utiliser de coordonnées
explicites. En effet, pour un espace de Hilbert donnéH, la variété de Veronese de degré d
plonge l’espace projectif P(H) dans P(SymdH), avec SymdH définissant les puissances
symétriques de degré d sur H [165]. En d’autres termes, on peut écrire :

νd : P(H) ↪→ P(SymdH)
[v] 7→ [v ◦ v ◦ · · · ◦ v] = [v◦n]

, (2.15)

voir Équation 1.63 pour une définition du produit symétrique ◦.

La variété de Veronese, du point de vue de l’intrication, est l’équivalent de la variété
de Segre mais pour les états (ou tenseurs) symétriques. En effet, la variété de Veronese
modélise les états séparables symétriques (donc non-intriqués), et peut alors aussi se
définir comme la restriction de la variété de Segre aux états symétriques [165].

En considérant l’espace de Hilbert à n-qubits Hn = C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2, et en
rappelant que P1 = P(C2), on peut définir l’image du plongement de Veronese de degré
n appliqué à P(C2) comme étant :

νn(P(C2)) = Seg(P1 × P1 × · · · × P1) ∩ P(SymnC2) ⊂ P(Hn) . (2.16)

La variété de Veronese peut de ce fait également être définie par un ensemble de 2×2
mineurs d’une matrice symétrique. Nous nous intéresserons plus en profondeur à cette
variété, dans le contexte de l’étude de l’intrication des états symétriques, notamment
en étudiant les variétés auxiliaires associées dans les Chapitres 6 et 7. Enfin, la variété
de Veronese est une orbite fermée pour l’action du groupe SLd(C).

2.1.5 Variété Grassmannienne

Dans le contexte de la théorie de l’information quantique, la variété de Grassmann 3,
ou variété Grassmannienne, modélise les états fermioniques séparables. Dans cette sec-
tion nous définissons la notion de produit externe nécessaire à l’introduction de la
variété Grassmannienne. En Chapitre 6, nous définissons une mesure de l’intrication
pour les états fermioniques, comme une distance à cette variété, et étudions les états
fermioniques maximalement intriqués.

Soit V un espace vectoriel de dimension n. Soient e1, e2, . . . , en des vecteurs de V
formant une base orthonormée de V . Le produit extérieur de deux vecteurs e1 et e2 de V ,
noté e1 ∧ e2, n’est pas un vecteur du même espace vectoriel V , mais d’un nouvel espace
noté

∧2 V . Ce produit extérieur est bilinéaire, alterné (e1 ∧ e1 = 0) et antisymétrique
(e1 ∧ e2 = −(e1 ∧ e2)).

On définit également le produit extérieur de k vecteurs e1∧ · · · ∧ ek de V comme un
vecteur de l’espace

∧k V , ensemble des produits externes de degré k dans l’espace V .

3. Hermann Günther Grassmann (1809 – 1877) est un mathématicien allemand, considéré aujour-
d’hui comme le fondateur du calcul tensoriel et de la théorie des espaces vectoriels.
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Dans le cas des états fermioniques, on prendra V = Cn, et on modélisera donc un état
fermionique à k particules à n états comme un vecteur |ψ〉 de

∧k Cn, tel que :

|ψ〉 =
∑

1≤i1,...,ik≤n

ai1,...,ik ei1 ∧ · · · ∧ eik , (2.17)

avec les amplitudes complexes ai1,...,ik vérifiant
∑

1≤i1,...,ik≤n |ai1,...,ik |2 = 1. Il est
courant de voir le produit extérieur de k vecteurs e1∧· · ·∧ek noté de manière raccourcie
ei1i2...ik . Pour k = 3, on aura par exemple eijk = ei ∧ ej ∧ ek.

D’autre part, il est possible de voir l’espace
∧k Cn comme un sous-espace de (Cn)⊗k.

En particulier, il est possible d’établir une relation entre le produit extérieur et le produit
tensoriel (néanmoins peu recommandée par Laurent Schwartz [238]). Dans le cas k = 2,
cette relation s’exprime comme suit :

e1 ∧ e2 = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1 . (2.18)

Il est alors possible, de ce point de vue, de voir le vecteur e1 ∧ e2 de
∧2 Cn comme

un tenseur antisymétrique de Cn ⊗ Cn.

Nous pouvons à présent définir la variété projective Grassmannienne [165].

Définition 4. Soit G(k, n) ⊂ P
(∧k Cn

)
l’ensemble des éléments de le forme [e1 ∧

· · · ∧ ek], avec e1, . . . , ek ∈ Cn. Alors G(k, n) est appelée la variété de Grassmann, ou
la Grassmannienne, et son plongement dans l’espace projectif est appelé le plongement
de Plücker.

La Grassmannienne G(k, n) modélise donc l’ensemble des états de
∧k Cn pou-

vant s’écrire de manière factorisée, et représente donc tous les états fermioniques non-
intriqués ou séparables.

Enfin, d’un point de vue géométrique, de la même manière que l’ensemble P(Cn) pa-
ramétrise les sous-espaces de dimension 1 (droites) de Cn, la variété G(k, n) paramétrise
les sous-espaces de dimension k de Cn.

2.1.6 Variété des sécantes et rang de tenseur

Variété des sécantes

Nous choisissons ici d’introduire la notion de variété de sécantes à travers la notion
de joint. On définit alors ci-dessous le joint de deux variétés.

Définition 5. Le joint J(X, Y ) de deux variétés X ⊂ Y ⊂ PN est défini comme la
clôture de Zariski de l’union des droites projectives passant par des points distincts de
X et Y [165], c’est à dire plus précisément :

J(X, Y ) =
⋃

x∈X,y∈Y
x 6=y

P1
xy .
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La première variété des sécantes, souvent notée σ(X) ou σ2(X) se définit comme
l’ensemble des droites projectives reliant deux points d’une même variété. De ce fait, il
est possible de définir cette première variété des sécantes à l’aide du concept de joint
en observant que σ2(X) = J(X,X). De ce fait, la variété projective σ2(X) contiendra
tous les points de toutes les lignes sécantes et tangentes à la variété projective X [165].

La dimension de la variété J(X, Y ) peut être calculée en raisonnant par construction.
En effet, pour obtenir un point j ∈ J(X, Y ), on dispose de dim(X) degrés de liberté
pour choisir un point de X, puis dim(Y ) degrés de liberté pour choisir un point de
Y , puis enfin un degré de liberté en choisissant un point sur la ligne joignant les deux
points précédents. Il peut aussi arriver que la variété J(X, Y ) remplis tout l’espace
ambiant dans ce cas J(X, Y ) = PN . De ce fait, la dimension attendue de la variété
J(X, Y ), s’exprime comme min

(
dim(X) + dim(Y ) + 1, N

)
. Il est néanmoins possible

que la variété de joint J(X, Y ) soit dégénérée et que la dimension attendue ne soit pas
atteinte. On en déduit en outre que la dimension attendue de la variété des sécantes
σ2(X) est donnée par min

(
2 dim(X) + 1, N

)
[165, 57].

De même, la notion de variété des sécantes se généralise à l’ordre supérieur, en
considérant plus de 2 points pour définir les droites sécantes parcourues par la variété
des sécantes. Pour ce faire, on généralise également la notion de joint à l’ordre supérieur.

Définition 6. Le joint de k variétés X1, . . . , Xk ⊂ PN est défini comme étant la clôture
(au sens de Zariski) de l’union des espaces projectifs Pk−1 correspondant, ou par induc-
tion J(X1, . . . , Xk) = J(X1, J(X2, . . . , Xk)).

On pourra alors définir la k-ème variété des sécantes de X, comme étant σk(X) =
J(X, . . . , X), le joint de k copies de X [165].

Il peut arriver que la dimension de la k-ième variété des sécantes σk(X) ne soit pas
égale à la dimension attendue, dans ce cas on dira que X est k-défective ou seulement
défective. On peut alors prouver que si X est k-défective, alors X est aussi j-défective
pour tout j ≥ k. Ceci est notamment le cas de la surface de Veronese (voir Équation
2.11) qui est un des exemples les plus connus de variété défective. De manière générale,
si X ⊂ PN est une variété de dimension n, alors la dimension attendue de la k-ième
sécante σk(X) est donnée par le min

(
k dim(X) + 1, N

)
[165, 57].

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons principalement aux variétés des
sécantes associées à la variété de Segre et à la variété de Veronese. En effet, ces variétés
sont liées à la notion d’intrication, comme suggéré dans les sous-sections précédentes, et
les variétés des sécantes associées permettent une stratification, une classification et une
interprétation géométrique des différentes classes d’intrication des systèmes quantiques
[128, 133].

Remarque 7. Les variétés des sécantes de variétés de Segre trouvent un lien direct avec
la notion de rang, comme abordé plus tard dans cette section, et permet en effet de voir
les points de ces variétés comme des points d’un espace sécant engendré par un certain
nombre d’état séparables. L’étude de ces variétés de sécantes liées aux variétés de Segre
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trouve une grande motivation auprès de la communauté de géométrie algébrique car
directement liée au problème de détermination du nombre minimal de multiplication
nécessaire pour calculer un produit matriciel de taille donnée [164].

Remarque 8. D’autre part, les variétés des sécantes liées aux variétés de Veronese
intéressent grandement les chercheurs en géométrie algébrique, notamment pour leur
lien avec le problème de décomposition de polynômes homogènes. En effet, la variété
des sécantes σp(νd(Pn)) est la fermeture de Zariski de l’ensemble des polynômes ho-
mogènes à n+ 1 variables pouvant s’exprimer comme la somme de p formes linéaires à
la puissance d [165, 57]. Un problème associé est celui de Waring (Waring problem for
forms), mettant en jeu la dimension des variétés des sécantes des variétés de Veronese.
En effet, le problème consiste à déterminer quel est le plus petit entier r0 tel qu’un
polynôme homogène à n + 1 variable de degré peut s’écrire comme la somme de r0 de
formes linéaires élevées à la puissance d. En d’autres termes, cela revient à déterminer
le plus petit r0 tel que σr0(νd(Pn)) = P(Symd Pn), c’est à dire déterminer la variété des
sécantes de plus petit ordre telle qu’elle remplit tout l’espace [57]. La valeur attendue
est fournie par le théorème d’Alexander-Hirschowitz, et ceci sera notamment discuté en
Chapitre 7.

Rang d’un tenseur

Lorsque l’on étudie les tenseurs d’un point de vue mathématique, une des principales
propriétés associée à ces objets est celle du rang, généralisant la notion de rang (bien
connue) pour les matrices. De plus le rang d’un tenseur, lorsqu’il est associé à l’état
d’un système quantique, peut servir de mesure algébrique de l’intrication, et ceci nous
motive entre autres à l’étudier dans le contexte de l’informatique quantique [55].

La notion de rang de tenseur généralise la notion de rang pour les matrices multi-
dimensionnelles. Nous commençons par définir les tenseurs de rang 1.

Définition 9. Soient |ψ1〉 ∈ H1, . . . , |ψm〉 ∈ Hm des vecteurs d’espaces de Hilbert
respectifs. Un tenseur |ψ〉 de H = H1 ⊗ · · · ⊗ Hm est dit de rang 1 (ou élémentaire,
indécomposable ou factorisé) si, et seulement si, il peut s’écrire sous la forme |ψ〉 =
|ψ1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψm〉 [165].

On définit alors le rang général d’un tenseur comme suit :

Définition 10. Soit un tenseur |ψ〉 ∈ H = H1 ⊗ · · · ⊗ Hm. On définit le rang du
tenseur |ψ〉, et on le note Rang(|ψ〉) = r, comme étant l’entier naturel minimum r tel
que |ψ〉 =

∑r
i=1 |Φi〉, avec tous les |Φi〉 ∈ H étant de rang 1 [165].

Remarque 11. Les tenseurs de rang 1 peuvent être vus comme les blocs de base de H.
En effet, il existe toujours une base de H composée de tenseurs de rang 1 tel que tout
tenseur de H peut s’exprimer comme une combinaison de tenseurs de rang 1.
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La détermination de cette valeur minimale r correspondant au rang peut être vue
comme un analogue du problème de Waring pour les tenseurs [57]. Une propriété
intéressante du rang d’un tenseur |ψ〉 ∈ H, notamment lorsqu’il est lié à la notion
d’intrication, est qu’il reste inchangé si l’on effectue un changement de base sur l’es-
pace de Hilbert Hi. Ceci en fait donc un invariant intéressant par transformation locale
de l’état des systèmes quantiques, qui permettra en effet de caractériser l’intrication
quantique.

La notion de rang se définit également pour les tenseurs symétriques, et on parle
alors de rang symétrique. En effet, les tenseurs appartenant à la variété de Veronese, par
exemple, modélisent les tenseurs symétriques de rang 1. La notion de rang symétrique
se définit alors de manière analogue, comme suit :

Définition 12. Le rang symétrique d’un tenseur |ψsym〉 ∈ SymdH, noté
RangSym(|ψsym〉), est le plus petit entier r tel que pour tout |ϕi〉 ∈ H on a :

|ψsym〉 = |ϕ1〉 ◦ |ϕ1〉 ◦ · · · ◦ |ϕ1〉︸ ︷︷ ︸
d fois

+ · · ·+ |ϕr〉 ◦ |ϕr〉 ◦ · · · ◦ |ϕr〉︸ ︷︷ ︸
d fois

.

Remarque 13. Pour tout tenseur |ψsym〉 ∈ SymdCn ⊂ (Cn)⊗d, le rang symétrique
vérifie toujours l’inégalité RangSym(|ψsym〉) ≤

(
n+d−1

d

)
. Le rang symétrique d’un ten-

seur symétrique peut être aussi être comparé au rang d’un tenseur symétrique. En
effet, nous avons toujours RangSym(|ψsym〉) ≥ Rang(|ψsym〉) [165].

Enfin, la notion de rang peut également être définie pour les tenseurs anti-
symétriques, et on parlera alors de rang antisymétrique. Les tenseurs antisymétriques
de rang 1 sont en effet les états de la variété Grassmannienne, et on peut définir le rang
antisymétrique comme suit :

Définition 14. Le rang antisymétrique d’un tenseur |ψasym〉 ∈
∧kH, noté

RangASym(|ψasym〉), est le plus petit entier r tel que pour tout |ϕi,j〉 ∈ H, en précisant
que pour tout i les vecteurs {|ϕi,1〉, |ϕi,2〉, . . . |ϕi,k〉} sont indépendants, on a :

|ψasym〉 =
r∑
i=1

|ϕi,1〉 ∧ |ϕi,2〉 ∧ · · · ∧ |ϕi,k〉︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Rang de bord

Une notion dérivant de la notion de rang est celle du rang de bord. Elle sous-entend
une notion de bord, et de points limites, et se définit en effet comme suit :

Définition 15. Un tenseur |ψ〉 est de rang de bord r, et on note RangBord(|ψ〉) = r
si, et seulement si, il est la limite de tenseurs de rang r, mais n’est pas la limite de
tenseurs de rang s, pour tout s < r [165]. En d’autres termes, |ψ〉 est de rang de bord
r s’il existe une famille de tenseurs {|ψε〉 | ε > 0} de rang r tels que limε→0 |ψε〉 = |ψ〉,
et s’il n’existe pas une telle famille d’états de rang r − 1.
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La notion de rang de bord trouve en effet un lien direct avec les variétés de sécantes.
En effet, si X désigne la variété de Segre (des tenseurs de rang 1, et donc de rang de
bord 1), alors r-ième variété des sécantes σr(X) définira l’ensemble des tenseurs |ψ〉 de
rang de bord au plus r [165]. De ce fait, nous avons l’équivalence suivante :

RangBord(|ψ〉) = r ⇐⇒ |ψ〉 ∈ σr(X) et |ψ〉 6∈ σr−1(X) . (2.19)

Remarque 16. Pour tout tenseur |ψ〉 ∈ H, nous avons toujours l’inégalité suivante :
Rang(|ψ〉) ≥ RangBord(|ψ〉) [165].

Exemple 3. À titre d’exemple, on considère le tenseur T = |001〉 + |010〉 + |100〉 de
rang 3. On se propose de démontrer que ce tenseur est de rang de bord égal à 2. En
effet, on peut trouver une famille de tenseurs |ψε〉 de rang 2 tendant vers le tenseur T
lorsque ε tend vers 0.

Tε =
1

Kε

(
1

ε
(|0〉+ ε|1〉)⊗3 − 1

ε
|000〉

)
, (2.20)

avec ε > 0 et Kε le facteur de normalisation dépendant d’ε. Il est clair qu’à partir de
l’écriture de Tε (voir Équation 2.20) que c’est un état de rang 2, quelque soit ε positif
non nul. Il peut être moins évident que ce tenseur tend vers T . On peut développer et
ré-écrire le tenseur Tε comme suit :

Tε =
1

Kε

(1

ε
|000〉+ |001〉+ |010〉+ |100〉+ ε|011〉+ ε|101〉+ ε|101〉

+ε2|111〉 − 1

ε
|000〉

)
.

(2.21)

Il apparâıt à présent plus clairement que les termes |000〉 se simplifient, et que les
termes avec ε en facteur seront éliminés en passant à la limite. Il ne restera donc que
les vecteurs de base |001〉, |010〉 et |100〉 formant le tenseur T , et donc on a bien :

lim
ε→0

Tε = T . (2.22)

♦

D’autre part, il est également possible de définir le rang de bord symétrique et
antisymétrique d’un tenseur comme suit :

Définition 17. Le rang de bord symétrique r d’un tenseur symétrique |ψsym〉, et on
note RangBord,Sym(|ψ〉) = r, est défini comme le plus petit entier r tel que |ψsym〉 est la
limite de tenseurs symétriques de rang symétrique r [165].

Remarque 18. Pour tout tenseur |ψsym〉 ∈ SymdCn ⊂ (Cn)⊗d, le rang de bord
symétrique d’un tenseur symétrique peut être aussi être comparé au rang de bord
d’un tenseur symétrique. En effet, nous avons toujours RangBord,Sym(|ψsym〉) ≥
RangBord(|ψsym〉) [165].

Définition 19. Le rang de bord antisymétrique r d’un tenseur symétrique |ψasym〉, et
on note RangBord,ASym(|ψ〉) = r, est défini comme le plus petit entier r tel que |ψasym〉
est la limite de tenseurs antisymétriques de rang antisymétrique r.
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2.1.7 Variété des tangentes

La variété des tangentes, comme son nom l’indique, est la variété algébrique définie
comme l’union des espaces tangents. Soit une variété algébrique lisse X ⊂ P(H) = PN .
On définit la projectivisation de l’espace tangent TxX au point x ∈ X comme étant
l’ensemble

TxX =
{
v ∈ PN | gradx F (v) = 0, ∀F ∈ I(X)

}
, (2.23)

avec I(X) l’idéal de X, ensemble de polynômes généré par les polynômes définissant
la variété X [101]. On définit alors la variété des tangentes de X, notée τ(X) ⊂ PN
comme étant

τ(X) =
⋃
x∈X

TxX . (2.24)

La variété des tangentes τ(X) est toujours incluse dans la variété des sécantes σ2(X),
et la dimension de la variété des tangentes est l’objet du théorème suivant :

Théorème 2.1.1 (Fulton et Hansen). Soit X ⊂ PN une variété algébrique de dimension
n, alors une de ces deux affirmations est vraie [165] :
• dimσ2(X) = 2n+ 1 et dim τ(X) = 2n,
• σ2(X) = τ(X).

Il est également possible de définir la variété des tangentes en introduisant la notion
d’union de limites de droites projectives, dans un esprit similaire à la notion de joint
(voir Section 2.1.6).

Soit Y une seconde variété algébrique telle que Y ⊂ X ⊂ PN . On définit l’objet
T ?X,Y,y0 comme étant l’union des droites projectives P1

?, avec P1
? définie comme étant la

limite de la droite P1
xy, avec x ∈ X, y ∈ Y et y → y0 ∈ Y . De plus, on définit la variété

T (Y,X) des tangentes relatives de X par rapport à Y comme étant justement l’union
des T ?X,Y,y0 [101, 135] :

T (Y,X) =
⋃
y∈Y

T ?X,Y,y . (2.25)

La variété des tangentes pourra alors aussi être définie par l’égalité τ(X) = T (X,X).
De même, on peut généraliser la notion de variété des tangentes à des ordres supérieurs,
permettant notamment d’introduire la notion de variété osculatoire Osck(X) [165].
Enfin, il est possible de décrire les relations entre les variétés des tangentes et des
sécantes d’ordres supérieurs et leurs dimensions sous la forme d’une châıne d’inclusion,
comme cela est décrit dans la proposition suivante [135] :

Proposition 2.1.1. Soit X ⊂ PN une variété algébrique non-dégénérée de dimension
n. Supposons que la k-ième variété des sécantes est non-défective et ne remplit pas
l’espace ambiant. Alors nous avons la châıne d’inclusion suivante, avec les dimensions
correspondantes :

X︸︷︷︸
dim=n

⊂ τ(X)︸ ︷︷ ︸
=2n

⊂ σ2(X)︸ ︷︷ ︸
=2n+1

⊂ T (X, σ2(X))︸ ︷︷ ︸
=3n+1

⊂ σ3(X)︸ ︷︷ ︸
=3n+2

⊂ T (X, σ3(X))︸ ︷︷ ︸
=4n+2

⊂ · · · ⊂ σk(X)︸ ︷︷ ︸
=kn+k−1

⊂ PN

.
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2.1.8 Variété duale

La notion de dualité projective, et notamment les variétés projectives appelées
variétés duales, ont été intensivement étudiées dans le domaine de la géométrie
algébrique, car permettant notamment de reconstruire n’importe quelle variété pro-
jective à partir de ses hyperplans tangents [256].

Pour tout espace de Hilbert H, on note par H∗ l’espace de Hilbert dual, c’est à dire
l’espace vectoriel défini par les formes linéaires sur H. D’autre part, en se plaçant dans
le contexte de la géométrie projective, le dual P(H)∗ de l’espace projectif lié à l’espace
de Hilbert H correspond à l’espace projectif du dual de H [256]. En d’autres termes on
a P(H)∗ = P(H∗), et tous les points de l’espace projectif dual P(H∗) correspondent aux
hyperplans de P(H).

On rappelle ci-dessous la notion générale de vecteur dual dans un espace équipé
d’une forme hermitienne [165], La notion de vecteur dual a été rapidement esquissée en
Équations 1.5 et 1.6 dans le cadre du qubit.

Définition 20. Soit H un espace de Hilbert et H∗ son espace dual. Alors pour tout
〈α| ∈ H∗, l’hyperplan Hα, dual du point [α] ∈ P(H∗), est le sous-espace de P(H) défini
par Hα = P(α⊥) avec

α⊥ = {|v〉 ∈ H | 〈α|v〉 = 0} .

Inversement, on peut aussi associer à tout point [β] de P(H), associé au vecteur |β〉,
un hyperplan dans P(H∗), c’est à dire l’ensemble des hyperplans de P(H) passant par
[β]. Il vient alors que le dual du dual est l’espace initial, c’est à dire que P(H∗)∗ = P(H).
Cette dualité entre point d’un espace et hyperplan de l’espace dual est illustrée dans le
cas de P2 en Figure 2.1.

(a) Un point dans (P2)∗ (b) Une ligne dans (P2)∗

Figure 2.1 – Représentation graphique dans P2, de la dualité entre points et lignes de
l’espace projectif dual (P2)∗ [106].

À partir de ces définitions de base, nous pouvons à présent définir la notion de variété
projective duale. Soit X ⊂ P(H) une variété algébrique. Nous renvoyons le lecteur à
la Section 2.1.7 pour la définition de l’espace tangent TxX à X au point x ∈ X. Pour
tout hyperplan H ⊂ P(H), on dit que H est tangent à X au point x, si H contient
l’espace tangent TxX. On définira alors la variété duale de la variété X, et on notera
X∗ ⊂ P(H∗), la fermeture (au sens de Zariski) de l’ensemble des hyperplans tangents à
X [106, 256, 165] :

X∗ = {H ∈ P(H∗) | ∃x ∈ X, TxX ⊂ H} ⊂ P(H∗) . (2.26)
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Une manière équivalente de voir la variété duale est de la définir comme l’ensemble
des hyperplans H ∈ P(H∗) tels que la section X ∩H ne soit pas lisse et comporte des
singularités [106, 256, 135, 137]. Cet aspect sera notamment développé au Chapitre 5
pour permettre une classification de l’intrication par l’étude des singularités de cette
section hyperplane.

La variété duale X∗ est une variété projective à part entière, et son dual est donné
par (X∗)∗ = X d’après le théorème de bidualité [106, 135]. D’une manière générale,
on s’attend à ce que X∗ soit une hypersurface : on a dim(X) degrés de liberté pour
choisir x, et codim(X)−1 degrés de liberté pour choisir H qui contient TxX. Lorsque la
variété duale est une hypersurface, un unique (à un scalaire près) polynôme homogène
irréductible définit X∗ et est appelé X-déterminant ou hyperdéterminant, noté ∆X

ou DetX , définissant la variété duale par l’équation DetX = 0. Les points appartenant
à la variété duale X∗ sont dits dégénérés et les points à l’extérieur de cette variété sont
dit non-dégénérés.

Exemple 4. Dans le cas où la variété considérée X = Seg(Pn × Pn) est la variété
de Segre à 2 facteurs, alors la variété duale X∗ est l’hypersurface définie par le fait
que le déterminant (de la matrice associée) est égal à 0. La variété duale dans le cas
où X = Seg(P1 × P1 × P1) a été étudiée par Cayley, et son équation est définie par
l’annulation d’un polynôme quartique appelé l’hyperdéterminant de Cayley [59, 58]. ♦

Exemple 5. Un autre exemple est celui de la variété duale de la variété de Vero-
nese, et le polynôme associé sera alors appelé discriminant [106, 202]. L’étude et
la détermination des hyperdéterminants pour différentes variétés duales a beaucoup
intéressé les géomètres algébriques, et demeure un problème difficile lorsque les dimen-
sions des variétés considérées augmentent [106, 180, 143, 48, 202, 50]. ♦

La variété duale de la variété de Segre, ou d’autres variétés, et l’hyperdéterminant
associé peuvent être utilisés pour caractériser ou étudier les classes d’intrication des
systèmes à plusieurs qubits [190, 135, 137, 136, 131, 138, 149]. Cet objet qu’est l’hy-
perdéterminant reviendra de manière récurrente tout au long de ce manuscrit, car per-
mettant de discriminer qualitativement certaines classes d’intrication en fournissant
une interprétation géométrique, et permet aussi de quantifier l’intrication et d’être vu
comme une mesure possible de ce phénomène non-local.

2.2 Intrication quantique

L’intrication quantique, aussi appelée enchevêtrement quantique, est un phénomène
physique apparaissant à l’échelle subatomique et n’ayant pas d’équivalent (connu à ce
jour) dans le monde macroscopique. Ce phénomène a été historiquement questionné et
formalisé par Einstein et Schrödinger notamment, et cela depuis 1935 déjà [234, 235, 94].
Il est souvent interprété comme une liaison non-classique entre plusieurs particules
quantiques, constituant une corrélation et une dépendance entre les états des différents
systèmes quantiques, et ce, indifféremment de la distance séparant ces systèmes dans
l’espace. La notion d’intrication invite souvent celui qui l’étudie à considérer l’état des
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particules intriquées comme un système unique, sans pouvoir exprimer explicitement
l’état d’une seule de ces particules.

La nature et la réalité physique de l’intrication quantique n’est toujours pas connue
à ce jour, et différentes théories sont mises en avant pour expliquer ou interpréter ce
phénomène à la lumière de la ”physique moderne” [107, 120, 15, 252, 186, 151, 249, 105].

Une des manières les plus intuitives de définir l’intrication, d’un point de vue
mathématique, est d’introduire la notion de séparabilité. Un système quantique est
dit séparable, si l’on peut justement séparer chaque composante, chaque particule,
formant le système quantique, et si l’on peut considérer l’état de chaque particule
indépendamment de l’état des autres particules du système. Mathématiquement, cette
séparation est synonyme de factorisation de l’écriture du système complet en produit
de vecteurs représentant l’état de chaque particule. En effet, si pour un système |ψ〉
à n-qubits, on connâıt l’état |ψi〉 de chaque particule, alors l’état |ψ〉 peut toujours
s’écrire :

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉 . (2.27)

Un état |ψ〉 sera donc séparable s’il peut toujours s’écrire comme le produit ten-
soriel des états |ψi〉 représentant chaque particule. Il apparâıt ici clairement que les
points de la variété de Segre (voir Section 2.1.3) correspondent effectivement aux états
séparables. Ceci implique que tous les états purs n’appartenant pas à la variété de
Segre sont intriqués, ce qui est théoriquement relativement simple à vérifier (même si
la difficulté augmente avec la dimension de l’espace de Hilbert). Ceci contraste avec la
difficulté d’établir des critères nécessaires et suffisants, et implémentables en pratique,
pour l’intrication des états mixtes sous le formalisme des matrices de densité.

Historiquement, c’est l’état de Bell (voir Equation 1.14, aussi appelé état EPR) qui
fut le premier état intriqué introduit dans la littérature. Le cas des états à 2 particules
et deux états de base par particule (2-qubits) est considéré comme le cas le plus simple
d’étude de l’intrication, et sert souvent d’exemple pour introduire explicitement la no-
tion d’intrication (voir Section 2.2.2). En travaillant en dimensions supérieures, l’étude
théorique de l’intrication devient plus difficile, et de nombreux efforts sont actuellement
mis en œuvre pour développer de nouveaux outils.

Dans cette section, nous présentons les principales notions ayant permis l’étude
qualitative et quantitative de l’intrication quantique dans le cadre de cette thèse.

2.2.1 Étude de l’intrication

Afin de caractériser l’intrication quantique à travers différentes classes d’intrication,
il convient de partitionner l’espace de Hilbert en différentes classes d’équivalences, où
la relation d’équivalence est définie par rapport aux opérations appliquées aux états
quantiques [16]. En fonction des différentes natures des transformations (ou opérations)
considérées, les classifications associées, et la difficulté de leur mise en place, peut varier.
Nous nous proposons de rappeler les principales abordées dans la littérature.
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Transformations LU

Une propriété fondamentale de l’intrication quantique est qu’elle reste invariante
quelque soit le changement de base local. Plus particulièrement, la classe d’intrication
d’un état reste inchangée sous l’application d’opérations unitaires locales (changement
de base préservant les bases orthonormales), appelées Local Unitary (LU) transforma-
tions.

Une transformation U agissant sur un système quantique à n particules est dite de
type LU si elle se définit comme le produit de n matrices unitaires locales Ui ∈ U(di,C),
de taille di × di, tel que

U = U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ Un . (2.28)

De ce fait, deux états |ϕ〉, |ψ〉 ∈ Hn sont dit LU-équivalents, s’il existe une trans-
formation LU U telle que |ϕ〉 = U |ψ〉. Ces deux états quantiques partageront alors les
mêmes propriétés physiques, dont l’intrication, du fait de l’impossibilité de la créer ou
de la détruire à l’aide de transformations LU. Différents travaux ont été menés afin de
déterminer des critères nécessaires ou suffisants en ce qui concerne la LU-équivalence
de deux états arbitraires, et des outils permettant de déterminer les formes normales
liées à chaque orbite sous l’action du groupe LU [115, 19, 169, 182, 171].

LOCC et SLOCC operations

Malgré l’aspect local de certaines transformations agissant de manière locale sur les
particules, il est toujours possible de coordonner les différentes opérations quantiques à
distance, en utilisant un canal de communication classique (le téléphone typiquement).

C’est ainsi que l’on définit le groupe des Local Operations and Classical Communica-
tion (LOCC), représentant au plus près les actions réalisées lors des expérimentations :
transformations locales unitaires, coordination par communications classiques et mesure
des systèmes quantiques manipulés. Le groupe LOCC permet alors de modéliser plus
largement les actions sur les systèmes quantiques, par rapport au groupe LU. D’autre
part, dans le cas des états purs (ce qui nous intéresse dans ce travail), il est connu que
deux états sont LOCC-équivalents s’ils sont LU-équivalents [263, 16]. Plusieurs études
de la classification de l’intrication sous l’action du groupe LOCC ont pu être menées
[199, 32, 33, 108], et c’est un problème difficile qui intéresse toujours la communauté
[254].

C’est de ce concept que découle le groupe d’opérations SLOCC (Stochastic Local
Operations and Classical Communication). Introduit pour la première fois par Bennet et
al. [33], et formalisé plus tard dans [87], le groupe SLOCC s’exprime mathématiquement
comme le groupe des opérations locales inversibles.

Lorsque l’on s’intéresse aux états quantiques comme étant des vecteurs de l’espace
de Hilbert Hn = Cd1 ⊗ · · · ⊗ Cdn , un opérateur SLOCC se traduit mathématiquement
comme le produit cartésien de matrices inversibles, modélisant une action réversible
et indépendante pour chaque sous-espace de Hilbert associé à chaque particule (voir
Equation 2.29),
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GSLOCC = GL(d1,C)×GL(d2,C)× · · · ×GL(dn,C) , (2.29)

où GL(d,C) désigne le groupe général linéaire, ensemble des matrices inversibles de
taille d× d à coefficients dans le corps des complexes C.

Lorsque nous travaillons dans l’espace projectif P(Hn) associé à l’espace de Hilbert
Hn, un opérateur SLOCC se traduit mathématiquement comme le produit cartésien de
matrices inversibles de déterminant 1, modélisant une action réversible, indépendante
pour chaque sous-espace de Hilbert associé à chaque particule, et préservant notamment
les orientations et les transformations projectives (voir Equation 2.30),

GSLOCC = SL(d1,C)× SL(d2,C)× · · · × SL(dn,C) , (2.30)

où SL(d,C) désigne le groupe spécial linéaire, ensemble des matrices inversibles de
déterminant égal à 1 de taille d × d à coefficients dans le corps des complexes C. Sauf
précision de notre part, nous ferons référence à cette dernière définition du groupe
SLOCC tout au long de ce manuscrit.

L’action du groupe SLOCC peut être vue comme similaire à l’action du groupe
LOCC, si ce n’est que l’équivalence entre deux états n’est pas nécessairement
déterministe. En effet, on introduit un aspect stochastique dans la correspondance entre
les états, et la probabilité de succès d’une opération doit seulement être non nulle. De ce
fait, les opérateurs SLOCC ne sont pas équivalents à des transformations LU. L’action
d’un élément du groupe SLOCC sur un état quantique peut avoir l’effet d’augmenter ou
de réduire le taux d’intrication (au sens de la mesure de l’intrication par exemple (voir
Section 2.2.3)), mais ne peut pas créer de l’intrication (transformer un état séparable en
état intriqué) ou complètement détruire de l’intrication entre particules, et ceci même
en présence d’un processus stochastique. D’autre part, cet aspect non-déterministe des
opérations locales, munies de communication classique, intéresse particulièrement les
expérimentalistes [16].

La classification des états quantiques purs, sous l’action du groupe SLOCC a suscité
beaucoup d’intérêt et généré beaucoup d’efforts au sein de la communauté scientifique.
Dans certains cas, des résultats de géométrie algébrique, de théorie de la représentation
ou de théorie des invariants, déjà établis par le passé, ont permis d’en déduire une
classification pour certains systèmes quantiques multipartites [167, 152, 229, 130, 257,
266, 267, 155, 212, 201]. La classification de certains systèmes à quelques particules sous
l’action du groupe est rappelée dans la prochaine sous-section (voir Section 2.2.2).

En outre, la LOCC-equivalence de deux états quantiques implique la SLOCC-
équivalence de ces deux états, mais la réciproque n’est pas forcément vraie. Ainsi la
classification des états sous l’action du groupe LOCC sera plus fine que la classification
sous l’action du groupe SLOCC.

2.2.2 Classification sous SLOCC

Dans cette section nous nous proposons de rappeler les classifications connues sous
SLOCC pour les systèmes purs à plusieurs qubits, en traitant le cas des 2-qubits, des
3-qubits et des 4-qubits.
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Cas des 2-qubits

Le cas des systèmes à 2 particules à 2 états est historiquement celui qui a permis de
définir le phénomène d’intrication. Dans ce cas, la classification est simple et binaire :
un système à 2-qubits est soit séparable soit intriqué. Les représentants respectifs de
ces deux classes d’équivalence peuvent être choisis comme étant l’état |00〉 et l’état

1√
2

(|00〉+ |11〉). Le second état est connu sous le nom d’état |EPR〉 ou d’état de Bell,

en référence au paradoxe EPR et à l’inégalité de Bell [94, 28].

Dans le cas des systèmes purs à 2-qubits, déterminer à laquelle des deux classes
appartient un état peut se faire de manière assez directe. En effet, si on considère un
état |ψ〉 ∈ H2 = C2 ⊗ C2 tel que

|ψ〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉 . (2.31)

alors l’état est séparable si et seulement si a00a11 − a10a01 = 0. Si on représente le
tenseur |ψ〉 sous la forme d’un vecteur multidimensionnel, c’est à dire ici une matrice
2× 2, alors on a

|ψ〉 ∼
(
a00 a10

a10 a11

)
, (2.32)

L’équation a00a11−a10a01 = 0 permettant de distinguer les états séparables des états
intriqués peut alors être interprétée de différentes manières. Elle est à la fois l’unique
équation définissant la variété de Segre X = Seg(P1 × P1) pour les 2-qubits, car elle
est en effet le seul 2 × 2 mineur associé à la représentation matricielle de l’état |ψ〉.
Cette équation est aussi le déterminant de la matrice, et par conséquent est l’équation
définissant la variété duale X∗. On comprend alors que les états dégénérés correspondent
dans ce cas exactement aux états séparables.

Cas des 3-qubits

Le cas des 3-qubits est le premier à illustrer l’existence d’états intriqués non-
équivalents (les états |GHZ〉 et |W 〉 par exemple, voir Table 2.1), comme cela a été pu-
blié la première fois par Dür et al. [87]. On dénombre six orbites sous l’action du groupe
SLOCC pour les systèmes à 3-qubits. Du point de vue de la géométrie algébrique, la
classification des systèmes à 3-qubits (voir Table 2.1) peut être décrite à l’aide notam-
ment de la variété de Segre, la variété des tangentes et sécantes, et la variété duale
[135]. Par ailleurs, une autre interprétation géométrique des classes d’intrication pour
les systèmes à 3-qubits à été proposée par Levay dans [183].

Les états séparables correspondent, comme précédemment, aux tenseurs de la variété
de Segre, donc aux tenseurs de rang 1, et sont des tenseurs dégénérés.

Les états bi-séparables correspondent aux systèmes quantiques qui peuvent se
décomposer sur la forme de deux sous-systèmes indépendants : le premier sous-système
est composé d’une particule, et le second est composé de deux particules intriquées.
Ces tenseurs s’écrivent donc sous la forme du produit tensoriel d’un qubit et d’un état
équivalent à un état EPR. Le rang de ces tenseurs est égal à 2, et ces derniers sont
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Orbite Formes normales Classe Rang ∆222 de Cayley
O6 |000〉+ |111〉 GHZ 2 6= 0
O5 |001〉+ |010〉+ |100〉 W 3 0
O4 |001〉+ |111〉 Bi-Séparable C-AB 2 0
O3 |100〉+ |111〉 Bi-Séparable A-BC 2 0
O2 |010〉+ |111〉 Bi-Séparable B-CA 2 0
O1 |000〉 Séparable 1 0

Table 2.1 – Classification de l’intrication sous SLOCC pour les systèmes à 3 qubits
[135, 147].

considérés comme des états dégénérés, car annulant l’hyperdéterminant de Cayley ∆222

(définissant la variété duale pour les 3-qubits).

L’état |W 〉 s’écrit comme la somme des états de base dont l’écriture binaire à une
distance de Hamming avec l’écriture binaire de l’état |000〉 égale à 1. C’est un tenseur de
rang 3, mais de rang de bord égal à 2 (voir Exemple 3) qui appartient géométriquement
à la variété des tangentes [135], et est aussi un tenseur dégénéré.

Remarque 21. Comme évoqué précédemment, les variétés des tangentes sont des variétés
auxiliaires intervenant notamment dans le problème de classification de l’intrication
sous le groupe SLOCC, permettant une stratification de l’espace ambiant en termes de
classes d’équivalences sous l’action du groupe SLOCC. En particulier, l’état |W 〉 des
3-qubits appartient à la variété des tangentes τ

(
Seg(P1×P1×P1)

)
, mais pas à la variété

des sécantes σ2

(
Seg(P1 × P1 × P1)

)
= P7 [135].

L’état |GHZ〉 est quant à lui le seul type d’intrication représenté par des tenseurs
ne figurant pas sur la variété duale à la variété de Segre, et par conséquent n’annule
pas l’hyperdéterminant de Cayley. Les états de type |GHZ〉 sont des tenseurs de rang
2, car ils sont les tenseurs génériques de la variété des sécantes σ2(X).

Du point de vue des variétés des sécantes, la première sécante remplit déjà tout
l’espace, c’est à dire que σ2

(
Seg(P1 × P1 × P1)

)
= P7 = P(C2 ⊗ C2 ⊗ C2), et ses états

généraux correspondent aux états de type |GHZ〉. Les sous-variétés incluses dans cette
variété modélisent des états d’un type d’intrication différent, comme l’état |W 〉 ou l’état
bi-séparable, ce dernier pouvant être vu comme un état de la variété associée au produit
P1 × σ2(Seg(P1 × P1)) [135].

Cas des 4-qubits

L’espace de HilbertH4 = C2⊗C2⊗C2⊗C2 pour les 4-qubits est connu pour contenir
un nombre infini d’orbites sous l’action du groupe GSLOCC = GL2(C) × GL2(C) ×
GL2(C)×GL2(C).

Néanmoins, en 2002, Verstraete et al. [262] propose une liste de neuf formes nor-
males, définies par des paramètres, permettant de paramétriser toutes les orbites sous
l’action du groupe SLOCC (en intégrant les permutations de qubits). Cette liste de
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familles a par la suite été corrigée est republiée en 2006 par Chterental et Djokovic [72].
Nous utiliserons cette dernière tout au long de ce manuscrit afin de désigner les familles
d’intrication correspondantes (voir Table 2.2).

Gabcd = a+d
2

(
|0000〉+ |1111〉

)
+ a−d

2

(
|0011〉+ |1100〉

)
+

b+c
2

(
|0101〉+ |1010〉

)
+ b−c

2

(
|0110〉+ |1001〉

)
Labc2 = a+b

2

(
|0000〉+ |1111〉

)
+ a−b

2

(
|0011〉+ |1100〉

)
+ c
(
|0101〉+ |1010〉

)
+ |0110〉

La2b2 = a
(
|0000〉+ |1111〉

)
+ b
(
|0101〉+ |1010〉

)
+ |0011〉+ |0110〉

Lab3 = a
(
|0000〉+ |1111〉

)
+ a+b

2

(
|0101〉+ |1010〉

)
+ a−b

2

(
|0110〉+ |1001〉

)
+

i√
2

(
|0001〉+ |0010〉 − |0111〉 − |1011〉

)
La4 = a

(
|0000〉+ |0101〉+ |1010〉+ |1111〉

)
+ i|0001〉+ |0110〉 − i|1011〉

La203⊕1
= a
(
|0000〉+ |1111〉

)
+ |0011〉+ |0101〉+ |0110〉

L05⊕3
= |0000〉+ |0101〉+ |1000〉+ |1110〉

L07⊕1
= |0000〉+ |1011〉+ |1101〉+ |1110〉

L03⊕103⊕1
= |0000〉+ |0111〉

Table 2.2 – Les 9 familles (corrigées) de Verstaete et al.

Nous définissons également un sous-ensemble de H4, appelé le cône nilpotent, défini
comme l’ensemble des états annulant tous les polynômes invariants. En pratique, on
définit la projectivisation N du cône nilpotent comme étant l’ensemble

N = {|Ψ〉 ∈ P(H) / H(|Ψ〉) = L(|Ψ〉) = M(|Ψ〉) = Dxy(|Ψ〉) = 0} . (2.33)

Nous renvoyons le lecteur vers la Section 6.2.2 pour la définition d’un invariant et
d’un covariant, et vers l’Annexe A.4 pour l’expression de ces invariants.

Le cône nilpotent renferme 31 orbites sous l’action du groupe SLOCC. Si on autorise
l’action par permutation des 4-qubits (par le groupe symétrique S4), ces 31 orbites
peuvent être réduites à 8 strates d’orbites non équivalentes notées Gr1, Gr2, . . . , Gr8,
formant une châıne d’inclusion (la fermeture des orbites de la strate Gri+1 contient les
orbites de Gri). En particulier, la strate Gr1 ne contient qu’une seule orbite : celle des
états séparables.

Pour permettre la distinction entre les différentes strates du cône nilpotent, un en-
semble de polynômes définis comme somme ou produits de covariants peut être utilisé :
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PB = B2200 +B2020 +B2002 +B0220 +B0202 +B0022, (2.34)

P 1
C = C3111 + C1311 + C1131 + C1113, (2.35)

P 2
C = C3111 · C1311 · C1131 · C1113, (2.36)

P 1
D = D4000 +D0400 +D0040 +D0004, (2.37)

P 2
D = D2200 +D2020 +D2002 +D0220 +D0202 +D0022, (2.38)

PF = F 1
2220 + F 1

2202 + F 1
2022 + F 1

0222, (2.39)

PL = L6000 + L0600 + L0060 + L0006 . (2.40)

On peut en effet déterminer à quelle strate appartient un état donné en évaluant le
vecteur V défini dans l’Équation 2.41. Lorsque la valeur du polynôme est non nulle, on
la remplace par la valeur 1 dans le vecteur d’évaluation. Ainsi, les éléments du vecteur
V ne prendront que des valeurs binaires.

V = [A,PB, P
1
C , P

2
C , P

1
D, P

2
D, PF , PL] . (2.41)

À partir de la valeur de ce vecteur évaluation, on peut distinguer les différentes
strates du cône nilpotent, ceci étant représenté dans la Table 2.3.

Strate Forme normale Vecteur V
Gr8 |0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉+ |1100〉+ |1010〉+ |0110〉 [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
Gr7 |0100〉+ |0001〉+ |1100〉+ |1010〉 [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0]
Gr6 |0000〉+ |1000〉+ |0100〉+ |0010〉+ |0001〉+ |1001〉 [1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0]
Gr5 |0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉 [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0]
Gr4 |0000〉+ |1110〉 [1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0]
Gr3 |0011〉+ |1001〉+ |1010〉 [1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0]
Gr2 |0000〉+ |0011〉 [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
Gr1 |000〉 [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

Table 2.3 – Formes normales des strates du cône nilpotent pour les 4-qubits, et vecteurs
d’évaluation des covariants correspondants [136].

En 2014 et 2017, Holweck et al. proposèrent un algorithme, basé sur le calcul de
polynômes invariants sous l’action du groupe SLOCC, permettant de déterminer, pour
un système à 4-qubits donné, la famille de Verstraete et al. correspondante, ainsi que la
strate du cône nilpotent (dans le cas où l’état annule tous les invariants fondamentaux)
[137, 138]. Ces algorithmes sont détaillés en Annexe A.4, et permettront notamment
de mettre en évidence les familles d’intrication apparaissant au cours d’algorithmes
quantiques dans les Chapitres 3 et 4. Ces algorithmes ont également récemment été
utilisés pour étudier l’intrication des états à 4-qubits apparaissant dans des circuits
quantiques composés de portes c− Z et SWAP [22].
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2.2.3 Mesure de l’intrication

Une mesure de l’intrication a pour objectif de quantifier le taux d’intrication présent
dans un système quantique. Pour être considérée comme une mesure de l’intrication,
une mesure doit répondre à un certain nombre de critères du point de vue mathématique
[260]. Une mesure de l’intrication :
• est une fonction à valeur dans R+,
• est invariante sous l’action d’opérations locales unitaires,
• n’augmente pas sous l’action du groupe GLOCC ,
• est nulle pour les états séparables.

Une mesure de l’intrication qui diminue sous l’action du groupe GLOCC est appelée
Entanglement Monotone. On définit aussi la notion de Entanglement Witness (témoin
d’intrication), qui n’est pas équivalente aux deux concepts précédents, et qui a pour
but de pouvoir détecter l’intrication dans un système quantique.

On se propose à présent d’introduire les principales mesures de l’intrication utilisées
dans le cadre de ce travail.

Mesure géométrique de l’intrication (MGI)

Une des mesures de l’intrication est celle connue sur le nom de Geometric Measure of
Entanglement (GME). Introduite par [53] et [271], elle consiste à mesurer la distance
minimale entre un état donné |ψ〉 ∈ Hn et l’ensemble des états séparables. En pratique,
cela revient à chercher l’état séparable |Φ〉 (pas nécessairement unique) maximisant la
quantité |〈Φ|ψ〉|. Cette mesure est directement adaptée à l’étude de l’intrication pour les
systèmes à plusieurs particules. On définit alors la mesure géométrique de l’intrication
Eg comme suit :

Eg(|ψ〉) = min
|Φ〉∈Sn

− log2 |〈Φ|ψ〉|2 = − log2 max
|Φ〉∈Sn

|〈Φ|ψ〉|2 , (2.42)

avec Sn l’ensemble des états séparables pour les systèmes à n-qubits. Il existe, en
outre, d’autres manières de définir la GME dans la littérature. La mesure groverienne
de l’intrication, inspirée par l’algorithme de Grover (voir Section 1.2.1) et introduite
par Biham et al. [38], notée EG se définit comme suit pour un état |ψ〉 à n-qubits :

EG(|ψ〉) = 1− max
|Φ〉∈Sn

|〈Φ|ψ〉|2 . (2.43)

On remarque que si |ψ〉 appartient à la variété des états séparables, la quantité
max|Φ〉∈Sn |〈Φ|ψ〉| sera toujours égale à 1, et par conséquent Eg(|ψ〉) = EG(|ψ〉) = 0.

L’implémentation de la MGI peut être vue comme un problème d’optimisation, dans
la mesure où l’on recherche une approximation de l’état séparable le plus proche (ou le
plus éloigné selon la définition adoptée) de l’état intriqué à mesurer. Teng propose une
méthode efficace pour le calcul de la MGI en utilisant des méthodes de décompositions
de tenseurs [255]. Dans le cas spécifique des tenseurs symétriques, Hübener et al. ont
démontré que l’état séparable le plus proche de tout état symétrique multipartite est
nécessairement lui même un état symétrique [142].
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Polynômes de Mermin

L’inégalité de Bell a historiquement été mise en place pour remettre en question les
différentes théories à variables cachées [28]. Plus précisément, l’inégalité de Bell permit
de mettre en évidence les aspects stochastiques et probabilistes des corrélations lors
de la mesure, prédites par la mécanique quantique, et non explicables dans le contexte
d’un réalisme local comme celui proposé par Einstein, Podolski et Rosen [94]. De plus,
ces inégalités se présentent comme de potentiels détecteurs d’intrication, comme l’est
l’inégalité de Bell pour les états à 2-qubits [110]. La violation de ces inégalités révèle
alors une présence de non-localité dans le système étudié, ce qui implique la présence
d’intrication quantique.

Certains états sont donc amenés à violer ces inégalités associées à un protocole
expérimental, réalisé concrètement pour la première fois par Aspect [14], et il peut
alors être intéressant de pouvoir généraliser ces inégalités à des systèmes à n-qubits
pour pouvoir en étudier l’intrication. Les polynômes mis en place par Mermin [188],
permettent de définir des inégalités de type Bell, permettant d’étudier les corrélations
entre un nombre arbitraire n de particules.

Comme cela est le cas dans la définition du protocole expérimental associé à la
réalisation de l’inégalité de Bell, on définit deux dispositifs de mesure pour chaque
particule du système quantique considéré. Ces derniers seront modélisés par des ob-
servables (voir Section 1.1.4), et on définira alors n couples d’observables notés Ai et
Ai
′, modélisant les deux bases de mesure pour chaque qubit. On rappelle ici que ces

observables peuvent s’exprimer comme une combinaison linéaire normalisée des portes
de Pauli, comme suit :

Ai = ai,XX + ai,Y Y + ai,ZZ, avec ai,X
2 + ai,Y

2 + ai,Z
2 = 1 , (2.44)

Ai
′ = a′i,XX + a′i,Y Y + a′i,ZZ, avec (a′i,X)2 + (a′i,Y )2 + (a′i,Z)2 = 1 . (2.45)

Le polynôme de Mermin, noté Mn, peut en effet être défini de manière récursive
[273], comme suit :{

M1 = A1,

Mn = 1
2

(
Mn−1 ⊗ (An + An

′) +Mn−1
′ ⊗ (An − An′)

)
, (2.46)

avec Mi
′ s’exprimant comme l’observable Mi mais en remplaçant les observables

avec apostrophe par des observables sans, et vice versa, ce qui nous donne :{
M1
′ = A1

′,

Mn
′ = 1

2

(
Mn−1

′ ⊗ (An
′ + An) +Mn−1 ⊗ (An

′ − An)
)

. (2.47)

Par ailleurs, il également possible de généraliser ces polynômes de Mermin à des
systèmes quantiques dont les particules possèdent plus de deux états de base, comme
cela est le cas pour les systèmes à plusieurs qutrits par exemple [6].

À titre d’exemple, nous nous proposons d’étudier les polynômes de Mermin dans le
cas de systèmes 2-qubits. Dans le cas où n = 2, avec |ψ〉 ∈ H2 nous obtenons alors le
polynôme
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M2 =
1

2

(
M1 ⊗ (A2 + A2

′) +M1
′ ⊗ (A2 − A2

′)
)
, (2.48)

M2 =
1

2

(
A1A2 + A1A2

′ + A1
′A2 − A1

′A2
′
)
, (2.49)

qui correspond, à un facteur près, à l’opérateur de l’inégalité de CHSH utilisée pour
prouver le théorème de Bell [74]. On notera l’évaluation de la valeur absolue de la valeur
moyenne des résultats de la mesure par l’observable M2, pour un état fixé |ψ〉, par :

〈M2〉 = |〈ψ|M2|ψ〉| . (2.50)

Le polynôme M2 est alors paramétré par les observables A1, A1
′, A2, A2

′. De
manière générale, le polynôme de Mermin Mn est uniquement déterminé par les fa-
milles d’observables {Ai, Ai′}i, eux même paramétrés par les différents coefficients
{. . . , ai,X , ai,Y , ai,Z , . . .}.

Si l’on cherche à évaluer le polynôme de Mermin pour l’état intriqué à 2-qubits
|EPR〉 = 1√

2
(|00〉+ |11〉), alors on obtient le polynôme CEPR suivant :

CEPR = a1,Xa2,X − a1,Y a2,Y + a1,Za2,Z

+a1,Xa
′
2,X − a1,Y a

′
2,Y + a1,Za

′
2,Z

+a′1,Xa2,X − a′1,Y a2,Y + a′1,Za2,Z

+a′1,Xa
′
2,X − a′1,Y a′2,Y + a′1,Za

′
2,Z .

(2.51)

Chercher à maximiser la valeur absolue du polynôme |CEPR|, c’est chercher à
déterminer le jeu d’observables permettant une violation maximale des inégalités et
donc une présence confirmée de l’intrication, et cela revient à trouver la valeur des co-
efficients maximisant cette quantité. On démontre qu’une solution possible, permettant
d’atteindre la valeur maximale |CEPR| =

√
2, est décrite par les paramètres suivants :

(a1,X , a1,Y , a1,Z) = (0, 0, 1),
(a′1,X , a

′
1,Y , a

′
1,Z) = (1, 0, 0),

(a2,X , a2,Y , a2,Z) = ( 1√
2
, 0, 1√

2
),

(a′2,X , a
′
2,Y , a

′
2,Z) = (−1√

2
, 0, 1√

2
),

(2.52)

ce qui revient à choisir les observables comme étant égaux à

A1 = Z, A1
′ = X, A2 =

Z +X√
2

, A2
′ =

Z −X√
2

. (2.53)

Sous les hypothèses du réalisme local, comme proposé en 1935 par Einstein et al.
[94], en proposant de manière déterministe une valeur dans {−1, 1} comme résultat de
mesure associé à chaque observable, on démontre que la valeur associée au polynôme
de Mermin est bornée par 1, et on notera 〈Mn〉RL ≤ 1 [76].

En revanche, du point de vue de la mécanique quantique, certains états in-
triqués, ne connaissant pas d’équivalents classiques, permettent d’atteindre des va-
leurs supérieures à 1, et donc de violer l’inégalité précédente. D’autre part, il a été
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démontré que la valeur maximale possible dans l’évaluation du polynôme de Mer-
min est de 2

n−1
2 , avec n le nombre de qubits, et est atteinte pour tous les états

|GHZn〉 = 1√
2

(
|0〉⊗n + |1〉⊗n

)
généralisant l’état de Greenberger-Horne-Zeilinger pour

les 3-qubits [76, 66]. On modélisera alors cette limite par l’inéquation 〈Mn〉MQ ≤ 2
n−1
2 .

En revanche, si un état ne viole pas une inégalité, cela n’implique pas forcément
une absence d’intrication. Dès lors, une manière d’utiliser les polynômes de Mermin est
d’évaluer ces polynômes, pour diverses configurations d’observables, et de comparer la
valeur obtenue, lors de l’évaluation du polynôme, à la limite classique (qui est fixée à 1,
quelque soit le nombre de qubits n). Les polynômes permettraient donc d’apprécier (ou
non) un degré de violation pour des états quantiques fixés. De plus, il pourra aussi être
intéressant de rechercher quel peut être le jeu d’observable permettant de maximiser
cette valeur absolue du polynôme, et donc d’en déduire la violation maximale possible
pour un état, et cette fois ci de la comparer à la limite maximale de 2

n−1
2 .

Cette quantité maximale peut en fait aussi être utilisée pour détecter la présence
d’intrication en observant une violation de l’inégalité classique, mais aussi pour ca-
ractériser certaines classes d’intrication sous l’équivalence LU. En effet, il a été démontré
[81] que cette quantité maximale est invariante sous l’action du groupe LU. Cette pro-
priété est celle exprimée dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit |ψ〉 ∈ Hn un état à n-qubits, et {Ai, Ai′}i les familles d’ob-
servables sur un qubit définissant le polynôme de Mermin Mn, comme décrit dans
l’Équation 2.46. On définit alors la quantité µ(|ψ〉) comme étant :

µ(|ψ〉) = max
{Ai,Ai′}i

|〈ψ|Mn|ψ〉| . (2.54)

Si les états |ψ1〉 et |ψ2〉 sont LU-équivalents, alors nous avons µ(|ψ1〉) = µ(|ψ2〉). La
fonction µ est donc invariante par transformation LU.

Démonstration. Soit |ψ〉 ∈ Hn un état à n-qubits. Nous rappelons qu’un observable
A sur un qubit, aux valeurs propres {−1, 1} peut toujours être exprimé comme A =
aXX+aY Y +aZZ, avec aX , aY , aZ ∈ R et aX

2+aY
2+aZ

2 = 1. Pour l’action g.A = g†Ag
sur A, par conjuguaison, avec g ∈ U2(C) une matrice unitaire, nous avons g.A = Ã =
ãXX + ãY Y + ãZZ, avec ãX , ãY , ãZ ∈ R et ãX

2 + ãY
2 + ãZ

2 = 1. De ce fait, Ã est aussi
un observable sur un qubit, avec un spectre égal à {−1, 1}.

Soit V = (a1,X , a1,Y , a1,Z , ˜a1,X , ˜a1,Y , ˜a1,Z , . . . , ˜an,X , ˜an,Y , ˜an,Z) un tuple de 6n pa-
ramètres définissant un polynôme de Mermin Mn(V ). Alors la quantité

µ(|ψ〉) = max
V ∈R6n ,ai,X2+ai,Y 2+ai,Z2=1, ˜ai,X

2+ ˜ai,Y
2+ ˜ai,Z

2=1
|〈ψ|Mn(V )|ψ〉| , (2.55)

existe, car c’est le maximum d’un polynôme de degré n à 6n variables (au plus),
sous les contraintes de normalisation ai,X

2 +ai,Y
2 +ai,Z

2 = 1 et ˜ai,X
2 + ˜ai,Y

2 + ˜ai,Z
2 = 1.

Notons V ′ un tuple de paramètres maximisant le module de 〈ψ|Mn(V )|ψ〉, c’est à dire :

µ(|ψ〉) = |〈ψ|Mn(V ′)|ψ〉| . (2.56)
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Soit un état |ϕ〉 à n-qubits LU-équivalent à |ψ〉. Alors il existe g = (g1, . . . , gn) ∈ LU ,
tel que |ϕ〉 = G|ψ〉 avec G = g1 ⊗ · · · ⊗ gn. Alors nous avons

〈ψ|Mn(V ′)|ψ〉 =
(
〈ψ|G†

)
GMn(V ′)G†

(
G|ψ〉

)
= 〈ϕ|Mn(V ′′)|ϕ〉 , (2.57)

pour un certain tuple de paramètres V ′′. Nous pouvons alors en déduire que

µ(|ψ〉) ≤ µ(|ϕ〉) . (2.58)

De plus, on peut remarquer que |ψ〉 = G†|ϕ〉 est aussi vrai. Par un raisonnement
similaire, on en déduit que µ(|ψ〉) ≥ µ(|ϕ〉), et on peut alors en conclure que µ(|ψ〉) =
µ(|ϕ〉).

De ce fait, il apparâıt naturel de l’utiliser pour caractériser certaines classes d’in-
trication sous l’action du groupe LU, mais également comme mesure ou détecteur de
violation et d’intrication [3, 7]. L’implémentation de cette mesure de violation implique
l’implémentation de méthodes d’optimisation, et ceci est discuté indépendamment en
Annexe A.8. Cette mesure sera notamment utilisée en Partie II pour étudier l’évolution
de la violation de ces inégalités au cours d’algorithmes quantiques.

Invariants polynomiaux et algébriques

Certains polynômes et invariants, dont l’interprétation géométrique est parfois liée
à la notion d’intrication, sont aussi mentionnés dans la littérature comme pouvant
constituer des mesures de l’intrication lorsqu’ils sont évalués sur des états quantiques
[5]. Cet aspect sera abordé notamment tout au long des prochains chapitres.

Un invariant est un polynôme donc l’évaluation reste inchangée sous une transfor-
mation (ou sous l’action d’un groupe) donnée. Dans notre cas, nous nous intéressons
aux invariants sous l’action du groupe SLOCC. Parmi ces invariants nous pouvons
citer l’hyperdéterminant, les invariants fondamentaux, le discriminant (pour les états
symétriques) et l’hyperpfaffien (pour les états fermioniques). Ces polynômes s’annulent
lorsqu’ils sont évalués sur des états séparables, et peuvent à la fois servir à mesurer
l’intrication d’un point de vue quantitatif et qualitatif.

Enfin, nous pouvons également citer la notion de rang de tenseur comme une mesure
algébrique de l’intrication, notion que nous exploitons tout au long de nos travaux.

Autres mesures

Pour les états bipartites, c’est à dire appartenant à un espace de Hilbert défini
comme le produit tensoriel deux espaces de Hilbert, la décomposition de Schmidt peut
être utilisée pour déterminer si l’état formé de ces deux parties est séparable ou non
[216, 30]. Ce critère est d’ailleurs aussi applicable aux états mixtes (voir PPT criterion
aussi [247, 64, 232, 30]). Une généralisation de cette décomposition peut aussi amener
à quantifier le degré d’intrication [95].

La notion d’entropie, introduite notamment en théorie de l’information par Shan-
non [240], est également présente dans le domaine de l’information quantique et est
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également liée à la notion d’intrication quantique [46, 141]. Différentes définitions
existent lorsqu’elle est liée à un état quantique à plusieurs particules [31, 119]. Nous
pouvons citer les plus connues dans la littérature : l’entropie de Von Neumann 4 [198],
l’entropie de Rényi 5 [225], l’entropie de Tsallis 6 [259], etc.

Bien d’autres chercheurs et scientifiques se sont intéressés à la proposition et à la
mise en place d’autres mesures de l’intrication, que ce soit pour des états purs ou mixtes.
Nous pouvons citer ici une partie de ces travaux à titre informatif [285, 265, 214, 71,
258, 68, 104, 178, 30]

4. John von Neumann (1903 – 1957) est un mathématicien et physicien américano-hongrois. Il
est connu pour ses contributions en mécanique quantique, en analyse fonctionnelle, en théorie des
ensembles, en informatique, en sciences économiques et dans d’autres domaines des mathématiques et
de la physique.

5. Alfréd Rényi (1921 – 1970) est un mathématicien hongrois, ayant apporté des contributions dans
les domaines de la combinatoire, de la théorie des graphes et de la théorie des probabilités.

6. Constantino Tsallis (né en 1943) est un physicien grec naturalisé brésilien. Il est connu pour ses
travaux en physique théorique et en statistiques.
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Deuxième partie

L’Intrication Quantique dans les
Algorithmes Quantiques
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La discipline du calcul quantique, et les algorithmes associés, est de plus en plus
considérée comme plus puissante et performante que son équivalent classique. Les tra-
vaux de Feyman [99] constituent un argument pionnier et de taille, mettant en avant
le fait que la simulation de l’évolution d’un phénomène quantique général nécessite
des ressources de calcul classique exponentiellement plus importantes que les ressources
physiques nécessaires pour l’implémentation physique du phénomène ou processus quan-
tique en lui même [154].

S’intéresser aux avantages, en termes de rapidité et de puissance de calcul, fournis
par les algorithmes ou processus de calculs quantiques en comparaison avec l’informa-
tique classique, c’est aussi caractériser et s’intéresser aux phénomènes non-classiques
et à la nouvelle philosophie du calcul intervenant dans les algorithmes quantiques pro-
posés dans la littérature. Parmi ces phénomènes, pressentis pour expliquer les gains en
temps et ressources de calcul pour certains algorithmes quantiques, figure le phénomène
d’intrication quantique.

Dans cette partie, nous nous focaliserons sur l’étude des deux algorithmes quantiques
introduits au premier chapitre (voir Section 1.2), plus précisément celui de Grover et
de Shor. Nous illustrerons notre étude par l’application concrète de ces algorithmes
pour des cas précis de systèmes quantiques, parmi lesquels figurera le cas des 4-qubits.
C’est dans cette mesure que nous introduisons tout d’abord les algorithmes et outils
utilisés pour déterminer le type d’intrication (ou de famille associée) pour un état à
4-qubits donné. Nous nous intéressons ensuite à l’algorithme de Grover et étudions
l’intrication des états générés par l’algorithme, en fonction de la taille du système et
du nombre d’éléments marqués notamment. Nous clôturons cette partie par l’étude
de l’intrication dans l’algorithme de Shor, notamment l’influence de la Transformée
de Fourier Quantique sur l’intrication de registres quantiques ou d’états périodiques.
Les études de ce chapitre sont à la fois axées sur un aspect quantitatif et qualitatif de
l’intrication, et ce pour les deux algorithmes, en utilisant des outils originaux permettant
de mettre en perspective les précédents résultats et travaux sur la question.
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Chapitre 3

Algorithme de Grover et Intrication

“Search the whole world until you meet yourself”, Marjory Sheba.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à l’intrication dans l’algorithme de Grover.
Le principe de l’algorithme et les notations adoptées ont été introduits en Section 1.2.1.
Dans un premier temps, nous présenterons un état de l’art des études menées en ce qui
concerne l’implication de l’intrication quantique dans l’algorithme de recherche de Gro-
ver. Dans un second temps, nous présenterons notre étude, d’un point de vue théorique
et qualitatif, de l’intrication dans l’algorithme de Grover, en étudiant un certain nombre
de cas où les types d’intrication générés par l’algorithme seront explicitement précisés.
Nous proposerons enfin d’étudier l’évolution de l’intrication au cours de l’algorithme en
utilisant des mesures numériques de l’intrication. Enfin, nous concluons cette section
par une brève synthèse et discussion des résultats obtenus.

Nous présentons principalement dans ce chapitre nos travaux issus des articles
[133, 147, 81]. Dans ces trois articles, nous avons étudié par avec co-auteurs la question
de l’intrication dans l’algorithme de Grover. Dans le premier article [133], nous nous
intéressons à la nature de l’intrication des états générés par l’algorithme de Grover
en utilisant des outils provenant de la géométrie algébrique. Nous établissions un lien
entre l’intrication des éléments générés par l’algorithme de Grover et certaines variétés
algébriques auxiliaires construites à partir de la variété des états séparables. Une in-
terprétation qualitative et géométrique des précédents travaux, comme ceux de Rossi
et al. [226, 227], a pu être proposée. Certains cas ont été étudiés en détail comme celui
des 3-qubits. Dans un second article [147], et dans le même esprit que notre précédent
travail, nous étudions le cas des 4-qubits, en détaillant quels types d’intrication peuvent
être générés à l’aide de l’algorithme de Grover, en fonction des éléments marqués. Dans
un récent travail [81], nous nous sommes également intéressés à quantifier l’intrication
au cours de l’algorithme de Grover en utilisant des mesures et détecteurs de l’intri-
cation très peu investis précédemment dans la littérature, tout en reliant les résultats
numériques obtenus aux résultats théoriques précédemment établis. Nous nous propo-
sons de présenter conjointement ces travaux et de discuter les précédents travaux sur
la question à la lumière de nos résultats.
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3.1 État de l’art

L’algorithme de Grover est un des algorithmes quantiques les plus célèbres dans
la littérature, notamment car il propose de meilleures performances, pour la recherche
d’éléments dans une base de données, que ce qui est proposé en informatique classique.
Bien que sa présence soit liée à l’implémentation de l’algorithme (en termes de choix
de dimensions des systèmes quantiques), il a été prouvé que l’intrication quantique
intervient tout au long des états de l’algorithme (dans sa version présentée en Chapitre
1). Néanmoins, son rôle et sa nature ne sont pas encore totalement cernés. Braunstein
et Pati furent les premiers à démontrer la présence et la nécessité de l’intrication dans
l’algorithme de Grover [45].

En 2002, Biham, Nielsen et Osborne [38] introduisent une mesure de l’intrication,
plus précisément une entanglement monotone, dérivée de l’algorithme de Grover. À
partir d’un état pur en entrée de l’algorithme, les auteurs étudient la maximisation
Pmax de la probabilité de succès de l’algorithme, et ce, sous l’action d’opérations locales
unitaires. Les auteurs définissent alors ce que l’on appelle la Mesure Groverienne de
l’Intrication (voir Section 2.2.3).

La même année, Forcer et al. [102] s’intéressent aux rôles de la superposition et
de l’intrication quantique dans les calculs quantiques. Leur analyse est illustrée par
une discussion autour d’une implémentation classique de l’algorithme de Grover. L’ab-
sence d’intrication multipartite implique une croissance exponentielle des ressources
nécessaires à l’implémentation de tels algorithmes quantiques. Les auteurs concluent
que l’intrication multipartite est la propriété clé des systèmes quantiques, fournissant
une puissance remarquable aux ordinateurs quantiques.

Biham, Shapira and Shimoni ont analysé, en 2003, la dynamique de l’algorithme de
Grover tout en initialisant l’algorithme avec un état pur |Ψ〉 arbitraire, au lieu de l’état
de base |0 . . . 0〉 [39]. Les auteurs ont montré que le meilleur moment pour effectuer
la mesure est le même, pour les deux choix d’états initiaux, dans le cas où le nombre
d’éléments marqués est le même. Biham et al. généralisent la Mesure Groverienne de
l’Intrication à plusieurs éléments marqués. Selon les auteurs, tant que |S| << N (avec
N la taille de la base de données) alors la mesure groverienne est indépendante du
nombre d’éléments marqués |S|.

En 2004, Orus et Latorre ont étudié le comportement de l’intrication lorsque la
dimension du système augmente, dans une version adiabatique de l’algorithme de Gro-
ver [207], en précisant que l’entropie de Von Neumann reste une quantité bornée, et ce,
indépendamment de la taille du système, et même au “point critique”. Plus précisement,
les auteurs stipulent que le maximum de l’entropie approche la valeur 1 à une vitesse
proportionnelle à la racine carrée de la taille du système, ce qui est le facteur d’agran-
dissement typique de l’algorithme de Grover.

En 2005, Fang et al. [98] se sont attardés sur l’étude du degré d’intrication présent
dans un registre à plusieurs qubits durant l’exécution de l’algorithme, sous le formalisme
des matrices de densité. Les auteurs ont analysé les variations de la concurrence et de
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l’entropie de Von Neumann pour les matrices de densité réduites à un ou deux qubits
d’un registre à n-qubits. Cette analyse a été faite en fonction du nombre d’itérations
et du nombre d’éléments marqués. Le calcul de la concurrence a montré que cette
mesure peut être mise en relation avec la probabilité de succès de l’algorithme. De plus,
Fang et ses collaborateurs ont observé que la concurrence atteint une valeur maximale
approximativement à la moitié du nombre optimal d’itérations.

En 2008, Iwai et al. [146] ont publié un article portant sur la mesure de l’intrication
du point de vue de la bipartition d’un système à n-qubits, mesure précédemment définie
et étudiée du point de vue de la géométrie de Riemann dans un travail du premier auteur
[145]. Ce dernier travail permit d’établir la distance séparant les états maximalement
intriqués des états séparables. Dans le travail [146], les auteurs déterminent l’ensemble
des états maximalement intriqués les plus proches d’un état séparable, comme on peut
en rencontrer au début de l’algorithme de Grover. Ils apportent la confirmation que,
même si l’état initial et les éléments marqués sont des états séparables, l’algorithme
génère une séquence d’états intriqués.

En 2012, Wen et Cao ont tenté de décrire le comportement de l’intrication mul-
tipartite dans l’algorithme de Grover en se penchant sur une version adiabatique de
l’algorithme de recherche [272]. L’entropie de Von Neumann a été calculée pour toutes
les séparations bipartites possibles du système quantique. Ceci les mena à une nouvelle
mesure de l’intrication, généralisant la mesure introduire par Meyer et Wallach en 2002
[189]. Ils démontrent l’existence et l’évolution de l’intrication tout au long du processus
de recherche. Par ailleurs, la même évolution de l’intrication a été observée dans le cas
bipartite et multipartite (début à zéro pour atteindre une valeur maximale au point
critique, puis retour à la valeur zéro). Le comportement symétrique de l’intrication du-
rant l’évolution adiabatique de l’algorithme est aussi mis en évidence dans ce travail.
Nous pouvons aussi citer les travaux de Pati et Braunstein la même année [217].

Rossi et al. ont étudié en 2013 l’invariance du comportement de l’intrication par
rapport à l’échelle du système pour l’algorithme de Grover [226]. Ils ont déterminé
l’évolution quantitative de l’intrication des systèmes quantiques générés par l’algorithme
de Grover, tout au long des étapes de calcul. Ils ont utilisé la Mesure Géométrique
de l’Intrication comme mesure numérique. Les auteurs ont montré que l’intrication
multipartite est toujours présente durant l’algorithme, et l’ont étudié en fonction du
nombre d’itérations de l’algorithme, pour un nombre fixé de qubits. Ils ont trouvé que
le maximum de l’intrication était atteint pour des itérations remarquables et précises
en utilisant la GME, et ceci pour certaines valeurs spécifiques de |S|.

La même année, Chakraborty et al. ont publié un article [61] dans la même phi-
losophie que le travail de Rossi et al. [226]. La Mesure Géométrique de l’Intrication
est utilisée pour quantifier et analyser l’intrication tout au long des itérations de l’al-
gorithme. Les auteurs s’intéressent à comment l’intrication varie quand le nombre de
qubits et d’éléments marqués augmente. Leur premier résultat est que le comportement
de la valeur maximale de l’intrication est monotone en le nombre de qubits. Le second
principal résultat est que, pour un nombre de qubits donné, un changement dans les
éléments marqués implique un changement dans la quantité d’intrication.
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Une année plus tard, Rossi et al. publièrent un nouvel article mettant en relation les
états de Grover aux hypergraphes [227]. La GME est calculée en fonction du nombre
de qubits, et en ne considérant que la première itération de l’algorithme de Grover.
Pour différents cas étudiés, les courbes pour un et deux éléments recherchés montrent
le même comportement : une décroissance exponentielle. Une association entre les états
initiaux de l’algorithme et des hypergraphes est établie, fournissant une interprétation
plus graphique, et permettant de mettre en évidence des propriétés d’intrication pour
ces états, comme la biséparabilité ou la présence de genuine entanglement.

En 2015, Qu et al. [219] ont étudié l’intrication multipartite en utilisant le degré
de séparabilité comme une mesure qualitative de l’intrication. D’autre part, les auteurs
ont aussi utilisé une mesure quantitative de l’intrication introduite par Vidal [264],
appelée le nombre de Schmidt (voir Section 2.2.3). Ces outils de mesure qualitatifs et
quantitatifs leur ont permis d’étudier l’évolution de l’intrication dans l’algorithme de
Grover. Leurs résultats, dépendant de l’étape de l’algorithme, confirment qu’après la
première itération, des états “complètement” intriqués apparaissent dans l’algorithme.

Plus récemment, en 2016, Ye et al. [289] ont publié un travail traitant de l’influence
des imperfections statiques sur l’intrication quantique et le quantum discord. La me-
sure de la concurrence est utilisée pour étudier le comportement de l’intrication. Les
imperfections statiques peuvent rompre les corrélations quantiques selon les auteurs.
En effet, pour chaque faible imperfection, l’intrication quantique présente un compor-
tement périodique, alors que cette périodicité serait détruite en cas d’imperfection plus
importante. Les auteurs confirment alors la propriété périodique de l’intrication au sein
de l’algorithme de Grover. Nous pouvons aussi citer les travaux de Anand et Pati la
même année [9].

Pan et al. ont également étudié en 2017 l’aspect invariant de la GME quant à la
taille du système quantique [211]. À partir du travail de Rossi et al. [226], les auteurs
ont montré que le comportement de l’intrication dans l’algorithme de Grover n’est pas
toujours invariant par mise à l’échelle (nombre de qubits). Ils prouvent qu’après le
“point critique”, la GME n’est pas nécessairement scale invariant, et dépendra alors du
nombre de qubits n et du nombre d’éléments marqués. Quelques exemples sont traités
pour illustrer et confirmer leurs résultats, notamment lorsque les éléments marqués
forment un état séparable, GHZ ou W.

On peut également mentionner les travaux assez récents de Nan et Wei [196] portant
sur l’étude de l’évolution de la cohérence et de l’intrication durant l’algorithme, de Pan
et al. [210] concernant l’influence de la porte d’Oracle et de Diffusion sur l’intrication
en utilisant le GME, et de Fujikawa et al. [103].

3.2 Rang des tenseurs et variété des sécantes

Dans cette section, on se propose d’étudier géométriquement les tenseurs générés
par l’algorithme Grover. Nous utilisons notamment la notion de rang pour caractériser
les états générés par l’algorithme. Nous proposons par la suite une interprétation de
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l’évolution de l’algorithme du point de vue de la variété des sécantes. Cela permit
d’établir des résultats généraux sur la nature des états générés et le lieu du maximum
de l’intrication au cours de l’algorithme de Grover.

3.2.1 Rang des états de Grover

Il convient tout d’abord de rappeler que l’algorithme de Grover débute par une initia-
lisation des registres quantiques. L’état initial de l’algorithme de Grover est donc l’état
parallélisé |Ψ0〉 = |+〉⊗n. Les amplitudes des éléments recherchés vont donc augmen-
ter, tandis que les amplitudes des états de base restants vont diminuer (sans forcément
atteindre la valeur 0).

On peut alors représenter l’état généré par l’algorithme de Grover |Ψk〉 à la k-
ième itération (une itération correspondant à l’application de l’opérateur d’Oracle et de
Diffusion), comme s’écrivant

|Ψk〉 =
αk
|S|
∑
x∈S

|x〉+ βk|+〉⊗n , (3.1)

avec αk et βk des nombres réels, vérifiant la relation de normalisation donnée par

|S|
(
βk√
N

+
αk
|S|

)2

+ (N − |S|) βk
2

N
= 1 . (3.2)

L’algorithme de Grover aura alors comme effet de faire décrôıtre l’amplitude βk vers
0 tout en augmentant αk au plus proche de 1.

À partir de l’écriture de |Ψk〉 fournie en Équation 3.1, nous pouvons affirmer que
le rang des états (intermédiaires) générés par l’algorithme de Grover est borné, pour
0 < k < kopt :

2 ≤ Rang(|Ψk〉) ≤ |S|+ 1 . (3.3)

La borne supérieure peut s’établir de manière assez directe. En effet, on remarque
que dans l’Équation 3.1 l’état |Ψk〉 s’écrit comme la somme de |S|+1 états séparables
(|S| états recherchés et l’état parallélisé), et donc son rang est au plus égal à |S|+1.

La borne inférieure est toujours assurée lorsque αk 6= 0 et βk 6= 0, car on ne peut
obtenir un état de rang 1 si ces deux coefficients sont non nuls. Le fait que αk 6= 0 est
assuré par la convergence de l’algorithme. Si βk = 0, alors la probabilité que les états
de base composant l’écriture de |Ψk〉 appartiennent à S est égal à 1, ce qui signifie que
k = kopt. Or nous avons supposé k < kopt. Ainsi on aura toujours αk 6= 0 et βk 6= 0, et
donc les tenseurs générés par l’algorithme de Grover seront au moins de rang 2, sous
les conditions précédemment émises.

Ceci implique que dès la première itération de l’algorithme (sauf cas critique), l’al-
gorithme de Grover génère des états de rang strictement supérieur à 1, et donc des états
intriqués.
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3.2.2 Grover et les variétés des sécantes

Ce résultat peut être précisé en termes de variétés algébriques, et plus précisément
en termes de variétés des sécantes dans ce cas précis. On pose |S| = s pour plus de
simplicité dans les notations.

Proposition 3.2.1. Les états générés par l’algorithme de Grover correspondent à des
points sur les variétés des sécantes, de la manière suivante :

1. Pour un seul état marqué, les états |Ψk〉 générés par l’algorithme de Grover pour
0 < k < kopt sont des points généraux de la variété des sécantes σ2(X). En
particulier, les états |Ψk〉 sont SLOCC équivalents à |GHZn〉,

2. Pour deux éléments marqués, si les éléments recherchés |x0〉 et |x1〉 sont tous à
distance de Hamming maximale (dans leur écriture binaire), alors les états |Ψk〉
sont des points généraux de la variété des sécantes σ3(X).

Remarque 22. Il est possible d’étendre cette proposition à plus d’éléments marqués. Si
les éléments |x0〉, . . . , |xs−1〉 de S sont tous à distance de Hamming maximale (dans leur
écriture binaire), alors le plan Ps|x0〉,...,|xs−1〉,|+⊗n〉 de dimension s engendré par les points

|x0〉, . . . , |xs−1〉, |+〉⊗n de l’espace projectif est en position générale dans P(Hn) et donc
|Ψk〉 est un point général de la variété des sécantes σs+1(X).

Ce résultat offre un nouvel angle d’approche pour l’étude de l’intrication dans
l’algorithme de Grover, permettant de proposer une interprétation géométrique des
précédents résultats numériques notamment.

3.2.3 Interprétation géométrique

Dans divers précédents travaux, la Mesure Groverienne/Géométrique de l’Intrication
a été utilisée comme mesure de l’intrication pour étudier son évolution au cours de
l’algorithme de Grover [38, 39, 226, 61, 227, 211, 210]. On se propose ici de se focaliser
sur la Mesure Groverienne de l’Intrication (définie en Équation 2.43).

Dans le cas d’un seul élément marqué, l’évolution dans la MGI en fonction du
nombre itérations k peut être décrite comme suit : elle débute à 0 pour k = 0, et croit
ensuite jusqu’à atteindre son maximum pour k ≈ kopt

2
, puis ensuite décrôıt jusqu’à 0

pour k = kopt. Ce résultat est en effet représenté en Figure 1 de [226].

À la lumière des résultats des précédentes sous-sections, nous proposons une explica-
tion géométrique de ce comportement. La Proposition 3.2.1 peut être représentée sous la
forme d’une figure géométrique (Figure 3.1). En effet, cela permet d’avoir une meilleure
idée du comportement de la mesure de l’intrication : si |x0〉 est l’état recherché, alors
l’état de Grover |Ψk〉 peut être écrit comme

|Ψk〉 = αk|x0〉+ βk|+〉⊗n , (3.4)

avec αk et βk des réels positifs, tels que pour k ∈ [[1, kopt]], αk augmente tandis que
βk diminue. De ce fait, l’état |Ψk〉 évolue au cours de l’algorithme sur la ligne sécante
passant par les deux états séparables |+〉⊗n et |x0〉. Au début de l’algorithme, on se
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trouve à l’état initial |Ψ0〉 = |+〉⊗n et lorsque k atteint kopt l’état de Grover est proche
de l’état |x0〉. Ceci indique que le maximum de la distance entre l’état de Grover et
la variété des états séparables doit être atteint lorsque |Ψk〉 est proche du point milieu
défini par |+〉⊗n et |x0〉.

Figure 3.1 – Représentation graphique de la recherche d’un élément dans l’algorithme
de Grover. L’évolution de l’algorithme est représentée comme un point se déplaçant sur
une ligne sécante. La “courbe” X représente la variété des états séparables.

Dans le cas de deux éléments marqués |x0〉 et |x1〉, de distance de Hamming maxi-
male pour leur écriture binaire, l’évolution dans la MGI en fonction du nombre itération
k peut être décrite comme suit : elle débute à 0 pour k = 0, et croit ensuite jusqu’à
atteindre son maximum pour k ≈ 2kopt

3
, puis ensuite décrôıt jusqu’à une valeur non nulle

pour k = kopt. Ce résultat est en effet représenté en Figure 2 de [226]. La raison pour
laquelle la MGI n’est pas égale à 0 à la fin de l’algorithme est assez claire au vu des
résultats précédents : lorsque k atteint l’itération optimale kopt, l’état |Ψk〉 est proche
d’être un point de la ligne sécante P1

|x0〉,|x1〉. De ce fait, |Ψk〉 n’est pas un point de X à la
fin de l’algorithme. La représentation graphique des sécantes permet aussi de proposer
une explication au fait que le maximum de l’intrication est atteint pour k ≈ 2kopt

3
(voir

Figure 3.2).

L’état de Grover |Ψk〉 évolue tout au long de l’algorithme sur le plan sécant
P2
|x0〉,|x1〉,|+〉⊗n

, en partant du point |+〉⊗n pour arriver au milieu du segment joignant

les points |x0〉 et |x1〉. Ainsi, on peut prévoir que la distance maximale entre l’état de
Grover et la variété des états séparables est atteinte lorsque le point |Ψk〉 est proche du
barycentre des trois points |x0〉, |x1〉 et |+〉⊗n.

Cette notion de barycentre, suggérée par les Figures 3.1 et 3.2, expliquant les
résultats numériques des précédents travaux, peut être généralisée et précisée d’avan-
tange.
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Figure 3.2 – Représentation graphique de la recherche de deux éléments orthogonaux
dans l’algorithme de Grover. L’évolution de l’algorithme est représentée comme un
point se déplaçant sur un plan sécant. La “courbe” X représente la variété des états
séparables.

Théorème 3.2.1. Soit H = (Cd)⊗n l’espace de Hilbert des systèmes quantiques
à n-d-dit (n particules à d états de base chacune). On note par S l’ensemble des
éléments marqués, tous de distance de Hamming maximale, avec |S| ≤ d. Alors pour

n grand, la mesure de l’intrication atteint son maximum pour k ≈ |S|
|S|+ 1

kopt avec

kopt = bπ
4

√
dn

|S|e.

La preuve du Théorème 3.2.1 est accessible dans un de nos précédents travaux [133].
Ce théorème permet d’expliquer géométriquement l’évolution numérique observée à
l’aide de différentes mesures de l’intrication.

Un autre résultat intéressant est mis en avant par les mêmes auteurs, représentant la
mesure géométrique de l’intrication de l’état issu de la première itération de l’algorithme
de Grover en fonction du nombre de qubits n, pour un et deux éléments marqués (Figure
1 de [227]), et peut également trouver une explication par des arguments géométriques.
Dans les différents cas considérés, les courbes représentées ont le même comportement,
à savoir une décroissance exponentielle.

En se replaçant dans notre contexte d’interprétation géométrique des états générés
par l’algorithme de Grover, pour un ou deux éléments marqués, l’état |ψ1〉 généré après
la première itération (en excluant le cas critique) est respectivement un point général
de la première sécante σ2(X) ou la seconde sécante σ3(X). Cependant, la dimension de
ces variétés augmente linéairement en fonction de n, alors que la dimension de l’espace
ambiant augmente exponentiellement. En effet, il est connu que

dim(σk(X)) ≤ kdim(X) + k − 1 , (3.5)
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avec dans la plupart des cas l’égalité vérifiée. En particulier, dans notre cas X =
P1 × · · · × P1︸ ︷︷ ︸

n times

, si n > 2 alors

dim(σ2(X)) = 2n+ 1 . (3.6)

La Dimension Relative de la première sécante, comparée à la dimension de l’espace
ambiant (la dimension de l’espace projectif associé à l’espace de Hilbert Hn) est alors
donnée par

DRσ2 : n 7→ 2n+ 1

2n − 1
. (3.7)

Si on normalise cette fonction afin qu’elle soit égale à 1 pour n = 1, nous obtenons
la Dimension Relative Normalisée de la première variété des sécantes :

DRNσ2 : n 7→ 1

3

(
2n+ 1

2n − 1

)
, (3.8)

dont le comportement, représenté en Figure 3.3, est similaire à celui de la MGI en
fonction de n obtenu pour l’état |ψ1〉 dans [227].

Figure 3.3 – Représentation graphique de l’évolution de la Dimension Relative Nor-
malisée de la variété des sécantes σ2(X) en fonction du nombre de qubits.
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La similarité de ces deux courbes peut être expliquée comme suit. Pour un état
marqué, l’état |ψ1〉 généré après la première itération de l’algorithme de Grover est
toujours un point général de la variété des sécantes, tandis que la MGI mesure la
distance de ce point à la variété des états séparables. Cependant, c’est une distance
relative, dans la mesure où la MGI est toujours bornée par 1. Comme cela est représenté
en Figure 3.3, plus la dimension de l’espace augmente, plus la dimension relative de la
variété des sécantes décrôıt exponentiellement. La MGI est maximale pour les points
généraux de l’espace ambiant. Ainsi, la distance (relative) de l’état |ψ1〉 à la variété
des états séparables décrôıt à la même vitesse que la dimension relative de la première
sécante.

L’autre cas, tout aussi intéressant, est celui de deux éléments marqués. Pour deux
éléments marqués, Rossi et al. [227] ont calculé la MGI de |ψ1〉 en fonction du nombre
de qubits, pour différents choix et configurations d’états marqués, plus précisément
pour des éléments marqués ayant une distance de Hamming égale à 1, 2, 3 ou 4 (dans
leur écriture binaire). Comme la distance de Hamming n’est pas maximale, les états en
question ne sont pas des points génériques de la seconde variété des sécantes σ3(X). Par
exemple, si la distance de Hamming est égale à 1, la somme des deux éléments marqués
formera un état séparable, et de ce fait, l’état |ψ1〉 appartiendra à la première variété
des sécantes σ2(X).

Cependant, quelque soit la variété à laquelle appartient l’état |ψ1〉, la dimension
relative de la seconde variété des sécantes décrôıtra aussi de manière exponentielle, car
nous avons

dim(σ3(P1 × · · · × P1)) ≤ 3n+ 2 . (3.9)

Ainsi, le rapport entre la dimension des variétés des sécantes et la dimension de
l’espace ambiant, fournit une explication aux comportements observés par Rossi et al.
en ce qui concerne le comportement de la mesure géométrique de l’intrication lorsque
la taille des systèmes quantiques augmente.

3.3 Étude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions l’algorithme de Grover dans certains cas
précis, lorsqu’il est appliqué à des systèmes quantiques de différentes tailles. Pour chaque
cas, nous précisons les classes d’intrications atteintes, en fonction des éléments marqués
durant l’algorithme. Nous tentons ensuite d’apporter une vision générale et une analyse
de ces résultats. Pour cette étude, nous distinguerons différents cas d’application de
l’algorithme de Grover, dépendants du nombre d’éléments recherchés :

• |S| < N

4
: le cas standard, le cas naturel d’application de l’algorithme de Grover,

• |S| = N

4
: le cas critique,

• |S| > N

4
: le cas exceptionnel.

Dans le cas critique, l’algorithme s’arrête après une seule itération, et l’état généré
par l’algorithme est exactement la superposition des éléments recherchés.
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3.3.1 Le cas 2× 2× 2 (3-qubits)

On s’intéresse ici à l’application de l’algorithme de Grover aux systèmes à 3-qubits.
On rappelle que la classification des systèmes à 3-qubits est précisée en Section 2.2.2,
et nous utilisons l’algorithme présenté en Annexe A.1 pour déterminer la classe d’intri-
cation associée à un état. Dans ce cas, n = 3, et donc l’algorithme de Grover recherche
un ou plusieurs éléments dans une base de données à N = 23 = 8 éléments.
• Pour |S| = 1, les états générés par l’algorithme de Grover appartiennent à l’orbite O6

(correspondant à σ2

(
Seg(P1 × P1 × P1

)
), comme attendu (voir Section 3.2).

• Pour |S| = 2, qui est le cas critique pour les 3-qubits, les états générés par l’algorithme
de Grover appartiennent aux orbites O1, O2, O3, O4 et O6. Ce résultat pouvait être
attendu compte tenu du fait que les formes normales de chacune de ces orbites peuvent
s’écrire comme la somme de deux éléments de base (voir Section 3.5 pour plus de détails
sur le cas critique).
• Pour |S| > 2, les orbites O1, O2, O3, O4et O6 sont atteintes.

On peut se limiter ici à l’étude des cas jusqu’à |S| ≤ 4, par argument de symétrie
(en marquant plus de la moitié des éléments de la base, on génère des états équivalents
et les mêmes orbites).

Par ailleurs, l’algorithme de Grover ne génère pas d’états appartenant à l’orbite O5

(l’orbite de |W 〉), et ce quelque soit le nombre ou le choix des éléments marqués. Le
Tableau 3.1 présente un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour chaque orbite
atteinte, et pour différents nombres d’éléments marqués.

Orbite Ensembles S
O6 {|000〉}, {|000〉, |111〉}, {|000〉, |001〉, |010〉}, {|000〉, |001〉, |010〉, |100〉}
O5 —
O4 {|000〉, |110〉}, {|000〉, |010〉, |100〉, |111〉}
O3 {|000〉, |011〉}, {|000〉, |001〉, |010〉, |111〉}
O2 {|000〉, |101〉}, {|000〉, |001〉, |100〉, |111〉}
O1 {|000〉, |001〉}, {|000〉, |001〉, |010〉, |011〉}

Table 3.1 – Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les orbites atteintes corres-
pondantes par l’algorithme de Grover dans le cas 2× 2× 2.

3.3.2 Le cas 2× 2× 3

On s’intéresse ici à l’application de l’algorithme de Grover aux systèmes quantiques
de taille 2 × 2 × 3. La classification de ces systèmes sous SLOCC amène à un nombre
fini d’orbites [135], dont un représentant est présenté en Table 3.2 pour chacune de ces
8 orbites. Dans cette configuration, l’algorithme de Grover recherche un ou plusieurs
éléments dans une base de données de N = 2 × 2 × 3 = 12 éléments. L’algorithme de
classification utilisé est accessible en Annexe A.2.

• Pour |S| = 1, les états générés par l’algorithme de Grover appartiennent à l’orbite O6,
états génériques de la première variété des sécantes.

101



3. Algorithme de Grover et Intrication

Orbite Forme normale (représentant)
O8 |000〉+ |011〉+ |101〉+ |112〉
O7 |000〉+ |011〉+ |102〉
O6 |000〉+ |111〉
O5 |000〉+ |011〉+ |101〉
O4 |000〉+ |011〉
O3 |000〉+ |101〉
O2 |000〉+ |110〉
O1 |000〉

Table 3.2 – Orbites sous l’action du groupe SLOCC, et leurs représentants, pour les
tenseurs de taille 2× 2× 3 [135].

• Pour |S| = 2, les orbites O3, O4, O6, O7 et O8 sont atteintes.
• Pour |S| = 3, qui est le cas critique pour les états quantiques de taille 2 × 2 × 3, les

états générés par l’algorithme de Grover appartiennent aux orbites O1, O2, O3, O4,
O5, O6 et O7.
• Pour |S| = 4 ou |S| = 6, les orbites O1, O3, O4, O6, O7 et O8 sont atteintes.
• Pour |S| = 5, les orbites O6, O7, et O8 sont atteintes.

On peut se limiter ici à l’étude des cas jusqu’à |S| ≤ 6, par argument de symétrie.
Dans ce cas, en faisant varier les éléments marqués, l’algorithme de Grover génère des
états de tous les types d’intrication. Le Tableau 3.3 présente un exemple d’ensembles
d’éléments marqués S pour chaque orbite atteinte, et pour différents nombre d’éléments
marqués.

Orbite Ensembles S
O8 {|000〉, |111〉}, {|000〉, |001〉, |010〉, |100〉}
O7 {|000〉|101〉}, {|000〉, |012〉, |101〉}
O6 {|000〉} , {|000〉, |110〉}
O5 {|000〉, |101〉, |110〉}
O4 {|000〉, |100〉}, {|000〉, |001〉, |010〉}
O3 {|000〉, |010〉}, {|000〉, |001〉, |100〉}
O2 {|000〉, |010〉, |100〉}
O1 {|000〉, |001〉, |002〉} , {|000〉, |010〉, |100〉, |110〉}

Table 3.3 – Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les orbites atteintes corres-
pondantes par l’algorithme de Grover dans le cas 2× 2× 3.

3.3.3 Le cas 2× 3× 3

Nous étudions dans cette sous-section l’application de l’algorithme de Grover ap-
pliqué aux systèmes quantiques de taille 2×3×3. La classification de ces systèmes sous
SLOCC amène à un nombre fini d’orbites [135], dont un représentant est présenté en
Table 3.4 pour chacune de ces 17 orbites. Dans cette configuration, l’algorithme de Gro-
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ver recherche un ou plusieurs éléments dans une base de données de N = 2×3×3 = 18
éléments. L’algorithme de classification utilisé est accessible en Annexe A.3.

Orbite Forme normale (représentant)
O17 |000〉+ |011〉+ |100〉+ |122〉
O16 |000〉+ |011〉+ |101〉+ |122〉
O15 |000〉+ |011〉+ |022〉+ |101〉+ |112〉
O14 |000〉+ |011〉+ |122〉
O13 |000〉+ |011〉+ |022〉+ |101〉
O12 |000〉+ |011〉+ |101〉+ |112〉
O11 |000〉+ |011〉+ |121〉+ |102〉
O10 |000〉+ |011〉+ |102〉
O9 |000〉+ |011〉+ |022〉
O8 |000〉+ |011〉+ |110〉+ |121〉
O7 |000〉+ |011〉+ |120〉
O6 |000〉+ |111〉
O5 |000〉+ |011〉+ |101〉
O4 |000〉+ |011〉
O3 |000〉+ |101〉
O2 |000〉+ |110〉
O1 |000〉

Table 3.4 – Orbites sous l’action du groupe SLOCC, et leurs représentants, pour les
tenseurs de taille 2× 3× 3 [135].

• Pour |S| = 1, les états générés par l’algorithme de Grover appartiennent à l’orbite O6,
états génériques de la première variété des sécantes.
• Pour |S| = 2, les orbites O4, O6, O7, O10, O14 et O17 sont atteintes.
• Pour |S| = 3, les orbites O2, O3, O6, O7, O8, O10, O12, O14, O16, et O17 sont atteintes.
• Pour |S| = 4, les orbites O4, O6, O7, O8, O9, O10, O12, O14, O16, et O17 sont atteintes.
• Pour |S| = 5 ou |S| = 7, les orbites O6, O7, O8, O10, O11, O12, O13, O14, O16, et O17

sont atteintes.
• Pour |S| = 6, les orbites O1, O2, O3, O4, O6, O7, O8, O9, O10, O11, O12, O14, O16, et
O17 sont atteintes.
• Pour |S| = 8, les orbites O1, O6, O7, O8, O9, O10, O11, O12, O13, O14, O16, et O17 sont

atteintes.

L’algorithme de Grover ne génère pas d’états appartenant aux orbites O5 et O15, et
ce, quelque soit le nombre ou le choix des éléments marqués. Le Tableau 3.5 présente
un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour chaque orbite atteinte, et pour
différents nombres d’éléments marqués.

3.3.4 Le cas 2× 2× 2× 2 (4-qubits)

Notre dernier cas d’étude concerne l’application de l’algorithme de Grover appliqué
aux systèmes à 4-qubits. On rappelle que la classification des systèmes à 4-qubits est
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Orbite Ensembles S
O17 {|000〉, |111〉} , {|000〉, |001〉, |110〉}
O16 {|000〉, |011〉, |101〉} ,{|000〉, |001〉, |010〉, |100〉}
O15 —
O14 {|000〉, |011〉}, {|000〉, |001〉, |010〉}
O13 {|000〉, |001〉, |010〉, |101〉, |110〉}
O12 {|000〉, |010〉, |121〉} , {|000〉, |001〉, |110〉, |120〉}
O11 {|000〉, |001〉, |002〉, |010〉, |111〉}
O10 {|000〉, |101〉} , {|000〉, |001〉, |100〉}
O9 {|000〉, |011〉, |100〉, |111〉}
O8 {|000〉, |001〉, |112〉} , {|000〉, |001〉, |012〉, |102〉}
O7 {|000〉, |110〉} , {|000〉, |001〉, |012〉}
O6 {|000〉} , {|000〉, |001〉}
O5 —
O4 {|000〉, |100〉} ,{|000〉, |001〉, |100〉, |101〉}
O3 {|000〉, |010〉, |020〉}
O2 {|000〉, |001〉, |002〉}
O1 {|000〉, |001〉, |002〉, |100〉, |101〉, |102〉}

Table 3.5 – Exemple d’ensembless d’éléments marqués S et les orbites atteintes cor-
respondantes par l’algorithme de Grover dans le cas 2× 3× 3.

précisée en Section 2.2.2. Dans notre cas n = 4, et l’algorithme de Grover recherche
donc un ou plusieurs éléments dans une base de données à N = 24 = 16 éléments.

• Cas standard (|S| < N
4
) :

– Pour |S| = 1, on atteint toujours la sous-famille G00cc, comme prévu.
– Pour |S| = 2, les états générés par l’algorithme de Grover appartiennent à Gabc0, L00c2 ,
Lab02 , Gr8 et Gr4.

– Pour |S| = 3, on peut atteindre les sous-familles Gabc0, L00c2 , Laa02 , L02b2 et La203⊕1
.

• Cas critique (|S| = N
4
) : Pour |S| = 4, qui est le cas critique (toutes les amplitudes

sont envoyées sur 0, sauf pour les états marqués, et l’algorithme converge après une
itération), on peut atteindre toutes les familles ou strates associées à tous les états qui
peuvent être écrits sous la forme d’une somme de 4 états de base : G00cc, Ga000, Gab00,
L00c2 , Laa02 , La002 , L02b2 , et de la strate Gr8 à la strate Gr1.
• Cas exceptionnel (|S| > N

4
) :

– Pour |S| = 5, les sous-familles Gabc0, Gab00, L00c2 , Laa02 , Lab02 , La2b2 , L02b2 et La203⊕1

peuvent être obtenues à l’aide de l’algorithme de Grover.
– Pour |S| = 6, l’algorithme de Grover peut générer des états qui appartiennent à Gabcd,
Gabc0, Gab00, L00c2 , Laa02 , Lab02 , La2b2 , L02b2 , La4 , La203⊕1

, Gr8 et Gr4.
– Pour |S| = 7, nous pouvons obtenir les familles suivantes : Gabcd, Gabc0, G00cc, Gab00,
L00c2 , Laa02 , Lab02 , La2b2 , L02b2 , La203⊕1

.
– For |S| = 8, les états générés appartiennent à Gabc0, G00cc, Gab00, L00c2 , Laa02 , La2b2 ,
L02b2 , La203⊕1

, Gr8, Gr7, Gr4, Gr2 and Gr1.

On se limitera ici à l’étude des cas jusqu’à |S| ≤ 8, par argument de symétrie. Nous
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tenons à préciser ici que l’état |W4〉 (correspondant à la strate Gr5) n’est pas atteint par
les états générés par l’algorithme de Grover, sauf dans le cas critique. Les autres strates
du cône nilpotent qui ne sont pas atteintes sont les strates Gr6 et Gr3. De plus, on
remarque que les familles et sous-familles associées Labc2 , Lab3 , L0b3 et La03 ne sont pas
générées par l’algorithme de Grover, quelque soit la combinaison d’éléments marqués
choisie. Le Tableau 3.6 présente un exemple d’ensembles d’éléments marqués S pour
chaque famille, sous famille ou strate nilpotente atteinte, et pour différents nombres
d’éléments marqués.

Famille ou strate Ensembles S
Gabcd {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0101〉, |1010〉, |1111〉}
Gabc0 {|0000〉, |1111〉}
G00cc {|0000〉}
Ga000 {|0000〉, |0011〉, |1100〉, |1111〉}
Gab00 {|0000〉, |0011〉, |1101〉, |1110〉}
Labc2 —
L00c2 {|0000〉, |0011〉}
Laa02 {|0000〉, |0101〉}
La002 {|0000〉, |0110〉, |1001〉, |1111〉}
Lab02 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0101〉, |1010〉}
La2b2 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0100〉, |1001〉}
L02b2 {|0000〉, |0001〉, |0110〉}
Lab3 —
L0b3 —
La03 —
La4 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0101〉, |0110〉, |1101〉}

La203⊕1
{|0000〉, |0001〉, |1110〉}

Gr8 {|0000〉, |0111〉}
Gr7 {|0000〉, |0001〉, |0110〉, |1011〉}
Gr6 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |1100〉}
Gr5 {|0000〉, |0011〉, |0101〉, |1001〉}
Gr4 {|0000〉, |0001〉}
Gr3 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0100〉}
Gr2 {|0000〉, |0001〉, |0110〉, |0111〉}
Gr1 {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0011〉}

Table 3.6 – Exemple d’ensembles d’éléments marqués S et les familles ou strates
atteintes correspondantes par l’algorithme de Grover dans le cas des 4-qubits.

3.4 Étude quantitative

Dans cette sous-section, on se propose d’étudier l’intrication d’un point de vue quan-
titatif, en observant l’évolution de certaines mesures de l’intrication ou de non-localité
(voir Section 2.2.3) tout au long de l’algorithme de Grover. Nous comparons également
nos résultats obtenus par rapport aux précédentes études menées sur l’évolution de la
quantité d’intrication au cours de l’algorithme (voir Section précédente 3.1).
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Les résultats présentés dans cette sous-section proviennent majoritairement de tra-
vaux déjà publiés dans un journal international [133, 147, 81]. Dans ces travaux nous
choisissons d’utiliser l’hyperdéterminant comme une mesure potentielle de l’intrication,
ainsi que d’évaluer les polynômes de Mermin afin de pouvoir détecter ou quantifier
l’intrication ou la non-localité pour un état quantique, notamment pour les états à
4-qubits. Nous utilisons principalement l’algorithme de promenade aléatoire pour les
optimisations numériques (voir Annexe A.8).

3.4.1 Évaluation de Mermin

Dans un premier temps, on se propose d’utiliser les polynômes de Mermin afin
de mesurer ou de quantifier l’intrication à travers l’observation du degré de violation
des inégalités de Mermin. La définition des polynômes de Mermin et la façon dont ils
peuvent être utilisés pour détecter ou quantifier l’intrication est donnée en Chapitre 2
Section 2.2.3.

Nous rappelons que nous notons Ai un observable sur un qubit, pouvant toujours
être défini comme une combinaison des matrices de Pauli [81] à savoir Ai = ai,1X +
ai,2Y + ai,3Z, avec la condition de normalisation usuelle ai,1

2 + ai,2
2 + ai,3

2 = 1.

Nous nous plaçons ici dans le contexte usuel d’application de l’algorithme de Grover,
c’est à dire que le nombre d’éléments marqués est égal à 1, et on notera S = {|x0〉}.
De plus, nous adoptons une approche particulière pour l’évaluation des polynômes de
Mermin. Nous évaluons les polynômes de Mermin en utilisant les mêmes paramètres,
et donc en considérant le même dispositif de mesure ou les mêmes observables, et ce de
manière identique pour tous les états générés par l’algorithme de Grover. Par ailleurs,
nous considérons les 2 mêmes observables A1 et A2 pour toutes les particules, restrei-
gnant les paramètres définissant le polynôme de Mermin au nombre de 6, regroupés
dans le vecteur noté V = (a1,1, a1,2, a1,3, a2,1, a2,2, a2,3).

Ces paramètres choisis correspondent aux coefficients, définissant les 2 observables
A1 et A2, qui maximisent le polynôme de Mermin pour l’état |Ψent〉 = 1

K

(
|x0〉+ |+〉⊗n

)
,

avec K le coefficient de normalisation adéquat. En effet, ce choix d’état |Ψent〉 intervient
en cohérence avec l’interprétation géométrique des états générés par l’algorithme de
Grover (voir Section 3.2). Le maximum de l’intrication dans l’algorithme de Grover
étant observé à mi-chemin entre la première itération et l’itération optimale, l’état de
Grover

∣∣ψkopt/2〉 sera d’autant plus proche de l’état |Ψent〉 à mesure que n augmente.

Par ailleurs, l’état |Ψent〉 de rang 2 est défini comme la superposition équilibrée
des états |x0〉 et |+〉⊗n. L’état |+〉⊗n fait intervenir l’état |x0〉 dans son écriture, et la
projection 〈x0|+〉⊗n tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Ceci suggère qu’asymp-
totiquement, l’état |Ψent〉 se comporterait comme l’état |GHZn〉, pour n grand. Cette
observation doit être mise en relation avec le fait que les états de type |GHZn〉 sont
ceux qui maximisent la violation des inégalités définies par les polynômes de Mermin
[188, 76, 6].
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Pour la mise en place pratique des calculs, nous choisissons de considérer l’état |0〉⊗n
comme l’élément recherché lors de l’exécution de l’algorithme de Grover. Dans ce cas,
l’optimisation des paramètres liés aux observables permettant de maximiser la valeur du
polynôme de Mermin semble donner un vecteur Vopt arborant toujours la même forme
symétrique, à savoir un vecteur de la forme Vopt = (a1,1, a1,2, a1,1, a2,1, a2,2, a2,1) , sous
les notations précédentes.

Exemple 6. Lorsque l’élément |00000000〉 est recherché, la valeur maximale µ8(|Ψent〉)
du polynôme de Mermin pour l’état |Ψent〉 est obtenue, par optimisation numérique,
pour le jeu de paramètres

Vopt,8 = (−0.18885,−0.15053,−0.18885,−0.50674, 0.62644,−0.50674) .

Le vecteur Vopt,8 est ensuite utilisé pour évaluer le polynôme de Mermin pour les états
à 8-qubits générés par l’algorithme de Grover. ♦

Ainsi, pour chaque état généré par l’algorithme de Grover pour les itérations
k ∈ [[0, kopt]], on évalue le polynôme de Mermin sur l’état correspondant, en ayant
préalablement déterminé les coefficients optimisés Vopt pour n fixé. Ceci est ensuite
répété pour différentes tailles de systèmes à n-qubits, plus précisément entre 4 et 12
qubits. C’est notamment le fait de fixer les paramètres du polynôme de Mermin afin de
maximiser ce dernier pour l’état |Ψent〉 qui permet de réduire les ressources nécessaires
au calcul de l’évaluation de Mermin pour les états de Grover. L’ensemble des résultats
est représenté, sous la forme d’un graphique annoté, en Figure 3.4.
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É
va

lu
at

io
n

d
e

M
er

m
in

4 qubits
5 qubits
6 qubits
7 qubits
8 qubits
9 qubits
10 qubits
11 qubits
12 qubits

Figure 3.4 – Degré de violation des inégalités de Mermin tout au long de l’exécution
de l’algorithme de Grover pour 4 ≤ n ≤ 12 qubits [81].

Remarque 23. Pour chaque valeur de n, nous observons une violation de la borne clas-
sique, impliquant la présence de non-localité dans les états générés par l’algorithme de
Grover. Ceci contraste notamment avec la conclusion des travaux de Batle et al. [23].
De plus, on observe un comportement du degré de violation des inégalités Mermin assez
similaire à celui de la mesure géométrique de l’intrication.
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3.4.2 L’hyperdéterminant 2× 2× 2× 2

L’hyperdéterminant peut aussi être évalué pour mesurer la quantité d’intrication
présente pour les états générés par l’algorithme de Grover. L’évaluation de cette mesure
n’est pertinente que pour les états non-dégénérés, c’est-à-dire les états en dehors de la
variété duale X∗.

On trace en Figure 3.5 et 3.6 les courbes représentant l’évolution de la valeur absolue
de l’hyperdéterminant pour deux ensembles d’éléments marqués différents, permettant
à l’algorithme de Grover de générer des états n’annulant pas l’hyperdéterminant (et
rendant donc pertinent les courbes).

Figure 3.5 – Évolution de la valeur absolue de l’hyperdéterminant pour les 4-qubits en
fonction du nombre d’itérations dans l’algorithme de Grover, pour l’ensemble d’éléments
marqués S = {|0000〉, |1111〉}. Les états générés appartiennent à la famille Gabc0.

Nous choisissons de tracer cette évolution sur un nombre d’itérations supérieur à
celui d’une application normale de l’algorithme de Grover, afin de mettre notamment
en évidence l’aspect périodique de l’évolution de l’intrication au cours de l’algorithme
de Grover, et ce déplacement de va et vient sur la droite projective entre l’état |+〉⊗n et
l’état 1√

|S|
(|x0〉+ · · ·+ |xs−1〉). On remarque également l’existence de pics de valeurs à

certaines itérations, correspondant aux itérations proches de |S|kopt|S|+1
.
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Figure 3.6 – Évolution de la valeur absolue de l’hyperdéterminant pour les 4-qubits en
fonction du nombre d’itérations dans l’algorithme de Grover, pour l’ensemble d’éléments
marqués S = {|0000〉, |0001〉, |0010〉, |0101〉, |1010〉, |1111〉}. Les états générés appar-
tiennent à la famille Gabcd.

3.5 Synthèse et discussions

Les résultats issus de l’étude quantitative de l’algorithme de Grover, en utilisant
les polynômes de Mermin d’une part, permettent de mettre en évidence l’émergence
de l’aspect non-local des états générés par l’algorithme de Grover, et donc la présence
effective d’intrication dans ce processus de calcul quantique. De plus, l’interprétation
géométrique et l’étude de la classe d’intrication des états générés par l’algorithme de
Grover montre également que ce ne sont pas des états séparables. Ceci vient alors encore
apporter une confirmation de ce résultat bien connu [45, 146, 219].

La présence d’un point pivot, d’un point critique pour l’intrication [207], est aussi
confirmée et mise en avant par nos travaux. En termes de mesure de l’intrication,
nous observons ce point critique remarquable (maximum) dans la courbe d’évolution
de l’intrication. Nous donnons aussi une interprétation géométrique de ce point en terme
de barycentre des états marqués et de l’état initial. De plus, ceci est également confirmé
d’un point de vue quantitatif [272, 226] pour les évolutions de l’hyperdéterminant ou
de l’évaluation de Mermin, et est expliqué par le déplacement des points de Grover sur
la variété des sécantes.

L’invariance de ce comportement de l’intrication, lorsque la dimension de l’espace
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augmente, est aussi observée dans nos travaux. En effet, de manière qualitative, nous
pouvons expliquer ce comportement quelque soit le nombre de qubit, en traduisant
l’évolution dans l’algorithme comme un déplacement sur des variétés algébriques. De
plus, nous observons pour les tracés de l’évolution de Mermin pour les différents nombres
de qubits, que le comportement est toujours le même. Ceci vient confirmer les résultats
établis par [226, 61, 211].

Pour un nombre fixé de qubits, il a été affirmé qu’un changement dans le nombre
d’éléments marqués implique un changement dans la quantité d’intrication [61]. Ceci
peut être expliqué d’un point de vue théorique car un changement dans le nombre ou
le choix des éléments marqués implique un changement de la structre de l’enveloppe
convexe ce qui implique nécessairement une modification de la distance à la variété des
états séparables, et donc un changement dans la MGI. De plus, changer les éléments
marqués, c’est changer de sécante sur laquelle on se déplace tout au long de l’algorithme,
et c’est aussi changer l’état final à l’itération optimale, ce qui modifiera la quantité d’in-
trication en fonction de l’état final. Aussi, nous avons pu détailler les différents classes
d’intrication pouvant être atteintes pour différentes configurations d’états marqués, ce
qui confirme qu’il y a aussi un changement de type d’intrication. Enfin, les courbes de
l’hyperdéterminant pour deux ensembles d’états marqués montrent un comportement
différent de l’intrication, et une périodicité différente pour l’intrication.

La décroissance exponentielle observée pour la mesure géométrique de l’intrication
[227], lorsque le nombre de qubits n augmente, est aussi expliquées à l’aide de notre
interprétation en termes de variétés de sécantes, notamment en considérant le rapport
de la dimension de la variété des sécantes et de l’espace ambiant, impliquant une mo-
dification de la distance à la variété des états séparables.

D’autre part, l’aspect périodique de l’intrication, mis en avant dans un travail de
Ye et al. [289], est aussi observé lors de l’étude de l’évolution de la valeur absolue de
l’hyperdéterminant pour le cas des 4-qubits.

Dans le cas critique de l’application de l’algorithme de Grover, lorsque |S| = N
4

et lorsque la taille de la base de données N est divisible par 4, l’algorithme se ter-
mine en effet au bout d’une seule itération (et c’est pourquoi le cas est qualifié de
critique, car c’est un cas exceptionnel) et l’état généré est exactement une superposi-
tion des états recherchés. Les amplitudes des états non-recherchés sont éliminées après
seulement l’application d’une porte d’Oracle et d’une porte de Diffusion. Ainsi, tout
état pouvant s’écrire comme la somme de N

4
(lorsque 4 divise N) éléments de la base

canonique représente une orbite (strate ou famille d’orbites), sous l’action du groupe
SLOCC, qui peut être atteinte par l’algorithme de Grover [133, 147]. D’un point de
vue pratique, l’algorithme de Grover peut alors servir à générer des points de certaines
orbites, notamment des points génériques de la variété des sécantes σN

4
(X).

Enfin, lors de l’étude des classes d’intrication atteintes par l’algorithme de Grover,
notamment pour les cas considérés, il est apparu que certaines classes d’intrication
n’étaient jamais générées par l’algorithme de Grover, ou seulement dans le cas critique.
Le fait que l’état |W 〉 ne soit pas généré dans le cas des 3-qubits est intéressant, et
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implique que l’algorithme de Grover ne peut générer des points lisses de la variété des
tangentes τ(X). Ceci est d’autant plus intéressant que la notion de variété tangente
semble aussi toujours intervenir pour les états n’étant pas générés par l’algorithme de
Grover dans les autres exemples étudiés. En effet, dans le cas 2 × 3 × 3 ce sont les
orbites O5 et O15 qui ne sont pas atteintes par l’algorithme. Or l’orbite O5 correspond
à la variété des tangentes τ(X) et l’orbite O15 à la variété T (X, τ(X)). Dans le cas des
4-qubits, les familles Labc2 et Lab3 ne sont pas atteintes pas l’algorithme, et ces familles
correspondent respectivement aux variétés X∗ et τ(X)∗. Les strates Gr5, Gr6 et Gr3

ne sont atteintes que dans le cas critique, et correspondent respectivement aux variétés
τ(X), Osc3(X) et P1 × τ(X) (dont la définition fait intervenir la notion de tangente).
Cette observation pourrait donner une interprétation géométrique pour qualifier les
états ne pouvant pas être générés par l’algorithme.

3.6 Perspectives

Une première manière de poursuivre ce travail est d’étudier les états générés par
l’algorithme pour d’autres dimensions des systèmes quantiques. Par exemple, il est
possible d’étudier le cas des 3-qutrits, où une classification sous forme de familles existe
aussi (voir Section 5.3.1). On peut également envisager d’étudier le cas des 5-qubits,
ou de dimensions supérieures. Malgré le fait qu’une classification complète n’existe pas,
des outils partiels comme ceux proposés en Chapitre 5 et 7 pourraient être envisagés.

Ces études pourraient permettre d’avoir une vision plus globale de l’intrication inter-
venant dans l’algorithme de Grover, dans l’optique de pouvoir généraliser à des dimen-
sions supérieures certaines observations ou résultats mis en évidence dans ce chapitre.
D’une part, ceci permettrait de prévoir quel type d’intrication peut être généré par
l’algorithme de Grover, en fonction du nombre de qubits et de la nature des éléments
marqués. Cela peut permettre aussi de prévoir pour quelle itération l’état généré par
l’algorithme atteint le maximum possible de l’intrication, en fonction du nombre de
qubits et des éléments marqués.

D’autre part, ceci peut également fournir des informations sur les états et les types
d’intrication que l’algorithme de Grover ne peut générer. En effet, il serait intéressant
d’étudier plus en profondeur le lien entre les classes d’intrication non-atteintes par
l’algorithme de Grover, ou seulement atteintes dans le cas critique, et les variétés des
tangentes associées. Enfin, une réflexion plus profonde sur la nature des états intriqués
mis en œuvre dans l’algorithme (et ceux non-atteints) et le gain en complexité des
algorithmes quantiques pourrait être menée à partir de ces observations et résultats.
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Chapitre 4

Algorithme de Shor et Intrication

“A classical computation is like a solo voice — one line of pure tones succeeding each
other. A quantum computation is like a symphony — many lines of tones interfering
with one another”, Seth Lloyd.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’algorithme de Shor, et comment l’intrica-
tion s’y manifeste. Plus précisément, nous étudions la “partie quantique” de l’algorithme
de Shor, c’est à dire l’algorithme de recherche de la période (voir Section 1.2.2 pour
une introduction à l’algorithme de Shor). Nous présentons tout d’abord les précédents
travaux sur cette question puis, comme cela a été fait pour l’algorithme de Grover (voir
Chapitre 3), nous tentons de qualifier et de quantifier l’intrication au sein de l’algo-
rithme de recherche de la période. L’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre
ont été publiés dans les articles suivants [147, 81].

4.1 État de l’art

Au début des années 2000, Jozsa et al. ont suggéré que l’intrication quantique joue
un rôle majeur dans l’efficacité des calculs quantiques [96, 154]. Il a été en effet prouvé
que l’intrication quantique est bien présente dans l’algorithme de Shor, que ce soit du
point de vue théorique [213, 154, 242, 156, 194] ou expérimental [166, 175].

La majorité des études en rapport avec l’intrication et l’algorithme de Shor portent
sur l’intrication entre les deux registres quantiques de l’algorithme. En 2001, Parker
et Planio [213] ont regardé l’intrication bipartite moyenne, en utilisant la négativité
logarithmique comme mesure de l’intrication, à chaque étape de l’algorithme. Les états
de l’algorithme sont définis par les opérations controlled-Uα (impliqué dans l’opération
d’exponentiation modulaire). Les auteurs ont prouvé que l’intrication existe dans l’al-
gorithme et que la quantité d’intrication augmente vers la fin de l’algorithme. Ils ont
aussi démontré que si l’on cherche à réduire l’intrication en introduisant des états plus
mixtes dans le qubit de contrôle, alors on réduit l’efficacité des calculs.

Un an plus tard, Jozsa et Linden publièrent un article portant sur le rôle de l’in-
trication dans l’accélération des calculs quantiques [154]. Ils y discutent les différences
entre le calcul classique et quantique, et de la possibilité de simuler classiquement et
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de manière efficace un calcul quantique. En particulier, il a été affirmé que si on ne
peut pas classiquement simuler de manière efficace, et en un temps polynomial, un al-
gorithme quantique, alors l’intrication quantique est présente dans ce même algorithme
quantique. C’est le cas de l’algorithme de Shor, et la présence d’intrication est prouvée
dans ce travail en considérant des états à “progression arithmétique” (équivalents aux
états périodiques), et en considérant le fait que ces états ne sont pas p-bloqués.

En 2004, Orus et Latorre [207] ont étudié le comportement de l’intrication dans l’al-
gorithme de Shor lors d’un changement d’échelle, prouvant analytiquement la nécessité
d’utiliser une quantité exponentiellement grande d’intrication entre les deux registres,
après l’étape d’exponentiation modulaire. Ceci implique l’impossibilité d’une simulation
classique efficace en utilisant le protocole proposé par Vidal [264].

En 2005, Shimoni et al. ont utilisé la Mesure Groverienne de l’Intrication pour ca-
ractériser les états quantiques générés par l’algorithme de Shor [242]. À chaque étape
de la Transformée de Fourier Quantique (après chaque porte controlled-Rk, la porte
d’Hadamard n’affectant pas l’intrication), ils évaluent la Mesure Groverienne de l’In-
trication, et ceci pour des états quantiques généraux ou pour les états périodiques de
l’algorithme de Shor. Pour des états factorisés aléatoires, les auteurs démontrent que
l’intrication reste la même après la plupart des étapes, mais que pour certaines portes
controlled-Rk précises le taux d’intrication augmente significativement. Pour les états
périodiques, leurs résultats avancent que l’intrication ne change essentiellement pas, et
que les variations observées pour un nombre de qubits n petit deviennent négligeables
quand n augmente.

Kendon et Munro ont publié en 2006 dans un article intitulé “Entanglement and
its role in Shor’s algorithm” [156], où ils s’intéressent à l’intrication impliquée dans
l’algorithme de Shor en décomposant la porte Uf et en considérant la TFQ−1 comme
une seule porte. Ils se focalisent tout d’abord sur l’intrication entre le premier et le
second registre, et dans un second temps étudient l’intrication dans le premier registre.
Une étude quantitative de l’intrication est effectuée dans cet article, et quelques mesures
de l’intrication comme l’entropie des sous-systèmes (entropy of subsystems entre les deux
registres), la négativité ou bien l’entanglement of formation (pour le premier registre)
sont utilisées. Selon les auteurs, après l’exponentiation modulaire, l’intrication entre
les deux registres ne peut augmenter durant l’application de Transformée de Fourier
Quantique inverse. De plus, toujours selon les auteurs, l’intrication dans le premier
registre ne peut qu’être généré ou déplacée, mais pas diminuée. Les auteurs font aussi
remarquer que plus la période r est proche d’une puissance de 2, plus la valeur de la
différence dans l’entropie moyenne ∆E1 avant et après la TFQ−1 devient faible. Lorsque
r est une puissance de 2, alors TFQ−1 implique que ∆E1 = 0 dans tout les cas.

En 2007, certaines expériences pratiques de l’algorithme de Shor ont pu être
implémentées. Lanyon et al. [166] ont implémenté une version compilée de l’algorithme
de Shor en utilisant des systèmes photoniques. Ils ont prouvé l’existence de l’intrica-
tion au cours de l’algorithme par tomographie des états quantiques, et que l’intrica-
tion est impliquée dans les opérations arithmétiques. La même année, Lu et al. [175]
implémentent l’algorithme de factorisation de Shor en utilisant aussi des photons pour
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modéliser les qubits. L’expérience est mise en place pour des 4-qubits photoniques,
et l’intrication genuine est détectée durant l’algorithme, entre le premier et le second
registre.

Trois ans plus tard, Most, Shimoni et Biham ont publié un travail en rapport avec
l’intrication des états périodique, la Transformée de Fourier Quantique et l’algorithme
de Shor [194]. Ils mettent en évidence l’importance et le rôle des états périodiques du-
rant l’algorithme. Ils analysent aussi l’intrication des états périodiques en regardant
comment ces états sont affectés par la Transformée de Fourier Quantique. Quelques ap-
proximations sont utilisées pour évaluer la mesure Groverienne de l’intrication pour les
états périodiques. Selon les auteurs, la Transformée de Fourier Quantique ne change pas
l’intrication des états périodiques, pour un nombre suffisamment grand de qubits. Nous
pouvons également mentionner certains récents travaux portant sur une problématique
plus ou moins similaire [93, 80, 60].

Tout ces travaux ont principalement étudié l’intrication en utilisant des mesures
diverses de l’intrication, menant à une étude quantitative de l’intrication. Cela per-
mit de donner une première vision globale concernant l’évolution de l’intrication du-
rant l’algorithme. Dans les sections suivantes, nous présentons une étude quantitative
de l’intrication en utilisant des mesures originales de l’intrication et en comparant nos
résultats à ceux de la littérature. D’autre part, nous étudions également de manière plus
qualitative l’intrication, en déterminant quelles sont les classes d’intrication présentes
et comment elles évoluent après application de la TFQ, tentant de donner une in-
terprétation géométrique ou des éléments de réflexion afin de compléter les précédents
résultats de la littérature.

4.2 Intrication des états périodiques

Les états périodiques sont des états générés durant la première partie de l’algo-
rithme de Shor, et sont les états sur lesquels la Transformée de Fourier Quantique
sera appliquée. Par ailleurs, ces états jouent également un rôle important dans d’autres
algorithmes quantiques faisant intervenir cette même transformée [194].

L’intrication est un des candidats proposés pour expliquer l’avantage que propose
les algorithmes quantiques face aux performances des algorithmes classiques. L’étude
de l’intrication des états périodiques devient donc indispensable pour comprendre dans
quelle mesure ce phénomène apparâıt et intervient tout au long de l’algorithme.

Dans cette sous-section, nous nous intéressons à l’intrication des états périodiques en
tant que tels, c’est à dire avant l’application de la Transformée de Fourier Quantique.
En effet, comme nous le verrons plus tard dans cette section, l’intrication des états
périodiques avant l’application de la TFQ jouera un rôle prépondérant en ce qui concerne
le type ou la quantité d’intrication après la TFQ. Nous étudions de manière exhaustive
les classes d’intrication associées aux états périodiques pour les systèmes à 3-qubits et
4-qubits, et proposons un certain nombre de généralisation et de règles concernant le
type d’intrication, en fonction du shift et de la période des états périodiques, à partir
des patterns observés.

115



4. Algorithme de Shor et Intrication

4.2.1 Cas des 3-qubits

Dans cette sous-section, nous étudions le type d’intrication associé à l’ensemble des
états périodiques pour les systèmes à 3-qubits. Les notations utilisées ici font référence
à la classification des 3-qubits présentée en Section 2.2.2. Pour chaque valeur du shift l
et de la période r, nous déterminons l’orbite sous SLOCC de l’état périodique associé.
Nous utilisons ici l’algorithme de classification des 3-qubits présenté en Annexe A.1.
Tous les résultats obtenus sont regroupés dans la Table 4.1.

r
l

0 1 2 3 4 5 6 7

1 O1 O6 O4 O6 O1 O3 O1 O1

2 O1 O1 O4 O4 O1 O1 O1 O1

3 O5 O5 O6 O2 O3 O1 O1 O1

4 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1

5 O2 O6 O2 O1 O1 O1 O1 O1

6 O4 O4 O1 O1 O1 O1 O1 O1

7 O6 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1

Table 4.1 – Orbites sous SLOCC pour les états à 3-qubits periodiques, en fonction du
shift l et de la période r.

En observant sur ce tableau la répartition des orbites en fonction du shift et de la
période, nous pouvons établir les observations suivantes :
• Lorsque l = 0 et que la période prend les valeurs r = 1, r = 2 et r = 4, alors l’état est

séparable,
• Lorsque r = 4, alors l’état appartient toujours à l’orbite O1 (état séparable),
• Tous les états présents sur l’anti-diagonale définie de {l = 1, r = 7} à {l = 7, r = 1}, et

tous les états dans la partie inférieure droite sous cette anti-diagonale appartiennent à
l’orbite O1 (états séparables),
• Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift 0 ≤ l ≤ r − 1 ou

4 ≤ l ≤ r + 3, alors l’état est séparable,
• Lorsque {l = 1, r = 1}, et lorsque {l = 0, r = 7}, {l = 1, r = 5}, {l = 2, r = 3}, et
{l = 3, r = 1} (anti-diagonale où l’on monte de 2 cases vers le haut quand on avance
d’une case vers la droite) les états périodiques correspondants appartiennent à l’orbite
O6, qui est l’orbite de l’état |GHZ〉,
• L’orbite O5 n’est atteinte que lorsque {l = 0, r = 3} et {l = 1, r = 3}.

Une partie de ces observations peut être prévue de par l’écriture des états périodiques
dans la base canonique. En effet, l’état

∣∣Ψ3
0,7

〉
correspond exactement à l’écriture de

l’état |GHZ〉 = 1√
2
(|000〉 + |111〉), tout comme l’écriture de l’état

∣∣Ψ3
1,2

〉
permet de

conclure que c’est un état séparable :∣∣Ψ3
1,2

〉
=

1

2
(|001〉+ |011〉+ |101〉+ |111〉) = |+〉⊗2|1〉 . (4.1)

Un grande majorité de ces observations de placement des classes d’intrication sur
la table en deux dimension apparaissent également lorsqu’on augmente le nombre de
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qubits, et c’est notamment le cas pour les systèmes à 4-qubits. Ceci est en effet l’objet
de la sous-section suivante.

4.2.2 Cas des 4-qubits

Dans cette sous-section, nous étudions le type d’intrication associé à l’ensemble des
états périodiques pour les systèmes à 4-qubits. Les notations utilisées ici font référence
à la classification des 4-qubits rappelée en Section 2.2.2. Pour chaque valeur du shift l
et de la période r, nous déterminons la (sous) famille de Verstraete et al. associée ou la
strate du cône nilpotent associée à l’état périodique correspondant. Tous les résultats
obtenus sont regroupés dans la Table 4.2. Pour obtenir celle-ci, nous utilisons l’algo-
rithme présenté en Annexe A.4 et déterminons la classe d’intrication pour tous les
15× 15 états périodiques.

On observe alors que :
• Lorsque l = 0 et que la période prend les valeurs r = 1, r = 2, r = 4 et r = 8, alors

l’état est séparable,
• Lorsque r = 8, alors l’état appartient toujours à l’orbite Gr1 (état séparable),
• Tous les états présents sur l’anti-diagonale définie de {l = 1, r = 15} à {l = 15, r = 1},

et tous les états dans la partie inférieure droite sous cette anti-diagonale appartiennent
à l’orbite Gr1 (états séparables),
• Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, r = 4 et r = 8, si le shift 0 ≤ l ≤ r − 1 ou

8 ≤ l ≤ r + 7, alors l’état est séparable,
• Lorsque {l = 1, r = 1}, {l = 7, r = 1}, et lorsque {l = 0, r = 15}, {l = 1, r = 13},
{l = 2, r = 11}, {l = 3, r = 9} et {l = 4, r = 7} (presque une moitié d’anti-diagonale)
les états périodiques appartiennent à la sous-famille G00cc, qui contient l’orbite de l’état
|GHZ4〉.

Nous remarquons que les observations effectuées à la sous-section précédente sont
également présentes de manière équivalente pour le cas des 4-qubits. Nous proposons
alors de généraliser et de formaliser ces observations aux états périodiques à n-qubits
dans la sous-section suivante.

4.2.3 Cas général

Dans cette sous-section nous généralisons les observations, dans le cas des 3 et 4-
qubits, concernant le type d’intrication en fonction des valeurs du shift et de la période
pour les états périodiques. Nous tentons pour chaque proposition d’apporter la preuve
correspondante, permettant de mettre en évidence l’aspect séparable ou non d’un état
périodique, et en fournissant dans certains cas l’écriture explicite simplifiée ou factorisée
d’un état périodique (afin de permettre l’identification directe du rang ou de la classe
d’intrication).

Proposition 4.2.1. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits. Si le shift l = 0 et la

période r = 2s divise N = 2n alors
∣∣Ψn

0,r

〉
est un état séparable, et on peut l’écrire∣∣Ψn

0,r

〉
= |+〉⊗(n−s) ⊗ |0〉⊗s.
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r
l

0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

1
G
r 1

G
0
0
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G
r 4

L
0
0
c 2

G
r 2

L
0
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G
r 4

G
0
0
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r 4
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r 2

G
r 4

G
r 1

G
r 2

G
r 1

G
r 1

2
G
r 1

G
r 1

G
r 4

G
r 4

G
r 2

G
r 2

G
r 4

G
r 4

G
r 1

G
r 1

G
r 2

G
r 2

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

3
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a
a
(−

2
a
)0

G
a
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0
G
a
bc

0
L
a
0
0
2

G
r 8

G
r 8

L
a
a
0
2
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r 3
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r 3
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r 4

G
r 2

G
r 2
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1
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G
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G
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1
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a
0
0
0
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r 6
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L
a
a
0
2
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r 1
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r 1
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6
G
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G
r 3
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G
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1
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r 1

9
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G
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0
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G
r 2

G
r 4

G
r 2

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

10
G
r 2

G
r 2

G
r 4

G
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G
r 2

G
r 2

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1
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G
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G
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G
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0
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G
r 4

G
r 4

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

12
G
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G
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G
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G
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G
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G
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G
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G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
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G
r 1

13
G
r 4

G
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0
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G
r 4

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1
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r 1
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r 1

G
r 1
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G
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14
G
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G
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G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

15
G

0
0
cc

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

G
r 1

Table 4.2 – Familles de Verstraete et al. et strates du cône nilpotent pour les états à
4-qubits periodiques, en fonction du shift l et de la période r.
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Démonstration. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n. On suppose

que le shift l = 0, et que la période divise N . Alors il existe un entier p tel que r×p = N ,
et donc il existe (s, q) ∈ N2 tel que r = 2s et p = 2q. On rappele que

∣∣Ψn
0,r

〉
peut être

exprimé comme

∣∣Ψn
0,r

〉
=

1√
A

A−1∑
i=0

|0 + ir〉, avec A =

⌈
N − 0

r

⌉
= p , (4.2)

alors ∣∣Ψn
0,r

〉
=

1√
p

(
|0〉+ |r〉+ |2r〉+ · · ·+ |(p− 1)r〉

)
. (4.3)

Lorsque la période r est égale à N , on obtient A =
⌈
N−0
r

⌉
= 1 état de base dans

l’écriture de
∣∣Ψn

0,r

〉
, qui est en effet |0 . . . 0〉 en notation binaire. L’état est donc séparable

et on a
∣∣Ψn

0,r

〉
= |+〉⊗(n−n)⊗|0〉⊗n = |0〉⊗n. De plus, si la période r est égale à 1, alors nous

avons tous les A =
⌈
N−0
r

⌉
= N états de base dans l’écriture de l’état périodique, et on

récupère l’état complètement parallélisé comme attendu :
∣∣Ψn

0,r

〉
= |+〉⊗(n−0) ⊗ |0〉⊗0 =

|+〉⊗n.

On s’intéresse maintenant au cas où 1 < r < N , c’est à dire lorsque 2 ≤ r ≤ N
2

.
L’état périodique associé est une somme de p états de base, et p est pair, alors on pourra
toujours séparer en deux parties l’écriture de l’état périodique :∣∣Ψn

0,r

〉
=

1√
p

(
|0〉+ |r〉+ |2r〉+ · · ·+

∣∣∣(p
2
− 1
)
r
〉

︸ ︷︷ ︸
p

2
termes

+
∣∣∣p
2
r
〉

+ · · ·+ |(p− 1)r〉︸ ︷︷ ︸
p

2
termes

)
. (4.4)

On peut aisément voir que nous avons toujours les états |0〉 et
∣∣∣p
2
r
〉

=

∣∣∣∣N2
〉

dans

les parties de l’état périodique, et ces états de base peuvent être respectivement écrits
en notation binaire sous la forme |00 . . . 0〉 et |10 . . . 0〉. Ainsi, en fonction de la période
r, il restera (ou pas) d’autres termes dans chaque partie, mais nous pouvons toujours
ré-écrire l’état périodique comme suit :∣∣Ψn

0,r

〉
= 1√

p

(
|0〉+ |r〉+ |2r〉+ · · ·+

∣∣∣(p
2
− 1
)
r
〉

︸ ︷︷ ︸
p

2
termes

+

∣∣∣∣N2 + 0

〉
+

∣∣∣∣N2 + r

〉
+

∣∣∣∣N2 + 2r

〉
+ · · ·+

∣∣∣∣N2 +
(p

2
− 1
)
r

〉
︸ ︷︷ ︸

p

2
termes

)
.

(4.5)

De ce fait, l’état périodique peut être exprimé comme∣∣Ψn
0,r

〉
= |+〉 ⊗ 1√

2q−1

(
|0〉+ |r〉+ |2r〉+ · · ·+

∣∣∣(p
2
− 1
)
r
〉)

= |+〉 ⊗
∣∣Ψn−1

0,r

〉
. (4.6)
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À présent, si l’on considère l’état
∣∣Ψn−1

0,r

〉
, on peut répéter le même processus jusqu’à

ce qu’il ne reste qu’un seul état dans la décomposition en somme de l’état périodique.
Ce cas arrive lorsque A = 1, c’est à dire lorsque le nombre de qubits de l’état périodique
considéré (le facteur droit du produit tensoriel dans l’Équation (4.6)) est égal à s. Ce
processus est donc répété q = n− s fois, et au final, on récupère l’état séparable :∣∣Ψn

0,r

〉
= |+〉⊗(n−s) ⊗ |0〉⊗s . (4.7)

Proposition 4.2.2. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits. Si la période r est égale à

N
2

= 2n−1 alors, pour toutes les valeurs possibles du shift l,
∣∣Ψn

l,r

〉
est un état séparable.

Démonstration. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n. On suppose

que la période r est égale à N
2

. L’état périodique ne contient alors que A =

⌈
N − l
N
2

⌉
états de base dans son écriture. Si le shift satisfait la condition 0 ≤ l < N

2
alors il y a

aura A = 2 éléments, sinon si N
2
≤ l < N alors n’y aura que A = 1 seul élément.

Dans le second cas, le seul élément dans l’état périodique sera |l〉 et donc il est
clair que l’état périodique est séparable. Dans le premier cas, on peut ré-écrire l’état
périodique sous la forme :∣∣∣Ψn

l,N
2

〉
=

1√
2

(
|l〉+

∣∣∣∣l +
N

2

〉)
= |+〉 ⊗ |l〉 , (4.8)

qui est en effet aussi un état séparable.

Proposition 4.2.3. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n. Si l+r ≥

N alors
∣∣Ψn

l,r

〉
est séparable.

Démonstration. Du fait que l+r ≥ N ⇐⇒ 1 ≥ N−l
r

, on peut en déduire que le nombre
d’états de base nécessaires pour écrire

∣∣Ψn
l,r

〉
sera égal à A =

⌈
N−l
r

⌉
= 1, ce qui implique

que l’état est séparable.

Proposition 4.2.4. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits. Si la période r = 2s

divise N = 2n alors pour toutes les valeurs du shift, respectivement l ∈ [[0, 2s − 1]]
ou l ∈ [[N

2
, N

2
+ 2s − 1]], l’état

∣∣Ψn
l,2s

〉
est un état séparable, et il s’écrit respectivement∣∣Ψn

l,2s

〉
= |+〉⊗(n−s)⊗ |l〉[s] ou

∣∣Ψn
l,2s

〉
= |1〉⊗ |+〉⊗(n−s−1)⊗ |l〉[s] (avec |l〉[s] l’état |l〉 écrit

en notation binaire à l’aide de s bits).

Démonstration. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n. On suppose

que la période r divise N . Alors il existe un entier p tel que r× p = N , et donc il existe
(s, q) ∈ N2 tels que r = 2s et p = 2q. De ce fait r est une puissance de 2.

Il en résulte que la notation binaire de r est composée d’un unique digit à ’1’, et de
n−1 digits à ’0’. Il est connu que pour r = 2s, le digit ’1’ se trouve à la s-ième position.
Ainsi, tous les multiples de r, qui sont en fait une somme du même nombre binaire r,
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peuvent être écrits avec des ’0’ et des ’1’ à gauche du s-ième digit, et uniquement des
’0’ a droite du s-ième digit (si on suppose que le bit de poids fort est placé à gauche).

On s’intéresse tout d’abord au premier cas, lorsque l ∈ [[0, 2s − 1]]. En supposant
que le shift satisfasse la condition 0 ≤ l < r = 2s, on peut démontrer que le nombre
de termes dans l’écriture de

∣∣Ψn
l,r

〉
est toujours égal à A =

⌈
N−l
r

⌉
= p = 2q, et l’état

périodique correspondant s’écrit :∣∣Ψn
l,r

〉
=

1√
p

(
|l〉+ |l + r〉+ |l + 2r〉+ · · ·+ |l + (p− 1)r〉

)
. (4.9)

En sachant que l < r, et en sachant que r et tout ses multiples ne contiennent que
des ’0’ à droite du s-ième digit ’1’ (dans l’écriture binaire de r), on sait que l’on peut
factoriser, par la notation binaire de l sur s digits, la somme des états de base définissant∣∣Ψn

l,r

〉
. Ceci aura pour effet de retirer les s bits de poids faible dans la notation binaire

de r et ses multiples, ce qui nous amène à l’expression suivante :∣∣Ψn
l,r

〉
=

1√
p

(
|0〉+ |1〉+ |2〉+ · · ·+ |(p− 1)〉

)[n−s] ⊗ |l〉[s] . (4.10)

Le facteur de gauche de ce produit tensoriel est en effet l’état |+〉⊗(n−s), et on peut
alors conclure que si r divise N , et si l ∈ [[0, 2s− 1]], alors on récupère un état séparable
de la forme : ∣∣Ψn

l,r

〉
= |+〉⊗(n−s) ⊗ |l〉[s] . (4.11)

On s’intéresse à présent au second cas, c’est à dire lorsque l ∈ [[N
2
, N

2
+ 2s − 1]],

qui est assez similaire au premier cas si ce n’est que l’on ajoute N
2

à la valeur du shift.
Cependant, on sait que N

2
est aussi une puissance de 2, et dans notre cas cela correspond

à l’état |10 . . . 0〉 en notation binaire, lorsque l’on travaille avec n qubits. Ce digit ’1’
sera alors présent dans chaque état de base composant l’état périodique et on peut alors
définir l′ = l − N

2
tel que :∣∣Ψn

l,r

〉
=

1√
p

2

(
|l〉+ |l + r〉+ |l + 2r〉+ · · ·+

∣∣∣l +
(p

2
− 1
)
r
〉)
, (4.12)

∣∣Ψn
l,r

〉
=

1√
p

2

|1〉 ⊗
(
|l′〉+ |l′ + r〉+ |l′ + 2r〉+ · · ·+

∣∣∣l′ + (p
2
− 1
)
r
〉)

. (4.13)

Le facteur de droite du produit tensoriel, avec le facteur de normalisation 1√
p
2

, et en

effet un état périodique de shift l′ ∈ [[0, 2s− 1]] et de période r = 2s pour (n− 1)-qubits.
En réutilisant le résultat issu du premier cas, on peut conclure que cet état est séparable
et on peut exprimer l’état périodique global

∣∣Ψn
l,r

〉
comme étant égal à :

∣∣Ψn
l,r

〉
= |1〉 ⊗ |+〉⊗(n−s−1) ⊗

∣∣∣∣l − N

2

〉[s]

. (4.14)
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Proposition 4.2.5. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n. Alors

il y a au moins

⌊
N − 2

3

⌋
+ 3 paires (l, r) définissant des états périodiques SLOCC

équivalents à |GHZn〉, et on peut distinguer les 3 différents cas suivants :
• le cas où l = 1 et r = 1,
• le cas où l = N

2
− 1 et r = 1,

• et les

⌊
N − 2

3

⌋
+1 autres états sur l’anti-diagonale définie par la relation 2l+r = N−1.

Démonstration. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits, et soit N = 2n.

Dans le premier cas, le shift est l = 1 et la période r = 1, on obtient l’état périodique
suivant :

∣∣Ψn
1,1

〉
=

1√
N − 1

N−1∑
x=1

|x〉 =

√
N√

N − 1
|+〉⊗n − 1√

N − 1
|0〉⊗n . (4.15)

Cet état est un état (générique) de rang 2, appartenant aux points lisses de la variété
des sécantes σ2(X), et en particulier est SLOCC équivalent à l’état |GHZn〉.

Dans le second cas, le shift est l = N
2
− 1 et la période r = 1. En remarquant que∣∣N

2

〉
= |10 . . . 0〉, et donc que

∣∣N
2
− 1
〉

= |01 . . . 1〉, on obtient l’état périodique

∣∣∣Ψn
N
2
−1,1

〉
=

1√
N
2

+ 1

N−1∑
x=N

2
−1

|x〉 =
1√
N
2

+ 1

(
|011 . . . 1〉+ |100 . . . 0〉

+|10 . . . 01〉+ · · ·+ |111 . . . 1〉
)
,

(4.16)

qui peut aussi être exprimé comme∣∣∣Ψn
N
2
−1,1

〉
=

1√
N
2

+ 1

(
|011 . . . 1〉+

√
N

2
|1〉 ⊗ |+〉⊗n−1

)
, (4.17)

et cet état est aussi SLOCC équivalent à |GHZn〉.

Pour le troisième cas, nous nous intéressons à l’anti-diagonale dont le “point de
départ” est l’état définit par {l = 0, r = N − 1} et progressant vers le haut et la
droite du tableau en ajoutant un au shift l (déplacement d’une case vers la droite) et
en retirant 2 à la période r (déplacement de 2 cases vers le haut). Cette anti-diagonale
est alors définie par les équations suivantes :{

l = k
r = N − 1− 2k

with k ∈ [[0,
N

2
− 1]] . (4.18)

Nous avons déjà démontré que l’état tout en haut à droite de cette anti-diagonale
{l = N

2
− 1, r = 1} est SLOCC équivalent à |GHZn〉, et on peut facilement prouver

que l’état tout en bas à gauche de l’anti-diagonale {l = 0, r = N − 1} est en fait la
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définition de l’état GHZ généralisé |GHZn〉 = 1√
2

(
|0〉⊗n + |1〉⊗n

)
. La partie intéressante

est de déterminer ce qu’il se passe au milieu de l’anti-diagonale.

En effet, on peut déduire à partir des équations de l’anti-diagonale que les états
appartenant à celle-ci vérifient 2l+ r = N − 1. De plus, nous savons que l’état en bas à
gauche de l’anti-diagonale {l = 0, r = N − 1} ne possède que 2 états de base dans son
écriture. Par conséquent, on peut remarquer que si un état périodique ne possède que
deux états de base dans son écriture, alors il satisfait la condition de l’anti-diagonale
2l+ r = N − 1, et donc l’état est SLOCC équivalent à l’état |GHZn〉. En effet, cet état
périodique que l’on va noter |Ψ〉 ne possède que 2 états de base et peut être écrit

|Ψ〉 =
1√
2

(
|l〉+ |l + r〉

)
. (4.19)

Par ailleurs, nous rappelons que le shift l et la période r doivent satisfaire la condition
2l + r = l + (l + r) = N − 1. Si on travaille en notation binaire, et en notant que
N−1 = 2n−1 est toujours écrit avec uniquement des digits ’1’ dans sa notation binaire,
on peut en conclure que les deux nombres binaires l et l+ r sont des compléments (par
rapport à N = 2n). Ainsi, l’état |Ψ〉 est par définition équivalent à l’état |GHZn〉.

On peut se demander : combien d’états satisfont ces conditions pour les états
périodiques ? Afin d’apporter une réponse, on s’intéresse à la condition en prêtant atten-
tion au nombre d’états de base dans les états périodiques considérés. Nous devons avoir
A =

⌈
N−l
r

⌉
= 2 états de base dans l’écriture de l’état périodique, ce qui est équivalent

à l’inéquation

1 <
N − l
r
≤ 2 . (4.20)

Si on substitue à présent l et r par les équations définissant l’anti-diagonale, alors
on obtient l’inéquation suivante :

1 <
N − k

N − 1− 2k
≤ 2 . (4.21)

En résolvant l’inéquation en k et en oubliant l’opération d’arrondissement, on obtient
le résultat suivant :

− 1 < k ≤ N − 2

3
. (4.22)

En replaçant notre inéquation dans le contexte des nombres entiers, alors nous avons

prouvé que pour k ∈ [[0,

⌊
N − 2

3

⌋
]] l’état périodique défini par l = k et r = N − 1− 2k

ne possède que deux états de base dans son écriture.

Enfin, le nombre d’états équivalents à |GHZn〉 sur l’anti-diagonale est égal à
⌊
N−2

3

⌋
+

1, sans comptabiliser le cas où {l = N
2
− 1, r = 1}. En d’autres termes, de l’état

{l = 0, r = N − 1} à l’état {l =
⌊
N−2

3

⌋
, r = N − 1 − 2

⌊
N−2

3

⌋
}, tous les états sur

l’anti-diagonale précédemment définie sont SLOCC équivalents à |GHZn〉.
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Ces résultats généraux concernant la nature de l’intrication de certains états
périodiques précis permet de déterminer rapidement dans certains cas la présence ou
non d’intrication dans ces systèmes quantiques pouvant apparâıtre après la mesure du
second registre dans l’algorithme de recherche de la période dans l’algorithme de Shor.

4.3 Transformée de Fourier Quantique et

Intrication

La Transformée de Fourier Quantique est une porte quantique constituant un
élément clé dans l’algorithme de Shor, et plus particulièrement dans l’algorithme de
recherche de la période. Elle est utilisée pour mettre en évidence la période associée
aux états du second registre, issus de la mesure du premier registre, afin de faciliter
la détermination de l’ordre de la fonction définissant le problème de factorisation (voir
Sections 1.2.2 et 1.2.2).

L’influence de la Transformée de Fourier Quantique sur l’intrication des registres
quantiques n’est pas totalement comprise et cernée, que ce soit au niveau de la variation
de la quantité d’intrication (via des mesures de l’intrication comme la MGI) ou au niveau
des changements de classes d’intrication induits par l’application de cette transformée.

À partir des travaux précédents, notamment ceux de Most et al. [194], nous ten-
tons d’apporter des éléments de réflexion et de réponses à partir notamment des outils,
précédemment utilisés, issus de la géométrie algébrique. Dans un premier temps, nous
étudions l’influence de la Transformée de Fourier Quantique sur les états périodiques.
Nous évaluons les polynômes de Mermin ainsi que l’hyperdéterminant afin de mesu-
rer et d’observer l’évolution de l’intrication. Nous utilisons aussi les outils théoriques
mentionnés pour déterminer les classes d’intrication caractérisant les états périodiques
après l’application de la TFQ. Enfin, nous posons et étudions certaines questions liées
à l’influence de la TFQ sur l’intrication des registres quantiques, en dehors du contexte
de l’algorithme de Shor.

4.3.1 Application de la TFQ sur les états périodiques –
Étude qualitative

Dans cette sous-section nous nous intéressons à l’étude des classes d’intrication
atteintes par les états périodiques après l’application de la Transformée de Fourier
Quantique. Comme cela a été fait précédemment, nous étudions en détail le cas des
3-qubits et des 4-qubits, et tentons par la suite de proposer quelques généralisations des
similarités observées.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux systèmes à 3-qubits. Nous menons
une étude exhaustive en considérant toutes les combinaisons possibles de shift l et de
période r.
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r
l

0 1 2 3 4 5 6 7

1 O1 O6 O6 O6 O6 O6 O6 O1

2 O1 O1 O3 O3 O3 O3 O1 O1

3 O6 O6 O6 O6 O6 O1 O1 O1

4 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1

5 O6 O6 O6 O1 O1 O1 O1 O1

6 O3 O3 O1 O1 O1 O1 O1 O1

7 O6 O1 O1 O1 O1 O1 O1 O1

Table 4.3 – Orbites SLOCC des états à 3-qubit résultant de l’application de la TFQ
sur des états périodiques en fonction de leur shift l et de la période r.

À partir des résultats présentés en Table 4.3, nous pouvons extraire les propriétés
suivantes pour les états périodiques à 3-qubits après l’application de la Transformée de
Fourier Quantique :

• Lorsque r = 4, l’état correspond toujours à l’orbite O1 (séparable),
• Pour tous les états ayant un shift l et une période r satisfaisant la condition l + r ≥ 8

(c’est à dire que l’on se trouve sur ou en dessous de l’anti-diagonale de {l = 1, r = 7}
à {l = 7, r = 1}), ils appartiennent à l’orbite O1 du cône nilpotent, et sont donc des
états séparables,
• Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift vérifie 0 ≤ l ≤ r− 1,

alors l’état est un état séparable,
• Si la période prend les valeurs r = 1, et r = 2, et si le shift vérifie 4 ≤ l ≤ r + 3, alors

l’état n’est pas séparable,
• Si la période est égale à r = 2, alors si le shift vérifie 2 ≤ l ≤ 5, alors l’état appartient

à l’orbite O3, et donc l’état n’est pas séparable.

Nous nous intéressons à présent aux systèmes à 4-qubits. Comme précédemment,
nous menons une étude exhaustive en considérant toutes les combinaisons possibles de
shift l et de période r. À partir des résultats présentés en Table 4.4, nous pouvons
extraire les propriétés suivantes pour les états périodiques à 4-qubits après l’application
de la Transformée de Fourier Quantique :

• Lorsque r = 8, l’état correspond toujours à l’orbite Gr1 (séparable),
• Pour tous les états ayant un shift l et une période r satisfaisant la condition l+ r ≥ 16

(c’est à dire que l’on se trouve sur ou en dessous de l’anti-diagonale de {l = 1, r = 15}
à {l = 15, r = 1}), ils appartiennent à l’orbite Gr1 du cône nilpotent, et sont donc des
états séparables,
• Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, r = 4 et r = 8, et si le shift vérifie

0 ≤ l ≤ r − 1, alors l’état est un état séparable,
• Si la période prend les valeurs r = 1, r = 2, et r = 4, et si le shift vérifie 8 ≤ l ≤ r+ 7,

alors l’état n’est pas séparable,
• Si la période est égale à r = 2, alors si le shift vérifie 2 ≤ l ≤ 13, alors l’état appartient

à la strate Gr4, et donc l’état n’est pas séparable.

Ces observations sur les états générés après l’application de la Transformée de Fou-
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Table 4.4 – Familles de Verstraete et al. et strates du cône nilpotent des états à 4-
qubits obtenus après l’application de la TFQ sur des états périodiques en fonction de
leur shift l et de la période r.
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rier Quantique sur des états périodiques particuliers (de par leurs valeurs de période et
de shift) sont à la fois présentes dans le cas des 3-qubits et des 4-qubits. On peut alors
espérer voir ces résultats se généraliser à n’importe quel système périodique à n-qubits.
Néanmoins, nous n’avons pas été en mesure de poursuivre ce travail pour proposer une
preuve de la validité de ces résultats aux dimensions supérieures.

Nous nous proposons alors de formuler explicitement la généralisation de ces obser-
vations sous la forme de questionss. Pour l’une d’entre elles, nous proposons néanmoins
une démonstration faisant appel à une des propriétés fondamentales de la TFQ.

Question 24. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits avec un shift l et une période

r, et soit N = 2n. Si r = N
2

, alors quelque soit la valeur du shift l, l’état obtenu après
l’application de la TFQ à l’état

∣∣Ψn
l,r

〉
est-il toujours séparable ?

Question 25. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits avec un shift l et une période

r, et soit N = 2n. Si r = 2k avec k ∈ [[0, n− 1]], et si le shift vérifie 0 ≤ l ≤ r − 1, alors
l’état obtenu après l’application de la TFQ à l’état

∣∣Ψn
l,r

〉
est-il séparable ?

Question 26. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits avec un shift l et une période

r, et soit N = 2n. Si r = 2k avec k ∈ [[0, n− 2]], et si le shift vérifie N
2
≤ l ≤ N

2
+ r − 1,

alors l’état obtenu après l’application de la TFQ à l’état
∣∣Ψn

l,r

〉
est-il non-séparable ?

Question 27. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits avec un shift l et une période

r, et soit N = 2n. Si r = 2 et si le shift vérifie 2 ≤ l ≤ N
2
− 3, alors l’état obtenu

après l’application de la TFQ à l’état
∣∣Ψn

l,r

〉
est-il équivalent à l’état biséparable |0〉 ⊗

|GHZn−1〉, par action du groupe SLOCC ou par permutation des qubits ?

Proposition 4.3.1. Soit
∣∣Ψn

l,r

〉
un état périodique à n-qubits avec un shift l et une

période r, et soit N = 2n. Alors après l’application de la TFQ, tous les états sur ou en
dessous de l’anti-diagonale définie de la case {l = 1, r = N − 1} à {l = N − 1, r = 1}
sont séparables.

Démonstration. Nous avons démontré à la Proposition 4.2.3 que le nombre d’états dans
l’écriture des états périodiques

∣∣Ψn
l,r

〉
avec l+r ≥ N (en dessous ou sur l’anti-diagonale)

est égal à A = 1, et donc ils sont des états de la base canonique. En utilisant la Remarque
28, nous pouvons conclure qu’après application de la TFQ, nous récupérons toujours
un état factorisé (séparable).

Nous espérons que cette étude et ces observations concernant l’influence de la TFQ
sur l’intrication des états périodiques permettront de mieux comprendre ou de simplifier
l’étude de l’intrication dans l’algorithme de Shor ou de recherche de la période.

4.3.2 Application de la TFQ sur les états périodiques –
Étude quantitative

Nous nous intéressons dans cette sous-section uniquement au cas des 4-qubits. Nous
désignerons alors les états périodiques

∣∣Ψ4
l,r

〉
par le couple (l, r) pour plus de commo-

dité. Le circuit explicite de la Transformée de Fourier Quantique pour les 4-qubits est
représenté en Figure 4.1.
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|x1〉 H R2 R3 R4

SWAP
|x2〉 • H R2 R3

|x3〉 • • H R2

|x4〉 • • • H

Figure 4.1 – Les 11 portes quantiques composant le circuit quantique pour la Trans-
formée de Fourier Quantique à 4-qubits.

Comme suggéré en Section 2.2.3, les polynômes invariants peuvent être utilisés
comme des mesures potentielles de l’intrication. Nous utilisons tout d’abord l’hy-
perdéterminant |Det2222| associé aux 4-qubits comme une mesure quantitative de l’in-
trication, et calculant la quantité d’intrication d’un état périodique en entrée, et ce
après chaque porte quantique composant la Transformée de Fourier Quantique. Nous
nous restreignons ici uniquement au cas des états périodiques.

Lorsque l’on observe la valeur absolue de l’hyperdéterminant Det2222 après chaque
porte unitaire composant la TFQ, nous pouvons distinguer 3 différents comportements
pour le cas des 4-qubits :

• Cas 1 : La valeur de l’hyperdéterminant est non nulle pour l’état périodique initial,
et ne s’annule ni pendant ni après l’application de la TFQ,
• Cas 2 : La valeur de l’hyperdéterminant est nulle pour l’état périodique initial, et

ensuite devient non-nulle après une étape précise de la TFQ, puis enfin ne s’annule
plus en passant par les portes suivantes,
• Cas 3 : La valeur de l’hyperdéterminant est toujours égale à 0, avant, pendant et après

l’application de la TFQ.

Le premier cas n’apparâıt que lorsque les états (1, 3) et (2, 3) sont en entrée. Dans
les deux cas, l’état périodique en entrée correspond à la famille Gabc0, qui effectivement
n’annule pas l’hyperdéterminant. Après l’application de la TFQ sur ces états, on re-
trouve un état appartenant à la famille générique Gabcd. On représente en Figure 4.2
l’évolution de |Det2222| tout au long des états composant la TFQ, dont l’axe de abscisses
représente l’index de la porte quantique appliquée. Par exemple, à l’index 0, on a l’état
périodique initial ; à l’index 1, on applique la porte d’Hadamard sur l’état initial ; à l’in-
dex 3, on récupère l’état résultant de l’application de la première porte d’Hadamard,
de la première porte c−R2 et de la première porte c−R3 à l’état périodique initial ; et
ainsi de suite. Nous observons dans ce cas une décroissance globale de la valeur absolue
de l’hyperdéterminant tout en se déplaçant vers une famille plus générique.

Le second cas intervient pour les couples (l, r) ∈ S2, avec S2 l’ensemble défini comme
suit :

S2 = {(0, 3), (0, 5), (2, 1), (3, 1), (3, 3), (4, 1), (4, 3), (5, 1), (5, 3),

(6, 1), (6, 3), (7, 1), (9, 1), (10, 1), (11, 1), (12, 1)} . (4.23)
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0 2 4 6 8 10 12
10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

Figure 4.2 – Évolution de la valeur absolue de l’hyperdéterminant tout au long des
portes composant la TFQ, pour l’état périodique défini par (l, r) = (1, 3).

Dans le second cas, les états périodiques initiaux sont des points de la variété duale
X∗, car annulant l’hyperdéterminant. Ensuite, en fonction du couple (l, r) considéré, la
valeur de l’hyperdéterminant devient non-nulle après une des portes c−Rk. Nous pou-
vons distinguer différents comportements en ce qui concerne l’évolution de la quantité
|Det2222| tout au long de la TFQ, et ceci est représenté en Figure 4.3.

Dans le troisième cas, lorsque la valeur de l’hyperdéterminant est toujours nulle, ceci
arrive pour tous les couples restant (l, r) 6∈ S2 ∪ {(1, 3), (2, 3)}. Ceci implique que les
états concernés restent toujours dans la variété duale tout au long de l’application de la
TFQ, mais cela ne signifie pas que la TFQ ne modifie par la classe d’intrication de ces
états, impliquant éventuellement un changement d’orbite au sein des états dégénérés.

Il est intéressant ici de remarquer que la valeur de l’hyperdéterminant ne change
pas après l’application des portes d’Hadamard (portes d’index 1, 5, 8 et 10), ainsi que
pour la porte Swap, comme cela pouvait être attendu. En effet l’hyperdéterminant est
invariant par opération unitaire locale et permutation des qubits. Il en résulte que les
changements dans la valeur de l’hyperdéterminant sont uniquement dus à l’application
des portes c − Rk, et ces opérateurs sont donc responsables de la génération ou de la
modification de l’intrication par la Transformée de Fourier Quantique.

De plus, pour la plupart des états à 4-qubits (92,5%), il est important de préciser que
l’on se trouve dans le troisième cas, et donc que l’hyperdéterminant en tant que mesure
ne change pas après et durant la TFQ (en restant notamment à 0), et cette observation
peut être mise en relation avec ce qui a été précisé par Shimoni et al. dans [242], où il
est remarqué que la mesure Groverienne de l’intrication n’est que légèrement affectée
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Figure 4.3 – Évolution de la valeur absolue de l’hyperdéterminant tout au long des
portes composant la TFQ, pour les états périodiques définis par (l, r) = (0, 3) (haut
gauche), (l, r) = (5, 3) (haut droit), (l, r) = (11, 1) (bas gauche) et (l, r) = (9, 1) (bas
droit).

par la TFQ. Dans ce sens, la mesure Groverienne détecte ici la présence d’intrication,
mais pas nécessairement les changements de classe d’intrication. Ceci est notamment
nuancé et discuté en Section 4.3.3.

Enfin, il peut être intéressant aussi de relever le fait que l’hyperdéterminant est
toujours nul et ne change jamais de valeur durant la TFQ, pour tous les couples (l, r)
lorsque r est une puissance de 2, comme cela a déjà été mentionné par Kendon et Munro
[156]. Cependant, nous pouvons tout de même observer un changement qualitatif de
l’intrication, comme cela a pu être mis en avant dans les sous-sections précédentes. Nous
observons également que la valeur de l’hyperdéterminant ne varie et ne change que pour
certaines valeurs de la période, qui sont r = 1, r = 3 et r = 5.

Nous décidons à présent d’adopter une autre approche pour mesurer la quantité
d’intrication et son évolution tout au long de la TFQ. Les polynômes de Mermin,
précédemment utilisés pour étudier l’intrication dans l’algorithme de Grover, consti-
tuent une manière de mesurer l’aspect non-local de systèmes quantiques. Malgré le fait
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que les deux approches soient différentes, l’hyperdéterminant étant défini de manière
algébrique tandis que l’évaluation de Mermin est basée sur la notation d’observable,
ces deux mesures peuvent présenter un comportement similaire en ce qui concerne
l’évolution de l’intrication pour certains états périodiques tout au long de la TFQ (voir
Figure 4.4).
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Figure 4.4 – Comparaison de l’évaluation de l’intrication au cours de la Transformée de
Fourier Quantique pour l’état périodique (l, r) = (9, 1), en utilisant l’hyperdéterminant
(courbe de gauche) et l’évaluation de Mermin (courbe de gauche).

Nous reprenons les 3 comportements différents observés pour l’évolution de l’hy-
perdéterminant et proposons d’observer comment réagit l’évaluation de Mermin dans
ces cas là. Tout d’abord, les états correspondant aux Cas 1 et 2 violent la limite clas-
sique durant l’application de la TFQ. Les courbes correspondantes sont représentées en
Figure 4.5 pour le Cas 1, et en Figure 4.6 pour le Cas 2.
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(a) (l, r) = (1, 3)
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(b) (l, r) = (2, 3)

Figure 4.5 – Évolution de la valeur maximale du polynôme de Mermin pour les états
périodiques (1, 3) (sous-figure (a) à gauche) et (2, 3) (sous-figure (b) à droite) en fonction
des étapes de la TFQ. Les états périodiques correspondent au Cas 1 du comportement
de l’hyperdéterminant.

Seulement certains états correspondant au Cas 3 produisent des courbes à valeur
constante, avec certaines d’entre elles égales à la limite classique de 1 (elles ne seront pas
représentées). C’est notamment le cas pour l’état périodique correspondant à (l, r) =
(2, 4) qui demeure séparable durant tout le processus. Les courbes correspondantes sont
représentées en Figure 4.7 pour le Cas 3.
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(a) (l, r) = (0, 3)
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(b) (l, r) = (5, 3)
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(c) (l, r) = (11, 1)
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(d) (l, r) = (9, 1)

Figure 4.6 – Évolution de la valeur maximale du polynôme de Mermin pour les états
périodiques correspondant au Cas 2 du comportement de l’hyperdéterminant (le couple
(l, r) est renseigner en sous-titre de chaque sous-figure), en fonction des étapes de la
TFQ.
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(a) (l, r) = (2, 2)
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(b) (l, r) = (0, 11)
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(c) (l, r) = (0, 15)
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(d) (l, r) = (1, 1)

Figure 4.7 – Évolution de la valeur maximale du polynôme de Mermin pour les états
périodiques correspondant au Cas 3 du comportement de l’hyperdéterminant (le couple
(l, r) est renseigner en sous-titre de chaque sous-figure), en fonction des étapes de la
TFQ.
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Il pourrait être intéressant d’affiner et de prolonger cette étude, en étudiant de
manière plus étroite le lien entre l’évolution de l’intrication en terme de mesure et
les changements de classe d’intrication induits par la TFQ. Par exemple, les états
périodiques définis par (l, r) = (2, 2) et (l, r) = (0, 11) sont SLOCC équivalents (avant la
TFQ, voir Table 4.2) et appartiennent tout deux à la strate Gr4. En revanche, ces deux
états présentent des comportements différents en termes d’évolution de l’évaluation
de Mermin durant la TFQ (voir Figure 4.7 (a) et (b)). Plus précisément, la valeur de
l’évaluation de Mermin pour l’état (l, r) = (2, 2) semble stagner tout au long de la TFQ,
tandis que l’évaluation pour l’état (l, r) = (0, 11) connâıt une augmentation après un
certaine porte c− Rk. Ceci doit aussi être mis en perspective avec le fait que la classe
d’intrication de l’état (l, r) = (2, 2) n’est pas modifiée par application de la TFQ, tandis
que l’état (l, r) = (0, 11) arrive dans une famille plus générique et n’est plus dans le
cône nilpotent à la fin de l’application de la TFQ. Cette relation entre le changement de
classe et la variation des différentes mesures de l’intrication mériterait alors plus d’at-
tention pour comprendre plus en détail l’influence de la TFQ et de la classe d’intrication
en entrée sur l’intrication des états au milieu et à la fin de l’algorithme.

De manière similaire, un autre exemple d’états correspondants au Cas 3 est ce-
lui des deux états périodiques définis par (l, r) = (0, 15) et (l, r) = (1, 1). Le lecteur
pourra s’assurer que ces deux états sont SLOCC équivalents, plus précisément SLOCC
équivalents à |GHZ4〉, avant l’application de la TFQ. Ceci est d’autant plus clair pour
l’état

∣∣Ψ4
0,15

〉
= |GHZ4〉 qui atteint la valeur maximale possible pour l’évaluation de

Mermin avant la TFQ, qui est pour rappel de 2
√

2. Cette valeur est revanche très loin
de la valeur obtenue pour l’état définit par (l, r) = (1, 1), où son évaluation de Mermin
reste assez proche de la limite classique, et ce pour toutes les étapes de la TFQ. En
effet, cet état s’exprime initialement comme

∣∣Ψ4
1,1

〉
=

√
16√
15

(
|+ + ++〉 − 1√

16
|0000〉

)
, (4.24)

qui est un état appartenant à la variété des sécantes σ2(X). C’est état est donc
aussi SLOCC équivalent à |GHZ4〉 mais est néanmoins plus proche de la variété des
états séparables au sens de la mesure géométrique de l’intrication. De ce fait, ce constat
peut expliquer la différence d’évolution des courbes correspondant à ces deux états
(Figure 4.7 (c) et (d)), et permet aussi de rappeler que l’évaluation de Mermin n’est pas
nécessairement SLOCC invariante, mais dépend du représentant choisi, à une opération
unitaire près.

Nous espérons que ces observations permettrons une étude plus approndie du lien
entre mesure de l’intrication et classes d’intrication sous SLOCC et LOCC , pour les
états périodiques intervenant au sein de l’algorithme de Shor.

4.3.3 Linear Shift Invariant property

Une des propriétés intéressantes de la Transformée de Fourier Quantique, souvent
rappelée dans le contexte de l’algorithme de Shor, est celle de Linear Shift Invariance. Il
est connu que si un état à n-qubits présente une écriture périodique avec un certain shift,
alors après l’application de la TFQ on récupérera un état sans shift (un état quantique
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dont l’écriture commence avec l’état de base |00 . . . 0〉) avec un certain comportement
périodique directement lié à la précédente période et au nombre d’éléments de base
N = 2n [200].

Dans leur travaux datant de 2010, Most et al. ont étudié cette propriété afin de
proposer une approximation de la description d’un état périodique après l’application
de la Transformée de Fourier Quantique. Nous proposons ci-dessous une traduction (de
nos soins) du passage concerné dans leur article [194] :

“Par analogie avec la Transformée de Fourier Discrète (DFT), la TFQ est utilisée
afin de révéler les périodicités de l’état en entrée. En particulier, les amplitudes de l’état∣∣Ψn

l,r

〉
forment une suite périodique, et lorsque la DFT est appliquée sur cette dernière,

la suite résultante peut être approchée par une suite périodique de même nature, qui
est telle que les indices des termes non nuls forment une suite arithmétique. Dans
cette suite résultante, la raison est égale à N/r, le terme initial est zero, et des phases
additionnelles sont ajoutées. [...] Comme l’application de la TFQ sur un état quantique
est équivalente à l’application de la DFT sur ses amplitudes, l’action de la TFQ sur les

états périodiques peut être approximativement décrite comme :
∣∣Ψn

l,r

〉 TFQ−−−→
∣∣∣Ψn

0,2n/r

〉
.”

Cette approximation peut s’avérer utile pour estimer en pratique des mesures de
l’intrication après application de la QFT, comme cela est proposé dans [194]. Cependant,
il apparâıt que cette approximation ne préserve pas la nature de l’intrication de l’état
périodique après TFQ, en termes d’orbites sous l’action du groupe SLOCC, pour une
nombre faible de qubits. En effet, l’étude d’un exemple simple, dans le cas des 3-qubits,
peut illustrer cette observation. Soit l’état périodique suivant :∣∣Ψ3

5,1

〉
=

1√
3

(
|101〉+ |110〉+ |111〉

)
=

1√
3
|1〉 ⊗

(
|01〉+ |10〉+ |11〉

)
. (4.25)

Cet état biséparable appartient clairement à l’orbite O3 de la classification des 3-
qubits. Lorsque l’on applique la TFQ à cet état, on obtient l’état |Ψ∗〉 :

|Ψ∗〉 = QFT
∣∣Ψ3

5,1

〉
. (4.26)

Cet état présente également des propriétés périodiques intéressantes, mais appartient
cependant à l’orbite O6.

En revanche, si l’on se penche sur l’état périodique approximant l’application de la
TFQ sur

∣∣Ψ3
0,8

〉
, c’est à dire l’état de shift l = 0 et de période N

r
= 8

1
= 8, on obtient

l’état |000〉 qui est un état séparable, et n’est pas SLOCC équivalent à l’état |Ψ∗〉. Ainsi,
d’un point de vue qualitatif, l’approximation utilisée dans [194] ne permet pas de rendre
compte du changement dans la nature de l’intrication des états périodiques.

D’autre part, d’un point de vue quantitatif, un certain nombre d’éléments peuvent
être relevés pour cet exemple. Tout d’abord, l’état initial

∣∣Ψ3
5,1

〉
considéré appartient à

la variété duale de la variété de Segre, et annule donc l’hyperdéterminant. La Trans-
formée de Fourier Quantique, dans ce cas, implique un changement dans la valeur de
l’hyperdéterminant car elle génère un état non-dégénéré. En revanche, si l’on considère
l’état issu de l’approximation, il annule l’hyperdéterminant, ce qui marque un premier
point de différence avec l’état théoriquement attendu.
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Du point de vue de la Mesure Géométrique de l’Intrication (MGI), dans sa définition
Groverienne, l’application de la TFQ à l’état

∣∣Ψ3
5,1

〉
implique un changement dans la

MGI, plus précisément une augmentation. En revanche la MGI associée à l’état
∣∣Ψ3

0,8

〉
est nulle car c’est un état séparable.

Dans cette mesure, l’approximation introduite dans [194] ne permet pas de rendre
compte des mêmes propriétés liées à l’intrication que celles du véritable état issu de la
TFQ, que ce soit d’un point de vue qualitatif ou quantitatif.

État Orbite EG |Det222|∣∣Ψ3
5,1

〉
O3 0.127322 0

|Ψ∗〉 O6 0.578616 0.042893∣∣Ψ3
0,8

〉
O1 0 0

Table 4.5 – Récapitulatif des classes et mesures d’intrication pour l’exemple considéré.

Toutes ces informations sont regroupées dans la Table 4.5. L’exemple traité dans le
cas des 3-qubits permet de se rendre compte des aspects non pris en compte par l’ap-
proximation proposée. Il est peut être possible, asymptotiquement, que si le nombre de
particules augmente, l’approximation devient plus précise. En revanche, elle ne permet
pas de tenir compte du réel effet de la TFQ sur l’intrication des états à faible nombre
de particules.

4.3.4 La Transformée de Fourier Quantique et le groupe
SLOCC

Une autre propriété intéressante de la Transformée de Fourier Quantique,
généralement utile dans le contexte du calcul quantique, est le fait que la TFQ en-
voie l’état de base |0〉⊗n sur l’état complètement parallélisé |+〉⊗n. Cette propriété peut
en effet peut être généralisée à tout état de la base de calcul.

Remarque 28. Si l’on applique la Transformée de Fourier Quantique sur un des états
de la base de calcul (base canonique), alors on obtient un état qui est séparable. Nous
pouvons directement déduire ce résultat à partir de la représentation factorisée rappelée
en Equation (5.4) de la Section II.6 du livre [200]. En effet, pour un état de base

|j1j2 . . . jn〉, on obtient l’état factorisé
1√
2n

(|0〉+e2iπ0·jn|1〉)·(|0〉+e2iπ0·jn−1jn|1〉) · · · (|0〉+
e2iπ0·j1j2...jn|1〉) après l’application de la Transformée de Fourier Quantique.

Cette propriété est aussi reliée au problème de classification de l’intrication après
l’application de la TFQ. En effet, on peut en déduire que tout état de base reste dans la
variété des états séparables après l’application de la Transformée de Fourier Quantique.
Cependant, ceci n’est pas vrai pour tous les états séparables, comme ceci peut être
observé par exemple dans les Tables 4.2 et 4.4, et plus loin dans cette section.
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En effet, ces tables montrent que la TFQ peut transformer des états séparables en
états intriqués et peut changer la nature de l’intrication. On se propose de considérer
un autre exemple simple et clair pour le cas des 3-qubits, et d’appliquer la TFQ à l’état
|W 〉 = 1√

3
(|001〉+ |010〉+ |100〉). Nous savons que l’état |W 〉 appartient à la variété

des tangentes et correspond à l’orbite O5 pour les 3-qubits. Après application de la
TFQ nous obtenons l’état suivant :

TFQ|W 〉 =
1√
8

1√
3

(
3|000〉+ (ω + ω2 + ω4)|001〉+ ω2|010〉+ (ω3 + ω6 + ω4)|011〉

+|100〉+ (ω5 + ω2 + ω4)|101〉+ ω6|110〉+ (ω7 + ω6 + ω4)|111〉
)
,

(4.27)

avec ω = e
2iπ
8 .

Si l’on évalue l’hyperdéterminant de Cayley pour cet état résultant de la TFQ ap-

pliquée à |W 〉, on obtient une valeur égale à
−i
36

, ce qui signifie que cet état appartient

à l’orbite O6, et est donc équivalent à l’état |GHZ〉. On observe alors une modification
de la classe d’intrication par application de la Transformée de Fourier Quantique.

De ce fait, il peut être intéressant d’étudier de plus près dans quelle mesure on
peut passer d’un type d’intrication à un autre par application de la TFQ, et de manière
générale d’étudier quelles peuvent être les classes d’équivalence liées à l’action du groupe
SLOCC∪{TFQ, TFQ−1} ou SLOCC∪{H, c−Rk, SWAP} (où c−Rk désigne la porte
controlled -Rk définissant la TFQ). Il peut également s’avérer intéressant d’étudier l’in-
trication générée par les circuits composés des portes H, SWAP et c−Rk, comme cela
a pu être étudié par Bataille et Luque [22] pour le cas des portes c−Z et SWAP , afin de
comprendre plus en profondeur l’influence de telles portes (contrôlées) sur l’intrication
des états générés.

En guise de premier cas d’étude dans cette direction, nous proposons de nous pencher
sur le cas des états à 2-qubits et 3-qubits. Dans le cas des 2-qubits, on constate qu’il
n’existe qu’une seule orbite sous l’action du groupe que l’on notera G′ = SLOCC ∪
{TFQ, TFQ−1}. En effet, si l’on considère l’état |Ψ1〉 défini par

|Ψ1〉 =
1√
2

(
|00〉+ |01〉

)
, (4.28)

si on lui applique la TFQ, on obtient l’état intriqué |Ψ2〉.

|Ψ2〉 =
1

2
√

2

(
2|00〉+ (1 + i)|01〉+ (1− i)|11〉

)
. (4.29)

Nous savons que pour les systèmes à 2-qubits, il n’existe que deux classes d’intrica-
tion sous SLOCC : séparable ou intriqué (EPR). Etant donné que nous pouvons passer
de l’état séparable |Ψ1〉 à l’état intriqué |Ψ2〉, alors il n’existe qu’une seule orbite sous
l’action du groupe G′.
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Pour étudier ce qu’il se passe pour le cas des 3-qubits, on définit un certain nombre
d’états à 3-qubits auxquels nous appliquons la TFQ. :

|Φ1〉 =
1√
3

(
|001〉+ |010〉+ |100〉

)
∈ O5, (4.30)

|Φ2〉 = TFQ|Φ1〉, |Φ3〉 = TFQ|Φ2〉, (4.31)

|Φ3〉 =
1√
3

(
|100〉+ |110〉+ |111〉

)
∈ O3, (4.32)

|Φ4〉 =
1√
2

(
|110〉+ |111〉

)
∈ O4, (4.33)

|Φ5〉 = TFQ|Φ4〉, (4.34)

|Φ6〉 =
1√
2

(
|101〉+ |111〉

)
∈ O1, (4.35)

|Φ7〉 = TFQ|Φ6〉, (4.36)

|Φ8〉 =
1√
2

(
|000〉+ |101〉

)
∈ O2, (4.37)

|Φ9〉 = TFQ|Φ8〉 . (4.38)

En observant la Figure 4.8 regroupant l’ensemble des passages possibles entre les
états précédemment définis, nous pouvons nous assurer que, en partant d’un état par-
ticulier |Φi〉, nous pouvons atteindre n’importe quel état dans n’importe quelle orbite,
en appliquant une succession d’opérations SLOCC et/ou de TFQ (ou son inverse).

Nous pouvons ainsi conclure qu’il n’existe qu’une unique orbite sous l’action du
groupe G′, dans les cas des 2-qubits et des 3-qubits. Il peut apparâıtre difficile d’étudier
le cas des 4-qubits, le nombre d’orbites sous l’action du groupe SLOCC étant infini. En
revanche, une première étude peut être menée en considérant à la place les familles et
sous familles de Verstraete et al., ainsi que les strates du cône nilpotent. Les résultats
présentés en Table 4.2 et 4.4 peuvent également être utilisés pour déterminer des états
équivalents sous l’action de la TFQ (et son inverse), mais qui ne sont pas équivalents
sous l’action du groupe SLOCC.

4.4 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail autour de l’algorithme de Shor présenté dans ce chapitre.

Tout d’abord, il serait intéressant d’étudier l’intrication qui apparait à d’autres
endroits de l’algorithme. Par exemple, on pourrait étudier l’intrication entre les deux
registres quantiques durant l’algorithme de recherche de la période. Aussi, on pourrait
étudier l’intrication générée par la porte Uf (exponentiation modulaire), et comment
l’intrication évolue tout au long de l’application de cette porte.
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Figure 4.8 – Représentation des passages possibles entre les classes d’équivalence du
groupe SLOCC, par action du groupe SLOCC et de la Transformée de Fourier Quan-
tique. Les états quantiques regroupés dans le même cercle gris appartiennent à la même
orbite SLOCC. Les flèches à tête blanche correspondent à l’application de la Trans-
formée de Fourier Quantique. L’état le plus proche de la tête de la flèche est l’état
résultat de la TFQ appliquée à l’état à la racine de la flèche.

Notre étude qualitative de l’algorithme concernait les états quantiques à trois ou
quatre particules, et cela a permis d’avoir une première idée des classes d’intrication po-
tentiellement impliquées dans l’algorithme. En revanche, il pourrait être plus intéressant
(mais plus difficile) de considérer des cas où la taille des entiers à factoriser permet à
l’algorithme de Shor de montrer en pratique son efficacité (par rapport aux algorithmes
classiques) et de voir si l’intrication change (qualitativement ou quantitativement) dans
ce cas.

En ce qui concerne les états périodiques, on pourrait continuer à établir des résultats
généraux sur la classe d’intrication des états périodiques avant et après l’application
de la TFQ, en fonction du shift et de la période. On peut également étudier plus
précisément quels sont les états périodiques qui sont générés par l’algorithme de re-
cherche de la période (après la mesure du second registre).

Aussi, durant cette thèse, nous n’avons considéré que des états périodiques aux
coefficients réels positif et équilibrés. Il serait intéressant d’étudier l’influence de l’in-
troduction de phases ou de coefficients, rompant l’équilibre dans l’expression des états
périodiques, sur la classe d’intrication. Ceci pourrait éventuellement permettre de se
rapprocher de la forme des états périodiques générés par l’algorithme de recherche de
la période.
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Comprendre plus en profondeur comment la TFQ crée ou modifie qualitativement et
quantitativement l’intrication dans les états quantiques constitue également une pers-
pective intéressante. On pourrait envisager tout d’abord une étude des circuits composés
de portes H, c-Rk et SWAP , dans le même esprit que l’étude menée par [22]. Enfin,
on peut également poursuivre le travail sur l’étude des orbites sous l’action conjointe
du groupe SLOCC et de la TFQ, et d’étudier si l’on peut toujours passer d’une classe
d’intrication à une autre par cette action.
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Troisième partie

La Géométrie Algébrique Au
Service De l’Intrication Quantique
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Dans la partie précédente, nous nous sommes principalement attardés à l’application
d’outils déjà existants pour l’étude de l’intrication dans les algorithmes quantiques.
Dans cette partie, en exploitant toujours la relation profonde entre l’intrication et la
géométrie algébrique, nous tentons d’apporter des outils originaux afin de caractériser
et d’étudier différemment ou de manière plus efficace l’intrication.

Dans le premier chapitre, nous utilisons les singularités simples des hypersur-
faces comme invariants SLOCC pour caractériser l’intrication quantique. Nous nous
intéressons au cas des systèmes à 3-qutrits et associons à chaque état une hypersur-
face, issue d’une construction originale de [137]. En étudiant les singularités de cette
hypersurface, nous sommes en mesure de distinguer différentes classes d’intrication, et
de ré-interpréter la classification des 3-qutrits.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux états maximalement intriqués.
Nous étudions les états maximalement intriqués du point de vue de différentes me-
sures algébriques et géométriques de l’intrication. De plus, nous considérons différents
systèmes quantiques, notamment les états symétriques et fermioniques.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous tentons de mettre en place des classi-
fieurs de l’intrication par des méthodes d’apprentissage machine. En utilisant une ap-
proche par apprentissage supervisé, nous construisons des réseaux de neurones pour
reconnâıtre l’appartenance ou non d’un point à une variété algébrique. Nous étudions
trois différentes variétés liées à la notion d’intrication, et présentons des exemples d’ap-
plication pour la classification de l’intrication sous l’action du groupe SLOCC.

143





Chapitre 5

Intrication et Singularités des
Hypersurfaces

“Physicists explain creation by telling us that the universe began with the Big Bang,
an intense energy singularity that continued expanding. But pray, please do explain who
created the singularity ?”, Ashwin Sanghi.

La variété duale associée à la variété de Segre définit les états dégénérés, les
états non-génériques de l’espace projectif associé à l’espace de Hilbert. Comme
établi précédemment, cette variété est définie par un unique polynôme, qui est l’hy-
perdéterminant. Cet objet trouve un lien étroit avec la notion d’intrication, que ce soit
sur le plan qualitatif ou quantitatif. D’un point de qualitatif, les points singuliers associés
à l’hyperdéterminant, et leurs types de singularité, définissent des classes d’intrication
différentes, et il pourrait être intéressant d’étudier ce polynôme sous cet angle.

Dans ce chapitre, nous utilisons la théorie de singularités pour étudier les classes
d’intrication des systèmes à 3-qutrits sous l’action du groupe SLOCC. L’idée développée
ici est d’étudier les singularités des hypersurfaces associées à des états quantiques pour
en tirer une information sur la classe d’intrication de ces états. Cette construction a
été développée pour la première fois en 2014 par Holweck et al. [137], inspirée par une
construction de Knop [161] et sera illustrée dans ce chapitre uniquement dans le cas des
3-qutrits, présentant principalement le travail mené dans [131].

5.1 Idée principale et construction géométrique

Un système à 3-qutrits est un système quantique composé de trois particules, dis-
posant chacune de trois états de base. De ce fait un état à 3-qutrits |ψ〉 sera considéré
comme un tenseur de l’espace de Hilbert associéH333 = C3⊗C3⊗C3, et pourra toujours
être écrit comme

|ψ〉 =
∑

i,j,k∈[[0,2]]

aijk|ijk〉 avec aijk ∈ C . (5.1)

On rappelle que X désigne la variété des états séparables, c’est à dire l’unique orbite
fermée pour l’action de GSLOCC = SL3(C) × SL3(C) × SL3(C) sur P(H333), dont un
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représentant est l’état |000〉. On peut paramétrer l’orbite X en utilisant le plongement
de Segre (comme discuté Section 2.1.3) de trois plans projectifs :

Seg :
P2 × P2 × P2 → P26 = P(H333)

([x0 : x1 : x2], [y0 : y1 : y2], [z0 : z1 : z2]) 7→ [x0y0z0 : . . . : WJ : . . . : x2y2z2]
,

(5.2)
où WJ = xiyjzk pour J = (i, j, k) ∈ [[0, 2]]3. Les monômes, représentant chaque

coordonnée dans P26, sont ordonnés selon la valeur de leurs indices en base 3, de telle
sorte que WJ1 < WJ2 si et seulement si 9i1 + 3j1 + k1 ≤ 9i2 + 3j2 + k2.

Une notion importante dans ce chapitre est celle d’hyperplan. À chaque système
quantique modélisé par l’état |ϕ〉, on peut associer une forme linéaire sur l’espace de
Hilbert H associé, que l’on notera 〈ϕ|, à l’aide du produit hermitien associé à l’espace
de Hilbert. On définit alors l’hyperplan Hϕ ⊂ P(H) comme le lieu des zéros de la forme
linéaire 〈ϕ|, c’est à dire l’ensemble des états |ψ〉 ∈ P(H) tels que 〈ϕ|ψ〉 = 0.

À partir de l’hyperplan Hϕ associé à un état |ϕ〉, on peut construire l’intersection
Hϕ ∩X, qui est la restriction de l’hyperplan aux états séparables. En d’autres termes,
cette section Hϕ ∩X est l’ensemble des états séparables annulant la forme linéaire 〈ϕ|.
En notant 〈ϕ| =

∑
i,j,k∈[[0,2]] hijk〈ijk| la forme linéaire définissant l’hyperplan Hϕ, la

section hyperplane Hϕ ∩X sera, conformément au plongement de Segre (voir Équation
5.2), l’hypersurface Xϕ de X définie par l’équation〈

ϕ|Seg(P2 × P2 × P2)
〉

=
∑

i,j,k∈[[0,2]]

hijkxiyjzk = 0 avec hijk ∈ C . (5.3)

L’hypersurface Xϕ, ainsi définie, peut présenter des singularités ou être lisse. Comme
la variété X des états séparables est SLOCC-homogène, les types de singularité de
l’hypersurface associée à |ϕ〉 et à g|ϕ〉 sont les mêmes, et ce, pour tout g ∈ GSLOCC . En
d’autres termes, le type de singularité de l’hypersurface Xϕ est invariant sous l’action du
groupe SLOCC. Toute quantité invariante sous l’action du groupe SLOCC peut en effet
être utilisée pour caractériser les différentes orbites. Il devient alors intéressant d’étudier
les classes d’intrication et de les caractériser à l’aide des singularités des hypersurfaces
correspondantes.

En particulier, comme les états d’une même orbite sous l’action du groupe SLOCC
doivent définir le même type de singularité d’hypersurface, si deux états sont associés
à deux types de singularités différents, alors on peut conclure que ces états n’appar-
tiennent pas à la même orbite, et donc qu’ils définissent deux types d’intrication dis-
tincts. En revanche, deux états définissant le même type de singularité ne sont pas
nécessairement SLOCC équivalents. Plusieurs orbites peuvent en effet définir des hy-
persurfaces partageant le même type de singularité.

Dans les sections suivantes, nous définissons la notion de singularité simple, la clas-
sification de Arnold associée et comment déterminer le type de singularité en pratique.
Nous nous focalisons ensuite sur le cas des sytèmes à 3-qutrits, en rappelant tout d’abord
la classification des orbites sous l’action du groupe SLOCC dans le cas des 3-qutrits.
Nous caractérisons ensuite chaque orbite par le biais du type de singularité associé.
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État
 

Forme linéaire
Associée Hyperplan

Section 
HyperplaneHypersurfaceSingularités 

simples de 
l’hypersurface

Figure 5.1 – Construction géométrique SLOCC invariante associant une singularité à
un état quantique [137].

Nous rappelons enfin l’existence d’un lien entre ces derniers résultats et ce qui concerne
le lieu singulier de la variété duale.

5.2 Les singularités simples

Dans cette section, nous introduisons tout d’abord la notion de singularité simple de
fonctions complexes, notamment en rappelant la classification d’Arnold [11, 12]. Cette
manière de caractériser les singularités simples permet naturellement l’implémentation
pratique de critères pour identifier le type de singularité, que nous présenteront en
deuxième partie de section.

5.2.1 La classification d’Arnold

La variété de Segre X = Seg(Pd−1 × · · · × Pd−1) ⊂ Pdn−1 des n-dits est une variété
algébrique rationnelle (elle est équivalente à un produit d’espaces projectifs par une
application birationnelle [248]). De ce fait, les hypersurfaces Xϕ seront définies par des
polynômes homogènes à coefficients complexes. La classification est établie pour un cas
plus général d’applications (ou germes d’applications) holomorphes f : Cn → C.

On rappelle qu’une fonction holomorphe est une fonction à valeurs complexes, définie
et dérivable sur l’ensemble (ou un sous-ensemble) des complexes. La notion de germe
renvoie à des propriétés locales d’un objet mathématique, et permet notamment l’étude
locale d’une fonction en termes de continuité ou de dérivabilité.

Définition 29. Un point x ∈ Cn est appelé point critique d’une fonction holomorphe
f si à ce point x les dérivées de la fonction f sont égales à zéro.

Définition 30. Un point critique est dit non-dégénéré ou point critique de Morse si
et seulement si la dérivée seconde partielle de la fonction en ce point est une forme
quadratique non-dégénérée, c’est à dire si et seulement si la matrice Hessienne de f , au
point critique, est de rang maximal.
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Définition 31. Le corang d’un point critique d’une fonction est la dimension du noyau
de la dérivée seconde au point critique.

On considère à présent l’ensemble On des germes de fonctions au point 0 ∈ Cn.
Soit Dn, le groupe des germes de l’application biholomorphe g : (Cn, 0) → (Cn, 0). Ce
groupe agit sur l’espace On par la règle g(f) = f ◦ g−1, avec f ∈ On et g ∈ Dn. Les
orbites pour cette action seront alors exactement les classes d’équivalences des germes
de fonctions.

Définition 32. Deux germes de fonctions au point 0 sont dit équivalents si l’on peut
passer d’une fonction à une autre par un changement de coordonnées biholomorphe,
laissant le point 0 invariant.

Ces premières définitions nous permettent à présent d’introduire la notion de sin-
gularité.

Définition 33. Deux points critiques sont dit équivalents si les germes de fonction les
définissant sont équivalents. La classe d’équivalence d’un germe de fonction à un point
critique est appelée singularité.

Remarque 34. À partir de cette définition, il vient que le corang d’un point critique
est un invariant de la classe d’équivalence définie par la singularité. De ce fait, une
singularité sera dite de type Morse (aussi appelée non-dégénérée ou quadratique) si et
seulement si son corang est égal à 0.

Définition 35. Deux germes de fonction f : (Cn, 0) → (C, 0) et h : (Cm, 0) → (C, 0),
avec n ≤ m, sont équivalents en stabilité si ces fonctions deviennent équivalentes après
l’addition d’une forme quadratique non-dégénérée en des variables supplémentaires :

f(x1, . . . , xn) + xn+1
2 + · · ·+ xm

2 ∼ h(y1, . . . , ym) . (5.4)

Cette définition nous permet de comparer les dégénérescences des points critiques
des fonctions dépendant d’un nombre de variables différent. Ajouter des termes quadra-
tiques de rang maximal dépendant de nouvelles variables n’affecte pas la classification
du type de singularité.

Il existe aussi un autre invariant des singularités pouvant être utile pour distinguer
différents types de singularité ayant le même corang. Cet invariant est le nombre de
Milnor, aussi appelé la multiplicité du point critique, et est défini en introduisant le
quotient suivant :

Définition 36. L’algèbre locale Qf de la singularité de f , est définie comme le quotient
de l’algèbre des germes de fonction par l’idéal du gradient de f :

Qf = On/I∇f , avec I∇f = On〈f1, . . . , fn〉 . (5.5)

l’idéal du gradient généré par les dérivées partielles fi = ∂f/∂xi de la fonction f .

Définition 37. La multiplicité d’un point critique, c’est à dire le nombre de Milnor µ
d’une singularité d’un germe (f, 0), est égale à la dimension de l’algèbre locale de (f, 0),

µ = dimC (Qf ) = dimC
(
On/I∇f

)
. (5.6)
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Il est intéressant de préciser ici qu’un point critique sera dit isolé si et seulement si
µ <∞. D’autre part, les singularités simples ont été définies par Arnold comme étant
les classes de singularités qui sont stables, au sens définit ci-dessous :

Définition 38. Une singularité (f, 0) est dite simple si et seulement si une perturbation
(suffisamment) faible de la singularité génère uniquement un nombre fini de classes non-
équivalentes.

Remarque 39. On remarque, à partir de cette définition, qu’une singularité (f, 0) de
type Morse est simple ssi toute fonction f + εh (pour ε petit) est soit non-singulière ou
soit de matrice Hessienne de rang maximal.

Dans sa classification des singularités simples [12], Arnold a prouvé qu’être une
singularité simple est équivalent à une des conditions suivantes :
• µ <∞,

• corang
(

∂2f
∂xi∂xj

(x0)
)
≤ 2,

• corang
(

∂2f
∂xi∂xj

(x0)
)

= 2, et le terme cubique dans les directions dégénérées de la matrice

Hessienne est non nul,

• corang
(

∂2f
∂xi∂xj

(x0)
)

= 2, et le terme cubique dans les directions dégénérées de la matrice

Hessienne est un cube, et µ < 9.

À l’aide de ces conditions, Arnold a pu obtenir une classification des singularités
simples en 5 différents types, deux séries infinies An et Dn, et trois exceptionnelles E6,
E7 et E8, permettant d’établir la classification des singularité simples présentée en Table
5.1.

An, n ≥ 1 Dn, n ≥ 4 E6 E7 E8

xn+1 x2y + yn−1 x3 + y4 x3 + xy3 x3 + y5

Table 5.1 – Formes normales associées aux singularités simples. Le nombre de Milnor
est noté n ici.

Remarque 40. Un germe de fonction (f, 0) avec une singularité simple est équivalent en
stabilité à une des formes normales de la Table 5.1.

Remarque 41. En reprenant les notations de la Table 5.1, la singularité de type Morse
correspond aux singularités simples de type A1.

À partir de ces définitions et de la classification introduite par Arnold, nous expli-
quons dans la prochaine sous-section comment procéder en pratique au calcul et à la
détermination du type de singularité associé à une hypersurface.

5.2.2 Calcul du type de singularité

Dans cette sous-section, on s’intéresse à la détermination effective du type de singu-
larité par le calcul, à partir des éléments théoriques définis à la sous-section précédente.
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Nous utilisons principalement le logiciel de calcul formel Maple 17 [1] et le programme
Singular 3.1.6. [84] afin de réaliser ces calculs.

Comme précisé précédemment, tout système quantique à 3-qutrits |ϕ〉 définit une
unique forme linéaire 〈ϕ|, définissant elle même un hyperplan Hϕ. En intersectant cet
hyperplan avec la variété des états séparables, on obtient l’hypersurface Xϕ définie
par un polynôme homogène P défini sur P2 × P2 × P2, par plongement de Segre (voir
Équation 5.3), dépendant des coefficients définissant l’état |ϕ〉.

On étudie ensuite ce polynôme dans différentes cartes, en fixant une des trois va-
riables xi à 1, une des trois variables yj à 1 et une des trois autres variables zk à 1.
L’étude de P dans une carte précise redéfinit son écriture, que l’on notera Pijk (dans la
carte [i, j, k]) défini sur C6, et on recherche ensuite les éventuels points critiques de cette
hypersurface, en recherchant les points x tels que Pijk(x) = 0 et ∇Pijk(x) = 0 (toutes
les dérivées partielles s’annulent). L’étude de ce polynôme dans chaque carte possible
permettra de mettre en évidence les multiplicités des types de singularité rencontrés.
Aussi, si un polynôme ne présente aucune singularité dans aucune carte, alors la section
hyperplane ne présente aucune singularité et est lisse.

Dans cette étude, nous nous intéressons uniquement aux singularités simples et
isolées. Toute singularité non-isolée sera considérée comme telle, et nous ne cherchons
pas à différencier les singularités non-isolées entre elles. Dans notre cas, on considérera
qu’une solution x de Pijk(x) = 0 et ∇Pijk(x) = 0 est isolée si et seulement si les valeurs
des variables xi, yj et zk définissant la solution x sont indépendantes entre elles. Par
exemple, une solution du type {x1 = z1, y0 = 0, y1 = 1

z1
, z0 = 0, z1 = z1} dans la carte

[2, 2, 2] sera considérée comme non-isolée.

Si le point singulier est un point isolé, on calcule ensuite le corang de la matrice
Hessienne du polynôme Pijk. Pour rappel, la matrice Hessienne H(f) d’une fonction
f dépendant des variables (x1, . . . , xn) est la matrice des dérivées partielles de f , de

telle sorte que le coefficient d’indice i, j vérifie Hij(f) =
∂2f

∂xi∂xj
. Comme rappelé en

Remarque 39, si le corang de la matrice Hessienne est égal à 0 (et donc le rang est
maximal) alors la singularité est de type A1 (de type Morse). Si le corang de la matrice
Hessienne est égal à 1, alors la singularité est de type An avec n ≥ 2. Enfin, si le corang
est égal à 2, la singularité peut être de type Dn avec n ≥ 4, de type E6, de type E7 ou
de type E8. Si le corang est supérieur à 2, alors la singularité n’est plus une singularité
simple.

Enfin, le calcul effectif de la multiplicité de la singularité µ (nombre de Milnor)
se fait à l’aide du logiciel Singular, et permet de déterminer n lorsque le corang est
égal à 1 ou 2, permettant notamment de différencier (dans la plupart des cas) entre
les singularités de même corang. Toutes ces étapes de calcul sont résumées de manière
succincte et simplifiée dans l’Algorithme 2.
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5.2. Les singularités simples

Algorithme 2 SingularType

Require: Y un vecteur de taille 27, représentant l’état à 3 qutrits
Ensure: Le type de singularité simple de Y
• Définition du polynôme P (x0, x1, x2, y0, . . . , z2) de l’hypersurface de l’état considéré
for chaque carte [i,j,k] avec (i,j,k)=0..2 do

• Restriction du polynôme P en substituant xi = yj = zk = 1

• Détermination de(s) point(s) singulier(s) isolé(s) éventuel(s) de l’hypersurface
(Pijk = 0 et ∇Pijk = 0, et solutions indépendantes pour être isolé)

• Si le point est isolé, on calcule le corang de la matrice Hessienne :

Type A1 An>1 Dn≥4 E6 E7 E8

Corang 0 1 2 2 2 2

• Si besoin, on calcule le nombre de Milnor µ qui est la multiplicité de la singu-
larité, permettant de les distinguer (partiellement, voir Remarque 42).
end for

Remarque 42. L’Algorithme 2 n’est à priori pas suffisant pour traiter tous les cas, car
il faudrait analyser la forme cubique dans les directions dégénérées. Il s’avère que dans
notre cas d’étude, les types de singularité obtenus ne le nécessitaient pas.

On se propose à présent d’étudier deux exemples pratiques et de déterminer le type
de singularité associé.

Exemple 7. Soit Hϕ1 ∈ P(H333
∗) un hyperplan associé à la forme linéaire 〈ϕ1| =

〈000| + 〈111| + 〈222|. La section hyperplane Hϕ1 ∩ X est tangente à |A〉 = |021〉. En
effet, un vecteur tangent de X à |A〉 est de la forme |t1〉 = α|121〉 + β|221〉 + δ|001〉 +
σ|011〉 + λ|020〉 + ε|022〉, et on peut aisément vérifier que 〈ϕ1|t1〉 = 0. La fonction
définissant Hϕ1 ∩X correspond à la restriction de la forme linéaire à X (la variété des
états séparables), et peut être exprimée comme :

f1(x0, x1, x2, y0, y1, y2, z0, z1, z2) = x0y0z0 + x1y1z1 + x2y2z2 . (5.7)

De plus, f1 peut être écrite dans la carte [0, 2, 1], correspondant à x0 = y2 = z1 = 1,
comme un polynôme homogène à 6 variables :

f1(x1, x2, y0, y1, z0, z2) = y0z0 + x1y1 + x2z2 . (5.8)

Nous cherchons ensuite les points singuliers de ce polynôme, en résolvant les deux
équations f1(x1, x2, y0, y1, z0, z2) = 0 et ∇f1(x1, x2, y0, y1, z0, z2) = 0. Ceci revient à
résoudre les équations suivantes :

y0z0 + x1y1 + x2z2 = 0, y1 = 0, z2 = 0 , (5.9)

z0 = 0, x1 = 0, y0 = 0, x2 = 0 . (5.10)

Nous trouvons une solution unique qui est x1 = x2 = y0 = y1 = z0 = z2 = 0,
correspondant au point |A〉 = |021〉 dans cette carte. La matrice Hessienne de f1, au
point x = |A〉, est
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0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 ,

qui est de rang 6, c’est-à-dire de rang maximal. On peut alors conclure que le point
|A〉 = |021〉 de l’hypersurface Hϕ1 ∩X est un point singulier isolé de type A1.

♦

Exemple 8. Soit Hϕ2 ∈ P(H333
∗) un hyperplan associé à la forme linéaire 〈ϕ2| =

〈012|+ 〈021|+ 〈102|+ 〈110|+ 〈111|+ 〈200|. La section hyperplane Hϕ2 ∩X est tangente
à |B〉 = |222〉. En effet, un vecteur tangent de X à |B〉 est de la forme |t2〉 = α|022〉+
β|122〉+ δ|202〉+ σ|212〉+λ|220〉+ ε|221〉, et on peut aisément vérifier que 〈ϕ1|t2〉 = 0.
La fonction définissant Hϕ2 ∩Xcorrespond à la restriction de la forme linéaire à X (la
variété des états séparables), et peut être exprimée comme :

f2(x0, x1, x2, y0, y1, y2, z0, z1, z2) = x0y1z2 + x0y2z1 + x1y0z2 + x1y1z0 + x1y1z1 + x2y0z0 .
(5.11)

De plus, f2 peut être écrite dans la carte [2, 2, 2], correspondant à x2 = y2 = z2 = 1,
comme un polynôme non-homogène à 6 variables :

f2(x0, x1, y0, y1, z0, z1) = x0y1 + x0z1 + x1y0 + x1y1z0 + x1y1z1 + y0z0 . (5.12)

Nous cherchons ensuite les points singuliers de ce polynôme, en résolvant les deux
équations f2(x0, x1, y0, y1, z0, z1) = 0 et ∇f2(x0, x1, y0, y1, z0, z1) = 0. Ceci revient à
résoudre les équations suivantes :

x0y1 + x0z1 + x1y0 + x1y1z0 + x1y1z1 + y0z0 = 0, y1 + z1 = 0 , (5.13)

y0 + y1z0 + y1z1 = 0, x1 + z0 = 0, x0 + x1z0 + x1z1 = 0 , (5.14)

x1y1 + y0 = 0, x0 + x1y1 = 0 . (5.15)

Nous trouvons une solution unique qui est x0 = x1 = y0 = y1 = z0 = z1 = 0,
correspondant au point |B〉 = |222〉 dans cette carte. La matrice Hessienne de f2, au
point x = |B〉, est 

0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 ,

qui est de rang 4, et donc de corang 2. On peut vérifier, en utilisant un logiciel de
calcul formel comme Singular, que le nombre de Milnor de cette singularité d’hyper-
surface est µ = 4. On peut alors conclure que le point |B〉 = |222〉 de l’hypersurface
Hϕ2 ∩X est un point singulier isolé de type D4.

♦
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5.3 Classification des 3-qutrits et singularités

simples

Dans cette section nous nous intéressons au problème de classification des états
à 3-qutrits sous l’action du groupe SLOCC, du point de vue des singularités simples
associées à chaque orbite. Nous rappelons tout d’abord la classification des 3-qutrits
sous SLOCC et les différentes familles d’orbites connues. Nous présentons ensuite les
résultats de nos calculs et les singularités associées à chaque orbite. Enfin, nous ré-
interprétons ces derniers résultats du point de vue de lieux singuliers de la variété duale
et des perturbations de la stabilité des états et des singularités associées. Ceci nous
permet de proposer une stratification de l’espace de Hilbert en termes de singularités
de la variété duale.

5.3.1 Classification des matrices 3× 3× 3 et familles de
Nurmiev

En 2000, Nurmiev a présenté une classification des matrices de taille 3× 3× 3 dans
C, sous l’action du groupe GSLOCC = SL3(C)× SL3(C)× SL3(C) [201].

Tout tenseur |ψ〉 de taille 3 × 3 × 3 peut s’écrire de manière unique sous la forme
|T 〉 = |S〉 + |N〉, où |S〉 est semi-simple, et où |N〉 est nilpotent. Un tenseur de taille
3× 3× 3 est dit semi-simple si son orbite sous SLOCC est fermée, et est dit nilpotent
si la fermeture de son orbite sous SLOCC contient le tenseur nul [50].

Nurmiev a démontré que tout tenseur semi-simple est SLOCC-équivalent à un ten-
seur de la forme

|S〉 = aX1 + bX2 + cX3 , (5.16)

avec

X1 = |000〉+ |111〉+ |222〉, X2 = |012〉+ |120〉+ |201〉, X3 = |021〉+ |102〉+ |210〉 .
(5.17)

La variété des états nilpotents cöıncide avec le cône nilpotent, qui est la variété où
tous les invariants s’annulent [195, 49, 50].

Par ailleurs, selon Nurmiev [201], les orbites sous l’action du groupe SLOCC de
l’espace de Hilbert H333 des 3-qutrits consiste en 5 familles : 4 familles dépendent de
paramètres et une en est indépendante (c’est le cône nilpotent). Les formes normales
correspondant à chaque famille sont connues et décrites dans [201]. Chaque famille est
une combinaison linéaire des trois vecteurs X1, X2 et X3, plus un partie nilpotente. Les
coefficients complexes a, b et c associés à ces vecteurs doivent vérifier un ensemble de
conditions, listées comme suit :
• première famille F1 : abc 6= 0, (a3 + b3 + c3)

3 − (3abc)3 6= 0,
• deuxième famille F2 : b (a3 + b3) 6= 0, c = 0,
• troisième famille F3 : a 6= 0, b = c = 0,
• quatrième famille F4 : c = −b 6= 0, a = 0.
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La cinquième famille de la classification de Nurmiev ne dépend d’aucun paramètre
est appelée le cône nilpotent, et ne contient que des orbites nilpotentes (pas de partie
semi-simple). Géométriquement, le cône nilpotent N ⊂ P26 est une variété de dimension
23, définie comme les points annulant les 3 générateurs de l’algèbre des polynômes
SLOCC-invariants de H333 [51].

Les listes des formes linéaires associées aux formes normales de chaque famille ou
strate du cône nilpotent sont regroupées en Table 5.2 et 5.3. Dans la sous-section sui-
vante, pour chaque famille de Nurmiev ou orbite du cône nilpotent, nous calculons
la section hyperplane correspondante et nous étudions le type de singularité associé
(comme cela est explicité dans la Section 5.2.2).

5.3.2 Singularités simples et systèmes à 3-qutrits

L’étude des singularités simples associées aux hypersurfaces définies par les systèmes
à 3-qutrits nous permet d’établir le théorème suivant :

Théorème 5.3.1. Soit Hϕ ∩ X une section hyperplane singulière (non lisse) de la
variété algébrique des états séparables pour les systèmes à 3-qutrits, c’est à dire X =
Seg(P2 × P2 × P2) ⊂ P26, définie par un état quantique pur |ϕ〉 ∈ P(H333) = P26. Alors
Hϕ ∩X n’admet que des singularités simples ou non-isolées. De plus, si x est un point
singulier isolé de Hϕ ∩X, alors son type de singularité est soit A1, A2, A3 ou D4.

Afin de prouver ce théorème, le calcul du type de singularité pour chacune des sec-
tions Hϕ∩X est nécessaire. Ceci est effectué pour toutes les formes normales proposées
par Nurmiev. Pour chaque famille et sous -famille, nous calculons le type de singularité
associé. Certaines familles dépendent de paramètres. Nous calculerons alors les types
de singularité en considérant ces coefficients a, b et c comme étant génériques, puis
en les introduisant comme des variables supplémentaires lors de la recherche de points
singuliers (tout en précisant les contraintes imposées par la définition de chaque famille,
voir Section 5.3.1).

Les résultats obtenus à l’issue de ces calculs prouvent le Théorème 5.3.1, à savoir
que seulement les types de singularité A1, A2, A3 et D4 sont atteints. L’ensemble des
résultats est rassemblé en Table 5.2 et 5.3.

5.3.3 Structure en oignon et lieu singulier de la variété duale

En reprenant les notations de la Table 5.2, la famille F1,1 est la forme générique
d’un état semi-simple, et ces états sont les plus stables, au sens où perturber l’état par
l’action |F1,1〉  |F1,1〉 + ε|ψ〉 ne modifiera pas l’appartenance de l’état à la famille
F1,1. Du point de vue de notre construction, cela se traduit par le fait que l’intersection
HF1,1 ∩X est une hypersurface lisse, et qu’une petite perturbation de celle-ci donnera
également une hypersurface lisse.

Ensuite, les hypersurfaces ne possédant que des singularités simples sont les hy-
persurfaces les plus stables après les hypersurfaces lisses. Conformément à la définition
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Orbites Hyperplan associé Paramètres Type de
singularité

F1,1 aX1
† + bX2

† + cX3
† a,b,c génériques Section

lisse

F2,1 aX1
† + bX2

† + 〈021|+ 〈102| a,b génériques A1

a = 0 3A1

F2,2 aX1
† + bX2

† + 〈021| a,b génériques 2A1

a = 0 3A1

F2,3 aX1
† + bX2

† + 〈201| a,b génériques 3A1

a = 0 3A1

F3,1 aX1
† + 〈012|+ 〈021|+ 〈102|+ 〈120| a générique 2A1

F3,2 aX1
† + 〈012|+ 〈021|+ 〈102| a générique 3A1

F3,3 aX1
† + 〈012|+ 〈021|+ 〈120| a générique 3A1

F3,4 aX1
† + 〈012|+ 〈021| a générique 4A1

F3,5 aX1
† + 〈012|+ 〈120| a générique 4A1

F3,6 aX1
† + 〈021|+ 〈102| a générique 4A1

F3,7 aX1
† + 〈012| a générique 5A1

F3,8 aX1
† + 〈021| a générique 5A1

F3,9 aX1
† a générique 6A1

F4,1 b(X2
† −X3

†) + 〈002|+ 〈020|+ 〈111|+ 〈200| b générique A2

F4,2 b(X2
† −X3

†) + 〈002|+ 〈011|+ 〈020| b générique A3

+〈101|+ 〈110|+ 〈200|
F4,3 b(X2

† −X3
†) + 〈000|+ 〈111| b générique D4

F4,4 b(X2
† −X3

†) + 〈001|+ 〈010|+ 〈100|+ 〈200| b générique Non-isolée

F4,5 b(X2
† −X3

†) + 〈000| b générique Non-isolée

F4,6 b(X2
† −X3

†) b générique Non-isolée

Table 5.2 – Hyperplans et types de singularité des hypersurfaces Xϕ correspondantes
pour un |ϕ〉 dépendant de paramètres.

d’une singularité simple par Arnold, la connaissance du type de singularité d’une hyper-
surface Xϕ fournit une information sur les déformations possibles de cette singularité,
par une petite perturbation. En particulier, une telle déformation de la singularité D4

produit des singularités de type A3, A2 et A1, comme résumé dans le diagramme d’ad-
jacence suivant :

A1 ← A2 ← A3 ← D4 . (5.18)

Ceci nous permet d’établir que les états équivalents à la forme normale corres-
pondant à la famille F4,3 (singularité de type D4) peuvent, sous l’action d’une petite
perturbation, amener à des états du type F4,2 (singularité de type A3), F4,1 (singularité
de type A2), F2,1 (singularité de type A1) ou F1,1 (section lisse). Il en va de même pour
l’orbite N2 (singularité de type D4) du cône nilpotent qui peut produire un état de
l’orbite N1 (singularité de type A3) après une légère perturbation. Ceci nous permet
entre autres de hiérarchiser les différentes familles et orbites, en observant les familles
ou orbites pouvant être générées par perturbation d’une forme normale donnée.
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Orbite Hyperplan associé Type
singularité

N1 〈012|+ 〈021|+ 〈102|+ 〈111|+ 〈120|+ 〈200| A3

N2 〈012|+ 〈021|+ 〈102|+ 〈110|+ 〈111|+ 〈200| D4

N3 〈002|+ 〈011|+ 〈020|+ 〈111|+ 〈120|+ 〈200| Non-isolée
N4 〈002|+ 〈011|+ 〈101|+ 〈110|+ 〈220| Non-isolée
N5 〈002|+ 〈020|+ 〈021|+ 〈110|+ 〈201| Non-isolée
N6 〈002|+ 〈011|+ 〈101|+ 〈120|+ 〈210| Non-isolée
N7 〈002|+ 〈011|+ 〈020|+ 〈101|+ 〈210| Non-isolée
N8 〈002|+ 〈020|+ 〈111|+ 〈200| Non-isolée
N9 〈000|+ 〈011|+ 〈111|+ 〈122| Non-isolée
N10 〈002|+ 〈011|+ 〈020|+ 〈101|+ 〈110|+ 〈200| Non-isolée
N11 〈002|+ 〈020|+ 〈101|+ 〈210| Non-isolée
N12 〈002|+ 〈020|+ 〈100|+ 〈111| Non-isolée
N13 〈002|+ 〈011|+ 〈020|+ 〈101|+ 〈110| Non-isolée
N14 〈002|+ 〈010|+ 〈021|+ 〈100|+ 〈201| Non-isolée
N15 〈011|+ 〈022|+ 〈100| Non-isolée
N16 〈002|+ 〈011|+ 〈020|+ 〈100| Non-isolée
N17 〈001|+ 〈010|+ 〈102|+ 〈120| Non-isolée
N18 〈000|+ 〈011|+ 〈101|+ 〈112| Non-isolée
N19 〈002|+ 〈010|+ 〈101| Non-isolée
N20 〈000|+ 〈111| Non-isolée
N21 〈001|+ 〈010|+ 〈100| Non-isolée
N22 〈000|+ 〈011|+ 〈022| Non-isolée
N23 〈000|+ 〈011| Non-isolée
N24 〈000| Non-isolée

Table 5.3 – Hyperplans et types de singularité des hypersurfaces Xϕ correspondantes
pour |ϕ〉 dans le cône nilpotent des états à 3-qutrits. L’orbite triviale (vecteur nul) est
omise.

D’autre part, l’étude du type de singularité des hypersurfaces Xϕ peut aussi être in-
terprétée en termes de lieu singulier de la variété dualeX∗ (voir Section 2.1.8). La variété
duale est généralement une hypersurface, invariante sous l’action du groupe SLOCC,
et est définie par une équation polynomiale appelée hyperdéterminant. L’hypersurface
associée est singulière et de codimension 1. Par définition (voir Section 2.1.8), la variété
X∗ paramétrise les sections hyperplanes singulières de X. Ainsi, H est un hyperplan
n’appartenant pas à la variété duale X∗ si et seulement si l’intersection H ∩X est lisse
et ne présente aucune singularité [137]. Dans le cas des 3-qutrits, les points n’apparte-
nant pas à la variété duale sont équivalents à la famille F1,1. Cet invariant permet donc
d’identifier les états les plus génériques, aussi appelés non-dégénérés.

Cela constitue donc un moyen pratique de vérifier si un état |ϕ〉 appartient ou
non à la variété duale, en construisant l’hypersurface Xϕ associée, et en observant si
elle est lisse ou si elle présente des singularités. Cette observation constitue de ce fait
une solution intéressante pour évaluer la nullité de l’hyperdéterminant pour un état
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donné, notamment lorsque l’expression de l’hyperdéterminant n’est pas connue. Ceci
sera notamment utilisé au Chapitre 7 pour vérifier la validité du classifieur associé aux
états non-dégénérés pour le cas des 5-qubits.

L’hyperdéterminant (en particulier celui de taille 3×3×3 dans le cas des 3-qutrits)
peut être utilisé pour décrire les classes d’intrication en étudiant le lieu singulier de
l’hypersurface définie par ce polynôme. En effet, les points lisses de l’hypersurface
représentant la variété duale correspondent à des sections hyperplanes avec un unique
point singulier de type A1 (Morse). Dans le cas des 3-qutrits, ces points lisses de la
variété duale correspondent aux états génériques de la famille F2,1. Il a été par ailleurs
prouvé (avec l’exception du cas des 3-qubits) que le lieu singulier de la variété duale est
de codimension 1 dans la variété duale. Ainsi l’étude de la variété duale X∗, et du lieu
singulier de la variété duale X∗sing, peut amener à une classification originale des états
quantiques [274].

Le lieu singulier de la variété duale X∗sing regroupe deux types de points singuliers

X∗sing = X∗node ∪X∗cusp . (5.19)

Les points de type node correspondent aux sections hyperplanes ayant plusieurs
(plus que un) points singuliers isolés. Les points de type cusp correspondent aux sections
hyperplanes ayant un point singulier qui n’est pas de type A1. Ces notions liées aux
singularités des hyperdéterminants, et donc de la variété duale, ont été étudiées par
Weyman et Zelevinksy [274], et ont été utilisées plus tard dans le contexte de l’étude
de l’intrication par Miyake [190].

De plus, on peut distinguer différents type de singularité node ou cusp en observant
la multiplicité des points singuliers de la section hyperplane associée : cette multiplicité
est égale à la somme des nombres de Milnor de tous les points singuliers isolés [85, 215].
À partir des résultats obtenus à la Section 5.3.2, nous pouvons établir, à titre d’exemple,
que l’état |F3,6〉 appartient à X∗node,4, tandis que l’état |N1〉 appartient à X∗cusp,3.

De ce fait, nos résultats présentés en Section 5.3.2 pour le cas des 3-qutrits nous
permettent de décrire la stratification induite par les points singuliers de la variété
duale X∗. Cette stratification de l’espace de Hilbert H333 par des variétés invariantes
sous l’action du groupe SLOCC peut être représentée sous la forme d’un diagramme en
structure d’oignon (voir Figure 5.2), dans l’esprit de la structure en oignon proposée
par Miyake pour la classification des systèmes à 3-qubits [190].

Cette construction peut alors se montrer intéressante dans le contexte de la clas-
sification des états intriqués sous l’action du groupe SLOCC, proposant une approche
originale pour distinguer ou hiérarchiser différents types d’intrication.

5.4 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail autour de l’algorithme de Shor présenté dans ce chapitre.
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5. Intrication et Singularités des Hypersurfaces

Figure 5.2 – Structure en oignon de l’espace de Hilbert H333 associé aux 3-qutrits
[131].

Tout d’abord, une poursuite de ce travail pourrait s’intéresser à d’autres cas
d’études. Par exemple, on peut étudier les singularités associées aux états fermioniques
(3, 9) et (4, 8) (voir chapitre suivant). De plus, on peut également s’intéresser à des états
spécifiques et les caractériser par rapport à leurs singularités (états liés aux graphes ou
hypergraphes, les classifications des états symétriques, certains formes connues pour
des états à 5-qubits, etc.).

Aussi, il est possible d’aller plus loin dans la description des états en étudiant les
singularités non-isolées des hypersurfaces. Ceci permettrait d’affiner la classification et
le diagramme en oignon pour les 3-qutrits et 4-qubits par exemple.
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Chapitre 6

États maximalement intriqués

“The chief purpose of a union is to maximize the income of its members”, Timothy
Noah.

L’étude et la compréhension des états multipartites hautement intriqués se révèle
importante dans le contexte du traitement de l’information quantique et du cal-
cul quantique. En effet, les états maximalement intriqués s’avèrent cruciaux dans
l’implémentation de réseaux quantiques, dans le domaine MBQC (measurement ba-
sed quantum computer) [223], dans les codes correcteurs d’erreurs quantiques et dans
des protocoles de communication quantique [75, 233, 112].

Pour les systèmes bipartites ou multipartite à deux ou trois particules, la question
des états maximalement intriqués a été étudiée sous différents angles [97]. La question
devient plus difficile dans le cas multipartite, et c’est pourquoi nous proposons d’étudier
cette question du point de vue des mesures algébriques de l’intrication, et de comparer
nos résultats lorsque d’autres existent.

Dans cette section, nous cherchons à maximiser certaines mesures de l’intrication,
dont l’évaluation de polynômes invariants ou mesure géométrique de l’intrication. L’hy-
perdéterminant, polynôme définissant la variété duale des états séparables, est utilisé
non pas comme marqueur qualitatif de l’intrication, mais comme mesure quantitative
de l’intrication. Ce polynôme peut aussi être défini pour les états symétriques et fermio-
niques, et nous nous proposons alors de maximiser sa valeur absolue afin de proposer de
nouveaux états maximalement intriqués, ou de retrouver des états déjà proposés comme
étant maximalement intriqués par rapport à d’autre mesures de l’intrication.

Nous utilisons principalement l’algorithme de promenade aléatoire pour les optimi-
sation numériques, et nous confirmons parfois les résultats en utilisant l’algorithme de
gradient ou l’optimisation par essaim particulaire (voir Annexe A.8).

6.1 Maximum de l’hyperdéterminant

Dans cette section, nous nous intéressons à deux cas de systèmes multipartites du
point de vue de l’hyperdéterminant : celui des 4-qubits et des 3-qutrits. Le premier cas a

159



6. États maximalement intriqués

été assez bien étudié dans la littérature, tandis que pour le second nous ne connaissons
pas de candidat maximisant Det333.

6.1.1 Cas des 4-qubits

Dans cette section nous proposons une nouvelle expression d’état réel maximisant
l’hyperdéterminant des 4-qubits, et présentons également la méthode associée. Nous
rappelons tout d’abord brièvement les précédents travaux, puis nous présentons notre
approche ainsi que le résultat obtenu.

Précédents travaux

Higushi et Sudbey on décrit en 2000 [129] un état pur |HS〉 (voir Équation 6.1) à 4-
qubits, dont la matrice de densité réduite de chaque qubit est maximalement mélangée.
De plus, cet état maximise également l’intrication moyenne (au sens de l’entropie de
Von Neumann) pour toutes bipartitions en systèmes à 2-qubits

|HS〉 =
1√
6

(
|0011〉+ |1100〉+ ω (|0101〉+ |1010〉) + ω2 (|0110〉+ |1001〉)

)
, (6.1)

avec ω = e
2iπ
3 .

En 2006, Yeo et Chua ont démontré qu’il était possible de procéder à une
téléportation quantique d’un système à 2-qubits quelconque, et proposèrent également
une extension du protocole de dense coding [290]. Pour ce faire, ils ont introduit ce
qu’ils appellent un genuine état intriqué à quatre parties, noté |Y C〉, et défini par

|Y C〉 =
1√
8

(|0000〉 − |0011〉 − |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉+ |1111〉) .

(6.2)
Par ailleurs, Briegel et Raussendorf ont présenté trois états |C1〉, |C2〉 et |C3〉 appelés

cluster states [52], reconnus pour posséder la propriété que l’entropie de Von Neumann
est maximale pour deux des trois possibles bipartitions. L’entropie moyenne sur toutes
les bipartitions reste néanmoins inférieure à celle de l’état |HS〉. Ces états décrits en
Équation 6.3, maximisent également la α-entropie de Rényi pour α ≥ 2.

|C1〉 =
1

2
(|0000〉+ |0011〉+ |1100〉 − |1111〉) ,

|C2〉 =
1

2
(|0000〉+ |0110〉+ |1001〉 − |1111〉) ,

|C3〉 =
1

2
(|0000〉+ |0101〉+ |1010〉 − |1111〉) .

(6.3)

En 2010, dans une conjecture assez connue de Gour et Wallach [113], prouvée par
la suite dans [65], deux états |L〉 et |M〉 sont proposés comme maximisant l’α-entropie
de Tsallis (respectivement pour tout α > 2 et 0 < α < 2). De plus, l’état |L〉 maximise
la valeur absolue de l’hyperdéterminant des 4-qubits, tandis que l’état |M〉 maximise
l’entropie d’intrication [129] :

|L〉 =
1√
3

(
|u0〉+ ω|u1〉+ ω2|u2〉

)
, (6.4)

160



6.1. Maximum de l’hyperdéterminant

|M〉 =
i√
2
|u0〉+

1√
6

(|u1〉+ |u2〉+ |u3〉) , (6.5)

avec ω = e
2iπ
3 et

|u0〉 =
1

2
(|0000〉+ |0011〉+ |1100〉+ |1111〉) ,

|u1〉 =
1

2
(|0000〉 − |0011〉 − |1100〉+ |1111〉) ,

|u2〉 =
1

2
(|0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉) ,

|u3〉 =
1

2
(|0101〉 − |0110〉 − |1001〉+ |1010〉) .

(6.6)

Dans les travaux présentés dans sa thèse [5], Alsina présente également un état
symétrique |HD〉 maximisant l’hyperdéterminant des 4-qubits, s’exprimant comme
suit :

|HD〉 =
1√
6

(
|0001〉+ |0010〉+ |0100〉+ |1000〉+

√
2|1111〉

)
. (6.7)

À l’exception des états |L〉 et |HD〉, tous les autres états présentés comme maxi-
malement intriqués annulent l’hyperdéterminant. Nous pouvons également citer les tra-
vaux suivants en lien avec la question des états à 4-qubits maximalement intriqués
[54, 208, 42, 287, 29, 221, 97, 251].

Approche pour les réels

Dans cette section, nous présentons une approche de détermination d’un état maxi-
malement intriqué du point de vue de l’hyperdéterminant (comme mesure de l’intri-
cation), en ne considérant que les états à coefficients réels. Notre approche combine
recherche et optimisation numérique de l’hyperdéterminant, avec une recherche analy-
tique d’une expression exacte de l’état.

La valeur absolue de l’hyperdéterminant constitue une mesure de l’intrication,
comme cela a été discuté tout au long de ce manuscrit, et pour le cas des 4-qubits,

la valeur maximale est de
1

19683
≈ 0.00005080526343.

Il est connu que l’hyperdéterminant s’annule pour les états dégénérés, les états de
la variété duale de Segre. On cherchera alors un candidat parmi les familles d’états
non-dégénérés, et n’annulant donc pas l’hyperdéterminant. Or il s’avère que la seule
famille pour laquelle l’hyperdéterminant n’est pas nul, est la famille des états les plus
génériques, c’est-à-dire la famille Gabcd.

Pour rappel, la famille Gabcd s’exprime comme :

Gabcd :
a+ d

2

(
|0000〉+ |1111〉

)
+
a− d

2

(
|0011〉+ |1100〉

)
+

b+ c

2

(
|0101〉+ |1010〉

)
+
b− c

2

(
|0110〉+ |1001〉

)
,

(6.8)
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et on peut également l’exprimer sous la forme d’un vecteur ligne :

Gabcd :

(
a+ d

2
, 0, 0,

a− d
2

, 0,
b+ c

2
,
b− c

2
, 0, 0,

b− c
2

,
b+ c

2
, 0,

a− d
2

, 0, 0,
a+ d

2

)
.

(6.9)
Lorsque les paramètres a, b, c et d appartiennent aux complexes, alors il est pos-

sible d’atteindre le maximum de l’hyperdéterminant, par optimisation numérique ou en
considérant l’état |HS〉 par exemple. En revanche, en se restreignant à des coefficients
réels, nos calculs d’optimisation suggèrent qu’il n’est pas possible d’atteindre le maxi-
mum de l’hyperdéterminant. La valeur de |Det2222| maximale possible pour la forme
Gabcd, avec a, b, c, d ∈ R est d’environ 3, 34898× 10−7.

Nous choisissons alors d’élargir la définition de la famille Gabcd en ajoutant des états
de base dans l’écriture, et en s’inspirant de la symétrie des coefficients dans l’écriture
en vecteur ligne (voir Equation 6.9). Nous définissons alors la forme Gabcdefgh comme
suit :

Gabcdefgh :
1√
2

(a, b, c, d, e, f, g, h, h, g, f, e, d, c, b, a) , (6.10)

avec a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2 + g2 + h2 = 1. Nous pouvons alors obtenir alors
une valeur maximale de |Det2222| en optimisant numériquement les 8 coefficients. Un
exemple de jeu de coefficients (a, b, c, d, e, f, g, h) pour Gabcdefgh maximisant |Det2222|
est :

(0.35355, 0.2041,−0.2041,−0.35355, 0.6124,−0.35355, 0.35355, 0.2041) . (6.11)

Ici, la recherche numérique permet à la fois d’établir avec une grande probabilité
l’existence d’un état réel de la forme Gabcdefgh maximisant |Det2222|, mais également
de pouvoir opérer un certain nombre de simplifications dans la définition de la forme
générale, en observant les coefficients pouvant être égaux (à un signe près).

En observant les similitudes dans les coefficients, nous arrivons à réduire le nombre
de paramètres jusqu’à 3, et nous définissons alors une nouvelle forme GABC telle que :

GABC :
1√
2

(
A√
3
,
−C
2
,
C

2
, B,
−C
2
,
A√
3
,
−A√

3
,
C

2
,
C

2
,
−A√

3
,
A√
3
,
−C
2
, B,

C

2
,
−C
2
,
A√
3

)
.

(6.12)
Nous vérifions une nouvelle fois par optimisation numérique qu’il est possible de

maximiser |Det2222| à partir de la forme GABC restreinte aux réels. Notre objectif à
présent est de déterminer une expression exacte d’un état réel maximisant |Det2222| en
partant de la forme simplifiée GABC .

Une condition nécessaire (mais non-suffisante) à la maximisation d’une fonction
polynomiale est l’annulation des dérivées partielles du polynôme. On se propose alors
de résoudre analytiquement le système formé par les équations des dérivées partielles de
l’hyperdéterminant Det2222. Nous réduisons le nombre de paramètres à 2 en fixant A =√

1−B2 − C2, par condition de normalisation. Nous noterons alors la forme simplifiée
GBC .
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L’évaluation de l’hyperdéterminant sur la forme GBC donne l’expression suivante :

Det2222(GBC) =
1

725594112

(
2
√

3
√
−B2 − C2 + 1B + 2B2 + 5C2 − 2

)6

(
B
√

3− 2
√

3C − 3
√
−B2 − C2 + 1

)(
B
√

3 + 2
√

3C − 3
√
−B2 − C2 + 1

)
(

2B2
√

3 +
√

3C2 + 6
√
−B2 − C2 + 1B

)2 (
B
√

3 +
√
−B2 − C2 + 1

)6

.

(6.13)

Nous dérivons cette expression par rapport à B et C, ce qui nous donne deux
polynômes en deux variables, et nous cherchons les solutions qui annulent ces deux po-
lynômes simultanément. À l’aide du logiciel de calcul Maple, nous arrivons à déterminer
un ensemble de solutions, et, pour chaque solution réelle, la forme ainsi définie est uti-
lisée pour évaluer l’hyperdéterminant jusqu’à trouver la valeur maximale (à un signe
près), qui dans notre cas est connue.

Nous présentons une solution possible dans la proposition suivante.

Proposition 6.1.1. Soient |v1〉, |v2〉 et |v3〉 trois vecteurs de H4 = C2 ⊗C2 ⊗C2 ⊗C2

tels que :

|v1〉 =
1√
6

(|0000〉+ |0101〉 − |0110〉 − |1001〉+ |1010〉+ |1111〉) ,

|v2〉 =
1√
2

(|0011〉+ |1100〉) ,

|v3〉 =
1√
8

(−|0001〉+ |0010〉 − |0100〉+ |0111〉+ |1000〉 − |1011〉+ |1101〉 − |1110〉) .

Alors, le maximum de l’hyperdéterminant |Det2222| est atteint pour l’état réel à 4-qubits
|M2222〉 ∈ H4, défini par :

|M2222〉 = A|v1〉+B|v2〉+ C|v3〉 , (6.14)

avec

A =
1√
8
, B =

√
6

4
, C =

1√
2
.

6.1.2 Cas des 3-qutrits

Dans cette section nous proposons une expression d’état réel maximisant l’hy-
perdéterminant des 3-qutrits. Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les singula-
rités des hypersurfaces liées aux 3-qutrits, et avons discuté la relation avec les singula-
rités de la variété duale. Nous cherchons à présent à déterminer un état maximalement
intriqué parmi les états non-dénégérés (présentant donc une section hyperplane lisse).

Il existe assez peu de travaux concernant la recherche d’états maximalement in-
triqués pour les 3-qutrits. De manière non-exhaustive, nous pouvons citer les travaux
de Enriquez et al. [97] et de Hebenstreit et al. [126].
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Proposition d’un état maximalement intriqué

Dans cette sous-section nous présentons un candidat d’état à 3-qutrits maximale-
ment intriqué du point de vue de l’hyperdéterminant. L’objectif est de proposer une
expression exacte de cet état, en suivant la même approche que celle utilisée pour le cas
des 4-qubits (voir Section 6.1.1).

Nous cherchons donc à nous limiter à l’étude des états non-dégénérés, qui n’annulent
pas l’hyperdéterminant. Comme rappelé en Chapitre 5 et dans [50], un vecteur |ψs〉
non-dégénéré de H333, correspondant à la première famille de Nurmiev F1,1, peut être
exprimé comme la combinaison des trois tenseurs semi-simples

|ψs〉 = A|v1〉+B|v2〉+ C|v3〉 , (6.15)

|ψs〉 : (A,B,C) , (6.16)

avec |A|2 + |B|2 + |C|2 = 1 et

|v1〉 =
1√
3

(|000〉+ |111〉+ |222〉) ,

|v2〉 =
1√
3

(|012〉+ |120〉+ |201〉) ,

|v3〉 =
1√
3

(|021〉+ |102〉+ |210〉) .

(6.17)

À partir de l’expression donnée en [50], et pour les états de la forme |ψs〉, l’hy-
perdéterminant Det333 associé aux états à 3-qubits s’exprime comme suit :

Det333(|ψs〉) = − 4
387420489

A3B3C3 (A+B + C)3×
(A2 + 2AB − AC +B2 −BC + C2)

3
(A2 − AB + 2AC +B2 −BC + C2)

3

(A2 − AB − AC +B2 + 2BC + C2)
3

(A2 − AB − AC +B2 −BC + C2)
3
.

(6.18)

Notre objectif est de maximiser la valeur absolue de ce polynôme, en fonction des
trois paramètres A, B et C. Nous utilisons l’algorithme d’optimisation numérique de
la marche aléatoire afin de nous guider. Après une optimisation sur les complexes, puis
sur les réels, il apparâıt que la valeur maximale potentielle de |Det333| peut être atteinte
en se restreignant à des paramètres dans R. À titre d’exemple voici deux états |ψs1〉 et
|ψs2〉 atteignant la valeur numérique, supposée maximale, d’environ 6, 907059 × 10−7,
s’exprimant comme :

|ψs1〉 : (−0.4597089177, 0.6279551660, 0.6279649847) , (6.19)

|ψs2〉 = (0.4187234964 + 0.1897453668i,−0.5719715278− 0.2591902230i,

−0.5719688559− 0.2592064016i) .
(6.20)

Se restreindre aux réels permet de réduire le nombre de paramètres à considérer
(trois au lieu de six), pour déterminer l’expression exacte d’un état maximisant l’hy-
perdéterminant. De plus, et de la même manière que les recherches numériques ont
permis de réduire les paramètres pour les 4-qubits, dans le cas des 3-qubits nous avons
également observé des relations entre les coefficients A, B et C, et ceci de manière
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systématique (au terme de chaque optimisation). Nous nous restreignons donc au cas
B = C, ce qui réduit l’étude à 2 paramètres. Comme A et B sont des réels, et qu’ils
doivent vérifier la condition de normalisation A2 + 2B2 = 1, on peut encore réduire le
nombre de paramètres, en posant A = −

√
1− 2B2.

On substitue ensuite A et C par leur expression en fonction de B dans l’hy-
perdéterminant Det333, et on le dérive par rapport à la variable B. On cherche ensuite
les solutions réelles qui annulent la dérivée, et pour chaque solution trouvée, on évalue
la valeur absolue de l’hyperdéterminant, jusqu’à trouver la valeur maximale établie
numériquement. Ceci nous permet de trouver une valeur de B permettant d’atteindre
cette valeur, et donc d’en déduire les valeurs de A et C permettant de définir cet état.
Nous présentons ce résultat dans la Proposition 6.1.2.

Proposition 6.1.2. Soient |v1〉, |v2〉 et |v3〉 trois vecteurs de H333 = C3⊗C3⊗C3 tels
que :

|v1〉 =
1√
3

(|000〉+ |111〉+ |222〉) ,

|v2〉 =
1√
3

(|012〉+ |120〉+ |201〉) ,

|v3〉 =
1√
3

(|021〉+ |102〉+ |210〉) .

Alors, un maximum local de l’hyperdéterminant |Det333|, dont la valeur exacte est√
3

2507653251072
, est atteint pour l’état réel à 3-qutrits |M333〉 ∈ H333, défini par :

|M333〉 = A|v1〉+B|v2〉+B|v3〉 ,

avec

A = −1

6

√
18− 6

√
3 , B =

1

6

√
9 + 3

√
3 .

Au vu des optimisations numériques que nous avons pu lancer, nous pensons que
cet état |M333〉 est très probablement celui pour lequel on atteint le maximum global
de la valeur absolue de l’hyperdéterminant.

6.2 États symétriques maximalement intriqués

Nous nous intéresserons aux états symétriques maximalement intriqués dans cette
section. Guidés par les travaux de Aulbach (voir sous-section suivante), nous évaluons
les invariants algébriques associés aux tenseurs symétriques sur les états proposés dans
la littréature, et proposons également des états maximisant la valeur absolue de ces
polynômes. Nous étudions les systèmes de quatre à douze qubits, ainsi que le cas des
20-qubits.

Nous avons introduit la notion d’état symétrique en Chapitre 1 Section 1.3.2, et il
peut être intéressant pour le lecteur de préter attention à cette section avant d’entamer
la lecture de celle-ci. De même, nous avons présenté le lien entre états symétrique
séparables et variété de Veronese en Chapitre 2 Section 2.1.4.
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6. États maximalement intriqués

De manière générale dans cette section, on exprimera un état symétrique |ψ〉 à
n-qubits dans la base de Dicke (voir Équation 1.60) par

|ψ〉 =
n∑
k=0

ak|Dk〉 . (6.21)

6.2.1 Précédents travaux

Dans sa thèse, ainsi que dans des travaux publiés dans divers articles [17, 18, 16],
Aulbach utilise la représentation de Majorana des états symétriques pour déterminer
des états maximalement intriqués au sens de la mesure géométrique de l’intrication.
Ceci implique de déterminer la répartition des points sur la sphère de Bloch, et ceci lié
à un problème appelé problème de Majorana. Dans certains cas, la disposition de ces
points définie par les solides platoniciens est utilisée pour définir des états symétriques.
Notre travail se place dans la continuité du travail développé par Aulbach.

Figure 6.1 – Représentation des cinq solides platoniciens de gauche à droite : tétraèdre
(n = 4), octaèdre (n = 6), cube (n = 8), icosaèdre (n = 12) et dodécaèdre (n = 20)
[18].

D’autre part, Enriquez et al. [97] répertorient différents états symétriques comme
candidats à la maximisation de l’intrication. Ces états sont notamment des systèmes à
4-qubits, 5-qubits, 3-qutrits et 4-qutrits.

6.2.2 Formes binaires et covariants associés

Les formes binaires sont un sujet d’étude qui ont intéressé les chercheurs en théorie
classique des invariants, depuis plusieurs années déjà, pour lequel une large littérature
à été produite. Deux ouvrages de référence dans ce domaine sont celui de Olver [205] et
celui de Kung et Rota [162], et ce sont ceux qui nous serviront de référence principale.

La théorie classique des invariants de formes binaires a pour but de déterminer des
polynômes invariants et covariants d’une forme binaire, à des fins de classification. Nous
rappelons qu’un polynôme covariant est un polynôme défini par les coefficients de la
forme binaire et des variables auxiliaires x et y, tel qu’il reste invariant pour l’action de
SL2(C) sur les coefficients et les variables [179].

Plus précisément, une forme binaire f est un polynôme homogène de degré n en x
et y tel que :
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6.2. États symétriques maximalement intriqués

f(x, y) =
n∑
k=0

(
n

k

)
akx

n−kyk . (6.22)

Si on définit l’image de f par tout élément g ∈ SL2(C) comme étant la forme binaire
f̃ , définie par :

f̃(x̃, ỹ) =
n∑
k=0

(
n

k

)
ak (αx̃+ βỹ)n−k (γx̃+ δỹ)k =

n∑
k=0

(
n

k

)
bkx̃

n−kỹk , (6.23)

alors tout polynôme P est un polynôme covariant si, et seulement si, on a

P (a0, . . . , ak, x, y) = P (b0, . . . , bk, x̃, ỹ) . (6.24)

L’exemple de covariant le plus simple est la forme binaire elle même. Un polynôme
covariant ne faisant pas apparâıtre les variables x et y est appelé polynôme invariant.

En guise d’exemple, nous pouvons étudier le cas où n = 4. Dans ce cas, bien connu
dans la littérature, l’anneau des polynômes invariants des formes binaires quartiques
est généré par deux polynômes I2 et I3. On notera alors

C[Sym4C∗2]SL2C = C[I2, I3] , (6.25)

avec,

I2 = a0a4 − a1a3 +
a2

2

2
, (6.26)

I3 =

a0
a1
2

a2√
6

a1
2

a2√
6

a3
2

a2√
6

a3
2

a4

. (6.27)

Dans ce cas, le discriminant ∆4 des formes binaires quartiques peut être exprimé
comme étant égal à :

∆4 = (I2)3 − 27 (I3)2 . (6.28)

La classification des polynômes quartiques binaires fait aussi appel aux covariants
Hess(f) et T (f), et ceux-ci permettent à l’aide des invariants de classifier les quartiques
selon la multiplicité et le nombre de racines (comme cela est fait dans l’algorithme de
classification des 4-qubits, voir Annexe A.4). La classification des quartiques [205] et
les valeurs des covariants associées sont regroupées en Table 6.1.

Les formes binaires trouvent un lien direct avec les états symétriques multi-qubits
(le lien est d’autant plus évident en considérant le polynôme de Majorana), et de ce fait
la classification de ces formes binaires sous SLOCC nous amène à une classification de
l’intrication des états symétriques (voir Figure 6.2 pour un exemple pour les 4-qubits).
Ceci est notamment l’objet de travaux et d’un article en cours de développement. Les
invariants associés à ces formes binaires trouvent également un sens du point de vue de
la géométrie algébrique, et cela est l’objet de notre sous-section suivante.
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6. États maximalement intriqués

Forme canonique f Covariants Racines

x4 + λx2y2 + y4 λ 6= ±2,∆4 6= 0 4 racines simples
x2(x2 + y2) ∆4 = 0, T (f) 6= 0 une racine double

x2y2 ∆4 = T (f) = 0, I2 6= 0 deux racines doubles
x3y I2 = I3 = 0, Hess(f) 6= 0 une racine triple
x4 Hess(f) = 0, f 6= 0 une racine quadruple
0 f = 0

Table 6.1 – Classification des formes quartiques binaires [205].

P(SLOCC.(|D0〉+ λ |D2〉+ |D4〉)) = P4

P(SLOCC.(|D0〉+ |D2〉) = X∗
Sep P(SLOCC.(|D0〉+ |D4〉)) = σ2(XSep) P(SLOCC.(|D0〉+ i

√
2 |D2〉+ |D4〉) = Qsmooth

P(SLOCC. |D2〉) = (XSep)
∗
node ' σ2(XSep)

∗ P(SLOCC. |D1〉) = (XSep)
∗
cusp ' τ(XSep) ' τ(XSep)

∗

XSep = P(SLOCC |D0〉) = v4(P1)

Figure 6.2 – Classification sous SLOCC des états symétriques pour le cas des 4-qubits.

6.2.3 Invariants des états symétriques comme mesures de
l’intrication

Il existe des polynômes invariants associés aux états symétriques, définissant eux
même des formes binaires. Les invariants I2 etI3, ainsi que le discriminant ∆4 sont des
exemples d’invariants associés aux états à 4-qubits symétriques. Ces invariants peuvent
être généralisés à des dimensions supérieures.

Le discriminant, noté ∆n, est un polynôme invariant sous l’action du groupe SLOCC.
La variété duale à la variété de Veronese est définie par l’annulation du discriminant.
Ce polynôme peut être défini pour tous les systèmes symétriques à n-qubits, et sa
valeur absolue sera utilisée comme mesure de l’intrication, de manière analogue à l’hy-
perdéterminant (ces deux polynômes étant directement liés).

Dans le cas où n = 2k est pair, il existe un invariant de degré 2, noté I2 (généralisant
la notation pour les 4-qubits), appelé quadrinvariant, s’exprimant comme :

I2(|ψ〉) =
n∑
i=0

(−1)iaian−i . (6.29)

De plus, l’invariant I3 peut également être généralisé. Lorsque n = 2k, on peut
définir le catalecticant, polynôme invariant noté Ik+1 tel que
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Ik+1(|ψ〉) =

a0 a1/
√(

n
1

)
. . . ak/

√(
n
k

)
a1/
√(

n
1

)
a2/
√(

n
2

)
. . . ak+1/

√(
n
k+1

)
a2/
√(

n
2

)
a3/
√(

n
3

)
. . . ak+2/

√(
n
k+2

)
...

... . . .
...

ak/
√(

n
k

)
ak+1/

√(
n
k+1

)
. . . an

. (6.30)

Le catalecticant Ik+1 est interprété géométriquement comme le polynôme définissant
la k-ième variété des sécantes σk (νn(P1)) associée à la variété de Veronese νn(P1) des
n-qubits symétriques.

Nous chercherons à maximiser et évaluer ces invariants en valeur absolue, les
considérant comme mesures algébriques de l’intrication, pour qualifier les états publiés
par Aulbach et pouvoir également proposer de nouveaux candidats pour la maximisa-
tion de l’intrication.

6.2.4 Étude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions les états symétriques à n-qubits proposés
par Aulbach [16], pour différentes valeurs de n. Nous proposons également des états
maximisant les invariants liés aux états symétriques, et comparons ces états aux états
précédents du point de vue de la valeur de la MGI et des invariants.

Nous optimisons la valeur absolue du discriminant ainsi que les invariants (pour
les cas où n est pair), à la fois pour des coefficients réels et complexes. Lorsque le
maximum de ces invariants est atteint par un état déjà proposé par Aulbach, alors nous
ne proposons pas de nouvel état et renseignons seulement quel état maximise quelle
quantité. Lorsque nous avons trouvé un état atteignant des valeurs plus intéressantes
nous le proposons. Si nous ne proposons qu’un tenseur symétrique à coefficients réels,
c’est que la recherche sur les complexes n’apporte pas de résultat supplémentaire. Si
nous proposons un état à coefficients complexes, c’est que nous obtenons de meilleurs
résultats pour cet état (et ne renseignons donc pas les états réels obtenus).

4-qubits

Le Tetrahedron state, noté |Ψ4〉, est un état issu de la configuration en tétraèdre des
points sur la sphère de Majorana. Cet état défini à partir d’un solide platonicien est
celui qui maximise la valeur absolue du discriminant ∆4. Il est également proposé par
Aulbach comme étant l’état maximalement intriqué au sens de la mesure géométrique
de l’intrication. Aussi, il maximise la valeur absolue de l’invariant I3. En revanche, il
annule l’invariant I2.

|Ψ4〉 =
1√
3

(
|D0〉+

√
2|D3〉

)
. (6.31)

Nous proposons alors un état maximisant l’invariant I2, que l’on notera
∣∣M I2

4

〉
. Cet

état ne maximise pas les autres mesures, mais atteint la moitié de la valeur maximale
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6. États maximalement intriqués

pour le discriminant ∆4. ∣∣M I2
4

〉
=

4∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.32)

avec ,

a0 ≈ 0.2508956376 + 0.09070126553i, a1 ≈ 0.2670784937− 0.5786744308i,

a2 ≈ −0.06133783029 + 0.2036694216i, a3 ≈ −0.09691598770 + 0.6299308152i,

a4 ≈ −0.2592667786− 0.06293867312i .

(6.33)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.2.

État |∆4| |I2| |I3| Eg
|Ψ4〉 1024 0 0,0962250449 log2(3) ≈ 1.584962500∣∣M I2

4

〉
512 2 0.000001394 0.9999796162

Table 6.2 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 4-qubits symétriques.

5-qubits

Le Square Pyramid state |Ψ5〉, proposé par Aulbach comme état maximalement
intriqué pour les 5-qubits symétriques, présente une MGI conjecturée comme étant
maximale. Néanmoins, cet état ne maximise pas le discriminant |∆5|.

|Ψ5〉 =
|D0〉+ |D4〉√

1 + A2
, avec A ≈ 1.531538191 . (6.34)

En revanche, c’est le Triagonal bipyramid state |ψ5〉 qui maximise le discriminant,
mais en contre-partie présente une MGI inférieure à celle de |Ψ5〉.

|ψ5〉 =
1√
2

(|D1〉+ |D4〉) . (6.35)

Il nous est apparu que tous les états maximisant la valeur absolue du discriminant
présentent la même valeur de MGI que l’état |ψ5〉 . De plus, à l’issue de nos recherches
numériques, il semble ne pas exister d’état maximisant à la fois les deux mesures. Tous
les résultats sont regroupés en Table 6.3.

État |∆5| Eg
|Ψ5〉 1.203132030× 105 1.742268948
|ψ5〉 1.318359375× 105 1.678071904

Table 6.3 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 5-qubits symétriques.
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6-qubits

Dans le cas des 6 qubits, le solide platonicien correspondant à l’octaèdre régulier
définit un état |Ψ6〉, appelé octahedron state par Aulbach, constituant l’unique solution
aux problèmes de Thomson et de Tóth. En plus de résoudre le problème de Marojana
pour 6-qubits [16], cet état maximise tous les invariants des tenseurs symétriques à
6-qubits, à savoir : la valeur absolue du discriminant ∆6, la valeur absolue de l’invariant
I2 et la valeur absolue de l’invariant I4.

|Ψ6〉 =
1√
2

(|D1〉+ |D5〉) . (6.36)

De plus, tous les états maximisant un des invariants (états déterminés
numériquement), semblent systématiquement maximiser les deux autres invariants, tout
en présentant une valeur de la MGI égale à celle de l’état |Ψ6〉. Nous présentons les va-
leurs exactes en Table 6.4.

État |∆6| |I2| |I4| Eg
|Ψ6〉 80621568 1 1

144
≈ 0.00694 log2(9

2
) ≈ 2.169925

Table 6.4 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 6-qubits symétriques.

7-qubits

L’état
∣∣ψTó

7

〉
présenté par Aulbach est l’état solution au problème de Tóth, mais ne

maximise ni la mesure géométrique de l’intrication ni la valeur absolue du discriminant.∣∣ψTó
7

〉
= α|D0〉 − β|D3〉 − γ|D6〉 , (6.37)

avec,
α ≈ 0.295510, β ≈ 0.602458, γ ≈ 0.741430 . (6.38)

D’autre part, le Pentagonal Dipyramid state, noté |Ψ7〉, présente une valeur de MGI
bien plus grande (potentiellement maximale), et maximise aussi la valeur absolue du
discriminant.

|Ψ7〉 =
1√
2

(|D1〉+ |D6〉) . (6.39)

Dans le cas des 7-qubits, une corrélation est systématiquement observée entre la
maximisation (potentielle) de la MGI et de la valeur absolue du discriminant. Tous les
résultats sont regroupés en Table 6.5.

8-qubits

Le Regular Cube state, noté |ψc8〉, est un solide platonicien et est l’état qui maxi-
mise l’invariant |I2|. Tous les états maximisant cet invariant (trouvés numériquement)
présentent les mêmes valeurs pour la MGI et tous les autres invariants que l’état |ψc8〉.
En revanche, cet état ne maximise pas le discriminant et l’invariant |I5|, ni la MGI.
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État |∆7| Eg∣∣ψTó
7

〉
1.774279622× 1010 1.692798

|Ψ7〉 9.654915737× 1010 2.298691396

Table 6.5 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 7-qubits symétriques.

|ψc8〉 =
1

2
√

6

(√
5|D0〉+

√
14|D4〉+

√
5|D8〉

)
. (6.40)

L’état |Ψ8〉, nommé Asymmetric Pentagonal Dipyramid state par Aulbach, est celui
qui maximise la mesure géométrique de l’intrication. Cet état annule le discriminant,
et annule l’invariant I2 également. De plus, il ne maximise par l’invariant I5.

|Ψ8〉 = α|D1〉+ β|D6〉 , (6.41)

avec ,
α ≈ 0.671588032, β ≈ 0.740924770 . (6.42)

L’état |Ψa
8〉 appelé Maximally Entangled Antiprism state ne maximise aucun des

invariants, et ne maximise pas non plus la MGI. En revanche, lorsqu’on évalue la valeur
absolue de l’invariant I5, on atteint une valeur très proche du maximum.

|Ψa
8〉 =

|D0〉+ A|D4〉 − |D8〉√
2 + A2

, A = 1.847592 . (6.43)

Les états
∣∣ψTh

8

〉
et
∣∣ψTó

8

〉
désignent respectivement les états solutions au problèmes de

Thomson et Tóth pour les 8-qubits. Leur expression n’étant pas donnée par Aulbach,
nous ne pouvons évaluer les invariants pour ces états, mais la valeur de la MGI est
fournie, nous les utilisons donc à des fins de comparaison.

L’état
∣∣M∆

8

〉
est celui qui maximise la valeur absolue du discriminant. La valeur de

la MGI est surpérieure aux états solutions des problèmes de Thomson et Tóth, mais
reste inférieure à celle des trois premiers états présentés dans cette section. Cet état ne
maximise pas I2, mais présente une valeur assez proche du maximum pour l’invariant
I5.

∣∣M∆
8

〉
=

8∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.44)

avec ,

a0 ≈ 0.4114878254, a1 ≈ 0.1688959820, a2 ≈ 0.2944907798,

a3 ≈ −0.4149640033, a4 ≈ 0.2782623034, a5 ≈ 0.4628387130,

a6 ≈ 0.1293370123, a7 ≈ 0.2802238915, a8 ≈ −0.3953844931 .

(6.45)

Enfin, après optimisation sur les complexes de l’invariant |I5|, nous obtenons l’état∣∣M I5
8

〉
qui maximise l’invariant. Cependant, il ne maximise pas la valeur absolue du

discriminant, ni de I2, ni de la MGI.
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∣∣M I5
8

〉
=

8∑
k=0

bk|Dk〉 , (6.46)

avec ,

b0 ≈ −0.2893248984− 0.04211482037i, b1 ≈ 0.3845108489 + 0.008581859818i,

b2 ≈ 0.2495947516 + 0.1026688600i, b3 ≈ 0.3847336846− 0.2212385794i,

b4 ≈ −0.01555897955 + 0.06124221024i, b5 ≈ −0.03200009998 + 0.3501447109i,

b6 ≈ −0.03240731033− 0.4676685377i, b7 ≈ 0.1012411063− 0.1488502853i,

b8 ≈ −0.1750153953− 0.2938904319i .

(6.47)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.6.

État |∆8| |I2| |I5| Eg
|ψc8〉 3.976821570× 1014 1 0.0001521451549 2.263034406
|Ψ8〉 0 0 0.0001547751396 2.445210155
|Ψa

8〉 4.392369364× 1014 0.2611196229 0.0001656284628 2.436587205∣∣ψTh
8

〉
? ? ? 2.084181498∣∣ψTó

8

〉
? ? ? 1.711525327∣∣M∆

8

〉
4.720704891× 1014 0.1176806458 0.0001630388050 2.180671949∣∣M I5

8

〉
4.499195566× 1014 0.2352913838 0.0001657652540 2.387041658

Table 6.6 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 8-qubits symétriques.

9-qubits

L’état |ψ9〉 nommé Triaugmented Triangular Prism state a une valeur de la MGI
qui n’est pas maximale. L’évaluation de la valeur absolue du discriminant pour cet état
n’est pas maximale, mais elle se rapproche sensiblement du maximum conjecturé.

|ψ9〉 =
|D0〉 − A (|D3〉+ |D6〉) + |D9〉√

2 + 2A2
, avec A =

1 + 8
√

2

2
√

21
. (6.48)

Les états
∣∣ψTó

9

〉
et
∣∣ψTh

9

〉
sont respectivement des états solutions aux problèmes de

Tóth et Thomson. La MGI associée à ces états est renseignée par Aulbach (et n’est pas
intéressante comparée aux autres états présentés), mais pas leur expression.

L’état conjecturé maximalement intriqué par Aulbach est l’état |Ψ9〉, qui semble
maximiser la MGI, mais annulant le discriminant :

|Ψ9〉 =
1√
2

(|D2〉+ |D7〉) . (6.49)

D’autre part, après recherche numérique (sur les réels et complexes), nous proposons
un état

∣∣M∆
9

〉
présentant une valeur du discriminant supérieure à tous les autres états
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(et conjecturée comme étant maximale). Néanmoins pour les états maximisant |∆9|, la
MGI n’est, quant à elle, pas maximale. La valeur de la MGI pour l’état

∣∣M∆
9

〉
est en

effet inférieure à celle des états |ψ9〉 et |Ψ9〉, mais reste tout de même supérieure à celle
des états

∣∣ψTó
9

〉
et
∣∣ψTh

9

〉
.

∣∣M∆
9

〉
=

9∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.50)

avec ,

a0 ≈ −0.02545949738, a1 ≈ 0.5980327618, a2 ≈ 0.0271815356,

a3 ≈ 0.1489917661, a4 ≈ −0.1467454621, a5 ≈ 0.1254195894,

a6 ≈ 0.6618843307, a7 ≈ −0.06623252399,

a8 ≈ 0.03231183422, a9 ≈ −0.3714636942 .

(6.51)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.7.

État |∆9| Eg
|ψ9〉 6.434502× 1018 2.488046183∣∣ψTó

9

〉
? 2.150714397∣∣ψTh

9

〉
? 2.434192780

|Ψ9〉 0 2.553960277∣∣M∆
9

〉
6.456659659× 1018 2.446117463

Table 6.7 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 9-qubits symétriques.

10-qubits

L’état
∣∣ψTh

10

〉
, résolvant le problème de Thomson, est défini par le Gyroelongated

Square Bipyarmid state, et permet d’atteindre une valeur de la MGI proche du maxi-
mum. Un légère modification de la latitude des points de Majorana ont permis à Albauch
de déterminer un état conjecturé comme étant maximalement intriqué, noté |Ψ10〉, et
possède la valeur de MGI la plus élevée parmi tous les états présentés dans cette section.
L’état

∣∣ψTó
10

〉
solution du problème de Tóth est également présenté, mais ne présente pas

de MGI intéressante. Pour ces trois états, l’expression dans la base de Dicke ne nous
est pas connue, et ne permet donc pas l’évaluation des invariants.

Le Maximally Positive state est l’état symétrique positif proposé comme maxima-
lement intriqué, et est noté |Ψpos

10 〉. Pour cet état, la MGI n’est pas maximale, mais
n’est pas très éloignée du maximum trouvé par Aulbach. De la même manière, la valeur
absolue du discriminant et de I6 n’est pas maximale, mais se rapproche de la valeur
maximale trouvée après optimisation. En revanche, l’état annule l’invariant I2.

|Ψpos
10 〉 = α|D0〉+ β|D4〉+ γ|D9〉 , (6.52)

avec,
α ≈ 0.395053091, β ≈ 0.678420822; , γ ≈ 0.619417665 . (6.53)
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6.2. États symétriques maximalement intriqués

D’autre part, l’état |ψpos
10 〉, qualifié de Rotationally Symmetric to the Maximally

Positive state, est en effet défini comme symétrique à l’état |Ψpos
10 〉, et possède une

MGI légèrement inférieure à cet état. Cependant, cet état annule la valeur absolue du
discriminant, mais maximise la valeur absolue de l’invariant I2. Enfin, la valeur obtenue
pour l’invariant I6 n’est pas intéressante, lorsqu’elle est comparée à la valeur maximale.

|ψpos
10 〉 =

1√
2

(|D2〉+ |D8〉) . (6.54)

De plus, après une recherche numérique, nous proposons un état réel
∣∣M∆

10

〉
maxi-

misant le discriminant. La MGI obtenue pour cet état est très proche de la valeur
maximale. Elle est aussi supérieure à la MGI de l’état

∣∣ψTh
10

〉
. La valeur absolue de I5

se rapproche sensiblement de la valeur maximale, tandis que la valeur de l’invariant I2

n’est pas maximale.

∣∣M∆
10

〉
=

10∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.55)

avec ,

a0 ≈ 0.2323571768 + 0.1364747379i, a1 ≈ −0.08278980820 + 0.3089726145i,

a2 ≈ 0.4126253099− 0.08632416017i, a3 ≈ 0.09119013158− 0.03072904886i,

a4 ≈ −0.2543943260 + 0.1850526626i, a5 ≈ −0.2199500353 + 0.1198756628i,

a6 ≈ −0.2049516503− 0.3805495544i, a7 ≈ −0.2590746280 + 0.3357172208i,

a8 ≈ −0.1549402140 + 0.04954393637i, a9 ≈ −0.05993323393− 0.01010714449i,

a10 ≈ 0.2529007257− 0.2822984972i .

(6.56)

Un des états maximisant la valeur absolue de l’invariant I6 est l’état
∣∣M I6

10

〉
, défini ci-

dessous. Il possède une valeur absolue du discriminant proche de la valeur maximale et
supérieure à celle de l’état |Ψpos

10 〉. La mesure géométrique de l’intrication de cet état est
supérieure à celle des états |Ψpos

10 〉 et |ψpos
10 〉 en étant assez proche de la valeur maximale,

mais inférieure à la valeur de MGI pour les états
∣∣ψTh

10

〉
et |Ψ10〉.

∣∣M I6
10

〉
=

10∑
k=0

bk|Dk〉 , (6.57)

avec ,

b0 ≈ 0.3171250394, b1 ≈ 0.1772167737, b2 ≈ −0.4787182647,

b3 ≈ −0.008253575939, b4 ≈ −0.2677664075, b5 ≈ −0.2524604762,

b6 ≈ −0.2537012052, b7 ≈ 0.5372491380, b8 ≈ 0.02451776893,

b9 ≈ 0.06625974693, b10 ≈ 0.3812598508 .

(6.58)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.8.
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État |∆10| |I2| |I6| Eg∣∣ψTh
10

〉
? ? ? 2.731632770

|Ψ10〉 ? ? ? 2.737432003∣∣ψTó
10

〉
? ? ? 1.958874344

|Ψpos
10 〉 2.390216719× 1023 0 0.000001555217741 2.679763091
|ψpos

10 〉 0 1 0.000001371742112 2.678071905∣∣M∆
10

〉
2.578708780× 1023 0.2068976588 0.000001585909110 2.736670775∣∣M I6

10

〉
2.531244978× 1023 0.2758526873 0.000001596424019 2.720835818

Table 6.8 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 10-qubits symétriques.

11-qubits

L’expression de l’état
∣∣ψTh

11

〉
, solution au problème de Thomson, n’est pas explicte-

ment donnée par Aulbach. Cependant, l’expression de l’état
∣∣ψTó

11

〉
, solution au problème

de Tóth est donnée mais la MGI associée est assez faible.∣∣ψTó
11

〉
=

√
462

25
|D0〉+

11

25
|D5〉 −

√
42

25
|D10〉 . (6.59)

En reprenant les mêmes vecteurs de base que l’état solution du problème de Tóth, et
en optimisant les amplitudes de probabilité, Aulbach propose un état |Ψ11〉 comme étant
potentiellement maximalement intriqué. Cet état est celui qui a la plus grande MGI
parmi les états proposés par Aulbach, les états maximisant le discriminant ayant une
MGI bien inférieure. De plus, la valeur du discriminant pour l’état |Ψ11〉 est inférieure
à tous les autres états proposés :

|Ψ11〉 = α|D0〉+ β|D5〉 − γ|D10〉 . (6.60)

avec,
α ≈ 0.376611967, β ≈ 0.715661256, γ ≈ 0.588211181 . (6.61)

D’autre part, l’état positif symétrique maximalement intriqué |Ψpos
11 〉 déterminé

numériquement par Aulbach, présente la même valeur absolue du discriminant que
l’état de Tóth

∣∣ψTó
11

〉
. Il possède aussi une MGI assez proche de la MGI maximale po-

tentielle, également supérieure à celle des états maximisant le discriminant.

|Ψpos
11 〉 = α|D1〉+ β|D5〉 − γ|D10〉 . (6.62)

avec,
α ≈ 0.550982113, β ≈ 0.578058577, γ ≈ 0.601886195 . (6.63)

Enfin, nous proposons un état
∣∣M∆

11

〉
maximisant la valeur absolue du discriminant

après optimisation numérique pour des coefficients complexes. La valeur de la MGI
n’est pas maximale, mais reste tout de même supérieure à celle de l’état

∣∣ψTó
11

〉
.

∣∣M∆
11

〉
=

11∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.64)
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avec ,

a0 ≈ −0.1349724068 + 0.2808519945i, a1 ≈ −0.04226554075− 0.1182755877i,

a2 ≈ 0.2484586088 + 0.2880580792i, a3 ≈ 0.3788092524− 0.1228068108i,

a4 ≈ 0.03137996622 + 0.1319071999i, a5 ≈ −0.2528424418 + 0.1083668311i,

a6 ≈ 0.1150089949− 0.01598674178i, a7 ≈ 0.1895403275 + 0.2495940741i,

a8 ≈ −0.3309058181 + 0.1065237926i, a9 ≈ −0.01634886892 + 0.3813881798i,

a10 ≈ −0.04175683331− 0.06665883136i, a11 ≈ 0.1741480562− 0.02738520897i .

(6.65)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.9.

État |∆11| Eg∣∣ψTh
11

〉
? 2.482570∣∣ψTó

11

〉
9.394400141× 1027 0.435963338

|Ψ11〉 6.841164175× 1025 2.817698505
|Ψpos

11 〉 9.394400141× 1027 2.773622669∣∣M∆
11

〉
2.487249584× 1028 2.585125923

Table 6.9 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 11-qubits symétriques.

12-qubits

L’état |Ψ12〉, appelé Icosahedron state, est issu du solide platonicien qu’est l’icosaèdre
et constitue une solution aux problèmes de Tóth et Thomson. Cet état maximise la
mesure géométrique de l’intrication, et maximise aussi la valeur absolue des invariants
I2 et I7. En revanche, la valeur maximale du discriminant n’est pas atteinte.

|Ψ12〉 =
1

5

(√
7|D1〉 −

√
11|D6〉 −

√
7|D11〉

)
. (6.66)

L’état symétrique positif |Ψpos
12 〉 est proposé comme état maximalement intriqué

(parmi tous les états positifs). Il présente une MGI légèrement inférieure à celle de
l’Icosahedron state. Il ne maximise aucun des invariants, mais la valeur absolue de I7

associée s’approche du maximum.

|Ψpos
12 〉 = α|D1〉+ β|D6〉+ α|D11〉 , (6.67)

avec,
α ≈ 0.555046977, β ≈ 0.619552827 . (6.68)

Enfin, un qui maximise la valeur absolue du discriminant est l’état
∣∣M∆

12

〉
. Cet état

maximise également les invariants I2 et I7, et maximise aussi la MGI (atteignant la
même valeur que l’état |Ψ12〉).

∣∣M∆
12

〉
=

12∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.69)
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avec ,

a0 ≈ −0.03072652071 + 0.3088934983i, a1 ≈ −0.1539068313 + 0.08559489458i,

a2 ≈ 0.1944951782 + 0.1806169414i, a3 ≈ −0.1221557503− 0.3572299861i,

a4 ≈ −0.006152485729− 0.2591535581i, a5 ≈ 0.2732385278− 0.04759548299i,

a6 ≈ −0.1302972739− 0.1185283549i, a7 ≈ 0.02159386768− 0.2765468353i,

a8 ≈ −0.2585585423 + 0.01835428213i, a9 ≈ 0.3671759544 + 0.08791194249i,

a10 ≈ 0.1981132071 + 0.1766040590i, a11 ≈ −0.07067753030 + 0.1612797770i,

a12 ≈ 0.3046176995− 0.05978759503i .

(6.70)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.10.

État |∆12| |I2| |I7| Eg
|Ψ12〉 6.203331354× 1033 1 5.890775571× 10−9 3.117457579
|Ψpos

12 〉 3.641674830× 1033 0.2323085880 5.401494287× 10−9 2.993524699∣∣M∆
12

〉
1.137091783× 1034 1 5.890775599× 10−9 3.117486134

Table 6.10 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 12-qubits symétriques.

20-qubits

Le Dodecahedron state, état associé au solide platonicien, noté |ψ20〉, est un état qui
maximise l’invariant I2. Sa mesure géométrique de l’intrication est moins intéressante
que celle des états présentés par la suite. Cet état ne maximise pas le discriminant, et
de même pour l’invariant I11.

|ψ20〉 =
1

25
√

3

(√
187|D0〉+

√
627|D5〉+

√
247|D10〉 −

√
627|D15〉+

√
187|D20〉

)
.

(6.71)

Les états
∣∣ψTó

20

〉
et
∣∣ψTh

20

〉
sont les solutions au problème de Tóth et Thomson pour

les 20-qubits. Il présentent une mesure géométrique supérieure à celle du Dodecahedron
state, Celle associée à l’état solution du problème de Thomson étant supérieure aux
deux autres.

Nous proposons l’état complexe
∣∣M∆

20

〉
comme maximisant le discriminant ∆20. Cet

état possède une MGI supérieure aux états proposés par Aulbach, mais ne maximise
par les autres invariants.

∣∣M∆
20

〉
=

20∑
k=0

ak|Dk〉 , (6.72)
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avec ,

a0 ≈ 0.1508641395− 0.2074592909i, a1 ≈ −0.04348719410 + 0.05982718075i,

a2 ≈ −0.007215973384 + 0.01018331119i, a3 ≈ 0.2671186080− 0.3675908755i,

a4 ≈ 0.04884246537− 0.06740783303i, a5 ≈ 0.1025546157− 0.1407846500i,

a6 ≈ −0.1111399563 + 0.1530330791i, a7 ≈ 0.05898217121− 0.08123870400i,

a8 ≈ 0.01138613101− 0.01572548933i, a9 ≈ −0.1201082924 + 0.1652831727i,

a10 ≈ 0.09707842232− 0.1333469530i, a11 ≈ 0.2956313325− 0.4068348128i,

a12 ≈ −0.001836433624 + 0.002485727944i, a13 ≈ 0.1070201504− 0.1470580227i,

a14 ≈ −0.04267018825 + 0.05866007755i, a15 ≈ 0.05673273351− 0.07825275364i,

a16 ≈ −0.1247405028 + 0.1715558232i, a17 ≈ 0.04571334774− 0.06300088062i,

a18 ≈ 0.2460595051− 0.3385117982i, a19 ≈ −0.002568387640 + 0.003655240308i,

a20 ≈ 0.1216970965− 0.1674325506i .

(6.73)

L’état
∣∣M I2

20

〉
est un des états qui maximise l’invariant I2. Il diffère de l’état |ψ20〉

dans la mesure où il présente une valeur supérieure pour le discriminant et la MGI.
Pour ce qui concerne l’invariant I11, c’est l’état |ψ20〉 qui est plus intéressant.

∣∣M I2
20

〉
=

20∑
k=0

bk|Dk〉 , (6.74)

avec ,

b0 ≈ 0.2420694911, b1 ≈ −0.03523089732, b2 ≈ 0.09359104644,

b3 ≈ 0.4688617634, b4 ≈ −0.1135820404, b5 ≈ 0.008395418393,

b6 ≈ −0.1685464469, b7 ≈ −0.08433351912, b8 ≈ 0.0009289274410,

b9 ≈ −0.2409269148, b10 ≈ −0.4583265955, b11 ≈ 0.2409195653,

b12 ≈ 0.0009261549026, b13 ≈ 0.08433730090, b14 ≈ −0.1685470447,

b15 ≈ −0.008399826346, b16 ≈ −0.1135829952, b17 ≈ −0.4688713935,

b18 ≈ 0.09359058740, b19 ≈ 0.03521551515, b20 ≈ 0.2420616475 .

(6.75)

Enfin, nous proposons aussi l’état
∣∣M I11

20

〉
comme candidat à l’état qui maximise

l’invariant I11. Cet état à la particularité d’avoir une MGI supérieure à tous les états
présentés précédemment, et suggère que l’on pourrait éventuellement atteindre une
valeur de MGI encore plus grande, en cherchant d’autres états qui maximisent l’invariant
I11.

∣∣M I11
20

〉
=

20∑
k=0

ck|Dk〉 , (6.76)
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avec ,

c0 ≈ 0.04672174113− 0.2523322314i, c1 ≈ −0.05069006573 + 0.04775699387i,

c2 ≈ −0.04718394150 + 0.1021861476i, c3 ≈ −0.1590231434 + .3848619055i,

c4 ≈ −0.02902596854− 0.1569313402i, c5 ≈ −0.07696456685 + 0.07224485275i,

c6 ≈ −0.09376435062 + 0.2035585893i, c7 ≈ 0.07806916194 + 0.06366061380i,

c8 ≈ −0.04759595305 + 0.006445863013i, c9 ≈ 0.05301678648− 0.1016543395i,

c10 ≈ 0.03609247219− 0.4913401650i, c11 ≈ 0.1184721897 + 0.1269084191i,

c12 ≈ −0.009108493287− 0.006036402071i, c13 ≈ 0.1803612698− 0.08976913083i,

c14 ≈ −0.04430825373− 0.1748209208i, c15 ≈ −0.03003595026 + 0.04460972146i,

c16 ≈ −0.1138802790− 0.04440768458i, c17 ≈ −0.4070270968− 0.1002096450i,

c18 ≈ 0.1547528831− 0.01637363064i, c19 ≈ 0.05633196292− 0.03447193714i,

c20 ≈ 0.1099938346− 0.2246437635i .

(6.77)

Tous les résultats sont regroupés en Table 6.11.

État |∆20| |I2| |I11| Eg
|ψ20〉 2.690718856× 1090 1 1.739064106× 10−23 3.325780420∣∣ψTó

20

〉
? ? ? 3.327075∣∣ψTh

20

〉
? ? ? 3.418012∣∣M∆

20

〉
1.061217213× 1096 0.1788691429 2.229358366× 10−23 3.427028693∣∣M I2

20

〉
2.040771647× 1094 1 8.586804141× 10−28 3.492765025∣∣M I11

20

〉
2.088432427× 1094 0.6189929947 3.537212104× 10−23 3.613963543

Table 6.11 – Évaluation des mesures algébriques et géométriques de l’intrication pour
les différents états maximalement intriqués, dans le cas des 20-qubits symétriques.

6.3 États fermioniques maximalement intriqués

Dans cette section, nous nous intéressons à la question du maximum de l’intrication
pour les états fermioniques. Ces états fermioniques correspondent mathématiquement
aux tenseurs antisymétriques, et les états séparables peuvent être vus comme des points
de la variété Grassmannienne. Nous renvoyons le lecteur vers la Section 2.1.5.

Nous utiliserons la notation tensorielle pour désigner les vecteurs de la base cano-
nique. Ainsi e1 ∼ |0〉 et ek ∼ |k − 1〉. De plus, nous utiliserons parfois une notation
raccourcie eijk pour désigner le produit externe ei ∧ ej ∧ ek. Nous rappelons qu’un état

fermionique à k particules et n états de base est un vecteur |ψ〉 normalisé de
∧k Cn,

donc l’écriture générale est donnée par

|ψ〉 =
∑

1≤i1,...,ik≤n

ai1,...,ik ei1 ∧ · · · ∧ eik , (6.78)
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avec (ei)1≤i≤n une base orthonormée de Cn, et les amplitudes complexes ai1,...,ik
vérifiant

∑
1≤i1,...,ik≤n |ai1,...,ik |2 = 1.

Nous présenterons tout d’abord l’hyperpfaffien, analogue de l’hyperdéterminant
pour les tenseurs antisymétriques, qui sera utilisé comme mesure de l’intrication. Nous
verrons ensuite comment définir la mesure géométrique de l’intrication pour les états
fermioniques, et le lien qu’elle entretient avec le rang antisymétrique. Enfin, nous trai-
terons un certain nombre de cas d’étude, et présenterons de nouveaux candidats pour
des états maximalement intriqués.

6.3.1 L’hyperdéterminant pour les états fermioniques

Comme rappelé en Section 2.1.8, et tout au long de ce manuscrit, si X est une variété
projective, alors on note X∗ la variété duale, qui est définie par le lieu d’annulation de
l’hyperdéterminant.

Dans le cas où X est définie comme la variété de Segre, alors la variété duale est
définie par l’hyperdéterminant usuel, introduit par Cayley au milieu du 19ème siècle.
Dans le cas où X est définie comme étant la variété de Veronese, alors comme rappelé
en section précédente, la variété duale est définie par le discriminant.

Dans cette section, nous nous intéressons aux états à k fermions à n états, c’est à
dire aux états appartenant à l’espace de Hilbert Hk,n =

∧k Cn, espace des k tenseurs
antisymétriques de Cn. Si l’on définit X = G(k, n) ⊂ P(Hk,n) comme étant la variété
Grassmannienne modélisant les états fermioniques séparables, alors la variété duale X∗

est définie par le polynôme appelé Hyperpfaffien de format (k, n), et sera noté ∆k,n.

Remarque 43. L’hyperpfaffien est une généralisation aux dimensions supérieures du
Pfaffien (correspondant au cas (k, n) = (2, 2k)), polynôme (de degré k) directement lié
au déterminant des matrices antisymétriques.

Un aspect important dans le cadre de l’étude de l’intrication sous SLOCC est que
les hyperpfaffiens sont justement des polynômes invariants sous l’action de ce groupe,
notamment par construction, et du fait que la variété G(k, n) définit une orbite sous
l’action du groupe.

Exemple 9. Prenons l’exemple des systèmes à 3 fermions, où chaque fermion possède
6 états de base. Dans ce cas, un état fermionique |ψ〉 ∈ ∧3 C6 est un tenseur anti-
symétrique normalisé s’exprimant comme

|ψ〉 =
1√
N

∑
1≤i,j,k≤6

pi,j,k ei ∧ ej ∧ ek ,

avec N la constante de normalisation. L’anneau des polynômes invariants
C[
∧3 C6]SLOCC est généré par l’hyperpfaffien ∆3,6. Ce polynôme est défini de manière

unique, à une constante multiplicative près, et peut être exprimé explicitement comme :
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∆3,6(ψ) =
4(p1232p4562+p1242p3562+p1252p3462+p3452p1262+p1342p2562+p1352p2462+p2452p1362+p1452p2362+p2352p1462+p2342p1562

+4(p123p145p246p356−p123p145p346p256−p123p245p146p356+p123p345p146p256+p123p245p346p156−p123p345p246p156
+p124p135p236p456+p124p135p346p256−p124p235p136p456−p124p345p136p256−p124p235p346p156+p124p345p236p156
−p134p125p236p456+p134p125p246p356+p234p125p136p456+p125p345p136p246−p234p125p146p356−p125p345p236p146
+p134p235p126p456−p134p245p126p356−p234p135p126p456+p135p245p126p346+p234p145p126p356−p235p145p126p346
+p134p235p246p156−p134p245p236p156+p234p135p146p256+p135p245p236p146−p234p145p136p256+p235p145p136p246)

+2(−p123p124p356p456+p123p125p346p456−p123p345p126p456+p123p134p256p456−p123p135p246p456+p123p245p136p456
−p123p145p236p456+p123p235p146p456−p123p234p156p456−p124p125p346p356+p124p345p126p356−p124p134p256p356
−p124p135p246p356+p124p245p136p356−p124p145p236p356+p124p235p146p356+p124p234p156p356−p125p345p126p346
−p134p125p346p256−p125p135p246p346−p125p245p136p346+p125p145p236p346+p125p235p146p346+p234p125p346p156
+p134p345p126p256−p135p345p126p246−p245p345p126p136+p145p345p126p236+p235p345p126p146−p234p345p126p156
−p134p135p246p256+p134p245p136p256+p134p145p236p256−p134p235p146p256−p134p234p156p256−p135p245p136p246
−p135p145p236p246−p135p235p146p246−p234p135p246p156−p145p245p136p236−p235p245p136p146+p234p245p136p156

−p235p145p236p146+p234p145p236p156−p234p235p146p156)).

♦

6.3.2 Mesure géométrique de l’intrication pour les états
fermioniques

Dans cette section, nous nous intéressons à la mesure géométrique de l’intrication
pour les états fermioniques. Nous discuterons alors deux approches possibles, et nous
nous arrêterons sur une définition acceptable de cette mesure. Nous étudierons ensuite
le lien entre mesure géométrique pour les fermions et rang des tenseurs antisymétriques.

Définition pour les états fermioniques

Comme rappelé en Section 2.2.3, une manière de mesurer le degré d’intrication d’un
état pur est de considérer la distance à l’état séparable le plus proche. Nous adopterons
ici la version Groverienne EG de la mesure de l’intrication rappelée en Équation 2.43.

Premièrement, en remarquant que
∧k Cn est inclus dans (Cn)⊗k, on peut alors

considérer un état fermionique |ψ〉 ∈ ∧k Cn comme un état pur dans (Cn)⊗k. On peut
alors utiliser la mesure géométrique EG des états purs pour évaluer la distance de l’état
|ψ〉 à l’état séparable de (Cn)⊗k le plus proche. Des exemples d’évaluation de la MGI
pour des tenseurs antisymétriques sont accessibles dans [271].

Cette première définition présente néanmoins certains inconvénients, dont notam-
ment le fait que la MGI est égale à EG(|ψ〉) = 1− 1

k!
pour les états |ψ〉 = e1 ∧ · · · ∧ ek

de rang antisymétrique égal à 1. Cette quantité tend vers 1 lorsque k croit, ce qui nous
laisse entendre qu’une autre définition de la MGI est nécessaire.

Une seconde possibilité est de définir la mesure géométrique non pas comme une
distance par rapport aux états séparables de Cn ⊗ · · · ⊗ Cn, mais plutôt comme une
distance par rapport aux états fermioniques de rang antisymétrique égal à 1, c’est à dire
par rapport aux états séparables de la variété G(k, n). Ceci nous amène donc à définir
ce qu’on appellera la Mesure Géométrique Grassmannienne de l’Intrication (MGGI) :

Définition 44. Soit |ψ〉 ∈ ∧kCn ⊂ (Cn)⊗k un état fermionique de k particules à n états
de base. On définit la Mesure Géométrique Grassmannienne de l’Intrication (MGGI)
de l’état |ψ〉 , notée EGG(|ψ〉), comme étant la quantité suivante :

EGG(|ψ〉) = 1− max
|ϕ〉∈G(k,n)

|〈ψ|ϕ〉|2 .
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Comme cela sera discuté en sous-section 6.3.3, cette définition de la mesure
géométrique de l’intrication pour les états fermioniques présente des résultats simi-
laires à la mesure géométrique de l’intrication lorsqu’on les évalue sur des états définis
de manière analogue.

Lien avec le rang de tenseur

La définition du rang antisymétrique étant rappelée en Section 2.1.6, nous
établissons une relation d’inégalité entre la Mesure Géométrique Grassmannienne de
l’Intrication et la rang antisymétrique dans la proposition suivante :

Proposition 6.3.1. Soit |ψ〉 ∈ ∧kCn un vecteur unitaire de rang antisymétrique r, tel
que |ψ〉 =

∑r
i=1 ai|ϕi〉, avec les |ϕi〉 des tenseurs de rang 1 (appartenant donc à G(k, n))

et avec 〈ϕi|ϕj〉 = 0 pour i 6= j. Alors le rang antisymétrique r et la Mesure Géométrique
Grassmannienne de l’Intrication sont reliés par la relation suivante :

1

1− EGG(|ψ〉) ≤ r .

Démonstration. Soit |ψ〉 un tenseur antisymétrique de rang antisymétrique r corres-
pondant à un état fermionique dans

∧kCn, tel que

|ψ〉 =
r∑
i=1

ai|ϕi〉 ,

avec ∀i |ϕi〉 ∈ G(k, n), et 〈ϕi|ϕj〉 = 0 pour i 6= j, et avec ai les amplitudes complexes
vérifiant

∑r
i=1 |ai|2 = 1. Comme les états |ϕi〉 sont orthogonaux, alors on a 〈ψ|ϕi〉 = ai.

De ce fait, nous obtenons l’inégalité suivante :

|ai|2 ≤ max
|δ〉∈G(k,n)

|〈ψ|δ〉|2 ,

ce qui revient à dire que
|ai|2 ≤ 1− EGG(ψ) .

En réutilisant ce résultat et en sommant les probabilités de mesure, on en arrive à
l’inégalité suivante :

r∑
i=1

|ai|2 = 1 ≤
r∑
i=1

1− EGG(ψ) = r (1− EGG(ψ)) .

On en déduit alors directement l’inégalité apparaissant dans la proposition.

Ce résultat est déjà connu dans le cadre des systèmes à plusieurs qubits, et provient
de la relation entre l’entropie de Rényi et l’entropie d’Hartley, et des inégalités associées
[97].

Exemple 10. Dans [13][Exemple 22], les auteurs ont démontré que le rang du tenseur
antisymétrique T = e1 ∧ e2 ∧ e3 + e1 ∧ e4 ∧ e5 + e2 ∧ e4 ∧ e6 ∈

∧3 C6 est égal à 3,
par des arguments géométriques. La Proposition 6.3.1 nous permet de retrouver ce
résultat. En effet, si on considère un état fermionique normalisé |ψ〉 colinéaire à T , alors
EGG(|ψ〉) = 5/9 et donc r ≥ 3. Compte tenu de l’écriture du tenseur, nous pouvons
également établir que le rang antisymétrique vérifie r ≤ 3. De ce fait, on conclut que
r = 3. ♦
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6.3.3 Étude de cas

Dans cette sous-section, nous étudions pour différents cas, différentes valeurs de
(k, n) pour les états de

∧k Cn, la maximisation de l’hyperpfafiien et des invariants
fondamentaux (lorsque leur expression est unique), et une tentative de maximisation
de la mesure géométrique grassmannienne de l’intrication.

Cas k = 3, n = 6

Le premier cas est celui des états fermioniques de
∧3 C6. Nous nous intéressons tout

d’abord à l’intrication de ces états du point de vue de la MGGI. La classification de
l’intrication des états à 3-qubits présente certaines similarités avec celle des états de∧3 C6, et à titre d’exemple, on peut aisément vérifier que :

EG (|GHZ〉) =
1

2
, EG (|W 〉) =

5

9
. (6.79)

De manière assez analogue, l’évaluation de la MGGI sur les états remarquables de
la classification des états fermioniques de

∧3 C6 est présentée ci-dessous en Table 6.12.

D’autre part, lorsque l’hyperpfaffien (voir Exemple 9) est considéré comme mesure de
l’intrication, l’état maximisant celle-ci est l’état

∣∣GHZf
〉

pour lequel |∆3,6(
∣∣GHZf

〉
)| =

1.

Type d’état État |∆3,6| MGGI RangASym
Séparable e1 ∧ e2 ∧ e3 0 0 1

Biséparable e1 ∧ (e2 ∧ e3 + e4 ∧ e5) 0 1/2 2
W f e4 ∧ e2 ∧ e3 + e1 ∧ e5 ∧ e3 + e1 ∧ e2 ∧ e6 0 5/9 3

GHZf e1 ∧ e2 ∧ e3 + e4 ∧ e5 ∧ e6 1 1/2 2

Table 6.12 – Intrication des états fermioniques pour le cas (k, n) = (3, 6) du point de
vue de l’hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.

Cas k = 3, n = 7

Dans le cas où (k, n) = (3, 7), l’hyperpfaffien ∆3,7 est également générateur de tous
les invariants fondamentaux. La structure des orbites des états de

∧3 C7 est connue
dans la littérature mathématique [118] et en information quantique [231]. Pour chaque
représentant de chaque orbite, nous évaluons l’hyperpfaffien, la MGGI et le rang. Nous
regroupons ces informations dans la Table 6.13.

Dans ce cas, c’est l’état associé à la dernière orbite qui maximise la valeur de la
MGGI. Cet état est également l’état de rang maximal dans la classification.

Cas k = 3, n = 8

Dans le cas où (k, n) = (3, 8), l’hyperpfaffien ∆3,8 est également générateur de tous
les invariants fondamentaux. La structure des orbites des états de

∧3 C8 est aussi connue
dans la littérature [118, 231]. Pour chaque représentant de chaque orbite, nous évaluons
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Orbite État |∆3,7| MGGI RangASym
II e123 (Séparable) 0 0 1
III e123 + e145 (Biséparable) 0 1/2 2
IV e456 + e147 + e257 (W ) 0 5/9 3
V e123 + e456 (GHZ) 0 1/2 2
VI e147 + e257 + e367 0 2/3 3
VII e456 + e147 + e257 + e367 0 2/3 3
VIII e123 + e456 + e147 0 2/3 3
IX e123 + e456 + e147 + e257 (GHZ3) 0 5/8 3
X e123 + e456 + e147 + e257 + e367 6= 0 7/10 4

Table 6.13 – Intrication des états fermioniques pour le cas (k, n) = (3, 7) du point de
vue de l’hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.

l’hyperpfaffien, la MGGI et le rang. Nous regroupons ces informations dans la Table
6.14.

Orbite État |∆3,8| MGGI RangASym
II e123 (Séparable) 0 0 1
III e123 + e145 (Biséparable) 0 1/2 2
IV e456 + e147 + e257 (W ) 0 5/9 3
V e123 + e456 (GHZ) 0 1/2 2
VI e147 + e257 + e367 0 2/3 3
VII e456 + e147 + e257 + e367 0 2/3 3
VIII e123 + e456 + e147 0 2/3 3
IX e123 + e456 + e147 + e257 (GHZ3) 0 5/8 3
X e123 + e456 + e147 + e257 + e367 0 7/10 4
XI e127 + e138 + e146 + e235 0 2/3 4
XII e128 + e137 + e146 + e236 + e245 0 7/10 4
XIII e135 + e246 + e147 + e238 0 3/4 4
XIV e138 + e147 + e156 + e235 + e246 0 0.6748495 4
XV e128 + e137 + e146 + e247 + e256 + e345 0 0.7239023 5
XVI e156 + e178 + e234 0 2/3 3
XVII e158 + e167 + e234 + e256 0 2/3 4
XVIII e148 + e157 + e236 + e245 + e347 0 7/10 4
XIX e134 + e234 + e156 + e278 0 1/2 3
XX e137 + e237 + e256 + e148 + e345 0 6/10 4
XXI e138 + e147 + e245 + e267 + e356 0 7/10 4
XXII e128 + e147 + e236 + e257 + e358 + e456 0 0.7073452 4
XXIII e124 + e134 + e256 + e378 + e157 + e468 6= 0 2/3 4

Table 6.14 – Intrication des états fermioniques pour le cas (k, n) = (3, 8) du point de
vue de l’hyperpfiaffien, de la MGGI et du rang.
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Dans ce cas, les états qui n’annulent pas l’hyperpfaffien sont des états équivalents
au représentant de la dernière orbite XXIII. D’autre part, le représentant de l’orbite
XV est celui qui présente la plus grande MGGI, et présente aussi la plus haute valeur
de rang antisymétrique.

Cas k = 3, n = 9

Dans le cas des 3-fermions à 9 états, l’anneau des polynômes invariants est généré
par 4 polynômes linéairement indépendants de degré 12, 18, 24 et 30. En d’autres termes
nous avons C[

∧3C9]SLOCC = C[I12, I18, I24, I30].

Tout état |ψ〉 de
∧3C9 peut être décomposé comme la somme d’un état semi-simple

et d’un état nilpotent, tel que |ψ〉 = |ψS〉+ |ψN〉. Les états semi-simples génériques de∧3C9 peuvent être exprimés comme une combinaison linéaire de 4 états générateurs :

|ψS〉 = z1|p1〉+ z2|p2〉+ z3|p3〉+ z4|p4〉 , (6.80)

avec

|p1〉 = e1 ∧ e2 ∧ e3 + e4 ∧ e5 ∧ e6 + e7 ∧ e8 ∧ e9 ,

|p2〉 = e1 ∧ e4 ∧ e7 + e2 ∧ e5 ∧ e8 + e3 ∧ e6 ∧ e9 ,

|p3〉 = e1 ∧ e5 ∧ e9 + e2 ∧ e6 ∧ e7 + e3 ∧ e4 ∧ e8 ,

|p4〉 = e1 ∧ e6 ∧ e8 + e2 ∧ e4 ∧ e9 + e3 ∧ e5 ∧ e7 .

(6.81)

et

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 = 1 . (6.82)

L’hyperpfaffien ∆3,9 s’annule sur les éléments nilpotents, et il suffit alors de se res-

treindre aux états semi-simples génériques, comme exprimé en Équation 6.91, pour
déterminer des états fermioniques maximisant l’hyperpfaffien.

Cet hyperpfaffien ∆3,9 ont été récemment calculé sous forme explicite par Holweck
et Oeding dans [139]. L’expression de cet hyperdéterminant évalué sur les éléments
semi-simples est ∆3,9(|ψS〉) = h3 avec

h = z1z2z3z4(z1 + z2 − z3)(z1 + z3 − z4)(z1 − z2 + z4)(z2 + z3 + z4)

(z2
1 − z1z2 + z2

2 + z1z3 − 2z2z3 + z2
3)(z2

1 + z1z2 + z2
2 − z1z4 − 2z2z4 + z2

4)

(z2
1 − z1z3 + z2

3 + z1z4 − 2z3z4 + z2
4)(z2

2 − z2z3 + z2
3 − z2z4 + 2z3z4 + z2

4)

(z2
1 − 2z1z2 + z2

2 − z1z4 + z2z4 + z2
4)(z2

1 − z1z2 + z2
2 − 2z1z3 + z2z3 + z2

3)

(z2
1 − z1z2 + z2

2 + z1z3 + z2z3 + z2
3)(z2

1 + z1z2 + z2
2 − z1z4 + z2z4 + z2

4)

(z2
1 + z1z2 + z2

2 + 2z1z4 + z2z4 + z2
4)(z2

1 + 2z1z2 + z2
2 + z1z3 + z2z3 + z2

3)

(z2
1 − z1z3 + z2

3 − 2z1z4 + z3z4 + z2
4)(z2

1 − z1z3 + z2
3 + z1z4 + z3z4 + z2

4)

(z2
1 + 2z1z3 + z2

3 + z1z4 + z3z4 + z2
4)(z2

2 − z2z3 + z2
3 − z2z4 − z3z4 + z2

4)

(z2
2 − z2z3 + z2

3 + 2z2z4 − z3z4 + z2
4)(z2

2 + 2z2z3 + z2
3 − z2z4 − z3z4 + z2

4) .

(6.83)

Nous maximisons ensuite cette quantité par recherche numérique et nous proposons
l’état

∣∣M∆
3,9

〉
comme état maximisant l’hyperpfaffien, exprimé comme suit :∣∣M∆

3,9

〉
=

1√
3

(
α1|p1〉+ α2|p2〉+ α3 (|p3〉+ |p4〉)

)
, (6.84)
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avec

α1 = 0.7767649052, α2 = 0.3802944266, α3 = 0.3549735421 . (6.85)

Nous nous proposons également de maximiser les invariants fondamentaux afin de
proposer des états maximalement intriqués en ce sens. Les invariants de degré 24 et 30
n’étant pas définis de manière unique, nous choisissons de nous restreindre aux deux
invariants I12 et I18 comme mesure algébrique de l’intrication. Leur expression, lorsqu’ils
sont évalués sur les éléments semi-simples, est donnée dans les équations suivantes.

I12(|ψS〉) = z12
1 +

(
22z6

2 + (−220z3
3 − 220z3

4)z3
2 + 22z6

3 − 220z3
4z

3
3 + 22z6

4

)
z6

1

+
(
(−220z3

3 + 220z3
4)z6

2 + (220z6
3 − 220z6

4)z3
2 − 220z6

3z
3
4 + 220z3

3z
6
4

)
z3

1 + z12
2

+(22z6
3 + 220z3

3z
3
4 + 22z6

4)z6
2 + (220z6

3z
3
4 + 220z3

3z
6
4)z3

2 + z12
3 + 22z6

3z
6
4 + z12

4 .

(6.86)

I18(|ψS〉) = z18
1 +

(
− 17z6

2 + (170z3
3 + 170z3

4)z3
2 − 17z6

3 + 170z3
4z

3
3 − 17z6

4

)
z12

1

+
(
(1870z3

3 − 1870z3
4)z6

2 + (−1870z6
3 + 1870z6

4)z3
2 + 1870z6

3z
3
4 − 1870z3

3z
6
4

)
z9

1

+
(
− 17z12

2 + (1870z3
3 + 1870z3

4)z9
2 + (−7854z6

3 − 7854z6
4)z6

2 + (1870z9
3 + 1870z9

4)z3
2

−17z12
3 + 1870z9

3z
3
4 − 7854z6

3z
6
4 + 1870z3

3z
9
4 − 17z12

4

)
z6

1 − 17z6
3z

12
4

+
(
(170z3

3 − 170z3
4)z12

2 + (−1870z6
3 + 1870z6

4)z9
2 + (1870z9

3 − 1870z9
4)z6

2

+(−170z12
3 + 170z12

4 )z3
2 + 170z12

3 z
3
4 − 1870z9

3z
6
4 + 1870z6

3z
9
4 − 170z3

3z
12
4

)
z3

1

+z18
2 + (−17z6

3 − 170z3
3z

3
4 − 17z6

4)z12
2 + (−1870z6

3z
3
4 − 1870z3

3z
6
4)z9

2

+(−17z12
3 − 1870z9

3z
3
4 − 7854z6

3z
6
4 − 1870z3

3z
9
4 − 17z12

4 )z6
2 − 17z12

3 z
6
4

+(−170z12
3 z

3
4 − 1870z9

3z
6
4 − 1870z6

3z
9
4 − 170z3

3z
12
4 )z3

2 + z18
3 + z18

4 .
(6.87)

En maximisant la valeur absolue de ces deux invariants fondamentaux, nous obte-
nons un autre état candidat comme état maximalement intriqué :∣∣M I12

3,9

〉
=
∣∣M I18

3,9

〉
=

1√
3
|p1〉 . (6.88)

Enfin, en recherchant un état maximisant la Mesure Géométrique Grassmannienne
de l’Intrication parmi les états semi-simples de la forme |ψS〉, nous proposons un état
candidat, que nous notons

∣∣MMGGI
3,9

〉
, exprimé comme suit

∣∣MMGGI
3,9

〉
=

1√
3

(
α1(|p1〉+ |p2〉 − |p3〉) + α2|p4〉

)
, (6.89)

avec
α1 ≈ −0.3708072875, α2 ≈ −0.7664893123 . (6.90)

États |∆3,9| |I12| |I18| MGGI RangASym∣∣M∆
3,9

〉
5.006756885× 10−14 0.00023110204 1.266305139× 10−6 0.7988788 ≥ 5∣∣M I12

3,9

〉
0 0.0013717421 5.080526343× 10−5 2/3 3∣∣MMGGI

3,9

〉
0 0.00036635565 2.036095010× 10−6 0.804163492 ≥ 6

Table 6.15 – Comparaison des mesures numériques (algébriques et géométriques) pour
les états fermioniques maximalement intriqués, dans le cas (k, n) = (3, 9).
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Cas k = 4, n = 8

Ce cas présent partage des similarités avec le cas précédent. En effet, dans le cas
des 4-fermions à 8 états, l’anneau des polynômes invariants est généré par 7 polynômes
linéairement indépendants de degré 2, 6, 8, 10, 12, 14 et 18. En d’autres termes nous
avons C[

∧4C8]SLOCC = C[I2, I6, I8, I10, I12, I14, I18].

De la même manière que pour le cas précédent, tout état |ψ〉 de
∧4C8 peut être

décomposé comme la somme d’un état semi-simple et d’un état nilpotent, tel que |ψ〉 =
|ψS〉 + |ψN〉. Les états semi-simples génériques de

∧4C8 peuvent être exprimés comme
une combinaison linéaire de 7 états générateurs :

|ψS〉 = y1|p1〉+ y2|p2〉+ y3|p3〉+ y4|p4〉+ y5|p5〉+ y6|p6〉+ y7|p7〉 , (6.91)

avec

|p1〉 = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 + e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8 ,

|p2〉 = e1 ∧ e3 ∧ e5 ∧ e6 + e6 ∧ e8 ∧ e2 ∧ e4 ,

|p3〉 = e1 ∧ e5 ∧ e6 ∧ e2 + e8 ∧ e4 ∧ e3 ∧ e7 ,

|p4〉 = e1 ∧ e6 ∧ e8 ∧ e3 + e4 ∧ e7 ∧ e5 ∧ e2 ,

|p5〉 = e1 ∧ e8 ∧ e4 ∧ e5 + e7 ∧ e2 ∧ e6 ∧ e3 ,

|p6〉 = e1 ∧ e4 ∧ e7 ∧ e6 + e2 ∧ e3 ∧ e8 ∧ e5 ,

|p7〉 = e1 ∧ e7 ∧ e2 ∧ e8 + e3 ∧ e5 ∧ e4 ∧ e6 .

(6.92)

et

|y1|2 + |y2|2 + |y3|2 + |y4|2 + |y5|2 + |y6|2 + |y7|2 = 1 . (6.93)

L’hyperpfaffian ∆4,8 définissant l’équation de la variété duale de G(4, 8) peut être
défini de manière unique (à une constante multiplicative près). Son expression, lors-
qu’elle est évaluée sur les états semi-simples, est établie dans [139], et nous avons
∆4,8(|ψS〉) = h2 avec

h = (y1 + y2 + y3 + y6)(y1 + y2 + y3 − y6)(y1 + y2 − y3 + y6)(y1 + y2 − y3 − y6)

(y1 − y2 + y3 + y6)(y1 − y2 + y3 − y6)(y1 − y2 − y3 + y6)(y1 − y2 − y3 − y6)

(y1 + y3 + y4 + y5)(y1 + y3 + y4 − y5)(y1 + y3 − y4 + y5)(y1 + y3 − y4 − y5)

(y1 − y3 + y4 + y5)(y1 − y3 + y4 − y5)(y1 − y3 − y4 + y5)(y1 − y3 − y4 − y5)

(y1 + y2 + y5 + y7)(y1 + y2 + y5 − y7)(y1 + y2 − y5 + y7)(y1 + y2 − y5 − y7)

(y1 − y2 + y5 + y7)(y1 − y2 + y5 − y7)(y1 − y2 − y5 + y7)(y1 − y2 − y5 − y7)

(y1 + y4 + y6 + y7)(y1 + y4 + y6 − y7)(y1 + y4 − y6 + y7)(y1 + y4 − y6 − y7)

(y1 − y4 + y6 + y7)(y1 − y4 + y6 − y7)(y1 − y4 − y6 + y7)(y1 − y4 − y6 − y7)

(y2 + y3 + y4 + y7)(y2 + y3 + y4 − y7)(y2 + y3 − y4 + y7)(y2 + y3 − y4 − y7)

(y2 − y3 + y4 + y7)(y2 − y3 + y4 − y7)(y2 − y3 − y4 + y7)(y2 − y3 − y4 − y7)

(y2 + y4 + y5 + y6)(y2 + y4 + y5 − y6)(y2 + y4 − y5 + y6)(y2 + y4 − y5 − y6)

(y2 − y4 + y5 + y6)(y2 − y4 + y5 − y6)(y2 − y4 − y5 + y6)(y2 − y4 − y5 − y6)

(y3 + y5 + y6 + y7)(y3 + y5 + y6 − y7)(y3 + y5 − y6 + y7)(y3 + y5 − y6 − y7)

(y3 − y5 + y6 + y7)(y3 − y5 + y6 − y7)(y3 − y5 − y6 + y7)(y3 − y5 − y6 − y7)

×y1y2y3y4y5y6y7 .

(6.94)
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6.4. États aléatoires et hyperdéterminants

Nous maximisons ensuite cette quantité (en valeur absolue) par recherche numérique
et nous proposons l’état

∣∣M∆
4,8

〉
comme état maximisant l’hyperpfaffien, exprimé comme

suit :∣∣M∆
4,8

〉
=

1√
2

(
α1|p1〉+ α2|p2〉+ α3|p3〉+ α4|p4〉+ α5|p5〉+ α6|p6〉+ α7|p7〉

)
, (6.95)

avec ,

α1 ≈ −0.3564913724− 0.1989369517i, α2 ≈ 0.3986132399− 0.2379732935i,

α3 ≈ 0.1054323755 + 0.1219883503i, α4 ≈ −0.1568134594 + 0.1355347505i,

α5 ≈ −0.2931832323 + 0.3599485127i, α6 ≈ 0.2669584458 + 0.3088755866i,

α7 ≈ −0.1452208681− 0.3815462436i .

(6.96)

En ce qui concerne les invariants fondamentaux, dans ce cas seulement l’invariant
I2 de degré 2 est défini de manière unique, et son expression est donnée comme suit,
lorsqu’il est évalué sur les états semi-simples :

I2(|ψS〉) = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 + y2
5 + y2

6 + y2
7 . (6.97)

En maximisant la valeur absolue de cet invariant fondamental, nous obtenons un
autre état candidat comme état maximalement intriqué :∣∣M I2

4,8

〉
=

1√
3
|p1〉 . (6.98)

Enfin, en ce qui concerne la maximisation de la MGGI, après une recherche aléatoire,
nous n’avons pas trouvé d’état fermionique présentant une MGGI supérieure à celle de
l’état maximisant l’hyperpfaffien. Tous les résultats sont regroupés dans la Table 6.16.

États |∆4,8| |I2| MGGI RangASym
|M4,8〉 2.644439239× 10−24 0.000003556 0.821903148 ≥ 6∣∣M I2

4,8

〉
0 0.5 0.5 2

Table 6.16 – Comparaison des mesures numériques (algébriques et géométriques) pour
les états fermioniques maximalement intriqués, dans le cas (k, n) = (4, 8).

6.4 États aléatoires et hyperdéterminants

Dans cette section, nous tentons de présenter la répartition des valeurs de l’hy-
perdéterminant obtenues à partir d’états générés aléatoirement. Nous procédons dans
le même esprit que Alsina dans sa thèse [5], en générant un nombre conséquent d’états
aléatoires, puis en les ordonnant dans un ordre croissant pour obtenir une représentation
graphique.

Nous reprenons les cas précédemment étudiés dans ce chapitre, et évaluons les
différentes valeurs des hyperdéterminants, discriminants et hyperpfaffiens sur des états
aléatoirement générés. Nous présentons certaines courbes générées, puis discutons ces
résultats en Section 6.5.2. Nous générons 2000 tenseurs aléatoires : 10000 sont des ten-
seurs réels, et 10000 sont des tenseurs à coefficients complexes.
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6. États maximalement intriqués

6.4.1 Hyperdéterminant des 4-qubits

Figure 6.3 – Valeur de l’hyperdéterminant pour les 4-qubits, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4. États aléatoires et hyperdéterminants

6.4.2 Hyperdéterminant des 3-qutrits

Figure 6.4 – Valeur de l’hyperdéterminant pour les 3-qutrits, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4.3 Discriminant des 6-qubits symétriques

Figure 6.5 – Valeur du discriminant pour les 6-qubits symétriques, pour 20000 états
aléatoires, rangés par ordre croissant.
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6.4.4 Hyperpfaffien des états fermioniques (4,8)

Figure 6.6 – Valeur de l’hyperpfaffien pour les états fermioniques (k, n) = (4, 8), pour
20000 états aléatoires, rangés par ordre croissant.

6.5 Commentaires et remarques

6.5.1 États symétriques

Dans le cas où n = 4, 6, 8, 12 et 20, il a été remarqué dans [17] que les états
symétriques possédant un solide platonicien comme représentation de Majorana sont
liés à la recherche d’états absolument et maximalement intriqués. Au vu des résultats
présentés, nous observons également une relation entre ces états et la maximisation ou
annulation des invariants algébriques.

D’autre part, en cherchant à maximiser la valeur absolue de ces invariants, dans
certains cas nous obtenons des états symétriques à la MGI supérieure aux autres états
connus dans la littérature.

Dans d’autres cas, nous observons différents comportements et corrélations entre la
valeur des invariants et la valeur de la MGI. Dans certains cas maximiser l’un revient à
maximiser l’autre, mais dans d’autres cas c’est en maximisant un invariant et en mini-
misant un autre que l’on arrive à maximiser la valeur de la MGI. Ceci peut constituer
une piste intéressante pour des études futures.
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6. États maximalement intriqués

6.5.2 États aléatoires

Nous remarquons que globalement, la majorité des états générés aléatoirement
présentent une valeur de l’hyperdéterminant assez faible. De plus, nous observons
également que les états hautement intriqués sont assez rares (par exemple pour les
4-qubits). Aussi, les états connus comme étant maximalement intriqués ne sont parfois
jamais atteint, ni approchés, lors de la génération des 20000 états.

Avoir une valeur de l’hyperdéterminant proche du maximum est un phénomène
assez rare, ce qui peut expliquer la difficulté à déterminer une expression numérique ou
exacte des états maximisant l’hyperdéterminant dans certains cas. De plus, on observe
globalement la même allure de courbe, sauf dans certains cas (par exemple le cas des
3-qutrits).

6.6 Perspectives

Dans cette section nous proposons quelques idées et perspectives pour poursuivre le
travail présenté dans ce chapitre.

Un premier travail possible serait de déterminer l’expression exacte des différents
états maximisant les polynômes invariants et le discriminant pour les états symétriques,
et d’observer pour ces états la répartition des points sur la sphère de Bloch à l’aide de
la représentation de Majorana. Il serait également intéressant de pouvoir déterminer
une expression exacte des états fermioniques maximisant l’hyperpfaffien et la mesure
géométrique grassmannienne de l’intrication pour chaque cas étudié.

En second lieu, il pourrait être intéressant d’étudier plus en détail le lien entre la
mesure géométrique de l’intrication (et la distance minimale aux états séparables) et
le rang des tenseurs. Il pourrait être aussi intéressant de chercher à déterminer un
majorant du rang en utilisant une approche analogue.

D’autre part, il est également possible d’approfondir le travail autour de la me-
sure géométrique grassmannienne de l’intrication, et de tenter d’établir des résultats
généraux sur la forme des états séparables minimisant cette distance entre l’état fermio-
nique considéré et la variété de Grassmann. Il serait également intéressant de poursuivre
le travail de maximisation de la MGGI afin de confirmer ou non le caractère maximal
de la valeur de la MGGI pour les états que nous avons proposé.

Aussi, un travail sur l’analyse plus précise de la distribution des états maximale-
ment intriqués sur l’ensemble des états générés aléatoirement pourrait être mené. Les
différentes courbes générées pourraient être étudiées plus en détail, et cette étude pour-
rait être étendue aux autres polynômes invariants et aux autres mesures de l’intrication
(ou de non-localité).

Enfin, il m’apparâıt intéressant d’étudier les corrélations possibles entre polynômes
invariants, et entre les différentes mesures de l’intrication. Par exemple, dans le cas des
4-qubits, l’hyperdéterminant peut être défini à partir des deux invariants S et T [138],
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6.6. Perspectives

et on pourrait étudier l’influence de la maximisation ou l’annulation de ces invariants
sur la valeur de l’hyperdéterminant, dans le même esprit que ce qu’a initié Alsina [5].
Ceci peut également être fait pour les états symétriques, où la maximisation de certains
invariants ou mesures géométriques de l’intrication semble liée.
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Chapitre 7

Intrication et Réseaux de Neurones
Artificiels

“A single neuron in the brain is an incredibly complex machine that even today we
don’t understand. A single neuron in a neural network is an incredibly simple mathe-
matical function that captures a minuscule fraction of the complexity of a biological
neuron”, Andrew Ng.

Avec le développement récent des technologies d’Intelligence Artificielle (IA) et du
Machine Learning (apprentissage machine), et avec l’abondance des données informa-
tiques générées ou récoltées, de nombreux problèmes difficiles et intéressants pour la
communauté scientifique ou les industriels ont pu être résolus, et ces technologies conti-
nuent de révolutionner le monde industriel ainsi que notre approche de la science.

Le Machine Learning est la discipline visant à enseigner aux machines une tâche
spécifique, sans lui donner d’instructions explicites. L’apprentissage machine se divise
en 3 branches principales : l’apprentissage supervisé, l’apprentissage non-supervisé et
l’apprentissage par renforcement. La première vise à enseigner à travers la connaissance
et l’abondance d’exemples, et implique de disposer de données pour lesquelles la réponse
valide ou attendue est connue. La seconde repose sur les capacités de la machine à
réorganiser par elle même les données, afin de produire une proposition de regroupement
ou de représentation des données. La troisième approche vise à enseigner à la machine
par un processus issu du behaviorisme : par une succession d’essais et d’échecs, la
machine tente de maximiser un gain directement lié à l’accomplissement d’une tâche
[150, 204].

Ces différentes approches permettent en effet d’étudier différents types de problèmes,
en allant de la classification à la régression, en passant par la réduction de dimensions ou
par le développement d’intelligences artificielles pour le jeu vidéo. Nous tentons alors de
mettre à profit ces technologies émergentes afin d’étudier le problème de classification
de l’intrication. Nous présentons dans ce chapitre un travail conjointement développé
avec Dr. Luke Oeding, ayant mené à la production d’un article [149].
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7. Intrication et Réseaux de Neurones Artificiels

Dans ce chapitre, nous nous intéressons de ce fait à l’intrication quantique d’un point
de vue qualitatif, en entrâınant des réseaux de neurones artificiels, dans une approche
purement supervisée, afin de classifier l’intrication quantique caractérisée par l’appar-
tenance à certaines variétés algébriques. Nous proposons tout d’abord une présentation
des travaux issus de la littérature liant des techniques de Machine Learning à l’intri-
cation quantique. Nous introduisons ensuite le modèle des réseaux de neurones artifi-
ciels, et étudions par la suite comment concevoir l’architecture de ces derniers pour ap-
prendre à reconnâıtre des variétés algébriques. Enfin, nous étudions un certain nombre
de variétés algébriques liées à l’intrication, en entrâınant les réseaux de neurones à
reconnâıtre des points sur ces variétés, puis en utilisant ces réseaux entrâınés pour
effectuer des prédictions quant à la classe d’intrication d’états spécifiques en entrée.

7.1 Introduction

Les récents efforts déployés pour faire interagir les communautés le l’Information
Quantique, du Calcul Quantique et du Machine Learning se sont principalement fo-
calisés sur l’intégration d’algorithmes quantiques et d’informatique quantique dans les
architectures d’apprentissage machine classiques [276, 174, 224, 236, 237, 277, 37, 241,
157, 286]. Une approche opposée peut aussi être adoptée, et c’est celle que nous nous
proposons de présenter dans ce chapitre. En effet, nous exploitons des techniques de Ma-
chine Learning, plus précisément une approche d’apprentissage supervisée par réseaux
de neurones artificiels, afin de développer des classifieurs permettant de distinguer plu-
sieurs classes d’intrication quantique.

Les techniques de Machine Learning ont été utilisées pour étudier divers problèmes
de physique ou d’information quantique, comme par exemple la tomographie d’états
quantiques [220], la correction quantique de codes [197] et la reconstruction de fonctions
d’ondes [25]. Dans notre cas, nous nous intéressons au phénomène d’intrication quan-
tique. Tout en étant inspiré par l’approche liée à l’apprentissage de variétés algébriques
développée par Breiding et al. [47], notre méthode diffère dans le sens où nous ne
cherchons pas à trouver explicitement les équations intrinsèques définissant les modèles
algébriques liés aux différents types d’intrication, mais plutôt de construire un classifieur
nous permettant de directement déterminer la classe d’intrication.

Être en mesure de faire la différence entre différentes classes d’intrication trouve
un intérêt particulier dans le cadre du problème de classification de l’intrication, no-
tamment utile pour l’étude du calcul quantique et l’étude du rôle de l’intrication dans
l’amélioration et l’efficacité des algorithmes quantiques (voir Partie II), des protocoles
de communication quantiques, de protocoles de cryptographie quantique ou de jeux
quantiques [148]. Notre méthode présentée dans ce chapitre pourrait se généraliser à
l’étude des cas où toutes les classes d’intrication ne sont pas totalement connues, et à
des cas où le nombre de classes n’est pas forcément fini (voir par exemple [165, Ch.10]
ou [268]).

Ce n’est pas forcément le cas des approches adoptées jusqu’à présent dans la
littérature. Nous proposons de présenter les principales études sur cette question dans
ce qui suit.
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7.1.1 État de l’art

L’apprentissage machine a été utilisé dans l’étude de la détection de l’intrication, la
mesure de l’intrication ainsi que la classification de l’intrication. Une approche souvent
abordée consiste à considérer le formalisme des matrices de densité, pour lequel décider
de la séparabilité d’un état est un problème NP difficile.

Les réseaux de neurones ont pu être utilisés dans la littérature pour fournir une es-
timation de certaines mesures de l’intrication, notamment pour la mesure de négativité
logarithmique, l’entropie de Rényi ou encore la concurrence pour les systèmes à 2-
qubits (états purs et mixtes) ou pour les many-body systems [116, 34, 114]. Ces mêmes
réseaux de neurones ont aussi servi à encoder des inégalités de type CHSH de manière
simultanée dans un même réseau neuronal afin de pouvoir détecter des états intriqués
[184]. Cet algorithme d’apprentissage supervisé a également été utilisé pour reconnâıtre
les classes d’intrication pour les systèmes à 3-qubits [26], mais également à détecter
certaines familles d’intrication dans le cas bipartite pour des qubits ou qutrits [283].

D’autre part, une approximation par enveloppe convexe combinée à l’algorithme
d’arbres de décisions et l’approche standard ensemble learning (bagging) a été utilisée
par Lu [176] afin de classifier les états séparables et intriqués. Dans un esprit similaire,
l’algorithme de la forêt d’arbres décisionnels a été sollicité dans [269] pour détecter
l’intrication d’états quantiques (allant jusqu’à 5-qubits), en comparant les résultats à
une approche par tomographie. L’algorithme d’Analyse en Composantes Principales
(ACP, ou PCA en anglais) a été exploité en 2018 pour déterminer la dimension et
les équations intrinsèques de certaines variétés algébriques [47]. Enfin, dans le cas des
systèmes à 2-qubits, les réseaux de neurones, les machines à vecteurs de support et les
arbres de décisions ont été utilisés pour détecter des corrélations non-classiques comme
l’intrication quantique, la non-localité ou le quantum steering [288].

De ce fait, les techniques issues du Machine Learning peuvent apparâıtre comme des
outils prometteurs pour la détection de l’intrication, ou au moins l’être dans certains
cas limités. Cependant, toutes les études précédentes se sont limitées pour la plupart
au cas des 2-qubits ou au cas bipartite, principalement car il est possible de générer
correctement (pour une approche supervisée) des états séparables, mixtes et intriqués,
sous le formalisme des matrices de densité, en faisant appel au critère PPT ou à la
décomposition de Schmidt. Il semble néanmoins difficile de généraliser ces approches
supervisées à des dimensions plus grandes ou à des systèmes à un plus grand nombre
de particules.

C’est pourquoi nous choisissons de nous intéresser au problème de détection et
de classification de l’intrication à travers l’apprentissage de variétés algébriques ca-
ractérisant différentes classes d’intrication pour les états purs (voir Section 2.1). Nous
espérons que notre approche pourra être généralisée à de plus hautes dimensions, four-
nissant un outils original pour distinguer des classes d’intrication non-équivalentes, pour
des systèmes quantiques dont on ne connâıt pas une classification complète ou pour les-
quels nous ne connaissons pas d’algorithmes exacts (pour un exemple d’algorithme exact
pour les 4-qubits, voir Annexe A.4) permettant de déterminer le type d’intrication.
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Comme remarqué dans [47], il existe une multitude d’hypersurfaces de haut degré
(comme celle des états dégénérés deHn) qu’il est simple d’échantillonner. En revanche, il
y a peu d’espoir de pouvoir apprendre leurs équations à partir de ces échantillons, et c’est
pourquoi les méthodes connues ne peuvent s’appliquer. Nous montrerons cependant
qu’il est possible, dans certains cas, d’entrâıner des réseaux de neurones artificiels afin
de déterminer l’appartenance à ces hypersurfaces de haut degré (ce que les équations,
inaccessibles, permettraient aussi de faire).

7.2 Réseaux de Neurones Artificiels et notions de

base

Inspiré des réseaux de neurones biologiques, le modèle des Réseaux de Neurones
Artificiels (RNA) est un modèle de calcul dont le but est de reproduire la structure et
les fonctionnalités de base du cerveau humain [187]. Ils sont utilisés afin d’apprendre à
réaliser des tâches spécifiques (comme la classification ou la régression), sans instructions
ou règles explicitement formulées. Un réseau de neurones artificiel est composé d’un
certain nombre de neurones artificiels, regroupés à travers une architecture spécifique,
capable de réaliser des tâches précises à l’aide d’un algorithme d’apprentissage [125].

7.2.1 Le neurone artificiel

En 1943, McCulloch et Pitts proposèrent le premier modèle de neurone artifi-
ciel [187]. Un neurone artificiel (voir Figure 7.1) est défini par des entrées (prove-
nant éventuellement d’autres neurones), de poids (poids synaptiques associés à chaque
entrée), d’une somme pondérée (calculée à partir des deux éléments précédents), d’un
seuil (aussi appelé biais), d’une fonction d’activation et d’une sortie [172, 21, 124, 125,
10].

 

𝑤1 𝑥1 

𝑤2 𝑥2 
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Figure 7.1 – Illustration d’un neurone artificiel.

La sortie d’un neurone est déterminée comme suit : si la somme pondérée des entrées
est strictement supérieure au seuil, alors le neurone sera dit actif, et la sortie y = g(U)
du neurone artificiel sera alors égale à la fonction d’activation g appliquée à la somme
pondérée, avec le seuil θ souvent ajouté à cette somme, et donc considéré comme un
poids associée à une entrée égale à 1 [79]. En notant par x1, . . . , xn les entrées du
neurone, et par wi le poids associé à la i-ème entrée, alors la somme pondérée, souvent
notée U , est définit comme :
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7.2. Réseaux de Neurones Artificiels et notions de base

U = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn + θ . (7.1)

Pour cette définition, c’est lorsque cette quantité U est supérieure à 0 que le neurone
sera actif. En ce qui concerne le choix de la fonction d’activation, il est généralement
demandé qu’elle soit de nature non-linéaires afin de permettre aux réseaux de neurones
de résoudre des problèmes non-triviaux en utilisant le moins de neurones possibles
[79]. Il pourrait être possible de choisir des fonctions d’activation de type marche ou
linéaire, mais cela amenerait certaines difficultés durant la phase d’apprentissage ou
dans un problème de classification multi-classes. Il existe également d’autres propriétés
préférées dans un contexte d’apprentissage pour ces fonctions d’activations, et nous
pouvons citer parmi elles : continue dérivable, monotone, lisse, et approximant l’identité
proche de l’origine [124, 125] (voir Figure 7.2 pour des exemples).

Figure 7.2 – Exemple de fonctions d’activation usuelles (Source).

Exemple 11 (Le OU logique). Nous nous proposons d’étudier en guise de premier
exemple le problème consistant à reproduire la fonction binaire de base qu’est le OU

logique, à l’aide d’un neurone artificiel. Soient x1 et x2 les deux entrées du neurone,
pouvant prendre des valeurs dans B = {0, 1}. Pour rappel, la fonction OU renvoie 1 si
une des entrées est à 1, et renvoie 0 sinon.

Pour ce faire, nous choisissons comme fonction d’activation g la fonction marche.
On peut alors définir la somme pondérée et la sortie du neurone comme suit :

U = w1x1 + w2x2 + θ , g(U) =

{
1 if U > 0,

0 sinon
.

Afin de pouvoir reproduire la fonction OU à l’aide d’un unique neurone, nous voulons
que la sortie soit égale à 0 lorsque l’entrée est égale à (x1, x2) = (0, 0), et 1 sinon. De
ce fait, la sortie doit être égale à 0 si et seulement si la somme pondérée est inférieure
ou égale à 0, et égale à 1 si et seulement la somme pondérée est strictement positive.
Les conditions suivantes doivent alors être satisfaites :

0 · w1 + 0 · w2 + θ ≤ 0, 0 · w1 + 1 · w2 + θ > 0,
1 · w1 + 0 · w2 + θ > 0, 1 · w1 + 1 · w2 + θ > 0.
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7. Intrication et Réseaux de Neurones Artificiels

Ceci revient à établir les inégalités suivantes :

θ ≤ 0, w1 + θ > 0, w2 + θ > 0 .

En choisissant les paramètres définissant le neurone comme étant égaux à θ = −1
2
,

w1 = 1, w2 = 1, alors le neurone reproduit la fonction booléenne voulue, pour toute
entrée dans {0, 1}2. Une représentation de ce problème sous la forme d’un problème de
classification binaire est fournie en Figure 7.3.

Figure 7.3 – Représentation du problème de classification associé à la fonction OU. Le
losange bleu correspond à la première classe (fonction égale à 0), et les cercles rouges à la
seconde classe. La ligne interrompue noire représente l’hyperplan, séparant les données
d’entrées en deux classes, modélisée par le neurone artificiel défini par θ = −1

2
, w1 = 1,

w2 = 1.

Géométriquement, si l’on peut trouver un hyperplan (de codimension 1) séparant
les données en deux classes distinctes, alors le problème de classification binaire peut
être résolu à l’aide d’un unique neurone artificiel [163, 270, 124, 73]. Ici, une équation
d’hyperplan possible est donnée par x1 +x2− 1

2
= 0, correspondant à l’équation U = 0,

définie par les précédentes valeurs choisies du seuil et des poids. ♦

En revanche, si on cherche à modéliser la fonction XOR (OU exclusif) à l’aide d’un
seul neurone, on peut montrer que ceci est impossible, en suivant un raisonnement
similaire à celui utilisé en Exemple 11 [40, 124, 41]. Il sera alors nécessaire de disposer
de structures plus complexes, et de pouvoir associer différents neurones pour réaliser
cette tâche. Ceci nous amène donc à considérer un modèle de réseau de neurones, que
nous présentons en sous-section suivante.

202
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7.2.2 Multi-Layer Perceptron et Feed-Forward Networks

Un des modèles de réseaux de neurones bien connu dans la littérature est celui de
Multi-Layer Perceptron (MLP) [21, 125]. Comme son nom l’indique, il est composé de
plusieurs couches, dont une d’entrée, une ou plusieurs couches cachées, et une couche
de sortie. Chaque couche est composée d’un certain nombre de neurones, non connectés
entre eux. Le concept de Feed-Forward Network impose une certaine architecture au
réseau, et dans le cas d’une configuration dense, chaque neurone d’une couche donnée
est connecté à chaque neurone de la couche précédente et de la couche suivante. Ainsi,
le signal ne sera propagé que dans une seule direction : de la couche d’entrée vers la
couche de sortie (par convention de gauche à droite) [172, 21, 158].

Apprentissage et erreur associée

Un réseau de neurones artificiel a la possibilité d’apprendre une tâche spécifique,
ou une fonction spécifique, à partir d’exemple à travers un processus d’optimisation
des poids du réseau. En effet, dans un contexte d’apprentissage supervisé, l’objectif du
réseau de neurones sera d’apprendre comment déterminer la sortie correcte associée à
un vecteur en entrée, à partir de plusieurs échantillons pour lesquels on connâıt la valeur
de sortie attendue.

Ces exemples forment les données d’entrâınement, renfermant les paires d’entrées-
sorties correctes, utilisées comme enseignement pour le réseau neuronal. La construction
de tels neurones se fait à travers la phase d’entrâınement, phase durant laquelle tous
les poids et seuils seront optimisés afin de réduire au maximum l’erreur définie comme
la distance entre la sortie donnée par le neurone et la sortie correcte fournie par les
données d’entrâınement. Dans un modèle feed-forward, l’algorithme de back-propagation
de l’erreur est utilisé pour mettre à jour au cours de l’apprentissage les poids et seuils
afin de réduire la fonction d’erreur, aussi connue comme fonction coût (ou loss function
en anglais) [228, 168].

Après l’étape d’apprentissage, le réseau de neurone doit être capable de répondre
correctement pour toutes les entrées provenant de l’ensemble d’apprentissage, mais doit
également être capable de prédire correctement la sortie pour de nouvelles données en
entrée. Afin de tester le réseau, on donne en entrée du réseau des données de test afin
d’évaluer la capacité du réseau à généraliser l’apprentissage précédent afin d’effectuer
des prédictions. De plus, il est possible de mettre en place des données de validation qui
seront utilisées tout au long de la phase d’apprentissage, pour détecter ou éviter le sur-
apprentissage. On peut alors évaluer un réseau de neurones en observant la proportion
de réponses exactes pour les différents ensembles de données (entrâınement, validation
et test).

Fonctions d’activations

D’autre part, le choix de la fonction d’activation est primordial lors de la concep-
tion d’un réseau de neurone pour une tâche spécifique. De manière assez fréquente, les
neurones présents dans une même couche auront la même fonction d’activation, alors
que deux couches adjacentes peuvent avoir des fonctions d’activations différentes.
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Pour la couche d’entrée, ainsi que les couches cachées, la fonction d’activation ReLU
est communément utilisée. Les avantages de cette fonction ReLU est qu’elle est efficace
en termes de calcul (convergence rapide du réseau), elle est non-linéaire, et admet une
dérivée (et permet donc l’application de certains algorithmes nécessitant la dérivée
pour la back-propagation). Cependant, lorsque les entrées approchent 0 ou deviennent
négatives, le processus d’apprentissage devient plus difficile (connu sous le nom de dying
ReLU problem). Pour remédier à cela, on pourra utiliser la fonction d’activation Leaky-
ReLU, introduisant une légère pente dans la partie négative, facilitant la propagation
arrière de l’erreur [124, 10].

La fonction d’activation pour les neurones de la couche de sortie dépendront du
problème que l’on cherche à résoudre. Les fonctions d’activation Sigmöıde et SoftMax
(voir Équation 7.2) sont les plus utilisées. En effet, si c’est un problème de classification
binaire, alors la fonction Sigmöıde avec un seul neurone en couche de sortie sera plus ef-
ficace. Si on étudie un problème de classification multi-classes, alors il faudra considérer
plusieurs neurones dans la couche de sortie (avec une représentation catégorique des
données). Dès lors, si une entrée peut appartenir à plusieurs classes à la fois, alors il
faudra utiliser des fonctions de type Sigmöıde. Dans le cas contraire, si chaque entrée
ne peut appartenir qu’à une seule classe à la fois, alors une fonction d’activation de
type SoftMax sera un bon choix.

SoftMax(z) = (σ(z)1, σ(z)2, . . . , σ(z)K)

avec z = (z1, z2, . . . , zK) et σ(z)j =
ezj∑K
k=1 ezk

,∀j ∈ J1, KK . (7.2)

Les fonctions d’erreur doivent également faire l’objet d’une étude et d’un choix
dépendant du problème à résoudre. Les différents choix de fonctions d’activation pour
la couche de sortie et de fonction coût sont regroupés en Table 7.1.

Problème Type sortie Fonction Fonction coût
d’activation sortie

Régression Valeur numérique Linéaire Mean Squared Error
Classification Nombre binaire Sigmöıde Binary Cross Entropy
Classification Label unique SoftMax Categorical Cross Entropy

Classes multiples
Classification Labels multiples Sigmöıde Binary Cross Entropy

Classes multiples

Table 7.1 – Résumé des fonctions d’activation et de coût pour la couche de sortie en
fonction du problème considéré (Source).

Implémentation

Dans le cadre de notre travail, nous avons implémenté les réseaux de neurones en
utilisant la bibliothèque Keras en langage Python [70]. Elle fournit une implémentation
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7.2. Réseaux de Neurones Artificiels et notions de base

flexible des réseaux de neurones dits feed-forward et permet le choix et la personnalisa-
tion des paramètres du réseau (architecture, fonctions d’activation, fonction d’erreur,
solveur, etc.). Nous avons choisi d’implémenter le solveur Nadam fournit par Keras afin
de minimiser la fonction coût durant la phase d’apprentissage. Pour une classification
binaire, nous avons choisi le fonction de coût binary cross-entropy, tandis que la fonc-
tion categorical cross-entropy est retenue pour une classification multi-classes [253, 86].
Nous proposons une exemple d’implémentation en Annexe A.12.

Profondeur versus Largeur

Une fois que les fonctions d’activation et de coût sont fixées, les paramètres restants à
choisir sont le nombre et la taille des couches. Le Théorème d’Approximation Universel,
et les études associées [79, 140, 40, 124, 78, 177, 123], tendent à prouver que tout
réseau de neurones artificiel peut approximer n’importe quelle fonction (sous certaines
conditions). Un des énoncés connu du théorème est proposé par [78] : “un réseau de
neurone de type feed-forward avec une couche d’entrée et une couche cachée munie
d’un nombre fini de neurones peut approximer n’importe quelle fonction continue sur
des ensembles compacts de Rn”. En 1989, le théorème à été prouvé en utilisant des
fonctions d’activation de type Sigmöıde [79]. Kurt Hornik démontra quelques années
plus tard que le théorème ne dépend pas de la fonction d’activation, mais plutôt de
l’architecture multi-couche et feed-forward du réseau de neurones [140].

Ces résultats concernent le cas où la profondeur du réseau (nombre de couches) est
limité. Dans un autre esprit, plusieurs travaux récents proposent un théorème analogue
mais en limitant cette fois-ci la largeur des réseaux (nombre de neurones dans une
couche), en utilisant des fonctions d’activation ReLU [177, 123]. Le problème consis-
tant à fournir la meilleure architecture de réseau, en termes d’efficacité de calcul et de
précision, pour un problème donné, est toujours ouvert et le choix de la profondeur et lar-
geur du réseau est bien souvent réalisé à travers des essais pratiques. Concevoir un réseau
de neurones amène souvent à devoir considérer un dilemme entre performance/fiabilité
et coût de calcul. Certaines architectures, comme celle consistant à faire décrôıtre le
nombre de neurones à mesure que l’on avance en profondeur, semble présenter une cer-
taine efficacité en pratique. Cependant, il n’y a pas de preuve théorique de la supériorité
de ce type de réseau, et certains travaux tendent à montrer qu’un réseau avec le même
nombre de neurones dans chaque couche pourrait présenter des prédictions tout aussi
fiables.

Dans ce travail, nous avons voulu concevoir une architecture appropriée à notre
problème, en choisissant de manière réfléchie la profondeur, la largeur et les fonctions
d’activation du réseau. Dans la prochaine section, nous présentons un modèle de réseau
de neurones artificiels pouvant être utilisé pour apprendre à reconnâıtre des variétés
algébriques en lien direct avec le problème de classification de l’intrication.

Pour une introduction plus compète aux Réseaux de Neurones Artificiels ainsi qu’aux
concepts et techniques d’apprentissage associés, le lecteur pourra s’orienter vers les
références suivantes [172, 21, 158, 275, 261, 270, 124, 125, 10].
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7.3 Apprentissage de variétés algébriques

Une variété algébrique est un objet géométrique défini comme le lieu des zéros d’un
ensemble de polynômes (voir Section 2.1). Afin de pouvoir enseigner à une machine
comment reconnâıtre des points appartenant à une variété algébrique, il est nécessaire
d’encoder les équations polynomiales la définissant (ou une approximation de celle-ci)
à l’intérieur du modèle. Nous voulons procéder à cet encodage de la manière la plus
efficace possible (en utilisant le moins de paramètres possibles), afin d’éviter tout sur-
apprentissage.

7.3.1 Espace linéaires

Exemple 12 (Apprendre des espaces linéaires affines). Soit (L) une droite de R2, définie
par l’équation ax+ by+ c = 0, avec a, b, c ∈ R. Supposons que nous voulons déterminer
l’appartenance de poins à la droite (L). C’est un problème de classification binaire,
pouvant être modélisé par un unique neurone artificiel, possédant trois entrées, dont x
et y (et une entrée forcée à 1). Notons par w1 (respectivement w2) le poids associé à
la première entrée x (respectivement y), et θ le seuil du neurone (qui est ici considéré
comme un poids associé à l’entrée valant 1). L’expression de la somme pondérée U est
alors :

U = w1x+ w2y + θ .

Nous faisons remarquer ici que si on pose w1 = a, w2 = b and θ = c, nous retrouvons
l’équation de la droite (L). Ceci implique que la somme pondérée du neurone sera égale
à 0 si, et seulement si, les entrées (x, y) correspondent à un point sur la droite (L).

Cette observation peut se généraliser à n’importe quelle dimension supérieure. En
effet, tout sous-espace linéaire de codimension 1 vivant dans un espace de dimension n,
c’est-à-dire défini par une unique équation linéaire à n variables, peut être modélisée
à l’aide d’un unique neurone artificiel avec n entrées correspondants aux n variables,
comme cela a déjà été discuté dans [91, 172, 109, 158, 163, 40, 125, 10, 88, 41]. Par
modéliser nous entendons le fait que la sortie du neurone est toujours égale à la même
valeur (ici 0) lorsque les entrées représentent un point appartenant à ce sous-espace, et
ceci en choisissant une fonction d’activation égale à l’identité. La proposition suivante
vient donc naturellement :

Proposition 7.3.1. Soit L un espace linéaire affine dans Rn défini par a1x1 + a2x2 +
· · ·+ anxn + an+1 = 0, avec les variables réelles (x1, x2, . . . , xn) et les coefficients réels
(a1, a2, . . . , an+1). Alors L peut être modélisé par un unique neurone artificiel, et ses
poids devront satisfaire : w1 = λa1, w2 = λa2, . . . , wn = λan et θ = λan+1, avec λ ∈ R∗,
comme représenté en Figure 7.4.

♦

Nous généralisons à présent le précédent exemple, en considérant un autre exemple
en codimension supérieure.

Exemple 13. Soit (L2) une droite dans R3. Une droite dans un espace à 3 dimensions
est une variété algébrique de codimension 2, définie par un système à 2 équations
linéaires. L’annulation de ces deux équations se définit comme l’intersection de deux

206



7.3. Apprentissage de variétés algébriques
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Figure 7.4 – Représentation d’un réseau modélisant un sous-espace linéaire de codi-
mension 1 dans Rn.

plans de R3, qui est en fait la droite (L2). Nous pouvons alors combiner dans la même
couche deux neurones artificiels modélisant les deux équations linéaires définissant la
droite (voir Figure 7.5). La sortie du premier neurone doit alors être égale à 0 lorsque le
point entrée du réseau appartient au premier plan, et de même pour le second neurone
et le second plan.
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Figure 7.5 – Représentation d’un réseau modélisant un sous-espace linéaire de codi-
mension 2 dans Rn.

Si nous prenons la fonction identité comme fonction d’activation pour les 2 neurones,
alors la sortie des deux neurones sera à (0, 0) précisément lorsque le point en entrée est
à la fois dans le premier et second plan, et de ce fait sur la droite (L2). Ce résultat se
généralise assez directement aux codimensions supérieures :

Proposition 7.3.2. Soit (Lm) un sous-espace linéaire affine de codimension m, défini
par m équations du type a1,ix1+a2,ix2+· · ·+an,ixn+an+1,i = 0, avec des variables réelles
(x1, x2, . . . , xn) et des coefficients réels (a1,i, a2,i, . . . , an+1,i), ∀i ∈ J1,mK. Alors ce sous-
espace peut être modélisé en combinant m neurones artificiels dans une couche, et les
poids du i-ème neurone devront satisfaire : w1,i = λia1,i, w2,i = λia2,i, . . . , wn,i = λian,i
et θi = λian+1,i, avec λi ∈ R∗,∀i ∈ J1,mK.

♦
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7.3.2 Polynômes de degré 2

En pratique, le cas des sous-espaces linéaires est un cas très particulier de variété
algébrique, et la majorité des variétés algébriques seront définies par des polynômes non
nécessairement linéaires. Ceci nous amène donc à considérer des équations de plus haut
degré, et nous nous proposons d’étudier le prochain exemple allant dans ce sens.

Exemple 14. [Courbes] Soit un cercle (C) de R2 défini par l’équation x2 +y2− r2 = 0,
avec r > 0 le rayon du cercle. En se restreignant uniquement à calculer la somme
pondérée d’un neurone avec une fonction d’activation égale à l’identité, on ne pourra
pas modéliser cette équation quadratique. L’idée ici est d’utiliser la fonction (carrée)
x 7→ x2 comme fonction d’activation, afin d’introduire des termes de degré 2, dépendant
des entrées, en sortie du neurone. Cette idée a déjà été utilisée dans [159] afin d’étudier la
puissance des réseaux de neurones profonds (deep neural networks) munis de fonctions
d’activation polynomiales. Les réseaux de neurones exploitant des équations polyno-
miales, dans la fonction d’activation ou le seuil, sont connus sous différentes formes
dans la littérature [250, 144, 275, 163, 243, 244, 40, 124, 88]. Ces réseaux sont aussi
connus sous le nom de Polynomial Neural Networks (PNN), et une architecture adap-
tative a été proposée en 2003 dans [203].

Pour tout neurone artificiel dont les poids w1 et w2 sont respectivement associés aux
entrées x et y, avec θ le seuil et g : x 7→ x2 la fonction d’activation, alors la sortie s du
neurone est égale à :

s = g(U) = (w1x+ w2y + θ)2

= w1
2x2 + w2

2y2 + 2w1w2xy + 2w1θx+ 2w2θy + θ2 .
(7.3)

Si nous voulons modéliser l’équation d’un cercle, alors on montre qu’un seul neurone
artificiel n’est pas suffisant. En revanche, ceci est possible en ajoutant un neurone dans
la même couche, puis en combinant leur deux sorties dans un troisième neurone placé
dans une autre couche (voir Figure 7.6). Ce résultat peut être généralisé comme suit :

Proposition 7.3.3. Toute équation polynomiale de degré 2 à n − 1 variables réelles
xi, c’est-à-dire de la forme E :

∑
1≤i<n ai,ix

2
i +
∑

1≤i<j<n 2ai,jxixj +
∑n−1

i=1 2ai,nxi +an,n,
avec ai,j ∈ R, peut être modélisée à l’aide de n neurones artificiels : n − 1 neurones
avec une fonction d’activation x 7→ x2 dans une première couche, et un neurone avec
une fonction d’activation identité dans une seconde couche.

Démonstration. Soit E un polynôme de degré 2, comme défini dans la proposition,
pouvant être représenté à l’aide de l’équation matricielle ~x>A~x = 0, avec une matrice
réelle symétrique A = (ai,j), et ~x = (x1, · · · , xn−1, 1)>.

Soit wi,j le poids associé à la i-ème entrée et au j-ième neurone de la première
couche. Soit bk le poids associé à la sortie du k-ième neurone de la première couche et
à l’unique neurone de la seconde couche. Soit θ1, . . . , θn−1 les seuils des n− 1 neurones
de la première couche, et θn le seuil du neurone de la seconde couche. Chaque neurone
de la première couche a une fonction d’activation carrée, et le neurone de la seconde
couche a une fonction d’activation identité. Si on note par s1, . . . , sn−1 les sorties des
neurones de la première couche, et par sn la sortie du neurone de la seconde couche,
alors :
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sn = Un =
n−1∑
i=1

bisi + θn avec si = Ui2 =

(
n−1∑
j=1

wj,ixj + θi

)2

. (7.4)

Alors sn est une combinaison non-homogène de formes linéaires affines élevées au
carré. Ceci peut être représenté comme ~v>D~v = 0 pour D une matrice diagonale réelle,
et les entrées v1, . . . , vn−1 de ~v sont les formes linéaires (avant l’élévation au carré) dans
les expressions des sorties si, et vn =

√
θn.

Il en résulte alors que la proposition est équivalente à la diagonalisation de matrices
symétriques réelles, et il est connu que cette diagonalisation est toujours possible via
des matrices orthogonales. Les entrées des matrices orthogonales intervenant dans la
diagonalisation donnent les poids du réseau de neurone. ♦
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Figure 7.6 – Représentation d’un réseau modélisant une équation polynomiale de degré
2 à deux variables réelles et à coefficients réels.

♦

7.3.3 Polynômes homogènes de degré d

Il peut être intéressant de vouloir généraliser ce raisonnement à un degré quelconque.
Afin de construire un réseau de neurones permettant de modéliser toute équation po-
lynomiale de degré d en n variables, la détermination de la dimension peut donner une
meilleure idée de l’architecture appropriée pour cette tâche. Le théorème d’Alexander-
Hirschowitz (AH) (voir [43] pour une formulation plus récente) nous indique dans quels
cas le calcul näıf de la dimension n’est pas correct. En effet, le théorème AH établit
qu’un polynôme homogène général 1 p de degré d en n variables peut être exprimé
somme la somme de T = d 1

n

(
d+n−1

d

)
e forme linéaires élevées au degré d (à l’exception

des formes quadratiques (voir Proposition 7.3.3) et de quelques autres cas spéciaux).
En d’autres termes, le théorème établit qu’on peut exprimer p comme étant égal à :

p(x1, x2, . . . , xn) =
T∑
j=1

(
n∑
i=1

aijxi

)d

. (7.5)

1. Par “général” nous entendons : ne faisant pas partie d’un ensemble de contre-exemples.
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Ce résultat apporte en fait une solution au problème de Waring pour les polynômes,
fournissant en fait le plus petit entier T tel que la variété des sécantes σT (νd(Pn−1)),
associée à la variété de Veronese de degré d, remplit tout l’espace P(Symd(Pn−1)) (voir
Sections 2.1.4 et 2.1.6 pour plus d’informations).

En dé-homogénéisant le résultat du théorème de AH (en imposant la dernière
variable à 1, par exemple), on obtient une borne pour les réseaux de neurones à
2 couches modélisant des hypersurfaces affines. En effet, nous pouvons implémenter
T = d 1

n

(
d+n−1

d

)
e neurones dans la première couche possédant tous une fonction d’acti-

vation g : x 7→ xd. On combine ensuite linéairement leurs sorties en utilisant un neurone
en seconde couche du neurone.

On suppose avoir n entrées correspondant aux n variables du polynôme homogène
p. Si on note par wi,j le poids associé à la i-ème entrée xi et au j-ième neurone de
la première couche, et par θj le seuil du j-ième neurone, alors la sortie sj du j-ième
neurone de la première couche est :

sj = g(Uj) =

(
n∑
i=1

wi,jxi + θj

)d

. (7.6)

Le seuil θj introduit en effet une non-homogénéité, à laquelle on peut remédier en
ajoutant une variable supplémentaire xn+1, remplaçant alors θj par θjxn+1. Ensuite,
en appliquant le théorème AH pour n + 1 variables, et en imposant xn+1 = 1, nous
obtenons la borne correspondante pour une forme non-homogène de la sorite. Cette
idée apparâıt aussi dans les travaux de Kileel et al. [159].

La dernière partie dans la conception du réseau est de résoudre effectivement le
problème de classification, à savoir : est-ce que le point en entrée appartient (ou pas) à
la variété algébrique définie par les équations modélisées par les deux premières couches
du réseau ?

Nous rappelons qu’en sortie des deux premières couches, nous devons récupérer une
valeur spécifique s (qui est ici 0), lorsque le point en entrée est sur la variété, et toute
autre valeur différente de s lorsque le point en entrée ne l’est pas. De ce fait, la dernière
étape est équivalente à reconnâıtre un nombre réel s dans un intervalle (donc la taille
dépendra des données en entrée). Il n’est pas possible d’ajouter simplement un neurone
avec une fonction Sigmöıde pour résoudre ce problème car un neurone unique ne peut
résoudre que des inégalités et non des égalités [109, 163]. Nous avons donc besoin d’une
autre couche avant la couche de sortie finale pour être en mesure de reconnâıtre une
valeur spécifique s, et alors pouvoir résoudre le problème de classification binaire en
sortie du réseau.

Après avoir testé plusieurs architectures différentes, la tâche de reconnâıtre un
nombre réel dans un intervalle peut être réalisée à l’aide d’une seule couche à 4 neu-
rones, chaque neurone disposant d’une fonction d’activation de type LeakyReLU. De ce
fait, en ajoutant cette couche après les deux première couches (modélisant les équations
de la variété), et en ajoutant une dernière couche pour la sortie (avec seulement un seul
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neurone Sigmöıde), il est alors potentiellement possible d’apprendre à reconnâıtre toute
variété définie par un exemple de polynômes homogènes (voir Figure 7.7).
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Figure 7.7 – Représentation du réseaux résolvant le problème de classification binaire
lié à l’appartenance à une variété algébrique.

Néanmoins, la question de la capacité à entrâıner un réseau de neurone, et la capacité
pour l’optimiseur de trouver les bons poids et seuils est importante du point vue de
l’implémentation informatique. Pour des équations polynomiales homogènes de degré
bas avec peu de variables (comme le cas du cercle), le réseau est capable d’apprendre les
bons poids, et on peut aussi retrouver l’équation du cercle à partir des poids et seuils
du réseau entrâıné.

En revanche, lorsque le degré devient élevé le nombre de variables conséquent, le
nombre de neurones nécessaires dans la première couche augmente très rapidement, et
il devient alors plus difficile de converger vers un ensemble de poids et seuils modélisant
l’équation polynomiale désirée. Afin de pouvoir limiter cette difficulté, nous apportons
quelques modifications à la structure du réseau afin de réduire le nombre de poids et
de paramètres (voir Section 7.3.6).

7.3.4 Réseaux de neurones profonds et approximations

Pour des réseaux de neurones plus profonds, avec fonctions d’activation de degré d,
nous pouvons appliquer le même principe de comptage de dimension (comme cela a été
fait en exploitant le théorème AH), afin de déterminer la largeur maximale de chaque
couche, afin d’éviter toute redondance ou sur-apprentissage dans le réseau. Pour des
exemples concrets sur cette question, se référer à Kileel et al. [159, Sec. 3.2].

Considérons une construction récursive. Supposons pour la suite du raisonnement
que nous travaillons avec les nombres complexes et que nous voulons approximer un
polynôme homogène f de degré d× e comme une somme de puissances d’ordre d de p
polynômes homogènes gj de degré e en n variables, tel que

f '
p∑
j=1

λj(gj)
d . (7.7)
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Il n’est pas nécessaire dans ce cas de compter les paramètres λj, car nous pouvons
remultiplier les gj par une racine d-ième. De ce fait, nous avons besoin au plus de(
n−1+de

de

)
paramètres pour exprimer f , par application du théorème AH pour le polynôme

f . En revanche, si on s’intéresse au membre de droite de l’équation ci-dessus, alors nous
avons besoin de p

(
n−1+e

e

)
paramètres.

On pourra alors procéder à une approximation de f seulement si p
(
n−1+e

e

)
≥(

n−1+de
de

)
, ce qui revient à imposer que

p ≥
⌈(

n−1+de
de

)(
n−1+e

e

) ⌉ . (7.8)

Cette borne nous donne donc une idée du nombre minimal de neurones nécessaire
à une telle approximation. D’autre part, dans le cas général où f est de degré d et que
les fonctions gj sont issues d’un espace nécessitant M paramètres, alors en répétant le
même argument, tant que nous avons p neurones avec

p

(
M − 1 + e

e

)
≥
(
n− 1 + de

de

)
, (7.9)

alors il peut être possible d’approximer f . Pour un nombre plus important de
couches, on itère la construction récursive en Équation 7.9. Par exemple, dans le cas
d’un réseau à 3 couches, avec pj neurones dans la couche d’indice j utilisant une fonction
d’activation de degré dj, si nous avons

p1

(
p2

(p3(n−1+d3
d3

)−1+d2

d2

)
− 1 + d1

d1

)
≥
(
n− 1 + d1d2d3

d1d2d3

)
, (7.10)

alors on peut être en mesure de modéliser une fonction f de degré d1 × d2 × d3. On
pourrait imaginer qu’un résultat de classification similaire au critère élaboré à partir du
théorème AH est toujours valable, mais relativement peu d’informations sont connues
à ce sujet. On pourra regarder [159, Thm. 10] pour une autre proposition de borne.

7.3.5 Réseaux de neurones et interpolation polynomiale

La capacité des réseaux de neurones d’approximer toute fonction, au sens du
théorème universel d’approximation, peut nous amener à nous questionner dans quelle
mesure ceci diffère de l’interpolation polynomiale. Dans [67], un argument analytique
supporte que les réseaux de neurones sont en fait essentiellement des modèles de
régression polynomiale, avec le degré effectif du polynôme augmentant à chaque couche
cachée du réseau. Selon les auteurs, si la fonction d’activation est polynomiale alors le
réseau de neurone réalise exactement une régression polynomiale. Dans le même esprit,
les architectures de réseau de neurones proposés dans [170] montrent une correspon-
dance entre la valeur des fonctions à interpoler, les fonctions de base et les points de
base, d’une part, et entre les poids, les fonctions d’activations et les seuils (biais), d’autre
part.
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Néanmoins, en ce qui concerne les applications pratiques, les données sont souvent
incomplètes et bruitées, et l’interpolation polynomiale est généralement sujette au sur-
apprentissage [284], alors que les réseaux de neurones sont capables d’être performants
en présence de données bruitées et incomplètes, et sont capables de généraliser à partir
de ces données d’entrâınement [206].

Ce dilemme, entre avoir une bonne précision pour les données d’entrâınement et
être en mesure de généraliser les modèles à des données non rencontrées, est connu
sous le nom de bias-variance trade-off, et est discuté dans [27]. Raturi explique dans
[222] que résoudre le même problème que celui de l’interpolation polynomiale requiert
bien moins de ressources et de temps de calcul en utilisant les réseaux de neurones.
Dans le même article, il démontre que les réseaux de neurones fournissent de meilleures
approximations pour deux fonctions spécifiques, comparé à l’interpolation de Lagrange.

Enfin, il a été démontré dans [173] que les réseaux de neurones peuvent interpoler et
modéliser une fonction à l’aide de fonction Sigmöıdes afin d’approximer n échantillons
de toute dimensions, avec une précision arbitraire et sans entrâınement.

7.3.6 Réseaux de neurones hybrides

Dans cette sous-section nous introduisons une architecture de réseau plus simple
pour classifier l’appartenance à une variété algébrique. Nous avons observé que durant
la phase d’apprentissage, qui est équivalente à un processus d’optimisation, l’algorithme
n’est pas toujours capable d’atteindre un ensemble de poids minimisant la fonction
d’erreur. Ceci est notamment dû à la présence de minima locaux dans la fonction coût,
observation liée à l’utilisation de fonction d’activation non-convexes x 7→ xd.

Dans la version du réseau de neurones présentée précédemment (voir Figure 7.7),
la seconde couche ne contient qu’un unique neurone (avec une fonction d’activation
identité), introduite afin de permettre le calcul de la combinaison linéaire de puissances
d de sommes pondérées des variables d’entrée. L’idée ici est de retirer cette couche, et de
directement relier la première couche avec la troisième couche (contenant uniquement
des neurones avec une fonction d’activation de type LeakyReLU). Nous les appelerons
réseaux de neurones hybrides, car combinant à la fois des couches avec des fonctions
d’activation x 7→ xd et LeakyReLU.

De plus, l’interprétation géométrique du réseau de neurone est à présent différente
car chaque neurone de la nouvelle seconde couche (celle associée à la fonction Leaky-
ReLU) prend en entrée un combinaison différente de formes linéaires à la puissance
d. La seconde couche combine alors différents polynômes homogènes, qui ne sont pas
nécessairement égaux au polynôme définissant la variété algébrique, mais peuvent être
utilisés pour approximer ce dernier comme un ensemble d’inégalités. La troisième et
dernière couche du réseau de neurones est la couche de sortie, qui dépendera du problème
de classification que l’on désire résoudre (classification binaire, multi-classe, etc.). L’ar-
chitecture de réseau de neurones est représentée en Figure 7.8.
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Figure 7.8 – Représentation d’un réseau de neurones hybride pour l’apprentissage
d’équations polynomiales homogènes de degré d à n variables et à coefficients dans R.

Ce type de réseau montre de meilleurs résultats et un apprentissage plus rapide
que la précédente version du réseau. Le théorème AH peut toujours être utilisé pour
donner un ordre d’idée du nombre de neurones dans la première couche, et parfois
certains neurones peuvent être ajoutés ou retirés pour améliorer la performance du
réseau durant la phase d’apprentissage. Après plusieurs essais, le nombre de neurones
dans la deuxième couche peut être choisi assez petit (entre 4 et 12) pour une équation
polynomiale à modéliser (un problème de classification binaire), et on adaptera aussi
ce nombre en fonction du nombre de classes et donc du nombre de neurones dans la
couche de sortie.

Par exemple, si 3 équations polynomiales définissent une variété, alors on addition-
nera, pour chaque couche, le nombre de neurones nécessaires à la modélisation de chaque
équation séparément. En procédant ainsi, on s’assure de ne pas sous dimensionner le
réseau pour pouvoir classifier correctement les points en entrée du réseau.

Nous utilisons ces réseaux de neurones hybrides afin de résoudre les différents
problèmes de classification présentés dans la section suivante. Nous utilisons également
des réseaux totalement composés de neurones LeakyReLU (ces réseaux étant assez
répandus dans la littérature, comme premier test) afin de comparer les différentes per-
formances et le nombre de paramètres de chaque architecture.

7.4 Étude de cas – Entrâınement des réseaux de

neurones

Dans cette section, nous étudions un certain nombre de problèmes de classification
concrets, servants de preuve-de-concept pour appuyer le fait que les réseaux de neurones
artificiels peuvent être entrâınés pour construire des classifieurs efficaces et pratiques
pour l’intrication quantique.

Nous commençons par présenter le principe global d’implémentation des réseaux de
neurones pour le problème de classification. Nous abordons ensuite chacun des trois
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problèmes de classification séparément, en présentant la manière dont les données d’en-
trâınement sont générées, les architectures de réseaux utilisées, et les résultats après la
phase d’entrâınement. L’utilisation de ces réseaux de neurones pour des applications
sera présentée en Section 7.5 suivante.

7.4.1 Modélisation des états quantiques

Dans nos expérimentations, nous nous sommes intéressés uniquement au cas d’états
réels, c’est-à-dire à des états quantiques à n-qudits représentés comme des tenseurs dans
(Rd)

⊗n
. Ces états peuvent être représentés comme un vecteur à dn entrées dans R, et

ce vecteur sera utilisé comme vecteur d’entrée pour le réseau de neurones.

Nous nous sommes limités ici à l’étude des tenseurs réels principalement pour des
limitations liées à l’implémentation des réseaux de neurones. Nous voulions que ce travail
serve de premier exemple de classification de variétés algébriques par des réseaux de
neurones, et par conséquent nous nous sommes limités à une configuration simple pour
une implémentation plus directe sous Keras en Python. Le travail avec des tenseurs
réels introduit quelques différences dans l’étude des variétés algébriques, notamment
pour la question du rang, comme cela est discuté en Section 7.4.4. Le passage au corps
des complexes constitue une des pistes d’amélioration évoquées en Section 7.6.

Note sur l’échantillonnage uniforme

Pour ce qui concerne la construction des données d’apprentissage, nous avons la
possibilité de générer nous même ces données, et c’est aussi la motivation principale
pour adopter une démarche supervisée. De manière générale, nous construisons des
points sur les variétés algébriques en passant par des fonctions de paramétrisation de
la forme ϕ : U → V , avec ϕ une fonction rationnelle, et U , V des sous-ensembles d’un
espace linéaire normé. Si on échantillonne de manière uniforme la source U , alors de
manière générale ϕ(U) ne suivra pas une distribution uniforme de l’image.

À défaut de tenter d’échantillonner uniformément l’image de ces variétés, comme
cela peut être fait dans la littérature [127, 209, 92], nous tentons de proposer des données
construites d’une manière très proche de celle utilisée pour générer (informatiquement
ou expérimentalement) les états sur lesquels on voudrait une prédiction du classifieur.
Le caractère raisonnable ou non de cette supposition est bien entendu ouvert à toute
discussion.

D’une part, il sera toujours possible pour une entité hostile de construire un jeu de
données appartenant à la même variété algébrique, mais pour lequel notre classifieur
donnera une réponse inexacte. D’autre part, si on dit que les données pour entrâıner
le réseau sont générées selon une certaine procédure, alors nous pouvons être assez
confiants quant à la fiabilité de notre réseau pour prédire des résultats liés à des données
à tester générées selon la même procédure.

Pour chacun des classifieurs considérés dans les sections suivantes, nous choisissons
principalement d’échantillonner uniformément des opérateurs du groupe SLOCC, afin
de générer des états aléatoirement équivalents à des états construits selon une certaine
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procédure déterministe ou aléatoire, afin de favoriser une distribution plus uniforme.
En fonction de la dimension des systèmes quantiques, les opérateurs SLOCC peuvent
être modélisés comme un produit tensoriel de matrices carrées (représentant une ac-
tion locale), de taille variable selon le nombre d’états de base d’une particule, et de
déterminant égal à 1. Nous générons les matrices locales SLn en générant les coeffi-
cients de la matrice selon une loi uniforme (tant que le déterminant de la matrice est
négatif), puis nous divisons toute la matrice par la racine n-ième du déterminant, afin
d’assurer une valeur de ce dernier égale à 1. Nous réalisons ensuite le produit tensoriel
des matrices locales pour générer un opérateur SLOCC qui agira sur le système dans
sa globalité.

7.4.2 Détecter des états séparables

Supposons queH = Rd. On rappelle qu’un état |ϕ〉 ∈ H⊗n est dit séparable, factorisé
ou non-intriqué, s’il peut être exprimé comme le produit tensoriel d’états purs comme
suit

|ϕ〉 = |ϕ1〉 ⊗ · · · ⊗ |ϕn〉 , (7.11)

avec pour tout i, |ϕi〉 ∈ H. Comme cela a été introduit au Chapitre 2, la variété
projective des états séparables est la variété de Segre. Nous rappelons en Proposition
7.4.1 une équivalence établie par Segre dans les années 1900, et qui sera exploitée pour
générer des états séparables.

Proposition 7.4.1. Un état |ϕ〉 ∈ H⊗n est séparable si et seulement si une des condi-
tions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. |ϕ〉 est dans l’orbite SLOCC de |00 · · · 0〉,
2. Tous les n possibles 1-flattenings Fi(|ϕ〉) : H⊗(n−1) → H sont de rang 1.

Les 1-flattenings sont une ré-écriture des tenseurs (pouvant être représentés par des
matrices multidimensionnelles) sous la forme de matrices, pouvant s’assimiler à une
sorte d’aplatissement des tenseurs. Par exemple, dans le cas des 3-qubits, si on définit
|ϕ〉 ∈ H⊗3 = C2 ⊗ C2 ⊗ C2 ayant les coordonnées

ϕijk = 〈ijk|ϕ〉 , (7.12)

alors les 3 possibles 1-flattenings s’expriment comme suit :

F1(|ϕ〉) = (ϕijk)i,jk, F2(|ϕ〉) = (ϕijk)j,ik, F3(|ϕ〉) = (ϕijk)k,ij . (7.13)

Les rangs de ces flattenings forment un vecteur appelé le rang multilinéaire. Aucun
flattening ne peut avoir de rang égal à 0, compte tenu du fait que cela n’arrive que si
|ϕ〉 = 0 et que |ϕ〉 est un vecteur de norme 1. Si le rang multilinéaire est égal à (1, 1, 1),
alors |ϕ〉 est séparable (Proposition 7.4.1). De même, un état de classe biséparable (A-
BC) aura un rang multilinéaire de (1,2,2) (à une permutation des qubits près). Enfin, si
le rang multilinéaire est (2, 2, 2), alors l’état est SLOCC équivalent soit à l’état |GHZ〉,
soit à l’état |W 〉 [191, 135].
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De ce fait, une manière de déterminer si un état est séparable est de calculer la forme
compacte de la SVD (singular value decomposition) de chaque 1-flattenings. Il existe
alors déjà des méthodes pour déterminer si un état est séparable ou non. Nous désirons
mettre en évidence que les réseaux de neurones artificiels constituent également un outil
pour détecter la séparabilité, et donc l’intrication d’un état ou d’un tenseur en entrée.

Génération des états séparables

On génère de manière uniforme des échantillons de l’ensemble des états séparables
en générant uniformément des points sur un produit de sphères via l’application de
Segre

SH × · · · × SH → SH⊗n , (7.14)

où SH désigne les états de normalisés de H, et de même pour SH⊗n. La notation
adoptée en Équation 7.14 diffère de celle introduite en Équation 2.7 pour insister sur
la condition de normalisation imposée sur chaque qubit. On génère alors uniformément
n points sur la sphère, et réalise le produit tensoriel de ces états pour former un état
séparable. La classe correspondant aux états séparables est labellisée ‘0’, et représente
50% des données d’entrâınement. L’autre moitié de ces données correspond à la classe
des états intriqués, labellisée ‘1’, et est construire en générant aléatoirement des tenseurs
de rang supérieur ou égal à 1, en sommant des états séparables aléatoires (et donc
de rang 1). En se basant sur la Proposition 7.4.1, il est possible de s’aider du rang
multilinéaire afin de certifier la validité des données d’entrâınement générées, et de
supprimer un éventuel bruit dans ces données. Afin d’illustrer notre méthode, nous
présentons à présent comment nous entrâınons les réseaux de neurones pour réaliser
cette tâche.

Architecture pour les états séparables

On rappelle que l’ensemble des états séparables se définit comme le lieu des zéros
des 2 par 2 mineurs des 1-flattenings, et est donc défini par un ensemble de polynômes
homogènes de degré 2. Dans le cas 2 × 2, il n’y a qu’une seule équation définissant
les états séparables, qui est le déterminant 2× 2. Pour des dimensions supérieures, un
certain nombre d’équations de degré 2 définissent la variété de Segre. Pour choisir le
nombre d’équations, nous prenons (au minimum) la codimension de la variété de Segre
dans l’espace projectif.

Pour chaque équation quadratique, nous utilisons notre critère (voir Proposi-
tion 7.3.3) afin de déterminer le nombre de neurones nécessaire et ainsi dimension-
ner les réseaux hybrides. Dans certains cas, nous choisissons d’ajouter des neurones
supplémentaires dans la première couche (avec une fonction d’activation quadratique)
pour faciliter le processus d’apprentissage. Comme expliqué précédemment, la seconde
couche contient uniquement des neurones avec fonction d’activation LeakyReLU. La
dernière couche contiendra uniquement un seul neurone, avec une fonction d’activation
Sigmöıde dans ce cas, du fait de la nature binaire du problème de classification.

Nos avons également implémenté des réseaux de neurones ne faisant apparâıtre
que des fonctions d’activation LeakyReLU (sauf pour la couche de sortie). Pour tous
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les cas considérés, nous avons utilisé la même architecture de réseau, composée de
4 premières couches et une couche de sortie. Nous avons choisi d’implémenter une
structure décroissante pour le réseau, avec 100 neurones pour la première couche, 50
pour la seconde, 25 pour la troisième et 16 pour la dernière. La couche de sortie est la
même que celle des réseaux hybrides.

Nous nous proposons à présent de présenter les résultats et performances d’appren-
tissage.

Résultats

Dans la Table 7.2 nous présentons les résultats pour les cas 2× 2, 2× 2× 2, 2×4 et
3 × 3 × 3 en utilisant les réseaux hybrides. Dans les cas 2 × 2, 2 × 2 × 2 et 3 × 3 × 3,
nous avons utilisé un ensemble de données d’entrâınement de taille 56200, un ensemble
de validation de taille 12800 et un ensemble de test de taille 32000. Dans le cas 2×4,
nous avons uniquement doublé la taille de l’ensemble d’entrâınement (même taille pour
l’ensemble de test). Nous atteignons une précision moyenne de 93% pour les ensembles
de test pour le problème de classification des états séparables et intriqués.

Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2 (4,4,1) 96.65% 96.60% 96.63% 0.092

2× 2× 2 (21,8,1) 94.57% 94.06% 94.44% 0.15
2×4 (1188,8,1) 91.72% 91.60% 91.33% 0.26

3× 3× 3 (332,12,1) 94.68% 92.89% 92.94% 0.15

Table 7.2 – Architectures des réseaux hybrides et pourcentages de précision pour
chaque taille de système quantique, pour le problème de séparabilité.

Nous avons également utilisé les réseaux de type LeakyReLU afin d’étudier les
mêmes cas que pour les réseaux hybrides, en ajoutant le cas 2×5. Les résultats sont
regroupés en Table 7.3. Dans les cas 2× 2 et 2× 2× 2, nous avons utilisé un ensemble
d’entrainement de taille 102400, un ensemble de validation de taille 25600 et un en-
semble de test de 32000. Dans les cas 2×4, 2×5 et 3 × 3 × 3, nous avons utilisé un
ensemble d’entrâınement de taille 502600, un ensemble de validation de taille 55600 et
un ensemble de test de 32000. Nous atteignons une précision moyenne de 98% pour les
ensembles de test pour le problème de classification des états séparables et intriqués.

Complexité et efficacité

Ces résultats montrent qu’un réseau de neurone artificiel peut être entrâıné afin de
distinguer les états séparables des états intriqués pour les états purs. Du point de vue
de la géométrie algébrique, déterminer si un tenseur appartient à la variété de Segre
c’est déterminer s’il est de rang 1, et cette tâche peut être réalisée à l’aide d’une forme
tronquée de la SVD sur chaque flattening. La complexité associée au calcul de la valeur
singulière d’une matrice m×n est en O(mnmin{m,n}). Ceci est à peu près min{m,n}
fois la complexité associée à la lecture de la matrice. Calculer les valeurs singulières du
i-flattening d’un tenseur de taille n1 × · · · × nt a une complexité en
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Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2 (100,50,25,16,1) 98.92% 98.78% 98.83% 0.043

2× 2× 2 (100,50,25,16,1) 97.80% 97.42% 97.55% 0.074
2×4 (100,50,25,16,1) 99.62% 99.50% 99.53% 0.016
2×5 (100,50,25,16,1) 98.83% 98.55% 98.55% 0.037

3× 3× 3 (100,50,25,16,1) 98.55% 98.01% 97.92% 0.051

Table 7.3 – Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentages de précision pour
chaque taille de système quantique, pour le problème de séparabilité.

O
(
ni(

n1 · · ·nt
ni

) min{ni, (
n1 · · ·nt
ni

)}
)

= O
(

(n1 · · ·nt) min{ni, (
n1 · · ·nt
ni

)

)
. (7.15)

Pour les cas “équilibrés” où 2ni ≤
∑

i ni, cette complexité est au plus

O ((n1 · · ·nt)ni) , (7.16)

ce qui est environ ni fois la complexité de lire le tenseur. Calculer toutes les valeurs
singulières d’un tenseur (de manière näıve, sans lier les résultats d’un calcul avec un
autre), implique une complexité de l’ordre de O ((n1 · · ·nt)(

∑
i ni)).

D’autre part, le coût d’évaluation d’un réseau de neurones entrâıné est égal au
coût de la propagation du signal de l’entrée à la sortie du réseau, ce qui requiert le
calcul de toutes les sommes pondérées (ce qui est équivalent à calculer des produits
matriciels) et l’évaluation des fonctions d’activation, et ce pour chaque neurone. La
complexité de ce calcul dépendra en effet de l’architecture du réseau de neurones. Si on
pose l le nombre de couches (sans compter la couche d’entrée), et par m1,m2, . . . ,ml le
nombre de neurones pour chaque couche, alors on a une complexité environ de l’ordre
de O((n1 · · ·nt)m1 +m1m2 + · · ·+ml−1ml).

Ceci indique que plus la dimension de l’espace augmente, plus de le coût d’évaluation
d’un réseau de neurone déjà entrâıné devrait être inférieur au coût du calcul de SVD
de flattenings. Même si le coût lié à l’entrâınement du réseau de neurone ne peut être
négligé, cette étape ne sera réalisée qu’une seule fois, et le réseau issu de l’entrâınement
peut être utilisé pour être évalué sur un jeu de tests conséquent. De plus, lorsque le rang
devient supérieur à la dimension de chacun des facteurs, il existe très peu de méthodes
pratiques pour déterminer le rang, et des réseaux de neurones artificiels vu comme des
classifieurs pourraient apporter une aide intéressante.

7.4.3 Détecter des états dégénérés

Nous rappelons tout d’abord (un résultat d’algébre linéaire) qu’une matrice A ∈
Rm×n est dite dégénérée si et seulement une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

1. Il existe deux vecteurs non-nuls u ∈ Rm et v ∈ Rn tels que u>Ax = 0 pour tout
x ∈ Rn, et y>Av = 0 pour tout y ∈ Rm,

2. Dans le cas où m = n, le déterminant s’annule : det(A) = 0,
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3. À une élimination de Gauss près, A a une colonne nulle et une ligne nulle.

Ces conditions se généralisent aussi pour les tenseurs, on peut se référer à [106].
Un état |ϕ〉 ∈ H⊗n sera dit dégénéré si et seulement une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. Il existe un état pur x = |x1〉 ⊗ · · · ⊗ |xn〉 ∈ H⊗n telle que la contraction suivante
vérifie

(〈x1| ⊗ · · · ⊗ 〈xi−1| ⊗ 〈hi| ⊗ 〈xi+1| ⊗ · · · ⊗ 〈xn|) |ϕ〉 = 0 ,

pour tout i et pour tout |hi〉 ∈ H,

2. L’hyperdéterminant s’annule : Det(A) = 0, où A où A est l’hypermatrice satisfai-
sant AI = 〈I|ϕ〉,

3. À une action SLOCC près, les coordonnées ϕI = 0 pour tout I de distance de
Hamming ≤ 1 par rapport à (00 · · · 0) (voir Figure 7.9).

Figure 7.9 – Représentation d’un exemple de base, pour la troisième condition, pour
un état dégénéré à 3-qutrits. Les étoiles bleues peuvent prendre n’importe quelle valeur.

Comme évoqué tout au long de cette thèse, l’hyperdéterminant est un polynôme per-
mettant de caractériser l’intrication, et peut aussi la quantifier d’une certaine manière.
Alors que c’est aussi un polynôme permettant de tester la dégénérescence des tenseurs,
il est de très haut degré et il est rarement possible de le calculer explicitement, à part
pour les cas les plus simples. Ceci est notamment le cas des 3-qubits et 4-qubits, et
récemment, et pour les hyperdéterminants issus de E8 [139] (voir Section 6.3).

Nous voulons démontrer qu’il est toujours possible d’apprendre à reconnâıtre les
états dégénérés même dans les cas où une expression ou une méthode d’évaluation de
l’hyperdéterminant n’est pas explicitement connue.

Génération des états dégénérés

La description des états dégénérés sous l’équivalence SLOCC fournit une manière
d’échantilloner l’ensemble des états dégénérés. Nous prenons un état aléatoire |ϕ〉 dont
les coordonnées ϕI = 0 pour tout I de distance de Hamming ≤ 1 par rapport à
(00 · · · 0), et nous re-normalisons l’état, puis lui appliquons un élément aléatoire du
groupe SLOCC. Les états dégénérés forment la moitié de l’ensemble des données d’en-
trâınement, et sont labellisés comme étant la classe ‘0’.
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D’autre part, nous générons des états aléatoires de H⊗n pour construire la seconde
partie de l’ensemble d’entrâınement, correspondant, avec une haute probabilité, aux
états non-dégénérés, et sont labellisés comme étant la classe ‘1’. En effet, par “haute
probabilité” nous entendons le fait que, pour les nombres réels, l’ensemble des états
dégénérés a une codimension au moins égale à 1 dans l’espace ambiant Rdn . De ce
fait, la probabilité qu’un tenseur choisit aléatoirement dans Rdn appartienne aux états
dégénérés est (quasi) nulle. Même si nous utilisons une précision décimale de l’ordre
du float, on peut fortement espérer que cette probabilité reste quasi-nulle dans le cas
discret.

Néanmoins, lorsqu’une méthode analytique pour l’évaluation de l’hyperdéterminant
existe, nous l’utilisons pour retirer tout le bruit possible dans l’ensemble d’entrâınement
(notamment retirer tous les états aléatoires n’étant pas des états non-dégénérés pour la
classe ‘1’).

Architecture pour les états dégénérés

L’hyperdéterminant 2×n est un polynôme homogène, dont le degré est égal à
4, 24, 128 respectivement pour n = 3, 4, 5 et son degré est de 36 pour le cas 3 × 3 × 3
(voir [106] pour des expressions concrètes).

Dans le cas 2 × 2 × 2, la première couche du réseau hybride devra contenir au
moins d1

8

(
4+8−1

4

)
e = 42 neurones avec une fonction d’activation x 7→ x4. Nous choi-

sissons d’implémenter 60 neurones pour la première couche pour le cas des 3-qubits.
Dans les deux autres cas, le nombre de neurones nécessaires est trop élevé pour espérer
une implémentation efficace via Keras. Il pourrait tout de même être possible d’uti-
liser moins de neurones pour approximer l’hyperdéterminant en utilisant les réseaux
hybrides, et même si la précision ne serait pas parfaite est qu’elle atteint par exemple
60% à l’apprentissage, il serait possible d’utiliser l’idée développée en Section 7.5 pour
avoir une meilleure précision globale lors de la prédiction. Une autre possibilité serait
d’utiliser le Standard Ensemble Learning (aussi connu sous le nom de bagging), et en-
trâıner différents neurones afin de construire un comité qui pourra répondre avec une
meilleure précision pour la détection d’état dégénérés. Une des limitations de notre ap-
proche par réseaux hybrides et le Théorème de AH réside donc dans l’impossibilité de
construire en pratique le réseau lorsque le nombre de neurones de la première couche
est élevé (ce qui implique un haut degré et/ou un grand nombre de variables d’entrées).

La seconde possibilité est d’utiliser des réseaux LeakyReLU, comme cela a été fait
pour la classification des états séparables et intriqués (voir Section 7.4.2). Nous utilisons
aussi la même structure décroissante avec quatre couches, sauf dans le cas des 4-qubits,
où nous doublons le nombre de neurones dans les trois premières couches.

Dans le cas 2 × 2, les états non-dégénérés sont en fait les états non-séparables. Ce
cas est donc déjà résolu par le classifieur de séparabilité pour le cas 2 × 2 présenté en
Section 7.4.2.
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Résultats et discussions

Dans la Table 7.4 nous présentons les résultats pour le cas 2× 2× 2 pour le réseau
hybride. Nous avons utilisé un ensemble d’entrâınement de taille 202600, un ensemble
de validation de taille 25600 et un ensemble de test de 32000. Nous avons atteint un
pourcentage de 92% de bonne classification pour l’ensemble de test.

Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2× 2 (60,10,1) 92.49% 92.18% 92.09% 0.1837

Table 7.4 – Architectures des réseaux hybrides et pourcentages de précision pour
chaque taille de système quantiques, pour le problème de classification des états
dégénérés et non-dégénérés.

En Table 7.5 nous présentons les résultats pour les 2× 2× 2, 2×4, 2×5, et 3× 3× 3
avec des réseaux LeakyReLU. Dans le cas 2 × 2 × 2, nous avons utilisé un ensemble
d’entrâınement de taille 502600, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble
de test de 32000. Dans les cas 2×4 et 2×5, nous avons utilisé un ensemble d’entrâınement
de taille 252400, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble de test de
52000. Dans le cas 3 × 3 × 3, nous avons utilisé un ensemble d’entrâınement de taille
352400, un ensemble de validation de taille 55600 et un ensemble de test de 52000. Nous
atteignons une précision moyenne de 96% pour les ensembles de test pour le problème
de classification des états dégénérés.

Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2× 2 (100,50,25,16,1) 93.44% 92.53% 92.74% 0.1629

2×4 (200,100,50,16,1) 99.50% 95.95% 95.94% 0.01791
2×5 (100,50,25,16,1) 99.95% 98.74% 98.83% 0.001533

3× 3× 3 (100,50,25,16,1) 98.18% 96.78% 96.83% 0.04770

Table 7.5 – Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentages de précision pour
chaque taille de système quantiques, pour le problème de classification des états
dégénérés et non-dégénérés.

Les résultats obtenus sont assez intéressants, notamment dans le cas des 5-qubits.
En effet, comme mentionné précédemment, il n’existe pas d’expression explicite de
l’hyperdéterminant de taille 2×5, principalement à cause des complications en termes de
calcul. Le réseau de neurone montre des pourcentages de précision intéressants lorsqu’ils
sont évalués sur les ensembles de tests. Ceci implique que nous pouvons déterminer avec
une assurance assez forte si un tenseur généré de la même manière que nos ensembles de
données est dégénéré ou non, ce qui est équivalent à déterminer si l’hyperdéterminant
s’annule ou non.

Dans le contexte d’une caractérisation qualitative de l’intrication, il est suffisant de
savoir si l’hyperdéterminant s’annule ou non, la valeur en elle même n’est pas utile. De
ce fait, nous proposons alors une méthode originale pour l’évaluation de la nullité de
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l’hyperdéterminant pour des tenseurs réels de taille 2×5. Nous utilisons cette méthode
pour étudier l’intrication de certains états à 5-qubits générés de manière différente en
Section 7.5.3.

7.4.4 Classification du rang et rang de bord

Nous rappelons qu’un état |ϕ〉 ∈ H⊗n est dit de rang ≤ R s’il existe une expression
de cet état telle que |ϕ〉 =

∑R
r=1 λi|ϕi〉 avec λi ∈ H et |ϕi〉 ∈ H⊗n [57]. Il est connu

que lorsque n > 2 le rang n’est pas une condition fermée, et n’est pas semi-continu.
Le premier exemple est celui des 3-qubits, où l’état |W 〉 est de rang, et appartient à
la fermeture de l’orbite générique de |GHZ〉, qui lui est de rang 2 [135] (voir Section
2.1.6).

Dans un autre contexte, Bini définit la notion de rang de bord (voir Section 2.1.6)
pour retrouver la prioriété de semi-continuité. On rappelle qu’un état |ϕ〉 ∈ H⊗n est de
rang de bord ≤ R s’il existe une famille d’états de rang R {|ϕε〉 | ε > 0} et limε→0 |ϕε〉 =
|ϕ〉. De manière équivalente, l’ensemble des états de rang de bord ≤ R, noté σR (pour
la variété des sécantes d’ordre R) est la fermeture de Zariski des états de rang ≤ R.

Par construction, lorsque H = Cd, nous avons la châıne

σ1 ( σ2 ( · · · ( σg = H⊗n , (7.17)

qui se termine à H⊗n, car l’ensemble des états séparable est linéairement non-
dégénéré dans H⊗n. Le plus petit entier g pour lequel la variété des sécantes σg = H⊗n
remplit l’espace est appelé le rang générique. Par un calcul de dimensions on obtient la
valeur attendue du rang générique, notée e, qui est :

e =

⌈
dn

n(d− 1) + 1

⌉
. (7.18)

Le seul cas connu pour lequel des tenseurs de taille d×n ont un rang générique qui
diffère du rang générique attendu est le cas d = 3, n = 3, ce qui correspond aux états à
3-qutrits, pour lesquels le rang générique est 5 au lieu de 4. Dans le cas d = 2, n = 4 qui
correspond aux 4-qubits, le rang générique est bien celui attendu, qui est de 4, même
s’il est connu que l’ensemble des tenseurs de rang 3 est défectif (la dimension n’est pas
celle attendue). Il est conjecturé que ces deux cas sont les seuls [24, 2, 69].

Soit σ◦s la variété des états de rang égal exactement à s. Lorsque H = Rd, il peut
exister plus d’un ensemble semi-algébrique σ◦s qui est de dimension maximale. On utilise
alors l’appellation de typical ranks, ou rang typiques. En posant µ une probabilité de
mesure sur H⊗n, alors la mesure de σ◦s représente la probabilité qu’un état aléatoire ait
un rang égal à s.

Nous nous proposons d’illustrer la situation des rangs typiques pour les tenseurs
réels à travers un exemple tiré de [82].

Exemple 15. Nous nous plaçons dans le cas n = 3, d = 2 des 3-qubits réels, pour
lequel les rangs 2 et 3 sont tout deux des rangs typiques. L’hyperdéterminant 2× 2× 2
de Cayley Det222 sépare R2×2×2 en plusieurs régions de rang typique constant.
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Nous construisons un ensemble d’échantillons de tenseurs réels de rang au plus égal
à 3 comme suit. Nous construisons des états de rang 1 par produit tensoriel de trois vec-
teurs dont les entrées sont uniformément distribuées [−.5, .5], puis nous renormalisons.
Nous prenons ensuite la somme de 3 de ces vecteurs de rang 1 et nous renormalisons
à nouveau. Pour une telle distribution de tenseurs, nous obtenons les fréquences sui-
vantes :

1. avec une fréquence approximative de 86.6% Det222(ϕ) > 0, qui dans ce cas cor-
respond à un R-rang de 2,

2. avec une fréquence approximative de 13.4% Det222(ϕ) < 0, qui dans ce cas cor-
respond à un R-rang de 3,

3. avec une fréquence de 0% Det222(ϕ) = 0, où dans ce cas le R-rang peut être de 0,
1, 2 ou 3. ♦

Construction des réseaux et des tenseurs

Dans la construction des classifieurs pour le problème du rang, nous distinguons deux
problèmes de classification : pour le cas des 3-qubits, nous nous intéressons uniquement
à la classification du rang exact ; pour les autres cas, nous cherchons à classifier le rang
de bord des états en entrée.

Ces problèmes de classification sont des problèmes multi-classes, contrairement aux
deux problèmes de classification binaires présentés précédemment. Le nombre de classes
correspond au nombre de rangs possibles, et la couche de sortie possédera alors le
nombre de neurones correspondant au nombre de classes. Comme un tenseur n’a qu’une
valeur unique de rang, alors chaque état en entrée n’appartiendra qu’à une unique
classe (représentant une valeur de rang ou de rang de bord précise), et donc on ne
pourra cumuler l’appartenance à plusieurs classes, et ceci déterminera aussi la fonction
d’activation à choisir pour la couche de sortie (fonction d’activation SoftMax ici).

Dans le cas 2 × 2 × 2, nous entrâınons les réseaux de neurones pour reconnâıtre le
rang exact des tenseurs. En effet, pour construire la base de données d’entrâınement,
nous générons alors des tenseurs de rang 1 comme cela a été fait pour la variété de
Segre. Nous générons des tenseurs SLOCC équivalents aux états biséparable et |GHZ〉
pour constituer les états de rang 2. Nous générons des tenseurs SLOCC équivalents à
l’état |W 〉 pour les tenseurs de rang 3, conformément à la classification des 3-qubits.
Nous avons également pris en compte les spécificités liées au cas des tenseurs réels,
plus précisément le rang typique (voir Exemple 15) et nous avons utilisé le signe de
l’hyperdéterminant Det222 afin de générer des tenseurs de rang 2 et 3, à partir de la
somme de 3 tenseurs aléatoires de rang 1.

Dans les cas 2×4 et 2×5, nous générons les tenseurs de chaque classe ‘k’ en prenant
la somme de k + 1 tenseurs de rang 1 (puis en renormalisant). La classe ‘0’ correspond
aux tenseurs de rang 1, alors que la classe ‘r’ correspond aux tenseurs avec un rang de
bord r+ 1. L’ensemble des données d’entrâınement est subdivisé de manière équilibrée,
de telle sorte que nous avons le même nombre d’échantillons pour chaque classe. Dans
le cas 2×4, nous générons des tenseurs jusqu’à un rang de bord de 4, et pour le cas 2×5

jusqu’à un rang de bord de 5. En utilisant cette manière de générer les états de chaque
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classe, nous introduisons du bruit dans les données, et plus particulièrement dans le cas
réel (comparé au cas complexe), comme suggéré dans l’Exemple 15, où la somme de 3
tenseurs aléatoires de rang 1 donne le plus souvent un tenseur de rang 2 (et donc de
rang de bord 2).

Résultats et génération des tenseurs

Dans la Table 7.6 nous présentons les résultats pour le problème de classification
du rang pour les états à 3-qubits avec les réseaux de neurones hybrides. Nous utilisons
une base de données d’entrâınement de taille 102400, une base de validation de taille
102400 et une base de test de taille 32000. Nous atteignons une fiabilité de 87% pour
l’ensemble des données de test.

Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2× 2 (169,25,3) 88.19% 88.03% 87.95% 0.3028

Table 7.6 – Architectures des réseaux hybrides et pourcentage de fiabilité pour les
systèmes à 3-qubits, pour le problème de classification du rang.

Dans la Table 7.7 nous présentons les résultats pour classification du rang pour le
cas 2× 2× 2, et pour la classification du rang de bord pour les cas 2×4 et 2×5, à l’aide
de réseaux de neurones LeakyReLU. Pour le cas 2 × 2 × 2, nous utilisons une base de
données d’entrâınement de taille 502500, une base de validation de taille 55600 et une
base de test de taille 52000. Pour les cas 2×4 et 2×5, nous utilisons respectivement une
base de données d’entrâınement de taille 502400 et 802400, une base de validation de
taille 55600 et une base de test de taille 52000.

Système Architecture Entrâınement Validation Test Erreur
2× 2× 2 (200,100,50,25,3) 94.19% 94.07% 93.79% 0.1674

2×4 (200,100,50,25,3) 85.49% 84.45% 84.47% 0.3144
2×5 (200,100,50,25,3) 81.39% 79.88% 79.77% 0.4230

Table 7.7 – Architectures des réseaux LeakyReLU et pourcentage de fiabilité pour
chaque taille de système, pour le problème de classification du rang et du rang de bord.

Nous observons que, même en présence de bruit dans les données, le réseau de
neurones est tout de même capable d’apprendre et de prédire le rang de bord des états
avec une fiabilité plus ou moins intéressant (84% pour les 4-qubits, 80% pour les 5-
qubits) pour les données de test générées selon le même processus. Les résultats peuvent
ne pas être aussi élevés pour des états extérieurs non générés selon le même processus.
Néanmoins, les réseaux peuvent tout de même produire des résultats intéressants pour
certains états quantiques (voir Section 7.5.3 pour un exemple avec l’état |W 〉). Cette
manière de générer les tenseurs réels d’un certain rang de bord constitue une des pistes
d’amélioration de notre travail proposée en Section 7.6.

7.5 Étude de cas – Prédictions et classification
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7.5.1 Prédictions pour un état quantique

Tout au long de ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’intrication du point de
vue qualitatif. Les propriétés de séparabilité, dégénérescence et la notion de rang sont
invariants par action du groupe SLOCC [135]. Par conséquent, nos classifieurs doivent
théoriquement répondre la même chose pour des états SLOCC équivalents.

Cependant, la fiabilité de nos classifieurs, issus d’un entrâınement de réseau de neu-
rones, n’est jamais de 100%, et de ce fait, la probabilité de ne pas classifier correctement
un état en entrée est non nulle, ce qui donne peu de poids à une unique évaluation du
réseau pour déterminer la classe. Afin de significativement réduire la proportion d’erreur
dans la classification d’un état donné, nous proposons de générer un ensemble d’états
SLOCC équivalents à notre état donné, et d’observer la réponse la plus fréquente donnée
par le réseau de neurone. Toutes les réponses peuvent être regroupées sur la forme d’un
histogramme, afin de fournir une représentation graphique de la distribution des sorties
du réseau de neurones.

7.5.2 Classification des 3-qubits

Le cas des 3-qubits est le premier cas historiquement à illustrer l’existence d’états
intriqués non-équivalents, à savoir les états |GHZ〉 et |W 〉 [87]. La classification des
3-qubits est rappelée en Section 2.2.2, et nous présentons en Table 2.1 les représentants
de chaque orbite. La connaissance du rang et de la nullité de l’hyperdéterminant permet
de distinguer les différentes classes d’intrication des systèmes purs à 3-qubits.

De ce fait, nos classifieurs développés en Section 7.4 peuvent être utilisés afin de
déterminer l’appartenance d’un état donné à une classe d’intrication pour les 3-qubits.
En effet, les états séparables peuvent être détectés à l’aide du classifieur binaire recon-
naissant les tenseurs de la variété de Segre, présenté en Section 7.4.2. Tous les états
SLOCC équivalents à l’état |GHZ〉 correspondent aux états non-dégénérés, et peuvent
alors être reconnus en utilisant le classifieur binaire pour les tenseurs de la variété
duale de la variété de Segre, présenté en Section 7.4.3. Enfin, pour distinguer les états
biséparables des états équivalents à |W 〉, nous exploitons l’information du rang des
tenseurs, en utilisant le classifieur de rang, présenté en Section 7.4.4, afin de distinguer
les tenseurs de rang 2 et de rang 3. Tous les résultats sont regroupés dans les Figures
7.10,7.11,7.12,7.13.

7.5.3 Intrication de systèmes à 5-qubits

Dans le cas des 5-qubits, comme aucune classification complète ou dépendant de pa-
ramètres n’est connue, différencier et distinguer différentes classes d’intrication est une
tâche très difficile. Quelques travaux présents dans la littérature ont cherché comment
caractériser l’intrication, en utilisant des filtres [208] ou des polynômes invariants [181].
Dans ces travaux, quatre états à 5-qubits sont étudiés, et nous les noterons |Φ1〉, |Φ2〉,
|Φ3〉, et |Φ4〉 (voir Équations 7.19, 7.20, 7.21, 7.22).

|Φ1〉 =
1√
2

(|00000〉+ |11111〉) , (7.19)
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Figure 7.10 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour l’état séparable |000〉 en entrée, pour les 3 classifieurs suivants (dans l’ordre, de
gauche à droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique de gauche montre
que l’état est bien séparble (classe ‘0’), en générant 1000 états SLOCC équivalents.
Le graphique du milieu montre que l’état est dégénéré (classe ‘0’), en générant 1000
états équivalents. Le graphique de droite montre que l’état est de rang 1 (classe ‘0’), en
générant 10000 états équivalents.
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Figure 7.11 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour l’état biséparable 1√

2
(|000〉+ |011〉) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants

(dans l’ordre, de gauche à droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique
de gauche montre que l’état est intriqué (classe ‘1’), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que l’état est dégénéré (classe ‘0’), en
générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que l’état est de rang 2
(classe ‘1’), en générant 10000 états équivalents.

|Φ2〉 =
1

2
(|11111〉+ |11100〉+ |00010〉+ |00001〉) , (7.20)

|Φ3〉 =
1√
6

(√
2|11111〉+ |11000〉+ |00100〉+ |00010〉+ |00001〉

)
, (7.21)

|Φ4〉 =
1

2
√

2

(√
3|11111〉+ |10000〉+ |01000〉+ |00100〉+ |00010〉+ |00001〉

)
. (7.22)

Ces états n’appartiennent pas à la même classe d’intrication, comme cela a été
montré dans [208, 181]. Cependant, nous pouvons toujours nous demander si ces états
sont dégénérés ou non, par exemple. Nous avons utilisé notre classifieur d’états dégénérés
pour les 5-qubits afin d’étudier cette question. Il en ressort que pour tous ces états, le
réseau de neurones répond la classe ‘0’, ce qui implique que ces états sont dégénérés,
et donc que l’hyperdéterminant s’annule. Les évaluations du réseaux de neurones sont
représentées en Figure 7.14.
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Figure 7.12 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour l’état |W 〉 = 1√

3
(|001〉+ |010〉+ |100〉) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants

(dans l’ordre, de gauche à droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique
de gauche montre que l’état est intriqué (classe ‘1’), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que l’état est dégénéré (classe ‘0’), en
générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que l’état est de rang 3
(classe ‘2’), en générant 10000 états équivalents.
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Figure 7.13 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction,
pour l’état |GHZ〉 = 1√

2
(|000〉+ |111〉) en entrée, pour les 3 classifieurs suivants (dans

l’ordre, de gauche à droite) : séparabilité, dégénérescence et rang. Le graphique de
gauche montre que l’état est intriqué (classe ‘1’), en générant 1000 états SLOCC
équivalents. Le graphique du milieu montre que l’état est non-dégénéré (classe ‘0’),
en générant 1000 états équivalents. Le graphique de droite montre que l’état est de
rang 2 (classe ‘1’), en générant 10000 états équivalents.

D’autre part, nous pouvons aussi proposer des états à 5-qubits non-dégénérés à l’aide
de notre classifieur. Par exemple, les états |δ1〉 et |δ2〉 (voir Équations 7.23 et 7.24) sont
non-dégénérés, et ceci est confirmé par les résultats des prédictions du classifieur. Ces
résultats sont présentés en Figure 7.15. La propriété de non-dégénérescence de ces états
peut aussi être confirmée à l’aide de l’étude des singularités des hypersurfaces associées
à ces deux états, comme cela est développé en Chapitre 5, et nous l’utilisons afin de
valider cet exemple.

|δ1〉 =
1√
14

(
|00000〉+

√
3|00011〉+ |00100〉+ |01000〉+ |01001〉+

√
2|01111〉+ |10001〉+ |10110〉+ |11000〉+ |11011〉+ |11101〉

)
,

(7.23)

|δ2〉 =
1√
11

(
|00000〉+ |00100〉+ |00111〉+ |01010〉 − |01101〉+

|10001〉+ |10011〉+ |10111〉 − |11000〉+ |11110〉
)
.

(7.24)
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Figure 7.14 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction du
classifieur d’états dégénérés pour les quatre états |Φ1〉, |Φ2〉, |Φ3〉 et |Φ4〉. Le graphique
en haut à gauche correspond à l’état |Φ1〉, celui en haut à droite à l’état |Φ2〉, et celui
en bas droite à l’état |Φ4〉. Sur les axes horizontaux, la classe ‘0’ représente les états
dégénérés, alors que la classe ‘1’ réfère aux états non-dégénérés. Dans ce cas, tous les
états sont dégénérés, et 10000 points SLOCC équivalents ont été générés pour chacun
des états |Φi〉.

Enfin, le classifieur du rang de bord développé pour les états à 5-qubits pour-
rait également servir à différencier certains états du point de vue de l’intrication.
À titre d’exemple, si on évalue le réseau de neurones avec en entrée l’état |W5〉 =

1√
5

(|00001〉+ |00010〉+ |00100〉+ |01000〉+ |10000〉) nous obtenons comme réponse la

plus fréquence la classe ‘1’ (voir Figure 7.16), ce qui correspond à la classe des tenseurs
de rang de bord 2, comme attendu.

Ces outils peuvent s’avérer utile en l’absence de l’expression exacte des polynômes
définissant les variétés, ou en absence d’outils pour la détermination du rang. Typique-
ment, dans le cas des 5 qubits, il n’est pas connu d’expression pour l’hyperdéterminant
mais nous pouvons néanmoins proposer une réponse (plus ou moins précise) de l’an-
nulation ou non de l’hyperdéterminant pour certains tenseurs. De même, comme ob-
servé pour l’état |W5〉, nos outils peuvent aider à estimer le rang de bord de certains
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Figure 7.15 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction du
classifieur d’état dégénérés pour les états |δ1〉 et |δ2〉. Le graphique de gauche concerne à
l’état |δ1〉, et celui de droite à l’état |δ2〉. Sur les axes horizontaux, la classe ‘0’ représente
les états dégénérés, alors que la classe ‘1’ réfère aux états non-dégénérés. Dans ce cas,
les états sont non-dégénérés, et 10000 points SLOCC équivalents ont été générés pour
chacun des états.
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Figure 7.16 – Représentation sous forme d’histogramme des résultats de prédiction
du classifieur de rang de bord pour l’état |W5〉. L’histogramme montre que la réponse
la plus obtenue est un rang de bord égal à 2 (classe ‘1’), avec 10000 points SLOCC
équivalents générés.

tenseurs. Nous espérons, en les construisant selon la même approche, que ces outils
puissent également être utiles en dimensions supérieures, là où les problèmes considérés
sont d’autant plus difficiles à résoudre.
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7.6 Perspectives

Dans cette section nous proposons un certain nombre de pistes d’amélioration et de
perspectives pour le travail présenté dans ce chapitre.

7.6.1 Architecture hybride

Il pourrait être possible de pousser plus loin l’idée d’exploiter les PNN (polynomial
neural networks) pour modéliser des équations polynomiales et des variétés algébriques,
afin d’améliorer la structure actuelle des réseaux hybrides proposés en Section 7.3.6. En
effet, l’architecture actuelle est limitée par le fait que le nombre de neurones nécessaire
en première couche augmente très rapidement avec le degré et le nombre de variables.
Comme le nombre de variables en entrée varie exponentiellement quand le nombre de
qubits augmente, la limite peut vite être atteinte.

Une idée serait de choisir des fonctions d’activation utilisant des polynômes plus
complexes que de seulement élever à la puissance d la somme pondérée en entrée. Cela
pourrait éventuellement permettre d’ajouter un certain nombre de monômes en sortie,
sans pour autant augmenter le nombre de neurones. On cherchera alors aussi à établir un
résultat permettant de déterminer le nombre de neurones nécessaires dans la première
couche.

Il est aussi possible d’ajouter plusieurs couches de neurones à la fonction d’activation
d’élévation à un certain degré ou un polynôme plus complexe, comme discuté en Section
7.3.4, dans le cas où le degré du polynôme à modéliser se décompose en produit de
plusieurs entiers. Comme la limitation actuelle concerne la largeur du réseau, il peut
être judicieux d’envisager une déclinaison en profondeur de l’approche actuelle.

7.6.2 Génération des données

La qualité des données utilisées pour entrâıner un réseau de neurone est un critère
important dans la réussite du processus d’apprentissage. Nous pouvons encore améliorer
la manière dont on génère les états de certaines classes, et tenter d’uniformiser d’avan-
tage l’échantillonnage des tenseurs.

Dans le cas des tenseurs dégénérés, nous utilisons un tenseur vérifiant les conditions
ϕI = 0 comme expliqué en Section 7.4.3 puis appliquons des changements de base
locaux pour générer des états SLOCC équivalents et donc dégénérés également. Ceci ne
prend pas en compte toute la variété possible des états dégénérés, notamment car il est
possible d’avoir des zéros présents à d’autres endroits de l’hypermatrice représentant le
tenseur, et c’est un aspect que nous n’avions pas pris en compte lors de la génération des
états dégénérés. Ceci permettrait notamment d’améliorer les résultats des classifieurs
pour la variété duale, et de produire une réponse encore plus confirmée de la classe en
sortie du réseau.

Dans la question de génération de tenseurs d’un certain rang, ou rang de bord, la
sommation de tenseurs de rang aléatoires de rang 1 est une manière assez intuitive de
procéder, mais introduit un bruit non négligeable dans le cas réel notamment, comme
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discuté pour le cas des 3-qubits. Il faudra alors étudier différentes solutions pour avoir
un meilleur contrôle sur le rang ou le rang de bord effectif des états générés. Une
solution possible est de partir d’un ensemble d’états pour lesquels on connâıt le rang
ou le rang de bord, de par des travaux précédents par exemple, puis de générer des
états équivalents par opérateur SLOCC aléatoire. Cette méthode n’assurera pas une
uniformisation des échantillons pour un rang ou rang de bord donné, mais permettrait
une réduction considérable du bruit dans les données. Une solution envisageable est de
passer au cas complexe, afin de réduire ce phénomène lié au rang typique, et constitue
notamment la prochaine perspective présentée.

7.6.3 Tenseurs complexes

Nous avons utilisé dans ce travail uniquement des tenseurs aux coefficients réels pour
une première approche et une implémentation plus aisée. Une manière de poursuivre ce
travail serait de se déplacer vers le cas des complexes, plus proche du contexte d’étude
en théorie de l’information quantique. Cela permettrait également d’utiliser d’autres
résultats de géométrie algébrique concernant le rang des tenseurs complexes, comme
suggéré en sous-section précédente.

Il n’est pas évident que l’outil Keras puisse travailler directement avec des entrées
et poids complexes, et cela pourrait notamment poser problème durant la phase d’ap-
prentissage où les algorithmes d’optimisation et les méthodes de différentiation ne sont
peut être pas adaptés.

7.6.4 Dimensions plus élevées

Il pourrait être intéressant d’étudier dans quelle mesure notre approche actuelle
peut se généraliser aux dimensions supérieures, et quelles peuvent être les performances
pour les différents problèmes de classification.

Pouvoir décider rapidement de la séparabilité d’états purs à 20-qubits par exemple,
pourrait éventuellement s’avérer utile, et pourrait être comparé à la performance des
techniques actuelles de détection des tenseurs de rang 1. Aussi, la question d’évaluation
de la nullité de l’hyperdéterminant pour des tenseurs de taille importante pourrait
intéresser la communauté de la géométrie algébrique, compte tenu de la difficulté
d’établir une méthode d’évaluation ou d’expression de ce polynôme pour des dimen-
sions et degrés élevés. Enfin, dans l’éventualité où l’approche utilisée pour classifier le
rang est améliorée et contrôlée pour toute dimension, cela pourrait également permettre
une grande avancée sur la question, permettant éventuellement de déterminer le rang
de tenseurs liés au produit matriciel, ou de vérifier des conjectures sur le rang supposé
de certains tenseurs.

7.6.5 Réseaux de neurones convolutifs

Une évolution possible de ce travail est de considérer d’autres modèles de réseaux
de neurones pour résoudre les différents problèmes de classification considérés.
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Une solution possible est donnée par les réseaux de neurones convolutifs, majori-
tairement utilisés dans la littérature pour l’analyse d’images et la reconnaissance de
formes, car permettant de capturer des propriétés locales et de les combiner. Cela per-
mettrait notamment de pouvoir étudier localement un état, tout en tentant de garder
une information sur son aspect global de l’état, ce qui pourrait mieux mettre en évidence
l’intrication dans ces états.

7.6.6 Autres algorithmes de Machine Learning

D’autre part, il est possible d’envisager d’autres algorithmes supervisés pour ex-
ploiter notre possibilité de générer des tenseurs de certaines variétés algébriques liées
à la notion d’intrication. Des algorithmes tels que les Support Vector Machine ou les
Decision Trees peuvent être exploités avant de classifier et de séparer l’espace des ten-
seurs en différentes classes à partir des données d’apprentissage. Une interprétation du
problème d’apprentissage des variétés algébriques comme un problème de régression, au
lieu d’un problème de classification, pourrait également nous permettre de nous diriger
vers une autre direction à l’aide d’autres outils d’apprentissage supervisé.

Aussi, il est possible d’utiliser une approche non-supervisée afin de regrouper
les différents tenseurs par groupe. Il serait intéressant si les algorithmes de type K
plus proches voisins ou Analyse en Composantes Principales permettraient de faire
émerger naturellement des clusters ou groupes de tenseurs correspondant justement
aux différentes classes d’intrication, ou valeur de rang par exemple, puis de compa-
rer et d’évaluer ce regroupement à partir des données pour lesquelles nous avons une
classification correcte ou connue.

Enfin, l’approche d’apprentissage par renforcement ne semble peut être pas la plus
adaptée à notre problème de classification, mais on pourrait tout de même imagi-
ner un processus de classification par trial/errors, auquel on associerait une fonction
récompense permettant de guider la machine vers une classification correcte. Aussi,
cette approche peut être utilisée afin de construire des états maximalement intriqués,
en définissant la fonction gain comme une mesure de l’intrication ou de la non-localité
(entropie, polyômes de Mermin, hyperdéterminant ou invariants, mesure géométrique
de l’intrication, ...) et en permettant à la machine de réaliser diverses actions locales et
globales (portes à contrôles par exemple, Transformée de Fourier Quantque, etc.) sur
les états quantiques jusqu’à arriver à un potentiel état maximalement intriqué.
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Annexe A

Implémentations informatiques

Dans ce chapitre d’annexes, nous renseignons les différents algorithmes et codes
utilisés pour mener à bien les calculs nécessaires à l’établissement des résultats présentés
durant cette thèse. Ceci afin de permettre notamment la reproduction et la poursuite
de nos travaux. Nous présentons alors, lorsque cela est pertinent, les algorithmes utilisés
et nous renvoyons dans d’autres cas vers un répertoire en ligne (Github) permettant
d’avoir directement accès au code Java, Maple ou Python.

A.1 Classification des 3-qubits

Nous renvoyons le lecteur à la Section 2.2.2 pour un rappel de la classifi-
cation des 3-qubits. Nous présentons ci-dessous l’ensemble des polynômes cova-
riants et invariants, ainsi que l’algorithme, utilisé pour la classification des 3-
qubits. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation en langage Maple
au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/

classification%20de%20l’intrication/2x2x2.

Tout système à 3-qubits |ψ〉 ∈ H3 = C2⊗C2⊗C2 peut s’écrire dans la base canonique
sous la forme :

|Ψ〉 =
∑

i,j,k∈[[0,1]]

aijk |ijk〉, (A.1)

On rappelle qu’à chaque état à 3-qubits on peut associer une forme tri-linéaire que
l’on notera A :

A =
∑

i,j,k∈[[0,1]]

aijk · xiyjzk . (A.2)

On définit trois polynômes covariants Bx(x), By(y) et Bz(z), formes quadratiques,
comme suit :

Bx(x) = det

(
∂2A

∂yj∂zk

)
0≤j,k≤1

, (A.3)

By(y) = det

(
∂2A

∂xi∂zk

)
0≤i,k≤1

, (A.4)
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Bz(z) = det

(
∂2A

∂xi∂yj

)
0≤i,j≤1

. (A.5)

On définit également le covariant C(x, y, z) par :

C(x, y, z) =

∣∣∣∣ ∂A∂x0 ∂A
∂x1

∂Bx
∂x0

∂Bx
∂x1

∣∣∣∣ . (A.6)

Enfin, nous rappelons l’expression de l’hyperdéterminant de Cayley ∆222 :

∆222(|Ψ〉) = a2
000a

2
111 + a2

001a
2
110 + a2

010a
2
101 + a2

100a
2
011

−2a000a001a110a111 − 2a000a010a101a111 − 2a000a011a100a111

−2a001a010a101a110 − 2a001a011a110a100 − 2a010a011a101a100

+4a000a011a101a110 + 4a001a010a100a111 .

(A.7)

À l’aide de ces covariants et invariants, nous pouvons construire un vecteur V défini
dans l’Équation A.8. Lorsque la valeur du polynôme est non nulle, on la remplace par
la valeur 1 dans le vecteur d’évaluation. Ainsi, les éléments du vecteur V ne prendront
que des valeurs binaires.

V = [Bx, By, Bz, C,∆222] . (A.8)

Nous présentons à présent l’Algorithme 3 de classification des états à 3-qubits :

Algorithme 3 Classification3qubits [135]

Require: Y un vecteur de taille 8, représentant l’état à 3-qubit
Ensure: Classe d’intrication associée à Y

vectCov ← [Bx, By, Bz, C,∆222]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0, 0] then

retourner O1

else if eval = [0, 1, 0, 0, 0] then
retourner O2

else if eval = [1, 0, 0, 0, 0] then
retourner O3

else if eval = [0, 0, 1, 0, 0] then
retourner O4

else if eval = [1, 1, 1, 1, 0] then
retourner O5

else if eval = [1, 1, 1, 1, 1] then
retourner O6

end if

A.2 Classification des systèmes à 2× 2× 3

Nous renvoyons le lecteur à la Section 3.3.2 pour un rappel de la classification
des systèmes quantiques de taille 2 × 2 × 3, ainsi que vers [135] pour une définition
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des invariants et covariants. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/
tree/master/classification%20de%20l’intrication/3x2x2.

A.3 Classification des systèmes à 2× 3× 3

Nous renvoyons le lecteur à la Section 3.3.3 pour un rappel de la classification
des systèmes quantiques de taille 2 × 2 × 3, ainsi que vers [135] pour une définition
des invariants et covariants. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/
tree/master/classification%20de%20l’intrication/2x3x3

A.4 Classification des 4-qubits

Nous renvoyons le lecteur à la Section 2.2.2 pour un rappel de la classification des
4-qubits. Nous présentons ci-dessous les principaux polynômes invariants, ainsi que
les algorithmes, utilisés pour la classification des 4-qubits. Le lecteur pourra retrouver
un exemple d’implémentation ainsi que les fichiers contenant les covariants en lan-
gage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/
master/classification%20de%20l’intrication/2x2x2x2

A.4.1 Invariants et covariants des 4-qubits

Dans cette sous-section, nous définissons les polynômes invariants et covariants uti-
lisés pour implémenter les algorithmes de classification concernant les strates du cône
nilpotent et les familles des 4-qubits.

Tout d’abord, on rappelle que tout système à 4-qubits |ψ〉 ∈ H4 = C2⊗C2⊗C2⊗C2

peut s’écrire dans la base canonique sous la forme :

|Ψ〉 =
∑

i,j,k,l∈[[0,1]]

aijkl |ijkl〉, (A.9)

On rappelle qu’à chaque état à 4-qubits on peut associer une forme quadri-linéaire
que l’on notera A :

A =
∑

i,j,k,l∈[[0,1]]

aijkl · xiyjzktl . (A.10)

On peut également définir des polynômes invariants, sous l’action du groupe SLOCC,
permettant de différencier différentes classes d’équivalences. Il a été démontré que l’an-
neau des polynômes invariants pour les 4-qubits est généré à l’aide de quatre polynômes
invariants H, L, M , et Dxy [180], définis comme suit :

H = a0000a1111 − a1110a0001 − a0010a1101 + a1100a0011

−a0100a1011 + a1010a0101 + a0110a1001 − a1000a0111 ,
(A.11)
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L =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0000 a0010 a0001 a0011

a1000 a1010 a1001 a1011

a0100 a0110 a0101 a0111

a1100 a1110 a1101 a1111

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (A.12)

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0000 a0001 a0100 a0101

a1000 a1001 a1100 a1101

a0010 a0011 a0110 a0111

a1010 a1011 a1110 a1111

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (A.13)

N = −L−M, (A.14)

bxy = det
( ∂2A

∂zi∂tj

)
i,j∈[[0,1]]

= [x2
0, x0x1, x

2
1] Bxy

 y2
0

y0y1

y2
1

 . (A.15)

La matrice Bxy de taille 3× 3 est construite en identifiant les coefficients devant les
termes xixjykyl avec i, j, k, l ∈ [[0, 1]] dans la forme quadrique bx,y.

Dxy = − det(Bxy) . (A.16)

Il est également nécessaire d’introduire trois quartiques, dont les coefficients sont
définis à l’aide des invariants fondamentaux pour les 4-qubits,

Q1(|Ψ〉) = x4−2H ·x3y+ (H2 + 2L+ 4M) ·x2y2 + (4Dxy−4H(M +
1

2
L)) ·xy3 +L2 · y4,

(A.17)

Q2(|Ψ〉) = x4−2H ·x3y+(H2−4L−2M)·x2y2+(−2MH+4Dxy)·xy3+M2 ·y4, (A.18)

Q3(|Ψ〉) = x4−2H ·x3y+(H2 +2L−2M) ·x2y2− (2LH+2MH−4Dxy) ·xy3 +N2 ·y4 .
(A.19)

Nous définissons également deux polynômes invariants des quartiques, I2 et I3 définis
comme suit :

I2(Q1) = I2(Q2) = I2(Q3) =
4

3
L2 − 4

3
H2M +

4

3
LM +

4

3
M2 + 2HDxy +

1

12
H4 − 2

3
H2L,

(A.20)

I3(Q1) = I3(Q2) = I3(Q3) =
8

27
L3 − 1

216
H6 − 8

27
M3 − 1

6
DxyH3 +

4

3
HMDxy

−5

9
H2ML+

2

3
HLDxy − 2

9
H2L2 − 5

9
H2M2 −Dxy

2

+
4

9
L2M +

1

18
H4L+

1

9
H4M − 4

9
LM2 .

(A.21)

Les trois quartiques Q1, Q2 et Q3 définies précédemment ainsi que les deux po-
lynômes invariants I2 et I3 associés sont étroitement liés à l’hyperdéterminant des 4-
qubits. En effet, l’hyperdéterminant Det2222 de taille 2×2×2×2 peut être vu comme le
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discriminant d’une des quartiques Det2222 = ∆(Qi). D’autre part, l’hyperdéterminant
s’exprime aussi uniquement à partir des invariants, tel que Det2222 = I2

3 − 27I3
2

[180, 179].

Dans l’Algorithme 5 présenté en sous-section suivante, il est nécessaire de pou-
voir étudier la nature et la multiplicité des racines des quartiques pour différencier
les différentes familles de Verstraete et al.. On utilise alors deux polynômes covariants
supplémentaires, plus précisément la Hessienne et le Jacobien de la Hessienne pour une
quartique, définis comme suit :

Hess(Q) =

∣∣∣∣∣ ∂
2Q
∂x2

∂2Q
∂x∂y

∂2Q
∂y∂x

∂2Q
∂y2

∣∣∣∣∣ , (A.22)

T (Q) =

∣∣∣∣∣ ∂Q
∂x

∂Q
∂y

∂Hess(Q)
∂x

∂Hess(Q)
∂y

∣∣∣∣∣ . (A.23)

A.4.2 Algorithmes de classification

Les polynômes invariants et covariants liés aux états à 4-qubits, introduits à la
sous-section précédente, permettent de déterminer la classe d’intrication, ou la famille
d’orbites (la strate), correspondant à un registre quantique donné à 4-qubits. Dans cette
sous-section, nous présentons deux algorithmes proposés par Holweck et al. exploitant
ces polynômes afin de déterminer l’orbite sous SLOCC correspondant à un vecteur en
entrée.

Cône nilpotent

Nous renvoyons le lecteur à la Section 2.2.2 pour la définition du cône nilpotent, et
des covariants et vecteur d’évaluation utilisés dans l’algorithme. Dans l’Algorithme 4,
on reproduit [136] la procédure prenant en entrée un état à 4-qubit et retournant la
strate correspondante dans le cône nilpotent, ou une erreur si l’état n’est pas nilpotent.
On suppose fournie la fonction isInNullcone(Y ) permettant de savoir si l’état Y est
nilpotent ou pas (en vérifiant s’il annule tous les invariants, et pour cela il suffit de
vérifier qu’il annule les 4 invariants fondamentaux).
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Algorithme 4 NilpotentType [136]

Require: Y un vecteur de taille 16, représentant l’état à 4-qubit
Ensure: La strate du cône nilpotent N associée à Y

if isInNullcone(Y ) then
vectCov ← [A,PB, P

1
C , P

2
C , P

1
D, P

2
D, PF , PL]

eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] then

retourner Gr0

else if eval = [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] then
retourner Gr1

else if eval = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0] then
retourner Gr2

else if eval = [1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0] then
retourner Gr3

else if eval = [1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0] then
retourner Gr4

else if eval = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0] then
retourner Gr5

else if eval = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0] then
retourner Gr6

else if eval = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0] then
retourner Gr7

else if eval = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] then
retourner Gr8

end if
else

retourner ”Y n’appartient pas au cône nilpotent”
end if

Familles de Verstraete

Dans l’Algorithme 5, nous reproduisons [138] la procédure prenant en entrée un
état à 4-qubit et retournant la famille ou sous-famille de Verstraete et al.. L’algorithme
raisonne sur le nombre et la multiplicité des racines nulles et non-nulles des polynômes
quartiques afin de distinguer les différents cas, faisant appel aux invariants fondamen-
taux et à la matrice Hessienne et son jacobien notamment pour distinguer les configu-
rations de racines, évaluant ensuite différents vecteurs de covariants pour différencier
entre les différentes sous-familles.
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Algorithme 5 VerstraeteType [138]

Require: Y un vecteur de taille 16, représentant l’état à 4-qubit
Ensure: La famille de Verstraete et al. correspondante à Y

Hess1 ← Hess(Q1)
Hess2 ← Hess(Q2)
Hess3 ← Hess(Q3)
T1 ← T (Q1)
T2 ← T (Q2)
T3 ← T (Q3)

. Si l’état en entrée appartient au cône nilpotent
if isInNullcone(Y ) then

retourner NilpotentType(Y )
end if

. Les trois quartiques ont au moins une racine nulle
if L = 0 et M = 0 then

. Toutes les racines sont simples
if Dxy 6= 0 et Hyper 6= 0 then

retourner Gabc0

. Toutes les racines nulles sont simples, et il y a une racine double non-nulle
else if Dxy 6= 0 et Hyper = 0 then

vectCov ← [L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0] then

retourner Gaa(−2a)0

else
retourner L0b( b

2
)2

end if

. Toutes les racines nulles sont doubles
else if Dxy = 0 et H 6= 0 then

vectCov ← [G,G,H,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0] then

retourner G00cc

else if eval = [0, 1, 1, 0] then
retourner Laa02

else if eval = [0, 0, 1, 0] then
retourner L00c2

else if eval = [1, 1, 1, 0] then
retourner L02b2

else if eval = [1, 1, 1, 1] then
retourner La203⊕1

end if
end if
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. Seulement une des quartiques Qi a une racine nulle
. La quartique Q1 a une racine nulle

else if L = 0 and M 6= 0 then
. Q1 n’a que des racines simples

if Hyper 6= 0 then
retourner Gabc0

. Q1 a une racine nulle double et deux racines simples
else if Dxy = H ·M et H2 + 4M 6= 0 then

vectCov ← [K3,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gab00

else if eval = [1, 0] then
retourner Lab02

else if eval = [1, 1] then
retourner La2b2

end if

. Q1a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if Dxy 6= H ·M et T1 6= 0 ets T2 6= 0 then

vectCov ← [L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0] then

retourner Gabb0

else if eval = [1] then
retourner La0c2

end if

. Q1 a une racine triple nulle et une racine simple
else if Dxy = H ·M et H2 + 4M = 0 et Hess2= 0 then

vectCov ← [C,D,K5,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0] then

retourner Ga000

else if eval = [1, 0, 0, 0] then
retourner La002

else if eval = [1, 1, 1, 0] then
retourner L0b3

else if eval = [1, 1, 0, 0] then
retourner La2a2

else if eval = [1, 1, 1, 1] then
retourner La4

end if
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. Q1 a une racine triple non-nulle
else if Dxy 6= H ·M et I2 = 0 et Hyper = 0 then

vectCov ← [D,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gaaa0

else if eval = [1, 0] then
retourner L0bb2

else if eval = [1, 1] then
retourner La03

end if
end if

. La quartique Q2 a une racine nulle
else if M = 0 and L 6= 0 then

. Q2 n’a que des racines simples
if Hyper 6= 0 then

return Gabc0

. Q2 a une racine double nulle et deux racines simples
else if Dxy = 0 et H2 6= 4L then

vectCov ← [K3,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gab00

else if eval = [1, 0] then
retourner Lab02

else if eval = [1, 1] then
retourner La2b2

end if

. Q2 a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if Dxy 6= 0 et T1 6= 0 et T2 6= 0 then

vectCov ← [L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0] then

retourner Gabb0

else if eval = [1] then
retourner La0c2

end if
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. Q2 a une racine triple nulle et une racine simple
else if Dxy = 0 et H2 = 4L then

vectCov ← [C,D,K5,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0] then

retourner Ga000

else if eval = [1, 0, 0, 0] then
retourner La002

else if eval = [1, 1, 1, 0] then
retourner L0b3

else if eval = [1, 1, 0, 0] then
retourner La2a2

else if eval = [1, 1, 1, 1] then
retourner La4

end if

. Q2 a une racine triple non-nulle
else if Dxy 6= 0 et I2 = 0 et Hyper = 0 then

vectCov ← [D,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gaaa0

else if eval = [1, 0] then
retourner L0bb2

else if eval = [1, 1] then
retourner La03

end if
end if

. La quartique Q3 a une racine nulle
else if N = 0 et L 6= 0 et M 6= 0 then

. Q3 n’a que des racines simples
if Hyper 6= 0 then

retourner Gabc0

. Q3 a une racine double nulle et deux racines simples
else if Dxy = 0 et H2 6= 4M then

vectCov ← [K3,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gab00

else if eval = [1, 0] then
retourner Lab02

else if eval = [1, 1] then
retourner La2b2

end if
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. Q3 a une racine double non-nulle et deux racines simples
else if Dxy 6= 0 et T1 6= 0 et T2 6= 0 then

vectCov ← [L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0] then

retourner Gabb0

else if eval = [1] then
retourner La0c2

end if

. Q3 a une racine triple nulle et une racine simple
else if Dxy = 0 et H2 = 4M then

vectCov ← [C,D,K5,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0, 0, 0] then

retourner Ga000

else if eval = [1, 0, 0, 0] then
retourner La002

else if eval = [1, 1, 1, 0] then
retourner L0b3

else if eval = [1, 1, 0, 0] then
retourner La2a2

else if eval = [1, 1, 1, 1] then
retourner La4

end if

. Q3 a une racine triple non-nulle
else if Dxy 6= 0 et I2 = 0 et Hyper = 0 then

vectCov ← [D,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gaaa0

else if eval = [1, 0] then
retourner L0bb2

else if eval = [1, 1] then
retourner La03

end if
end if
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. Toutes les quartiques ont uniquement des racines non-nulles
else

. Toutes les racines sont simples
if Hyper 6= 0 then

retourner Gabcd

. Chaque quartique a une racine double et deux racines simples
else if T1 6= 0 et T2 6= 0 et T3 6= 0 et I2 6= 0 et I3 6= 0 then

vectCov ← [L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0] then

retourner Gabcc

else if eval = [1] then
retourner Labc2

end if

. Chaque quartique a une unique racine simple et une racine triple
else if I2 6= 0 et I3 6= 0 et Hess1 6= 0 then

vectCov ← [K5,L]
eval ← evaluer(vectCov,Y )
if eval = [0, 0] then

retourner Gabbb

else if eval = [1, 0] then
retourner Labb2

else if eval = [1, 1] then
retourner Lab3

end if

end if

end if

A.5 Invariants des état symétriques

Nous renvoyons le lecteur vers la Section 6.2 pour la définition des invariants as-
sociés aux état symétriques. Le lecteur pourra retrouver un exemple d’implémentation
de ces invariants en langage Maple au lien suivant : https://github.com/hjaffali/
annexes-these/tree/master/invariants%20%C3%A9tats%20sym%C3%A9triques

A.6 Algorithme de Grover

Nous présentons ici l’algorithme de Grover utilisé pour étudier l’intrication. Nous
implémentons l’opérateur de diffusion en réalisant une symétrie des amplitudes par
rapport à la moyenne, plutôt que d’utiliser la version matricielle, pour économiser des
ressources de calcul.
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Algorithme 6 GroverAlgorithm

Require: liste : liste des indices des éléments recherchés
Require: n : nombre de qubits
Require: m : nombre d’itérations de l’algorithme
Ensure: Y un vecteur de taille 2n représentant l’état à n-qubits, résultat de m

itérations de l’algorithme de Grover

Y ← V ector(2n, |+〉⊗n) . Initialisation du registre à l’état superposé
s ← size(liste) . Nombre d’éléments recherchés
for i from 1 to m do . Pour chaque itération de l’algorithme

for j from 1 to s do . Application de l’Oracle
Y [liste(j)]← −Y [liste(j)]

end for
moyenne ← mean(Y ) . Calcul de la valeur moyenne
for j from 1 to 2n do . Application de la Diffusion

Y [j]← 2·moyenne−Y [j]
end for

end for
retourner Y

A.7 Transformée de Fourier Quantique et États

périodiques

A.7.1 États périodiques

Nous présentons dans cette sous-section l’algorithme permettant de générer les états
périodiques comme définis en Equation 1.54.

Algorithme 7 GeneratePeriodicStates

Require: l : le shift de l’état périodique
Require: r : la période de l’état périodique
Require: n : nombre de qubits
Ensure: Y un vecteur de taille 2n représentant l’état périodique

∣∣Ψn
l,r

〉
à n-qubits

Q ← 2n

A ← dQ−l
r
e . Nombre d’états de base dans l’écriture

Y ← V ector(2n, 0) . Initialisation du registre à l’état nul
for i from 0 to A− 1 do . Pour chaque état figurant dans l’écriture

Y [l + i · r + 1]← 1
end for
Y ← Normalize(Y,EuclideanNorm) . Renormalisation
retourner Y
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A.7.2 Transformée de Fourier Quantique

Nous présentons dans cette sous-section un algorithme afin d’appliquer la Trans-
formée de Fourier Quantique à un état en entrée.

Algorithme 8 QuantumFourierTransform

Require: Y un vecteur de taille 2n représentant l’état à n-qubits
Require: n : nombre de qubits
Ensure: YTFQ un vecteur de taille 2n représentant l’état Y après application de la

TFQ

N ← 2n

ω ← e
2iπ
N . Racine n-ième de l’unité

TFQ ←Matrix([N,N ], 0) . Initialisation de la matrice
for i from 1 to N do . Pour chaque état figurant dans l’écriture

for j from 1 to N do
TFQ[i, j]← 1√

N
· ω(i−1)(j−1)

end for
end for
YTFQ ← TFQ · Y
retourner YTFQ

A.8 Algorithmes d’optimisation

Nous avons utilisé tout au long de la thèse des algorithmes d’optimisation (basés
gradient, ou des méta-heuristiques) afin de maximiser ou minimiser certaines quan-
tités (mesures ou polynômes) : l’algorithme de promenade aléatoire, la méthode du
gradient, et l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire. Ces optimisations sont
parfois contraintes par la relation de normalisation, et nous intégrons parfois directe-
ment cette contrainte dans l’algorithme d’optimisation. Le lecteur pourra trouver une
implémentation de ces algorithmes en Maple ou Java au lien suivant : https://github.
com/hjaffali/annexes-these/tree/master/optimisation%20num%C3%A9rique.

A.9 Polynômes de Mermin

Nous présentons les polynômes de Mermin, et la mesure associée de la non-localité
en Section 2.2.3. L’implémentation des polynômes de Mermin en Maple est accessible
via ce lien : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/polyn%

C3%B4mes%20de%20Mermin. Nous utilisons les algorithmes d’optimisation présentés en
section précédente pour optimiser les observables afin de maximiser la valeur des po-
lynômes. Nous séparons l’utilisation des polynômes du Mermin dans le cas de l’algo-
rithme de Grover (où le nombre de paramètres est réduit à 6) de celle dans le cas
général, cas où nous avons notamment cherché à évaluer ces polynômes pour les états
issus de la TFQ (où le nombre de paramètres est de 6n, avec n le nombre de qubits).
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A.10 Calcul des singularités des hypersurfaces

Nous rappelons qu’une méthode de détermination de la singularité simple d’un
hypersurface à partir de classification d’Arnold est présentée en Section 5.2. Un
exemple d’implémentation en Maple pour les 5-qubits est disponible au lien sui-
vant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/singularit%

C3%A9s%20des%20hypersurfaces.

A.11 Mesure géométrique de l’intrication

Nous définissons la mesure géométrique de l’intrication pour les systèmes à n-
qubits (et les états symétriques) en Section 2.2.3, et en Section 6.3.2 pour les états
fermioniques. Nous proposons une implémentation en Maple de ces mesures dans le
lien suivant : https://github.com/hjaffali/annexes-these/tree/master/mesure%
20g%C3%A9om%C3%A9trique%20de%20l’intrication. Les optimisations sont menées à
l’aide des algorithmes précédemment présentés.

A.12 Réseaux de neurones avec Keras

Nous présentons ci-dessous un exemple de code Python, utilisant la bibliothèque
Keras, pour entrainer et évaluer un réseau de neurone pour le problème de classification
des points sur/à l’extérieur de la variété de Segre pour les états à 5-qubits. Cet exemple
est également accessible à travers le lien suivant : https://github.com/hjaffali/

annexes-these/tree/master/r%C3%A9seaux%20de%20neurones%20artificiels.

from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense , Dropout , Activation

from keras.optimizers import SGD

from keras import utils

from keras import layers

from keras.callbacks import EarlyStopping , ModelCheckpoint

from random import randint

from scipy.stats import norm

from scipy.stats import ortho_group

import numpy as np

import sys

import matplotlib.mlab as mlab

import matplotlib.pyplot as plt

#size of the training dataset

training_size = 502600

#size of the validation dataset

validation_size = 55600

#size of the testing dataset

testing_size = 32000

#number of epochs

nbEpochs = 100
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#size of a single input vector

input_data_size = 2*2*2*2*2

#size of the output

output_data_size = 1

#number of classes in the classification problem

nb_of_classes = 2

def power_2_activation(x):

"""

Square activation function : x -> x^2

Parameters :

- x: input number (weighted sum in the context of activation

function)

Return : x^2, the input number squared

"""

return (x**2)

def generate_data(size ,input_data_size ,nb_of_classes):

"""

Function used to generate datasets (training , validation and

testing)

Parameters :

- size : size of the datasets , number of vectors

- input_data_size : size of each vector (number of entries) of the

dataset

- nb_of_classes : number of classes in the classification problem

(used to divide equally the dataset)

Return :

- inputs : multidimentional array regrouping all input vectors.

The array is of size : size*input_data_size

- outputs : array regrouping all outputs associated to each input

vector. The array is of size : size

"""

# initializing inputs and outputs arrays

inputs = np.empty([size , input_data_size ])

outputs = np.empty([size , 1])

# subdividing the dataset depending on the number of classes

temp = int(size/nb_of_classes)

for i in range(0,temp):

#rank 1 tensors , separable states

state = generate_point_on_segre_variety ()

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [0]

for i in range(temp ,temp+int((size -temp)/5)):

#rank 2 tensors

state = normalize(random_rank_one (5)+random_rank_one (5))

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [1]

for i in range(temp+int((size -temp)/5),temp +2*int((size -temp)/5)):

#border rank 3 tensors
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state = normalize(random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+

random_rank_one (5))

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [1]

for i in range(temp +2*int((size -temp)/5),temp +3*int((size -temp)/5)):

#border rank 4 tensors

state = normalize(random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+

random_rank_one (5)+random_rank_one (5))

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [1]

for i in range(temp +3*int((size -temp)/5),temp +4*int((size -temp)/5)):

#border rank 5 tensors

state = normalize(random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+

random_rank_one (5)+random_rank_one (5)+random_rank_one (5))

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [1]

for i in range(temp +4*int((size -temp)/5),size):

#random tensors

state = random_tensor (5)

inputs[i] = state.copy()

outputs[i]= [1]

return inputs , outputs

def random_rank_one(dimension):

"""

Generate a rank one tensor

Parameters :

- dimension : number of qubits

Return :

- vector : normalized rank one tensor of size 2^ dimension

"""

vector = np.random.random (2)*2-1

for i in range(0,dimension -1):

# Kronecker product

vector = np.kron(vector ,np.random.random (2)*2-1)

vector = normalize(vector)

return vector

def random_tensor(dimension):

"""

Generate a random tensor

Parameters :

- dimension : number of qubits

Return :

- vector : normalized random tensor of size 2^ dimension

"""

vector = np.random.random (2** dimension)*2-1

vector = normalize(vector)

return vector

def generate_point_on_segre_variety ():

"""

Generate a 5-qubit separable state
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Return :

- vector : 5-qubit normalized separable state

"""

vector = random_rank_one (5)

return vector

def generate_SLOCC_2x2 ():

"""

Generate a random 2x2 SLOCC operator

Return :

- vec : XXXXXXXX

"""

vec = np.random.random ((2,2))*2 -1

det = np.linalg.det(vec)

while (det <0):

vec = np.random.random ((2,2))*2 -1

det = np.linalg.det(vec)

vec = vec/np.sqrt(det)

return vec

def apply_SLOCC(vector):

"""

Act on the vector in parameter with a random element of the SLOCC

group

"""

slocc1 = generate_SLOCC_2x2 ()

slocc2 = generate_SLOCC_2x2 ()

slocc3 = generate_SLOCC_2x2 ()

slocc4 = generate_SLOCC_2x2 ()

slocc5 = generate_SLOCC_2x2 ()

matrix = np.kron(np.kron(np.kron(np.kron(slocc1 ,slocc2),slocc3),

slocc4),slocc5)

return matrix.dot(vector)

def normalize(v):

"""

Normalize the vector in parameter

Parameters :

- v : the vector to be normalized

Return :

"""

norm=np.linalg.norm(v, ord =1)

if norm ==0:

return v

else :

return v / norm

# define the LeakyReLU activation fuction

leakyRELU = layers.LeakyReLU(alpha =0.4)

# define the neural network model

model = Sequential ()

## Input Layer

# Dense (100) is a fully -connected layer with 100 hidden units.
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# in the first layer , you must specify the expected input data shape

model.add(Dense (100, input_dim=input_data_size , init=’uniform ’))

model.add(leakyRELU)

## Hidden Layer

model.add(Dense (50, init=’uniform ’))

model.add(leakyRELU)

## Hidden Layer

model.add(Dense (25, init=’uniform ’))

model.add(leakyRELU)

## Hidden Layer

model.add(Dense (16, init=’uniform ’))

model.add(leakyRELU)

## Output Layer

model.add(Dense(output_data_size , init=’uniform ’))

model.add(Activation(’sigmoid ’))

# compiling the model

model.compile(loss=’binary_crossentropy ’,

optimizer=’nadam ’,

metrics =[’binary_accuracy ’])

# generate dummy training data

x_train , y_train = generate_data(training_size ,input_data_size ,

nb_of_classes)

print(x_train ,y_train)

# generate dummy validation data

x_validation , y_validation = generate_data(validation_size ,

input_data_size ,nb_of_classes)

print(x_validation ,y_validation)

# generate dummy test data

x_test , y_test = generate_data(testing_size ,input_data_size ,

nb_of_classes)

print(x_test ,y_test)

# train the neural network model

model.fit(x_train , y_train ,

nb_epoch=nbEpochs ,

batch_size =128,

verbose=1,

shuffle=True ,

validation_data =( x_validation , y_validation))

# evaluate the trained model on the training , validation and testing

models

loss_train , acc_train = model.evaluate(x_train , y_train , batch_size

=128)

loss_validation , acc_validation = model.evaluate(x_validation ,

y_validation , batch_size =128)

loss_test , acc_test = model.evaluate(x_test , y_test , batch_size =128)
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# printing all the losses , accuracies , and the neural network weights

print(loss_train , acc_train)

print(loss_validation , acc_validation)

print(loss_test , acc_test)

print(model.metrics_names)

print(model.get_weights ())

# saving the model in a .h5 file

model.save(’model_ReLu_point_in_segre_2x2x2x2x2_database_ ’+str(

training_size)+’_validation_ ’+str(validation_size)+’_test_ ’+str(

testing_size)+’_epoch_ ’+str(nbEpochs)+’.h5’)

######### USING THE MODEL FOR PREDICTIONS #############

#suppose we want to make predictions for the state Phi 5

def generate_state_phi_5 ():

vector = np.zeros (2*2*2*2*2)

vector [0] = 1

vector [7] = 1

vector [11] = 1

vector [13] = 1

vector [14] = 1

vector [19] = 1

vector [21] = 1

vector [22] = 1

vector [25] = 1

vector [26] = 1

vector [28] = 1

vector [31] = 1

vector = normalize(apply_SLOCC(vector))

return vector

def generate_data_phi_5(size ,input_data_size):

inputs = np.empty([size , input_data_size ])

for i in range(0,size):

state = generate_state_phi_5 ()

inputs[i] = state.copy()

return inputs

# size of the predicition dataset , which is the number of SLOCC

equivalent states used to make the prediction

data_size = 10000

# generate the prediction dataset

prediction_X = generate_data_phi_5(data_size ,input_data_size)

# making prediction with the trained network

prediction = model.predict(prediction_X ,verbose =1)

print(prediction)

# best fit of data , determining mean and variance

(mu, sigma) = norm.fit(prediction)

# constructing the histogram of the data

n, bins , patches = plt.hist(prediction ,bins
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=[0.0 ,0.1 ,0.2 ,0.3 ,0.4 ,0.5 ,0.6 ,0.7 ,0.8 ,0.9 ,1.0] , align=’mid’)

print(n,bins ,patches)

#plotting the histogram

plt.xlabel(’Binary classes ’)

plt.ylabel(’Proportion ’)

plt.xlim(0, 1)

plt.title(r’$\mathrm{Mean\ value}\ \mu=%.3f,\ mathrm{Variance }\ \sigma

=%.3f$’ %(mu , sigma))

plt.grid(True)

plt.show()

Listing A.1 – Exemple d’entrâınement et de prédiction, pour le problème de
classification des états séparables à 5-qubits.
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Roumaine de Mathématiques Pures et Appliquées 31 (1986), no. 6, 535–538.

[86] Timothy Dozat, Incorporating Nesterov momentum into Adam, 2016, Available
at http://cs229.stanford.edu/proj2015/054_report.pdf.

[87] W. Dür, G. Vidal, and J. I. Cirac, Three qubits can be entangled in two inequivalent
ways, Physical Review A 62 (2000), no. 6, 62314.

[88] G Dreyfus, Martinez J.-M., M Samuelides, M B Gordon, F Badran, S Thiria, and
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[280] , Mécanique quantique — wikipédia, l’encyclopédie libre, 2019, [En ligne ;
Page disponible le 29-octobre-2019].
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Titre : Étude de l’Intrication dans les Algorithmes Quantiques : Approche Géométrique et Outils Dérivés 

Mots clés : intrication, algorithmes quantiques, géométrie algébrique, hyperdéterminants, réseaux de neurones 

Résumé : L’intrication quantique est un des 
phénomènes les plus intéressants et intriguant en 
Mécanique Quantique, et de surcroit en Théorie de 
l’Information Quantique. Ressource fondamentale 
pour le calcul quantique, son rôle dans l’efficacité et 
la fiabilité des protocoles ou algorithmes quantiques 
n’est toujours pas totalement compris. Dans cette 
thèse, nous étudions l’intrication quantique des états 
multipartites, et notamment la nature de sa présence 
dans les algorithmes quantiques. L’étude de 
l’intrication se fait d’un point de vue théorique, en 
utilisant principalement des outils issus de la 
géométrie algébrique. Nous nous intéressons alors 
aux algorithmes de Grover et de Shor et déterminons 
quelles sont les classes d’intrication présentes (ou 
non) dans ces algorithmes, et ceci constitue donc une 
étude qualitative de l’intrication. De plus, nous 
mesurerons l’intrication quantitativement, à l’aide de 
mesures algébriques et géométriques, et étudions son 
évolution tout au long des différentes étapes de ces 
algorithmes.  
 

Nous proposons également des interprétations 
géométriques originales de ces résultats numériques. 
D’autre part, nous cherchons également à développer 
et exploiter de nouveaux outils pour mesurer, 
caractériser et classifier l’intrication quantique. Ceci 
se fait dans un premier temps d’un point de vue 
mathématique en étudiant les singularités des 
hypersurfaces liées aux systèmes quantiques pour 
caractériser différentes classes d’intrication. Dans un 
second temps, nous proposons des candidats pour les 
états maximalement intriqués, notamment pour les 
états symétriques et fermioniques, en utilisant des 
polynômes invariants et une mesure géométrique de 
l’intrication pour quantifier l’intrication. Enfin, nous 
avons également adopté une approche de type 
Machine Learning, notamment en entrainant des 
réseaux de neurones artificiels de manière supervisée, 
afin de reconnaitre certaines variétés algébriques 
modélisant certains types d’intrication précis. 
 

 

 

Title : Entanglement in quantum algorithms : geometrical approach and related tools 

Keywords : entanglement, quantum algorithms, algebraic geometry, hyperdeterminants, neural networks 

Abstract : Quantum entanglement is one of the most 
interesting phenomenon in Quantum Mechanics, and 
especially in Quantum Information. It is a 
fundamental resource in Quantum Computing, and 
its role in the efficiency and accuracy of quantum 
algorithms or protocols is not yet fully understood. 
In this thesis, we study quantum entanglement of 
multipartite states, and more precisely the nature of 
entanglement involved in quantum algorithms. This 
study is theoretical, and uses tools mainly coming 
from algebraic geometry. We focus on Grover’s and 
Shor’s algorithms, and determine what entanglement 
classes are reached (or not) by these algorithms, and 
this is the qualitative part of our study. Moreover, we 
quantitatively measure entanglement, using 
geometric and algebraic measures, and study its 
evolution through the several steps of these 
algorithms.  

We also propose original geometrical interpretations 
of the numerical results. On another hand, we also 
develop and exploit new tools for measuring, 
characterizing and classifying quantum 
entanglement. First, from a mathematical point of 
view, we study singularities of hypersurfaces 
associated to quantum states in order to characterize 
several entanglement classes. Secondly, we propose 
new candidates for maximally entangled states, 
especially for symmetric and fermionic systems, 
using polynomial invariants and geometric measure 
of entanglement. Finally, we use Machine Learning, 
more precisely the supervised approach using neural 
networks, to learn how to recognize algebraic 
varieties directly related with some entanglement 
classes. 
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