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INTRODUCTION

Lindustrie aéronautique est confrontée a de fortes contraintes économiques et environne-
mentales qui poussent les entreprises a réduire la consommation de leurs moteurs ainsi que leurs
rejets d’agents polluants dans I'atmospheére. Le groupe Safran (et notamment la société Safran
Aircraft Engines), a travers |'évolution de ses moteurs depuis la fin des années 1970, a contribué a
constamment diminuer leur consommation en carburant ainsi que leurs émissions de gaz a effet
de serre (CO,, NO,, ...). Les principaux leviers que les ingénieurs de Safran ont pu utiliser sont la
réduction des masses embarquées ainsi que ’augmentation des performances (rendement, pous-
sée, ...). Pour répondre a ces deux attentes, la conception de la nouvelle génération de moteurs
Safran intégre de plus en plus de composants en matériaux composites. A titre d’exemple, le mo-
teur LEAP illustré sur la figure 1b en fait usage dans plusieurs pieces de structure.

(a) CFM56-7B ©2010 Eric Drouin / (b) LEAP-1A ©2017 Antonio Gomez / Safran,
Safran, @1,55m @1,98 m

FIGURE 1 — Deux dernieres familles de turboréacteurs pour 'aviation civile et commerciale développés par
Safran sans leurs nacelles respectives (I’échelle entre les deux moteurs est a peu pres respectée).

En effet, le passage de la génération précédente (i.e. la génération CFM56 illustrée par la fi-
gure 1a) ala génération actuelle s’est accompagné d'une révolution dans la conception du moteur.
Les matériaux composites tissés tridimensionnels sont nouvellement intégrés dans différentes
pieces de structures en remplacement de pieces métalliques. Les principaux éléments bénéficiant
de ce nouveau matériau sont les aubes de soufflantes, ainsi que leur carter associé, présentés sur
la figure 2. Pour une méme piece, celle constituée de matériaux composites peut présenter des
gains de masse allant de 30% a 40% par rapport a son homologue métallique. Ainsi, il a été pos-
sible d’augmenter le diametre de la soufflante par l'utilisation de composites a matrice organique,
permettant d’augmenter le rendement du moteur, en passant d’'un taux de dilution! de 6.6:1 a
un taux de 11 : 1. Caugmentation des performances passe aussi par une augmentation des tem-

1. Rapport entre la masse d’air passant dans le flux secondaire et le flux primaire
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pératures de fonctionnement dans les zones chaudes (chambre de combustion et turbine haute
pression) qui atteignent des températures allant jusqu’a 1400 °C qui peuvent étre supportées no-
tamment par des matériaux composites a matrice céramique ou encore des alliages hautes per-
formances refroidis par des perforations multiples.

(a) Aube de soufflante ©2008 Eric Drouin / Sa- (b) Carter de soufflante ©Scott Gable / CAPA
fran Pictures / Safran

FIGURE 2 — Pieces en composite tissé tridimensionnel équipant le moteur LEAP de Safran

Cette nouvelle génération de moteurs est dotée de quelques composants congus en matériaux
composites tissés tridimensionnels tels que les aubes de soufflante (figure 2a), le carter de souf-
flante (figure 2b) ou encore I'anneau de turbine haute pression. Cette évolution du moteur a per-
mis une diminution de 15% en consommation de carburant ainsi qu'un gain de masse de 450 kg et
une diminution de 15% des émissions de CO, et 50% de NO,. Concernant les aubes de soufflante,
qui sont al’origine d'une portion significative de I'amélioration des performance, elles offrent une
forme optimisée grace a une conception s’appuyant sur des études numériques nécessitant de
nombreuses simulations, évitant ainsi de réaliser un grand nombre d’essais cotiteux.

Ce type de matériaux composites tissés tridimensionnels offre une large gamme de compor-
tements macroscopiques qui dépendent fortement des caractéristiques du tissage choisi. Ainsi,
lors des phases de conception, il serait intéressant de pouvoir prédire, a partir de la définition du
tissage donnée par le concepteur, la réponse macroscopique de la structure a des chargements sé-
veres qu’elle sera susceptible de subir tout au long de sa vie. C’est pourquoi le virtual testing tend
a se développer dans I'industrie pour éviter le lancement de campagnes d’essais longues et oné-
reuses. Dans le secteur de I'aéronautique, il ne permet pas encore de pouvoir certifier des pieces
aux yeux des autorités. Cependant dans le cas de dérogations de certaines pieéces qui présente-
raient des défauts, la simulation numérique peut étre utilisée pour permettre la mise en service de
celles-ci. Par ailleurs, la discrétisation d’'une piéce telle que I'aube représentée sur la figure 2a, en
présence d’'une description explicite de tous les détails géométriques a I’échelle de la mésostruc-
ture, conduit a des modeles numériques précis mais comportant un grand nombre d’inconnues
(ou de degrés de libertés (DDLs)) dont le calcul est hors de portée des pratiques actuelles.

Deux types de stratégies permettent de réaliser la simulation de telles pieces. Les premieres
exploitent 'homogénéisation numérique par homogénéisation asymptotique initiée par exemple
par SANCHEZ-PALENCIA [1974] ou encore PAPANICOLAU et coll. [1978] lorsque I'hypothése de sé-
paration d’échelle ? est vérifiée. Plusieurs calculs sont effectués sur un Volume Elémentaire Repré-
sentatif (VER) (voir figure 3a) représentant la mésostructure pour définir un comportement effectif
moyen qui sera ensuite appliqué a toute la structure discrétisée de maniére macroscopique sans
prendre en compte les détails de mésostructure. Lorsque cette hypothese de séparation d’échelle
n’est pas vérifiée (comme c’est le cas sur la figure 3), il faut modéliser entierement toute la structure
et réaliser le calcul directement sur un maillage comportant un grand nombre de DDLs ou envisa-
ger des approches multi-échelles telles que celles développées par FEYEL et CHABOCHE [2000] ou

2. Les dimensions caractéristiques de la mésostructure sont négligeables devant la taille de la structure
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LE et coll. [2020]. D’autres approches, permettant de ne modéliser finement qu'une sous-partie de
la structure sont connues sous le nom de zoom structural (ou encore approche global-local) et ont
été développées par exemple par BLANCHARD et coll. [2019]; GENDRE et coll. [2009]; WANGERMEZ
et coll. [2020].

e
s

(a) VER de composite tissé tridimensionnel dis- (b) Tomographie du pied d'une aube de LEAP
crétisé réalisé par MENDOZA et coll. [2019] en composite tissé tridimensionnel

FIGURE 3 — Mésostructure de composites tissés tridimensionnels

Dans tous les cas, il faut étre capable de générer le modeéle numérique (i.e. le maillage) a partir
d'une géométrie obtenue par Conception Assistée par Ordinateur (CAO) prenant en compte la
structure mésoscopique, a I'échelle des torons. Ainsi, les modeles Eléments Finis (EF) a générer
deviennent tres volumineux et leur temps de génération et leur volume de stockage deviennent
importants. Ensuite, une fois que ce maillage est généré, il faut pouvoir réaliser la simulation EF.
Elle peut, elle aussi, devenir tres longue et trés volumineuse, ce qui n'est pas en accord avec les
moyens mis a la disposition des concepteurs ni avec les temps de développement.

Pour pallier le probleme de temps, la génération du maillage et le calcul peuvent étre exécutés
sous forme de différents sous-problemes sur des machines différentes; on parle alors d’exécution
en parallele. Quant au probleme lié a la mémoire, la distribution des données sur plusieurs unités
de calcul possédant chacune leur propre systeme de mémoire locale permet d’éviter cet écueil.

Les machines permettant de réaliser ces tiches sont des machines dont I’architecture maté-
rielle est distribuée. Ces machines, appelées clusters ou super-calculateurs, sont des machines
regroupant un nombre important d'unités de calcul. Elles se divisent en plusieurs nceuds de cal-
cul capables de communiquer avec les autres nceuds a I'aide d'un réseau haut débit. Ces nceuds
de calcul sont eux-mémes constitués de processeurs se partageant une méme mémoire vive. Ces
processeurs peuvent enfin étre composés de plusieurs ceeurs qui sont des unités de calcul indé-
pendantes. Ainsi, I'accélération de I'exécution d'un programme peut passer simplement par son
découpage en différentes instructions sur le grand nombre de cceurs du super-calculateur. Si les
instructions sont indépendantes, il est possible de les exécuter simultanément sur chaque coeur
pour en diviser le temps d’exécution d’autant plus que le nombre de cceurs disponibles est impor-
tant.

En raison de cette architecture de calcul, deux modéles de programmation se sont développés
pour paralléliser 'exécution d'un programme. Le premier est fondé sur le multithreading ou les
cceurs d'un méme nceud se partagent les mémes données en exécutant des actions sur des va-
riables partagées dans la mémoire vive commune du nceud auquel ils appartiennent : on parle de
parallélisme a mémoire partagée, dont 'interface la plus répandue est OpenMP. Le second modele
n’est plus limité au nombre de cceurs sur le nceud considéré mais est un parallélisme défini au
niveau du cluster permettant d’utiliser le réseau d’interconnexion entre les différents nceuds de
calcul. Ainsi chaque cceur est une unité de calcul indépendante dont la notion de variable parta-
gée n’existe plus. Pour avoir acces a la valeur d'une variable d'un autre cceur il est nécessaire que
les cceurs se synchronisent a I'aide de communications qui sont traitées, par exemple, par la bi-
bliothéque standard de parallélisme Message Passing Interface (MPI). Ainsi, chaque coeur possede
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sa propre mémoire locale et on parle de parallélisme a mémoire distribuée.

Ce travail se place dans le cadre du deuxieme modele de programmation ot les solveurs de
décomposition de domaine sont plus adaptés. Les méthodes de décomposition de domaine per-
mettent de résoudre numériquement et en parallele de maniere itérative des systémes linéaires
représentant par exemple des problemes mécaniques dont un découpage du domaine de calcul
estréalisé au préalable pour permettre sa distribution. Ces méthodes sont efficaces en raison d'un
nombre limité de synchronisations nécessaires entre les coeurs et les communications consistent
en des échanges limités en volume de données ainsi qu’en nombre de cceurs a mettre en relation.
Pour limiter ces échanges, les communications sont en partie réalisées entre voisins uniquement
(assemblages de vecteurs) ou entre tous les processus lorsque des quantités plus faibles de don-
nées (produits scalaires par exemple) sont mises en jeu.

Les capacités des algorithmes développés dans ce cadre parallele sont évaluées en termes de
passage a I’échelle aussi appelé extensibilité (scalability en anglais). On distingue deux types d’ex-
tensibilité : I'extensibilité faible et |’extensibilité forte. L'extensibilité forte consiste, a partir d'un
probléme global fixé, a faire varier le nombre de ressources allouées a sa résolution. Dans le cas op-
timal, le facteur d’accélération ® doit augmenter d’autant que le nombre de ressources augmente.
Lextensibilité faible consiste, quant a elle, a conserver des sous-problémes de taille fixée tout en
faisant varier le nombre de sous-problémes totaux, conduisant a un probleme global de taille va-
riable. Ainsi, le nombre d’opérations locales reste le méme. Dans le cas idéal, le temps d’exécution
total du programme doit rester constante quel que soit le nombre de sous-problémes du probleme
global.

sous-structuration

discrétisation ’ ‘ I

Matériau ] Matériau 2

FIGURE 4 - Stratégie classique de préparation des données en vue d'une simulation paralléle par décompo-
sition de domaine

Pour réaliser ces simulations dans un cadre parallele, il faut obtenir une sous-structuration,
c’est-a-dire un ensemble de plusieurs sous-maillages dont I'union représente une discrétisation
de la structure globale. Cette sous-structuration est obtenue classiquement par la méthode illus-
trée par la figure 4. C’est une stratégie, qui, a partir d'une géométrie globale, produit une dis-
crétisation globale de la structure a la finesse de calcul désirée par un procédé de génération
de maillage séquentiel tel que les méthodes développées par DELAUNAY [1924]; LOHNER [1988].
Ensuite, une méthode de partitionnement de maillage permet de découper le maillage en diffé-
rents sous-maillages par des méthodes de partitionnement de graphe qui ont pu étre développées
par HENDRICKSON et LELAND [1995]; KARYPIS et KUMAR [1998]; PELLEGRINI et ROMAN [1996] par
exemple. Ce partitionnement permet de générer une interface a laquelle sont attachées les don-
nées de connectivités entre les sous-domaines. Ces approches de partitionnement permettent de
former des sous-domaines qui comportent approximativement le méme nombre d’éléments et
présentent une interface de taille minimale ou minimisant le volume de communication. Cette
approche met en jeu un maillage global qui, lorsque la discrétisation est fine, est constitué d'un
grand nombre de DDLs long a générer et volumineux en termes de mémaoire (les composites tissés
tridimensionnels rentrent dans ce cadre). En sus de la génération du maillage, son partitionne-
ment aussi est onéreux. Ainsi, malgré 1'existence de ces méthodes de calcul paralléle et en parti-
culier les méthodes de décomposition de domaine qui sont plutét robustes, la partie génération

3. Le rapport entre le temps d’exécution séquentiel et le temps d’exécution parallele
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de maillage en paralléle reste encore une étape difficile et critique dont une solution est proposée
dans ce manuscrit.

Les sous-structurations issues d'une telle méthode de préparation des données conduisent a
former des sous-domaines avec des interfaces irrégulieres qui, en plus, peuvent étre constitués
de matériaux différents. Or la vitesse des méthodes de résolution par décomposition de domaine
dépend fortement de la forme et de 'homogénéité des sous-domaines comme ont pu le montrer
GOSSELET et coll. [2015]; KLAWONN et coll. [2008]; RIXEN et FARHAT [1997] et comme ce sera précisé
dans le premier chapitre bibliographique. En sachant que la résolution se fait a 'aide de solveurs
par décomposition de domaine, la solution proposée dans ce manuscrit va permettre, en plus de
la parallélisation, de faciliter la convergence de ces solveurs.

Lobjectif de ce manuscrit est de développer une approche de sous-structuration permettant
d’améliorer la vitesse de résolution des méthodes de décomposition de domaine en jouant sur les
leviers suivants :

— parallélisation de la génération de maillage;
— génération de sous-domaines dont la forme améliore la vitesse de convergence du solveur;

— exploitation de cette sous-structuration pour améliorer la convergence d’un solveur par dé-
composition de domaine.

Pour atteindre cet objectif, une méthodologie de sous-structuration qui se veut la plus paralléle
possible a été envisagée suivant le schéma de la figure 5. Cette stratégie repose schématiquement

discrétisation sous-structuration

grossiere - -
I l \ \

Matériau lfMatériau 2 ! !

remaillage
parallele

N -

déformatiofl ) l—
de maillage

S
/ X

FIGURE 5 - Stratégie envisagée dans ce manuscrit

sur l'inversion des étapes de génération de maillage fin et de sous-structuration. A partir d’'une
géométrie, un maillage grossier est généré puis décomposé en sous-domaines. Suite a cela, les
maillages sont raffinés en parallele puis déformés pour respecter la géométrie. On parle ici de
méthode de sous-structuration a deux niveaux car elle met en jeu un maillage fin et un maillage
grossier permettant de définir la sous-structuration. Deux niveaux de maillages sont mis en jeu
ici : le maillage fin final ainsi que le maillage grossier initial. Leur présence permet d’envisager
l'utilisation du niveau grossier pour enrichir un solveur mixte tel que la méthode Finite Element
Tearing and Interconnecting (FETI) with two Lagrange Multipliers (FETI-2LM) de ROUX [2009].
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Ce manuscrit comporte trois chapitres permettant de réaliser cette sous-structuration et de
I'exploiter. Le premier chapitre, essentiellement bibliographique, se penche sur trois thématiques
distinctes. Les principes généraux des méthodes de décomposition de domaine sans recouvre-
ment de type Schur sont abordés, puis une description de I'état de 'art lié a la préparation des
données dans un contexte paralléle est dressée, et enfin une derniéere section est consacrée aux
approches de déformation de maillage. Ces trois aspects permettent de mettre en place la tech-
nique de sous-structuration décrite sur la figure 5 dans le second chapitre. La phase de défor-
mation de maillage est ensuite développée car elle met en oeuvre, dans ce méme chapitre, une
approche hiérarchique originale. Les performances paralleles de la méthode y sont évaluées ainsi
que les performances de la résolution équipée d'une telle décomposition par un solveur de dé-
composition de domaine. Finalement, dans le troisieme chapitre du manuscrit, la décomposition
est exploitée pour I'évaluation d'une approximation du parametre d'impédance d’interface opti-
mal d'un solveur de décomposition de domaine mixte. Une nouvelle formulation de ce solveur a
aussi été développée pour permettre son extensibilité.
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CHAPITRE 1

ETAT DE UART

Ce chapitre a pour objectif de dresser un portrait de I'état de l'art actuel des différentes mé-
thodes sur lesquelles s’appuie cette thése, qu’elles soient paralleles ou qu’elles permettent les opé-
rations nécessaires au développement de la démarche de la figure 5.

Ainsi, sont présentées les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement qui
offrent un cadre naturellement favorable a la parallélisation et la distribution des calculs. Une pré-
sentation des différents types de condition d’interface menant aux approches primale, duale et
mixte sera faite.

La discrétisation de la géométrie est une étape essentielle de la démarche de calcul d'une
structure. Les méthodes paralléles pour la réaliser sont ensuite abordées, qu’elles s’appuient di-
rectement sur la géométrie ou sur un maillage déja existant.

Enfin, les méthodes permettant de déformer un maillage sont abordées. La déformation d’'un
maillage s’effectue en deux étapes qui définiront les deux aspects bibliographiques évoqués dans
le section 1.3. Une premiere étape consiste a déplacer les points de la surface du maillage alors
que la seconde étape consiste a déplacer les nceuds restants (a 'intérieur du volume) en accord
avec les déplacements du bord définis a I'étape précédente. Ces méthodes sont nécessaires pour
réaliser la phase de déformation de maillage nécessaire a I’'obtention du probleme sous-structuré
a deux niveaux, comme présenté sur la figure 5.

« La bibliographie se fait apres et
non avant d’aborder un sujet de
recherche. »

Jean Perrin
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1.1 Méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement

Dans cette section, le point central de la discussion est la résolution numérique d'un systeme
linéaire creux de la forme :
Ku=f. (1.1

Avec K une matrice carrée creuse potentiellement symétrique et de grande taille issue de la discré-
tisation a une échelle fine, d'un probleme de mécanique linéaire des structures (ou de problémes
de thermique linéaire,...), f un second membre représentant des chargements imposés et u un
vecteur d’'inconnues. Pour résoudre ces systémes linéaires de grande taille, plusieurs solveurs sont
utilisés :

— les solveurs directs (pivot de Gauss, factorisation LU ou de Cholesky...),

— les solveurs itératifs (méthodes de Krylov, point fixe...).

Dans ces deux cas, le calcul de I'inverse de K, n’est jamais réalisé, car trop cofiteux en termes de
stockage et de nombre d’opérations algébriques nécessaires méme si K est un opérateur creux. Les
solveurs creux directs comme M Ultifrontal Massively Parallel sparse direct Solver (MUMPS) AMES-
TOY et DUFF [2000] ou PARallel sparse DIrect SOlver (PARDISO) SCHENK et coll. [2001] exploitent
le fait que certaines matrices sont simples a inverser : les matrices diagonales, les matrices trian-
gulaires ou encore les matrices orthogonales. Ces solveurs vont donc ramener K a un produit de
matrices simples a inverser, c’est ce qui est appelé une factorisation de K. Ils présentent une trés
bonne robustesse et donnent une solution en un nombre d’opérations connu ne dépendant que
delataille et de la densité de la matrice. Mais ces solveurs présentent une consommation mémoire
élevée liée notamment a un stockage qui augmente tres rapidement avec la taille des problémes
malgré une distribution des données sur un grand nombre de nceuds de calcul. En effet, méme si
K est creuse, les matrices de sa factorisation peuvent étre beaucoup plus denses. De plus, la pa-
rallélisation de la factorisation de K n’est pas une tache aisée et |'extensibilité de ces approches ne
semble pas optimale. Ces méthodes peuvent affichent de bonnes performances jusqu’a quelques
centaines de coeurs mais pas suffisamment au dela.

Les méthodes itératives, décrites entre autres par SAAD [2003] ou encore BARRETT et coll.
[1994], quant a elles, utilisent des approximations successives permettant de se rapprocher de
la solution du systéme linéaire (1.1) a chaque itération de l'algorithme. Seules les actions de la
matrice sur un vecteur sont nécessaires, ainsi I'assemblage explicite peut étre évité. De plus, elles
permettent d’exploiter plus facilement le caractére creux des opérateurs et la qualité de la solu-
tion peut étre contrélée. Cependant, leurs nombre d’itérations pour satisfaire le critére de conver-
gence dépend de plusieurs facteurs : du conditionnement de K, de I’estimation initiale, du critere
d’arrét et du choix d'un préconditionneur adéquat. Il est en effet possible d’adjoindre un pré-
conditionneur au systeme (1.1) permettant d’améliorer significativement le nombre d’itérations
a convergence s'il est choisi judicieusement. Ces méthodes ne concurrencent pas encore les sol-
veurs directs dans les codes de calcul industriels a cause de leur manque de robustesse. Mais leur
implémentation devrait se développer pour la résolution de systemes de grande taille en raison
des limitations des architectures mémoires actuelles.

Une troisieme classe de solveurs s’efforce de bénéficier de le robustesse des méthodes directes
et del'efficacité des méthodes itératives : ce sont les méthode de décomposition de domaine. Dans
ces méthodes, le probléme posé sur Q) est découpé en N sous-problemes posés sur N plus petits
domaines Q® tels que

a=Ja%.
S

Les méthodes de décomposition de domaines se distinguent en deux classes par le fait que les
sous-domaines soient recouvrants ou non. La premiere classe regroupe les méthodes avec recou-
vrement telles que

ﬂQ(S) £,
s
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o1 Q) = A\ QO avec d désignant le bord d'un domaine. Elles ont été introduites historique-
ment par SCHWARZ [1870] et développées par la suite dans un cadre discret pour la méthode des EF
(on peut citer Multiplicative Schwarz Method CHAN et MATHEW [1994], Additive Schwarz Method
DRyJjA et WIDLUND [1989] et Restricted Additive Schwarz Method CAI et SARKIS [1999]). Ces mé-
thodes permettent de résoudre le systeme linéaire (1.1) de maniere itérative a 'aide de méthodes
de point fixe dont la vitesse de convergence est d’autant meilleure que la taille du recouvrement est
importante. Toutefois, un large recouvrement conduit aussi a de grandes quantités d’'informations
a échanger entre les sous-domaines, ce qui peut ajouter un surcotit temporel non négligeable a la
résolution. C’est pourquoi des méthodes sans recouvrement, telles que :
ﬂQ(S) =@,
S

ont été développées pour limiter les échanges nécessaires dus au recouvrement.

En plus de cette limitation d’échanges, les méthodes sans recouvrement permettent de distin-
guer clairement des sous-structures qui peuvent s’apparenter a des sous-ensembles physiques. En
effet, une structure est souvent composée de plusieurs pieces ou peut avoir des caractéristiques
internes locales différentes (comportement matériau, non-linéarités). Il semble donc pertinent
d’isoler ces caractéristiques dans des sous-domaines différents pour les traiter de maniere isolée.
Par la suite, les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement seront le point central
du propos.

Parmi les méthodes sans recouvrement, on trouve Optimized Schwarz proposée par LIONS
[1990] qui étend la philosophie des méthodes de recouvrement a 1'aide de conditions de Ro-
bin bien choisies ainsi que les méthodes issues des idées de PRZEMIENIECKI [1963] sur la sous-
structuration qui, naturellement, ne comporte pas de recouvrement.

FIGURE 1.1 —- Domaine Q apres discrétisation

Les méthodes de décomposition de domaine sont aussi bien étudiées d’'un point de vue
continu. Cela permet de pouvoir considérer d’autres interactions entre sous-domaines et notam-
ment pouvoir résoudre des probléme ol la discrétisation est différente entre les sous-domaines
et pouvoir traiter des problémes multi-physiques, multi-modéles (WANGERMEZ et coll. [2020]) ou
encore des problemes faisant apparaitre des non-linéarités (BLANCHARD [2018]; NEGRELLO et coll.
[2016]) Dans cette section, a la vue de la grande diversité du contenu bibliographique concernant
les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement, les idées et concepts fondamen-
taux liés aux méthodes les plus classiques sans recouvrement de type Schur seront décrites sim-
plement sans détailler les principes des méthodes de type Schwarz précédemment citées pour
résoudre le systéme linéaire (1.1) ot 'opérateur K peut étre issue de la discrétisation par la mé-
thode des EF d'un probleme de mécanique linéaire élastique (matrice de raideur du domaine Q
de la figure 1.1) par la méthodes des EF, fle vecteur des efforts généralisés appliqués a la structure
et u le déplacement nodal inconnu sur la structure. Cette partie se penchera donc sur les aspects
principaux qui seront utiles pour la suite. Les lecteurs qui voudraient de plus amples informa-
tions sur ces méthodes pourront se référer a GOSSELET et REY [2006], LE TALLEC [1994] et DOLEAN
et coll. [2015].

1.1.1 Notations générales pour la Décomposition de Domaine

Dans cette partie, les notations et objets utiles aux méthodes de décomposition de domaine
sans recouvrement sont introduits dans le cas domaine Q2 décomposé en un nombre quelconque
de sous-domaines Nj.

12
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On notera par un exposant ® toute grandeur associée au sous-domaine Q®. Cela représente
une restriction au sous-domaine Q® d’une grandeur définie sur Q. Cette sous-structuration du
probleme conduit a créer des séparations fictives (qui n’ont pas de réalité physique) entre les sous-
domaines et qui seront appelés : I'interface. Elle peut étre de plusieurs natures :

— Tinterface entre les sous-domaines QW et QU notée ItV =10 =300 N5Q Y ;
— U'interface locale T'® = ;T
— Ulinterface globale I'= [J,T'®).

£G4 @3

i

Q® | Q@
|
1

B Rtetetsieluletets - GREEEEEEETEE r Q) Q@ Q® QW

o ! Q@
1
|

(a) décomposition avec un point multiple (b) décomposition sans point multiple

FIGURE 1.2 - Différents type de décomposition et définition des interfaces I', I'® et I'("})

De plus, lorsque le graphe de connectivités ! entre les sous-domaines peut former des cycles, la
décomposition d’'une structure en différents sous-domaines peut trés souvent conduire a I'appa-
rition de points multiples (voir figure 1.2) : ce sont des nceuds qui appartiennent a plus de deux
sous-domaines. On appelle multiplicité d’'un nceud ou d'un DDL, le nombre de sous-domaines
partagés par ce point et un point multiple est ainsi un point dont la multiplicité est strictement
supérieure a 2.

Sur la figure 1.3, comme cela a pu étre illustré par GOSSELET et REY [2006], ou dans les theses
de PARRET-FREAUD [2011] ou NEGRELLO [2017], la construction d’opérateurs spécifiques aux mé-
thodes de décomposition de domaine est détaillée sur un cas bidimensionnel a trois sous-do-
maines. Le lecteur pourra noter qu'il existe différentes numérotations (voir figure 1.3) :

— une numérotation locale de chaque sous-domaine Q¥ (1.3a);
— une numérotation de I'interface locale I'® (figure 1.3b);
— des numérotations de I'interface globale I', qui different aux points multiples :
— une numérotation dite primale sur I'interface I', ol tous les nceuds coincidant de I'in-
terface locale sont représentés par un seul nceud de l'interface primale (1.3c);
— une numérotation dite duale sur I'interface I'g, ot chaque connectivité est représentée
par des nceuds d’'interface locale deux a deux (1.3d).

Tout d’abord, en raison du fait qu’il est souhaitable de poser un probleme sur I'interface glo-

bale T, il faut étre capable de ramener une quantité définie sur tout Q® a sa restric(ti)on sur I'®),
S

Par exemple, si un champ x est défini sur tout Q¥, sa restriction sur son bord xés) = xIr « beut étre

calculée grace a I'opérateur de trace défini tel que :
(8) — ¢(S)4(8)
X, = X,

De plus, des opérations entre les sous-domaines sont nécessaires pour définir des continuités
(ou des équilibres) aux interfaces, c’est pourquoi des opérateurs permettant de faire des sommes
et des différences de quantités définies de part et d’autre de I'interface sont aussi introduits.

1. Le graphe dont les sommets sont les sous-domaines et les arétes sont le connectivités entre les sous-domaines

13
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1M 5 &) 1y

3 3
a7 ‘
(3)
3) (00
40 12 4 2b (2)
) O
52) 3¢
Q) 3)
1@ e 33 3b

(a) sous-domaines Q©® et nu- (b) numérotation des inter- (c) interface géomé- (d) interface par

mérotation locale faces locales trique connectivités
[0 01 0 0 [0 0 1 0 0 [1 0 0 0
t=10 0 0 1 0 t?=10 0 0 1 0 t=10 1 0 0
[0 0 0 0 1 [0 0 0 0 1 0 0 1 0
[0 0 0] (1 0 0 (0 0 1
010 0 0 1 0 00
1) _ (2) _ 3) _
A {1 0 o0 A “{o 0o o A {1 0 o0
[0 0 1] 0 1 0 0 1 0
[0 0 0] [1 0 0 0 0 -1
010 0 0 -1 0 0 0
1 00 0 0 0 -1 0 0
1 _ (2) _ 3) _
B = 0 00 BT = 0 1 0 B = 0 1 0
0 0 1 0 -1 0 O 0 O
[0 0 1] [0 0 0| [0 -1 0|

(e) opérateurs associés (les coefficients en gras sont les coefficient évoqués dans le texte)

FIGURE 1.3 - Différentes notations locales, de l'interface et opérateurs de trace et d’assemblage
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Pour des efforts )\l()s) définis sur I'®, 'équilibre de ces efforts doit étre imposé, c’est-a-dire que,

sur une interface entre deux sous-domaines i et j (sans point multiple), 'on ait : Ag) + 7\1(,]) =0.
Pour faire cela dans un cadre général, il faut pouvoir assembler des quantités définies de part et
d’autre de 'interface I'. Cela peut étre réalisé en sommant les quantités issues de chaque nceud
correspondant par la relation :

Xp = Z A(S)X(S),
N

avec A® les opérateurs d’assemblage primal locaux définis sur la figure 1.3e et x5 le vecteur de
cette quantité assemblée sur 'interface primale. Pour construire de tels opérateurs permettant de
passer d’une quantité définie sur I'® 2 une quantité définie sur I'interface primale I, il suffit, pour
chaque colonne j (selon la numérotation de I'®), la seule composante non nulle coincide avec la
numeérotation du nceud correspondant sur l'interface globale. Par exemple, pour la construction
de la troisieme colonne de A®? (elle correspond aux DDL du nceud 31()2)) le nceud correspondant
porte le deuxieme numéro de l'interface primale l“i.

Quant a I'obtention de différences de part et d’autre de l'interface, qui est nécessaire pour

permettre de définir les continuités des déplacements u{)s) a l'interface, il faut pouvoir imposer

des relations entre deux sous-domaines i et j du type ug) - ug) = 0. Ainsi, a I'instar des opérateurs
d’assemblage primal, un assemblage dual peut aussi étre défini:

Xp = ZB(S)X(S),
N

Avec B® les opérateurs d’assemblage dual locaux définis sur la figure 1.3e et xg le vecteur de cette
quantité assemblée sur 'interface duale. De la méme maniere que les opérateurs d’assemblage
primal, les colonnes des opérateurs d’assemblage dual B sont construits par paires de 1 et —1
entre les sous-domaines connectés. Par contre, l'interface duale est différente de l'interface pri-
male. En effet, en raison des points multiples, il faut ici, considérer I'interface par connectivité a
cause de I'opération de différence réalisée. Pour sa construction, il faut identifier chaque couple
de nceud de part et d’autre de l'interface, puis reporter arbitrairement un 1 ou un —1 aux nceuds
concernés.

Remarque 1.1 : Non unicité des B®

Le choix fait en figure 1.3 quant a la représentation de B® n’est pas le seul possible. En
effet, ici, certaines relations sont redondantes. Cela ne pose pas de probléme réel, mais il
est possible de définir des relations non redondantes (en supprimant une des trois relation
au niveau du point multiple) ou orthogonales comme suggéré par PARK et coll. [1997].

Dans notre exemple de la figure 1.3, pour construire la cinquiéme ligne de tous les B®, il faut
regarder quels nceuds de bord correspondent a T3, ce qui correspond aux nceuds 3{)1) et 2{)2). Pourle
premier noeud (31()1)), un 1 est ajouté a la matrice BY ala cinquieme ligne (pour F5B) et en troisieme
position. Pour le second nceud, (2{)2)), un —1 est ajouté a la matrice B? ila cinquieme ligne et en

deuxiéme position tandis que le reste est mis a 0.
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Remarque 1.2 : Orthogonalité des opérateurs d’assemblage
On peut noter que les opérateurs d’assemblages sont orthogonaux et que n'importe quels
opérateurs (B®) respectant la relation

ZB(S)A(S)T =0 (1.2)
S

peuvent étre choisis comme opérateurs d’assemblage dual. De plus, en raison de I'orthogo-
nalité de ces opérateurs d’assemblage, il est possible d’écrire n'importe quel vecteur v{)s) de
bord local comme une somme de contributions de vecteurs uniques définis sur les inter-
faces primale et duale globales :

T T
vés) =A® vy +B® vg

Pour alléger les expressions algébriques,les notations de concaténation de quantités locales
par blocs appelées notations « diamant » seront utilisées a partir d’ici. Ces concaténations se font
selon des directions verticales, horizontales ou diagonales. Soit x® des vecteurs locaux et M® des
matrices locales. Les trois types de notations diamant sont :

<V
x<l> = : ;
x(N5)
x7 = [xD o x®N];
MO .0
MY = : " :
0o .. M®W

Ainsi, a titre d’exemple, I'expression (1.1.1) peut s’écrire sans le signe de sommation :

T T
BYAY =AYBY =o.

Remarque 1.3 : Notations diamant

En plus de la forme compacte de ces notations, le type d’opérations réalisées est plus fa-
cilement identifiable. En effet, les opérations réalisées localement et indépendamment sur
chaque sous-domaine sont repérées par le signe < tandis que les opérations d’assemblages
sur I'interface et nécessitant des échanges le sont a I'aide de 'exposant < (ou 7).

1.1.2 Formulation de problémes condensés a I'interface

Alinstar de I'indice e}, introduit précédemmment grace a I'opérateur de trace, par la suite les
nceuds (ou DDLs) internes aux sous-domaines seront notés avec un indice e;. Ainsi, la quantité x
définie uniquement sur cet intérieur est notée x; = X| Qo1

1.1.2.1 Equilibre local des sous-domaines

Le partitionnement de la géométrie conduit aussi au partitionnement de I'équation d’équi-
libre globale (1.1) qui devient :

K&u® =9 + A vse[1,N{] (1.3a)
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On note ici, I'apparition de multiplicateurs de Lagrange A® qui rendent compte de I'interaction
qui existe entre le sous-domaine Q® et ses voisins. Ce sont des quantités nodales généralisées
d’'un effort surfacique qui sont nulles a I'intérieur du sous-domaine et ont une valeur non-nulle
sur son interface.

En plus de I'équation d’équilibre, il faut ajouter les conditions de continuité des déplace-
ments a l'interface et d’équilibre de ces interfaces. Elles correspondent, dans un cas a deux sous-
domaines, aux équations ul()l) - ul()z) =0et )\s) + )\1()2) = 0 respectivement. La généralisation de ces
équations pour N sous-domaines et les opérateurs d’assemblage de la section précédente per-
mettent d’écrire deux relations sur les quantités d’interface :

ZB(S)t(S)u(S) =0;

N
ZA(S)t(S))\(S) =0.
N
On suppose qu’il est possible de renuméroter les DDLs, selon leur appartenance au bord ou
I'intérieur du sous-domaine de maniére a écrire n'importe quelle quantité par bloc. Ainsi, n'im-
porte quel vecteur x peut étre mis sous la forme :

Xj
Xp

L'équation d’équilibre (1.3a) peut ensuite étre mise sous la forme séparée :

KY K| (u®] [f¥ 0
© 1B g = ol A Vs € [1,N]. (1.4)
bi bb b b

En suivant le méme type de démarche que celle de la condensation statique évoquée dans
CRAIG et BAMPTON [1968], il est possible de condenser le probléme sur un sous-ensemble de
DDLs, en particulier ceux du bord. La premiére ligne du systéme (1.4) donne un relation liant
u® etu® :

i b
) — 1® (8 _ g8) 1, (®)
u =K (£ -KPul), vse[1,N]. (1.5)
Enréinjectant (1.5) dans la seconde ligne de I'équation (1.4), il est possible d’arriver a une équation
de la forme:

sPu =bY +AY, vse[1,N],

P “b
avec
S) _ 1(8) _ 1(8) 19 " L(8)
SP _Kbb Kbi Kii Kib’
() _ §s) () 1(8) "1 gls)
bp _fé _KbiKii ff .

Lopérateur Sg) est appelé le complément de Schur (ZHANG [2005]) primal local du sous-domaine
Q. Cet opérateur préte son nom a toutes ces méthodes condensées sur I'interface entre les sous-
domaines. Il permet de calculer des efforts de réaction a I'interface a partir d'un champ de dépla-
cements donné. Cet opérateur existe bien car I'inverse de Kj; existe aussi. En effet, K;~! correspond
a un probléme a conditions limites de Dirichlet nulles sur le bord : tous les mouvements de corps
rigides sont bien bloqués et le probleme admet donc une unique solution. Le second membre
condensé bg) représente la condensation des efforts intérieurs auxquels les efforts déja imposés
sont ajoutés directement sur 'interface.
Ainsi, le probléeme global sous-structuré en notation diamant se met sous la forme :

S D _pd a0
Spwy =by +A,

Bu? =0 (1.62)
A°AY =0 (1.6b)
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1.1.2.2 Approche primale

LE TALLEC et coll. [1991] introduit pour la premiére fois 'approche primale et sa version amé-
liorant sa robustesse et son extensibilité a été développée quelques années plus tard sous le nom

de Balanced Domain Decomposition (BDD) par LE TALLEC [1994] et MANDEL [1993].

3%
b

qui permet d’équilibrer le champ d’inter-efforts Aff . Ce champ de déplacements prend la forme :

La formulation primale s’attache a trouver un un champ de déplacementsu,” continu a priori

T
u§> :Ae ua

avec up un champ inconnu défini sur 'interface primale I'y. Cette forme de déplacement d’inter-
face impose bien sa continuité et le respect de 'équation (1.6a) en vertu de I'orthogonalité entre
les opérateurs d’assemblage primal et dual apparaissant dans la remarque 1.1.1. Ainsi le systéme
(1.6) devient :

ST Lo ,O
SpA uA—bp +Ab

S\ _
AV =0

En multipliant, la premiere équation par Ae, 7\§> peut disparaitre a ’aide de la seconde équation
pour arriver finalement a I’équation :

ol
s, =A%sOA%"
p=A"Sp
by, =A°bY

Le résidu b, —Spuy, = A® uf correspond au déséquilibre des inter-efforts a I'interface entre les
sous-domaines. L'approche primale consiste donc a minimiser ce déséquilibre d’interface tout en
supposant un champ de déplacement continu.

Le systeme (1.8) est un systeme symétrique défini positif (car I'opérateur S, hérite des pro-
priétés de K) qui peut étre résolu par n'importe quel solveur. En pratique, il est résolu a'aide d’'un
Gradient Conjugué, ou Conjugate Gradient (CG) et 'opérateur S, n’est jamais assemblé explicite-
ment.

1.1.2.3 Approche duale

Lapproche duale a été introduite pour la premiére fois par FARHAT et ROUX [1991] a I'aide de
I'algorithme FETI. Tout comme pour 'approche primale, des développements ont permis d’amé-
liorer la robustesse et les performances de la méthode quelques années plus tard par FARHAT
et coll. [1994]. Cette méthode a donné lieu a plusieurs variantes; on pourra citer par exemple 7o-
tal FETI (TFETI) DOSTAL et coll. [2006] et Hybrid FETI (HFETI) MERTA et coll. [2017] ou encore
Dual-Primal-FETI (FETI-DP) FARHAT et coll. [2001]

Alinverse de I'approche primale qui travaille avec une unique inconnue d’interface formulée

sur les déplacements, I'approche duale quant a elle, s’attache a déterminer un champ d’inter-

<>

efforts 7\§> a priori équilibré a I'interface qui permet d’obtenir un champ de déplacements u,

continu. Ces multiplicateurs de Lagrange prennent la forme :
T
AY =B Ag
avec Ap un champ inconnu défini sur I'interface duale I'g. Cette forme de champ d’inter-efforts

d’interface a pour conséquence de respecter intrinsequement I'équilibre des inter-efforts a I'inter-
face de I'’équation (1.6b), grace a I’orthogonalité des opérateurs d’assemblage de I'équation (1.2).
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De la méme maniére, le systeme (1.6) devient pour I’approche duale :

T
Syu? =bY +BY A, (1.9a)
Bu’ = 0. (1.9b)
Pour éliminer u§> , il faut étre capable d’inverser Sf . Or cet opérateur peut étre singulier si un

nombre trop faible de conditions aux limites de Dirichlet sont imposées aux sous-structures
(Q9) qui sont ainsi qualifiées de « flottantes ». C’est pourquoi il va étre nécessaire d’uti-

liser une inverse généralisée? (ou pseudo-inverse) SS i de SI? pour résoudre I'équation (1.9a).
Parmi les différentes inverses généralisées, on peut citer celle de Moore-Penrose FILL et FISHKIND
[2000].

Pour que le systeme ait une solution, l'utilisation de la pseudo inverse impose que le second

1<s<KNy?

membre soit dans Im(Sl;0 ), ce qui revient a ce que le second membre soit orthogonal a Ker (SI? )
Cela correspond a I'équation suivante :

T T
R (bff +B® AB) =0,

avec Rl? = Ker (SS ) qui représente la trace sur 'interface de la base des modes de corps rigides
ou de la base des modes a énergie nulle. D’un point de vue mécanique, le second membre ne doit
pas faire travailler le noyau de 'opérateur. Grace a cette pseudo-inverse, la résolution de (1.9a) se
traduit par :

+ T
uf =85 (b7 +B% Au| + RY

ot a?, représente 'amplitude de la contribution des mouvements de corps rigides au déplace-

ment des sous-structures (Q(s))l <s<nN.- En injectant cette équation dans I'équation de continuité
de I'interface (1.9b), il est possible d’écrire :

2
Sa_ G
&

Gy 0

AB

o

bqg

0

) (1.10)

en notant :
Sa=B7Sy ‘e’
Gy =B°RY
bg=-B”Sy +b§>

O _ 2T o
e ——Rb bp

2. l'inverse généralisée d’'une matrice M notée M* est définie telle que : Yx € Im (M), MM*x =x
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Remarque 1.4 : Complément de Schur dual
Pour faire le lien avec les notations qui apparaissent dans GOSSELET et REY [2006] sur |'ap-

+
proche duale, on peut introduire Sf = S§ vérifiant qui est une concaténation le long de

T
la diagonale du complément de Schur dual local S(ds) vérifiant S4 = BeSfBe .Cette ma-
trice peut étre exprimée a ’aide de la matrice de raideur initiale sachant que I'inverse d’'une
matrice par blocs K symétrique vérifie :

-1 -1

(Kii — Kibeb_leli)_l —Kii ' Kip (Kpb — KbiKii_lll(ib)
—(Kpb — KniKii 'Kip) Kp;Kii ™ (Kob — KpiKii 'Kip)

[ Ki K;
Kpi  Kpb

On notera que le bloc inférieur droit correspondant a I'inverse de K restreinte a son bord
est exactement I'expression du complément de Schur primal local. Ainsi I’expression de S(?
est: + + + 7T
Sy =Sy =(k) =t"k"¢®
A . . DO O ;
De méme, il est possible d’introduire b 4= Sp bp le second membre condensé local dual.
La partie inférieure gauche de l'inverse de la matrice par blocs donne aussi I'égalité sui-
vante : . . N
(€], =-s5

Ainsi, il est possible d’écrire :
S _ St o
b, =S, bp
PSR P ORI S S SN
_sp fb _sp KbiKii fi
(ST <> St <>
_(K )bbfb +(K )bifi
+
)
b

+
_ Ok

Le systeme linéaire de 'approche duale, comme comme celui de 'approche primale, conduit
a la formulation d’un systéme linéaire symétrique défini positif posé sur I'interface dont la réso-
lution sera réalisée par un solveur itératif de Krylov (voir Annexe A.1) de type CG SAAD [1997]. Ici,
le systeme est un point selle dont la résolution sera réalisée a 'aide de techniques de projection
comme ce sera expliqué dans la section 1.1.3.2.

1.1.2.4 Approche mixte

MANDEL et TEZAUR [1996] ou encore KLAWONN et WIDLUND [2001] ont montré que le choix
du type d’approche n’influait pas sur la convergence du solveur car les systemes primal et dual
présentent le méme conditionnement. D’autres méthodes ne travaillent plus sur une unique in-
connue d’interface en déplacements ou en inter-efforts, mais sur une combinaison linéaire de
ces quantités d’interface. Ces méthodes dont les propriétés de convergence sont potentiellement
meilleures avec un choix judicieux de cette condition d’interface mixte font écho a la méthode de
Schwarz optimisée de L1ONS [1990], évoquée en introduction de cette section, o1 un choix optimal
de conditions d’interface de Robin permettait d’atteindre la convergence méme a recouvrement
nul. Ces aspects de conditions d’interface mixte (ou conditions de Robin) se retrouvent aussi dans
plusieurs autres algorithmes de décomposition de domaine tels que la méthode Large Time Incre-
ments (LaTIn) de LADEVEZE [1999] et sa version parallele LADEVEZE et coll. [2007] ou les méthodes
de type FETI-2LM de ROUX [2009] dont des concepts similaires seront développés ici. Le systeme
sous-structuré (1.6) est toujours le point de départ. Une nouvelle inconnue d’interface homogene
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a des inter-efforts est introduite : pl? . Elle est une combinaison linéaire de A§> et u§> telle que :
p =AY +Q ul. (1.11)

Le parametre Qt? correspond a une rigidité d’interface qui est aussi appelée impédance d’inter-
face. En effet, imposer cette relation entre les quantités primales et duales d’interface s’apparente
a relier I'interface et les sous-domaines (Q®), <s<, par des ressorts de rigidité QS). Apres réécri-

ture de I'’équation (1.3a) en notation par blocs et en éliminant A<]> al'aide de I'’équation (1.11), il
en découle :

KOu® = 4 () -Qy )

T
- K +© Q§t®)u<>=f<>+t® e
S 1 08¢ 10+ w®
— K +t Q f +U7 (1.12)
Cette expression est valable uniquement si I’ajout de t© Q® ® aK® rendle probleme inversible.

K® étant une matrice singuliere (certaines sous-structures peuvent ne pas comporter suffisam-
ment de conditions limites de Dirichlet), une condition pour définir la formulation mixte est que

Ql? permette de bloquer les mouvements de corps rigides des sous-structures (Q(s))l <s<N, qui
seraient flottantes sans son adjonction.
Il peut en découler plusieurs formulations dépendant de I’expression de la condition de rac-

cord faisant intervenir a la fois ul? et )\;D entre les sous-domaines.

Premiere formulation En réécrivant les conditions d’interface (1.6a) et (1.6b) sous une forme
ne faisant intervenir uniquement I'opérateur d’assemblage primal A® (et sous réserve que

T
A® Qt? A® " soit inversible), I’expression suivante est obtenue :

T T\~ !
A® (AQQSA@ ) A% —ud =o0. (1.13)

On peut vérifier qu’en multipliant a gauche (1.13) par A® Ql? , 'équation (1.6b) est bien obtenue
et qu’en multipliant a gauche par BY, (1.6a) apparait :

T T\ 1 T T\ !
A%qQy [Ae (AQQI?A@ ) A% —u? :(AQQI?AQ )(AleAe ) A%pY -A%Q u?

_Ae(pb Q® <I>)

I
=AYA) =0

=0
r—"‘ﬁ

T -1
=BYA° (AQQSAG ) A%uY B u?

__Rro _
_—BubO

1
SlaoT[xonSaeT
B [A (A QA ) pb

Il est possible d’injecter le déplacement u® de I'équation (1.12) dans la condition d’interface (1.13)
et d’obtenir une équation ne dépendant que de I'inconnue mixte d’interface pl? :

T T T
A (AeQ®Ae ) Aepé?_@(K@ QS @) PSS F?):O

T ! T T
[Ae (AQQSAQ ) Ae_t®(K® 'St @) &

T -1
po =t¥ (K®+t® Q. t] (K1)
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En introduisant un complément de Schur mixte sﬁ et un second membre condensé mixte bg
définis tels que :

T -1 T -1
sﬁ:t®(1<®+t® Q§t®) ¢ =(sy +Qy)
T -1
bf =K%+ TQ0e) 1 =5y,
I’équation (1.14) devient :
T, 0n0,0N o ol o o
[A (A QA ) A —Sm]pb =b,,. (1.15)

sﬁ et bﬁ sont bien évidemment des concaténations des opérateurs locaux SETSI) et des seconds
membres locaux bSl) . Ce probléme est formulé sur l'interface locale I'® et non pas sur I'y ou I'p
comme c’est le cas pour les approches primale et duale. En effet, on ne recherche pas une incon-
nue assemblée mais une inconnue non assemblée et donc différente de part et d’autre de I'inter-
face. C’est la formulation mise en avant par NEGRELLO et coll. [2016] et NEGRELLO et coll. [2018]
qui mentionne le fait que ces opérateurs sont les mémes que ceux utilisés dans la méthode FETI-
2LM de Roux et coll. [2003].

Remarque 1.5 : Lien entre quantités mixtes et primales
Le lien entre ces opérateurs est explicité par NEGRELLO et coll. [2018]. En réécrivant I'équa-
tion (1.12) de maniére condensée, il est possible de trouver le déplacement de bord de la

forme : »
u’ = (s§+Q§) (bffwt?)

En injectant cette forme de uy, dans (1.13), le lien entre Sy, et Sy, est évident :

W <[5 o) vt

[AQT(A6Q®AGT)_1A6 ~ (s + Q®)_1
b p b p’

et on retrouve bien ce qui a été annoncé en comparant cette équation avec I’équation (1.14)

Seconde formulation La réécriture des conditions d’interface (1.6a) est aussi possible si

T
BQQ]? BV est inversible dans Im (Be). En effet, il est possible de lier ces conditions par la for-
mule suivante :

T T

A® A°AY +QYBY BYul =0 (1.16)

comme le suggerent GOSSELET et REY [2006] ou encore LOISEL [2013]. Il faut vérifier que cette

équation est bien équivalente aux conditions d’interface des équations (1.6a) et (1.6b). A partir de

I'équation (1.16) et en la multipliant a gauche par B, il est possible d’éliminer la dépendance en
P
A

=0
T T T T
B [AY A°AY +QYBY BYu? | =BYA® A“AY +BQBY B U

T
=B°QYBY BYu’ =0
=B%ul =0.

T
L'équivalence est vraie si et seulement si Bng0 BY  est inversible dans Im (Be). Enfin, en utili-

sant cette condition de continuité a I'interface et en 'injectant dans (1.16), et apres multiplication
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gauche par Ae, il est possible d’obtenir :
=0
A® [a%'A® AY+QY B@TB@ug> ~A%A% 'A® AY +a%QY B@Tl?.@ufj>
~A%A% A%A% =0
=AY =0.
Ainsi, la condition (1.16) est bien équivalente aux équations (1.6a) et (1.6b).

A partir de (1.16) et en injectant 7\§> deI’équation (1.11),

A® Ae

+|QB® 'BO_a° A@Qf)ul?:o

puis en remplacant ul? grace al’équation (1.12), une formulation mixte différente de la précédente
est obtenue:
<o

T T T T T
[Ae Ae+(Q§Be BS _A° Ange)t@(K@H@ Q® @) & s

(Q®Be BO _a® AeQ ) (K®+t®TQ® @) @

Avec les notations mixtes introduites précédemment, cette équation se met sous la forme :

T T T
A® A@+(Q§Be BY -A° Ale)sﬁ

T T
M, = - (Qf?Be B -A® A@Qf)bii,
S _ (e -
et peut étre simplifiée en se rappelant que S, (S +Qp ) :
T T
(Ae A®sy +QY B Be)Smpb (Ae A°QY -Q B® Be)bﬁ, (1.17)

1.1.2.5 Approches hybrides et recondensées

D’autres types d’approches existent : les méthodes hybrides ou1 un certain nombre de DDLs
d’interface sont choisis comme primaux tandis que les autres sont choisis comme étant duaux.

Une premiére classe de méthodes constitue une unification des approches primale et duale;
elles sont appelées des méthodes hybrides. En effet, leur principe réside dans le fait que la re-
cherche d’'un champ de déplacement up, continu sur une partie des DDLs d’interface est effectuée
en méme temps que la recherche d'un champ d’inter-efforts équilibré Aq sur les DDLs d’interface
restants et est exprimé par la relation (1.18b). C’est une méthode hybride qui a été développée par
GOSSELET [2003]; GOSSELET et coll. [2004]. Cette méthode permet de considérer la résolution de
problémes multichamps tels que des problémes en milieu poreux ou la résolution de I'’équation
de Stokes réalisée par TOULOUGOUSSOU et Roux [2014]. Un complément de Schur hybride non-

symétrique noté u® peut ainsi étre défini et le probléme hybride peut se mettre sous la forme :

S AR RS @ @
pr de u, _ bp )\p (1.18a)
1 0 & ol I DNl I 1 5 I R '
dp ad| Mg d d
o O]
B} Oe )\% _Jo
0
0 Ay [uy
o1 [ge!
B 0
Yo | = |Pp ol (1.18b)
AY S [Ada
LM 0 Ad
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Une autre classe de méthodes consiste a recondenser le systéme (1.18a) sur les DDLs primaux
ou duaux. En particulier, en choisissant intelligemment les DDLs primaus, il est possible de blo-
quer tous les mouvements de corps rigides qui imposent I'utilisation de la pseudo-inverse de I'ap-
proche duale; c’est la méthode appelée FETI-DP et a pu étre développée par LESOINNE et PIERSON
[1999] et FARHAT et coll. [2000] ou encore FARHAT et coll. [2001]. Son homologue primale est la mé-
thode BDD by Constrained (BDD-C) de DOHRMANN [2003].

1.1.3 Résolution des approches primale et duale

Les précédents systemes conduisent a formuler des problémes posés sur I'interface globale
I'a ou I'g (pour les approches primale, duale, hybride et recondensées) ou sur l'interface locale
I'® (pour 'approche mixte). Dans ces deux cas, I'assemblage explicite d’opérateurs locaux a un
niveau global n’est pas accessible et donc 'utilisation de solveurs directs n’est pas envisageable
en raison d'un volume de données trop important a échanger. C’est la raison pour laquelle ces
problémes a l'interface sont résolus a l'aide de solveurs itératifs tels que ceux de Krylov. En effet, ils
nécessitent uniquement des produits scalaires (vecteur-vecteur) ou des produits matrice-vecteur
qui ontla particularité d’étre facilement parallélisables grace a la structure additive des opérateurs.
De plus, les sous domaines peuvent étre utilisés comme des boites noires permettant de réaliser
les résolutions locales indépendantes.En effet, seules les quantités d’interface varient et les seules
quantités d’intérét sont les actions de ces opérateurs sur la quantité d’interface.

Par la suite, seuls les aspects liés aux approches primale et duale seront mis en avant.

1.1.3.1 Préconditionnement

Les méthodes de décomposition de domaine font usage d'un solveur itératif dont les perfor-
mances sont un point critique de ces méthodes.

Or, celles-ci sont fortement liées aux propriétés spectrale du complément de Schur (primal
ou dual). Lutilisation de préconditionneurs (permettant d’améliorer le conditionnement du pro-
bléme), a donc pour but d’améliorer significativement le taux de convergence de ces solveurs
itératifs. Il peut étre aussi signalé que la résolution du probléme d’interface ((1.8) ou (1.10)), en
comparaison du probléeme global (1.1), est plus simple. D'une part, grace a la taille réduite du pro-
bleme a I'interface et le développement de préconditionneurs efficaces, mais surtout du fait d'un
conditionnement plus favorable. En effet, d’aprés Roux [2003], le complément de Schur (primal
ou dual) a la particularité d’avoir un conditionnement — qui varie en 1/x — plus faible que le condi-
tionnement de la matrice de raideur globale K qui, lui, varie en 1/»? avec h la taille caractéristique
des éléments de la discrétisation de Q.

Les solveurs de Krylov possédent des propriétés mathématiques de convergence permettant
d’évaluer I'influence du conditionnement sur la vitesse de convergence. Par exemple, pour le CG,
appliqué a la résolution du systéme Kx = b, ol1 x¢ est la solution a I'itération k :

VK -1\
Ix—xxllg < Z(W) Ix-Xolk,

avec k(e), le conditionnement d'un opérateur. L'intérét de trouver un bon préconditionneur a K
est donc bien visible. En effet, si k(K) est proche de 1, alors, xx approxime bien x, méme lorsque k
est faible. Préconditionner un systéme revient a multiplier ce systéme par une matrice M, qui est
appelée « préconditionneur », telle que :

kK(MK) < k(K).

1l faut donc pouvoir trouver une matrice M qui soit proche de l'inverse de K (M =~ K™!) si I'on
souhaite pouvoir faire converger le solveur rapidement. La difficulté reste de trouver une bonne
approximation de l'inverse de K a un cott raisonnable. On modifie donc le systéme initial pour
résoudre le systeme suivant :

MKx = Mb
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qui est, en principe, plus simple a résoudre itérativement du fait de son meilleur conditionnement.

Dans le contexte des méthodes de décomposition de domaine primale et duale exposées ici,

un bon préconditionneur du probleme d’interface peut étre obtenu a moindre cofit. En effet, la

dualité qui existe entre les deux approches et la relation entre les compléments de Schur locaux

va permettre de définir des préconditionneurs de bonne qualité. Cette relation, comme cela a pu
étre vu dans la section 1.1.2.3, étant : N
SRES IR

permet de trouver une bonne approximation de I'inverse de I'opérateur de Schur global.

Approche duale On rappelle ici, que la résolution du probleme de point selle (1.10) par une sol-

veur itératif nécessite de trouver un préconditionneur optimal pour 'opérateur Sq qui est un as-
+

semblage de contributions locales SI(DS) par les opérateurs B®. Pour construire un précondition-

G & . - . +
neur Sal de Sg, il suffit de faire un assemblage pondéré des inverses de SI(DS) , soit un assemblage
pondéré de SS) appelé préconditionneur de Dirichlet et correspondant a :

~ - _oT
§;'=BYsyBY (1.19)

avec BY I'opérateur de pondération (ou de scaling) dual. Cet opérateur peut étre défini en utili-

sant un opérateur symétrique défini positif M® de la maniere décrite par KLAWONN et WIDLUND
[2001] :

25 [oonS 10T Lo o]
B:(BM B )BM .

Cette forme de BY est une inverse généralisée de B satisfaisant donc la relation :

Lopérateur M utilisé dans ce type de préconditionneur permet de rendre compte d’éventuelles
hétérogénéités qui pourraient exister entre les sous-domaines. Différents choix pour cet opérateur
ont été donnés par RIXEN et FARHAT [1999] :

— M® = 1® pour les structures homogenes;
— M®= diag (Kbb)® pour les structures hétérogenes compressibles;

— M® = p.® pour les structures hétérogénes incompressibles (o p® est la matrice diago-
nale contenant les modules de cisaillement des DDLs d’interface, introduite par GOSSELET
et coll. [2002]).

Remarque 1.6
Pour rendre le calcul du préconditionneur moins cotiteux, il est possible de modifier I'opé-

rateur Sf en des quantités plus simples a calculer, ne nécessitant pas de calcul d’inverse :
— SI? = Kﬁ)qui conduit au préconditionneur lumped;

— SI? =~ diag (Kbb)® qui conduit au préconditionneur superlumped.

Approche primale A l'instar de I'approche duale, un préconditionneur au probléme primal (1.8)
est recherché, qui est une approximation de Sy, il sera noté er 1, Cet opérateur est un assemblage

de quantités locales S](ps) assemblées a l'aide des opérateurs A®). Le préconditionneur optimal
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est aussi un assemblage pondéré de contributions duales appelé préconditionneur Neumann-
Neumann et défini tel que :

- _ N
S;1=ASTAY . (1.20)

Les opérateurs de pondération primaux sont définis de maniere similaire a leurs homologues
duaux par KLAWONN et WIDLUND [2001] :

_ T\ !
A® = (A9M®A® ) AMS,

et respectent bien la propriété :
AT
AYR® =1,
Ainsi, 'opérateur MY est défini exactement de la méme facon que pour le préconditionneur de
Dirichlet. Par contre, contrairement a ce qui peut étre fait dans la remarque 1.6 pour 'approche
duale, le préconditionneur Neumann-Neumann ne peut étre allégé de la méme fagon.
Les opérateurs d’assemblages précédemment introduits vérifient alors une propriété de sup-
plémentarité de RIXEN et FARHAT [1999] :

T T
AY AY +BY BV =19, 1.21)

Remarque 1.7

Le préconditionneur introduit dans I’équation (1.20) consiste a résoudre des problemes de
Neumann de part et d’autre de I'interface, c’est pour cela qu’il est appelé préconditionneur
Neumann-Neumann. Il en est de méme pour celui de 'approche duale de I'équation (1.19)
qui est appelé préconditionneur de Dirichlet.

1.1.3.2 Problémes grossiers

Des problemes grossiers obligatoires ou optionnels font partie intégrante des méthodes de
décomposition de domaine. Dans le cas de 'approche duale, il n’est pas possible de s’en passer
car ils permettent de régulariser le probleme en évitant d’exciter ces modes rigides. De plus, leur
adjonction permet de transmettre des l'initialisation du solveur des informations de type « grande
longueur d’onde » au sein de la structure. Ainsi, un domaine loin des conditions aux limites peut
en avoir connaissance sans attendre qu’elles soient transmises de proche en proche au cours des
itérations. Ces problemes grossiers sont fondés sur 'utilisation des modes rigides des structures
flottantes, et donc sur la base Rl? du noyau de S§ . Ces problemes grossiers permettent ainsi une
forte accélération de la transmission de I'information conduisant a une extensibilité accrue de la
méthode.

Approche duale La seconde ligne du systeme (1.10), qui est une équation d’admissibilité de la
solution Ag ne peut étre omise. En pratique, cette contrainte est mise en ceuvre a 'aide d'une
stratégie de projection et d’initialisation au sein d'un méthode de type Krylov contraint. Une pro-
jection est ainsi réalisée a ’aide du projecteur P4 sur I’espace orthogonal a Vect (Gde) et I'initiali-

<>

sation consiste a capter la partie de la solution liée au second membre e . Linter-effort est donc

- T T
recherché de la forme Ag = Agy +PyAp de maniére a ce que Gde ABo = e? et Gde Py =0.
Ces conditions sont respectées en choisissant un couple projecteur-initialisation de la forme :

T -1 T
Py 1—Qde(Gf Qdcf) Gy
: (1.22)

AByo

T 71
Q4GS (Gf Qde) e

26



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

avec Qq une matrice symétrique définie positive. Pour calculer 'amplitude des modes rigides (x<D,

il faut ensuite repartir de la premiere ligne du systeme (1.10) et isoler aq>, donnant I'équation :
® oT = o) ' oT
a = (Gd Qde ) Gd Qd(bd - SdAB)-
Le probleme résolu a I'aide du projecteur peut se mettre sous la forme :

Py"SqPaAp = Py" (bg — SaAbo)-

C’est ce probleme qui sera résolu itérativement a 1’aide du solveur de Krylov comme décrit dans
l'algorithme A.4.

Approche primale Pour I'approche primale, il n’existe pas de probleme grossier naturel ressor-
tissant de la formulation du probleme a I'interface contrairement a I’approche duale mais un pro-
bleme grossier optionnel qui intervient au niveau de 1'étape de préconditionnement peut y étre
adjoint (MANDEL [1993], LE TALLEC [1994], GOSSELET et REY [2006]). En effet, il faut s’assurer que
les vecteurs qui sont appliqués a S(‘il soient bien orthogonaux a I'espace des modes rigides pon-
dérés (il y a un produit entre S(?AQT et un vecteur). Cette étape de préconditionnement se fait a
la ligne du calcul du résidu préconditionné dans I'algorithme A.3 représenté par le produit §alri
avec rj le résidu du probleme (1.8). Ainsi, une condition d’orthogonalité avec I'’espace des modes

rigides pondérés (}f =A® Rl? est nécessaire pour permettre ce préconditionnement :

AT
Gpe ri =0.

En procédant de la méme fagcon que pour I'approche duale, en introduisant un projecteur P, et
en choisissant un champ solution de la forme : up = up o + Ppuiap, des conditions sur ce projecteur
et cette initialisation peuvent étre trouvées.

T T
Gy 1i=Gy (bp—Spuao—SpPyita) =0

Cela conduit aux conditions suivantes :

N
Gpe ) ) = 0
..@T ’
Gy SpPp = 0
qui, reformulées donnent les expressions :
N L
uso = (Gpe spcf) Gy Spbp
-1
_ 7o [aole go) ao
P, = 1- p(Gp SpGp) Gy Sp

Ainsi, la valeur de tip peut étre obtenue en résolvant itérativement le probleme projeté suivant :

P SpPyiip =P} (b, —Spua )
T = _pT

La résolution de cette équation se réalise en pratique a 'aide d’un solveur itératif de Krylov aug-
menté comme décrit dans l’algorithme A.5.
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Intérét du préconditionnement et de ’espace grossier Grace a tout cela et comme cela a été
montré mathématiquement par FARHAT et coll. [1994] ou encore KLAWONN et WIDLUND [2001]
ces méthodes ont des propriétés d’extensibilité optimale lorsque le probleme est équipé de ces
meilleurs préconditionneurs et de leur probléeme grossier car le conditionnement k prend la
forme:

H1\2
KzC(l +log(z)) ) (1.23)

ol / est la taille des éléments, H la taille du sous-domaine et C une constante dépendant de la
forme des sous-domaines, du matériau, ...Ainsi, ce conditionnement ne dépend pas du nombre
de sous-domaines et I'extensibilité de la résolution est assurée. Lapproche primale munie de son
préconditionneur et de son probléme grossier est connue sous I'appellation BDD. De la méme fa-
con; 'approche duale équipée de son préconditionneur ainsi que de son probleme grossier porte
le nom de FETI. Ils consistent en des algorithmes de CG augmenté (ou contraint) précondition-
nés et projetés. Il faut aussi noter que dans ces algorithmes une réorthogonalisation totale des d;
est effectuée malgré la propriété d’orthogonalité de d;,; avec d; dans un CG. Cette réorthogona-
lisation totale s’explique par le fait que, numériquement, I'’orthogonalité par rapport a toutes les
directions de descentes précédentes a tendance a étre perdue au cours des itérations.

Algorithme 1.1 : Méthode BDD couplée avec un CG
Initialisation : i
On pose un projecteur : P, =1 - ép ((}IT)Sp(}p) (}ESP ;

~ [~ ~ -1~
On initialise la solution : ua = Gp(GTSpGp) Gyby ;
c e 1. - .. _pT
On initialise le résidu : ro = P, (b — SpuA 0);
On préconditionne le résidu : zy = Sp Io;
On pose : do =Zp;

tant que Z‘ > ¢ faire
Pi= Ppspd1 ;
Tz,
Calcul du pas optimal : a; = _ET;I» ;

Calcul de la nouvelle solution : up i1 = ua; + aid; ;

Calcul du nouveau résidu : rj;; =1r; — Q;p; ;

Calcul du résidu préconditionné : z;,; = PpS i1}

pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche

ﬁ] Z1+l p] .
d'p; ’
fin

Calcul de la nouvelle direction de recherche : dj;1 =z, 1 + ngi Bid' ;

fin
Calcul de la solution convergée dans les sous-domaines :
up =upo+Ppuy;

T
u’ = Ae uA ;

& = (10 -k
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Algorithme 1.2 : Méthode FETI couplée avec un CG
Initialisation :
On pose un projecteur : P4 = 1 — QGq (GdTQde)_lGdT ;

et . -1
On initialise la solution : Apg o = QaGd(Ga"Q4Ga) e?;
On initialise le résidu : rp = Pg (ba—SdABp);
On préconditionne le résidu : zg = S;'ro ;
On pose:dy =2 ;
Ty

tant que -- > ¢ faire

{0 Iy
pi =P;Sqd;;

T,

Calcul du pas optimal : o; = ;T:)'. ;

Calcul de la nouvelle solution : Ap ;1 = Ap, + aid; ;
Calcul du nouveau résidu : ri;; =1 — oip; ;
Calcul du résidu préconditionné : zj,; = Pdgalrm ;
pour 0 < j < i faire réorthogonalisation de la base de recherche
ﬁj — _ZiLTpJ' .
i d'p ’

fin

Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = zi.1 + Yi<i [3]; dj;

fin
Calcul de la solution convergée puis du déplacement :
Ag =Apo+PdAg;i;

-1
a® = (6]QuGq) G Qur; ;
+ T T
u® =Kk® " 1% +¢® B Ag|+R%a?;

1.1.3.3 Evolution du conditionnement pour divers problemes

Ces solveurs, bien que treés efficaces sur des cas simples, se heurtent a de plus grandes diffi-
cultés numériques lorsqu’il s’agit de résoudre des problemes moins académiques et notamment
dans les cas ot la structure compléte est hétérogéne. Dans le cas général, les sous-domaines gé-
nérés, permettant de formuler un probléme a l'interface, n'ont pas forcément une forme réguliere
et compacte. Dans cette section, I'influence néfaste de ces parameétres sur la convergence va étre
discutée au regard de ce qui existe dans la littérature et les solutions qui ont été apportées pour la
résolution de ces problemes seront exposées.

Matériau 2

Matériau 1

(a) structure hétérogene (b) décomposition ne tra- (c) décomposition coinci- (d) décomposition traver-
Q versant pas les interfaces dant avec les matériaux sant 'interface matériaux
matériaux

FIGURE 1.4 - Types de découpages hétérogeénes rencontrés dans un contexte sous-structuré (reproduite de
GOSSELET et REY [2006])

Problémes hétérogénes Lors du partitionnement d'une structure hétérogéne (2, comportant
plusieurs matériaux différents, ses constituants se retrouvent distribués sur des sous-domaines
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(a) hétérogénéités a l'intérieur des sous-do- (b) hétérogénéités traversant l'interface
maines

FIGURE 1.5 - Influence de la répartition des hétérogénéités dans une sous-structuration (extrait de GOSSE-
LET et coll. [2015])

Configuration homogene | hétérogene 10°
Inclusions (figure 1.5a) 15 13
Composite (figure 1.5b) 14 89

TABLEAU 1.1 - Nombre d’itérations nécessaires pour faire diminuer le résidu FETI d’un rapport 108 pour des
problemes hétérogénes (extrait de GOSSELET et coll. [2015])

QW distincts. Le placement des interfaces peut se faire de plusieurs facons (voir figure 1.4) : des
interfaces entre sous-domaines ne coupant pas d’'interface physique entre matériaux (figure 1.4b),
une interface coincidant avec cette interface matériau (figure 1.4c) ou encore une interface traver-
sant completement une interface entre matériaux (figure 1.4d).

Le résultat (1.23), prouvé par KLAWONN et WIDLUND [2001], suppose que chaque sous-do-
maine est homogene et qu'il n'existe pas de saut de coefficient matériau a l'intérieur des sous-
domaines (cas de la figure 1.4c). C’est bien ce qui a pu étre observé par différents auteurs comme
PECHSTEIN et SCHEICHL [2011], RIXEN et FARHAT [1999] ou encore KLAWONN et RHEINBACH [2007]
pour FETI-DP ou I'utilisation de sous-domaines hétérogenes conduit a une détérioration forte de
la vitesse de convergence. Cette constatation est d’autant plus vraie lorsque 'hétérogénéité tra-
verse une interface comme c’est le cas sur la figure 1.4d. Pour illustrer 'influence de la position des
hétérogénéités vis-a-vis des interfaces, des essais numériques menés par GOSSELET et coll. [2015]
sont repris ici et reproduits sur la figure 1.5 et le tableau 1.1 ou 'hétérogénéité est représenté par
une variation de module de Young entre les différent matériaux d’un facteu 10°. Sur ce tableau, le
nombre d’itérations a convergence est multiplié par 6 environ uniquement a cause des hétérogé-
néités traversant l'interface en comparaison de la méme résolution mais avec un matériau homo-
gene. Par comparaison, une structure comme celle de la figure 1.5a, ol les hétérogénéités restent
confinées a I'intérieur des sous-domaines, conserve un nombre d’itérations a convergence stable.

Interfaces irréguliéres Le fait que I'interface entre les sous-domaines soit irréguliere est un autre
facteur de détérioration du conditionnement. En effet, KLAWONN et coll. [2008] montrent qu’avec
des interfaces fractales entre les sous-domaines (voir figure 1.6), le conditionnement du probleme
d’interface préconditionné est de plus en plus mauvais lorsque la longueur de l'interface aug-
mente (ou que I'interface est de plus en plus irréguliere). Cela peut étre interprété mécaniquement
par le fait que des sous-domaines deviennent artificiellement plus souples aux endroits ou ils ont
une épaisseur plus petite comme 1’a montré GOSSELET [2017]. D’autres auteurs comme MANDEL
et SOUSEDIK [2007], ont développé une méthode pour améliorer le mauvais conditionnement dii
a des interfaces irréguliéres en ajoutant des DDLs grossiers automatiquement aux endroits pro-
blématiques. Ce type de probléeme n’est pas seulement un probleme rencontré dans les méthodes
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sans recouvrement de type Schur; il existe aussi pour des méthodes de type Schwarz comme cela
a pu étre illustré par DOHRMANN et coll. [2008]; EIKELAND et coll. [2017]. Dans le cadre de la mé-
thode FETI, des essais numériques menées par GOSSELET et coll. [2015] ont montré que les inter-
faces irrégulieres générées par un logiciel de partitionnement de graphe de maniere automatique
conduisait a un nombre d’itération a convergence 3 fois supérieur a une décomposition réguliére
appliquée a une structure du type poutre décomposée en 9 troncons (méme probleme que celui
de la figure 1.7a mais avec des sous-domaines de formes différentes).

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 1.6 — Sous-domaines avec des interfaces fractales (extrait de KLAWONN et coll. [2008])

Sous-domaines élancés Une autre caractéristique géométrique qui pénalise le conditionnement
des méthodes de décomposition de domaine est 1'élancement ou le rapport d’aspect (aspect ratio
en anglais) des sous-domaines. En effet, comme le montre GOSSELET et coll. [2015], ou EIKELAND
et coll. [2017] pour les méthodes de Schwarz, lorsque les sous-structures sont élancées, le condi-
tionnement du probléme se détériore. Le tableau 1.2 présente le nombre d’itérations a conver-
gence pour une structure homogene de type poutre qui a été dilatée dans la direction transverse
d’un facteur allant de 1/5 a 10. On observe que lorsque les interfaces sont proches (relativement a
la taille du sous-domaine), le nombre d’itérations a convergence augmente assez fortement.

élancement /s | 1| 5 |10
#itérations FETI | 5 | 6 | 17 | 29

TABLEAU 1.2 — Evolution du nombre d’itérations & convergence pour une poutre homogene avec 1'élance-
ment variable(extrait de GOSSELET et coll. [2015]). Problémes de la figure 1.7.

1.1.3.4 Méthodes avancées

Les baisses de performance observées dans la partie précédente sont dues a une stratégie de
préconditionnement non adaptée qui ne parvient pas a prendre en compte correctement les ca-
ractéristiques particulieres du probléme d’interface. Ces caractéristiques géométriques modifient
les propriétés spectrales de I'opérateur préconditionné. En effet, 'assemblage d’informations lo-
cales dans le préconditionnement — et notamment les pondérations A® et B® qui apparaissent
dans les préconditionneurs des approches primale (1.20) et duale (1.19) — ne permettent pas d’ap-
proximer comme il le faudrait ces informations globales. Une idée émergente a été de modifier ces
propriétés spectrales en supprimant la partie du spectre de 'opérateur préconditionné qui cause
un mauvais conditionnement. Certaines méthodes sont basées sur un analyse du systéme a priori,
en ajoutant un cofit de calcul tandis que d’autres permettent de capter cette partie du spectre a la
volée.

Méthodes a priori La premiére classe de méthodes s’attache a trouver les modes locaux de la
structure pénalisant le conditionnement du solveur. Ces méthodes sont regroupées sous le nom
de Generalized Eigenproblems in the Overlaps (GenEO) et ont été développées par SPILLANE et coll.
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FIGURE 1.7 - Différents problémes résolus dans le tableau 1.2

[2011]. Cette méthode a montré qu'il est possible de calculer ces modes a I’aide de problémes aux
valeurs propres généralisées formulés sur I'interface de chaque sous-domaine.
Par exemple, pour FETI, SPILLANE et RIXEN [2013] ont montré qu’il convient de résoudre des

problémes aux valeurs propres locaux, ol il faut trouver les couples (Al((s), vl((s)) ol les vl((s) sont les k-

iemes vecteurs propres et Al((s) les valeurs propres associées a ces k-iemes vecteurs propres. Ce sont
les éléments propres du probléme aux valeurs propres généralisées suivant formulé sur I'interface
locale : I
Sy — AG) [R(S) —1p(s) | (s
sV = AP (B9 s47'BY vy

Une fois les modes propres problématiques détectés, ils sont 6tés de la résolution grace a des tech-
niques d’augmentation lors de la résolution (de la méme facon que dans BDD). Ainsi, un second
niveau de projection est ajouté pour FETI tel que formulé dans les algorithmes de type Krylov-
augmenté présentés en Annexe A.1.2.4, ou I'espace d’augmentation est I'espace représenté par
I'image de I'opérateur C défini tel que chaque colonne de C soit de la forme :

Ck = PdSpBeVliD.

Cette méthode porte le nom de FETI-GenEO.

Lutilisation de ces espaces grossiers GenEO n’est pas restreinte aux méthodes de Schur. En ef-
fet, cette méthode était initialement concue par SPILLANE et coll. [2014] pour les méthodes avec
recouvrement et a pu étre utilisé par d’autres auteurs pour des méthode mixtes. Par exemple,
on pourra citer les travaux d’OUMAZIZ et coll. [2020] o1 'espace grossier de la méthode LaTln -
consistant en les modes rigides et les modes d’extensions et de cisaillements — sont remplacés par
des modes GenEO plus adaptés, ce qui permet de réduire significativement le nombre d’itérations
LaTIn nécessaires pour atteindre le méme niveau de convergence.

Méthodes «alavolée» GOSSELET et coll. [2015] propose une généralisation du solveur a direc-
tions de recherches simultanées Simultaneous FETI (S-FETI) développé durant la these de RIXEN
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[1997] pour 2 sous-domaines. Dans cette méthode, le préconditionnement se fait localement et
la recombinaison des directions de recherche s’effectue automatiquement par 'algorithme de
CG 1.3 pour trouver une nouvelle direction plus optimale qu'avec un préconditionnement clas-
sique. Ici, a I'étape de préconditionnement, les résidus ne sont plus sommés sur chaque sous-
domaine, mais des blocs de résidus préconditionnés Z; sont formés. Grace a cela, le solveur de-
vient trés robuste par rapport aux caractéristiques problématiques citées a la section précédente.

Algorithme 1.3 : CG de la méthode S-FETI
Initialisation :
On pose un projecteur : P4 = 1 — Q4Gq (GdTQde)_IGdT ;
On initialise la solution : Ag,p = QuGa(Gq"QqGq) ‘e ;
On initialise le résidu : ry = PE (ba—SdABy);

On multi-préconditionne le résidu : Zo = [ ..,B® SI(DS)E(S)TrO, I

Onpose:Dy=Zy;
tant que :0‘%011 > ¢ faire

Qi =P}SqDi;

Ai=D;"Q;;

Yi=2Zi'r;;

Calcul de la nouvelle solution : A1 = Ap,i + DiAi"y;;
Calcul du nouveau résidu : ri;; =1 — QiA;*y;;

Calcul du résidu préconditionné : Z;,1 = |..., PdB(s)Sg’)E(S)Tri R
pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche
‘ (I)Jl = _QjTZi+1 >
fin
Calcul de la nouvelle direction de recherche : D, =Ziy1 + X< Dj Afcl)i ;

fin
Calcul de la solution convergée puis du déplacement :
Ag =Ago+PdAg;i;

-1
«? = (G}Q4Gd) " G} Qari;
+ T T
u®=k®"[f* +t® B® Ag|+R%a?;

Par contre cette approche reste cotiteuse en termes de quantité de données générées, car a
chaque itération il faut stocker autant de directions de recherche qu’il y a de sous-domaines. C’est
pourquoi, pour réduire la quantité d’information a stocker, des algorithmes de CG Multiprécon-
ditionné Adaptatif ont été développés par SPILLANE [2016]. Cette idée a donné lieu au développe-
ment de la version adaptative de S-FETI, nommée Adaptive MultiPreconditioned FETI (AMPFETI)
par BOVET et coll. [2017]. Ici, il s’agit de déterminer quelles directions de recherche générées ont
une contribution significative pour étre considérés séparément. Si ce n’est pas le cas, ces direc-
tions sont sommées de la méme facon que dans la méthode FETI classique. Ainsi, la génération a
chaque itération d'un nouveau nombre de directions de recherche inférieur compris entre 1 et N
est possible.

1.1.3.5 Précisions sur la résolution des formulations mixtes

Cette partie a montré ce qu’il était nécessaire de réaliser pour permettre de résoudre itérative-
ment les problémes d’interfaces globaux des méthodes FETI (1.10) et BDD (1.8). Mais qu’en est-il
de la résolution des systémes issus de I’approche mixte ?

Le premier systeme (1.15) est un systéme qui est symétrique. Il peut-étre résolu a l'aide du

33



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

méme type de solveur que celui des approches primale et duale, c’est-a-dire un CG. Par contre, a
I'inverse de ce qui est fait dans FETI et BDD, la définition d'un préconditionneur a ce probleme
n'est pas aussi directe que pour ces approches. En effet, I'opérateur de ce probléme est un opé-
rateur auquel a un effort appliqué, renvoie un déplacement. Pour trouver un préconditionneur a
un tel opérateur, il faut trouver son opérateur dual auquel a partir d'un déplacement d’interface,
renvoie un inter-effort. Malheureusement, il n'y a pas de stratégie de préconditionnement opti-
male pour cette approche a moins de se ramener a une formulation (BDD ou FETI) possédant des
préconditionneurs comme a pu le faire NEGRELLO et coll. [2016] dans le cadre non linéaire.

Le second systéme (1.17), quant a lui, est non symétrique mais il a la particularité d’étre ho-
mogene, c’est a dire qu’a partir d'un effort d’interface, il renvoie un autre effort d’'interface. Ce
probléme-ci semble a priori bien mieux conditionné que le précédent car son conditionnement
ne dépend plus que du choix de Q. On pourrait envisager d’utiliser des solveurs basés sur la sta-
tionnarité. Par contre, du fait de la non-symétrie de 'opérateur, il n’est plus possible d’utiliser le
CG en tant que solveur de Krylov, mais il faut utiliser des solveurs non-symétriques tels qu'OR-
THOMIN de VINSOME [1976] (voir algorithme A.6) ou la méthode trés connue de SAAD et SCHULTZ
[1986] : GMRES.

Le choix de Qy, étant critique pour la bonne convergence de la méthode, nous verrons au Cha-
pitre 3 comment choisir cette impédance pour garantir une convergence rapide du solveur.

1.2 Pré-traitement d’'une simulation parallele

Pour réaliser une simulation en parallele ou non, il faut étre capable de générer la mise en
données. Mais celle-ci est une étape qui peut devenir cotiteusedans le cas d'une discrétisation fine
de la structure dont la simulation est désirée. Malheureusement, bien souvent dans I'industrie
cette phase de préparation des données est réalisée avec des outils de maillage qui demeurent
séquentiels et non distribués. Ainsi, la précision des maillages générés est limitée par les temps
importants et les volumes importants de mémoire nécessaires qui découlent de cette génération
de maillage. C’est pourquoi, il semble intéressant de rendre paralléle non seulement la simulation
mais aussila génération du maillage de la structure a simuler. Dans ces deux cas de figure (calcul et
maillage), il est nécessaire de distribuer les données pour en disposer sur des machines paralléles
grace au partitionnement.

C’est pourquoi, nous allons voir dans un premier temps ce qui existe en termes de partition-
nement de maillage, puis les différentes approches qui peuvent étre envisagées pour générer un
maillage a un niveau de raffinement souhaité en paralléle.

1.2.1 Stratégies de partitionnement

Le partitionnement de maillage est une étape essentielle pour la réalisation de calculs paral-
leles. Cette sous-structuration est réalisée a I'aide de méthodes de partitionnement de graphe.
En effet, un maillage peut étre ramené a un graphe de connectivité ou les différentes entités du
maillage peuvent étre considérées en tant que sommet ou arétes du graphe. On ne s’intéressera ici
qu’au partitionnement au sens des sommets du graphe. Le probleme de N-partitionnement d'un
graphe consiste a venir découper un graphe non-orienté G = (V,E) avec V 'ensemble des sommets
et E 'ensemble des arétes, en un ensemble de N sous-ensembles disjoints de sommets de V qui
sera noté (1;) je[1;N,]-

Remarque 1.8

Dans le cadre d'une sous-structuration sans recouvrement géométrique, un graphe a consi-
dérer peut étre le graphe tel que ses sommets V correspondent aux éléments du maillage et
les arétes E sont les connectivités des éléments entre eux; en 2D cela représente toutes les
arétes du maillage, et en 3D toutes les faces du maillage ou toutes les arétes peuvent étre
choisies dans ’ensemble E.
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Ces graphes peuvent étre valués, c’est-a-dire qu'il est possible d’associer des poids a leurs
neeuds et arétes. Ainsi, la définition des applications qui a chaque sommet et a chaque aréte as-
socient leur poids strictement positif peuvent étre définies. Elles sont notées wy et wg respecti-
vement. On appelle aussi séparateur S, 'ensemble des arétes dont les extrémités sont dans deux
partitions différentes.

Le probleme de Nj-partitionnement du graphe non-orienté G introduit par GAREY et coll.
[1976] correspond a trouver une partition de G et un séparateur S tels que :

1. Le poids de chaque partie soit équivalent, il faut donc minimiser la différence entre chaque
couple de parties :

V(i, j) € [1; Ns]?, lwy () — wy ()| est minimal,

c’est la condition qui conduit a I'équilibrage de charge de la partition.

2. Le poids de l'interface (aussi appelé cotlit de coupe ou edgecut en anglais) doit étre le plus
petit possible, c’est a dire que :

Z we (x) est minimal.
xeS

La premiere contrainte permet a la décomposition d’étre in fine équilibrée, tandis que la seconde
permet de minimiser la taille de I'interface et donc les communications entre les partitions. La
seconde contrainte du probléme de partitionnement est appelée la fonction cofit; c’est elle dont la
minimisation sera faite par optimisation. Elle peut aussi étre modifiée pour minimiser le nombre
de partitions voisines aux sommets de bord. Soient Nagj(v) le nombre de sous-domaines adjacents
au sommet v et V, 'ensemble des noeuds définis sur le bord, la contrainte de minimisation du
volume total de communications peut étre remplacée en réduisant le nombre total de voisins aux
sommets. Cette contrainte est remplacée par :

Y Nagj(v) est minimal.
veVY
Cette formulation conduit a obtenir un minimum de voisins par sous-domaines sans s’occuper de
minimiser la taille de I'interface.
Lobtention d'un tel partitionnement ne peut étre réalisé de maniere optimale car le probleme
de partitionnement est un probléme NP-complet comme cela a pu étre montré par GAREY et coll.
[1976]. Ainsi, plusieurs approches ont été développées pour permettre d’approximer cet optimum

FIGURE 1.8 — Partitionnement en 12 sous-domaines d'un maillage bidimensionnel issu du logiciel de parti-
tionnement de graphe Metis

afaible cotit. Ces approches sont classées par CHEVALIER [2007] en 3 catégories qui seront décrites
par la suite :

— les approches spectrales;
— les approches combinatoires;

— les approches multi-niveaux.
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1.2.1.1 Approche spectrale

La premieére approche s’intéresse a la matrice de Laplace du graphe G dans le cas ot il est
non-valué. Pour sa construction, A = (a;})1<;,j<v| correspond a la matrice d’adjacence définie
telle que VY (i, j) € [1; [VI]?, aij = 1si (i, j) € E et vaut 0 sinon. De plus, D est la matrice diagonale
contenant le nombre de voisins qu'a chaque sommet. Ainsi, La matrice de Laplace L du graphe
est définie par L = D — A. Cette matrice est semi-définie positive et posséde une unique valeur
propre nulle dans le cas d'un graphe connexe. Le vecteur propre X, associé a la seconde plus petite
valeur propre est appelé « vecteur de Fiedler » introduit par FIEDLER [1975] et permet de définir
un bipartitionnement. En effet, ce vecteur permet de répartir les sommets sur la droite réelle en
fonction de leur valeur dans X». Ainsi, a 'aide d’un critere de séparation unidimensionnel (choix
d’un scalaire qui sépare les sommets en 2 sous-ensembles), il est possible de trouver un séparateur
pour le graphe G.

Cette méthode a montré une bonne robustesse d’aprés BARNARD et SIMON [1994] mais est
onéreuse et difficile a mettre en ceuvre numériquement car il faut parvenir a trouver le vecteur
propre associé a la plus petite valeur propre non nulle d’'une matrice symétrique creuse de la taille
du graphe complet.

1.2.1.2 Approches combinatoires

Avec ce type d’approches, des modifications des partitions suivant une certaine heuristique
vont étre réalisées. Des algorithmes itératifs locaux ou des algorithmes d’optimisation globale
peuvent étre distingués parmi la quantité d’algorithmes existants.

Malgré la bonne qualité des partitionnements obtenus par les algorithmes d’optimisation glo-
bale, ils restent peu utilisés car un grand nombre de parameétre entre souvent en jeu et leur temps
d’exécution sont assez longs. C’est pourquoi les algorithmes itératifs locaux sont plus courants.

Algorithmes itératifs locaux Les algorithmes locaux consistent a modifier localement chaque
partie. La facon dont sont échangés les sommets définit les différents algorithmes.

Une premiere catégorie consiste a utiliser une partition initiale équilibrée (le nombre de
sommets dans chaque partie est équivalent) et a échanger des sommets au cours d’itérations si
I’échange contribue a faire diminuer effectivement la fonction cofit. C’est la méthode utilisée dans
I'algorithme de KERNIGHAN et LIN [1970].

Lalgorithme de FIDuCcCIA et MATTHEYSES [1982] est une amélioration du précédent qui per-
met un partitionnement plus rapide en relachant faiblement la contrainte d’équilibre de la parti-
tion en faisant des transferts de sommets et non plus des échanges.

Il existe aussi des algorithmes de diffusion appelés algorithmes « a bulles » utilisés par exemple
par MEYERHENKE et coll. [2006]; MEYERHENKE et SCHAMBERGER [2006]. A partir d'une réparti-
tion aléatoire de N nceuds servant de graine initiale, chaque sous-domaine s’élargit de proche
en proche jusqu’a ce que chaque sommet soit assigné a une partie. Ensuite, une nouvelle graine
est choisie comme étant le centre de chacune des parties et la croissance des bulles est réitérée.
Ce processus est répété jusqu'a ce qu’il n'y ait plus de variation dans les graines initiales. Cela
conduit a former des sous-domaines avec une forme globale réguliére comme le montre la figure
1.9. Cette approche ne minimise pas la fonction cofit et le calcul des nouvelles graines est as-
sez coliteux mais cela permet d’obtenir des partitions ayant parfois de meilleurs résultats que des
méthodes plus classiques, comme celles que nous allons décrire maintenant.

Algorithmes d’optimisation globale Les autres heuristiques d’optimisation cherchent a trouver
le minimum global de la fonction coft. Elles ont toutes en commun un nombre de parameétres
difficile a estimer a priori pour le probléme de partitionnement. On pourra citer des méthodes
telles que les algorithmes évolutionnistes développés par exemple par CHOCKALINGAM et ARUN-
KUMAR [1995], le recuit simulé de CERNY [1985], 1a recherche tabou de BATTITI et BERTOSSI [1999],
les Gradients Aléatoires Adaptatifs de AREIBI et YANG [2004], les méthodes de diffusion statistique
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AR nma e

FIGURE 1.9 — Décompositions d'un maillage multigrille en 16 sous-domaines obtenus avec Metis (a gauche)
et avec un algorithme a bulle (a droite). Metis produit une décomposition dont la fonction cott vaut 1226
arétes et l'interface est constituée de 2082 nceuds alors que 'algorithme a bulle conduit a 1168 arétes cou-
pées et une interface de taille 1795 (figures issues de MEYERHENKE et coll. [2006]).

par TAO et ZHAO [1993] ou encore les méthodes de colonies de fourmis développées par KOROSEC
et coll. [2004].

1.2.1.3 Approche multi-niveaux

Toutes les méthodes précédemment citées deviennent tres cofiteuses lorsque la taille du
graphe est importante, c’est pourquoi des méthodes de type multi-niveaux ont été dévelop-
pées par BARNARD et SIMON [1994], HENDRICKSON et LELAND [1995] ou encore KARYPIS et KU-
MAR [1998]. En effet, ces méthodes, a 'aide d’'un algorithme de contraction, permettent de ré-
duire la taille du graphe et ainsi de faciliter 'application de n'importe quelle des méthodes sus-
mentionnées. Ces approches comportent trois phases (voir figure 1.10) :

1. une phase de contraction qui va permettre de réduire la taille du graphe;
2. une phase de partitionnement qui découpe le plus petit graphe;

3. et une phase d’expansion, ol la partition du petit graphe est projetée sur le plus grand
graphe.

partitionnement

FIGURE 1.10 — Représentation schématique de 'algorithme de partitionnement multi-niveaux pour 4 par-
titions (reproduite de CHEVALIER [2007])

La contraction Lobjectif de I’étape de contraction est de réduire la taille du graphe pour per-
mettre de trouver 'optimal du partitionnement facilement. De plus, la suite de graphes (G))
construits ont des topologies « proches » de celles du graphe initial G en ayant un nombre de som-
mets décroissant quand le niveau de contraction augmente.

Pour réaliser cette contraction, les nceuds sont regroupés par paires. Historiquement, ces
paires étaient choisies aléatoirement comme le faisaient HENDRICKSON et LELAND [1995] par
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exemple. Mais la méthode qui fait consensus consiste a apparier les arétes dont la somme du poids
des extrémités est le plus élevé, c’est la méthode Heavy Edge Matching (HEM) développée par Ka-
RYPIS et KUMAR [1998]. En effet, elle semble mieux préserver la topologie du graphe. Il existe aussi
des méthodes qui ne regroupent plus seulement les sommets deux a deux mais bien des groupes
de sommets qui peuvent étre sélectionnés par des méthodes dites « probabilistes » telle que celle
développée par RON et coll. [2005]. Cette réduction de la taille du graphe se fait jusqu’a atteindre
un graphe ne faisant plus qu'une centaine de sommets environ.

Le partitionnement du graphe réduit Comme mentionné précédemment, un partitionnement
tel que ceux décrits dans la section 1.2.1.2 sur les approches combinatoires est appliqué sur le
graphe contracté afin de trouver un partitionnement proche de I'optimum.

L'expansion Cette phase tente de conserver 'optimum sur les graphes de plus haut niveau lors
de la ré-augmentation de la taille du graphe; elle est illustrée sur la figure 1.11. La premiére étape
de cette expansion est appelée phase de projection (voir figure 1.11b), c’est 'opération inverse
de I'étape de contraction ou la taille du graphe va augmenter. Une fois le graphe de plus grande
taille obtenu, des retouches locales des partitions sont réalisées par échanges locaux de sommets
a l'aide des algorithmes de KERNIGHAN et LIN [1970] ou de FIDUCCIA et MATTHEYSES [1982] par
exemple : c’est ce qui est appelé I'étape de raffinement (voir figure 1.11c).

(a) partition du graphe Gj. (b) illustration de la projection de Gy, sur G)_;
(les arétes en gras sont les arétes nouvellement
créées).

(c) Gy—1 obtenu apres raffinement

FIGURE 1.11 - Exemple de I'étape d’expansion lors du passage du niveau A au niveau A — 1 (Reproduction
de CHEVALIER [2007]). Les différentes couleurs représentent les différentes partitions.

En raison de la rapidité d’exécution des méthodes multi-niveaux, ce sont les méthodes qui

sont le plus implémentées dans les logiciels de partitionnement de maillage tels que Metis, Scotch
ou Chaco.
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1.2.2 Stratégies de maillage et de remaillage parallele

Les logiciels de génération de maillage séquentiels sont limités a cause de temps de généra-
tion de maillage et de 'occupation mémoire associée qui deviennent beaucoup trop important
lorsqu’il s’agit de générer des maillages de tres grande taille. Il semble donc essentiel que ces mé-
thodes soient développées dans un cadre a mémoire distribuée a I’aide de communications inter-
processeurs MPI pour éviter cet écueil.

Dans cette sous-section, les méthodes de maillage et de remaillage seront considérées indif-
féremment. En effet, la différence majeure entre ces deux processus est le fait qu'il existe déja lors
d’une étape de remaillage, un maillage dont la taille caractéristique des éléments doit étre adaptée
pour réduire I'erreur de discrétisation apres un calcul EF par exemple. De plus, lors du remaillage
il faut étre capable de transférer les solutions obtenues sur le nouveau maillage. Différentes stra-
tégies ont pu étre développées pour atteindre cet objectif avec plus ou moins de facilité.

1.2.2.1 Outils de maillage séquentiel

Avant de voir comment la génération de maillage peut étre rendue parallele, il faut s’attacher
a savoir quelles sont les méthodes de maillage séquentielles existantes.

Méthode de Delaunay La méthode la plus répandue car assurant la génération d’éléments peu
distordus est la méthode de triangulation ou de tétrahédrisation de DELAUNAY [1924, 1934]. Elle
consiste, a partir d'un nuage de points, a construire une triangulation qui respecte la regle de la
sphére vide. Autrement dit, une triangulation (respectivement une tétrahédrisation en 3D) est de
Delaunay si et seulement si pour tout élément du maillage, le cercle (respectivement la sphére)
circonscrit a chacun de ses éléments ne contient aucun autre sommet. La figure 1.12 montre deux
triangulations d'un méme nuage de points : dans le cas de gauche, le cercle circonscrit au triangle
(ADC) contient le point B, ainsi par définition cette triangulation n’est pas de Delaunay; par contre
la triangulation de droite est bien de Delaunay car les deux cercles circonscrits laissent bien le
quatriéme sommet en leur extérieur.

D D
C C

(a) triangulation qui n’est pas de Delaunay (b) triangulation de Delaunay

FIGURE 1.12 - [llustration d'une triangulation de Delaunay

Ici, avec 'algorithme de Bowyer-Watson créé par BOWYER [1981] et WATSON [1981] il est pos-
sible d’insérer un nouveau nceud dans le maillage; I'algorithme se décline de la maniére suivante
et est décrit sur la figure 1.13 :

1. Trouver I'élément dans lequel insérer le nceud;

2. Trouver tous les éléments adjacents dont le cercle (respectivement la sphere) contient le
noeud;

3. Supprimer tous les éléments sélectionnés (ce qui créé ce qui est appelé une cavité 3);

w

. Une cavité d'un point est 'ensemble des triangles dont le cercle circonscrit contient ce point.
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4. Connecter les bords de cette cavité avec le nceud a insérer.

FIGURE 1.13 - Insertion d'un sommet par I'algorithme de Bowyer-Watson. L'élément en vert est I'élément
dans lequel on retrouve le nceud a insérer et les éléments en bleu sont ceux dont le cercle circonscrit
contient le nceud a insérer. (figure issue de CHRISOCHOIDES et NAVE [2003])

Méthode par avancée de front Une autre famille de méthodes développées par LOHNER [1988]
ou encore Lo [1991] sont les méthodes frontales ou Advancing Front Technique (AFT) qui per-
mettent de construire itérativement, a partir d'une triangulation de la surface de I'objet a mailler,
une triangulation en ajoutant un front de nouveaux éléments a l'intérieur de la structure. La fi-
gure 1.14 illustre 'avancée du front apres la premiére itération. Ce processus est réitéré jusqu’a ce
que toute la structure soit maillée.

FIGURE 1.14 — Premieére itération d'une méthode AFT

Raffinements imbriqués adaptatifs Il existe une troisieme famille de méthodes, celles qui raf-
finent un maillage grossier en divisant les éléments existants selon des regles prédéfinies (voir
figure 1.15 pour certaines regles de subdivision d'un tétraedre). Par exemple, MUTHUKRISHNAN
et coll. [1995] utilise cela pour raffiner un maillage grossier en fonction de criteres sur les arétes les
plus longues du maillage total.

ATAN

FIGURE 1.15 - Différents types de subdivisions d'un tétraédre (reproduite de OLIKER et coll. [2000])

méthode SPH Plus récemment, une méthode de maillage développée par FuU et coll. [2019] et
fondée sur une approche de relaxation d'un fluide Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) al'in-
térieur du domaine permet de distribuer des particules dans le volume et de générer ensuite un
maillage a partir de la position de ces particules. Ce processus est illustré sur le figure 1.16. A partir
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d’une distribution initiale de particules (figure 1.16a) et avec la résolution de proche en proche de
I'équation de la SPH de MONAGHAN [1992], les particules peuvent étre distribuées selon une den-
sité donnée (figure 1.16b). Enfin une triangulation de Delaunay est appliquée au nuage de points
ainsi obtenu (figure 1.16¢). Cette méthode semble cotiteuse car il faut résoudre un probléeme phy-

(a) distribution aléatoire initiale de  (b) distribution de particules obte-  (c) maillage obtenu par triangula-
particules nue a la fin du processus de lissage  tion Delaunay des particules
par SPH

FIGURE 1.16 — Génération de maillage a 'aide de la méthode SPH

sique de grande dimension pour trouver la position des nceuds.

1.2.2.2 Parallélisation des opérations élémentaires dans les algorithmes séquentiels

Méthodes de subdivision en parallele Les premiers travaux concernant le maillage parallele ont
été menés dans les années 1990 par CASTANOS et SAVAGE [1997], d’abord sur des maillages bi-
dimensionnels en contexte de mémoire distribué. Il s’agit d'une méthode de subdivision d’élé-
ments qui se fait indépendamment dans chaque sous-domaine. Ainsi, lorsqu'une aréte qui est
localisée sur l'interface est subdivisée, un algorithme de synchronisation s’assure que les deux
sous-domaines créent le noeud au méme endroit. La méthode a été étendue en 3D dans la fin des
années 1990 par DE COUGNY et SHEPHARD [1999] ou encore OLIKER et coll. [2000].

Triangulation de Delaunay paralléle La parallélisation de la triangulation de Delaunay a été
imaginée par OKUSANYA et PERAIRE [1996] d’abord en 2D, puis en 3D par OKUSANYA [1997]. Ces
travaux ont ensuite pu inspirer CHRISOCHOIDES et NAVE [2003]. L'algorithme de Bowyer-Watson a
été adapté en paralléle par NAVE et coll. [2004], il est possible de générer un maillage en parallele
a partir d'un maillage initialement grossier par insertion de points.

Le probléme se pose en parallele lorsque le nceud a insérer se situe dans une cavité en contact
avec l'interface. Le sous-domaine dans lequel est la cavité doit envoyer une requéte a son voisin et
lui transmettre les coordonnées du nceud a insérer pour que le voisin vérifie si le maillage reste de
type Delaunay apres l'insertion de ce nceud. Cela entraine un grand nombre de communications
et cela implique d’attendre le retour de I'information pour construire la cavité. Une fois la cavité
créée puis triangulée, il faut distribuer les éléments sur les sous-domaines. La figure 1.17 illustre
cette méthode. Lors de I'insertion d’un nceud P sur la figure 1.17a, le sous-domaine Q?, crée
la cavité locale. Comme cette cavité est en contact du bord, le sous-domaine voisin QV, dont
I’élément au bord a bien son cercle circonscrit qui contient le point P, est interrogé et I'élément
en question est ajouté a la cavité. La cavité étant maintenant au contact de I'interface avec Q®,
celui-ci est aussi interrogé et un de ses élément fait aussi effectivement partie de la cavité. Ainsi, la
cavité a été construite de proche en proche en faisant des communications de la coordonnées de
P. Enfin, la cavité est triangulée en parallele comme le montre la figure 1.17b.

Parallélisation de la méthode AFT Pour I'approche frontale, LOHNER et coll. [1992] choisissent
de mailler par leur méthode AFT tous les domaines en paralléele indépendamment sans mailler
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Q(O) Q(Z) Q(O) I Q(Z)
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g Q(l) " Q(l)

(a) insertion du nceud P (b) triangulation de la cavité apres insertion de P et
distribution de la cavité

FIGURE 1.17 — Insertion d’'un nceud sur un cavité a I'interface entre 3 sous-domaines

l'interface : un espace vide reste donc présent entre le maillage et I'interface. Ensuite, tous les
fronts sont envoyés au processus maitre qui va terminer le maillage de 'interface a I'intérieur de
la surface fermée formée par tous ces fronts. Cette méthode semble ne pas étre extensible car la
taille possiblement importante de l'interface engendre un surcofit significatif pour le processus
maitre.

Parallélisation de 'approche particulaire par SPH Lapproche particulaire a aussi pu bénéficier
d’une parallélisation développée par Ji et coll. [2020]. Ici, des ensembles de particules sont générés
en parallele dans des zones distinctes de la structure. Une force de tension de surface répulsive
est choisie pour permettre aux différents domaines de ne pas se mélanger. Les équations de la
SPH sont résolues itérativement jusqu’a stagnation. Une fois cette stagnation atteinte, la tension
de surface est réduite jusqu'a ce qu’elle s’annule et en atteignant la stagnation des particules a
chaque pas de diminution des particules. Ces étapes sont illustrées sur le lapin de Stanford par J1
et coll. [2020] sur la figure 1.18. Une fois cela effectué, la tétrahédralisation est réalisée a ’aide de
méthodes de type Delaunay de maniere indépendante sur chaque sous-région.

FIGURE 1.18 - Illustration de la méthode de maillage par SPH en paralléle (figures extraites de J1 et coll.
[2020])

1.2.2.3 «Orchestration » d’algorithmes séquentiels en tant que « boites noires »

En raison de la maturité des algorithmes et des logiciels de maillages séquentiels, il semble
difficile de développer une nouvelle méthodologie spécifique aux architectures paralleles et qui
serait une adaptation et donc une modification d’'une méthode de maillage séquentiel. En effet,
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CHRISOCHOIDES [2006] affirme que cela constitue un travail trés important qui requiert des com-
pétences multi-disciplinaires et nécessiterait de 10 a 15 ans pour que I"écosystéme logicielle et al-
gorithmique atteigne un tel niveau de maturité. L'idée découlant de ce constat est que, finalement,
'effort n'est pas a mettre sur la parallélisation d’opération élémentaires mais plutot sur la bonne
facon d’« orchestrer » un mailleur séquentiel pour lui permettre de réaliser efficacement et de ma-
niére extensible cette génération de maillage paralléle. A la différence de la partie précédente, le
mailleur ici est vu comme une « boite noire ».

Repartitionnement Les méthodes fondées sur le repartitionnement utilisant un mailleur en tant
que « boite noire » ont été développées par COUPEZ et coll. [2000] ou encore DIGONNET et coll.
[2007, 2017]. Cette méthode consiste a remailler les éléments n’étant pas au contact de l'interface.
C’est un processus itératif o1 I'interface est repositionnée a chaque itération du fait d'un poids de
communication important mis sur les éléments a remailler. La figure 1.19 illustre ce procédé sur
un cas bidimensionnel avec 6 sous-domaines.
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FIGURE 1.19 - Stratégie de repartitionnement - remaillage de DIGONNET et coll. [2007] (se lit dans le sens
lexico-graphique). Le remaillage se fait uniquement suer les élément non adjacents a l'interface (colonne
de droite). Le remaillage de toute la structure est assuré par un déplacement itératif de I'interface (colonne
de gauche)

CAVALLO et coll. [2005] choisit de ne pas faire un repartitionnement total mais seulement des
migrations d’éléments : grace a cela, il n’a besoin que de 2 étapes de remaillage pour garantir le
remaillage de I'entiereté de la structure.

Dans ces deux cas, la non préservation de I'interface (et donc de la forme des sous-domaines)
est un gros inconvénient dans un cadre d’adaptation de maillage. En effet, les champs solution cal-
culés sur le maillage initial ont perdu leur localisation dans les sous-domaines car ils ont changé de
géométrie. Des échanges importants sont nécessaires pour permettre le transfert de ces champs
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sur le nouveau maillage fin.

Partitionnement de la géométrie LAEMMER [1997] propose une méthode de maillage parallele
ol une géométrie définie par des primitives géométriques bidimensionnelles (i.e. des primitives
utilisées dans la CAO) est bi-partitionnée récursivement. Ensuite, chaque sous-domaine construit
ses nceuds de bord en utilisant exactement la méme méthode de maillage de son bord; la confor-
mité a I'interface est ainsi garantie. Et enfin une méthode de maillage quelconque est choisie pour
mailler 'intérieur du volume. Cette méthode présente I’avantage de n’avoir que les échanges des
indices des nceuds a l'interface a effectuer avec les voisins pour permettre de connaitre la connec-
tivité globale du maillage. Le résultat de cette technique est illustré sur la figure 1.20, ou la taille
des domaines est adaptée a la finesse du maillage : plus le maillage est fin, plus le sous-domaine
a une taille caractéristique faible. GALTIER et GEORGE [1997] proposent le méme type de méthode
mais appliqué a des géométries discretes (triangulation de la surface externe).
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FIGURE 1.20 — Maillage obtenu avec la méthode de LAEMMER [1997], les 8 sous-domaines sont séparés par
des lignes droites.

LINARDAKIS et CHRISOCHOIDES [2006, 2008] ont réussi a proposer une méthode avec un par-
titionnement de la géométrie qui rend indépendant la génération de maillage entre les sous-
domaines. Pour ce faire, il suffit de construire le squelette de la structure (I'ensemble des points a
égale distance des bords du domaine), c’est ce qui est représenté sur la figure 1.21(a) et approximé
al’aide de points de Voronoi d'une triangulation des nceuds du bord. Ensuite les séparateurs sont
simplement des segments qui joignent un point de Voronoi et le bord (figure 1.21(b)). A partir
de 13, une discrétisation uniforme des nceuds de cette interface est réalisée en prétraitement et
le maillage est distribué et généré en paralléle facilement. Cette méthode semble extensible mais
elle n’est applicable qu’en 2D car I'étape de découpage de la structure (figure 1.21(b)) n’est pas
généralisable telle quelle en 3D.

(b) (d

FIGURE 1.21 - Illustration de la méthode de maillage paralléle par partitionnement Medial Axis de LINAR-
DAKIS et CHRISOCHOIDES [2006]. Le squelette de la structure est calculé (a), des séparateurs sont construits
en suivant des lignes orthogonales au squelette (b), ces séparateurs sont discrétisés uniformément(c) (c’est
représenté par les petits cercles sur (c)) et le maillage intérieur est ensuite réalisé en parallele (d)
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Utilisation d’'un maillage grossier initial La majorité des méthodes présentées ici sont vues
comme étant des méthodes de génération de maillage mais du fait de |'existence de ce maillage
grossier initial, finalement, il est possible de se ramener aux mémes problématiques que pour le
remaillage. Par contre, ici, en raison de I'existence d'un maillage grossier, il faut avoir a disposition
un algorithme qui permet, apres raffinement, de ramener le bord 0Q2 du maillage fin généré sur la
géométrie-objectif. Globalement, ce type de méthode suit le schéma de la figure 1.22 ot I'interface
est maillée avant le volume. Ici, 'avantage est que la géométrie des sous-domaines reste la méme
tout au long du processus, ainsi, lors d’'une adaptation de maillage, la projection de champs est
simple a réaliser.

(o]
(o]
(o]
O—O0—L o—O0—>0
Maillage grossier Raffinement de l'interface
O O O O o O O— o]
(o] Q
(o] Q
(o] Q
Distribution en sous-domaines Raffinement paralléle Assemblage final

FIGURE 1.22 — Principe général des méthodes utilisant un maillage grossier (extrait de CHEN et coll. [2018])

ITO et coll. [2007] proposent une méthode qui consiste a subdiviser chaque aréte de la géo-
métrie selon une regle prédéfinie (chaque aréte est découpée en un nombre d’arétes de méme
longueur). Ensuite, toutes les faces sont maillées a I'aide d'un algorithme de Delaunay 2D. Ces
opérations étant identiques de part et d’autre de I'interface, les nceuds des maillages coincident. 11
faut noter aussi que les nceuds qui sont sur le bord physique du domaine sont interpolés al’aide de
fonctions de forme quadratiques des triangles pour approcher la géométrie initiale. ITO et NAKA-
HASHI [2002] ont développé une méthode permettant cette interpolation a ’aide de I'information
de la normale a la surface. Les maillages obtenus sont décrits sur la figure 1.23. Cette méthode
semble cependant requérir un volume d’échange important pour reconstruire la connectivité a
I'interface. Cela pénalise |'’extensibilité de 'approche.

Ce probleme est résolu par WANG et coll. [2017] qui, a I'aide d'un raffinement hiérarchique
régulier et une indexation avancée aux interfaces, est capable sans aucun échange de générer le
maillage et d’obtenir la connectivité a l'interface. Ici, comme avec ITO et coll. [2007], les nceuds sur
les bords ne sont pas exactement sur la géométrie sous-jacente  car cette méthode ne la prend pas
en compte.

CHEN et coll. [2018] utilisent les mémes outils que précédemment mais, ils parviennent a faire
des opérations sur la CAO pour ne plus I'approximer mais bien a pouvoir I'exploiter exactement.

Une autre approche a été développée par BOVET et coll. [2019a,b] et est contrainte de n’utili-
ser qu'un mailleur volumique, sans mailleur bidimensionnel, par opposition aux méthodes sus-
mentionnées. Un coloriage est défini sur les domaines de telle sorte que deux sous-domaines ad-
jacents soient de couleurs différentes. Ensuite, I'ensemble des couleurs est parcouru, et chaque
portion d’interface de la couleur courante est remaillée sur une profondeur d’éléments définie

4. c’'est une interpolation quadratique
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(a) (b)

FIGURE 1.23 - Décomposition d'une sphere par le méthode d’IT0 et coll. [2007] : (a) maillage grossier initial,
(b) surface extraite du 4-partitionnement puis raffinée et (c) interpolation quadratique des nceuds situés sur
I'extérieur du domaine.

par I'un des deux sous-domaine adjacent. Pour ce faire, les maillages volumiques de l'interface
obtenus sont préalablement échangés et assemblés grace a des opérations booléennes puis redé-
coupés et redistribués apres remaillage, permettant ainsi de garantir la conformité a l'interface.
Puis enfin, l'intérieur des volumes est remaillé en parallele. Cette méthode est présentée sur la
figure 1.24.

0. Initial meshes 0. Initial coloring 1. After color red

2. After color blue 3. After color yellow 4. Final meshes

FIGURE 1.24 — Remaillage paralléle par coloriage issu de BOVET et coll. [2019a,b]

Une derniere méthode encore décrite par BOVET et coll. [2019a] consiste a remailler une in-
terface volumique de maniére séquentielle sur un seul processus. Aprés un partitionnement du
maillage initial, les interfaces sont envoyées au processus maitre qui effectue son remaillage, puis
ces maillages volumiques sont renvoyés aux sous-domaines et un remaillage de I'intérieur est en-
fin réalisé. Tout cela est illustré sur la figure 1.25. Cette stratégie a pour inconvénient de ne pas étre
extensible lorsque la taille de I'interface devient importante car le processus maitre devra remailler
un maillage de taille de plus en plus importante lorsque le nombre de sous-domaines augmente.

LOSEILLE et coll. [2015] parviennent a éviter ce probléme en partitionnant a nouveau ce
maillage de l'interface en différents niveaux. Ces niveaux sont définis comme étant les interfaces
du niveau immédiatement supérieur. Par exemple, le niveau 3, représenté sur la figure 1.26, est
I'interface de I'interface des domaines volumiques, il correspond donc aux interfaces qui sont des
lignes et non plus des surfaces comme au niveau 2. Ainsi, en remaillant successivement les diffé-
rents niveaux partitionnés, il est possible de faire un remaillage paralléle qui soit extensible car la
méme charge de calcul est distribuée aux différents processus. Par contre, la méthodologie déve-

46



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

0. Initial meshes 0. Initial coloring 1. After color red

2. After color blue 3. After color yellow 4. Final meshes

FIGURE 1.25 — Remaillage paralléle par remaillage de I'interface sur le processus maitre issu de BOVET et coll.
[2019a]

loppée ici ne permet pas de respecter la géométrie sous-jacente si elle est courbe.

(@) niveau 1 : sous- (b) niveau 2 : sous- (c) niveau 3 : sous- (d) niveau 4 : sous-
domaines représentant domaines représentant domaines représentant domaines représentant
des volumes les faces du Niveau 1 les arétes du Niveau 2 les sommets du Niveau 3

FIGURE 1.26 — Différents niveaux de partitionnement d'un cube (issu de LOSEILLE et coll. [2015])

1.3 Méthodes de déformation de maillage

Les méthodes de déformation de maillage se présentent comme un outil essentiel pour la li-
mitation des erreurs géométriques lors du remaillage ou lors du maillage (fondé sur un maillage
grossier initial); le remaillage ne prenant souvent pas en compte la géométrie sous-jacente (ou
seulement au moyen de corrections approximatives locales), il conduit a des discrétisations qui
peuvent étre tres éloignées de la géométrie réelle. Il faut donc, apres raffinement, déplacer les
nceuds nouvellement créés sur le bord du domaine et répartir les nceuds restant a 'intérieur du
volume.

Dans toute cette section, et contrairement aux notations utilisées dans la Section 1.1 (concer-
nant les méthodes de décomposition de domaine), le bord n’est plus une interface mais ce qui est
entendu classiquement concernant le bord d'un domaine 0Q. Les grandeurs qui seront définies
sur ce bord seront indicées par la lettre y,.

Lobjectif des méthodes de déformation de maillage est qu’a partir d'un déplacement de bord
connu u (Xp) = uy, il soit possible de calculer le déplacement u (X) en toutes les positions X. Les
entités mises en jeu dans cette section sont :

— le maillage fin éloigné de la géométrie, noté Q,

— la géométrie physique vers laquelle Q; est déformé, noté Q.
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Cette méthode consiste donc a projeter le maillage Q; sur la géométrie Qg en répartissant au
mieux les nceuds pour créer des éléments de bonne qualité °. La déformation compléte est réa-
lisée en deux étapes qui seront les deux grands axes de cette section :

— la projection de la peau de Q; sur Qg ;

— larépartition des autres nceuds a l'intérieur de Q;.

1.3.1 Techniques de projection

Comme évoqué précédemment, la premiere étape consiste a projeter la peau de Q; sur celle de
Q. Cela peut-étre fait de maniere explicite a I'aide d'une direction prédéterminée ou de maniére
automatique en paramétrisant les deux surfaces et en faisant une correspondance des nceuds sur
cette paramétrisation sans avoir a faire de choix a priori sur la direction de projection.

1.3.1.1 Paramétrisation sphérique

Cette méthode s’inscrit dans un cadre plus large que la projection d'un maillage sur un autre.
En effet, elles permettent de « mélanger » deux maillages permettant d’en obtenir un maillage hy-
bride, ou le résultat obtenu est plus ou moins proche de I'un ou 'autre grace a un parametre de
réglage scalaire. Ce parametre permet a moindre cofit — une fois la paramétrisation stockée — d’ob-
tenir un maillage plus ou moins proche des maillages d’origine comme illustré dans le cadre s. de
la figure 1.27. Ce type de méthode peut étre utilisé dans des domaines tels que 'animation ou
les effets spéciaux au cinéma en permettant des transitions douces entre différentes positions ou
images. Cette méthode s’appuie sur les travaux réalisés par MOCANU [2012] durant sa thése. Sa
méthode, comme celles de AHN et coll. [2004]; ALEXA [2000]; ATHANASIADIS et coll. [2012]; KANAI
et coll. [2000]; KENT et coll. [1992], est fondée sur une interpolation simple entre les deux modeles.
La figure 1.27 représente la méthode de déformation de maillages de coques 3D fermées. La pre-
miere ligne représente le maillage source et dans le formalisme de ce manuscrit, il est représenté
par Q; alors que la seconde ligne (le maillage cible) est le maillage sur lequel la projection est réa-
lisée et correspond a Q4. Pour des maillages décrivant des surfaces fermées et sans trous (une

Initial Pose. ex . Intermediary mesh Spherical map . Feature
models estimation  Correspondence Simplification parameterization steps (simplified version) Spherical map correspondence
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FIGURE 1.27 — Méthode de morphing de maillage de coque (extrait de MOCANU [2012])

méthode plus simple est aussi décrite pour les maillages décrivant des surfaces ouvertes (mais la
philosophie reste la méme), le processus est composé de plusieurs étapes :

5. voir section 1.3.2.4 pour des indicateurs de qualité de maillage

48



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

1. Lalignement des axes principaux d’inertie des modeéles est réalisé pour que les points re-
marquables de Q; et Qg ne soient pas trop éloignés (c. et d. sur la figure 1.27). Ces points
remarquables sont les points qui doivent coincider a la fin du processus. Cette étape n’est
pas nécessaire dans un contexte de remaillage car les maillages sont déja alignés.

2. La correspondance entre les nceuds remarquables est faite par 'utilisateur. (e. et f. sur la fi-
gure 1.27). Pour le remaillage, cette étape pourrait-étre automatique : les nceuds du maillage
grossier étant ces noeuds remarquables.

3. Un déraffinement des deux maillages est effectué pour alléger les ressources de calcul né-
cessaires aux prochaines étapes (g. et h. sur la figure 1.27).

4. Les maillages sont rendus convexes aux endroits ou la courbure Gaussienne est la plus im-
portante (i. et j. sur la figure 1.27) a 'aide d’un lissage autour des nceuds avoisinants. La
courbure Gaussienne est le produit des courbures principales. Cette stratégie est issue de
MOCANU et ZAHARIA [2011].

5. Les maillages sont projetés sur un espace paramétrique commun : la sphére unité. Cela per-
met, a I'éatape 7, de trouver la position des nceuds de Q, dans les coordonnées barycen-
triques des éléments de Qg . Ces mémes maillages sont ensuite raffinés a nouveau (k., 1., m.
et n. sur la figure 1.27).

6. Les points remarquables de Q; et Q¢ sont ensuite mis en coincidence par déformation du
maillage (o. et p. sur la figure 1.27). Cela peut étre réalisé a 'aide des techniques qui seront
détaillées dans la partie 1.3.2.

7. Les coordonnées barycentriques (a,p,y) des nceuds X de Q; dans les triangles

D P P 4 P _ xP P P ;

(X(?tb’ Xl(b’ X2<b) de Qg sont calculées telles que ).(r = ocXO¢ + [SXM) + YX2¢ (I'exposant P si-
gnifie que les nceuds sont dans I’espace paramétrique de la sphere unité).

8. La méme interpolation est réalisée entre les maillages initiaux sur les nceuds non paramé-
triques (i.e. que la transformation X; = oaXpg + PX1¢ + X2 est réalisée pour tous le nceuds

de Q,).

Linconvénient de cette méthode réside dans le fait que rien ne garantit une coincidence entre
les faces physiques. Ainsi, une face sur laquelle des conditions aux limites seraient appliquées
pourrait empiéter sur une face voisine qui n'a pas la méme condition limite. En effet seuls les
neeuds grossiers sont utilisés en tant que points remarquables; les arétes physiques ne le sont pas
car les seules entités « marquables » sont des nceuds. De plus, dans un contexte parallele, il n'y a
aucune garantie que les nceuds coincidant de part et d’autre d'une interface avant déformation le
soient toujours apres cette déformation.

1.3.1.2 Projection explicite le long d’une direction

Une autre facon de projeter un maillage sur un autre est de définir une regle pour choisir une
direction (normale a la surface source, normale a la surface cible, ...) puis d’utiliser cette direction
pour la projection. Celle-ci se fait grace a une intersection du maillage cible et de la droite passant
par un point donné du maillage source. Cette opération est répétée pour chaque nceud du maillage
source ;. Ces méthodes sont tres utilisées en Computer Graphics pour permettre la visualisation
de rendus tridimensionnels.

On suppose cette direction d connue. Lobjectif de cette projection est qu’a partir d'un nceud
X; de Q, on trouve ses nouvelles coordonnées dans le maillage Q4, qui est un maillage composé
de triangles. Un premier type d’algorithmes fondés sur la méthode de BADOUEL [1990] permettent
de réaliser cette projection en calculant I'équation du plan de tous les triangles de Qg et en trou-
vant l'intersection avec la direction (X;, d). MOLLER et TRUMBORE [1997] sont parvenus a éviter le
calcul de ces plans de triangles en utilisant les coordonnées barycentriques du triangle, ce qui a
permis de rendre cette projection plus efficace, comme illustré par les tests numériques de SE-
GURA et FEITO [2001]. D’autre part, le stockage de tous les plans n’est plus nécessaire, réduisant
ainsi I’empreinte mémoire associée.
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La méthode de MOLLER et TRUMBORE [1997] consiste a exprimer de maniere paramétrique un
point appartenant a (X, d) par ce qui est appelé un rayon R de parametre p :

R(p) =X; +pd (1.24)

et a exprimer aussi de maniere paramétrique un point Tj appartenant au j-ieme triangle
(ijb’ lecb’ Xj2¢)j

Tj(, By, ¥)) =YXy, + X + B, (1.25)
ou la lettre j désigne le triangle numéro j. Cette expression est celle d’'un plan si Vj, yj = 1 —aj — ;.

Il suffit de trouver enfin dans quel triangle se fait réellement 'intersection a I'aide des conditions
d’admissibilité paramétriques du triangle suivantes :

B;=>0. (1.26)

Pour calculer I'intersection, il suffit d’égaliser Tj(qoj, B;) et R(p) dans les deux équations (1.24)
et (1.25) pour arriver a I’équation suivante :

X +pd = (1- 05— B)Xp, + 04X, +BX -

Pour chaque triangle, il faut résoudre un probléme a 3 équations et 3 inconnues :
j j j j g j
[-d X=Xy Xy —Xpy) gi =X = Xoq
j

Il faut résoudre ce systeme pour chaque triangle et trouver celui qui respecte les conditions (1.26).
La résolution de ce systéme se fait algébriquement en inversant le systéme a I'aide de la regle de
Cramer. o
. 1 det ¢}, €}, ¢}
G|l =—F—"—3 det|-d, er, e]2 ;
Bi det (—d, ell, eJZ) det(-d & e
» €1, €3

ol eJ1 = thb —X{)q), e]2 = X]2q> - Xlﬂ(b et eg =X; —X{)q}. On peut enfin exprimer tous ces déterminants a
'aide des relations entre déterminants et produits mixtes qui sont, pour rappel :

3
det(e;, ez, e3) = —(e; Ae3).ex = —(e3 N ep).e; = —(ex Aep).es, V(er, e, e3) € (R?)

Ainsi, avec I'introduction des produits vectoriels p) = d A er et = er A er, pour calculer la
position du nouveau point, il suffit de réaliser les opérations suivantes :

0 o |end)al e
| e | Pl

et de vérifier les conditions d’admissibilité (1.26). Toute cette méthodologie est résumée dans I'al-
gorithme 1.4.

Outre le fait que la méthode est la plus rapide et la moins gourmande en mémoire de la lit-
térature, il est possible de regrouper toutes les projections ayant le méme vecteur de direction de
projection d et de vectoriser les opérations, ce qui permet de faire des projections par blocs plus
rapidement dans des langages interprétés.
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Algorithme 1.4 : Intersection rayon/triangle de MOLLER et TRUMBORE [1997]

Données : Une direction X;, d) ;

pour triangle j € (XJO @ XJ1 &’ XJ2 <b)' faire
. . j

- i
e1 =Xy~ Xoq i
_ j o
€2 =X ~Xog
p=dnaey;
g=e3Ney;
A=p.e;;
_ad,
Bj="5
siaj>0etfj>0et (q;+p;j) <1alors
| retourner p = 332
fin
fin

1.3.2 Déformation de maillage

Une fois le déplacement u (X,) = uy, des nceuds de bord du domaine Q; connu, il faut encore
déplacer les nceuds intérieurs au domaine car ceux-ci n'ont encore subi aucun traitement. C’est
pourquoi cette partie s’attachera a décrire les méthodes principales permettant de réaliser cette
fonction et de les comparer. Une revue de ces méthodes a été rendue disponible par SELIM et
KomUuLLIL [2016]. Ces approches se classent en deux grandes familles qui se distinguent par I'ex-
ploitation ou non de la connectivité du maillage.

1.3.2.1 Techniques nécessitant une connectivité de maillage
Ces méthodes nécessitent la connectivité entre les noeuds afin de décrire les n, arétes ou les

n. éléments (en fonction des approches).

Analogie avec des ressorts Dans ces méthodes, développées par BATINA [1990]; BLoM [2000]
pour la déformation de maillage, chaque aréte du maillage entre deux nceuds i et j est considérée
en tant que ressort de traction-compression de raideur kj = kj; et de longueur a vide correspon-
dant a la distance entre les neeuds, soit ||X; —X;||. Le nombre de nceuds connectés au nceud i par
une aréte est noté n;. Lisolation statique des efforts F; s’appliquant au nceud i se traduit par :

F; = Z kij (ll X)) — u(Xj)) .
i

Ces méthodes supposent que I’équilibre statique est atteint et peut finalement s’écrire :
1
Z ki (ll Xj)—u (XJ)) =0.
j=1

Dans I'exemple de la figure 1.28, le systeme a résoudre est :

k13 0 —ki3 0 u 0
0 k23 - k23 0 ur _ 0
—kiz ks kiz+kaz+kss —kssa| |us 0
0 0 - k34 k34 uy 0
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FIGURE 1.28 — Exemple de trois nceuds reliés au méme quatrieme nceud a 'aide de ressorts de traction/-
compression.

Linconvénient de cette méthode est qu’elle peut conduire bien souvent a des retournements
d’éléments. D’autres méthodes pour éviter cet écueil ajoutent des ressorts supplémentaires entre
les nceuds et les faces de tout le patch d’éléments comme préconisé par BOTTASSO et coll. [2005];
MARKOU et coll. [2007]. D’autres auteurs comme FARHAT et coll. [1998], ajoutent des ressorts de
torsion a chaque sommet (i.e. entre deux arétes), mais cela ajoute un surcott de calcul important
en raison de I'ajout de nouveaux DDLs angulaires.

Probleme d’élasticité linéaire « Retour élastique» Ici, le probléme revient a un probléme EF ol
des conditions limites de Dirichlet u (Xy) = up sont imposées sur tout le bord. Dans le but d’ob-
tenir une bonne qualité de maillage, les coefficients matériau tels que le module d’Young E et le
coefficient de Poisson v sont variables dans chaque élément. En effet, le choix de E et v plus raides
dans certaines zones permet d’éviter des retournements d’éléments. Cela peut étre fait en suivant
plusieurs criteres :

— KARMAN [2007] propose un critere sur E et v dépendant de la forme et de la position des
éléments.

— Un critere dépendant de la qualité des éléments a été proposé par FREITAG et KNUPP [2002].

— La procédure cofiteuse de YANG et MAVRIPLIS [2007] permet, a I’aide d'un probleme adjoint,
d’optimiser les parametres E et v.

— Lénergie potentielle d'une déformation antérieure permet de définir un critére sur E et v
comme proposé par HsU et coll. [2004].

Probléme en Laplacien Une derniere approche est basée sur la résolution de I'’équation de La-
place en imposant uniquement des conditions limites de Dirichlet : Au = 0. Cela revient a imposer
E constant, v = 0 et une cinématique incompressible (div(u) = 0) dans la méthode du paragraphe
précédent. Rien ne permet d’affirmer que les éléments obtenus ne soient retournés ou présentent
une bonne qualité.

1.3.2.2 Techniques sans maillage (meshless)

Lautre grande famille de méthode est celle fondée sur des approches ignorant la connectivité
du maillage car généralement issues de l'interpolation sur des nuages de points. En effet, le dé-
placement de certains nceuds est interpolé a partir du déplacement connu d’autres nceuds. Ici, les
déplacements obtenus n’ont, en général, pas de sens « physique » en comparaison des méthodes
avec un maillage obtenu par la résolution d’'un probléeme plus physique. Dans toute cette partie
sera noté (ij)]. €[1;7m0] I'ensemble des ny, nceuds dont les déplacements sont déja connus et qui
serviront a batir I'interpolation.
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TransFinite Interpolation (TFI) La méthode dite TFI utilisée pour la déformation de maillages
structurés par BYUN et GURUSWAMY [1998], permet d’interpoler le déplacement des nceuds dont
le déplacement est connu. Des courbes paramétriques sont définies sur I'espace paramétrique a
l'aide des lignes du maillage structuré. Une pondération du déplacement peut ainsi étre définie a
I'aide de la distance sur ces courbes. Ainsi, le déplacement d'un nceud dans le volume situé sur la
courbe paramétrique commencant sur le point Xy et se terminant en Xp, se met sous la forme :

uX) =£X)uXp;) + (1 - (X)) uXp2)

ol £ est 'abscisse curviligne normalisée de cette courbe paramétrique.

Cette méthode est efficace numériquement mais elle souffre de problemes de robustesse car
elle ne permet pas d’éviter le probléme de retournement d’éléments. En plus, son utilisation est
bornée au cas de maillages structurés ot il est possible de définir des courbes paramétriques entre
deux nceuds dont le déplacement est connu.

Méthode de ’amortissement algébrique Cette méthode, introduite par ZHAO et FORHAD [2003],
consiste a associer a chaque nceud a interpoler, le plus proche nceud dont le déplacement est
connu. Ainsi, le déplacement d'un nceud a la position X dépend uniquement du déplacement de
son neeud associé Xy, et de sa distance par rapport a celui-ci :

uX) = f(IX-XpuXp),

avec f une fonction générale de la distance dont I'expression dépend de deux autres fonctions
exponentielles amorties. L'expression de f est la suivante :

fEx)
=2
T0= = o

Les deux fonctions exponentielles amorties sont définies telles que :

]

max

flx) = IL (1 —exp(l - di))’

—-e max

avec e = exp(l) et dpax = max xeq, IX—Xpl. Comme le montre la figure 1.29, la fonction tend
Xp €00,

0 | | | | | L
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 1.29 — Fonction utilisée par la méthode de 'amortissement algébrique

vers 1 lorsque x tend vers 0 et vers 0 lorsque x tend vers dpax. Cela a pour conséquence de défor-
mer fortement le maillage dans les zones proches des noeuds dont le déplacement est connu et de
rigidifier le maillage dans les zones plus éloignées.

Cette méthode peut conduire a créer des éléments retournés quand 'amplitude des déplace-
ments connus est importante. C’est pourquoi un lissage du maillage est souvent nécessaire pour
améliorer sa qualité.
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Méthode de I'Inverse Distance Weighting ou pondération par I'inverse de la distance (IDW)
Comme pour la méthode précédente, I'IDW permet d’exprimer explicitement le déplacement in-
terpolé dépendant des nceuds dont le déplacement est connu. WITTEVEEN [2010] a exprimé cette
relation a 'aide d’'une fonction de pondération w dépendant de I'inverse de la distance entre les
nceuds. Lexpression du déplacement se met sous la forme :

Yoo uXpk) w (1X = Xpill) _
Y wlX-Xpl)

et la fonction de pondération est une fonction inverse a la puissance c de la forme w(x) = I/x°. Le
parameétre ¢ permet de moduler I'influence de la distance sur le déplacement. En effet, le dépla-
cement connu d'un nceud aura une influence plus localisée autour de ce nceud si ¢ a une valeur
importante. En pratique, un choix de c égal a 2 donne des résultats satisfaisants d’aprés WITTE-
VEEN [2010].

ulX) =

Interpolation par Radial Basis Functions ou fonctions de base radiales (RBF) Cette méthode
décrite par DE BOER et coll. [2007] et implémentée dans le logiciel de Computational Fluid Dy-
namics (CFD) ANSYS [2016] pour la déformation de maillage dans des simulations de CFD. Cette
technique est issue d'une théorie plus large sur I'interpolation de données multivariées a I'aide de
RBFs concue par BUHMANN [2003]. Ici, chaque composante spatiale du champ déplacement est
une variable a interpoler grace aux déplacements connus. La formulation du champ u interpolé
pour chaque direction j € [1; d] avec d la dimension de I'espace d’interpolation, se met sous la
forme:

np .
uj(X) = kZ a y (IX—Xpil) + p) (X, 1.27)
=1

ou v est une fonction de base radiale choisie parmi celles présentées dans le tableau 1.3 et p est un
polynéme du premier ordre permettant de décrire exactement les mouvements de corps rigides.

Remarque 1.9
Les polynomes p’ ont des vertus régularisantes pour le probléme d’interpolation lorsque la
fonction W n’est pas définie positive (voir les définitions de BUHMANN [2000] ou de WEND-
LAND [1995]). Dans le cas ou1 Y est choisie comme étant une fonction du tableau 1.3, elle
est définie positive et I'utilisation du polynéme p n’est plus obligatoire d’aprés BUHMANN
[2000]. Récemment, plusieurs auteurs comme KEDWARD et coll. [2017]; XIE et L1U [2017]
obtiennent de bons résultats sans utiliser ce polynéme. En sus, dans nos applications a des
maillages qui, finalement, n’auront pas de déplacements de solides rigides, I'utilisation de
ce polyndme peut étre omise.

t (b}
1<k, 1<I<d+1
d’interpolation et d’admissibilité suivantes :

U Xp) =upj, Vje[L;d],

Les coefficients (a{() du polynéme p’ sont déterminés par les conditions

oo
ch1 alkql (X) =0, Vg polynéme de degré inférieur ou égal a p.

La seconde relation vient du fait que les coefficients de p sont recherchés comme étant dans I'es-

pace orthogonal a celui des polyndmes d’ordre inférieurs au degré de p d’aprés BUHMANN [2000].

Les conditions sus-mentionnées conduisent a la formulation du systeme linéaire RBF :

a
b

¥ P,
T
Pl 0

ubj
0

(1.28)

ol1 ¥ est une matrice carrée symétrique conditionnellement définie positive® de taille ny, défi-
nie telle que Wj; = W (|| X; — Xp;|) et P, une matrice rectangulaire de taille ny, x (d + 1) définie telle

6. La condition est que la fonction w soit définie positive.
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que la i®™€ ligne de Py, soit Pp,; = [1 X;]. On notera que l'interpolation ne couple pas les dimen-
sions de 'espace physique, si bien que la méme matrice s’applique simultanément a chacune des
d directions dans I'équation (1.28), seul le second membre change avec la direction de 1'espace
considérée.

Parmi les 14 fonctions du tableau 1.3, les huit premiéres sont des fonctions a support compact
sur l'intervalle [0, 1], c’est-a-dire qu’a partir d'un certain rayon d’influence r, la fonction devient
nulle. Les fonctions y sont remises a I’échelle a I'aide de ce rayon d’influence. Ainsi, il est possible
de faire le changement de variable pour les fonctions y de la forme ¢ = x/r. Ces fonctions sont donc
définies telles que :

_fw® st Eelo1],
\U(ﬁ)—{ 0 sinon.

Lutilisation de telles fonctions implique que seuls les nceuds a I'intérieur de la sphére de rayon
R centrée sur un nceud Xy, sont affectés par le déplacement de ce nceud. De plus, ce choix de
fonctions a support compact conduit a diminuer la largeur de bande de ¥ car les nceuds Xy, ne
sont plus tous couplés si une valeur de R « raisonnablement » faible est choisie.

Parmi ces huit fonctions, les quatre premieres sont les fonctions Continuous Polynomials (CP) :
les polynomes de degrés minimaux qui sont ¥™ continus avec n € {0, 2, 4, 6}. Les quatre suivantes
sont des séries de fonctions basées sur la théorie Thin Plate Spline (TPS) de DUCHON [1976, 1977].
De la méme fagon, ces fonctions Continuous TPS (CTPS) sont les formes minimales pour obte-
nir la €™ continuité avec n € {0,1,2}. Dans la théorie de WENDLAND [1996], deux fonctions €2
continues sont possibles; elles sont indicées par , et ;. Les six autres fonctions, a support global,
couvrent 'ensemble du domaine d’interpolation, ce qui conduit a des opérateurs ¥ denses dont
la résolution peut devenir numériquement plus cotteuse. Parmi ces fonctions, MultiQuadratic
Biharmonics (MQB) et Inverse MQB (IMQB) se voient attribuées un parametre a qui controle la
largeur des fonctions.

No. Nom y(€)

@ CP€’ (1-8)*

(b) CPE? (1-8*@E+1)

© cr¢! (1-§°(F&* +65+1)

(d cp®b (1-883283 + 2582 +88+1)

(e CTPSE° (1-8°

) CTPS€! 1+ 8&% — 4083 + 156 - 265 + 20€% 1og (&)
(g CTPS6? 1 —30E2 — 10&3 +458* — 6£° — 603 log (&)
(h) CIPS6; 12082 +80&3 — 456* — 1685 + 60&*1og(£)
@i  MQB Va*+g

G) IMQB Vo

&) Quadratic Biharmonics (QB) 1+ £

()] Inverse QB (IQB) ﬁ
(m) TPS £°log(&)
(n) Gaussien e‘%

TABLEAU 1.3 — Fonctions de base radiales dont la représentation est donnée sur I'intervalle [0,2] sur la fi-
gure 1.30

Cette méthode utilisant des RBFs a I'avantage de produire un maillage de bonne qualité

comme l'affirme SELIM et KOMULLIL [2016] en comparaison d’autres méthodes et notamment
celles citées dans les paragraphes précédents.
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FIGURE 1.30 — Tracé des différentes fonctions RBF

1.3.2.3 Comparaison de ces méthodes

Les différentes méthodes sont comparées a I’aide du tableau 1.4 extrait de SELIM et KOMULLIL
[2016]. Dans ce tableau, n, désigne le nombre total de point a interpoler alors que n, désigne le
nombre d’arétes présentes dans le maillage.

En général, les seules méthodes qui permettent I'obtention d'un maillage déformé de maniere
efficace et robuste sont les méthodes IDW et RBF. L'avantage d’IDW réside dans la complexité
algorithmique linéaire de la méthode mais conduit a des éléments de moins bonne qualité que
pour la méthode RBF. Par contre la méthode RBF implique de résoudre un systeme linéaire de
taille n, qui a une complexité cubique et semble coliteux. Mais ce systeme est de petite taille, car,
en général n, < ny et il est possible d’exploiter le caractére creux de 'opérateur pour accélérer
la résolution. Si ny, est du méme ordre de grandeur que ny, il faut avoir recours a des techniques
d’optimisation de la méthode RBF comme ce sera développé dans le chapitre 2 pour se ramener a
une complexité quasi-linéaire.

1.3.2.4 Comparaison des différents types de fonctions RBF

Dans la suite de ce travail, la méthode RBF a été retenue pour la déformation de maillage.
Une étude est réalisée quant a I'influence du choix de la fonction de base RBF au regard de la
qualité des éléments obtenus apreés déformation. Cette étude vise a corroborer ou a réfuter les
conclusions qui ont pu étre faites dans DE BOER et coll. [2007] ou encore RENDALL et ALLEN [2009]
par leurs tests numériques quant a I'efficacité de la fonction (b) du tableau 1.3 : CP 62 par rapport
aux autres fonctions RBF.

Le probléme sur lequel la méthode est étudié consiste en un probléme bidimensionnel carré
de coté H illustré sur la figure 1.31. Ce carré est soumis a un déplacement sinusoidal sur son aréte
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Méthode Avantages Inconvénients Complexité
algorithmique

Ressorts Simple et facile a Retournement d’éléments o(nd)

linéaires implémenter

Ressorts de Robuste Cotiteux O(ng + n‘g,)

torsion

Elasticité Facile a implémenter dans | Choix de E et v compliqué o(nd)

linéaire un code EF

TFI Simple et peu cotteux Retournement d’éléments O(ny)

Amortissement | Simple et peu coliteux Tres rigide preés des bords et | O(ny)

algébrique trés élastique ailleurs

IDW Simple et peu coliteux Pas d’'inconvénients O(ny)

majeurs

RBF Robuste et conserve une Pas d’'inconvénients O(nls))

bonne qualité de maillage | majeurs

TABLEAU 1.4 — Avantages, inconvénients et complexité algorithmique des techniques de déformation de
maillage (issu de SELIM et KOMULLIL [2016])

supérieure de la forme :

u(x,y=H) = %sin (2n%)ey,

tandis que le déplacement des autres arétes est imposé a une valeur nulle. On choisit de tes-

€y

H

€x
H

(a) géométrie initiale

€y

H

€x
H

(b) géométrie déformée

FIGURE 1.31 — Probléme bidimensionnel de référence pour le test des fonction RBF

ter cette méthode sur cette géométrie qui sera discrétisée de plusieurs maniéres grace au logiciel
Gmsh développé par GEUZAINE et REMACLE [2009] comme le montre la figure 1.32 :

— un maillage triangulaire non-structuré (figure 1.32a);

— un maillage quadrangulaire non-structuré (figure 1.32b);

— un maillage triangulaire structuré (figure 1.32c);

— un maillage quadrangulaire structuré (figure 1.32d).

Mesure de qualité de maillage Pour étudier I'influence de w sur la qualité des éléments, une
métrique a été introduite par KNUPP [2003] et utilisée par DE BOER et coll. [2007] pour ses tests.
Knupp [2003] introduit en deux dimensions trois indicateurs de qualité :

— un indicateur de taille noté fgize;

— un indicateur de forme qui quantifie I'écart a I'équilatéralité (écart par rapport a un triangle
équilatéral ou un carré en fonction du type d’élément) et sera noté fshape;
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(a) (b) (©) (d)

FIGURE 1.32 — Différents maillages testés

— unindicateur quantifiant la perte de parallélisme des arétes en vis-a-vis dans un quadrangle
noté fskew-

Le premier indicateur f;,e est défini de la manieére suivante :
. 1
_fSiZG =mmiT, —|,
T

avec T =5/, dont S est la surface de I’élément et Sy celle de I’élément de référence dans la struc-
ture. Ainsi cet indicateur a une valeur proche de 1 lorsque les éléments ont une taille uniforme sur
tout le maillage et devient faible si les éléments ont des tailles trop variables. Le second indicateur
a une définition différenciée dans le cas d'un triangle ou d’'un quadrangle. Considérons d’abord un
triangle dont les trois sommets sont localisés en (Xy) avec k € [0, 2]. Avec cette notation, trois ma-
trices jacobiennes au nceud k peuvent étre définies : Ji = [Xk+1 —Xi Xiio —Xk]. Les indices sont
pris modulo 3 de telle sorte que, par exemple pour k = 1, k+ 2 devienne 0. A partir de ces matrices
jacobiennes, un tenseur symétrique peut aussi étre défini comme étant Ay = ]E]k. On peut remar-
quer que Ji = det(Jy) = J est indépendant de k’ et en déduire une expression de I'indicateur de
forme indépendante du nceud auquel il est calculé :

V3]

h = ——m—
Johape A1l +A22 — A2

Pour les quadrangles, quatre matrices Ji peuvent étre calculées de la méme facon que précédem-
ment mais avec k € [0, 3] et en prenant les indices au modulo 4, cet indicateur est exprimé par la

relation :
8

Y
k=0 Ji
Ces indicateurs valent 1 lorsque I'élément se rapproche de I'élément régulier qui lui est associé (le
triangle équilatéral ou le carré) et 0 lorsqu’ils sont dégénérés.

Le troisieme indicateur fyew est défini uniquement pour un quadrangle. En effet, il mesure le
défaut de parallélisme entre deux arétes en vis-a-vis et est défini par I’expression :

4

fskew=—"F77—
53V AL,
k=0

Jx

fshape =

Cet indicateur vaut 1 lorsque I’élément est un rectangle et il vaut 0 lorsque I'élément est dégénéré.
A la différence de fshape> fskew Pe€UL étre maximal quel que soit le rapport d’aspect de I'élément,
méme pour des rectangles tres élancés, d’ot1 son intérét. De la méme facon que KNUPP [2003], des
indicateurs évaluant a la fois la taille et la forme (ou I'inclinaison des arétes) peuvent étre définis.
I sont caractérisés par les produits des indicateurs précédemment introduits :

fsize—shape = fsizefshapey
fsize—skew = fsize fskew-

7. Il représente le double de la surface du triangle.
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Essais numériques Les indicateurs précédemment introduits pouvant devenir négatifs, les va-
leurs négatives seront seuillées a 0 dans un soucis de visualisation. Pour les fonctions a support
compact, l'influence du rayon d’action est étudiée dans un domaine de variation allant de H/3
a H. Les déformations sont comparées a une référence réalisée a I'aide d'un méthode que I'on a
appelé « Retour Elastique » et qui correspond a une méthode de type probleme d’élasticité linéaire
vue a le section 1.3.2.1 ou v = 0 et E constant ont été choisis en tant que parametres. Ce probleme
est simplement un repére d'une méthode naive de déformation de maillage qui peut déja obtenir
des déformation convenables. Les résultats sont présentés pour chacun des quatre maillages sur
les figures 1.33, 1.34, 1.35 et 1.36.

Pour les fonctions a support global, l1a fonction TPS semble donner les meilleurs résultats. Dans
tous les cas tests, et pour tous les criteres, cela s’avere vrai mis-a-part I'indicateur fsjze-shape pour le
maillage 1.32b ou1 I'interpolation reste moins bonne que la déformation linéaire élastique comme
le montre la figure 1.34.

Pour chaque test sur les fonctions a support compact, le méme comportement peut étre ob-
servé : pour de faibles valeurs de r, la qualité du maillage est la meilleure pour la fonction CP €°.
Mais lorsque le rayon augmente, pour cette fonction, 'indicateur de qualité atteint un maximum
puis diminue alors qu’avec toutes les autres fonctions, les indicateurs croissent. La fonction qui
a la valeur de qualité la plus importante a partir d'une certaine valeur de r est la fonction CP €2.
Finalement, le choix de fonctions a support compact ou non ne peut se faire sur le critere de qua-
lité de maillage seul. En effet, la largeur de bande de ¥ est bien plus grande si la fonction TPS est
choisie en comparaison de sa largeur de bande pour CP 62 méme lorsque r = H. Pour des rai-
sons d’efficacité de calcul, CP €2 semble donc étre la fonction la plus robuste pour permettre de
réaliser une déformation de maillage.

On pourra noter aussi qu'avec une amplitude de déplacement supérieure a H/s la méthode
fondée sur I'élasticité linéaire conduit a un maillage déformé possédant des éléments retournés
alors que pour certaines fonctions v le maillage conserve une bonne qualité.
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FIGURE 1.33 — Qualité size-shape du plus mauvais élément pour le maillage non-structuré triangulaire (fi-
gure 1.32a). La figure de gauche représente I’évolution de I'indicateur lorsque le rapport r/H évolue pour
plusieurs RBF a support compact. La figure de droite représente la valeur de I'indicateur de qualité de
maillage pour les différentes RBF a support global. Pour rappel, la qualité optimale est de 1 et un élément
dégénré a une qualité nulle.
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FIGURE 1.34 — Qualité du plus mauvais élément pour le maillage non-structuré quadrangulaire(figure (fi-
gure 1.32b). Les figures de gauche représentent 1'évolution de I'indicateur lorsque le rapport r/H évolue
pour plusieurs RBF a support compact. Les figures de droite représentent la valeur de I'indicateur de qua-
lité de maillage pour les différentes RBF a support global. Pour rappel, la qualité optimale est de 1 et un

élément dégénré a une qualité nulle.
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FIGURE 1.36 — Qualité du plus mauvais élément pour le maillage structuré quadrangulaire (figure 1.32d).
Les figures de gauche représentent I'évolution de I'indicateur lorsque le rapport r/H évolue pour plusieurs
RBF a support compact. Les figure de droite représentent la valeur de l'indicateur de qualité de maillage
pour les différentes RBF a support global. Pour rappel, la qualité optimale est de 1 et un élément dégénré a
une qualité nulle.
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1.4 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales méthodes de décomposition de do-
maine sans recouvrement, qu’elles soient les plus classiques comme les approches primale et
duale mais aussi d’autres approches hybrides. Nous avons aussi identifié que la formulation mixte
de RoUX et coll. [2003] fait apparaitre un parametre critique pour la convergence du solveur qui
est appelé I'impédance d’interface.

Dans un second volet de ce chapitre, nous avons vu que le pré-traitement parallele était un
champs de recherche important. Dans la communauté du partitionnement de graphe, il semble
faire consensus que les approches multi-niveaux sont les plus efficaces comme le montre la
quantité de logiciels qui en sont équipés exclusivement (Scotch, Metis et Chaco par exemple).
Par contre, du c6té du maillage en paralléle, si on veut pouvoir générer de maniére efficace des
maillages 3D sans faire trop d’échanges, il ne semble pas se dégager de réelle tendance méme si
un nombre important de travaux ont été réalisé pour la réutilisation de mailleurs séquentiels dans
un contexte parallele et que les travaux de LOSEILLE et coll. [2015] ou encore CHEN et coll. [2018]
ont permis un remaillage efficace a grande échelle.

Enfin, nous avons abordé la thématique de la déformation de maillage qui se compose de deux
étapes qui sont la projection de la surface externe du maillage et de la déformation du reste de la
structure. Ici, il semble se dégager qu'une projection explicite de type MOLLER et TRUMBORE [1997]
permet de respecter les entités de la géométrie plus précisément que les méthodes de paramétri-
sations ol la maitrise de la zone de projection est mauvaise. Pour la déformation en elle méme,
il semble se dégager que celle exploitant les RBFs est la technique la mieux adaptée aux petites
déformations de maillages. Par contre, il faut inverser des problémes relativement denses mais de
faible taille. Nous allons voir par la suite ce qui a été développé dans cette thése pour pallier ce
probléme.
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CHAPITRE 2

METHODE DE SOUS-STRUCTURATION A DEUX NIVEAUX

Le chapitre précédent a introduit les méthodes de décomposition de domaine sans recou-
vrement les plus classiques. La section 1.1.3.3 a montré que la présence de certaines caractéris-
tiques (hétérogénéités, irrégularité de l'interface et élancement des sous-domaines) avaient une
influence néfaste sur la vitesse de convergence des solveurs itératifs utilisés pour résoudre le pro-
bleme d’interface. Des solutions efficaces existent, décrites dans la section 1.1.3.4, elles induisent
cependant un surcofit de calcul. Il semble donc judicieux d’anticiper et d’éviter 'apparition de ces
caractéristiques néfastes.

Lobjet de ce chapitre est de les éviter en se concentrant sur la phase de génération de maillage
de la structure tout en permettant une parallélisation de cette phase en un minimum d’échanges
entre les processus. La forme des sous-domaines de la sous-structuration est contrélée afin qu’ils
présentent une interface réguliére et, dans le cas de problémes multi-matériaux, de rendre les
sous-domaines homogeénes.

La méthode développée dans ce chapitre utilise comme point de départ un maillage grossier
qui subira un raffinement, choisi ici comme hiérarchique. Hormis quelques cas particuliers, le
maillage grossier présente un écart non négligeable a la CAO, écart conservé par le raffinement
hiérarchique. Une phase de déformation de maillage est donc nécessaire pour garantir une bonne
représentativité de la structure. Cette phase de déformation de maillage fait usage d'une interpola-
tion par RBF. Une amélioration de l'efficacité de cette méthode utilisant la hiérarchie du maillage
local pour adapter le rayon d’influence de la RBF est développée.

Le travail décrit ici a fait 'objet de communications internationales (EL GHARBI et coll. [2019a,
2020, 2021a]) et d'une communication nationale (EL GHARBI et coll. [2019b]). Ce travail a aussi
donné lieu a la publication d’'un article dans le journal international Finite Elements in Analysis
and Design (FEAD) (EL GHARBI et coll. [2021b]).

« La simplicité est la sophistication

supréme. »
Léonard De Vinci
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CHAPITRE 2. METHODE DE SOUS-STRUCTURATION A DEUX NIVEAUX

2.1 Philosophie générale de la méthode a deux niveaux

La méthode développée est décrite dans le cadre des méthodes de décomposition de do-
maine sans recouvrement. L'objectif est d’améliorer la vitesse de convergence des méthodes de
type Schur (comme FETI ou BDD).

Comme cela a pu étre vu dans la section 1.1.3.3, ce type de méthodes peut converger difficile-
ment lorsque le probléme sous-structuré présente des caractéristiques comme la présence d’hé-
térogénéités traversant les interfaces ou encore 'existence d’interfaces irrégulieres. La méthode
présentée dans ce chapitre a alors été développée afin de permettre d’éviter que le maillage sous-
structuré ne présente ces caractéristiques.

Pour générer des sous-domaines homogenes, il semble possible de calibrer les poids des arétes
du graphe afin d’optimiser la position des interfaces par rapport a d’éventuelles hétérogénéités
(HAVE et coll. [2013]). Cependant il parait impossible de garantir un aspect géométrique régulier
des interfaces. En effet, méme des partitionnements par arbres binaires (tels que les arbres BSP
ou KD), qui génerent des sous-domaines confinés dans des zones bien définies spatialement, ne
peuvent assurer de 'obtention d’interfaces régulieres si le maillage n’est pas structuré. Dans le cas
général, méme un séparateur régulier n’existe pas dans le maillage en lui-méme.

(a) Maillage grossier (b) apres la ligne 5 (raffine- (c) apres la ligne 7 (projec- (d) apres la ligne 8 (projec-
ment hiérarchique) tion des arétes physiques)  tion des autres arétes)

(e) apres la ligne 9 (interpo- (f) apres la ligne 10 (projec- (g) Vue en coupe de la déformation volumique avant
lation des surfaces) tion des surfaces) (gauche) et apres (droite) la ligne 11

FIGURE 2.1 - [llustration des étapes paralleles de I'algorithme 2.1 appliqué a un sous-domaine inclus dans
une sphere de la géométrie initiale. Ici, trois niveaux de raffinement hiérarchiques ont été utilisés pour
générer le maillage final.

Il faut par conséquent s’assurer de I’existence de cette interface réguliere avant méme de dis-
crétiser finement la structure. Les méthodes fondées sur un maillage grossier initial de la structure
semblent les plus a méme de produire cette interface réguliére. C’est cette classe de méthodes
(décrite dans le paragraphe 1.2.2.3) qui sera donc exploitée par la suite.

La méthode proposée dans ce chapitre, en plus de générer de la maniere la plus paralléle pos-
sible un maillage comportant des interfaces régulieres et possiblement adaptées aux hétérogé-
néités présentes dans le probleme initial, permet d’améliorer le conditionnement du probleme
condensé a I'interface issu des méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement.
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Premierement, a partir d'une géométrie sous la forme d'une CAO continue ou discrete, un
maillage grossier est généré. Ce maillage grossier ne représente évidemment pas de maniére pré-
cise la géométrie mais permet de définir simplement un partitionnement bien proportionné. Pour
cela, les sous-domaines sont définis en tant qu'unions d’éléments grossiers et ne peuvent chevau-
cher plusieurs composants physiques de la structure, garantissant ainsi leur homogénéité. Ces
sous-domaines sont ensuite distribués sur les différentes entités de calcul disponibles accompa-
gnés des informations de CAO associées.

Par la suite, le maillage fin de la structure est réalisé en paralléle en conservant la contrainte
de compatibilité a I'interface. Pour cette étape, les méthodes ou la position des nouveaux nceuds
est connue a priori (comme le raffinement hiérarchique) permettent en outre d’éviter les commu-
nications inter-processeurs. Finalement, 'application de techniques de déformation de maillage
permet d’assurer que le maillage obtenu respecte la géométrie initiale.

Cette méthodologie est décrite dans I'algorithme 2.1 et illustrée par la figure 2.1. Un point clé
de la méthode repose sur la description fine de toutes les entités géométriques pour la mise en
données du probléeme mécanique a résoudre :

— la description des domaines physiques (Q%)d. Ce sont des composantes connexes qui sont,
en général, associées a des propriétés matériaux constantes. Le nombre de domaines phy-

siques sera noté N.

— l’ensemble des faces physiques F . Les frontieres des domaines physiques peuvent étre dé-
composées en un ensemble de faces réguliéres par morceaux. Certaines d’entre elles sont
le support de conditions aux limites telles qu'un chargement de type pression ou un dépla-
cement imposé ou encore des conditions d’interface comme le contact avec ou sans frotte-
ment.

— l'ensemble des arétes physiques €. Ce sont les intersections des faces physiques. Elles
jouent un role majeur dans la représentation de la géométrie et notamment pour rendre
compte d’arétes vives ou de primitives géométriques.

Ces informations peuvent étre fournies dans plusieurs formats : des formats de type CAO
comme le Boundary REPresentation (B-REP) de MANTYLA [1987], le STandard for the Exchange
of Product model data (STEP) issu de la norme ISO/TC 184/SC 4 INDUSTRIAL DATA [2016] ou
d’autres formats de géométrie spécifiques a un logiciel donné (comme le format CATPart de
CATIA V5). Une autre alternative, choisie dans la méthode décrite ici, consiste a considérer un
maillage fin de la peau (comme le format STereoLithography (STL) de 3D SYSTEMS, INC. [1988])
dont une désignation adaptée des faces et des arétes aura pu étre faite.

2.1.1 Maillage grossier

La premiére étape de la méthode, illustrée par la figure 2.2b et se déroulant a la ligne 1 de
l'algorithme 2.1, consiste a générer un maillage grossier de la géométrie physique ((Qi)d y Foo 8¢).
Cette étape conduit a la construction d’ensembles discrets, éléments T, faces F. et arétes .,
possédant les propriétés suivantes :

— les éléments grossiers T sont des polyedres simples (en général des tétraédres et parfois des
hexaédres). Chacun de ces éléments grossiers est associé a un unique domaine physique.

— les faces grossieres, regroupées dans I'ensemble F. Elles sont les frontiéres des éléments
grossiers. On note F ¢ le sous-ensemble des faces grossieres associées aux faces physiques.
I1 faut noter que leurs sommets sont positionnés sur la face physique associée.

— les arétes grossieres, regroupées dans ’ensemble .. Elles sont les arétes de ces faces gros-
sieres. On note ¢ le sous-ensemble des arétes grossieres associées aux arétes physiques
Ep et &g =(0Fc¢) \Ec,p le sous-ensemble des arétes grossieres associées aux surfaces phy-
siques mais pas a une aréte physique. Celles-ci peuvent étre les arétes connectant deux faces
grossiéres associées a la méme surface physique. Il faut noter que, dans ces deux cas, les
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Algorithme 2.1 : Méthode de sous-structuration a deux niveaux

Données:
- ((Q%)d T Eq,) géométrie de la structure a simuler ;
Entrées:
— Nombre de sous-domaines cibles Ny ;
—Nombre de raffinements hiérarchiques N; ;
Début
1 génération du maillage grossier tridimensionnel de la géométrie : (T¢, I, Ec) ;

2 | partitionnement du maillage en ses Ny, différents matériaux (79,59, €9) de[LN]

Pour d € [1,N,] faire
partitionnement de chaque matériau en un nombre N‘S1 de sous-domaines

. N
conformes dépendant de N; tel que Y di’l Ng =Ny;
Fin
Sortie intermédiaire :

- maillage grossier partitionné (‘.Tés) ,FE), S(CS)) ;
se[1,Nq]
Pour s € [1,N,] faire en paralléle // étapes paralléles
4 restriction de Q¢ dans le voisinage des faces ?és) du sous-domaine Q¥ ;
5 N, raffinements hiérarchiques successifs du maillage du sous-domaine
(‘.T(S) F) 8(5)) .
r »Yr »Cr )
6 projection de (ffﬁs)) sur (ff((;)) :
7 — projection des arétes physiques (8%) al'aide d'une méthode fondée sur
I'abscisse curviligne ;
8 — projection des arétes restantes (8%) le long de leurs normales ;
9 —interpolation des surfaces (CFES)) ;
10 - projection des surfaces (ﬁtﬁ;)) sur (ff"((;)) le long de leurs normales ;
11 déformation de (‘J’r(si), J r(sj), Sﬁ)‘)) conformément a la projection de (”fﬁ;) (lignes 6
al10);
Fin
Fin

Sortie : maillage sous-structuré et raffiné (‘Iﬁ;}, CT’"ﬁs(;), 8%) respectant la géométrie physique
d .
((28), To 0);

sommets de ces arétes sont déja bien positionnés sur les faces physiques de la géométrie et
ne nécessitent pas d’étre déplacés.

A ce stade, il n'y a absolument aucun besoin de représenter la vraie géométrie correctement.
Seules la topologie et les informations physiques nécessitent d’étre sauvegardées au travers du
maillage grossier.

2.1.2 Décomposition séquentielle

Durant cette étape, décrite par les lignes 2 et 3 de l'algorithme 2.1, l'utilisateur choisit le
nombre total de sous-domaines N pour la sous-structuration. Ce nombre n’est pas limité au
nombre d’unités de calcul disponible car de la sur-allocation peut étre employée. Il est par contre
encadré par des caractéristiques du maillage grossier tel que N¢, < N < #7.

Chaque représentation grossiere d'un domaine physique est ensuite divisée en sous-domaines

de calcul (Qf:s)) en ayant pour objectif d’équilibrer au mieux la charge entre les unités de cal-
S
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(a) géométrie physique ((Q?b )d’ Fpr€ ¢) (b) maillage grossier résultant (J¢, F¢, Ec). Les arétes
en rouges correspondent a des arétes non physiques
étant dans €. g, les autres arétes appartiennent
toutes a & ¢, Ici, la seule face non physique est celle
partagée par le prisme et I’hexaedre.

FIGURE 2.2 — Définition des différents ensembles géométriques, chaque couleur représente une surface
physique différente S"£ e

cul. Cela peut étre obtenu en choisissant un nombre sensiblement proche d’éléments grossiers
dans chaque sous-domaine. Cette décomposition est réalisée par un logiciel de partitionnement
de graphe tels que Scotch de PELLEGRINI et ROMAN [1996], Metis de KARYPIS et KUMAR [1998] ou
encore Chaco de HENDRICKSON [2011], dont les principes théoriques ont été abordés dans la sec-
tion 1.2.1. Dans le cas ol la structure est hétérogene et composée de matériaux dont le cotit de
calcul est tres différent, des poids peuvent étre ajoutés sur les éléments lors du partitionnement
pour équilibrer la charge de calcul. Par exemple, cela peut étre utile pour les matériaux composites
ol les matériaux sont modélisés par un ensemble de fibres élastiques et de matrice visco-plastique
non-linéaire.

Remarque 2.1 : Condition d’homogénéité des sous-domaines

Si le fait de préserver 'homogénéité des sous-domaines de calcul conduit a former un
nombre important de sous-domaines de faible taille, la recombinaison de ces sous-
domaines sous la condition de quasi monotonie décrite par PECHSTEIN et SCHEICHL [2013]
est envisageable. L'idée est de construire les sous-domaines de calcul comme étant des
chaines d’éléments dont la raideur augmente. Cette construction permet de limiter la dé-
gradation de la constante C qui contrdle I'extensibilité de la méthode de décomposition de
domaine dans I'équation (1.23).

Remarque 2.2 : Préservation des normales

A ce stade, une information doit étre conservée avant la distribution des données sur les dif-
férents processeurs. En effet, les arétes grossiéres non-physiques associées aux faces phy-
siques € 5 doivent avoir la capacité de se projeter sur la surface physique. Comme ce ne
sont pas des arétes physiques, ces arétes sont sur des parties «lisses » de la surface ou
un vecteur normal qui varie lentement peut étre défini. Classiquement le vecteur normal
est approximé par la moyenne des vecteurs normaux des deux faces adjacentes a I'aréte.
Dans le cas ol ces faces physiques appartiennent a deux sous-domaines de calcul différents
(comme illustré sur la figure 2.3), la construction du vecteur normal requiert une commu-
nication supplémentaire de petite taille. Pour 1'éviter, les vecteurs normaux des arétes de
€. g sont calculés avant la décomposition.
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n;+np

n=

T g+ |

FIGURE 2.3 — Calcul de la normal d’'une aréte partagée entre deux éléments grossiers appartenant a des
sous-domaines voisins e; € ‘Iél) etey € ‘.Téz)

Remarque 2.3 : Découpage de la géométrie sous-jacente

Pour réduire la taille de la zone sur laquelle chaque face physique f € F¢ ¢ et chaque aréte
non-physique e € € 5 doit étre projetée et ainsi de réduire le coit numérique de la projec-
tion, il est judicieux de couper le maillage fin autour de chacune de ces entités (ligne 4 de
I'algorithme 2.1). Ce découpage est réalisé en utilisant I'espace délimité par les plans définis
par les arétes, qui sont les bords de la face (3 f), et leurs vecteurs normaux associés tels que
définis dans la Remarque 2.2.

Ala fin de cette étape, les données sont distribuées sur les N unités de calcul. Chaque sous-
domaine connait ainsi son maillage grossier, son maillage fin de la géométrie et tous les ensembles
physiques qui ont été marqués. Le reste de I'algorithme 2.1 est réalisé en parallele. Bien str, la
connectivité entre les sous-domaines est connue et un communicateur fondé sur la topologie du
graphe de connectivité des sous-domaines peut étre créé. Ce communicateur, dit topologique,
permet aux sous-domaines de connaitre quels sont leurs voisins permettant ainsi de faciliter I'im-
plantation des échanges entre voisins (MPI_Neighbor_alltoall) quisont trés courants dans les
méthodes de décomposition de domaine, notamment dans les opérations d’assemblage. De plus,
ce communicateur topologique permet une amélioration des performances lors des échanges
ainsi qu'une meilleure lisibilité du code.

2.1.3 Raffinement local

Le maillage grossier construit précédemment a été congu pour distribuer les données. Ainsi,
un raffinement est nécessaire (ligne 5 de I'algorithme 2.1) pour réaliser un calcul a la précision
souhaitée. Différentes stratégies sont détaillées ci-apres :

Raffinement hiérarchique. Le h-raffinement et le p-raffinement peuvent étre identiquement
considérés (voir figure 2.4). Pour que la conformité a l'interface entre les sous-domaines
soit assurée, il suffit que le méme raffinement soit utilisé dans chaque sous-domaine (c’est
'option la plus simple pour s’assurer de la conformité). La qualité du maillage fin dépend de
la qualité des éléments grossiers et du nombre N, d’appels successifs au f-raffinement. Un
avantage de cette approche est de générer des éléments grossiers raffinés de méme topolo-
gie, ce qui est particulierement bien adapté pour I'accélération de calculs a 'aide de GPU
comme le montrent LE GOUEZ et ETANCELIN [2015].

Maillage topologique. En supposant qu'une taille d’élément est disponible a chaque nceud gros-
sier et que le méme algorithme déterministe de maillage est utilisé sur chaque sous-
domaine, il est possible de remailler la piece avec de faibles échanges. Pour ce faire, les
sous-domaines remaillent d’abord leurs arétes, puis leurs faces et enfin leurs volumes. Les
interfaces seront alors bien conformes en raison de la nature déterministe du remaillage
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de I'interface. Seuls des échanges d’indices sont nécessaires pour reconstruire les données
d’interface.

Approche maitre-esclave. C’est le type de techniques qu’ont pu développer ITO et coll. [2007],
YILMAZ et OZTURAN [2015] ou BOVET et coll. [2019] dont la méthode est décrite sur la fi-
gure 1.25 ou1 un coloriage permet de définir un ordre de remaillage et d’échanges de fron-
tieres.

Interfaces non conformes. Une derniére possibilité est que tous les sous-domaines se remaillent
en parallele indépendamment. Les maillages n’étant pas conformes aux interfaces entre les
sous-domaines, une communication est nécessaire pour construire les opérateurs d’assem-
blage de type Mortar a I'interface comme DRYJA [2005]; DRYJA et PROSKUROWSKI [2005];
STEFANICA [2001] ont pu développer. Dans cette approche, le solveur requiert un traitement
particulier.

| 0,5 1 | 0,5 1 0.5 1

(a) Fonctions de forme d'un élé- (b) h-raffinement de 1'élément : (c) p-raffinement de I'élément : un
ment linéaire unidimensionnel deux éléments linéaires élément quadratique

FIGURE 2.4 - Illustration du h-raffinement et du p-raffinement sur un élément unidimensionnel. Chaque
fonction de forme a une couleur différente.

Quelle que soit la stratégie retenue, seule une trés faible quantité d’information doit étre
échangée entre les sous-domaines voisins. Dans un souci de simplicité, une méthode fondée sur
le recours a une ou plusieurs étapes successives de h-raffinement a été retenue par la suite. Par
contre aucune exploitation de I’accélération par I'identité topologique des maillages grossiers raf-
finés ne sera faite par la suite. Le schéma de h-raffinement choisi est décrit sur la figure 2.5 ol
chaque aréte est divisée en deux plus petites arétes de mémes tailles. Il faut noter que la qualité
des maillages hexaédriques est conservée apres une étape de h-raffinement alors qu’elle se dé-
grade pour les maillages tétraédriques.

On note Q¥ (représenté figure 2.1b) la version raffinée du maillage QF. De plus, tous les en-
sembles existants sur QF et définis en 2.1.1 sont reportés sur Q¥ en y incluant les nceuds nouvel-
lement créés par le raffinement.
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Db

(a) h-raffinement d'un tétraédre

(b) h-raffinement d’'un hexaedre

FIGURE 2.5 — Schémas de h-raffinement utilisés

2.2 Projection des différentes entités constitutives

Apres raffinement, le maillage (Qﬁs)) ne représente pas encore précisément la géométrie
S

exacte décrite par Ug GQ$ lorsque celle-ci est courbe. Pour chaque sous-domaine Qﬁs), le maillage
final est alors obtenu par une suite de projections sur la géométrie exacte qui ne nécessite au-
cune communication entre les sous-domaines. Dans la suite, seules des opérations locales seront
effectuées et 'exposant © pourra étre omis.

2.2.1 Projection des arétes physiques Sis()b sur 85?

Cette étape est décrite a la ligne 7 de I'algorithme 2.1. Chaque aréte e; € 8% est associée a une

aréte ey, € 8((;) qui doit étre représentée correctement dans le maillage final. Il faut noter que, par
construction, les nceuds aux extrémités des arétes e; et ey, associées coincident déja. Pour réaliser
un projection adéquate, une solution simple consiste a faire une correspondance des abscisses
curvilignes normalisées des deux arétes.

Les arétes sont ici considérées en tant que courbes orientées de maniére similaire (méme
neeud de départ et méme noeud d’arrivée). Soit (xr,m)1 <m<M la suite ordonnée des M noeuds
de e;. Une description identique (xd,,n)1 <n<n est faite pour les N nceuds de eg.

Soit £ cette abscisse curviligne normalisée, elle peut étre calculée sur e, et ey aux i®™ et j*me
nceuds, respectivement, par :

i j
m=1 [Xeme1 =X, = [Xomer —xpml,
J 7 yN-1 )
Zmmt [Xpmer =Xoml,
Les nceuds de e; peuvent étre déplacés sur ey, a 'abscisse curviligne correspondante comme
le montre la figure 2.6 : pour le ki®™¢ nceud de e;, K est défini comme étant le rang de ey, tel que
Crx € [€g,x, Lo, k1] Ainsi, une interpolation linéaire permettant de trouver la nouvelle position de

X;k, Notée x 't peut étre écrite :

0 —
" Z%;% ||xr,m+1 —Xr,m “2,

O =0
X b = aXgk+ (1-a) Xpe1, aVEC A = w
' O — L K1

Le résultat de cette opération est illustré sur la figure 2.1c.
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er € END

FIGURE 2.6 — Projection de I'aréte e; € & ¢ (en traits pointillés noirs) sur I'aréte correspondante ey € g
(en trait plein bleu), ¢, et £, sont les abscisses curvilignes normalisées. Les lignes vertes correspondent aux
segments ol la condition ¢, € [24,,1(, £¢,K+1] est satisfaite pour chaque nceud x; i, de er.

2.2.2 Projection des arétes de la frontiére restantes

Les nceuds des arétes restantes sur la frontiere et qui appartiennent a 'ensemble &, 5 =
(&:N(8Fc,0)) \ €5 MoNt encore recu aucun traitement; il reste donc a les projeter sur leur sur-
face physique associée (ligne 8 de l'algorithme 2.1). Toutes les arétes sont garanties de possé-
der un vecteur normal sans besoin supplémentaire de communication (voir remarque 2.2). Plus
précisément, la direction de est choisie comme étant la somme des vecteurs normaux des deux
faces physiques adjacentes a I'aréte. Par exemple, si e € &, 7, il existe (fe1, fe2) € "J"é(b tel que
er =0fe1M0fe2. Soient n; et ny les deux vecteurs normaux associés a fe1 et fe 2 respectivement, il
est possible de définir une direction moyenne d, = ﬁ

Pour déplacer ces arétes, I'algorithme d’intersection rayon-triangle de MOLLER et TRUMBORE
[1997] est utilisé. Cet algorithme a I’avantage d’éviter le calcul de’équation des plans des triangles,
ce qui représente une économie de mémoire importante. De plus, cette méthode semble étre la
plus rapide de la littérature d’apres les auteurs. Cet algorithme détaillé dans la section 1.3.1.2 et

I'algorithme 1.4, peut étre vectorisé pour tous les triangles de Q4| et pour tous les nceuds de &,
bJa J
afin d’accélérer son exécution. Le résultat de cette opération est illustré sur la figure 2.1d.

2.2.3 Projection des surfaces

A ce stade, 'ensemble des arétes a été projeté. Par la suite, comme il faut obtenir des faces
raffinées dont les nceuds coincident avec la surface physique et sont répartitis de maniére homo-
gene, une projection suffisamment réguliére est nécessaire. Celle-ci est réalisée en deux étapes.
Dans un premier temps, les surfaces sont déformées selon le déplacement de leurs arétes a 'aide
d’une interpolation sur chaque face f; € F;¢. Dans un second temps, une projection de tous les
nceuds de la surface le long de leur normale est réalisée.

La premiére étape (I'interpolation delaligne 9 de I'algorithme 2.1) ne prend en compte nila to-
pologie sous-jacente ni la géométrie physique; la seule information nécessaire est le déplacement
uy, de toutes les arétes de bord de &N (63’})4,). Cette interpolation est réalisée a ’aide de Radial
Basis Functions ou fonctions de base radiales (RBF) comme décrit par DE BOER et coll. [2007] et
détaillée dans la section 1.3.2.2. Ce choix a été motivé par la simplicité d'implémentation de cette
méthode sans maillage et par la qualité des éléments déformés obtenus comme le montrent SE-
LIM et KOMULLIL [2016]. La fonction retenue est CP G2 en tant que RBF y, qui nous semble étre
la plus adaptée au regard de la littérature (DE BOER et coll. [2007]; SELIM et KOMULLIL [2016]) et
de I'étude menée dans la section 1.3.2.4, a laquelle un rayon support de taille r = 5max (|luy||) est
associé. Le résultat de cette premiere étape est illustré sur la figure 2.1e. Celle-ci a deux intéréts
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majeurs :
— sur les faces physiques, elle permet de rapprocher les nceuds de la surface réelle.

— sur les faces non-physiques qui sont a l'interface entre les sous-domaines, elle permet de
répartir les nceuds suer celle-ci lorsqu’'une ou plusieurs arétes ont été déplacées.

Ce dernier aspect peut étre observé au passage de la figure 2.1d a la figure 2.1e. En effet, la surface
visible interne a la sphére a une bien meilleure répartition des nceuds sur le figure 2.1e que sur la
figure 2.1d.

Une fois les noeuds des faces interpolés conformément a leur déplacement d’arétes, ils
peuvent étre projetés sur la surface physique grace a une seconde étape (ligne 10 de l'algo-
rithme 2.1). De maniére similaire aux projections d’arétes non-physiques de la section 2.2.2, un
algorithme d’intersection rayon-triangle est utilisé pour projeter toutes les faces physiques. Cette
projection est réalisée le long des normales aux faces grossiéres calculées des I'initialisation de la
méthode. Le résultat de cette opération est illustré sur la figure 2.1f.

2.3 Méthode de déformation de maillage hiérarchique

Une fois tous les nceuds du bord 0Q® projetés, il faut déplacer les nceuds internes au sous-
domaine. Cela est réalisé a I'aide d'une méthode par interpolation RBF. Dans I'équation (2.1),
seule la partie sans la matrice P}, est considérée pour la direction j € [1,d] :

wal = Up;. 2.1)

I'article de BUHMANN [2000] montre que ce systeme est défini positif en raison du caractere défini
positif des RBFs a support compact telles que la fonction CP €2 utilisée ici. La présence de la ma-
trice Py, n'est nécessaire que lorsque la RBF choisie n'est pas définie positive et permet au systeme
d’admettre une unique solution.

Dans cette section, les défauts des méthodes de déformation de maillage par RBF seront expo-
sés puis des méthodes visant a les contourner seront détaillées. Les temps de calcul exposés sont
mesurés sur un seul processeur d'une machine Intel Xeon E5-2680 v3 cadencé a 2,50 GHz.

2.3.1 Limitations de la méthode RBF

Un rayon d’influence RBF r faible rend la matrice ¥ de I'équation (2.1) plus creuse au détri-
ment de la qualité des éléments produits. En effet, les déplacements du bord ne sont pas bien pris
en compte a l'intérieur du sous-domaine lorsque r est faible. Il faut donc choisir un rayon d’in-
fluence suffisamment grand. Par contre, si ce rayon est grand, la largeur de bande de 'opérateur
¥ augmente et les temps de calcul ainsi que la mémoire occupée peuvent devenir prohibitifs, en
particulier sur des problémes tridimensionnels lors de I'utilisation de solveurs directs creux.

En outre, plus I'opérateur est de grande taille moins bon est le conditionnement de celui-ci
et un solveur itératif tel que le CG convergera difficilement. Ce conditionnement se dégrade car,
lorsque 'opérateur devient grand, 'indépendance linéaire entre les différentes colonnes de celui-
ci diminue en raison de la proximité des nceuds les uns par rapport aux autres.

Un exemple de I'influence de la taille de la matrice W sur les performances de la méthode RBF
est réalisé sur un cube de c6té H = 1 unitaire et illustré sur la figure 2.7, auquel est appliqué sur la
face supérieure un déplacement de la forme :

( H) H . (nx+ ) . (3ny)
u(x,y,z=H) = —sin|— + nt|sin| — | e,.
y 10" H H )%

Ce cube est discrétisé a 'aide d'un maillage tétraédrique structuré et différents raffinements hié-
rarchiques successifs sont appliqués pour augmenter significativement le nombre de nceuds et
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FIGURE 2.7 — Cube unité

d’éléments du maillage. Sur la figure 2.8, les points successifs représentés sur les courbes corres-
pondent a des niveaux de raffinement différents. Pour évaluer la qualité de la déformation obte-
nue par laméthode RBF, un indicateur de qualité de type aspect ratio est utilisé. Sa définition, telle
qu'implémentée dans Z-set, est :

Ar(E) = @ max(dj) %,
6 ij det(])
ou E est le tétraedre considéré et dj; est la distance entre les nceuds i et j de E, Ay est la surface du
triangle k € [1..4] des faces de E et ] est la matrice jacobienne de E. Cet indicateur varie entre 1 et
+00: 1 étant la qualité optimale d'un tétraédre régulier. Dans les figures rencontrées par la suite, on
parlera de pire qualité et qualité moyenne comme étant respectivement les quantités maxg Ar(E)

et # Y EAr(E).

500
10 I
400 |-
8- |
= 300 [~
5 6l ] ;a
pire ﬁ 200 -
4l R moyenne |
—@—  pire avant déf. 100 |
- - 4 - moyenne avant déf.
21 @ @ f
oo Y - ol
| | | | | | | |
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Nceuds de bord 104 # Noeuds de bord 104

(a) pires qualités et qualités moyennes des maillages (b) temps nécessaire pour résoudre le systéme
pour un nombre croissant de nceuds de bord avant et RBF (2.1) pour différents nombres de nceuds de bord
apres déformation al’aide d'une factorisation LU

FIGURE 2.8 - Influence du nombre de nceuds de bord sur I'efficacité de la méthode de déformation par RBF
pour un rayon d’influence r = 0.5

La figure 2.8 montre que lorsque le nombre de nceuds augmente, a rayon r fixé, le maillage
perd en qualité. Elle montre également que le temps de résolution a 'aide d'un solveur direct creux
pour réaliser la déformation devient tres important. Cela n’est pas seulement dii a I’augmentation
delataille de ¥, mais aussi a celle de la densité de coefficients non nuls dans ¥ comme la figure 2.9
permet de mettre en évidence. Cela influence directement I'étape de factorisation de I'opérateur.

Limpact de la variation du rayon d’influence est, quant a lui, illustré par la figure 2.10. La qua-
lité des éléments obtenus devient trées mauvaise lorsque r est faible, alors que le temps de résolu-
tion décroit. Par ailleurs, aucune amélioration n’est notable pour r > 0.5. Par contre, il convient de
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S 3 Sl

(a) 0 niveau de raffinement (c) 2 niveaux de raffinement

0 500 1000 1500 2000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
[ =

(d) 3 niveaux de raffinement (e) 4 niveaux de raffinement

FIGURE 2.9 — Remplissage de la matrice RBF ¥, pour un rayon d’influence r = 0.5 et un niveau de raffine-
ment croissant
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i | ) B i
o P I ]
< ="
- i S = =
g1 :
$::9:::8::8::%:::0 099 10-2 b N
100 - . 103 b ,
P Lol Lo bl IR E i i i i i i é
1072 1071 100 0 1 2 3 4 5
Rayon RBF Rayon RBF
(a) qualité des maillages pour différents rayons d’in- (b) temps nécessaire pour résoudre le systeme RBF
fluence avant et apres déformation pour différents rayons d’influence

FIGURE 2.10 - Influence du rayon d’influence sur 'efficacité des RBF pour nj = 3 458.

ne pas choisir r trop grand car le temps de calcul peut vite devenir important en raison de I'aug-
mentation de la densité de ¥, comme l'illustre la figure 2.11. Cela est dii au fait que les solveurs
directs creux perdent fortement en efficacité lorsque la densité de 'opérateur devient importante.
De plus, 'opération finale de I'’équation (1.27) permettant de calculer le champ déformé est aussi
plus cotteuse en raison de I'efficacité du produit matrice-vecteur qui devient moindre lorsque ¥
est plus dense.

Pour réaliser la déformation de maillage de maniere efficace, il est donc nécessaire de trouver
un compromis entre temps de calcul et qualité de maillage. Les méthodes développées dans la
section suivante ont pour objectif d’éviter de faire ce compromis.
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FIGURE 2.11 - Densité de la matrice RBF ¥, pour une taille de matrice fixée a nj;, = 3 458 et différents rayons
d’influence r.

2.3.2 Résolution par un solveur itératif

Pour parvenir a réaliser la déformation de maniere rapide avec un grand rayon r, une résolu-
tion itérative semble étre une bonne alternative car elle est moins sensible au remplissage de V.
Le systeme (2.1) étant symétrique défini positif, un solveur itératif comme la méthode du CG peut
étre considéré. Son application a la place d'un solveur creux direct est étudiée dans cette partie.

2.3.2.1 Influence du critére d’arrét

Une idée pour réduire le temps de calcul de ce CG est de choisir un critere relatif de conver-
gence (avec un seuil ) moins précis pour limiter le nombre d’itérations du solveur car il n’est pas
nécessaire de trouver la solution exacte, mais une solution telle que le résidu ry = ‘I’a{( —up; al'ité-
ration k soit suffisamment faible pour que la qualité du maillage soit suffisante selon un critéere
donné. Ce critere d’arrét relatif sur le résidu consiste a arréter le solveur lorsque :

T
Irll,  V/Fel

ol ™ T,

Le seuil de convergence du solveur peut donc étre adapté en fonction de la qualité de maillage
voulue.

La figure 2.12 montre que choisir une faible valeur pour le seuil de convergence du CG ne
conduit pas a améliorer de facon substantielle la qualité du maillage déformé. Ainsi, un critere a
n = 1073 est largement suffisant, des valeurs plus faibles ne conduisant pas a2 améliorer la qualité
du maillage, tout en augmentant le nombre d’itérations et donc le temps de calcul.

Une autre idée consiste a utiliser un algorithme de CG Préconditionné, ou Preconditioned CG
(PCG) permettant de réduire le conditionnement du systeme. En effet, le nombre d’itérations a
convergence du solveur dépend directement du conditionnement de ¥. Un choix de précondi-
tionneur est donc primordial pour garantir une bonne efficacité de la méthode. La figure 2.13
montre que le préconditionnement du systéeme RBF a I'aide d'une factorisation LU Incomplete
(ILU) (voir section 2.3.2.2) avec une approximation de ¥ tres proche de la matrice initiale, conduit
a un nombre d’itérations a convergence beaucoup plus faible quelle que soit la taille du systeme.

<n
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FIGURE 2.12 - Pire qualité du maillage a nj = 13 826 nceuds de bord pour différent criteres d’arrét du CG

Par contre le calcul de cette inverse est coliteux a tel point que le temps de calcul est méme su-
périeur a celui du solveur direct. Il est donc nécessaire de trouver des méthodes pour calculer a
moindre colit un préconditionneur approximant I'inverse de ¥ de maniére plus creuse, permet-
tant une résolution plus rapide.

1500

10t 2

) S 1000

2 E

g 100 - (G £

3} - = 500

3 —-— PCG i

_ —@— solveur direct
1072 \ I 0 I \ \
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 104 # Nceuds de bord 104

(a) temps nécessaire a la résolution du pro- (b) nombre d’itérations du CG pour réduire le
bleme RBF résidu d’un facteur 10°

FIGURE 2.13 — Comparaison de différentes stratégies de résolution du systéme (2.1) pour différentes tailles;
le préconditionnement est réalisé a I'aide de la factorisation incompleéte ILU de W avec € = 5.107°.

2.3.2.2 Préconditionneur issu d'une factorisation incompléte

Un préconditionneur issu d'une factorisation LU incompléte ILU(0) avec un coefficient de to-
lérance a été choisi. Pour réaliser une factorisation LU incompléte avec une tolérance €, comme le
font JovaNoOVIC et coll. [1993], il faut dans un premier temps construire une matrice tronquée ¥’
définie telle que :

Wi sii# jet|¥yl>ellWill,
\ng = "I"ij Sii:j
0 sinon

ou ¥; est la i¢ ligne de W. Ensuite, une factorisation incomplete de ¥’ est réalisée. Elle se met sous
la forme :
¥ =LU-R,

ol L est une matrice triangulaire inférieure a coefficients unitaires sur la diagonale, U est une
matrice triangulaire supérieure. La matrice L+ U a la méme structure creuse que ¥’ dans le cas
d’ILU(0). Ainsi la matrice R est un résidu des coefficients non-nuls retirés de L et U.

Ce préconditionneur est obtenu a ’aide de la bibliotheque SuperLU de DEMMEL et coll. [1999]
interfacée avec le module SciPy de Python dans les résultats suivants. Sur la figure 2.13, la courbe
PCG a été obtenue a I'aide d’un préconditionneur ILU(0) avec € = 5.107°.

Les figures 2.15b et 2.14, montrent qu’a partir d'un certaine valeur de €, le préconditionneur
est trop loin de I'inverse de ¥ pour permettre une résolution du systéme en un nombre faible
d’itérations. Une procédure pour atteindre la convergence en un nombre faible d’itérations avec
un cott faible du préconditionnement, serait de déterminer un n dépendant de € permettant une
convergence du solveur et évitant les stagnations. En effet, méme avec un critére de convergence
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FIGURE 2.14 - Influence du parametre € sur la qualité du préconditionneur ILU(0) d’'un PCG, pour un pro-
bleme de taille n; = 13 826
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FIGURE 2.15 — Influence de € sur I'efficacité du préconditionnement pour n, = 13 826 nceuds pour un seuil
de convergence 1 = 1075

de n = 1073, la solution donne des éléments de suffisamment bonne qualité (voir figure 2.12).
Cependant ce type de procédure semble difficile a mettre en place en pratique.

2.3.2.3 Préconditionneur exploitant une troncature de ¥

Une autre idée pour trouver une approximation de ¥~! est de prendre une inverse d’'une ap-
proximation de ¥ notée . On choisit cette derniére comme une troncature de la matrice W. Soit
i€ [0, 1], un coefficient réglant le niveau de troncature tel que :

¥l 5] sl <
0 sinon.

¥ étant plus creuse que W, son inversion par un solveur direct est plus efficace. Lorsque u devient

trop petit, le préconditionneur n’est plus positif et ne peut plus étre utilisé pour un PCG car sa fac-

torisation de Cholesky est compromise. Les figures 2.17a et 2.16 montrent qu’a partir de p < 0.9, la

[ [ [ [ [
107! Qa0 Wiy (R Yl S (- ety sl e Sk

résidu
>
b
b

10—4 - —@— =1 (direct) —l— p=0.95 —@— p=09 [
—%— =085 —¢— =08 —-@-p=075
- p=07 --@- U=06 — - p=05

1077 | | | | - -
0 10 20 30 40 50 60 70

itérations

FIGURE 2.16 — Influence du parametre de troncature p sur la qualité du préconditionneur de ¥ tronqué,
pour un probleme de taille n;, = 3 458 lors d’'une résolution par PCG

méthode de préconditionnement perd en efficacité a tel point qu’elle dégrade le conditionnement
du systeme.
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FIGURE 2.17 - Influence de p sur l'efficacité de solveurs itératifs préconditionnés pour n; = 3 458 pour
arriver a faire diminuer le résidu d'un facteur 10°

De plus, le temps pour générer ce préconditionneur (voir figure 2.17b) est trés important (de
'ordre de grandeur de la résolution directe lorsque p s’approche de 1). Cela montre que ce type de
préconditionnement n’est pas adapté au probleme RBF. En effet, la troncature ne permet pas de
réduire significativement la largeur de bande du préconditionneur. Malgré un nombre d’itérations
a convergence tres faible lorsque p > 0.9, cela ne suffit pas a compenser le temps trés important
de la factorisation du préconditionneur qui reste de I'ordre de grandeur de la résolution directe du
probléme.

Lorsque u < 0.9, le PCG ne parvient pas a converger en raison de la perte du caractére positif
du préconditionneur qui ne peut étre utilisé avec un CG. C’est pourquoi, un solveur comme gé-
néralisation de la méthode de minimisation du résidu, ou Generalized Minimal Residual (GMRes),
permettant |'utilisation d’'un préconditionneur non défini positif a permis de résoudre le systeme
a l'aide d'un préconditionneur dont la troncature est plus prononcée (voir figure 2.17). On peut
donc, en prenant un p proche de 0, arriver a une convergence en moins d’itérations et plus ra-
pidement grace a la factorisation rapide du préconditionneur. Ainsi, le préconditionnement du
solveur GMRes avec I'inverse de I'opérateur tronqué fortement (u < 0.1) permet une diminution
du temps de résolution du probléeme par rapport au temps de résolution utilisant un CG non-
préconditionné.

2.3.3 Interpolation RBF avec adaptation hiérarchique de rayon

Une seconde idée pour réduire le temps de calcul de l'interpolation par RBF est de réduire
la taille du systeme en choisissant un sous-ensemble de nceuds a interpoler. Des algorithmes ont
été proposés par RENDALL et ALLEN [2009] ou encore NIU et coll. [2017] pour permettre de sé-
lectionner ces points de maniére intelligente. Cependant, comme l'interpolation n’est plus exacte
sur les nceuds du bord, cela ne permet pas de conserver la conformité a I'interface entre les sous-
domaines.

Une autre idée consiste a ajouter des points de maniére « multi-échelle » en réalisant des inter-
polations de maillages successives avec un ensemble de points de taille croissante et un rayon
d’influence r variable dépendant de différents critéres (erreur maximale commise, nombre de
nceuds ajoutés,...). Cela permet de de capturer les mouvements a grand échelle lorsqu'un faible
nombre de nceuds est considéré. Lorsque le nombre de noeuds est faible, un rayon de grande taille
est possible tout en permettant une résolution rapide du systeme (2.1). Puis lorsque de nouveaux
neeuds sont ajoutés, les mouvements de plus faible « longueur d’onde » sont mieux représentés
et, étant plus localisés, un plus faible rayon peut étre utilisé pour les interpoler. Dans 'article de
WANG et coll. [2018], un algorithme de ce type a été développé. Il permet de réaliser la déformation
RBF en sélectionnant un ensemble initial comportant un faible nombre de nceuds et en ajoutant
un seul nceud a chaque itération k. Accompagné de cet enrichissement de ’ensemble des nceuds,
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FIGURE 2.18 - Illustration de la méthode RBF hiérarchique. Ligne supérieure (a-d) : différents niveaux de
raffinements avec le rayon d’influence du nceud en bas a gauche illustré par une portion de disque de cou-
leur orange. Les différents niveaux de raffinement sont représentés par différentes couleurs de nceuds. Ligne
inférieure (e-g) : Remplissage des matrices RBF W¥® du probleme de la figure 2.7 pour différents niveaux de
raffinements avec le rayon adapté.

une méthode d’adaptation du rayon a été définie a chaque itération selon la loi :

(k)
(x+ﬁlg( bma")
max .

r® =710 (2.2)

o et P sont deux parametres influencant la décroissance de r® et dépendant de I'erreur maxi-
male ub( ) . commise par l'interpolation sur les nouveaux nceuds ajoutés a 'itération k. Dans le
cas des maillages hiérarchiques imbriqués, a la différence de I'enrichissement choisi par WANG
et coll. [2018] et KEDWARD et coll. [2017] qui est fondé sur I'erreur maximale d’interpolation, on
propose de réaliser les différentes étapes de 'enrichissement RBF de maniere hiérarchique : 'ajout
de nceuds est réalisé de manieére successive entre les différents niveaux de raffinement.

De plus, comme la distance entre les nceuds voisins est divisée par deux entre chaque niveau
de raffinement hiérarchique, on propose naturellement un rayon adapté de la forme :

r® =, 21(1 -, (2.3)
dont I’évolution est représentée sur la figure 2.18.

Cette évolution du rayon sera appelée évolution «binaire ». Uavantage d'un tel choix de varia-
tion du rayon est que la largeur de bande reste la méme a chaque étape hiérarchique comme on
peut le voir sur la la ligne inférieure de la figure 2.18. Une idée similaire, qui permet de capturer les
déformations de maniére multi-échelle a été développée par FLOATER et ISKE [1996].

La figure 2.19 montre que le fait de choisir un rayon variable de la forme (2.3) permet d’obtenir
des éléments de qualité comparable a celle obtenue avec un rayon fixe mais dans un temps bien
inférieur (environ un facteur 130 pour la matrice la plus grande de la figure 2.19b). Cependant, en
utilisant un rayon de la forme (2.2) et en choisissant « = 0 et f = 1.2, on arrive aussi a obtenir des
éléments de qualité similaire a celle des deux autres méthodes en un temps encore plus faible.

Siunrayon de la forme (2.2) est sélectionné, il faut pouvoir déterminer les coefficients a et 3 de
décroissance de ce rayon pour réaliser I'interpolation de maniere optimale (rapidement avec une
bonne qualité d’éléments). Une étude paramétrique est réalisée en Annexe A.2, sur la figure A.1. En
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FIGURE 2.19 - Influence du nombre de nceuds de bord sur 'efficacité des RBF pour un rayon d’influence
variable avec différentes méthodes

augmentant la valeur de f, le temps de calcul augmente alors que la qualité du maillage diminue.
Par contre, lorsque o augmente le temps de calcul augmente faiblement alors que la qualité des
éléments s’améliore.

Finalement prendre « et § grands permettrait de générer un maillage déformé de bonne qua-
lité en un temps tres faible d’apres la figure A.2 et un bon choix pour ces parametres peut étre
o =0.5 et p = 2; cela minimise le temps de calcul en ayant une qualité de maillage semblable a la
qualité avec un rayon fixe et trés grand.

Le choix de ces parametres semble dépendre fortement du cas ciblé. C’est pourquoi la mé-
thode binaire a été choisie dans les applications qui seront développées dans la section suivante,
car plus systématique.

2.4 Résultats numériques

Dans cette section, les performances paralléles de la méthodologie proposée sont évaluées a
la fois en termes d’extensibilité de la phase de génération de maillage mais aussi en termes de
vitesse de convergence d'un solveur FETI. Pour ce dernier, la décomposition a deux niveaux est
comparée a des décompositions classiquement fondées sur I'analyse du graphe de connectivité
des éléments comme décrits dans la section 1.2.1, ou encore, des décompositions intuitives dans
le cas de géométries triviales.

La méthode de sous-structuration a deux niveaux et de maillage en parallele a été implémen-
tée dans un contexte parallele a mémoire distribuée en langage Python, en utilisant la suite lo-
gicielle EF Z-set commercialisée par TRANSVALOR [2019] et développée initialement par BESSON
et FOERCH [1997] et FEYEL [2002]. Le code Z-set est utilisé pour son solveur EF et ses outils de
manipulation de maillage, les communications entre les processus sont gérés par la bibliotheque
standard MPI.

Cette section est découpée en trois parties, correspondant a trois exemples différents traitant
d’abord de l'influence de la décomposition sur I'efficacité du solveur FETI, puis de I'évaluation
des performances de la méthodologie développée précédemment sur un exemple homogéne puis
sur un exemple hétérogene.

Tous les résultats ont été obtenus sur un cluster composé de nceuds de 2 x 12 cceurs dont les
processeurs sont des Intel Xeon E5-2680 v3 cadencés a 2,50 GHz et connectés entre eux par un ré-
seau InfiniBand Mellanox. Un seul cceur est associé a chaque sous-domaine afin de réaliser un pa-
rallélisme en MPI uniquement. Pour tous les calculs EF, un solveur FETI est utilisé avec le précon-
ditionneur de Dirichlet le plus avancé décrit dans I'équation (1.19) comme cela est préconisé par
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GOSSELET et REY [2006]. L'opérateur de scaling choisi est le scaling «rigidité » M® = diag (Kbb)®.
Lopérateur Q4 du projecteur naturel (1.22) est choisi comme étant le préconditionneur de Diri-
chlet. Cette configuration devrait étre la plus robuste possible sur des cas hétérogenes et en ’ab-
sence des techniques plus avancées qui ont été évoquées dans la section 1.1.3.4. Le critére de
convergence € du solveur FET] est fixé 2 1076,

2.4.1 Influence dela décomposition

Premierement, I'influence des hétérogénéités et de leur position vis-a-vis des interfaces entre
les sous-domaines est discutée par rapport au taux de convergence d’un solveur FETI. Le pro-
bleme étudié est un composite stratifié composé de huit plis linéaires élastiques et isotropes (voir
figure 2.20a). Le module de Young alterne entre une valeur haute E; et une plus faible E,. Tous
les plis partagent le méme coefficient de Poisson v = 0.3. Plusieurs rapports d’hétérogénéités
o = Ei/E,, compris entre 1 et 10%, sont utilisés pour analyser les variations de la vitesse de conver-
gence du solveur. Une des faces latérales est encastrée et un déplacement de traction et de flexion
est imposé sur la face opposée.

Pour chaque valeur d’hétérogénéité pp, une étude d’extensibilité faible est réalisée. Pour ce
faire, un motif initial composé de 16 sous-domaines est répliqué dans les deux directions princi-
pales de la plaque. La taille des problemes locaux reste ainsi constante entre les différents calculs
(i.e. 32 768 éléments par sous-domaine quelle que soit la décomposition) alors que la taille du
probléeme global augmente. Trois types de décompositions sont étudiés :

(a) motifinitial ot les plis souples (en rouge) et les plis (b) décomposition Graph-based du motif initial en 16
rigides (en bleu) sont représentés sous-domaines

(c) décomposition Two-level du motif initial en 16 (d) décomposition Ruled du motif initial en 16 sous-
sous-domaines domaines

FIGURE 2.20 — Motif initial du composite stratifié a 545 025 nceuds et 524 288 éléments et décompositions
selon les trois types étudiés.

— la décomposition dite Graph-based directement issue du partitionneur de graphe Metis, ou
les sous-domaines sont hétérogenes et comportent des interfaces irrégulieres;

— la décomposition Two-level, a deux niveaux, qui est le sujet de ce chapitre, oli aucune étape
de déformation n’est requise dans ce cas simple. Elle conduit a des sous-domaines homo-
genes avec une forme réguliére qui, cependant, peuvent étre tres élancés;

— la décomposition Ruled, qui comporte des sous-domaines de forme parallélépipédique tra-
versant complétement la structure, produisant ainsi des sous domaines réguliers mais hé-
térogenes.

Le lecteur notera que le choix de la décomposition ne conduit pas a des variations extrémes
de nombre de DDLs d’interface. Par exemple, le plus petit cas conduit a une interface constituée
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de 100 000 DDLs pour la décomposition Graph-based, 112 000 pour la décomposition a deux ni-
veaux et 147 000 pour la décomposition Ruled. Par ailleurs, la décomposition Ruled est utilisée ici
uniquement dans un but de comparaison, mais cela est difficile, voire impossible de généraliser
ce type de décomposition a des géométries réalistes.

Les résultats de convergence du solveur FETI sur ces différentes décompositions et pour diffé-
rents rapports de modules de Young pg sont présentés sur la figure 2.21. Les sous-figures (a—e) se
rapportent a la géométrie a 8 plis, de 16 a 400 sous-domaines. Tout d’abord, la décomposition Ru-
led conduit a une convergence plus rapide que la décomposition Graph-based. Ces deux décom-
positions se comportent de la méme facon lorsque le rapport d’hétérogénéité varie. La conver-
gence du solveur FETI est assez peu sensible aux variations de faible rapport (pg < 102), mais elle
est vraiment ralentie au dela de cette limite, avec une augmentation significative du nombre d’ité-
rations a convergence. Ces phénomeénes sont amplifiés par 'augmentation du nombre de sous-
domaines. Au contraire, la décomposition a deux niveaux est assez insensible a 1'accroissement
du rapport d’hétérogénéité alors que ses performances se dégradent faiblement quand le rapport
d’hétérogénéité tend vers 1 (comportement homogene). Ce comportement peut étre attribué a
I'élancement des sous-domaines qui pénalise la convergence globale. Cette caractéristique géo-
meétrique devient moins critique que le saut de coefficient matériau a I'interface pour des rapports
importants. Cela explique les meilleures performances de la décomposition a deux niveaux dans
le cas considéré. Ces observations sont confirmées par la figure 2.22, ot le conditionnement k de
lopérateur FETI est estimé par la valeur maximale de Ritz (le spectre étant minoré par 1). Il faut
aussi noter que la comparaison entre les décompositions Two-level et Graph-based est discutable
dans le cas purement homogene (pg = 1) car il n'y a plus de plis physiques dans ces problémes.
Par conséquent, en se passant de la contrainte supplémentaire due aux plis composites, la dé-
composition a deux niveaux générerait un découpage similaire a celui de la décomposition Ruled
et permettrait ainsi une convergence en un nombre d’itérations bien inférieur a la décomposition
Graph-based.

Dans le cas a 8 plis des figures 2.21(a—e), la décomposition Ruled est meilleure que les deux
autres. En ajoutant simplement un pli, il est possible de dégrader fortement ses performances,
comme illustré par la figure 2.21(f) pour le cas a 81 sous-domaines. En effet, dans ce cas, la décom-
position Ruled (9 x 9 sous-domaines « dans le plan ») contient plus de « mauvais motifs d’hétéro-
généité » ne respectant pas la contrainte de quasi-monotonicité de PECHSTEIN et SCHEICHL [2013]
(3 « canaux 3D rigides » dans un sous-domaine) qui sont connus pour pénaliser la convergence
d’apres la théorie GenEO de SPILLANE et RIXEN [2013]. Ainsi, la décomposition & deux niveaux de-
vrait avoir de meilleures performances que les deux autres lorsque le nombre de plis augmente.
Cependant, la configuration a 8 plis reste intéressante car elle montre clairement que I’approche
a deux niveaux n’est pas appropriée a toutes les situations, surtout lorsque la structure considérée
comporte de faibles hétérogénéités.

Cette étude a mis en évidence que, d'un point de vue de la convergence, la décomposition a
deux niveaux n'a que peu d’intérét dans le cas ol la structure est quasi-homogéne. Elle devient
cependant intéressante en présence d’un rapport d’hétérogénéité suffisamment fort (pg > 10°)
et de nombreuses hétérogénéités. En comparant les décompositions Ruled et Graph-based, les
interfaces réguliéres peuvent améliorer significativement la convergence (sauf lorsque le saut de
coefficients matériau devient trop important).

2.4.2 Exemple homogene : Aube de turbine simplifiée

La section précédente a montré le bon comportement de la méthode quand 'hétérogénéité
devient importante en comparaison de la décomposition Graph-based, malgré des sous-domaines
tres élancés. Comme la précédente géométrie était constituée de surface planes, aucune déforma-
tion du maillage n'a dii étre nécessaire a la génération du maillage. Ainsi, I'efficacité parallele de
cette génération n'a pas pu étre démontrée. Les performances de la génération de maillage vont
donc étre démontrées dans cette section par une étude d’extensibilité forte dans le cas d'une aube
de turbine d'un moteur d’avion constituée d’'un matériau homogeéne dont la géométrie a été sim-
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FIGURE 2.21 - Structure en composite stratifié a 8 plis (a—e) et 9 plis (f) : influence du ratio d’hétérogénéité
pE sur la convergence du solveur FETI pour les trois types de décomposition et un nombre croissant de
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sous-domaines (le fond gris de la figure (f) permet de distinguer le cas a 9 plis des cas a 8 plis).
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FIGURE 2.22 - Structure en composite stratifié a 8 plis : influence du ratio d’hétérogénéité pg sur le condi-
tionnement k de 'opérateur FETI préconditionné pour les trois types de décomposition et un nombre de
sous-domaines qui augmente.
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plifiée évitant d’obtenir un maillage grossier initial (T, F¢, €.) avec un trop grand nombre d’élé-
ments (voir figure 2.23).

2.4.2.1 Description du probleme

(a) Géométrie (CAO) de I'aube (b) Maillage grossier initial avec (c) Maillage fin de surface avec
400 éléments hexaédriques 135 079 nceuds

FIGURE 2.23 — Données initiales de la méthode

Le maillage grossier est représenté sur la figure 2.23b. Les maillages fins associés aux sous-
domaines sont obtenus apres quatre niveaux de raffinement hiérarchique, conduisant a approxi-
mativement 1.7 million de nceuds (5.1 millions de DDLs). Pour la décomposition a deux niveaux,
le maillage grossier est divisé en 10, 25, 50, 100, 200 et 400 sous-domaines de calcul. Pour I'ap-
proche Graph-based, le maillage fin a été décomposé en autant de sous-domaines. Certaines des
décompositions obtenues sont illustrées sur les figures 2.24 et 2.25. Notons que le maillage de cal-
cul monolithique est identique pour une configuration donnée entre les deux décompositions,
ainsi, seule la décomposition (la forme des sous-domaine) varie entre les méthodes.

2.4.2.2 FEvaluation de la méthode de déformation de maillage hiérarchique

Avant de réaliser cette étude d’extensibilité forte, I'intérét d’utiliser la méthode de déforma-
tion de maillage par RBF avec adaptation de rayon est illustrée au travers de I'exemple a 400 sous-
domaines représenté sur la figure 2.24c. Dans ce cas, certains sous-domaines subissent une dé-
formation car ils ont au moins une aréte en commun avec le bord de la structure globale alors
que d’autres sous-domaines ne sont pas du tout déformés. Les temps de calcul de la phase de dé-
formation de maillage sont mesurés pour la méthode classique de déformation par RBF décrite
a la section 1.3.2.2 et la méthode d’adaptation de rayon hiérarchique (qu’'on appellera RBF hié-
rarchique) décrite dans la section 2.3.3 et exploitant un rayon de la forme (2.3). Pour I'approche
classique, un rayon d’influence r égal a 5max(|luy, [|) a été choisi tandis que pour I'approche hiérar-
chique seul ry prend cette valeur. Sur ce cas, des accélérations pouvant aller jusqu’a une réduction
de 98% du temps de calcul initial peuvent étre observées sur la figure 2.26. Dans cette étude, la
qualité des éléments hexaédriques n’'a pas été calculée mais elle devrait étre similaire pour les deux
méthodes, comme cela a pu étre illustré dans la section 2.3.3 pour des tétraedres.
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(a) 10 sous-domaines (b) 25 sous-domaines (c) 400 sous-domaines

FIGURE 2.24 — Exemples de décompositions Two-level de I’aube de turbine

(a) 10 sous-domaines (b) 25 sous-domaines (c) 400 sous-domaines

FIGURE 2.25 — Exemples de décompositions Graph-based de 'aube de turbine
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FIGURE 2.26 — Temps de réalisation de la phase de déformation de maillage volumique dans chaque sous-
domaine pour différentes méthodes RBF

2.4.2.3 Extensibilité forte

Les deux stratégies sont évaluées a la fois en terme de traitement paralléle du maillage mais
aussi en terme de performances du solveur.

Les temps nécessaires a la réalisation de I’algorithme 2.1 sont décrits pour chaque décomposi-
tion sur la figure 2.27 et le tableau 2.1. Le code développé est instrumenté de six mesures de temps
(les numéros de lignes font référence a I’algorithme 2.1) :

— Seq. est le temps passé dans les étapes séquentielles (les lignes 1, 2 et 3);
— Cutting est le temps passé dans I'étape de restriction de la géométrie fine (ligne 4);

— Refin. et Update représentent, respectivement, les temps passés dans les étapes de raffine-

ment réel du maillage et de la mise a jour des données d’interface (leur somme est le temps
de laligne 5);

— Surface représente le temps correspondant a la déformation du maillage de surface sur les
bords des sous-domaines (lignes 6 a 10);

— Volume représente la durée de I'interpolation volumique du maillage par la méthode par

RBF.
O Cuttingl] Refin.
U Update B Surface
_ 400 |- B Vvolume® Seq. | |
2]
%
8,
=
£ 200 |
0 I

= p—
10 25 50 100 200 400
# sous-domaines

FIGURE 2.27 - Temps du processus de maillage en fonction du nombre de sous-domaines pour un probléme
global de taille constante (approximativement 1.7 million de nceud)
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FIGURE 2.28 — Temps de la génération de maillage et du partitionnement en séquentiel de 'aube avec ap-
proximativement 1.6 million de nceuds

Temps [s]

N | FullSeq. || Total Seq. Cutting | Refin. | Update | Surface | Volume
10 | 1567,5 || 496,86 | 0,61% | 18,1% | 0,44% | 0,19% | 11,06% | 69,59%
25 | 1580,52 || 134,8 | 1,94% | 21,83% | 0,81% | 0,42% | 7,55% | 67,45%
50 | 1566,53 || 64,81 | 4,05% | 30,33% | 1,08% | 1,14% | 7,23% | 56,17%
100 | 1583,47 || 30,02 9,7% | 36,25% | 1,33% | 3,19% 5,2% | 44,34%
200 | 1644,28 || 22,21 | 15,73% | 51,42% | 1,92% | 8,44% | 3,65% | 18,84%
400 | 1709,77 || 15,69 | 26,94% | 33,4% | 4,48% | 24,41% | 1,84% | 8,94%

TABLEAU 2.1 — Temps du processus de maillage de I'aube pour un nombre croissant N de sous-domaines.
La premiere colonne « Full Seq. » est le temps de génération de maillage et de partitionnement par un pro-
cessus classique a partir de la géométrie initiale

Les figures 2.29a et 2.29b illustrent le facteur d’accélération (speedup) pour les différentes mesures
de temps. Ce speedup est calculé par rapport a la configuration a 10 sous-domaines selon la for-

mule suivante :
Temps(10 sd)

Temps(N; sd)

D’abord, le temps total diminue rapidement lorsque le nombre de sous-domaines augmente.
Cependant, le temps passé dans les parties séquentielles du processus augmente toujours avec
le nombre de sous-domaines comme le montre la derniére ligne du tableau 2.1, si bien qu’il en
occupe une grande partie. Cela a pour conséquence de mener a une saturation de la courbe de
speedup Total sur la figure 2.29c. Cette saturation peut étre expliquée par les étapes de partition-
nement des lignes 2 et 3 de ’algorithme 2.1, oli une union de tous les éléments grossiers est réalisée
pour générer les données d’interface. Les mesures de temps Cutting et Surface, qui représentent
une part importante du temps total, ont des speedups presque linéaires contrairement a Refin. et
Update qui mettent en jeu des communications MPI entre tous les voisins (Neighbor-All-to-All).
Les speedups Volume et Surface sont super-linéaires, car un probléme creux est résolu avec une
complexité au moins quadratique.

Ensuite, le temps total du processus de génération de maillage séquentiel (maillage et décou-
page) est comparé entre I'approche a deux niveaux et une approche qualifiée de « classique », o1 le
maillage fin est généré directement a partir de la définition CAO puis découpé. Pour les mesures de
temps de 'approche classique, Abaqus 6.13-1 de SIMULIA [2013] est utilisé en tant que mailleur,
et Z-set interfacé avec Scotch (PELLEGRINI et ROMAN [1996]) en tant que partitionneur. Les temps
sont représentés sur le figure 2.28 et la tableau 2.1, ol une trés grande amélioration du temps de
génération de maillage et de partitionnement peut étre observée pour 'approche paralléle, méme
lorsque le nombre de sous-domaines est faible.

Finalement, pour étudier I'efficacité de la résolution FETI, des calculs EF sont menés sur les

speedup (N; sd) =
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(c) Speedup des temps cumulés (Parallele={Cutting, Refin., Update, Surface, Volume}, Total={Paralléle, Seq.})

FIGURE 2.29 — Speedup du processus de génération de maillage parallele pour 'exemple de I'aube
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différentes configurations générées. Le probleme mécanique est linéaire élastique et isotrope dans
les hypothéses des petites déformations, avec un module de Young de 200 GPa, un coefficient de
Poisson de 0.3, un coefficient de dilatation thermique de 12 x 10"K~! et une masse volumique
de 8000kg/m3. La piece subit un effort centrifuge correspondant a une vitesse de rotation de
3 x 10° rad/s autour d’un axe paralléle a1'axe Z (voir figure 2.23a) et placé 2 100 mm du pied d’aube.
Une déformation thermique homogene est générée par 'application d'un champ de température
de 980K ainsi qu'un effort de pression sur l'intrados de I'aube. Les déplacements de la face in-
férieure sont bloqués le long de 'axe Z et une aréte sur cette face est encastrée, ce qui permet
d’éliminer tous les mouvements de corps rigide.

La figure 2.30 montre que la convergence du solveur FETI sur une décomposition résultant
de la méthode mise en avant dans ce chapitre est meilleure qu'une décomposition Graph-based
lorsque les sous-domaines sont composé d'un ou deux éléments grossiers (donc lorsque N est
grand) ou quand la structure est décomposée en un nombre faible de sous-domaines. En effet,
lorsque le nombre de sous-domaines est faible ou important, la régularité des interfaces permet
une meilleure convergence pour la décomposition a deux niveaux. Cependant, dans le cas in-
termédiare (10 < N < 200), les sous-domaines sont trop élancés pour permettre une meilleure
convergence que la méthode Graph-based.

T T T T T T

100 |- .
2]
5
2 80 i
5
= —e— Graph-based
60 - —a— Two-level -

| | | | | |
1025 50 100 200 400
# sous-domaines

FIGURE 2.30 — Nombre d'itérations de la méthode FETI pour une convergence relative de 10~° pour le cas
de I'aube de turbine et pour un nombre variable de sous-domaines

2.4.3 Exemple hétérogene : volume simplifié de propergol solide

il

7
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7
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’

e
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.
’

(a) Motif élémentaire de propergol (b) Décomposition a deux niveaux (c) Décomposition Graph-based
solide

FIGURE 2.31 - Volume de propergol solide contenant 2 x 2 x 2 inclusions, les différentes couleurs repré-
sentent les différentes couleurs; les éléments transparents représentent la matrice et les autres sont dans
les inclusions
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Les deux sections précédentes ont montré d’abord un exemple hétérogene sans déformation
de maillage puis une application homogeéne avec déformation de maillage. La méthode sera donc
évaluée dans cette section sur un exemple hétérogéne nécessitant une déformation du maillage.

2.4.3.1 Description du probléme

Lexemple considéré est un modele de propergol solide (voir figure 2.31) utilisé pour la propul-
sion de fusées. Ce modele est obtenu par réplication du motif de la figure 2.31a ol la position et
le rayon des inclusions sont distribués aléatoirement selon une distribution uniforme. De plus, le
rayon des inclusions est compris entre 25% et 75% de la taille du cube répliqué. Deux matériaux
linéaires élastiques et isotropes composent la structure. Les inclusions sont composées d’'un ma-
tériau dont le module de Young est E; = 69000 MPa et le coefficient de Poisson v; = 0.346. La ma-
trice est quasi-incompressible avec un coefficient de Poisson v, = 0.499 et un module de Young
plus souple E, = 0,96 MPa, ce qui conduit a un rapport d’hétérogénéité pg = E;/E2 = 7.2.10°. La
structure cubique obtenue est encastrée sur une face et un déplacement dans les trois directions
est imposé sur la face opposée, comme cela est schématisé sur la figure 2.31a. Comme la matrice
est quasi-incompressible, des éléments mixtes a trois champs, décrits par ZIENKIEWICZ et coll.
[2013], sont utilisés (les champs additionnels étant la pression et la variation volumique qui sont
constants par éléments).

2.4.3.2 Extensibilité faible

Une étude d’extensibilité faible est réalisée. Le motif initial de la figure 2.31a est divisé en 13
sous-domaines et répliqué dans les trois directions de I'’espace pour obtenir un ensemble de struc-
tures globales possédant un nombre total de 13 x N2 sous-domaines, N, étant le nombre de ré-
plications dans une direction. La figure 2.32 et le tableau 2.2 montrent le nombre d’itérations a

#DDLs (.10%)

1.28 10.3 34.6 80
I I I I

800 - a

600 [ a
195}
a
.8

g 400 |- .

—e— Graph-based
200 - —=—  Two-level |
0f | |

| | |
13 104 351 832
# sous-domaines

FIGURE 2.32 — Convergence de I'’exemple du propergol solide pour une taille constante de problemes locaux

convergence du solveur FETI pour la méthode a deux niveaux et la méthode automatique Graph-
based pour des valeurs de N, comprises entre 1 et 4. La décomposition a deux niveaux converge
plus rapidement que la décomposition Graph-based.Un gain de 1'ordre de 20% a 55% en termes
d’itérations peut étre obtenu en fonction des cas par rapport a la décomposition Graph-based, ce
gain augmente continiment avec la taille du probléme.

Le temps du processus de génération de maillage est tracé sur la figure 2.33 et détaillé dans
le tableau 2.3 pour un nombre N, compris entre 1 et 3. Les résultats pour N, = 4 ont été ob-
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tenu par sur-allocation des processus MPI sur les unités de calcul si bien que les temps mesu-
rés, non pertinents, ne sont pas montrés sur les figures. Les mesures de temps Surface et Volume
sont associés a la partie liée a la déformation de maillage. Elles représentent une partie signifi-
cative du temps de calcul mais mettent en jeu des problemes locaux de taille constante, dont les
temps restent constants. Les temps mesurés Refin. et Update augmentent légérement avec N..
Cette augmentation peut étre expliquée par le fait que des échanges MPI de données sont im-
pliqués dans ces étapes. En effet, la latence MPI devrait augmenter a partir de N, = 1 (chaque
processus MPI est exécuté sur un méme nceud) jusqu'a N, = 3 (les 351 processus MPI sont dis-
tribués entre 15 nceuds, interconnectés par au moins deux niveaux de réseau Infiniband). Cette
latence réseau est significative si on considére les ordres de grandeur des temps totaux que 'on
voit dans le tableau 2.3. De plus, l'interface mpi4py pour le MPI peut aussi causer cette latence
lorsque les échanges doivent étre considérés entre les nceuds de calcul. Finalement, I’augmenta-
tion du compteur Cutting est due a 'augmentation de la taille du maillage 2D de la peau car la
géométrie du probléme total devient plus grande, rendant |'étape de découpage de ce maillage de
peau (étape 4 de I'algorithme 2.1) plus onéreuse.

Itérations
Ns | Graph-based | Two-level
13 100 45
104 314 254
351 489 395
832 849 554

TABLEAU 2.2 — Nombre d’itérations pour atteindre la convergence pour I'exemple du propergol solide

# Dofs (.105)

1.28 10.3 34.6
30F ‘ T T -
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=
)
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# subdomains

FIGURE 2.33 — Temps de génération de maillage du propergol solide en fonction du nombre de sous-
domaines pour un probleme local de taille constante (extensibilité faible).

Temps [s]
N | Total | Cutting | Refin. | Update | Surface | Volume
13 15,9 1,73% | 2,66% | 1,31% 9,36% | 84,94%
104 | 20,61 | 8,22% | 5,55% | 9,86% 8,87% 67,5%
351 | 28,25 | 18,83% | 6,74% | 15,43% | 7,32% | 51,68%

TABLEAU 2.3 — Temps détaillés du processus de génération de maillage pour 'exemple du propergol solide
pour une taille constante de probleme local
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2.4.3.3 Extensibilité forte

Une étude d’extensibilité forte de la génération de maillage seule a aussi été réalisée pour le
cas N, = 3 avec approximativement 34.6 millions de DDLs. Les temps de génération des maillages
sont illustrés sur la figure 2.34 et le tableau 2.4. Malheureusement, il n’est pas possible d’équili-
brer de maniere optimale la charge entre les sous-domaines pour les configurations a 108 et 54
sous-domaines. En effet, dans le cas a 108 sous-domaines, ils sont constitués de 3 ou 4 éléments
grossiers. Dans le cas a 54 sous-domaines, chaque inclusion est un sous-domaine constitué de 7
éléments grossiers quand les sous-domaines dans la matrice n’en comportent que 6.

Les compteurs Cutting et Surface diminuent pour les mémes raisons que le cas de ’aube de
turbine. Cependant, entre les cas a 108 et 54 sous-domaines, les autres compteurs (i.e. Refin., Up-
date et Volume) restent a peu pres constants car les sous-domaines qui demandent le plus d’opé-
rations sont composés par le méme nombre de faces grossiéres (celles dans I’ensemble Srfs)). C’est
ce nombre de faces qui est déterminant quant a la rapidité de ces processus. A titre d’exemple,
pour le compteur Volume, cela conduit a un opérateur RBF ¥ de la méme taille entre les cas a 54
et 108 sous-domaines en raison du fait qu’ils posseédent tous les deux un nombre maximal de faces
par sous-domaine égal. Ainsi leurs temps de calcul sont similaires.

80 |- O Surface ™ Volume | |
_ U Refin. B Update
= 601 B Cutting |
2.
g 40 .
8

20| 5 :

0 54 108 351

# sous-domaines

FIGURE 2.34 — Temps de la générationd de maillage pour le propergol solide pour une taille constante du
probleme global (extensibilité forte, 34.6 millions de DDLs)

Temps [s]
N; | Total | Cutting | Refin. | Update | Surface | Volume
54 | 80,71 | 30,4% 5,72% 2,53% | 19,67% | 41,69%
108 | 61,89 | 25,97% | 10,72% | 2,53% | 11,12% | 49,66%
351 | 28,25 | 18,83% | 6,74% | 15,43% | 7,32% | 51,68%

TABLEAU 2.4 — Temps détaillés de la génération de maillage pour le propergol solide pour une taille
constante du probleme global (extensibilité forte, 34.6 millions de DDLs)

2.5 Conclusion partielle

Dans cette partie, une nouvelle approche de sous-structuration paralléle a deux niveaux pour
les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement a été présentée. Son principe est,
schématiquement, de permuter les étapes de découpage et de génération du maillage de calcul qui
sont réalisées dans les approches classiques de préparation des données. Pour cela, le découpage
en sous-domaines est réalisé au tout début du processus complet, en utilisant un maillage gros-
sier qui tient compte de la distribution des différents matériaux. Ensuite seulement, un maillage
conforme plus fin est généré en parallele sur chacun des sous-domaines, puis une déformation du
maillage final est réalisée pour assurer une représentation fidele et précise de la géométrie d’en-
trée. Cette méthode produit des sous-domaines qui sont homogeénes et qui possédent une forme
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réguliére. Ces caractéristiques de sous-domaines sont particulierement bien adaptées aux mé-
thodes de décomposition de domaine telles que FETI ou BDD comme cela a pu étre illustré dans
la section 1.1.3.3. En effet, elles réduisent le conditionnement du systéme a résoudre, conduisant
aune convergence plus rapide du solveur comparée a une approche classique de partitionnement
fondée sur le découpage d’'un graphe de connectivités. Aussi, une partie importante de la généra-
tion de maillage peut alors étre réalisée en paralléle avec trés peu d’échanges entre sous-domaines
voisins, ce qui ajoute al'intérét de la méthode en contexte parallele.

Les expériences numériques ont confirmé que, sur une partie des cas étudiés, la sous-
structuration proposée améliore le taux de convergence des résolutions FETI sur des exemples
aussi bien homogeénes que fortement hétérogenes en comparaison d’'une décomposition auto-
matique. Cependant, dans quelques situations, la décomposition a deux niveaux peut conduire
a une moins bonne convergence que I'approche classique. Ces situations correspondent a des
configurations oy, soit les sous-domaines sont composés de ’agrégation de trop d’éléments gros-
siers (illustré dans la section 2.4.2) conduisant a des formes géométriques trop irréguliéres, soit
les sous-domaines ont un élancement trop important (section 2.4.1) qui n'est pas compensé par
un traitement optimal de la forte hétérogénéité. Concernant la génération de maillage en paral-
lele, la méthode démontre une bonne extensibilité forte et une extensibilité faible prometteuse qui
gagnerait a étre testée sur des configurations a grand nombre de processus (plusieurs milliers).

Ce travail ouvre principalement deux perspectives : la premiére est de partitionner directe-
ment la géométrie lorsqu’elle est disponible, par exemple dans un format CAO, s’inspirant d’ap-
proches décrites dans le paragraphe 1.2.2.3. Cela permet d’éviter d’avoir a discrétiser finement le
maillage de peau et méme d’éviter d’avoir recours a des méthodes de déformation de maillage.
La seconde est d’explorer des méthodes alternatives de raffinement, comme suggéré dans la sec-
tion 2.1.3, permettant d’obtenir des maillages de meilleure qualité et de s’affranchir de la qualité
du maillage grossier initial. Cependant,le caractere hiérarchique du maillage est perdu, si bien
que la méthode de déformation de maillage par RBF avec adaptation de maillage hiérarchique
décrite dans la section 2.4.2.2 n’est plus accessible. Une stratégie d’enrichissement de 'ensemble
des nceuds sélectionnés adaptée aux maillages non hiérarchiques doit étre développée pour pou-
voir utiliser de telles méthodes de raffinement local efficacement.
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CHAPITRE 3

IMPEDANCE D’'INTERFACE A DEUX NIVEAUX

Le chapitre 1 a présenté des méthodes de décomposition de domaine mixtes dont I'un des pa-

rametre est 'impédance d’interface Qf . Cette impédance doit permettre de rendre compte de la
réponse du reste de la structure pour permettre une convergence rapide de la méthode. Le cha-
pitre 2 a permis de mettre en place une sous-structuration a deux niveaux ou un maillage grossier
global de faible résolution et un maillage fin entrent en jeu. La taille de ce maillage grossier étant
négligeable devant la taille du maillage fin, il peut étre distribué sur chacun des sous-domaines
et est ainsi rendu accessible a 'ensemble des sous-domaines. L'idée de ce chapitre est ainsi d’ex-
ploiter ce maillage grossier pour obtenir une bonne estimation de Qf permettant d’améliorer la

convergence de ces solveurs en permettant une propagation d’'informations lointaines aux sous-
domaines.

« Les détails font la perfection, et la
perfection n'est pas un détail. »

Léonard De Vinci
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CHAPITRE 3. IMPEDANCE D’INTERFACE A DEUX NIVEAUX

3.1 Notion d’impédance d’interface optimale

Dans ce chapitre sera considérée uniquement la seconde formulation du probleme
mixte (1.17). En effet, celle-ci semble plus efficace en raison de ’homogénéité de son opérateur,
ce qui doit conduire a un conditionnement moindre. On rappelle sa formulation :

T T
A® Aes®+Qb BY Be)Smpb _(Ae A°QY -Q B® Be)bfj, 3.1)

et les expressions des quantités mixtes sﬁ et bfg sont:
T T -1
S§:t®(K® ' @) & :(s§+Q§)

b<]>—t®(K®+t® Q 't ®) £ =syb’.

Le parametre Qf introduit dans I'inconnue mixte (1.11) est homogéne a une rigidité d’interface.

C’est un parametre de la méthode qu’il convient de choisir avec soin car il influe grandement sur

la convergence du solveur itératif. Le résidu > correspond, a l'itération j et pour une solution p§>j,

al’écart a la vérification de I'équation (3.1) et se traduit par :

ol o SR RO | ol oo ol o
J =(A AQb -Q,B B)b (A A”S, +QbB B Smpr (3.2)

Lanorme de ce résidu est notéerj = ’ er> ” ) etestla quantité suivie dans les graphes de convergence
et sera appelée simplement «résidu ».

L équilibre local condensé du sous-domaine Q® dans le cas d'une inconnue mixte peut se met
sous la forme :

(S(s +Q(s)) ®) b(s) +p.(S) (3.3)

De plus, 'équilibre du sous-domaine Q) ainsi que celui de Q®=Q\Q® donnent :

{sgmg) ~bY + AV
8),,8 _ 1.6 ®) -
Spu, —bp +)\b

Les conditions de raccords entre les sous-domaines Beug> =0 et Ae A§> =0 s’écrivent dans le cas de
ces deux sous-domaines :

(s) s
)\b + }\lz =0 ‘
ul()s) - us) =0

En sommant les deux équations locales d’équilibre et en utilisant les relations d’interface, I'équa-
tion d’équilibre globale suivante apparait :

(SS) " SS)) (s) _ b(s) +b (3.4)

L'équation d’équilibre locale mixte (3.3) devient équivalente a I’équation d’équilibre globale (3.4)
en choisissant Ql()s) comme étant le complément de Schur du sous-domaine complémentaire Q©
et en initialisant I'inconnue mixte par le second membre condensé du sous-domaine complémen-
taire. Concernant la matrice, ce choix s’écrit :

() _ g®
Qb _Sp )
ol ) ) .
s¢ =K -KPK® K. (3.5)
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MAGOULES et coll. [2004] dans le cas de FETI-2LM et GANDER et KwoOK [2011] dans le cas de mé-
thodes de Schwarz ont montré qu’avec ce choix d'impédance d’interface, et dans le cas d'une dé-
composition dont le graphe de connectivité ne contient pas de cycles, la convergence est atteinte
au plus en N — 1 itérations. La figure 3.1 illustre un probleme de ce type. C’est un exemple linéaire
élastique dans les hypotheses des petites perturbations ou1 le module de Young E vaut 1 GPa et
le coefficient de Poisson v = 0.3. La géométrie est constituée de quatre cubes de c6té 1 mm. Un
déplacement de 1 mm est imposé dans la direction transverse de la poutre, en son extrémité. Le
parameétre d'impédance d’interface est choisi comme étant celui de I'’équation (3.1). Le solveur
converge bien en N — 1 = 3 itérations, ce qui se manifeste par une chute brusque du résidu a la
troisiéme itération comme le montre le tableau 3.1 et la figure 3.3. En effet, le second membre
se propage au sein de la structure au cours des itérations. La figure 3.2 illustre ce phénomeéne en
donnant les déformés au cours des itérations d'un solveur FETI-2LM.

Q) Q@ Q® QW ,
(s (s (s

——
I

d

74

in
i
=

N\

N
X !L*
N N\

7] 7] 7]
, , ,
. . .

FIGURE 3.1 - Discrétisation d'une poutre 3D découpée en 4 sous-domaines cubiques soumise a un charge-
ment de flexion a son extrémité

0.08333 0.1667 0.25  0.3333 0.4167 0.5 0.5833 0.6667 0.75  0.8333 0.9167

U2 map:1.00000 time:1 min:0.00000 max:1.00000

FIGURE 3.2 — Evolution de la solution au cours des itérations (gauche a droite, haut en bas). Le champ tracé
est le champ en mm qui est dans la méme direction que le déplacement imposé.

Par contre, dans le cas ot la sous-structuration fait apparaitre des points multiples, il n'y a pas
de résultats théoriques qui montrent une convergence en un nombre maximal d’itération prédé-
terminé car la propagation du second membre est plus complexe d’aprés GANDER et KWOK [2011].
Cependant la pertinence du choix de Q{)S) = Sl(f) ne semble pas étre remis en question.

De plus, en comparant les équations (3.3) et (3.4), il est possible de remarquer une condition
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103 — é Y —
Itération Résidu o 1075 | N
0 1,02- 102
1
1 4,54-10 10-13 L | | |
2 2,42-10! 0 1 2 3
3 5,97-10713 [térations

TABLEAU 3.1 - Historique de convergence ducas  FIGURE 3.3 — Convergence d'un solveur FETI-
de la figure 3.2 2LM lorsque Q{)S) = SI(DS) sur le cas de le figure 3.2

supplémentaire pour la bonne convergence du solveur. En effet, en choisissant une initialisation
de I'inconnue p{?o comme étant les efforts soumis a la sous-structure Q® condensés de maniere
primale sur l'interface I's5, le chargement se propage instantanément, des l'initialisation. Donc en
choisissant, en plus de 'impédance optimale QS) = SS), une initialisation de la forme p{;)() = b](;),
le solveur converge des l'initialisation avec un résidu de norme 7.41 - 10713, méme en présence de

points multiples.

Limpédance (équation (3.5)) et I'initialisation optimales sont de la forme :

b ib (3 6)
6 _fd @l :
Moo =f) KKy ]

® 0@ @6 16
{Q =Kip ~ K K K
on peut remarquer qu’elles comprennent chacune, deux termes. Les deux premiers, Kl(fé et fg),
représentent les interactions locales, en contact avec le bord du sous-domaine Q®, tandis que les
deux suivants rendent compte des interactions plus lointaines.

Concernant I'impédance, le terme proche K{)sl)) est creux, bloc-diagonal et de méme remplis-

. . §)+-6) 11,6 . . 3z

sage que K{)Sg, alors que le terme lointain, K{fi) Ki(is) Ki(ls)), est une matrice pleine car il dépend de la

structure totale et couple tous les DDLs. Il faut noter que la présence du signe moins entre ces deux

termes permet d’assouplir I'impédance locale a I'aide des interactions globales car I'utilisation du
terme proche Kl()sl)) revient a considérer le reste de la structure comme infiniment rigide.

. . 9 6) 114G T s
Le terme lointain K{)Si) Kl(ls) Ki(ts)) est construit a'aide de communications globales entre tous les
sous-domaines. Son calcul n’est donc pas envisageable dans un contexte distribué pour conserver
la localité des données. Des approximations de I'impédance optimale vont donc étre nécessaires

pour permettre une évaluation efficace de cette quantité.

3.2 Approximation de 'impédance optimale par une approche a deux
niveaux

Cette section se penche sur quelques techniques qui ont été développées pour approximer
I'impédance d’interface optimale qui est représentée par le complément de Schur de la partie
de la structure complémentaire au sous-domaine considéré. Ensuite, I'approche exploitant la dé-
composition a deux niveaux est exposée.

3.2.1 Techniques d’évaluation de 'impédance d’interface

Pour estimer I'impédance d’interface optimale Qés) = SS), il faut pouvoir approximer ce com-
plément de Schur du complémentaire du sous-domaine. Plusieurs approches ont été développées
et notamment des méthodes qui considerent, soit les interactions proches du sous-domaine, soit
les interactions plus lointaines.
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3.2.1.1 Evaluation et approximation des interactions courtes distances

Le premier type d’approches consiste a calculer uniquement I’assemblage des compléments
de Schur locaux des sous-domaines voisins pour chaque sous-domaine comme utilisé par CRESTA
et coll. [2007] ou encore HINOJOSA et coll. [2014]. Soit neigh(s) 'ensemble des indices des voisins
de la sous-structure Q®, I'approximation de cette impédance devient ainsi SS) :

©®) &6 _ AT MW AGT| A6
Q) =Sy =A Y, AUSFAY|AY.

jeneigh(s)

En comparaison de I'expression optimale, les communications sont réduites, par contre la ma-
trice reste dense et le calcul explicite des compléments de Schur locaux doit encore étre effectué

car 'opérateur Sﬁ = SI? + Ql? doit étre factorisé pour les résolutions locales. Pour éviter cela, MA-
GOULES et coll. [2006] a considéré uniquement une condensation de la matrice de rigidité d'une
bande d’éléments voisins d'une certaine épaisseur k. OUMAZIZ et coll. [2017] a adapté cette consi-
dération pour k = 1, dans un contexte non-intrusif, a une « semelle » correspondant a une bande
d’un seul élément d’épaisseur a laquelle des conditions de Dirichlet nulles sont imposées sur sa
frontiere extérieure. Cette approximation, pour k = 1, revient a choisir la version lumped du com-
plément de Schur local :

Y AOKDA0T| A, (3.7)

§® _ AT
1
P jeneigh(s)

Une autre possibilité consiste a choisir la version super-lumped du complément de Schur local
conduisant a une quantité de communications moindre :

9, =AY ¥ A0diag(K),)AV" |AY. 3.8)

jeneigh(s)

Ces deux derniéres approximations sont peu cheres a calculer car elles ne nécessitent pas de
construire explicitement de nouveaux opérateurs car seules les matrices de rigidité, déja stockées
par chacun des sous-domaines, sont nécessaires. Par contre, elles ne peuvent rendre compte de
phénomenes éloignés du sous-domaine (présence d’hétérogénéités, structure élancée, ...) et cette
perte d’'information peut étre dommageable pour I'efficacité du solveur.

3.2.1.2 Approximation des interactions longues distances

Les techniques précédentes privilégient les informations locales en ignorant les effets longues
distances. Dans le cadre général des méthodes de décomposition de domaine, les informations
lointaines sont prises en compte a I’aide de méthodes multi-échelles telles que les problémes gros-
siers des méthodes FETT de FARHAT et coll. [1994], BDD de MANDEL [1993] ou dans la version de
la méthode LaTIn de LADEVEZE et NOUY [2003] exploitant a minima la base des mouvements de
corps rigides des sous-structures permettant de transmettre instantanément le chargement loin-
tain a tous les sous-domaines. Inspirées des méthodes d’homogénéisation, des techniques de pro-
jection permettent de formuler une approximation de rang faible d'un opérateur en exploitant un
probleme « macroscopique » comme ont pu le faire LADEVEZE et DUREISSEIX [1999], GUIDAULT
et coll. [2008] ou encore WANGERMEZ et coll. [2020].

Soit U une base orthonormale du sous-espace de I’espace dans lequel la solution est recherché,
de maniere générique, il est possible d’approximer un opérateur SS) sous la forme :

59 ~u(u"sSuju’.

Le principe de Saint-Venant impose a U de contenir au moins les mouvements de corps rigides
des sous-structures auxquelles des modes de déformations affines (ou d’autres modes) peuvent
étre ajoutés.
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3.2.1.3 Approximation a deux échelles

Dans le cadre des petits déplacements, utilisé en mécanique linéaire, les interactions longues
distances ont un impact fort sur la réponse de la structure totale. Il semble donc peu judicieux de
ne considérer que les interactions courte distance. Se limiter a I'une ou 'autre des stratégies ne
peut pas permettre d’obtenir une information complete sur la réponse de la structure.

C’est pourquoi GENDRE et coll. [2011] (dans un schéma itératif global/local) et NEGRELLO
et coll. [2018] (dans un contexte distribué) ont développé une stratégie consistant a combiner ces
deux formulations.

aneigh(s) afar(s)
SP Sp

<

Q)

Sp

FIGURE 3.4 - Impédance équivalente a deux ressorts en série de NEGRELLO et coll. [2018]

Pour coupler les effets lointains et proches, NEGRELLO et coll. [2018] proposent une modéli-
sation de cette impédance comme étant deux ressorts en série (voir figure 3.4) ou chaque ressort
a une rigidité associée a son comportement lointain ou proche. Ainsi, la souplesse de la structure
complémentaire peut s’estimer a I'aide de la propriété d’additivité des souplesses :

a1 _ gneigh() "1 | &far(s)~!
Sp Sp +8p

.. @neigh s s e . .
ol Sgag ® correspond 2 la rigidité des sous-domaines proches du sous-domaine Q® sous forme

de matrice creuse. A contrario, Slf)ar(s) représente la rigidité des sous-domaines loin de Q8 sous
forme d’'une approximation de rang faible. Plus précisément, la souplesse équivalente peut étre
choisie sous la forme : . o T
SO =K L AO VEVIAY,
. igh R . . , . .
ou K&?g © peut étre choisi comme étant I'une des deux expressions (3.7) ou (3.8), F une matrice
carrée de petite dimension m x m et V une base de vecteurs d’interface a m colonnes. Par la suite,
la notation V® = A® "V sera utilisée pour expliciter la contribution locale de la base V sur Q.
ATaide de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury! (HAGER [1989]), I'approximation de

I'impédance d’interface peut s’exprimer de la maniére suivante :

G(5) _ poneigh(s) . neigh(s)ys(s) (-1 ()T, meigh(s)y(s)| ™ Lxy(s) Ty neigh(s)

Sy’ =Ky, K,” VI F T +VY K * 7V VYK, .
Cette impédance correspond a une matrice creuse corrigée par un terme de rang faible, ce qui
rappelle I'expression (3.6). Cette approximation n’ajoute que 'inversion de matrices de faibles di-

mensions m, a savoir F et (F‘1 +V(S)TK{)‘§igh(S)V(S’). En pratique, NEGRELLO et coll. [2018] a choisi
. N N | 9.1
les opérateurs comme V = [ (Z#SAU)M(DA(J)T) A(S)M(S)Rl()s) ] et F= (VTSS’)V) . Fest
j#s

un opérateur de rang faible dont le rang correspond a la somme du nombre de modes rigides de
tous les sous-domaines mis a part Q®, et V I'assemblage des modes rigides excluant la contri-
bution du sous-domaine Q. Cette impédance est complexe 42 mettre en ceuvre du fait du calcul
d’un probleme grossier dans 'opérateur F.

1. Linverse d'une matrice M = A+ UCV s'écritM~! = (A+UCV)1 =A~1 —A_IU(C_1 + VA_IU) ~1va—1 sous réserve
que A et C soient inversibles et que U et V soient rectangulaires et de dimensions cohérentes
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3.2.2 Approximation a deux niveaux

En mettant de c6té 'impédance de NEGRELLO et coll. [2018], les approximations développées
dans la section précédente ne permettent pas, a la fois de tenir compte du comportement proche
et du comportement distant. On se propose donc de développer dans cette section une méthode
permettant de prendre en compte a la fois ces deux aspects pour un cotit numérique faible.

3.2.2.1 Expression voulue

En se placant dans le cadre de la sous-structuration a deux niveaux, illustré par la figure 3.5 qui
a été développée dans le chapitre 2, I'information lointaine peut étre obtenue a I’aide du maillage
grossier de la structure auquel toutes les conditions limites auront été appliquées a 'identique
du probléme fin sous-structuré. Ce maillage grossier est distribué sur chacun des sous-domaines.
Sur des structures ol les bords ne sont pas des plans comme I’aube du chapitre précédent (voir
figure 2.23), le maillage grossier peut étre éloigné de la la géométrie réelle. Cependant cela ne pose
pas de problemes majeurs a priori pour capter les effets lointains dans I'impédance.

) Q® Q® QW Atud

(s (s (] w4

Z 1
& e e Tt
Bk : : : g
[T REEREE ZAREEREE (JAREEEIEE (AREEEIEE

7
/
i
y 1
) _____ ___/I_ _____ __—/-l ————— ——:l— _____ —— -

T
5

FIGURE 3.5 — Sous-structuration hiérarchique d'une poutre 3D en 4 sous-domaines avec son maillage gros-
sier associé et le chargement considéré

Le cotlit important engendré par le calcul de l'interaction lointaine optimale peut ainsi étre
réduit en calculant un comportement grossier en tant qu’'interaction lointaine. Il faut noter que
I'approximation qui est visée doit permettre d’étre exacte dans le cas ou le maillage grossier
Qg et le maillage de calcul Q® ont des tailles d’éléments égales et ainsi permettre une conver-
gence immédiate des l'initialisation. Finalement, chaque sous-domaine a la connaissance de son
propre maillage Q" ainsi que de I'approximation sur la structure grossiére de son complémentaire
comme le montre la figure 3.6.

3 A
Q() AlUud

FIGURE 3.6 — Distribution des données pour le sous-domaine Q)

Ainsi, en notant Kg) la matrice de raideur grossiére du complémentaire au domaine Q) il
serait souhaitable de modifier les parametre de 1'égalite (3.6) pour obtenir une impédance a deux
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niveaux de la forme : i PR T
Q[()S) — Kl()sl)) _ M(S,S) KS)KS) K(é) M(S,S)
) _ 8 eI bIl((s)u—lf(é) ’ ! (3.9)
Moo = Goi~ Gi G
ot M®9 est un opérateur rectangulaire permettant de transférer des quantités grossiéres sur un
maillage fin. Les quantités lointaines grossieres seront notées :
3O _ _x® ® 1
{SPG - KGbi KGii IKGib
MO P OR O REP.O)|
by, = K. K, f(Gi

Remarque 3.1

Dans le cas oit les maillages fins et grossiers sont identiques (i.e. K& = K© et £ = {9),
tous les sous-domaines connaissent entierement la structure . Ainsi, le probleme local est
équivalent au probleme global et la convergence est donc immédiate. D’un point de vue
algébrique, il faut que les expressions (3.9) soient équivalentes aux expressions de I'équa-
tion (3.6). Pour cela, il suffit que 'opérateur M®® soit égal a la matrice identité carrée 1y,

3.2.2.2 Couplage entre deux maillages imbriqués

Interpolation cinématique Lidée la plus simple pour coupler ces deux maillages est de réali-
ser une interpolation entre les DDLs des deux interfaces, cela est aussi appelé de la collocation
(DUREISSEIX et BAVESTRELLO [2006]). Cette solution n’est pas adaptée ici car elle représente une
condition forte sur les degrés de liberté de déplacements et ne permet pas de rendre compte des
efforts qui transitent entre les sous-structures. Cette approche est tout de méme présentée ici car
elle permet de définir une interpolation entre ces maillages imbriqués facilitant les développe-
ments suivants. Cela correspond a trouver une matrice rectangulaire J &%) qui permet d’écrire une
relation de passage entres les DDLs d’interface fins et grossiers :

(8) _ q(s,8),(8)
u, =7 ug (3.10)

|6

025 05 0,7 1

FIGURE 3.7 — Fonctions de forme d'un élément unidimensionnel grossier (au dessus) auquel deux niveaux
de raffinement hiérarchiques ont été appliqués (en dessous)
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Soient HS) (x) et gGl(f) (x) les déplacements continus (pas définis uniquement aux nceuds mais
en tout point de I’espace) fins et grossiers a I'interface a la position x. Dans le cas de maillages
imbriqués, l'interpolation impose 'égalité de ces déplacements a I'interface :

(s) — 1 ®
u” () =ug (x).
Ainsi, en notant cpk(respectivernent P ) la fonction de forme EF de I'interface fine (respective-

1
ment grossiére) associée au DDL k (respectivement 1), cette égalité devient :

ng,

np b
(s) 8

ew’kl=) ¢ u; (1.
kgl _k b IZZI _Gl Gb

En notant ®(x) = [go(x) gnb(x)] et Pg(x) = [QGO(X)
tion (3.10), la condition d’interpolation devient :

(x) A lai 'équa-
anGh et a I'aide de I'équa
CI)(x)u{)S) =g (x) ugz ;
(s,8),(8) _ ®
eIV ug =@ ®ug ;
dx)IY =g x).

Les fonctions de formes sont illustrés dans un cas unidimensionnel sur la figure 3.7. Dans le cas
illustré ici, I'opérateur J65) est de la forme :

1 0
0.75 0.25
g9 =05 05
0.25 0.75

0 1

FIGURE 3.8 — Déformée associée a la solution initiale p{f)o pour M®S) =369 et Q{)S) = KS%.

Cette interpolation est testée sur 'exemple de la figure 3.5. Son influence sur la solution ini-
tiale pour une impédance lumpée (Ql()s) = K{f&) est illustrée sur la figure 3.8. Ce couplage semble
surestimer les efforts transmis aux nceuds de coins. En effet, la déformée obtenue ne semble pas
résulter d'une condensation appropriée du chargement. Linterpolation ne rend pas compte de
la connectivité existant entre les DDL et permettant I'estimation des efforts de réaction. Ainsi, un

autre couplage, permettant de transférer des efforts est nécessaire.

Couplage mortar Une autre approche consiste a minimiser 'énergie du saut de déplacement
entre les deux maillages : c’est la méthode que I'on appelle mortar (« mortier » en francais), déve-
loppée dans le cadre du couplage surfacique entre deux domaines sans recouvrement par BER-
NARDI et coll. [1993] ou BEN BELGACEM [1999], ce qui permet d’étendre cette notion au contact
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(Poprp [2012] puis AKULA [2019]). Des travaux ont aussi été menés dans le cadre de méthodes
de décomposition de domaine comme FETI par STEFANICA [2001, 2005] ou FETI-2LM par ROUX
[2009]. Cela revient a imposer un saut de déplacement nul en moyenne entre les deux maillages.

Ainsi, au sein de la minimisation de I'énergie potentielle totale du systéme constitué des deux
maillages (fin et grossier), la minimisation de 1'énergie surfacique du saut de déplacement passe
par 'introduction de multiplicateurs de Lagrange n représentant les inter-efforts entre les deux
maillages. Ils permettent de définir la quantité 2 minimiser Wy :

— (s) ®3)

We = fr(s,s) n (Eb B HGb) dr.
La différenciation de cette quantité est nécessaire pour cette minimisation, et elle se met sous la
forme suivante :

_ (8) _ ,4,(5) (s) _ (8
SW, = fr . on (u® -uf)dr+ fr n(suf’ - sul) )dr. (3.11)

(s,8) —

Précédemment, une forme discréte des déplacements a été exprimée a I'aide de la méthode de
Galerkin en utilisant des fonctions de formes EF différentes sur Q) et Q. Il faut faire de méme
et définir une base de fonctions permettant de décrire de maniére discrete les multiplicateurs de
Lagrange. Les inter-efforts sont choisis comme étant exprimés dans la base grossiére du domaine
Q® (autre choix conduisant a retrouver le méme couplage par collocation que celui de la sec-
tion 3.2.2.2). Ainsi, les multiplicateurs de Lagrange n peuvent étre exprimés en fonction d'un vec-
teur d’'inconnues discrétes 1, par la relation : -

n = <DGI].

Et'équation (3.11) peut se mettre sous la forme discrete suivante :

SW, = on' @ @udr - 5n'@c ' dgul dr
s s b

. 5u® @ @gndr - » su® @ @cndr

_ T T (s) T T (8

=dn s ®; ®dl'uy’ -8n fr . P QGdFuéb

+ Su{)s)T <I>T(I>Gan - SuS) B f @GTCI)Gan
s b s

. T oT
= SqTCru{f) - SnTMGru(éi + SuS) Crin- Sugi Mg, n,

ol Mg, estla matrice (symétrique) de masse grossiere de I'interface, et Cr une matrice de couplage
rectangulaire, définies par:

MGF = fr(s,g) q)GTq)GdF
Cr = fros @GT@OAT =969 [ @T@dr =769 My’

avec Mr la matrice (symétrique) de masse de I'interface du maillage fin. Par construction, elle vé-
rifie 'égalité Mg, =J©&9 MrJ®¥. Ainsi, I'équation (3.11) est équivalente a I'équation matricielle :

M9
dWg = [Sul()S)T Sug))T SnT] —Mgn )
749 Mruf) - Mg, uf)
0 0 Mrg(s,é) u®
= ou®" ®T & T - 5)
= [6ubs dul o ] OT 0 Mg, | |ud
[I69 My Mg, 0 n
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que I'on peut ajouter dans I'équation d’équilibre du sous-domaine Q® soumis a des conditions
de Robin pour arriver au systeme matriciel suivant :

kY  KY 0 0 0 ] [u®] e
R T | M PR

0 0 K((c;) Ko, 0 ||ud|= £ (3.12)
0 0 Kg 0 Mg ud) 0

0 J&9'Mpr 0 -Mg, 0 | n | 0

II est a noter, dans ce systéme, que les quantités de bord appartenant au complémentaire sont
choisies en tant que quantités fines comme le montrent les termes ajoutés KS)) et ff) qui rem-
placent leurs homologues grossiers. En effet, la présence de KS)) permet de rendre I'opérateur Ql()s)
de I'expression (3.9) inversible en comparaison de K(él))b ramenée sur le fin a I'aide de I'opérateur
M®S_ En condensant ce systéme sur les DDLs de bord grossiers et fins (en éliminant les DDLs

intérieurs), le systéme suivant peut étre écrit :

(s) ®) (s,8) (s) (s) 8) (s)
S +Kg, O MrJ up ] [bp+ 5‘?5) +y
0 SPG ~Mg; uGb - pr

g "M —Mg, 0 1 0

(3.13)

La derniere ligne du systeme (3.13) traduit la condition de couplage entre les deux maillages :

3 1T
ug) =Mg!7%9 Mru. (3.14)

Injecter (3.14) dans la seconde ligne du systéme (3.13) conduit a :
3E p=1q(s9T ®) —H®
SpSGMGrg S MrubS - MGFI] = bpSG

—m-le®p-1q9697T (s) 116
“_MGFSPGMGFj Mrub _MGrpr

(3.15)

Finalement, en injectant (3.15) dans la premiere ligne du systeme (3.13), I’équation d’équilibre du
sous-domaine Q©® devient :

(s) (8) 6 A—-1a@ 1968 T (8) _ (s S) S)ng—1R(S) (s)
S+ K + MrI MG SO M9 My | u = b + £ + MrIIMG B +
Par identification avec les équations (3.3) et (3.9), 'opérateur MES peut étre calculé de la maniere

suivante : )
- - _ - - T - -
MES — MFJ(S'S)MGi = MJ (j(s,S) Mrj(s,S))

Dans I'’exemple de la figure 3.7, cet opérateur est :

7 -3
10 -2
M(S,§) — 1_16 4 4
-2 10
-3 7

Avec ce couplage, et dans les mémes conditions que dans le paragraphe sur l'interpolation ciné-
matique simple, I'initialisation est bien plus réguliére comme le montre la figure 3.9
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0.08333 03333 04167 05 05833

U2 map:1.00000 time:t min:-0.0204823 max:1.00000

4 4 fAo s it (s) (s,8) — (s,8)n—1 () — @
FIGURE 3.9 — Déformée associée a la solution initiale K, pour MY =MrJd Mg etQ =K.

Remarque 3.2 : Autre choix pour la matrice de raideur du complémentaire

Dans1’équation (3.12), 'opérateur K® a été modifié en ajoutantla raideur fine de 'interface
du complémentaire KS&. Cela permet de rendre cette matrice inversible méme lorsqu'un
nombre insuffisant de conditions aux limites de Dirichlet sont imposées au sous domaine
Q. Ainsi, il est nécessaire de retrancher cette rigidité 4 la matrice Kg) de rigidité grossiere.
Le choix fait ici pour retrancher cette quantité n’est pas unique; en effet, le systéme (3.12)

peut aussi, par exemple, étre mis sous la forme :

K Ky 0 0 0 1 [w] £

Ko KO +KS 0 0 MOV a4 £ 4
o o kY K o |ud]=]" B
0 0 K KO 969k Mg | [|ud 0

[0 789™M; 0 ~Mg, o J[n] 0

ol une interpolation de la matrice de raideur de l'interface fine complémentaire a été re-
tranchée de celle de la matrice grossiere. Ce choix conduit a I'obtention d'un impédance
d’interface de la forme::

) _ 16 3 (@B _q68 T 1@ q(s,8) )55 T
QY =K + MO (s ~ 369 K9 M9,

ol SSC)I est le complément de Schur primal total de la structure grossiere complémentaire

@ _ ¢® _® @ 16 S N s
et vaut S, = Kbe KGmKGn KGib' Cette impédance possede une propriété importante
concernant son interpolation sur le maillage grossier :

- - T -
j(s,s)Q{)S)j(s,s) — SS()’

qui représente exactement le comportement de la structure complémentaire grossiére.

3.2.2.3 Factorisation de I'opérateur local

Lopérateur local Sffl) = (SI(DS) + Q{)s))_l est un opérateur qui peut devenir cotiteux a calculer en
raison de la densité de SI()S) + Ql()s) mais a 'aide de quelques manipulations algébriques, il est pos-
sible de montrer que le cott d’'inversion de SS) + Ql()S) n’'est pas tres élevé. En effet, a partir de la
définition donnée de SS]), il est possible d’écrire :
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-1 T Ay
(SI()S) +Q1(35)) —® (K(s) +t® QS)t(S)) ®
T (s T (55 & (8 9T, ) L9T
=t® (K(S) +t® Kl()sl))t(S) +® M(s,S)SEJSC)’M(s,S) t(S)) t®
s)T

-1
:t<s>( KO + M V50 ) tl

(s,8)

o T To (55
ot K® =K® +t® Kt est une matrice creuse de méme profil que K& et M~ =t® " M©9. En

utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury, I'expression de Sﬁn) devient :

-1 = 0-1 o9 -1are 9 [ 2@ -1 | 1T et -Inee 6 | e DT o 6-1) . (6)T
(sY+QP) =¥ (K(S) —KOTMY (89 MY K M(SS)] MY K )t(s).

La factorisation de K® n’est pas plus cotiteuse que celle de K® car ces deux matrices ont le méme
profil. Lajout du terme grossier dans I’expression de Q{f) implique I'inversion de deux opérateurs

. . s, . . N . = (g)—1n=c(5,3)
de petite taille ainsi qu'une résolution locale a seconds membres multiples K& M > avec ng,
vecteurs (pour rappel, ng, estle nombre de degrés de liberté sur I'interface grossiere).

3.2.3 Résultats numériques

- e

(a) Maillage grossier initial (b) Maillage fin de calcul sous-structuré (les couleurs re-
présentent les différents sous-domaines)

FIGURE 3.10 — Exemple d’application avec un niveau de raffinement entre les maillages fins et grossiers

Lefficacité des impédances choisies sera illustrée sur I’exemple poutre de la figure 3.10 avec
les conditions limites de la figure 3.6 et un seul niveau de raffinement entre le maillage grossier
et le maillage fin. Cet exemple comporte 4 sous-domaines de 64 éléments chacun. Comme précé-
demment, le cas étudié est linéaire et le matériau élastique isotrope et homogene. Les notations
suivantes seront utilisées dans cette section :

(S) (8)
S Kbb

S(S) K(S) M s)K(S) K(S) - K(s) M 97

e _k® 9 (g® _ 68T ® g8 pssT

59 =K +M (spG —g9 kg )M
Le probleme résolu est celui de I'équation (3.1), qui pour rappel, prend cette forme :

T T
A% A®sy +QY B Be)8®p® (Ae A°QY -Q B® Be)bﬁ,

ou l'opérateur Q(S) sera choisi parmi les trois approximations exprimées plus haut : S(s) S(s
ngeg. Ce probleme va étre résolu par un algorithme GMRes qui va permettre de minimiser le résidu

exprimé par I'équation (3.2) et qui est équivalente, a I'itération j, a I’expression :

<1> =A% A@W +Q, oge’ B@u§>,
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S O
B ub’j

inter-efforts A¥ )\;Dj. Le critere de convergence utilisé est un critere absolu sur la norme du résidu,

I'algorithme sera sfoppé lorsque :
T
1= <e

avec € un réel strictement positif. Dans les exemples traités ici, ¢ = 107°. Il faut noter que l'utilisa-

représentant une combinaison linéaire entre le saut de déplacement et le déséquilibre des

103 T T T T T T T T

102
10!

10°
107!

N
|«

1072
1073
1074
1075

1076

| | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35
Itérations

L B T O O A A A AT T AT

B

FIGURE 3.11 — Nombre d’itérations a convergence de la méthode mixte avec un solveur GMRes et différentes
expressions pour 'impédance d’'interface.

tion des impédances SS) et ngeg conduit a une convergence instantanée dés l'initialisation si les
maillages fins sont confondus avec le maillage grossier.

La figure 3.11 montre la convergence de la méthode pour les différentes impédances choisies
avec une initialisation qualifiée d’optimale (voir équation (3.9) pour son expression). Le nombre
d’itérations a convergence permis par 'approximation lumped Sl(fl) est de 37. Le fait d’ajouter le

0 0.08593 0.1719 0.2578 0.3437 0.4297 0.5156 0.6015 0.6875 0.7734 0.8593 0.9453 1031

U2 map:1.00000 time:1 min:0.00000 max:1.03121

e
4
W\
@ QP =5 ® Q' =8,

FIGURE 3.12 - Solution selon la direction y, tracée pour l'initialisation sur les maillages fins et grossiers du
sous-domaine numéro 3 (celui en jaune sur la figure 3.10), pour différentes impédances Q{)S)

comportement plus lointain dans l'expression de 'impédance d’interface permet de gagner en
nombre d’itérations. En effet, I'utilisation de SE,S) permet au solveur de converger en 31 itérations.
Cependant, le gain reste faible en raison de la non transmission des conditions limites au travers
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du sous-domaine.En effet, la figure 3.12a montre que le maillage grossier de la partie a gauche,
proche de I’encastrement semble avoir un comportement beaucoup plus rigide qu’en réalité. Ce
probléme est résolu avec I'utilisation de la seconde impédance a deux niveaux Sgeg, ol le compor-
tement global de la structure est bien mieux retranscrit (voir figure 3.12b) et fait encore gagner en
termes d’itérations a convergence : seulement 25 itérations sont nécessaires. La figure 3.13 montre

00

1.0e+00

.8 . 0.8
06 o 06 o
04 = 04 >
. 0.2 - 0.2
l -1.6e-02 . -1.6e-02
(@) QY =S b) Q) =85

FIGURE 3.13 - Solution selon la direction y, tracée pour 'initialisation sur les maillages fins de tous les sous-
domaines, pour différentes impédances Ql()s). La solution représentée en filaire est la solution de référence.

aussi que I'impédance Sl(fzeg permet, dés I'initialisation, d’obtenir une solution bien plus proche de

la solution de référence en comparaison de 'impédance Sg).

3.3 Formulations mixtes avancées

La formulation « classique » de FETI-2LM (equation (1.17)) peut aussi étre modifiée; il est pos-
sible d’y adjoindre des notions issues de la théorie du préconditionnement des approches primale
et duale. Cela permet d’ajouter des parametres a la méthode pour en optimiser la convergence. Les
développements de cette section sont des pistes de réflexion dont une réalisation pratique n’a pas
pu étre réalisée pour le moment.

3.3.1 FETI-2LM généralisée et introduction d’'une seconde impédance d’interface

3.3.1.1 Mise en équation

Le parametre Ql? est introduit a la fois dans la définition de I'inconnue mixte p§> et dans la
définition du résidu de I’équation (1.16) (dans la suite, ce résidu sera également appelé « saut a
I'interface »). Or, dans ces deux équations, il ne joue pas le méme role. Il est alors possible de les
définir différemment dans ces deux équations. Pour rappel, le résidu (1.16) fait intervenir les deux
opérateurs d’assemblage A et BY ainsi que 'opérateur de rigidité d’interface Qf . II faut no-
ter que satisfaire I’équation (1.16) revient a satisfaire les conditions d’équilibre et de continuité a
I'interface. Dans cette section, on propose d’introduire un nouveau résidu qui permettrait d’amé-
liorer la convergence en améliorant le conditionnement de I'opérateur global. Ainsi, il est possible
d’utiliser les opérateurs de scaling utilisés dans le préconditionnement des approches primale et
duale. Pour rappel, ces opérateurs primal A etdual BY se mettent sous la forme :

- T\~ !
Ae:(AeM®A® ) A°M?,
26 _ [pon® TnoT) oy 6!
B = (B M B ) B"M .
Avec cette forme, la propriété d’orthogonalité des opérateurs d’assemblage suivante :
o -oT NN
BYAY =0=A%B°, (3.16)
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est conservée. Les opérateurs M entrant en jeu dans la définition de A° et BY peuvent étre
différents mais la condition d’orthogonalité (3.16) est perdue.
En plus de l'utilisation des ces opérateurs de scaling, il est possible de modifier I'opérateur

homogeéne a une raideur par une seconde impédance d’interface, notée Xl? . Ainsi, l'introduction
d’une nouvelle condition de saut d’interface peut étre obtenue de la manieére suivante :

N N

A% A%AT +x7BY BYu =0 (3.17)

Cette équation est bien équivalente aux conditions de continuité des déplacements d’inter-
face (1.6a) et d’équilibre des inter-efforts (1.6b). En effet, si on multiplie cette équation a gauche

par B, on obtient bien
=0
T T T T
B [Ae ATAY +XTBY Byl | =BYAT A®AY +BXTBY BVu
_ T

=B°xYB” B%u’ =0,

=B%u? =0,
qui correspond a la continuité des déplacements d’interface sous réserve de l'inversibilité de
~ T
B@Xl? B dans Im(B@). Et deI'équation (3.17), il ne reste plus que :

T
A% A%rT =0
N
>AYA% AAY =0
=A%AY =0,

qui permet de conclure quant a I'équivalence entre les équations (1.6a), (1.6b), etl’équation (3.17).
En suivant une démarche analogue a celle suivie dans la section 1.1.2.4, un autre probleme
d’interface peut étre écrit :

T T T T T
A® A@—(Ae A°QY -x B® Be)sﬁ]pff :(Ae A°QY -x B® Be)bﬁ,

puis étre simplifié de la maniére suivante :
19T20c® w8920 @ _[i9T290° _xC59 o0 | ¥
(A AYS) +X B B )Smpb :(A AYQ, -X,BY B |b,. (3.18)

Ce type d’approche rappelle les méthodes mixtes a deux parametres (directions de montée et de
descente), ce type d’approche est suivie par la méthode LaTln de LADEVEZE [1985]; LADEVEZE et
DUREISSEIX [1999] par exemple. De la méme facon que ce type de méthodes, il serait intéressant
que le rayon spectral de 1© - (AQTAQSI? +X§EQTBQ) Sﬁ soit le plus petit possible pour per-
mettre |'utilisation de solveur de type point fixe, exploitant la stationnarité (et permettant aussi
d’envisager 'exploitation de solveurs asynchrones). Par analogie avec le préconditionnement des
approches primale et duale, Xf étant introduit uniquement dans I’expression du résidu (3.17),
il peut étre interprété comme une « impédance de préconditionnement ». Ce choix de résidu ne
modifie pas la solution pﬁf a convergence mais modifie fortement le comportement itératif du
solveur; il sert simplement a faire le lien entre des déplacements d’interface et des inter-efforts,
permettant de lier les résidus d’interface (saut de déplacement, déséquilibre des inter-efforts) plus
ou moins fortement. De la méme maniere que 'impédance d’interface et le préconditionneur de
BDD et FETI, cette seconde impédance d’interface doit représenter un faible cofit de calcul.
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3.3.1.2 FEtude spectrale et estimation d’un bonne impédance

Dans cette section, l'intérét est porté sur le spectre de l'opérateur non-symétrique
T AT
A® AeS;0 +X%BY BY sﬁ qui permet d’avoir une idée du conditionnement de I'opérateur?.

Dans un premier temps, on peut remarquer que si Xl? reste constant alors, en choisissant un Ql?

suffisamment rigide (i.e. que les valeurs propres de Sﬁ sont tres faible), il est possible de réduire le
rayon spectral de 'opérateur en deca de 1, permettant d’envisager I'utilisation de solveurs fondés
sur la stationnarité.

Remarque 3.3
L'étude de ce systeme ne semble pas évidente. Néanmoins, il est possible d’observer qu’en

recherchant une condition pour que I'opérateur approxime I'identité, une condition sur Xf
peut apparaitre :

~oT a7
(A@ A%sy +X B B@)sﬁ =1®

~oT a7
@(A@ ASY +X B BY| =Sy +Q)

SOOI LE 00 (e L aS
=B X B” B =B (s} +qy)

SvOaST 28 (c® L ) e
>B°x°B° =B (sp +Qb)B

Finalement, si Xt? = SS + Ql? , alors, l'égalité est vérifiée et la matrice se rap-

o . . . S o)\ goT
proche de l'identité. Ce résultat permet de dire que si p,” € Im|(S; +Q, " |B alors

;6T 60 a0 TH0 e, O _ O
AY AVS; +X BV B )Smpb =n, .

Pour retrouver cela de maniere plus rigoureuse, on réalise une étude aux valeurs propres du

systeme. L'objectif est donc de trouver les valeurs propres « et les vecteurs propres p§> associés
tels que :

m

I o R N B PRSI @
(A A7S; +X"B” B S pe” =ap, .

Pour avoir la convergence la plus rapide possible il faut que 1'écart entre la plus petite et la plus
grande valeur propre de cet opérateur soit minimal. L'objectif est donc de voir quelles conditions
sur X, rendent cet écart minimal. En posant le changement de variable y§> = Sﬁ p§>, un probleme
aux valeurs propres généralisé peut étre formulé sur les nouveaux vecteurs propres y§> :

N N -1
A% A®sy +x7BY BY |yl =asy vy (3.19)

De plus, tout vecteur de déplacement défini sur I'interface locale peut s’écrire comme une
somme d'un champ continu ainsi que d’'un champ équilibré au sens des opérateurs de pondéra-
tion.

- aT T
=SyA® ya+B°

N
Ye VB,

ol ya et yg sont des vecteurs uniques définis respectivement sur les interfaces globales I'y et I'g.

ya+

2. Le conditionnement d’'un opérateur non-symétrique est borné par le rapport des valeurs propres maximale et
minimale multipliée par le conditionnement de la matrice des vecteurs propres (BENZI et coll. [2005], section 9.2)
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~ -1 _
En multipliant 'équation (3.19) a gauche par AQXE0 et par BY, deux égalités sont obtenues :

0,071z T 6 & & _ 20,071 o7l o
AVXY AY AYS]y, =oAVX) S

m YG
~ N _ -1 ’
BOX B BOyY =aBsS y¥

_ “1_AT AT AT - “1_AT - -1 -1_AT
A®XY AC AYSY(SSAY ya+BY yp| =0oA®X] A® ya+aA®XT S5 B yp
_ T T ~ T _ -1_AT '
BOX BY BUSHA® ya+BOX B yp =aBYSS B yp

Pour simplifier I'étude de cet opérateur, on choisit en tant que valeur pour X®, la valeur intui-

-1
tée dans la remarque 3.3 et étant Xt? = SI? + Ql? = sﬁ . Avec ce choix, on peut écrire :

N T
Aesf SmA® ya+B® YB) = aya

T
BesﬁAe YA+YB =ays

En injectant 'expression de yg dans la premiere équation, on arrive a 'équation posée unique-
ment en ya suivante :

T T T
(a-DAYSySTAY +AYSTBY BUSTAY |ya=al-Dya

AT AT
et avec I'équation (1.21) (Be B® = 1® _A® A@) de supplémentarité des opérateurs de scaling,
cette équation peut se mettre sous la forme :

T T. N
aA®SySAY ~AYSTAY AYSTAY |y = ala- Dya

T_ T
A”sy (oa® ~A® Ae) SCAY ya=ala—Dya

Remarque 3.4

Cette équation est un probleme aux valeurs propres du second ordre, qui n'est pas symé-
trique et admet comme solution des valeurs propres complexes. Sa résolution est difficile
a réaliser, c’est pourquoi on se propose d’ajouter des hypothéses au probléeme. Si on pou-

-1
vait choisir les matrices M® comme étant égale a sﬁ = S? + Q®, le probleme aux valeurs
propre se simplifie de la maniére suivante :

0 =(a—-1)ys
6O a T[40 (& . aS) 0T
A®STA (A sy +af)a ) Va =aya

Dans ces hypotheses, on peut montrer que ces équations admettent des solution lorsque
a=loul<a<l.

Une illustration du spectre des opérateurs mis en jeu dans ces formulations mixtes est don-
née figure 3.15. Un solveur GMRes permet la résolution en paralléle de I'exemple de la figure 3.14,
dont les valeurs de Ritz a convergence permettent d’estimer les valeurs propres de I'opérateur. Les
systémes résolus sont les systemes (3.1) et (3.18). Ce probléme est un cube de c6té 1 mm dont une
face est encastrée et un déplacement normal a la face opposé est imposé avec une amplitude de
1 mm. Ce cube est constitué d'un matériau homogene identique a celui de la figure 3.1. La dispo-
sition de ces sous-domaines fait apparaitre des points multiples (douze points de multiplicité 3 et
un point de multiplicité 4).
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Pour le systeme (3.1), le rayon spectral de 'opérateur est d’environ 3.5 alors que celui deI’équa-
tion (3.18) est de 'ordre de 2. Le seul fait d’utiliser les opérateurs de scaling [\@ et Be a la place
des opérateurs d’assemblage classiques A® et BY permet de réduire le rayon spectral ainsi que
I'amplitudes des parties imaginaires des valeurs propres complexes. Par contre, l'utilisation de
I'impédance de préconditionnement comme étant celle intuitée dans la remarque 3.3 (a savoir
Xbe = SI? + Q®) regroupe les valeurs propres a partie imaginaire non nulles proche de la méme

b
partie réelle (= 2) pour ce cas test.

0.08333 0.1667 0.25 0.3333 0.4167 0.5 0.5833 0.6667 0.75 0.8333 0.9167

U1 map:45.0000 time:45 min:0.00000 max:1.00000

FIGURE 3.14 — Cube homogene constitué de quatre sous-domaines auquel un chargement de traction est
appliqué. La figure de gauche représente la structure non déformée dont les couleurs permettent de distin-
guer les différents sous-domaines. La figure de droite représente la solution de référence déformée.

3.3.2 Minimisation des sauts a I'interface

Lobjectif d'un solveur mixte est de minimiser a la fois le saut de déplacement et le déséquilibre
des inter-efforts au cours des itérations. Cela revient a minimiser une fonctionnelle £, fonction
uniquement de pf)b , de la forme :

D=soull+ [aoA7 :
) wll, Ay v (3.20)
avec Y et Z des opérateurs de norme sur les interfaces sont choisis comme :

oo o) R PN AN
Y=(AMA) : Z=(BM B).

La fonctionnelle de I'équation (3.20) peut étre exprimée uniquement en fonction de p§> en réin-

. . P P
jectant les expressions de u,” et A" :

L@ =(Smpy + bm)TBeTZBe (Spy +bm) +
(sf son? -Q®pY )TAQTYAe (sf son? -Q®pY )

En effectuant une minimisation de cette fonctionnelle par rapport a p§> , le résultat suivant appa-
rait :

T
ap,

m

T T T T
S (Be ZBY +SyAY YAUSY )s%ff +Sy (Be ZBY sy A° YA@Q®)b§f ] =0.
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FIGURE 3.15 — Valeurs propres de I'opérateur de 1'équation (3.1) (en haut) et de I'équation (3.18) (en bas)

pour différentes valeurs de I'impédance de préconditionnement Xl? , obtenues a convergence par les va-
leurs de Ritz d’'un solveur de Krylov (GMRes ici). Le probleme considéré est le probleme illustré a la fi-
gure 3.14 avec une impédance d’interface QS) = K{)Sg.

Ainsi, en raison de I'inversibilité de Sﬁ le systeme a résoudre devient :
6,0 T r0cd  poT 000 & _ (9,0 0000 poT noli o
(Sp AY YA Sp +B” ZB )Sm B, = (Sp AV YAYQV-BY ZB~ |b,

On remarque que l'opérateur de ce systeme est le produit de 2 opérateurs symétriques définis
T T
positifs. En utilisant les définitions de Y et Z, il est possible de montrer que BY zBY =M®B® B

oTo e o lzol o X o PP - . _
etAY YAV =M~ AY AV, etlesysteme précédent peut étre réécrit de la maniere suivante :
SmS 150140 L M50 201 @ _ [«MmC a9 TS _ MR RO |1
(SpM AY AYS) +MB B)Smpb=(SpM AY AYQY -M"BY BY |by,
ou encore :
-1 “1_AT T -1 “1_AT T
(M® syM® A A®sy +BY BﬂSﬁpﬁf:(M® syM® A% A®Q¥ -B° B@)bfj

Ainsi, en comparant cette expression avec la formulation généralisée de FETI-2LM de la section
précédente, nous remarquons que ce nouveau systéme est un cas particulier de la généralisa-

-1 -1 -1
tion (3.18) lorsque Xf =M® SI? M® . La formulation mixte ainsi obtenue conserve le ca-
ractére symétrique du probléme, caractéristique assez rare dans le cas des formulations mixtes.

3.3.3 Ajout d’'une contrainte additionnelle

L'avantage de la méthode précédente, outre le fait de manipuler des opérateurs symétriques,
est qu'il est possible d’adjoindre des conditions s’apparentant a un probleme grossier dans le La-
grangien (3.20). Cela permettrait de rendre la méthode extensible méme dans le cas ot le couple
initialisation-impédance d’interface serait mal choisi. En effet, ce probléme grossier permet la
propagation instantanée des bonnes informations grace a une recherche de la solution dans un
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espace approprié. Pour cela, le travail du déséquilibre des inter-efforts A®A? sur une base ma-
croscopique d’interface Gﬁ = AeRg0 (potentiellement les modes rigides des sous-structures aux-
quels des modes de déformations peuvent étre ajoutés) sera considéré. Ainsi, la fonctionnelle a
stationariser devient :

o o|? S |2 L ot oT o)
2uy ¥ =[B%u) | +[a%AT ] +v® 6L a%A?.
La stationnarité de & (pb ,Y<I>) donne les expressions :

T T
B® 7B® -syA° YAle)bﬂi ]

0 =dpb

s (Be ZB® + s®Ae YA® s®) SomrY +Sm
+ s®s®Ae Goy®
ol yq> est le vecteur d’amplitudes des modes Rl? .Le systeme a résoudre devient finalement :
s (S®M®_ A® Aes® +MOB® Be)Smpb +s®Ae coy?
T T
=SS (S®Ae YA QY -BY zB? |by

G@ AGS® <o G@ A@Q®b4>

Sm My,

et peut étre écrit sous forme matricielle :

sS[somMO A A%sS +M®B@TB@)S§ sosTA® S e
6o a® sy 'S 0 v’
Sw (SI? M® 'A% A%QY -M®B° B® |bd
- o A9Q®b<1>
se (S M®_1A6TAGS§ +M®1§9TB9)S§ GS u®
GﬁT 0 Y4>
S (sl? M® 'A% a%QP -M®B° B b3
) 6o a® Qobe

~ T
qui est un systéme de point selle symétrique . Dans ce systéme la notation Gﬁ = sﬁ Sl? A® Gﬁ a

aussi été introduite.
Ce systéme rappelle, par sa forme, le systeme de point selle (1.10) FETI et il peut étre résolu de
laméme facon al’aide d'une méthode d’initialisation et de projection en décomposant I'inconnue

pff en deux termes :
O _ AP S-P
M, =Ky, +Py Hy
ol P est un projecteur orthogonal a Vect( ) défini tel que P®Ge =0= Ge P® et qui conduit
a choisir un projecteur de la forme :

ool o\ AT
P§=1®—G2(Gﬁ Gﬁ) Gy
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T T
ainsi qu'une initialisation pll? o satisfaisant la seconde ligne du systeme Gg ﬁl? 0= Gﬁ A® Ql? bfg .
Elle est définie telle que :

-1
O xofaoTxo oT o & &
I_leO:Gm(Gm Gm) Gy AVQ. by .

Ainsi, le probléme a résoudre devient :
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Le taux de convergence de la résolution de ce systéme devrait étre invariant lorsque le nombre de
domaines augmente grace a la projection sur I'’espace orthogonal a I'espace grossier.

3.4 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, en accord avec la littérature, une impédance d’'interface a pu étre définie
comme étant le complément de Schur de la partie complémentaire au sous-domaine considéré
pour le solveur FETI-2LM de RoUX et coll. [2003]. De plus, une initialisation optimale a aussi
permis de montrer une convergence instantanée du solveur. Cependant cette impédance est tres
colteuse a calculer et des approximations rarement satisfaisantes ont été développées dans la lit-
térature. C’est pourquoi, nous avons proposé une impédance a deux niveaux, économique car
exploitant le maillage grossier de la structure compléte généré lors de la sous-structuration a deux
niveaux du chapitre 2. Pour cette approximation a deux niveaux, un couplage de type mortar a été
mis en place pour permettre de faire le lien entre les deux niveaux présents (fin et grossier). Deux
propositions différentes, de cette approximation fondée sur un couplage mortar, ont aussi été mis
en place. Un exemple de type poutre a permis de montrer que la seconde approximation proposée
se comporte mieux que la premiére.

Une formulation de FETI-2LM a aussi été mise en place en faisant apparaitre une seconde im-
pédance d’'interface jouant le role de préconditionneur. Un lien fort entre cette formulation et une
minimisation du saut des quantités d’interface a pu étre établi permettant I’ajout d’'un probléme
grossier. Malheureusement, pour des questions de temps, ces idées n’ont pu étre implémentées
pour évaluer leur efficacité au regard de la convergence du solveur FETI-2LM équipé de différents
types d’'impédance de la littérature et de celles proposées ici.

Concernant la formulation avec probleme grossier, la nature symétrique des opérateurs en jeu
devrait permettre d’exploiter la théorie GenEO pour calculer des modes macroscopiques garantis-
sant I'extensibilité.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce manuscrit a cherché a répondre aux objectifs suivants :
— permettre une parallélisation de la génération de maillage;
— générer des sous-domaines dont la forme améliore la rapidité du solveur;

— exploiter cette sous-structuration pour améliorer la convergence d'un solveur par décom-
position de domaine.

La démarche du schéma de la figure 5 permet de remplir les deux premiers objectifs alors que
le dernier objectif n'est que partiellement rempli car seul un cadre théorique a pu étre mis en
place pour 'approximation a deux niveaux du parametre d'impédance d’interface critique de la
méthode FETI-2LM.

Dans un premier temps, les principales méthodes de décomposition de domaine sans recou-
vrement ont été explicitées, en insistant sur les approches primale, duale et mixte qui, pour les
deux dernieres, ont été utilisées dans ce travail. Dans ces trois cas, la résolution consiste a dé-
composer le probléme global en plusieurs sous-problémes définis a partir de la décomposition du
domaine physique. Les différentes approches de décomposition de domaine se distinguent par
les différents types de conditions entre les DDLs aux interfaces. La continuité des déplacements
est imposée dans la méthode primale alors que I'équilibre des efforts est imposé dans la méthode
duale. La méthode mixte quant a elle impose une condition mixte a I'interface appelée condition
de Robin en faisant apparaitre un opérateur de combinaison linéaire appelé impédance (ou rigi-
dité) d’'interface. Cet opérateur est un parametre des approches mixtes dont un choix judicieux
permet une meilleure convergence du solveur. Cette section a aussi permis de montrer que la vi-
tesse de convergence de ces méthodes dépendait fortement de la forme des sous-domaines ainsi
que de leur homogénéité. Les méthodes de pre-processing d'une simulation paralléle ont ensuite
été évoquées pour montrer que les approches multi-niveaux de partitionnement font consensus
et sont massivement utilisées dans des logiciels libres tels que Metis, Scotch ou encore Chaco.
Pour la génération de maillage en parallele, par contre, les méthodes les plus performantes ex-
ploitent toujours un maillage initial grossier permettant de distribuer les données des le début du
processus de maillage (qui s’apparente alors a du remaillage paralleéle d'un maillage grossier ini-
tial). Pour réaliser 1'étape de déformation de maillage, notre revue de la littérature ainsi que les
tests numériques concluent que la projection de surface la plus efficace est un algorithme d’inter-
section rayon-maillage triangulaire optimisé. Et 1a déformation du maillage volumique réalisée a
I'aide d'une méthode de déformation de maillage par RBF semble étre la plus adaptée mais cette
méthode fait intervenir des opérateurs denses dont la factorisation peut devenir cotiteuse.

Dans un deuxieme temps, la méthode de sous-structuration a deux niveaux a été explicitée.
Son principe est, schématiquement, d’échanger les étapes de partitionnement et de génération du
maillage qui sont réalisées dans les approches classiques de préparation des données. Pour cela, la
décomposition en sous-domaines est réalisée dés le début du processus complet sur un maillage
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grossier permettant la prise en compte de la distribution des différents matériaux. Ensuite seule-
ment, un maillage conforme plus fin est généré en parallele sur chacun des sous-domaines, puis
une déformation du maillage final est réalisée pour assurer une représentation fidele et précise de
la géométrie a discrétiser. Lavantage ici est que les sous-domaines générés ont des interfaces ré-
gulieres et sont composés d'un unique matériau. Ainsi, la convergence d'un solveur FETI sur cette
décomposition est meilleure en présence d’hétérogénéités fortes sur les cas qui ont été testés en
comparaison d'une approche plus systématique utilisant uniquement un logiciel de partitionne-
ment.

Dans un troisieme temps, une nouvelle approximation de I'impédance d’interface optimale du
solveur mixte a pu étre développée en tenant compte a la fois les interactions proches et les inter-
actions lointaines. Le caractére a deux niveaux de la sous-structuration (existence d’'un maillage
grossier de la structure globale partagé par tous les sous-domaines) permet d’obtenir cette ap-
proximation pour un faible cofit en conservant toutes les informations courtes et longues dis-
tances. Des formulations mixtes alternatives ont été proposées pour permettre 'adjonction d'un
probléme grossier permettant de rendre la méthode extensible. En effet, il n’existe pas de pro-
bleme grossier naturel ici car I'opérateur local est inversible et les modes rigides n’apparaissent
pas aussi naturellement que dans I'approche duale par exemple. Ces formulations font apparaitre
une seconde impédance d’interface jouant le role de préconditionneur dont l'interprétation phy-
sique n’est pas évidente.

Finalement, 'ensemble des développements présentés ont été implémentés en langage Py-
thon grace a l'interface qu’offre la suite logicielle EF Z-set/ZéBuLon permettant d’étre suffisam-
ment intrusif pour utiliser Z-set en tant que solveur local dont les opérateurs peuvent étre modi-
fiés. Les outils de manipulation de maillage de Z-set ont aussi été tres utiles pour le développe-
ment de la méthode de sous-structuration a deux niveaux. Le parallélisme est quant a lui géré par
la bibliotheque MPI interfacé avec Python proposant le module mpi4py.

Ces travaux suscitent plusieurs perspectives dont trois axes peuvent étre dégagés. La premiere
piste de recherche peut étre I'application de ces méthodes a d’autres cas; ce qui peut étre vu
comme des perspectives a court terme. La deuxiéme piste concerne ’adaptation de maillage et
peut étre vue comme une perspective a moyen terme. La troisieme piste peut étre liée a I'exten-
sion de la méthode mixte a des cadres plus large que les solveurs de Krylov.

Par rapport a la premiére piste concernant les cas d’applications, plusieurs cas peuvent étre
envisagés. Une application directe serait d’utiliser des géométries issues de composites tissés tri-
dimensionnels en générant par exemple une structure de type VER a l'aide d'un logiciel tel que
TexGen 3 pour avoir accés a la géométrie et au maillage de ce VER. Cela n’est pas évident en entre-
prise car, bien souvent, seuls les maillages des structures sont disponibles. Les maillages générés
ne pouvant étre tres grossiers en raison des faibles épaisseurs de matrice, il faudrait pouvoir uti-
liser un grand nombre de sous-domaines pour leur garantir une forme réguliere en ayant autant
de sous-domaines que d’éléments grossiers. Si, un faible nombre de machines est disponible pour
obtenir un grand nombre de sous-domaines, il peut étre préférable de relacher la contrainte d’ho-
mogénéité des sous-domaines en conservant seulement leur aspect régulier. Cette méthodologie
peut aussi étre appliquée a d’autres composants mécaniques de Safran tels que des aubes mono-
cristallines ou polycristallines si le maillage et surtout la géométrie sont rendus disponibles. Une
seconde application concerne le solveur mixte, ot il faudrait vérifier que la présence d’hétérogé-
néités est bien prise en compte par 'impédance d’interface a deux échelles. En effet, les hétéro-
généités éloignées d'un sous-domaines doivent étre détectées et leur influence doit étre intégrée
instantanément a la résolution. Pour rendre compte de cela, un grand nombre de sous-domaines
est nécessaire et le passage al’échelle nécessite des optimisations de 'implémentation permettant
de rendre les opérations locales plus efficaces.

Les perspectives a moyens termes concernant 'adaptation de maillage se présentent assez
naturellement. Un indicateur d’erreur de discrétisation parallele aurait un grand intérét dans ce
type de décomposition homogene. En effet, les travaux de PARRET-FREAUD [2011] ont montré

3. http://texgen.sourceforge.net
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que son estimateur d’erreur paralléle était meilleur que son homologue séquentiel lorsque les
sous-domaines sont homogenes. La sous-structuration développée dans ce manuscrit permettrait
I'exploitation de cet estimateur d’erreur parallele couplé a une méthode de remaillage parallele
conservant la forme des sous-domaines comme la méthode de BOVET et coll. [2019]. Par contre
la propriété de maillage localement structuré serait perdue et les accélérations liées a I'utilisation
d’accélérateur graphique (GPU) évoquées en section 2.1.3 ne pourraient pas étre exploitées. On
peut aussi envisager dans la phase de raffinement local de la stratégie de sous-structuration a deux
niveaux d’utiliser cette méthode de remaillage paralléle ou encore la méthode appelée « maillage
topologique » décrite brievement dans la section 2.1.3.

Pour la troisieme et derniere piste concernant I’extension de la méthode mixte a d’autre types
de résolution. Certains choix pour les opérateurs d'impédance d’interface (Qf et Xl? ) conduisent
a des systémes linéaires de rayon spectral plus petit que 1. L'utilisation de solveurs de Krylov n’est
alors plus indispensable et permettrait une résolution possiblement asynchrone du probleme
d’interface mixte a I’aide de solveurs itératifs de type point fixe nécessitant des opérateurs d’itéra-
tions contractants (dont le rayon spectral est inférieur a 1). Une extension au non-linéaire est aussi
envisageable. En effet, les développements de solveurs non linéaires avec recondensation non-
linéaire tels que ceux développés par NEGRELLO et coll. [2016] permettent de laisser s’exprimer la
non-linéarité indépendamment dans chaque sous-domaine. L'introduction d'une condition d’in-
terface proche de la physique permet de conserver une certaine cohérence entre les non-linéarités
locales. Lintroduction d'une impédance prenant en compte la rigidité globale a I'aide du maillage
grossier de la structure permettrait aussi de considérer des non-linéarités plus globales telles que
le flambement.
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ANNEXE A

‘ ANNEXES

A.1 Solveurs itératifs de Krylov

Le but de cette annexe est de présenter rapidement les principes et algorithmes relatifs aux
solveurs de Krylov. Le lecteur pourra consulter BARRETT et coll. [1994], SAAD [1997] ou encore
SAAD [2003] pour des explications plus détaillées.

Les méthodes de Krylov consistent a approximer la solution A~'b du systéme Ax = b par un
vecteur p(A)b ol1 p est un polynéme construit intelligemment. On considere par la suite que A est
une matrice carrée de taille n x n et b un vecteur de Im (A). La solution a l'itération i est notée x; et
est associée a un résidu rj = b — Ax; = A (x —X;). Une solution initiale xy, souvent prise égale a 0, est
choisie. Les quantités a I'itération i seront notées avec un indice ;.

A.1.1 Cas genéral

Les solveurs de Krylov consistent a construire itérativement un « sous-espace de Krylov »
X (A, 1p) défini par :
X (A, 1rg) = Vect (ry, ..., A" 'ro)

La recherche de la solution du systéme linéaire consiste a chercher x; sous les contraintes :

X € X9 + K (A, 1)
ri L2 K (A, 1p)

ol le choix de la relation d’orthogonalité permet de définir les différentes approches.

A.1.2 Gradient Conjugué
A.1.2.1 Algorithmes de base

Le CG est un cas particulier de solveur de Krylov ot la relation d’orthogonalité choisie est I'or-
thogonalité au sens de la norme |l«||5 qui présuppose que 'opérateur A est symétrique défini po-
sitif. Il consiste en une projection orthogonale basée sur I'espace de Krylov X; (A, rp). Le principe

de recherche est le suivant :
x; € X9 + K (A, 19)
riLXiAr) '

ce qui équivaut a trouver x; € Xg + X (A, rp) minimisant [|x; —X||4.

Du fait, des propriétés de A, et notamment de sa symétrie, des relations de conjugaison ap-
paraissent , conduisant a I'algorithme A.1. Dans cet algorithme, deux bases de X;(A,ry) sont
construites : la base des résidus qui est orthogonale et la base des directions de recherche qui,
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Algorithme A.1 : Gradient Conjugué

Initialisation :
Initialisation du résidurg = b —Axp ;
do=r¢;
tant que [lrt e r‘ L > ¢ faire
riTri
d;"Ad; ’
Calcul de la nouvelle solution xj,1 = x; + o;d; ;
Calcul du nouveau résidu ri;; = rj — a;Ad; ;

A- orthonormalisation de la direction de recherche par rapport a la précédente :

ﬁ Tiy1 Tiy) l'1+1 .
1= I; rl )

Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = ri;; +pid; ;

Calcul du pas optimal o =

fin

elle, est A-orthogonale. L'orthogonalisation effectuée dans l'algorithme A.1 implique une ortho-
gonalité de d;,;, vis-a-vis de toutes les directions précédentes. Cependant, numériquement, cette
orthogonalité est perdue au cours des itérations. Il est donc souvent nécessaire d’utiliser un or-
thogonalisation compléte de la base des directions de descente, ce qui conduit a I'algorithme A.2

Algorithme A.2 : Gradient Conjugué réorthogonalisé

Initialisation :
Initialisation du résidurg = b —Axg ;
do=r1o;
T, .
LT > ¢ faire
To Ip T
Calcul du pas optimal o = - ;
d;Ad;

Calcul de la nouvelle solution xj,; = x; + o;d; ;
Calcul du nouveau résidu rj,; = r; — a;Ad; ;

pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche

j_ _Tin Ad
ﬁ TAd »

fin
Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = ri;1 + ngi Bidj ;

fin

A.1.2.2 CG préconditionné

Comme c’est le cas dans les approches primale et duale de décomposition de domaine, il est
parfois nécessaire de résoudre un probléme comportant un préconditionneur M~! symétrique
défini positif. Ainsi, le systéme a résoudre devient :

M 'Ax=M"!b.

Ce systéme n'étant pas symétrique, le recours a un produit scalaire adapté (x,y)g-1 = x M 'y est
nécessaire pour conserver le CG en tant que solveur. Sa mise en ceuvre se fait directement dans
I'algorithme du gradient conjugué (algorithme A.1 ou A.2) en multipliant le résidu par le précon-
ditionneur M~! et cela revient a I'algorithme A.3.

II
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Algorithme A.3 : Gradient Conjugué préconditionné avec réorthogonalisation

Initialisation :
Initialisation du résidurg = b —Axp ;
Préconditionnement du résidu zg = M~ 'rg ;

do=12;
riTZj .
tant que —r—- > ¢ faire
To"Zo T
Calcul du pas optimal o = -2 ;
d;"Ad;

Calcul de la nouvelle solution x,; = X; + ajd; ;
Calcul du nouveau résidu rj,; = r; — o;Ad; ;
Préconditionnement du résidu zj,; = M 'ry,; ;
pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche
Bj _ _Zi+lTAdj .
i d’ad; ’
fin

Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = zi1 + Yi<i ﬁi dj;

fin

A.1.2.3 Algorithmes de type Krylov contraint

Parfois, la résolution d'un systeme peut s’interpréter comme un sous-probleme auquel un
condition sur la solution aurait été adjointe (comme c’est le cas dans I'approche duale). Ainsi,
le probléme qui est sous la forme d'un probléme de point selle :

A G|[x]_[b
GI o T e

X
a

peut se résoudre classiquement en prenant une solution x commme somme de deux quantité ap-
partenent a des espaces supplémentaires. Une initialisation Xy est choisie de telle sorte qu’elle
satisfasse la contrainte et qu’elle assure que le reste de la solution est bien dans I'espace supplé-
mentaire, de maniere a ce que la solution x vérifie :

G’ (x—x¢) =0. (A1)

Cela se traduit par I'introduction d'un projecteur P sur I'espace orthogonal a Vect(G) pour pouvoir
mettre la solution sous la forme :
X =Xxp+Px.

Les conditions qui découlent de I’équation (A.1), sont :

G'xo=e,

G'p=0.
Cela conduit a trouver xg et P de la forme :
X0 = QG(GTQG) e,
P=1-QG(G'QG) "G,
ol1 Q est une matrice symétrique définie positive qui permet 2 G'QG d’étre inversible. Ainsi, le
systéme a résoudre itérativement peut s’écrire :
P'APx =P (b-Axy).

11 est possible de calculer enfin a par la relation suivante :

1

a=(G'QG) G'Q(b-Ax.

Pour calculer x, le systéme est résolu grace a une méthode de Krylov contrainte, comme par
exemple un gradient conjugué comme dans l’algorithme A.4.

III
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Algorithme A.4 : Gradient Conjugué contraint avec réorthogonalisation

Initialisation :
Calcul du projecteur P=1— QG(GTQG)_IGT ;
Initialisation de la solution : xg = QG(GTQG)_le ;
Initialisation du résidu ry = —PT (b — Axy) ;
do=rp;

l'iTl'i f .

tant que ;' > ¢ faire

pi=P'Ad;;

Calcul du pas optimal o; = ;‘:;‘ ;

i

Calcul de la nouvelle solution xj,1 = X; + a;d; ;
Calcul du nouveau résidu rj,; = r; — o;p; ;
pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche

BJ _ _ri+1v[‘pj .
i dijj y
fin

Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = rj.1 + ngiﬁidj ;

fin
Post-traitement :
a=(G'QG)"'G'Qr;

A.1.2.4 Algorithmes de type Krylovaugmenté

Les méthodes de Krylov augmenté décrites par SAAD [1997] ou CHAPMAN et SAAD [1997] sont
utilisées pour ajouter des contraintes optionnelles a la résolution d'un systéme linéaire. Le prin-
cipe est de définir un sous espace C de R" de dimension n., représenté par une matrice rectan-
gulaire C (tel que Im (C) = C) ou1 C est supposée étre une base de C. On appelle espace de Krylov
augmenté, I'espace défini tel que K; (A, ro, C) = K; (A, ro) +Im (C). Le principe de recherche reste le

suivant : B
Xj € Xg +j<i (Ay ro, C)
r; L X (A 1o, C)

Généralement les méthode de type Krylov-augmenté sont mises en ceuvre par des algorithmes
projetés. Le principe est de chercher la solution séparément dans deux sous-espaces supplémen-
taires Im(C) et ker (CTA). La partie de la solution dans ker (CTA) est détectée a I'initialisation alors
que l'autre partie qui est dans un sous-espace supplémentaire est cherchée itérativement : un
projecteur P sur ker (CTA) assure la recherche dans cet espace. Ainsi le résidu r =b-A x respecte la
condition C'r =0. Autrement dit, x est recherché sous la forme :

X =Xg+Px.
Ce qui revient a des conditions sur P et X :

C'rp=Cl'(b-Axp) =0,
C'AP=0

conduisanta:

%o = C(CTAC) "',
P=1-C(C"AC)'C"A

Le systeme projeté devient alors :
APx =P" (b - Ax))

v
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Algorithme A.5 : Gradient Conjugué augmenté avec réorthogonalisation

Initialisation :

Calcul du projecteur P = 1 — C(CTAC) “'CTA;
Initialisation de la solution : xg = C(CTAC)_ICTb ;
Initialisation du résidu ry = PT (b — Axy) ;

do=r1;
r'r; .
tant que - > ¢ faire
Io Iy
pi =P'Ad;;
Ty,
Calcul du pas optimal a; = ;H; ;

Calcul de la nouvelle solution x,1 = X; + ajd; ;
Calcul du nouveau résidu ri,; =r; — a;p; ;
pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche

BJ _ _ri+1ij .
i djTPj i
fin

Calcul de la nouvelle direction de recherche : di;; = rj.1 + ngiﬁidj ;

fin

et’algorithme pour un gradient conjugué qui en découle est l’algorithme A.5.

Ladjonction de cette contrainte optionnelle sur le résidu r permet d’améliorer le condition-
nement du systeme d’aprés DOSTAL [1988], mais cette efficacité dépend essentiellement du choix
fait pour I'opérateur C. Le choix de C reste un probléme ouvert mais, dans le cadre de la résolution
des équations de la mécanique par les méthodes de Schur, ce choix peut étre guidé par les modes
rigides des sous-structures (comme dans I'algorithme 1.1 BDD) ou d’autres considérations telles
que des modes propres de sous-structures pour la méthode FETI-GenEO introduite par SPILLANE
et RIXEN [2013].

A.1.3 ORTHOMIN

Lorsque A n’est pas symétrique, CG n’est plus applicable. D’autres solveurs de Krylov, ayant
des propriétés d’orthogonalité différentes, ont da étre développés.

Lalgorithme ORTHOMIN a été introduit pour la premiére fois par VINSOME [1976]. Dans cette
méthode, les directions de recherche sont orthogonales 2 a 2 au sens de la norme ATA et non plus
au sens de la norme A comme c’est le cas pour le CG. De plus, la minimisation réalisée ici est la
minimisation de la quantité [|x —x;ll5t5. L'algorithme qui en découle est I'algorithme A.6.
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Algorithme A.6 : ORTHOMIN

Initialisation :
Initialisation du résidurg = b — Axp ;

Po=To;
do =Apo ;
T
tant que ﬁ > ¢ faire
<T .
Calcul du pas optimal a; = _:,'T;', .

fin

Calcul de la nouvelle solution x;;; = X; + a;p; ;
Calcul du nouveau résidu rj,; = r; — o;d; ;
pour 0 < j < i faire Réorthogonalisation de la base de recherche
j_ _di'Ar,
fin
Pirl =Tis1 +)_P)pj
o j<i
Calcul de la nouvelle direction de recherche :

di;; =Arj + Z ﬁ];d]'

j<i

)
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A.2 FEtude paramétrique de la méthode RBF adaptative de la sec-

L]
tion 2.3.3
10% E ‘ ‘ =
10 |- — E E
10! £ 5
S 8 4 B i
£ 2 100 F E
w = =
s —@— p=025 —@— p=035 g E &
2 6L —A— =045 ——B=055 || T . I
2 —@— B=065 —&— B=0.75 107" £ =
—4— p=085 —@— Pp=0.95 B -
41 —4—p=1.05 —0— p=115 [{ 1072 = .
—¢— p=125 =e@= bin & -
| | : | L 1
0 0,5 1 1,5 1,5
# Nceuds de bord 104
@a=0
T 102 = Ei
10 - f - z
= E
s 8 S : |
E 7 100 E
- [=% - -
g L | E " i
z = w0
4+ B 1072 = E
| | | | LI | | 1
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Nceuds de bord 10t # Noeuds de bord 104
(b) x=-0.1
‘ 102 ‘ ‘ =
10 - E E
10 .
S 8f 1 - ]
g % 100 E 5
- Q, - -
3 6l | E & il
z |0
4 i 1072 £ =
| | | | L | | il
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Nceuds de bord 10t # Noeuds de bord 104
(©)a=-0.2

FIGURE A.1 - Influence de a et  sur le temps de résolution de (1.28) par un solveur direct et la qualité du
maillage (1/4)

VII



ANNEXE A. ANNEXES

102
10 [~
10!
S 8 —
E gz
o —®— p=025 —m— p=035 E
§ 6l —4— =045 —6— =055 || T 1o-1
2 —@— $=065 —=— B=0.75
—4— p=085 —@— p=095 2
4 —4— p=1.05 —0— p=115 [] 10
—O— P=1.25 === bin
| | ‘ | 1073
0 0,5 1 1,5
# Nceuds de bord 104
(d)a=-0.3
T 102
10 |- —
10!
S 8 -
= = 100
b 2,
g .l g
§ S 10
-2
4l 10
| \ \ \ 1073
0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 104
(e)a=-0.4
T 102
10 |- -
10!
S 8 -
g = 100
z Z
7 . E o
§4 I~ ] = 10
41 | 1072
| | | | 10-3
0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 104
) a=-0.5

] S 1 S 1T S S Y| M ET!

| | |
0 0,5 1 1,5
# Neceuds de bord 104
E E
= i i
0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 10

| Y] S T[T B S A SR

ol

0,5 1
# Noeuds de bord

=
o

-10%

FIGURE A.1 - Influence de a et 3 sur le temps de résolution de (1.28) par un solveur direct et la qualité du

maillage (2/4)

VIII



ANNEXE A. ANNEXES

10% £ E
10 - Bl & i
10! = &
g 8 - - i
= ) B i
o 2 100 E
s —@— p=025 —— p=035 E. B E
§ 6| —A—p=045 ——p=055 || & = -
< —@&— p=065 —&— p=0.75 107! = =
—6— $=0.85 —@— P=095 - 6
4 - —4— p=1.05 —p— p=1.15 [] 10-2 - il
—0— =125 —@= bin S €
| | ‘ | — \ \ 1
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Neceuds de bord 104 # Noeuds de bord 104
(g a=0.1
\
102 = E
10 - . - -
10" E
o 8 | - 7
8 — B ]
£ 2 100 F =
g £ - i
@ = - i
g 6 1 e i i
< 107! E
T 1072 £ =
| | | | = 1 1 1
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 104 # Nceuds de bord 104
(h) a=0.2
\
10 |- . 10% =
10" £ =
S 8 B - S
g z | !
E 2 100 = =
o g - E
2 6 12 - ]
7 =
< 107! =
4+ Bl . E
1072 3 -
| | | | — \ \ 1
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
# Noeuds de bord 104 # Nceuds de bord 104
(Ha=0.3

FIGURE A.1 - Influence de a et  sur le temps de résolution de (1.28) par un solveur direct et la qualité du
maillage (3/4)



ANNEXE A. ANNEXES

Aspect ratio

Aspect ratio

10

10

. 102
10!
>
2 100
—@— p=025 —m— p=035 || E»
—A— p=045 —— P=0.55 107!
—@&— =065 —&— p=0.75
—4— p=0.85 —@— p=095 || 2
—4—p=105 —9— p=115 10
—0— p=125 =@= bin
| ‘ \ 1073
0,5 1 1,5
# Nceuds de bord 104
(j)a=04
T
B 102
i 10!
D
w
2 100
1 £
H
107!
a 1072
| | |
0 0,5 1 1,5
# Neeuds de bord 104
k) a=0.5

TT

TTTTI T T T T IT70m T T T

T TTTTIT

——

1 1 e R T SRR 1

Ll

[=)
L
(92}
—
—
(92}

# Neeuds de bord 104

TTTI T TTT T 177

m
1 A 11 S S A 1 A1 R

TTTTITT

T T T TTTIT

(=}

0,5
# Noeuds de bord

—
=
(S

—
(=)
'S

FIGURE A.1 — Influence de a et 3 sur le temps de résolution de (1.28) par un solveur direct et la qualité du

maillage (4/4)

Aspect ratio

10

—A— p=14 —4—p=16
—8— p=18 —&— p=2
== bin

—o— p=1 —m—p=12 ||

Temps|s]
=
L

0,5 1
# Noeuds de bord 104

T TT1T

T TTTTT T T 1T

TTTIITT

Ll 1

IR

0 0,5 1

> bl

—
)]

# Noeuds de bord 104

FIGURE A.2 — Performances de la méthode pour des valeurs plus importantes de § pour a = 0.5

A.3 Références

BARRETT, R., M. BERRY, T. F. CHAN, J. DEMMEL, J. DONATO, J. DONGARRA, V. EUKHOUT, R. P0Z0,
C. ROMINE et H. VAN DER VORST. 1994, Templates for the Solution of Linear Systems: Building
Blocks for Iterative Methods, Society for Industrial and Applied Mathematics, ISBN 978-0-89871-
328-2 978-1-61197-153-8, doi: 10.1137/1.9781611971538. URL http://epubs.siam.org/
doi/book/10.1137/1.9781611971538. 1

CHAPMAN, A. et Y. SAAD. 1997, «Deflated and Augmented Krylov Subspace Techniques», Numer-
ical Linear Algebra with Applications, vol. 4, n° 1, doi: 10.1002/(SICI)1099-1506(199701/
02)4:1<43::AID-NLA99>3.0.C0;2-Z, p. 43-66, ISSN 1099-1506. IV


http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611971538
http://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9781611971538
http://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9781611971538
http://dx.doi.org/10.1002/(SICI)1099-1506(199701/02)4:1<43::AID-NLA99>3.0.CO;2-Z
http://dx.doi.org/10.1002/(SICI)1099-1506(199701/02)4:1<43::AID-NLA99>3.0.CO;2-Z

ANNEXE A. ANNEXES

DoOSTAL, Z. 1988, «Conjugate gradient method with preconditioning by projector», International
Journal of Computer Mathematics, vol. 23, n® 3-4, doi: 10.1080/00207168808803625, p. 315
323, ISSN 0020-7160, 1029-0265. URL http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/
00207168808803625. V

SAAD, Y. 1997, «Analysis of Augmented Krylov Subspace Methods», SIAM Journal on Matrix Anal-
ysis and Applications, vol. 18, n° 2,doi: 10.1137/50895479895294289, p. 435-449, ISSN 0895-
4798, 1095-7162. URL http://epubs.siam.org/doi/10.1137/50895479895294289. [, IV

SAAD, Y. 2003, Iterative Methods for Sparse Linear Systems, Other Titles in Applied Mathematics,
Society for Industrial and Applied Mathematics, ISBN 978-0-89871-534-7, doi : 10.1137/1.
9780898718003. URL https://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9780898718003. I

SPILLANE, N. et D. J. RIXEN. 2013, «Automatic spectral coarse spaces for robust finite element tear-
ing and interconnecting and balanced domain decomposition algorithms», International Jour-
nal for Numerical Methods in Engineering, vol. 95, n° 11, doi: 10.1002/nme . 4534, p. 953-990,
ISSN 1097-0207. URLhttps://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/nme.4534.V

VINSOME, P. K. W. 1976, «Orthomin, an Iterative Method for Solving Sparse Sets of Simultaneous
Linear Equations», dans 4th Symposium on Numerical Simulation of Reservoir Performance, So-
ciety of Petroleum Engineers, ISBN 978-1-55563-751-4, p. 149-159, doi : 10.2118/5729-MS.
URLhttps://www.onepetro.org/conference-paper/SPE-5729-MS. V


http://dx.doi.org/10.1080/00207168808803625
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00207168808803625
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00207168808803625
http://dx.doi.org/10.1137/S0895479895294289
http://epubs.siam.org/doi/10.1137/S0895479895294289
http://dx.doi.org/10.1137/1.9780898718003
http://dx.doi.org/10.1137/1.9780898718003
https://epubs.siam.org/doi/book/10.1137/1.9780898718003
http://dx.doi.org/10.1002/nme.4534
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/nme.4534
http://dx.doi.org/10.2118/5729-MS
https://www.onepetro.org/conference-paper/SPE-5729-MS




ANNEXE B

‘ LISTE DES ACRONYMES

AFT Advancing Front Technique. ix, 39, 40, 42
AMPFETI Adaptive MultiPreconditioned FETI. 33

BDD Balanced Domain Decomposition. xv, 18, 24, 28, 32-34, 79, 108, 117, 128, V, XIII
BDD-C BDD by Constrained. 24
B-REP Boundary REPresentation. 80

CAO Conception Assistée par Ordinateur. 3, 44, 45, 77, 80, 103, 109, XV
CFD Computational Fluid Dynamics. 54

CG Gradient Conjugué, ou Conjugate Gradient. x, xv, 18, 20, 24, 28, 29, 32-34, 87, 89-91, 93, I, I,
V, XIV

CP Continuous Polynomials. 55, 56, 59
CTPS Continuous TPS. 55

DDL degrés de liberté. xi, xiii, 2, 4, 13, 15-17, 23-25, 30, 52, 96-98, 100, 107, 108, 116, 120, 121, 123,
139

EF Eléments Finis. 3, 12, 39, 52, 57, 95, 103, 121, 122, 140

FEAD Finite Elements in Analysis and Design. 77

FETI Méthode de décomposition de domaine sans recouvrement duale. xi, xiii, xv, 5, 18, 28-34,
79, 95-99, 103, 105, 106, 108, 109, 117, 122, 128, 133, 140, XIII, XIV

FETI-2LM FETI with two Lagrange Multipliers. xi, 5, 20, 22, 115, 116, 122, 127, 132, 134, 139
FETI-DP Dual-Primal-FETI. 18, 24, 30

GenEO Generalized Eigenproblems in the Overlaps. 31, 32,99, 134,V

GMRes généralisation de la méthode de minimisation du résidu, ou Generalized Minimal Resi-
dual. xi, 93, 125, 126, 130, 132

HEM Heavy Edge Matching. 37
HFETI Hybrid FETI. 18

IDW Inverse Distance Weighting ou pondération par I'inverse de la distance. 54, 56
ILU LU Incomplete. x, 91
IMQB Inverse MQB. 55

XIII



LISTE DES ACRONYMES

IQB Inverse QB. 55
LaTIn Large Time Increments. 20, 32, 117, 128

MPI Message Passing Interface. 3, 38, 95, 103, 106, 107, 140
MQB MultiQuadratic Biharmonics. 55, XIII
MUMPS MdUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver. 11

PARDISO PARallel sparse DIrect SOlver. 11
PCG CG Préconditionné, ou Preconditioned CG. x, 90-93

QB Quadratic Biharmonics. 55, XIII

RBF Radial Basis Functions ou fonctions de base radiales. x, xi, 54-57, 63, 77, 86-95, 100, 102, 108,
109, 139

S-FETI Simultaneous FETI. xv, 32, 33

SPH Smoothed Particle Hydrodynamics. ix, 40-42

STEP STandard for the Exchange of Product model data. 80
STL STereoLithography. 80

TFETI Total FETI. 18
TFI TransFinite Interpolation. 52
TPS Thin Plate Spline. 55, 59, XIII

VER Volume Elémentaire Représentatif. 2, 3, 140

XV



ANNEXE C

‘ GLOSSAIRE

CATIA V5 Un logiciel de CAO créé au départ par la société Dassault Aviation pour ses propres
besoins. 80

cluster Ensemble de plusieurs machines indépendantes appelés nceuds de calcul communicant
les uns avec les autres afin de dépaser les limitations d'une machine seule. 3, 95

communicateur Un communicateur est un ensemble de processus susceptibles de communi-
quer entre eux. 83

conditionnement Soit une matrice K inversible, on appelle k(K) = | K™! |, IKIl> son conditionne-
ment. Plus simplement, c’est le rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre
de K.xi, 11, 20, 24, 25, 27, 28, 30, 31, 79, 87, 90, 98, 99, 108, 114, XVII

extensibilité Capacité qu’a une méthode parallele a rester efficace lorsque la taille du probleme
arésoudre augmente ou lorsque le nombre de ressources disponibles augmente. xi, xiii, 11,
18, 26-28, 45, 82, 95, 96, 99, 100, 106-109

Gmsh Un logiciel de génération de maillage éléments finis tridimensionnel avec des fonctions de
pré/post-traitement intégrées. 56

mésostructure Structure a l’échelle des torons pour un matériaux composite tissé 3D. 2

non-structuré Se dit d'un maillage dont on ne peut pas connaitre la connectivité uniquement
avec les indices des nceuds. 58

NP-complet Un probleme NP-complet est un probleme dont on ne peut trouver la solution en un
temps polyndmial alors que I’on peut vérifier si une solution est plus optimale qu'une autre
facilement. 35

nceud de calcul C’est une machine physique composée de plusieurs processeurs possédant sa
propre mémoire vive. 3

patch d’éléments Ensemble d’éléments partageant un méme nceud. 52
point multiple Un nceud du maillage qui appartient a plus de trois sous-domaines. 13, 15

soufflante Ensemble de grandes aubes permettant la propulsion de 'air a 'intérieur du moteur
et permettant sa premiere compression. C’est 'hélice qu'un observateur voit a I'avant du
moteur. 1, 2

structuré Se dit d'un maillage dontles nceuds sont définis uniquement par des indices. Ce type de
maillage permet de trouver facilement les voisins d’'un nceud sans avoir a faire une recherche
sur toute la grille. 58

toron Ensemble de fibres formant un plus gros fil. 3, XV

XV






ANNEXE D

‘ NOTATIONS

&) Quantité liée au sous-domaine Q. 12
¢ Quantité en notation par blocs : concaténation en colonne. 16
© Quantité en notation par blocs : concaténation selon la diagonale. 16

© Quantité en notation par blocs : concaténation en ligne. 16

I' Interface globale entre les sous-domaines. ix, 13, XVII

I'® Interface locale : c’est une restriction de I au sous-domaine Q. ix, 13, 15, 22
I'a Interface globale primale. 13, 22

I'p Interface globale duale. 13, 22

%) Interface entre les sous-domaines Q® et QY. ix, 13
Ql(f) Impédance d’interface. 21

K Matrice de raideur de la structure complete Q. 12

K® Matrice de raideur liée au sous-domaine Q. 16

Q Structure complete discrétisée. ix, 11, 12, 24, 114, XVII
Q) Sous-structure discrétisée numéro s. 11-14, 114, 116-119, 122, 123, XVII

Q® Sous-structure discrétisée complémentaire au domaine Q. 114, 116, 122

Sf,s) Complément de Schur primal local de la sous-strucure Q). 17
Sfis) Complément de Schur dual local de la sous-strucure Q. 20

Si,sl) Complément de Schur mixte local de la sous-strucure Q. 22

k(¢) Conditionnement d’'une matrice. 24
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