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Résumé

Ce travail porte sur la géométrie et la cohomologie des revétements de 'espace symétrique
de Drinfeld. On sait que la partie supercuspidale de la cohomologie étale l-adique de ces espaces
fournit des réalisations géométriques des correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands
locales (Drinfeld, Carayol, Harris-Taylor, Boyer, Dat, ...). En s’inspirant des méthodes de la
these de Wang, nous prouvons les mémes correspondances en cohomologie de De Rham (en
oubliant I’action du groupe de Weil) pour le premier revétement. Cela nécessite la généralisa-
tion d’un théoréme de Grosse-Klonne sur la cohomologie de De Rham des espaces analytiques
admettant un modele semi-stable.

Nous aurons aussi besoin d’une description plus fine du niveau 0. En particulier, nous
calculons les fonctions inversibles de l'espace symétrique. Nous allons plus loin et calculons
aussi toute la cohomologie analytique du groupe multiplicatif (nous le faisons en fait dans le
cadre plus général des arrangements d’hyperplan) montrant ainsi 'annulation de son groupe de
Picard. On en déduit alors une équation pour le premier revétement essentielle pour le calcul
de la cohomologie de De Rham.

Mots-clés : Géométrie arithmétique, Géométrie rigide analytique, Espaces de Rapoport-
Zink, Tour de Drinfeld, Programme de Langlands, Correspondance de Langlands locale, Coho-
mologie de De Rham, Cohomologie analytique

Abstract

This thesis studies the geometry and the cohomology of the Drinfeld symmetric space and
its coverings. It has been shown that the supercuspidal part of the l-adic cohomology of this
spaces provides a geometric realization of the local Langlands and the Jacquet-Langlands cor-
respondence (Drinfeld, Carayol, Harris-Taylor, Boyer, Dat, ...). Following the methods in the
thesis of Wang Hoaran, we establish the same correspondances for the De Rham cohomology
(forgetting the action of the Weil group) for the first covering. For that matter, we need to
generalize a result of Grosse-Klonne on the De Rham cohomology of analytic spaces with a
semi-stable model.

We also need some informations on the level 0. In particular, we compute the invertible
functions on the Drinfeld space. Indeed, we have stronger result where we compute the whole
analytic cohomology on the sheaf of invertible function (all these calculations are done in the
more general context of hyperplan arrangement). This allows us to give an explicit equation
for the first covering essential for the computation of De Rham cohomology.

Keywords : Arithmetic geometry, Rigid analytic geometry, Rapoport-Zink spaces, Drinfeld
tower, Langlands program, Local Langlands correspondance, De Rham cohomology, Analytic
cohomology



Remerciements

Je tenais tout d’abord a remercier mes deux maitres de these Gabriel Dospinescu and
Vincent Pilloni pour leur accompagnement pendant ces trois années. Grace a leur tres grande
disponibilité, ils ont pu me prodiguer de précieux conseils. Ils ont su me donner assez de liberté
pour pouvoir pleinement m’épanouir durant mon apprentissage. Enfin, ce manuscrit n’aurait
pu étre aussi abouti sans leur exigence et leur bienveillance.

Je souhaitais aussi exprimer ma gratitude envers le jury composé de Jean-Francois Dat,
Andrea Pulita, Christine Huyghe, Benjamin Shraen, Wieslawa Niziol, Vincent Pilloni, Gabriel
Dospinescu et Tobias Schmidt et les rapporteurs Benjamin Shraen et Sascha Orlik pour leurs
précieux commentaires.

Cette these n’aurait pu étre aussi fournie ni étre terminée a temps sans la contribution
logistique formidable de Sally, Juan, mes grands-parents et certains de mes auxiliaires de vie. Je
vous en suis tres reconnaissant. J’ai aussi une pensée particuliere pour mes amis Quentin, Niels,
Manh-Tu, Simon, Dorian, Arnaud... qui m’ont beaucoup apporter. Enfin, je voulais remercier
I’école normale (le département, le laboratoire, les hébergements...) pour m’avoir fourni pendant
sept ans les conditions optimales pour pouvoir réaliser mon projet d’étude.

Encore merci!



1 Introduction

1.1 Un survol tres rapide

Le but de cette these est d’étudier quelques aspects de la géométrie p-adique d’une famille
d’espaces analytiques (appelés espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld) et de certains de leurs
revetements, qui jouent un role particulierement important dans le programme de Langlands.
Plus précisément, nous voulons relier la cohomologie de de Rham de ces espaces et la théorie
des représentations des groupes GLg1(K) et D*, out K est une extension finie de Q, et D est
'algebre centrale sur K, a division et d’'invariant 1/(d + 1).

Nous allons fixer pour toute la suite une extension finie K" de @Q,,, dont on note Ok 'anneau

des entiers, F = T, le corps résiduel et @ une uniformisante. Soit C' = K le complété d’une
cloture algébrique de K et K=K le complété de ’extension maximale non ramifiée de K.
Soit d > 1 un entier et soit H% 1'espace de Drinfeld de dimension d sur K. C’est un espace
analytique rigide tel que
Hi(C) = PO\ U H,
HeH
ot H est Pensemble des hyperplans K-rationnels de P%. Le groupe G = GLgy1(K) agit natu-
rellement sur H%.

Dans un article monumental [Dri76], Drinfeld a construit une tour de revétements finis
étales G-équivariants (M, ),>o de 'espace MY, := H;lu{ x Z (avec HCII{ = H¢ @k f(), de groupe
de Galois O3,. La cohomologie étale l-adique pour [ # p de cette tour fournit une réalisation
géométrique de la correspondance de Langlands et de Jacquet-Langlands locales, cf. [Har97],
[Boy99], [HTO01]. Pour I =p, d =1 et K = Q,, il est montré dans [CDN20] que la cohomologie
étale p-adique de ces espaces encode aussi la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL, (Qp)'

Dans ce travail, nous nous intéressons a la cohomologie de De Rham de la tour de Drinfeld,
guidés par le principe informel suivant : les résultats [-adiques établis dans [Har97], [Boy99],
[HT01] doivent avoir des analogues en cohomologie de de Rham, obtenus en oubliant simplement
l’action du groupe de Weil Wy de K et en changeant les coefficients. L’action de Wy sur les
groupes de cohomologie [-adique est tres intéressante, mais elle devient invisible sur les groupes
de cohomologie de de Rham, qui encodent uniquement les liens entre les représentations de G
et de D*. Ce genre de résultat a été démontré pour d = 1 dans [DLB17] (pour K = Q,) et dans
[CDN20] (pour K quelconque), pour toute la tour de Drinfeld. Nous renvoyons aussi & [SS91],
[ISO1] et [DSO1] pour illustrer ce principe en niveau 0. Notre résultat principal est une preuve
(purement locale) de ce principe pour la "partie supercuspidale” de la cohomologie quand n = 1
et d est quelconque. Il s’agit d'un analogue en cohomologie de de Rham du résultat [-adique
démontré par voie locale par Wang [Wanl4a]. Nous utilisons de maniere cruciale les résultats
géométriques concernant M1, obtenus dans loc.cit (la situation est nettement plus compliquée
pour M, quand n > 1, et il est peu probable qu'une approche purement locale puisse résoudre
ce probléeme).

1.2 Théorie du corps de classe local

Avant d’introduire les espaces de Lubin-Tate, il convient de rappeler un certain nombre de
résultats classiques concernant la théorie du corps de classe local.

Considérons le groupe de Weil Wy des K-automorphismes de K qui agissent via une puis-
sance entiére du Frobenius d’ordre ¢ sur le corps résiduel F de C. C’est un sous-groupe dense
du groupe de Galois absolu Gx = Gal(K/K). L’étude des représentations de dimension 1 de



W revient a 1'étude de I'abélianisé W2> de Wi. Le résultat principal de la théorie du corps
de classe établit 'existence d’un isomorphisme

Art: K* 5 W

En particulier, les représentations de dimension 1 du groupe de Weil sont en bijection avec
celles de GL;(K) = K*. Une description explicite et particulierement élégante de l'isomor-
phisme ci-dessus a été donnée par Lubin et Tate dans I'article monumental [LT65]. Rappelons
brievement leur construction. Pour cela, nous avons besoin de la notion de Og—module formel
sur O. Cela revient a la donnée de séries formelles FI(X,Y) € Ok [X, Y] et [a]p(X) € Ok [X]
pour a € Ok telles que

{F(X, Y)=X+Y (mod (X,Y)?)
[a]p(X) =aX (mod X?)

et en posant x +y = F(z,y) et a.x = [a]r(x) pour z,y € me, on obtient une structure de Og-
module sur mg. Nous dirons que le module formel est de type Lubin-Tate si I'on a la congruence
supplémentaire [w]p(X) = X? (mod w). Les points de w"-torsion de ce module forment un
sous-groupe cyclique d’ordre ¢™ que 'on notera F[w"]. En rajoutant ces points de torsion a K,
on obtient la construction fondamentale :

Ko r=|JK(F[=").

Cette construction est bien siir un analogue local d’une construction classique sur les courbes
elliptiques.

Par exemple, si 'on prend K = Q, et w = p, alors [p|rp(X) = (1 + X)? — 1 et on obtient
I'extension cyclotomique Qp(pl/ P7). L’intérét de cette construction et que I'on peut aisément
donner un morphisme :

K* = Gal(Kpr - K™ /K) = Gal(K p/K) x Gal(K™ /K).

Ce morphisme envoie I'uniformisante w sur le Frobenius Frob, € Gal(K™ /K), et sa restriction
a Oy C K* est décrite comme suit : I'action de Gal(K p/K) sur les points de torsion induit
une action sur le module de Tate T,/ := lim F [@"] = Ok, et cela induit un isomorphisme
Gal(Ky r/K) = O, dont I'inverse est le morphisme que I'on cherchait.

Par construction, le morphisme ci-dessus induit une injection K* — W@ qui est ’application
d’Artin recherchée. Pour établir la surjectivité, il suffit de prouver que K p- K™ est I'extension
maximale abelienne K. Il s’agit d’un analogue local du théoréme de Kronecker-Weber.

1.3 Tour de Lubin-Tate en dimension plus grande

Nous avons vu comment on pouvait étudier le représentations de dimension 1 de Wy, en
étudiant son action sur les points de torsion d’une loi de groupe formel. Pour généraliser cette
approche aux représentations de dimension plus grande, il faut étudier la tour de Lubin-Tate,
que nous allons décrire succinctement dans ce paragraphe.

La notion de Og-module formel garde un sens sur toute Og-algebre A : il s’agit de la
donnée de séries formelles F'(X,Y) € A[X,Y] et [a]r(X) € A[X] pour a € Ok, vérifiant des
congruences et des conditions similaires a celles décrites dans le paragraphe précédent. Si A est
de caractéristique p, nous appelons hauteur (relativement a Q) d'un Og-module formel F' sur
A le plus grand entier h pour lequel la série [w]r(X) se factorise par FrobZ . Les Og-modules
formels sur un corps algébriquement clos de caractéristique p sont classifiés par leur hauteur.



Partons maintenant d’un entier d > 1 et d'un Og-module formel ® sur F de hauteur d + 1.
Lubin et Tate ont montré [LT66] que I'espace des déformations de ® sur des Ok-algebres locales,
noethériennes et complétes est isomorphe (non canoniquement) au schéma formel

LT, = Spf(O[Th, -+, Tu]),

un modele entier de la boule unité ouverte rigide B&l( Si a la place des déformations de ®, on
étudie le probleme des "déformations par quasi-isogénies" (notion que I'on ne détaillera pas ici),
I’espace associé est une réunion disjointe dénombrable de copies de ﬁo. Ce dernier espace a
I’avantage d’avoir une action du groupe des quasi-isogénies de @, qui s’identifie a D*, ou D est
l'algebre & division sur K d’invariant 1/(d + 1), i.e. I'algebre non—commutative D = K41 [I1p],
ol K411 est 'extension maximale non ramifiée de degré d+1 sur K et 19 = @, IlIpa = “allp
pour a € Ky.1, o étant le Frobenius sur Ky .

On peut aussi chercher a classifier des déformations de ® munies d’une structure de niveau
I' € GL441(Ok). Ce probléeme est encore représentable et donne lieu a un systéme projectif de
schémas formels

—I
(LT )FCGLd+1(OK)

ou les morphismes de transition sont finis et plats, et méme des revétements étales en fibre

—14+w™M o
générique. On appellera LT espace LT 2+1(0x).

—T
On a ainsi des actions de GLg4y41(K) et de D* sur le systeme projectif (LT )rcar,,, ox)-

De plus, tous ces espaces sont définis sur K et sont munis d’une donnée de descente naturelle
(mais pas effective), d’ott une action du groupe de Weil Wiy. Toutes ces actions commutent
entre elles. Nous chercherons a comprendre le lien entre ces actions sur la cohomologie de ces
espaces.

1.4 Espace symétrique de Drinfeld

En quelque sorte, le "jumeau" de I'espace de Lubin-Tate est ’espace de Drinfeld, i.e. I'espace
rigide H% dont les C-points sont donnés par

Hc (C) O\ U A,

HeH

ot H est I'ensemble des hyperplans K-rationnels de P%. 11 s’agit d’un espace Stein qui admet
un modele entier semistable H%K, construit par Deligne.

Dans un article fondamental de Drinfeld [Dri76] il a été montré que Hp,  classifie aussi
des déformations par quasi-isogénies d’un groupe formel sur F (qui n’est plus de dimension 1,
comme pour les espaces de Lubin-Tate) muni d’une action de Op, 'ordre maximal de D. On
dispose donc d’'un Op-module formel universel X sur H%K et on peut construire comme du coté
Lubin-Tate une tour des revétements en fibre générique

£ = (X[IT\ X[y ])r

avec I1p une uniformisante de D et X[IT7] les points de IT,-torsion de X. Le groupe O3, permute
les points de IT%-torsion et GLg,1(K) s’identifie au groupe de quasi-isogénies de X !. On a ainsi
une action de trois groupes 05, GL411(K) et Wik sur la tour des revétements. La encore, si on
remplace H% par une réunion disjointe dénombrable de copies de HY%, on obtient une action de
D* x GLd_H(K) X WK

1. Il s’agit aussi de action naturelle sur HY. C P4



1.5 Cohomologie étale [-adique

Il a été conjecturé par Carayol dans [Car90] que la cohomologie [-adique des tours de Drin-
feld et de Lubin—Tate réalise la correspondance de Langlands locale ainsi que la correspondance
de Jacquet—Langlands, au moins pour les représentations supercuspidales. Cette conjecture a
été démontrée dans les travaux de [Har97], [Boy99], [HT01]. Les formules des traces de Lef-
schetz et d’Arthur-Selberg jouent un role crucial dans les preuves de ces résultats, qui sont de
nature globale. En effet, les objets étudiés, qui sont de nature purement locale, sont reliés a des
espaces géométriques globaux. Ainsi, les espaces de la tour de Lubin-Tate peuvent s’interpréter
comme des complétions formelles de certaines variétés de Shimura en des points supersingu-
liers. Par exemple, pour le cas des courbes modulaires, se donner une déformation d’une courbe
elliptique supersinguliere revient a se donner une déformation du groupe de Barsotti—Tate as-
socié et donc un objet du probléme modulaire représenté par LT°. Du c6té Drinfeld, certaines
variétés de Shimura peuvent étre uniformisés par les espaces X" d’apres le théoreme de Ce-
rednick—Drinfeld. Ensuite, les cycles proches, outils propres a la cohomologie étale, permettent
d’étudier la cohomologie de la tour de Lubin-Tate via celle de la variété de Shimura associé.

Nous pouvons alors nous demander quelles correspondances peuvent étre réalisées par
d’autres théories cohomologiques et si nous pouvons les établir par des arguments purement lo-
caux. Pour la cohomologie p-adique, nous pourrons alors espérer établir une correspondance de
Langlands locale p-adique. La cohomologie p-adique la plus simple et la plus naturelle est celle
de de Rham. Son défaut est qu’elle ne possede pas d’action naturelle du groupe de Weil, mais
elle reste parfaitement intéressante pour 1’étude de la correspondance de Jacquet-Langlands.
Malheureusement, les méthodes [-adiques ne semblent pas d’adapter pour son étude et seuls
quelques cas particuliers sont connus suivant la dimension d de 1’espace et le niveau n.

1.6 Dimension 1

Dans ce paragraphe, nous nous plagons en niveau n quelconque et nous nous intéressons aux
petites dimensions. Seul le cas des courbes est bien compris [DLB17], [CDN20]. La cohomologie
de de Rham de la tour de Drinfeld pour GLy(Q,) est calculée dans [DLB17] en utilisant des
méthodes globales et la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL3(Q,). Avec une
méthode différente, ce résultat est étendu a GLy(K') (ou 'on ne dispose plus d'une correspon-
dance de Langlands p-adique) et I'on obtient aussi une description de la cohomologie de de
Rham de la tour de Lubin-Tate (via un théoreme de comparaison avec la tour de Drinfeld). I
est montré dans [CDN20] que la cohomologie étale p-adique de X" encode aussi la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GLy(Q,), d'une maniere parfaitement similaire a ce
qui passe en [-adique.

1.7 Le niveau 0
1.7.1 Cohomologie étale [-adique et de de Rham

Maintenant, raisonnons en dimension quelconque et étudions les espaces de déformations
suivant leur niveau n. La géométrie du niveau 0 est bien comprise et explicite et celle du niveau
1 reste encore accessible. Nous doutons qu’il soit possible d’étendre aux niveaux supérieurs les
méthodes que nous allons présenter.

Commencons par le niveau 0. Dans ce cas on ne peut pas espérer étudier la correspondance de
Jacquet—Langlands car seul le groupe de quasi-isogénies du groupe formel agit non—trivialement.
Toutefois la représentation obtenue est primordiale du c¢6té Drinfeld pour comprendre la géo-
métrie du niveau 1. Du coté Lubin-Tate, I’espace considéré est une boule rigide ouverte dont
la cohomologie est facile a déterminer.



Du coté Drinfeld, on utilise de maniére clé I'existence d'un modele entier semi-stable Hg
construit par Deligne et le fait que la fibre générique admet une compactification naturelle P%.
En particulier, ces observations ont permis a Schneider et Stuhler le calcul de la cohomologie
de de Rham et la cohomologie étale l-adique dans [SS91]. En fait, ces méthodes s’appliquent
a toute théorie cohomologique sur la catégorie des espaces analytiques lisses, vérifiant certains
axiomes abstraits, la plus importante étant ’axiome d’homotopie (i.e. la projection X x B! - X
induit un isomorphisme H*(X) = H*(X x B')). On demande aussi que l'espace projectif P
ait pour cohomologie
A Sii=2ke]0,2d]

0 Sinon

L) - {

pour un anneau artinien A fixé. La cohomologie de de Rham resp. étale [-adique vérifient ces
hypotheses quand A = K resp. A = Q.
Si on note (7)) la suite de complexes simpliciaux donnée par

7;("7) ={(Wo, -+, W,) K—ev : {0} #W, C --- C W, C (K" dim(W,) < k}

et si on note

~ k—1
Stk(A> = HSimp(|7:(k)|7 A)

son homologie simpliciale relative, le résultat principal de [SS91] établit un isomorphisme
G—équivariant
H*(H%) = Sty (A)Y

ou Sti(A)Y est le A-dual algébrique Hom 4 (Stx(A), A).

Notons que Tovita-Spiess [ISO1] ont donné une interpretation explicite de cet isomorphisme
en termes de distributions. Par exemple, le dual de la représentation Steinberg de degré 1 peut
s’interpréter comme ’espace des mesures de masse totale 0 sur H?. Le calcul de de Shalit [DS01]
quant a lui relie la cohomologie de de Rham & des fonctions harmoniques sur I'immeuble de
Bruhat-Tits. Enfin, les cohomologies étale p-adique et pro-étale p-adique ont été déterminées
dans [CDN], par des arguments complétement différents de théorie de Hodge p-adique.

1.7.2 Représentation Steinberg a coefficients dans Z et fonctions inversibles

Le calcul précédent montre que les représentations Sty (K)Y et Sti(Q;)Y sont des invariants
cohomologiques pour I'espace symétrique de Drinfeld. Nous aimerions comprendre quelles théo-
ries cohomologiques pourraient étre décrites par Sty(A)Y pour un anneau artinien quelconque.
Plus généralement, on peut définir pour tout anneau quelconque A la représentation Steinberg
via la cohomologie du complexe simplicial 7,®). Quelle interprétation donner & I’objet Sty (A)Y ?
Par exemple quand A = Z, la représentation Sty (Z)" fournirait une Z-structure a Sty (K)Y et a
St1(Q;)Y, donc aux cohomologies I-adique et de de Rham de HY%. Le premier résultat de cette
these fournit une telle interprétation quand k& = 1.

Théoreme A. On a un isomorphisme G—équivariant :
O*(H%) ) K* = Sty (Z)"
ou O désigne le faisceau des fonctions inversibles.

En nous inspirant des méthodes de Iovita—Spiess, on construit un morphisme G-équivariant
a : St1(Z)Y — 0*(H%)/K* compatible avec les isomorphismes (3 : Sti(Z/IZ)Y = H} (H% ®
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C, ) et 7 : Sty(K)Y = Hig(HY% ;) de Tovita-Spiess décrit dans la section précédente, i.e. on
dispose de diagrammes commutatifs

St,(Z)" —% s 6+ (HL) /K St,(Z)Y —°2 o*(HY. )/ K*

T

St.(ZNIZ)Y —5 HYL (HE © O ) Sty ()Y —2— Hig (HE)

avec & le morphisme de bord dans la suite exacte longue de Kummer. Le reste de 'argument
consiste a prouver que seul un isomorphisme peut s’inscrire dans de tels diagrammes. Plus
précisément, en utilisant la théorie des résidus de de Shalit [DS01] nous montrons que l'image
de « est un facteur direct. La compatibilité avec la cohomologie étale géométrique implique
que le supplémentaire de I'image de a est [*°-divisible modulo les constantes. Il s’agira alors
d’établir qu'une fonction inversible [*°-divisible dans ¢*(H%)/K* est en fait constante, ce qui
se fait en utilisant la géométrie du modele formel et le lien avec I'immeuble de Bruhat-Tits.

1.7.3 Cohomologie analytique de ’espace symétrique de Drinfeld

Le résultat précédent décrit la cohomologie analytique du faisceau G,, en degré 0 et nous
aimerions comprendre cette cohomologie en degré supérieur. Par exemple, le premier groupe
de cohomologie est isomorphe au groupe de Picard pour tout espace analytique X d’apres
[Ber93, proposition 4.1.10]. Nous parvenons & calculer ces groupes pour une classe plus générale
d’arrangement d’hyperplan dont I'espace symétrique fait partie. En fait ce degré de généralité
est essentiel pour la preuve, méme dans le cas de 'espace de Drinfeld.

Introduisons quelque notations relatives a cette classe d’espaces. Soit A une partie fermée
(par exemple une partie finie) de H (rappelons qu’il s’agit de ’ensemble des hyperplans K-
rationnels de P4 ) et posons

Int(A) =P%\ |J H.
HeA
Alors Int(.A) possede encore une structure naturelle d’espace rigide analytique sur K. Si L est
une extension complete de K et si X est un K-espace analytique, on note X; = X ®x L. Soit
Z [[.A]]O le sous-groupe des mesures de masse nulle de Z [A].

Théoréme B. Pour toute partie fermée A de H et toute extension compléte L de K on a
H! (Int(A)r,G,,) = 0 pour i > 1. De plus, il existe un isomorphisme naturel

0*(Int(A)L)/L* ~ Z[A]".

Cela donne en particulier une autre preuve du théoreme A. L’ingrédient technique principal
de la preuve est un résultat d’annulation de van der Put [VdP82|, qui affirme que pour tout
r € p? le faisceau O des fonctions de norme spectrale strictement plus petite que 7 est
acyclique sur les boules fermées et les polycouronnes de dimension arbitraire. Pour se ramener a
ce type d’espaces nous utilisons les constructions géométriques de Schneider et Stuhler [SS91].
Plus précisément, 1'espace Int(A) possede un recouvrement de type Stein par des affinoides
Int(A,) obtenus en enlevant de P% les tubes ouverts d’épaisseur |ww|™ autour des hyperplans
dans A. Cela nous amene a étudier la géométrie d'un arrangement tubulaire

X =P{\ U H;(|=|"),

i€l

ou H;(|w|™) est le voisinage tubulaire ouvert d’épaisseur |w|™ de I’hyperplan H;. Nous allons
supposer que ces voisinages tubulaires sont deux a deux distincts. Suivant Schneider et Stuhler,
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pour comprendre la géométrie de X, il s’agit de comprendre la géométrie des espaces de la
forme
Yy =P\ () H(lw]")
jeJ

avec J C I. Le point essentiel est que les espaces Y sont des fibrations localement triviales en
boules fermées au-dessus d’espaces projectifs (dont la dimension dépend de la combinatoire des
hyperplans). Cela permet d’utiliser les résultats d’annulation de van der Put et nous ramene
a I’étude de certains complexes de Cech relativement explicites. Pour transférer I’étude des
faisceaux sur les Y; a X; nous montrons un lemme combinatoire (essentiellement basé sur la
suite de Mayer-Vietoris), qui remplace la suite spectrale utilisée par Schneider et Stuhler (et
dont I’étude devient assez compliquée dans notre situation). Cela permet de démontrer que les
faisceaux @) sont acycliques sur X;. Un argument basé sur le logarithme tronqué permet d’en
déduire l'acyclicité du faisceau 0** =1+ O+ des fonctions f vérifiant |f — 1| < 1 sur les X;.
Enfin, I’étude du quotient G,,/0** fait apparaitre des complexes de Cech identiques a ceux
apparaissant en géométrie algébrique, ce qui permet de passer de 0** a G,,.

Le paragraphe précédent explique la preuve de 'acyclicité de G,, sur les espaces X;. Le
passage de ces espaces a Int(.4) n’est pas trivial et représente en fait le coeur technique du calcul.
Pour expliquer la difficulté, notons que ’on dispose d’un recouvrement Stein Int(A) = U,>1 X7, ,
ou les X; sont des espaces du méme type que ceux introduits ci-dessus, les [, étant des
ensembles finis, de plus en plus grands. On en déduit une suite exacte

0 — R Iim H3 (X7, Gp) — Hi(Int(A), Gy) — Um HE, (X7, Gr) — 0.

Pour s > 1 cela permet de démontrer 'annulation de HZ (Int(A, G,,), mais pour s = 1 il s’agit
de démontrer que
R'lim 0"(X,,) = 0.

Pour cela, on se rameéne a démontrer le méme résultat avec le faisceau 0** a la place de
G,,. Le point crucial a démontrer est alors une version en dimension quelconque du lemme
1.12 de [CDN20], qui permet de comprendre la fleche de restriction 6**(Xy,,,) = 0**(X,).
Plus précisément, nous montrons qu’il existe une constante c¢ telle que pour tout n et tout
fe o™ (X, )ona f—1€wl™(Xy,). Cest le point le plus délicat et la preuve en est assez
indirecte car nous n’avons pas de description explicite des groupes 0**( Xy, ).

1.8 Le niveau 1
1.8.1 Cohomologie [—adique

En niveau 1, le calcul de la cohomologie [-adique (pour la partie supercuspidale) a été fait
par voie purement locale dans les theéses de Yoshida [Yos10] du c6té Lubin—Tate et de Wang
[Wanl4a] du c6té Drinfeld. Ces travaux se basent sur une étude fine de la géométrie de ces
revétements. L'une des difficultés principales est de trouver un modele entier convenable pour
ces espaces. Du c6té Lubin—Tate, un modele semi-stable (généralisé) a pu étre construit. Ce
n’est pas le cas du coté Drinfeld et ’astuce est de transférer les questions du niveau 1 au niveau
0, qui lui admet un modele semi-stable. Ce jeu est possible c6té Drinfeld car le revétement en
fibre générique est cyclique d’ordre premier a p.

Dans tous les cas, on exhibe des ouverts de ¥! et LT admettant un modéle lisse dont la
fibre spéciale est isomorphe a une variété de Deligne—Lusztig. Ensuite on montre que ces ouverts
capturent toute la cohomologie des espaces étudiés grace a des résultats profonds sur les cycles
évanescents et les cycles proches de Zheng [Zhe08] et Saito [Sai93] (voir aussi [Dat12]). Ainsi la
cohomologie des espaces de déformations est liée a celle des variétés de Deligne-Lusztig, dont
on sait qu’elles vérifient les bonnes correspondances.
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1.8.2 Cohomologie de de Rham du c6té Drinfeld

Nous allons maintenant pouvoir énoncer le résultat principal de cette these, qui établit un
résultat analogue de celui de Haoran Wang pour la cohomologie de de Rham. Notons que le
cas de la dimension 1 et du niveau 1 a déja été étudié par Lue Pan dans [Panl7]. Il réussit en
particulier a construire un modele entier semi-stable du premier revétement grace a une étude
plus approfondie du probleme modulaire associé valable uniquement en dimension 1.

Introduisons d’abord quelques notations. Le groupe de Galois du revétement X' — va{ est
IFZdH, un groupe cyclique d’ordre premier a p (ce qui jouera un role fondamental par la suite).
Soit 6 : ]Fz;d“ — C" un caractere primitif de ce groupe, i.e. qui ne se factorise pas par la norme
Flarr — Foe pour tout diviseur e de d + 1, différent de d + 1. On peut associer a € les objets
suivants :

e une représentation de Deligne-Lusztig (ou de Green) 7y du groupe GLg41(F,).

e une représentation de D*

p(0) = indg%;wz 6.

e une représentation de G := GL441(K)

JL(p(0)) := C"indng+1((’)K)wZ .

La notation est bien entendu inspirée par la correspondance de Jacquet-Langlands pour les
représentations supercuspidales de niveau 0 et de caractére central trivial sur w?. Enfin, nous
nous intéresserons a deux autres problemes modulaires M1, et MY, isomorphes non canoni-
quement & X! x Z et H‘}( X 7, sur lesquels s’étendent les actions de G et D*. Le résultat est
alors :

Théoreme C. Pour tout caractére primitif 0 : Fran — C* il existe des isomorphismes de
G-représentations

. L IL(p@)™t sii=d

Homp- (p(0), Hyg o (Mb,.c/@")))= { :

0 sinon

Expliquons les difficultés qu’il faut surmonter pour prouver ce théoreme. La principale est
'absence d’'un modele semi-stable (ou semi-stable généralisé, cf. ci-dessous) de 1'espace ML
alors que l'on dispose d’un tel modele (construit par Deligne) /Q%T pour /\/l/OQr. L’interprétation
modulaire de MY, fournit un Op-module formel special universel X sur MY, . Si ITp est une
uniformisante de Op, alors X[IIp] est un schéma formel en F,-espaces vectoriels de Raynaud,
et on connait [Ray74] la classification de ces objets. De plus, MY, est directement relié a X[I1p)]
(c’est I'espace obtenu en analytifiant X[IIp] \ {0}).

En utilisant les observations ci-dessus, on peut étudier certains ouverts de 'espace M}, | qui
admettent un modele lisse dont la fibre spéciale est isomorphe a une variété de Deligne-Lusztig
(cette observation cruciale a été faite en premier par Teitelbaum [Tei90] quand d = 1 et a été
généralisée par Wang [Wanl4a)]). La difficulté est alors de montrer que 1’étude de ces ouverts
suffit pour comprendre la cohomologie de I'espace tout entier. En cohomologie l-adique, cela
se fait par une étude délicate des cycles évanescents pour relier des questions sur M}, & des
questions sur la fibre spéciale et plus particulierement, sur la variété de Deligne-Lusztig. Ces
méthodes sont propres a la cohomologie [-adique et pour surmonter cet obstacle, nous avons
besoin du résultat suivant, qui est I'un des points les plus techniques de ce travail, mais dont
I’énoncé demande quelques préliminaires.

Soit X un schéma formel sur Ok, localement de type fini. On dit que X est de réduction
semi-stable généralisée si Zariski-localement sur X on peut trouver un morphisme étale vers
Spf(Ox (X1, ..., Xp) /(XT1... X2 —w) pour certains r < n et a; > 1 (ou w est une uniformisante
de K). Si I'on peut choisir les «; égaux a 1, on parle de réduction semi-stable.
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Théoreme D. Soit X un schéma formel de réduction semi-stable généralisée, Xy = U Y; la
i€l
décomposition en composantes irréductibles de la fibre spéciale et m : T — X, un revétement
étale en fibre générique de groupe de Galois A = Z/nZ avec n Np =1. Si T = X, ou bien X
est de réduction semi-stable et T est quelconque, alors pour toute partie finie J de I on a un

isomorphisme naturel

Hip (" (Ys[x)) = Hip(r (Y5 %J Yilx))
i¢J
ouY;=NY].
jeJ

Le cas n = 1 et X’ semi-stable (non généralisé) est dii a Grosse-Klonne [GK02]. On a un
analogue en cohomologie étale [-adique en termes de cycles évanescents quand X est algébrisable
et |J| = n =1 démontré par Zheng [Zhe08] (voir aussi la généralisation par Dat [Dat12]). Nous
aurons besoin uniquement du cas ou X est semi-stable ici (par contre il est indispensable de
travailler avec J et T quelconques), mais le cas semi-stable généralisé devrait étre utile pour
I’étude du premier revétement de I’espace de Lubin-Tate.

Au vu de la description de la géométrie de ML et du théoréme D, nous pouvons établir :

Théoreme E. Soit 6 un caractére primitif de Flar1 et notons BTy l’ensemble des sommets de
I’'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple de G. On a des isomorphismes

Hip o(321)[0] = @T H}i, (DL, /K)[6]

ou DLy, est la variété de Deligne-Lusztig introduite dans 7.1.

Le théoreme principal C découlera alors de la théorie de Deligne-Lusztig que nous rappelons
dans la partie 7.2.

Pour obtenir cet énoncé, nous nous intéressons au recouvrement X' = |J; 7 1(JY;[) ou V;
parcourt ’ensemble des composantes irréductibles du modele semi-stable Hdof(- Par suite spec-
trale de Cech, on se ramene a étudier les espaces 7 1(]Y;[) et donc (par le théoréme ci-dessus)
les espaces 7 (Y \ Uj¢s Yi[). Quand 'ensemble J est un singleton, la cohomologie de de Rham
du tube 77 (]Y;[) est isomorphe a la cohomologie rigide d’une variété de Deligne-Lusztig grace
aux travaux de Wang [Wanl4a] et Teitelbaum [Tei90]. Quand ’ensemble J n’est pas un single-
ton, nous raisonnons différemment de Wang pour prouver 'égalité Hig (7~(]Y;]))[0] = 0. En
fait, d’apres les résultats obtenus au niveau 0 (calcul des fonctions inversibles et annulation du
groupe de Picard), on montre que 7 : ! — Hfu( et un revétement de type Kummer pour une
section inversible que nous calculons. Cela caractérise I'espace X! muni de l'action de deﬂ.
Nous obtiendrons alors une description explicite du tube 7 (]Y;\ Uz Yi[) pour laquelle il sera
aisé de prouver l'annulation de la cohomologie voulue.

2 Préliminaires

2.1 Conventions générales
On fixe dans tout ce qui va suivre un nombre premier p et une extension finie K de Q,,
dont on note Ok I'anneau des entiers, w une uniformisante et F = I, le corps résiduel. On note

C' = K le complété d’une cloture algébrique de K et K le complété de I'extension maximale
non ramifiée de K. Soit L C C une extension complete de K, susceptible de varier, d’anneau
des entiers O, d’idéal maximal my, et de corps résiduel k.
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Soit S un L-espace rigide analytique. On note A7 ¢ (respectivement P7,; o) I'espace affine

(resp. projectif) rigide analytique de dimension relative n sur S. Si s = (s;)1<;<n est une famille
de nombres rationnels, le polydisque rigide fermé sur S de polyrayon (|ew|*); sera noté By(|w|*)
ou BY(s) par abus. L’espace BY sera la boule unité et les boules ouvertes seront notées BY et
Bg(s) Si S est maintenant un schéma, A7, ¢ sera I'espace affine sur S et P7,, o 'espace projectif.

Si X est un L-espace analytique réduit, on note &5 le faisceau des fonctions a puissances
bornées, 057 le faisceau des fonctions topologiquement nilpotentes, 6’)(}“) le faisceau des fonc-
tions bornées strictement en norme par r. Si X = Sp(L), on écrit O(LT) =0 )((T) (X). On note 0%
le faisceau 1+ 05" et 0%, =1+ @ O5".

Si X est un L-espace analytique et si F' C €/(X) est une famille finie de fonctions analytiques

sur X et g une autre fonction analytique, on note

F g
X (£) = e X1 € i) < b)), X (£) = o € X]9f € Rl < 7]

De méme, X ((g)ﬂ) ou X (£, £) désignera {z € X|Vf € F,|f(2)| = |g(x)|}. Pour s € |C*|

on note X (%) ={z e X|VfeF |f(z)] <s} (idem pour X (%))
Les éléments de la base canonique de Z™ seront notés (0;);. Si © = (x1,--- ,x,), @ € Z" et

n
A € My, ,(Z), nous adopterons la notation multi-indice, i.e. 2% = [[ 2 et 24 = (24%) ;<.
i=1

2.2 Cohomologie étale et torseurs

Si X est un espace analytique sur L (resp. un schéma), la cohomologie d'un faisceau .%#
sur le site analytique (resp. de Zariski) sera notée H’ (X, .%#) (resp. H},.(X,.%)). Si U est
un recouvrement de X (pour une des topologies précédemment nommeées), la cohomologie de
Cech de X pour le faisceau .# par rapport au recouvrement U sera notée H* (X, Z,U) et le
complexe de cochaines sera noté % (X,.Z,U). Pour toutes ces théories cohomologiques, quand
U C X est un ouvert de X, la cohomologie a support dans le complémentaire de U sera notée
H*(X,U). Soit n premier & p, on identifie H} (X, i1,,) et I'ensemble des classes d’isomorphisme
de p,-torseurs sur X (i.e. des revétements galoisiens 7 : 7 — X de groupe de Galois p,). On
note [7] la classe d’isomorphisme du torseur 7, vue comme un élément de H (X, u,,). Si 71, To
sont des p,-torseurs sur X, alors 7; x x T3 — X est un revétement de groupe de Galois ,ui et en
notant H C p? I'antidiagonal, le quotient 73 = T; x x To/H est un revétement de X de groupe
de Galois H = pu,, et [T1]+[T2] = [T5]. 1l est a remarquer que Ty X x 75 est encore un revétement
de T3 de groupe de Galois ji,,.

Le morphisme de Kummer sera noté x : 0*(X) — H} (X, u,,). Le torseur §(u) associé a une
fonction inversible u sur X sera noté m : X (u'/Y) — X (il est donc bien défini & isomorphisme
pres). Si U C X est un ouvert affinoide, alors

7 Ox iy (U) = Ox (U)[1]/ (£ = ).

Si de plus X est muni d’'une action d’un groupe G, un u,-torseur 7 — X est G-invariant si
pour tout g dans G, on a un isomorphisme de ji,,-torseurs, ¢g=17 = 7. Le groupe des torseurs
G-invariants s’identifie & H} (X, p1,,)¢. Nous dirons que 7 est G-équivariant si les isomorphismes
g YT = T induisent une action de G sur 7 qui commute avec le revétement. On a deux notions
d’équivalence sur les torseurs G-équivariants. 7 et 7' sont faiblement équivalents si on a un
isomorphisme de p,-torseurs T = T et fortement équivalents s’il est de plus G-équivariant. On
note Tors(G)(X ) 'ensemble des p,-torseurs G-équivariants a équivalence forte pres. Le résultat
suivant explicite le lien entre ces notions.
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Proposition 2.1. On a une suite exacte
0— H%}al(Gv MTZ(X» — TOI‘S(G) (X) i Hét(X7 :un>G l> Héal(Gv :un(X))

Démonstration. Décrivons d’abord les fleches 5 et . Le morphisme 3 est simplement 'oubli
de l'action de G. Pour v, prenons 7 : 7 — X un torseur G-invariant et des isomorphismes
pg g YT = T. On consideére

(9.h) € G* = pgr o (pnoh ' py)~"

C’est un cocycle d’ordre 2 qui est un cobord si et seulement si les isomorphismes p, peuvent
étre modifiés pour induire une action de G sur 7. Cela prouve l'exactitude en H} (X, 11,,)¢.
Pour terminer la preuve, il suffit de décrire le noyau de 3. Ce groupe classifie les actions de
G qui commutent & g, sur le torseur trivial 7 : X (1¥/") — X. Prenons t € 0*(X(1V/")) tel
que t" = 1, on a la décomposition en parties isotypiques m.0x q1/n) = @ t'0x. Une action de
G sera Ox-linéaire et sera donc déterminée par sa restriction sur t. Si de plus cette derniere
commute avec celle de f1,,, on pourra trouver des fonctions inversibles A, pour tout g telles que
g.t = A,t. Mais on a (¢.t)" = 1 donc g — A, définit un cocycle de degré 1 de p,,(X) qui est un
cobord si et seulement si 'action est triviale. Ceci prouve I'exactitude a gauche. O]

Nous finissons par décrire les composantes connexes géométriques dun p,,-torseur.

Proposition 2.2. Soit X = Sp(A) un C-affinoide lisse connexe et u € A*. Soit my le plus
grand diviseur de n pour lequel u posséde une racine my-iéme dans A. Alors X (u'/™) posséde my
composantes connezes.

Démonstration. On se ramene facilement au cas mp = 1, et 'on veut montrer que A[T|/(T™ —u)
est inteégre dans ce cas. Puisque T™ —u est unitaire, A[T|/(T" —u) s’injecte dans M[T]|/(T™ —u),
ou M est le corps des fractions de A (notons que A est integre par hypothese). Il suffit donc
de montrer que M est un corps, i.e. que T™ — u est irréductible dans M[T]. Soit P € M|T]
un facteur irréductible unitaire et k son degré. Soit ¢ une racine n-ieme de u dans une cloture
algébrique de M. Alors T" — u = [I¢e,, (o) (T — (), donc P est un produit de k facteurs de la
forme T — ¢t. Puisque P(0) € M, on obtient t* € M. Puisque (t*)" = u* € A* et A est normal,
on en déduit que t* € A* et donc tP&°d(™F) ¢ A* L’ hypothese my = 1 force alors pged(n, k) =n
et donck=net P=T" —u.

O

2.3 Cohomologie de De Rham et torseurs

Si X est un affinoide sur L, on notera X' I’espace surconvergent associé. Si X est un espace
surconvergent lisse, d’espace rigide analytique sous-jacent X, on note Hig (X) et Hig (XT) les
hypercohomologies des complexes de de Rham Q% ; et Q% /L Par [GKO00, Proposition 2.5], le
théoreme B de Kiehl [Kie67, Satz 2.4.2] et la suite spectrale de Hodge-de Rham, si X est Stein,
ces cohomologies sont calculées directement & partir du complexe de de Rham correspondant 2.
Les deux cohomologies coincident si X est partiellement propre (par exemple Stein).

Soit A un groupe abélien fini d’ordre premier a p. Soit 7 : T — X A-torseur d’un espace
analytique lisse X. On a une décomposition 7,07 = @v L, ou L, est 'espace propre associé

XEA
au caractere x pour l'action de A (c’est un faisceau localement libre de rang 1). Le morphisme
7w étant étale, on a
&7, = Q) @ M 07 = D Q%1 ® Ly

xeAY

2. En cohomologie de de Rham (non surconvergente), 'hypothése X quasi-Stein suffit.
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et de méme pour le complexe surconvergent. Les différentielles des complexes de de Rham
étant A-équivariantes, elles respectent ces décompositions en somme directe donnant lieu pour
chaque x a des complexes de cochaines Q% ® L, =: Q5 [x] et Q%)L @ Ly = Q% [x] dont
les cohomologies seront notées Hiz (T)[x] et Hig (T 7)[x]. C’est la partie isotypique associée a
Xx- En particulier,

Hir (X) = Hig (T)" = Hi(T)[1] et Hip(X") = Hip(T1)" = Hip(T1)[1]

Soit 71 — X, 72 — Y deux A-torseurs sur des L-espaces lisses X et Y. On obtient deux
revetements 71 X1 Y, X Xy To sur X X Y et on construit

Ts=((Ti x0Y) Xxxy (X X1 T2))/H = (Th x, T2)/H

C’est un revétement de X X1 Y dont la classe s’identifie & [T X Y]+ [X X T3] (voir plus haut).
Comme 77 X, T3 est un revétement de T3 étale de groupe de Galois H, on a

Proposition 2.3. On a des isomorphismes naturels

Hin(Ts) = Hin(Ti <. T2)" = @ D Hix(T)x ® HiR(T2)[X]

q1+92=q xeAY

Hir(Ts) = @D Hix ® Hir (T2)[X]

q1+q2=q

et de méme pour la cohomologie de de Rham surconvergente.

2.4 Cohomologie rigide

La cohomologie rigide d’un schéma algébrique Y sur le corps résiduel x de L sera notée

H;, (Y/L). On rappelle la dualité de Poincaré :

Proposition 2.4. 1. 57 X est un L-affinoide lisse, pur de dimension d, alors
Har (X7) = 32 (XT)Y et Hog o(XT) = HE (XT)
2. Si X est un L-espace lisse et Stein, pur de dimension d, alors
Hp (X) = Hig /(X)) et Hig o(X) = Hig ' (X)"
3. Si'Y est un schéma lisse sur k, pur de dimension d, alors

My (Y/L) = HE(Y/L)Y et Hy, (Y/L) = Hy, ' (Y/L)

Démonstration. Voir [GK00, proposition 4.9] pour le premier point, [GKO00, proposition 4.11]
pour le second et [Ber97, théoreme 2.4] pour le dernier. ]

Le théoreme de comparaison suivant nous sera tres utile :

Théoréme 2.5. Soit X un schéma formel affine sur Spf(Op), de fibre spéciale X et de fibre
générique X,. Si X, est lisse, alors on a un isomorphisme naturel

Hip (X)) = Hyp (X).

rig

Démonstration. 11 s’agit de [GK04, proposition 3.6]. ]
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3 Rappels sur la géométrie de ’espace de Drinfeld

Nous rappelons quelques résultats standards concernant la géométrie de I'espace symétrique
de Drinfeld en renvoyant a ([BC91, section 1], [DS01, sous-sections L.1. et 11.6.], [Dat07, sous-
section 3.1.], [Wanl4a, sous-sections 2.1. et 2.2]) pour les détails. Nous ne traitons que les
aspects combinatoires ici. Pour I’'approche modulaire et la construction des revétements, nous
renvoyons a la section 6. On fixe une extension finie K de Q,,, une uniformisante w de K et un
entier d > 1. On note F = F, le corps résiduel de K et G = GLgy1(K).

3.1 L’immeuble de Bruhat-Tits

Notons B7 l'immeuble de Bruhat-Tits associé au groupe PGL4y1(K). Le O-squelette BT,
de I'immeuble est l’ensemble des réseaux de K%' & homothétie pres, i.e. BT, s’identifie &
G/K*GLg441(Ok). Un (k + 1)-uplet de sommets 0 = {sg,---,sr} C BTy est un k-simplexe
de BT, si et seulement si, quitte a permuter les sommets s;, on peut trouver pour tout ¢ des
réseaux M; avec s; = [M;] tels que

MonggngQWMo

La donnée d’un tel ordre sur le sommets est unique a permutation circulaire pres et est déter-
minée par le choix du sommet sy que 'on appellera distingué. Nous appellerons BT ’ensemble
des k-simplexes pointés par un sommet.

La réalisation topologique de I'immeuble sera notée |BT|. On confondra les simplexes avec

leur réalisation topologique de telle maniere que |[B7|= U o. Les différents k-simplexes, vus
oc€eBT
comme des compacts de la réalisation topologique, seront appelés faces. L’intérieur d'une face

o sera noté ¢ = o\ U o et sera appelé cellule.
o'Co

Fixons un simplexe pointé o € BT, r et considérons une présentation :
My 2 My 2 -2 My, 2 wMy= My,

En posant

on obtient un drapeau My 2> M; D ---

=

di = d+ 1-— diqu(Hi), €; = di—i—l — dl
Nous dirons que le simplexe o est de type (eg, €1, -, €x).
Considérons une base (f,,- -+, f;) adaptée au drapeau i.e. telle que M; = <7dw e ,fd>
pour tout i. Pour tout choix de relevés (fo,--- , f4) de (fo, -+, f4) dans My, on a

Mi:<wf07"' awfdi—lafdm'” afd>:w<NO@@Nz—1)@Nz@@Nk,

ol
Ni=(far s fan1) -

Si (fo, -+, f4) est la base canonique de K™ nous dirons que o est le simplexe standard
de type (eg, €1, -+, €x).

Considérons la projection naturelle M; \ M; 1 C M; — (M;/wM;)/F*. On choisit un sous-
ensemble R; de M; \ M, qui intersecte chaque fibre de la projection en un point. On fait de
méme avec N; \ @wN; et la projection N; — (N;/wN;)/F*, obtenant ainsi un sous-ensemble R;
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3.2 L’espace des hyperplans K-rationnels

On note H 'ensemble des hyperplans K-rationnels dans P%. Si a = (ao, ..., aq) € CZ\{0},
l, désignera 'application

b= (bo,...,bs) € CI = (a,b) := Y aib;

0<i<d

Ainsi H s’identifie & {ker(l,), a € K4\{0}} et & PY(K).

Le vecteur a = (a;); € C4' est dit unimodulaire si max(|a;|) = 1. L’application a — H, :=
ker(l,) induit une bijection entre le quotient de I’ensemble des vecteurs unimodulaires a € K !
par 'action évidente de Oj; et I’ensemble H.

L’ensemble H est profini car il s’identifie & PY(K). Pour a € K%' unimodulaire et n > 1
on consideére 'application ("

be (Ocp/wn)d+1 — <a,b> S Ocp/wn

et on note

= {ker(I'), a € K"\ {0} unimodulaire} ~ P¥(O /o).
Alors H = @n ‘H,, et chaque H,, est fini.

Nous fixons un systeme de représentants S C (9;@'1 de H, formé de vecteurs unimodulaires.
Pour tout n, on choisit S,, C S C (’)?1 un systeme de représentants de H,, tel que S, C Sp41.
Les choix des (S,), et de S n’auront pas d’incidence par la suite.

Soit a € K%' unimodulaire et z € P%(C,). La quantité |l,(b)| ne dépend pas du choix du
représentant unimodulaire b de z, et ne dépend que de la classe de a dans P4(K). Cela permet
de définir les tubes fermés et ouverts de rayon € > 0 autour de I’hyperplan H = ker(l,,) € H
par

H(e) = {z € Pk, lay (2)| < €} et H(e) = {2 € P, luy(2)] < €}

Les extensions des scalaires par L seront notées H(e)p, et H(e), et les complémentaires dans
P, seront H(g)$ et H(e)S. Il est a noter que H(|w|") (resp. H(|w|")) ne dépendent que de

g,

la classe de H dans H,, (resp. H,i1).

3.3 Géométrie de ’espace symétrique

Nous allons maintenant décrire I’espace symétrique de Drinfeld H%. Il s’agit de I'espace
analytique sur K dont les C,-points sont

Hy(C, C\ U H.

HeH
On a deux recouvrements admissibles croissants par des ouverts admissibles H% = (J Un =
n>0
U U, ou
n>0
la<2) n
ngK\ U H |w| _{ZGPTZgK |’ZD| |>|w| 7va7ébesn}
a€Sy b(Z)
et
n l (Z) n
aESn+1
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Le recouvrement par les affinoides U,, est Stein. Le deuxiéme est cofinal et chaque (ofn est
Stein. On note U, ; = U,®kL et (O]mL =U,&xL.

Il nous sera trés utile pour la suite de considérer d’autres recouvrements de H%, reliés a
I’application de réduction vers 'immeuble de Bruhat-Tits. On a une application G-équivariante

7 : H%(C,) — {normes sur K} /{homothéties}

donnée par
d
T(z) v ’Z%’U@"
i=0

si 2= [20, - ,24) € H%(C,). L’image 7(z) ne dépend pas du représentant de z car les normes
sont vues a homothétie pres. Le fait de prendre le complémentaire des hyperplans K-rationnels
assure que 7(z) est bien une norme sur K941,

D’apres un résultat classique de Iwahori-Goldmann [GI63] I'espace des normes sur K41 a
homothétie pres s’identifie bijectivement (et de maniére G-équivariante) a ’espace topologique
|BT|, ce qui permet de voir 7 comme une application

7:H%(C,) — |BT].

Plus précisément, pour toute norme sur | - | sur K91 on peut trouver une base (f;)o<i<a de
K™ telle que |Y2; aif;| = sup; |a]| fi| pour tous a;, et |w| < |fiya| < [fi] <1 pour i < d.
Les boules B(0,7) centrées en 0 et de rayon r forment une suite croissante de réseaux et on a
B(0, |w|r) = wB(0,7). Se donner les rayons minimaux de ces réseaux entre |w| et 1 revient a
se donner une famille de nombres (;)o<i<x €]0, 1[*™! dont la somme vaut 1. En particulier, on
peut associer a la norme | - | le point x de la cellule 6 de poids (¢;); avec 0 = {B(0,r)},. De
plus, | - | est déterminée par les réseaux B(0, 7).

3.4 Les recouvrements par les tubes au-dessus des faces et des cel-
lules

Soit o € BT, un simplexe de type (eg, €1, - ,ex) de présentation :
Mo 2 My 2 -+ 2 My 2 why
Nous chercherons a décrire
HC}{’U =7"0), H?{J, = 7716)

en suivant [DS01, Section 7.].

Comme dans 3.1, donnons-nous une base adaptée (fo,-- , f4) et les objets NV;, R; et R;
qui s’en déduisent. Tous les vecteurs de K1 seront écrits dans cette base. Si x = 3, ;f; et
y = >y fi on note (x,y) = >, x;3;. Pour simplifier, nous allons écrire [;(2) = (z, fa,). L’espace
recherché HY, ,(C) est 'ensemble des points z € PY; (C) pour lesquels 'ensemble des boules
fermées de 7(z) sont contenues dans o. Justifions I’égalité

d d (2,0)

Hic, = (= € BlyuclVa € M\Moa, 1= [ 8ot o(a)] 2 -+ 2 [6(2)] 2 - 2 =]l
(2

Par construction, les éléments f;, sont dans M;\ M, 1. Le premier jeu d’égalités garantit que tous

les éléments de M; ne rencontrant pas M;,; ont méme norme pour 7(z). La chaine d’inégalités

entraine que les rayons des boules M; sont cohérents. On n’en déduit 'inclusion en sens direct.

Réciproquement, prenons z vérifiant les inégalités ci-dessus et intéressons-nous a une boule de
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rayon r de 7(z) pour |wl||lp(2)| < r < |lo(z)]. Il existe un entier i pour lequel |l;_1(2)| > r >
|l;(2)|. Si aest dans M;, v > |l;(z)| > | (2, a) |. Sinon, | (z,a) | > |l;_1(z)| > r Ainsi, M; = B(0,r)
ce qui prouve l'inclusion en sens inverse.

Par ultramétrie, il suffit de vérifier ces inégalités pour un systeme de représentants modulo
w et Of. Ainsi :

HE,={z¢€ ]P’ffig,KWa ER;, 1= \§%£:)>‘et lo(2)] = - > |Li(2)] = -+ > || |lo(2)]}

Par finitude de R;, I’espace ci-dessus est bien un ouvert rationnel affinoide.
Soit 1 < 7 < d un entier et soit 7o 'unique entier tel que d;, < j < d;;4+1. On pose

(1) _ _b(2)

X‘ = 5 0o—w .
T () le(2)
On a |X;| <1 avec égalité si j # d;,+1. On obtient un systéme de coordonnées (Xo,- -, Xy)
k
qui vérifie J] Xy, = w. Pour tout a les quantités % s’expriment comme des polynomes
i=0 i

k

P,(Xo, -+, X4) a coefficients dans Og. En posant P, = [[ [ P,, on obtient la description
1=0a€R;

suivante :

Proposition 3.1. On a

k
Hicp = {(Xo, -, Xa) € B[ [[ Xo, = @ et |P,(X)] = 1}.

i=0
On en déduit que H% , admet un modele entier Hf , = Spf (A,) ou A, est le complété
p-adique de
1 k
OK[X07"' >Xd7?]/<H Xdi _w> (1)
o =0
On obtient alors Hf , = Sp(4,) avec A, = flg[%] De méme, la fibre spéciale est donnée
par H , = Spec(A4,) avec
_ . 1 i
AO’ = Ao_/’w’ = ]FI:)(O7 “ e 7Xd7 ?]/(H Xdz)
o =0

Des arguments identiques fournissent

H%& ={z¢€ ]P’fi%KWa eR;, 1= |<lz<,:)>’ et |lp(2)] > -+ > |lLi(2)] > -+ > |w||lo(2)|}

et 'on peut remplacer R; par R;.
Counsidérons 'affinoide

C,={x= (v, - ,1,) €BY|Vac OFN\wOF*, 1=]|((1,7),a)|},

la polycouronne

Ak:{y:(yla"',yk)eB];(|1>|y1’>"'>|yk|>|w|}'
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et les morphismes

Zd: Zd: Zd: |4 —
d A+l Zdi+2 dip1—1
HK,&%C&*D [207"'7Zd]'_>< ) y T )
Zd; Zd; Zd;

et Z Z V4

d dl dQ dk

Hy s — Ag, [20,-+ 5 2d] = (—, —, -+, —).
Zdy  ~dy Zdy

Proposition 3.2 ([DS01] 6.4). Les morphismes ci-dessus induisent un isomorphisme

k
He}l{ﬁ = Ak X HCeifl = Ak X Cg

1=0

3.5 Géomeétrie de la fibre spéciale de ]HI%K

Si s est un sommet de B7 on note

Ost(s U o, Fst(s U o

038 038

I’étoile ouverte, respectivement fermée de s. Pour un simplexe ¢ on note

Ost(o) = ) Ost(s), Fst(c) = () Fst(s

sco sco

Les composants irréductibles de la fibre spéciale de H, 0, sont indexées par I'ensemble des
sommets de BT : pour chaque sommet s la composante correspondante est ]HI]F Ost(s On obtient
ainsi un recouvrement admissible (H K,ost(s))seB’lb de H¢ dont les intersections d’ ouverts sont de
la forme HCIZ(,Ost(cr) pour o C BT un simplexe. En fibre spéciale, le lieu lisse de cette intersection
est I'ouvert

d d d
HFq,ost(a)\ U HFq,ost(s) = HJFQ,&
séo

car 6 = o\ U o'. En particulier, le lieu lisse d’une composante irréductible est
o'Co

]FquIP)IF\ U H.

HeH,

Justifiant un peu plus précisément cette décomposition en irréductibles. Les espaces H%q,Ost(s)
sont bien des fermés de la fibre spéciale qui la recouvre. Il s’agit de prouver que chacun est
irréductible ce qui repose sur la description explicite suivante (voir [Gen96, sous-section III.1.]
u [Wanl4b, 4.1.2]). Posons Y, = IP%Q et construisons par éclatements successifs une suite
d’espaces
Yo=Y ==Y

Supposons que 'on ait construit Yp,---,Y;. On a des morphismes p; : Y; — Y, et p; =
;O ' Y; — Y. On pose Z; le transformé strict par p; de I'union des espaces de codimension
1+ 1 dans Yy. On définit Y, comme I'éclaté de Y; suivant Z;. Alors, on a Y; = H]F Ost(s)-

4 Fonctions inversibles sur HY-

Le but de ce chapitre est de décrire ¢*(HY; ;) en tant que G := GLg41(K)-module.
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4.1 Enoncé du résultat principal

Si A est un groupe abélien, on note

Dy(A) = A[H]® = lim A[H, ",

oi A[H,]° est I'ensemble des p € A[H,] de masse totale nulle. L’action naturelle de G sur H
induit une action de G sur D;(A). Le choix d'un systéme de représentants S,, de #H,, induit une
identification pour tout ¢

ZIH, | = <l" Latbe sn> C O"(H )

by 7 -Mod

Notre résultat principal s’énonce alors

Théoreme 4.1. [l existe un isomorphisme G-équivariant
a:Dy(Z) ~ 0" (HY ,)/L*

On va en fait construire un isomorphisme explicite et canonique «, compatible avec les
inclusions
ZH,)" = <i ca#be sn> C 0" (H} )
b Z-Mod
Notre preuve met I’emphase sur les différentes compatibilités entre les théories cohomolo-
giques et s’inscrit dans la continuité des travaux de Schneider-Stuhler [SS91] et Iovita-Spiess
[ISO1]. Plus précisément, Tovita et Spiess ont construit des isomorphismes

8 Dy(Z/IZ) 55 HYy(Hp oy ) ot 5 : Di(L) 55 Hip (H )

en interpretant les éléments de Dy(Z/IZ) comme des mesures sur H2 et en intégrant des sym-
boles en cohomologie étale et de de Rham (en fait ils ont construit de tels isomorphismes en
tout degré cohomologique, comme nous allons le rappeler plus tard). En utilisant leur méthode
nous construisons un morphisme G-équivariant

a:Dy(Z) - 0*(Hf, )/L
compatible avec les morphismes [ et ~

Dy(Z) —*— 0" (H)/L*  Di(Z) —"— 0" (Hf )/ L*

T T

- 5
Di(Z/1Z) —— B} (Hf c, ) Da(L) —— Hip (H 1)

En utilisant la théorie des résidus de de Shalit [DS01] nous montrons ensuite que l'image de «
est un facteur direct. La compatibilité avec la cohomologie étale géométrique implique 4.15 que
le supplémentaire de I'image de « est [*°-divisible modulo les constantes. Il s’agira alors d’établir
par 4.16 quune fonction inversible [*-divisible dans & (Hf ;)/L* est en fait constante.
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4.2 Cohomologie de H¢, symboles et distributions

Nous allons rappeler, suivant lovita et Spiess [IS01] le calcul de la cohomologie étale l-adique
et de de Rham de HY par intégration des symboles. Nous adapterons dans le paragraphe suivant
leur méthode pour étudier les fonctions inversibles sur HZ.

Soit £ > 0 un entier. Rappelons que H désigne ’ensemble des hyperplans K-rationnels et
que HF! = gnn HE+L est un espace profini. Si M est un A-module, on note MY = Hom 4 (M, A)
son dual algébrique. L’ensemble des distributions sur H**! & valeurs dans A, le dual algébrique
des fonctions localement constantes sur H*! & valeurs dans A, est défini par

Dist(H"!, A) := LC(HM!, A)Y ~ lim A[H3H),

les fleches de transition A[HET] — A[HE*!] dans le systéme projectif étant induites par les
projections naturelles ’Hflﬁ — HF*L L’isomorphisme ci-dessus provient du fait que la donnée
d’une distribution est équivalente a la donnée d’une fonction a valeurs dans A, additive sur
les ouverts de la base usuelle pour la topologie profinie. De maniére équivalente, cela revient a
écrire LO(HF A) = limy Homp,s(HF!, A) et & identifier Homp,s(HET, A)Y = A[HFT.

Si M est un A-module, notons Ax(M) C LC(H*, M) I'ensemble des fonctions localement,
constantes f : HFT! — M vérifiant les deux relations

i) f(Hg, -+, H,)=0sia,...,a; sont linéairement dépendants.
i) X (=1)f(Hyy,- - ,ﬁa\j, -+, Hq, ) =0 pour tous Hyy, -, Hq,,,.
0<j<k+1
On définit

Di(A) = Ar(A)Y = Dist(HF, A)/Dist(H**, A) geg

ot Dist(H 1, A)ge, est Uensemble des distributions (dites dégénérées) s’annulant sur Ay (A).
On vérifie facilement que

Dy(A) = lim A[H /Ty = lim Dy (A)

avec [, l'ensemble des formes de A[H ] = Homp,s(HF™, A)Y qui s’annulent sur Ax(A) N
Homp,s(HEH A) si l'on voit Homp,(HETE A) € LC(HAL, A).

Remarque 4.2. Quand k vaut 1, les modules Dlm(A) ont une interprétation explicite. On peut
les voir comme les ensembles A[H,]° de fonctions f de A[H,] de masse totale nulle. Ainsi, le
choix d’un systeme de représentants .S,, de H,, induit une identification pour tout 7

~ l o
D, .(Z) = < ta#be sn> c 0*(Usr)

Iy Z-Mod
De méme, on voit Dy (Z) comme Z [H]" = i Z[H,]".

Exemple 4.3. Dans les exemples ci-dessous nous souhaitons mettre I’emphase sur les conditions
i) et ii) ci-dessus. Le caractére localement constant n’est pas évident et est démontré dans
4.7 ci-dessous (cf. aussi [IS01] pour le second et le troisieme exemple). Soit L une extension
complete de K.

o o

- En posant M = 0*(U, 1)/L* 0} (U, 1), Vapplication

L
f . (Ha,Hb) —> E

est un élément de Ay (M). La condition i) revient & écrire f(H, H) = 1. La condition ii)

est équivalente a la relation é—“ = é—:i—b
c c
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- En posant M = HQR(IOJLL), I’application
la, lay La,,
g:(Hyy, -+, Hyp) n—)dlogl— /\dlogl— /\---/\dlogl—
ao ao ap

est un élément de Ag(M).

- En posant M = H’é“t(f]w,m@k) pour [ premier a p et en notant U le cup-produit et
R(f) € HY (Ui o, ) Vimage de f € 0*(U; ) par application de Kummer, I’application

la las _la
h:(Hu, Ha) = RS UR(2)U - UR()

est un élément de Ag(M).

lovita et Spiess ont construit dans [ISO1] des morphismes (pour | # p premier)

BW : Dy(2/1Z) — HE (Hy o 17°) et YW Dy(L) = Hig (H 1)

a partir des symboles en cohomologie étale et de de Rham, i.e. a partir des fonctions g et h
dans I'exemple ci-dessus. Plus précisément, ces morphismes sont uniquement caractérisés par
le fait que

oy la A,
B0 Bty 11) = R URGE2) U UR() € (B g, 1)
ag ag ag
et z z z
’Y(k)((S(HaO,..-,H%)) = dlog ;—1 A dlog ;—2 A -+ Adlog la—’“ € HISR(H%,L%
ao ao ap
ou (s, -, H,,) est la masse de Dirac en (Hg,, -, Hyy) € H* 1. Nous allons écrire
59) = | R U URG™ ) d

(Ha07"‘7Hak)EHk+l la() la()

et de méme avec ¥,
Le théoreme principal de [IS01] (voir [ISO1, lemme 3.2 + théoréme 4.5]) est le suivant :

Théoréme 4.4. Les morphismes B%) et v*) sont des isomorphismes GLg11 (K)-équivariants
B9 DY(Z/IZ) = H, (HY ¢ %) et 1) Di(L) = Hi (HL ;)

En fait, un résultat récent décrit la cohomologie étale a coefficients dans p pour des entiers
N non nécessairement premier a p. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat dans la suite.

Théoréme 4.5 ([CDN| Theorem 5.1.). On a un isomorphisme pour tout entier n :

Hi(Hf o 1¥') 2 Di(Z/NZ)

4.3 Fonctions inversibles et distributions

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Proposition 4.6. [l existe un morphisme

a:Dy(Z) = o*(Hf, )/ L*
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uniquement caractérisé par
L

Iy

pour tous H,, Hy, € H. De plus on dispose de diagrammes commutatifs

(5HayHb)

Dy(Z) —*— 0" (Hf)/L*  Di(Z) —"— 6" (Hi )/L*

T

(Z/ZZ) *> Hl (H%’C, ) Dy (L) - HéR(H?{,L)

avec /8 = 5(1) et v = ,7(1)

Comme ci-dessus, nous allons écrire

l,
= 2dp € 0*(HY
o(y) /(HmW 3 (L. )

Démonstration. Le point crucial est le lemme suivant :

Lemme 4.7. Si (H,,, Hy,) et (Hg,, Hy,) sont dans H* et vérifient (H,,, Hy,) = (H,,, Hy,)

(mod w") alors pour i < n,
lay b,

lbl la2 nei(UiL)

Démonstration. Prenons @, un vecteur unimodulaire tel que a; = u(ay + w"'&) avec n' > n et
% la I i 1a . i 1z °. N * g%k g

u € O, alors = u(l+ " 1(w2l2—2)). Mais wllla—Q € 0" (U; ) d’ou € L*07* (U, ). On

raisonne de méme pour (by, by) et on conclut par stabilité multiplicative de L*@** ,(U; ). O

Remarquons les isomorphismes
0" (Hi )/ L 2 im 0*(U; 1)/ L, 6 (Ui)/L" =~ y_ﬁ Ui )/ L O (UsL).

Fixons, pour tout n, S, et S/, des systemes de représentants de H,,. Considérons la fleche
(i ZIH}) = 0*(Ui )/ 1"

5(Ha»Hb) = a, be Sn

elle induit par passage au quotient une application o, ; : Dy(Z) — 0" ( ;.0)/L* donnée par

anil) =TI (s € 0° (i)

CL,bESn b

avec [t = (Xqpes, MabOHa Hy)n € lim D:,(Z) = Dy(Z). On définit de méme une floche o
grace aux systemes de représentants .S).
On observe grace au lemme 4.7 les congruences suivantes pour n’ >n > i :

(1) = cnap) = @, 1(p) - (mod L*O77,(Us))

On ainsi deux suites de Cauchy (ani(p))n et (o), ;(1))n qui convergent vers la méme valeur
a;(p). Par construction, a;(u) est la restriction de ayyq(p) sur UZL ce qui détermine a(u) €

0*(HY 1)/ L*. De plus, on vérifie aisément l'identité o(d, m,) = ll—:
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Passons a l’application ~ G(le procédé est le méme pour B). Puisque la série formelle du
logarithme converge sur 0**(U; 1), on a L*0**(U; ) C ker(dlog). Ainsi d’apres 4.7, pour tout
1>0et p= (Za,besn Hab0m, m,)n € D1(L), la somme suivante ne dépend pas de n pour n > i :

ly o
> Ma,bdlog(f) € Hyp (Uir)
a,beSn b

On obtient alors un morphisme de groupe ~; : Dy (L) — Hly (U; 1). Par construction, (1) est
la restriction de 7,11 () sur U 1 ce qui détermine une application + : Dy (L) — Hig (HY ;).
Pour la compatibilité avec le morphisme «, on observe la congruence

a(p) = ang(p)  (mod L* 6" (Ui 1))
pour n > i et € Dy(Z). On en déduit la suite d’égalité pour n > i

dlog(a(p))y, , = dlog(an: (1)) = %i(k) = (1)l

i,L

Pour 'avant derniere, il suffit de la vérifier sur les dirac ou le résultat est vrai par construction.
On a alors dlog(a(u)) = v(u).
O

Nous allons étudier 'application « dans les deux sections suivantes.

4.4 Résidus et cochaines harmoniques

Le but de ce paragraphe est de démontrer que im(«) est un facteur direct de 6*(HY )/L*.
Cela repose sur le diagramme

Dy(Z) — 0" (HY. ) /L |

i

2l 1 d
Dy (L) —— Hgg (Hj 1)
mais nous avons besoin du raflinement suivant :

Proposition 4.8. On a un diagramme commutatif

Dy(Z) == 0" (Hj )/ L

e

Dy (2)
ot 7 est induite par v~ o dlog.

La preuve de ce résultat est basée sur la théorie des résidus utilisée par de Shalit dans [DSO01]
pour calculer la cohomologie de de Rham des espaces de Drinfeld. Nous allons donc commencer
par rappeler ses constructions. Si A est un groupe abélien, on note CF, (A) I'ensemble des
cochaines harmoniques d’ordre k & valeurs dans A. Il s’agit d’applications ¢ : BT r — A vérifiant
certaines conditions d’harmonicité, reliant la valeur d’un simplexe pointé a celle des simplexes
contigus (plus une relation entre les différents pointages d’'un méme simplexe). Nous renvoyons
a [DS01, paragraphe 3.1] pour I’énoncé explicite de ces conditions (ces relations y sont données
sur K, mais les combinaisons linéaires sont a coefficients dans 7Z et peuvent étre vues dans
n’importe quel groupe abélien).
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Nous allons maintenant, construire un morphisme Hp (H% ;) — Cf,.(L). Nous renvoyons
le lecteur aux paragraphes 3.4 et 3.1 pour les notations a suivre. Fixons un simplexe pointé
o€ BTy :

M();Ml;;MkQWMO

de type (eg, €1, - , ) et donnons-nous une base adaptée (fo,- - , f4) (cf 3.1). Le choix de cette
base détermine un isomorphisme

k
H(Ij(’& = Ak X HCei_l = Ak X Cg

i=0
On notera encore A et C, les changements de base a L.
On a une notion naturelle de résidu sur Ay, : si w = Y a,zdlog(z1) A--- A dlog(z,) €

(avec les bonnes conditions de convergence sur les a, € L), alors resy, (w) = ao. Etendons-la a
QF,  en écrivant

K,L,&
k o s SOt
Qe = D 2,8,
T s+t=k
et en définissant res, : Q%d — Qﬁk(%ﬁ’cg — O¢, comme res, = resAk@)Idﬁcg. Par calcul

K,L,&
direct, pour toute w fermée dans QF, , res,(w) est une O-forme fermée donc un élément de
K,L,&

L. De méme, on vérifie que res,(w) = 0 si w est exacte et que le résidu ne dépend pas de la
décomposition en produit du tube au-dessus de ¢ ni du choix de la base adaptée au simplexe
0. Cela définit ’application

res: HSR(HCIZ(,L) — C}]far(L)v W = (U = I‘eSU(W|H§l{7LY&)>-

En effet, pour w une k-forme fermée, res(w) vérifie bien les conditions d’harmonicité [DS01,
théoreme 7.7]. Le résultat principal de [DS01] montre

Théoréme 4.9. [DS01, théoréme 8.2 | Le morphisme res est un isomorphisme.

Nous allons expliciter I'isomorphisme ¢ rendant commutatif le diagramme

Her (Hi 1)

res
»Y(k)T

Dy(L) —%— Cli(L)
Pour tout o € BT k, on définit la fonction localement constante A\, € A(Z) par
la, la, la,
(Hogy -, Hyy) resa(dlogl— A dlogl— A - Ndlog Z—|H§<L )e{-1,0,1}
aop ap agp ki

La valeur de A\, en un (k + 1)-uplet d’hyperplans est déterminée par I'arrangement de ces
hyperplans par rapport aux modules M; définissant le simplexe o (cf [AdS02, paragraphe 1.3]).
L’application recherchée est donnée par

O (0= uN))

Pour vérifier la commutation, il suffit de travailler sur les masses de Dirac et cela découle de
la construction des A,. Comme les A, vivent dans Ax(Z), on peut construire pour tout groupe
abélien un morphisme Dy, (A) — CF, (A). En fait, on a le résultat remarquable :
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Théoreme 4.10. [AdS02, corollaire 2.2] On a

A(Z) = (Ao, 0 € BT)

Z-Mod
Corollaire 4.11. La fléche ¢ : Dy(Z) — CF,(Z) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit ¢ € Cf, (Z) C C, (L) et p = ¢7'(c) € Di(L) la mesure correspondante
par 4.9. On veut pu € Dy(Z). I suffit d’observer I’équivalence suivante qui est conséquence
directe du théoreme précédent

Vo € BTy, (\y) € Z < Y\ € Ap(Z), n(\) € Z

[]

Revenons maintenant a la preuve de la proposition 4.8. D’apres la discussion précédente il
suffit de montrer pour toute fonction inversible u et tout o € BT de type (eq, e1), res,(dlog(u)) €
Z. Puisque A; est une couronne ouverte, le lemme 4.12 ci-dessous fournit une égalité

0" (Hic s) = 0 (Co x A1) = 0°(Co) 07 (Hi 1 5) x 2°,

ot z est la variable de A;. Comme u|ge  est dans 0*(H% ; ), on peut donc décomposer
K,L,& 50
u=g(l + h)z* comme ci-dessus. On a

dlog(u) = dlog(g) + dlog(1 + h) + adlog(z)

Or dlog(g) € Q¢ , son résidu est donc nul. La forme dlog(1+ h) est exacte (puisque log(1+ h)
est bien une fonction analytique), son résidu est donc nul. Donc res,(dlog(u)) = a € Z, ce qui
permet de conclure.

Lemme 4.12. Soient I C [1,n], (s;)1, (r;)1 des nombres rationnels tels que s; > r; pour tout
i, Sp(A) un L-affinoide réduit et connexe, et soit C' la polycouronne

{(xlw'wxn) EB?/ | |w

| < w

"isiie I}

Alors
07(C % $p(A)) = 0" (Sp(A) 0 (C x Sp(A)) x (a1 € 1)y 00

Le résultat reste vrai si la polycouronne C' est ouverte.

Démonstration. Par récurrence sur n, on se ramene au cas n = 1 et a la distinction I = {1} ou
I = (). La variable sur C sera notée x. Le cas ot A est une extension compleéte du corps L et C'
une couronne fermée est traité dans [FvdP04, 2.2.6].

Toujours dans le cas ot A est un corps, on suppose que C' est une couronne ouverte. On se
donne un recouvrement croissant C' = J,, C,, par des couronnes fermés. On a alors :

0 (C) = 0"(Cn) = (ﬂA*ﬁ**(Cn)) x T
avec T = {1} si I =0 et T = 2% si I = {1}. 1l s'agit d’établir N, A*0**(C,,) = A*0**(C).
Prenons u dans cette intersection écrivons v = A,(1 + h,) dans chaque A*0**(C,,). Fixons
ng € N, pour tout n > ng, on observe

A 14 hy,
e 1D € 0" (Cyy) N +my
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Donc ﬁ = )1\7"0(1 + hy) € N, O*(C,) = 0*(C) et ainsi u € \,,0**(C).

On suppose maintenant la couronne C' ouverte ou fermée, nous allons en déduire le résultat
pour A général. Soit u une section inversible de Sp(A) x C alors pour tout z € Sp(A) on a une
décomposition

u(z) = N\ (14 h,)2" € 0*(Sp(K(2)) x O)
avec \, € K(2)*, h, € KTt (2) et 5, € Z. Si I =, on a 3, = 0. Par connexité de A, § = 3,

ne dépend pas de z. Quitte & multiplier v par 277, on peut supposer 3 = 0. On écrit u comme
une somme

Zal,x”:ao—i-ﬂ

vEZ
SiI =0,onaa, =0siv < 0. En évaluant sur chaque point 2z, on a a‘i\(j) -1+ a)t) €
Ot (Sp(K(2)) x C'). Comme %j) n’a pas de terme constant, on a
a‘;@ — 1€ 0 (Sp(K(2)) x C) et f) € 0+ (Sp(K(z)) x C)
D’ou pour tout z, |ag(z)| = |X;| > |a(z)] et |ag(z)| # 0. Donc ag est inversible et % € 0. On

a exhibé la décomposition escomptée.
m

4.5 Cohomologie étale arithmétique

Nous aurons besoin du premier degré de la cohomologie étale [-adique arithmétique de H%’ I

Proposition 4.13. Soit | un entier premier a p (non nécessairement premier), L C C une
extension compléte de K, on a

r(im(a)) = Hy, (Hi 1, )

ot im(a) C O*(Hf ) est la préimage de im(a) C 0*(HY ) /L*

Démonstration. Cela découle de la compatibilité entre « et 'application de Kummer, du calcul
de la cohomologie étale géométrique 4.4 et du point technique suivant :

Lemme 4.14. Soit [ un entier premier d p (non nécessairement premier), X un L-espace
analytique géométriquement connere et X = X®C. Supposons que R(O*(X)) = HL (X, ).
Alors, on a une suite exacte courte

0— L*/<L*)l - Hét(Xv ) — Hét(yv ) — 0

Si, de plus, il existe un sous-groupe H C 0*(X) l-saturé dans 0*(X) wvérifiant ®(H) =
HL (X, ), cette suite est scindée.

Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre (ou Gy, est le groupe de Galois absolu
du corps L) B
E;‘,S : Eal(gln HZt(XJ ,LL[)) = HE;FS(X? Ml)

induit une suite exacte
0— Héal(g[nul(y)) — Hét(X, Ml> — Hét(ya Ml>gL~

Considérons le diagramme commutatif
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Hel)t (Xa ,ul)
2 (X) B Hét (77 Nl)gL

L’application & est Gr-équivariante et surjective (par hypothese). Puisque &*(X) C 0~ (X)9r,
on en déduit que H, (X, ;)9 = HL (X, ) = ®(0* (X)), ainsi que la surjectivité de H. (X, i) —
Hét(‘X’ Ml) = Hét(X7 ”l)gL‘

On a la suite d’isomorphismes

He (G, (X)) = Hgo(Gr, mu(C)) =2 L/ (L)

La premiere égalité provient de la connexité géométrique de X, la deuxieme se déduit de la
suite exacte de Kummer et du théoreme de Hilbert 90. On en déduit la suite exacte courte

0— L*/<L*)l - Hét(X> ) — Hét(Y, ) — 0

Supposons maintenant l'existence du sous-groupe H. Par hypothese de surjectivité de &g,
on obtient un diagramme commutatif ou toutes les fleches sont surjectives :

R(H) —— HY (X, 1)

| &

H/H!
Par hypothese de saturation sur H la fleche diagonale est injective. Ainsi, les trois fleches du
diagramme précédent sont bijectives, ce qui permet de scinder la suite exacte. O
O

4.6 Preuve du théoréme 4.1

Nous allons prouver le théoréme 4.1. Prenons [ un entier premier a p. Reprenons les notations
dans la proposition 4.8. Cette proposition montre que ker(¥) est un supplémentaire de im(a) =
D:(Z) dans 0*(H% ;)/L*. On veut montrer que ker(5) = 0. Nous commengons par :

Lemme 4.15. ker(?) est [-divisible.

Démonstration. Soit f dans ker(3) que I'on reléve en f € ﬁ*(H%L). D’apres la proposition

4.13, on peut trouver § dans im(a) tel que x(§) = s(f). Alors f§—* admet une racine l-ieme

dans *(HY ;) et donc une racine u dans &*(H% ;)/L* = ker(7) @ im(«). L’élément f est la
composante de u! dans ker(y) donc, en projetant u dans ker(%), on obtient une racine I-iéme
de f.

0

11 suffit donc de montrer que les fonctions inversibles f de Hf ,, I°°-divisibles (modulo les
constantes), sont en fait constantes. Pour cela, on la projette dans &*(H% ; ,)/L*0** (Hf ;)
qui est de type fini pour tout simplexe o de 'immeuble BT d’apres la proposition 4.16 ci-
dessous (combiné avec les résultats du paragraphe 3.4). Mais f est encore [*°-divisible dans
o* (W% 1, ,)/L* 0 (H 1, ,) pour tout simplexe o d’ou Vo, f € L*0**(H} ;).
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On écrit alors f = \,(1+ g,) € L*0**(Hf ;. ,). On a en particulier [fllsa , = [Ao| pour
tout o. Soit maintenant deux simplexes o, et oy s’intersectant, alors f = A,, (14 g, ) est encore
une décomposition dans L*&0** (H% 1 ,,~,,) €t o0 a

L | S gy
Ainsi par connexité, la quantité || f[|gs  ne dépend pas de 0. D’ott || fllga | = || fllma , < o0
s Ly o B ,L,o

La fonction f est bornée donc constante d’apres [Ber95a, lemme 3.

Proposition 4.16. Soit P € Og|[Xo, -, X4 non nul, Y = Sp(A) un affinoide sur L de la

forme

1
A:L<X0a 7Xd)F>/(X0"'XT_w)

alors le groupe O*(Y)/L*O0**(Y) est un Z-module de type fini.

Démonstration. Quitte a renormaliser le polyndome P et & prendre r minimal, on peut sup-
poser que les éléments w et (X;)o<i<, ne divisent pas P. Notons Ale complété p-adique de
Op[Xo, -+, X, 5]/(Xo - X, — @) et A= A/mpA. La composée suivante est un morphisme
schéma formel pluri-nodal au sens de [Ber99, Definition 1.1]

A

Spf(A) = SpF(OL(Xo, -+, Xa)/(Xo-+ X, — @) — Spf(Oy)

car le premier morphisme est étale et le second est poly-stable (voir [Ber99, Definition 1.2]).
D’apres [Ber99, Proposition 1.4], on a A=o0t (Y) et la norme spectrale prend ses valeurs dans
|L*|. Pour u dans A*, on peut alors trouver une constante inversible X telle que u/\ € A\myA.
On peut alors supposer u # 0 dans A.

La fibre spéciale Spec(A) de Spf(A) a exactement r + 1 composantes irréductibles (V (X;));
et notons «; lordre d’annulation de u sur V(X;). Comme u # 0 dans A, il existe io tel que
a;, = 0. Alors X € A a méme ordre d’annulation que u sur chaque composante irréductible
et & € A*. Dit autrement la fleche naturelle A*/O% — A*/(L* [['=¢ X7) est surjective et il

suffit donc de montrer que A*/O% (1 + mpA) est de type fini. On a une suite exacte :
0—=s1+mA— A" A" =0

Une fonction est inversible en fibre spéciale si et seulement si elle I’est sur chaque composante
irréductible. Or sur V' (X;), les fonctions inversibles sont de la forme

0" (V(X) = " x [J(P)"

ou P(Xo,..., X;1,0, Xiq1,...,Xyg) = ]_[j(Pj(i))aM est la décomposition en produit d’irréduc-

tibles. Ainsi, le quotient A*/O%(1+myA) est un sous-groupe du groupe libre de type fini
[[o°(V(X,))/k"
i=0

]

Remarque 4.17. Si X = Sp(A) est un L-affinoide géométriquement connexe et géométriquement
normal, avec L une extension finie de K (ou plus généralement si la ramification de L/K est
finie) alors 0*(X)/L*0**(X) est un Z-module de type fini. La preuve découle des arguments
de 4.16 quand L = K. Dans le cas particulier de 4.16, on peut facilement relier les fonctions
inversibles pour L quelconque au cas ou L = K, et obtient ce résultat de finitude sur n’importe
quel corps de base (pas forcément local).
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5 Cohomologie analytique des arrangements d’hyperplans

Dans cette sous-section, nous chercherons a déterminer Pic, (HY ) := Hy (HY, ;, G,,). D’aprés

un résultat de Berkovich [Ber93, proposition 4.1.10], on a un isomorphisme
Hét (H%,Lv Gm) = H;H<HCIZ(,L> Gm)

Tous nos calculs utilisent de maniere cruciale le résultat suivant de van der Put [VdP82, th.
3.10, th. 3.15, th. 3.25], décrivant la cohomologie de quelques affinoides simples.

3

Théoréme 5.1 (Van der Put). Les produits de polycourrones et polydisques fermés® n’ont pas

de cohomologie analytique en degré strictement positif pour :

1. les faisceauz constants
2. le faisceaux O
3. le faisceau OF en dimension 1

4. le faisceau Gy,

Remarque 5.2. Un théoreme de Bartenwerfer affirme que les boules fermées sont aussi acycliques
pour le faisceau &'F, en toute dimension. Nous ne savons pas si le théoréme ci-dessus est valable
pour le faisceau 07 (sauf en dimension 1, comme indiqué). Si c¢’était le cas, beaucoup des
résultats a suivre pourraient aussi étre énoncés pour ce faisceau.

Rappelons que HC}(’ ., = U, U, est un recouvrement Stein. Nous allons montrer :

Théoréme 5.3. Soit L un corps complet tel que K C L C C, les espaces H%L et U, 1, n'ont pas

de cohomologie analytique en degrés positifs pour les faisceaux 0, 0** et G,,. En particulier,
Picr,(H%) = 0. De plus, on a

0" (Y )L = ZIH] et 6*(Tos)/L° 0" (Uns) = ZHpr ]

Les deux dernieres égalités sont similaires au résultat 4.1. Ce théoreme sera prouvé dans
le cadre plus général des arrangements d’hyperplans que nous allons définir dans la section
suivante. Nous renvoyons a la section 5.2 pour 1’énoncé plus général.

Finissons cette discussion par quelques remarques sur la cohomologie étale a coefficients
dans G,,. Les méthodes présentées ici ne semblent pas adaptées pour un tel probleme. Nous
pouvons cependant tirer quelques informations sur Bre(HY) := HZ (H% o, Gy,). D’apres la
suite exacte de Kummer, on a une fleche surjective HZ (HY% ., p1n) — Bre(HY ) v—tors de noyau
Pico(H4) /nPicc(HY) = 0. En passant a la limite inductive sur N, on en déduit un isomor-
phisme de groupes abéliens

BrC(H?{)tors = StQ(Z)* & Q/Z

La question naturelle que 1'on peut se poser est la suivante : Brg(H% ) est-il de torsion ?

En géométrie algébrique, le résultat de Grothendieck [Gro95, PROPOSITION 1.4.] suggere
quelques faibles espoirs. En effet, pour tout schéma algébrique X régulier noethérien normal,
les groupes H (X, G,,) est de torsion pour i > 2. Malheureusement, la preuve repose sur une
étude des faisceaux gratte-ciel que I’on ne peut réaliser en géométrie rigide analytique. Peut-on
espérer un tel résultat pour une classe restreinte d’espaces analytiques ?

3. Plus généralement les polydisques généralisés au sens de [VAP82, 3.9]

33



5.1 Géométrie des arrangements
5.1.1 Définitions et exemples

Pour toute collection A de parties de IP’mg ) on note

Int( - mgK\ U H
HeA
et
Ul’ll( mgK\ m H
HeA

Définition 5.4. Une collection A de parties de IP’%% x est appelée

e arrangement algébrique (resp. algébrique généralisé) (d’hyperplans K-rationnels) si A est
un sous-ensemble fini (resp. fermé) de H.

e arrangement tubulaire ouvert (resp. fermé) d’ordre n si A est une famille finie de voisinages
tubulaires fermés (resp. ouverts) H(|w|") (resp. H(|w|")) avec H € H.

Remarque 5.5. — Se donner un arrangement tubulaire ouvert (resp. fermé) d’ordre n revient
a se donner une partie de H,, (resp. H,1)-

— Sim > n, tout arrangement tubulaire ouvert (ou fermé) d’ordre m induit un arrangement
tubulaire ouvert (ou fermé) d’ordre n, appelé sa projection. Plus précisément, la projec-
tion d’un arrangement défini par une collection de voisinages tubulaires (H(|@|™))ger
est Parrangement défini par la collection de voisinages tubulaires (H(|@|"))ges. Cela re-
vient & considérer la projection d'une partie de H,, (resp. Hp11) sur H, (resp. Hpi1)-
Cette construction s’étend bien siir au cas d’un arrangement algébrique (resp. algébrique
généralisé).

— Une famille d’arrangements tubulaires (A, ), telle que 'ordre de A,, soit n est dite com-
patible si, pour tout m > n, A, est la projection de A,,. Si A C H est un arrangement
algébrique généralisé, on construit par projection deux familles compatibles d’arrange-
ments tubulaires ouverts (resp. fermés) (A,,), par projection.

— Dans tous les cas Int(.A) et Uni(A) possedent des structures naturelles d’espaces rigides
analytiques sur K. Le seul cas non trivial est celui d'un arrangement algébrique généralisé,
qui découle du point précédent.

— Plus précisément, I'espace Int(A) est un affinoide (resp. Stein) si A est un arrangement

tubulaire fermé (resp. ouvert) voir [SS91, Proposition 4].

Ezemple 5.6. L’espace symétrique de Drinfeld M4 est I'arrangement d’hyperplan généralisé
Int(H) et les espaces U, et U, forment les deux famllles compatibles d’arrangements tubulaires
ouverts et fermés associées.

Nous allons définir le rang d’un arrangement A, qui permettra de décrire la géométrie de

Uni(A)

Définition 5.7. Nous donnons la notion de rang pour des parties finies de ‘H et de H,,. D’apres
la premiere observation de 5.5, cela induit une notion pour les arrangements algébriques et
tubulaires ouverts ou fermés.

— Si A C H, on se donne pour tout H € A un vecteur ay unimodulaire tel que H = ker(l,,,).
On pose rg(A) = 180, (X e Oram).
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— Si A C H,, on se donne pour tout H dans A, ay un vecteur unimodulaire dans Q%4 /" Q%4
tel que H = ker(l,,,) et @z un relevé dans O, On écrit *

d
Z OKELH == @w‘”OKei
HeA i=0

pour (e;) une base de Q%! bien choisie. On pose alors rg(A) = card{i : a; < n}.

Cette quantité ne dépend pas des choix des ay et de leur relevé. Intuitivement, le rang
correspond a 1g(A) = 180, o, (Zrea(Ok /@" Ok )an).

5.1.2 La suite spectrale associée a un arrangement

Dorénavant, pour tout arrangement d’hyperplans A, nous verrons Int(.A) et Uni(.4) comme
des L-espaces analytiques par extension des scalaires. Si H désigne la cohomologie de de Rham
ou la cohomologie d’un faisceau .# sur le site étale ou analytique, on a par un argument général
[SS91, § 2, Proposition 6+Lemma 7] de suites spectrales :

E™= H  H(P

rig,L>
(Hi)o<i<r€ATH!

Uni({H,})) = H°" (B, ;. Tnt(A)) 2)

ou A est un arrangement algébrique, tubulaire d’ordre n ouvert ou fermé et H(X,Y') représente
la cohomologie de X a support dans X \ Y.

Soit .4 un arrangement (algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et B C A non vide de
cardinal r 4+ 1, nous allons donc chercher a décrire la géométrie de Uni(B) suivant si A est
algébrique, tubulaire ouvert ou fermé. Si » = 0, Uni(B) devient un espace affine dans le cas
algébrique, une boule ouverte dans le cas tubulaire ouvert et une boule fermée dans le cas
tubulaire fermé.

Supposons maintenant r # 0 et posons t + 1 = rg(B). Par hypothése, on a ¢t # 0. Nous
allons construire en suivant [SS91, §1, Proposition 6] une fibration f : Uni(B) — P}, ;. Les
fibres seront des espaces affines dans le cas algébrique, des boules ouvertes dans le cas tubulaire
ouvert et des boules fermées dans le cas tubulaire fermé. Pour chaque H; € B, choisissons un

vecteur unimodulaire de K% de la méme maniere que dans 5.7 et écrivons M := . Oka; C
0<i<r

My :== > Ogke; ou (e;) est la base canonique de K d+1 Reéalisons un changement de base
0<i<d

similaire & 5.7 pour obtenir des entiers positifs croissants (a;)o<i<q tels que ag = 0 et obtenir une

décomposition M = Y, @w*Oge; C My= Y. Ogke;. On a alors les descriptions suivantes de
0<i<d 0<i<d

Uni(B), avec la convention que pour la suite on choisit un représentant unimodulaire de chaque
point [bg, - - -, byl, i.e. tel que maxo<;<q|b;i| =1 :
e dans le cas algébrique

Uni(B) = Z{' := {z = [bo. -~ ,ba] € P}y, 30 < t,b; # 0}

rig,L>

e dans le cas tubulaire fermé posons 8 = (5;)o<i<t = (n — @)o<i<t €t notons

,31'}

e dans le cas tubulaire ouvert posons v = (7;)o<i<t = (n + 1 — @;)o<i<t €t notons

rig,L>

YA(y) ={z = [by,--- ,ba] € P, T <t,|b;| > |ow|"}

rig,L>

dans le cas tubulaire ouvert. Alors Uni(B) = X£(3) (resp. Uni(B) = Y4(v)) dans le cas tubulaire
fermé (resp. ouvert).

4. «; peut étre infini et dans ce cas on adopte la convention w® = 0.
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La fleche f donnée par [bg, -« ,bg] = [bo, -+ ,b;] induit bien des fibrations X¢(3) — Pt

rig,L>

Yi(y) — P Z3 — P, 5. Soit V(B) = {V(B):}, V(’y) = {V(*y)l}, V = {V;} les recouvre-

rig,L> rig,L
ments admissibles de PP, ; ol

P — oo t / ZZ Z]
V(B)’L - {Z - [207 7zt] € Prig,vaJ < tv |w51‘ = ’wﬂf ‘}
V()i = {2 = [20,- - 2] € Plyy 1,V <t |—| > |=L[}

(3 0, y ~t q"zg,[ﬂ — Y w,yi - w,yj

Vi= {Z: [ZO"" >Zt] € ]P)f"i‘%L?Zi 7&0}

Alors, X{(B) — P, ; se trivialise sur V(B), YA(7) — P, sur V(7), Z& — P, sur V ie.

SHV(B)) = V(B) x B (—=6)
FHV ) = V() x BE (=)
fHV) = Vix AT
par le biais de I'application
Zt+1 “d
[207 azd] — [ZOa 7Zt] X ( 2 ) ) Zz)

Appelons U = {U;} le recouvrement adapté (au cas algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et F;
la fibre sur U; (soit B¢ *(—3;) pour les tubulaires fermés, B¢ (—~;) pour les tubulaires ouverts,
A% en algébrique). La variable sur la base PL, | sera notée z = [z, - -, z] et celle de la fibre
w = (wy,- - ,wq—¢). Sur chaque intersection Uy, ;3 = U; N Uj, Papplication de transition rend le
diagramme suivant commutatif

[ Ungy) ——Upjy x Fy

lld lldxm;i.

f ' Ungy) ——= Upgy X Fj

#j
{2V} V) = {f1(V))} les recouvrements de X4(3), Y(v), Z¢ obtenus.

Dans le cas algébrique, les intersections d’éléments du recouvrement f*()) sont des produits
de copies de A! et de A'\{0}. Dans le cas tubulaire fermé, les intersections sur f*(V(3)) sont
des produits de polycouronnes et de polydisques fermés et sont en particulier acycliques pour les
faisceaux 0", 0** et G,, en topologie analytique 5.1. Dans tous les cas, toutes ces intersections
sont connexes non vides et le nerf du recouvrement choisi est alors contractile.

Remarquons que si t = d, XJ(3) = P}, ., la famille des (X{/(5))gm; contient les espaces
projectifs. Enfin, il pourra étre utile de renormaliser les variables de Pim ; et de les réécrire sous
la forme

ou mz est Ihomothétie de rapport 2. On écrira V@) = {1VE))Y, fFVR) =

Zi

Z; = .
Y b

5. La fleche f est bien définie sur ces espaces
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5.2 Enoncés et stratégies

Dans les énoncés ci-dessous nous utiliserons systématiquement la topologie analytique. Nous
allons prouver (voir 5.17, 5.18, 5.19, 5.24, 5.38) :

Théoréme 5.8. 1. Les espaces projectifs, les fibrations Z2, les arrangements tubulaires fer-
més et les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont 0" -acycliques.
2. Les sections globales de 0 sur les arrangements algébriques généralisés sont constantes.

3. La cohomologie de ") sur X2(B3) est concentrée en degrés 0 et t. Quandt # 0, les sections
globales sont constantes et la cohomologie en degré t s’identifie au complété p-adique de

@ HL(P,o,,0k—|a]) o0
a d—t
\a|§§+l+k

Voir 5.17, 5.18, 5.31, 5.38 pour le résultat suivant :

Théoréme 5.9. 1. Les espaces projectifs, les fibrations Z2, les arrangements tubulaires fer-
més et les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont 0**-acycliques.
2. Les sections globales de O™* sur les arrangements algébriques généralisés sont constantes.
3. La cohomologie de O0** sur X{&(B3) est concentrée en degrés O et t. Les sections globales
sont constantes quand t # 0.

Le résultat suivant est une combinaison de 5.33, 77, 77, 5.38.

Théoreme 5.10. 1. Les espaces projectifs vérifient :
L*sik=0
HSn(Pzig,LaGm) =Zsik=1
0 sinon

2. La fibration f: X(3) — P!

rig,

Ho (X7 (8), Gm) = H, (XT(B), 07) x Hy, (P,

rig,L>

1 induit une décomposition en produit direct :
Gun)

De plus, les sections globales sont constantes quand t # 0.

3. Les arrangements tubulaires fermés Int(A) sont G,,-acycliques et
O*(Int(A))/L*0**(Int(A)) = Z[A]°
4. Les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont G,-acycliques et
O0*(Int(A))/L* = Z[A]°

Pour obtenir ces résultats, il faut d’abord calculer la cohomologie de &) sur X¢(3) (point
3. de 5.8) grace aux résultats d’acyclicité de Van der Put et au calcul de la cohomologie de
Cech sur le recouvrement f*(V(3)) (cf 5.19). Plus précisément, la fibration f permet de relier
le complexe de Cech de X(f5) aux complexes de PL,, ; pour les faisceaux tordus & ) (k) (point
1. de 5.8 et 5.21 pour un énoncé plus fin). Le résultat se déduit de la cohomologie des faisceaux
O (k) sur les espaces projectifs algébriques sur Oy..

Le résultat d’acyclicité pour les arrangements tubulaires fermés découle de ’annulation de
la cohomologie de X&(3) a partir du degré t+1 et de 'argument combinatoire 5.25 qui remplace
la suite spectrale (2).
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Le transfert des énoncés sur 0 & ceux de 0** résulte d’un argument sur les logarithmes
tronqués 5.30. Pour le faisceau G,,, on calcule encore la cohomologie de Cech des fibrations
X&(B) sur le recouvrement f*(V(/3)). Mais on a pour tout I C [0,¢] une décomposition

o ([ (V(B)r) = L0 ([T (V(B)r)) x <; 14,J € I)z-Mod
J

qui induit les décompositions de la cohomologie du point 2. de 5.10 (cf 5.33) et celle des
sections inversibles dans 5.10 point 3. (cf 5.31). Nous notons aussi que le complexe induit
par les facteurs directes (j—] 4,7 € I)z.Moa €St celui apparaissant en géométrie algébrique, ce
qui permet d’établir le point 1. de 5.10 par comparaison. D’apres ce qui précede, on sait que
la cohomologie de X@(3) s’annule & partir du degré ¢ + 1 ce qui nous donne l'acyclicité des
arrangements tubulaires fermés pour G,, toujours grace au lemme combinatoire 5.25.

Pour les arrangements algébriques généralisés A, ils peuvent étre approximés par des arran-
gements tubulaires fermés compatibles A, d’ordre n. On dispose d’une suite exacte pour tout
5>0

0 — R Lim Hy (Int(An), G) — Hiy(Int(A), Gy) — lim HE, (Int(A,), Grp) — 0

Le calcul dans le cas tubulaire fermé induit I’annulation de la cohomologie de G,,, pour s > 1 et

Iégalité HL (Int(A),G,,) = R im &% (Int(A,)). l1s’agit alors de prouver R' lim &% (Int(A,)) =
0. D’apres la décomposition 5.10 point 3. et le lemme 5.14, il suffit de trouver une constante ¢

indépendante de n pour laquelle on a l'inclusion

0 (Int(A,)) € O + @O (Int(A,_.))

Pour établir cette identité, on raisonne par récurrence sur le rang de Int(.4,,) et on se rameéne

a montrer (cf 5.27 et 5.28 pour voir que cette condition est bien suffisante) que I'image de la
fleche
Hrg (An)— L(Uni(A,), o )) Hrg (An)— Y(Uni(A,_1), ﬁ(’”))

est contenu dans erg “H(Uni(A,_1), o ). Gréace a 5.8 point 1., on peut voir ces groupes
de cohomologie comme des sous-groupes des fonctions bornés de polycouronnes (cf 5.23) dont
les fleches de restriction sont explicites et bien comprises 5.12. Le résultat découle alors de ce
cas particulier.

Etudier la cohomologie des arrangements tubulaires fermés les espaces X¢(f3) est semblable
a la stratégie de [SS91].Par exemple, le point 3. de 5.8 mimique I’axiome d’homotopie de [SS91,
§2]. S’intéresser & O") puis & O** et enfin & G,, rappelle la preuve de [VAP82, théoréme 3.25).
L’argument de passage a la limite s’inspire de [CDN20, sous-section 1.2].

Tous nos calculs utilisent de maniere cruciale le résultat 5.1 de van der Put décrivant la
cohomologie de quelques affinoides simples.

5.3 Cas des arrangements algébriques

Nous traitons d’abord le cas des arrangements algébriques. Les méthodes sont semblables
dans le cas algébrique généralisé, qui sera étudié plus tard. Le résultat suivant est relativement
élémentaire dans ce cas, alors que pour la deuxieme preuve 5.29, nous aurons besoin d’une
version plus forte qui nécessitera le point technique 5.22. Nous avons donc choisi de présenter
cette preuve plus simple.

Lemme 5.11. On considére le produit de polycouronnes et de polydisques suivant

si}

U= {QL’ = (x17”' L ) S AmgL VZ, |w|_ri > |x2| > |w
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ot (r;); et (s;); sont des entiers (on s’autorisera s; = oo pour les facteurs isomorphes d une
boule fermée). De méme on considére

V=A{o= (2, - ,2q) €A%, Vi, |o|™ > |z > |w

rig,L SH-I}

Pour toute fonction f € OF(U) qui est restriction d’une section d puissance bornée de V', on
peut trouver X € Oy tel que f — X est divisible par @ dans O (U).

Démonstration. La description des espaces U et V' nous fournit un systeme de coordonnées

commun (X;);. La famille de monémes (T;.,,>o(@" X;)" Hj:l,jzo(%j)”j)yezd forme une base de
si+1

Banach de 0(U). Il en est de méme pour la famille (TT;.,,>o(@" ™ X;)" H]‘:ijo(%)yj)yezd sur

O'(V). Mais on remarque que pour tout v (avec |v| = >, v;)

H (w”—HXi)Vi H (T)Vj :w'”' H (mei)w H (X

;>0 Jw; >0 J ;>0 Jw; >0 J

2

Il est alors aisé de voir que si une section a puissance bornée de V' n’a pas de terme constant,

sa restriction est dans w&*(U).
[

Nous avons une version relative de ce résultat

Lemme 5.12. Soit Y un affinoide sur L et U,V les affinoides définis dans le lemme précédent,
alors la fleche naturelle de restriction induit un morphisme

OHY x V) OH(Y) = wOH(Y x U)/0F(Y)

Démonstration. C’est le méme argument que pour 5.11 et cela s’obtient en comparant les
développements uniques en série sur les deux espaces U,V :

Lemme 5.13. Soit Y = Sp(A) un affinoide sur L et U comme précédemment. Toute section
de Y x U admet une écriture unique Y., foZ% ot || folly |1 2|l = O et la variable o parcourt
I’ensemble des vecteurs de Z2 tel que a; > 0 quand s; = co. De plus, la norme spectrale vérifie
Videntité || o faZ° [y« = maxa [ fally [12%]ly

Démonstration. Par récurrence immédiate sur la dimension de U, et quitte a renormaliser
les variables z;, on se ramene aux cas U = Sp(L(Z;)) ou U = Sp(L <Zl,Z%>). Nous nous

placons dans le deuxiéme cas car le premier se traite de maniére similaire. Ecrivons A =
L (X1, -+ ,X,) /1. Par exactitude a droite du produit tensoriel, on a :

ABL <Z1, §> > [ (X0, X, 21, Zo) J(I, 2225 — D)
1
On en déduit ’écriture en somme voulue.

Prouvons I'égalité pour la norme spectrale. Développons une section f = >3, 5o fn 2] +
Ym0 fm(Z%)m et appelons 7 : Y x U — Y la projection. Pour tout y € Y (C), la restriction de

f sur 7 (y) = Sp(K(y) <Z1, ZL1>) s’écrit :

F=S fZi+ Y ful)(Z)m

n>0 m>0 Z

la norme spectrale sur 7! (y) est donnée par max,, ., (| fn ()], | fm(y)]). La norme spectrale totale

vérifie || flly .y = max, max, (| fo(y)], | fm(v)]) = max,m(|ful, |fm]) et on en déduit I'égalité
voulue. O
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En tronquant ces développements, on voit que &1 (Y') est un facteur direct de 07 (Y x V)
et OT(Y x U) et que la fleche de 1’énoncé est exactement la restriction naturelle au niveau des
supplémentaires usuels. O

Le résultat intermédiaire 5.12 est utile au vu du point technique général suivant :

Proposition 5.14. Soit X = U, U, = U, Sp(A,) une réunion croissante de L—affinoides.
Supposons l’existence d’une constante ¢ indépendante de n tel que

O (Upye) C Op + w0t (U,)
Alors les sections globales des faisceaux OF, O), O0** et L*0** sont constantes et on a

R'lim #(U,) = 0

pour F = O+, 0", 0%, L* 0.
Cela découle du résultat suivant :

Lemme 5.15. Soit une suite décroissante de groupes abéliens complets (Gy,), dont la topologie
est induite par des bases de voisinage par des sous groupes owverts (GV); avec G, = G,
Supposons Gﬁj)ﬂ C GW pour tous i,n (en particulier les inclusions sont continues).

Sl existe un sous-groupe H C (N, G\, fermé dans chaque G, ie. H =, H + GY vérifiant
GV, C H+GYHY (3)
pour une constante ¢ indépendante de i,n alors

G, =1mG, = H et R'limG,, = 0.
. o o

Démonstration. On rappelle que pour un systéme projectif de groupes additifs (I';,),en de
fonctions de transition ¢, : I',11 — Iy, le groupe R! lgln I',, est le conoyau de la fleche ©

0: HFn — an
(Gn)n = (gn = Pn(Gns1))n

Par abus, les éléments de [[,, ', seront appelés cocycles et ceux de I'image de § seront des
cobords.

Revenons a G,,. On veut prouver la premiere égalité de I’énoncé et donc I'inclusion N, G,, C
H (lautre étant vérifiée par hypothese). D’apres (3), on vérifie aisément par récurrence I'inclu-
sion G, C H + Gén) pour tout n d’ou

par hypothese de fermeture de H.

Calculons maintenant le groupe R* @n G,,. Prenons un cocycle (f,), et montrons que c’est
un cobord. Toujours d’apres (3), on peut trouver par récurrence immédiate un élément h,, € H
tq pour tout k, r < ¢, on a

fn+kc+r - hn—l—kc—f—'f € Gng)

6. Dans le cas ot on a un préfaisceau .# sur un espace topologique X = J,cyUn ou U = {U,} est
un recouvrement croissant admissible par des ouverts et (Gy,)n = (Z(U,))n, on a en fait R lim F(U,) =

HY(X,U,.7)
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Dans ce cas, la somme >, <, f;n — A converge dans G, pour tout entier n et vérifie

5(( Z Jm — Am)n) - (fn)n - (hn)n

m>n

Dognons—nous 7L0 € H et construisons par récurrence une suite (ﬁn)n tq Bn+1 = l~zn — h,, ie.
((hn)n) = (hn)n. On en déduit que (f,,), est en fait en cobord.
]

Démonstration. (5.14) Les constantes .# (U,) N L forment des fermés de % (U,) pour .F =
O+, 0" 0% L*0**. Les suites décroissantes (0 (U,)), et (¢ (U,),) de groupes topologiques
vérifient clairement l'inclusion (3) par hypotheése. Montrons que c’est encore le cas pour les
suites (L*0**(U,)), et (0**(U,),). Raisonnons uniquement pour le second, le premier s’en

déduira aisément. Soit 1 + w” f avec f € ¢+ (U,), on peut trouver une constante A\ € my, tq
f—=A€ewO™(U,-1). Alors, on a

1+wohf e = &
— =1 ——c1 Hot(U,-
= S s i (Un-1)
Le résultat 5.14 est alors une conséquence directe du lemme précédent. O

Corollaire 5.16. La base canonique (e;)o<i<q de KTt définit une collection de d+1 hyperplans
V*(z) C PL, . et on note B Uarrangement {V*(z;)}o<i<r. L'espace Int(B) est acyclique pour

les faisceaux O), 0** et G,,. Les sections globales de O et O** sont constantes et

20

O*(Int(B)) = L* x <Zi>1<i<r

d—r

Démonstration. On voit cet arrangement d’hyperplans comme le produit (Aiig’ MO < AL

On le recouvre par (X,,), ou (en posant x; = z;/2g)

Xn=A{z= (21, ,2a) € Ay Vi < fw| ™ > | > [0, V5 > 7 41, || ™" > |y}

On a la suite exacte :
0 — R'Im H7N(X,, #) — Hy, (Int(B), F) — Im H (X, F) — 0

Mais Int(B) = U,, X, est un recouvrement admissible constitué de produits de polycouronnes
et polydisques, chacun des termes est acyclique pour les faisceaux 0, 6** et G,,, d’aprés 5.1.
Gréce au résultat 5.12 on peut appliquer 5.14 et on en déduit I’énoncé pour les faisceaux ")
et O**.

D’apres 4.12, on a pour tout n

O0*(X,) = L' O (X,)) X ()<, = L* O™ (X)) % <>
- 1<i<r

20

Ainsi 0*(Int(B)) = @n L*0*(X,) x 1&11” <ﬁ

20>19§r =L*x <ﬁ>1§i9 (en utilisant 5.14) et

Pic; (Int(B)) = R'lim L*0**(X,,) x R'li <> -0
icy (Int(B)) lim (Xn) lim e

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de cette section :
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Théoréme 5.17. Les arrangements algébriques sont 0, 6" -acycliques et les sections globales
sont constantes.

Démonstration. Etudions d’abord le cas des fibrations :

Lemme 5.18. Les fibrations Z& sont acycliques pour O et 0", et les sections globales sont
constantes.

Démonstration. On raisonne sur la suite spectrale de Cech pour le recouvrement f*(V) de
Z¢. D’apreés le théoréme 5.1 point 2., chaque intersection est ¢(M-acyclique et on se raméne a
calculer la cohomologie de Cech sur le recouvrement f*(V). Mais par (5.16), le complexe de
Cech est isomorphe au complexe de Cech sur f*(V) associé au faisceau constant (’)g). Mais
le nerf du recouvrement est le simplexe standard A! de dimension ¢, qui est contractile. Ceci
montre I'annulation de la cohomologie en degré supérieur ou égal a 1. On obtient aussi aisément
que 0(Z4) = O\ On raisonne de méme pour &**. O

d

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de 5.17. La fleche d’inclusion Z& — Prig L

induit alors des isomorphismes

H:, (P2, 00) 2 1 (ZF, 07))

rig, L

pour tout s positif. D’oul annulation de H? (P9, ., Z¢, 0. Alors la suite spectrale (2) dégé-

rig,L>
nere et on obtient HS, (P, ;. Int(A), &) = 0 pour tout s. Ce qui se traduit par

(’)g) sis=0

0 sinon

H (Int(A), 0")) = {

On raisonne de méme pour &**.

5.4 Cohomologie analytique A coefficients dans &)
5.4.1 Cohomologie des fibrations X(3).

Nous allons chercher & déterminer la cohomologie des espaces XZ(3). Commencons par
faire quelques rappels sur les faisceaux localement libres de rang 1 sur P, ; et P’ ;. Dans le

cas algébrique, ils sont décrits par les faisceaux tordus Opt L(k) avec k dans Z. Ce faisceau se

trivialise sur le recouvrement usuel V et les fonctions de transition font commuter le diagramme ”

ﬁpt (k)lv{i,j} — ﬁVz

zar,L

Vi

J{Id Jm@)—k
J

Op.  (K)lvi;, — Ovlv,

zar,L

En géométrie rigide, on peut encore définir les faisceaux tordus Op:  (k), Oy (k) (version &
rg, rig,L

puissance bornée) et ﬁg) (k) grace aux mémes morphismes de transition :
rig,L

ﬁﬁw(k)lwm{i,j} —— Ol s)lve),

Id lmé?)—k
J

O (B)lvig)iy — OV, vy

rig,L

7. Dans ce qui suit, on note aussi Z la variable sur P!, , ie. PtzanA = Proj(A[Zo, - ,Z])
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On rappelle que I'on a bien g—] € 0 (V(B),y)- On construit grace a un diagramme similaire
Opt  (k), 6’[&:) (k). D’aprés GAGA (voir aussi 5.33), les Op: (k) sont les seuls faisceaux
g,L g,L

rig,L

localement libres de rang 1. Nous pouvons aussi définir ces falsceaux tordus sur les fibra-
tions XZ() en tirant en arriére par f i.e. Oxup(k) = [~ ﬁpt_gL(/c), O (5)( ) = 04 (k)
g, t rig,L

et ﬁ)(:;( (k) = f*O L(k) L'un des points techniques de I'argument 5.36 montrera que

ﬁxg(ﬂ)(k) ﬁlP’fig,L( )‘Xd(ﬁ
En algébrique, la cohomologie de Zariski de ces faisceaux tordus est connue et peut étre
trouvée dans ([Har77, théoréme 5.1 section III}) par exemple. Pour tout anneau A et k un
entier, la cohomologie de ﬁpiaT‘A(kj) est concentrée en degré 0 si k est positif et en degré ¢ si k

est négatif. Plus précisément, on a des isomorphismes :
HO (P!

zar

O(k)) =2 A[Ty, ..., Ti]x si k est positif

zar,A»

1 1
A=, ..., =
Ty... T, Ty T;
ou A[Ty, ..., Ti], désigne 'ensemble des polynémes homogenes de degré k.

On se propose de calculer la cohomologie de &) des fibrations X?(/3). Plus précisément,
nous souhaitons montrer :

H;ar (IED

O(k)) = (

1)k si k est négatif

zar,A»

Théoréme 5.19. — La cohomologie a coefficients dans 07 (k) de lespace projectif Plig L
est concentrée en degré 0 si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. De
méme la cohomologie des fibrations X(/3) est concentrée en degrés 0 et t.

— Plus précisément, on a des isomorphismes :

HO (Pf“zg L> ﬁ(ﬂ(k)) = Og) ®0L H(Z)arG[Diar Or ﬁ(k» = Og) [T07 s >ﬂ]k
1 1 1
H. (P, ., 07 (k) = OV @o, HO (PL,. o , O(K)) = OV =, =
( rig,L> ( )) ® zar( zar,0r ( )) (TOTt L [TO’ ’Tt])k
De plus, pour r <1’ les fleches suivantes sont injectives
HS (]P)f’zg L> ﬁ(r)(k:)) - HS (Pizg L ﬁ(r/) (k))
— On dispose d’isomorphismes
Hou (X7 (8), 0V (k) = @ HY, (B, 0, 07 (k = |al),
a d—t
i<k

en particulier elle est nulle sik < 0 et s’identifie a Oy, si k = 0. Enfin, H, (X2(B), 0T (k))
est isomorphe au complété p-adique de

D HL(PL,., 0"k —|a])
aEeNd—t
|a|>t+1+k

Démonstration. Les intersections d’éléments du recouvrement V(53) et f*(V(/3)) sont des pro-
duits de polycouronnes et de polydisques fermés dont les polyrayons sont dans |L*|. Ainsi,
on se ramene a calculer la cohomologie de Cech sur les recouvrements V(5) et f*(V(B))
(cf 5.1). De plus, pour toute section non nulle A de & (V(B);) (resp. 0 (f~H(V(B)1))), il
existe une constante A € ﬁg) telle que h/\ soit de norme 1. On en déduit 6™ (V(3);) =

Ot (V(8)1) ®o, O (resp. 6N (f~1(V(B)1)) = OF(f~ (V(B)1) ®o, OF) done
C*(BL, 1 O (k), fF(V(B))) = C*(BL, 1; 07 (), V(B)) ®o, OF
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C*(X{(B); 0 (k). V(B)) = C*(X(B); OF (k). f*(V(B))) ®o, O

Par platitude, on obtient les isomorphismes au niveau des groupes de cohomologie

(P, 1 00 (k), V() = T (P, 1: 07 (K), V(B)) ®o, OF

H(X1(8); 07 (k), f*(V(B))) = T (X{(B); 67 (k), f*(V(B))) ®o, OF

et l'injectivité des inclusions quand r varie. Le reste de cette section sera consacré au calcul de
ces groupes de cohomologie de Cech sur &F. Cela repose sur le lemme général suivant :

Lemme 5.20. Soit C* un complexe de Z,-modules plats. Si H7(C*) est sans p-torsion pour tous

j, alors on a un isomorphisme naturel entre les complétions p-adiques Hj(@’) ~ HI(C*).

Démonstration. Soit A7 = Im(d’~! : C771 — C7) et BY = ker(d’ : C7 — C’™'). On a une suite
exacte 0 — A7 — BJ — H/(C*) — 0 d’ott I'exactitude de 0 — A7 /p" — B /p* — H/(C*)/p" —
0 car H/(C*) est sans p—tor/si@ par hypothese. Par Mittag-Lefler, on obtient encore une suite
exacte 0 — A7 — B/ — H’(C*) — 0. Il suffit donc de montrer que A7 = Im(di~! : Ci-1 — )
et BI = ker(d/ : C7 — CI*1). Par platitude de C7*!, on a I'exactitude de la suite 0 — BJ /p" —
Cl/p" — AL /p — 0 d’ot celle de

0— Bj/p” — Cj/p" — Cj“/p”

car on a montré que AIT/p" — BITL/p™ est injective. En passant & la limite projective dans
les deux suites précédentes, on obtient B = ker d’ et A7 = CJ/BJ =7 /kerd’ = Im d’.
]

Corollaire 5.21. La cohomologie de Cech de Og, (k) sur le recouvrement V' (f3) est concentrée
rig,L

en degré 0 si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. Plus précisément, on a des
isomorphismes :

HOB, ,, 0% (), V(B) = O[Ty, ..., T\ sik est positif

1 1 1

Ty 7 Oy o e sik est négatif

H' (P, ., O (), V(8)) = (

rig,L>

Démonstration. Considérons les complexes

= @ o
[T|=s+1
Viel®,a; >0

et notons que l'on a

v

C.(Piar,(’)L; ﬁpianoL (k)7 V) - @ C;
|a|=k
par la description des sections de Opt o (k) sur les ouverts de l'espace projectif. D’apres
zar,Op,
la description des fonctions analytiques de norme spectrale au plus 1 sur un polydisque ou
une polycouronne, le complexe C*(PL,, : Of L(k), V(B)) est la complétion p-adique du com-
rig,

plexe é'(IF’t ; Opt (k),V). Le lemme 5.20 montre alors que les groupes de cohomologie
L

zar,0r,» ar,
de Cv‘(IPiig 1 Od (k),V(B)) s'identifient aux complétés p-adiques des groupes de cohomologie
’ rig,L

H, (P 0, ﬁ]piawL(k;)). Comme ces derniers sont de type fini sur Op, la complétion est en

fait inutile, ce qui permet de conclure. O
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Corollaire 5.22. Soit k un entier. La cohomologie de Cech de Ot (k) sur X3(3) pour le re-
couvrement f*(V(5)) est concentrée en degrés 0 et t. De plus on dispose d’isomorphismes

H(XH(B), 07 (k), fr(V(B) = D HY (Pl o,, 0k — |al)),
e

en particulier elle est nulle si k < 0 et s’identifie 4 Oy, sik = 0. Enfin, H{(X2(8), 6+ (k), f*(V(5)))
est isomorphe au complété p-adique de

@ Hiar(Piar,0L7 ﬁ(k - |Oé|))

aeNd—t
|o| >t+1+k

Démonstration. Pour tout ¢ € I C [0,t], on a une trivialisation f~*(V(8);) = V(8); x
B (—4;) et donc 5.13 tout A\; € 0% (k)(f~1(V(B);)) s’écrit de maniére unique

v Y o) (2 )

aEeNd—t w

ol z = [20," -+ , 2] désigne la variable de V() vu comme ouvert de P, ;, w' = (wﬁi), e ,wgzt)
est la variable de BY!(3;), les sections A, sont dans &F(k)(V(5);) et tendent vers 0 p-
adiquement.

Considérons les facteurs directs du complexe de Cech étudié (C2),

¢ @ ( ut ) oK)V (B))

—Bi
[I|=s+1 w

On a la relation ;”%2 = g;ﬁﬁj et I'élément ((;"%2)&)1 définit une section de & (—|a|)(P},, 1)

d’ott un isomorphisme :

Co = C*(Pig s 0. (k= |a]). V(9))
D’aprés la discussion précédente C*(X2(5); ﬁ;d(ﬁ)(kz), f*(V(8))) s’identifie au complété p-

adique des complexes (C2),. Le lemme 5.20 permet alors de conclure. O
]

Remarque 5.23. En fixant une trivialisation f~*(V(8);) = V(8)r x BY*(—3) pour i € I =
[0,1], on peut voir le groupe HY(XZ(3); 0, f*(V)) comme un facteur direct de O (V(B); x
B (=5:))/ 0 (V(B)1)

5.4.2 Cohomologie des complémentaires de tubes d’hyperplans

Nous pouvons maintenant déterminer la cohomologie de &") d’un arrangement A tubulaire
fermé d’ordre n. Nous souhaitons établir :

Théoréme 5.24. Les arrangements tubulaires fermés A sont 0" -acycliques.
Cela découle du principe général suivant :

Lemme 5.25. Soit X un L-espace analytique et U = {U; : i € I} une famille d’ouverts de X.
Soit H une théorie cohomologique vérifiant la suite exacte longue de Mayer-Vietoris tel que pour

toute famille finie J de U, les unions |J U; n'ont pas de cohomologie en degré supérieur ou égal
ieJ
a |J|. Sous ces hypothéses, toute intersection finie ( U; sont acycliques pour la cohomologie H.
ieJ
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Il est a noter que d’apres 5.22, les complémentaires des voisinages tubulaires d’hyperplans
vérifient les hypotheéses pour H la cohomologie analytique a coefficients dans ). En effet,
pour A un arrangement tubulaire fermé, la cohomologie d’un espace de la forme Uni(B), avec
B C A, s’annule en degré supérieur ou égal a rg(B) < |B|.

Démonstration. On peut supposer que I = [1,n] et on raisonne par récurrence sur n, le cas
n = 1 étant évident. Supposons que le résultat est vrai pour n — 1. Il suffit de démontrer
l'acyclicité de Y = NI, U; (les autres intersections étant traitées par I'hypothese de récurrence).
Notons V; = U; N U, pour 1 < i < n —1 et observons que Y = V; N...NV,_y. Il suffit donc
(grace a 'hypothese de récurrence) de montrer que la cohomologie de U;c;V; s’annule en degré
supérieur ou égal a |J| quand J C {1,2,...,n—1}. Soit donc k > |J| et V/ = U;e;V; = U/ NU,,
ou U’ = U,c;U;. Une partie de la suite de Mayer-Vietoris s’écrit

H* (U’ uU,) - 85U’ o H*(U,) — B* (V') - B* (U u ).

Puisque k41 > |JU{n}|, le terme H**' (U7 U U,) s’annule par hypothese, et il en est de méme
de H*(U,) et H*(U”), donc aussi de H*(V”), ce qui permet de conclure.
[

Nous pouvons aussi tirer des informations importantes sur les sections globales a puissances
bornées des arrangements Int(A). Nous commencerons par ce lemme général.

Lemme 5.26. Soit X un espace analytique, F un faisceau en groupe abélien et U = {U;} une
famille d’ouverts de X tel que toute intersection finie Uy est F -acyclique. Dans ce cas, on a :

F(Ur) =Y r(FUy))

JEE;

ou By ={JCI:J#0etHIUje,Uj;, F)#0} et ryr: F(U;) — F(Uy) est la fleche de

restriction.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. Le résultat est trivial quand ce
dernier vaut 1. Fixons I et supposons le résultat pour toute partie stricte de I. Si HZI=Y (U, Us, &) #
0, c’est tautologique car I € E;. Sinon, on a par hypothese

HLIJ_I<U Uz,ﬁ) = IiI‘Il_1<U Ui7 {UZ ) - I},ﬁ) = ﬁ(UI)/ZTI\{z},I(ﬁ(UI\{z})) = 0

icl iel el

Mais par hypothese de récurrence, rp\ iy, 1(F (Uniy)) C Xiery ., 701(F (Us)) C Eien, ra1(F (Uy))
d’ou le résultat.
0

Corollaire 5.27 (Décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé,
on a

oN(Int(A) = > 6" (Int(B))
BCA
|B|=rg(B)<d+1

Démonstration. On reprend les notations du lemme précédent. On remarque E4 = {B C A :
|B| =rg(B) < d+ 1} d’apres 5.22 et on conclut. O

Lemme 5.28. Soit A,, un arrangement tubulaire fermé d’ordre n > d et A,,_q la restriction de
A,, d’ordre n —d. On a linclusion :

0 (Int(A,)) € O 4+ 6= (Int(A,_y))
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Démonstration. D’apres le résultat précédent, on peut supposer |A,| = rg(A,) < d+ 1. On
raisonne par récurrence sur t = rg(A,) — 1. Plus précisément, nous montrons que pour tout
arrangement ,, d’ordre m quelconque vérifiant rg(B,,) < t-+1, on a I'inclusion &) (Int(B,,)) C
OF) + 012D (Int(By,—(141))-

Quand t = 0, cela découle du cas de la boule qui a été traité dans 5.11. Supposons 1’énoncé
vrai pour t — 1 et montrons le résultat pour 'arrangement A,, de rang ¢t + 1. Par ¢-acyclicité
de Int(B) pour B C A, (resp. B C A,_1), on a le diagramme suivant commutatif dont les lignes
horizontales sont exactes

>, o) (Int(A,\{a})) ——— 0" (Int(A,)) —— H. (Uni(A4,),0")) ——0 (4)

| | E

Yae,_ O (Int(A, 1 \{a})) — 6T (Int(A, 1)) — HE, (Uni(A, 1), 6T)) —0
avec A,_1 la projection de A,, d’ordre n — 1. On veut montrer
Im(¢™) € wH!, (Uni(A,_,), 0") (5)

Quand rg(A,_1) < 1g(A,), I'inclusion est triviale car H,_(Uni(A,_;), 0™) = 0.
Sirg(A,—1) =rg(A,), on a des isomorphismes compatibles

Uni(A,) = X4(8) et Uni(A,_1) = X4B - (1,---,1)) := X4(B)

D’apres 5.23, H, (Uni(A,,), @) est un facteur direct de 6(V(8); x B(—5:))/ 0 (V(B)r)
pour I = [0,], i € I fixé (idem pour Int(A,—1)). De plus, la fleche ¢ est induite par la
restriction naturelle (notons 1'égalité V(5); = V(5)r)

(V)1 x BL(=5))/ 0DV (B)1) = 67 (V(B)r x Bo(—(8i — 1))/ 6 (V(B)1)
(=

dont I'image est contenue dans wd&@ ™ (V(B); x Br(—(8; — 1))/ 0 (V(B);) d’aprés 5.12 ce qui

entraine (5).

D’apres (4) et (5), on obtient, pour toute fonction f € &) (Int(A,)), une décomposition
dans 0 (Int(A,_1))

f = Z fa"’g
a€An-1

avec f, € OV (Int(A,_1\{a})) et g € OU=D(Int(A,_,)). Comme rg(A,_1\{a}) < rg(A,),
ona f, € Og) + 017D (Int(A,—1-+1)\{a})) par hypothese de récurrence ce qui établit le
résultat. O

Corollaire 5.29. Soit A,, un arrangement tubulaire fermé d’ordre n > 2d et A,,_sq la projection
de A, d’ordre n — 2d. On a U'inclusion :

Ot (Int(A,)) C O + w0 (Int(A,—24))

Démonstration. Posons r = |w|™! et prenons une fonction f dans &7 (Int(A,)) et donc dans
0" (Int(A,)). En appliquant deux fois le résultat précédent, on montre I'inclusion & (Int(A,,)) C

O+ @200 (Int(A,_2q)). Comme w20 (Int(A,_2q)) C @O (Int(Ap_sq)), la fonction f
s’écrit 3

f=X+wf
avec f € OF(Int(A,_2q)) et A € O, En particulier, A = f — wf € Oy et on en déduit la
décomposition voulue. O
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5.4.3 Cohomologie analytique a coefficients dans 1+ 0t = **

Nous allons maintenant nous intéresser aux faisceaux 1+ &+ et démontrer un théoréme
d’acyclicité semblable au théoreme 5.24. Le résultat suivant est le point clé de cette section.
C’est une application du logarithme tronqué qui permet d’étudier 1+ &++ par le biais de ).
Le cas affinoide a été énoncé dans ([VAP82, 3.26 remarque fin de page 195]) par Van Der
Put. Nous allons donner les détails de la preuve et généraliser ce résultat a quelques espaces
quasi-compacts tres particuliers.

Lemme 5.30. Soit X un affinoide, s’il est O)-acyclique pour tout r > 0, alors il est 1+ O++-
acyclique.

Plus généralement, soit X quasi-compact avec un recouvrement fini U par des affinoides tel
que toute intersection d’ouverts de U soit O)-acyclique pour tout r > 0, alors :

1. si X est 0" -acyclique pour tout r > 0, alors X est 1 + O+ -acyclique

2. si la cohomologie de X a coefficients dans O) est concentré en degrés 0 et t pour tout
r >0, et la fleche naturelle H, (X, 0M) — Ht (X, 0 est injective pour v' > r, alors
la cohomologie de X a coefficients dans 1 + O est concentrée en degrés 0 et t.

Démonstration. On suppose que la cohomologie de X & coefficients dans @) est concentrée
en degrés 0 et ¢ pour tout r > 0, et la fleche naturelle H (X, 0) — HL (X, 00)) est
injective pour ' > r. Les autres cas s’en déduisent en supposant X affinoide ou ¢t = 0. Soit
s # 0 ou t, on veut annulation de la cohomologie de 1 + &7t en degré s. Remarquons que
14+ 0t = lim 1+ 0 (") done (quasi-compacité) :

Ho, (X5 1+ 0%) = lim Hy, (X514 01))

r—1-

On fixe r < 1. On a la suite exacte :
05140 51400 = 0D/60) =0

ou la surjection est donnée par (1 + ) — z. Par hypothése, G)/G*) a une cohomologie
analytique concentrée en degrés 0 et ¢t d’apres la suite exacte :

0= 00 = 0" = 00/60) 50

Il est & noter que I'on a besoin de I'hypothése d’injectivité de H: (X, 0M) — H: (X, 00))
quand s =t — 1. On a donc une surjection :

H (X;14 07)) = H (X: 1+ 0™M). (6)

Supposons maintenant X affinoide. Il suffit de prouver que H? (X;1 + ¢)) = 0 pour r
petit. Si r < |p| et ||z|| < r, alors pour tout n, on a

" "
— | < t|— | <
1200 <l et 1) < o]

Les séries usuelles du logarithme et de ’exponentielle sont bien définies et vérifient
[og(1 + )| = [ exp(z) — 1| = |||
et elles induisent des morphismes inverses I'un de 'autre
log: 140" = 00 et exp: 07 514+ 0.
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D’ou la nullité, par hypotheése. On a méme prouvé l'acyclicité pour tous les faisceaux intermé-
diaires 1 + 0" par surjectivité dans (6).

Si X est quasi-compact et U est un recouvrement vérifiant les hypotheses de I’énoncé, d’apres
la discussion du cas affinoide, si r < |p| alors pour tout n

H (X 1+ 07 213X 1+ 0 u).

Du point de vue des complexes de Cech, les fleches de (6) sont induites par les inclusions
naturelles

X1+ 07 ) Uy = (X1 + 07 ).

Soit ¢ un cocycle de C5(X;1 + €0, U), lassertion (6) implique Pexistence dune suite (¢, ),
avec ¢, dans és_l(X; 1+ 00 ). U) telle que

C

I17= d(c;)

Comme chaque terme du complexe de Cech est p-adiquement séparé complet,

e C(X;1+ 0" ).

e= [ dle;) = d([] )

et ¢ est un cobord (la famille de sous-complexes (C*(X;1 + & e U ))n forme une base de
voisinages de 0 pour la toplogie p-adique). On a montré 'annulation de H: (X;1+ ¢™). O

Les estimés 5.24, 5.21, 5.22 et 5.19 de la section 5.4 permettent d’appliquer directement ce
résultat et d’obtenir (on utilise partout la topologie analytique) :
Corollaire 5.31. On a

1. Les arrangements tubulaires fermés A sont O**-acycliques.

d

2. Les espaces projectifs ]P’m-g’ L

sont O** -acycliques.

3. La cohomologie des fibrations X2(3) pour le faisceau O** est concentrée en degrés 0 et t.

Corollaire 5.32 (Décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé,
on a

o*(t(A) = S 0 (Int(B))

BCA
|B|=rg(B)<d+1

5.5 Cohomologie analytique a coefficients dans G,
5.5.1 Cohomologie des fibrations X(3)
Nous souhaitons montrer le théoreme suivant :

Théoréme 5.33. Soit s > 1, les fonctions inversibles de X{(B3) sont constantes et l'application

f* en cohomologie donnée par la fibration f : X3 (B) — P}, induit une décomposition :

H;, (XF(8), G) 2 Hy, (X(B), 6) x Hyy (P 1 Gin) (7)

De plus, Uinclusion v : X3(B8) — P4, induit une bijection entre H: (P%

rig,L rig,L>
direct H; (Pr,, 1., Gp). Enfin, pour tout corps F' on a une identification

Gy,) et le facteur

(P

rig,L>

Z sis=1
Gm = HS ]P)t 9 Gm =
) zar( zar,F ) {{0} sis>1
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Démonstration. D’apres 5.1 point 3., les recouvrements V() et f*(V(5)) ont des intersections
G,,-acycliques et on se ramene a calculer la cohomologie de Cech sur ces recouvrements. Pour
toute intersection V(3)r, on fixe f~1(V(B);) = V(B)r x BE*(—4,;,) pour ig € I et on a 4.12 :

o (V(B)r) = L6 (V(B)r) x T}
et

o (F1(V(B)) = 0" (BI(=5)) 6™ (V(B)r x BE H(=Biy)) x T}
= Lo (1 V(B)) x 1

N N . . ,
ouT;” = <z]. SEONIS [>Z_M0d C < D1, € [[0,t]]>Z_Mod et i est un élément de I fixé.

Zj
Introduisons le complexe

(CZ( O<z<t = EB T] i
Icfo,]
|I|=i+1

avec pour différentielles les sommes alternées des inclusions. C’est un facteur direct du complexe

de Cech C*(X2(B); G, f*(V(3))) et on en déduit un isomorphisme
B (X[ (8); G, f*(V(8))) = HI(X(B); L*0™(£*(V(B))) x H(C*(T)) (8)
Pour toute partie I, on a une suite exacte de groupes :
1= 14+mp— L' x O (fH(V(B)r) = L6 (f (V(B)r) — 1

D’ott une suite exacte au niveau des complexes de Cech et une suite exacte longue entre les
cohomologies de Cech sur le recouvrement f*(V(3)). Comme le nerf du recouvrement f*(V(5))
est contractile, on a H*(X{(8); 1 +my, f*(V(8))) = H(XA(B); L*, f*(V(B))) = 0 pour s > 1,

d’ou un isomorphisme :
H*(X{(B); L*0™, f*(V(B))) = B (X[(8); 0, f*(V(8B))) = H3, (X[(8), ™).

Le dernier isomorphisme s’obtient par acyclicité des polycouronnes (5.1 point 2. et 5.30).
En degré 0, on vérifie aisément

0" (X{(8) = H(X[(B); L' 6™, f*(V(B))) = L 6" (X[(B)) = L’

car H'(C*(T")) = 0 et 0" (X4 (B)) = 1 +my, (voir 5.22).
Sit =d, f = 1d, on traite alors le cas de I’espace projectif. Mais on sait que IP'TEZ»%L n’a pas de
cohomologie pour le faisceau 0** en degré strictement positif d’ou I'isomorphisme pour s > 1

H (B3 G, [ (V(B))) 2 HX(CT(TY))

et la décomposition (8) s’écrit alors

Hon (X7(8), Gin) = HL, (XT(B), 077) x HE, (P,

rig,L>

Gom).

Remarque 5.34. Pour s > 1, nous avons pu prouver H*(X4(3): A, f*(V(8))) = 0 pour tout
faisceau constant A ce qui établit H (X@(3); A) = 0 par 5.1. Enfin, grace  5.25, nous obtenons
pour tout arrangement tubulaire .4 I'annulation H? (Int(A), A).

Il reste a calculer la cohomologie du complexe (C*(T")).
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Proposition 5.35. On a pour tout corps F

7 sis=1
H: (P! ..G,,) = H(CH(TW)) =
Zar( zar,F' ) ( ( )) {O} sis>1
Démonstration. On note toujours V le recouvrement standard de P, ». Chaque intersection
d’ouverts de V est le spectre d'une algebre factorielle de type fini sur un corps et est donc
G,,-acyclique d’ou H? (Pt G,,) = H* (P! Gy, V). En effet, pour une telle intersection

zar( zar, F zar, F3
Ur, on dispose d'une suite exacte

0—G,, = Ky, = Div—=0

ou Ky, est le faisceau constant des fonctions rationnelles. Comme U; est irréductible, chaque
faisceau K, Div est flasque donc acyclique. On a de plus la surjectivité K(U;) — Div(U;) de
la fleche ce qui entraine 'annulation voulue. En calculant explicitement le complexe de Cech,
on montre

I:I ( zaTF?GWUV) HS(]PzarF7 F* V) X HS(C*(To(t))) = HS(C*<To(t)))
La derniere égalité s’obtient toujours par contractibilité du nerf de V. On rappelle comment

calculer H, (P, r; G;n,). On reprend la suite exacte

0—>(Gm—>lCPiMF — Div— 0

Les faisceaux Kp: o Div sont encore acycliques par irréductibilité des espaces projectifs. Par
zar,
suite exacte longue, on en déduit

HZaraP)zar F Gm) =0sis Z 2
1 4 ~
Hzar(]P)zar F G ) DlV( zar, F)/le(IC[P’t r,F) =7
O
Montrons maintenant la compatibilité de la décomposition (7).
Lemme 5.36. L'inclusion v : X{'(8) = P, . induit un isomorphisme de Hy, (P, 1, Gy,) sur

le facteur direct Hy (PL;, 1,

Gyu) de Hiy (X0 (5), Go).

Démonstration. 11 suffit de montrer I'isomorphisme en degré 1 car les groupes en degrés supé-
rieurs sont nuls et les sections constantes sont identifiées en degré 0. On a, d’apres 5.16 et la
suite spectrale de Cech, H'(P¢ 490:Gm, V) = HL (P, 1:Gy) = Z. Ainsi un fibré en droite (k)
a pour fonction de transition (m(g),k)ogmgd .
%

ﬁpiqu( )’V{IJ} - ﬁv;‘ VJ
m z.
Jld J (z5)7*
ﬁpisz( )’V{Z»J} - J Vi

La restriction a XZ(3) se trivialise sur V(§3) et a toujours pour fonction de transition (m( o) K )0<ij<t-

Gm)
O

Comme ces derniéres vivent sur P I'image de ¢* tombe dans le facteur direct H. (P!

rig, L rig,L>
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Remarque 5.37. On a en fait montré un résultat plus fort; on a un diagramme commutatif :

HZn(Xg(6>7Gm) LHS (szg L?G )
fﬁ =
)
HS (]P)iszvG )
ou ¢ est le morphisme de IP’mgL dans IP)”gL donné par [zg,...,2] — [20,...,2,0...,0]. Par

contre, les morphismes au niveau des espaces ne commutent pas.

Ainsi tous les points ont été démontrés. O

5.6 Etude des arrangements algébriques généralisés

Théoréme 5.38. Si A est un arrangement algébrique généralisé, alors Int(A) est acyclique
pour les faisceauz O, 0** et G, en topologie analytique. Les sections sur Int(A) de 0+, 07,
0™ sont constantes et on a une suite exacte :

0— L* — 0*(Int(A)) — Z[A]° = 0

Démonstration. Considérons la famille (A, ), d’arrangements tubulaires fermés compatible dé-
finie dans (5.5). On obtient alors un recouvrement croissant de Int(.4) = JInt(A,) qui en fait

un espace analytique Stein. Si .# est I'un des faisceaux 0, 6**, G,,, on a la suite exacte

0 — R'lim Hy ' (Int(A,), F) — Hy, (Int(A), 7) — L 2(Int(A4,), F) — 0

Par acyclicité des arrangements tubulaires d’hyperplans 5.24, 5.31, 7?7, on a

Hm F (Int(A,)) sit=0
H,(Int(A), #) = ¢ R'lim .7 (Int(A,)) sii=1
0 sit>2

On peut appliquer 5.14 grace au point technique 5.29 pour obtenir 'acyclicité de Int(.A) pour
0", 0**. On en déduit aussi la description des sections globales de &+, 0", ¢** ce qui donne
en particulier une autre démonstration du résultat [Ber95a, lemme 3].

Pour G,,, on a une suite exacte de systemes projectifs 77 :

0 — (L*0* (Int(A,))n — (0 (Int(An)))n — (Z[An]%)n — 0.
En appliquant le foncteur I'Lnn, on obtient une suite exacte longue :

0— L* — 0*(Int(A)) — Z[A]° — R'lim L* 0™ (Int(A,)) —

R'lim 6" (Int(A,)) = R'imZ[A,]°
On a R'lim L*0*(Int(A,)) = R'lim Z[A,]" = 0 d’aprés la surjectivité de Z[A,—1]° —
Z|A,]° et 5.14. Donc
Picy(Int(A)) = R' lim 0*(Int(A,)) = 0

et la suite suivante est exacte

0— L* — 0*(Int(A)) — Z[A]° = 0
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5.7 Quelques commentaires sur la cohomologie étale et de de Rham
des arrangements d’hyperplans

5.7.1 Cohomologie étale /-adique et de de Rham

En appliquant la suite exacte de Kummer, on obtient d’apres 7?7, 77, 5.38

Corollaire 5.39. Soit m un entier premier a p. On a les diagrammes :

1. si A, est un arrangement tubulaire fermé

0" (Int(A,))/L* 6™ (Int(A,)) —— HL (Int (A, ), o) /(L)

T |

Z[A,)° Z[mZ[A,)°

2. si A est un arrangement algébrique généralisé

O*(Int(A))/L* —“— H}, (Int(A), Z/mZ) /k(L*)

T ]

Z[A]° Z/mZ[A]"°

Proposition 5.40. Soit n un entier, A un arrangement tubulaire ouvert d’hyperplans d’ordre
n et A sa projection fermée d’ordre n — 1. Alors linclusion Int(A) — Int(A) induit un isomor-
phisme au niveau des groupes de cohomologie de de Rham (de méme pour la cohomologie étale

l-adique pour L = C' = ?)

Démonstration. Ecrivons H 'une des deux cohomologies considérées (avec L = C' pour la
cohomologie étale [-adique). La suite spectrale (2) calculant H pour 'arrangement A sera notée

E;7°(A) et E;7°(A) celle pour I'arrangement A. Nous allons les comparer pour établir le
résultat.

Considérons B une partie de A et B sa projection dans A. On a rg(B) = rg(B) = t+1. Alors
il existe 8 € N**1 tel Uni(B) 2 Y;4(8) et Uni(B) = X¢(53). L’inclusion est la fleche naturelle.
Les deux cohomologies H vérifient I’axiome d’homotopie ie. pour tout espace analytique X, on

a des isomorphismes induits par les projections naturelles :
H*(X x B) = H*(X) = H*(X x B)

Ainsi, les fibrations induisent des isomorphismes entre la cohomologie de P}, ; et celles de
Y4(B3), X4(B) compatibles par commutativité du diagramme :

Xi(B) Y™ (B)

~,

]P)t

rig,L

Par somme directe, on obtient un isomorphisme entre les suites spectrales, d’ou le résultat. [

5.7.2 Cohomologie étale p-adique des arrangements algébriques d’hyperplans

Ici, L = C et on verra Int(A) comme un C-espace analytique par extension des scalaires
pour A un arrangement d’hyperplans K-rationnels.
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Proposition 5.41. Soit A un arrangement algébrique K-rationnel, on a un isomorphisme
canonique

He (Int(A), Q) ® € = Hig (Int(A)).

Remarque 5.42. Le résultat récent [CDN, Theorem 5.1. | semble suggérer que 'on a encore le
résultat pour les arrangements algébriques généralisés.

Démonstration. Appelons E;"°(ét) et £ "°(dR) les suites spectrales calculant respectivement
la cohomologie étale p-adique et la cohomologie de de Rham. Nous allons exhiber un isomor-
phisme canonique E;"*(ét) ® C' — E;"*(dR). Considérons alors une union Uni(B) et écrivons
la Z&. Nous allons montrer

H; (2, Q) ® C = Hin(ZY).
Appelons A le faisceau constant Z/p"Z. D’apres un résultat de Berkovitch ([Ber95b, lemme
2.2]), pour tout espace analytique S, tout entier m et ¢ : AT} ¢ — S, on a R’ QS*AAm .= = 0 pour

i > 1. On a alors, par la suite spectrale de Leray, pour toute intersection f~ (VI) de f*(V),
RNy, = R Ay, o+ X — Sp(C) pour tout C-espace analytique X. Par Cech, on
obtient que Rw*Ath = sz*A]pi ~_d’ou un isomorphisme

ert(th7QP) = Hét( r19,C» Qp)

De plus d’apres ([dJvdP96, théoréme 7.3.2.]), on a un isomorphisme canomque HE (PLiy o Qp) =
HE (P, o, Qp). Par étude du cas algébrique, on en déduit que H (PL;, -, Q) ® C est engendré
en tant que C-algebre graduee par 'image du faisceau tordu (1 ( ) par 'application de Kum-
mer Pic(Pl,, o) — HZ (PL;, o, Q,). On construit alors un isomorphisme en identifiant les classes
logarithmiques. Ces morphismes commutent bien aux différentielles de la suite spectrale. On
en déduit le résultat a la convergence.

[]

6 Le revétement modéré

6.1 Modele de Deligne

Donnons une interprétation modulaire aux calculs réalisés dans 3.3. On appelle o le Frobe-
nius sur F, i.e. o(x) = x7 et on notera encore o un relevé sur Op. Si X est un schéma algébrique
sur F, ou un schéma formel sur O}, on appellera Fr o.'X — X le morphisme de Frobenius.
De méme, si R est une O -algébre, on notera R(®) I'algebre sur O} tordue par o.

Soit D l'algebre centrale simple sur K d’invariant ﬁ et Op l’anneau des entiers de D.
Si K(411) est une extension non ramifiée de K de degré (d 4+ 1) contenue dans D et O(gy1)
'ordre maximal associé, alors il existe IIp dans Op tel que Op = Oy {Ilp} avec 4 = w
et pour tout a dans Ogy1), lIp-a = o(a) -lp. Si R est une Og-algebre, on note R[II] I'algebre
R[X]/( X! — @),

Pour tout simplexe 0 = {sq, ..., s;} dans BT, on définit un foncteur

Fo : Nilp — Ens

ou Nilp est la catégorie des O-algebres R telles que w soit nilpotent dans R. Si R est une telle
algebre, F,(R) est I’ensemble des classes d’isomorphisme des diagrammes :

o M M, < . c M, (9)
=, b,
Lo—2 -, -2 I.r,

~_ .
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tels que les L; soient des faisceaux localement libres de rang 1 sur S := Spec(R), les applications
IT des morphismes de Og-modules et les «; des morphismes de Og-modules qui vérifient la
condition :

ker(ay(x) : M;/wM; — L; ®g k(x)) C M;1/wM; (10)

pour tout = € |S| (k(z) étant le corps résiduel de x).

Soit ¢ un simplexe, décrivons plus précisément le foncteur F,. Soit R un objet de Nilp et
((L;)i, (i), (IT)) un point de F,(R), donnons-nous une base (fo, - - - , fq) adaptée au simplexe o.
Pour 0 < j < d et i l'entier tel que f; € M;\M,;1, la condition (10) impose que «;( f;) engendre
L;. On trouve alors un unique élément z; € R tel que o;(fy,) = z;0:(f;) quand j # d;. On

note x4, € R I'élément vérifiant o;(d;) = x4, ,i(diq). L'égalité IT o --- o Il = w entraine
[To<i<k ¥4, = w. La condition (10) implique I'inversibilité des éléments F,(zo,--- ,z4) ou P,
sont les polynomes introduits dans 3.3. Trouver un (d+ 1)-uplet (zo, - - - , x4) vérifiant ces deux

conditions détermine les morphismes («;); et (II) et nous avons en fait démontré
Proposition 6.1. F, est représentable par le schéma formel H%KJ défini précédemment.

Si on considere o' = o\{s;} pour j dans [1, k] alors F,/(R) correspond au sous-ensemble
de F,(R) constitué des diagrammes (9) qui vérifient en plus la condition que L; et L;i; sont
isomorphes. On obtient notamment une immersion ouverte H%K,U, — H%KJ et on définit F
comme la limite sur BT des F,.

Le foncteur F est en fait isomorphe au foncteur, qui a une algebre R de Nilp associe
I'ensemble des classes d’isomorphisme des quintuplets (¢, n, T, u,r) avec

e 7 faisceau de Op-modules plat, Z/(d + 1)Z-gradué et constructible sur Sz, (ou S :=
Spec(R)),

e T faisceau de Og[II]-modules, Z/(d + 1)Z-gradué et tel que les composantes homogenes
sont des faisceaux inversibles sur .S,

e u : 1) — T morphisme Op-linéaire de degré 0 tel que u® Og : n®p, Os — 1" est surjectif,
e 1 isomorphisme K-linéaire du faisceau constant K% vers ny ®p K,
qui vérifient les conditions :

1. la restriction de 7; au lieu d’annulation S; de Il : T; — T;,; dans S est un faisceau

constant isomorphe au faisceau constant (’)?(“,

2. pour tout x de S, n,/In, — (T,./1IT,) ® k(z) est injective,
3. pour tout i dans [[0,d], A** ()]s, = @t ATTH(ITrO%)

S;-
Théoréme 6.2. Le foncteur F = ligrl]:a est représentable par le schéma formel H%K.
Cela nous donne en particulier que le foncteur FP" est représentable par H%k. Via cet

isomorphisme, 'action naturelle de PGLgy1(K) sur H%R vu comme un sous-espace stable de
Pd

4.k induit I'action suivante sur F”" ([BC91, Proposition 6.2] pour le cas d = 1) :

g+ (.0, T u,r) = (¥, n[v(det(g))], Tv(det(9))], ulv(det(g))], T o r 0 g =)

pour tout g dans GLgy1(K), ot Bln| est l'algebre Z/(d + 1)Z-graduée décalée de n pour B une
Z/(d + 1)Z-algebre graduée.
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6.2 Interprétation modulaire de ’espace de Drinfeld

Pour construire le premier revétement de ’espace de Drinfeld, nous avons besoin d’une autre
interprétation modulaire de cet espace, ce qui demande quelques notions et notations.

Si A est une Og-algebre, un Op-module formel sur Spec(A) (ou, plus simplement, sur A)
est un groupe formel F' sur A muni d’'une action de Op, notée ¢ : Op — End(F), qui est
compatible avec l'action naturelle de Ok sur l'espace tangent Lie(F'), i.e. pour a dans Ok,
di(a) est la multiplication par a dans Lie(F). Le Op-module formel F' est dit spécial si Lie(F)
est un O(g41) ®o, A-module localement libre de rang 1. On a le résultat classique suivant :

Proposition 6.3. Sur un corps algébriquement clos de caractéristique p il existe un unique
Op-module formel spécial de dimension d + 1 et de (Ok-)hauteur (d + 1)?, a isogénie preés.
On notera CIDFQ I'unique (a isogénie pres) Op-module formel spécial (I)?q sur F, de dimension

d + 1 et hauteur (d + 1)? (I'entier d étant fixé par la suite, nous ne le faisons pas apparaitre
dans la notation @z ).

Considérons le foncteur GP” : Nilp — Ens envoyant A € Nilp sur I’ensemble des classes
d’isomorphisme de triplets (¢, F', p) avec :

e ):F, - A/wA est un F morphisme,
e [ est un Op-module formel spécial de dimension d + 1 et de hauteur (d + 1)? sur A,
e (I)E ®F, AJ/wA — Fyjma est une quasi-isogénie de hauteur zéro.

Le théoreme fondamental suivant, a la base de toute la théorie, est dii a Drinfeld :

Théoréme 6.4 ([Dri76]). Le foncteur GP" est représentable par Hdok-

Remarque 6.5. L’isomorphisme précédent identifie les parties isotypiques de Lie(X) et les fais-
ceaux T1;.

Remarque 6.6. On définit le foncteur Q~Di de la méme maniére que GP" mais en ne fixant plus
la hauteur de la quasi-isogénie p. Alors GP" est, lui aussi, représentable par un schéma formel
MY, sur Spf(Of), qui se décompose

g~Dr _ H gDr,(h)’

heZ

ott GP™(M) est défini comme précédemment en imposant que la quasi-isogénie p soit de hauteur
(d + 1)h. Chacun des GP"(") est alors isomorphe (non canoniquement) au foncteur GP7, ce qui
induit un isomorphisme non-canonique

A A0 ~ Hd
= X 7.
MDT Oy

6.3 La tour de Drinfeld

On note X le Op-module formel spécial universel sur H‘ék (cf. th. 6.4) et ¥ le module formel
spécial universel déduit de la représentabilité de GP". Pour tout entier n > 1 'action de 117},

induit une isogénie de X et de X. Le schéma _en groupes X[IIp] = ker(X 1, %) (vesp. X[IT7))
est fini plat, de rang ¢"**Y sur HE . (resp. Mp,).
On note X° = H% et MY, = (MY, )ris =~ HY% x Z. Pour n > 1 on définit

2= (RPN '), M, = (X[ \X[I ).
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Les morphismes d’oubli ¥" — X° et M7, — MY, définissent des revétements finis étales de
groupe de Galois® O% /(1 + II,Op). On a encore des isomorphismes non-canoniques M?%, ==
> X 7 et les revétements respectent ces décompositions.
Le groupe G s’identifie au groupe des quasi-isogénies de X, il agit donc naturellement sur
chaque niveau de la tour (M?%,.),>0. De méme, le groupe O}, permute les points de II},-torsion et
%, agit sur M, a travers son quotient OF/(1+11%,0p) ~ Gal(M?P, /MY, ). Ces deux actions
commutent entre elle et les revétements M7, — MY, sont G-équivariants. En revanche, le

reveétement X" — X0 est seulement GLg, (O )-équivariant °.

6.4 Le premier revétement

Nous nous intéressons désormais au cas n = 1. L’espace X! est un revétement de X9, de
groupe de Galois IFZdH. Ce groupe est cyclique et son cardinal

N:qd+1_1

est premier a p. C’est un revétement modérément ramifié et ces deux propriétés joueront un role
central dans I’étude que nous voulons mener. Le schéma X[IIp] est, en particulier, un schéma
en [F,-espaces vectoriels et la condition que X soit spécial entraine que X[IIp] est un schéma de
Raynaud. En utilisant la classification des schémas de Raynaud, il a été montré, par Teitelbaum
[Tei90, théoreme 5] pour d = 1 et par Wang [Wanl4a, lemme 2.3.7.] pour d quelconque :

Théoréme 6.7. Soit s le sommet standard de BT et

)
Uy = (i)q—l7

HeHi\{Ho} Lr,

avec Hy € Hy une direction a Uinfini privilégiée et lg =: l,,, une forme linéaire pour ay € K+

unimodulaire tel que H = ker(I})). On a

%[HDHH%R,S = Spf(A[T]/(T"" — = T))

avec A, = OHp, ).

Nous allons rappeler les arguments dans la section suivante pour le confort du lecteur. En
effet, le théoreme précédent décrit le « niveau entier » du premier revétement alors que le
résultat de Wang décrit la fibre générique. Toutefois, ce résultat plus fort est utilisé dans la
preuve méme s’il n’est pas énoncé explicitement. Nous le préférons car il détermine tous les
objets qui nous intéressent (fibre générique et fibre spéciale).

On peut encore définir une fleche de réduction de X! vers 'immeuble de Bruhat-Tits BT
s’'inscrivant dans le diagramme :

El
[N
™
d T
HY —— BT
Pour tout sous-complexe simplicial 7' C BT, on note

Y= v Y(T), zlm =YL ®y L.

8. De méme, les morphismes intermédiaires £" — 2"~ et M7, — M5! sont des revétements finis étales
de groupes de Galois (1+1I1}; ' Op)/(1+11%Op). Les tours obtenues définissent aussi des revétements pro-étales
de groupe de Galois O3,

9. En fait, il Pest pour le groupe qui préserve X! =2 %1 x {0} & savoir v o det™*((d + 1)Z) C G.
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Le théoreme 6.7 établit I'isomorphisme

1

¥y 2 HE (wu)7™).

Nous allons aussi généraliser cette description au revétement de type Kummer X! sur H‘Ilu(
tout entier.

6.5 Schémas de Raynaud

Soit S un schéma formel sur Spf(Ok), nous nous intéressons aux schémas X/S en groupes
muni d’une action de F a1 avec ¢ = p/. Si on note Z I'idéal d’augmentation de X, il admet une
décomposition en parties isotypiques pour I'action du groupe commutatif deﬂ,

- @ <.
XG(F2d+1)v

Définition 6.8. On dit que X est un schéma en F 4+1-espaces vectoriels de Raynaud si les
parties isotypiques .Z, sont localement libres de rang 1. Si chaque ., est un O'x-module libre,
nous dirons que X est un schéma de Raynaud libre.

Notons 'existence de fleches pour y, x’ des caracteres :
Cox P L = L Q Ly
dyy + Ly ® Ly = Loy

provenant de la multiplication et de la comultiplication dans Ox.

Définition 6.9. On dit que x est fondamental si le prolongement de x a F a+1 (envoyant 0 sur
0) est un morphisme de corps.

Si xo est un caractere fondamental, on observe que la famille (x;)icz/ f(a+1)z = (X{)’i)iez JF(d+1)Z
parcourt ’ensemble des caractéres fondamentaux. De plus, tout caractere y admet une unique

écriture
a;
X = H Xi
i€Z) f(d+1)Z
avec o; = 0,...,p — 1. Nous introduisons alors
L = L
G - Xi+1 Xi

di : g)ﬁ)p — gxiJrl
La composée d; o ¢; est donc dans End(.Z,,,,) = O(S).

Proposition 6.10 ([Ray74] proposition 1.3.1). Il existe une extension R/Ok et w une constante
de R telles que pour tout schéma de Raynaud X/S,

RC O(S) etVi,dioc; = wId_in+1 .

Nous pouvons énoncer la classification de Raynaud.

Théoréme 6.11 ([Ray74] théoreme 1.4.1). Soit S un schéma sur R, Uapplication
X/S = ("gxi? Ci, dz)z

induit une bijection des schémas de Raynaud sur S a isomorphisme prés vers les familles de
faisceauz inversibles (X£;); munis de morphismes ¢; : £;11 — .,Zf@p et d; : .,%Z@p — L1 vérifiant
diOCi = U)Id%_H.
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Remarque 6.12. En fait, la preuve du théoreme précédent montre aussi que la multiplication
dans I'idéal d’augmentation induit des isomorphismes

d: QL5 = 2L,

pour X = [licz/par1yz X" avec a; =0,...,p— 1.

Corollaire 6.13. Soit S = Spf(A) un schéma formel sur R et X/S un schéma de Raynaud
ltbre, on peut trouver des sections (vi)iez/(dﬂ)z dans A telles que

X = Spf(A[yO, e :Z/f(d+1)fl]/(yf - Uiyi+1>)'

La famille (v;); est unique modulo la relation d’équivalence (v;); ~ (v}

1) si et seulement si il
P

existe (u;); dans A* telle que v} = v;—i-.
Uj+1

Démonstration. Fixons un caractere xy = [; x;" et choisissons y; € (X)) un générateur de %,
pour tout caractere fondamental x;. Dans ce cas, %, est engendré par [Jy;" et le morphisme
di : LEP — .., induit une relation y = v;y;11 avec v; € A. Comme X = Spf(A @, Z, (X)),
on voit aisément que

X =Spf(Alyo, - -, Yra+1)-1)/ (Y — viYit1))-
Le choix d’un autre jeu de générateurs (y;); = (yiu;); avec u; € A* entraine 1'écriture

'LLp

O(X) = Alyos -+ Yyarny-1)/ W — vi——Yi1)-
Uit
Ainsi choisir une classe d’équivalence des (v;); détermine les morphismes d; et aussi les mor-
phismes ¢; via la relation d; o ¢; = wld L Ceci entraine 1'unicité des (v;); par classification
des schémas de Raynaud. [

Expliquons maintenant le lien avec les Op-modules formels spéciaux. Dorénavant, X dési-
gnera un Op-module formel. Dans ce cas, X[IIp] est un schéma en F 4+1-espaces vectoriels. On
notera encore Z, .%,, I'idéal d’augmentation et les parties isotypiques de X [IIp].

Définition 6.14. On écrira A le sous-ensemble des caracteres fondamentaux qui sont F-
linéaires. Quitte a permuter les caractéres fondamentaux, on peut supposer yo € A. Dans
ce cas, on a l'égalité v

A={x¢:0<i<d}={xn:0<i<d}

Pour simplifier, on pourra écrire .£; = £, ;..

La proposition suivante!® exhibe le lien entre les faisceaux %, et la décomposition en
parties isotypiques de Lie(X).

Proposition 6.15. On a d’une part
WX (Mpl/s = I/I2 = @g)ﬁ/dl(gx@;l—)l)
et d’autre part

wxp)/s = wx/s/Mpwx/s = € Lie(X)y,,_;/II Lie(X);_,.
i€Z)(d+1)L

10. Voir [Panl7, Corollary 3.4.] pour une preuve en dimension 1. La démonstration en dimension supérieure
se généralise aisément.

29



On en déduit que si X est spécial, X[IIp] est un schéma de Raynaud [Wanl4a] ™

Corollaire 6.16. Soit S = Spf(A) un schéma formel sur R et X/S un module formel spécial
tel que le schéma de Raynaud X[Ip] soit libre, alors

X[IIp] = Spf(Alyo, - - -, yal/ (U] — viyi+1)).

La famille (v;); est unique modulo la relation d’équivalence (v;); ~ (v

%
q
) u;
existe (’U/,L),L dans A* telle que ’U; = Ul'u_jrl .
T

)i si et seulement si il

Démonstration. Nous savons déja 6.13 :

X[IIp] = Spf(Algo, - - - 717f(d+1)—1]/(§/f — 0;Jit1))-

Si x; n’est pas un caractere fondamental F-linéaire, alors la partie isotypique de wxim,)/s
associée a y; est triviale d’apres 6.15. Toujours par 6.15, on en déduit 2, = d;—1 (L3P, ) ou dit
autrement ¥;_; € A*. On peut ainsi exprimer ¢; en fonction de g;_;.

Ainsi, on peut écrire :

X[IIp] = Spf(Alyo, - - - yal /(Y — viyis1))
avec yi = i Vi = V(a1 - D Of
Pour I'unicité des sections (v;);, il suffit d’observer que chaque variable y; est vu comme un
générateur du fibré .Z, et on peut appliquer 'argument de 6.13. O

6.6 Application a X[IIp]

Intéressons-nous maintenant a X le module formel spécial universel sur Hdok. On fixe s le
sommet standard et o I'aréte standard de type (1,d) et on note X[IIp], et X[IIp], la restriction
de X[IIp] au-dessus de s et de o. Le résultat précédent appliqué au tube au-dessus de s et de
o nous donne

Corollaire 6.17. Il existe une fonction u'® € fl; unique modulo (A:)N et des fonctions inver-

sibles uéo),uga) € 121(*, telles que

d+1

X[Ip], = Spf(f‘is [yo]/(yg - WU(S)?JO))

X[Mpls = SpE(As[yo, yal /(W — u§ xaya, v — 1§ x00))
avec A, = O(HY, s) et A, = O(HY o)

Démonstration. On appelle z; les variables introduites dans 3.3. On prouve dans un premier
temps l'annulation des groupes de Picard de ]I-]Id ) et ]H[d . Pour cela, on rappelle succinc-
tement les arguments de Wang [Wanl4a, Lemme (2 4.6)]. D apres [FvdP04, 3.7.4], il suffit de
raisonner en fibre spéciale. Pour le sommet, la fibre spéciale est le spectre d’une F-algébre
factorielle de type fini. Pour I'aréte o, la fibre spéciale admet deux composantes irréductibles
V(zg) = Vo et V(x4) = V4. On a une suite exacte scindée

0= A/(XoXa) = A/(Xo) x A/(Xg) = A/(Xg, Xg) = 0

avec A = F[Xy, ..., Xg]. Soit p un point fermé de la fibre spéciale Hd (resp. Vo, Vi, Vou =
V(Xa) NV (Xo)), l’anneau local en ce point est un localisé de A/(Xon) (resp. A/ Xy, A/ X4,

11. Notons que [Van, 4.15] donne une condition suffisante pour que la réciproque soit vérifiée.
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A/(Xo, Xy)). On a la méme propriété pour les sections globales de ]I-]I% ,» Viet Voa. On en déduit
les suites exactes scindées

* >k * *
0— ﬁH%g"’ = Oy, X Oy — Oy o — 0

0,d:P

0— ﬁ*(H%’U) — 0" (Vo) x 0" (V) = O*(Voa) = 0
On en déduit la suite exacte de faisceaux :

*

0— ﬁﬁ% = 1Oy X 1.0y, — 1.0y — 0

ot 1, désigne les immersions fermées de V(X;) ou V(Xo) NV(Xy) dans HZ .
La suite exacte longue associée induit I'exactitude de

0" (Vo) (67 (Vo) x 0"(Va)) = Pic(HZ ) — Pic(Vp) x Pic(V;)

On a montré que le premier quotient est trivial et Pic(Vp) = Pic(V;) = 0 car les deux fermés
sont affines de sections globales factorielles. On en déduit I'annulation du groupe de Picard
recherchée.
Ainsi les deux modules formels X[IIp];s et X[IIp], sont des schémas de Raynaud libres, on
a d’apres 6.13, A
X[Mp), = Spf(A,[yo, - - yal/(y! — 017yis1))

X[Mplo = Spt(Aslyo, -, yal /(W — 017 yir1)
Si on note (¢, n, T, u,r) le quintuplet universel du modele universel de Deligne, alors (7}) s’iden-
tifie aux parties isotypiques de Lie(X) (6.4 et 6.5). Sur le sommet s, IT : T/, — T,/ ;. est
inversible pour i # 0 et on peut trouver des générateurs ro, 71 de T, , T, respectivement, tels
que II(ry) = wre. On en déduit par 6.15 que
Lol dpay-1(Lf, ) = T /I(T)) = 0w

Xf(d+1)—1

Ainsi, v,fs) est inversible si et seulement si i # d et on v((f) — wuy avec ug € A*. En particulier,

toutes les variables y; peuvent s’exprimer en fonction de yo d’ou 'écriture

A d+1

X[lpls = Spf(As [yo]/(yg - wu(s)yo))

avec u(®) = (v(()s))qd (v§5))qd‘1 e ( ((f_)l)qud. L unicité de u découle des conditions d’unicité sur les

o 6.13.

De méme sur o, v\”

)

est inversible si et seulement si ¢ # d,d — 1 et on peut exprimer les

variables y; en fonction de yy et y4. On a aussi des relations vc(l‘i)l = TqUg_1 et vc(lg) = Touq €t

Torg = w. On en deduit ’écriture
n d o o
X[Mpls = Spf(Aslyo, yal /(i — ul waya, v§ — v woy0))

avec 1) = ug et w7 = () (0),) 0.

Corollaire 6.18. En reprenant les notations ci-dessus, on a la congruence :

u® = (u?) 2™ (mod (A7)")
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Démonstration. 11 s’agit d’observer que X[IIp]s = Spf(O(X[Ilp],)[1/x4]). Ainsi, au dessus du
sommet s, on peut exprimer la variable y,; en fonction de yy dans la description precedente de
X[IIp],. On obtient alors I'equation

d+1

X[Mp]s = Spf(Aslyol /(s — w(ul”) a2 yo))

et on conclut par unicité de u®).
m

On peut maintenant terminer la preuve de 6.7 et déterminer un représentant de u(®). 121;‘ =
O (L+AFH)TI H(zl7HO>Z ou H parcourt un systéme des représentants S; des hyperplans modulo

w. Ainsi A*¥/(A)N = HH(;YH)Z/NZ. En fibre générique, le revétement GLg11(Of)-invariant
0
»! - H%ms s’écrit en fait H‘fgk75((u(5))1/N) donc u® est invariante sous I'action de GLg41(Ox)

dans A*/(A*)N. Ainsi, u®) peut étre choisi de la forme [ IS avec Y5 g = 0 (mod N). On
notera ordH(u(S)) := ay. Comme l'action est transitive sur les hyperplans, o := ay ne dépend
pas de H et |Sija =0 (mod N). Ainsi (¢ — 1)]a car |S1] = |N|/(q — 1).

On se place maintenant sur I'aréte o considérée précédemment. Si on note [z, ..., z4] les
variables sur ’espace projectif ambiant, alors la coordonnée x; au dessus de o définie dans 3.3
correspond & x4 = z4/21. On appelle H = ker(z,), on a la relation

ordy (u®) = (¢ — 1) ordy (z571) + gordy (ul”) + ordy (1) (mod N)
Comme x4 n'est pas inversible sur o, et u{”, u{”) le sont, on a ordy (ul”’) = ordy (uf”) = 0. Par
definition ordy(xz4) = 1 et on en deduit que o = ¢ — 1, ce qui conclut la preuve de 6.7.

6.7 Equations pour le premier revétement de ’espace symétrique
de Drinfeld

L’objectif de cette section est de donner une équation pour le premier revétement X! de
HC;Q - Ce dernier a un groupe de Galois cyclique d’ordre N = g™ — 1 qui est premier a p et
on le voit comme un py-torseur ou encore comme une classe du groupe Hét(H‘;g v N )-

Mais les résultats de la section 5 permettent de décrire explicitement ces torseurs. On
rappelle que 'on a deux recouvrements admissibles croissants par des ouverts admissibles

H%L = U0 Unr = L>JO U, Chacun de ces ouverts est stable sous 'action de GL441(Ok).
n> n>

Corollaire 6.19. Soit [ un entier premier a p (non nécessairement premier), L une extension

complete de K :

1. Un py-torseur de H%L a isomorphisme pres est décrit par une suite de fractions ration-
nelles homogénes de degré zéro (Ayuy), avec \ une constante de L et u, de la forme

Muen, L3 avec ag dans Z tel que Apiitni1 = Ayu, (mod 0**(U,—1.1)).

2. De plus, la famille (u,), est compatible pour les projections naturelles H,+1 — H, ie.

ag = > ap (modl) pour tout H € H,,.
ﬁe?’lwrkl
H=H

3. Pour tout n, la restriction sur U, 1 d'un p-torseur (Ayu,), de H%L est K(Apty,).

4. Tout w-torseur sur U,_q 1 s’étend de maniére unique sur U, en un torseur provenant
d’un torseur global sur HY ;.

5. Pour tout p-torseur global H‘}QL, lécriture en fractions rationnelles k(A,uy) sur (ofn,L est
unique (si on voit A, € L*/(L*)! et ag € ZJIZ).
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Démonstration. La fleche de Kummer induit un isomorphisme Z/IZ[H,]° = H, (U, 1, ju) d’apres
5.39 ce qui prouve les points 3. et 5. Comme tous les groupes précédents sont de type fini, on a
Pisomorphisme H (HY% ;. 1) = lim H(Un,z, ) 5.39 et on en déduit les points 1. et 2. Pour
4., il suffit d’appliquer 5.40. O

Revenons au premier revétement. D’apres ce qui précede,
1 d 1/N
o =Hy, o ((u)'N)

avec A\u = (Auy,) ' un élément de H, (HY ., pun) et nous allons déterminer les quantités (Auy, )y

et ay € Z/IZ associées (voir 6.19). L’observation clé est de voir que le revétement 7 : X! —
HCII{ i st GLg11(Ok)-équivariant. Le résultat suivant montre qu’il n’y en a essentiellement

qu’un seul.
Lemme 6.20. Si on pose™® u = (un)n = ([Ixen, l;{}‘_l)n € Z/NZ[H]" alors
Hét(H;l(j@ﬂN)GLdJrl(OK) = @/ x <’§(u(q71))>Z/NZ-Mod

d

1 d GLg4 Ok s .. .. \
et un torseur de Hét(HKﬁ,uN) +1(OK) est déterminée par sa restriction a HKI(,S.

Démonstration. Soit @*v = (@w*v,,), = (@* [1gen, [ )n un torseur de Hét(H}i(’k, pupy ) Gl (O,
L’action de GLg441(Of) sur H}et(H?{, > Iv) est induite par 'action naturelle sur chaque H,, qui
est transitive. Comme I’écriture en fraction rationnelle du torseur est unique (point 5 de 6.19), on
obtient ay = ayr =: v, pour tout H, H' dans H,,. Les fractions rationnelles v, sont homogeénes
de degré 0 et doivent former une famille compatible, on a donc les relations «,, = Wﬁj'anﬂ et
|Hpla, =0 (mod N).

Calculons la quantité |#,|. On a une identification

H,, = {vecteur unimodulaire de K** mod @"}/(Ox/w"Ok)*.

Le premier est de cardinal [(Ox /@" O )™\ (@O [w" O )| = ¢FTH —¢n=DET) — Ngn=D(@+D)
et le second (g — 1)g"~! d’ott |H,| = N¢™ V9. On en déduit alors

o, = qdoznﬂ et a, € (¢ —1)Z/NZ = Ann(|H,|) = Ann(N)

Ainsi, pour tout n, on a a,, = ¢" (¢ — 1)ay ie. v = wl@~Y% L’élément &, détermine le torseur

@"v et ne dépend que de vy qui caractérise la restriction de w"v sur U = HY . ce qui
termine preuve. o O
Par 6.7, on sait de plus :
1 _ 1 _ 7rd ~1\1/Ny\ _ rd (a—=1)y1/N
Ylg, o = s = Hy g (@ TT ) ™)YY) = Hy ¢ (') (11)

HeH,
ce qui entraine

Théoréme 6.21. On reprend Uélément u = (uy,), € Z/NZ[H]® définie dans 6.20. On a

2y = Uug(@ud™)™), S =T, x(@ufi”)V) et B = Hy (@l D)),

n, n

12. On a une identification K*/(K*)N = w?/N% Comme les formes linéaires (Iz7)pe3 choisies proviennent
de vecteurs unimodulaires qui sont uniques a un ¢élément de 0%, C (K*)N, on a une décomposition naturelle en

produit H} (HY ., un) = @?/N2 x Z/NZ [#]°. En particulier la constante X est bien déterminée.

KK’
13. On a légalité |H,|¢" 1(q—1) € NZ et on a bien (u;q_l))n € Z/NZ[H]°. On peut aussi les écrire sous la
forme uld ™" = aen (ll?H)qn_l(qfl) (cela ne dépend pas du choix de H € H.,).
n 0
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Remarque 6.22. Les constantes k() et le torseur £(ul?~Y) engendrent H} (HE % pupy ) Gl (Or)
sont faiblement équivariant, la suite exacte écrite dans 2.1 devient :

0 — F* — Tors " n R (EY. ) — HY (HY, 0, i) 41 O%) — 0

KK’

On retrouve aisément le résultat bien connu 2.2

Corollaire 6.23. Les revétements X' et E|1U ont ¢ — 1 composantes connexes géométriques.
n, K

6.8 Calcul des fonctions inversibles du revétement modéré

Comme précédemment, on note N = ¢**t —1 = (¢ — l)N . En guise d’application de
I'équation précédente, nous souhaitons calculer les sections inversibles de ¥1. Ce résultat sera
un prolongement de 4.1 qui calcule les sections inversibles en niveau (0. Nous n’en aurons pas
besoin pour la suite.

Comme précédemment, on note N = ¢t — 1 = (¢ — 1)]\7 Nous souhaitons calculer les
sections inversibles de 3} . On suppose que L D K est galoisien et qu’il contient racine N-iéme de
w. Les autres cas se déduiront en passant aux invariants sous le groupe de Galois. Donnons-nous
une unité u € O*(H} ) tel que Bt = HY, . ((cwu?” DINY (ef 6.21). Ainsi, B = HY | ((ue1)YY)
par hypothese sur L. )

On fixe t dans 0*(X}) une racine N-iéme de u?~! et on pose tg = % Pour tout a € p,-1(K),
on introduit le polynéme interpolateur de Lagrange .Z,(X) ie le polyndéme unitaire de degré
q—2 quivaut 1 en a et 0 sur p,—1(K)\{a}. Les composantes de 3} sont alors en bijection avec
la famille d’idempotents {.-Z,(t0) }acp,_,(5)-

Enfin, si X — Y est un revétement de groupe de galois cyclique, nous introduisons la norme
galoisienne Nrm : 0(X) — €(Y') avec Nrm(f) =[], g- f ou g parcourt les automorphismes de
X/Y.

Théoréme 6.24. Reprenons les notations précédentes, toute fonction inversible v de $1 admet
une écriture

v = Z 10,2, (to)

a€pg—1(K)

ot (vq)a sont des sections inversibles de Hy, ; et 0 < j, < N —1.
De méme, si T C BT est un sous-complexe simplicial connexe, toute fonction inversible v
de X} p admet une écriture

V= Z tj“Ua(l + fa)$a<t0)

a€pq—1(K)

ot f, est topologiquement nilpotente sur Ei,T, (Va)a sont des sections inversibles de H%L et
0<j,<N-—1.

Remarque 6.25. Dit autrement, sur chaque composante connexe du premier revétement, les
fonctions inversibles du premier revétement sont engendrées par & *(HC}( 1) et par t.

Comme on peut raisonner sur chaque composante connexe, nous nous concentrerons plutot
sur le revétement ¥} = H% ; (u!/ N ). Par abus, nous écrirons encore ¢ une racine N-ieme de u.
Nous aurons besoin des deux résultats techniques suivants :

Lemme 6.26 (Principe du maximum) Soit T C BT wun sous-compleze simplicial connexe,
une fonction f = SN ' fit! de ZLT est a puissance bornée (respectivement topologiquement

nilpotente) si et seulement st, pour tout i, u fiN l’est si et seulement si pour tout sommet s de
T, flsy  lest.
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Pour tout H dans P4(F,), on fixe Iy : 2 — Y; a;z; une forme linéaire telle que H = ker(lp).
On dit que H = oo sily(z) = zo. Dans F[ X4, ..., X,], on note encore Iy = ag+a1 X1+ - -+ a4 Xy

Lemme 6.27. On considére le revétement

1 1 o
F[X17"'7Xd7f] %F[leadeﬁvt]/(tN_P)

ol P = Tlyepap oo ler- Soit v dans F[X1,..., Xq, 5,t]/(t" — P), alors Nrm(v) = 1 si et
seulement si v est une racine N-iéme de 'unité.

Nous tirons des lemmes précédents les résultats suivants

Corollaire 6.28. Soit f une fonction sur i}: telle que Nrm(f) = 1 alors f est une racine
N-ieme de l'unité.

Corollaire 6.29. Si T C BT est un sous-complexe simplicial conneze, f € 0*(X] 1) telle que
Nrm(f) =1 alors il existe fo dans 0*(H} ;) et g dans O (3] 1) tels que

f=fl+g).

Nous commencons par prouver ces conséquences en admettant les lemmes techniques.

Preuve de 6.28. On prend f = SN ! fit' de norme galoisienne 1, on raisonne sommet par
sommet grace au lemme 6.26. Fixons s dans B7,, le tube >! admet un modele entier lisse sur
Oy, de fibre spéciale Spec(F[X1, ..., X4, 5,t] /(" — P)) [Wanl4a, 2.3.8]. Comme la fibre spéciale
est integre, la norme spectrale est multiplicative et

INen(F)llgy = N7, =1

On en déduit que f est a puissance bornée dans tout f]i 6.26 et chaque u’ fZ-N est constante
toujours d’apres 6.26 et [Ber95a, lemme 3]. Si cette constante est non nulle quand i # 0, alors

fi est inversible sur H ; et on a u’ € L*(0*(H% 1)) ce qui contredit I'hypothése de connexité
géométrique de 1. Donc f; =0 quand i # 0 et f = fy € L* de norme galoisienne 1, c’est une
racine N-ieme de 'unité. O

Preuve de 6.29. Comme dans le raisonnement précédent, la restriction de f a chaque sommet
est de norme spectrale 1. On voit qu’il existe une racine de 'unité A\, et une fonction g, dans
O (HY, 1) telles que f = A (1 + g,) au-dessus de chaque sommet s d’aprés 6.27. On écrit

f =Xt f;, si bien que sur chaque sommet s, on a fo — A\, € OTT(HY ;) et t'f; € ﬁ++(ii,5)
si i # 0. On a par principe du maximum, f — fo = Y, t'f; € ﬁ**(iii) et fe Ot(Hk 1)
La section inversible f~! est aussi de norme galoisienne 1 donc f~! € & +(ii7T). Il s’ensuit

fo=Ff—(F=fo)=fQ—ff-fo) € fO*(ELr) C O (Zhy)

On en déduit que fy est inversible et fi " est dans & (H{ ; ;). Ce dernier point entraine que

f=fo(l+ 7 (f = fo) € o0 (SLr)

et on a exhibé la décomposition voulue. O

Etablissons maintenant les résultats techniques
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Preuve du lemme 6.26. Prouvons la premiere équivalence. Un sens est évident., prouvons l'autre.
Soit f =Y, fit' une section sur ii,T avec f; une section de H‘}(, .- Chaque translaté de f par
le groupe de Galois du revétement est a puissance bornée (respectivement topologiquement
nilpotente) si et seulement si f Pest. Mais la projection f — f;t" est une combinaison linéaire
a coefficients dans Z[%] des translatés de f et on en déduit que f est a puissance bornée (res-
pectivement topologiquement nilpotente) si et seulement si chaque f;t’ I'est si et seulement si
chaque fNu’ = (fit")" T'est. Cette derniére fonction est dans ¢(Hf | ).

Intéressons-nous maintenant a la seconde équivalence. D’apres la discussion précédente, il
suffit de montrer que, pour une fonction f de Hj;l(, 7> le maximum de la norme spectrale est
atteint sur un sommet. On peut alors raisonner sur 7' = ¢ un simplexe. Donnons-nous un
point x de H‘}g Lo qui réalise ce maximum. Nous avons un recouvrement disjoint de H‘k Lo =
HO/CG]HI‘}(’ 1.+ 11 faut montrer que si x € H% 1.6 alors o est un sommet. Supposons que ¢’ n’en
est pas un, on rappelle que H%’ 1.¢ admet une décomposition Ay x Cyr avec Ay une couronne
ouverte de dimension k£ > 1 et C, un affinoide. Soit x = (z4,x¢c) € A X C,r, on s’intéresse
a la fibre Ay X {x¢} qui est une couronne ouverte sur le corps K (z¢). Mais sur une couronne
ouverte, la borne supérieure de la norme spectrale n’est atteint en aucun point d’ou

[f(@a, 20)| < [flapxqacy < [ flmg

K,L,o
Donc le maximum ne peut étre atteint sur Hé% ; .., d’ott le résultat. O

Preuve du lemme 6.27. Nous introduisons d’abord la notion d’ordre en un hyperplan. Prenons
H € PYF,)\{cc}. Comme F[X;,...,X,] est factoriel, tout polyndme @ s’écrit comme un
produit T[; P{ " et on pose vy (Q) = ay,,. On pose de méme v,(Q) = —deg(Q) o deg désigne
le degré total. Ces applications sont multiplicatives et vérifient I'inégalité ultramétrique. Elles
se prolongent de maniére unique en des applications multiplicatives sur F[ X7, ... Xy, %] Nous
expliquons comment les prolonger a F[X1, ..., Xy, %, t]/ (tN — P).

Prenons f = Y, t'f;, on pose dans un premier temps vy (t'f;) = ﬁ +og(fi) et vao(t'f;) =

w + Uso(fi). On remarque que cette définition est cohérente avec 'identité vy (P) = 1
Nug(t) et veo(P) =1 — N = Nuy(t). De maniére générale, on pose vy (f) = min(vgy(t'f;)) et
Voo (f) = min(ve (' fi)).

Les valuations vy et v, vérifient encore 'inégalité ultramétrique et nous allons montrer
qwelles sont multiplicatives. Prenons f =Y fit' et g = 3 g;t/, donnons-nous iy, jo les uniques
entiers pour lesquels vy (f) = vy (fi,t®) et vy(g9) = vu(gj,t’°). Par inégalité ultramétrique,
il suffit de montrer en développant le produit fg que le minimum de vy (fit'g;t?) est atteint
uniquement pour le couple (ig, jo). Si par exemple i # iy, on a vy (fit") > vy (fi,t°) car les
valuations sont toutes différentes. On en déduit que vy (fit'g;t’) > vy (fi,t"g;,t°). On raisonne
de méme pour j # jo. Pour la valuation v, 'argument fonctionne encore en observant que 1-N
et N sont premiers entre eux. On vérifie aisément que vy et v,, sont invariants sous le groupe
de Galois du revétement et on observe les égalités vy (Nrm(f)) = Nog(f) et veo(Nrm(f)) =
Nuo(f). |

Revenons a ’énoncé et prenons u = Y u;t’ tel que Nrm(u) = 1. D’apres ce qui précede,
vp(u) = 0 = ve(u). On en déduit vy (ug) = 0 pour tout H et vgy(u;) > 0 pour i # 0. Ainsi,
les u; sont des polyndmes. De méme, v (ug) = 0 et ve(u;) > 0 pour tout i # 0. Ainsi, u; = 0

pour ¢ # 0 et u est une constante. D’olt v est une racine N-ieme de 'unité. O]

Revenons & la preuve du théoréme principal. Soit v une section inversible de 3} et considé-
I .. R . .
rons Nrf’n('u)' Elle est de norme galoisienne 1, c’est une racine N-ieme de 'unité ¢ d’apres 6.28.

Ainsi on obtient

oV = (Nrm(v) € 0*(HE 1)
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D’apres cette relation, les translatés de v par le groupe de Galois sont de la forme wv avec w

une racine N-idme de Punité. Ainsi, v est un vecteur propre pour tous les automorphismes du

reveétement. Mais les parties isotypiques sont de la forme t'& (H‘}( ;) pour 0 <i < N —1 donc
il existe w dans 0*(HY ;) tel que v = t'w.

Prenons maintenant w une section inversible i}ﬁT et considérons encore la section inversible

UN V

Nem(o] de norme galoisienne 1. On 'écrit fo(1+ g) = fo(1 + §)¥ comme dans 6.29. On a alors

Nrm(v

v
1+g

(

)V = foNmm(v) € 6 (HY 1 7).

L’argument précédent sur les parties isotypiques prouve 'existence de i et de w dans & *(H‘}( L)
tel que
v="tw(l+g).

7 Cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig

7.1 Variétés de Deligne-Lusztig

Considérons les groupes algébriques G' = GL, +1F, €t Gy = GLgy1r,, ainsi que le morphisme
de Frobenius F' défini par (a;;);; — (af;)i;. Soit B le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures, 1" le tore des matrices diagonales, U le sous-groupe de B des matrices unipotentes.

On identifie le groupe de Weyl W = Ng(T)/T & G441 par le biais des matrices de permu-
tation. Soit w la matrice de permutation associée au cycle (0,1,...,d) € S411. On définit

Y(w) :={gU € G/U| g 'F(g) € UwU}

et
X(w):={gB € G/B| g7'F(g9) € BuB}

Il existe 7 rendant le diagramme suivant commutatif :

Y(w) —— G/U

P

X(w)——G/B

Le groupe GLgy1(F,) = G(F,)=" agit sur Y (w) et X (w) par multiplication & gauche. Le
groupe fini commutatif
™ ={teT|wFt)w " =t}

agit librement (par multiplication a droite) sur Y (w). La fleche 7 est un revétement fini étale
et induit un isomorphisme GLg41(F,)-équivariant

Y (w) /T = X(w).

On peut rendre ces objets plus explicites comme suit [DL76, 2.2]. D’une part T%F s’identifie
a ., via l'application © € Frqy, — diag(z, Fz, ..., Flx). Considérons la variété

Of =P \UH,
H
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ou H parcourt 'ensemble des hyperplans F,-rationnels. Elle posede une action naturelle de
GL411(F,). Soit eg = (1,0, ...,0) et Hy = ker(l,). Si H est un hyperplan F,-rationnel, soit {y
une forme linéaire de noyau H (I est donc bien définie a un élément de IF} pres). Posons enfin

w(z) =0t ] l“(z)eo*(ggq).

aE(]Fq)gH'l\{O} leo (’Z)

On a une égalité dans O*(Qf )/IF;

m= I (2

HeP4(F,) Lo (2)

Proposition 7.1. La variété X (w) avec action de GLy11(F,) s’identifie a Q%q. Via cette iden-
tification, le Frq.i-torseur GLgy1 (Fy)-équivariant Y (w) de X (w) s’identifie a

DL%Q = Q%q (ui™).

Démonstration. On identifie G/B a la variété des drapeaux complets de (F,)*"'. On vérifie
facilement qu'un drapeau {0} C Dy C --- C Dy = (F,)%"! est dans X (w) si et seulement si
pour tout 7z on a

Di=Dy®FDy&®---@® F'Dy.
On obtient un plongement X (w) — IP’d“, (D;) — Dy. La projection d’un point x = (zq, ..., z4) €
(F,)*™\{0} est dans I'image de ce morphisme si et seulement si (x, Fz, ..., F9x) est une base

de (F,)%*!, ce qui revient a dire que det((l’gj)ogi’jgd) est non nul. Mais (& une constante dans
[F;-pres pour la premiere égalité)

det((2?)i;) = I lu(x)et det((@?)i)) = I la@)
HeP4(F,) a€(Fq)d+1\{0}

On en déduit alors un isomorphisme

X(w) =P\ U H=904.

HeP4(F)

La variété G /U classifie les paires ((D;);, (e;);) avec (D;); un drapeau et e; € D;/D; 4
un vecteur directeur pour tout i. Une paire ((D;);, (¢;);) est dans Y (w) si et seulement si
(Di)i € X(w),

Vi <d,Fleg =e; (mod D;_1) et F™ ey =ey (mod Vect(ey,--- ,eq))

Ainsi la fleche ((D;);, (e;);) — eo induit un plongement Y (w) — Aﬁljl\{O} rendant le diagramme
suivant commutatif :

Y (w) —— A\ {0}

|

X(w) ———Pf,

Un point = = (zq,...,xq) € Ad+1\{0} est dans I'image de ce morphisme si et seulement si

det((mgj)0§i7j§d) = (—1)%det(F - (2 )o<ij<a). Cela revient & éerire

L:Y(w) = {r = (zg,...,7q) € A%jl\{O} : 11 lo(z) = (=1)%}
a€(Fq)?+1\{0}
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En homogénéisant, on obtient (en observant que z; # 0 pour tout ¢ sur I'espace ci-dessus)

Y(w) = {(xg,...,xq) € A§q| [Tg: -4 € Q%q et 2o = u([wo: -1 2g))}
En envoyant (z, ..., z4) € Y (w) sur (zg", [zo: - xq4]) et (t,z=[z0: - 24]) € Q%q(ul/N) sur
(t1, TR 57”(’)) (ce qui a un sens puisque 2o # 0 pour tout ¢) on obtient un isomorphisme

Y (w) = O (u™).

On vérifie facilement que les actions des groupes sont compatibles. O

7.2 Cohomologie étale des variétés de Deligne-Lusztig

On note DLd I’extension des scalaires de DLIF a F,. Soit [ # p un nombre premier. Nous al-
lons rappeler la descrlptlon de la partie cuspidale de la cohomologie [-adique a support compact
de DLg .

Soit 0 : Fiups — @ un caractére. Si M est un Q;[F,,]-module on note

M[G] = HOmF;d+1 (6, M)

On dit que le caractere 6 est primitif s’il ne se factorise pas par la norme Fraw — Foe pour
tout diviseur propre e de d + 1.

Si 7 est une représentation de GL411(F,), on dit que 7 est cuspidale si 7 (Fe) = 0 pour tout
radical unipotent N d’un parabolique propre de GL4,1. La théorie de Deligne-Lusztig (ou celle
de Green dans notre cas particulier) fournit :

Fq)

Théoréme 7.2. Soit 0 : F*dﬂ — @? un caractere.
(DLg ,Q))[0] est nul pour i #d et

7971 = Het c(DLd ) @l) [9]

est une GLg11(F,)-représentation irréductible, cuspidale, de dimension (g—1)(¢>—1)...(¢?—1).
Toutes les représentations cuspidales sont ainsi obtenues. B
b) Si 6 n'est pas primitif, aucune représentation cuspidale n’intervient dans &;H, C(DL%q, Q)10

Démonstration. Voir [DL76, cor. 6.3], [DL76, th. 7.3], [DL76, prop. 7.4], [DL76, prop. 8.3,
[DL76, cor. 9.9], [Yos10, Proposition 6.8.(ii) et remarques| pour ces résultats classiques. O

a) Si 0 est primitif, alors HY

ét,c

Ainsi, la partie cuspidale H, C(DL%q,@l)cuSp de @;H, C(DL%q,@Z) est concentrée en degré d,

ou elle est donnée par ®p7g; ® 0, la somme directe portant sur tous les caracteéres primitifs.

Remarque 7.3. (voir [DL76, 6.3]) Soit N = ¢**! — 1 et fixons de isomorphismes o ~Z/NZ
et Z/NZ" ~ Z/NZ. Soient 6;, et 0, deux caracteres primitifs vus comme des éléments de
Z/NZ via jy, j2, les représentations Tp;, et Ty, sont isomorphes si et seulement si il existe un
entier n tel que j; = ¢"j, dans Z/NZ.

7.3 Cohomologie rigide des variétés de Deligne-Lusztig

Nous aurons besoin d’un analogue des résultats présentés dans le paragraphe précédent pour
la cohomologie rigide. Cela a été fait par Grosse-Klonne dans [GKO7]. Si 60 : Fy.y, — K est un
caracteére, posons -

Hrlgc(DLIFq /K @Hrlgc DL%q /K)[e]’
ou B B
Hilg c(DL%‘q /K) - Hilg C(DL%Q) ®W(Fq)[1/P] K

et ou M| désigne comme avant la composante f-isotypique de M.
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Théoréme 7.4. Fivons un premier | # p et un isomorphisme K = Q,. Si 0 est un caractére
primitif, alors o
7o := Hy, (DL /K)[0]

rig,c

est isomorphe en tant que GLgy1(F,)-module a Ty, en particulier c’est une représentation
irréductible cuspidale.

Démonstration. Cela se fait en trois étapes, cf. [GK07, 4.5]. Dans un premier temps, on montre
[GKO07, 3.1] que les K[GLgy1(F,) x Fq1]-modules virtuels

S (~1)'Hy, (DLE ) et Y(~1)H, (DLE, /K)

coincident. Il s’agit d’une comparaison standard des formules des traces de Lefschetz en coho-
mologies étale [-adique et rigide. Dans un deuxieme temps (et c’est bien la partie délicate du
résultat) on montre que @, H: (DL%q /K)[0] est bien concentré en degré d, cf. [GKO07, th. 2.3].

rig,c
On peut alors conclure en utilisant le théoreme 7.2. O

8 Cohomologie de de Rham et revétements cycliques
modérés
Dans ce chapitre L sera une extension non ramifiée de K, donc w en est une uniformisante.

Toutes les cohomologies de de Rham seront calculées sur le complexe surconvergeant ie. nous
écrirons par abus Hig (X) pour tout espace analytique X au lieu de Higz (XT).

8.1 Réduction semi-stable généralisée

Soit X un schéma formel topologiquement de type fini sur Spf(Op), de fibre générique A,
et de fibre spéciale X;. On a une fleche de spécialisation

Sp: X, = X
Pour tout sous-schéma Z C X, on note |Z[x le tube de Z dans &), i.e. 'espace analytique
|Z[x=Sp (Z) C X,.
On dit que X est de réduction semi-stable généralisée s’il existe un recouvrement ouvert
X = th Uy et un jeu de morphismes étales (pour certains r < d et c;; > 1)

¢ 2 Uy = Spf(Op (w1, - -+, xa) /(2] -2 — @)

Dans ce cas, quitte a rétrécir les ouverts U; et a prendre r minimal, on peut supposer que
les composantes irréductibles de la fibre spéciale U; de U; sont les V(T}) pour ¢ < r avec
zF = 9,(7;). Elles ont les multiplicités «;. On dit que X est de réduction semi-stable si de plus
tous les a; valent 1. Dans ce cas, les fibres spéciales U, sont réduites.

8.2 Enoncé du résultat principal

Soit & un schéma formel sur Spf(Qp), de réduction semi-stable généralisée, de fibre géné-
rique &, et de fibre spéciale X;. On note (Y;);e; I'ensemble des composantes irréductibles de Xj.

On suppose que le recouvrement X; = |J Y; est localement fini, i.e. pour toute partie finie J de
i€l
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I, les composantes Y; pour j € J n’intersectent qu'un nombre fini de composantes irréductibles
de X;. Si J est un sous-ensemble de I, on note

Y, =Y.

j€J
Le but de cette section est de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 8.1. Soient X' et (Y;)icr comme ci-dessus, et soit m: T — X, un revétement étale
de groupe de Galois A = Z/nZ avec n premier a p. Pour toute partie finie J de I la fleche de
restriction induit un isomorphisme

Pﬁﬁ(ﬂ1GY}hﬂ)3$I£%JW1GY}\EJ5€hJ)

si X est de réduction semi-stable (non généralisée) oun =1 (i.e. T = X&,).

Remarque 8.2. 1. Si X' est de réduction semi-stable (non généralisée) et n =1 (i.e. T = &))
le théoreme ci-dessus a été démontré par Grosse-Klonne [GK02, Theorem 2.4.]. 11 s’agit
d’un point crucial dans sa preuve de la finitude de la cohomologie rigide. Le principal in-
térét de notre généralisation est la présence du revétement cyclique 7 de la fibre générique

de X,,.

2. Si de plus X est algébrisable et |J| = 1, le résultat [Zhe08, Lemme 5.6] est un analogue
en cohomologie étale [-adique du théoreme ci-dessus.

Comme dans la preuve originale, on procede en deux étapes. On applique dans un premier
temps un certain nombre de réductions assez techniques (cf. 8.5 et 8.6) pour se ramener a
I’étude des revétements de couronnes. Ces étapes sont similaires a la démonstration de Grosse-
Klonne, qui utilise des recouvrements bien choisis et la suite spectrale de Cech. Dans notre
cas, on reprend les mémes recouvrements de A&, puis on les tire en arriere par 7 pour étudier
I’espace T. Le seul point technique a adapter dans ces réductions est la vérification que I'espace
final obtenu est bien décrit par un revétement de couronnes (voir 8.16).

La deuxieéme étape de la preuve (et la plus technique) est le calcul de la cohomologie de de
Rham d’un revétement cyclique modéré d’une couronne. Cela se fait par des calculs directs,
mais assez pénibles, sur le complexe de de Rham, et fournit une description tres explicite de
ces groupes de cohomologie. Pour énoncer le résultat nous avons besoin de quelques notations.
Soient sy, ..., 54,71, ...,7q € | K| tels que s; < r; pour tout i et considérons la couronne

X =A% (5 Dicica = {(@1, 0, wa) € Ay ol si < |zl <14}

Soit n un entier premier & p et considérons le revétement de Kummer 7 = X ((Az?)'/") avec
A€ L* et B € Z% Cela est loisible, puisque nous allons voir que tout revétement m : 7 — X

galoisien cyclique d’ordre n est de cette forme. On dispose donc sur 7 d’une racine n-ieme t de
Az?. On définit enfin

St

WO:pGCD(nﬁb...,5d)7ﬁ:ﬁ’5:ﬁ,t0: t

0 o T

™

Enfin, si [ = {i; < --- <'i,} on pose

dlog(z;) = dlog(z;) A --- Adlog(z,).
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Théoreme 8.3. Avec les notations ci-dessus, on a des isomorphismes naturels

Hi,(X)~ @ L-dlog(z)

IC[1,d]
[1=q
et
To—1 ] mo—1 )
Hir(T) = @ to D L-dlog(ar) = P toHir(X)
i=0  IC[1,d] =0
[1=q
Remarque 8.4. 1. On déduit facilement du théoreme que si X’ C X sont deux couronnes et

siT — X, T — X' sont deux revétements compatibles (ie. 7/ = T x x X') alors la fleche
de restriction Hix (7)) — Hig(T’) est un isomorphisme qui respecte la décomposition en
parties isotypiques.

2. En fait, tous ces résultats sont vrais pour une classe plus générale d’espaces, que I'on ap-
pellera tores mondémiaux. Nous aurons besoin de ce degré de généralité et nous renvoyons
a 8.6, 8.8 et 8.10 pour les énoncés dans ce cadre.

8.3 Tores monémiaux et leurs revétements cycliques modérés

Définition 8.5. On appellera tore mondémial de dimension d un L-espace analytique X de la
forme 14
X ={a= (1, aa) € ALyt < |ai] <riet p < o] < i}

pour 5; <1; € |[K |, a = (ay,...,aq) €N et p<p € [s*r°]N|K ).

On appelle tore monémial semi-ouvert un espace défini par les mémes inégalités qu'un
tore monomial, mais potentiellement strictes. Nous souhaitons étendre un résultat de Berko-
vich [Ber96a, Lemma 3.3] au cas des tores monomiaux. Si A est un groupe abélien, on écrira
simplement A pour le faisceau (étale) constant A sur un espace analytique.

Proposition 8.6. Soit X un tore monomial de dimension d, S un espace K-analytique, n un
entier premier a p et A = Z/nZ. La projection canonique ¢ : Xg := X x S — S induit un
isomorphisme

Rig, A = A(—q)(5)

Démonstration. Soit X un tore monomial et s, r, «, p, 1 les données associées. Nous allons mon-
trer le résultat par récurrence sur la dimension d. Si d = 1, tous les tores monémiaux sont des
couronnes qui ont été traitées dans [Ber96a, Lemma 3.3].

Soit d > 1, en projetant sur les d — 1 premieres coordonnées, on obtient morphisme ¢ : X —
Y vers le tore monomial :

Y ={o= (21, ,wq1) € AL 15 < a| <ryet pry® < 2| < sy}
avec @ = (aq, -+ ,qq_1). Soient u : Ys — S les projections naturelles, alors u o ¢ = ¢, donc
Rp, A ~ Ru, Ry, A.

Par hypothese de récurrence et la suite spectrale de Leray il suffit d’établir les isomorphismes

A siq=10
RUp (A) = A(=1) sig=1
0 sig>1

14. On a utilisé les notations multi-indice standard, par exemple 2 = x{"* - - .
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Notons que R, (A) est un faisceau surconvergent (puisque les faisceaux constants le sont
et que cette propriété est stable par image directe), on donc peut tester les isomorphismes ci-
dessus fibre a fibre. Les tiges du faisceau R%),(A) se calculent grace au théoréme de changement
de base [dJvdP96, TH 3.7.3] et font intervenir la cohomologie du faisceau constant A sur les
fibres de 1. Ces fibres sont des couronnes de dimension 1 (sur le corps de définition du point
considéré), et on a déja vu le calcul de ces groupes de cohomologie, ce qui permet de conclure.

m

Remarque 8.7. Si X, est un tore mondmial sur un corps complet S = Sp(L) et une couronne
Y sur C qui le contient, alors, en reprenant le raisonnement par récurrence précédent sur Y7,
on montre la bijectivité du morphisme naturel de restriction H (Y, A) = H} (X, A). Par suite
exacte de Kummer sur Y (voir [VAP82, th. 3.25] pour l'annulation du groupe de Picard),

H} (X, A) = " x ] (aF /2.
i<d

En particulier, tout revétement étale de groupe de Galois A de X est un revétement de
Kummer de la forme X1 ((Az?)"/™) pour 3 dans Z¢ et A dans L*.

8.4 Cohomologie de de Rham d’un revétement cyclique modéré d’un
tore monomial

Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de de Rham d’un revétement cyclique
T = X((A2®)/") (avec B € Z% et A € L*) d’un tore monomial

X:{x:(&:l,"', )EAMQL SzSIQJz‘SnetPS‘xa’SM}
Posons }
~ ﬁ t"
=PGCD(n, B, , Ba), n=—, B=—,tg = —
0 71_0 T

Théoreme 8.8. On dispose d’isomorphismes naturels

Hix(X)= & L-dlog(x)
Ic[L,d]
=g

et

To—1

Hir(T) = @ toHir(X)
1=0

Remarque 8.9. Pour comprendre 1’enoncé du théoréme, il est intéressant d’étudier le cas ana-
lytique complexe. Si I'on prend un espace X de C¢ défini par les mémes inégalités qu'un tore
monodmial i.e.

X={ox= (21, ,2q) €CT: 8 <|ay| <riet p< |z <},

alors X a le type d’homotopie d'un tore. La cohomologie de de Rham est donc donnée par
(Kiinneth) :
Hip(X) = @C - dlog(x))
1=q
D’apres la correspondance de Galois entre les revétements et les sous groupes de m(X), un
revetement cyclique 7 de X a le type d’homotopie d’une union disjointe de tores. Cette union
s’écrit :

{(z,1) € C4/Z¢ x C||t" = 2P}
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Le nombre de composantes connexes est exactement le constante 7 introduite dans I’énoncé du
théoreme. Comme ¢3° = 1, la famille {t}}; engendre le méme C-espace vectoriel que I’ensemble
des idempotents pour les différentes composantes connexes, et on obtient

HgR(T>: @ téHgR(X)

0<i<mo—1
Avant de passer a la preuve, mentionnons quelques conséquences utiles :

Corollaire 8.10. On reprend les notations précédentes et on se donne un autre tore monomial
X' inclus dans X. Si T est la restriction de T a X' i.e. T' =T xx X', alors la fléche de
restriction Hig (T) — Hig(T') est un isomorphisme qui respecte la décomposition en parties
1s0typiques.

Démonstration. La base explicite du théoreme 8.8 est conservée par la restriction Q7 L
Q((IT,)T / ;d’ou la bijectivité. Pour l'assertion sur les parties isotypiques, I'inclusion induit une
application A-équivariante entre les ¢-formes et le résultat s’en déduit. Pour un argument plus

n—1 |
explicite, on a la décomposition en espaces propres Qg.f L= iE:BO Q% /1, €t pour 1 fixé chaque

tiH%z (X) est un espace propre de Hi, (7).
[

Corollaire 8.11. Les conclusions de 8.8 et 8.10 sont encore vraies quand X est un tore mo-
nomial semi-ouvert.

Démonstration. On écrit X = |J; X; comme une réunion croissante de tores monomiaux. On a
alors T =U; T xx X; =U,; 7;. Fixons iy € N, d’apres ce qui précede, on a

lim Hp (75)[x] = Hir (Tio) [x] et R lim Hig (T5) [x] = 0

dott Hip (7)1 2 Hin (T2) [ -

Passons a la preuve du résultat. Nous commencons par traiter le cas des tores monomiaux
ie. m=1Id et T = X. Comme dans la définition, on se donne 7, s, c, p, i définissant X et on
choisit des constantes u = (u;);, v = (v;); et wy, wy dans L telles que

‘Uz| =Ti, ’Uz‘ = S, |w1\ =P, |w2\ = u.

Si x = (z;); désigne la variable sur X, alors

En particulier, toute fonction f appartient & ¢(X') admet un développement unique f =
> ezd a,x”. Nous aurons besoin du résultat technique suivant :

Lemme 8.12 (Intégration). Pour i < d et f = Y ,czaa,2” € O(XT), il existe une section
surconvergente de développement ,cza ~a,z” € O(XT1).

Démonstration. Réécrivons f sous la forme
xOé

> maasC) CN)N

(07
(B,7,01,02)ENEX NI X Nx N w1 X

W2

)
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tel que il existe b > 1 tel que he¥791:92)|mg_ s 5| — 0 avec e(B,7,01,02) = Si<pea Br +

Y i<k<a Yk + 01+ 2. Nous voulons montrer que le développement suivant défini bien une section
surconvergente :

Z Mg ~,81,62 (E)ﬂ E)y(ﬁ)él % 8o
i st B~ i il = 6w ) )
Pour tout h; €]1, A, on a (%1)e(#701.52) m| — 0 et donc
7Y>01,6
h€(577»51752)| MB,5,61,52 | _ he(677761,62)|m ’ (hl/h)ew7 1.02) 0
1 AL 5_5 - B,7,01,02 A 5_5
62 P)/z—’_az( 1 2) ‘B’L 71+az( 1 2)’
et on obtient bien une section surconvergente sur X de développement 3, ﬁayx”. O]

Une g-forme surconvergente admet un unique développement w = 3, end 1 1,4) G, 17" dlog ().
Nous dirons que w contient un terme en z; (resp. un terme en dlog(z;)) s'il existe a, ; # 0 avec
v; # 0 (resp. avec ¢ € I). On appelle Q% s1[r] le sous-module des formes qui ne contiennent

aucun terme en z; ou dlog(z;) pour i > r. On observe l'inclusion d(Qgﬁ/L[ r]) C Qg;@l/L[ r].
On impose l'ordre lexicographique sur les couples (¢,r) et on montre par récurrence sur

(q,7) I'égalité suivante '°

(QxT/L[ ]) d(QXJr/L @ Ldlog(xr).

IC[[l 7]
l|=q

Il est aisé de voir que les modules apparaissant dans le terme de droite sont en somme directe
et nous laissons la vérification de ce fait au lecteur. Nous allons seulement prouver que ces
modules engendrent bien le sous-ensemble des g-formes fermées voulues.

Si ¢ =0, comme X est géométriquement connexe, on a Hiy (X) = L = L - dlog(zyp).

Soit ¢ > 1, supposons le résultat vrai pour tout (¢',7’) < (¢,r). Siw € (Q%/L[r])dzo, elle se

décompose de maniére unique de la forme 16

w=> xf;wj(«o) +> $iw§1) A dlog(z,)
jez JEL

avec w( € QXT/L[ 1]. Par fermeture de w,

dw = Z:c{;dwj(-o) + in((—l)quéo) + dw](-l)) A dlog(z,) =0 (12)

JEZ JEZ.

d’out dw](p) =0et dw](~1) (—1)7 1]w( ). En particulier, dwl"” = dw(” = 0.
D’apres 8.12, la somme suivante est une (¢ — 1)-forme surconvergente de X,

n= Z(—l)qflfxf;wj(-l).

J#0 J

—_

On vérifie par caleul direct, w — dn = w(” + w(® A dlog(z,) (d’apres (12)). On a montré que

les formes w(()o) et w(()l) étaient fermés. On peut leur appliquer 'hypothese de récurrence, ce qui

permet de conclure.

[r]=0sig=0
-1 =1L

15. On a posé QXT/L

16. si r =1, on pose QXT/L[
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On s’intéresse maintenant au cas général. Nous cherchons a calculer la cohomologie d’'un
revétement sur X de la forme

T = X((MP)V") = {(2,8) € X x AL, " = AP}

g,

Quitte a étendre L, on suppose qu’il contient les racines mp-iemes de I'unité et que A vaut 1.
On a alors une décomposition

T= 1] X(¢2?) = I 7

CE€pmy (L) C€pmy (L)

Appelons .Z; le polynéme interpolateur de Lagrange s’annulant sur ji., (L) \ {¢} et valant 1 en
(. Prenons t € 0*(T) une racine n-itme de z° et ty = t—B Alors Z;(to) est I'idempotent associé
a T¢. Supposons que 7; — X induise un isomorphisme HdR(X ) = Hix(7¢), on obtient une suite

d’isomorphismes
mo—1

HdR @"%@“ to HdR 72 Z tOHdR

car {8}, et {Z(to)}¢ engendrent le méme L-espace vectoriel. T1 suffit ainsi de raisonner sur
chaque 7¢ i.e. on peut supposer my = 1.
Considérons maintenant le revétement de groupe de Galois A? suivant :

T =X /™ @™ @Y™ = (2t td) £ =25}

Les fleches ((x1,...,2q),t1,...,ta) = (t1,...,tq) et (t1,...,tq) — (L7, th, ... t0), t1, ... tq)
induisent une bijection

T2 {(tr.. ta) €AY s/ <t < i/ et /" < #0452 L 57] < " et )
On en déduit la suite d’égalités :

@ Ldlog(tr) @ Ldlog(z;) = Hig (X)

[|=i [I|=i

On remarque aisément que 7 est un revétement de 7~ de groupe de Galois abélien Fixya(7) =
{(7i)i € A% : 3, 7:B; = 0}. La fleche naturelle Hig (T) — Hig (7)) identifie Hig (7)) & Hig (7)F*ae (M
et est donc injective. On obtient un diagramme commutatif :

:;R<’”r>\
ar(T) «— Hig (X)

On en déduit Hjy (7) = Hig (X).

8.5 Une premiere réduction

Revenons maintenant au contexte du théoréme 8.1, en particulier on dispose du schéma
formel X semi-stable généralisé, d'un revétement cyclique 7 : 7 — &, d’ordre premier a p
et on note (Y;);er les composantes irréductibles de sa fibre spéciale. Rappelons que I'on note
Y; = NjesY; pour J C I. Notons que les deux résultats qui vont suivre seront valables dans les
deux cas considérés dans 8.1. Nous spécialiserons au cas m = Id ou au cas X' semi-stable (non
généralisé) dans 8.7.
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Lemme 8.13. Pour démontrer le théoréeme 8.1 il suffit de prouver la bijectivité de
Hip (n' (Ys[x)) = Hig (77 (1Y \Y1[x))
quand X = Spf(A) est affine, connexe et posséde un morphisme étale

¢ : Spf(A) = Spf(Op (21, -+, wa) /(27" 27" — @)
Démonstration. On considére uniquement l’ensemble (fini) des composantes de I qui inter-
sectent J, ce qui nous permet de supposer que I est fini. Pour J C I et M C J¢ on note

Y/:LM =Y\ U Y,

leM

i.e. les points dans toutes les composantes irréductibles de J qui évitent celles de M. Si de plus
m est un entier positif on note
Yivi= U Yiw,
NcM
[N|=m

i.e. les points dans toutes les composantes de J qui évitent au moins m composantes dans M.
On raisonne sur la chaine d’inclusions

00 ol olJc‘
YJ’JcDYJ’JcD"‘DY(LJc

On remarque les égalités Y; = Y}) ge et Y}“GCC‘ = }t}J, Jge, il suffit donc de montrer (pour tout m) la
bijectivité de la fleche naturelle

Hin (7 (Y7 [2)) = Hig(n (Y75 ()

Notons que Y} Je = Y;\Y7. Nous allons construire un schéma formel auxiliaire X de réduction
semi-stable généralisée pour déduire le cas m quelconque a partir du cas m =0
Chaque ]Y}%.| admet par définition un recouvrement admissible (]Y;n|[)nc e nj=m- Les in-

tersections finies de ces ouverts vérifient 17
() Yin=Yum.
Ne@

avec M = Uneg N. On se ramene donc, grace a la suite spectrale de Cech, a montrer I'isomor-
phisme

Hip (r (Yo N Y [) = Hin (r (1 Yomlv) = Hir (' (1Yo N Y5 [2)

pour tout M de cardinal au moins m.

On se place dans X C X de fibre spéciale X, = XS\ < U Y;). Les composantes irréductibles
ieM

de X, sont indexées par I \M. On reprend les notations Y, ?'J,N et ?}”N pour J C I\M et
N C I\(M U J). On observe

o 20 o ©mtl _ ol
Yim =Yy uon €t Yo N Yﬂft =Y nwom)

On s’est ramené a la condition suffisante du lemme par 'observation Y;\Y; = Y} ..

17. On suppose que tout élément de @) est de cardinal m.
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Il reste a expliquer pourquoi on peut supposer que X" est affine. On se donne un recouvrement
X = U Us et un jeu de morphismes étales
ses

w5 Ug = Spf(Op (1, ,xq) /(27 - 2" — @)

On note Uy = N U; pour T C S. On a un recouvrement admissible 7 = J 7 *(Us,) donc
teT ses
par une nouvelle application de la suite spectrale de Cech, il suffit de prouver la bijectivité de

Hig (m = (1Y [xNUry)) = Hig (r~ ([Y5\Y7[xNUr,y))

pour tout 77 C S. On s’est donc ramené & X = Ur = Spf(A) affine formel, T = 71 (Ur,,)
affinoide et ¢ = oy, + X — Spf(Or (21, -+, 2a) /(27" - 27" — @)) pour un certain s € T

T
Quitte a réduire X', on peut supposer qu’il est connexe. n

8.6 Une deuxiéme réduction

Nous supposons maintenant que nous sommes dans le contexte du lemme 8.13, en par-
ticulier X = Spf(A) est affine et connexe et possede un morphisme étale ¢ : Spf(A) —
Spf(Op (x1, -+ ,xq) /(27 -+ 2% — w)). Notons =} = ¢*(x;) € A et T; son image en fibre

spéciale. Quitte a réduire X', on peut supposer I = [1,r], J =[1,|J|] C I, Y; = V(Z;). Notons
aussi que T est affinoide, disons T = Sp(B).

Lemme 8.14. Pour montrer 8.13, il suffit de prouver que pour toute partition [1,r] = ;U
Jy U Js et tous \, B €]0, 1[N|K |, les restrictions de T a C et a C' ont la méme cohomologie de
de Rham, ou

C={s €, |} (s)| <\ |2}, (5)] = B, 1, (s)] < B, Vi € Ji}

C' = {s € X1 a5, ()] < A faf, (5)] = B |23, (5)] = B. Vi € Jif

Démonstration. Rappelons que :
[Yilx={s € X)|Vj e J,|zj(s)| <1}

WAYix= {s €]Y;x[3i € J%, |27 (s)] = 1}

Nous allons filtrer ces espaces par des espaces plus simples. Pour \ €]0, 1[H|F*| posons ®

J , .
Xy () = s € X[ Vi € J Jaj(s)] < A}

On définit ]Y;\Y7[x () d'une manitre semblable et on remarque que 7' (JY;[x) = U 71 (X,(%))
A<1

est un recouvrement admissible, et de méme pour 7= (]Y;\Y7[x). Il suffit donc de montrer la
bijectivité de
* — J ~ E — J
Hin (' (2,(5)) 2 Hin(r 0V \Yi[x(5)
pour tout A comme ci-dessus.
Ensuite, introduisons pour 8 €]0, 1[N|K | 'espace

J B Jo e s
U &5 () = (s e BIZ € I ()] 2 6)

18. Pour tout M C I nous confondrons M et {x} : j € M}.

78



En remarquant que

2
Ty

>/\k‘

VA €7 (U

i€ J°

il suffit d’établir les deux isomorphismes suivants

By~ _ J

. * -1 J * 1
iy Wi (U (5 7)) i 0¥\l (13)
Hin(r ! (5,5)) > Hintr™ (U 23 () (14)

Nous allons établir (13) et montrer que (14) découle de la condition imposee dans ’énoncé.

On a un recouvrement admissible (7~ (X, (<, %)))zg den™ ( U X, (<, 0 })) et les intersec-
tions sont de la forme 7= (X, ( pour M C J¢ Ainsi, pour etabhr (13) il suffit de prouver

I’isomorphisme suivant

$07)

D) 2 Hin (o (YAVile().

)

limg Hjp (7 (2,

B<1

>
Sl

Cela découle de I'égalité similaire au niveau des formes différentielles car on a l'identité 7' (]Y;\Y;[x (%)) =
Mo T X (2, 2))T et la famille (771(X,(Z,2)))s forme un systéme cofinal de voisinage

stricte de 7 (Y, \Y7[x(%)).
Passons a (14). On a un recouvrement admissible a deux termes

) =7 G U U ()

En utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris qui en découle, il suffit d’établir 1?

. 1 J T~ J Jc 5
e (4 (A (2, 2 H,
r(T7( (A 5))) = Hig(r (X, ¥ ngc )\ o )
On réécrit 7 e 7 8 75 g
(X, ()\ 5) chn(Xa@)) :W_l(AL)CX"(X’@’E)))'

Pour établir 'isomorphisme ci-dessus, comparons les deux espaces considérés avec 7 (X, (£, (F)ﬂ))
ie. prouvons la bijectivité des deux fleches

J J¢

Hip (7 (5 30 = Hin (77 (5

Han( (U (5 (3 50 = B (5

19. Soit un recouvrement admissible X = U UV, supposons la fleche Hi(U ) = Hi(U UV) bijective pour tout i.
Par Mayer-Vietoris, on a une suite exacte 0 — H'(X) — H(U) @ H(V) — H (U UV) — 0. Dit autrement, une
classe sur 'union X est équivalente & une classe sur chaque ouvert U, V' qui coincident sur l'intersection. Pour
toute classe dans V, sa restriction & U UV se releve de maniere unique a U. En particulier, la classe de départ
sur V se releve de maniére unique en une classe sur X. Cela établit Pisomorphisme voulue H*(X) = H (V).

J +1
E) )

7 Ly
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Pour la premiere, cela revient a comparer les deux couronnes de 1’énoncé du lemme 8.14
pour la partition I = J U () U J°. D’apres la suite spectrale de Cech pour le recouvrement
(Xn@, {%, %))ie]c, on se ramene pour la deuxieme a

i (35 D, (G) 5 il (5

pour tout M C J¢ La encore, cela revient a établir la condition suffisante du lemme pour la
partition [ = JU M U (I\(J U M))

)

O

8.7 Fin de la preuve du théoreme 8.1

Fixons une partition [1, 7] = J;UJ2UJ; et reprenons les notations introduites dans le lemme
8.14. Dans toute la suite, nous appellerons par abus 7 le revétement sur C' et 77 celui sur C.
Nous devons comparer les cohomologies de de Rham de T et de 7'. Pour cela, on considere
les inclusions C" — C' —|Y;[v= {s € X,,,Vi € I,|2}(s)| < 1}. Nous allons commencer par une
description plus simple de |Y;[v, fournie par :

Lemme 8.15. ] existe une Op-algébre w-adiquement compléte et formellement lisse B et un
isomorphisme

[V1[x2 Sp(B ®o, L) x {Z = (Zo,-+ , Za) € B} : 2 = w}
envoyant Z; sur ;.

Démonstration. Le morphisme étale Op(Xo, ..., Xq)/(X7°.. X — w) — A induit, en complé-
tant (X3, ..., X, )-adiquement, un morphisme étale

R:=0p[X1,., X, ] (Xpi1, oy Xa) /(XX — ) — A

D’aprés [Ber96b, (0.2.7)PROPOSITION], |Y;[x= Spf(A)". Considérons le diagramme com-

mutatif suivant,

dans lequel  est la projection modulo J = (X, ..., X,.) et
Bi=A)w Opje Fy[Xpi1, o, Xa] = A)(wA + ).

Observons que l'inclusion canonique ¢ : Fy[ X, 11, ..., X4] <= R/w est une section de §. Comme
R — A est étale, la section ¢ se reléve en une section s : B — fl/ w. En effet, B est lisse sur
F (puisque R/w — A/w est étale, et donc B est étale sur F[X, 1, ..., X4]), et le morphisme
naturel B = A/(wA + J) se reléve en un morphisme B — A/w car fl/ w est complet pour la
topologie J-adique. Pour vérifier que ’on obtient bien la section recherchée, il suffit de montrer
que ce morphisme est compatible a ¢ en le réduisant modulo J ce qui est vrai par construction.

Par le théoreme d’Elkik [E1k73, THEOREME fin section II p568] on peut relever B en une
Ok- algebre lisse B. Ainsi, en reprenant les arguments de la construction de s, on voit que
B— A /w se reléeve en un morphisme B — A puis en B — A ot B est la complétion w-adique
de B. Le diagramme commutatif
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«— B

—

Aj/w «——— B

fournit un morphisme § : B [Zy, ..., Z,] /(Z8"...Z% —w) — A envoyant Z; sur z*. Par Nakayama
topologique,  est un isomorphisme car il I'est modulo (7, ..., Z,, @) par construction. On
conclut en passant a la fibre génerique.

O

Notons S = Sp(B ®o, L) et X = {Z = (Zy,--- Z4) € B}, : Z* = w}. Le lemme ci-dessus
fournit un diagramme commutatif

C’ C [Y7[v

bk b

SxC'——Sx(C——89x X
ou C' et C' sont les espaces par
C={se X[|Z;(s)| < A |Z;,(s)| = B,1Z,(s)| < BV € Ji}

C"={s € X[|Z;,(s)| < X |2y (s) = 8,125, (s)| = BVijx € Ji}

n se place maintenant dans le cas ou X est semi-stable. Alors, en exprimant Z; en fonction
O 1 t t dans 1 X est table. Alors, t Z fonct
des variables Zs, - , Z4, nous pourrons voir les espaces C', ¢! comme des tores monomiaux
géométriquement connexes. Comme on peut raisonner sur chaque composante de S, on suppose
de méme S connexe. Enfin, quitte a étendre les scalaires, on suppose le corps de base L complet
algébriquement clos.

Lemme 8.16. Les torseurs [T] et [T'| admettent des décompositions en sommes [T, x C| +
[S % Ta] et [T] x C'] +[S x T3] ou Ty =T, est un A-torseur sur S, To un A-torseur sur C et
T3 un A-torseur sur C'.

Démonstration. On raisonne sur C, argument sera le méme pour C’. Introduisons le dia-
gramme

Sxc ¢

o

S —% 5 SpL.

On se donne ¢y € C' un point géométrique et on note ¢ : ¢ x S — C x S. D’apres la suite
spectrale de Leray, on a une suite exacte :

RYp AR@ B2 g1 g R' pry, A R? o, Ag S RZ o A
0— Pxldg — Pxldsxc — P DV PricAgxe — Pxl\g — Pxl\sxC

Les morphismes induits R' ¢* et R?¢* fournissent des inverses & droite de R* pri et R? pry, d’ou
une suite exacte de faisceaux scindée :

R! pr*
0— (Rl QO*AS)WO(C) i) Rl QO*ASXC — O« Rl prl,*ASxC — 0
et une identification ¢, Rlprl,*ASXc o ker(Rl ).

Les fleches naturelles compatibles HL (C, A) — HL (U x C, A) induisent un morphisme entre
le préfaisceau constant H (C, A)|g et le préfaisceau U +— H}, (U x C, A). En passant au faisceau
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associé, on obtient un morphisme naturel H} (C,A)|s — R! prisAsxc. Le faisceau priAsxc
est surconvergent en tant qu’'image directe d'un faisceau constant, on a d’apres [dJvdP96, Th.
3.7.3], (R pri.Asxc)s = HL(C, A) pour tout point s € S et § est un isomorphisme.

Comme S et C' sont connexes on a, en prenant les sections globales, une suite exacte scindée

0 — Hg (S, A) — H; (S x C,A) — HL(C,A) =0

avec H. (C,A) = ker(¢*). Mais on a un morphisme injectif H} (C, A) — H}, (S x C, A) induit
par prj. Il reste a prouver que ker(:*) = im(pr). Le morphisme pri envoie un revétement 7 sur
SxT et t* envoie T’ sur S x C vers sa restriction a S X cg = S. Il est aisé de voir que t*opri =0
i.e. im(pr3) C ker(:*). Mais ces deux groupes ont tous deux pour ordre |[H} (C,A)| = n? ils
sont donc confondus. On a donc la décomposition

H (S x C,A) = im(pr}) & im(prs3).

L’énoncé est une traduction en termes de torseurs de cette égalité
O

L’espace Ty X1, T est un revétement de 7 de groupe de Galois H = {(g,97 ') : g € A} et un
revétement de S x C' de groupe de Galois A%2. On obtient I’égalité par Kiinneth :

Hi(T) =Hig(Ti x. T2)" = ( @@ Hix(Ti x T2)[x1, x2)"”

X1,X2€AY

= b D HR(T)I @ Hik(T2)[x]

q1+92=q xyeAY

De méme pour 7y X, 75 par rapport a T’ et S x C’, on a

Hir(T) = @D @D HR(T) @B (T5) ]

q1+92=q xyc AV

On en déduit le diagramme commutatif

HIy(T) —— @ @ H(T) @B (TN
1+492=q x
‘ J{@(Id@ﬁ)
Hip(T)— @ @ (T & B (T[N

q1+92=q xyc AV

Mais d’apres 8.10, la fleche ¢* est un isomorphisme et les deux fleches verticales sont des bijec-
tions. On peut alors appliquer 8.14 pour prouver le théoreme 8.1.
Supposons maintenant X semi-stable généralisé et m = Id. On considére le tore monomial

d
Y = {Z - (T7 Zyyee 7Zd) : THZzOCZ =wet |T| < >‘1/a07 ’Zj1(8)‘ <A\ |Zj2(s>| - 67 |Zj3<8)| < ijk € ‘]k}

1=0

et on peut écrire ¢ = Y(T/*). En raisonnant de méme sur C’, on observe I'isomorphisme
Hig (C) = Hjg (C") d’apres 8.10 et on en déduit Hj (S x C) = Hiz (S x C”) par Kinneth.

82



9 Cohomologie de De Rham du premier revétement de
la tour de Drinfeld

Le but de ce chapitre est de calculer la "partie cuspidale" de la cohomologie de de Rham de
Y1 Cela utilise tous les résultats obtenus jusqu’a présent. Dans tout ce chapitre nous noterons

1

N=¢"' -1, Ky = K(w").

Théoréme 9.1. Soit 0 : Flaw — Iu(j{[ un caractere primitif. Il existe un isomorphisme naturel

HSR c El @ Hrlg c DL]??LZ /RN)[G]
seBTy

et Hig (25 )10] = 0 pour r # d.

Pour démontrer le théoréme, on étudie la suite spectrale de Cech associée au recouvrement
par les tubes (dans ') au-dessus des composantes irréductibles de la fibre spéciale de H%R ie.

au recouvrement par la famille d’ouverts (X¢(s))sesTs -

El "= @ HdRc Ost 0)) = HdR c(zl)
oceBT,

Par dualité de Poincaré 2.4, on se ramene a étudier HQR(Z%)St(U)). Nous montrerons (cf. para-
graphe 9.1) que pour s € BT on a un isomorphisme naturel

; HL (DLE /Ky)[0] sir=d
dR,c(Z}{N,Ost(s)He] = {0 ® .

sinon

et (cf. paragraphe 9.2) que HSR,C(Elost(o'))[e] = 0 pour dim(c) > 1. Ces deux résultats, dont
la preuve utilise de maniere cruciale le théoreme 8.1, montrent la dégénérescence de la suite
spectrale et permettent de conclure la preuve du théoreme 9.1.

9.1 Le tube au-dessus d’une composante irréductible

Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de De Rham du tube au-dessus d'une
composante irréductible i.e. HQR(Z}M(S)), plus précisément de démontrer le résultat suivant :

Proposition 9.2. Si s € BTy est un sommet, il existe un isomorphisme naturel

(El )[9] Hig c(DL]CPl‘q /}V(N)[e] sir=d
e K, Ost(s) 0 sinon

D’apres le théoreme 8.1 et la discussion dans le paragraphe précédent on a un isomorphisme
naturel (induit par la restriction)

SR(ElOst(s)> = £R<E;)

Pour étudier H;i (31), nous devons rendre explicite le lien entre ! et la variété de Deligne-
Lusztig DLd Ce hen est établi dans [Wanl4a, 2.3.8], mais nous allons donner I’argument pour
le confort du lecteur.

Lemme 9.3. La restriction Z}( . du premier revétement au-dessus d’un sommet admet un

N>

modele entier i;vl’“e dont la fibre spéciale ii est la variété de Deligne-Lusztig DL%q.
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Démonstration. On peut supposer que s est le sommet standard. On pose
l
w= JI (GZ)rteo s,
HeMi\{Ho} “Ho

avec Hj une direction a U'infini privilégiée. D’apres 6.7 on a

X[\ 0 iy, = B, () ¥)

1
ol 1 _ Tyd ~ . d 1
En particulier, ¥ Ky = ]1-]II~{IM(U1 ). On prend la normalisation de Ho, s dans ERMS pour
) 1
obtenir un modele entier L1455 = Hdok s(u") de fibre spéciale
N7

Y, =HE (u).

Fq,s

On rappelle que u; est une unité de HE = PL \ Upeyy, H et Xy, est donc DL%Q (cf 7.1)
[

Grace au le lemme ci-dessus et a 2.5 on obtient des isomorphismes

in(Sk, ) = Hi (51s/Ky) = Hyy (DL, /Ky),

rig rig

ce qui finit la preuve de la proposition 9.2.

9.2 Le tube au-dessus d’une intersection de composantes irréduc-
tibles

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 9.4. Si o est un simplexe de dimension non nulle, alors HﬂRﬁ(stt(U))[Q] =0
pour tout j et tout caractére primitif 0.

En utilisant I'action de G, on peut supposer que o est un simplexe standard (en particulier,
on a o = {[M;]}; avec My = O%!), de dimension k > 1 et de type (eg,...,e). D’apres le
théoreme 8.1 (en se rappelant que H%R est un modele semi-stable de HC;() on dispose d’'un
isomorphisme naturel

Hir (B0s1(0)10] = Hig (Soa0) \(U B )10] = Hig (S5)[0):
s¢o

Comme dans 6.21, on fixe des formes linéaires [y =: [,,, de noyau H € H; et on a, toujours
d’apres le théoreme 6.21
);

avec u; = HHeHl\{HO}(ll?H)q_l Nous souhaitons restreindre le torseur 6(wwuy) a Héﬁ car ¥} C

2=

ZOSt Hi( K ,Ost(s) <<wu1)
E})St . On rappelle [DSOl 6.4] que cet espace admet une décomposition

k
H%’& = Ak X H Ceifl = Ak X Cg,
i=0
ou Ay et C,,_1,C, sont les espaces introduits dans le paragraphe 3.3. Nous allons exhiber
une décomposition similaire pour les torseurs. Introduisons avant quelques notations. On note
2z = (20, ,24] la variable sur I'espace projectif P% et, pour tout H € H,, i(H) sera 'unique
entier tel que ay € M)\ Mim)+1 (on rappelle que ay € Mo\wMy).
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Lemme 9.5. Soient (ay)new, des entiers de somme nulle et soit Q = [Igey, I3 Notons

HeH,y

Il existe des sections Qc,, , € 0*(C,,_1), chacune étant un produit homogéne de degré 0 de
formes (lg)men, tel que

Q=QaQc, . - Qc,,=QaQc, (modl+ T (HE,)

avec Qc, = Qc,, - Qc., , € O (Cy)

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour les fractions % pour a = (ag,...,aq)
un vecteur unimodulaire de OdH Soit i l'entier tel que a € M;\M,,; et décomposons a =
a1+ wag + ag avec a; dans N; unimodulaire, as dans No@ - --® N;_1 et az dans N; 1 B --- DB Ny
3.1. On a

b bt mhth b e by
20 20 Zdi 20 Zd. lal lal
Le terme OZ est dans ﬁ*(A ) la fraction “1 dans o* (C’ei_l) et w2 lay g lag dans ﬁ++(H§<K0)
De plus, la fraction Q4, = =
[

D’apres ce qui précéde (et en utilisant le fait que N est premier a p, donc toute fonc-
tion f telle que |f — 1| < 1 est une puissance N-iéme), on peut décomposer u; = ua, uc,
(mod &*(H% .. ,)™). Introduisons les py-revétements

Ta, = An(ud) et Te, = Co((wuc,)''N).
Soit H I'antidiagonale de (F2d+1)2. On a

YL = (A x C)(wua,ue,)™) = (Ta, x5 Te, )/ H

Lemme 9.6. L’espace Ta, a ¢™ — 1 composantes connezves géométriques avec m = PGCD(d +
1a607 e 7€k‘)'

Démonstration. Notons que Ay est un tore monomial semi-ouvert. En effet,

Ay ={y=(y1, - ,yk)E]B’}(

| > > ] > |}

et on réalise le changement de variable z; = y;, x5 = ;ﬁ Cee T = y - pour obtenir

Ak:{mz(ivl,"',xk)eﬁl% x| > |wl}

De plus, on a

wa, = T CE)* ot B = |(Mi/ @ M\ (Misa /M) = g™+ (g7 — 1),

i=1 ~0

Le nombre de composantes connexes géométriques de Ty, est 2.2

Imo(Ta, ® )] = PGCD(N, fo, -+, fi) = ¢" — 1.
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Considérons la décomposition en parties isotypiques :
Hip (SN = @D Hir(Ta)NOHR(Te, )]
Jit+j2=j

On identifie Fy.., = Z/NZ et on voit § comme un élément de Z/NZ. Le nombre de compo-

santes connexes géométriques de T, est de la forme ¢™ — 1 et par primitivité de 6, N/(¢™ —1)
ne divise pas 6 dans Z/NZ. On a alors H) (74, )[0] = 0 8.11. D’ou,

Hjr (33)10] = 0.

Ce qui conclut la preuve de la proposition 9.4.

9.3 Reéalisation de la correspondance de Langlands locale

Dans cette partie, nous allons décrire la cohomologie des espaces M1, et montrer qu’elle
réalise la correspondance de Jacquet-Langlands. On étendra les scalaires a C' pour tous les
espaces considérés en fibre générique.

On pourra simplifier le produit G x D* en GD. On a une "valuation" sur GD :

vep : (9,0) € GD — v (det(g) Nr(b)) € Z.

On introduit alors [GD]g11 = vop((d+ 1)Z) et [Glarr = GN[GDlas, [D]as1 = D* N [GD) g1
Ainsi, on a des inclusions naturelles de O},, G dans [G D]y et les deux sous-groupes ne commutent
pas entre eux.

Passons aux représentations qui vont nous intéresser. Nous définissons d’abord des repré-
sentations sur GLdH(OK)wZ X OBwZ que nous étendrons a GGD par induction. Fixons 6 un
caractere primitif de Fra1 et des isomorphismes O5/1+1p0p = Frars. On pose :

— @ sera vu comme une [D]q,-représentation via Ohw? — O% — Frai,
— Tp sera la représentation associée a 6 sur GLgy1(FF,) via la correspondance de Deligne-
Lusztig. On la voit comme une GLgy 1 (O )ww?-représentation via GLgj11 (O )w? — GLg11 (F,).
Par induction, on obtient :
— une représentation 7(f) de G, ou 7(f) = c-ind§, i1 (Ox)wz To- 11 pourra étre utile de

considérer 7(6) = c—indEfL]Zfl(OK)wZ T et d’écrire w(0) = c—ind[GG} 7(0).

d+1
— une D*-représentation p(f) = (:—ind[%]d+1 9,

Nous avons défini une action de GD = G x D* sur M}, qui s’identifie non canoniquement a
! x Z. Si on confond X! avec 3! x {0}, on obtient une action sur X! de [GD]y1.

Pour énoncer la correspondance de Langlands, nous aurons besoin de la cohomologie de
My, On a la relation :

i .G i
HdR,c(MlDr/wZ) = C‘md[c:%]gl+l HdR,c<El)'
Nous allons montrer :

Théoreme 9.7. Soit 0 un caractére primitif, on a un isomorphisme G-équivariant :

7(0)  sii=d,

0 sinon.

Homp- (p(9), Hyg (M, /@) /C)) = {
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Démonstration. Sii # d, nous avons déja prouvé 'annulation de la cohomologie. Posons doré-
navant ¢ = d. Dans un premier temps, observons

Hom - (p(0), Hig .(Mp, /@")/C)) = Homp- (c-ind{py,. , 0, c-ind{Gpy,.,, Hig (56))

= Homypy,,, (0, c-indty, | Hip (36))

= c-indgy,,, Homg: (6, Hip (5¢))

= c-indfg; | Hig (2¢))[0]

= c-indfty, , 7(0)| (e, (9.1)
Glup (c-ind(ey 7(0))

—cindGy, (B alF0)

z€G/[Glat1
= & C-ind[%]d+1 c.(7(0))
z€G/[Glat1
— 7r(Q)IG/[G}d+1I — W(Q)dﬂ_

e
= c-indjgy,,, Tes;

On rappelle que 7(0) = C_ind[(i],jl:ll(o;()wz 7g. On a noté c,(7(0)) la représentation g — 7(0)(x " gz).

Pour I'avant-dernieére égalité, on a utilisé la formule de Mackey (:—ind[GGM+1 c.(7(0)) = 7(0).
[
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