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Résumé

Ce travail porte sur la géométrie et la cohomologie des revêtements de l’espace symétrique
de Drinfeld. On sait que la partie supercuspidale de la cohomologie étale l-adique de ces espaces
fournit des réalisations géométriques des correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands
locales (Drinfeld, Carayol, Harris-Taylor, Boyer, Dat, . . . ). En s’inspirant des méthodes de la
thèse de Wang, nous prouvons les mêmes correspondances en cohomologie de De Rham (en
oubliant l’action du groupe de Weil) pour le premier revêtement. Cela nécessite la généralisa-
tion d’un théorème de Grosse-Klönne sur la cohomologie de De Rham des espaces analytiques
admettant un modèle semi-stable.

Nous aurons aussi besoin d’une description plus fine du niveau 0. En particulier, nous
calculons les fonctions inversibles de l’espace symétrique. Nous allons plus loin et calculons
aussi toute la cohomologie analytique du groupe multiplicatif (nous le faisons en fait dans le
cadre plus général des arrangements d’hyperplan) montrant ainsi l’annulation de son groupe de
Picard. On en déduit alors une équation pour le premier revêtement essentielle pour le calcul
de la cohomologie de De Rham.

Mots-clés : Géométrie arithmétique, Géométrie rigide analytique, Espaces de Rapoport-
Zink, Tour de Drinfeld, Programme de Langlands, Correspondance de Langlands locale, Coho-
mologie de De Rham, Cohomologie analytique

Abstract

This thesis studies the geometry and the cohomology of the Drinfeld symmetric space and
its coverings. It has been shown that the supercuspidal part of the l-adic cohomology of this
spaces provides a geometric realization of the local Langlands and the Jacquet-Langlands cor-
respondence (Drinfeld, Carayol, Harris-Taylor, Boyer, Dat, . . . ). Following the methods in the
thesis of Wang Hoaran, we establish the same correspondances for the De Rham cohomology
(forgetting the action of the Weil group) for the first covering. For that matter, we need to
generalize a result of Grosse-Klönne on the De Rham cohomology of analytic spaces with a
semi-stable model.

We also need some informations on the level 0. In particular, we compute the invertible
functions on the Drinfeld space. Indeed, we have stronger result where we compute the whole
analytic cohomology on the sheaf of invertible function (all these calculations are done in the
more general context of hyperplan arrangement). This allows us to give an explicit equation
for the first covering essential for the computation of De Rham cohomology.

Keywords : Arithmetic geometry, Rigid analytic geometry, Rapoport-Zink spaces, Drinfeld
tower, Langlands program, Local Langlands correspondance, De Rham cohomology, Analytic
cohomology
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1 Introduction

1.1 Un survol très rapide
Le but de cette thèse est d’étudier quelques aspects de la géométrie p-adique d’une famille

d’espaces analytiques (appelés espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld) et de certains de leurs
revêtements, qui jouent un rôle particulièrement important dans le programme de Langlands.
Plus précisément, nous voulons relier la cohomologie de de Rham de ces espaces et la théorie
des représentations des groupes GLd+1(K) et D∗, où K est une extension finie de Qp et D est
l’algèbre centrale sur K, à division et d’invariant 1/(d+ 1).

Nous allons fixer pour toute la suite une extension finie K de Qp, dont on note OK l’anneau
des entiers, F = Fq le corps résiduel et $ une uniformisante. Soit C = K̂ le complété d’une
clôture algébrique de K et K̆ = K̂nr le complété de l’extension maximale non ramifiée de K.

Soit d ≥ 1 un entier et soit Hd
K l’espace de Drinfeld de dimension d sur K. C’est un espace

analytique rigide tel que
Hd
K(C) = PdK(C)\

⋃
H∈H

H,

où H est l’ensemble des hyperplans K-rationnels de PdK . Le groupe G = GLd+1(K) agit natu-
rellement sur Hd

K .
Dans un article monumental [Dri76], Drinfeld a construit une tour de revêtements finis

étales G-équivariants (Mn
Dr)n≥0 de l’espaceM0

Dr := Hd
K̆
×Z (avec Hd

K̆
= Hd

K⊗K K̆), de groupe
de Galois O∗D. La cohomologie étale l-adique pour l 6= p de cette tour fournit une réalisation
géométrique de la correspondance de Langlands et de Jacquet-Langlands locales, cf. [Har97],
[Boy99], [HT01]. Pour l = p, d = 1 et K = Qp, il est montré dans [CDN20] que la cohomologie
étale p-adique de ces espaces encode aussi la correspondance de Langlands locale p-adique pour
GL2(Qp).

Dans ce travail, nous nous intéressons à la cohomologie de De Rham de la tour de Drinfeld,
guidés par le principe informel suivant : les résultats l-adiques établis dans [Har97], [Boy99],
[HT01] doivent avoir des analogues en cohomologie de de Rham, obtenus en oubliant simplement
l’action du groupe de Weil WK de K et en changeant les coefficients. L’action de WK sur les
groupes de cohomologie l-adique est très intéressante, mais elle devient invisible sur les groupes
de cohomologie de de Rham, qui encodent uniquement les liens entre les représentations de G
et de D∗. Ce genre de résultat a été démontré pour d = 1 dans [DLB17] (pour K = Qp) et dans
[CDN20] (pour K quelconque), pour toute la tour de Drinfeld. Nous renvoyons aussi à [SS91],
[IS01] et [DS01] pour illustrer ce principe en niveau 0. Notre résultat principal est une preuve
(purement locale) de ce principe pour la "partie supercuspidale" de la cohomologie quand n = 1
et d est quelconque. Il s’agit d’un analogue en cohomologie de de Rham du résultat l-adique
démontré par voie locale par Wang [Wan14a]. Nous utilisons de manière cruciale les résultats
géométriques concernantM1

Dr obtenus dans loc.cit (la situation est nettement plus compliquée
pourMn

Dr quand n > 1, et il est peu probable qu’une approche purement locale puisse résoudre
ce problème).

1.2 Théorie du corps de classe local
Avant d’introduire les espaces de Lubin-Tate, il convient de rappeler un certain nombre de

résultats classiques concernant la théorie du corps de classe local.
Considérons le groupe de Weil WK des K-automorphismes de K qui agissent via une puis-

sance entière du Frobenius d’ordre q sur le corps résiduel F de C. C’est un sous-groupe dense
du groupe de Galois absolu GK = Gal(K/K). L’étude des représentations de dimension 1 de
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WK revient à l’étude de l’abélianisé W ab
K de WK . Le résultat principal de la théorie du corps

de classe établit l’existence d’un isomorphisme

Art : K∗ ∼→ W ab
K

En particulier, les représentations de dimension 1 du groupe de Weil sont en bijection avec
celles de GL1(K) = K∗. Une description explicite et particulièrement élégante de l’isomor-
phisme ci-dessus a été donnée par Lubin et Tate dans l’article monumental [LT65]. Rappelons
brièvement leur construction. Pour cela, nous avons besoin de la notion de OK–module formel
sur OK . Cela revient à la donnée de séries formelles F (X, Y ) ∈ OK JX, Y K et [a]F (X) ∈ OK JXK
pour a ∈ OK telles que F (X, Y ) ≡ X + Y (mod (X, Y )2)

[a]F (X) ≡ aX (mod X2)

et en posant x+ y = F (x, y) et a.x = [a]F (x) pour x, y ∈ mC , on obtient une structure de OK-
module sur mC . Nous dirons que le module formel est de type Lubin-Tate si l’on a la congruence
supplémentaire [$]F (X) ≡ Xq (mod $). Les points de $n-torsion de ce module forment un
sous-groupe cyclique d’ordre qn que l’on notera F [$n]. En rajoutant ces points de torsion à K,
on obtient la construction fondamentale :

K$,F =
⋃
n

K(F [$n]).

Cette construction est bien sûr un analogue local d’une construction classique sur les courbes
elliptiques.

Par exemple, si l’on prend K = Qp et $ = p, alors [p]F (X) = (1 + X)p − 1 et on obtient
l’extension cyclotomique Qp(p1/p∞). L’intérêt de cette construction et que l’on peut aisément
donner un morphisme :

K∗ → Gal(K$,F ·Knr/K) = Gal(K$,F/K)×Gal(Knr/K).

Ce morphisme envoie l’uniformisante $ sur le Frobenius Frobq ∈ Gal(Knr/K), et sa restriction
à O∗K ⊂ K∗ est décrite comme suit : l’action de Gal(K$,F/K) sur les points de torsion induit
une action sur le module de Tate TpF := lim←−n F [$n] ∼= OK , et cela induit un isomorphisme
Gal(K$,F/K) ∼= O∗K , dont l’inverse est le morphisme que l’on cherchait.

Par construction, le morphisme ci-dessus induit une injectionK∗ → W ab
K qui est l’application

d’Artin recherchée. Pour établir la surjectivité, il suffit de prouver que K$,F ·Knr est l’extension
maximale abelienne Kab. Il s’agit d’un analogue local du théorème de Kronecker–Weber.

1.3 Tour de Lubin-Tate en dimension plus grande
Nous avons vu comment on pouvait étudier le représentations de dimension 1 de WK , en

étudiant son action sur les points de torsion d’une loi de groupe formel. Pour généraliser cette
approche aux représentations de dimension plus grande, il faut étudier la tour de Lubin-Tate,
que nous allons décrire succinctement dans ce paragraphe.

La notion de OK-module formel garde un sens sur toute OK-algèbre A : il s’agit de la
donnée de séries formelles F (X, Y ) ∈ AJX, Y K et [a]F (X) ∈ AJXK pour a ∈ OK , vérifiant des
congruences et des conditions similaires à celles décrites dans le paragraphe précédent. Si A est
de caractéristique p, nous appelons hauteur (relativement à OK) d’un OK-module formel F sur
A le plus grand entier h pour lequel la série [$]F (X) se factorise par Frobhq . Les OK-modules
formels sur un corps algébriquement clos de caractéristique p sont classifiés par leur hauteur.
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Partons maintenant d’un entier d ≥ 1 et d’un OK-module formel Φ sur F de hauteur d+ 1.
Lubin et Tate ont montré [LT66] que l’espace des déformations de Φ sur desOK-algèbres locales,
noethériennes et complètes est isomorphe (non canoniquement) au schéma formel

L̂T0 = Spf(OKJT1, · · · , TdK),

un modèle entier de la boule unité ouverte rigide B̊dK . Si à la place des déformations de Φ, on
étudie le problème des "déformations par quasi-isogénies" (notion que l’on ne détaillera pas ici),
l’espace associé est une réunion disjointe dénombrable de copies de L̂T0. Ce dernier espace a
l’avantage d’avoir une action du groupe des quasi-isogénies de Φ, qui s’identifie à D∗, où D est
l’algèbre à division sur K d’invariant 1/(d+ 1), i.e. l’algèbre non–commutative D = Kd+1[ΠD],
où Kd+1 est l’extension maximale non ramifiée de degré d+1 sur K et Πd+1

D = $, ΠDa = σaΠD

pour a ∈ Kd+1, σ étant le Frobenius sur Kd+1.
On peut aussi chercher à classifier des déformations de Φ munies d’une structure de niveau

Γ ⊂ GLd+1(OK). Ce problème est encore représentable et donne lieu à un système projectif de
schémas formels

(L̂T
Γ
)Γ⊂GLd+1(OK)

où les morphismes de transition sont finis et plats, et même des revêtements étales en fibre
générique. On appellera L̂T

n
l’espace L̂T

1+$n Md+1(OK)
.

On a ainsi des actions de GLd+1(K) et de D∗ sur le système projectif (L̂T
Γ
)Γ⊂GLd+1(OK).

De plus, tous ces espaces sont définis sur K̆ et sont munis d’une donnée de descente naturelle
(mais pas effective), d’où une action du groupe de Weil WK . Toutes ces actions commutent
entre elles. Nous chercherons à comprendre le lien entre ces actions sur la cohomologie de ces
espaces.

1.4 Espace symétrique de Drinfeld
En quelque sorte, le "jumeau" de l’espace de Lubin-Tate est l’espace de Drinfeld, i.e. l’espace

rigide Hd
K dont les C-points sont donnés par

Hd
K(C) = PdK(C)\

⋃
H∈H

H,

où H est l’ensemble des hyperplans K-rationnels de PdK . Il s’agit d’un espace Stein qui admet
un modèle entier semistable Hd

OK , construit par Deligne.
Dans un article fondamental de Drinfeld [Dri76] il a été montré que Hd

OK classifie aussi
des déformations par quasi-isogénies d’un groupe formel sur F (qui n’est plus de dimension 1,
comme pour les espaces de Lubin-Tate) muni d’une action de OD, l’ordre maximal de D. On
dispose donc d’un OD-module formel universel X sur Hd

OK̆
et on peut construire comme du côté

Lubin-Tate une tour des revêtements en fibre générique

Σn := (X[Πn
D]\X[Πn−1

D ])rig

avec ΠD une uniformisante de D et X[Πn
D] les points de Πn

D-torsion de X. Le groupe O∗D permute
les points de Πn

D-torsion et GLd+1(K) s’identifie au groupe de quasi-isogénies de X 1. On a ainsi
une action de trois groupes O∗D, GLd+1(K) et WK sur la tour des revêtements. Là encore, si on
remplace Hd

K par une réunion disjointe dénombrable de copies de Hd
K , on obtient une action de

D∗ ×GLd+1(K)×WK .

1. Il s’agit aussi de l’action naturelle sur HdK ⊂ PdK
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1.5 Cohomologie étale l-adique
Il a été conjecturé par Carayol dans [Car90] que la cohomologie l–adique des tours de Drin-

feld et de Lubin–Tate réalise la correspondance de Langlands locale ainsi que la correspondance
de Jacquet–Langlands, au moins pour les représentations supercuspidales. Cette conjecture a
été démontrée dans les travaux de [Har97], [Boy99], [HT01]. Les formules des traces de Lef-
schetz et d’Arthur-Selberg jouent un rôle crucial dans les preuves de ces résultats, qui sont de
nature globale. En effet, les objets étudiés, qui sont de nature purement locale, sont reliés à des
espaces géométriques globaux. Ainsi, les espaces de la tour de Lubin-Tate peuvent s’interpréter
comme des complétions formelles de certaines variétés de Shimura en des points supersingu-
liers. Par exemple, pour le cas des courbes modulaires, se donner une déformation d’une courbe
elliptique supersingulière revient à se donner une déformation du groupe de Barsotti–Tate as-
socié et donc un objet du problème modulaire représenté par LT0. Du côté Drinfeld, certaines
variétés de Shimura peuvent être uniformisés par les espaces Σn d’après le théorème de Ce-
rednick–Drinfeld. Ensuite, les cycles proches, outils propres à la cohomologie étale, permettent
d’étudier la cohomologie de la tour de Lubin-Tate via celle de la variété de Shimura associé.

Nous pouvons alors nous demander quelles correspondances peuvent être réalisées par
d’autres théories cohomologiques et si nous pouvons les établir par des arguments purement lo-
caux. Pour la cohomologie p-adique, nous pourrons alors espérer établir une correspondance de
Langlands locale p-adique. La cohomologie p-adique la plus simple et la plus naturelle est celle
de de Rham. Son défaut est qu’elle ne possède pas d’action naturelle du groupe de Weil, mais
elle reste parfaitement intéressante pour l’étude de la correspondance de Jacquet-Langlands.
Malheureusement, les méthodes l–adiques ne semblent pas d’adapter pour son étude et seuls
quelques cas particuliers sont connus suivant la dimension d de l’espace et le niveau n.

1.6 Dimension 1
Dans ce paragraphe, nous nous plaçons en niveau n quelconque et nous nous intéressons aux

petites dimensions. Seul le cas des courbes est bien compris [DLB17], [CDN20]. La cohomologie
de de Rham de la tour de Drinfeld pour GL2(Qp) est calculée dans [DLB17] en utilisant des
méthodes globales et la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp). Avec une
méthode différente, ce résultat est étendu à GL2(K) (où l’on ne dispose plus d’une correspon-
dance de Langlands p-adique) et l’on obtient aussi une description de la cohomologie de de
Rham de la tour de Lubin-Tate (via un théorème de comparaison avec la tour de Drinfeld). Il
est montré dans [CDN20] que la cohomologie étale p-adique de Σn encode aussi la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp), d’une manière parfaitement similaire à ce
qui passe en l-adique.

1.7 Le niveau 0
1.7.1 Cohomologie étale l-adique et de de Rham

Maintenant, raisonnons en dimension quelconque et étudions les espaces de déformations
suivant leur niveau n. La géométrie du niveau 0 est bien comprise et explicite et celle du niveau
1 reste encore accessible. Nous doutons qu’il soit possible d’étendre aux niveaux supérieurs les
méthodes que nous allons présenter.

Commençons par le niveau 0. Dans ce cas on ne peut pas espérer étudier la correspondance de
Jacquet–Langlands car seul le groupe de quasi-isogénies du groupe formel agit non–trivialement.
Toutefois la représentation obtenue est primordiale du côté Drinfeld pour comprendre la géo-
métrie du niveau 1. Du côté Lubin-Tate, l’espace considéré est une boule rigide ouverte dont
la cohomologie est facile à déterminer.
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Du côté Drinfeld, on utilise de manière clé l’existence d’un modèle entier semi-stable Hd
OK

construit par Deligne et le fait que la fibre générique admet une compactification naturelle PdK .
En particulier, ces observations ont permis à Schneider et Stuhler le calcul de la cohomologie
de de Rham et la cohomologie étale l-adique dans [SS91]. En fait, ces méthodes s’appliquent
à toute théorie cohomologique sur la catégorie des espaces analytiques lisses, vérifiant certains
axiomes abstraits, la plus importante étant l’axiome d’homotopie (i.e. la projectionX×B̊1 → X
induit un isomorphisme H∗(X) ∼→ H∗(X × B̊1)). On demande aussi que l’espace projectif PdK
ait pour cohomologie

Hi(PdK) =

A Si i = 2k ∈ J0, 2dK
0 Sinon

pour un anneau artinien A fixé. La cohomologie de de Rham resp. étale l-adique vérifient ces
hypothèses quand A = K resp. A = Ql.

Si on note (T (k)
• ) la suite de complexes simpliciaux donnée par

T (k)
r = {(W0, · · · ,Wr) K−ev : {0} 6= W0 ⊆ · · · ⊆ Wr ⊆ (Kd+1)∗, dim(Wr) ≤ k}

et si on note
Stk(A) := H̃k−1

Simp(|T (k)
• |, A)

son homologie simpliciale relative, le résultat principal de [SS91] établit un isomorphisme
G–équivariant

Hk(Hd
K) ∼= Stk(A)∨

où Stk(A)∨ est le A-dual algébrique HomA(Stk(A), A).
Notons que Iovita-Spiess [IS01] ont donné une interpretation explicite de cet isomorphisme

en termes de distributions. Par exemple, le dual de la représentation Steinberg de degré 1 peut
s’interpréter comme l’espace des mesures de masse totale 0 sur H2. Le calcul de de Shalit [DS01]
quant à lui relie la cohomologie de de Rham à des fonctions harmoniques sur l’immeuble de
Bruhat-Tits. Enfin, les cohomologies étale p-adique et pro-étale p-adique ont été déterminées
dans [CDN], par des arguments complètement différents de théorie de Hodge p-adique.

1.7.2 Représentation Steinberg à coefficients dans Z et fonctions inversibles

Le calcul précédent montre que les représentations Stk(K)∨ et Stk(Ql)∨ sont des invariants
cohomologiques pour l’espace symétrique de Drinfeld. Nous aimerions comprendre quelles théo-
ries cohomologiques pourraient être décrites par Stk(A)∨ pour un anneau artinien quelconque.
Plus généralement, on peut définir pour tout anneau quelconque A la représentation Steinberg
via la cohomologie du complexe simplicial T (k)

• . Quelle interprétation donner à l’objet Stk(A)∨ ?
Par exemple quand A = Z, la représentation Stk(Z)∨ fournirait une Z–structure à Stk(K)∨ et à
Stk(Ql)∨, donc aux cohomologies l–adique et de de Rham de Hd

K . Le premier résultat de cette
thèse fournit une telle interprétation quand k = 1.

Théorème A. On a un isomorphisme G–équivariant :

O∗(Hd
K)/K∗ ∼= St1(Z)∨

où O∗ désigne le faisceau des fonctions inversibles.

En nous inspirant des méthodes de Iovita–Spiess, on construit un morphisme G-équivariant
α : St1(Z)∨ → O∗(Hd

K)/K∗ compatible avec les isomorphismes β : St1(Z/lZ)∨ ∼→ H1
ét(Hd

K ⊗
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C, µl) et γ : St1(K)∨ ∼→ H1
dR(Hd

K,L) de Iovita–Spiess décrit dans la section précédente, i.e. on
dispose de diagrammes commutatifs

St1(Z)∨ α //

��

O∗(Hd
K)/K∗

κ
��

St1(Z/lZ)∨ β
// H1

ét(Hd
K ⊗ C, µl)

St1(Z)∨ α //

��

O∗(Hd
K)/K∗

d log
��

St1(K)∨ γ
// H1

dR(Hd
K)

avec κ le morphisme de bord dans la suite exacte longue de Kummer. Le reste de l’argument
consiste à prouver que seul un isomorphisme peut s’inscrire dans de tels diagrammes. Plus
précisément, en utilisant la théorie des résidus de de Shalit [DS01] nous montrons que l’image
de α est un facteur direct. La compatibilité avec la cohomologie étale géométrique implique
que le supplémentaire de l’image de α est l∞-divisible modulo les constantes. Il s’agira alors
d’établir qu’une fonction inversible l∞-divisible dans O∗(Hd

K)/K∗ est en fait constante, ce qui
se fait en utilisant la géométrie du modèle formel et le lien avec l’immeuble de Bruhat-Tits.

1.7.3 Cohomologie analytique de l’espace symétrique de Drinfeld

Le résultat précédent décrit la cohomologie analytique du faisceau Gm en degré 0 et nous
aimerions comprendre cette cohomologie en degré supérieur. Par exemple, le premier groupe
de cohomologie est isomorphe au groupe de Picard pour tout espace analytique X d’après
[Ber93, proposition 4.1.10]. Nous parvenons à calculer ces groupes pour une classe plus générale
d’arrangement d’hyperplan dont l’espace symétrique fait partie. En fait ce degré de généralité
est essentiel pour la preuve, même dans le cas de l’espace de Drinfeld.

Introduisons quelque notations relatives à cette classe d’espaces. Soit A une partie fermée
(par exemple une partie finie) de H (rappelons qu’il s’agit de l’ensemble des hyperplans K-
rationnels de PdK) et posons

Int(A) = PdK \
⋃
H∈A

H.

Alors Int(A) possède encore une structure naturelle d’espace rigide analytique sur K. Si L est
une extension complète de K et si X est un K-espace analytique, on note XL = X ⊗K L. Soit
Z JAK0 le sous-groupe des mesures de masse nulle de Z JAK.

Théorème B. Pour toute partie fermée A de H et toute extension complète L de K on a
Hi

an(Int(A)L,Gm) = 0 pour i ≥ 1. De plus, il existe un isomorphisme naturel

O∗(Int(A)L)/L∗ ' Z JAK0 .

Cela donne en particulier une autre preuve du théorème A. L’ingrédient technique principal
de la preuve est un résultat d’annulation de van der Put [VdP82], qui affirme que pour tout
r ∈ pQ le faisceau O(r) des fonctions de norme spectrale strictement plus petite que r est
acyclique sur les boules fermées et les polycouronnes de dimension arbitraire. Pour se ramener à
ce type d’espaces nous utilisons les constructions géométriques de Schneider et Stuhler [SS91].
Plus précisément, l’espace Int(A) possède un recouvrement de type Stein par des affinoïdes
Int(An) obtenus en enlevant de PdK les tubes ouverts d’épaisseur |$|n autour des hyperplans
dans A. Cela nous amène à étudier la géométrie d’un arrangement tubulaire

XI = PdK \
⋃
i∈I
Hi(|$|n),

où Hi(|$|n) est le voisinage tubulaire ouvert d’épaisseur |$|n de l’hyperplan Hi. Nous allons
supposer que ces voisinages tubulaires sont deux à deux distincts. Suivant Schneider et Stuhler,
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pour comprendre la géométrie de X, il s’agit de comprendre la géométrie des espaces de la
forme

YJ = PdK \
⋂
j∈J

Hj(|$|n)

avec J ⊂ I. Le point essentiel est que les espaces YJ sont des fibrations localement triviales en
boules fermées au-dessus d’espaces projectifs (dont la dimension dépend de la combinatoire des
hyperplans). Cela permet d’utiliser les résultats d’annulation de van der Put et nous ramène
à l’étude de certains complexes de Cech relativement explicites. Pour transférer l’étude des
faisceaux sur les YJ à XI nous montrons un lemme combinatoire (essentiellement basé sur la
suite de Mayer-Vietoris), qui remplace la suite spectrale utilisée par Schneider et Stuhler (et
dont l’étude devient assez compliquée dans notre situation). Cela permet de démontrer que les
faisceaux O(r) sont acycliques sur XI . Un argument basé sur le logarithme tronqué permet d’en
déduire l’acyclicité du faisceau O∗∗ = 1 + O++ des fonctions f vérifiant |f − 1| < 1 sur les XI .
Enfin, l’étude du quotient Gm/O∗∗ fait apparaître des complexes de Cech identiques à ceux
apparaissant en géométrie algébrique, ce qui permet de passer de O∗∗ à Gm.

Le paragraphe précédent explique la preuve de l’acyclicité de Gm sur les espaces XI . Le
passage de ces espaces à Int(A) n’est pas trivial et représente en fait le coeur technique du calcul.
Pour expliquer la difficulté, notons que l’on dispose d’un recouvrement Stein Int(A) = ∪n≥1XIn ,
où les XIn sont des espaces du même type que ceux introduits ci-dessus, les In étant des
ensembles finis, de plus en plus grands. On en déduit une suite exacte

0→ R1 lim←−
n

Hs−1
an (XIn ,Gm)→ Hs

an(Int(A),Gm)→ lim←−
n

Hs
an(XIn ,Gm)→ 0.

Pour s > 1 cela permet de démontrer l’annulation de Hs
an(Int(A,Gm), mais pour s = 1 il s’agit

de démontrer que
R1 lim←−

n

O∗(XIn) = 0.

Pour cela, on se ramène à démontrer le même résultat avec le faisceau O∗∗ à la place de
Gm. Le point crucial à démontrer est alors une version en dimension quelconque du lemme
1.12 de [CDN20], qui permet de comprendre la flèche de restriction O∗∗(XIn+1) → O∗∗(XIn).
Plus précisément, nous montrons qu’il existe une constante c telle que pour tout n et tout
f ∈ O∗∗(XIn+c) on a f − 1 ∈ $O++(XIn). C’est le point le plus délicat et la preuve en est assez
indirecte car nous n’avons pas de description explicite des groupes O∗∗(XIn).

1.8 Le niveau 1
1.8.1 Cohomologie l–adique

En niveau 1, le calcul de la cohomologie l-adique (pour la partie supercuspidale) a été fait
par voie purement locale dans les thèses de Yoshida [Yos10] du côté Lubin–Tate et de Wang
[Wan14a] du côté Drinfeld. Ces travaux se basent sur une étude fine de la géométrie de ces
revêtements. L’une des difficultés principales est de trouver un modèle entier convenable pour
ces espaces. Du côté Lubin–Tate, un modèle semi-stable (généralisé) a pu être construit. Ce
n’est pas le cas du côté Drinfeld et l’astuce est de transférer les questions du niveau 1 au niveau
0, qui lui admet un modèle semi-stable. Ce jeu est possible côté Drinfeld car le revêtement en
fibre générique est cyclique d’ordre premier à p.

Dans tous les cas, on exhibe des ouverts de Σ1 et LT1 admettant un modèle lisse dont la
fibre spéciale est isomorphe à une variété de Deligne–Lusztig. Ensuite on montre que ces ouverts
capturent toute la cohomologie des espaces étudiés grâce à des résultats profonds sur les cycles
évanescents et les cycles proches de Zheng [Zhe08] et Saito [Sai93] (voir aussi [Dat12]). Ainsi la
cohomologie des espaces de déformations est liée à celle des variétés de Deligne–Lusztig, dont
on sait qu’elles vérifient les bonnes correspondances.
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1.8.2 Cohomologie de de Rham du côté Drinfeld

Nous allons maintenant pouvoir énoncer le résultat principal de cette thèse, qui établit un
résultat analogue de celui de Haoran Wang pour la cohomologie de de Rham. Notons que le
cas de la dimension 1 et du niveau 1 a déjà été étudié par Lue Pan dans [Pan17]. Il réussit en
particulier à construire un modèle entier semi-stable du premier revêtement grâce à une étude
plus approfondie du problème modulaire associé valable uniquement en dimension 1.

Introduisons d’abord quelques notations. Le groupe de Galois du revêtement Σ1 → Hd
K̆

est
F∗qd+1 , un groupe cyclique d’ordre premier à p (ce qui jouera un rôle fondamental par la suite).
Soit θ : F∗qd+1 → C∗ un caractère primitif de ce groupe, i.e. qui ne se factorise pas par la norme
F∗qd+1 → F∗qe pour tout diviseur e de d + 1, différent de d + 1. On peut associer à θ les objets
suivants :
• une représentation de Deligne-Lusztig (ou de Green) πθ du groupe GLd+1(Fq).
• une représentation de D∗

ρ(θ) := indD∗O∗D$Z θ.

• une représentation de G := GLd+1(K)

JL(ρ(θ)) := c-indGGLd+1(OK)$Z πθ.

La notation est bien entendu inspirée par la correspondance de Jacquet-Langlands pour les
représentations supercuspidales de niveau 0 et de caractère central trivial sur $Z. Enfin, nous
nous intéresserons à deux autres problèmes modulairesM1

Dr etM0
Dr isomorphes non canoni-

quement à Σ1 × Z et Hd
K̆
× Z sur lesquels s’étendent les actions de G et D∗. Le résultat est

alors :

Théorème C. Pour tout caractère primitif θ : F∗qd+1 → C∗ il existe des isomorphismes de
G-représentations

HomD∗(ρ(θ),Hi
dR,c((M1

Dr,C/$
Z)))∼=

JL(ρ(θ))d+1 si i = d

0 sinon
.

Expliquons les difficultés qu’il faut surmonter pour prouver ce théorème. La principale est
l’absence d’un modèle semi-stable (ou semi-stable généralisé, cf. ci-dessous) de l’espace M1

Dr,
alors que l’on dispose d’un tel modèle (construit par Deligne) M̂0

Dr pourM0
Dr. L’interprétation

modulaire de M̂0
Dr fournit un OD-module formel special universel X sur M̂0

Dr. Si ΠD est une
uniformisante de OD, alors X[ΠD] est un schéma formel en Fp-espaces vectoriels de Raynaud,
et on connait [Ray74] la classification de ces objets. De plus, M̂1

Dr est directement relié à X[ΠD]
(c’est l’espace obtenu en analytifiant X[ΠD] \ {0}).

En utilisant les observations ci-dessus, on peut étudier certains ouverts de l’espaceM1
Dr, qui

admettent un modèle lisse dont la fibre spéciale est isomorphe à une variété de Deligne-Lusztig
(cette observation cruciale a été faite en premier par Teitelbaum [Tei90] quand d = 1 et a été
généralisée par Wang [Wan14a]). La difficulté est alors de montrer que l’étude de ces ouverts
suffit pour comprendre la cohomologie de l’espace tout entier. En cohomologie l-adique, cela
se fait par une étude délicate des cycles évanescents pour relier des questions sur M1

Dr à des
questions sur la fibre spéciale et plus particulièrement, sur la variété de Deligne-Lusztig. Ces
méthodes sont propres à la cohomologie l-adique et pour surmonter cet obstacle, nous avons
besoin du résultat suivant, qui est l’un des points les plus techniques de ce travail, mais dont
l’énoncé demande quelques préliminaires.

Soit X un schéma formel sur OK , localement de type fini. On dit que X est de réduction
semi-stable généralisée si Zariski-localement sur X on peut trouver un morphisme étale vers
Spf(OK〈X1, ..., Xn〉/(Xα1

1 ...Xαr
r −$) pour certains r ≤ n et αi ≥ 1 (ou $ est une uniformisante

de K). Si l’on peut choisir les αi égaux à 1, on parle de réduction semi-stable.
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Théorème D. Soit X un schéma formel de réduction semi-stable généralisée, Xs = ⋃
i∈I
Yi la

décomposition en composantes irréductibles de la fibre spéciale et π : T → Xη un revêtement
étale en fibre générique de groupe de Galois Λ = Z/nZ avec n ∧ p = 1. Si T = Xη ou bien X
est de réduction semi-stable et T est quelconque, alors pour toute partie finie J de I on a un
isomorphisme naturel

H∗dR(π−1(]YJ [X )) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\
⋃
i/∈J

Yi[X ))

où YJ = ⋂
j∈J

Yj.

Le cas n = 1 et X semi-stable (non généralisé) est dû à Grosse-Klönne [GK02]. On a un
analogue en cohomologie étale l-adique en termes de cycles évanescents quand X est algébrisable
et |J | = n = 1 démontré par Zheng [Zhe08] (voir aussi la généralisation par Dat [Dat12]). Nous
aurons besoin uniquement du cas où X est semi-stable ici (par contre il est indispensable de
travailler avec J et T quelconques), mais le cas semi-stable généralisé devrait être utile pour
l’étude du premier revêtement de l’espace de Lubin-Tate.

Au vu de la description de la géométrie deM1
Dr et du théorème D, nous pouvons établir :

Théorème E. Soit θ un caractère primitif de F∗qd+1 et notons BT0 l’ensemble des sommets de
l’immeuble de Bruhat-Tits semi-simple de G. On a des isomorphismes

Hi
dR,c(Σ1)[θ] ∼=

⊕
s∈BT0

Hi
rig,c(DLFq /K̆)[θ]

où DLFq est la variété de Deligne-Lusztig introduite dans 7.1.

Le théorème principal C découlera alors de la théorie de Deligne-Lusztig que nous rappelons
dans la partie 7.2.

Pour obtenir cet énoncé, nous nous intéressons au recouvrement Σ1 = ⋃
i π
−1(]Yi[) où Yi

parcourt l’ensemble des composantes irréductibles du modèle semi-stable Hd
OK̆

. Par suite spec-
trale de Cech, on se ramène à étudier les espaces π−1(]YJ [) et donc (par le théorème ci-dessus)
les espaces π−1(]YJ\

⋃
i/∈J Yi[). Quand l’ensemble J est un singleton, la cohomologie de de Rham

du tube π−1(]YJ [) est isomorphe à la cohomologie rigide d’une variété de Deligne–Lusztig grâce
aux travaux de Wang [Wan14a] et Teitelbaum [Tei90]. Quand l’ensemble J n’est pas un single-
ton, nous raisonnons différemment de Wang pour prouver l’égalité H∗dR(π−1(]YJ [))[θ] = 0. En
fait, d’après les résultats obtenus au niveau 0 (calcul des fonctions inversibles et annulation du
groupe de Picard), on montre que π : Σ1 → Hd

K̆
et un revêtement de type Kummer pour une

section inversible que nous calculons. Cela caractérise l’espace Σ1 muni de l’action de F∗qd+1 .
Nous obtiendrons alors une description explicite du tube π−1(]YJ\

⋃
i/∈J Yi[) pour laquelle il sera

aisé de prouver l’annulation de la cohomologie voulue.

2 Préliminaires

2.1 Conventions générales
On fixe dans tout ce qui va suivre un nombre premier p et une extension finie K de Qp,

dont on note OK l’anneau des entiers, $ une uniformisante et F = Fq le corps résiduel. On note
C = K̂ le complété d’une clôture algébrique de K et K̆ le complété de l’extension maximale
non ramifiée de K. Soit L ⊂ C une extension complète de K, susceptible de varier, d’anneau
des entiers OL, d’idéal maximal mL et de corps résiduel κ.
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Soit S un L-espace rigide analytique. On note An
rig,S (respectivement Pnrig,S) l’espace affine

(resp. projectif) rigide analytique de dimension relative n sur S. Si s = (si)1≤i≤n est une famille
de nombres rationnels, le polydisque rigide fermé sur S de polyrayon (|$|si)i sera noté BnS(|$|s)
ou BnS(s) par abus. L’espace BnS sera la boule unité et les boules ouvertes seront notées B̊nS et
B̊nS(s). Si S est maintenant un schéma, An

zar,S sera l’espace affine sur S et Pnzar,S l’espace projectif.
Si X est un L-espace analytique réduit, on note O+

X le faisceau des fonctions à puissances
bornées, O++

X le faisceau des fonctions topologiquement nilpotentes, O(r)
X le faisceau des fonc-

tions bornées strictement en norme par r. Si X = Sp(L), on écrit O(r)
L = O(r)

X (X). On note O∗∗X
le faisceau 1 + O++

X et O∗∗X,k = 1 +$kO++
X .

SiX est un L-espace analytique et si F ⊂ O(X) est une famille finie de fonctions analytiques
sur X et g une autre fonction analytique, on note

X

(
F

g

)
= {x ∈ X| ∀f ∈ F, |f(x)| ≤ |g(x)|} , X

(
g

F

)
= {x ∈ X| ∀f ∈ F, |g(x)| ≤ |f(x)|} .

De même, X
((

F
g

)±1
)
ou X

(
F
g
, g
F

)
désignera {x ∈ X| ∀f ∈ F, |f(x)| = |g(x)|}. Pour s ∈ |C∗|

on note X
(
F
s

)
= {x ∈ X| ∀f ∈ F, |f(x)| ≤ s} (idem pour X

(
s
F

)
).

Les éléments de la base canonique de Zn seront notés (δi)i. Si x = (x1, · · · , xn), α ∈ Zn et
A ∈ Mk,n(Z), nous adopterons la notation multi-indice, i.e. xα =

n∏
i=1

xαii et xA = (xAδi)1≤i≤k.

2.2 Cohomologie étale et torseurs
Si X est un espace analytique sur L (resp. un schéma), la cohomologie d’un faisceau F

sur le site analytique (resp. de Zariski) sera notée H∗an(X,F ) (resp. H∗zar(X,F )). Si U est
un recouvrement de X (pour une des topologies précédemment nommées), la cohomologie de
Cech de X pour le faisceau F par rapport au recouvrement U sera notée Ȟ∗(X,F ,U) et le
complexe de cochaînes sera noté Č∗(X,F ,U). Pour toutes ces théories cohomologiques, quand
U ⊂ X est un ouvert de X, la cohomologie à support dans le complémentaire de U sera notée
H∗(X,U). Soit n premier à p, on identifie H1

ét(X,µn) et l’ensemble des classes d’isomorphisme
de µn-torseurs sur X (i.e. des revêtements galoisiens π : T → X de groupe de Galois µn). On
note [T ] la classe d’isomorphisme du torseur T , vue comme un élément de H1

ét(X,µn). Si T1, T2
sont des µn-torseurs sur X, alors T1×X T2 → X est un revêtement de groupe de Galois µ2

n et en
notant H ⊂ µ2

n l’antidiagonal, le quotient T3 = T1 ×X T2/H est un revêtement de X de groupe
de Galois H ∼= µn et [T1]+ [T2] = [T3]. Il est à remarquer que T1×X T2 est encore un revêtement
de T3 de groupe de Galois µn.

Le morphisme de Kummer sera noté κ : O∗(X)→ H1
ét(X,µn). Le torseur δ(u) associé à une

fonction inversible u sur X sera noté π : X(u1/N)→ X (il est donc bien défini à isomorphisme
près). Si U ⊂ X est un ouvert affinoïde, alors

π∗OX(u1/N )(U) ' OX(U)[t]/(tN − u).

Si de plus X est muni d’une action d’un groupe G, un µn-torseur T → X est G-invariant si
pour tout g dans G, on a un isomorphisme de µn-torseurs, g−1T ∼→ T . Le groupe des torseurs
G-invariants s’identifie à H1

ét(X,µn)G. Nous dirons que T est G-équivariant si les isomorphismes
g−1T ∼→ T induisent une action de G sur T qui commute avec le revêtement. On a deux notions
d’équivalence sur les torseurs G-équivariants. T et T ′ sont faiblement équivalents si on a un
isomorphisme de µn-torseurs T ∼→ T ′ et fortement équivalents s’il est de plus G-équivariant. On
note Tors(G)(X) l’ensemble des µn-torseurs G-équivariants à équivalence forte près. Le résultat
suivant explicite le lien entre ces notions.
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Proposition 2.1. On a une suite exacte

0→ H1
Gal(G, µn(X))→ Tors(G)(X) β−→ H1

ét(X,µn)G γ−→ H2
Gal(G, µn(X))

Démonstration. Décrivons d’abord les flèches β et γ. Le morphisme β est simplement l’oubli
de l’action de G. Pour γ, prenons π : T → X un torseur G-invariant et des isomorphismes
ρg : g−1T ∼→ T . On considère

(g, h) ∈ G2 7→ ρgh ◦ (ρh ◦ h−1ρg)−1

C’est un cocycle d’ordre 2 qui est un cobord si et seulement si les isomorphismes ρg peuvent
être modifiés pour induire une action de G sur T . Cela prouve l’exactitude en H1

ét(X,µn)G.
Pour terminer la preuve, il suffit de décrire le noyau de β. Ce groupe classifie les actions de

G qui commutent à µn sur le torseur trivial π : X(11/n) → X. Prenons t ∈ O∗(X(11/n)) tel
que tn = 1, on a la décomposition en parties isotypiques π∗OX(11/n) = ⊕

tiOX . Une action de
G sera OX-linéaire et sera donc déterminée par sa restriction sur t. Si de plus cette dernière
commute avec celle de µn, on pourra trouver des fonctions inversibles λg pour tout g telles que
g.t = λgt. Mais on a (g.t)n = 1 donc g 7→ λg définit un cocycle de degré 1 de µn(X) qui est un
cobord si et seulement si l’action est triviale. Ceci prouve l’exactitude à gauche.

Nous finissons par décrire les composantes connexes géométriques d’un µn-torseur.

Proposition 2.2. Soit X = Sp(A) un C-affinoïde lisse connexe et u ∈ A∗. Soit π0 le plus
grand diviseur de n pour lequel u possède une racine π0-ième dans A. Alors X(u1/n) possède π0
composantes connexes.

Démonstration. On se ramène facilement au cas π0 = 1, et l’on veut montrer que A[T ]/(T n−u)
est intègre dans ce cas. Puisque T n−u est unitaire, A[T ]/(T n−u) s’injecte dansM [T ]/(T n−u),
où M est le corps des fractions de A (notons que A est intègre par hypothèse). Il suffit donc
de montrer que M est un corps, i.e. que T n − u est irréductible dans M [T ]. Soit P ∈ M [T ]
un facteur irréductible unitaire et k son degré. Soit t une racine n-ième de u dans une clôture
algébrique de M . Alors T n − u = ∏

ζ∈µn(C)(T − tζ), donc P est un produit de k facteurs de la
forme T − ζt. Puisque P (0) ∈M , on obtient tk ∈M . Puisque (tk)n = uk ∈ A∗ et A est normal,
on en déduit que tk ∈ A∗ et donc tpgcd(n,k) ∈ A∗. L’hypothèse π0 = 1 force alors pgcd(n, k) = n
et donc k = n et P = T n − u.

2.3 Cohomologie de De Rham et torseurs
Si X est un affinoïde sur L, on notera X† l’espace surconvergent associé. Si X† est un espace

surconvergent lisse, d’espace rigide analytique sous-jacent X, on note H∗dR(X) et H∗dR(X†) les
hypercohomologies des complexes de de Rham Ω•X/L et Ω•X†/L. Par [GK00, Proposition 2.5], le
théorème B de Kiehl [Kie67, Satz 2.4.2] et la suite spectrale de Hodge-de Rham, si X est Stein,
ces cohomologies sont calculées directement à partir du complexe de de Rham correspondant 2.
Les deux cohomologies coïncident si X est partiellement propre (par exemple Stein).

Soit Λ un groupe abélien fini d’ordre premier à p. Soit π : T → X Λ-torseur d’un espace
analytique lisse X. On a une décomposition π∗OT = ⊕

χ∈Λ∨
Lχ où Lχ est l’espace propre associé

au caractère χ pour l’action de Λ (c’est un faisceau localement libre de rang 1). Le morphisme
π étant étale, on a

π∗Ωq
T /L = Ωq

X/L ⊗ π∗OT =
⊕
χ∈Λ∨

Ωq
X/L ⊗ Lχ

2. En cohomologie de de Rham (non surconvergente), l’hypothèse X quasi-Stein suffit.
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et de même pour le complexe surconvergent. Les différentielles des complexes de de Rham
étant Λ-équivariantes, elles respectent ces décompositions en somme directe donnant lieu pour
chaque χ à des complexes de cochaînes Ω•X/L ⊗Lχ =: Ω•T /L[χ] et Ω•X†/L ⊗Lχ =: Ω•T †/L[χ] dont
les cohomologies seront notées H∗dR(T )[χ] et H∗dR(T †)[χ]. C’est la partie isotypique associée à
χ. En particulier,

H∗dR(X) = H∗dR(T )Λ = H∗dR(T )[1] et H∗dR(X†) = H∗dR(T †)Λ = H∗dR(T †)[1]

Soit T1 → X, T2 → Y deux Λ-torseurs sur des L-espaces lisses X et Y . On obtient deux
revêtements T1 ×L Y , X ×L T2 sur X ×L Y et on construit

T3 = ((T1 ×L Y )×X×Y (X ×L T2))/H = (T1 ×L T2)/H

C’est un revêtement de X×L Y dont la classe s’identifie à [T1×L Y ] + [X×T2] (voir plus haut).
Comme T1 ×L T2 est un revêtement de T3 étale de groupe de Galois H, on a

Proposition 2.3. On a des isomorphismes naturels

Hq
dR(T3) = Hq

dR(T1 ×L T2)H =
⊕

q1+q2=q

⊕
χ∈Λ∨

Hq1
dR(T1)[χ]⊗ Hq2

dR(T2)[χ]

Hq
dR(T3)[χ] =

⊕
q1+q2=q

Hq1
dR(T1)[χ]⊗ Hq2

dR(T2)[χ]

et de même pour la cohomologie de de Rham surconvergente.

2.4 Cohomologie rigide
La cohomologie rigide d’un schéma algébrique Y sur le corps résiduel κ de L sera notée

H∗rig(Y/L). On rappelle la dualité de Poincaré :

Proposition 2.4. 1. Si X est un L-affinoïde lisse, pur de dimension d, alors

Hi
dR(X†) ∼= H2d−i

dR,c (X†)∨ et Hi
dR,c(X†) ∼= H2d−i

dR (X†)∨

2. Si X est un L-espace lisse et Stein, pur de dimension d, alors

Hi
dR(X) ∼= H2d−i

dR,c (X)∨ et Hi
dR,c(X) ∼= H2d−i

dR (X)∨

3. Si Y est un schéma lisse sur κ, pur de dimension d, alors

Hi
rig(Y/L) ∼= H2d−i

rig,c (Y/L)∨ et Hi
rig,c(Y/L) ∼= H2d−i

rig (Y/L)∨

Démonstration. Voir [GK00, proposition 4.9] pour le premier point, [GK00, proposition 4.11]
pour le second et [Ber97, théorème 2.4] pour le dernier.

Le théorème de comparaison suivant nous sera très utile :

Théorème 2.5. Soit X un schéma formel affine sur Spf(OL), de fibre spéciale Xs et de fibre
générique Xη. Si Xs est lisse, alors on a un isomorphisme naturel

H∗dR(X †η ) ∼= H∗rig(Xs).

Démonstration. Il s’agit de [GK04, proposition 3.6].
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3 Rappels sur la géométrie de l’espace de Drinfeld
Nous rappelons quelques résultats standards concernant la géométrie de l’espace symétrique

de Drinfeld en renvoyant à ([BC91, section 1], [DS01, sous-sections I.1. et II.6.], [Dat07, sous-
section 3.1.], [Wan14a, sous-sections 2.1. et 2.2]) pour les détails. Nous ne traitons que les
aspects combinatoires ici. Pour l’approche modulaire et la construction des revêtements, nous
renvoyons à la section 6. On fixe une extension finie K de Qp, une uniformisante $ de K et un
entier d ≥ 1. On note F = Fq le corps résiduel de K et G = GLd+1(K).

3.1 L’immeuble de Bruhat-Tits
Notons BT l’immeuble de Bruhat-Tits associé au groupe PGLd+1(K). Le 0-squelette BT0

de l’immeuble est l’ensemble des réseaux de Kd+1 à homothétie près, i.e. BT0 s’identifie à
G/K∗GLd+1(OK). Un (k + 1)-uplet de sommets σ = {s0, · · · , sk} ⊂ BT0 est un k-simplexe
de BTk si et seulement si, quitte à permuter les sommets si, on peut trouver pour tout i des
réseaux Mi avec si = [Mi] tels que

M0 )M1 ) · · · )Mk ) $M0.

La donnée d’un tel ordre sur le sommets est unique à permutation circulaire près et est déter-
minée par le choix du sommet s0 que l’on appellera distingué. Nous appellerons B̂T k l’ensemble
des k-simplexes pointés par un sommet.

La réalisation topologique de l’immeuble sera notée |BT |. On confondra les simplexes avec
leur réalisation topologique de telle manière que |BT | = ⋃

σ∈BT
σ. Les différents k-simplexes, vus

comme des compacts de la réalisation topologique, seront appelés faces. L’intérieur d’une face
σ sera noté σ̊ = σ\ ⋃

σ′(σ
σ′ et sera appelé cellule.

Fixons un simplexe pointé σ ∈ B̂T k et considérons une présentation :

M0 )M1 ) · · · )Mk ) $M0 = Mk+1

En posant
M i = Mi/$M0

on obtient un drapeau M0 )M1 ) · · · )Mk )Mk+1 = 0 dans M0 ∼= Fd+1
q . On note

di = d+ 1− dimFq(M i), ei = di+1 − di.

Nous dirons que le simplexe σ est de type (e0, e1, · · · , ek).
Considérons une base (f 0, · · · , fd) adaptée au drapeau i.e. telle que M i =

〈
fdi , · · · , fd

〉
pour tout i. Pour tout choix de relevés (f0, · · · , fd) de (f 0, · · · , fd) dans M0, on a

Mi = 〈$f0, · · · , $fdi−1, fdi , · · · , fd〉 = $(N0 ⊕ · · · ⊕Ni−1)⊕Ni ⊕ · · · ⊕Nk,

où
Ni =

〈
fdi , · · · , fdi+1−1

〉
.

Si (f0, · · · , fd) est la base canonique de Kd+1, nous dirons que σ est le simplexe standard
de type (e0, e1, · · · , ek).

Considérons la projection naturelle Mi \Mi+1 ⊂ Mi → (Mi/$Mi)/F∗. On choisit un sous-
ensemble Ri de Mi \Mi+1 qui intersecte chaque fibre de la projection en un point. On fait de
même avec Ni \$Ni et la projection Ni → (Ni/$Ni)/F∗, obtenant ainsi un sous-ensemble R̃i

de Ni \$Ni.
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3.2 L’espace des hyperplans K-rationnels
On note H l’ensemble des hyperplans K-rationnels dans Pd. Si a = (a0, . . . , ad) ∈ Cd+1

p \{0},
la désignera l’application

b = (b0, . . . , bd) ∈ Cd+1
p 7→ 〈a, b〉 :=

∑
0≤i≤d

aibi

Ainsi H s’identifie à {ker(la), a ∈ Kd+1\{0}} et à Pd(K).
Le vecteur a = (ai)i ∈ Cd+1

p est dit unimodulaire si max(|ai|) = 1. L’application a 7→ Ha :=
ker(la) induit une bijection entre le quotient de l’ensemble des vecteurs unimodulaires a ∈ Kd+1

par l’action évidente de O∗K et l’ensemble H.
L’ensemble H est profini car il s’identifie à Pd(K). Pour a ∈ Kd+1 unimodulaire et n ≥ 1

on considère l’application l(n)
a

b ∈ (OCp/$
n)d+1 7→ 〈a, b〉 ∈ OCp/$

n

et on note
Hn = {ker(l(n)

a ), a ∈ Kd+1\{0} unimodulaire} ' Pd(OK/$n).

Alors H = lim←−nHn et chaque Hn est fini.
Nous fixons un système de représentants S ⊂ Od+1

K de H, formé de vecteurs unimodulaires.
Pour tout n, on choisit Sn ⊂ S ⊂ Od+1

K un système de représentants de Hn tel que Sn ⊂ Sn+1.
Les choix des (Sn)n et de S n’auront pas d’incidence par la suite.

Soit a ∈ Kd+1 unimodulaire et z ∈ Pd(Cp). La quantité |la(b)| ne dépend pas du choix du
représentant unimodulaire b de z, et ne dépend que de la classe de a dans Pd(K). Cela permet
de définir les tubes fermés et ouverts de rayon ε > 0 autour de l’hyperplan H = ker(laH ) ∈ H
par

H(ε) = {z ∈ PdK , |laH (z)| ≤ ε} et H̊(ε) = {z ∈ PdK , |laH (z)| < ε}

Les extensions des scalaires par L seront notées H(ε)L et H̊(ε)L et les complémentaires dans
Pdrig,L seront H(ε)cL et H̊(ε)cL. Il est à noter que H(|$|n) (resp. H̊(|$|n)) ne dépendent que de
la classe de H dans Hn (resp. Hn+1).

3.3 Géométrie de l’espace symétrique
Nous allons maintenant décrire l’espace symétrique de Drinfeld Hd

K . Il s’agit de l’espace
analytique sur K dont les Cp-points sont

Hd
K(Cp) = Pd(Cp)\

⋃
H∈H

H.

On a deux recouvrements admissibles croissants par des ouverts admissibles Hd
K = ⋃

n>0
Ůn =⋃

n≥0
Un où

Ůn = Pdrig,K\
⋃
a∈Sn

Ha(|$|n) = {z ∈ Pdrig,K : |$|−n > | la(z)
lb(z) | > |$|

n,∀a 6= b ∈ Sn}

et

Un = Pdrig,K\
⋃

a∈Sn+1

H̊a(|$|n) = {z ∈ Pdrig,K : |$|−n ≥ | la(z)
lb(z) | ≥ |$|

n,∀a 6= b ∈ Sn+1}
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Le recouvrement par les affinoïdes Un est Stein. Le deuxième est cofinal et chaque Ůn est
Stein. On note Un,L = Un⊗̂KL et Ůn,L = Ůn⊗̂KL.

Il nous sera très utile pour la suite de considérer d’autres recouvrements de Hd
K , reliés à

l’application de réduction vers l’immeuble de Bruhat-Tits. On a une application G-équivariante

τ : Hd
K(Cp)→ {normes sur Kd+1}/{homothéties}

donnée par

τ(z) : v 7→ |
d∑
i=0

zivi|

si z = [z0, · · · , zd] ∈ Hd
K(Cp). L’image τ(z) ne dépend pas du représentant de z car les normes

sont vues à homothétie près. Le fait de prendre le complémentaire des hyperplans K-rationnels
assure que τ(z) est bien une norme sur Kd+1.

D’après un résultat classique de Iwahori-Goldmann [GI63] l’espace des normes sur Kd+1 à
homothétie près s’identifie bijectivement (et de manière G-équivariante) à l’espace topologique
|BT |, ce qui permet de voir τ comme une application

τ : Hd
K(Cp)→ |BT |.

Plus précisément, pour toute norme sur | · | sur Kd+1, on peut trouver une base (fi)0≤i≤d de
Kd+1 telle que |∑i aifi| = supi |ai||fi| pour tous ai, et |$| ≤ |fi+1| ≤ |fi| ≤ 1 pour i < d.
Les boules B(0, r) centrées en 0 et de rayon r forment une suite croissante de réseaux et on a
B(0, |$|r) = $B(0, r). Se donner les rayons minimaux de ces réseaux entre |$| et 1 revient à
se donner une famille de nombres (ti)0≤i≤k ∈]0, 1[k+1 dont la somme vaut 1. En particulier, on
peut associer à la norme | · | le point x de la cellule σ̊ de poids (ti)i avec σ = {B(0, r)}r. De
plus, | · | est déterminée par les réseaux B(0, r).

3.4 Les recouvrements par les tubes au-dessus des faces et des cel-
lules

Soit σ ∈ BTk un simplexe de type (e0, e1, · · · , ek) de présentation :

M0 )M1 ) · · · )Mk ) $M0

Nous chercherons à décrire

Hd
K,σ := τ−1(σ), Hd

K,̊σ := τ−1(̊σ)

en suivant [DS01, Section 7.].
Comme dans 3.1, donnons-nous une base adaptée (f0, · · · , fd) et les objets Ni, Ri et R̃i

qui s’en déduisent. Tous les vecteurs de Kd+1 seront écrits dans cette base. Si x = ∑
i xifi et

y = ∑
i yifi on note 〈x, y〉 = ∑

i xiyi. Pour simplifier, nous allons écrire li(z) = 〈z, fdi〉. L’espace
recherché Hd

K,σ(C) est l’ensemble des points z ∈ Pdrig,K(C) pour lesquels l’ensemble des boules
fermées de τ(z) sont contenues dans σ. Justifions l’égalité

Hd
K,σ = {z ∈ Pdrig,K | ∀a ∈Mi\Mi+1, 1 = |〈z, a〉

li(z) | et |l0(z)| ≥ · · · ≥ |li(z)| ≥ · · · ≥ |$||l0(z)|}

Par construction, les éléments fdi sont dansMi\Mi+1. Le premier jeu d’égalités garantit que tous
les éléments de Mi ne rencontrant pas Mi+1 ont même norme pour τ(z). La chaîne d’inégalités
entraîne que les rayons des boules Mi sont cohérents. On n’en déduit l’inclusion en sens direct.
Réciproquement, prenons z vérifiant les inégalités ci-dessus et intéressons-nous à une boule de
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rayon r de τ(z) pour |$||l0(z)| ≤ r < |l0(z)|. Il existe un entier i pour lequel |li−1(z)| > r ≥
|li(z)|. Si a est dansMi, r ≥ |li(z)| ≥ | 〈z, a〉 |. Sinon, | 〈z, a〉 | ≥ |li−1(z)| > r Ainsi,Mi = B(0, r)
ce qui prouve l’inclusion en sens inverse.

Par ultramétrie, il suffit de vérifier ces inégalités pour un système de représentants modulo
$ et O∗K . Ainsi :

Hd
K,σ = {z ∈ Pdrig,K | ∀a ∈ Ri, 1 = |〈z, a〉

li(z) | et |l0(z)| ≥ · · · ≥ |li(z)| ≥ · · · ≥ |$||l0(z)|}

Par finitude de Ri, l’espace ci-dessus est bien un ouvert rationnel affinoïde.
Soit 1 ≤ j ≤ d un entier et soit i0 l’unique entier tel que di0 < j ≤ di0+1. On pose

Xj = 〈z, fj〉
li0(z) , X0 = $

l0(z)
lk(z) .

On a |Xj| ≤ 1 avec égalité si j 6= di0+1. On obtient un système de coordonnées (X0, · · · , Xd)
qui vérifie

k∏
i=0

Xdi = $. Pour tout a les quantités 〈z,a〉
li(z) s’expriment comme des polynômes

Pa(X0, · · · , Xd) à coefficients dans OK . En posant Pσ =
k∏
i=0

∏
a∈Ri

Pa, on obtient la description
suivante :

Proposition 3.1. On a

Hd
K,σ = {(X0, · · · , Xd) ∈ Bd+1

K |
k∏
i=0

Xdi = $ et |Pσ(X)| = 1}.

On en déduit que Hd
K,σ admet un modèle entier Hd

OK ,σ = Spf(Âσ) ou Âσ est le complété
p-adique de

OK [X0, · · · , Xd,
1
Pσ

]/(
k∏
i=0

Xdi −$) (1)

On obtient alors Hd
K,σ = Sp(Aσ) avec Aσ = Âσ[ 1

$
]. De même, la fibre spéciale est donnée

par Hd
F,σ = Spec(Aσ) avec

Aσ = Âσ/$ = F[X0, · · · , Xd,
1
P σ

]/(
k∏
i=0

Xdi).

Des arguments identiques fournissent

Hd
K,̊σ = {z ∈ Pdrig,K | ∀a ∈ Ri, 1 = |〈z, a〉

li(z) | et |l0(z)| > · · · > |li(z)| > · · · > |$||l0(z)|}

et l’on peut remplacer Ri par R̃i.
Considérons l’affinoïde

Cr = {x = (x1, · · · , xr) ∈ BrK | ∀a ∈ Or+1
K \$Or+1

K , 1 = | 〈(1, x), a〉 |},

la polycouronne

Ak = {y = (y1, · · · , yk) ∈ BkK | 1 > |y1| > · · · > |yk| > |$|}.
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et les morphismes

Hd
K,̊σ → Cei−1, [z0, · · · , zd] 7→ (zdi+1

zdi
,
zdi+2

zdi
, · · · ,

zdi+1−1

zdi
)

et
Hd
K,̊σ → Ak, [z0, · · · , zd] 7→ (zd1

zd0

,
zd2

zd0

, · · · , zdk
zd0

).

Proposition 3.2 ([DS01] 6.4). Les morphismes ci-dessus induisent un isomorphisme

Hd
K,̊σ
∼= Ak ×

k∏
i=0

Cei−1 ∼= Ak × Cσ

3.5 Géométrie de la fibre spéciale de Hd
OK

Si s est un sommet de BT on note

Ost(s) =
⋃
σ3s

σ̊, Fst(s) =
⋃
σ3s

σ

l’étoile ouverte, respectivement fermée de s. Pour un simplexe σ on note

Ost(σ) =
⋂
s∈σ

Ost(s), Fst(σ) =
⋂
s∈σ

Fst(s).

Les composants irréductibles de la fibre spéciale de Hd
OK sont indexées par l’ensemble des

sommets de BT0 : pour chaque sommet s la composante correspondante estHd
Fq ,Ost(s). On obtient

ainsi un recouvrement admissible (Hd
K,Ost(s))s∈BT0 de Hd

K dont les intersections d’ouverts sont de
la forme Hd

K,Ost(σ) pour σ ⊂ BT un simplexe. En fibre spéciale, le lieu lisse de cette intersection
est l’ouvert

Hd
Fq ,Ost(σ)\

⋃
s/∈σ

Hd
Fq ,Ost(s) = Hd

Fq ,̊σ

car σ̊ = σ\ ⋃
σ′(σ

σ′. En particulier, le lieu lisse d’une composante irréductible est

Hd
Fq ,s
∼= PdFq\

⋃
H∈H1

H.

Justifiant un peu plus précisément cette décomposition en irréductibles. Les espaces Hd
Fq ,Ost(s)

sont bien des fermés de la fibre spéciale qui la recouvre. Il s’agit de prouver que chacun est
irréductible ce qui repose sur la description explicite suivante (voir [Gen96, sous-section III.1.]
ou [Wan14b, 4.1.2]). Posons Y0 = PdFq et construisons par éclatements successifs une suite
d’espaces

Yd → Yd−1 → · · · → Y0

Supposons que l’on ait construit Y0, · · · , Yi. On a des morphismes pi : Yi → Yi−1 et p̃i =
pi◦· · ·◦p1 : Yi → Y0. On pose Zi le transformé strict par p̃i de l’union des espaces de codimension
i+ 1 dans Y0. On définit Yi+1 comme l’éclaté de Yi suivant Zi. Alors, on a Yd ∼= Hd

F,Ost(s).

4 Fonctions inversibles sur Hd
K

Le but de ce chapitre est de décrire O∗(Hd
K,L) en tant que G := GLd+1(K)-module.
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4.1 Enoncé du résultat principal
Si A est un groupe abélien, on note

D̃1(A) := A JHK0 := lim←−
n

A[Hn]0,

où A[Hn]0 est l’ensemble des µ ∈ A[Hn] de masse totale nulle. L’action naturelle de G sur H
induit une action de G sur D̃1(A). Le choix d’un système de représentants Sn de Hn induit une
identification pour tout i

Z[Hn]0 ∼=
〈
la
lb

: a 6= b ∈ Sn
〉

Z -Mod
⊂ O∗(Hd

K,L)

Notre résultat principal s’énonce alors

Théorème 4.1. Il existe un isomorphisme G-équivariant

α : D̃1(Z) ' O∗(Hd
K,L)/L∗

On va en fait construire un isomorphisme explicite et canonique α, compatible avec les
inclusions

Z[Hn]0 ∼=
〈
la
lb

: a 6= b ∈ Sn
〉

Z -Mod
⊂ O∗(Hd

K,L)

Notre preuve met l’emphase sur les différentes compatibilités entre les théories cohomolo-
giques et s’inscrit dans la continuité des travaux de Schneider-Stuhler [SS91] et Iovita-Spiess
[IS01]. Plus précisément, Iovita et Spiess ont construit des isomorphismes

β : D̃1(Z/lZ) ∼→ H1
ét(Hd

K,C , µl) et γ : D̃1(L) ∼→ H1
dR(Hd

K,L)

en interpretant les éléments de D̃1(Z/lZ) comme des mesures sur H2 et en intégrant des sym-
boles en cohomologie étale et de de Rham (en fait ils ont construit de tels isomorphismes en
tout degré cohomologique, comme nous allons le rappeler plus tard). En utilisant leur méthode
nous construisons un morphisme G-équivariant

α : D̃1(Z)→ O∗(Hd
K,L)/L∗

compatible avec les morphismes β et γ

D̃1(Z) α //

��

O∗(Hd
K,L)/L∗

κ

��

D̃1(Z/lZ) β
// H1

ét(Hd
K,C , µl)

D̃1(Z) α //

��

O∗(Hd
K,L)/L∗

d log
��

D̃1(L) γ
// H1

dR(Hd
K,L)

En utilisant la théorie des résidus de de Shalit [DS01] nous montrons ensuite que l’image de α
est un facteur direct. La compatibilité avec la cohomologie étale géométrique implique 4.15 que
le supplémentaire de l’image de α est l∞-divisible modulo les constantes. Il s’agira alors d’établir
par 4.16 qu’une fonction inversible l∞-divisible dans O∗(Hd

K,L)/L∗ est en fait constante.
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4.2 Cohomologie de Hd
C, symboles et distributions

Nous allons rappeler, suivant Iovita et Spiess [IS01] le calcul de la cohomologie étale l-adique
et de de Rham de Hd

C par intégration des symboles. Nous adapterons dans le paragraphe suivant
leur méthode pour étudier les fonctions inversibles sur Hd

C .
Soit k ≥ 0 un entier. Rappelons que H désigne l’ensemble des hyperplans K-rationnels et

queHk+1 = lim←−nH
k+1
n est un espace profini. SiM est un A-module, on noteM∨ = HomA(M,A)

son dual algébrique. L’ensemble des distributions sur Hk+1 à valeurs dans A, le dual algébrique
des fonctions localement constantes sur Hk+1 à valeurs dans A, est défini par

Dist(Hk+1, A) := LC(Hk+1, A)∨ ' lim←−
n

A[Hk+1
n ],

les flèches de transition A[Hk+1
n+1] → A[Hk+1

n ] dans le système projectif étant induites par les
projections naturelles Hk+1

n+1 → Hk+1
n . L’isomorphisme ci-dessus provient du fait que la donnée

d’une distribution est équivalente à la donnée d’une fonction à valeurs dans A, additive sur
les ouverts de la base usuelle pour la topologie profinie. De manière équivalente, cela revient à
écrire LC(Hk+1, A) = lim−→n

HomEns(Hk+1
n , A) et à identifier HomEns(Hk+1

n , A)∨ = A[Hk+1
n ].

Si M est un A-module, notons Λk(M) ⊂ LC(Hk+1,M) l’ensemble des fonctions localement
constantes f : Hk+1 →M vérifiant les deux relations

i) f(Ha0 · · · , Hak) = 0 si a0, ..., ak sont linéairement dépendants.
ii) ∑

0≤j≤k+1
(−1)jf(Ha0 , · · · , Ĥaj , · · · , Hak+1) = 0 pour tous Ha0 , · · · , Hak+1 .

On définit
D̃k(A) = Λk(A)∨ = Dist(Hk+1, A)/Dist(Hk+1, A)deg

où Dist(Hk+1, A)deg est l’ensemble des distributions (dites dégénérées) s’annulant sur Λk(A).
On vérifie facilement que

D̃k(A) = lim←−
n

A[Hk+1
n ]/Ik,n = lim←−

n

D̃k,n(A)

avec Ik,n l’ensemble des formes de A[Hk+1
n ] = HomEns(Hk+1

n , A)∨ qui s’annulent sur Λk(A) ∩
HomEns(Hk+1

n , A) si l’on voit HomEns(Hk+1
n , A) ⊂ LC(Hk+1, A).

Remarque 4.2. Quand k vaut 1, les modules D̃1,n(A) ont une interprétation explicite. On peut
les voir comme les ensembles A[Hn]0 de fonctions f de A[Hn] de masse totale nulle. Ainsi, le
choix d’un système de représentants Sn de Hn induit une identification pour tout i

D̃1,n(Z) ∼=
〈
la
lb

: a 6= b ∈ Sn
〉

Z -Mod
⊂ O∗(Ůi,L)

De même, on voit D̃1(Z) comme Z JHK0 = lim←−n Z[Hn]0.
Exemple 4.3. Dans les exemples ci-dessous nous souhaitons mettre l’emphase sur les conditions
i) et ii) ci-dessus. Le caractère localement constant n’est pas évident et est démontré dans
4.7 ci-dessous (cf. aussi [IS01] pour le second et le troisième exemple). Soit L une extension
complète de K.

- En posant M = O∗(Ůi,L)/L∗O∗∗m (Ůi,L), l’application

f : (Ha, Hb) 7→
la
lb

est un élément de Λ1(M). La condition i) revient à écrire f(H,H) = 1. La condition ii)
est équivalente à la relation la

lc
= la

lb

lb
lc
.

24



- En posant M = Hk
dR(Ůi,L), l’application

g : (Ha0 , · · · , Hak) 7→ d log la1

la0

∧ d log la2

la0

∧ · · · ∧ d log lak
la0

est un élément de Λk(M).
- En posant M = Hk

ét(Ůi,C , µ⊗kl ) pour l premier à p et en notant ∪ le cup-produit et
κ(f) ∈ H1

ét(Ůi,C , µl) l’image de f ∈ O∗(Ůi,C) par l’application de Kummer, l’application

h : (Ha0 , · · · , Hak) 7→ κ( la1

la0

) ∪ κ( la2

la0

) ∪ · · · ∪ κ( lak
la0

)

est un élément de Λk(M).
Iovita et Spiess ont construit dans [IS01] des morphismes (pour l 6= p premier)

β(k) : D̃k(Z/lZ)→ Hk
ét(Hd

K,C , µ
⊗k
l ) et γ(k) : D̃k(L)→ Hk

dR(Hd
K,L)

à partir des symboles en cohomologie étale et de de Rham, i.e. à partir des fonctions g et h
dans l’exemple ci-dessus. Plus précisément, ces morphismes sont uniquement caractérisés par
le fait que

β(k)(δ(Ha0 ,··· ,Hak )) = κ( la1

la0

) ∪ κ( la2

la0

) ∪ · · · ∪ κ( lak
la0

) ∈ Hk
ét(Hd

K,C , µ
⊗k
l )

et
γ(k)(δ(Ha0 ,··· ,Hak )) = d log la1

la0

∧ d log la2

la0

∧ · · · ∧ d log lak
la0

∈ Hk
dR(Hd

K,L),

où δ(Ha0 ,··· ,Hak ) est la masse de Dirac en (Ha0 , · · · , Hak) ∈ Hk+1. Nous allons écrire

β(k)(µ) :=
∫

(Ha0 ,··· ,Hak )∈Hk+1
κ( la1

la0

) ∪ · · · ∪ κ( lak
la0

)dµ

et de même avec γ(k).
Le théorème principal de [IS01] (voir [IS01, lemme 3.2 + théorème 4.5]) est le suivant :

Théorème 4.4. Les morphismes β(k) et γ(k) sont des isomorphismes GLd+1(K)-équivariants

β(k) : D̃k(Z/lZ) ' Hk
ét(Hd

K,C , µ
⊗k
l ) et γ(k) : D̃k(L) ' Hk

dR(Hd
K,L)

En fait, un résultat récent décrit la cohomologie étale à coefficients dans µN pour des entiers
N non nécessairement premier à p. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat dans la suite.

Théorème 4.5 ([CDN] Theorem 5.1.). On a un isomorphisme pour tout entier n :

Hi
ét(Hd

K,C , µ
⊗i
N ) ∼= D̃k(Z/NZ)

4.3 Fonctions inversibles et distributions
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Proposition 4.6. Il existe un morphisme

α : D̃1(Z)→ O∗(Hd
K,L)/L∗
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uniquement caractérisé par
α(δHa,Hb) = la

lb

pour tous Ha, Hb ∈ H. De plus on dispose de diagrammes commutatifs

D̃1(Z) α //

��

O∗(Hd
K,L)/L∗

κ

��

D̃1(Z/lZ) β
// H1

ét(Hd
K,C , µl)

D̃1(Z) α //

��

O∗(Hd
K,L)/L∗

d log
��

D̃1(L) γ
// H1

dR(Hd
K,L)

avec β = β(1) et γ = γ(1)

Comme ci-dessus, nous allons écrire

α(µ) :=
∫

(Ha,Hb)∈H2

la
lb

dµ ∈ O∗(Hd
K,L)

Démonstration. Le point crucial est le lemme suivant :
Lemme 4.7. Si (Ha1 , Hb1) et (Ha2 , Hb2) sont dans H2 et vérifient (Ha1 , Hb1) ≡ (Ha2 , Hb2)
(mod $n) alors pour i < n,

la1

lb1

lb2
la2

∈ L∗O∗∗n−i(Ůi,L)

Démonstration. Prenons ã, un vecteur unimodulaire tel que a1 = u(a2 + $n′ ã) avec n′ ≥ n et
u ∈ O∗K , alors

la1
la2

= u(1 + $n′−i($i lã
la2

)). Mais $i lã
la2
∈ O++(Ůi,L) d’où la1

la2
∈ L∗O∗∗n−i(Ůi,L). On

raisonne de même pour (b1, b2) et on conclut par stabilité multiplicative de L∗O∗∗n−i(Ůi,L).

Remarquons les isomorphismes

O∗(Hd
K,L)/L∗ ∼= lim←−

i

O∗(Ůi,L)/L∗, O∗(Ůi,L)/L∗ ' lim←−
m

O∗(Ůi,L)/L∗O∗∗m (Ůi,L).

Fixons, pour tout n, Sn et S ′n des systèmes de représentants de Hn. Considérons la flèche

α̃n,i : Z[H2
n]→ O∗(Ůi,L)/L∗

δ(Ha,Hb) 7→
la
lb

a, b ∈ Sn

elle induit par passage au quotient une application αn,i : D̃1(Z)→ O∗(Ůi,L)/L∗ donnée par

αn,i(µ) =
∏

a,b∈Sn
( la
lb

)µa,b ∈ O∗(Ůi,L)/L∗

avec µ = (∑a,b∈Sn µa,bδHa,Hb)n ∈ lim←−n D̃1,n(Z) = D̃1(Z). On définit de même une flèche α′n,i
grâce aux systèmes de représentants S ′n.

On observe grâce au lemme 4.7 les congruences suivantes pour n′ > n > i :

αn′,i(µ) ≡ αn,i(µ) ≡ α′n,i(µ) (mod L∗O∗∗n−i(Ůi,L))

On ainsi deux suites de Cauchy (αn,i(µ))n et (α′n,i(µ))n qui convergent vers la même valeur
αi(µ). Par construction, αi(µ) est la restriction de αi+1(µ) sur Ůi,L ce qui détermine α(µ) ∈
O∗(Hd

K,L)/L∗. De plus, on vérifie aisément l’identité α(δHa,Hb) = la
lb
.
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Passons à l’application γ (le procédé est le même pour β). Puisque la série formelle du
logarithme converge sur O∗∗(Ůi,L), on a L∗O∗∗(Ůi,L) ⊂ ker(d log). Ainsi d’après 4.7, pour tout
i > 0 et µ = (∑a,b∈Sn µa,bδHa,Hb)n ∈ D̃1(L), la somme suivante ne dépend pas de n pour n > i :

∑
a,b∈Sn

µa,bd log( la
lb

) ∈ H1
dR(Ůi,L)

On obtient alors un morphisme de groupe γi : D̃1(L)→ H1
dR(Ůi,L). Par construction, γi(µ) est

la restriction de γi+1(µ) sur Ůi,L ce qui détermine une application γ : D̃1(L)→ H1
dR(Hd

K,L).
Pour la compatibilité avec le morphisme α, on observe la congruence

α(µ) ≡ αn,i(µ) (mod L∗O∗∗n−i(Ůi,L))

pour n > i et µ ∈ D̃1(Z). On en déduit la suite d’égalité pour n > i

d log(α(µ))|Ůi,L = d log(αn,i(µ)) = γi(µ) = γ(µ)|Ůi,L
Pour l’avant dernière, il suffit de la vérifier sur les dirac où le résultat est vrai par construction.
On a alors d log(α(µ)) = γ(µ).

Nous allons étudier l’application α dans les deux sections suivantes.

4.4 Résidus et cochaines harmoniques
Le but de ce paragraphe est de démontrer que im(α) est un facteur direct de O∗(Hd

K,L)/L∗.
Cela repose sur le diagramme

D̃1(Z) α //

��

O∗(Hd
K,L)/L∗

d log
��

D̃1(L) γ
// H1

dR(Hd
K,L)

,

mais nous avons besoin du raffinement suivant :

Proposition 4.8. On a un diagramme commutatif

D̃1(Z) α //

Id

&&

O∗(Hd
K,L)/L∗

γ̃
��

D̃1(Z)

où γ̃ est induite par γ−1 ◦ d log.

La preuve de ce résultat est basée sur la théorie des résidus utilisée par de Shalit dans [DS01]
pour calculer la cohomologie de de Rham des espaces de Drinfeld. Nous allons donc commencer
par rappeler ses constructions. Si A est un groupe abélien, on note Ckhar(A) l’ensemble des
cochaines harmoniques d’ordre k à valeurs dans A. Il s’agit d’applications c : B̂T k → A vérifiant
certaines conditions d’harmonicité, reliant la valeur d’un simplexe pointé à celle des simplexes
contigus (plus une relation entre les différents pointages d’un même simplexe). Nous renvoyons
à [DS01, paragraphe 3.1] pour l’énoncé explicite de ces conditions (ces relations y sont données
sur K, mais les combinaisons linéaires sont à coefficients dans Z et peuvent être vues dans
n’importe quel groupe abélien).
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Nous allons maintenant construire un morphisme Hk
dR(Hd

K,L) → Ckhar(L). Nous renvoyons
le lecteur aux paragraphes 3.4 et 3.1 pour les notations à suivre. Fixons un simplexe pointé
σ ∈ B̂T k :

M0 )M1 ) · · · )Mk ) $M0

de type (e0, e1, · · · , ek) et donnons-nous une base adaptée (f0, · · · , fd) (cf 3.1). Le choix de cette
base détermine un isomorphisme

Hd
K,̊σ
∼= Ak ×

k∏
i=0

Cei−1 ∼= Ak × Cσ

On notera encore Ak et Cσ les changements de base à L.
On a une notion naturelle de résidu sur Ak : si ω = ∑

aνz
νd log(z1) ∧ · · · ∧ d log(zk) ∈ Ωk

Ak

(avec les bonnes conditions de convergence sur les aν ∈ L), alors resAk(ω) = a0. Étendons-la à
Ωk

HdK,L,̊σ
en écrivant

Ωk
HdK,L,̊σ

=
⊕
s+t=k

Ωs
Ak
⊗̂Ωt

Cσ

et en définissant resσ : Ωk
HdK,L,̊σ

→ Ωk
Ak
⊗̂OCσ → OCσ comme resσ = resAk⊗̂IdOCσ

. Par calcul
direct, pour toute ω fermée dans Ωk

HdK,L,̊σ
, resσ(ω) est une 0-forme fermée donc un élément de

L. De même, on vérifie que resσ(ω) = 0 si ω est exacte et que le résidu ne dépend pas de la
décomposition en produit du tube au-dessus de σ̊ ni du choix de la base adaptée au simplexe
σ. Cela définit l’application

res : Hk
dR(Hd

K,L)→ Ckhar(L), ω 7→ (σ 7→ resσ(ω|HdK,L,̊σ)).

En effet, pour ω une k-forme fermée, res(ω) vérifie bien les conditions d’harmonicité [DS01,
théorème 7.7]. Le résultat principal de [DS01] montre

Théorème 4.9. [DS01, théorème 8.2 ] Le morphisme res est un isomorphisme.

Nous allons expliciter l’isomorphisme φ rendant commutatif le diagramme

Hk
dR(Hd

K,L)
res

&&

D̃k(L)

γ(k)

OO

φ

∼
// Ckhar(L)

Pour tout σ ∈ B̂T k, on définit la fonction localement constante λσ ∈ Λk(Z) par

(Ha0 , · · · , Hak) 7→ resσ(d log la1

la0

∧ d log la2

la0

∧ · · · ∧ d log lak
la0

|HdK,L,̊σ) ∈ {−1, 0, 1}

La valeur de λσ en un (k + 1)-uplet d’hyperplans est déterminée par l’arrangement de ces
hyperplans par rapport aux modulesMi définissant le simplexe σ (cf [AdS02, paragraphe 1.3]).
L’application recherchée est donnée par

φ : µ 7→ (σ 7→ µ(λσ))

Pour vérifier la commutation, il suffit de travailler sur les masses de Dirac et cela découle de
la construction des λσ. Comme les λσ vivent dans Λk(Z), on peut construire pour tout groupe
abélien un morphisme D̃k(A)→ Ckhar(A). En fait, on a le résultat remarquable :
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Théorème 4.10. [AdS02, corollaire 2.2] On a

Λk(Z) =
〈
λσ, σ ∈ B̂T k

〉
Z -Mod

Corollaire 4.11. La flèche φ : D̃k(Z)→ Ckhar(Z) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit c ∈ Ckhar(Z) ⊂ Ckhar(L) et µ = φ−1(c) ∈ D̃k(L) la mesure correspondante
par 4.9. On veut µ ∈ D̃k(Z). Il suffit d’observer l’équivalence suivante qui est conséquence
directe du théorème précédent

∀σ ∈ B̂T k, µ(λσ) ∈ Z⇔ ∀λ ∈ Λk(Z), µ(λ) ∈ Z

Revenons maintenant à la preuve de la proposition 4.8. D’après la discussion précédente il
suffit de montrer pour toute fonction inversible u et tout σ ∈ B̂T 1 de type (e0, e1), resσ(d log(u)) ∈
Z. Puisque A1 est une couronne ouverte, le lemme 4.12 ci-dessous fournit une égalité

O∗(Hd
K,L,̊σ) = O∗(Cσ × A1) = O∗(Cσ)O∗∗(Hd

K,L,̊σ)× zZ,

où z est la variable de A1. Comme u|HdK,L,̊σ est dans O∗(Hd
K,L,̊σ), on peut donc décomposer

u = g(1 + h)zα comme ci-dessus. On a

d log(u) = d log(g) + d log(1 + h) + αd log(z)

Or d log(g) ∈ Ω1
Cσ , son résidu est donc nul. La forme d log(1 + h) est exacte (puisque log(1 + h)

est bien une fonction analytique), son résidu est donc nul. Donc resσ(d log(u)) = α ∈ Z, ce qui
permet de conclure.

Lemme 4.12. Soient I ⊂ J1, nK, (si)I , (ri)I des nombres rationnels tels que si ≥ ri pour tout
i, Sp(A) un L-affinoïde réduit et connexe, et soit C la polycouronne

{(x1, . . . , xn) ∈ BnL | |$|si ≤ |xi| ≤ |$|ri si i ∈ I}.

Alors
O∗(C × Sp(A)) = O∗(Sp(A))O∗∗(C × Sp(A))× 〈xi : i ∈ I〉Z -Mod .

Le résultat reste vrai si la polycouronne C est ouverte.

Démonstration. Par récurrence sur n, on se ramène au cas n = 1 et à la distinction I = {1} ou
I = ∅. La variable sur C sera notée x. Le cas où A est une extension complète du corps L et C
une couronne fermée est traité dans [FvdP04, 2.2.6].

Toujours dans le cas où A est un corps, on suppose que C est une couronne ouverte. On se
donne un recouvrement croissant C = ⋃

nCn par des couronnes fermés. On a alors :

O∗(C) =
⋂
n

O∗(Cn) =
(⋂
n

A∗O∗∗(Cn)
)
× T

avec T = {1} si I = ∅ et T = xZ si I = {1}. Il s’agit d’établir ⋂nA∗O∗∗(Cn) = A∗O∗∗(C).
Prenons u dans cette intersection écrivons u = λn(1 + hn) dans chaque A∗O∗∗(Cn). Fixons
n0 ∈ N, pour tout n > n0, on observe

λn
λn0

= 1 + hn0

1 + hn
∈ O∗∗(Cn0) ∩ A∗ = 1 + mA
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Donc u
λn0

= λn
λn0

(1 + hn) ∈ ⋂n O∗∗(Cn) = O∗∗(C) et ainsi u ∈ λn0O
∗∗(C).

On suppose maintenant la couronne C ouverte ou fermée, nous allons en déduire le résultat
pour A général. Soit u une section inversible de Sp(A)×C, alors pour tout z ∈ Sp(A) on a une
décomposition

u(z) = λz(1 + hz)xβz ∈ O∗(Sp(K(z))× C)

avec λz ∈ K(z)∗, hz ∈ K++(z) et βz ∈ Z. Si I = ∅, on a βz = 0. Par connexité de A, β = βz
ne dépend pas de z. Quitte à multiplier u par x−β, on peut supposer β = 0. On écrit u comme
une somme ∑

ν∈Z
aνx

ν = a0 + ũ

Si I = ∅, on a aν = 0 si ν < 0. En évaluant sur chaque point z, on a a0(z)
λz
− 1 + ũ(z)

λz
∈

O++(Sp(K(z))× C). Comme ũ(z)
λz

n’a pas de terme constant, on a

a0(z)
λz
− 1 ∈ O++(Sp(K(z))× C) et ũ(z)

λz
∈ O++(Sp(K(z))× C)

D’où pour tout z, |a0(z)| = |λz| > |ũ(z)| et |a0(z)| 6= 0. Donc a0 est inversible et ũ
a0
∈ O++. On

a exhibé la décomposition escomptée.

4.5 Cohomologie étale arithmétique
Nous aurons besoin du premier degré de la cohomologie étale l-adique arithmétique de Hd

K,L.

Proposition 4.13. Soit l un entier premier à p (non nécessairement premier), L ⊂ C une
extension complète de K, on a

κ(ĩm(α)) = H1
ét(Hd

K,L, µl)

où ĩm(α) ⊂ O∗(Hd
K,L) est la préimage de im(α) ⊂ O∗(Hd

K,L)/L∗

Démonstration. Cela découle de la compatibilité entre α et l’application de Kummer, du calcul
de la cohomologie étale géométrique 4.4 et du point technique suivant :
Lemme 4.14. Soit l un entier premier à p (non nécessairement premier), X un L-espace
analytique géométriquement connexe et X = X⊗̂C. Supposons que κ(O∗(X)) = H1

ét(X,µl).
Alors, on a une suite exacte courte

0→ L∗/(L∗)l → H1
ét(X,µl)→ H1

ét(X,µl)→ 0

Si, de plus, il existe un sous-groupe H ⊂ O∗(X) l-saturé dans O∗(X) vérifiant κ(H) =
H1

ét(X,µl), cette suite est scindée.

Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre (où GL est le groupe de Galois absolu
du corps L)

Er,s
2 : Hr

Gal(GL,Hs
ét(X,µl))⇒ Hr+s

ét (X,µl)

induit une suite exacte

0→ H1
Gal(GL, µl(X))→ H1

ét(X,µl)→ H1
ét(X,µl)GL .

Considérons le diagramme commutatif
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H1
ét(X,µl)

��

O∗(X)

κ
88

κ // H1
ét(X,µl)GL

L’application κ est GL-équivariante et surjective (par hypothèse). Puisque O∗(X) ⊂ O∗(X)GL ,
on en déduit que H1

ét(X,µl)GL = H1
ét(X,µl) = κ(O∗(X)), ainsi que la surjectivité de H1

ét(X,µl)→
H1

ét(X,µl) = H1
ét(X,µl)GL .

On a la suite d’isomorphismes

H1
Gal(GL, µl(X)) ∼= H1

Gal(GL, µl(C)) ∼= L∗/(L∗)l

La première égalité provient de la connexité géométrique de X, la deuxième se déduit de la
suite exacte de Kummer et du théorème de Hilbert 90. On en déduit la suite exacte courte

0→ L∗/(L∗)l → H1
ét(X,µl)→ H1

ét(X,µl)→ 0

Supposons maintenant l’existence du sous-groupe H. Par hypothèse de surjectivité de κ|H ,
on obtient un diagramme commutatif où toutes les flèches sont surjectives :

κ(H) // H1
ét(X,µl)

H/H l

κ

OO

κ

99

Par hypothèse de saturation sur H la flèche diagonale est injective. Ainsi, les trois flèches du
diagramme précédent sont bijectives, ce qui permet de scinder la suite exacte.

4.6 Preuve du théorème 4.1
Nous allons prouver le théorème 4.1. Prenons l un entier premier à p. Reprenons les notations

dans la proposition 4.8. Cette proposition montre que ker(γ̃) est un supplémentaire de im(α) ∼=
D̃1(Z) dans O∗(Hd

K,L)/L∗. On veut montrer que ker(γ̃) = 0. Nous commençons par :

Lemme 4.15. ker(γ̃) est l-divisible.

Démonstration. Soit f dans ker(γ̃) que l’on relève en f̃ ∈ O∗(Hd
K,L). D’après la proposition

4.13, on peut trouver g̃ dans ĩm(α) tel que κ(g̃) = κ(f̃). Alors f̃ g̃−1 admet une racine l-ième
dans O∗(Hd

K,L) et donc une racine u dans O∗(Hd
K,L)/L∗ = ker(γ̃) ⊕ im(α). L’élément f est la

composante de ul dans ker(γ̃) donc, en projetant u dans ker(γ̃), on obtient une racine l-ième
de f .

Il suffit donc de montrer que les fonctions inversibles f de Hd
K,L, l∞-divisibles (modulo les

constantes), sont en fait constantes. Pour cela, on la projette dans O∗(Hd
K,L,σ)/L∗O∗∗(Hd

K,L,σ)
qui est de type fini pour tout simplexe σ de l’immeuble BT d’après la proposition 4.16 ci-
dessous (combiné avec les résultats du paragraphe 3.4). Mais f est encore l∞-divisible dans
O∗(Hd

K,L,σ)/L∗O∗∗(Hd
K,L,σ) pour tout simplexe σ d’où ∀σ, f ∈ L∗O∗∗(Hd

K,L,σ).
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On écrit alors f = λσ(1 + gσ) ∈ L∗O∗∗(Hd
K,L,σ). On a en particulier ‖f‖HdK,L,σ = |λσ| pour

tout σ. Soit maintenant deux simplexes σ1 et σ2 s’intersectant, alors f = λσ1(1+gσ1) est encore
une décomposition dans L∗O∗∗(Hd

K,L,σ1∩σ2) et on a

‖f‖HdK,L,σ1
= |λσ1 | = ‖f‖HdK,L,σ1∩σ2

= |λσ2| = ‖f‖HdK,L,σ2

Ainsi par connexité, la quantité ‖f‖HdK,L,σ ne dépend pas de σ. D’où ‖f‖HdK,L = ‖f‖HdK,L,σ <∞.
La fonction f est bornée donc constante d’après [Ber95a, lemme 3].

Proposition 4.16. Soit P ∈ OK [X0, · · · , Xd] non nul, Y = Sp(A) un affinoïde sur L de la
forme

A = L〈X0, · · · , Xd,
1
P
〉/(X0 · · ·Xr −$)

alors le groupe O∗(Y )/L∗O∗∗(Y ) est un Z-module de type fini.

Démonstration. Quitte à renormaliser le polynôme P et à prendre r minimal, on peut sup-
poser que les éléments $ et (Xi)0≤i≤r ne divisent pas P . Notons Â le complété p-adique de
OL[X0, · · · , Xd,

1
P

]/(X0 · · ·Xr − $) et A = Â/mLÂ. La composée suivante est un morphisme
schéma formel pluri-nodal au sens de [Ber99, Definition 1.1]

Spf(Â)→ Spf(OL〈X0, · · · , Xd〉/(X0 · · ·Xr −$))→ Spf(OL)

car le premier morphisme est étale et le second est poly-stable (voir [Ber99, Definition 1.2]).
D’après [Ber99, Proposition 1.4], on a Â = O+(Y ) et la norme spectrale prend ses valeurs dans
|L∗|. Pour u dans A∗, on peut alors trouver une constante inversible λ telle que u/λ ∈ Â\mLÂ.
On peut alors supposer u 6= 0 dans A.

La fibre spéciale Spec(A) de Spf(Â) a exactement r+ 1 composantes irréductibles (V (Xi))i
et notons αi l’ordre d’annulation de u sur V (Xi). Comme u 6= 0 dans A, il existe i0 tel que
αi0 = 0. Alors Xα ∈ Â a même ordre d’annulation que u sur chaque composante irréductible
et u

Xα ∈ Â∗. Dit autrement la flèche naturelle Â∗/O∗L → A∗/(L∗∏r−1
i=0 X

Z
i ) est surjective et il

suffit donc de montrer que Â∗/O∗L(1 + mLÂ) est de type fini. On a une suite exacte :

0→ 1 + mLÂ→ Â∗ → A
∗ → 0

Une fonction est inversible en fibre spéciale si et seulement si elle l’est sur chaque composante
irréductible. Or sur V (Xi), les fonctions inversibles sont de la forme

O∗(V (Xi)) ∼= κ∗ ×
∏
j

(P (i)
j )Z

où P (X0, . . . , Xi−1, 0, Xi+1, . . . , Xd) = ∏
j(P

(i)
j )αi,j est la décomposition en produit d’irréduc-

tibles. Ainsi, le quotient Â∗/O∗L(1 + mLÂ) est un sous-groupe du groupe libre de type fini
r∏
i=0

O∗(V (Xi))/κ∗.

Remarque 4.17. Si X = Sp(A) est un L-affinoïde géométriquement connexe et géométriquement
normal, avec L une extension finie de K (ou plus généralement si la ramification de L/K est
finie) alors O∗(X)/L∗O∗∗(X) est un Z-module de type fini. La preuve découle des arguments
de 4.16 quand L = K. Dans le cas particulier de 4.16, on peut facilement relier les fonctions
inversibles pour L quelconque au cas où L = K, et obtient ce résultat de finitude sur n’importe
quel corps de base (pas forcément local).
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5 Cohomologie analytique des arrangements d’hyperplans

Dans cette sous-section, nous chercherons à déterminer PicL(Hd
K) := H1

ét(Hd
K,L,Gm). D’après

un résultat de Berkovich [Ber93, proposition 4.1.10], on a un isomorphisme

H1
ét(Hd

K,L,Gm) ∼= H1
an(Hd

K,L,Gm)

Tous nos calculs utilisent de manière cruciale le résultat suivant de van der Put [VdP82, th.
3.10, th. 3.15, th. 3.25], décrivant la cohomologie de quelques affinoïdes simples.

Théorème 5.1 (Van der Put). Les produits de polycourrones et polydisques fermés 3 n’ont pas
de cohomologie analytique en degré strictement positif pour :

1. les faisceaux constants
2. le faisceaux O(r)

3. le faisceau O+ en dimension 1
4. le faisceau Gm

Remarque 5.2. Un théorème de Bartenwerfer affirme que les boules fermées sont aussi acycliques
pour le faisceau O+, en toute dimension. Nous ne savons pas si le théorème ci-dessus est valable
pour le faisceau O+ (sauf en dimension 1, comme indiqué). Si c’était le cas, beaucoup des
résultats à suivre pourraient aussi être énoncés pour ce faisceau.

Rappelons que Hd
K,L = ⋃

n Un,L est un recouvrement Stein. Nous allons montrer :

Théorème 5.3. Soit L un corps complet tel que K ⊂ L ⊂ C, les espaces Hd
K,L et Un,L n’ont pas

de cohomologie analytique en degrés positifs pour les faisceaux O(r), O∗∗ et Gm. En particulier,
PicL(Hd

K) = 0. De plus, on a

O∗(Hd
K,L)/L∗ = Z JHK0 et O∗(Un,L)/L∗O∗∗(Un,L) = Z[Hn+1]0

Les deux dernières égalités sont similaires au résultat 4.1. Ce théorème sera prouvé dans
le cadre plus général des arrangements d’hyperplans que nous allons définir dans la section
suivante. Nous renvoyons à la section 5.2 pour l’énoncé plus général.

Finissons cette discussion par quelques remarques sur la cohomologie étale à coefficients
dans Gm. Les méthodes présentées ici ne semblent pas adaptées pour un tel problème. Nous
pouvons cependant tirer quelques informations sur BrC(Hd

K) := H2
ét(Hd

K,C ,Gm). D’après la
suite exacte de Kummer, on a une flèche surjective H2

ét(Hd
K,C , µN)→ BrC(Hd

K)N−tors de noyau
PicC(Hd

K)/nPicC(Hd
K) = 0. En passant à la limite inductive sur N , on en déduit un isomor-

phisme de groupes abéliens

BrC(Hd
K)tors ∼= St2(Z)∗ ⊗Q/Z.

La question naturelle que l’on peut se poser est la suivante : BrC(Hd
K) est-il de torsion ?

En géométrie algébrique, le résultat de Grothendieck [Gro95, PROPOSITION 1.4.] suggère
quelques faibles espoirs. En effet, pour tout schéma algébrique X régulier noethérien normal,
les groupes Hi

ét(X,Gm) est de torsion pour i ≥ 2. Malheureusement, la preuve repose sur une
étude des faisceaux gratte-ciel que l’on ne peut réaliser en géométrie rigide analytique. Peut-on
espérer un tel résultat pour une classe restreinte d’espaces analytiques ?

3. Plus généralement les polydisques généralisés au sens de [VdP82, 3.9]
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5.1 Géométrie des arrangements
5.1.1 Définitions et exemples

Pour toute collection A de parties de Pdrig,K on note

Int(A) = Pdrig,K\
⋃
H∈A

H

et
Uni(A) = Pdrig,K\

⋂
H∈A

H.

Définition 5.4. Une collection A de parties de Pdrig,K est appelée
• arrangement algébrique (resp. algébrique généralisé) (d’hyperplans K-rationnels) si A est

un sous-ensemble fini (resp. fermé) de H.
• arrangement tubulaire ouvert (resp. fermé) d’ordre n si A est une famille finie de voisinages

tubulaires fermés (resp. ouverts) H(|$|n) (resp. H̊(|$|n)) avec H ∈ H.

Remarque 5.5. — Se donner un arrangement tubulaire ouvert (resp. fermé) d’ordre n revient
à se donner une partie de Hn (resp. Hn+1).

— Si m > n, tout arrangement tubulaire ouvert (ou fermé) d’ordre m induit un arrangement
tubulaire ouvert (ou fermé) d’ordre n, appelé sa projection. Plus précisément, la projec-
tion d’un arrangement défini par une collection de voisinages tubulaires (H(|$|m))H∈I
est l’arrangement défini par la collection de voisinages tubulaires (H(|$|n))H∈I . Cela re-
vient à considérer la projection d’une partie de Hm (resp. Hm+1) sur Hn (resp. Hn+1).
Cette construction s’étend bien sûr au cas d’un arrangement algébrique (resp. algébrique
généralisé).

— Une famille d’arrangements tubulaires (An)n telle que l’ordre de An soit n est dite com-
patible si, pour tout m > n, An est la projection de Am. Si A ⊂ H est un arrangement
algébrique généralisé, on construit par projection deux familles compatibles d’arrange-
ments tubulaires ouverts (resp. fermés) (An)n par projection.

— Dans tous les cas Int(A) et Uni(A) possèdent des structures naturelles d’espaces rigides
analytiques surK. Le seul cas non trivial est celui d’un arrangement algébrique généralisé,
qui découle du point précédent.

— Plus précisément, l’espace Int(A) est un affinoïde (resp. Stein) si A est un arrangement
tubulaire fermé (resp. ouvert) voir [SS91, Proposition 4].

Exemple 5.6. L’espace symétrique de Drinfeld Hd
K est l’arrangement d’hyperplan généralisé

Int(H) et les espaces Ůn et Un forment les deux familles compatibles d’arrangements tubulaires
ouverts et fermés associées.

Nous allons définir le rang d’un arrangement A, qui permettra de décrire la géométrie de
Uni(A)

Définition 5.7. Nous donnons la notion de rang pour des parties finies de H et de Hn. D’après
la première observation de 5.5, cela induit une notion pour les arrangements algébriques et
tubulaires ouverts ou fermés.
— SiA ⊂ H, on se donne pour toutH ∈ A un vecteur aH unimodulaire tel queH = ker(laH ).

On pose rg(A) = rgOK (∑H∈AOKaH).
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— SiA ⊂ Hn, on se donne pour toutH dansA, aH un vecteur unimodulaire dansOd+1
K /$nOd+1

K

tel que H = ker(laH ) et ãH un relevé dans Od+1
K . On écrit 4

∑
H∈A
OK ãH =

d⊕
i=0

$αiOKei

pour (ei) une base de Od+1
K bien choisie. On pose alors rg(A) = card{i : αi < n}.

Cette quantité ne dépend pas des choix des aH et de leur relevé. Intuitivement, le rang
correspond à rg(A) = rgOK/$nOK (∑H∈A(OK/$nOK)aH).

5.1.2 La suite spectrale associée à un arrangement

Dorénavant, pour tout arrangement d’hyperplans A, nous verrons Int(A) et Uni(A) comme
des L-espaces analytiques par extension des scalaires. Si H désigne la cohomologie de de Rham
ou la cohomologie d’un faisceau F sur le site étale ou analytique, on a par un argument général
[SS91, § 2, Proposition 6+Lemma 7] de suites spectrales :

E−r,s1 =
⊕

(Hi)0≤i≤r∈Ar+1

Hs(Pdrig,L,Uni({Hi}))⇒ Hs−r(Pdrig,L, Int(A)) (2)

où A est un arrangement algébrique, tubulaire d’ordre n ouvert ou fermé et H(X, Y ) représente
la cohomologie de X à support dans X \ Y .

Soit A un arrangement (algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et B ⊂ A non vide de
cardinal r + 1, nous allons donc chercher à décrire la géométrie de Uni(B) suivant si A est
algébrique, tubulaire ouvert ou fermé. Si r = 0, Uni(B) devient un espace affine dans le cas
algébrique, une boule ouverte dans le cas tubulaire ouvert et une boule fermée dans le cas
tubulaire fermé.

Supposons maintenant r 6= 0 et posons t + 1 = rg(B). Par hypothèse, on a t 6= 0. Nous
allons construire en suivant [SS91, §1, Proposition 6] une fibration f : Uni(B) → Ptrig,L. Les
fibres seront des espaces affines dans le cas algébrique, des boules ouvertes dans le cas tubulaire
ouvert et des boules fermées dans le cas tubulaire fermé. Pour chaque Hi ∈ B, choisissons un
vecteur unimodulaire de Kd+1 de la même manière que dans 5.7 et écrivonsM := ∑

0≤i≤r
OKai ⊂

M0 := ∑
0≤i≤d

OKei où (ei) est la base canonique de Kd+1. Réalisons un changement de base

similaire à 5.7 pour obtenir des entiers positifs croissants (αi)0≤i≤d tels que α0 = 0 et obtenir une
décompositionM = ∑

0≤i≤d
$αiOKei ⊂M0 = ∑

0≤i≤d
OKei. On a alors les descriptions suivantes de

Uni(B), avec la convention que pour la suite on choisit un représentant unimodulaire de chaque
point [b0, · · · , bd], i.e. tel que max0≤i≤d |bi| = 1 :
• dans le cas algébrique

Uni(B) = Zd
t := {z = [b0, · · · , bd] ∈ Pdrig,L,∃i ≤ t, bi 6= 0}

• dans le cas tubulaire fermé posons β = (βi)0≤i≤t = (n− αi)0≤i≤t et notons

Xd
t (β) = {z = [b0, · · · , bd] ∈ Pdrig,L,∃i ≤ t, |bi| ≥ |$|βi}

• dans le cas tubulaire ouvert posons γ = (γi)0≤i≤t = (n+ 1− αi)0≤i≤t et notons

Y d
t (γ) = {z = [b0, · · · , bd] ∈ Pdrig,L, ∃i ≤ t, |bi| > |$|γi}

dans le cas tubulaire ouvert. Alors Uni(B) = Xd
t (β) (resp. Uni(B) = Y d

t (γ)) dans le cas tubulaire
fermé (resp. ouvert).

4. αi peut être infini et dans ce cas on adopte la convention $αi = 0.
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La flèche f donnée par [b0, · · · , bd] 7→ [b0, · · · , bt] induit bien des fibrations Xd
t (β)→ Ptrig,L,

Y d
t (γ) → Ptrig,L, Zd

t → Ptrig,L 5. Soit V(β) = {V (β)i}, V̊(γ) = {V̊ (γ)i}, V = {Vi} les recouvre-
ments admissibles de Ptrig,L où

V (β)i = {z = [z0, · · · , zt] ∈ Ptrig,L,∀j ≤ t, | zi
$βi
| ≥ | zj

$βj
|}

V̊ (γ)i = {z = [z0, · · · , zt] ∈ Ptrig,L,∀j ≤ t, | zi
$γi
| ≥ | zj

$γj
|}

Vi = {z = [z0, · · · , zt] ∈ Ptrig,L, zi 6= 0}

Alors, Xd
t (β)→ Ptrig,L se trivialise sur V(β), Y d

t (γ)→ Ptrig,L sur V̊(γ), Zd
t → Ptrig,L sur V ie.

f−1(V (β)i) ∼= V (β)i × Bd−tL (−βi)

f−1(V̊ (γ)i) ∼= V̊ (γ)i × B̊d−tL (−γi)

f−1(Vi) ∼= Vi × Ad−t

par le biais de l’application

[z0, · · · , zd]→ [z0, · · · , zt]× (zt+1

zi
, · · · , zd

zi
)

Appelons U = {Ui} le recouvrement adapté (au cas algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et Fi
la fibre sur Ui (soit Bd−tL (−βi) pour les tubulaires fermés, B̊d−tL (−γi) pour les tubulaires ouverts,
Ad−t en algébrique). La variable sur la base Ptrig,L sera notée z = [z0, · · · , zt] et celle de la fibre
w = (w1, · · · , wd−t). Sur chaque intersection U{i,j} = Ui ∩Uj, l’application de transition rend le
diagramme suivant commutatif

f−1(U{i,j}) ∼ //

Id
��

U{i,j} × Fi
Id×m zi

zj
��

f−1(U{i,j}) ∼ // U{i,j} × Fj

où m zi
zj

est l’homothétie de rapport zi
zj
. On écrira f ∗(V(β)) = {f−1(V (β)i)}, f ∗(V̊(γ)) =

{f−1(V̊ (γ)i)}, f ∗(V) = {f−1(Vi)} les recouvrements de Xd
t (β), Y d

t (γ), Zd
t obtenus.

Dans le cas algébrique, les intersections d’éléments du recouvrement f ∗(V) sont des produits
de copies de A1 et de A1\{0}. Dans le cas tubulaire fermé, les intersections sur f ∗(V(β)) sont
des produits de polycouronnes et de polydisques fermés et sont en particulier acycliques pour les
faisceaux O(r), O∗∗ et Gm en topologie analytique 5.1. Dans tous les cas, toutes ces intersections
sont connexes non vides et le nerf du recouvrement choisi est alors contractile.

Remarquons que si t = d, Xd
d (β) = Pdrig,L , la famille des (Xd

t (β))β,m,t contient les espaces
projectifs. Enfin, il pourra être utile de renormaliser les variables de Ptrig,L et de les réécrire sous
la forme

z̃i = zi
$βi

.

5. La flèche f est bien définie sur ces espaces
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5.2 Enoncés et stratégies
Dans les énoncés ci-dessous nous utiliserons systématiquement la topologie analytique. Nous

allons prouver (voir 5.17, 5.18, 5.19, 5.24, 5.38) :

Théorème 5.8. 1. Les espaces projectifs, les fibrations Zd
t , les arrangements tubulaires fer-

més et les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont O(r)-acycliques.
2. Les sections globales de O(r) sur les arrangements algébriques généralisés sont constantes.
3. La cohomologie de O(r) sur Xd

t (β) est concentrée en degrés 0 et t. Quand t 6= 0, les sections
globales sont constantes et la cohomologie en degré t s’identifie au complété p-adique de⊕

α∈Nd−t
|α|≥t+1+k

Ht
zar(Ptzar,OL ,O(k − |α|))⊗O(r)

L

Voir 5.17, 5.18, 5.31, 5.38 pour le résultat suivant :

Théorème 5.9. 1. Les espaces projectifs, les fibrations Zd
t , les arrangements tubulaires fer-

més et les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont O∗∗-acycliques.
2. Les sections globales de O∗∗ sur les arrangements algébriques généralisés sont constantes.
3. La cohomologie de O∗∗ sur Xd

t (β) est concentrée en degrés 0 et t. Les sections globales
sont constantes quand t 6= 0.

Le résultat suivant est une combinaison de 5.33, ??, ??, 5.38.

Théorème 5.10. 1. Les espaces projectifs vérifient :

Hk
an(Ptrig,L,Gm) =


L∗ si k = 0
Z si k = 1
0 sinon

2. La fibration f : Xd
t (β)→ Ptrig,L induit une décomposition en produit direct :

H∗an(Xd
t (β),Gm) ∼= H∗an(Xd

t (β),O∗∗)× H∗an(Ptrig,L,Gm)

De plus, les sections globales sont constantes quand t 6= 0.
3. Les arrangements tubulaires fermés Int(A) sont Gm-acycliques et

O∗(Int(A))/L∗O∗∗(Int(A)) = Z[A]0

4. Les arrangements algébriques généralisés Int(A) sont Gm-acycliques et

O∗(Int(A))/L∗ = Z JAK0

Pour obtenir ces résultats, il faut d’abord calculer la cohomologie de O(r) sur Xd
t (β) (point

3. de 5.8) grâce aux résultats d’acyclicité de Van der Put et au calcul de la cohomologie de
Cech sur le recouvrement f ∗(V(β)) (cf 5.19). Plus précisément, la fibration f permet de relier
le complexe de Cech de Xd

t (β) aux complexes de Ptrig,L pour les faisceaux tordus O(r)(k) (point
1. de 5.8 et 5.21 pour un énoncé plus fin). Le résultat se déduit de la cohomologie des faisceaux
O(k) sur les espaces projectifs algébriques sur OL.

Le résultat d’acyclicité pour les arrangements tubulaires fermés découle de l’annulation de
la cohomologie de Xd

t (β) à partir du degré t+1 et de l’argument combinatoire 5.25 qui remplace
la suite spectrale (2).
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Le transfert des énoncés sur O(r) à ceux de O∗∗ résulte d’un argument sur les logarithmes
tronqués 5.30. Pour le faisceau Gm, on calcule encore la cohomologie de Cech des fibrations
Xd
t (β) sur le recouvrement f ∗(V(β)). Mais on a pour tout I ⊂ J0, tK une décomposition

O∗(f−1(V (β)I)) = L∗O∗∗(f−1(V (β)I))× 〈
zi
zj

: i, j ∈ I〉Z -Mod

qui induit les décompositions de la cohomologie du point 2. de 5.10 (cf 5.33) et celle des
sections inversibles dans 5.10 point 3. (cf 5.31). Nous notons aussi que le complexe induit
par les facteurs directes 〈 zi

zj
: i, j ∈ I〉Z -Mod est celui apparaissant en géométrie algébrique, ce

qui permet d’établir le point 1. de 5.10 par comparaison. D’après ce qui précède, on sait que
la cohomologie de Xd

t (β) s’annule à partir du degré t + 1 ce qui nous donne l’acyclicité des
arrangements tubulaires fermés pour Gm toujours grâce au lemme combinatoire 5.25.

Pour les arrangements algébriques généralisés A, ils peuvent être approximés par des arran-
gements tubulaires fermés compatibles An d’ordre n. On dispose d’une suite exacte pour tout
s > 0

0→ R1 lim←−
n

Hs−1
an (Int(An),Gm)→ Hs

an(Int(A),Gm)→ lim←−
n

Hs
an(Int(An),Gm)→ 0

Le calcul dans le cas tubulaire fermé induit l’annulation de la cohomologie de Gm pour s > 1 et
l’égalité H1

an(Int(A),Gm) = R1 lim←−n O∗(Int(An)). Il s’agit alors de prouver R1 lim←−n O∗(Int(An)) =
0. D’après la décomposition 5.10 point 3. et le lemme 5.14, il suffit de trouver une constante c
indépendante de n pour laquelle on a l’inclusion

O(r)(Int(An)) ⊂ O(r)
L +$O(r)(Int(An−c))

Pour établir cette identité, on raisonne par récurrence sur le rang de Int(An) et on se ramène
à montrer (cf 5.27 et 5.28 pour voir que cette condition est bien suffisante) que l’image de la
flèche

Hrg(An)−1
an (Uni(An),O(r))→ Hrg(An)−1

an (Uni(An−1),O(r))
est contenu dans $Hrg(An)−1

an (Uni(An−1),O(r)). Grâce à 5.8 point 1., on peut voir ces groupes
de cohomologie comme des sous-groupes des fonctions bornés de polycouronnes (cf 5.23) dont
les flèches de restriction sont explicites et bien comprises 5.12. Le résultat découle alors de ce
cas particulier.

Etudier la cohomologie des arrangements tubulaires fermés les espaces Xd
t (β) est semblable

à la stratégie de [SS91].Par exemple, le point 3. de 5.8 mimique l’axiome d’homotopie de [SS91,
§2]. S’intéresser à O(r) puis à O∗∗ et enfin à Gm rappelle la preuve de [VdP82, théorème 3.25].
L’argument de passage à la limite s’inspire de [CDN20, sous-section 1.2].

Tous nos calculs utilisent de manière cruciale le résultat 5.1 de van der Put décrivant la
cohomologie de quelques affinoïdes simples.

5.3 Cas des arrangements algébriques
Nous traitons d’abord le cas des arrangements algébriques. Les méthodes sont semblables

dans le cas algébrique généralisé, qui sera étudié plus tard. Le résultat suivant est relativement
élémentaire dans ce cas, alors que pour la deuxième preuve 5.29, nous aurons besoin d’une
version plus forte qui nécessitera le point technique 5.22. Nous avons donc choisi de présenter
cette preuve plus simple.

Lemme 5.11. On considère le produit de polycouronnes et de polydisques suivant

U = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Ad
rig,L : ∀i, |$|−ri ≥ |xi| ≥ |$|si}
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où (ri)i et (si)i sont des entiers (on s’autorisera si = ∞ pour les facteurs isomorphes à une
boule fermée). De même on considère

V = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Ad
rig,L : ∀i, |$|−ri−1 ≥ |xi| ≥ |$|si+1}

Pour toute fonction f ∈ O+(U) qui est restriction d’une section à puissance bornée de V , on
peut trouver λ ∈ OL tel que f − λ est divisible par $ dans O+(U).

Démonstration. La description des espaces U et V nous fournit un système de coordonnées
commun (Xi)i. La famille de monômes (∏i:νi≥0($riXi)νi

∏
j:νj≥0($

sj

Xj
)νj)ν∈Zd forme une base de

Banach de O(U). Il en est de même pour la famille (∏i:νi≥0($ri+1Xi)νi
∏
j:νj≥0($

sj+1

Xj
)νj)ν∈Zd sur

O(V ). Mais on remarque que pour tout ν (avec |ν| = ∑
j νj)

∏
i:νi≥0

($ri+1Xi)νi
∏

j:νj≥0
($

sj+1

Xj

)νj = $|ν|
∏
i:νi≥0

($riXi)νi
∏

j:νj≥0
($

sj

Xj

)νj

Il est alors aisé de voir que si une section à puissance bornée de V n’a pas de terme constant,
sa restriction est dans $O+(U).

Nous avons une version relative de ce résultat

Lemme 5.12. Soit Y un affinoïde sur L et U ,V les affinoïdes définis dans le lemme précédent,
alors la flèche naturelle de restriction induit un morphisme

O+(Y × V )/O+(Y )→ $O+(Y × U)/O+(Y )

Démonstration. C’est le même argument que pour 5.11 et cela s’obtient en comparant les
développements uniques en série sur les deux espaces U ,V :
Lemme 5.13. Soit Y = Sp(A) un affinoïde sur L et U comme précédemment. Toute section
de Y × U admet une écriture unique ∑α fαZ

α où ‖fα‖Y ‖Zα‖U → 0 et la variable α parcourt
l’ensemble des vecteurs de Zd tel que αi ≥ 0 quand si =∞. De plus, la norme spectrale vérifie
l’identité ‖∑α fαZ

α‖Y×U = maxα ‖fα‖Y ‖Zα‖U
Démonstration. Par récurrence immédiate sur la dimension de U , et quitte à renormaliser
les variables zi, on se ramène aux cas U = Sp(L 〈Z1〉) ou U = Sp(L

〈
Z1,

p
Z1

〉
). Nous nous

plaçons dans le deuxième cas car le premier se traite de manière similaire. Écrivons A =
L 〈X1, · · · , Xn〉 /I. Par exactitude à droite du produit tensoriel, on a :

A⊗̂L
〈
Z1,

p

Z1

〉
∼= L 〈X1, · · · , Xn, Z1, Z2〉 /(I, Z1Z2 − p)

On en déduit l’écriture en somme voulue.
Prouvons l’égalité pour la norme spectrale. Développons une section f = ∑

n≥0 fnZ
n
1 +∑

m>0 fm( p
Z1

)m et appelons π : Y ×U → Y la projection. Pour tout y ∈ Y (C), la restriction de
f sur π−1(y) = Sp(K(y)

〈
Z1,

p
Z1

〉
) s’écrit :

f =
∑
n≥0

fn(y)Zn
1 +

∑
m>0

fm(y)( p
Z1

)m

la norme spectrale sur π−1(y) est donnée par maxn,m(|fn(y)|, |fm(y)|). La norme spectrale totale
vérifie ‖f‖Y×U = maxy maxn,m(|fn(y)|, |fm(y)|) = maxn,m(|fn|, |fm|) et on en déduit l’égalité
voulue.
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En tronquant ces développements, on voit que O+(Y ) est un facteur direct de O+(Y × V )
et O+(Y ×U) et que la flèche de l’énoncé est exactement la restriction naturelle au niveau des
supplémentaires usuels.

Le résultat intermédiaire 5.12 est utile au vu du point technique général suivant :

Proposition 5.14. Soit X = ⋃
n Un = ⋃

n Sp(An) une réunion croissante de L–affinoïdes.
Supposons l’existence d’une constante c indépendante de n tel que

O+(Un+c) ⊂ OL +$O+(Un)

Alors les sections globales des faisceaux O+, O(r), O∗∗ et L∗O∗∗ sont constantes et on a

R1 lim←−
n

F (Un) = 0

pour F = O+,O(r),O∗∗, L∗O∗∗.

Cela découle du résultat suivant :

Lemme 5.15. Soit une suite décroissante de groupes abéliens complets (Gn)n dont la topologie
est induite par des bases de voisinage par des sous groupes ouverts (G(i)

n )i avec Gn = G(0)
n .

Supposons G(i)
n+1 ⊂ G(i)

n pour tous i, n (en particulier les inclusions sont continues).
S’il existe un sous-groupe H ⊂ ⋂nGn fermé dans chaque Gn ie. H = ⋂

iH +G(i)
n vérifiant

G
(i)
n+c ⊂ H +G(i+1)

n (3)

pour une constante c indépendante de i, n alors⋂
n

Gn = lim←−
n

Gn = H et R1 lim←−
n

Gn = 0.

Démonstration. On rappelle que pour un système projectif de groupes additifs (Γn)n∈N de
fonctions de transition ϕn : Γn+1 → Γn, le groupe R1 lim←−n Γn est le conoyau de la flèche 6

δ :
∏
n

Γn →
∏
n

Γn

(gn)n 7→ (gn − ϕn(gn+1))n

Par abus, les éléments de ∏n Γn seront appelés cocycles et ceux de l’image de δ seront des
cobords.

Revenons à Gn. On veut prouver la première égalité de l’énoncé et donc l’inclusion ⋂nGn ⊂
H (l’autre étant vérifiée par hypothèse). D’après (3), on vérifie aisément par récurrence l’inclu-
sion Gcn ⊂ H +G

(n)
0 pour tout n d’où⋂

n

Gcn ⊂
⋂
n

H +G
(n)
0 = H

par hypothèse de fermeture de H.
Calculons maintenant le groupe R1 lim←−nGn. Prenons un cocycle (fn)n et montrons que c’est

un cobord. Toujours d’après (3), on peut trouver par récurrence immédiate un élément hn ∈ H
tq pour tout k, r < c, on a

fn+kc+r − hn+kc+r ∈ G(k)
n

6. Dans le cas où on a un préfaisceau F sur un espace topologique X =
⋃
n∈N Un où U = {Un} est

un recouvrement croissant admissible par des ouverts et (Gn)n = (F (Un))n, on a en fait R1 lim←−n F (Un) =
Ȟ1(X,U ,F )
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Dans ce cas, la somme ∑m≥n fm − λm converge dans Gn pour tout entier n et vérifie

δ((
∑
m≥n

fm − λm)n) = (fn)n − (hn)n

Donnons-nous h̃0 ∈ H et construisons par récurrence une suite (h̃n)n tq h̃n+1 = h̃n − hn ie.
δ((h̃n)n) = (hn)n. On en déduit que (fn)n est en fait en cobord.

Démonstration. (5.14) Les constantes F (Un) ∩ L forment des fermés de F (Un) pour F =
O+,O(r),O∗∗, L∗O∗∗. Les suites décroissantes (O+(Un))n et (O(r)(Un)n) de groupes topologiques
vérifient clairement l’inclusion (3) par hypothèse. Montrons que c’est encore le cas pour les
suites (L∗O∗∗(Un))n et (O∗∗(Un)n). Raisonnons uniquement pour le second, le premier s’en
déduira aisément. Soit 1 + $kf avec f ∈ O++(Un), on peut trouver une constante λ ∈ mL tq
f − λ ∈ $O++(Un−1). Alors, on a

1 +$kf

1 +$kλ
= 1 +$k f − λ

1 +$kλ
∈ 1 +$k+1O++(Un−1)

Le résultat 5.14 est alors une conséquence directe du lemme précédent.

Corollaire 5.16. La base canonique (ei)0≤i≤d de Kd+1 définit une collection de d+1 hyperplans
V +(zi) ⊂ Pdrig,L et on note B l’arrangement {V +(zi)}0≤i≤r. L’espace Int(B) est acyclique pour
les faisceaux O(r), O∗∗ et Gm. Les sections globales de O+ et O∗∗ sont constantes et

O∗(Int(B)) = L∗ ×
〈
zi
z0

〉
1≤i≤r

Démonstration. On voit cet arrangement d’hyperplans comme le produit (A1
rig,L\{0})r×Ad−r

rig,L

On le recouvre par (Xn)n où (en posant xi = zi/z0)

Xn = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Ad
rig,L : ∀i ≤ r, |$|−n ≥ |xi| ≥ |$|n,∀j ≥ r + 1, |$|−n ≥ |xj|}

On a la suite exacte :

0→ R1 lim←−Hs−1
an (Xn,F )→ Hs

an(Int(B),F )→ lim←−Hs
an(Xn,F )→ 0

Mais Int(B) = ⋃
nXn est un recouvrement admissible constitué de produits de polycouronnes

et polydisques, chacun des termes est acyclique pour les faisceaux O(r), O∗∗ et Gm d’après 5.1.
Grâce au résultat 5.12 on peut appliquer 5.14 et on en déduit l’énoncé pour les faisceaux O(r)

et O∗∗.
D’après 4.12, on a pour tout n

O∗(Xn) = L∗O∗∗(Xn)× 〈xi〉1≤i≤r = L∗O∗∗(Xn)×
〈
zi
z0

〉
1≤i≤r

Ainsi O∗(Int(B)) = lim←−n L
∗O∗∗(Xn)× lim←−n

〈
zi
z0

〉
1≤i≤r

= L∗ ×
〈
zi
z0

〉
1≤i≤r

(en utilisant 5.14) et

PicL(Int(B)) = R1 lim←−
n

L∗O∗∗(Xn)× R1 lim←−
n

〈
zi
z0

〉
1≤i≤r

= 0

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de cette section :
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Théorème 5.17. Les arrangements algébriques sont O(r), O∗∗-acycliques et les sections globales
sont constantes.

Démonstration. Étudions d’abord le cas des fibrations :
Lemme 5.18. Les fibrations Zd

t sont acycliques pour O(r) et O∗∗, et les sections globales sont
constantes.

Démonstration. On raisonne sur la suite spectrale de Cech pour le recouvrement f ∗(V) de
Zd
t . D’après le théorème 5.1 point 2., chaque intersection est O(r)-acyclique et on se ramène à

calculer la cohomologie de Cech sur le recouvrement f ∗(V). Mais par (5.16), le complexe de
Cech est isomorphe au complexe de Cech sur f ∗(V) associé au faisceau constant O(r)

L . Mais
le nerf du recouvrement est le simplexe standard ∆t de dimension t, qui est contractile. Ceci
montre l’annulation de la cohomologie en degré supérieur ou égal à 1. On obtient aussi aisément
que O(r)(Zd

t ) = O(r)
L . On raisonne de même pour O∗∗.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de 5.17. La flèche d’inclusion Zd
t → Pdrig,L

induit alors des isomorphismes

Hs
an(Pdrig,L,O(r)) ∼= Hs

an(Zd
t ,O

(r))

pour tout s positif. D’où l’annulation de Hs
an(Pdrig,L, Zd

t ,O
(r)). Alors la suite spectrale (2) dégé-

nère et on obtient Hs
an(Pdrig,L, Int(A),O(r)) = 0 pour tout s. Ce qui se traduit par

Hs
an(Int(A),O(r)) =

O
(r)
L si s = 0

0 sinon
.

On raisonne de même pour O∗∗.

5.4 Cohomologie analytique à coefficients dans O(r)

5.4.1 Cohomologie des fibrations Xd
t (β).

Nous allons chercher à déterminer la cohomologie des espaces Xd
t (β). Commençons par

faire quelques rappels sur les faisceaux localement libres de rang 1 sur Ptrig,L et Ptzar,L. Dans le
cas algébrique, ils sont décrits par les faisceaux tordus OPtzar,L(k) avec k dans Z. Ce faisceau se
trivialise sur le recouvrement usuel V et les fonctions de transition font commuter le diagramme 7

OPtzar,L(k)|V{i,j}
∼ //

Id
��

OVi |Vj
m

( z̃iz̃j
)−k

��

OPtzar,L(k)|V{i,j}
∼ // OVj |Vi

En géométrie rigide, on peut encore définir les faisceaux tordus OPtrig,L(k), O+
Ptrig,L

(k) (version à

puissance bornée) et O(r)
Ptrig,L

(k) grâce aux mêmes morphismes de transition :

O+
Ptrig,L

(k)|V (β){i,j}
∼ //

Id
��

O+
V (β)i|V (β)j

m
( z̃iz̃j

)−k

��

O+
Ptrig,L

(k)|V (β){i,j}
∼ // O+

V (β)j |V (β)i

7. Dans ce qui suit, on note aussi z̃ la variable sur Ptzar,A ie. Ptzar,A = Proj(A[z̃0, · · · , z̃t])

42



On rappelle que l’on a bien z̃i
z̃j
∈ O+(V (β){i,j}). On construit grâce à un diagramme similaire

OPtrig,L(k), O(r)
Ptrig,L

(k). D’après GAGA (voir aussi 5.33), les OPtrig,L(k) sont les seuls faisceaux
localement libres de rang 1. Nous pouvons aussi définir ces faisceaux tordus sur les fibra-
tions Xd

t (β) en tirant en arrière par f i.e. OXd
t (β)(k) = f ∗OPtrig,L(k), O+

Xd
t (β)(k) = f ∗O+

Ptrig,L
(k)

et O(r)
Xd
t (β)(k) = f ∗O(r)

Ptrig,L
(k). L’un des points techniques de l’argument 5.36 montrera que

OXd
t (β)(k) = OPdrig,L

(k)|Xd
t (β).

En algébrique, la cohomologie de Zariski de ces faisceaux tordus est connue et peut être
trouvée dans ([Har77, théorème 5.1 section III]) par exemple. Pour tout anneau A et k un
entier, la cohomologie de OPtzar,A(k) est concentrée en degré 0 si k est positif et en degré t si k
est négatif. Plus précisément, on a des isomorphismes :

H0
zar(Ptzar,A,O(k)) ∼= A[T0, . . . , Tt]k si k est positif

Ht
zar(Ptzar,A,O(k)) ∼= ( 1

T0 . . . Tt
A[ 1
T0
, . . . ,

1
Tt

])k si k est négatif

où A[T0, . . . , Tt]k désigne l’ensemble des polynômes homogènes de degré k.
On se propose de calculer la cohomologie de O(r) des fibrations Xd

t (β). Plus précisément,
nous souhaitons montrer :

Théorème 5.19. — La cohomologie à coefficients dans O(r)(k) de l’espace projectif Ptrig,L
est concentrée en degré 0 si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. De
même la cohomologie des fibrations Xd

t (β) est concentrée en degrés 0 et t.
— Plus précisément, on a des isomorphismes :

H0
an(Ptrig,L,O(r)(k)) ∼= O(r)

L ⊗OL H0
zar(Ptzar,OL ,O(k)) ∼= O(r)

L [T0, . . . , Tt]k

Ht
an(Ptrig,L,O(r)(k)) ∼= O(r)

L ⊗OL H0
zar(Ptzar,OL ,O(k)) ∼= ( 1

T0 . . . Tt
O(r)
L [ 1

T0
, . . . ,

1
Tt

])k

De plus, pour r ≤ r′, les flèches suivantes sont injectives

Hs
an(Ptrig,L,O(r)(k))→ Hs

an(Ptrig,L,O(r′)(k))

— On dispose d’isomorphismes

H0
an(Xd

t (β),O(r)(k)) '
⊕

α∈Nd−t
|α|≤k

H0
an(Ptrig,L,O(r)(k − |α|)),

en particulier elle est nulle si k < 0 et s’identifie à OL si k = 0. Enfin, Ht
an(Xd

t (β),O(r)(k))
est isomorphe au complété p-adique de⊕

α∈Nd−t
|α|≥t+1+k

Ht
an(Ptrig,L,O(r)(k − |α|))

Démonstration. Les intersections d’éléments du recouvrement V(β) et f ∗(V(β)) sont des pro-
duits de polycouronnes et de polydisques fermés dont les polyrayons sont dans |L∗|. Ainsi,
on se ramène à calculer la cohomologie de Cech sur les recouvrements V(β) et f ∗(V(β))
(cf 5.1). De plus, pour toute section non nulle h de O(r)(V (β)I) (resp. O(r)(f−1(V (β)I))), il
existe une constante λ ∈ O(r)

L telle que h/λ soit de norme 1. On en déduit O(r)(V (β)I) =
O+(V (β)I)⊗OL O(r)

L (resp. O(r)(f−1(V (β)I)) = O+(f−1(V (β)I))⊗OL O(r)
L ) donc

Č•(Ptrig,L; O(r)(k), f ∗(V(β))) = Č•(Ptrig,L; O+(k),V(β))⊗OL O(r)
L
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Č•(Xd
t (β); O(r)(k),V(β)) = Č•(Xd

t (β); O+(k), f ∗(V(β)))⊗OL O(r)
L

Par platitude, on obtient les isomorphismes au niveau des groupes de cohomologie

Ȟ∗(Ptrig,L; O(r)(k),V(β)) = Ȟ∗(Ptrig,L; O+(k),V(β))⊗OL O(r)
L

Ȟ∗(Xd
t (β); O(r)(k), f ∗(V(β))) = Ȟ∗(Xd

t (β); O+(k), f ∗(V(β)))⊗OL O(r)
L

et l’injectivité des inclusions quand r varie. Le reste de cette section sera consacré au calcul de
ces groupes de cohomologie de Cech sur O+. Cela repose sur le lemme général suivant :
Lemme 5.20. Soit C• un complexe de Zp-modules plats. Si Hj(C•) est sans p-torsion pour tous
j, alors on a un isomorphisme naturel entre les complétions p-adiques Hj(Ĉ•) ' Ĥj(C•).

Démonstration. Soit Aj = Im(dj−1 : Cj−1 → Cj) et Bj = ker(dj : Cj → Cj+1). On a une suite
exacte 0→ Aj → Bj → Hj(C•)→ 0 d’où l’exactitude de 0→ Aj/pn → Bj/pn → Hj(C•)/pn →
0 car Hj(C•) est sans p-torsion par hypothèse. Par Mittag-Leffler, on obtient encore une suite
exacte 0 → Âj → B̂j → Ĥj(C•) → 0. Il suffit donc de montrer que Âj = Im(d̂j−1 : Ĉj−1 → Ĉj)
et B̂j = ker(d̂j : Ĉj → Ĉj+1). Par platitude de Cj+1, on a l’exactitude de la suite 0→ Bj/pn →
Cj/pn → Aj+1/pn → 0 d’où celle de

0→ Bj/pn → Cj/pn → Cj+1/pn

car on a montré que Aj+1/pn → Bj+1/pn est injective. En passant à la limite projective dans
les deux suites précédentes, on obtient B̂j = ker d̂j et Âj+1 ∼= Ĉj/B̂j = Ĉj/ ker d̂j ∼= Im d̂j.

Corollaire 5.21. La cohomologie de Cech de O+
Ptrig,L

(k) sur le recouvrement V (β) est concentrée
en degré 0 si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. Plus précisément, on a des
isomorphismes :

Ȟ0(Ptrig,L,O+(k), V (β)) ∼= OL[T0, . . . , Tt]k si k est positif

Ȟt(Ptrig,L,O+(k), V (β)) ∼= ( 1
T0 . . . Tt

OL[ 1
T0
, . . . ,

1
Tt

])k si k est négatif

Démonstration. Considérons les complexes

Csα =
⊕
|I|=s+1
∀i∈Ic,αi≥0

OLz̃α

et notons que l’on a
Č•(Ptzar,OL ; OPtzar,OL

(k),V) =
⊕
|α|=k
C•α

par la description des sections de OPtzar,OL
(k) sur les ouverts de l’espace projectif. D’après

la description des fonctions analytiques de norme spectrale au plus 1 sur un polydisque ou
une polycouronne, le complexe Č•(Ptrig,L; O+

Ptrig,L
(k),V(β)) est la complétion p-adique du com-

plexe Č•(Ptzar,OL ; OPtzar,OL
(k),V). Le lemme 5.20 montre alors que les groupes de cohomologie

de Č•(Ptrig,L; O+
Ptrig,L

(k),V(β)) s’identifient aux complétés p-adiques des groupes de cohomologie
H∗zar(Ptzar,OL ,OPtzar,OL

(k)). Comme ces derniers sont de type fini sur OL, la complétion est en
fait inutile, ce qui permet de conclure.
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Corollaire 5.22. Soit k un entier. La cohomologie de Cech de O+(k) sur Xd
t (β) pour le re-

couvrement f ∗(V(β)) est concentrée en degrés 0 et t. De plus on dispose d’isomorphismes

Ȟ0(Xd
t (β),O+(k), f ∗(V(β))) '

⊕
α∈Nd−t
|α|≤k

H0
zar(Ptzar,OL ,O(k − |α|)),

en particulier elle est nulle si k < 0 et s’identifie à OL si k = 0. Enfin, Ȟt(Xd
t (β),O+(k), f ∗(V(β)))

est isomorphe au complété p-adique de⊕
α∈Nd−t
|α|≥t+1+k

Ht
zar(Ptzar,OL ,O(k − |α|))

Démonstration. Pour tout i ∈ I ⊂ J0, tK, on a une trivialisation f−1(V (β)I) ∼= V (β)I ×
Bd−tL (−βi) et donc 5.13 tout λI ∈ O+(k)(f−1(V (β)I)) s’écrit de manière unique

λI =
∑

α∈Nd−t
λI,α(z)

(
w(i)

$−βiI

)α

où z = [z0, · · · , zt] désigne la variable de V (β)I vu comme ouvert de Ptrig,L, w(i) = (w(i)
1 , · · · , w(i)

d−t)
est la variable de Bd−t(βi), les sections λI,α sont dans O+(k)(V (β)I) et tendent vers 0 p-
adiquement.

Considérons les facteurs directs du complexe de Cech étudié (C•α)α

Csα :=
⊕
|I|=s+1

(
w(i)

$−βi

)α
O+(k)(V (β)I)

On a la relation w(i)

$−βi
= z̃j

z̃i

w(j)

$−βj
et l’élément

((
w(i)

$−βi

)α)
i
définit une section de O+(−|α|)(Ptrig,L)

d’où un isomorphisme :
C•α ∼= Č•(Ptrig,L; O+

Ptrig,L
(k − |α|),V(β))

D’après la discussion précédente Čs(Xd
t (β); O+

Xd
t (β)(k), f ∗(V(β))) s’identifie au complété p-

adique des complexes (C•α)α. Le lemme 5.20 permet alors de conclure.

Remarque 5.23. En fixant une trivialisation f−1(V (β)I) ∼= V (β)I × Bd−tL (−βi) pour i ∈ I =
J0, tK, on peut voir le groupe Ȟt(Xd

t (β); O+, f ∗(V)) comme un facteur direct de O+(V (β)I ×
Bd−tL (−βi))/O+(V (β)I)

5.4.2 Cohomologie des complémentaires de tubes d’hyperplans

Nous pouvons maintenant déterminer la cohomologie de O(r) d’un arrangement A tubulaire
fermé d’ordre n. Nous souhaitons établir :

Théorème 5.24. Les arrangements tubulaires fermés A sont O(r)-acycliques.

Cela découle du principe général suivant :

Lemme 5.25. Soit X un L-espace analytique et U = {Ui : i ∈ I} une famille d’ouverts de X.
Soit H une théorie cohomologique vérifiant la suite exacte longue de Mayer-Vietoris tel que pour
toute famille finie J de U , les unions ⋃

i∈J
Ui n’ont pas de cohomologie en degré supérieur ou égal

à |J |. Sous ces hypothèses, toute intersection finie ⋂
i∈J

Ui sont acycliques pour la cohomologie H.
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Il est à noter que d’après 5.22, les complémentaires des voisinages tubulaires d’hyperplans
vérifient les hypothèses pour H la cohomologie analytique à coefficients dans O(r). En effet,
pour A un arrangement tubulaire fermé, la cohomologie d’un espace de la forme Uni(B), avec
B ⊂ A, s’annule en degré supérieur ou égal à rg(B) ≤ |B|.

Démonstration. On peut supposer que I = J1, nK et on raisonne par récurrence sur n, le cas
n = 1 étant évident. Supposons que le résultat est vrai pour n − 1. Il suffit de démontrer
l’acyclicité de Y = ∩ni=1Ui (les autres intersections étant traitées par l’hypothèse de récurrence).
Notons Vi = Ui ∩ Un pour 1 ≤ i ≤ n − 1 et observons que Y = V1 ∩ ... ∩ Vn−1. Il suffit donc
(grâce à l’hypothèse de récurrence) de montrer que la cohomologie de ∪i∈JVi s’annule en degré
supérieur ou égal à |J | quand J ⊂ {1, 2, ..., n−1}. Soit donc k ≥ |J | et V J = ∪i∈JVi = UJ ∩Un,
où UJ = ∪i∈JUi. Une partie de la suite de Mayer-Vietoris s’écrit

Hk(UJ ∪ Un)→ Hk(UJ)⊕ Hk(Un)→ Hk(V J)→ Hk+1(UJ ∪ Un).

Puisque k+ 1 ≥ |J ∪{n}|, le terme Hk+1(UJ ∪Un) s’annule par hypothèse, et il en est de même
de Hk(Un) et Hk(UJ), donc aussi de Hk(V J), ce qui permet de conclure.

Nous pouvons aussi tirer des informations importantes sur les sections globales à puissances
bornées des arrangements Int(A). Nous commencerons par ce lemme général.

Lemme 5.26. Soit X un espace analytique, F un faisceau en groupe abélien et U = {Ui} une
famille d’ouverts de X tel que toute intersection finie UI est F -acyclique. Dans ce cas, on a :

F (UI) =
∑
J∈EI

rJ,I(F (UJ))

où EI = {J ⊂ I : J 6= ∅ et H|J |−1
an (⋃j∈J Uj,F ) 6= 0} et rJ,I : F (UJ) → F (UI) est la flèche de

restriction.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. Le résultat est trivial quand ce
dernier vaut 1. Fixons I et supposons le résultat pour toute partie stricte de I. Si H|I|−1

an (⋃i∈I Ui,F ) 6=
0, c’est tautologique car I ∈ EI . Sinon, on a par hypothèse

H|I|−1
an (

⋃
i∈I
Ui,F ) = Ȟ|I|−1(

⋃
i∈I
Ui, {Ui : i ∈ I},F ) = F (UI)/

∑
i∈I

rI\{i},I(F (UI\{i})) = 0

Mais par hypothèse de récurrence, rI\{i},I(F (UI\{i})) ⊂
∑
J∈EI\{i} rJ,I(F (UJ)) ⊂ ∑J∈EI rJ,I(F (UJ))

d’où le résultat.

Corollaire 5.27 (Décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé,
on a

O(r)(Int(A)) =
∑
B⊂A

|B|=rg(B)<d+1

O(r)(Int(B))

Démonstration. On reprend les notations du lemme précédent. On remarque EA = {B ⊂ A :
|B| = rg(B) < d+ 1} d’après 5.22 et on conclut.

Lemme 5.28. Soit An un arrangement tubulaire fermé d’ordre n > d et An−d la restriction de
An d’ordre n− d. On a l’inclusion :

O(r)(Int(An)) ⊂ O(r)
L + O(r|$|)(Int(An−d))
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Démonstration. D’après le résultat précédent, on peut supposer |An| = rg(An) < d + 1. On
raisonne par récurrence sur t = rg(An) − 1. Plus précisément, nous montrons que pour tout
arrangement Bm d’ordrem quelconque vérifiant rg(Bm) ≤ t+1, on a l’inclusion O(r)(Int(Bm)) ⊂
O(r)
L + O(r|$|)(Int(Bm−(t+1))).
Quand t = 0, cela découle du cas de la boule qui a été traité dans 5.11. Supposons l’énoncé

vrai pour t− 1 et montrons le résultat pour l’arrangement An de rang t+ 1. Par O(r)-acyclicité
de Int(B) pour B ⊂ An (resp. B ⊂ An−1), on a le diagramme suivant commutatif dont les lignes
horizontales sont exactes

∑
a∈An O(r)(Int(An\{a}))

��

// O(r)(Int(An))

��

// Ht
an(Uni(An),O(r))

ϕ(r)

��

// 0

∑
a∈An−1 O(r)(Int(An−1\{a})) // O(r)(Int(An−1)) // Ht

an(Uni(An−1),O(r)) // 0

(4)

avec An−1 la projection de An d’ordre n− 1. On veut montrer

Im(ϕ(r)) ⊂ $Ht
an(Uni(An−1),O(r)) (5)

Quand rg(An−1) < rg(An), l’inclusion est triviale car Ht
an(Uni(An−1),O(r)) = 0.

Si rg(An−1) = rg(An), on a des isomorphismes compatibles

Uni(An) ∼= Xd
t (β) et Uni(An−1) ∼= Xd

t (β − (1, · · · , 1)) := Xd
t (β̃)

D’après 5.23, Ht
an(Uni(An),O(r)) est un facteur direct de O(r)(V (β)I × BL(−βi))/O(r)(V (β)I)

pour I = J0, tK, i ∈ I fixé (idem pour Int(An−1)). De plus, la flèche φ(r) est induite par la
restriction naturelle (notons l’égalité V (β)I = V (β̃)I)

O(r)(V (β)I × BL(−βi))/O(r)(V (β)I)→ O(r)(V (β)I × BL(−(βi − 1)))/O(r)(V (β)I)

dont l’image est contenue dans $O(r)(V (β)I ×BL(−(βi − 1)))/O(r)(V (β)I) d’après 5.12 ce qui
entraîne (5).

D’après (4) et (5), on obtient, pour toute fonction f ∈ O(r)(Int(An)), une décomposition
dans O(r)(Int(An−1))

f =
∑

a∈An−1

fa + g

avec fa ∈ O(r)(Int(An−1\{a})) et g ∈ O(r|$|)(Int(An−1)). Comme rg(An−1\{a}) < rg(An),
on a fa ∈ O(r)

L + O(r|$|)(Int(An−1−(t+1)\{a})) par hypothèse de récurrence ce qui établit le
résultat.

Corollaire 5.29. Soit An un arrangement tubulaire fermé d’ordre n > 2d et An−2d la projection
de An d’ordre n− 2d. On a l’inclusion :

O+(Int(An)) ⊂ OL +$O+(Int(An−2d))

Démonstration. Posons r = |$|−1 et prenons une fonction f dans O+(Int(An)) et donc dans
O(r)(Int(An)). En appliquant deux fois le résultat précédent, on montre l’inclusion O(r)(Int(An)) ⊂
O(r)
L + $2O(r)(Int(An−2d)). Comme $2O(r)(Int(An−2d)) ⊂ $O+(Int(An−2d)), la fonction f

s’écrit
f = λ+$f̃

avec f̃ ∈ O+(Int(An−2d)) et λ ∈ O(r)
L . En particulier, λ = f − $f̃ ∈ OL et on en déduit la

décomposition voulue.
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5.4.3 Cohomologie analytique à coefficients dans 1 + O++ = O∗∗

Nous allons maintenant nous intéresser aux faisceaux 1 + O++ et démontrer un théorème
d’acyclicité semblable au théorème 5.24. Le résultat suivant est le point clé de cette section.
C’est une application du logarithme tronqué qui permet d’étudier 1 + O++ par le biais de O(r).
Le cas affinoïde a été énoncé dans ([VdP82, 3.26 remarque fin de page 195]) par Van Der
Put. Nous allons donner les détails de la preuve et généraliser ce résultat à quelques espaces
quasi-compacts très particuliers.

Lemme 5.30. Soit X un affinoïde, s’il est O(r)-acyclique pour tout r > 0, alors il est 1+O++-
acyclique.

Plus généralement, soit X quasi-compact avec un recouvrement fini U par des affinoïdes tel
que toute intersection d’ouverts de U soit O(r)-acyclique pour tout r > 0, alors :

1. si X est O(r)-acyclique pour tout r > 0, alors X est 1 + O++-acyclique
2. si la cohomologie de X à coefficients dans O(r) est concentré en degrés 0 et t pour tout

r > 0, et la flèche naturelle Ht
an(X,O(r)) → Ht

an(X,O(r′)) est injective pour r′ ≥ r, alors
la cohomologie de X à coefficients dans 1 + O++ est concentrée en degrés 0 et t.

Démonstration. On suppose que la cohomologie de X à coefficients dans O(r) est concentrée
en degrés 0 et t pour tout r > 0, et la flèche naturelle Ht

an(X,O(r)) → Ht
an(X,O(r′)) est

injective pour r′ ≥ r. Les autres cas s’en déduisent en supposant X affinoïde ou t = 0. Soit
s 6= 0 ou t, on veut l’annulation de la cohomologie de 1 + O++ en degré s. Remarquons que
1 + O++ = lim−→r→1− 1 + O(r) donc (quasi-compacité) :

Hs
an(X; 1 + O++) = lim−→

r→1−
Hs

an(X; 1 + O(r))

On fixe r < 1. On a la suite exacte :

0→ 1 + O(r2) → 1 + O(r) → O(r)/O(r2) → 0

où la surjection est donnée par (1 + x) 7→ x. Par hypothèse, O(r)/O(r2) a une cohomologie
analytique concentrée en degrés 0 et t d’après la suite exacte :

0→ O(r2) → O(r) → O(r)/O(r2) → 0

Il est à noter que l’on a besoin de l’hypothèse d’injectivité de Ht
an(X,O(r)) → Ht

an(X,O(r′))
quand s = t− 1. On a donc une surjection :

Hs
an(X; 1 + O(r2))→ Hs

an(X; 1 + O(r)). (6)

Supposons maintenant X affinoïde. Il suffit de prouver que Hs
an(X; 1 + O(r)) = 0 pour r

petit. Si r < |p| et ‖x‖ < r, alors pour tout n, on a

‖x
n

n! ‖ < ‖x‖ et ‖
xn

n
‖ < ‖x‖

Les séries usuelles du logarithme et de l’exponentielle sont bien définies et vérifient

‖ log(1 + x)‖ = ‖ exp(x)− 1‖ = ‖x‖

et elles induisent des morphismes inverses l’un de l’autre

log : 1 + O(r) ∼−→ O(r) et exp : O(r) ∼−→ 1 + O(r).
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D’où la nullité, par hypothèse. On a même prouvé l’acyclicité pour tous les faisceaux intermé-
diaires 1 + O(r) par surjectivité dans (6).

SiX est quasi-compact et U est un recouvrement vérifiant les hypothèses de l’énoncé, d’après
la discussion du cas affinoïde, si r < |p| alors pour tout n

Hs
an(X; 1 + O(r2n )) ∼= Ȟs(X; 1 + O(r2n ),U).

Du point de vue des complexes de Cech, les flèches de (6) sont induites par les inclusions
naturelles

Čs(X; 1 + O(r2n+1 ),U)→ Čs(X; 1 + O(r2n ),U).
Soit c un cocycle de Čs(X; 1 + O(r),U), l’assertion (6) implique l’existence d’une suite (cn)n
avec cn dans Čs−1(X; 1 + O(r2n ),U) telle que

c∏n−1
j=0 d(cj)

∈ Čs(X; 1 + O(r2n ),U).

Comme chaque terme du complexe de Cech est p-adiquement séparé complet,

c =
∞∏
j=0

d(cj) = d(
∞∏
j=0

cj)

et c est un cobord (la famille de sous-complexes (Čs(X; 1 + O(r2n ),U))n forme une base de
voisinages de 0 pour la toplogie p-adique). On a montré l’annulation de Hs

an(X; 1 + O(r)).

Les estimés 5.24, 5.21, 5.22 et 5.19 de la section 5.4 permettent d’appliquer directement ce
résultat et d’obtenir (on utilise partout la topologie analytique) :

Corollaire 5.31. On a
1. Les arrangements tubulaires fermés A sont O∗∗-acycliques.
2. Les espaces projectifs Pdrig,L sont O∗∗-acycliques.
3. La cohomologie des fibrations Xd

t (β) pour le faisceau O∗∗ est concentrée en degrés 0 et t.

Corollaire 5.32 (Décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé,
on a

O∗∗(Int(A)) =
∑
B⊂A

|B|=rg(B)<d+1

O∗∗(Int(B))

5.5 Cohomologie analytique à coefficients dans Gm

5.5.1 Cohomologie des fibrations Xd
t (β)

Nous souhaitons montrer le théorème suivant :

Théorème 5.33. Soit s ≥ 1, les fonctions inversibles de Xd
t (β) sont constantes et l’application

f ∗ en cohomologie donnée par la fibration f : Xd
t (β)→ Ptrig,L induit une décomposition :

Hs
an(Xd

t (β),Gm) ∼= Hs
an(Xd

t (β),O∗∗)× Hs
an(Ptrig,L,Gm) (7)

De plus, l’inclusion ι : Xd
t (β) → Pdrig,L induit une bijection entre H∗an(Pdrig,L,Gm) et le facteur

direct H∗an(Ptrig,L,Gm). Enfin, pour tout corps F on a une identification

Hs
an(Ptrig,L,Gm) = Hs

zar(Ptzar,F ,Gm) =

Z si s = 1
{0} si s > 1
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Démonstration. D’après 5.1 point 3., les recouvrements V(β) et f ∗(V(β)) ont des intersections
Gm-acycliques et on se ramène à calculer la cohomologie de Cech sur ces recouvrements. Pour
toute intersection V (β)I , on fixe f−1(V (β)I) ∼= V (β)I × Bd−tL (−βi0) pour i0 ∈ I et on a 4.12 :

O∗(V (β)I) = L∗O∗∗(V (β)I)× T (t)
I

et

O∗
(
f−1(V (β)I)

)
= O∗

(
Bd−tL (−βi)

)
O∗∗

(
V (β)I × Bd−tL (−βi0)

)
× T (t)

I

= L∗O∗∗
(
f−1(V (β)I)

)
× T (t)

I

où T (t)
I =

〈
zi
zj

: i, j ∈ I
〉
Z -Mod

⊂
〈
zi
zj

: i, j ∈ J0, tK
〉
Z -Mod

et i0 est un élément de I fixé.
Introduisons le complexe

(Ci(T (t)
• ))0≤i≤t := (

⊕
I⊂J0,tK
|I|=i+1

T
(t)
I )i

avec pour différentielles les sommes alternées des inclusions. C’est un facteur direct du complexe
de Cech Č•(Xd

t (β);Gm, f
∗(V(β))) et on en déduit un isomorphisme

Ȟs(Xd
t (β);Gm, f

∗(V(β))) ∼= Ȟs(Xd
t (β);L∗O∗∗(f ∗(V(β)))× Hs(C∗(T (t)

• )) (8)

Pour toute partie I, on a une suite exacte de groupes :

1→ 1 + mL → L∗ × O∗∗(f−1(V (β)I))→ L∗O∗∗(f−1(V (β)I))→ 1

D’où une suite exacte au niveau des complexes de Cech et une suite exacte longue entre les
cohomologies de Cech sur le recouvrement f ∗(V(β)). Comme le nerf du recouvrement f ∗(V(β))
est contractile, on a Ȟs(Xd

t (β); 1 + mL, f
∗(V(β))) = Ȟs(Xd

t (β);L∗, f ∗(V(β))) = 0 pour s ≥ 1,
d’où un isomorphisme :

Ȟs(Xd
t (β);L∗O∗∗, f ∗(V(β))) ∼= Ȟs(Xd

t (β); O∗∗, f ∗(V(β))) ∼= Hs
an(Xd

t (β),O∗∗).

Le dernier isomorphisme s’obtient par acyclicité des polycouronnes (5.1 point 2. et 5.30).
En degré 0, on vérifie aisément

O∗(Xd
t (β)) = Ȟ0(Xd

t (β);L∗O∗∗, f ∗(V(β))) = L∗O∗∗(Xd
t (β)) = L∗

car H0(C∗(T (t)
• )) = 0 et O∗∗(Xd

t (β)) = 1 + mL (voir 5.22).
Si t = d, f = Id, on traite alors le cas de l’espace projectif. Mais on sait que Ptrig,L n’a pas de

cohomologie pour le faisceau O∗∗ en degré strictement positif d’où l’isomorphisme pour s ≥ 1

Ȟs(Ptrig,L;Gm, f
∗(V(β))) ∼= Hs(C∗(T (t)

• ))

et la décomposition (8) s’écrit alors

Hs
an(Xd

t (β),Gm) ∼= Hs
an(Xd

t (β),O∗∗)× Hs
an(Ptrig,L,Gm).

Remarque 5.34. Pour s ≥ 1, nous avons pu prouver Ȟs(Xd
t (β);A, f ∗(V(β))) = 0 pour tout

faisceau constant A ce qui établit Hs
an(Xd

t (β);A) = 0 par 5.1. Enfin, grâce à 5.25, nous obtenons
pour tout arrangement tubulaire A l’annulation Hs

an(Int(A), A).
Il reste à calculer la cohomologie du complexe (C∗(T (t)

• )).
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Proposition 5.35. On a pour tout corps F

Hs
zar(Ptzar,F ;Gm) ∼= Hs(C∗(T (t)

• )) =

Z si s = 1
{0} si s > 1

Démonstration. On note toujours V le recouvrement standard de Ptzar,F . Chaque intersection
d’ouverts de V est le spectre d’une algèbre factorielle de type fini sur un corps et est donc
Gm-acyclique d’où Hs

zar(Ptzar,F ;Gm) ∼= Ȟs(Ptzar,F ;Gm,V). En effet, pour une telle intersection
UI , on dispose d’une suite exacte

0→ Gm → KUI → Div→ 0

où KUI est le faisceau constant des fonctions rationnelles. Comme UI est irréductible, chaque
faisceau KUI , Div est flasque donc acyclique. On a de plus la surjectivité K(UI)→ Div(UI) de
la flèche ce qui entraîne l’annulation voulue. En calculant explicitement le complexe de Cech,
on montre

Ȟs(Ptzar,F ;Gm,V) = Ȟs(Ptzar,F ;F ∗,V)× Hs(C∗(T (t)
• )) = Hs(C∗(T (t)

• ))

La dernière égalité s’obtient toujours par contractibilité du nerf de V . On rappelle comment
calculer Hs

zar(Ptzar,F ;Gm). On reprend la suite exacte

0→ Gm → KPtzar,F → Div→ 0

Les faisceaux KPtzar,F , Div sont encore acycliques par irréductibilité des espaces projectifs. Par
suite exacte longue, on en déduit

Hs
zar(Ptzar,F ;Gm) = 0 si s ≥ 2

H1
zar(Ptzar,F ;Gm) = Div(Ptzar,F )/div(KPtzar,F ) ∼= Z

Montrons maintenant la compatibilité de la décomposition (7).
Lemme 5.36. L’inclusion ι : Xd

t (β) → Pdrig,L induit un isomorphisme de H∗an(Pdrig,L,Gm) sur
le facteur direct H∗an(Ptrig,L,Gm) de H∗an(Xd

t (β),Gm).

Démonstration. Il suffit de montrer l’isomorphisme en degré 1 car les groupes en degrés supé-
rieurs sont nuls et les sections constantes sont identifiées en degré 0. On a, d’après 5.16 et la
suite spectrale de Cech, Ȟ1(Pdrig,L;Gm,V) ∼= H1

an(Pdrig,L;Gm) ∼= Z. Ainsi un fibré en droite O(k)
a pour fonction de transition (m( z̃i

z̃j
)−k)0≤i,j≤d :

OPtrig,L(k)|V{i,j}
∼ //

Id
��

OVi |Vj
m

( z̃iz̃j
)−k

��

OPtrig,L(k)|V{i,j}
∼ // OVj |Vi

La restriction àXd
t (β) se trivialise sur V(β) et a toujours pour fonction de transition (m( z̃i

z̃j
)−k)0≤i,j≤t.

Comme ces dernières vivent sur Ptrig,L, l’image de ι∗ tombe dans le facteur direct H1
an(Ptrig,L,Gm)
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Remarque 5.37. On a en fait montré un résultat plus fort ; on a un diagramme commutatif :

Hs
an(Xd

t (β),Gm) Hs
an(Pdrig,L,Gm)ι∗oo

ϕ∗
∼

uu

Hs
an(Ptrig,L,Gm)

f∗

OO

où ϕ est le morphisme de Ptrig,L dans Pdrig,L donné par [z0, . . . , zt] 7→ [z0, . . . , zt, 0 . . . , 0]. Par
contre, les morphismes au niveau des espaces ne commutent pas.

Ainsi tous les points ont été démontrés.

5.6 Etude des arrangements algébriques généralisés
Théorème 5.38. Si A est un arrangement algébrique généralisé, alors Int(A) est acyclique
pour les faisceaux O(r), O∗∗ et Gm en topologie analytique. Les sections sur Int(A) de O+, O(r),
O∗∗ sont constantes et on a une suite exacte :

0→ L∗ → O∗(Int(A))→ ZJAK0 → 0

Démonstration. Considérons la famille (An)n d’arrangements tubulaires fermés compatible dé-
finie dans (5.5). On obtient alors un recouvrement croissant de Int(A) = ⋃ Int(An) qui en fait
un espace analytique Stein. Si F est l’un des faisceaux O(r), O∗∗, Gm, on a la suite exacte

0→ R1 lim←−
n

Hs−1
an (Int(An),F )→ Hs

an(Int(A),F )→ lim←−
n

Hs
an(Int(An),F )→ 0

Par acyclicité des arrangements tubulaires d’hyperplans 5.24, 5.31, ??, on a

Hi
an(Int(A),F ) =


lim←−n F (Int(An)) si i = 0
R1 lim←−n F (Int(An)) si i = 1
0 si i ≥ 2

On peut appliquer 5.14 grâce au point technique 5.29 pour obtenir l’acyclicité de Int(A) pour
O(r), O∗∗. On en déduit aussi la description des sections globales de O+, O(r), O∗∗ ce qui donne
en particulier une autre démonstration du résultat [Ber95a, lemme 3].

Pour Gm, on a une suite exacte de systèmes projectifs ?? :

0→ (L∗O∗∗(Int(An))n → (O∗(Int(An)))n → (Z[An]0)n → 0.

En appliquant le foncteur lim←−n, on obtient une suite exacte longue :

0→ L∗ → O∗(Int(A))→ ZJAK0 → R1 lim←−
n

L∗O∗∗(Int(An))→

R1 lim←−
n

O∗(Int(An))→ R1 lim←−
n

Z[An]0

On a R1 lim←−n L
∗O∗∗(Int(An)) = R1 lim←−n Z[An]0 = 0 d’après la surjectivité de Z[An−1]0 →

Z[An]0 et 5.14. Donc
PicL(Int(A)) = R1 lim←−

n

O∗(Int(An)) = 0

et la suite suivante est exacte

0→ L∗ → O∗(Int(A))→ ZJAK0 → 0
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5.7 Quelques commentaires sur la cohomologie étale et de de Rham
des arrangements d’hyperplans

5.7.1 Cohomologie étale l-adique et de de Rham

En appliquant la suite exacte de Kummer, on obtient d’après ??, ??, 5.38

Corollaire 5.39. Soit m un entier premier à p. On a les diagrammes :

1. si An est un arrangement tubulaire fermé

O∗(Int(An))/L∗O∗∗(Int(An)) κ // H1
ét(Int(An), µm)/κ(L∗)

Z[An]0

OO

// Z/mZ[An]0

∼

OO

2. si A est un arrangement algébrique généralisé

O∗(Int(A))/L∗ κ // H1
ét(Int(A),Z/mZ)/κ(L∗)

Z JAK0

OO

// Z/mZ JAK0

∼

OO

Proposition 5.40. Soit n un entier, A un arrangement tubulaire ouvert d’hyperplans d’ordre
n et Ã sa projection fermée d’ordre n− 1. Alors l’inclusion Int(Ã)→ Int(A) induit un isomor-
phisme au niveau des groupes de cohomologie de de Rham (de même pour la cohomologie étale
l-adique pour L = C = K̂).

Démonstration. Écrivons H l’une des deux cohomologies considérées (avec L = C pour la
cohomologie étale l-adique). La suite spectrale (2) calculant H pour l’arrangement A sera notée
E−r,sj (A) et E−r,sj (Ã) celle pour l’arrangement Ã. Nous allons les comparer pour établir le
résultat.

Considérons B une partie de A et B̃ sa projection dans Ã. On a rg(B) = rg(B̃) = t+1. Alors
il existe β ∈ Nt+1 tel Uni(B) ∼= Y d

t (β) et Uni(B̃) ∼= Xd
t (β). L’inclusion est la flèche naturelle.

Les deux cohomologies H vérifient l’axiome d’homotopie ie. pour tout espace analytique X, on
a des isomorphismes induits par les projections naturelles :

H∗(X × B) ∼= H∗(X) ∼= H∗(X × B̊)

Ainsi, les fibrations induisent des isomorphismes entre la cohomologie de Ptrig,L et celles de
Y d
t (β), Xd

t (β) compatibles par commutativité du diagramme :

Xm
t (β)

$$

// Y m
t (β)

zz

Ptrig,L

Par somme directe, on obtient un isomorphisme entre les suites spectrales, d’où le résultat.

5.7.2 Cohomologie étale p-adique des arrangements algébriques d’hyperplans

Ici, L = C et on verra Int(A) comme un C-espace analytique par extension des scalaires
pour A un arrangement d’hyperplans K-rationnels.
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Proposition 5.41. Soit A un arrangement algébrique K-rationnel, on a un isomorphisme
canonique

H∗ét(Int(A),Qp)⊗ C ∼= H∗dR(Int(A)).
Remarque 5.42. Le résultat récent [CDN, Theorem 5.1. ] semble suggérer que l’on a encore le
résultat pour les arrangements algébriques généralisés.

Démonstration. Appelons E−r,sj (ét) et E−r,sj (dR) les suites spectrales calculant respectivement
la cohomologie étale p-adique et la cohomologie de de Rham. Nous allons exhiber un isomor-
phisme canonique E−r,sj (ét)⊗ C → E−r,sj (dR). Considérons alors une union Uni(B) et écrivons
la Zd

t . Nous allons montrer
H∗ét(Zd

t ,Qp)⊗ C ∼= H∗dR(Zd
t ).

Appelons Λ le faisceau constant Z/pnZ. D’après un résultat de Berkovitch ([Ber95b, lemme
2.2]), pour tout espace analytique S, tout entier m et φ : Am

rig,S → S, on a Riφ∗ΛAmrig,S = 0 pour
i ≥ 1. On a alors, par la suite spectrale de Leray, pour toute intersection f−1(VI) de f ∗(V),
Rψ∗Λf−1(VI) = Rψ∗ΛVI où ψ : X → Sp(C) pour tout C-espace analytique X. Par Cech, on
obtient que Rψ∗ΛZdt

= Rψ∗ΛPtrig,C d’où un isomorphisme

Hi
ét(Zd

t ,Qp) ∼= Hi
ét(Ptrig,C ,Qp).

De plus, d’après ([dJvdP96, théorème 7.3.2.]), on a un isomorphisme canonique Hi
ét(Ptrig,C ,Qp) ∼=

Hi
ét(Ptzar,C ,Qp). Par étude du cas algébrique, on en déduit que H∗ét(Ptrig,C ,Qp)⊗C est engendré

en tant que C-algèbre graduée par l’image du faisceau tordu O(1) par l’application de Kum-
mer Pic(Ptrig,C)→ H2

ét(Ptrig,C ,Qp). On construit alors un isomorphisme en identifiant les classes
logarithmiques. Ces morphismes commutent bien aux différentielles de la suite spectrale. On
en déduit le résultat à la convergence.

6 Le revêtement modéré

6.1 Modèle de Deligne
Donnons une interprétation modulaire aux calculs réalisés dans 3.3. On appelle σ le Frobe-

nius sur Fq i.e. σ(x) = xq et on notera encore σ un relevé sur OK̆ . Si X est un schéma algébrique
sur Fq ou un schéma formel sur OK̆ , on appellera Fr : σ−1

∗ X → X le morphisme de Frobenius.
De même, si R est une OK̆-algèbre, on notera R(σ) l’algèbre sur OK̆ tordue par σ.

Soit D l’algèbre centrale simple sur K d’invariant 1
d+1 et OD l’anneau des entiers de D.

Si K(d+1) est une extension non ramifiée de K de degré (d + 1) contenue dans D et O(d+1)
l’ordre maximal associé, alors il existe ΠD dans OD tel que OD = O(d+1){ΠD} avec Πd+1

D = $
et pour tout a dans O(d+1), ΠD · a = σ(a) ·ΠD. Si R est une OK-algèbre, on note R[Π] l’algèbre
R[X]/(Xd+1 −$).

Pour tout simplexe σ = {s0, . . . , sk} dans BTk, on définit un foncteur

Fσ : Nilp→ Ens

où Nilp est la catégorie des OK-algèbres R telles que $ soit nilpotent dans R. Si R est une telle
algèbre, Fσ(R) est l’ensemble des classes d’isomorphisme des diagrammes :

$M0
� � //

α0
$
��

Mk
� � //

αk
��

. . . �
�

//M0

α0
��

L0
Π //

·$

::
Lk

Π // . . .
Π // L0

(9)
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tels que les Li soient des faisceaux localement libres de rang 1 sur S := Spec(R), les applications
Π des morphismes de OS-modules et les αi des morphismes de OK-modules qui vérifient la
condition :

ker(αi(x) : Mi/$Mi → Li ⊗R k(x)) ⊆Mi+1/$Mi (10)

pour tout x ∈ |S| (k(x) étant le corps résiduel de x).
Soit σ un simplexe, décrivons plus précisément le foncteur Fσ. Soit R un objet de Nilp et

((Li)i, (αi)i, (Π)) un point de Fσ(R), donnons-nous une base (f0, · · · , fd) adaptée au simplexe σ.
Pour 0 ≤ j ≤ d et i l’entier tel que fj ∈Mi\Mi+1, la condition (10) impose que αi(fj) engendre
Li. On trouve alors un unique élément xj ∈ R tel que αi(fdi) = xjαi(fj) quand j 6= di. On
note xdi+1 ∈ R l’élément vérifiant αi(di) = xdi+1αi(di+1). L’égalité Π ◦ · · · ◦ Π = $ entraîne∏

0≤i≤k xdi = $. La condition (10) implique l’inversibilité des éléments Pa(x0, · · · , xd) où Pa
sont les polynômes introduits dans 3.3. Trouver un (d+ 1)-uplet (x0, · · · , xd) vérifiant ces deux
conditions détermine les morphismes (αi)i et (Π) et nous avons en fait démontré

Proposition 6.1. Fσ est représentable par le schéma formel Hd
OK ,σ défini précédemment.

Si on considère σ′ = σ\{sj} pour j dans J1, kK alors Fσ′(R) correspond au sous-ensemble
de Fσ(R) constitué des diagrammes (9) qui vérifient en plus la condition que Lj et Lj+1 sont
isomorphes. On obtient notamment une immersion ouverte Hd

OK ,σ′ ↪→ Hd
OK ,σ et on définit F

comme la limite sur BT des Fσ.
Le foncteur F est en fait isomorphe au foncteur, qui à une algèbre R de Nilp associe

l’ensemble des classes d’isomorphisme des quintuplets (ψ, η, T, u, r) avec
• η faisceau de OD-modules plat, Z/(d + 1)Z-gradué et constructible sur SZar (où S :=

Spec(R)),
• T faisceau de OS[Π]-modules, Z/(d + 1)Z-gradué et tel que les composantes homogènes

sont des faisceaux inversibles sur S,
• u : η → T morphisme OD-linéaire de degré 0 tel que u⊗OS : η⊗OK OS → T est surjectif,
• r isomorphisme K-linéaire du faisceau constant Kd+1 vers η0 ⊗O K,

qui vérifient les conditions :
1. la restriction de ηi au lieu d’annulation Si de Π : Ti → Ti+1 dans S est un faisceau

constant isomorphe au faisceau constant Od+1
K ,

2. pour tout x de S, ηx/Πηx → (Tx/ΠTx)⊗ k(x) est injective,
3. pour tout i dans J0, dK, ∧d+1(ηi)|Si = $−i

∧d+1(ΠirOdK)|Si .

Théorème 6.2. Le foncteur F = lim−→Fσ est représentable par le schéma formel Hd
OK .

Cela nous donne en particulier que le foncteur FDr est représentable par Hd
OK̆

. Via cet
isomorphisme, l’action naturelle de PGLd+1(K) sur Hd

OK̆
vu comme un sous-espace stable de

Pdrig,K induit l’action suivante sur FDr ([BC91, Proposition 6.2] pour le cas d = 1) :

g · (ψ, η, T, u, r) = (ψ, η[v(det(g))], T [v(det(g))], u[v(det(g))],Πv(det(g)) ◦ r ◦ g−1)

pour tout g dans GLd+1(K), où B[n] est l’algèbre Z/(d+ 1)Z-graduée décalée de n pour B une
Z/(d+ 1)Z-algèbre graduée.
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6.2 Interprétation modulaire de l’espace de Drinfeld
Pour construire le premier revêtement de l’espace de Drinfeld, nous avons besoin d’une autre

interprétation modulaire de cet espace, ce qui demande quelques notions et notations.
Si A est une OK-algèbre, un OD-module formel sur Spec(A) (ou, plus simplement, sur A)

est un groupe formel F sur A muni d’une action de OD, notée ι : OD → End(F ), qui est
compatible avec l’action naturelle de OK sur l’espace tangent Lie(F ), i.e. pour a dans OK ,
dι(a) est la multiplication par a dans Lie(F ). Le OD-module formel F est dit spécial si Lie(F )
est un O(d+1) ⊗OK A-module localement libre de rang 1. On a le résultat classique suivant :

Proposition 6.3. Sur un corps algébriquement clos de caractéristique p il existe un unique
OD-module formel spécial de dimension d+ 1 et de (OK-)hauteur (d+ 1)2, à isogénie près.

On notera ΦFq l’unique (à isogénie près) OD-module formel spécial ΦFq sur Fq de dimension
d + 1 et hauteur (d + 1)2 (l’entier d étant fixé par la suite, nous ne le faisons pas apparaître
dans la notation ΦFq).

Considérons le foncteur GDr : Nilp → Ens envoyant A ∈ Nilp sur l’ensemble des classes
d’isomorphisme de triplets (ψ, F, ρ) avec :
• ψ : Fq → A/$A est un Fq-morphisme,
• F est un OD-module formel spécial de dimension d+ 1 et de hauteur (d+ 1)2 sur A,
• ρ : ΦFq ⊗Fq ,ψ A/$A→ FA/$A est une quasi-isogénie de hauteur zéro.
Le théorème fondamental suivant, à la base de toute la théorie, est dû à Drinfeld :

Théorème 6.4 ([Dri76]). Le foncteur GDr est représentable par Hd
OK̆

.

Remarque 6.5. L’isomorphisme précédent identifie les parties isotypiques de Lie(X) et les fais-
ceaux Ti.
Remarque 6.6. On définit le foncteur G̃Dr de la même manière que GDr mais en ne fixant plus
la hauteur de la quasi-isogénie ρ. Alors G̃Dr est, lui aussi, représentable par un schéma formel
M̂0

Dr sur Spf(OK), qui se décompose

G̃Dr =
∐
h∈Z
GDr,(h),

où GDr,(h) est défini comme précédemment en imposant que la quasi-isogénie ρ soit de hauteur
(d+ 1)h. Chacun des GDr,(h) est alors isomorphe (non canoniquement) au foncteur GDr, ce qui
induit un isomorphisme non-canonique

M̂0
Dr
∼= Hd

OK̆
× Z.

6.3 La tour de Drinfeld
On note X le OD-module formel spécial universel sur Hd

OK̆
(cf. th. 6.4) et X̃ le module formel

spécial universel déduit de la représentabilité de G̃Dr. Pour tout entier n ≥ 1 l’action de Πn
D

induit une isogénie de X et de X̃. Le schéma en groupes X[Πn
D] = ker(X

ΠnD−−→ X) (resp. X̃[Πn
D])

est fini plat, de rang qn(d+1) sur Hd
OK̆

(resp. M̂0
Dr).

On note Σ0 = Hd
K̆

etM0
Dr = (M̂0

Dr)rig ∼= Hd
K̆
× Z. Pour n ≥ 1 on définit

Σn := (X[Πn
D]\X[Πn−1

D ])rig, Mn
Dr := (X̃[Πn

D]\X̃[Πn−1
D ])rig.
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Les morphismes d’oubli Σn → Σ0 et Mn
Dr → M0

Dr définissent des revêtements finis étales de
groupe de Galois 8 O∗D/(1 + Πn

DOD). On a encore des isomorphismes non-canoniques Mn
Dr
∼=

Σn × Z et les revêtements respectent ces décompositions.
Le groupe G s’identifie au groupe des quasi-isogénies de X, il agit donc naturellement sur

chaque niveau de la tour (Mn
Dr)n≥0. De même, le groupeO∗D permute les points de Πn

D-torsion et
O∗D agit surMn

Dr à travers son quotient O∗D/(1+Πn
DOD) ' Gal(Mn

Dr/M0
Dr). Ces deux actions

commutent entre elle et les revêtements Mn
Dr → M0

Dr sont G-équivariants. En revanche, le
revêtement Σn → Σ0 est seulement GLd+1(OK)-équivariant 9.

6.4 Le premier revêtement
Nous nous intéressons désormais au cas n = 1. L’espace Σ1 est un revêtement de Σ0, de

groupe de Galois F∗qd+1 . Ce groupe est cyclique et son cardinal

N = qd+1 − 1

est premier à p. C’est un revêtement modérément ramifié et ces deux propriétés joueront un rôle
central dans l’étude que nous voulons mener. Le schéma X[ΠD] est, en particulier, un schéma
en Fp-espaces vectoriels et la condition que X soit spécial entraîne que X[ΠD] est un schéma de
Raynaud. En utilisant la classification des schémas de Raynaud, il a été montré, par Teitelbaum
[Tei90, théorème 5] pour d = 1 et par Wang [Wan14a, lemme 2.3.7.] pour d quelconque :

Théorème 6.7. Soit s le sommet standard de BT et

u1 =
∏

H∈H1\{H0}
( lH
lH0

)q−1,

avec H0 ∈ H1 une direction à l’infini privilégiée et lH =: laH une forme linéaire pour aH ∈ Kd+1

unimodulaire tel que H = ker(l(1)
aH

). On a

X[ΠD]|HdO
K̆
,s

= Spf(Âs[T ]/(T qd+1 −$u1T ))

avec Âs = O(Hd
OK̆ ,s

).

Nous allons rappeler les arguments dans la section suivante pour le confort du lecteur. En
effet, le théorème précédent décrit le « niveau entier » du premier revêtement alors que le
résultat de Wang décrit la fibre générique. Toutefois, ce résultat plus fort est utilisé dans la
preuve même s’il n’est pas énoncé explicitement. Nous le préférons car il détermine tous les
objets qui nous intéressent (fibre générique et fibre spéciale).

On peut encore définir une flèche de réduction de Σ1 vers l’immeuble de Bruhat-Tits BT
s’inscrivant dans le diagramme :

Σ1

π
��

ν

!!

Hd
K̆

τ // BT

Pour tout sous-complexe simplicial T ⊆ BT , on note

Σ1
T = ν−1(T ), Σ1

L,T = Σ1
T ⊗K̆ L.

8. De même, les morphismes intermédiaires Σn → Σn−1 etMn
Dr →M

n−1
Dr sont des revêtements finis étales

de groupes de Galois (1+Πn−1
D OD)/(1+Πn

DOD). Les tours obtenues définissent aussi des revêtements pro-étales
de groupe de Galois O∗D

9. En fait, il l’est pour le groupe qui préserve Σ1 ∼= Σ1 × {0} à savoir v ◦ det−1((d+ 1)Z) ⊂ G.
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Le théorème 6.7 établit l’isomorphisme

Σ1
s
∼= Hd

K̆,s
(($u1) 1

N ).

Nous allons aussi généraliser cette description au revêtement de type Kummer Σ1 sur Hd
K̆

tout entier.

6.5 Schémas de Raynaud
Soit S un schéma formel sur Spf(OK), nous nous intéressons aux schémas X/S en groupes

muni d’une action de Fqd+1 avec q = pf . Si on note I l’idéal d’augmentation de X, il admet une
décomposition en parties isotypiques pour l’action du groupe commutatif F∗qd+1 ,

I =
⊕

χ∈(F∗
qd+1 )∨

Lχ.

Définition 6.8. On dit que X est un schéma en Fqd+1-espaces vectoriels de Raynaud si les
parties isotypiques Lχ sont localement libres de rang 1. Si chaque Lχ est un OX-module libre,
nous dirons que X est un schéma de Raynaud libre.

Notons l’existence de flèches pour χ, χ′ des caractères :

cχ,χ′ : Lχχ′ → Lχ ⊗Lχ′

dχ,χ′ : Lχ ⊗Lχ′ → Lχχ′

provenant de la multiplication et de la comultiplication dans OX .

Définition 6.9. On dit que χ est fondamental si le prolongement de χ à Fqd+1 (envoyant 0 sur
0) est un morphisme de corps.

Si χ0 est un caractère fondamental, on observe que la famille (χi)i∈Z/f(d+1)Z = (χp
i

0 )i∈Z/f(d+1)Z
parcourt l’ensemble des caractères fondamentaux. De plus, tout caractère χ admet une unique
écriture

χ =
∏

i∈Z/f(d+1)Z
χαii

avec αi = 0, . . . , p− 1. Nous introduisons alors

ci : Lχi+1 → L ⊗p
χi

di : L ⊗p
χi
→ Lχi+1

La composée di ◦ ci est donc dans End(Lχi+1) = O(S).

Proposition 6.10 ([Ray74] proposition 1.3.1). Il existe une extension R/OK et w une constante
de R telles que pour tout schéma de Raynaud X/S,

R ⊂ O(S) et ∀i, di ◦ ci = w IdLχi+1
.

Nous pouvons énoncer la classification de Raynaud.

Théorème 6.11 ([Ray74] théorème 1.4.1). Soit S un schéma sur R, l’application

X/S 7→ (Lχi , ci, di)i

induit une bijection des schémas de Raynaud sur S à isomorphisme près vers les familles de
faisceaux inversibles (Li)i munis de morphismes ci : Li+1 → L ⊗p

i et di : L ⊗p
i → Li+1 vérifiant

di ◦ ci = w IdLi+1.
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Remarque 6.12. En fait, la preuve du théorème précédent montre aussi que la multiplication
dans l’idéal d’augmentation induit des isomorphismes

d :
⊗
i

L ⊗αi
χi

∼→ Lχ

pour χ = ∏
i∈Z/f(d+1)Z χ

αi
i avec αi = 0, . . . , p− 1.

Corollaire 6.13. Soit S = Spf(A) un schéma formel sur R et X/S un schéma de Raynaud
libre, on peut trouver des sections (vi)i∈Z/(d+1)Z dans A telles que

X = Spf(A[y0, . . . , yf(d+1)−1]/(ypi − viyi+1)).

La famille (vi)i est unique modulo la relation d’équivalence (vi)i ∼ (v′i)i si et seulement si il
existe (ui)i dans A∗ telle que v′i = vi

upi
ui+1

.

Démonstration. Fixons un caractère χ = ∏
i χ

αi
i et choisissons yi ∈ O(X) un générateur de Lχi

pour tout caractère fondamental χi. Dans ce cas, Lχ est engendré par ∏ yαii et le morphisme
di : L ⊗p

χi
→ Lχi+1 induit une relation ypi = viyi+1 avec vi ∈ A. Comme X = Spf(A⊕χ Lχ(X)),

on voit aisément que
X = Spf(A[y0, . . . , yf(d+1)−1]/(ypi − viyi+1)).

Le choix d’un autre jeu de générateurs (y′i)i = (yiui)i avec ui ∈ A∗ entraîne l’écriture

O(X) = A[y′0, . . . , y′f(d+1)−1]/(y′i
p − vi

upi
ui+1

y′i+1).

Ainsi choisir une classe d’équivalence des (vi)i détermine les morphismes di et aussi les mor-
phismes ci via la relation di ◦ ci = w IdLχi+1

. Ceci entraîne l’unicité des (vi)i par classification
des schémas de Raynaud.

Expliquons maintenant le lien avec les OD-modules formels spéciaux. Dorénavant, X dési-
gnera un OD-module formel. Dans ce cas, X[ΠD] est un schéma en Fqd+1-espaces vectoriels. On
notera encore I, Lχi l’idéal d’augmentation et les parties isotypiques de X[ΠD].

Définition 6.14. On écrira Λ le sous-ensemble des caractères fondamentaux qui sont F-
linéaires. Quitte à permuter les caractères fondamentaux, on peut supposer χ0 ∈ Λ. Dans
ce cas, on a l’égalité

Λ = {χq
i

0 : 0 ≤ i ≤ d} = {χfi : 0 ≤ i ≤ d}

Pour simplifier, on pourra écrire Li = Lχfi .

La proposition suivante 10 exhibe le lien entre les faisceaux Lχi et la décomposition en
parties isotypiques de Lie(X).

Proposition 6.15. On a d’une part

ωX[ΠD]/S = I/I2 =
⊕
i

Lχi/di(L ⊗p
χi−1

)

et d’autre part

ωX[ΠD]/S = ωX/S/ΠDωX/S =
⊕

i∈Z/(d+1)Z
Lie(X)∨d+1−i/Π Lie(X)∨d−i.

10. Voir [Pan17, Corollary 3.4.] pour une preuve en dimension 1. La démonstration en dimension supérieure
se généralise aisément.
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On en déduit que si X est spécial, X[ΠD] est un schéma de Raynaud [Wan14a] 11.

Corollaire 6.16. Soit S = Spf(A) un schéma formel sur R et X/S un module formel spécial
tel que le schéma de Raynaud X[ΠD] soit libre, alors

X[ΠD] = Spf(A[y0, . . . , yd]/(yqi − viyi+1)).

La famille (vi)i est unique modulo la relation d’équivalence (vi)i ∼ (v′i)i si et seulement si il
existe (ui)i dans A∗ telle que v′i = vi

uqi
ui+1

.

Démonstration. Nous savons déjà 6.13 :

X[ΠD] = Spf(A[ỹ0, . . . , ỹf(d+1)−1]/(ỹpi − ṽiỹi+1)).

Si χi n’est pas un caractère fondamental F-linéaire, alors la partie isotypique de ωX[ΠD]/S
associée à χi est triviale d’après 6.15. Toujours par 6.15, on en déduit Lχi = di−1(L ⊗p

χi−1
) ou dit

autrement ṽi−1 ∈ A∗. On peut ainsi exprimer ỹi en fonction de ỹi−1.
Ainsi, on peut écrire :

X[ΠD] = Spf(A[y0, . . . , yd]/(yqi − viyi+1))

avec yi = ỹfi, vi = ṽf(i+1)−1ṽ
p
f(i+1)−2 . . . ṽ

q/p2

fi+1ṽ
q/p
fi .

Pour l’unicité des sections (vi)i, il suffit d’observer que chaque variable yi est vu comme un
générateur du fibré Li et on peut appliquer l’argument de 6.13.

6.6 Application à X[ΠD]
Intéressons-nous maintenant à X le module formel spécial universel sur Hd

OK̆
. On fixe s le

sommet standard et σ l’arête standard de type (1, d) et on note X[ΠD]s et X[ΠD]σ la restriction
de X[ΠD] au-dessus de s et de σ. Le résultat précédent appliqué au tube au-dessus de s et de
σ nous donne

Corollaire 6.17. Il existe une fonction u(s) ∈ Â∗s unique modulo (Â∗s)N et des fonctions inver-
sibles u(σ)

0 , u
(σ)
1 ∈ Â∗σ telles que

X[ΠD]s = Spf(Âs[y0]/(yq
d+1

0 −$u(s)y0))

X[ΠD]σ = Spf(Âσ[y0, yd]/(yq
d

0 − u
(σ)
0 xdyd, y

q
d − u

(σ)
d x0y0))

avec Âs = O(Hd
OK̆ ,s

) et Âσ = O(Hd
OK̆ ,σ

).

Démonstration. On appelle xi les variables introduites dans 3.3. On prouve dans un premier
temps l’annulation des groupes de Picard de Hd

OK̆,s
et Hd

OK̆,σ
. Pour cela, on rappelle succinc-

tement les arguments de Wang [Wan14a, Lemme (2.4.6)]. D’après [FvdP04, 3.7.4], il suffit de
raisonner en fibre spéciale. Pour le sommet, la fibre spéciale est le spectre d’une F-algèbre
factorielle de type fini. Pour l’arête σ, la fibre spéciale admet deux composantes irréductibles
V (x0) = V0 et V (xd) = Vd. On a une suite exacte scindée

0→ A/(X0Xd)→ A/(X0)× A/(Xd)→ A/(X0, Xd)→ 0

avec A = F[X0, . . . , Xd]. Soit p un point fermé de la fibre spéciale Hd
F,σ (resp. V0, Vd, V0,d :=

V (Xd) ∩ V (X0)), l’anneau local en ce point est un localisé de A/(X0Xd) (resp. A/X0, A/Xd,

11. Notons que [Van, 4.15] donne une condition suffisante pour que la réciproque soit vérifiée.
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A/(X0, Xd)). On a la même propriété pour les sections globales de Hd
F,σ, Vi et V0,d. On en déduit

les suites exactes scindées

0→ O∗Hd
F,σ
,p → O∗V0,p × O∗Vd,p → O∗V0,d,p

→ 0

0→ O∗(Hd
F,σ)→ O∗(V0)× O∗(Vd)→ O∗(V0,d)→ 0

On en déduit la suite exacte de faisceaux :

0→ O∗Hd
F,σ
→ ι∗O

∗
V0 × ι∗O

∗
Vd
→ ι∗O

∗
V0,d
→ 0

où ι∗ désigne les immersions fermées de V (Xi) ou V (X0) ∩ V (Xd) dans Hd
F,σ.

La suite exacte longue associée induit l’exactitude de

O∗(V0,d)/(O∗(V0)× O∗(Vd))→ Pic(Hd
F,σ)→ Pic(V0)× Pic(Vd)

On a montré que le premier quotient est trivial et Pic(V0) = Pic(Vd) = 0 car les deux fermés
sont affines de sections globales factorielles. On en déduit l’annulation du groupe de Picard
recherchée.

Ainsi les deux modules formels X[ΠD]s et X[ΠD]σ sont des schémas de Raynaud libres, on
a d’après 6.13,

X[ΠD]s = Spf(Âs[y0, . . . , yd]/(yqi − v
(s)
i yi+1))

X[ΠD]σ = Spf(Âσ[y0, . . . , yd]/(yqi − v
(σ)
i yi+1))

Si on note (ψ, η, T, u, r) le quintuplet universel du modèle universel de Deligne, alors (Ti) s’iden-
tifie aux parties isotypiques de Lie(X) (6.4 et 6.5). Sur le sommet s, Π : T∨d−i → T∨d−i+1 est
inversible pour i 6= 0 et on peut trouver des générateurs r0, r1 de T∨d+1, T

∨
d respectivement, tels

que Π(r1) = $r0. On en déduit par 6.15 que

Lχ0/df(d+1)−1(L ⊗p
χf(d+1)−1

) ∼= T∨d+1/Π(T∨d ) ∼= O/$O

Ainsi, v(s)
i est inversible si et seulement si i 6= d et on v(s)

d = $ud avec ud ∈ Â∗s. En particulier,
toutes les variables yi peuvent s’exprimer en fonction de y0 d’où l’écriture

X[ΠD]s = Spf(Âs[y0]/(yq
d+1

0 −$u(s)y0))

avec u(s) = (v(s)
0 )qd(v(s)

1 )qd−1 · · · (v(s)
d−1)qud. L’unicité de u découle des conditions d’unicité sur les

v
(s)
i 6.13.

De même sur σ, v(σ)
i est inversible si et seulement si i 6= d, d − 1 et on peut exprimer les

variables yi en fonction de y0 et yd. On a aussi des relations v(σ)
d−1 = xdud−1 et v(σ)

d = x0ud et
x0xd = $. On en deduit l’écriture

X[ΠD]σ = Spf(Âσ[y0, yd]/(yq
d

0 − u
(σ)
0 xdyd, y

q
d − u

(σ)
d x0y0))

avec u(σ)
d = ud et u(σ)

0 = (v(σ)
0 )qd−1 · · · (v(σ)

d−2)qud−1.

Corollaire 6.18. En reprenant les notations ci-dessus, on a la congruence :

u(s) ≡ (u(σ)
0 )qu(σ)

d xq−1
d (mod (Â∗s)N)
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Démonstration. Il s’agit d’observer que X[ΠD]s = Spf(O(X[ΠD]σ)[1/xd]). Ainsi, au dessus du
sommet s, on peut exprimer la variable yd en fonction de y0 dans la description precedente de
X[ΠD]σ. On obtient alors l’equation

X[ΠD]s = Spf(Âs[y0]/(yq
d+1

0 −$(u(σ)
0 )qu(σ)

d xq−1
d y0))

et on conclut par unicité de u(s).

On peut maintenant terminer la preuve de 6.7 et déterminer un représentant de u(s). Â∗s =
O∗
K̆

(1 + Â++
s )∏H( lH

lH0
)Z où H parcourt un système des représentants S1 des hyperplans modulo

$. Ainsi Â∗s/(Â∗s)N = ∏
H( lH

lH0
)Z/NZ. En fibre générique, le revêtement GLd+1(OK)-invariant

Σ1
s → Hd

OK̆ ,s
s’écrit en fait Hd

OK̆ ,s
((u(s))1/N) donc u(s) est invariante sous l’action de GLd+1(OK)

dans Â∗s/(Â∗s)N . Ainsi, u(s) peut être choisi de la forme ∏H l
αH
H avec ∑H αH ≡ 0 (mod N). On

notera ordH(u(s)) := αH . Comme l’action est transitive sur les hyperplans, α := αH ne dépend
pas de H et |S1|α ≡ 0 (mod N). Ainsi (q − 1)|α car |S1| = |N |/(q − 1).

On se place maintenant sur l’arête σ considérée précédemment. Si on note [z0, . . . , zd] les
variables sur l’espace projectif ambiant, alors la coordonnée xd au dessus de σ définie dans 3.3
correspond à xd = zd/z1. On appelle H = ker(zd), on a la relation

ordH(u(s)) ≡ (q − 1) ordH(xq−1
d ) + q ordH(u(σ)

0 ) + ordH(u(σ)
d ) (mod N)

Comme xd n’est pas inversible sur σ, et u(σ)
0 , u

(σ)
d le sont, on a ordH(u(σ)

0 ) = ordH(u(σ)
d ) = 0. Par

definition ordH(xd) = 1 et on en deduit que α = q − 1, ce qui conclut la preuve de 6.7.

6.7 Équations pour le premier revêtement de l’espace symétrique
de Drinfeld

L’objectif de cette section est de donner une équation pour le premier revêtement Σ1 de
Hd
K,K̆

. Ce dernier a un groupe de Galois cyclique d’ordre N = qd+1 − 1 qui est premier à p et
on le voit comme un µN -torseur ou encore comme une classe du groupe H1

ét(Hd
K,K̆

, µN).
Mais les résultats de la section 5 permettent de décrire explicitement ces torseurs. On

rappelle que l’on a deux recouvrements admissibles croissants par des ouverts admissibles
Hd
K,L = ⋃

n>0
Ůn,L = ⋃

n≥0
Un,L. Chacun de ces ouverts est stable sous l’action de GLd+1(OK).

Corollaire 6.19. Soit l un entier premier à p (non nécessairement premier), L une extension
complète de K :

1. Un µl-torseur de Hd
K,L à isomorphisme près est décrit par une suite de fractions ration-

nelles homogènes de degré zéro (λnun)n avec λ une constante de L et un de la forme∏
H∈Hn l

αH
H avec αH dans Z tel que λn+1un+1 ≡ λnun (mod O∗∗(Un−1,L)).

2. De plus, la famille (un)n est compatible pour les projections naturelles Hn+1 → Hn ie.
αH ≡

∑
H̃∈Hn+1
H̃≡H

αH̃ (mod l) pour tout H ∈ Hn.

3. Pour tout n, la restriction sur Un−1,L d’un µl-torseur (λnun)n de Hd
K,L est κ(λnun).

4. Tout µl-torseur sur Un−1,L s’étend de manière unique sur Ůn,L en un torseur provenant
d’un torseur global sur Hd

K,L.

5. Pour tout µl-torseur global Hd
K,L, l’écriture en fractions rationnelles κ(λnun) sur Ůn,L est

unique (si on voit λn ∈ L∗/(L∗)l et αH ∈ Z/lZ).
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Démonstration. La flèche de Kummer induit un isomorphisme Z/lZ[Hn]0 ∼= H1
ét(Un,L, µl) d’après

5.39 ce qui prouve les points 3. et 5. Comme tous les groupes précédents sont de type fini, on a
l’isomorphisme H1

ét(Hd
K,L, µl) ∼= lim←−n H1

ét(Un,L, µl) 5.39 et on en déduit les points 1. et 2. Pour
4., il suffit d’appliquer 5.40.

Revenons au premier revêtement. D’après ce qui précède,

Σ1 = Hd
K,K̆

((λu)1/N)

avec λu = (λun) 12 un élément de H1
ét(Hd

K,K̆
, µN) et nous allons déterminer les quantités (λun)n

et αH ∈ Z/lZ associées (voir 6.19). L’observation clé est de voir que le revêtement π : Σ1 →
Hd
K,K̆

est GLd+1(OK)-équivariant. Le résultat suivant montre qu’il n’y en a essentiellement
qu’un seul.

Lemme 6.20. Si on pose 13 u = (un)n := (∏H∈Hn l
qn−1

H )n ∈ Z/ÑZ JHK0 alors

H1
ét(Hd

K,K̆
, µN)GLd+1(OK) = $Z/NZ × 〈κ(u(q−1))〉Z/NZ -Mod

et un torseur de H1
ét(Hd

K,K̆
, µN)GLd+1(OK) est déterminée par sa restriction à Hd

K,K̆,s
.

Démonstration. Soit$kv = ($kvn)n = ($k∏
H∈Hn l

αH
H )n un torseur de H1

ét(Hd
K,K̆

, µN)GLd+1(OK).
L’action de GLd+1(OK) sur H1

ét(Hd
K,K̆

, µN) est induite par l’action naturelle sur chaque Hn qui
est transitive. Comme l’écriture en fraction rationnelle du torseur est unique (point 5 de 6.19), on
obtient αH = αH′ =: αn pour tout H, H ′ dans Hn. Les fractions rationnelles vn sont homogènes
de degré 0 et doivent former une famille compatible, on a donc les relations αn = |Hn+1|

|Hn| αn+1 et
|Hn|αn ≡ 0 (mod N).

Calculons la quantité |Hn|. On a une identification

Hn = {vecteur unimodulaire de Kd+1 mod $n}/(OK/$nOK)∗.

Le premier est de cardinal |(OK/$nOK)d+1\($OK/$nOK)d+1| = qn(d+1)−q(n−1)(d+1) = Nq(n−1)(d+1)

et le second (q − 1)qn−1 d’où |Hn| = Ñq(n−1)d. On en déduit alors

αn = qdαn+1 et αn ∈ (q − 1)Z/NZ = Ann(|Hn|) = Ann(Ñ)

Ainsi, pour tout n, on a αn = qn−1(q− 1)α̃1 ie. v = u(q−1)α̃1 . L’élément α̃1 détermine le torseur
$kv et ne dépend que de v1 qui caractérise la restriction de $kv sur U0,K̆ = Hd

K,K̆,s
ce qui

termine preuve.

Par 6.7, on sait de plus :

Σ1|U0,K̆
= Σ1

s = Hd
K,K̆,s

(($
∏

H∈H1

(lH)q−1)1/N) = Hd
K,K̆,s

((λu(q−1)
1 )1/N) (11)

ce qui entraîne

Théorème 6.21. On reprend l’élément u = (un)n ∈ Z/NZ JHK0 définie dans 6.20. On a

Σ1|Ůn,K̆ = Ůn,K̆(($u(q−1)
n )1/N), Σ1|Un,K̆ = Un,K̆(($u(q−1)

n+1 )1/N) et Σ1 = Hd
K,K̆

(($u(q−1))1/N).

12. On a une identification K̆∗/(K̆∗)N = $Z/NZ. Comme les formes linéaires (lH)H∈H choisies proviennent
de vecteurs unimodulaires qui sont uniques à un élément de O∗

K̆
⊂ (K̆∗)N , on a une décomposition naturelle en

produit H1
ét(HdK,K̆ , µN ) = $Z/NZ × Z/NZ JHK0. En particulier la constante λ est bien déterminée.

13. On a l’égalité |Hn|qn−1(q− 1) ∈ NZ et on a bien (u(q−1)
n )n ∈ Z/NZ JHK0. On peut aussi les écrire sous la

forme u(q−1)
n =

∏
H∈Hn

( lHlH0
)qn−1(q−1) (cela ne dépend pas du choix de H ∈ Hn).
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Remarque 6.22. Les constantes κ(λ) et le torseur κ(u(q−1)) engendrent H1
ét(Hd

K,K̆
, µN)GLd+1(OK)

sont faiblement équivariant, la suite exacte écrite dans 2.1 devient :

0→ F∗ → TorsGLd+1(OK)(Hd
K,K̆

)→ H1
ét(Hd

K,K̆
, µN)GLd+1(OK) → 0

On retrouve aisément le résultat bien connu 2.2

Corollaire 6.23. Les revêtements Σ1 et Σ1
|Un,K̆

ont q − 1 composantes connexes géométriques.

6.8 Calcul des fonctions inversibles du revêtement modéré
Comme précédemment, on note N = qd+1 − 1 = (q − 1)Ñ . En guise d’application de

l’équation précédente, nous souhaitons calculer les sections inversibles de Σ1
L. Ce résultat sera

un prolongement de 4.1 qui calcule les sections inversibles en niveau 0. Nous n’en aurons pas
besoin pour la suite.

Comme précédemment, on note N = qd+1 − 1 = (q − 1)Ñ . Nous souhaitons calculer les
sections inversibles de Σ1

L. On suppose que L ⊃ K̆ est galoisien et qu’il contient racineN -ième de
$. Les autres cas se déduiront en passant aux invariants sous le groupe de Galois. Donnons-nous
une unité u ∈ O∗(Hd

K,K̆
) tel que Σ1 = Hd

K,K̆
(($uq−1)1/N) (cf 6.21). Ainsi, Σ1

L = Hd
K,L((uq−1)1/N)

par hypothèse sur L.
On fixe t dans O∗(Σ1

L) une racine N -ième de uq−1 et on pose t0 = tÑ

u
. Pour tout a ∈ µq−1(K),

on introduit le polynôme interpolateur de Lagrange La(X) ie le polynôme unitaire de degré
q− 2 qui vaut 1 en a et 0 sur µq−1(K)\{a}. Les composantes de Σ1

L sont alors en bijection avec
la famille d’idempotents {La(t0)}a∈µq−1(K).

Enfin, si X → Y est un revêtement de groupe de galois cyclique, nous introduisons la norme
galoisienne Nrm : O(X)→ O(Y ) avec Nrm(f) = ∏

g g · f où g parcourt les automorphismes de
X/Y .

Théorème 6.24. Reprenons les notations précédentes, toute fonction inversible v de Σ1
L admet

une écriture
v =

∑
a∈µq−1(K)

tjavaLa(t0)

où (va)a sont des sections inversibles de Hd
K,L et 0 ≤ ja ≤ Ñ − 1.

De même, si T ⊂ BT est un sous-complexe simplicial connexe, toute fonction inversible v
de Σ1

L,T admet une écriture

v =
∑

a∈µq−1(K)
tjava(1 + fa)La(t0)

où fa est topologiquement nilpotente sur Σ1
L,T , (va)a sont des sections inversibles de Hd

K,L et
0 ≤ ja ≤ Ñ − 1.

Remarque 6.25. Dit autrement, sur chaque composante connexe du premier revêtement, les
fonctions inversibles du premier revêtement sont engendrées par O∗(Hd

K,L) et par t.
Comme on peut raisonner sur chaque composante connexe, nous nous concentrerons plutôt

sur le revêtement Σ̃1
L = Hd

K,L(u1/Ñ). Par abus, nous écrirons encore t une racine Ñ -ième de u.
Nous aurons besoin des deux résultats techniques suivants :

Lemme 6.26 (Principe du maximum). Soit T ⊂ BT un sous-complexe simplicial connexe,
une fonction f = ∑Ñ−1

i=0 fit
i de Σ̃1

L,T est à puissance bornée (respectivement topologiquement
nilpotente) si et seulement si, pour tout i, uif Ñi l’est si et seulement si pour tout sommet s de
T , f |Σ̃1

L,s
l’est.
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Pour tout H dans Pd(Fq), on fixe lH : z 7→ ∑
i aizi une forme linéaire telle que H = ker(lH).

On dit queH =∞ si lH(z) = z0. Dans F[X1, . . . , Xd], on note encore lH = a0+a1X1+· · ·+adXd.

Lemme 6.27. On considère le revêtement

F[X1, . . . , Xd,
1
P

]→ F[X1, . . . , Xd,
1
P
, t]/(tÑ − P )

où P = ∏
H∈Pd(Fq)\∞ lH . Soit v dans F[X1, . . . , Xd,

1
P
, t]/(tÑ − P ), alors Nrm(v) = 1 si et

seulement si v est une racine Ñ-ième de l’unité.

Nous tirons des lemmes précédents les résultats suivants

Corollaire 6.28. Soit f une fonction sur Σ̃1
L telle que Nrm(f) = 1 alors f est une racine

Ñ-ième de l’unité.

Corollaire 6.29. Si T ⊂ BT est un sous-complexe simplicial connexe, f ∈ O∗(Σ1
L,T ) telle que

Nrm(f) = 1 alors il existe f0 dans O∗(Hd
K,L,T ) et g dans O++(Σ1

L,T ) tels que

f = f0(1 + g).

Nous commençons par prouver ces conséquences en admettant les lemmes techniques.

Preuve de 6.28. On prend f = ∑Ñ−1
i=0 fit

i de norme galoisienne 1, on raisonne sommet par
sommet grâce au lemme 6.26. Fixons s dans BT0, le tube Σ̃1

s admet un modèle entier lisse sur
OL de fibre spéciale Spec(F[X1, . . . , Xd,

1
P
, t]/(tÑ−P )) [Wan14a, 2.3.8]. Comme la fibre spéciale

est intègre, la norme spectrale est multiplicative et

‖Nrm(f)‖Σ̃1
L,s

= ‖f‖ÑΣ̃1
L,s

= 1

On en déduit que f est à puissance bornée dans tout Σ̃1
L 6.26 et chaque uif Ñi est constante

toujours d’après 6.26 et [Ber95a, lemme 3]. Si cette constante est non nulle quand i 6= 0, alors
fi est inversible sur Hd

K,L et on a ui ∈ L∗(O∗(Hd
K,L))Ñ ce qui contredit l’hypothèse de connexité

géométrique de Σ̃1
L. Donc fi = 0 quand i 6= 0 et f = f0 ∈ L∗ de norme galoisienne 1, c’est une

racine Ñ -ième de l’unité.

Preuve de 6.29. Comme dans le raisonnement précédent, la restriction de f à chaque sommet
est de norme spectrale 1. On voit qu’il existe une racine de l’unité λs et une fonction gs dans
O++(Hd

K,L,s) telles que f = λs(1 + gs) au-dessus de chaque sommet s d’après 6.27. On écrit
f = ∑

i t
ifi, si bien que sur chaque sommet s, on a f0 − λs ∈ O++(Hd

K,L,s) et tifi ∈ O++(Σ̃1
L,s)

si i 6= 0. On a par principe du maximum, f − f0 = ∑
i 6=0 t

ifi ∈ O++(Σ̃1
L,T ) et f ∈ O+(Hd

K,L,T ).
La section inversible f−1 est aussi de norme galoisienne 1 donc f−1 ∈ O+(Σ̃1

L,T ). Il s’ensuit

f0 = f − (f − f0) = f(1− f−1(f − f0)) ∈ fO∗∗(Σ̃1
L,T ) ⊂ O+(Σ̃1

L,T )

On en déduit que f0 est inversible et f−1
0 est dans O+(Hd

K,L,T ). Ce dernier point entraîne que

f = f0(1 + f−1
0 (f − f0)) ∈ f0O

∗∗(Σ̃1
L,T )

et on a exhibé la décomposition voulue.

Établissons maintenant les résultats techniques
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Preuve du lemme 6.26. Prouvons la première équivalence. Un sens est évident., prouvons l’autre.
Soit f = ∑

i fit
i une section sur Σ̃1

L,T avec fi une section de Hd
K,L,T . Chaque translaté de f par

le groupe de Galois du revêtement est à puissance bornée (respectivement topologiquement
nilpotente) si et seulement si f l’est. Mais la projection f 7→ fit

i est une combinaison linéaire
à coefficients dans Z[ 1

Ñ
] des translatés de f et on en déduit que f est à puissance bornée (res-

pectivement topologiquement nilpotente) si et seulement si chaque fiti l’est si et seulement si
chaque f Ñi ui = (fiti)Ñ l’est. Cette dernière fonction est dans O(Hd

K,L,T ).
Intéressons-nous maintenant à la seconde équivalence. D’après la discussion précédente, il

suffit de montrer que, pour une fonction f de Hd
K,L,T , le maximum de la norme spectrale est

atteint sur un sommet. On peut alors raisonner sur T = σ un simplexe. Donnons-nous un
point x de Hd

K,L,σ qui réalise ce maximum. Nous avons un recouvrement disjoint de Hd
K,L,σ =

qσ′⊂σHd
K,L,̊σ′ . Il faut montrer que si x ∈ Hd

K,L,̊σ′ alors σ′ est un sommet. Supposons que σ′ n’en
est pas un, on rappelle que Hd

K,L,̊σ′ admet une décomposition Ak × Cσ′ avec Ak une couronne
ouverte de dimension k ≥ 1 et Cσ′ un affinoïde. Soit x = (xA, xC) ∈ Ak × Cσ′ , on s’intéresse
à la fibre Ak × {xC} qui est une couronne ouverte sur le corps K(xC). Mais sur une couronne
ouverte, la borne supérieure de la norme spectrale n’est atteint en aucun point d’où

|f(xA, xC)| < |f |Ak×{xC} ≤ |f |HdK,L,σ

Donc le maximum ne peut être atteint sur Hd
K,L,̊σ′ , d’où le résultat.

Preuve du lemme 6.27. Nous introduisons d’abord la notion d’ordre en un hyperplan. Prenons
H ∈ Pd(Fq)\{∞}. Comme F[X1, . . . , Xd] est factoriel, tout polynôme Q s’écrit comme un
produit ∏i P

αPi
i et on pose vH(Q) = αlH . On pose de même v∞(Q) = −deg(Q) où deg désigne

le degré total. Ces applications sont multiplicatives et vérifient l’inégalité ultramétrique. Elles
se prolongent de manière unique en des applications multiplicatives sur F[X1, . . . Xd,

1
P

]. Nous
expliquons comment les prolonger à F[X1, . . . , Xd,

1
P
, t]/(tÑ − P ).

Prenons f = ∑
i t
ifi, on pose dans un premier temps vH(tifi) = i

Ñ
+ vH(fi) et v∞(tifi) =

i(1−Ñ)
Ñ

+ v∞(fi). On remarque que cette définition est cohérente avec l’identité vH(P ) = 1 =
ÑvH(t) et v∞(P ) = 1 − Ñ = Ñv∞(t). De manière générale, on pose vH(f) = min(vH(tifi)) et
v∞(f) = min(v∞(tifi)).

Les valuations vH et v∞ vérifient encore l’inégalité ultramétrique et nous allons montrer
qu’elles sont multiplicatives. Prenons f = ∑

fit
i et g = ∑

gjt
j, donnons-nous i0, j0 les uniques

entiers pour lesquels vH(f) = vH(fi0ti0) et vH(g) = vH(gj0tj0). Par inégalité ultramétrique,
il suffit de montrer en développant le produit fg que le minimum de vH(fitigjtj) est atteint
uniquement pour le couple (i0, j0). Si par exemple i 6= i0, on a vH(fiti) > vH(fi0ti0) car les
valuations sont toutes différentes. On en déduit que vH(fitigjtj) > vH(fi0ti0gj0tj0). On raisonne
de même pour j 6= j0. Pour la valuation v∞, l’argument fonctionne encore en observant que 1−Ñ
et Ñ sont premiers entre eux. On vérifie aisément que vH et v∞ sont invariants sous le groupe
de Galois du revêtement et on observe les égalités vH(Nrm(f)) = ÑvH(f) et v∞(Nrm(f)) =
Ñv∞(f).

Revenons à l’énoncé et prenons u = ∑
uit

i tel que Nrm(u) = 1. D’après ce qui précède,
vH(u) = 0 = v∞(u). On en déduit vH(u0) = 0 pour tout H et vH(ui) ≥ 0 pour i 6= 0. Ainsi,
les ui sont des polynômes. De même, v∞(u0) = 0 et v∞(ui) > 0 pour tout i 6= 0. Ainsi, ui = 0
pour i 6= 0 et u est une constante. D’où u est une racine Ñ -ième de l’unité.

Revenons à la preuve du théorème principal. Soit v une section inversible de Σ̃1
L et considé-

rons vÑ

Nrm(v) . Elle est de norme galoisienne 1, c’est une racine Ñ -ième de l’unité ζ d’après 6.28.
Ainsi on obtient

vÑ = ζNrm(v) ∈ O∗(Hd
K,L).
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D’après cette relation, les translatés de v par le groupe de Galois sont de la forme ωv avec ω
une racine Ñ -ième de l’unité. Ainsi, v est un vecteur propre pour tous les automorphismes du
revêtement. Mais les parties isotypiques sont de la forme tiO(Hd

K,L) pour 0 ≤ i ≤ Ñ − 1 donc
il existe w dans O∗(Hd

K,L) tel que v = tiw.
Prenons maintenant w une section inversible Σ̃1

L,T et considérons encore la section inversible
vÑ

Nrm(v) de norme galoisienne 1. On l’écrit f0(1 + g) = f0(1 + g̃)Ñ comme dans 6.29. On a alors

( v

1 + g̃
)Ñ = f0Nrm(v) ∈ O∗(Hd

K,L,T ).

L’argument précédent sur les parties isotypiques prouve l’existence de i et de w dans O∗(Hd
K,L,T )

tel que
v = tiw(1 + g̃).

7 Cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig

7.1 Variétés de Deligne-Lusztig
Considérons les groupes algébriques G = GLd+1,Fq et G0 = GLd+1,Fq , ainsi que le morphisme

de Frobenius F défini par (ai,j)i,j 7→ (aqi,j)i,j. Soit B le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures, T le tore des matrices diagonales, U le sous-groupe de B des matrices unipotentes.

On identifie le groupe de Weyl W = NG(T )/T à Sd+1 par le biais des matrices de permu-
tation. Soit w la matrice de permutation associée au cycle (0, 1, . . . , d) ∈ Sd+1. On définit

Y (w) := {gU ∈ G/U | g−1F (g) ∈ UwU}

et
X(w) := {gB ∈ G/B| g−1F (g) ∈ BwB}

Il existe π rendant le diagramme suivant commutatif :

Y (w) ι //

π

��

G/U

��

X(w) ι // G/B

Le groupe GLd+1(Fq) = G(Fq)F=1 agit sur Y (w) et X(w) par multiplication à gauche. Le
groupe fini commutatif

TwF := {t ∈ T | wF (t)w−1 = t}

agit librement (par multiplication à droite) sur Y (w). La flèche π est un revêtement fini étale
et induit un isomorphisme GLd+1(Fq)-équivariant

Y (w)/TwF ∼−→ X(w).

On peut rendre ces objets plus explicites comme suit [DL76, 2.2]. D’une part TwF s’identifie
à F∗qd+1 via l’application x ∈ F∗qd+1 7→ diag(x, Fx, . . . , F dx). Considérons la variété

Ωd
Fq := PdFq\

⋃
H

H,
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où H parcourt l’ensemble des hyperplans Fq-rationnels. Elle posède une action naturelle de
GLd+1(Fq). Soit e0 = (1, 0, ..., 0) et H0 = ker(le0). Si H est un hyperplan Fq-rationnel, soit lH
une forme linéaire de noyau H (lH est donc bien définie à un élément de F∗q près). Posons enfin

u1(z) := (−1)d
∏

a∈(Fq)d+1\{0}

la(z)
le0(z) ∈ O

∗(Ωd
Fq).

On a une égalité dans O∗(Ωd
Fq)/F∗q

u1(z) =
∏

H∈Pd(Fq)
( lH(z)
lH0(z))q−1.

Proposition 7.1. La variété X(w) avec action de GLd+1(Fq) s’identifie à Ωd
Fq . Via cette iden-

tification, le F∗qd+1-torseur GLd+1(Fq)-équivariant Y (w) de X(w) s’identifie à

DLdFq := Ωd
Fq(u

1/N
1 ).

Démonstration. On identifie G/B à la variété des drapeaux complets de (Fq)d+1. On vérifie
facilement qu’un drapeau {0} ( D0 ( · · · ( Dd = (Fq)d+1 est dans X(w) si et seulement si
pour tout i on a

Di = D0 ⊕ FD0 ⊕ · · · ⊕ F iD0.

On obtient un plongementX(w)→ Pd+1
Fq , (Di) 7→ D0. La projection d’un point x = (x0, . . . , xd) ∈

(Fq)d+1\{0} est dans l’image de ce morphisme si et seulement si (x, Fx, . . . , F dx) est une base
de (Fq)d+1, ce qui revient à dire que det((xq

j

i )0≤i,j≤d) est non nul. Mais (à une constante dans
F∗q-près pour la première égalité)

det((xq
j

i )i,j) =
∏

H∈Pd(Fq)
lH(x) et det((xq

j

i )i,j)q−1 =
∏

a∈(Fq)d+1\{0}
la(x)

On en déduit alors un isomorphisme

X(w) ∼−→ PdF\
⋃

H∈Pd(F)
H = Ωd

Fq .

La variété G/U classifie les paires ((Di)i, (ei)i) avec (Di)i un drapeau et ei ∈ Di/Di−1
un vecteur directeur pour tout i. Une paire ((Di)i, (ei)i) est dans Y (w) si et seulement si
(Di)i ∈ X(w),

∀i < d, F ie0 ≡ ei (mod Di−1) et F d+1e0 ≡ e0 (mod Vect(e1, · · · , ed))

Ainsi la flèche ((Di)i, (ei)i) 7→ e0 induit un plongement Y (w)→ Ad+1
Fq \{0} rendant le diagramme

suivant commutatif :
Y (w) ι //

��

Ad+1
Fq \{0}

��

X(w) ι // PdFq

Un point x = (x0, . . . , xd) ∈ Ad+1
Fq \{0} est dans l’image de ce morphisme si et seulement si

det((xq
j

i )0≤i,j≤d) = (−1)d det(F · (xq
j

i )0≤i,j≤d). Cela revient à écrire

ι : Y (w) ∼−→ {x = (x0, . . . , xd) ∈ Ad+1
Fq \{0} :

∏
a∈(Fq)d+1\{0}

la(x) = (−1)d}
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En homogénéisant, on obtient (en observant que xi 6= 0 pour tout i sur l’espace ci-dessus)

Y (w) = {(x0, ..., xd) ∈ Ad
Fq | [x0 : · · · : xd] ∈ Ωd

Fq et x−N0 = u([x0 : · · · : xd])}

En envoyant (x0, ..., xd) ∈ Y (w) sur (x−1
0 , [x0 : · · · : xd]) et (t, z = [z0 : · · · : zd]) ∈ Ωd

Fq(u1/N) sur
(t−1, z1

tz0
, · · · , zd

tz0
) (ce qui a un sens puisque z0 6= 0 pour tout i) on obtient un isomorphisme

Y (w) ' Ωd
Fq(u

1/N
1 ).

On vérifie facilement que les actions des groupes sont compatibles.

7.2 Cohomologie étale des variétés de Deligne-Lusztig
On note DLdFq l’extension des scalaires de DLdFq à Fq. Soit l 6= p un nombre premier. Nous al-

lons rappeler la description de la partie cuspidale de la cohomologie l-adique à support compact
de DLdFq .

Soit θ : F∗qd+1 → Q∗l un caractère. Si M est un Ql[F∗qd+1 ]-module on note

M [θ] = HomF∗
qd+1

(θ,M).

On dit que le caractère θ est primitif s’il ne se factorise pas par la norme F∗qd+1 → F∗qe pour
tout diviseur propre e de d+ 1.

Si π est une représentation de GLd+1(Fq), on dit que π est cuspidale si πN(Fq) = 0 pour tout
radical unipotent N d’un parabolique propre de GLd+1. La théorie de Deligne-Lusztig (ou celle
de Green dans notre cas particulier) fournit :
Théorème 7.2. Soit θ : F∗qd+1 → Q∗l un caractère.

a) Si θ est primitif, alors Hi
ét,c(DLdFq ,Ql)[θ] est nul pour i 6= d et

πθ,l := Hd
ét,c(DLdFq ,Ql)[θ]

est une GLd+1(Fq)-représentation irréductible, cuspidale, de dimension (q−1)(q2−1) . . . (qd−1).
Toutes les représentations cuspidales sont ainsi obtenues.

b) Si θ n’est pas primitif, aucune représentation cuspidale n’intervient dans ⊕iHi
ét,c(DLdFq ,Ql)[θ].

Démonstration. Voir [DL76, cor. 6.3], [DL76, th. 7.3], [DL76, prop. 7.4], [DL76, prop. 8.3],
[DL76, cor. 9.9], [Yos10, Proposition 6.8.(ii) et remarques] pour ces résultats classiques.

Ainsi, la partie cuspidale H∗ét,c(DLdFq ,Ql)cusp de ⊕iHi
ét,c(DLdFq ,Ql) est concentrée en degré d,

où elle est donnée par ⊕θπθ,l ⊗ θ, la somme directe portant sur tous les caractères primitifs.
Remarque 7.3. (voir [DL76, 6.3]) Soit N = qd+1 − 1 et fixons de isomorphismes F∗qd+1 ' Z/NZ
et Z/NZ∨ ' Z/NZ. Soient θj1 et θj2 deux caractères primitifs vus comme des éléments de
Z/NZ via j1, j2, les représentations πθj1 et πθj2 sont isomorphes si et seulement si il existe un
entier n tel que j1 = qnj2 dans Z/NZ.

7.3 Cohomologie rigide des variétés de Deligne-Lusztig
Nous aurons besoin d’un analogue des résultats présentés dans le paragraphe précédent pour

la cohomologie rigide. Cela a été fait par Grosse-Klönne dans [GK07]. Si θ : F∗qd+1 → K
∗ est un

caractère, posons
πθ = H∗rig,c(DLdFq /K)[θ] :=

⊕
i

Hi
rig,c(DLdFq /K)[θ],

où
Hi

rig,c(DLdFq /K) := Hi
rig,c(DLdFq)⊗W (Fq)[1/p] K

et où M [θ] désigne comme avant la composante θ-isotypique de M .
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Théorème 7.4. Fixons un premier l 6= p et un isomorphisme K ∼= Ql. Si θ est un caractère
primitif, alors

πθ := Hd
rig,c(DLdFq /K)[θ]

est isomorphe en tant que GLd+1(Fq)-module à πθ,l, en particulier c’est une représentation
irréductible cuspidale.

Démonstration. Cela se fait en trois étapes, cf. [GK07, 4.5]. Dans un premier temps, on montre
[GK07, 3.1] que les K[GLd+1(Fq)× F∗qd+1 ]-modules virtuels

∑
i

(−1)iHi
ét,c(DLdFq ,Ql) et

∑
i

(−1)iHi
rig,c(DLdFq /K)

coïncident. Il s’agit d’une comparaison standard des formules des traces de Lefschetz en coho-
mologies étale l-adique et rigide. Dans un deuxième temps (et c’est bien la partie délicate du
résultat) on montre que ⊕i Hi

rig,c(DLdFq /K)[θ] est bien concentré en degré d, cf. [GK07, th. 2.3].
On peut alors conclure en utilisant le théorème 7.2.

8 Cohomologie de de Rham et revêtements cycliques
modérés

Dans ce chapitre L sera une extension non ramifiée de K, donc $ en est une uniformisante.
Toutes les cohomologies de de Rham seront calculées sur le complexe surconvergeant ie. nous
écrirons par abus H∗dR(X) pour tout espace analytique X au lieu de H∗dR(X†).

8.1 Réduction semi-stable généralisée
Soit X un schéma formel topologiquement de type fini sur Spf(OL), de fibre générique Xη

et de fibre spéciale Xs. On a une flèche de spécialisation

Sp : Xη → Xs.

Pour tout sous-schéma Z ⊂ Xs on note ]Z[X le tube de Z dans Xη, i.e. l’espace analytique

]Z[X= Sp−1(Z) ⊂ Xη.

On dit que X est de réduction semi-stable généralisée s’il existe un recouvrement ouvert
X = ⋃

t∈T
Ut et un jeu de morphismes étales (pour certains r ≤ d et αi ≥ 1)

ϕt : Ut → Spf(OL 〈x1, · · · , xd〉 /(xα1
1 · · · xαrr −$))

Dans ce cas, quitte à rétrécir les ouverts Ut et à prendre r minimal, on peut supposer que
les composantes irréductibles de la fibre spéciale U t de Ut sont les V (x∗i ) pour i ≤ r avec
x∗i = ϕt(xi). Elles ont les multiplicités αi. On dit que X est de réduction semi-stable si de plus
tous les αi valent 1. Dans ce cas, les fibres spéciales U t sont réduites.

8.2 Enoncé du résultat principal
Soit X un schéma formel sur Spf(OL), de réduction semi-stable généralisée, de fibre géné-

rique Xη et de fibre spéciale Xs. On note (Yi)i∈I l’ensemble des composantes irréductibles de Xs.
On suppose que le recouvrement Xs = ⋃

i∈I
Yi est localement fini, i.e. pour toute partie finie J de
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I, les composantes Yj pour j ∈ J n’intersectent qu’un nombre fini de composantes irréductibles
de Xs. Si J est un sous-ensemble de I, on note

YJ =
⋂
j∈J

Yj.

Le but de cette section est de prouver le théorème suivant :

Théorème 8.1. Soient X et (Yi)i∈I comme ci-dessus, et soit π : T → Xη un revêtement étale
de groupe de Galois Λ = Z/nZ avec n premier à p. Pour toute partie finie J de I la flèche de
restriction induit un isomorphisme

H∗dR(π−1(]YJ [X )) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\
⋃
i/∈J

Yi[X )).

si X est de réduction semi-stable (non généralisée) ou n = 1 (i.e. T = Xη).

Remarque 8.2. 1. Si X est de réduction semi-stable (non généralisée) et n = 1 (i.e. T = Xη)
le théorème ci-dessus a été démontré par Grosse-Klönne [GK02, Theorem 2.4.]. Il s’agit
d’un point crucial dans sa preuve de la finitude de la cohomologie rigide. Le principal in-
térêt de notre généralisation est la présence du revêtement cyclique π de la fibre générique
de Xη.

2. Si de plus X est algébrisable et |J | = 1, le résultat [Zhe08, Lemme 5.6] est un analogue
en cohomologie étale l-adique du théorème ci-dessus.

Comme dans la preuve originale, on procède en deux étapes. On applique dans un premier
temps un certain nombre de réductions assez techniques (cf. 8.5 et 8.6) pour se ramener à
l’étude des revêtements de couronnes. Ces étapes sont similaires à la démonstration de Grosse-
Klönne, qui utilise des recouvrements bien choisis et la suite spectrale de Cech. Dans notre
cas, on reprend les mêmes recouvrements de Xη puis on les tire en arrière par π pour étudier
l’espace T . Le seul point technique à adapter dans ces réductions est la vérification que l’espace
final obtenu est bien décrit par un revêtement de couronnes (voir 8.16).

La deuxième étape de la preuve (et la plus technique) est le calcul de la cohomologie de de
Rham d’un revêtement cyclique modéré d’une couronne. Cela se fait par des calculs directs,
mais assez pénibles, sur le complexe de de Rham, et fournit une description très explicite de
ces groupes de cohomologie. Pour énoncer le résultat nous avons besoin de quelques notations.
Soient s1, ..., sd, r1, ..., rd ∈ |K

∗| tels que si ≤ ri pour tout i et considérons la couronne

X = Ad
rig,L(xi

ri
,
si
xi

)1≤i≤d = {(x1, ..., xd) ∈ Ad
rig,L| si ≤ |xi| ≤ ri}.

Soit n un entier premier à p et considérons le revêtement de Kummer T = X((λxβ)1/n) avec
λ ∈ L∗ et β ∈ Zd. Cela est loisible, puisque nous allons voir que tout revêtement π : T → X
galoisien cyclique d’ordre n est de cette forme. On dispose donc sur T d’une racine n-ième t de
λxβ. On définit enfin

π0 = PGCD(n, β1, · · · , βd), ñ = n

π0
, β̃ = β

π0
, t0 = tñ

xβ̃
.

Enfin, si I = {i1 < · · · < iq} on pose

d log(xI) = d log(xi1) ∧ · · · ∧ d log(xik).
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Théorème 8.3. Avec les notations ci-dessus, on a des isomorphismes naturels

Hq
dR(X) '

⊕
I⊂J1,dK
|I|=q

L · d log(xI)

et
Hq

dR(T ) '
π0−1⊕
i=0

ti0
⊕

I⊂J1,dK
|I|=q

L · d log(xI) ∼=
π0−1⊕
i=0

ti0Hq
dR(X)

Remarque 8.4. 1. On déduit facilement du théorème que si X ′ ⊂ X sont deux couronnes et
si T → X, T ′ → X ′ sont deux revêtements compatibles (ie. T ′ = T ×XX ′) alors la flèche
de restriction H∗dR(T )→ H∗dR(T ′) est un isomorphisme qui respecte la décomposition en
parties isotypiques.

2. En fait, tous ces résultats sont vrais pour une classe plus générale d’espaces, que l’on ap-
pellera tores monômiaux. Nous aurons besoin de ce degré de généralité et nous renvoyons
à 8.6, 8.8 et 8.10 pour les énoncés dans ce cadre.

8.3 Tores monômiaux et leurs revêtements cycliques modérés
Définition 8.5. On appellera tore monômial de dimension d un L-espace analytique X de la
forme 14

X = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Ad
rig,L : si ≤ |xi| ≤ ri et ρ ≤ |xα| ≤ µ}

pour si ≤ ri ∈ |K
∗|, α = (α1, ..., αd) ∈ Nd et ρ ≤ µ ∈ [sα, rα] ∩ |K∗|).

On appelle tore monômial semi-ouvert un espace défini par les mêmes inégalités qu’un
tore monômial, mais potentiellement strictes. Nous souhaitons étendre un résultat de Berko-
vich [Ber96a, Lemma 3.3] au cas des tores monômiaux. Si Λ est un groupe abélien, on écrira
simplement Λ pour le faisceau (étale) constant Λ sur un espace analytique.

Proposition 8.6. Soit X un tore monômial de dimension d, S un espace K-analytique, n un
entier premier à p et Λ = Z/nZ. La projection canonique ϕ : XS := X × S → S induit un
isomorphisme

Rqϕ∗Λ ' Λ(−q)(
d
q)

Démonstration. Soit X un tore monômial et s, r, α, ρ, µ les données associées. Nous allons mon-
trer le résultat par récurrence sur la dimension d. Si d = 1, tous les tores monômiaux sont des
couronnes qui ont été traitées dans [Ber96a, Lemma 3.3].

Soit d > 1, en projetant sur les d−1 premières coordonnées, on obtient morphisme ψ : X →
Y vers le tore monômial :

Y = {x = (x1, · · · , xd−1) ∈ Ad−1
rig,L : si ≤ |xi| ≤ ri et ρr−αdd ≤ |xα| ≤ µs−αdd }

avec α = (α1, · · · , αd−1). Soient u : YS → S les projections naturelles, alors u ◦ ψ = ϕ, donc

Rϕ∗Λ ' Ru∗Rψ∗Λ.

Par hypothèse de récurrence et la suite spectrale de Leray il suffit d’établir les isomorphismes

Rqψ∗(Λ) =


Λ si q = 0
Λ(−1) si q = 1
0 si q > 1

14. On a utilisé les notations multi-indice standard, par exemple xα = xα1
1 · · ·x

αd

d .
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Notons que Rqψ∗(Λ) est un faisceau surconvergent (puisque les faisceaux constants le sont
et que cette propriété est stable par image directe), on donc peut tester les isomorphismes ci-
dessus fibre à fibre. Les tiges du faisceau Rqψ∗(Λ) se calculent grâce au théorème de changement
de base [dJvdP96, TH 3.7.3] et font intervenir la cohomologie du faisceau constant Λ sur les
fibres de ψ. Ces fibres sont des couronnes de dimension 1 (sur le corps de définition du point
considéré), et on a déjà vu le calcul de ces groupes de cohomologie, ce qui permet de conclure.

Remarque 8.7. Si XL est un tore monômial sur un corps complet S = Sp(L) et une couronne
Y sur C qui le contient, alors, en reprenant le raisonnement par récurrence précédent sur YL,
on montre la bijectivité du morphisme naturel de restriction H1

ét(Y,Λ) ∼→ H1
ét(XL,Λ). Par suite

exacte de Kummer sur Y (voir [VdP82, th. 3.25] pour l’annulation du groupe de Picard),

H1
ét(XL,Λ) ∼= L∗/(L∗)n ×

∏
i≤d

(xZi /xnZi ).

En particulier, tout revêtement étale de groupe de Galois Λ de XL est un revêtement de
Kummer de la forme XL((λxβ)1/n) pour β dans Zd et λ dans L∗.

8.4 Cohomologie de de Rham d’un revêtement cyclique modéré d’un
tore monomial

Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de de Rham d’un revêtement cyclique
T = X((λxβ)1/n) (avec β ∈ Zd et λ ∈ L∗) d’un tore monômial

X = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Ad
rig,L : si ≤ |xi| ≤ ri et ρ ≤ |xα| ≤ µ}.

Posons
π0 = PGCD(n, β1, · · · , βd), ñ = n

π0
, β̃ = β

π0
, t0 = tñ

xβ̃
.

Théorème 8.8. On dispose d’isomorphismes naturels

Hq
dR(X) =

⊕
I⊂J1,dK
|I|=q

L · d log(xI)

et
Hq

dR(T ) ∼=
π0−1⊕
i=0

ti0Hq
dR(X)

Remarque 8.9. Pour comprendre l’enoncé du théorème, il est intéressant d’étudier le cas ana-
lytique complexe. Si l’on prend un espace X de Cd défini par les mêmes inégalités qu’un tore
monômial i.e.

X = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Cd : si ≤ |xi| ≤ ri et ρ ≤ |xα| ≤ µ},

alors X a le type d’homotopie d’un tore. La cohomologie de de Rham est donc donnée par
(Künneth) :

Hq
dR(X) =

⊕
|I|=q

C · d log(xI)

D’après la correspondance de Galois entre les revêtements et les sous groupes de π1(X), un
revêtement cyclique T de X a le type d’homotopie d’une union disjointe de tores. Cette union
s’écrit :

{(x, t) ∈ Cd/Zd × C||tn = xβ}
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Le nombre de composantes connexes est exactement le constante π0 introduite dans l’énoncé du
théorème. Comme tπ0

0 = 1, la famille {ti0}i engendre le même C-espace vectoriel que l’ensemble
des idempotents pour les différentes composantes connexes, et on obtient

Hq
dR(T ) =

⊕
0≤i≤π0−1

ti0Hq
dR(X)

Avant de passer à la preuve, mentionnons quelques conséquences utiles :

Corollaire 8.10. On reprend les notations précédentes et on se donne un autre tore monômial
X ′ inclus dans X. Si T ′ est la restriction de T à X ′ i.e. T ′ = T ×X X ′, alors la flèche de
restriction H∗dR(T ) → H∗dR(T ′) est un isomorphisme qui respecte la décomposition en parties
isotypiques.

Démonstration. La base explicite du théorème 8.8 est conservée par la restriction Ωq
T †/L →

Ωq
(T ′)†/Ld’où la bijectivité. Pour l’assertion sur les parties isotypiques, l’inclusion induit une

application Λ-équivariante entre les q-formes et le résultat s’en déduit. Pour un argument plus
explicite, on a la décomposition en espaces propres Ωq

T †/L =
n−1⊕
i=0

tiΩq
X†/L et pour i fixé chaque

ti0Hq
dR(X) est un espace propre de Hq

dR(T ).

Corollaire 8.11. Les conclusions de 8.8 et 8.10 sont encore vraies quand X est un tore mo-
nômial semi-ouvert.

Démonstration. On écrit X = ⋃
iXi comme une réunion croissante de tores monômiaux. On a

alors T = ⋃
i T ×X Xi = ⋃

i Ti. Fixons i0 ∈ N, d’après ce qui précède, on a

lim←−
i

H∗dR(Ti)[χ] = H∗dR(Ti0)[χ] et R1 lim←−
i

H∗dR(Ti)[χ] = 0

d’où H∗dR(T )[χ] ∼= H∗dR(Ti0)[χ].

Passons à la preuve du résultat. Nous commençons par traiter le cas des tores monomiaux
i.e. π = Id et T = X. Comme dans la définition, on se donne r, s, α, ρ, µ définissant X et on
choisit des constantes u = (ui)i, v = (vi)i et w1, w2 dans L telles que

|ui| = ri, |vi| = si, |w1| = ρ, |w2| = µ.

Si x = (xi)i désigne la variable sur X, alors

X = Sp(L〈x
u
,
v

x
,
xα

w1
,
w2

xα
〉).

En particulier, toute fonction f appartient à O(X†) admet un développement unique f =∑
ν∈Zd aνx

ν . Nous aurons besoin du résultat technique suivant :

Lemme 8.12 (Intégration). Pour i ≤ d et f = ∑
ν∈Zd aνx

ν ∈ O(X†), il existe une section
surconvergente de développement ∑ν∈Zd

1
νi
aνx

ν ∈ O(X†).

Démonstration. Réécrivons f sous la forme

∑
(β,γ,δ1,δ2)∈Nd×Nd×N×N

mβ,γ,δ1,δ2(x
u

)β(v
x

)γ(x
α

w1
)δ1(w2

xα
)δ2
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tel que il existe h > 1 tel que he(β,γ,δ1,δ2)|mβ,γ,δ1,δ2| → 0 avec e(β, γ, δ1, δ2) = ∑
1≤k≤d βk +∑

1≤k≤d γk + δ1 + δ2. Nous voulons montrer que le développement suivant défini bien une section
surconvergente :

∑
(β,γ,δ1,δ2)∈Nd×Nd×N×N

mβ,γ,δ1,δ2

βi − γi + αi(δ1 − δ2)(x
u

)β(v
x

)γ(x
α

w1
)δ1(w2

xα
)δ2

Pour tout h1 ∈]1, h[, on a (h1
h

)e(β,γ,δ1,δ2)| 1
βi−γi+αi(δ1−δ2) | → 0 et donc

h
e(β,γ,δ1,δ2)
1 | mβ,γ,δ1,δ2

βi − γi + αi(δ1 − δ2) | = he(β,γ,δ1,δ2)|mβ,γ,δ1,δ2 |
(h1/h)e(β,γ,δ1,δ2)

|βi − γi + αi(δ1 − δ2)| → 0

et on obtient bien une section surconvergente sur X de développement ∑ν
1
νi
aνx

ν .

Une q-forme surconvergente admet un unique développement ω = ∑
ν∈Nd,I⊂J1,dK aν,Ix

νd log(xI).
Nous dirons que ω contient un terme en xi (resp. un terme en d log(xi)) s’il existe aν,I 6= 0 avec
νi 6= 0 (resp. avec i ∈ I). On appelle Ωq

X†/L[r] le sous-module des formes qui ne contiennent
aucun terme en xi ou d log(xi) pour i > r. On observe l’inclusion d(Ωq

X†/L[r]) ⊂ Ωq+1
X†/L[r].

On impose l’ordre lexicographique sur les couples (q, r) et on montre par récurrence sur
(q, r) l’égalité suivante 15 :

(Ωq
X†/L[r])d=0 = d(Ωq−1

X†/L[r])⊕
⊕

I⊂J1,rK
|I|=q

Ld log(xI).

Il est aisé de voir que les modules apparaissant dans le terme de droite sont en somme directe
et nous laissons la vérification de ce fait au lecteur. Nous allons seulement prouver que ces
modules engendrent bien le sous-ensemble des q-formes fermées voulues.

Si q = 0, comme X est géométriquement connexe, on a H0
dR(X) = L = L · d log(x∅).

Soit q ≥ 1, supposons le résultat vrai pour tout (q′, r′) < (q, r). Si ω ∈ (Ωq
X†/L[r])d=0, elle se

décompose de manière unique de la forme 16

ω =
∑
j∈Z

xjrω
(0)
j +

∑
j∈Z

xjrω
(1)
j ∧ d log(xr)

avec ω(i)
j ∈ Ωq−i

X†/L[r − 1]. Par fermeture de ω,

dω =
∑
j∈Z

xjrdω
(0)
j +

∑
j∈Z

xjr((−1)qjω(0)
j + dω

(1)
j ) ∧ d log(xr) = 0 (12)

d’où dω(0)
j = 0 et dω(1)

j = (−1)q−1jω
(0)
j . En particulier, dω(1)

0 = dω
(0)
0 = 0.

D’après 8.12, la somme suivante est une (q − 1)-forme surconvergente de X,

η =
∑
j 6=0

(−1)q−1 1
j
xjrω

(1)
j .

On vérifie par calcul direct, ω − dη = ω
(0)
0 + ω

(1)
0 ∧ d log(xr) (d’après (12)). On a montré que

les formes ω(0)
0 et ω(1)

0 étaient fermés. On peut leur appliquer l’hypothèse de récurrence, ce qui
permet de conclure.

15. On a posé Ωq−1
X†/L

[r] = 0 si q = 0
16. si r = 1, on pose Ωq

X†/L
[r − 1] = L
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On s’intéresse maintenant au cas général. Nous cherchons à calculer la cohomologie d’un
revêtement sur X de la forme

T = X((λxβ)1/n) = {(x, t) ∈ X × A1
rig,L : tn = λxβ}

Quitte à étendre L, on suppose qu’il contient les racines π0-ièmes de l’unité et que λ vaut 1.
On a alors une décomposition

T =
∐

ζ∈µπ0 (L)
X(ζxβ̃) :=

∐
ζ∈µπ0 (L)

Tζ .

Appelons Lζ le polynôme interpolateur de Lagrange s’annulant sur µπ0(L) \ {ζ} et valant 1 en
ζ. Prenons t ∈ O∗(T ) une racine n-ième de xβ et t0 = tñ

xβ̃
. Alors Lζ(t0) est l’idempotent associé

à Tζ . Supposons que Tζ → X induise un isomorphisme H∗dR(X) ∼= H∗dR(Tζ), on obtient une suite
d’isomorphismes

H∗dR(T ) =
⊕
ζ

Lζ(t0)H∗dR(Tζ) ∼=
π0−1∑
j=0

tj0H∗dR(X)

car {tj0}j et {Lζ(t0)}ζ engendrent le même L-espace vectoriel. Il suffit ainsi de raisonner sur
chaque Tζ i.e. on peut supposer π0 = 1.

Considérons maintenant le revêtement de groupe de Galois Λd suivant :

T̃ = X(x1/n
1 )(x1/n

2 ) · · · (x1/n
d ) = {(x, t1, . . . , td) : tni = xi}.

Les flèches ((x1, . . . , xd), t1, . . . , td) 7→ (t1, . . . , td) et (t1, . . . , td) 7→ ((tn1 , tn2 , . . . , tnd), t1, . . . , td)
induisent une bijection

T̃ ∼= {(t1, . . . , td) ∈ Ad
rig,L : s1/n

i ≤ |ti| ≤ r
1/n
i et ρ1/n ≤ |tα1

1 t
α2
2 . . . tαdd | ≤ µ1/n et }

On en déduit la suite d’égalités :

Hi
dR(T̃ ) =

⊕
|I|=i

Ld log(tI) =
⊕
|I|=i

Ld log(xI) = Hi
dR(X)

On remarque aisément que T̃ est un revêtement de T de groupe de Galois abélien FixΛd(T ) =
{(γi)i ∈ Λd : ∑i γiβi = 0}. La flèche naturelle H∗dR(T )→ H∗dR(T̃ ) identifie H∗dR(T ) à H∗dR(T̃ )FixΛd (T )

et est donc injective. On obtient un diagramme commutatif :

H∗dR(T̃ )

H∗dR(T )
?�

OO

H∗dR(X)oo

∼
ee

On en déduit H∗dR(T ) ∼= H∗dR(X).

8.5 Une première réduction
Revenons maintenant au contexte du théorème 8.1, en particulier on dispose du schéma

formel X semi-stable généralisé, d’un revêtement cyclique π : T → Xη d’ordre premier à p
et on note (Yi)i∈I les composantes irréductibles de sa fibre spéciale. Rappelons que l’on note
YJ = ∩j∈JYj pour J ⊂ I. Notons que les deux résultats qui vont suivre seront valables dans les
deux cas considérés dans 8.1. Nous spécialiserons au cas π = Id ou au cas X semi-stable (non
généralisé) dans 8.7.
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Lemme 8.13. Pour démontrer le théorème 8.1 il suffit de prouver la bijectivité de

H∗dR(π−1(]YJ [X )) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\YI [X ))

quand X = Spf(A) est affine, connexe et possède un morphisme étale

ϕ : Spf(A)→ Spf(OL 〈x1, · · · , xd〉 /(xα1
1 · · ·xαrr −$))

Démonstration. On considère uniquement l’ensemble (fini) des composantes de I qui inter-
sectent J , ce qui nous permet de supposer que I est fini. Pour J ⊂ I et M ⊂ J c on note

Y̊J,M = YJ\
⋃
l∈M

Yl,

i.e. les points dans toutes les composantes irréductibles de J qui évitent celles de M . Si de plus
m est un entier positif on note

Y̊ m
J,M =

⋃
N⊂M
|N |=m

Y̊J,N ,

i.e. les points dans toutes les composantes de J qui évitent au moins m composantes dans M .
On raisonne sur la chaîne d’inclusions

Y̊ 0
J,Jc ⊃ Y̊ 1

J,Jc ⊃ · · · ⊃ Y̊
|Jc|
J,Jc

On remarque les égalités YJ = Y̊ 0
J,Jc et Y̊

|Jc|
J,Jc = Y̊J,Jc , il suffit donc de montrer (pour tout m) la

bijectivité de la flèche naturelle

H∗dR(π−1(]Y̊ m
J,Jc [X )) ∼−→ H∗dR(π−1(]Y̊ m+1

J,Jc [X ))

Notons que Y̊ 1
J,Jc = YJ\YI . Nous allons construire un schéma formel auxiliaire X̃ de réduction

semi-stable généralisée pour déduire le cas m quelconque à partir du cas m = 0
Chaque ]Y̊ m

J,Jc| admet par définition un recouvrement admissible (]Y̊J,N [)N⊂Jc:|N |=m. Les in-
tersections finies de ces ouverts vérifient 17

⋂
N∈Q

Y̊J,N = Y̊J,M ,

avec M = ⋃
N∈QN . On se ramène donc, grâce à la suite spectrale de Cech, à montrer l’isomor-

phisme

H∗dR(π−1(]Y̊J,M ∩ Y̊ m
J,Jc [X )) = H∗dR(π−1(]Y̊J,M [X )) ∼−→ H∗dR(π−1(]Y̊J,M ∩ Y̊ m+1

J,Jc [X ))

pour tout M de cardinal au moins m.

On se place dans X̃ ⊂ X de fibre spéciale X̃s = Xs\
( ⋃
i∈M

Yi

)
. Les composantes irréductibles

de X̃s sont indexées par I\M . On reprend les notations ỸJ , ˚̃YJ,N et ˚̃Y m
J,N pour J ⊂ I\M et

N ⊂ I\(M ∪ J). On observe

Y̊J,M = ˚̃Y 0
J,I\(J∪M) et Y̊J,M ∩ Y̊ m+1

J,Jc = ˚̃Y 1
J,I\(J∪M)

On s’est ramené à la condition suffisante du lemme par l’observation ỸJ\ỸI = ˚̃Y 1
J,Jc .

17. On suppose que tout élément de Q est de cardinal m.
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Il reste à expliquer pourquoi on peut supposer que X est affine. On se donne un recouvrement
X = ⋃

s∈S
Us et un jeu de morphismes étales

ϕs : Us → Spf(OL 〈x1, · · · , xd〉 /(xα1
1 · · ·xαrr −$))

On note UT = ⋂
t∈T

Ut pour T ⊂ S. On a un recouvrement admissible T = ⋃
s∈S

π−1(Us,η) donc
par une nouvelle application de la suite spectrale de Cech, il suffit de prouver la bijectivité de

H∗dR(π−1(]YJ [X∩UT,η)) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\YI [X∩UT,η))

pour tout T ⊂ S. On s’est donc ramené à X = UT = Spf(A) affine formel, T = π−1(UT,η)
affinoïde et ϕ = ϕs|UT : X → Spf(OL 〈x1, · · · , xd〉 /(xα1

1 · · ·xαrr − $)) pour un certain s ∈ T .
Quitte à réduire X , on peut supposer qu’il est connexe.

8.6 Une deuxième réduction
Nous supposons maintenant que nous sommes dans le contexte du lemme 8.13, en par-

ticulier X = Spf(A) est affine et connexe et possède un morphisme étale ϕ : Spf(A) →
Spf(OL 〈x1, · · · , xd〉 /(xα1

1 · · ·xαrr − $)). Notons x∗i = ϕ∗(xi) ∈ A et xi son image en fibre
spéciale. Quitte à réduire X , on peut supposer I = J1, rK, J = J1, |J |K ⊂ I, Yi = V (xi). Notons
aussi que T est affinoide, disons T = Sp(B).

Lemme 8.14. Pour montrer 8.13, il suffit de prouver que pour toute partition J1, rK = J1 ∪
J2 ∪ J3 et tous λ, β ∈]0, 1[∩|K∗|, les restrictions de T à C̃ et à C̃ ′ ont la même cohomologie de
de Rham, où

C̃ =
{
s ∈ Xη : |x∗j1(s)| ≤ λ, |x∗j2(s)| = β, |x∗j3(s)| ≤ β, ∀jk ∈ Jk

}
C̃ ′ =

{
s ∈ Xη : |x∗j1(s)| ≤ λ, |x∗j2(s)| = β, |x∗j3(s)| = β, ∀jk ∈ Jk

}
Démonstration. Rappelons que :

]YJ [X= {s ∈ Xη| ∀j ∈ J , |x∗j(s)| < 1}

]YJ\YI [X= {s ∈]YJ [X | ∃i ∈ J c, |x∗i (s)| = 1}
Nous allons filtrer ces espaces par des espaces plus simples. Pour λ ∈]0, 1[∩|K∗| posons 18

Xη(
J

λ
) = {s ∈ Xη| ∀j ∈ J, |x∗j(s)| ≤ λ}.

On définit ]YJ\YI [X (J
λ
) d’une manière semblable et on remarque que π−1(]YJ [X ) = ⋃

λ<1
π−1(Xη(Jλ ))

est un recouvrement admissible, et de même pour π−1(]YJ\YI [X ). Il suffit donc de montrer la
bijectivité de

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
))) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\YI [X (J

λ
)))

pour tout λ comme ci-dessus.
Ensuite, introduisons pour β ∈]0, 1[∩|K∗| l’espace

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
) = {s ∈ Xη(

J

λ
)| ∃i ∈ J c, |x∗i (s)| ≥ β}

18. Pour tout M ⊂ I nous confondrons M et {x∗i : j ∈M}.
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En remarquant que

π−1(]YJ\YI [X (J
λ

)) ⊂ π−1(
⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
)) ⊂ π−1(Xη(

J

λ
)),

il suffit d’établir les deux isomorphismes suivants

lim−→
β<1

H∗dR(π−1(
⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
))) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\YI [X (J

λ
))) (13)

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
))) ∼−→ H∗dR(π−1(

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
))) (14)

Nous allons établir (13) et montrer que (14) découle de la condition imposée dans l’énoncé.
On a un recouvrement admissible (π−1(Xη(Jλ ,

β
{i})))i∈Jc de π

−1( ⋃
i∈Jc
Xη(Jλ ,

β
{i})) et les intersec-

tions sont de la forme π−1(Xη(Jλ ,
β
M

)) pour M ⊂ J c. Ainsi, pour établir (13) il suffit de prouver
l’isomorphisme suivant

lim−→
β<1

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
,
β

M
))) ∼−→ H∗dR(π−1(]YJ\YI [X (J

λ
))).

Cela découle de l’égalité similaire au niveau des formes différentielles car on a l’identité π−1(]YJ\YI [X (J
λ
))† =⋂

β<1 π−1(Xη(Jλ ,
β
M

))† et la famille (π−1(Xη(Jλ ,
β
M

)))β forme un système cofinal de voisinage
stricte de π−1(]YJ\YI [X (J

λ
)).

Passons à (14). On a un recouvrement admissible à deux termes

π−1(Xη(
J

λ
)) = π−1(Xη(

J

λ
,
J c

β
)) ∪ π−1(

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
)).

En utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris qui en découle, il suffit d’établir 19

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
,
J c

β
))) ∼−→ H∗dR(π−1(Xη(

J

λ
,
J c

β
) ∩

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
)))

On réécrit
π−1(Xη(

J

λ
,
J c

β
) ∩

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
)) = π−1(

⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
,
J c

β
))).

Pour établir l’isomorphisme ci-dessus, comparons les deux espaces considérés avec π−1(Xη(Jλ , (
Jc

β
)±1))

ie. prouvons la bijectivité des deux flèches

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
,
J c

β
))) ∼−→ H∗dR(π−1(Xη(

J

λ
, (J

c

β
)±1)))

H∗dR(π−1(
⋃
i∈Jc
Xη(

J

λ
,
β

{i}
,
J c

β
)))) ∼−→ H∗dR(π−1(Xη(

J

λ
, (J

c

β
)±1)))

19. Soit un recouvrement admissible X = U ∪V , supposons la flèche Hi(U) ∼→ Hi(U ∪V ) bijective pour tout i.
Par Mayer-Vietoris, on a une suite exacte 0→ Hi(X)→ Hi(U)⊕Hi(V )→ Hi(U ∪ V )→ 0. Dit autrement, une
classe sur l’union X est équivalente à une classe sur chaque ouvert U , V qui coïncident sur l’intersection. Pour
toute classe dans V , sa restriction à U ∪ V se relève de manière unique à U . En particulier, la classe de départ
sur V se relève de manière unique en une classe sur X. Cela établit l’isomorphisme voulue Hi(X) ∼→ Hi(V ).
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Pour la première, cela revient à comparer les deux couronnes de l’énoncé du lemme 8.14
pour la partition I = J ∪ ∅ ∪ J c. D’après la suite spectrale de Cech pour le recouvrement
(Xη(Jλ ,

β
{i} ,

Jc

β
))i∈Jc , on se ramène pour la deuxième à

H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
,
I\(J ∪M)

β
, (M
β

)±1))) ∼−→ H∗dR(π−1(Xη(
J

λ
, (J

c

β
)±1)))

pour tout M ⊂ J c. Là encore, cela revient à établir la condition suffisante du lemme pour la
partition I = J ∪M ∪ (I\(J ∪M))

8.7 Fin de la preuve du théorème 8.1
Fixons une partition J1, rK = J1∪J2∪J3 et reprenons les notations introduites dans le lemme

8.14. Dans toute la suite, nous appellerons par abus T le revêtement sur C̃ et T ′ celui sur C̃ ′.
Nous devons comparer les cohomologies de de Rham de T et de T ′. Pour cela, on considère
les inclusions C̃ ′ → C̃ →]YI [X= {s ∈ Xη,∀i ∈ I, |x∗i (s)| < 1}. Nous allons commencer par une
description plus simple de ]YI [X , fournie par :

Lemme 8.15. Il existe une OL-algèbre $-adiquement complète et formellement lisse B̂ et un
isomorphisme

]YI [X∼= Sp(B̂ ⊗OL L)× {Z = (Z0, · · · , Zd) ∈ B̊rL : Zα = $}

envoyant Zi sur x∗i .

Démonstration. Le morphisme étale OL〈X0, ..., Xd〉/(Xα0
0 ...Xαr

r −$) → A induit, en complé-
tant (X1, ..., Xr)-adiquement, un morphisme étale

R := OL JX1, ..., XrK 〈Xr+1, ..., Xd〉/(Xα1
1 ...Xαr

r −$)→ Â

D’après [Ber96b, (0.2.7)PROPOSITION], ]YI [X= Spf(Â)rig. Considérons le diagramme com-
mutatif suivant,

Â Â/$ B

R R/$ Fq[Xr+1, ..., Xd]θ

dans lequel θ est la projection modulo J = (X0, ..., Xr) et

B := Â/$ ⊗R/$ Fq[Xr+1, ..., Xd] = Â/($Â+ J).

Observons que l’inclusion canonique ι : Fq[Xr+1, ..., Xd] ↪→ R/$ est une section de θ. Comme
R → Â est étale, la section ι se relève en une section s : B → Â/$. En effet, B est lisse sur
F (puisque R/$ → Â/$ est étale, et donc B est étale sur F[Xr+1, ..., Xd]), et le morphisme
naturel B ∼→ Â/($Â + J) se relève en un morphisme B → Â/$ car Â/$ est complet pour la
topologie J-adique. Pour vérifier que l’on obtient bien la section recherchée, il suffit de montrer
que ce morphisme est compatible à ι en le réduisant modulo J ce qui est vrai par construction.

Par le théorème d’Elkik [Elk73, THÉORÈME fin section II p568] on peut relever B en une
OK-algèbre lisse B. Ainsi, en reprenant les arguments de la construction de s, on voit que
B → Â/$ se relève en un morphisme B → Â puis en B̂ → Â, où B̂ est la complétion $-adique
de B. Le diagramme commutatif
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Â B̂

Â/$ B

fournit un morphisme β : B̂ JZ0, ..., ZrK /(Zα1
1 ...Zαr

r −$)→ Â envoyant Zi sur x∗i . Par Nakayama
topologique, β est un isomorphisme car il l’est modulo (Z1, ..., Zr, $) par construction. On
conclut en passant à la fibre génerique.

Notons S = Sp(B̂ ⊗OL L) et X = {Z = (Z0, · · ·Zd) ∈ B̊rL : Zα = $}. Le lemme ci-dessus
fournit un diagramme commutatif

C̃ ′ //
∼

��

C̃ //

∼

��

]YI [X

∼

��

S × C ′ // S × C // S ×X

où C et C ′ sont les espaces par

C = {s ∈ X| |Zj1(s)| ≤ λ, |Zj2(s)| = β, |Zj3(s)| ≤ β ∀jk ∈ Jk}

C ′ = {s ∈ X| |Zj1(s)| ≤ λ, |Zj2(s)| = β, |Zj3(s)| = β ∀jk ∈ Jk} .

On se place maintenant dans le cas où X est semi-stable. Alors, en exprimant Z1 en fonction
des variables Z2, · · · , Zd, nous pourrons voir les espaces C, C ′ comme des tores monomiaux
géométriquement connexes. Comme on peut raisonner sur chaque composante de S, on suppose
de même S connexe. Enfin, quitte à étendre les scalaires, on suppose le corps de base L complet
algébriquement clos.

Lemme 8.16. Les torseurs [T ] et [T ′] admettent des décompositions en sommes [T1 × C] +
[S × T2] et [T ′1 × C ′] + [S × T ′2 ] où T1 = T ′1 est un Λ-torseur sur S, T2 un Λ-torseur sur C et
T ′2 un Λ-torseur sur C ′.

Démonstration. On raisonne sur C, l’argument sera le même pour C ′. Introduisons le dia-
gramme

S × C C

S SpL.

pr2

pr1
ϕ

ϕ

ϕ

On se donne c0 ∈ C un point géométrique et on note ι : c0 × S → C × S. D’après la suite
spectrale de Leray, on a une suite exacte :

0→ R1 ϕ∗Λπ0(C)
S

R1 pr∗1−−−→ R1 ϕ∗ΛS×C → ϕ∗R1 pr1,∗ΛS×C → R2 ϕ∗ΛS
R2 pr∗1−−−→ R2 ϕ∗ΛS×C

Les morphismes induits R1 ι∗ et R2 ι∗ fournissent des inverses à droite de R1 pr∗1 et R2 pr∗1, d’où
une suite exacte de faisceaux scindée :

0→ (R1 ϕ∗ΛS)π0(C) R1 pr∗1−−−→ R1 ϕ∗ΛS×C → ϕ∗R1 pr1,∗ΛS×C → 0

et une identification ϕ∗R1 pr1,∗ΛS×C ∼= ker(R1 ι∗).
Les flèches naturelles compatibles H1

ét(C,Λ)→ H1
ét(U ×C,Λ) induisent un morphisme entre

le préfaisceau constant H1
ét(C,Λ)|S et le préfaisceau U 7→ H1

ét(U ×C,Λ). En passant au faisceau
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associé, on obtient un morphisme naturel H1
ét(C,Λ)|S → R1 pr1,∗ΛS×C . Le faisceau pr1,∗ΛS×C

est surconvergent en tant qu’image directe d’un faisceau constant, on a d’après [dJvdP96, Th.
3.7.3], (R1 pr1,∗ΛS×C)s ∼= H1

ét(C,Λ) pour tout point s ∈ S et δ est un isomorphisme.
Comme S et C sont connexes on a, en prenant les sections globales, une suite exacte scindée

0→ H1
ét(S,Λ)→ H1

ét(S × C,Λ)→ H1
ét(C,Λ)→ 0

avec H1
ét(C,Λ) ∼→ ker(ι∗). Mais on a un morphisme injectif H1

ét(C,Λ) → H1
ét(S × C,Λ) induit

par pr∗2. Il reste à prouver que ker(ι∗) = im(pr∗2). Le morphisme pr∗2 envoie un revêtement T sur
S×T et ι∗ envoie T ′ sur S×C vers sa restriction à S×c0 ∼= S. Il est aisé de voir que ι∗◦pr∗2 = 0
i.e. im(pr∗2) ⊂ ker(ι∗). Mais ces deux groupes ont tous deux pour ordre |H1

ét(C,Λ)| = nd, ils
sont donc confondus. On a donc la décomposition

H1
ét(S × C,Λ) = im(pr∗1)⊕ im(pr∗2).

L’énoncé est une traduction en termes de torseurs de cette égalité

L’espace T1×L T2 est un revêtement de T de groupe de Galois H = {(g, g−1) : g ∈ Λ} et un
revêtement de S × C de groupe de Galois Λ2. On obtient l’égalité par Künneth :

Hq
dR(T ) = Hq

dR(T1 ×L T2)H = (
⊕

χ1,χ2∈Λ∨
Hq

dR(T1 × T2)[χ1, χ2]))H

=
⊕

q1+q2=q

⊕
χ∈Λ∨

Hq1
dR(T1)[χ]⊗ Hq2

dR(T2)[χ]

De même pour T1 ×L T ′2 par rapport à T ′ et S × C ′, on a

Hq
dR(T ′) =

⊕
q1+q2=q

⊕
χ∈Λ∨

Hq1
dR(T ′1 )[χ]⊗ Hq2

dR(T ′2 )[χ]

On en déduit le diagramme commutatif

Hq
dR(T )

��

⊕
q1+q2=q

⊕
χ∈Λ∨

Hq1
dR(T1)[χ]⊗ Hq2

dR(T2)[χ]

⊕(Id⊗ι∗)
��

Hq
dR(T ′) ⊕

q1+q2=q

⊕
χ∈Λ∨

Hq1
dR(T1)[χ]⊗ Hq2

dR(T ′2 )[χ]

Mais d’après 8.10, la flèche ι∗ est un isomorphisme et les deux flèches verticales sont des bijec-
tions. On peut alors appliquer 8.14 pour prouver le théorème 8.1.

Supposons maintenant X semi-stable généralisé et π = Id. On considère le tore monomial

Y = {Z̃ = (T, Z1, · · · , Zd) : T
d∏
i=0

Zαi
i = $ et |T | ≤ λ1/α0 , |Zj1(s)| ≤ λ, |Zj2(s)| = β, |Zj3(s)| ≤ β ∀jk ∈ Jk}

et on peut écrire C = Y (T 1/α0). En raisonnant de même sur C ′, on observe l’isomorphisme
H∗dR(C) ∼= H∗dR(C ′) d’après 8.10 et on en déduit H∗dR(S × C) ∼= H∗dR(S × C ′) par Künneth.
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9 Cohomologie de De Rham du premier revêtement de
la tour de Drinfeld

Le but de ce chapitre est de calculer la "partie cuspidale" de la cohomologie de de Rham de
Σ1. Cela utilise tous les résultats obtenus jusqu’à présent. Dans tout ce chapitre nous noterons

N = qd+1 − 1, K̆N = K̆($ 1
N ).

Théorème 9.1. Soit θ : F∗qd+1 → K̆∗N un caractère primitif. Il existe un isomorphisme naturel

Hr
dR,c(Σ1

K̆N
)[θ] '

⊕
s∈BT0

Hr
rig,c(DLdFq /K̆N)[θ]

et Hr
dR,c(Σ1

K̆N
)[θ] = 0 pour r 6= d.

Pour démontrer le théorème, on étudie la suite spectrale de Cech associée au recouvrement
par les tubes (dans Σ1) au-dessus des composantes irréductibles de la fibre spéciale de Hd

OK̆
i.e.

au recouvrement par la famille d’ouverts (Σ1
Ost(s))s∈BT0 :

E−r,s1 =
⊕
σ∈BTr

Hs
dR,c(Σ1

Ost(σ))⇒ Hs−r
dR,c(Σ1)

Par dualité de Poincaré 2.4, on se ramène à étudier Hr
dR(Σ1

Ost(σ)). Nous montrerons (cf. para-
graphe 9.1) que pour s ∈ BT0 on a un isomorphisme naturel

Hr
dR,c(Σ1

K̆N ,Ost(s))[θ] =

Hd
rig,c(DLdFq /K̆N)[θ] si r = d

0 sinon

et (cf. paragraphe 9.2) que Hr
dR,c(Σ1

Ost(σ))[θ] = 0 pour dim(σ) ≥ 1. Ces deux résultats, dont
la preuve utilise de manière cruciale le théorème 8.1, montrent la dégénérescence de la suite
spectrale et permettent de conclure la preuve du théorème 9.1.

9.1 Le tube au-dessus d’une composante irréductible
Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de De Rham du tube au-dessus d’une

composante irréductible i.e. Hr
dR(Σ1

Ost(s)), plus précisément de démontrer le résultat suivant :

Proposition 9.2. Si s ∈ BT0 est un sommet, il existe un isomorphisme naturel

Hr
dR,c(Σ1

K̆N ,Ost(s))[θ] =

Hd
rig,c(DLdFq /K̆N)[θ] si r = d

0 sinon
.

D’après le théorème 8.1 et la discussion dans le paragraphe précédent on a un isomorphisme
naturel (induit par la restriction)

Hr
dR(Σ1

Ost(s)) ' Hr
dR(Σ1

s).

Pour étudier Hr
dR(Σ1

s), nous devons rendre explicite le lien entre Σ1
s et la variété de Deligne-

Lusztig DLdFq . Ce lien est établi dans [Wan14a, 2.3.8], mais nous allons donner l’argument pour
le confort du lecteur.

Lemme 9.3. La restriction Σ1
K̆N ,s

du premier revêtement au-dessus d’un sommet admet un
modèle entier Σ̂1,lisse

s dont la fibre spéciale Σ1
s est la variété de Deligne-Lusztig DLdFq .
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Démonstration. On peut supposer que s est le sommet standard. On pose

u1 =
∏

H∈H1\{H0}
( lH
lH0

)q−1 ∈ O∗(Hd
OK̆ ,s

),

avec H0 une direction à l’infini privilégiée. D’après 6.7 on a

X[ΠD]\{0}|HdO
K̆
,s

= Hd
OK̆ ,s

(($u1) 1
N )

En particulier, Σ1
K̆N ,s

= Hd
K̆N ,s

(u
1
N
1 ). On prend la normalisation de Hd

OK̆ ,s
dans Σ1

K̆N ,s
pour

obtenir un modèle entier Σ̂1,lisse
s = Hd

OK̆N ,s
(u

1
N
1 ) de fibre spéciale

Σ1,s = Hd
Fq ,s(u

1
N
1 ).

On rappelle que u1 est une unité de Hd
Fq ,s
∼= PdFq\

⋃
H∈H1 H et Σ1,s est donc DLdFq (cf 7.1)

Grâce au le lemme ci-dessus et à 2.5 on obtient des isomorphismes

Hr
dR(Σ1

K̆N ,s
) ∼= Hr

rig(Σ1,s/K̆N) ∼= Hr
rig(DLdFq /K̆N),

ce qui finit la preuve de la proposition 9.2.

9.2 Le tube au-dessus d’une intersection de composantes irréduc-
tibles

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 9.4. Si σ est un simplexe de dimension non nulle, alors Hj
dR,c(Σ1

Ost(σ))[θ] = 0
pour tout j et tout caractère primitif θ.

En utilisant l’action de G, on peut supposer que σ est un simplexe standard (en particulier,
on a σ = {[Mi]}i avec M0 = Od+1

K ), de dimension k ≥ 1 et de type (e0, ..., ek). D’après le
théorème 8.1 (en se rappelant que Hd

OK̆
est un modèle semi-stable de Hd

K̆
) on dispose d’un

isomorphisme naturel

Hj
dR(Σ1

Ost(σ))[θ] ∼= Hj
dR(Σ1

Ost(σ)\(
⋃
s/∈σ

Σ1
Ost(s)))[θ] ∼= Hj

dR(Σ1
σ̊)[θ].

Comme dans 6.21, on fixe des formes linéaires lH =: laH de noyau H ∈ H1 et on a, toujours
d’après le théorème 6.21

Σ1
Ost(s) = Hd

K,K̆,Ost(s)(($u1) 1
N ),

avec u1 = ∏
H∈H1\{H0}(

lH
lH0

)q−1. Nous souhaitons restreindre le torseur δ($u1) à Hd
K̆,̊σ

car Σ1
σ̊ ⊂

Σ1
Ost(s). On rappelle [DS01, 6.4] que cet espace admet une décomposition

Hd
K̆,̊σ
∼= Ak ×

k∏
i=0

Cei−1 ∼= Ak × Cσ,

où Ak et Cei−1, Cσ sont les espaces introduits dans le paragraphe 3.3. Nous allons exhiber
une décomposition similaire pour les torseurs. Introduisons avant quelques notations. On note
z = [z0, · · · , zd] la variable sur l’espace projectif PdK et, pour tout H ∈ H1, i(H) sera l’unique
entier tel que aH ∈Mi(H)\Mi(H)+1 (on rappelle que aH ∈M0\$M0).
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Lemme 9.5. Soient (αH)H∈H1 des entiers de somme nulle et soit Q = ∏
H∈H1 l

αH
H . Notons

QAk =
∏

H∈H1

zαHdi(H)
∈ O∗(Ak),

Il existe des sections QCei−1 ∈ O∗(Cei−1), chacune étant un produit homogène de degré 0 de
formes (lH)H∈H1 tel que

Q = QAkQCe0−1 . . . QCek−1 = QAkQCσ (mod 1 + O++(Hd
K̆,̊σ

))

avec QCσ = QCe0−1 . . . QCek−1 ∈ O∗(Cσ)

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour les fractions la
z0

pour a = (a0, . . . , ad)
un vecteur unimodulaire de Od+1

K . Soit i l’entier tel que a ∈ Mi\Mi+1 et décomposons a =
a1 +$a2 +a3 avec a1 dans Ni unimodulaire, a2 dans N0⊕· · ·⊕Ni−1 et a3 dans Ni+1⊕· · ·⊕Nk

3.1. On a
la
z0

= zdi
z0

la1 +$la2 + la3

zdi
= zdi

z0

la1

zdi
(1 +$

la2

la1

+ la3

la1

).

Le terme zdi
z0

est dans O∗(Ak), la fraction la1
zdi

dans O∗(Cei−1) et $ la2
la1

+ la3
la1

dans O++(Hd
K,K̆,̊σ

).
De plus, la fraction QAk = zdi

z0
a la forme voulue ce qui conclut la preuve de l’énoncé.

D’après ce qui précéde (et en utilisant le fait que N est premier à p, donc toute fonc-
tion f telle que |f − 1| < 1 est une puissance N -ième), on peut décomposer u1 = uAkuCσ
(mod O∗(Hd

K,K̆,̊σ
)N). Introduisons les µN -revêtements

TAk = Ak(u1/N
Ak

) et TCσ = Cσ(($uCσ)1/N).

Soit H l’antidiagonale de (F∗qd+1)2. On a

Σ1
σ̊ = (Ak × Cσ)(($uAkuCσ)1/N) = (TAk ×K̆ TCσ)/H.

Lemme 9.6. L’espace TAk a qm− 1 composantes connexes géométriques avec m = PGCD(d+
1, e0, · · · , ek).

Démonstration. Notons que Ak est un tore monômial semi-ouvert. En effet,

Ak = {y = (y1, · · · , yk) ∈ Bk
K̆
| 1 > |y1| > · · · > |yk| > |$|}

et on réalise le changement de variable x1 = y1, x2 = y2
y1
, · · · , xk = yk

yk−1
pour obtenir

Ak = {x = (x1, · · · , xk) ∈ B̊k
K̆
| 1 > |x1 · · ·xk| > |$|}.

De plus, on a

uAk =
k∏
i=1

(zdi
z0

)βi où βi = |(Mi/$M0)\(Mi+1/$M0)| = qd+1−di+1(qei − 1).

Le nombre de composantes connexes géométriques de TAk est 2.2

|π0(TAk ⊗ C)| = PGCD(N, β0, · · · , βk) = qm − 1.
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Considérons la décomposition en parties isotypiques :

Hj
dR(Σ1

σ̊)[χ] =
⊕

j1+j2=j
Hj1

dR(TAk)[χ]⊗̂Hj2
dR(TCσ)[χ]

On identifie F∗qd+1
∼= Z/NZ et on voit θ comme un élément de Z/NZ. Le nombre de compo-

santes connexes géométriques de TAk est de la forme qm− 1 et par primitivité de θ, N/(qm− 1)
ne divise pas θ dans Z/NZ. On a alors Hj

dR(TAk)[θ] = 0 8.11. D’où,

Hj
dR(Σ1

σ̊)[θ] = 0.

Ce qui conclut la preuve de la proposition 9.4.

9.3 Réalisation de la correspondance de Langlands locale
Dans cette partie, nous allons décrire la cohomologie des espaces M1

Dr et montrer qu’elle
réalise la correspondance de Jacquet-Langlands. On étendra les scalaires à C pour tous les
espaces considérés en fibre générique.

On pourra simplifier le produit G×D∗ en GD. On a une "valuation" sur GD :

vGD : (g, b) ∈ GD 7→ vK(det(g) Nr(b)) ∈ Z.

On introduit alors [GD]d+1 = v−1
GD((d+ 1)Z) et [G]d+1 = G ∩ [GD]d+1, [D]d+1 = D∗ ∩ [GD]d+1.

Ainsi, on a des inclusions naturelles deO∗D,G dans [GD]0 et les deux sous-groupes ne commutent
pas entre eux.

Passons aux représentations qui vont nous intéresser. Nous définissons d’abord des repré-
sentations sur GLd+1(OK)$Z × O∗D$Z que nous étendrons à GD par induction. Fixons θ un
caractère primitif de F∗qd+1 et des isomorphismes O∗D/1 + ΠDOD ∼= F∗qd+1 . On pose :
— θ sera vu comme une [D]d+1-représentation via O∗D$Z → O∗D → F∗qd+1 ,
— πθ sera la représentation associée à θ sur GLd+1(Fq) via la correspondance de Deligne-

Lusztig. On la voit comme une GLd+1(OK)$Z-représentation via GLd+1(OK)$Z → GLd+1(Fq).
Par induction, on obtient :
— une représentation π(θ) de G, où π(θ) = c-indGGLd+1(OK)$Z πθ. Il pourra être utile de

considérer π̃(θ) = c-ind[G]d+1
GLd+1(OK)$Z πθ et d’écrire π(θ) = c-indG[G]d+1

π̃(θ).

— une D∗-représentation ρ(θ) = c-indD∗[D]d+1
θ,

Nous avons défini une action de GD = G ×D∗ surM1
Dr qui s’identifie non canoniquement à

Σ1 × Z. Si on confond Σ1 avec Σ1 × {0}, on obtient une action sur Σ1 de [GD]d+1.
Pour énoncer la correspondance de Langlands, nous aurons besoin de la cohomologie de

M1
Dr. On a la relation :

Hi
dR,c(M1

Dr/$
Z) = c-indGD[GD]d+1

Hi
dR,c(Σ1).

Nous allons montrer :

Théorème 9.7. Soit θ un caractère primitif, on a un isomorphisme G-équivariant :

HomD∗(ρ(θ),Hi
dR,c((M1

Dr/$
Z)/C)) ∼=

π(θ)d+1 si i = d,

0 sinon.
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Démonstration. Si i 6= d, nous avons déjà prouvé l’annulation de la cohomologie. Posons doré-
navant i = d. Dans un premier temps, observons

HomD∗(ρ(θ),Hd
dR,c((M1

Dr/$
Z)/C)) = HomD∗(c-indD[D]d+1

θ, c-indGD[GD]d+1
Hd

dR,c(Σ1
C))

= Hom[D]d+1(θ, c-indG[G]d+1
Hd

dR,c(Σ1
C))

= c-indG[G]d+1
HomF∗

qd+1
(θ,Hd

dR,c(Σ1
C))

= c-indG[G]d+1
Hd

dR,c(Σ1
C))[θ]

= c-indG[G]d+1
π(θ)|[G]d+1 (9.1)

= c-indG[G]d+1
res[G]d+1(c-indG[G]d+1

π̃(θ))
= c-indG[G]d+1

(
⊕

x∈G/[G]d+1

cx(π̃(θ)))

=
⊕

x∈G/[G]d+1

c-indG[G]d+1
cx(π̃(θ))

= π(θ)|G/[G]d+1| = π(θ)d+1.

On rappelle que π̃(θ) = c-ind[G]d+1
GLd+1(OK)$Z πθ. On a noté cx(π̃(θ)) la représentation g 7→ π̃(θ)(x−1gx).

Pour l’avant-dernière égalité, on a utilisé la formule de Mackey c-indG[G]d+1
cx(π̃(θ)) = π(θ).
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