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A mon grand père
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nalisme et d’une qualité irréprochables, tu es une personne d’une très grande valeur.
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Il n’y a presque rien qui n’ait été dit par l’un et dont le contraire n’ait été
affirmé par quelque autre. Et il ne serait d’aucun profit de compter les voix,
pour suivre l’opinion qui a le plus de répondants : car lorsqu’il s’agit d’une
question difficile, il est plus vraisemblable qu’il en soit trouvé peu, et non
beaucoup, pour découvrir la vérité à son sujet. Mais quand bien même ils
seraient tous d’accord, leur enseignement ne serait pas encore suffisant : car
jamais, par exemple, nous ne deviendrons mathématiciens, même en
connaissant par coeur toutes les démonstrations des autres, si notre esprit
n’est pas en même temps capable de résoudre n’importe quel problème ; et
nous ne deviendrons jamais philosophes, si nous avons lu tous les
raisonnements de Platon et d’Aristote, et que nous sommes incapables de
porter un jugement assuré sur les sujets qu’on nous propose; dans ce cas, en
effet, ce ne sont point des sciences que nous aurons apprises, semble-t-il,
mais de l’histoire.

Règles pour la direction de l’esprit, III
René Descartes (1596-1650)
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Liste des notations utilisées

Acronymes

RC(s) Rayonnement cosmique (Rayons cosmiques)
HD HydroDynamique
MHD MagnétoHydroDynamique
SN(s) Supernova (Supernovae)
SNR(s) Supernova Remnant - Reste(s) de Supernova
MIS Milieu InterStellaire
CSM Cirum-Source interstellar Medium - Milieu interstellaire Circum-Source
MC Molecular Cloud - Nuage Moléculaire
HIM Hot Ionized Medium - Milieu Chaud Ionisé
WIM Warm Ionized Medium - Milieu Tiède Ionisé
HII région HII
WNM Warm Neutral Medium - Milieu Neutre Tiède
CNM Cold Neutral Medium - Milieu Froid Neutre
DiM Diffuse Molecular medium - milieu Moléculaire Diffus
DeM Dense Molecular medium - milieu Moléculaire Dense
DeC Dense Cores - Coeurs Denses
EM Electromagnétique (champ)
K41 Kolmogorov (1941) [123]
KI-IK Kraichnan [124] & Iroshnikov [112]
GS95 Goldreich & Sridhar (1995) [215] [87]
LV99 Lazarian & Vishniac (1999) [139]
TTD Transit Time Damping - Amortissement par Temps de Transit
FG04 Farmer & Goldreich (2004) [68]
L16 Lazarian (2016) [137]
DSA Diffusive Shock Acceleration - Accélération Diffusive par onde de Choc
CRC Cosmic Ray Cloud model - modèle de Nuage de Rayons Cosmiques
NLLD Non Linear Landau Damping - Amortissement de Landau Non Linéaire
IN Ion-Neutre
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QLT Quasi-Linear Theory - Théorie Quasi-Linéaire (du transport des RCs)
CR SPECTRA CRs Self Propagation Escaping and Confinement TRAnsport code
ST Sedov Taylor
PDS Pressure Driven Snowplow
MCS Momentum Conserving Snowplow
MPI Message Passing Interface
DEC Dark Energy Center
AMR Adaptative Mesh Refinement - Grille de Calcul Adaptative
TF Turbulence Forcing module - module de Forçage Turbulent
CST CRs Self-generated Turbulence module
ST STreaming module

Constantes et Notations

c = 2.99792458× 1010 cm/s Vitesse de la lumière dans le vide
yr = 3.15576× 107 s Durée d’une année en secondes
pc = 3.086× 1018 cm Un parsec en centimètres
mp = 1.6726219× 10−24 g Masse du proton en grammes
me = 9.10938× 10−28 g Masse de l’électron en grammes
mn = 1.674920× 10−24 g Masse du neutron en grammes
e = 4.80320425× 10−10 statcoul Charge de l’électron en statcoulomb
kB = 1.3807× 10−16 erg/K Constante de Boltzmann



Introduction

Contexte historique

Au XXeme siècle, Henri Becquerel notait une décharge progressive de leurs instruments
de mesure qui n’avait rien à voir avec les expériences qu’ils réalisaient. Il en conclut à
l’existence d’une radioactivité naturelle provenant du sol. Cependant, cette hypothèse
ne tint pas longtemps puisque des mesures de cette radioactivité furent réalisées au
dessus de la mer. Alors que l’eau est censée jouer le rôle d’un bouclier, des taux de
radiation notables furent mesurés. En 1909, Théodor Wolf développa un électromètre
permettant de mesurer le taux d’ionisation d’un gaz confiné à l’intérieur d’un contenant
hermétiquement scellé. Il l’utilisa pour mesurer les taux de radiation en bas et au som-
met de la tour Eiffel et observa que ce taux est plus fort au sol qu’en altitude. Il en
conclut que l’atmosphère joue le rôle d’absorbeur de cette mystérieure radiation si celle-
ci est produite au sol. Sa conclusion ne fut pas totalement acceptée de la communauté
scientifique. En 1911 Domenico Pacini mesura les variations du taux d’ionisation au
dessus et à 3 mètres sous la surface d’un lac, et de la mer et conclu de la décroissance de
la radioactivité sous l’eau qu’une partie de l’ionisation mesurée devait provenir d’autres
sources que la radioactivité naturelle de la Terre [168].

En 1912, Victor Hess embarqua trois versions améliorées de l’électromètre de Wolf
accrochés à un ballon sonde et ce à une altitude de 5300 mètres. Il observa que le taux
d’ionisation se met à augmenter à partir de 1 km d’altitude environ. Afin d’exclure le
Soleil comme source de cette mystérieuse radiation, Victor Hess fit décoller son ballon
pendant une eclipse partielle de Soleil et montra l’invariance de ces observations. Il
en conclu que les résultats des observations peuvent s’expliquer par l’hypothèse qu’une
radiation d’une grande puissance pénètre dans notre atmosphère depuis l’espace [102].
Ses résultats furent confirmés par Werner Kolhörster en 1914 qui observa également des
taux d’ionisation croissants jusqu’à 9 km d’altitude.

En 1925, Robert Millikan fut le premier à attribuer le terme de ”rayon cosmique”
à cette mystérieuse radiation pénétrante. Il effectua des mesures d’ionisation liées au
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Figure 1: Augmentation du taux d’ionisation avec l’altitude tel que mesurés
par Hess en 1912 (à gauche) [103] et par Kolhörster (à droite) [236].
Figure disponible sur Wikipedia produite par Alessandro De Angelis :
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HessKol.jpg

rayonnement cosmique depuis les profondeurs de la mer jusqu’aux hautes altitudes et
ce en différents points de la Terre et suggéra que le rayonnement cosmique est com-
posé de rayons gamma. Compton proposa plutôt que ce rayonnement soit composé de
particules chargées. Jacob Clay mis en évidence en 1927 le fait que le rayonnement
cosmique est défléchi par le champ géomagnétique terrestre est qu’il est nécessairement
composé de particules chargées. Ce résultat fut appuyé par les travaux de Bruno Rossi
qui prédit en 1930 une différence d’intensité entre rayonnement cosmique qui arrive de
l’est et de l’ouest et qui dépend de la charge des particules primaires [187]. Un cer-
tain nombre d’expériences montrent que l’intensité incidente est supérieure lorsque la
radiation provient de l’ouest, ce qui prouve que la charge du rayonnement cosmique est
essentiellement positive. Les travaux dans les deux décénnies qui suivent montrent que
le rayonnement cosmique primaire est essentiellement composé de protons (89 %), de
particules alpha (10 %) et de noyaux plus lourds (1 %) tandis que la radiation secondaire
est essentiellement composée d’électrons, de photons et de muons.

En 1939, Pierre Auger mit en évidence l’existence de grandes gerbes de rayons cos-
miques dans l’atmopshère terrestre [9]. Il observe des cöıncidences entre des compteurs
de Geiger-Muller placés à des distances de plusieurs mètres les uns des autres et montre
qu’elles sont le résultat d’une cascade électromagnétique d’électrons incident d’énergie
supérieure à 10 TeV qui atteignent l’atmosphère. De futures expériences montrent que
les gerbes de rayons cosmiques peuvent s’étendre sur plusieurs km2 au sol. Une gerbe de
rayon cosmique est un processus dans lequel un rayon cosmique incident interagit avec le
gaz atmosphérique et entraine une réaction en chaine d’interactions entre les particules
ou photons secondaires produits avec des éléments du gaz atmosphérique. Il en résulte
que la gerbe possède une forme conique dont l’ouverture est dépendante des propriétés
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Figure 2: Représentation schématique d’une gerbe atmosphérique décrivant
une cascade engendrée par l’interaction d’un proton de haute énergie
avec l’atmosphère terrestre. Figure disponible sur Wikipedia à l’adresse :
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Atmospheric Collision.svg. Auteur inconnu.

de l’ensemble des particules produites et qui génère un rayonnement de fluorescence
(aussi appelé Cerenkov) conséquence du fait que les rayons cosmiques ont des vitesses
supraluminiques dans l’atmosphère. De nombreux travaux discutent des cascades de
particules secondaires et des caractéristiques géométriques et énergétiques de ces gerbes
et permettent de donner naissances à de grandes expériences de mesure du rayonnement
cosmique de haute énergie depuis la Terre.

Dans le même temps se pose la question des sources du rayonnement cosmique. Baade
et Zwicky publient un papier en 1934 dans lequel ils suggèrent que le rayonnement cos-
mique est issu d’objets astrophysiques appelés Super-Novae [10]. Les supernovae (SNe)
sont des objets transitoires extrêmement énergétiques (ESN ∼ 1051 erg1) qui désignent
l’explosion violente d’une étoile et donc l’ejection de gaz chaud sous pression dans le
milieu interstellaire. Il existe un certain nombre de scénarios différents d’apparition
d’une SN tandis que les observations montrent qu’il en explose environ 3 par siècle dans
notre galaxie [227]. Au cours des décénnies qui ont suivit la découverte de ce type
d’objet astrophysique, les SNe (et par conséquent les SNRs, restes de SNe) se sont na-
turellement imposées comme les principales sources du rayonnement cosmique observé
sur Terre. En 1949 Enrico Fermi [71] propose un modèle d’accélération magnétique des
RCs par des nuages magnétisés tandis que Evry Schatzman (1963) [192], D.G. Wentzel
(1964) [231], P.D. Hudson (1965) [110] puis Bell (1978) [15] contribuent progressivement
au développement d’un mécanisme d’accélération des rayons cosmiques par les choc
engendrés par les explosions de supernova. Cette théorie de l’accélération des rayons
cosmique par le gaz choqué sert de base à une très grande majorité des études actuelles
sur le transport du rayonnement cosmique.

1ESN ∼ 1051 erg correspond à l’énergie mécanique libérée par l’explosion de supernova.
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Etat de l’art

Aujourd’hui les études des propriétés du rayonnement cosmique se font au travers d’un
spectre d’approches très différentes et font appel à de très nombreuses autres disci-
plines2. Le rayonnement cosmique joue un rôle dans de nombreux aspects de notre
univers [91] : depuis le vivant à travers les effets d’altération de l’ADN des cellules et
des mutations qu’il peut engendrer, aux aurores polaires et à son incidence sur notre
atmosphère et toutes les technologies de télécommunication dont les signaux peuvent
être perturbés, à la création d’éléments chimiques comme le lithium, le béryllium et
le bore qui ne peuvent être produits que par processus de spallation, à l’interaction et
à la génération de turbulence dans le milieu interstellaire, jusqu’aux modifications des
propriétés thermodynamiques et chimiques des nuages moléculaires impactant ainsi le
taux de formation d’étoile des galaxies. Le rayonnement cosmique est une composante
fondamentale de notre univers et son étude est essentielle pour décrire les processus
qui régissent sa dynamique. En astrophysique, discipline dédiée à l’étude des processus
physiques qui régissent la dynamique de l’univers, le rayonnement cosmique joue le rôle
d’acteur à travers son impact sur la dynamique de l’univers, et de témoin parce qu’il
est la conséquence directe d’événements astrophysiques violents. Il est donc important
d’une part d’être capable de le mesurer et de le caractériser pour mesurer et compren-
dre notre univers, mais il est également important d’être capable de l’inclure comme une
composante indispensable des modèles théoriques en astrophysique. La discipline : ”ray-
onnement cosmique” est le résultat d’une combinaison de travaux de recherche orientés
dans la mesure et la caractérisation du rayonnement cosmique, ou dans le développement
de modèles dans lesquel le rayonnement cosmique est un acteur essentiel. Ce travail ne
peut être fait sans une bonne connaissance du milieu dans lequel le rayonnement cos-
mique se propage et que l’on qualifie usuellement de milieu interstellaire (MIS).

Le milieu interstellaire

Le milieu interstellaire est le lieu dans lequel se forment les étoiles. Il est en permanence
chauffé et alimenté en énergie mécanique par ces dernières et est enrichi en éléments
lourds à la mort des étoiles. Le MIS peut sembler vide au premier regard mais les
astrophysiciens savent qu’il joue un rôle crucial dans la dynamique galactique ainsi que
dans les processus de formation d’étoiles, la création d’éléments chimiques par spallation
et dans l’accélération et le transport du rayonnement cosmique qui fait partie intégrante
de cet environnement.

Le MIS est opaque dans un grand nombre de domaines spectraux, des ondes radio
aux rayons gamma en passant par le domaine infrarouge. Ce milieu n’est pas homogène

2Théories mathématiques du transport, simulations numériques, astrophysique (en général), dy-
namique des fluides magnétisés, thermodynamique, physique statistique, électronique et traitement du
signal ... la liste des disciplines est non-exhaustive.
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et est composé de phases diffuses et de phases denses comme les nuages moléculaires
qui sont principalement composés d’hydrogène moléculaire et sont gravitationnellement
liés. Les étoiles naissantes, brillantes et mourrantes émettent énormément de rayon-
nement ionisant créant ainsi des bulles d’hydrogène ionisé que l’on qualifie de région
HII. L’ensemble des phases du MIS communiquent entre elles en permanence créant
ainsi une dynamique à l’origine des courants de matière et de la turbulence [221].

Les propriétés thermiques du gaz interstellaire sont déterminées par l’équilibre entre
le chauffage et le refroidissement du gaz par différents phénomènes mettant parfois en
jeu le rayonnement cosmique. Dans l’état stationnaire, l’équation d’état du gaz du MIS
est déterminée par deux relations : la loi des gaz parfaits et l’équilibre entre gains et
pertes radiatives (Graham 1972 [90]). Ce résultat se traduit par un équilibre de pression
entre les différentes phases et composantes du MIS.

Mais il n’est pas possible de comprendre la dynamique du MIS sans une connaissance
profonde de la micro-physique sous-jacente. Les phénomènes de chauffage, de refroidisse-
ment des milieux, d’injection de la turbulence aux différentes échelles, d’accélération des
rayons cosmiques sont autant de processus qui jouent un rôle fondamental dans les pro-
cessus macro-physiques qui contribuent à la dynamique du MIS.

Le MIS se compose principalement de gaz et de poussières. Il est composé (en termes
de masse) d’environ 70% d’hydrogène, de 28% d’hélium et de 2% d’éléments métalliques.
La majorité du volume du MIS est occupé par du gaz fortement ionisé mais ce dernier ne
représente que 25% de la masse totale du gaz du MIS. En effet, la majorité de la masse
provient des régions dominées par du gaz neutre (H) ou moléculaire (H2). La majorité
du gaz atomique et la quasi-totalité du gaz moléculaire sont concentrés sous la forme de
nuages moléculaires denses occupant ∼ 1− 2% du volume du MIS [72].

L’une des explications principales à l’opacité du MIS est la présence de grains no-
tamment dans les phases denses [197]. Ils sont principalement composés de graphites et
de silicates (C, Mg, Si et Fe). La taille et la composition chimique des grains s’observe
principalement à travers la forme spectrale de la courbe d’extinction des phases denses
du MIS. En première approximation, les grains ne peuvent absorber que les photons dont
la longueur d’onde est inférieure à leur taille physique. Les observations ont montré que
la plupart de l’absorption se fait dans l’ultraviolet tandis que l’absorption est plus faible
dans le visible et encore plus faible dans l’infrarouge. La conséquence immédiate est qu’il
existe beaucoup plus de petits grains que de gros grains. Mathis et al. (1977) [151] ont
pu, à partir de cet argument, déterminer une loi empirique de la distribution de taille
de grains sphériques de silicates. Ils ont trouvé

N(a) da ∝ a−3.5 da (1)

où amin ≈ 50 nm et amax ≈ 0.25 µm. La masse totale de poussière (∼ 1% MISM) est
principalement contenue par les gros grains tandis que la section efficace de collision est
déterminée par les petits grains. Les grains suivent une distribution de charge comprise
entre O et −1 fois la charge absolue de l’électron ce qui signifie qu’ils se comportent
comme des dipôles électriques et polarisent la lumière. Ils sont également très sensi-
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bles à la turbulence magnétique et peuvent subir des phénomènes d’accélération par
gyrorésonnance. Les récentes observations dans l’infrarouge ont montré que deux pics
d’émission lumineuse radiative à ∼ 10 µm et ∼ 100 µm sont dus à la distribution ther-
mique des grains, respectivement ∼ 20−30 K pour les grains de grande taille (Draine &
Lee 1984 [54]) et ∼ 100−200 K pour les grains de petite taille (Draine & Anderson 1985
[53]). La poussière est formée dans les atmosphères d’étoiles froides et est émise dans le
MIS à travers les vents stellaires. Les grains sont ensuite détruits par des mécanismes
d’effritement (en particulier par le rayonnement UV généré par les RCs pénétrant dans
les milieux denses) et par interaction avec les chocs de supernovae (Draine 1989b [52],
McKee 1989 [152], Seab 1988 [198]).

L’état chimique et thermique du gaz dans le MIS est déterminé en grande partie
par les interactions entre la poussière et le gaz avec le champ de radiation interstellaire
créant ainsi un équilibre thermique. Ce dernier joue un rôle extrêmement important
dans les processus de photoionisation d’atomes et de photodissociation de molécules,
et dans le chauffage global du gaz. Les sources principales de radiation dans le MIS
sont (dans l’ordre décroissant de densité d’énergie) : La lumière bolométrique des étoiles
(1.05× 10−12 erg cm−3), l’émission radiative des poussières (5× 1013 erg cm−3), le fond
diffus cosmologique (4.19× 10−13 erg cm−3), l’émission de rayons X des plasmas chauds
du MIS (∼ 10−17 erg cm−3), le rayonnement synchrotron principalement issu des chocs
de supernova et des nébuleuses de vent de pulsar (2.7 × 10−18 erg cm−3) (Draine 2011
[55], Klessen & Glover 2014 [122]).

L’état chimique et thermique du MIS est communément décrit en termes de phases
distinctes. Goldsmith et al. (1969) [88] proposent initialement de considérer que le gaz
atomique est à l’équilibre thermique. Ils en déduisent deux solutions thermiques stables
: T ∼ 100 K et T ∼ 104 K qui sont respectivement associés aux phases froide neutre
(CNM) et tiède neutre (WNM) du MIS. McKee & Ostriker (1977) [153] étendent ce
modèle en considérant également les bulles de gaz très chaud (∼ 106 K) créées par les
explosions de supernovæ. Ce milieu totalement ionisé et dont le facteur de remplis-
sage du volume est très important est qualifié de milieu chaud ionisé (HIM). La phase
tiède ionisée (WIM) a été ajoutée pour considérer l’impact du rayonnement synchrotron
galactique (Hoyle & Ellis 1963 [109]), la dispersion des signaux radio pulsant (Reynolds
1989 [181], Gaensler et al. 2008 [83]) et les raies d’émission faibles produites par certains
métaux dans un milieu caractérisé par une température similaire à celle de la phase tiède
neutre. Les phases moléculaires se distinguent de la phase neutre froide par la densité
de matière totale. Les nuages moléculaires ont une forme très distincte relativement au
milieu environnant tandis que la phase froide se situe autour des nuages moléculaires
(Blitz et al. 2007 [18]). Ces derniers sont répartis dans toute la galaxie sur une couche de
∼ 100 pc d’épaisseur cöıncidant avec le plan galactique. L’étude observationnelle des nu-
ages moléculaires passe principalement par l’observation de la transition rotationnelle de
la molécule CO (J = 1−0) à 2.6 nm. On distingue différentes sous-catégories de nuages
moléculaires. Les nuages moléculaires diffus (DiM) sont caractérisés par une extension
spatiale de l’ordre de 1 − 10 pc et une très faible extinction. Les nuages moléculaires
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denses (DeM) sont généralement faiblement étendus (∼ 0.1−0.3 pc) et très opaques. Les
coeurs denses (DeC) sont plus imposant que les nuages moléculaires denses (∼ 1− 3 pc)
et beaucoup plus opaques.

L’origine physique de la turbulence dans le MIS est encore très mal définie. Cepen-
dant nous savons que les supernovæ jouent un rôle fondamental dans cette dynamique
(Falceta-Gonçalves et al. 2014 [67]). D’autres modèles à grande échelle comme la
turbulence générée par la rotation différentielle de la galaxie ou l’instabilité magnéto-
rotationnelle ont été proposés (Fleck 1981 [74], Kim & Ostriker 2002 [120]). Mais la
turbulence générée reflète également les propriétés locales du milieu (Leao et al. 2009
[140]) qui dépendent localement de la turbulence à petite échelle. Il faut donc également
tenir compte des mécanismes d’injection de la turbulence locale. Les rayons cosmiques
de faible énergie (∼ 100 GeV) constituent un très bon candidat [101].

La turbulence à grande échelle est injectée par l’ensemble des mécanismes liés à la
dynamique générale de la galaxie et à celle des étoiles. En premier lieu il convient de dis-
cuter de l’origine de la turbulence injectée par la rotation différentielle de la galaxie. Ce
processus est très similaire à celui des disques d’accrétion proto-stellaires. Les éléments
de fluide perdant du moment angulaire bougent radialement vers le centre galactique
tandis que ceux qui gagnent du moment bougent vers le bord externe. Cependant la
turbulence n’est pas engendrée par la viscosité du fluide mais plutôt par les collisions
entre les structures qui composent les bras galactiques (Roberts 1969 [183]). L’instabilité
magnétorotationnelle est directement liée au phénomène d’effondrement gravitation-
nel des nuages moléculaires et à la formation d’étoiles. Cette dernière est créée par
l’évolution décroissante de la vitesse du fluide magnétisé en fonction de la distance au
centre. Bien que ce modèle soit applicable à certaines galaxies (Sellwood & Balbus 1999
[200]), son application à la voie lactée reste une question ouverte.

Les supernovæ sont au cœur de la plupart des modèles de turbulence dans le MIS.
En effet, elles éjectent une grande quantité d’énergie (∼ 1051 erg), il y en a plusieurs par
siècle. De manière plus générale, les étoiles massives sont aussi une source de turbulence
dans le MIS. Cela peut être à travers les vents stellaires ou encore par l’émission de
rayonnement ionisant. Enfin, l’ensemble des objets émettant de la matière sous forme
de jets dans le MIS constituent une source de turbulence à des échelles intermédiaires
(∼ pc).

Bien que la turbulence aux petites échelles trouve une partie de son origine dans
les cascades turbulentes aux grandes échelles, il est nécessaire de tenir compte des
phénomènes externes de production de la turbulence aux petites échelles. En partic-
ulier, la turbulence aux grandes échelles a pour effet de permettre la diffusion des rayons
cosmiques au GeV qui agissent rétroactivement sur la turbulence par différentes insta-
bilités. En particulier l’instabilité dite de streaming qui se caractérise par une anisotropie
de la fonction de distribution des rayons cosmiques et se relaxe en générant de la turbu-
lence aux petites échelles qui peut interagir avec la turbulence à grande échelle (Yan &
Lazarian 2011 [239]).
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Le rayonnement cosmique

On qualifie de rayonnement cosmique (RC) le flux de particules énergétiques, chargées
pour la plupart, se déplaçant dans le MIS. Ceux-ci sont composés à ∼ 89 % de pro-
tons, ∼ 9 % de noyaux d’hélium et ∼ 2 % d’autres particules : antiprotons, électrons,
positirons, rayons gamma, neutrinos, neutrons et métaux. La densité d’énergie moyenne
du rayonnement cosmique dans le MIS est d’environ 1 eV/cm3 tandis que le spectre
d’énergie de ces particules s’étend d’environ 3 MeV3 à des énergies de l’ordre du PeV
pour des RCs galactiques. Tandis que les particules de très haute énergie semblent prin-
cipalement accélérées par les SNRs, la coupure à basse énergie (à ∼ 100 MeV) est liée à
la déflection du rayonnement cosmique galactique par l’héliosphère.

La figure (3) présente le spectre d’énergie du fond diffus de rayonnement cosmique
mesuré à l’intérieur de l’héliosphère. Dans la bande 10 − 106 GeV la densité de RCs
évolue en dN/dE ∝ E−4.7 et le rayonnement cosmique est d’origine galactique. Au delà
du genou, dans la bande 106 − 1011 GeV le spectre de RCs évolue en dN/dE ∝ E−5.
L’origine des RCs au delà du genou est encore mal connue, les recherches semblent
indiquer qu’ils sont essentiellement d’origine extra galactique et pour la composante de
plus basse énergie, le modèle standard situe les sources comme étant plutôt les SNRs [65]
[165]. La distribution spectrale du rayonnement cosmique ne peut être considérée comme
le résultat des propriétés moyennes du rayonnement cosmique galactique car l’essentiel
des événements incidents sont issus du milieu interstellaire local.

Le fond diffus de rayons cosmique est caractérisé par une anisotropie à grande échelle
de sa distribution dans l’espace d’amplitude 10−3 − 10−4 par rapport au flux isotrope.
Cette anisotropie est également effective à très haute énergie (E > 100 GeV) et se
différencie de l’anisotropie liée à la déflection géomagnétique terrestre car indépendante
de la charge électrique des particules incidentes. La figure (4) représente l’évolution
de l’intensité relative du rayonnement cosmique en fonction de l’ascension droite. Au
premier ordre, on observe deux pôles une sur-intensité en RA = ∼ 75 degrés et une sous-
intensité en RA = ∼ 200 degrés c’est à dire dans la direction opposée. La raison de cette
anisotropie du rayonnement est encore floue mais plusieurs hypothèses sont avancées. La
première hypothèse est tout simplement que la distribution des sources du rayonnement
cosmique dans la galaxie est inégalement répartie, ou encore que les champs magnétiques
galactiques jouent un rôle important. L’héliosphère peut également être responsable
d’un tel effet. Le cas échéant, il est attendu une évolution temporelle de cet effet liée
au cycle solaire. Compton et Getting (1935) [40] ont prédit une anisotropie dipolaire
liée au mouvement de l’observateur par rapport au plasma que constitue le rayonnement
cosmique et qui ne suit pas forcément les mouvements de rotation de la galaxie. A
cause de son origine purement cinématique, cet effet est indépendant de l’énergie du

3Il est important de faire la disctinction entre la coupure à basse énergie du spectre des RCs réelle
(à 3 MeV) et la coupure à ∼ 100 MeV qui est conséquence de la modulation solaire. La coupure à
basse énergie, conséquence de la modulation solaire, ne permet pas de mesures directe du rayonnement
cosmique de très basse énergie dans le MIS local. Néamoins des études concernant l’impact de la
modulation solaire sur le spectre du rayonnement cosmique ont pu être menées en utilisant en particulier
les données de la sonde Voyager 1 qui semble être sortie du bouclier magnétique solaire [41].
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Figure 3: Flux en énergie du fond diffus de rayonnement cosmique dans le milieu inter-
stellaire local reconstitué par l’ensemble des expériences citées en légende. Cette figure
est tirée de Diehl (2009) [49].
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Figure 4: La figure du haut représente une carte de significativité de l’intensité relative
du rayonnement cosmique dans le système de coordonnées équatoriales. La figure du
milieu représente la carte d’intensité relative du rayonnement cosmique tandis que la
figure du bas représente l’intensité relative du rayonnement cosmique en fonction de
l’ascention droite intégrée le long de la déclinaison. Cette figure est tirée de [11].

rayonnement cosmique. De récents travaux discutent de modèles d’anisotropies locales
du rayonnement cosmique [241] qui peuvent éventuellement liées à la présences de sources
proches [190] [76].

Mesure du rayonnement cosmique

Il existe deux méthodes principales de mesure du rayonnement cosmique. La détection
directe des rayons cosmiques primaires qui se fait essentiellement depuis l’espace et
la détection indirecte de particules secondaires c’est à dire des gerbes atmosphériques
résultant de l’interaction d’une particule primaire incidente avec l’atmosphère.

Les expériences spatiales comme PAMELA (Payload for Antimatter Matter Exploita-
tion and Light-nuclei Astrophysics) [174], AMS-02 (Alpha Magnetic Spectrometer) [4],
ISS-CREAM (International Space Station Cosmic Rays Energetics and Mass) [201] ou
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le Fermi LAT (Large Area Telescope) [3] détectent le rayonnement cosmique allant
d’énergie de l’ordre du MeV à quelques centaines de GeV. La discretisation des par-
ticules incidentes ainsi que leur direction d’arrivée est déterminée à l’aide d’un détecteur
à scintillation tandis que l’énergie de la particule est généralement mesurée à l’aide d’un
calorimètre.

Les expériences basées au sol comme H.E.S.S (High Energy Stereoscopic System)
[17], MAGIC (Major Atmospheric Gamma Imaging Cherenkov Telescopes) [42] ou en-
core l’observatoire Pierre Auger détectent le rayonnement cosmique allant d’énergies de
quelques centaines de GeV à plusieurs centaines de TeV. La discretisation, l’énergie et la
direction d’incidence des particules sont mesurées à partir de l’étude stéréoscopique du
rayonnement Cherenkov issu des gerbes atmosphériques générées par l’interaction des
particules primaires et de l’atmosphère.

Transport du rayonnement cosmique

L’essentiel des RCs sont sensibles à l’interaction électromagnétique. Leur trajectoire au
sein de la galaxie est donc fortement dépendante de la distribution du champ magnétique
galactique. En effet, en première approximation les lignes de champ magnétique agis-
sent comme un guide pour les particules. La force de Lorentz implique qu’une par-
ticule chargée soumise à un champ magnétique rectiligne uniforme suit un mouvement
hélicöıdal caractérisé par une vitesse perpendiculaire à la ligne de champ notée v⊥ et
une vitesse parallèle notée v‖. Le point cöıncidant avec la ligne de champ magnétique
dans le référentiel à la vitesse vref = v‖ autour duquel orbite la particule chargée est
qualifié de centre guide. Dans le même référentiel, le rayon de l’orbite est qualifié de
rayon de gyration et est défini par rg ≈ γβmc/ZeB, Z ≥ 1 correspond à la valeur ab-
solue de la charge de la particule normalisée par la charge de l’électron, β = v/c est le
rapport entre la vitesse de la particule v et la célérité de la lumière dans le vide c et
γ = (1 − β2)−1/2. La vitesse parallèle à la ligne de champ est définie par v‖ = vµ où
µ = cos(α) et α = (v,B) est l’angle d’attaque de la particule chargée. Les paramètres
de transport des RCs sont dépendants de la direction et l’intensité des lignes de champ
magnétique du milieu interstellaire.

Le champ magnétique galactique est turbulent et par conséquent, le rayonnement
cosmique suit une marche aléatoire qu’il convient de caractériser à partir de grandeurs
statistiques. En particulier, aux échelles galactiques il est possible de considérer les
particules supra-thermiques comme un fluide. Il est donc usuel de résoudre une équation
de transport fluide pour le rayonnement cosmique dont les propriétés de diffusion, de
perte et de gain sont essentiellement dépendantes des propriétés turbulentes mais aussi
thermodynamiques et chimiques du milieu interstellaire.

La mesure des rapports secondaires sur primaires comme par exemple Bore/Carbone
(figure 5) permet par l’intermédaire d’un modèle simple de transport global du rayon-
nement cosmique dans la galaxie d’obtenir une estimation moyenne du coefficient de dif-
fusion des RCs [51]. Ce coefficient de diffusion est donné par D0 = 1028−29(E/10 GeV)δ

cm2/s où δ ≈ 0.4− 0.6.
Néamoins, les propriétés de transport du rayonnement cosmique ne peuvent être
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Figure 5: Rapport Bore/Carbone en fonction de l’énergie cinétique par nucléon EK.
Figure tirée de [5].

inférées qu’à partir d’une connaissance fine du milieu interstellaire. La turbulence
dans le MIS est un sujet dont l’importance est croissante depuis que son impact sur
l’astrophysique galactique et extragralactique a été montré. Il n’existe cependant pas
de théorie de la turbulence. De nombreuses phénoménologies de la turbulence dans les
plasmas ont été développées depuis les années ’60 et accompagnent le développement
de théories du transport en milieu turbulent [57] [2]. Les théories de la turbulence
MHD compressible et incompressible ont été proposées récemment (Goldreich & Sridhar
1995 [215] [87], Lithwick & Goldreich 2001 [143], Cho & Lazarian 2002 [33], 2003 [34])
et accompagnent les modèles de transport des RCs qui tiennent compte des échanges
d’énergies entre les particules et les perturbations MHD du plasma (Skilling 1975 a[206],
b[207], c[208]).

Sources du rayonnement cosmique

Le rayonnement cosmique peut être accéléré par une grande variété de sources : SNe,
SNRs4, noyaux actifs de galaxie, quasars, γ-ray burst, vents d’étoiles massives ... la liste
des accélérateurs est non-exhaustive. Néamoins, bien qu’elles ne constituent par la seule
source, les SNe sont considérées comme les principales progénitrices du rayonnement
cosmique dans la galaxie [159]. La connexion entre les RCs et les SNe a été proposée
par Baade & Zwicky (1934) [10] et se base sur un argument énergétique. La puissance
nécessaire pour maintenir le flux de RCs au niveau observé en compensant les pertes liées
à l’échappement des RCs de la galaxie est de l’ordre de ∼ 1040 erg/s. La densité d’énergie
des RCs galactique peut s’expliquer si l’on considère qu’une fraction située entre 3 et 30
% de l’énergie mécnique totale des SNe est transférée aux particules non-thermiques.

Dans les années ’70, un mécanisme de transfert d’énergie des SNe aux RCs a été pro-
posé. Ce mécanisme consiste en l’accélération stochastique des RCs au niveau du choc
des SNRs. Cette idée a été confirmée par de nombreuses observations en radio, en X et

4Les supernovae (SNe) et les restes de supernovae (SNRs) sont deux types de sources de RCs galac-
tiques différentes
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en rayons gamma et ont permi de raffiner ce mécanisme d’accélération. Ce mécanisme
est appelé accélération de Fermi du permier ordre, ou encore accérélation par un choc
diffusif (DSA : Diffusive Shock Acceleration) [149].

Il est possible de schématiser l’onde de choc d’un reste de supernova par une discon-
tinuité des propriétés du gaz entre l’aval du choc, à l’interieur du reste, et l’amont du
choc, dans le milieu interstellaire [95]. En amont du choc le gaz est caractérisé par les
paramètres de vitesse, densité et température (u1, ρ1, T1) respectivement tandis qu’en
aval du choc les paramètres du gaz sont (u2, ρ2, T2) avec u1 > u2, ρ1 < ρ2 et T1 < T2. Le
choc est généralement caractérisé par son rapport de compression r = u1/u2 = ρ2/ρ1.
Les particules chargées se déplaçent de manière stochastique dans le milieu et peuvent
gagner ou perdre de l’énergie au passage de la discontinuité. On peut montrer que la
valeur moyenne de gain d’énergie au passage de la discontinuité est donnée par

〈
∆E

E

〉
≈ 4

3
(u1 − u2)

tandis que la probabilité qu’une particule qui a traversé la discontinuité y retourne est
de

Pcross ≈ 1− 4u2/v.

où v est la vitesse de la particule. Le mécanisme d’accélération de Fermi stipule que parmi
les particules qui ont traversé le choc, un certain nombre y retournent un certain nombre
de fois et gagnent de l’énergie à chaque traversée de la discontinuité. On peut alors
montrer pour un ensemble de particules que la distribution spectrale du rayonnement
cosmique ayant traversé K fois la discontinuité NK, accéléré au niveau du choc est donné
par

N(> EK) = N0

(
EK

E0

)−s

où s = 3/(r − 1). N0 correspond au nombre initial de particules, s est l’indice spectral
de la distribution en énergie du rayonnement cosmique. On montre que dans le cas de
choc forts avec un rapport de compression r = 4 le spectre d’injection du rayonnement
cosmique dépend de l’énergie en E−2.

Ce mécanisme ne permet cependant pas de décrire précisément le processus d’accélération
des RCs par les SNRs. En effet le problème tel que posé est stationnaire et n’impose
aucune coupure à haute énergie de la distribution spectrale du rayonnement cosmique.
Ce mécanisme ne discute pas des processus qui sont à l’origine de allers-retours dans le
choc des RCs. Les RCs sont considérés comme des particules test, c’est à dire qu’elles
n’influencent en rien les propriétés du choc. Les théories plus complètes de l’accérélation
du rayonnement cosmique par des SNRs incluent les interactions entre les particules
et les champs magnétiques perturbés ce qui permet de fixer une énergie maximale EM
d’accélération du rayonnement cosmique, les champs magnétiques amplifiés réagissent
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également à la présence du rayonnement cosmique accéléré et à l’évolution temporelle
des propriétés du choc [172] [178].

L’accélération du rayonnement cosmique par les restes de supernova reste néamoins
une question ouverte, non-seulement parce que les modèles d’accélération des particules
sont incomplets, mais également parce qu’il y a un débat sur la nature leptonique ou
hadronique du rayonnement cosmique à l’origine de l’illumination gamma des environ-
nements des SNRs.

Effets du rayonnement cosmique

Le rayonnement cosmique joue un rôle important dans la dynamique de la galaxie. En
effet il est responsable de la production par spallation des éléments chimiques comme le
Bore, le Lithium et le Bérylium et contribue donc à l’enrichissement du milieu interstel-
laire en éléments chimiques [218], à travers ce même procédé le rayonnement cosmique
détruit les poussières interstellaires et contribue à empêcher l’aggregation de matière
pouvant entrainer la formation d’astres comme les astéröıdes et les planètes par ex-
emple. Cependant, le phénomène de spallation n’est pas le seul procédé par lequel le
rayonnement cosmique peut affecter la dynamique des grains dans le milieu interstellaire.
Dans les phases denses, le rayonnement cosmique interagit avec la matière et génère un
rayonnement UV qui peut affecter les grains les plus petits (< µm) en modifiant leur
distribution de charge électrique. Cet effet contribue également à inhiber la coagulation
des grains [113].

Bien que sensible à la turbulence magnétique dans le MIS, le rayonnement cosmique
peut également jouer un rôle important dans les propriétés de cette turbulence. En
l’occurence, de nombreux modèles de transport auto-régulé du rayonnement cosmique
font intervenir un processus par lequel les instabilités de courant de RCs génèrent des
perturbations magnétiques dans le gaz qui affectent leur propriétés de transport. La
turbulence auto-générée est généralement injectée à de très petites échelles de l’ordre
du rayon de Larmor des RCs (∼ 10−6 pc pour des particules de 1 GeV) mais le gaz
interstellaire est également sensible aux variations de pression du rayonnement cosmique
et peut y répondre dynamiquement. En particulier, la turbulence générée par l’instabilité
de streaming permet la production de vents [86]. L’échelle de temps d’un tel processus
est de l’ordre du Myr [38] et est très différente de l’échelle de temps de génération de la
turbulence auto-générée qui s’opère entre quelques yr et kyr [22].

Enfin le rayonnement cosmique contribue de manière importante à l’ionisation des
nuages moléculaires [170], lesquels sont le berceau de la formation des étoiles [179]. En
générant du rayonnement UV et X, les RCs modifient les propriétés thermodynamiques
des nuages et empêchent l’apparition de l’instabilité de Jeans et contribuent donc à la
réduction du taux de formation d’étoiles à l’échelle galactique.
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Contexte de la thèse

Le travail réalisé dans cette thèse s’incrit dans la problématique de l’injection par
les SNRs et du transport du rayonnement cosmique dans le MIS. Il s’agit de com-
prendre comment le rayonnement cosmique est injecté par les SNRs dans le MIS en
développant un modèle d’injection auto-régulée des particules qui apporte une solution
à la problématique de la discontinuité des propriétés de transport des particules en aval et
en amont du choc du reste qui est présente sur l’ensemble des mécanismes d’accélération
des RCs basés sur le modèle DSA. D’autre part, il s’agit de comprendre quelles sont
les propriétés de transport des RCs dans les environnements de SNRs, dans les nuages
moléculaires, et comment ces propriétés diffèrent des paramètres de transport moyens
dérivés des observations du fond diffus galactique. En dernier lieu il s’agit d’analyser de
quelle manière le milieu interstellaire répond à la présence du rayonnement cosmique,
qu’il soit injecté par des SNe ou simplement présent dans la turbulence interstellaire.
Les différents travaux engagés sont réalisés à l’aide de deux codes numériques : le code
CR SPECTRA (CR Self Propagation Escaping and Confinement Transport code) qui
est un code de transport 1D semi-analytique du rayonnement cosmique qui permet de
modéliser l’échappement auto-régulé d’un SNR et la propagation des particules dans
un milieu interstellaire éventuellement multiphase mais stationnaire, et le code RAM-
SES qui est un code 3D dans lequel sont résolues les équations de la MHD ainsi qu’une
équation de transport fluide des RCs dans un milieu turbulent.
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Chapitre 1
Eléments de théorie
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22 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE THÉORIE

Afin que le lecteur soit en mesure de comprendre l’ensemble des travaux réalisés dans
la thèse, ce chapitre présente l’essentiel des aspect théoriques sous-jacents à l’étude du
transport du rayonnement cosmique dans le milieu interstellaire. Une attention parti-
culière est portée aux différentes démonstrations de manière à définir rigoureusement
les limites de l’application des travaux. Les aspects théoriques sont parfois présentés
de manière plus poussée que nécéssaire de façon à présenter indirectement différentes
poursuites possibles des travaux engagés dans la thèse.

Le chapitre se découpe en trois sections. La première section est dédiée à l’étude
des plasmas astrophysiques, section dans laquelle je présente les propriétés fondamen-
tales des plasmas et deux exemples de formalismes mathématiques permettant d’étudier
leur dynamique : l’approche fluide et l’approche cinétique. La seconde section est
dédiée à l’étude de la phénoménologie de la turbulence dans le milieu interstellaire :
différents modèles de turbulence et leur validité sont présentés, une rapide présentation
des méthodes de mesure de la turbulence et des observations est proposée. Enfin dans
la dernière section, je présente une théorie du transport du rayonnement cosmique dans
l’approximation de turbulence de faible intensité : l’équation de transport des rayons
cosmiques est dérivée, l’interaction entre le rayonnement cosmique et la turbulence in-
terstellaire est discutée.

1.1 Les plasmas Astrophysiques

Les plasmas jouent un rôle prépondérant en Astrophysique car ils composent l’ensemble
de notre univers depuis le milieu intergalactique constitué de plasma très diffus (1 à
10 particules par mètre cube) et chauds (105 − 107 K), jusqu’aux objets compacts car-
actérisés par des plasmas extrêmement denses comme les étoiles à neutrons en passant
par des plasmas peu denses comme les plasmas qui constituent le milieu interstellaire
et des plasmas plus denses comme les étoiles elles-mêmes. Dans le cadre de ce travail,
par ”plasmas Astrophysique” il est désigné ”plasmas de faible densité constituant le mi-
lieu interstellaire” c’est à dire tout le gaz au sein des galaxies depuis les régions chaudes
ionisées caractérisées par des températures élevées (T ≈ 104−107 K) et des densités vari-
ables (nT ≈ 10−3−1 cm−3) suivant les situations astrophysiques jusqu’aux coeurs denses
des nuages moléculaires caractérisés par des densités élevées (nT ≈ 100 − 105 cm−3) et
de faibles températures (Ti ≈ 10 − 100 K) en passant par des plasmas tièdes/froids et
peu denses. Dans sa définition, un plasma est assimilé à un gaz constitué de particules
neutres et de particules chargées. La présence de particules chargées dans le gaz est liée
à l’existence d’un rayonnement ionisant qui excite les électrons des couches supérieures
des noyaux desquels ils sont initialement liés, créant ainsi - en plus des espèces neutres
- des espèces chargées positivement (bien souvent des noyaux atomiques) et des espèses
chargées négativement (bien souvent des électrons). La dynamique du gaz est alors bien
plus complexe car elle fait intervenir des interactions électromagnétiques aussi bien lo-
calement qu’à grande échelle nécessitant d’inclure les équations du champ EM dans les
théories.
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1.1.1 Propriétés fondamentales des plasmas

Dans cette sous-section, j’aborde quelques uns des aspects les plus fondamentaux de
la description des plasmas dans l’approche de la mécanique classique. Les paramètres
plasmas fondamentaux sont présentés.

1.1.1.1 Longueur de Debye (λD) :

La première caractéristique fondamentale d’un plasma est qu’il existe une longueur λD
à partir de laquelle on peut considérer le plasma comme neutre électriquement. Con-
sidérons un ensemble d’espèces j de charge électrique qj et de température propre Tj
formant un plasma au sein duquel la distribution de chaque espèce suit la loi de Maxwell-
Boltzmann c’est à dire, est à l’état d’équilibre thermodynamique. La densité numérique
nj de l’espèce j est définie par

nj(x) = n0
je
−
qjΦ(x)

kBTj (1.1)

où n0
j est la densité numérique moyenne de l’espèce j (cm−3), kB est la constante de

Boltzmann et Φ(x) est un potentiel électrique de réponse - de toutes les espèces du
plasma - à la force Coulombienne générée par l’ensemble des particules chargées. La
densité de charge volumique du plasma est définie par

ρc(x) =
∑

j

qjnj(x) =
∑

j

qjn
0
j exp

{
−qjΦ(x)

kBTj

}
(1.2)

tandis que la force Coulombienne auto-exercée par le plasma obéit à l’équation de Poisson

∇2Φ(x) = −4πρc(x). (1.3)

Dans le cas où la force exercée sur chacune des particules chargées du plasma est
faible (Φ(x) � 1), on peut effectuer un développement de Taylor au premier ordre
de l’expression (1.1). L’équation (1.3) devient alors

∇2Φ(x)

4π
=


∑

j

n0
jq

2
j

kBTj


Φ(x)−

∑

j

qjn
0
j . (1.4)

La neutralité du plasma implique que la somme des densités volumiques de charge
s’annulle

∑
j qjn

0
j = 0. L’équation (1.4) devient alors

∇2Φ(x) = λ−2
D Φ(x) (1.5)

où λD =

√∑
j
kBTj

4πn0
jq

2
j

est une longueur caractéristique de suppression du potentiel de

Coulomb dans le plasma que l’on qualifie de longueur de Debye. Dans un plasma non-
perturbé composé d’électrons et de protons, on parle de longueur d’écrantage électronique
en deça de laquelle le champ électrique moyen 〈E(x)〉 est non-nul et devient nul pour
toutes les échelles l� λD.
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1.1.1.2 Fréquence de Langmuir (ωl) [222] :

La seconde caractéristique fondamentale d’un plasma est qu’il existe une fréquence pro-
pre d’oscillation de ses constituants électroniquement chargée ωl en deça de laquelle le
plasma devient opaque à toutes pertubations électromagnétiques périodiques. Cet effet
est appelé oscillation de Langmuir et correspond à une oscillation du plasma en réponse
à une perturbation électrique externe. Supposons un plasma composé de deux espèces
chargées électriquement dont l’une est de faible masse m - de telle manière qu’elle puisse
répondre notablement à une perturbation électrique - et l’autre de grande masse M - de
telle manière qu’elle puisse être considérée comme statique dans le problème (m�M).
En revanche les charges électriques des deux espèces sont égales et opposées qm = −qM .
A des fins de simplification, je considère le problème de manière unidimensionnelle (selon
une direction arbitraire x) sans perte d’information. Définissons la fluctuation de densité
δn de l’espèce de masse m

δn = n
∂ζ

∂x
(1.6)

où ζ est une variable dynamique quantifiant le déplacement moyen d’une particule
de l’espèce m. Une particule soumise à un champ électrique directionnel E répond à
l’équation du mouvement

Eqm = m
∂2ζ

∂x2
. (1.7)

Le champ électrique étant porté par l’ensemble des autres charges mobiles du plasma, il
est défini par la relation

∂E

∂x
= −4πqmδn (1.8)

qui elle même découle de l’équation de Poisson (1.3). En intégrant l’équation (1.8) et en
combinant le résultat avec l’équation (1.7) on obtient l’équation du déplacement moyen
de l’espèce m

∂2ζ

∂x2
+ ω2

l ζ = 0 (1.9)

où ωl =

√
4πq2

mn
m est la fréquence de Langmuir du plasma composé des deux espèces de

masse m et M et de charges égales et opposées qm = −qM . Par conséquent, quelque soit
le plasma, les seules ondes électromagnétiques pouvant se propager à l’intérieur sont de
fréquence ω supérieure à la fréquence de pulsation de l’espèce ayant le plus haut rapport
q/m du plasma. Cette notion est essentielle pour comprendre les propriétés des plasmas
qui composent le milieu interstellaire que nous décrirons dans la section (1.2).

1.1.1.3 Libre parcours moyen (λij) :

La troisième caractéristique fondamentale du plasma est le taux de collisions ν entre les
particules qui constituent le plasma. En particulier, dans le cas du milieu interstellaire,
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ce taux est extrêmement faible, me permettant ainsi de considérer le plasma comme
non-collisionnel. La fréquence de collision d’une espèce i contre une espèce cible j dans
un plasma est donnée par la relation

νij = vinjσij (1.10)

où vi est la vitesse de la particule i, nj est la densité de cibles d’espèce j et σij est
la section efficace de collision entre les espèces i et j. Dans l’approche Coulombienne
classique, la collision entre deux particules de masses et charges électriques respectives
mi, mj et qi, qj est définie à partir de l’équilibre entre l’énergie cinétique relative et
l’énergie potentielle entre les deux particules. On a alors la relation

qiqj
r̄

= m̄
v̄2

2
(1.11)

où r̄ = |rj − ri| et v̄ = |vj − vi| sont la distance et la vitesse relative entre les deux
particules et m̄ = mimj/(mi +mj) est la masse réduite du système. Ainsi, en utilisant
le fait que la section efficace est donnée par σij = πr̄2, on obtient aisément le taux de
transfert d’énergie de l’espèce i vers l’espèce j

νij = 4πnjvi
q2
i q

2
j

m̄2v̄4
. (1.12)

Finalement, le libre parcours moyen entre deux collisions l’espèce i contre l’espèce j est
donné par λij = vi/νij . Dans le cas où l’espèce i et/ou j est thermalisée, il est possible
d’approximer la vitesse des éléments de chaque espèce vi par leur vitesse thermique vth
définie par la relation

vth,i =

√
kBTi
mi

. (1.13)

La notion de fréquence de collisions entre les constituants d’un plasma est une no-
tion extrêmement importante car dans le cas des plasmas du milieu interstellaire elle
représente l’un des facteurs majeurs de la dynamique énergétique du transport des rayons
cosmiques, des ondes magnétohydrodynamiques et des propriétés turbulentes du plasma
comme nous le verrons tout au long de ce manuscript.

1.1.1.4 Taux d’ionisation (X) :

La dernière caractéristique fondamentale d’un plasma est son taux d’ionisation. Un
plasma est défini comme la constitution d’un nombre α d’espèces neutres électriquement
et β d’espèces chargées positivement ou négativement électriquement. Le taux d’ionisation
est défini comme

X =
nc

nc + nn
(1.14)

où nn =
∑α

a=0 n
a
n correspond à l’abondance des espèces d’indice a électriquement neu-

tres dans le plasma composé de α espèces neutres (cm−3) et nc =
∑β

b=0 n
b
c correspond à



26 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE THÉORIE

l’abondance des espèces d’indice b chargées électriquement, qu’elles le soient positivement
ou négativement dans un plasma composé de β espèces chargées. Notons que l’indice
c est utilisé pour désigner l’ensemble des espèces chargées électriquement; les électrons
seront désignés par l’indice e tandis que les ions seront désignés par un indice i. Dans le
cas d’un plasma astrophysique peu dense, les espèces neutres font souvent référence aux
atomes/molécules dans leur état d’énergie le plus stable tandis que les espèces chargées
font référence aux atomes/molécules ionisées (dans un état électroniquement excité) et
aux électrons libres eux-mêmes. En conséquence, la densité moyenne du plasma est
définie par la somme des densités partielles des espèces qui le constituent nT = nc + nn.

1.1.1.5 Exemples de plasmas astrophysique

Il existe une grande variété de plasmas astrophysique de températures et de densités
différentes. Il est courant de discriminer la famille des plasmas en comparant la température
des ions Ti à la température des électrons Te :

→ Les plasmas froids (Ti � Te) : Ces derniers constituent l’essentiel des plasmas
du milieu interstellaire en termes de masse. Ils sont généralement faiblement ionisés
(X < 10−1) et riches en molécules complexes qui contribuent hautement à la
chimie moléculaire du milieu interstellaire. Ces plasmas peuvent être étudiés dans
l’approximation classique.

→ Les plasmas chauds (Ti ≈ Te) : Les plasmas chauds constituent une minorité
des plasmas du milieu interstellaire en termes de masse. Ils sont généralement
fortement ionisés (X ≈ 1) et se trouvent soit dans des milieux très diffus et consta-
ment alimentés en énergie soit dans des milieux extrêmement denses. La matière
se trouve dans un état excité interdisant la formation de molécules voire de noyaux
atomiques. Lorsque la masse des constituants du plasma devient négligeable devant
leur énergie cinétique, le plasma est dit relativiste (pc ≈ kBT ). Lorsque la densité
du plasma devient critique de telle manière que ses constituants finissent par se
superposer au sens de la mécanique quantique, alors le plasma est dit quantique
(~ω ≈ kBT ). Un plasma chaud peut à la fois être quantique et relativiste.

Notons ici que la notion de température est extrêmement relative. Il peut être plus
judicieux de qualifier les plasmas froids et chauds de plasma bi-température et thermique
respectivement. Le tableau (1.1) représente les paramètres fondamentaux de différents
plasmas que l’on trouve dans le milieu interstellaire. Les gaz interstellaires et les nu-
ages moléculaires sont essentiellement considérés comme des plasmas froids tandis que
la couronne solaire, les noyaux actifs de galaxie et les rayons cosmiques sont considérés
comme des plasmas chauds. Nous pouvons voir que pour chaque type de plasma, la
fréquence de collision électron-électron νee est beaucoup plus faible que la pulsation de
Langmuir (ou fréquence de collision électron-plasma, ωl). Il y a donc une domination
des interactions électromagnétiques sur les interactions par collision élastiques. Ceci im-
plique que l’on peut considérer tous ces milieux comme non collisionnels. Dans le cas
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du gaz interstellaire, les nuages moléculaires et les noyaux actifs de galaxie, on observe
que la longueur de collision électron-électron (λee) est bien inférieure à la taille car-
actéristique des objects (L). Cela signifie que dans ce spectre d’échelle, la distribution
des vitesses suit une loi Maxwellienne et que la modélisation des plasmas par la théorie
magnétohydrodynamique idéale est possible. En revanche, dans le cas de la couronne
solaire et des rayons cosmiques, la longueur de collision λee est supérieure à la taille
caractéristique du plasma qui par conséquent ne peut être traité dans l’approximation
de la magnétohydrodynamique idéale et requiert donc une approche cinétique.

Il est possible de caractériser un plasma par deux paramètres fondamentaux : sa
température et sa densité, et par au moins quatre autres paramètres secondaires mais
également importants : sa longueur de Debye (λD) qui définit l’échelle minimale de
neutralité électrique du plasma, sa fréquence de Langmuir (ou fréquence plasma ωl) qui
détermine la fréquence de coupure des ondes électromagnétiques de basse fréquence, le
libre parcours moyen de collision entre deux électrons (λee) et le taux d’ionisation du
plasma (X). Cependant, les plasmas ne sont pas descriptibles de manière univoque.
En effet, l’essentiel de la compréhension de la physique des plasmas réside dans la
modélisation de la dynamique de la propagation d’une perturbation ou d’un spectre de
pertubations électromagnétiques, magnétohydrodynamiques, particulaires, ou les trois
simultanément dans un plasma qui n’est pas nécessairement en état de repos, ni même
homogène et isotrope. Il en découle un nombre important de théories et d’approches
différentes de la dynamique des plasmas dont je vais discuter quelques aspects dans la
suite de la section (1.1).

1.1.2 Eléments de dynamique des fluides et de théorie cinétique

Il existe deux familles principales d’approches de la physique des plasmas :

→ L’approche fluide : Qui consiste en la description d’un gaz par l’intermédiaire de
grandeurs macroscopiques (densité, vitesse moyenne, pression ...) en supposant
qu’il est possible assimiler les particules qui le composent à un fluide. Ceci suggère
en particulier que le libre parcours moyen des particules soit très petit devant
l’échelle caractéristique de l’étude du système. Numériquement, cette méthode
apporte un avantage certain car moins coûteuse en temps de calcul. En revanche
la gamme d’échelles permettant d’étudier un système physique est limitée par la
résolution de la grille de calcul dans le cas d’études numériques.

→ L’approche cinétique : Qui consiste en la description d’un gaz par l’intermédiaire de
grandeurs microscopiques (vitesse et position des particules). Cette approche per-
met de traiter la dynamique de chaque particule constituant le gaz indépendament.
Numériquement, cette méthode procure l’avantage d’être complètement indépendante
de l’échelle d’étude (du moins au delà de la précision machine) permettant de son-
der des phénomènes ”microphysiques” non-accessibles par l’approche fluide, mais
peut se révéler extrêmement coûteuse en terme de temps de calcul.
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Plasma Gaz Nuage Couronne Noyau actif Rayons
Interstellaire Moléculaire Solaire de galaxie Cosmiques

nT (cm−3) 1 102 107 1010 10−15

X 10−1 10−2 1 1 1

Te (K) 104 102 106 107 1012

B (µG) 1 10 102 106 1

L (cm) 1018 1017 1010 1015 1018

ωl (s−1) 2× 104 5× 104 5× 107 2× 109 2

Ωe (s−1) 20 200 2× 103 2× 107 20

νee (s−1) 2× 10−6 10−2 10−2 0.5 2× 10−26

λD (cm) 2× 103 69 6.9 0.7 2× 1011

λee (cm) 2× 1013 3× 108 3× 1010 3× 109 3× 1037

Table 1.1: Ce tableau tiré de [194] représente des valeurs caractéristiques de paramètres
plasmas que l’on peut trouver en astrophysique. nT correspond à la densité totale du
plasma, X est le taux d’ionisation, Te est la température cinétique des électrons du
plasma, B représente la valeur moyenne du champ magnétique dans le plasma, L est la
taille caractéristique des différents plasmas, ωl correspond à la fréquence de pulsation de
Langmuir des électrons, Ωe = eB/mec correspond à la fréquence de gyrorésonnance des
électrons du plasma, λD correspond à la longueur de Debye du plasma et λee représente le
libre parcours moyen entre deux collisions d’électrons. Notons que les valeurs présentées
ne sont pas exactes et sont données à titre indicatif uniquement.
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Dans cette section, j’aborde les équations fondamentales de la dynamique des flu-
ides non-magnétisés ainsi que les équations liées à une approche cinétique du problème.
L’objectif de cette partie est de présenter les deux familles d’approches possibles de la
dyamique d’un fluide sans pour autant en faire une description précise. C’est essen-
tiellement sur cette partie que s’appuieront les descriptions des sections (1.1.3), (1.1.4)
et (1.1.5) des plasmas astrophysique qui traiteront des fluides magnétisés intégrant par
conséquent des termes supplémentaires dans les équations. L’essentiel de l’étude faite
ci-dessous est adaptée de [118] et [194].

1.1.2.1 Description fluide d’un gaz

Considérons un gaz évoluant dans le temps de champ de densité ρ(x, t) et de vitesse
fluide v(x, t) où x représente la position dans l’espace d’un élément de fluide duquel
nous mesurons les différentes grandeurs macroscopiques.

La première hypothèse à laquelle le gaz obéit est l’hypothèse de conservation de la
masse totale du gaz dans un volume fini V (t) qui peut éventuellement évoluer dans le
temps

(
d

dt

)

L

∫

V (t)
ρ(x, t) dV (t) =

∫

V (t)

[
∂ρ(x, t)

∂t
+∇ · (ρ(x, t)v(x, t))

]
dV (t) = 0 (1.15)

où l’opérateur (d/dt)L représente la dérivée temporelle Lagrangienne du paramètre ρ de
l’élément de fluide. La partie de droite de l’équation représente la transformation vers
l’approche Eulérienne de l’équation de conservation. La démonstration de cette égalité
est donnée dans l’annexe (1). De l’équation (1.15) découle l’équation de conservation du
fluide

∂ρ(x, t)

∂t
+∇ · (ρ(x, t)v(x, t)) = 0. (1.16)

La seconde hypothèse à laquelle obéit le gaz est la conservation du moment qui
découle directement de la relation fondamentale de la dynamique en mécanique classique

(
dP

dt

)

L

=
∑

F (1.17)

où
∑

F correspond à la somme des forces appliquées sur le fluide et P est le moment
intégral du fluide qui est défini par la relation

P =

∫

V (t)
ρ(x, t)v(x, t) dV (t) . (1.18)
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Dans le cas où la force appliquée sur le fluide est une force de contact (appliquée par
le fluide sur lui-même ou par un corps externe), on définit un vecteur de stress t qui
représente la force appliquée sur une surface entourant un élément local du fluide

t =
dF

dS
(1.19)

où S = Sn représente une surface orientée par son vecteur normal n défini dans le
système de coordonées Lagrangiennes. La relation (1.17) devient alors

(
d

dt

)

L

∫

V (t)
ρ(x, t)v(x, t) dV (t) =

∫

S(t)
t dS(t) . (1.20)

Je traite séparément chaque partie de l’égalité ci-dessus. La partie de gauche peut se
réécrire

(
d

dt

)

L

∫

V (t)
ρ(x, t)v(x, t) dV (t) =

∫

V (t)

(
d

dt

)

L

[ρ(x, t)v(x, t) dV (t)]

=

∫

V
ρ(x, t)

(
d

dt

)

L

v(x, t) dV

où l’on a utilisé le fait que la masse totale se conserve, et nous avons considéré qu’à
l’instant t du calcul de la dérivée le volume du gaz est fixé sans aucune perte de généralité.
Le vecteur force t de contact peut s’écrire comme

t = T̄ · n (1.21)

T̄ étant une matrice représentant le tenseur de stress appliqué au fluide

T̄ =



τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33


 (1.22)

où ti(x,n, t) = τij(x, t)nj (i, j = (1, 2, 3)) correspond à une force de contact appliquée
dans la direction i sur la surface entourant le fluide de vecteur normal orienté dans la
direction j. Les éléments diagonnaux τii de la matrice (1.22) représentent les forces de
pression tandis que les éléments non-diagonnaux τij , i 6= j représentent les forces de
cisaillement ou de friction. L’équation (1.20) devient alors

∫

V (t)
ρ(x, t)

(
dv(x, t)

dt

)

L

dV (t) =

∫

S(t)
T̄ · dS . (1.23)

En utilisant le théorème de Green-Ostrogradski, il est possible de reformuler l’égalité
ci-dessus comme une intégrale sur le volume du fluide et d’en déduire la formulation
différentielle de l’équation de la conservation du moment du fluide

ρ(x, t)

(
dv(x, t)

dt

)

L

−∇ · T̄ = 0. (1.24)
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Le système des équations (1.24) et (1.16) contient 4 équations et 5 inconnues. Les
variables ρ(x, t) et v(x, t) sont libres, en revanche la variable T̄(x, t) est liée et doit
nécessairement s’écrire comme une fonction des variables libres du système. L’approche
fluide consiste à résoudre le système suivant

∂ρ(x, t)

∂t
+∇ · (ρ(x, t)v(x, t)) = 0

ρ(x, t)

(
dv(x, t)

dt

)

L

−∇ · T̄(x, t) = 0 (1.25)

T̄(x, t) = f̄(ρ,v)

où la dernière équation du système (1.25) est appelée relation de fermeture et résulte
d’hypothèses sur la nature du fluide étudié.

1.1.2.2 Description cinétique d’un gaz

Considérons une distribution de particules non-chargées de masse m individuellement
repérées par un indice j et caractérisées par leur position xj(t) et leur vitesse vj(t).
Dans le cas d’un fluide non-collisionnel en première approximation, je considère que
les particules ne subissent aucune force et obéissent donc aux équations du mouvement
suivantes

mj
dvj
dt

= 0 (1.26)

dxj
dt

= vj . (1.27)

On définit la densité de probabilité de présence de la particule d’indice j à la position x
et à la vitesse v par une fonction fj(x,v, t). Cette dernière est appelée densité d’espace
des phases et se conserve dans l’espace des phases. Il en découle naturellement que

dfj(x,v)

dt
= Sj(x,v, t) (1.28)

où Sj(x,v, t) est une fonction source de la particule j qui est nulle si l’on considère un
système conservatif. En développant la partie de gauche de l’équation ci-dessus, j’obtiens

∂fj(x,v, t)

∂t
+ v · ∇fj(x,v, t) = Sj(x,v, t) (1.29)

l’équation de Vlasov avec une source d’un gaz non-magnétisé appliquée à la particule j.
En postulant que la densité de probabilité de la particule j ne se distingue pas de celle
des autres, nous pouvons sans perte de généralité supprimer l’indice de la particule à
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laquelle nous appliquons cette équation. A partir de la fonction de distribution f(x,v, t)
nous pouvons obtenir la distribution de la densité du fluide ρ(x, t) par la relation

ρ(x, t) = m

∫ +∞

−∞
d3v f(x,v, t). (1.30)

La vitesse moyenne du fluide 〈v〉 (x, t) est donnée par

〈v〉 (x, t) =
m

ρ(x, t)

∫ +∞

−∞
d3v vf(x,v, t). (1.31)

En calculant le moment d’ordre zéro de l’équation de Vlasov (1.29) nous obtenons
l’équation de conservation de la masse

∂ρ(x, t)

∂t
+∇ · 〈v〉 (x, t)ρ(x, t) = Q(x, t) (1.32)

où Q(x, t) =
∫ +∞
−∞ d3v S(x,v, t) est une fonction source. Le calcul du moment d’ordre un

de l’équation de Vlasov conduit à la relation de conservation de l’impulsion du système

ρ(x, t)

(
d

dt

)

L

〈v〉 (x, t) +
3∑

i=1

∂τki
∂xi

= Qp(x, t) (1.33)

où Qp(x, t) = m
∫ +∞
−∞ d3v(v−〈v〉 (x, t))S(x,v, t) est une fonction source d’impulsion, et

τik(x, t) = m

∫ +∞

−∞
d3v f(x,v, t)(vi − 〈v〉i (x, t))(vj − 〈v〉j (x, t)) (1.34)

est le tenseur de pression où i, j = (1, 2, 3) font référence à une direction des vecteurs de
base du système de coordonées considéré. De la même manière que précédement, nous
pouvons résumer le système d’équations obtenu à partir de l’approche cinétique du gaz

∂ρ(x, t)

∂t
+∇ · 〈v〉 (x, t)ρ(x, t) = Q(x, t)

ρ(x, t)

(
d

dt

)

L

〈v〉 (x, t) +∇ · T̄(x, t) = Qp(x, t) (1.35)

T̄(x, t) = f̄(ρ,v)

où T̄(x, t) est le tenseur de stress défini par la matrice (1.22). La dernière relation est
une relation de fermeture qui, comme dans l’approche fluide, nécéssite de faire des hy-
pothèses supplémentaires sur la nature du fluide pour être définie.

Au travers des systèmes (1.25) et (1.35) nous montrons que les descriptions d’un gaz
par l’approche du continuum et par la cinétique des particules qui le composent sont
équivalentes en première approximation. Nous notons cependant que dans l’approche
fluide, le tenseur de stress n’est pas apparu de manière ”naturelle” et a nécéssité de faire



1.1. LES PLASMAS ASTROPHYSIQUES 33

une hypothèse sur les forces qui s’exercent sur le gaz alors que dans l’approche cinétique,
ce dernier apparait comme une conséquence de l’étalement de la fonction de distribution
des vitesses des particules. Dans chaque approche il est nécessaire de fermer le système
d’équations en utilisant une relation résultant d’une hypothèse faite sur les propriétés du
gaz étudié. La relation de fermeture peut également être un système d’équation faisant
intervenir de nouvelles propriétés du gaz, mais tandis que dans l’approche fluide il est
nécessaire de construire ces relations, dans l’approche cinétique elles sont naturellement
définies comme les moments supérieurs de l’équation de Vlasov, jusqu’à ce qu’une relation
de fermeture (une hypothèse simplificatrice) soit utilisée au lieu d’un moment d’ordre
supérieur, pour fermer le système.

1.1.3 Ondes plasma en MHD idéale

1.1.3.1 Equations de la MHD idéale

L’approche MHD est similaire à l’approche fluide au détail que des termes liés à la
présence d’un champ magnétique apparaissent dans les équations. Un plasma peut être
considéré comme un fluide si l’échelle d’étude l de ce dernier est grande devant le libre
parcours moyen des électrons λee (1.1) et des ions λii. Le plasma obéit donc à l’équation
de continuité de la masse (1.16). Le cas échéant, dans l’état au repos, les pressions
électroniques et ioniques sont isotropes et le flux de chaleur est faible. Le plasma obéit
alors à l’équation d’état d’un gaz adiabatique

(
d

dt

)

L

P (x, t)

ρ(x, t)γ
= 0 (1.36)

où γ correspond à l’index adiabatique du plasma. Le fluide étant magnétisé, deux forces
entrent en ligne de compte : l’effet de la force de pression (−∇P (x, t)) qui est isotrope
et correspond à la trace du tenseur de stress (1.22), et la force de Laplace générée par
la présence de courants électriques dans le plasma (J(x, t)×B(x, t)). L’équation (1.24)
se réécrit alors

ρ(x, t)

(
dv(x, t)

dt

)

L

+∇P (x, t)− 1

c
J(x, t)×B(x, t) = 0 (1.37)

où J(x, t) =
∑

i∈{e−,ions} qi
∫ +∞
−∞ d3v vfi(x,v, t) est le champ de courants du plasma. En

considérant que le nombre de Reynolds magnétique du plasma est grand

Rm =
LV

η
� 1 (1.38)

où η correspond à la diffusivité magnétique du gaz, L et V sont respectivement la
longueur et la vitesse caractéristiques du fluide, la résistivité électrique du plasma peut
être négligée ([43]) et par conséquent la loi d’Ohm du fluide donne

E(x, t) +
v(x, t)×B(x, t)

c
= 0 (1.39)
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dans le référentiel au repos du gaz. Afin de fermer le système, il est nécessaire d’implémenter
les quatre équations de Maxwell qui régissent l’évolution des champs magnétique B(x, t)
et électrique E(x, t)

∂B(x, t)

∂t
= −c∇×E(x, t) (1.40)

∇×B(x, t) = 4πJ(x, t) +
1

c

∂E(x, t)

∂t
(1.41)

∇ ·B(x, t) = 0 (1.42)

∇ ·E(x, t) = 4πq(x, t) (1.43)

où q(x, t) =
∑

i∈{e−,ions} qi
∫ +∞
−∞ d3v fi(x,v, t) est le champ de densité de charge électrique.

La première équation du système (1.40) correspond à la loi de Maxwell-Faraday qui
traduit l’effet de l’induction électromagnétique dans le gaz, la seconde équation (1.41)
correspond à la loi de Maxwell-Ampère qui est déduite du théorème d’Ampère qui traduit
la conservation des courants de charge dans un contour fermé, la troisième équation
(1.42) corrspond à la loi de Maxwell-Thomson et traduit le fait que le flux du champ
magnétique à travers une surface fermée est toujours nul, et la dernière équation corre-
spond à la loi de Maxwell-Gauss (1.43) ou loi de Poisson et traduit l’existence de sources
électriques dans le plasma.

En injectant la loi d’Ohm (1.39) dans l’équation d’induction, on obtient

∂B(x, t)

∂t
−∇× (v(x, t)×B(x, t)) = 0. (1.44)

En considérant que le courant de déplacement 1
c
∂E
∂t est faible devant les mouvements

advectifs du fluide, c’est à dire que le plasma est non-relativiste, on obtient pour la loi
de Maxwell-Ampère

∇×B(x, t) = 4πJ(x, t). (1.45)

En substituant le résultat obtenu dans l’équation d’Euler du fluide magnétique (1.37)
cette dernière se réécrit

ρ(x, t)

(
dv

dt

)

L

+∇P (x, t)− (∇×B(x, t))×B(x, t)

4π
= 0. (1.46)

Nous résumons ci-dessous le système d’équation permettant de décrire la dynamique
d’un fluide idéalement magnétisé, parfaitement conducteur et obéissant aux lois de la
mécanique classique
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∂ρ(x, t)

∂t
+ ρ(x, t)∇ · v(x, t) = 0 (1.47)

ρ(x, t)
∂v(x, t)

∂t
+∇P (x, t)− (∇×B(x, t))×B(x, t)

4π
= 0 (1.48)

−∂B(x, t)

∂t
+∇× (v(x, t)×B(x, t)) = 0 (1.49)

d

dt

(
P (x, t)

ρ(x, t)γ

)
= 0 (1.50)

en considérant que l’équation d’état d’un gaz adiabatique est invariante par changement
de référentiel inertiel.

1.1.3.2 Relation de dispersion

Il est possible de résoudre le système d’équations (1.47-1.50) à l’aide d’une approche
perturbative c’est à dire en décomposant chaque paramètre A sous la forme A = A(0) +

A(1) + O(A(2)) où A(0) est constant dans l’espace des phases et A(1) = A
(1)
0 ei(k·x−ωt)

s’exprime dans l’espace des phases des perturbations ondulatoires (ω,k). Nous pouvons
ainsi obtenir la relation de dispersion des ondes MHD dans l’approximation idéale ω(k)
et discuter des modes solutions.

En considérant un plasma au repos et soumis à aucun champ magnétique extérieur,
il est possible de décomposer les paramètres ρ, P , v et B de la manière suivante

ρ(x, t) = ρ0 + δρ(x, t) (1.51)

P (x, t) = P0 + δP (x, t) (1.52)

v(x, t) = δv(x, t) (1.53)

B(x, t) = B0 + δB. (1.54)

Le système (1.47-1.50) perturbé au premier ordre s’écrit

∂δρ(x, t)

∂t
+ ρ0∇ · δv(x, t) = 0 (1.55)

ρ0
∂δv(x, t)

∂t
+∇δP (x, t) +

(∇× δB(x, t))×B0

4π
= 0 (1.56)

−∂δB(x, t)

∂t
+∇× (δv(x, t)×B0) = 0 (1.57)

∂

∂t

(
δP (x, t)

P0
− γδρ(x, t)

ρ0

)
= 0 (1.58)

où l’on a utilisé le fait que : J0 = ∇ × B0/4π = 0 mais δJ(x, t) 6= 0. En utilisant
l’écriture de Fourier des pertubations le système devient
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−ωρ+ ρ0k · δv = 0 (1.59)

−ωρ0δv + kP − (k× δB)×B0

4π
= 0 (1.60)

ωδB + k× (δv ×B0) = 0 (1.61)

−ω
(
δP

P0
− γδρ

ρ0

)
= 0. (1.62)

On déduit des équations (1.59), (1.61) et (1.62) du système pour ω 6= 0

δρ = ρ0
k · δv
ω

δP = γP0
k · δv
ω

(1.63)

δB =
(k · δv)B0 − (k ·B0)δv

ω
.

En substituant les écritures de δρ, δP et δB dans la seconde équation du système (1.59)
on obtient l’expression de l’équation de la dynamique du plasma linéarisée appliquée au
champ de vitesse perturbé δv du plasma

[
ω2 − (k ·B0)2

4πρ0

]
δv −

([
γP0

ρ0
+

B2
0

4πρ0

]
k− (k ·B0)

4πρ0
B0

)
(k · δv) (1.64)

+
(k ·B0)(δv ·B0)

4πρ0
k = 0.

On peut considérer sans perte de généralité que le champ magnétique moyen B0 est
aligné suivant l’axe z et que le vecteur d’onde k des perturbations de vitesse du fluide
se trouve dans le plan x-z. L’équation (1.64) devient



ω2 − k2V 2

A − k2V 2
S sin2 θ 0 −k2V 2

S sin θ cos θ
0 ω2 − k2V 2

A cos2 θ 0
−k2V 2

S sin θ cos θ 0 ω2 − k2V 2
S cos2 θ





δvx
δvy
δvz


 = 0 (1.65)

où

VA =

√
B2

0

4πρ0
(1.66)

est la vitesse d’Alfvén du fluide et

VS =

√
γP0

ρ0
(1.67)
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est la vitesse sonique du fluide.
En calculant le déterminant du système (1.65), on obtient la relation de dispersion du
plasma

(ω2 − k2V 2
A cos2 θ)[ω4 − ω2k2(V 2

A + V 2
S ) + k4V 2

AV
2

S cos2 θ] = 0. (1.68)

1.1.3.3 Solutions perturbatives de la MHD idéale

La relation de dispersion (1.68) possède trois solutions correspondant aux trois modes
de propagation d’une perturbation dans un plasma MHD idéal. La première solution
est donnée par

ωA = kVA cos θ (1.69)

avec pour vecteur propre associé δvA = (0, δvAy, 0) ce qui a pour conséquence k · δv = 0
et δv ·B0 = 0. Cela signifie que ce mode n’est défini, au premier ordre, qu’en l’absence
de perturbations de densité et de pression cinétique du plasma. En revanche, la per-
turbation du champ magnétique est non-nulle et est donnée par δB = kzB0/ωAδv et
s’opère dans la direction perpendiculaire au champ magnétique moyen B0. Ce mode est
appelé mode d’Alfvén de cisaillement et est dominant dans les plasmas où les fluctua-
tions du champ magnétique δB dominent les fluctuations de pression δP et de densité δρ
du gaz que l’on considère nulles au premier ordre perturbé. La figure (1.1.a) représente
l’évolution de la phase du mode d’Alfvén en coordonnées polaires (ω, θ) dans le plan
(x−y) pour un vecteur d’onde de norme 1 et de phase θ où cos θ = k ·B0/kB0. Nous ob-
servons que les modes d’Alfvén se propagent essentiellement le long des lignes de champ
(θ ≈ 0), aucun mode d’Alfvén ne se propage dans les directions perpendiculaires aux
lignes de champ (θ ≈ π/2).

Les deux solutions restantes sont données par les relations

ω± = kV± (1.70)

où

V± =

(
1

2

[
V 2

A + V 2
S ±

√
(V 2

A + V 2
S )2 − 4V 2

AV
2

S cos2 θ

])
(1.71)

où V+ > V−. Ces deux solutions réfèrent aux modes magnétosoniques définis par les
vecteurs propres δV± = (V±x, 0, V±z). On en déduit que k · δv 6= 0 et δv · B0 6=
0 donc que les perturbations magnétiques δB s’accompagnent de perturbations de la
pression δP et de la densité δρ du plasma. Les perturbations de vitesse du gaz sont
donc compressibles car partiellement dirigées dans la direction du champ magnétique
moyen et perpendiculaires aux perturbations purement Alfvéniques. La figure (1.1.b)
représente l’évolution de la phase des modes magnétosoniques rapide (rouge) et lent
(bleu) en coordonnées polaires (ω, θ) dans le plan (x − z) pour un vecteur d’onde de
norme 1 et d’angle θ par rapport au champ magnétique moyen B0. Dans le cas où la
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vitesse du son VS est de l’ordre de la vitesse d’Alfvén VA (lignes continues), les modes
magnétosoniques rapides se propagent préférentiellement perpendiculairement au champ

magnétique ω+(k, θ = π/2) = k
√
V 2

A + V 2
S > kVA tandis que les modes parallèles se

propagent à la même pulsation que les modes d’Afvén ω+(k, θ = 0) = kVA. Les modes
magnétosoniques lents se propagent le long des lignes de champ ω−(k, θ = 0) = kVA

et non perpendiculairement ω−(k, θ = π/2) = 0. Dans le cas où la vitesse du son est
négligeable devant la vitesse d’Alfvén VS � VA (lignes discontinues), la pulsation des
modes magnétosoniques rapide s’écrit

ω+ = kVA

[
1 +

1

2

(
VS

VA

)2

sin2 θ

]
(1.72)

et est quasi-isotrope à mesure que la vitesse du son devient négligeable devant la vitesse
d’Alfvén. En revanche, la pulsation des modes magnétosoniques lent devient de plus en
plus négligeable à mesure que le rapport VS/VA diminue. Elle est donnée par

ω− = kVS

(
VS

VA

)
cos θ. (1.73)

Ce cas de figure fait typiquement référence aux plasmas chauds (Ti ≈ Te) et diffus
dont les phases diffuses du milieu interstellaire font partie. Les modes dominants sont
les modes d’Alfvén purement magnétiques qui se propagent préférentiellement le long
des lignes de champ B0 à la vitesse Alfvénique du milieu dans le plan x − z et les
modes magnétosoniques rapides, dans ce cas-ci qualifiés de modes d’Alfvén de torsion
qui se propagent de manière isotrope dans le plan x− y à la vitesse Alfvénique du fluide
également.

1.1.4 Ondes plasma en MHD bi-fluide dans les milieux partiellement
ionisés

1.1.4.1 Equations de la MHD bi-fluide

Une des limitations de l’approche MHD est qu’il existe des échelles à partir desquelles
il n’est plus possible de considérer le plasma du milieu interstellaire comme étant com-
posé d’un seul fluide totalement ionisé. L’approche MHD bi-fluide permet de palier
à ce problème en suggérant que le milieux interstellaire est composé de deux fluides :
l’un ionisé, l’autre neutre, tous deux échangeant en permanence de la quantité de mou-
vement. Tandis que le fuide neutre contient toutes les espèces neutres (désignées par
un indice n) du milieu interstellaire nn =

∑
a n

a
n, le fluide ionisé contient à la fois les

espèces chargées négativement comme les électrons, et les espèces chargées positivement
ni =

∑
a n

a
i+ +

∑
a n

a
i−. La densité totale du plasma est la somme des densités des ions

et des neutres : nT = ni + nn.

Les équations de la MHD bi-fluide sont données par [125]
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Figure 1.1: La figure (a) représente dans le système de coordonnées polaires (ω, θ)
l’évolution de la pulsation ωA des modes d’Alfvén pour un vecteur d’onde k de norme
1, de vitesse d’Alfvén VA = 1 et d’angle θ avec le champ magnétique B0. La figure (b)
représente l’évolution des pulsations des modes magnétosoniques rapides (ω+ en rouge)
et lent (ω− en bleu) pour un vecteur d’onde k de norme 1, de vitesse d’Alfvén VA = 1 et
d’angle θ avec le champ magnétique B0. La ligne discontinue représente la situation où
la vitesse du son est dix fois inférieure à la vitesse d’Alfvén tandis que la ligne continue
représente la situation où la vitesse du son est égale à la vitesse d’Alfvén.
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∂ρi
∂t

+ ρi∇ · vi = 0 (1.74)

ρi
∂vi

∂t
+∇Pi −

(∇×B)×B

4π
= −αin(vi − vn) (1.75)

∂

∂t

(
Pi
ργi

)
= 0 (1.76)

∂ρn
∂t

+ ρn∇ · vn = 0 (1.77)

ρi
∂vn

∂t
+∇Pn = −αin(vn − vi) (1.78)

∂

∂t

(
Pn
ργn

)
= 0 (1.79)

−∂B

∂t
+∇× (vi ×B) = 0 (1.80)

où les indices i et n réfèrent aux fluides ionisés et neutres respectivement1. αin correspond
au coefficient de friction ion-neutre et est définit dans le cas d’un plasma d’hydrogène
par la relation [21]

αin =
1

2

ρiρn
mn

√
16kBT

πmi
σin (1.81)

où σin correspond à la section efficace de collision entre les neutres et les ions, T est
la température dans l’approximation des plasmas chauds. Dans l’analyse qui suit, le
paramètre reste libre et sera défini autrement par les observables du problème.

De la même manière que dans l’approche MHD idéale, nous effectuons une approche per-
turbative du problème et décomposons les variables de notre système en une composante
moyenne ainsi qu’une composante perturbée

ρi = ρi0 + δρi ρn = ρn0 + δρn (1.82)

Pi = Pi0 + δPi Pn = Pn0 + δPn (1.83)

vi = δvi vn = δvn (1.84)

B = B0 + δB. (1.85)

En ne gardant que les termes perturbés à l’ordre 1 du système d’équations (1.74 - 1.80)
et en utilisant la décomposition en mode de Fourier des termes ( ∝ ei(k·r−ωt)) il vient

1Dans l’approche MHD bi-fluide les effets du fluide d’électrons, ayant une densité massique très
inférieure au fluide d’ions, sont négligés. L’indice i ne réfère donc qu’à la densité d’éléments chimiques
ionisés et non d’éléctrons.
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−ωδρi + ρi0k · δvi = 0 (1.86)

−ωρi0δvi + kδPi −
(k× δB)×B0

4π
= iαin(δvi − δvn) (1.87)

−ω
(
δPi
Pi0
− γδρi

ρi0

)
= 0 (1.88)

−ωδρn + ρn0k · δvn = 0 (1.89)

−ωρn0δvn + kδPn = iαin(δvn − δvi) (1.90)

−ω
(
δPn
Pn0
− γδρn

ρn0

)
= 0 (1.91)

ωδB + k× (δvi×B0) = 0. (1.92)

Afin de réduire le nombre de variables liées du problème, on définit δρi, δρn, δPi, δPn
δB en fonction de δvi, δvn, k et ω

δρi = ρi0
k · δvi

ω
δρn = ρn0

k · δvn

ω
(1.93)

δPi = γPi0
k · δvi

ω
δPn = γPn0

k · δvn

ω
(1.94)

δB =
(k · δvi)B0 − (k ·B0)δvi

ω
. (1.95)

De plus, nous définissons également les quantités suivantes

νin =
αin
ρi0

νni =
αin
ρn0

(1.96)

VSi =

√
γPi0
ρi0

VSn =

√
γPn0

ρn0
(1.97)

VAi =
B0√
4πρi0

. (1.98)

νin correspond au taux de transfert de quantité de mouvement des ions vers les neutres,
νni correspond au taux de transfert de quantité de mouvement des neutres vers les ions.
Les deux quantités sont reliées par la relation

νin = χνni (1.99)

où χ = ρn0/ρi0 est le rapport de la masse volumique des neutres sur celle des ions (χ > 1
dans les milieux principalement neutres). VAi correspond à la vitesse d’Alfvén dite ”des
ions”, c’est à dire la vitesse d’Alfvén du fluide ionisé uniquement. VSi (VSn) correspond
à la vitesse du son du fluide ionisé (neutre).
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Sans perte de généralité, dans le repère cartésien de vecteurs de base (ex, ey, ez), il
est possible de considérer que le champ magnétique moyen est aligné dans la direction z
(B0 = B0ez) et que le vecteur d’onde des perturbations est défini dans le plan x− z tel
que k = kxex + kzez = k sin θex + k cos θez où θ est l’angle entre le vecteur d’onde et la
direction du champ magnétique B0.

En développant les équations (1.87 et 1.91) nous obtenons deux systèmes matriciels
dont le premier décrit la dynamique des pertubations le long de l’axe y

[
−ω2 − iνinω + k2

zV
2
Ai iωνin

iωνni −ω2 − iωνni

]
·
[
δviy
δvny

]
=

[
0
0

]
(1.100)

et le second décrit la dynamique des perturbations dans le plan x− z

(M− ω21) ·X = 0 (1.101)

où X =
[
δvix δviz δvnx δvnz

]T
et

M =




−iωνin + V 2
Aik

2 + V 2
Sik

2
x V 2

Sikxkz iωνin 0
V 2
Sikxkz −iωνin + V 2

Sik
2
z 0 iωνin

iωνni 0 −iνniω + k2
xV

2
Sn V 2

Snkxkz
0 iωνni V 2

Snkxkz −iωνni + V 2
Snk

2
z


 .

Les systèmes (1.100) et (1.101) décrivent respectivement la relation de dispersion des
modes d’Alfvén dont l’amplitude des perturbations est établie le long de l’axe y c’est
à dire perpendiculairement à l’alignement du champ magnétique et au vecteur d’onde
k, et la relation de dispersion des modes magnétosoniques dont l’amplitude est établie
dans le plan x− z de la même manière que dans l’approche MHD idéale. La relation de
dispersion des modes d’Alfvén en MHD bi-fluide est donnée par

ω3 + iω2νni(1 + χ)− ωk2
zV

2
Ai − iνnik2

zV
2
Ai = 0 (1.102)

tandis que la relation de dispersion des modes magnétosoniques est donnée par

7∑

i=0

Ciω
i = 0 (1.103)

où les coefficients Ci s’obtiennent après calcul du déterminant de la matrice M−ω21 et
en arrengeant le résultat sous la forme d’un polynôme de degré 7 en ω.
La dynamique des modes d’Alfvén et magnétosoniques dans l’approche MHD bi-fluide
est très bien décrite par ([210]) et ([211]). Ainsi la suite de l’analyse s’appuie et se com-
pare essentiellement aux travaux cités.

La relation de dispersion (1.102) nécéssite de résoudre un polynôme de degré 3 pour
chaque valeur de l’échelle k. Des solutions analytiques existent, la méthode de Cardano
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(annexe A.2) permet de les obtenir facilement. La relation de dispersion (1.103) nécéssite
de résoudre un polynôme de degré 7 pour chaque valeur de l’échelle k. Il n’existe pas de
solutions analytiques et discernables de polynômes de degrés supérieur à 5. La résolution
numérique est donc obligatoire. Pour cela nous appliquons la méthode de Durand-
Kerner d’ordre 7 connue pour converger rapidement vers le 7-uplet de solutions. L’un
des problèmes inhérent à la résolution numérique de relations de dispersion présentant
une dégénérescence de solutions est le suivit des solutions. Cette problématique ainsi que
la méthode Kerner modifiée qui en découle sont discutées dans l’annexe (A.3). Avant
toute résolution cependant, à des fins de simplifications numériques, nous effectuons le
changement de variable suivant

ω = −is

afin que les coefficients des polynômes soient à valeur réelle uniquement. Ainsi, en
supposant que les solutions sont de la forme ω = ωR + iωI où R désigne la partie
oscillatoire des modes normaux et I la partie evanescente, en posant s = sR+ isI il vient
les relations ωR = sI et ωI = −sR.

1.1.4.2 Solutions perturbatives de la MHD bi-fluide

Les modes d’Alfvén solutions de la relation de dispersion (1.102) sont présentés dans
la figure (2.2) dans les phases HII (milieu composé d’hydrogène ionisé), WIM (Warm
Ionized Medium), WNM (Warm Neutral Medium), CNM (Cold Neutral Medium), DiM
(Diffuse Molecular medium), DeM (Dense Molecular medium) et DeC (Dense Core) du
milieu interstellaire dont les propriétés sont présentées dans la table (2.1). La partie
réelle des modes d’Alfvén est représentée par un trait plein bleu tandis que la partie
imaginaire des modes d’Alfvén est représentée par un trait plein noir. Nous notons
que les solutions obtenues sont bien différentes de celles obtenues dans l’approche MHD
idéale. Pour une analyse détaillée des modes d’Alfvén dans l’approche MHD bi-fluide,
le lecteur peut se référer à la section (2.2.1.2).

Les modes magnétosoniques, solutions de la relation de dispersion (1.103) sont représentés
dans les figures (1.2) et (1.3) pour différents jeux de paramètres βi = V 2

Si/V
2

Ai, θ et χ,
arbitrairement choisis parmi les solutions présentées par Soler et al. (2013) [211]. Pour
chaque figure, les sous-figures de gauche représentent la partie réelle des modes solu-
tion ωR tandis que les sous-figures de droite représentent la partie imaginaire des modes
solution ωI. Afin de faciliter leur lecture, les solutions sont normalisées par kVSi et
représentées suivant une abscisse νb/kVSi où νb = (ρiνin + ρnνni)/(ρi + ρn) représente la
fréquence de collision moyenne. Dans l’approche MHD bi-fluide, nous remarquons qu’il
existe quatre solutions différentes soit deux de plus que dans l’approche MHD idéale.
Tout d’abord nous avons les modes magnétosoniques rapides et lents, représentés par les
traits pleins noirs et les tirets bleus respectivement. A ces modes s’ajoutent un mode
purement sonique ne faisant aucunement intervenir le champ magnétique en tirets verts,
et un mode que l’on qualifie d’entropie car sa pulsation réelle est nulle mais sa par-
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tie imaginaire possède bien une valeur (en alternance de tirets-points noirs). Le mode
d’entropie représente les perturbations de densité et donc la compression du plasma. Ce
mode est également présent dans la relation de dispersion des ondes d’Alfvén mais n’a pas
été représenté dans la figure (2.2) car il ne joue aucun rôle direct dans la dynamique du
transport des modes d’Alfvén. Un panel de solutions beaucoup plus complet est proposé
par Soler et al. (2013) [211]. Les solutions obtenues sont complexes et présentent même
des bifurcations dans leur partie imaginaire dans les zones où le régime d’interactions ion-
neutre semble évoluer. Similairement au cas des modes d’Alfvén, on peut décomposer
l’analyse en deux régimes asymptotiques : le régime découplé (νin ≈ νni → 0), et le
régime couplé (νin ≈ νni →∞) :

→ Régime découplé (νin ≈ νni → 0) : Dans un tel cas, le système d’équations
(1.101) révèle deux sous-systèmes indépendants

[
V 2

Aik
2 + V 2

Sik
2
x − ω2 V 2

Sikxkz
V 2

Sikxkz V 2
Sik

2
z − ω2

]
·
[
δvix
δviz

]
= 0 (1.104)

[
V 2

Snk
2
x − ω2 V 2

Snkxkz
V 2

Snkxkz V 2
Snk

2
z − ω2

]
·
[
δvnx
δvnz

]
= 0 (1.105)

agissant respectivement sur le fluide ionisé et sur le fluide neutre dans le plan
(x− z). Les relations de dispersion associées sont données par

ω4 − ω2k2(V 2
Ai + V 2

Si) + k4V 2
AiV

2
Si cos2 θ = 0 (1.106)

ω2 − k2V 2
Sn = 0 (1.107)

pour le fluide ionisé et le fluide neutre respectivement. En l’absence de collisions
ion-neutre, les deux fluides n’interagissent pas entre eux et les solutions sont ra-
menées à celles de l’approche MHD idéale pour le fluide ionisé et à l’approche
HD idéale pour le fluide neutre. Sur les figures (1.2) et (1.3), ces solutions cor-
respondent globalement à la partie νb/kVSi � 1. Notons tout de même que la
partie imaginaire des solutions n’est pas nulle car le régime étudié est purement
asymptotique.

→ Régime couplé (νin ≈ νni → ∞) : Soler et al. (2013) [211] montre que le
système d’équations (1.101) conduit à la relation de dispersion

ω4 − ω2k2V
2

Ai + V 2
Si + χV 2

Sn

1 + χ
+ k4V

2
Ai(V

2
Si + χV 2

Sn)

(1 + χ)2
cos2 θ = 0 (1.108)

dont les solutions sont données par
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ω2 = k2V
2

Ai + V 2
Si + χV 2

Sn

2(1 + χ)
± k2V

2
Ai + V 2

Si + χV 2
Sn

2(1 + χ)

√
1− 4V 2

Ai(V
2

Si + χV 2
Sn) cos2 θ

(V 2
Ai + V 2

Si + χV 2
Sn)2

(1.109)

où le signe + désigne les modes rapides modifiés et le signe − désigne les modes
lents modifiés. En effet, nous notons que ces modes sont modifiés relativement au
cas de la MHD idéale par la présence du fluide neutre. Dans ce régime les fluides
ionisé et neutre évoluent ensemble. Ceci se témoigne par la valeur du paramètre
χ = ρn/ρi qui conduit aux solutions de la MHD idéale lorsque sa valeur est nulle.
Le régime couplé est lisible sur les figures (1.2) et (1.3) dans la zone où νb/kVSi � 1.
Nous observons d’une part une réduction des vitesses de propagation des modes
rapides et lents relative à la valeur du paramètre χ, et une disparition du mode
de son neutre. Soler et al. (2013) [211] a exploré un grand nombre de régimes de
propagation différents, la lecture de son travail est conseillée au lecteur souhaitant
plus de détails.

L’étude des modes d’Alfvén et magnétosoniques dans l’approche MHD bi-fluide revêt
une importance capitale car elle permet de comprendre une grande partie de la dy-
namique des plasmas partiellement ionisés qui constituent une part non-négligeable du
milieu interstellaire. Dans ce travail de thèse, les solutions de propagation des modes
d’Alfvén dans l’approche MHD bi-fluide sont utilisées (voir section 2.2) pour compren-
dre comment le rayonnement cosmique interagit avec le plasma via les pertubations
magnétiques qu’il génère. Comme nous le verrons dans la suite, les propriétés de la tur-
bulence dans le milieu interstellaire sont hautement connexes aux propriétés de propaga-
tion des modes. Bien que non-utilisés dans la section (2.2), les modes magnétosoniques
jouent également un rôle très important dans la dynamique du milieu interstellaire [238]
et par continuité, dans le transport du rayonnement cosmique, qu’il serait intéressant de
quantifier dans le cadre de la poursuite du travail engagé dans cette thèse. Enfin, bien
que plus complète, l’approche MHD bi-fluide ne suffit pas à l’étude détaillée d’un plasma
partiellement ionisé. En effet, dans le cadre de nuages moléculaires il sera intéressant
de considérer en plus un ou plusieurs fluides de poussière dont la neutralité est dis-
cutable. Nous nous trouvons alors dans une approche MHD multi-fluide bien plus com-
plexe à étudier. Dans ce dernier cas, l’approche perturbative peut devenir extrêmement
périlleuse. Les physiciens préfèreront directement résoudre le système d’équations (1.74
- 1.80) adapté au cas multifluide numériquement. Cette dernière méthode a l’avantage
de pouvoir traiter des systèmes bien plus complexes, en revanche, le suivit et la levée de
la dégénérescence des solutions est également beaucoup plus complexe.

1.1.5 Théorie cinétique des ondes plasma

Dans cette section, nous résumons le processus analytique d’étude d’un plasma par
l’approche de la description cinétique telle que présentée par ([194], chapitre 8). L’approche
particulaire est plus précise que l’approche fluide car elle permet de décrire la dynamique
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(a) βi = 0.04, θ = π/4, χ = 0.2
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(b) βi = 0.04, θ = π/4, χ = 2

Figure 1.2: Figures représentant les solutions de la relation de dispersion des modes
magnétosoniques (1.103) pour différentes valeurs de βi et χ. Les sous-figures de gauche
représentent la partie réelle des solutions tandis que les sous-figures de droite représentent
la partie imaginaire des solutions. Les résultats obtenus sont présentés de la même
manière, et sont à comparer à Soler et al. (2013) [211]. En traits pleins noirs sont
représentés les modes magnétosoniques rapides, en tirets verts sont représentés les modes
soniques, en tirets bleus sont représentés les modes magnétosoniques lents et en alter-
nance de tiret-point noirs est représenté le mode d’entropie. Pour les paramètres utilisés,
je trouve un très bon accord avec les solutions de Soler et al. (2013) [211].
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(a) βi = 25, θ = π/4, χ = 0.2
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(b) βi = 25, θ = π/4, χ = 2

Figure 1.3: Figures représentant les solutions de la relation de dispersion (1.103) pour
différentes valeurs de βi et χ. Les sous-figures de gauche représentent la partie réelle
des solutions tandis que les sous-figures de droite représentent la partie imaginaire des
solutions. Les résultats obtenus sont présentés de la même manière, et sont à com-
parer à Soler et al. (2013) [211]. En traits pleins noirs sont représentés les modes
magnétosoniques rapides, en tirets verts sont représentés les modes soniques, en tirets
bleus sont représentés les modes magnétosoniques lents et en alternance de tiret-point
noirs est représenté le mode d’entropie. Pour les paramètres utilisés, je trouve un très
bon accord avec les solutions de Soler et al. (2013) [211].
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des gaz dont la longueur de collision (λ) est grande par rapport à la taille physique du
système où, de manière équivalente, de sonder des plasmas à des échelles inférieures à la
longueur caractéristique de collision (λ).

Equations cinétiques des plasmas

Considérons un ensemble de particules plasma d’espèce a et décrit par une fonction de
distribution fa(x,p, t) interagissant avec un champ EM décrit par les vecteurs E(x, t) et
B(x, t). L’espace des phases est conservé dans le temps, à un terme de source près. Il
en résulte la relation

dfa(x,p, t)

dt
= Sa(x,p, t) (1.110)

où Sa(x,p, t) est une fonction source de particules de l’espèce a. En considérant les
équations du mouvement de chacune des particules du plasma

dx

dt
= v

dp

dt
= qa

[
E(x, t) +

v×B(x, t)

c

]
,

on en déduit l’équation de Vlasov du système

∂fa
∂t

+ v · ∂fa
∂x

+ qa

[
E(x, t) +

v×B(x, t)

c

]
· ∂fa
∂p

= Sa(x,p, t). (1.111)

Le champ EM obéit aux équations de Maxwell

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
J (1.112)

∇ ·B = 0 (1.113)

∇×E = −1

c

∂B

∂t
(1.114)

∇ ·E = 4πρ (1.115)

où

J =
∑

a

qa

∫ +∞

−∞
d3pvfa(x,p, t) (1.116)

ρ =
∑

a

qa

∫ +∞

−∞
d3p fa(x,p, t) (1.117)

sont le courant et la densité de charges des particules de l’espèce a respectivement.
na et qa correspondent à la densité numérique de particules et à la charge électrique
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respectivement. L’équation de Vlasov ainsi obtenue décrit la dynamique des particules
de l’espèce a plongées dans le champ (E(x, t),B(x, t)) et ne subissant aucune autre force
que la force de Lorentz. Par l’intermédiaire des densités de charge ρ et de courant J de
particules de l’espèce a, les champs E(x, t) et B(x, t) se trouvent affectés et répondent
aux équations de Maxwell. Dans la suite, nous ne considérons pas la présence d’un terme
source de particules.

Tenseur de conductivité

La résolution couplée du système composé de l’équation de Vlasov et des équations
de Maxwell peut-être analytiquement compliquée. C’est pourquoi il est plus courant
d’étudier le comportement de petites perturbations du système en connaissant son état
au repos. Pour cela, nous considérons les variables de notre système comme la somme
d’une composante à l’équilibre et d’une composante perturbée de faible valeur. On pose

fa(x,p, t) = f (0)
a (x,p, t) + δfa(x,p, t)

E(x,p, t) = E0(x, t) + δE(x, t)

B(x,p, t) = B0(x, t) + δB(x, t).

Le système d’équations (1.111) - (1.115) devient

∂δfa
∂t

+v·∂δfa
∂x

+qa

[
E0(x, t) +

v×B0(x, t)

c

]
·∂δfa
∂p

= −qa
[
δE(x, t) +

v× δB(x, t)

c

]
·∂f

(0)
a

∂p
(1.118)

pour l’équation de Vlasov et

∇× δB =
1

c

∂δE

∂t
+

4π

c
δJ (1.119)

∇ · δB = 0 (1.120)

∇× δE = −1

c

∂δB

∂t
(1.121)

∇ · δE = 4πρ (1.122)

pour les équations de Maxwell, où

δJ =
∑

a

qa

∫ +∞

−∞
d3pvδfa(x,p, t) (1.123)

δρ =
∑

a

qa

∫ +∞

−∞
d3p δfa(x,p, t). (1.124)

Il est possible de trouver une solution au premier ordre perturbée de l’équation de
Vlasov linéarisée (1.118) en intégrant la partie gauche considérée comme une dérivée
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temporelle totale prise le long de la trajectoire des particules en mouvement dans le
champ électromagnétique non perturbé décrit par

dp

dt
= qa

[
E0(x, t) +

v×B0(x, t)

c

]

dx

dt
= v.

Il vient alors

dδfa
dt

= −qa
[
δE(x, t) +

v× δB(x, t)

c

]

C
· ∂f

(0)
a

∂p
. (1.125)

La solution exprimée le long de la caractéristique C est donnée par

δfa(x,p, t) = δfa(x
0,p0, 0)− qa

∫ t

0
dt′
[
δE(x′, t′) +

v′× δB(x′, t′)

c

]

C
· ∂f

(0)
a (x′,p′, t′)

∂p′
.

(1.126)
En utilisant le résultat (1.126) est possible de redéfinir l’expression du courant (1.123)
sous la forme

δJ = σ ⊗ δE (1.127)

où σ est appelé tenseur de conductivité. La relation (1.127) relie les perturbations de
la densité de courant et la composante électrique du champ EM. De plus, le système à
résoudre se réduit aux équations (1.119), (1.121) et (1.127).

Relation de dispersion

La solution (1.126) n’est généralement pas obtenable analytiquement car les fonction
de perturbation du champ électromagnétique δE(x, t) et δB(x, t) ne sont généralement
pas connues. Il est alors intéressant de traiter les perturbations du plasma (que l’on
suppose infinies, stationnaires et homogènes à l’ordre zéro) dans l’approximation WKB
(Wentzel, Kramers, Brillouin [232]). On exprime les variables du système sous la forme
d’intégrales de Fourier dans un premier temps

δE(x, t) =

∫ +∞

−∞
d3kE(k, t) exp(ik · x) (1.128)

δB(x, t) =

∫ +∞

−∞
d3kB(k, t) exp(ik · x) (1.129)

δfa(x,p, t) =

∫ +∞

−∞
d3kfa(k,p, t) exp(ik · x), (1.130)

et sous la forme d’intégrales de Laplace dans un second temps
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E1(k, ω) =

∫ +∞

0
dtE(k, t) exp(iωt) (1.131)

B1(k, ω) =

∫ +∞

0
dtB(k, t) exp(iωt) (1.132)

fa,1(k, ω,p) =

∫ +∞

0
dtfa(k,p, t) exp(iωt) (1.133)

où la partie imaginaire de ω est suffisament positive pour assurer la convergence de
l’intégrale de Laplace. Les équations (1.119) et (1.121) deviennent

ick×E1 = iωB1 + B(k, 0) (1.134)

ick×B1 = 4πJ1 − iωE1 −E(k, 0) (1.135)

où

J1(k, ω) =
1

2π3

∫ +∞

0
dt

∫ +∞

−∞
d3kδJ(x,p, t)ei(ωt−k·x)

=
∑

a

qa

∫ +∞

−∞
d3pvfa,1(k, ω,p) (1.136)

représente la transformation de Fourier-Laplace de la densité de perturbations de courant
δJ. Les derniers termes de droite des équations (1.134) et (1.135) viennent de la présence
de la dérivée temporelle dans les équations (1.119) et (1.121) qui, après intégration
par parties, se retrouve dans la transformation de Laplace. Dans cette approximation,
(1.127) se réécrit

J1,i(k, ω) =
3∑

j=1

σij(k, ω)E1,j(k, ω) (1.137)

où σij(k, ω) représente la transformation de Fourier-Laplace du tenseur de conductivité
σij(x, t).

En injectant (1.134) et (1.137) dans (1.135), on obtient une équation unique sur la
variable δE(k, ω) donnée par

(−ω2 + k2c2 − 4πiωσ)E1 − c2(k ·E1)k = ick×B(k, 0)− iωE(k, 0). (1.138)

En introduisant le vecteur d’onde normalisé κ = k/|k|, l’équation ci-dessus peut se
réécrire
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ΛnjE1,j(k, ω) = An(k, ω) (1.139)

où l’opérateur de Maxwell Λnj est défini comme

Λnj =
k2c2

ω2
(κnκj − δnj) + ψnj (1.140)

où le tenseur dielectrique ψnj est défini comme

ψnj = δnj +
4πi

ω
σnj . (1.141)

Le vecteur A s’écrit

An(k, ω) =
i

ω
En(k, 0)− ick

ω2
εnrsκrBs(k, 0) (1.142)

et contient les conditions initiales de la perturbation. εnrs correspond au tenseur de
Levi-Civita. La résolution de l’équation (1.139) donne

E1(k, ω) = Λ−1 ·A (1.143)

où l’inverse de l’opérateur de Maxwell est donné par

Λ−1 =
1

det(Λ)




Λ22Λ33 − Λ23Λ32 Λ31Λ23 − Λ21Λ33 Λ21Λ32 − Λ31Λ22

Λ32Λ13 − Λ12Λ33 Λ11Λ33 − Λ13Λ31 Λ12Λ31 − Λ11Λ32

Λ12Λ23 − Λ13Λ22 Λ21Λ13 − Λ11Λ23 Λ11Λ22 − Λ12Λ21


 . (1.144)

Le tenseur dielectrique satisfait les relations

ψnj(−k,−ω) = ψnj(k, ω)∗ (1.145)

où l’astérisque désigne le complexe conjugé. Cette relation découle directement des
propriétés intrinsèques aux transformées de Fourier-Laplace. Dans le cas où l’on choisit
un système plongé dans un champ magnétique dont la composante uniforme est dirigée
suivant l’axe z, et dont le vecteur d’onde des perturbations k se trouve dans le plan
x− z, les relations de Onsager donnent

ψxy = −ψyx, ψ∗xz = ψzx, ψ
∗
yz = −ψzy. (1.146)

En appliquant la transformation de Fourier-Laplace inverse de E1(k, ω) à la relation
(1.143), on obtient

E(k, t) =
1

2π

∫

L
dωE1(k, ω)e−iωt

=
1

2π

∫

L
dωΛ−1 ·Ae−iωt (1.147)
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où L désigne le contour de Landau qui assure que la fonction à intégrer est holomorphe et
définie sur tout le plan complexe Re(ω)−Im(ω) tant qu’il ne passe pas par les pôles de
la fonction ([132]). Cependant, pour préserver la convergence de l’intégrale de Laplace,
il est nécessaire que le contour L passe au dessus des pôles de la fonction Λ−1 ·A. Par
ailleurs, ces derniers ne sont autres que les solutions de la relation

det[Λ(k, ω)] = 0 (1.148)

qui définit la relation de dispersion du système. Les modes normaux du plasma sont les
solutions à valeur complexe ω(k) de (1.148).

Le vecteur polarisation

A partir de la relation de dispersion (1.148), il est possible de déterminer l’état de
polarisation des modes solution. On définit le vecteur polarisation e par

e =
E1

|E1|
(1.149)

e∗ · e = 1. (1.150)

De la relation (1.144) on tire l’égalité

det(Λ) = Λ ·ΛT ⇔ det(Λ)δik = ΛijΛ
T
jk (1.151)

qui pour chaque mode (det(Λ) = 0) se réduit à

ΛijΛ
T
jk = 0. (1.152)

En comparant la relation ci-dessus avec la relation (1.139) où le terme An(k, ω) est
annulé par la relation de dispersion (1.148) pour préserver l’amplitude de E1(k, ω) défini
par la relation (1.143), il est possible de choisir un vecteur polarisation tel que

ej = CΛTjkak (1.153)

où ak est un vecteur unitaire arbitraire et C est une constante issue de la relation de
normalisation (1.150) du vecteur polarisation. Il vient alors

C = (ΛTklakalΛ
T
ss)
−1/2 (1.154)

où ΛTss = ΛT11 + ΛT22 + ΛT33 est la trace de ΛTij . On en déduit l’expression du vecteur
polarisation des ondes plasma

ei =
ΛTijaj

(ΛTklakalΛ
T
ss)

1/2
(1.155)
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Tenseur de conductivité σ

Le calcul de la relation de dispersion des modes plasma dans l’approche cinétique passe
indéniablement par le calcul du tenseur de conductivité du plasma qui est obtenu à
travers la résolution des relations (1.127) et (1.126). Ce calcul est bien souvent très
complexe, cependant ([194], Chapitre 8.3.6) propose d’en dériver une expression suffisa-
ment générale pour s’adapter à la plupart des situations astrophysiques.

Nous nous restreignons au cas d’un plasma sans champ électrique moyen (E0 = 0)
et avec un champ magnétique moyen uniformément distribué aligné le long de l’axe z;
B0 = B0ez. Nous considérons également que le vecteur d’onde des perturbations est
contenu dans le plan x− z c’est à dire

k = k‖ez + k⊥ex. (1.156)

On pose également

z =
k⊥v⊥

Ωa
(1.157)

α =
ω − k‖v‖

Ωa
(1.158)

où Ωa = εaΩ0a/γ est la gyrofréquence relativiste des particules de l’espèce a, γ est le
facteur de Lorentz, εa correspond au signe de la charge des particules de l’espèce a et

Ω0a =
|qa|B0

mac
(1.159)

est la gyrofréquence des particules de l’espèce a. Le tenseur de conductivité est alors
donné par

σij(k‖, k⊥, ω) = 2πi
∑

a

q2
ana

∫ +∞

−∞
dp‖

∫ +∞

0
dp⊥

p⊥
Ωa
Tij (1.160)

où

T =




I11(α,z)
z2 v⊥Uf

(0)
a

iI12(α,z)
z2 v⊥Uf

(0)
a

v⊥I13(α,z)
z

∂f
(0)
a

∂p‖
− v⊥I11(α,z)

z Vf
(0)
a

− iI12(α,z)
z v⊥Uf

(0)
a I22(α, z)v⊥Uf

(0)
a −iv⊥I23(α, z)∂f

(0)
a

∂p‖
+ iv⊥I12(α, z)Vf

(0)
a

I13(α,z)
z v‖Uf

(0)
a iI23(α, z)v‖Uf

(0)
a v‖I33(α, z)∂f

(0)
a

∂p‖
− v‖I13(α, z)Vf

(0)
a .




(1.161)

Les opérateurs Uf
(0)
a et Vf

(0)
a sont définis par
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Uf (0)
a =

∂f
(0)
a

∂p⊥
+

k‖

γmaω

(
p⊥
∂f

(0)
a

∂p‖
− p‖

∂f
(0)
a

∂p⊥

)
(1.162)

Vf (0)
a =

Ωa

ωp⊥

(
p⊥
∂f

(0)
a

∂p‖
− p‖

∂f
(0)
a

∂p⊥

)
. (1.163)

Les fonctions Iij(α, z) sont définies par

I11(α, z) = α+ α2S(α, z)

I13(α, z) = 1 + αS(α, z)

I33(α, z) = S(α, z)

I23(α, z) =
1

2

∂S(α, z)

∂z

I12(α, z) =
α

2

∂S(α, z)

∂z

I22(α, z) =
1

2

∂2S(α, z)

∂z2
+

1

2z

∂S(α, z)

∂z
+

(
1− α2

z2

)
S(α, z)− α

z2

où la fonction S est une série infinie de fonctions de Bessel Jn d’ordre n

S(α, z) =

+∞∑

n=−∞

J2
n(z)

n− α. (1.164)

Dans le cas où z → 0, il peut être plus simple d’utiliser un comportement asympto-
tique de la fonction et ses dérivées

S(α, z � 1) ≈ − 1

α
+

z2

2α(1− α2)

∂S(α, z � 1)

∂z
≈ z

α(1− α2)

∂2S(α, z � 1)

∂z2
≈ z

α(1− α2)
.

1.2 Le milieu interstellaire turbulent

Le plasma interstellaire est magnétisé et turbulent. De fait, il joue un rôle extrêmement
important dans les propriétés du transport du rayonnement cosmique. Il n’existe pas de
théorie de la turbulence car les solutions de l’équation de Navier-Stokes - qui régit la dy-
namique d’un plasma Newtonien visqueux, dont nous effectuons la démonstration - sont
chaotiques. Hormis le traitement de la turbulence via des codes de simulation numérique,
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l’essentiel de la phénoménologie de la turbulence consiste en l’étude des différents mo-
ments de l’équation de Navier-Stokes, systèmes, qui sont accompagnés d’une relation
de fermeture. Dans cette section sont présentées par ordre chronologique l’essentiel des
phénoménologies - dévelopées et acceptées par la communauté - permettant de donner
une description statistique du comportement du plasma dans les différentes phases du
milieu interstellaire.

L’annexe (A.6) présente quelques définitions importantes du formalisme mathématique
sous-jacent à l’étude des systèmes dynamiques chaotiques ainsi que la terminologie qui
sera utilisée dans la suite de l’étude. L’essentiel des résultats présentés sont tirés de
([77]).

1.2.1 Eléments de théorie et modèles de turbulence

1.2.1.1 L’équation de Navier-Stokes

L’équation de Navier-Stokes est la conséquence de la dissipation de l’énergie du mouve-
ment d’un fluide au sein de lui-même et sa transformation en charleur. Ce processus est
thermodynamiquement irréversible et est la conséquence de la viscosité et de la conduc-
tivité thermique du fluide. Dans la suite, nous nous restreignons aux fluides Newtoniens.

Nous rappelons l’équation d’Euler d’un fluide compressible donnée par (1.25)

ρ(x, t)

(
dv(x, t)

dt

)

L

−∇ · T̄(x, t) = 0 (1.165)

où T̄ représente le flux de moment du fluide. Ce dernier peut être décomposé en une
composante de transfert idéale (réversible) et une composante visqueuse (non réversible).
En notation d’Einstein, il se réécrit

Tik = Pδik + ρvivk − σ
′
ik

= −σik + ρvivk (1.166)

où σik = −Pδik +σ
′
ik est appelé tenseur de stress et σ

′
ik est le tenseur de stress visqueux.

Le terme ρvivk correspond aux transferts de moment directement liés à l’inertie du fluide.
La dérivation du tenseur de stress visqueux passe par trois hypothèses fondamentales
sur le comportement du fluide ([131]) :

→ Le processus de friction interne dans un fluide a lieu lorsque les particules du
fluide ont des vitesses différentes les unes des autres. C’est à dire si l’on observe
une divergence non-nulle du champ de vitesse du fluide.

→ Si les gradients de vitesse entre les éléments de fluide sont petits, on peut supposer
que les transferts de moment liés à la viscosité ne dépendent que des dérivées
premières du champ de vitesse.
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→ Le terme σ
′
ik doit s’annuler si le champ de vitesse du fluide est constant, ou encore

si l’ensemble du fluide est en rotation uniforme.

Le tenseur de rang 2 le plus général satisfaisant les conditions ci-dessus est donné par

σ
′
ik = η

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi
− 2

3
δik

∂vl
∂xl

)
+ ζδik

∂vl
∂xl

(1.167)

où les coefficients η et ζ sont appelés coefficients de viscosités et sont généralement
fonction de la pression et de la température du fluide. Cependant, ils n’évoluent pas
notablement et peuvent être considérés comme constants en première approximation.
Finalement le flux de moment se réécrit

Tik = ρvivk + Pδik + η

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi
− 2

3
δik

∂vl
∂xl

)
+ ζδik

∂vl
∂xl

. (1.168)

On en déduit l’équation de Navier-Stokes d’un fluide visqueux compressible

ρ(x, t)

[
∂v(x, t)

∂t
+ (v(x, t) · ∇)v(x, t)

]
= −∇P (x, t) + η∇2v(x, t) (1.169)

+

(
ζ +

1

3
η

)
∇ (∇ · v(x, t)) .

Dans le cas où le fluide est incompressible (∇ · v(x, t) = 0), (1.170) devient

∂v(x, t)

∂t
+ (v(x, t) · ∇)v(x, t) = −1

ρ
∇P (x, t) + ν∇2v(x, t) (1.170)

où ν = η/ρ est appelé viscosité cinétique du fluide. Dans le cas où le fluide est magnétisé
et incompressible, l’équation de Navier-Stokes se résume au système

∂v(x, t)

∂t
+ (v(x, t) · ∇)v(x, t) = −1

ρ
∇P (x, t) +W0(x, t)

+
1

4πρ
(B(x, t) · ∇)B(x, t)

+ ν∇2v(x, t) (1.171)

∂B(x, t)

∂t
+ (v(x, t) · ∇)B(x, t) = (B(x, t) · ∇)v(x, t)

+ η∇2B(x, t) (1.172)

où W0 = B2
0/8πV est la densité d’énergie magnétique. Il est nécessaire de coupler

l’équation de Navier-Stokes incompressible magnétisée à la loi de Faraday (1.172) dans
laquelle nous avons introduit le paramètre de diffusivité magnétique η.

L’équation de Navier-Stokes, à travers son étude dimensionelle, conduit à introduire
des paramètres importants permettrant de caractériser la turbulence
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→ Le nombre de Reynolds cinétique Le nombre de Reynolds cinétique représente
le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses. Il est définit à une
échelle l par

Re(l) =
vrms(l)l

ν
(1.173)

où vrms(l) correspond à la racine carrée de la dispersion de vitesse quadratique
moyenne du fluide mesurée à l’échelle l.

→ Le nombre de Reynolds magnétique Le nombre de Reynolds magnétique
représente le rapport entre les forces d’inertie et la force de diffusivité magnétique.
Il est définit à l’échelle l par

Re(l) =
vrms(l)l

η
. (1.174)

→ Le nombre de Prandl Le nombre de Prandl représente le rapport entre la vis-
cosité cinétique du gaz et la viscosité magnétique η

Pm =
ν

η
. (1.175)

Suivant les propriétés du système, ce nombre permet de dire si la turbulence est
d’origine cinétique ou magnétique.

→ Le nombre de Mach Alfvénique Le nombre de Mach Alfvénique mesure le
rapport entre la dispersion de vitesse du gaz et la célérité caractéristique des ondes
magnétiques dans le plasma turbulent. Il est définit à l’échelle l par

MA =
vrms(l)

VA(l)
(1.176)

où VA correspond à la vitesse d’Alfvén caracteristique.

1.2.1.2 Le modèle de Kolmogorov

Le modèle de Kolmogorov (K41 [123]) propose une vision moderne de la turbulence
stationnaire hydrodynamique dans un fluide non-magnétisé incompressible. Pour cela il
se base sur trois hypothèses importantes concernant les symétries du problème.

H1 Dans la limite des nombres de Reynold infinis, toutes les symétries possibles de
l’équation de Navier-Stokes, généralement brisées par les mécanismes produisant
la turbulence, sont restaurées au sens statistique aux petites échelles et suffisament
loin des frontières.

Soit δv(x, l) = v(x+ l)−v(x) l’incrément de vitesse du fluide entre x et x+ l, alors
H1 suggère que

δv(x+ ρ, l) = δv(x, l) ∀ρ ∈ R (1.177)
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où l � L, L correspondant à l’échelle d’injection de la turbulence et ρ � L
correspond à un déplacement quelconque. Les fluctuations de vitesse du fluide, à
une échelle d’étude fixée, sont isotropes.

H2 En considérant H1, le fluide turbulent est auto-similaire aux petites échelles. Il
possède un unique exposant h.

Il existe un unique réel h ∈ R tel que

δv(x, hl) = λhδv(x, l) ∀λ ∈ R+ (1.178)

où x, l, λl� L. La taille caractéristique des fluctuations de vitesse du fluide obéit
à une loi d’échelle. En particulier, en posant vrms(l) la vitesse caractéristique du
fluide à l’échelle d’étude l, il vient

vrms(l) ∼ vrms(L)

(
l

L

)h
(1.179)

où vrms(L) correspond à la vitesse caractéristique du fluide à l’échelle d’injection
de la turbulence.

H3 En considérant H1, le fluide turbulent possède un taux de dissipation de l’énergie
par unité de masse et de temps ε fini et constant à toutes les échelles l� L.

A partir d’une analyse dimensionnelle de l’équation de Navier-Stokes (1.170), on
peut en déduire l’expression de la moyenne quadratique des fluctuations de vitesse
à l’échelle l 〈

(δv(l))2
〉

= Cε2hl2h (1.180)

où C est une constante (à priori universelle, néamoins discutée par Landau [131]).
[77] (Chapitre 6.3.1) montre que h = 1/3 est la seule valeur possible.

En supposant que le spectre d’énergie des fluctuations spatiales du champ de vitesse
obéit à une loi de puissance, on en déduit

E1D(k) = CKolε
2/3k−5/3 (1.181)

où CKol ≈ 1.5 (expérimentalement) est la constante de Kolmogorov. Une conséquence
du taux de dissipation de l’énergie ε est qu’il existe une échelle ld à partir de laquelle les
forces visqueuses deviennent supérieures aux forces d’inertie de la turbulence (Re(ld) ≈
1). En utilisant H3 et H2 on en déduit l’échelle de dissipation de la turbulence

ld = ν3/4ε−1/4 = LRe(L)−3/4. (1.182)

On qualifie cet effet de dissipation de l’énergie depuis l’échelle d’injection L vers l’échelle
de dissipation ld de cascade turbulente, où encore cascade de Richardson [182]. Expérimentalement,
on montre que la cascade d’énergie s’opère par l’intermédiaire de structures tourbillion-
naires autosimilaires. Dans le cas de la turbulence hydrodynamique de Kolmogorov, les
vortex sont parfaitement isotropes.
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1.2.1.3 Le modèle de Iroshnikov-Kraichnan

Kraichnan (1965) [124] et Iroshnikov (1963) [112] se sont penchés sur le problème de la
turbulence magnétohydrodynamique incompressible et raffinent le modèle proposé par
Kolmogorov de turbulence hydrodynamique.

On peut réécrire l’équation de Navier-Stokes (1.171) du fluide magnétique incom-
pressible en décomposant le champ magnétique en une composante uniforme et une
composante perturbée

B = B0 + δB (1.183)

et l’on introduit les variables de Elsässer

z± = v ± b (1.184)

où b = δB/
√

4πρ et v correspond à la vitesse du fluide. En supposant que la composante
uniforme du champ magnétique est alignée suivant un axe x, nous obtenons

∂z±

∂t
∓ VA

∂z±

∂x
+ (z∓ · ∇)z± = −∇(P +W0) + ν+∇2z± + ν−∇2z∓ (1.185)

où ν± = (ν ± η)/2 et VA = B0/
√

4πρ. Le système d’équations (1.185) est une réécriture
du système d’équations (1.171 et 1.172) où les fonctions aléatoires z± sont une com-
binaison linéaire des perturbations de vitesse cinétique du fluide et des perturbations
de vitesse Alfvénique du fluide. Le modèle de Kraichnan-Iroshnikov suggère de traiter
séparémént l’aspect cinétique de l’aspect magnétique de la turbulence. En particulier, il
est possible de définir séparément un spectre d’énergie E(k) des pertubations d’origine
cinétique et un spectre d’énergie F (k) des perturbations d’origine magnétique. On peut
alors définir à partir de la relation (A.105)

1

2
v2

0 =

∫ ∞

0
E(k) dk (1.186)

1

2
b20 =

∫ ∞

0
F (k) dk (1.187)

où v2
0 =

〈
v2
〉

et b20 =
〈
b2
〉

correspondent aux moyennes d’ensemble des vitesses du
fluide et d’Alfvén respectivement. Le modèle de Kraichnan-Iroshnikov est basé sur deux
hypothèses essentielles

H1 Il existe un intervalle d’échelle l = k−1 tel que : presque toutes les contributions à
v0 et b0 sont issues des échelles supérieures; presque toute la dissipation en chaleur
se fait aux échelles inférieures; les densités d’énergie cinétique et magnétique dans
l’intervalle considéré sont faibles par rapport aux énergies v2

0 et b20; les cascades
d’énergie à l’interieur de l’intervalle d’échelle sont locales dans le sens où les trans-
ferts directs d’énergie entre deux échelles très différentes sont négligeables.
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H2 L’énergie turbulente est équirépartie entre l’aspect cinétique et magnétique dans
l’intervalle d’échelle l de l’hypothèse H1. La cascade turbulente résulte des pertes
d’énergie liées aux collisions locales entre les perturbations voyageant dans des
directions opposées.

E(k) = F (k) (1.188)

Motivons l’hypothèse H2. Supposons deux paquets ondes magnétiques se pro-
gageant dans des directions opposées. La fonction de correlation 〈z+ · z−〉 à une
échelle donnée k est relaxée en un temps de l’ordre de

τc ∼ (b0k)−1. (1.189)

Durant l’intervalle de temps τc dans lequel 〈z+ · z−〉 6= 0, des interactions non-
linéaires peuvent être produites. Cependant, H1 suggère que ces distorsions sont
négligeables. On peut alors considérer que les paquets d’ondes diffusent faiblement
et sont presque décorrélés. Par définition des variables d’Elsässer, l’hypothèse H2

montre l’equipartition en première approximation.

Kraichnan-Iroshnikov montrent que le taux de transfert d’énergie par unité de masse et
de temps est proportionnel au temps de décorrelation de deux paquets d’onde

ε ∝ τc = (b0k)−1. (1.190)

Par analyse dimensionelle et en considérant les hypothèses H1 et H2 en découle que les
spectres d’énergie cinétique et magnétique sont donnés par

E(k) = F (k) = CKI(εb0)1/2k−3/2 (1.191)

où CKI ≈
√

2/7 est une constante. La cascade turbulente du modèle d’Iroshnikov-
Kraichnan est isotrope bien que la présence d’un champ magnétique suggère une direction
de transfert d’énergie privilégiée. Goldreich et Sridhar [215] montrent en particulier que
la présence d’un champ magnétique uniforme implique nécéssairement une turbulence
anisotrope.

1.2.1.4 Modèle de turbulence MHD incompressible

Dans cette section, nous résumons le modèle de Goldreich & Sridhar (1995, GS95) [215]
en intégrant les travaux de reformulation du modèle de Lazarian & Vishniac (1999, LV99)
[139]. Le présent modèle traite de la turbulence MHD incompressible en s’appuyant sur
les approches de Kolmogorov et de Iroshnikov-Kraichnan. Dans ce modèle, les échelles
perpendiculaires k⊥ et parallèle k‖ aux lignes de champ magnétique non-perturbées sont
dissociées de telle manière que la turbulence cascade anisotropiquement. De plus, nous
considérons que la turbulence est isotrope à l’échelle d’injection ie. L = L‖ = L⊥.

Les composantes HD et magnétique de la turbulence obéissent à une condition de
balance critique qui fait intervenir les taux de cascade perpendiculaire τc,⊥ et parallèles
τc,‖ et qui est donnée par
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τc,⊥ ≈ τc,‖ (1.192)

où τc,⊥ ≈ (k⊥v(l))−1 représente le taux de cascade hydrodynamique et τc,‖ ≈ (k‖VA(l))−1

représente le taux de cascade magnétique. v(l) correspond à la racine carrée de la valeur
quadratique de la fonction de dispersion de la vitesse HD et VA(l) à la vitesse de phase
des perturbations parallèles au champ magnétique. La relation (1.192) nous apprend
que lorsque k‖ � k⊥, la turbulence est essentiellement HD (v(l)/VA(l) � 1) et le taux
d’isotropie des tourbillons augmente2 tandis que lorsque k⊥ � k‖, la turbulence est
dominée par les perturbations magnétiques (v(l)/VA(l)� 1) et le taux d’anisotropie des
tourbillons augmente3.

A partir de la définition du taux de perte relatif d’énergie à chaque interaction à
l’échelle l, ζl = ∆E/E, Goldreich & Sridhar introduisent le concept de turbulence faible
et forte. En effet, on peut montrer que

ζl ≈
v(l)k⊥
VA(l)k‖

(1.193)

représente le taux de non-linéarité de l’interaction entre deux paquets d’onde qui se
croisent. En particulier, ζ−2

l représente le nombre de collisions nécessaires pour déformer
un paquet d’onde. On parle de turbulence faible lorsque ζ−2

l � 1 et de turbulence forte
si une seule interaction suffit à déformer le paquet d’onde ζ−2

l ≈ 1

Dans le régime de turbulence sub-Alfvénique (MA(L) < 1), entre l’échelle d’injection
L et LMA(L)2, le taux de cascade turbulent est faible (ζl � 1) et le taux de transfert
d’énergie par unité de masse et de temps est donné par [138]

ε ≈ v(L)4

VA(L)L
(1.194)

où v(l) = v(L)(l⊥/L)1/2. Il est important de noter l’absence de cascade parallèlement
aux lignes de champ magnétique dans le régime de faible interaction, l‖ = L. Le spectre
d’énergie est alors donné par [84] [85]

E(k) ∝ k−2
⊥ . (1.195)

L’échelle ltrans = LMA(L)2 marque la transition entre les régimes de turbulence faible
et de forte turbulence et correspond exactement à la balance critique ζltrans = 1. Aux
échelles inférieures, le taux de cascade forte est donné par

ε ≈ v(ltrans)
3

ltrans
=
v(l)3

l
(1.196)

2Le régime de turbulence est qualifié de super-Alfvénique : MA(l) = v(l)/VA(l)� 1
3Le régime de turbulence est qualifié de sub-Alfvénique : MA(l) = v(l)/VA(l)� 1
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et correspond à une cascade de type Kolmogorov dans la direction perpendiculaire aux
lignes de champ magnétique. La dispersion de vitesse caractéristique est donnée par

v(l) = v(L)

(
l⊥
L

)1/3

MA(L). (1.197)

Le spectre d’énergie est donc le même que celui d’une turbulence de type Kolmogorov

E(k) ∝ k−5/3
⊥ . (1.198)

La relation entre l’échelle parallèle l‖ et perpendiculaire l⊥ est donnée par

l‖ ≈ L
(
l⊥
L

)2/3

M−4/3
A (L). (1.199)

Dans le régime super-Alfvénique (MA(L) > 1), entre l’échelle d’injection L et ltrans =
LMA(L)−3, le taux de cascade turbulente est faible (ζl � 1). La turbulence obéit au
modèle de Kolmogorov et cascade de manière isotrope k‖ = k⊥. Le taux de transfert
d’énergie est donné par

ε ≈ v(L)3

L
=
v(l)3

l
(1.200)

où v(l) = v(L)(l/L)1/3. Le spectre d’énergie est donné par

E(k) ∝ k−5/3. (1.201)

En régime de turbulence forte (ζl ≈ 1), la turbulence obéit à nouveau au modèle de
GS95. L’ensemble de la phénoménologie est résumée dans le tableau (1.2).

1.2.1.5 Modèle de turbulence MHD compressible

Il n’existe pas de phénoménologie basée sur l’étude des équations de Navier-Stokes en
turbulence MHD compressible. L’essentiel des travaux sont basés sur des simulations
numériques 2D ou 3D. Notre description est basée sur les travaux de Cho & Lazarian
(2002 [33], 2003 [34]). La discussion qui suit est illustrée par la figure (1.4) et le tableau
(1.3).

Considérons un fluide MHD incompressible isotherme. Nous avons montré (voir
section 1.1.3) qu’il existe 3 modes principaux de propagation des perturbations dans un
plasma :

→ Les modes d’Alfvén dont la perturbation du champ de vitesse δvA est orthogonale
au plan (k−B0) c’est à dire collinéaire au vecteur ζA ∝ k⊥×k‖ (relativement au
champ magnétique moyen B0).
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MA(L) < 1 MA(L) > 1

ζl � 1 LV99 Kolmogorov
k‖ = L−1 k‖ = k⊥

v(l) v(L)
(
l⊥
L

)1/2
v(L)

(
l
L

)1/3

E(k) ∝ k−2
⊥ ∝ k−5/3

τ−1
c ≈ v(L)k

−1/2
⊥ kL1/2 ≈ k2/3L−1/3v(L)

Transition ltrans = LMA(L)2 ltrans = LM3
A

ζl ≈ 1 GS95 GS95

k‖ ≈ L−1/3MA(L)4/3k
2/3
⊥ k‖ ≈ L−1/3MA(L)4/3k

2/3
⊥

v(l) v(L)
(
l⊥
L

)1/3
MA(L) v(L)

(
l⊥
L

)1/3
MA(L)

E(k) ∝ k−5/3 ∝ k−5/3

τ−1
c ≈ k2/3

⊥ L−1/3v(L)MA(L)1/3 ≈ k2/3
⊥ L−1/3v(L)

Table 1.2: Tableau récapitulatif de la phénoménologie de la turbulence MHD incom-
pressible à partir des travaux de Goldreich & Sridhar (1995) [215], Lazarian & Vishniac
(1999) [139] et Kolmogorov (1941) [123].

→ Les modes magnétosoniques dont la perturbation du champ de vitesse δvMS se
trouve dans le plan (k−B0) et qui peut se décomposer dans une base orthogonale
rapide-lente (ζF, ζS) qui s’exprime en fonction des vecteurs de base (k‖,k⊥)

ζF ∝ 1−
√
D + β/2

1 +
√
D − β/2

[
k⊥
k‖

]2

k‖ + k⊥

ζS ∝ k‖ +
1−
√
D − β/2

1 +
√
D + β/2

[
k‖

k⊥

]2

k⊥

où D = (1 + β/2)2 − 2β cos2 θ et β = Pg/W0 est une valeur moyenne exprimant
le rapport des forces de pression cinétique et magnétique du gaz. θ correspond à
l’angle entre le vecteur d’onde k et le champ magnétique moyen B0.

Les études numériques de la turbulence MHD compressibles consistent essentiellement à
dériver les lois d’échelles régissant les perturbations du champ de vitesse δv(l) préalablement
décomposé dans la base (ζA, ζF, ζS). Dans le cas où β � 1 et MS(L) = v(L)/VS < 1,
la turbulence obéit aux lois d’échelles déduites par le modèle GS95 et Kolmogorov d’un
plasma magnétisé incompressible. Les modes magnétosoniques lents sont couplés aux
modes d’Alfvén et suivent donc le même comportement. Dans ce régime, on les qualifie
de modes pseudo-Alfvénique. En revanche, les modes magnétosoniques rapides suivent
un comportement différent et obéissent aux lois du modèle IK.
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Slow Fast

β � 1 GS95 IK

k‖ ∝ k2/3
⊥ k‖ ∝ k⊥

E(k) ∝ k−5/3 ∝ k−3/2

τ−1
c ≈ τ−1

c alfvénique ≈
(
k
L

)1/2 v(L)2

VF(L)

β � 1 Kolmogorov IK
k‖ ∝ k⊥ k‖ ∝ k⊥

E(k) ∝ k−3/2 ∝ k−3/2

τ−1
c ≈ k2/3L−1/3v(L) ≈ k2/3L−1/3v(L)

Table 1.3: Tableau récapitulatif de la phénoménologie de la turbulence MHD com-
pressible sub-Alfvénique dans les cas (β � 1, MS(L)/MA(L) < 1) et (β � 1,
MS(L)/MA(L) > 1) à partir des travaux de Goldreich & Sridhar (1995) [215], Kol-
mogorov (1941) [123], Iroshnikov [112] & Kraichnan [124] issue des études numériques
de Cho & Lazarian (2002 [33], 2003 [34]) et de l’étude de Yan & Lazarian (2004) [240].

Dans le cas où β � 1 et MS > 1, la turbulence est hydrodynamique compressible.
Peu d’études se sont penchées sur le sujet, ce est discuté par Kim & Ryu (2005) [119].

Dans le cas où β � 1, MA < 1 et MS >MA, ce qui est généralement le cas dans
dans le milieu interstellaire, les modes d’Alfvén et magnétosoniques lents obéissent au
modèle GS95 tandis que les modes magnétosoniques rapides obéissent au modèle IK.

Dans le cas où MA > 1 et MA/MS > 1, la turbulence fait intervenir des chocs
générant ainsi des champs magnétiques suffisament forts pour retrouver une valeur
MA ≈ 1 [32].

1.2.1.6 Effet des collisions ions-neutres

Xu et al. (2016) [238] ont étudié l’effet de l’amortissement de la turbulence MHD incom-
pressible et compressible dans les plasmas partiellement ionisés, en incluant l’effet de la
viscosité des neutres νn. Leur travail montre en particulier, qu’il existe une connexion
entre l’échelle d’amortissement de la turbulence MHD kdam et l’échelle de coupure des
modes MHD kdec,ni/in qui sont liées aux deux régimes d’interaction des fluides de neutres
et d’ions dans l’approche MHD bi-fluide (voir section 1.1.4).

L’échelle de coupure de la turbulence est obtenue en égalisant le taux d’amortissement
des modes MHD |ωI | qui résulte des solutions des relations de dispersion MHD bi-fluide
dans l’approximation de faible amortissement (voir équations 2.3 - 2.11 pour les modes
d’Alfvén et équation 57 de Soler et al. 2013 [211] pour les modes magnétosoniques),
avec le taux de cascade de la turbulence τ−1

c du mode considéré (voir table 1.2 pour
les modes d’Alfvén et 1.3 pour les modes magnétosoniques). Dans le cas des modes
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Figure 1.4: La figure tirée de [31] représente les différents régimes de turbulence en
fonction des paramètres moyens du plasma à l’échelle d’injection : V/V tot

A = MA(L),
V tot

A /a = MS(L)/MA(L). La zone hachurée correspond à l’étude faite par Cho &
Lazarian (2002) [33].
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d’Alfvén, l’échelle de coupure de la turbulence est donnée par

kdam,‖ =
−
(
νn +

V 2
Ai
νin

)
+

√(
νn +

V 2
Ai
νin

)2
+

8VAνnLM−4
A

ξn

2νnLM−4
A

(1.202)

kA
dam = kdam,‖

√
1 + LM−4

A kdam,‖ (1.203)

en régime sub-Alfvénique et

kdam,‖ =
−
(
νn +

V 2
Ai
νin

)
+

√(
νn +

V 2
Ai
νin

)2
+ 8VAνnlA

ξn

2νnlA
(1.204)

kA
dam = kdam,‖

√
1 + lAkdam,‖ (1.205)

lA = LM−3
A (1.206)

en régime super-Alfvénique. VA et VAi correspondent respectivement à la vitesse d’Alfvén
totale et des ions, νn correspond à la viscosité cinétique des neutres et ξn = ρn/(ρn +ρi)
correspond à la fraction de masse des neutres dans le plasma. Dans le cas des modes
rapides, pour toutes les valeurs de β l’échelle de coupure est donnée par

kF
dam = l

−1/3
A

(
2νniV

2
A(V 2

S + V 2
A − 2V 2

F )

VF

[
ξnV 2

A(V 2
S − V 2

F ) + ξiV 2
S V

2
F

]
)2/3

(1.207)

en régime super-Alfvénique et

kF
dam = L−1/3

(
2νniV

2
A(V 2

S + V 2
A − 2V 2

F )

VF

[
ξnV 2

A(V 2
S − V 2

F ) + ξiV 2
S V

2
F

]
)2/3

(1.208)

en régime sub-Alfvénique où

VF =





√
1
2(V 2

S + V 2
A) + 1

2

√
(V 2

S + V 2
A)2 − 4V 2

S V
2

A cos2 θ ωF
R � νni√

1
2(V 2

Si + V 2
Ai) + 1

2

√
(V 2

Si + V 2
Ai)

2 − 4V 2
SiV

2
Ai cos2 θ ωF

R � νin

(1.209)

correspond à la vitesse des ondes magnétosoniques rapides dans les régimes de fort et
faible couplage respectivement et

VS =
√
V 2

Siξi + V 2
Snξn (1.210)

correspond à la vitesse du son effective dans le régime de fort couplage. De par les
propriétés de la cascade turbulente des modes lents, leur échelle de coupure dans les
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plasmas faiblement ionisés dépend de l’échelle de coupure de la turbulence Alfvénique.
On a alors, pour les modes lents, en régime super-Alfvénique et si 1/kA

dam < LM3
A,

l’échelle de coupure

kS
dam = min

[(
2νni
VSξn

)3/4

L−1/4M3/4
A ,

(
2νni
ξn

)3/2

L1/2V
−3/2
L

]
(1.211)

et

kS
dam = min

[(
2νni
VSξn

)3/4

L−1/4MA,

(
2νni
ξn

)3/2

L1/2V
−3/2
L M−1/2

A

]
(1.212)

en régime sub-Alfvénique et pour 1/kA
dam < LM2

A.

1.2.2 Mesures de la turbulence interstellaire

Il existe différentes méthodes pour mesurer l’intensité et la direction de la turbulence
magnétique dans le milieu interstellaire [67] :

→ Rayonnement synchrotron des électrons : De part leur rapport masse/charge
électrique faible, les électrons sont extrêmement sensibles au champ magnétique et
perdent une bonne partie de leur énergie sous forme de rayonnement synchrotron.
Une distribution en énergie des électrons de la forme N(E) ∝ E−α se déplaçant
dans un champ magnétique B = B‖e‖+B⊥e⊥ où B⊥ est la composante perpendic-
ulaire du champ magnétique par rapport à la ligne de visée, conduit à une émissivité

synchrotron de la forme ε ∝ B
(α+1)/2
⊥ . L’indice spectral α d’émission synchrotron

de la galaxie vaut environ α ∼ 2.8 [14]. L’intensité du champ magnétique peut alors
être retrouvée en considérant que les rayons cosmiques et le champ magnétique sont
en équipartition et en connaissant le rapport entre la pression des électrons et des
protons dans le milieu interstellaire.

→ Rotation de Faraday : Lorsque la lumière linéairement polarisée pénètre dans
un milieu ionisé, la direction de polarisation de cette dernière est changée d’un
angle ∆θ = λ2RM par les électrons baignés dans le champ magnétique. λ cor-
respond à la longueur d’onde de la lumière tandis que RM = 0.81

∫ D
0 neB‖ ds

correspond à la mesure de la rotation où l’intégrale correspond au chemin optique
de la lumière, ne est la densité d’électrons et B‖ correspond à la projection de
la composante parallèle du champ magnétique dans le plan perpendiculaire à la
ligne de visée. L’estimation de l’intensité du champ magnétique nécessite alors de
connaitre la densité de colonne des électrons DM =

∫ D
0 ne ds. Il suffit alors de

résoudre RM/DM ≈ 0.81
〈
B‖ne

〉
/ 〈ne〉 [177].

→ Polarisation de la poussière : La poussière interstellaire est constituée de grains
de tailles allant de la fraction de nanomètre à quelques dizièmes de microns. Ces
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grains sont alignés avec le champ magnétique parfaitement ou imparfaitement et
absorbent et diffusent la lumière stellaire non polarisée, de manière plus efficace
quand la polarisation est parallèle à leur grand axe quand elle lui est perpendic-
ulaire créant ainsi un excès de polarisation parallèle au champ magnétique [56]
[136]. Ils réemettent de la lumière infrarouge polarisée perpendiculairement par
rapport au champ magnétique. Dans les milieux partiellement ionisés, la disper-
sion de direction de polarisation permet, sur la base d’une mesure de la largeur
des raies moléculaires caractérisant la turbulence locale, d’estimer l’amplitude du
champ magnétique perpendiculaire à la ligne de visée [44] [35].

→ Rayonnement optique diffus de la poussière : Miville-Deschênes et al. (2016)
[156] ont réalisé une mesure du spectre de la turbulence non-magnétisée sur plus
de quatre ordres de grandeur d’échelle à l’aide de méthodes d’imagerie optique
détaillées qui peuvent être utilisées comme traçeurs de cascades turbulentes dans
le milieu interstellaire diffus et ce jusqu’à des champs de vue de l’ordre de l’arc
seconde. Ils présentent une analyse du spectre de puissance de la densité de colonne
de poussière d’un cirrus diffus à haute latitude galactique (l ≈ 198◦, b ≈ 32◦) et
montrent que le champ turbulent peut être décrit avec une simple loi de puissance
de 0.01 à 50 pc. Par ailleurs ils obtiennent un indice spectral de l’ordre de −3
compatible avec les attentes d’un MIS thermiquement bi-stable et turbulent (voir
leur figure 3).

→ Effet Zeeman : Tout atome ou molécule plongée dans un champ magnétique ex-
terne voit ses niveaux d’énergie électroniques subdivisés d’une quantité ±µBB où
µB = e~/2me dans le cas où le champ magnétique est peu intense. Ceci affecte donc
l’énergie des photons émis par les transitions électroniques dont la polarisation est
circulaire tandis que le milieu ambient est considéré comme linéairement polarisé.
L’étude des paramètres de Stokes V des composantes Zeeman découpées dépend
de l’intensité de la composante parallèle du champ magnétique [44]. Crutcher &
Kemball (2019) [45] ont utilisé l’effet Zeeman comme méthode de mesure directe
de l’intensité du champ magnétique dans les zones de formation d’étoiles à partir
de cinq espèces chimiques : HI, OH, CN, CH3OH et H2O dont les densités vont
de ∼ 10 cm−3 à ∼ 1010 cm−3 leur permettant ainsi de sonder toute les densités
de nuage moléculaire. Ils suggèrent qu’à faible densité la pression gravitationnelle
est indépendante de la densité du nuage. En revanche, lorsque la densité avoi-
sine les nT = 300 cm−3, le nuage moléculaire devient auto-gravitant et le champ
magnétique en son sein augmente en B ∝ n0

T.5.

Des mesures de la dispersion de la polarisation de l’émission synchrotron de 3 régions de
M51 révèlent d’importantes propriétés des champs magnétiques à grande échelle dans les
galaxies spirales [107]. Le niveau de turbulence est de l’ordre de δB/B0 ∼ 1. Des mesures
en polarisation stellaire (Jones 1989 [117]) et submillimétriques (Collaboration Planck
2018 [37]) donnent le même résultat. La longueur de correlation du champ magnétique
est de l’ordre de l⊥ ∼ 58 pc tandis que l’anisotropie vaut l‖/l⊥ ∼ 1.8 ce qui suggère une
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turbulence forte ζl ≈ 1 dans le modèle GS95. Une étude complémentaire de M51 montre
que le champ magnétique dans le halo galactique est de l’ordre de 4 − 6µG et isotrope
et 10 − 15µG dans le plan galactique et parallèle aux bras spiraux [204]. Dans la voie
lactée, le champ magnétique mesuré est de l’ordre de ∼ 10µG dans le plan galactique
et décroit très rapidement à des valeurs inférieures à 5µG dès lors qu’on s’éloigne de
15 kpc par rapport au plan galactique [233]. Dans les zones de formation d’étoiles, le
champ magnétique turbulent est de l’ordre de 50 − 100µG mais il dépend également

de la densité en n
0.5−2/3
H . Des travaux dans le milieu interstellaire diffus local révèlent

que la turbulence est de type Kolmogorov aux échelles supérieures à 10−6 pc [7] [155].
Des études supplémentaires notament de la dispersion de vitesse du gaz suggèrent que
l’échelle d’injection de la turbulence dans les phases diffuses est de l’ordre de 100 pc [30]
et dont les sources sont possiblement les supernovae. Dans les phases WIM, le turbulence
est essentiellement trans-sonique MS < 2 et les valeurs typiques de la vitesse d’Alfvén
sont du même ordre que la vitesse du son dans le gaz VS ∼ 10 km/s [191]. Dans les
phases diffuses faiblement ionisées CNM et WNM, la dispersion de vitesse du gaz est
respectivement de l’ordre de ∼ 2.8 km/s et ∼ 10 km/s. Le champ magnétique est de
l’ordre de 5−6µG et la turbulence est légèrement super-Alfvénique dans le CNMMA ∼ 3
et légèrement sub-Alfvénique dans le WNMMA ≤ 1 [97]. Dans les phases moléculaires,
les niveaux de turbulence sont plus élevés que dans les milieux diffus. Tandis qu’aux
grandes échelles (> 1 pc) les lignes de champs sont correlées avec les bras spiraux, aux
plus petites échelles, les lignes de champ sont essentiellement correlées à la structure des
nuages moléculaires. En 2016, la collaboration Planck apporte un éclairage entièrement
nouveau : aux hautes latitudes, dans le MIS très diffus, les lignes de champ magnétiques
ordonnées semblent parallèles aux filaments de gaz tandis que dans les nuages denses le
champ magnétique a tendance à être orienté perpendiculairement aux filaments [175].
Des observations de polarisation de la poussière dans trois zones de formation d’étoiles
montrent des niveaux de turbulence de l’ordre de δB/B0 ∼ 0.8 [108] où B0 est de l’ordre
du micro gauss et ce avec des longueurs de correlation de quelques milliparsecs. La
turbulence aux petites échelles tend à être sub-Alfvénique mais il n’est pas exclu d’avoir
des secteurs super-Alfvéniques dans les coeurs denses [169].

1.3 Transport du rayonnement cosmique en turbulence faible

Il a été montré que le rayonnement cosmique joue un rôle très important dans la dy-
namique de la galaxie. En particulier, il existe un lien exigu entre la turbulence dans le
milieu interstellaire et les propriétés de transport du rayonnement cosmique. Dans cette
section nous présentons une manière de résoudre le transport du rayonnement cosmique
dans un milieu à faibles niveaux de turbulence. La théorie quasi-linéaire du transport
du rayonnement cosmique suggère que les particules chargées qui se déplacent le long
des lignes de champ magnétique ordonné voient leur centre guide et leur angle d’attaque
faiblement perturbés par de petites variations du champ magnétique. Il en résulte une
modification macroscopique de la fonction de distribution du rayonnement cosmique qui
se caractérise en particulier par un effet de diffusion resultant des collisions rayon cos-
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mique - perturbations magnétiques successives. L’équation de transport qui est dérivée
constitue la base de toute étude théorique faisant intervenir le rayonnement cosmique
dans le milieu interstellaire. Il a également été montré que la turbulence interstellaire
est aussi affectée par la présence du rayonnement cosmique. Dans cette section nous
montrons comment les rayons cosmiques contribuent à la turbulence dans le plasma et
les effets qui en découlent.

1.3.1 Equation de Fokker-Planck en théorie quasi-linéaire

Dans cette sous-section, nous dérivons l’expression de l’équation de Fokker-Planck du
transport du rayonnement cosmique dans un plasma faiblement perturbé dans l’approximation
quasi-linéaire du transport. Nous résumons l’approche de Schlickeiser (2002 [194] chapitre
12). Démarrons de l’expression de l’équation de Vlasov relativiste appliquée à une fonc-
tion de distribution fa(x,p, t) de rayons cosmiques d’espèce a

∂fa
∂t

+ v · ∂fa
∂x

+
∂p

∂t
· ∂fa
∂p

= Sa(x,p, t) (1.213)

où Sa(x,p, t) correspond a une source externe de rayonnement cosmique d’espèce a.
Chaque particule obéit aux équations du mouvement suivantes

∂p

∂t
= qa

[
ET (x, t) +

v×BT (x, t)

c

]
(1.214)

∂x

∂t
= v =

p

γma
(1.215)

où

BT = B0 + δB(x, t) (1.216)

ET = δE(x, t) (1.217)

représentent respectivement le champ magnétique et le champ électrique totaux qui sont
décomposés en une composante non-perturbée constante et une composante perturbée
de faible amplitude. La conductivité électrique des plasmas du milieu interstellaire
est suffisament importante pour nous permettre de négliger la présence d’un champ
électrique moyen. De plus nous considérons que le champ magnétique moyen est dirigé
suivant un axe arbitraire z : B0 = B0ez. Etant chargées électriquement, les rayons
cosmiques interagissent avec le champ magnétique moyen B0 par l’intermédiaire de la
force de Lorentz : ∂v/∂t = (qa/γmac)v×B0, et effectuent un mouvement conservé de
gyration autour de la ligne de champ magnétique B0. Pour des raisons de symétrie, il
est donc plus intéressant d’étudier les mouvements du centre guide de chaque particule
chargée, qui cöıncide avec la ligne de champ magnétique B0 dans le cas d’un plasma
non-perturbé, mais qui peut présenter des fluctuations dans le cas où les perturbations
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du champ magnétique sont non-nulles. Tandis que les coordonnées d’un rayon cosmique
sont données par

x = (x, y, z), (1.218)

les coordonnées du centre guide sont données par

R = (X,Y, Z) (1.219)

= x +
v× ez
εaΩa

(1.220)

où εa = qa/|qa| correspond au signe de la charge électrique et Ωa = Ω0a/γ où Ω0a est la
gyrofréquence classique définie par (1.159). Il est également utile de décrire le moment
p des particules dans le système des coordonnées sphériques (p, µ,Φ) tel que

px = p cos Φ
√

1− µ2 (1.221)

py = p sin Φ
√

1− µ2 (1.222)

pz = pµ (1.223)

où p =
√
p2
x + p2

y + p2
z correspond à la norme du moment des particules, µ = cos θ où

cos θ = p ·B0/pB0 est le cosinus de l’angle d’attaque θ de la particule et Φ correspond à
la position angulaire de la particule dans le plan (px, py). Le vecteur position du centre
guide (X,Y, Z) se réécrit alors, en fonction du vecteur position-moment de la particule
(x, y, z, p, µ,Φ)

X = x+
v
√

1− µ2

εaΩa
sin Φ

Y = y − v
√

1− µ2

εaΩa
cos Φ (1.224)

Z = z.

Dans le nouveau système de coordonnées, on peut montrer que l’équation de Vlasov
(voir annexe A.4) devient

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+Gµ
∂fa
∂Xµ

+
1

h

∂

∂Xµ
[hgµfa] = Sa (1.225)

où h = det(∂Z/∂X) = −p2. Les termes en Gxσ sont donnés par
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Gp = 0 (1.226)

Gµ = 0 (1.227)

GΦ = −εΩ (1.228)

GX = v
√

1− µ2 cos Φ (1.229)

GY = v
√

1− µ2 sin Φ (1.230)

GZ = µv (1.231)

(1.232)

et les termes gxσ sont donnés par

gp =
εΩpc

vB0

[
µδE‖ +

√
1− µ2

2

(
δELe

−iΦ + δERe
iΦ
)
]

gµ =
εΩ
√

1− µ2

B0

[
c

v

√
1− µ2δE‖ +

i√
2

[
eiΦ
(
δBR + iµ

c

v
δER

)
− e−iΦ

(
δBL − iµ

c

v
δEL

)]]

gΦ = −εΩ
δB‖

B0
+

εΩ√
2(1− µ2)B0

[
eiΦ
(
µδBR +

ic

v
δER

)
+ e−iΦ

(
µδBL −

ic

v
δEL

)]
(1.233)

gX = −v
√

1− µ2 cos Φ
δB‖

B0
+

ic√
2B0

[
δER − δEL −

iµv

c
(δBL + δBR)

]

gY = −v
√

1− µ2 ∼ Φ
B‖

B0
− c√

2B0

[
δEL + δER +

iµv

c
(δBL − δBR)

]

gZ = 0

où l’on a utilisé les relations

δBL,R =
1√
2

(δBx ± iδBy)

δB‖ = δBz

δB⊥ =
1√
2

(
δBLe

−iΦ + δBRe
iΦ
)

δEL,R =
1√
2

(δEx ± iδEy)

δE‖ = δEz

δE⊥ =
1√
2

(
δELe

−iΦ + δERe
iΦ
)
.

Les coefficients gxσ correspondent aux termes de force généralisée qui tiennent compte
des fluctuations aléatoires du champ électromagnétique perturbé. En particulier, si les
termes gxσ sont nuls, nous retrouvons les solutions de l’équation de Vlasov dans le cas
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d’un champ magnétique constant que l’on qualifie d’orbites non-perturbées. Les termes
δBL,R et δEL,R représentent les composantes polarisées gauche et droite du champ EM.
Nous observons que la fonction de distribution fa se développe d’une manière irrégulière
sous l’influence des coefficients gxσ . Il est possible de discuter de l’évolution de fa à
partir d’une étude des propriétés statistiques des termes gxσ .

Considérons un ensemble de fonctions de distribution fa toutes égales à t = t0 et
évoluant indépendament les unes des autres en fonction des valeurs aléatoires des champs
de force pertubés et différents d’une réalisation à l’autre, mais identiques en moyenne
statistique. Nous définissons dans un premier temps la moyenne d’ensemble de la fonc-
tion fa par

Fa = 〈fa〉 (1.234)

ainsi que les perturbations de la fonction fa;

δfa = 〈fa〉 − Fa. (1.235)

La moyenne d’ensemble de l’équation (1.225) est donnée par

∂Fa
∂t

+Gµ
∂Fa
∂Xµ

+
1

h

∂

∂Xµ
(h 〈gµδfa〉) = 0, (1.236)

tandis que l’équation des perturbations de la fonction de distribution est donnée par

∂δfa
∂t

+Gµ
∂δfa
∂Xµ

+ gµ
∂Fa
∂Xµ

= −gµ
∂δfa
∂Xµ

+

〈
gµ
∂δfa
∂Xµ

〉
. (1.237)

Il est possible de résoudre de manière perturbative l’équation (1.237). Pour cela on
peut exprimer δfa comme une expansion en série du paramètre g(t− t0) qui représente
l’amplitude des perturbations du champ de force.

δfa =

+∞∑

n=0

δf (n)
a [g(t− t0)]n. (1.238)

En injectant cette forme dans l’équation (1.237) on obtient un système d’équations infini

∂δf
(0)
a

∂t
+Gµ

∂δf
(0)
a

∂Xµ
= 0 (1.239)

∂δf
(1)
a

∂t
+Gµ

∂δf
(1)
a

∂Xµ
= −gµ

∂Fa
∂Xµ

− gµ
∂δf

(0)
a

∂Xµ
+

〈
gµ
∂δf

(0)
a

∂Xµ

〉
(1.240)

... (1.241)

En intégrant le long de la caracteristique Xσ l’équation (1.240) sur l’intervalle [t0, t], en
multipliant par gµ et en moyennant l’ensemble on obtient
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〈gµδfa〉 = −
∫ t

t0

dt
′
〈
gµ(Xσ, t)gν(X

′
σ(t
′
), t
′
)
〉 ∂Xλ

∂X ′ν

∂

∂Xλ
Fa(X

′
σ(t
′
), t
′
)

−
〈
∂δfa
∂Xλ

∫ t

t0

dt
′
gµ(Xσ, t)gν(X

′
σ(t
′
), t
′
)
∂Xλ

∂X ′ν

〉

+
〈
gµ(Xσ, t)δfa(X

′
σ(t0), t0)

〉
+O(g3[t− t0]2) (1.242)

où les fonctions X
′
σ(t
′
) correspondent aux coordonnées des particules à l’instant t

′
en

mouvement sous l’action des forces Gµ dont le point d’application est situé à Xλ à
l’instant t. L’équation (1.242) est valable tant que g(t − t0) reste petit c’est à dire
que la trajectoire perturbée est faiblement différente de la trajectoire non-perturbée.
Intéressons nous au lien entre les fluctuations du champ électromagnétique et les per-
turbations de la trajectoire des particules chargées. Supposons que les champs δE
et δB ont un temps de corrélation tc et une longueur de correlation lc. Une hy-
pothèse supplémentaire de la théorie quasi-linéaire est que la solution δfa(X

′
σ(t0), t0)

est complètement décorrélée du champ EM présent au temps t 6= t0 et à la position
X
′
σ(t0) ce qui implique au moins l’une des deux conditions suivantes :

→ Le temps qui sépare l’application du champ EM à la réponse dynamique des par-
ticules est grand devant le temps de correlation du champ EM : t− t0 � tc.

→ Le déplacement spatial le long de l’orbite non-perturbée X
′
σ(t
′
) pendant l’intervalle

de temps t− t0 est grand devant la longueur de correlation du champ EM lc.

On en déduit que, les forces gµ(Xσ, t) dépendant linéairement des champs δE et δB sont
indépendantes des perturbations de la fonction de distribution δfa(X

′
σ(t0), t0). Finale-

ment, l’équation (1.242) devient

〈gµδfa〉 = −
∫ t

t0

dt
′
〈
gµ(Xσ, t)gν(X

′
σ(t
′
), t
′
)
〉 ∂Xλ

∂X ′ν

∂

∂Xλ
Fa(X

′
σ(t
′
), t
′
)

+ O(g3[t− t0]2). (1.243)

En injectant l’équation (1.243) dans l’équation (1.236), on obtient l’équation de Fokker-
Planck (Urch 1977 [226])

∂Fa
∂t

+Gµ
∂Fa
∂Xµ

=
1

h

∂

∂Xµ

(
hDµν

∂Fa
∂Xν

)
+ Sa (1.244)

où

Dxσ ,xν = Re
∫ +∞

0
dξ
〈
ḡxσ(t)ḡ∗xν (t+ ξ)

〉
(1.245)

et ξ = t − t0 > tc. ḡxσ signifie que le champ de force gxσ est évalué le long des orbites
non-perturbées.
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1.3.2 Coefficients de diffusion quasi-linéaires

Dans un premier temps, nous devons évaluer les champs de force gxσ(t) le long des orbites
non-perturbées des particules. Elles sont données par

X̄ = x0 Ȳ = y0 Z̄ = z0 − vµξ (1.246)

x̄ = x0 −
v
√

1− µ2

εΩ
sin Φ̄ (1.247)

ȳ = y0 +
v
√

1− µ2

εΩ
cos Φ̄ (1.248)

z̄ = z0 − vµξ (1.249)

p̄ = p0 µ̄ = µ Φ̄ = Φ0 + εΩξ. (1.250)

Nous utilisons une représentation de Fourier des fluctuations électriques et magnétiques
en approximant l’orbite réelle x(t) par l’orbite perturbée x̄(t)

δE(x, t) ≈
∫ +∞

−∞
d3kE(k, t)eik·x̄(t) (1.251)

δB(x, t) ≈
∫ +∞

−∞
d3kB(k, t)eik·x̄(t). (1.252)

En posant x0 = y0 = z0 = 0 à t = 0, on peut montrer que

exp(ik · x̄(t)) =
+∞∑

n=−∞
Jn(W ) exp

[
ik‖v‖t+ in(Ψ− Φ0 + εΩt)

]
(1.253)

où Ω = k⊥v
√

1− µ2/Ω. On en déduit l’expression dans l’espace de Fourier des fluctua-
tions électromagnétiques

δBL,R,‖ ≈
+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
d3k BL,R,‖(k, t)Jn(W )ein(Φ−Φ0)+i(k‖v‖+nεΩ)t (1.254)

δEL,R,‖ ≈
+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
d3k EL,R,‖(k, t)Jn(W )ein(Φ−Φ0)+i(k‖v‖+nεΩ)t. (1.255)

En injectant les expressions (1.254, 1.255) dans les champs de force perturbés (1.233)
on obtient l’expression des champs de force fluctuants évalués le long des orbites non-
perturbées des particules (voir équations 12.2.4 Schlickeiser 2002 [194]). Nous intro-
duisons également les tenseurs de correlation des différentes composantes du champ EM
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〈
Bα(k, t)Bβ(k

′
, t+ ξ)

〉
= δ(k− k

′
)Pαβ(k, ξ) (1.256)

〈
Eα(k, t)Bβ(k

′
, t+ ξ)

〉
= δ(k− k

′
)Qαβ(k, ξ) (1.257)

〈
Bα(k, t)Eβ(k

′
, t+ ξ)

〉
= δ(k− k

′
)Tαβ(k, ξ) (1.258)

〈
Eα(k, t)Eβ(k

′
, t+ ξ)

〉
= δ(k− k

′
)Rαβ(k, ξ). (1.259)

A ce stade, l’expression des coefficients de diffusion est encore très générale. Elle peut
être réduite en effectuant des hypothèses sur la nature de la turbulence plasma. Nous
avons en particulier montré (sections 1.1.3, 1.1.4 et 1.1.5) qu’il est possible de dériver une
relation de dispersion des modes du plasma qui décrit l’évolution temporelle et spatiale
de toute perturbation (faible) du plasma. On l’exprime comme

ωj(k) = ωR,j(k)− iΓj(k) (1.260)

où Γj ⇔ −ωI et j = 1, ..., N correpond aux différents modes possibles. On peut donc
décrire la turbulence comme une somme des différents modes j solutions de la relation
de dispersion du plasma

B(k, t) =
N∑

j=1

Bj(k) exp(−iωjt) (1.261)

E(k, t) =
N∑

j=1

Ej(k) exp(−iωjt) (1.262)

où les modes stationnaires Ej(k) et Bj(k) sont liés par la loi d’induction de Maxwell

Bj(k) =
c

ωj(k)
k×Ej(k) (1.263)

nous permettant ainsi de réécrire les tenseurs (1.256-1.259) comme

Pαβ(k, ξ) =

N∑

j=1

P jαβ(k) exp
[
iωjR,β(k)ξ − Γjβ(k)ξ

]
(1.264)

Qαβ(k, ξ) =
N∑

j=1

Qjαβ(k) exp
[
iωjR,β(k)ξ − Γjβ(k)ξ

]
(1.265)

Tαβ(k, ξ) =
N∑

j=1

T jαβ(k) exp
[
iωjR,β(k)ξ − Γjβ(k)ξ

]
(1.266)

Rαβ(k, ξ) =

N∑

j=1

Rjαβ(k) exp
[
iωjR,β(k)ξ − Γjβ(k)ξ

]
(1.267)
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où

P jαβ =
〈
Bj
α(k)Bj∗

β (k
′
)
〉
δ(k− k

′
) (1.268)

Qjαβ =
〈
Ejα(k)Bj∗

β (k
′
)
〉
δ(k− k

′
) (1.269)

T jαβ =
〈
Bj
α(k)Ej∗β (k

′
)
〉
δ(k− k

′
) (1.270)

Rjαβ =
〈
Ejα(k)Ej∗β (k

′
)
〉
δ(k− k

′
), (1.271)

Cette réécriture suggère que les modes plasma affectent le transport du rayonnement
cosmique via les coefficients de diffusion.

1.3.2.1 Expression générale

Ci-dessous sont présentés les coefficients de diffusion les plus importants. Les autres
coefficients de diffusion sont présentés dans Schlickeiser (2002) [194].

Dµµ =
Ω2

B2
0

(1− µ2)
N∑

j=1

+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
d3kRj(k, ωj)×

{
c2

v2
(1− µ2)J2

n(W )Rj‖‖(k)

+
1

2
J2
n+1(W )×

(
P jRR(k) + µ2 c

2

v2
RjRR(k) + iµ

c

v

[
QjRR(k− T jRR(k))

])

+
1

2
J2
n−1(W )

(
P jLL(k) + µ2 c

2

v2
RjLL(k) + iµ

c

v

[
T jLL(k)−QjLL(k)

])
(1.272)

− 1

2
Jn−1(W )Jn+1(W )

[
e2iΨ ×

(
P jRL(k)− µ2 c

2

v2
RjRL(k) + iµ

c

v

[
T jRL(k) +QjRL(k)

])

+ e−2iΨ

(
P jLR(k)− µ2 c

2

v2
RjLR(k)− iµ c

v

[
T jLR(k) +QjLR(k)

])]
+
ic
√

1− µ2

√
2v

Jn(W )

×
[
Jn+1(W )

(
eiΨT jR‖(k)− e−iΨQj‖R(k) + iµ

c

v

[
RjR‖(k)eiΨ +Rj‖R(k)e−iΨ

] )

+ Jn−1(W )
(
eiΨQj‖L(k)− e−iΨT jL‖(k) + iµ

c

v

[
Rj‖L(k)eiΨ +RjL‖(k)e−iΨ

] )]}
,
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Dµp = Dpµ =
Ω2
√

1− µ2pc

vB2
0

Re
N∑

j=1

+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
d3kRj(k, ωj)

vµk‖ − ωR,j + nΩ

Γj

×
{
− i c

v
µ
√

1− µ2J2
n(W )Rj‖‖(k) +

√
1− µ2

2

[
J2
n+1(W )

(
T jRR(k) + iµ

c

v
RjRR(k)

)

− J2
n−1(W )

(
k⊥v⊥
|Ω|

)(
T jLL(k)− iµ c

v
Rjll(k)

)
(1.273)

+ Jn+1(W )Jn−1(W )
[
e2iΨ

(
T jRL(k) + iµ

c

v
RjRL(k)

)
− e−2iΨ

(
T jLR(k)− iµ c

v
RjLR(k)

) ]]

+
1√
2
Jn−1(W )Jn(W )

[
µe−iΨ

(
−T jL‖(k) + iµ

c

v
RjL‖(k)

)
− i(1− µ2)

c

v
eiΨRj‖L(k)

]

+
1√
2
Jn+1(W )Jn(W )

[
µeiΨ

(
T jR‖(k) + iµ

c

v
RjR‖(k)

)
−−i(1− µ2)

c

v
e−iΨRj‖R(k)

]}
,

Dpp =
Ω2p2c2

B2
0v

2
Re

N∑

j=1

+∞∑

n=−∞

∫ +∞

−∞
d3kRj(k, ωj)

{
µ2J2

n(W )Rj‖‖(k) +
1− µ2

2

×
[
J2
n+1(W )RjRR(k) + J2

n−1(W )RjLL(k) + Jn−1(W )Jn+1(W )
[
RjLR(k)e−2iΨ +RjRL(k)e2iΨ

] ]

+
µ
√

1− µ2

√
2

Jn(W )

[
Jn−1(W )

(
eiΨRj‖L(k) + e−iΨRL‖(k)

)
(1.274)

+ Jn+1(W )
(
e−iΨRj‖R(k) + eiΨRjR‖(k)

)]}

où l’on a introduit la fonction de résonance de Breit-Wigner

Rj(k, ωj) =
Γj(k)

Γ2
j (k) + (vµk‖ − ωR,j + nΩ)2

(1.275)

qui décrit l’amplitude d’interaction entre un rayon cosmique et un mode plasma. Dans
le cas où les modes plasma sont faiblement amortis Γj → 0 la fonction de résonance
devient

Rj(k, ωj) = πδ(vµk‖ − ωR,j + nΩ). (1.276)

En l’absence d’amortissement, il y a échange d’énergie entre un rayon cosmique et une
onde si et seulement si

vµk‖ − ωR,j + nΩ = 0. (1.277)
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Cette relation est appelée résonnance de Landau-Synchrotron. Si l’angle d’attaque µ de
la particule est nul, cette dernière échange de l’énergie avec l’ensemble des modes dont
la pulsation ωR,j est proportionnelle à sa gyrofréquence Ω. Si n = 0 la particule échange
de l’énergie avec des modes dont la partie oscillatoire est nulle, on qualifie ce phénomène
d’amortissement par temps de transit (transit time damping : TTD en anglais). Lorsque
l’angle d’attaque µ de la particule n’est pas nul, un déphasage temporel lié à la vitesse
de déplacement de la particule le long de la ligne de champ magnétique est introduit
modifiant ainsi la condition de résonance. Dans ce cas, l’amortissement par temps de
transit (TTD) est défini lorsque la particule se déplace à la même vitesse de phase que
l’onde résonante; dans le référentiel en mouvement de la particule, l’onde ne possède pas
de pulsation réelle.

Des expressions plus simples de Dµµ, Dµp et Dpp en fonction de différents modèles
de turbulence sont proposées dans l’annexe (A.5). Xu et al. (2016) [238] ont étudié
l’effet des collisions ion-neutre sur le coefficient de diffusion Dµµ des RCs par les modes
d’Alfvén, magnétosoniques rapides et lents (voir leur annexe F). Les calculs font inter-
venir les échelles de découplage ion-neutre/neutre-ion kdec,ni/in liées aux régimes d’interaction
des fluides neutre et d’ions. Cet effet est discuté plus en détail dans la section (1.2.1.6).

1.3.3 Approximation de diffusion du rayonnement cosmique

L’équation de Fokker-Planck (1.244) possède 25 coefficients de diffusion différents. A
l’exception des cas les plus simples, cette équation est insoluble numériquement comme
analytiquement. Cependant, les propriétés de la turbulence impliquent que tous les
coefficients de diffusion ne sont pas du même ordre de grandeur. Nous pouvons effectuer
les deux hypothèses suivantes :

H1 La distribution des particules Fa(x, p, µ,Φ, t) est faiblement fluctuante suivant les
axes X et Y . C’est à dire que le rayon de Larmor caractéristique RL est faible
devant l’échelle de variation R de la distribution suivant X et Y : RL � R. Ceci
implique que la diffusion suivant les coordonnées d’espace X et Y est faible.

H2 La vitesse de phase Vph caractéristique des ondes magnétohydrodynamiques de
basse fréquence est très inférieure à la vitesse des rayons cosmiques v : Vph � c.
Ceci implique que les rayons cosmiques interagissent faiblement avec les ondes de
basse fréquence impliquant que la diffusion suivant le moment des rayons cosmiques
p est faible.

Les processus d’interaction les plus diffusifs sont alors la diffusion en gyrophase Φ et en
angle d’attaque µ. Il est alors possible de décomposer la fonction de distribution des
particules en une moyenne sur la gyrophase et l’angle d’attaque, et une partie anisotrope
([206], [115])

Fa(x, p, µ,Φ, t) = Ma(x, p, t) +Ga(x, p, µ,Φ, t) (1.278)
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où

Ma(x, p, t) =
1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµFa(x, p, µ,Φ, t) (1.279)

1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµGa(x, p, µ,Φ, t) = 0. (1.280)

En utilisant le fait que Dµxi, xi∈{x,p,µ,Φ} = 0 si |µ| = 1 et que Ga(Φ) = Ga(Φ + 2π),
l’équation (1.244) devient

∂Ma

∂t
+

v

4π

∂

∂Z

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµµGa − Sa(x,p, t)

=
1

p2

∂

∂p

[
1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµ p2

(
Dpp

∂Ma

∂p
+DpX

∂Ma

∂X
+DpY

∂Ma

∂Y

)]

+
∂

∂X

[
1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµ

(
DXp

∂Ma

∂p
+DXX

∂Ma

∂X
+DXY

∂Ma

∂Y

)]

+
∂

∂Y

[
1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµ

(
DY p

∂Ma

∂p
+DY X

∂Ma

∂X
+DY Y

∂Ma

∂Y

)]

+
1

p2

∂

∂xi∈{p,X,Y }

[
1

4π

∫ 2π

0
dΦ

∫ 1

−1
dµ p2

(
Dij

∂Ga
∂xj∈{p,µ,Φ,X,Y }

)]
. (1.281)

L’approximation de diffusion s’applique seulement si les densités de particules varient
lentement dans le temps et dans l’espace ([96]),

∂Ma

∂t
= O

(
Ma

T

)
∂Ga
∂t

= O
(
Ga
T

)
(1.282)

∂Ma

∂Z
= O

(
Ma

L

)
∂Ga
∂Z

= O
(
Ga
L

)
(1.283)

où L � λ‖, λ‖ ≈ vτ correpond au libre parcours moyen parallèle des particules, et
T � τ où τ correspond au temps de relaxation de l’angle d’attaque µ. Dans ce cas,
la distribution de particules Fa a le temps de retrouver un équilibre où elle est quasi-
isotrope localement, ce qui implique Ga �Ma. En soustrayant l’équation moyennée de
Fokker-Planck (1.281) à l’équation complète (1.244) et en ne conservant que les termes
de premier ordre en les quantités (τ/T ), (λ‖/L), (Vph/v), (Ga/Ma) et (RL/R), c’est
à dire en négligeant toutes les fluctuations magnétiques d’ordre supérieur à (δB/B0)2,
nous obtenons une approximation de Ga au premier ordre en termes de distribution
isotrope de Ma,
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[
εΩ +

∂

∂µ
DµΦ

]
∂Ga
∂Φ

+
∂

∂Φ

(
DΦΦ

∂Ga
∂Φ

)
+

∂

∂µ

(
Dµµ

∂Ga
∂µ

)

≈ vµ
∂Ma

∂Z
− ∂

∂µ

(
Dµp

∂Ma

∂p

)
− ∂

∂µ

(
DµX

∂Ma

∂X

)

− ∂

∂µ

(
DµY

∂Ma

∂Y

)
− ∂DΦX

∂Φ

∂Ma

∂X
− ∂DΦY

∂Φ

∂Ma

∂Y
. (1.284)

L’anisotropie Ga étant périodique en gyrophase, on peut l’exprimer sous la forme d’une
série de Fourier

Ga(x, p, µ,Φ) =
+∞∑

s=−∞
G(s)
a (x, p, µ)eisΦ. (1.285)

Nous nous limitons à l’anisotropie du rayonnement cosmique au premier ordre. En
injectant (1.285) dans (1.284) et en égalisant entre eux les termes de même ordre, on
obtient

∂

∂µ

[
Dµµ

∂G
(0)
a

∂µ
+Dµp

∂Ma

∂p

]
= vµ

∂Ma

∂z
(1.286)

[iεΩ−DΦΦ]G(1)
a +

∂

∂µ
Dµµ

∂G
(1)
a

∂µ
= Λ (1.287)

où

Λ = −
[
∂DµX

∂µ
+
∂DΦX

∂Φ

]
∂Ma

∂X
−
[
∂DµY

∂µ
+
∂DΦY

∂Φ

]
∂Ma

∂Y
(1.288)

et le terme DµΦ a été négligé par rapport à Ω. Comme G
(1)∗
a = G

(−1)
a , une équation

sur G
(−1)
a n’est pas nécessaire. En négligeant de surcroit le terme de diffusion en angle

d’attaque (Dµµ/Ω � 1) et en considérant que la gyrorotation est plus rapide que la
diffusion en gyrophase (DΦΦ/Ω� 1), l’équation (1.287) devient

G(1)
a ≈

Λ

iεΩ
≈ O

(
δB2

B2
0

Ma

)
. (1.289)

L’insertion du terme G
(1)
a dans l’équation (1.281) fait apparâıtre des termes d’ordre

(δB/B0)4. Or cette dernière a été dérivée en négligeant les termes d’ordre supérieur à
(δB/B0)2. On peut, dans notre approximation, considérer que

Ga ≈ G(0)
a . (1.290)
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1.3.3.1 Anisotropies

En intégrant l’équation (1.286) sur µ et en considérant que

Dµµ
∂Ga
∂µ

+Dµp
∂Ma

∂p

∣∣∣∣
µ=±1

= 0, (1.291)

on obtient

∂Ga
∂µ

= −1− µ2

2Dµµ
v
∂Ma

∂Z
− Dµp

Dµµ

∂Ma

∂p
(1.292)

dont la solution est de la forme

Ga(µ) =
v

4

∂Ma

∂Z

[∫ 1

−1
dµ

(1− µ2)(1− µ)

Dµµ(µ)
− 2

∫ µ

−1
dν

1− ν2

Dµµ(ν)

]

+
1

2

∂Ma

∂p

[∫ 1

−1
dµ (1− µ)

Dµp(µ)

Dµµ(µ)
− 2

∫ µ

−1
dν

Dµp(ν)

Dµµ(ν)

]
(1.293)

L’anisotropie est constituée de deux composantes. La première est liée à la diffusion en
angle d’attaque et au grandient spatial de la distribution isotrope Ma. La seconde est
liée au gradient de moment de Ma et est connectée à l’effet Compton-Getting ([39]).

Il est usuel de décomposer l’anisotropie Ga(µ) en série de polynomes de Legendre or-
thonormaux Pl(µ)

Ga(µ,Z, p) =

+∞∑

l=0

Al(Z, p)Pl(µ) (1.294)

pour faire ressortir les harmoniques Al(Z, p) de l’anisotropie.

1.3.3.2 Equation de diffusion-convection

L’équation de diffusion-convection est obtenue en inserant les définitions deGa et ∂Ga/∂µ
dans l’équation de Fokker-Planck moyennée (1.281),

∂Ma

∂t
− Sa(x,p, t) =

∂

∂z
κzz

∂Ma

∂z
− 1

4p2

∂p2vA1

∂p

∂Ma

∂z

+
∂

∂X

[
κXX

∂Ma

∂X
+ κXY

∂Ma

∂Y

]

+
∂

∂Y

[
κY Y

∂Ma

∂Y
+ κY X

∂Ma

∂X

]

+
1

p2

∂

∂p

(
p2A2

∂Ma

∂p

)
+
v

4

∂A1

∂z

∂Ma

∂p
(1.295)



84 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE THÉORIE

où

κzz = vλ/3 =
v2

8

∫ 1

−1
dµ

(1− µ2)2

Dµµ(µ)
(1.296)

κXX =
1

2

∫ 1

−1
dµDXX(µ) (1.297)

κXY =
1

2

∫ 1

−1
dµDXY (µ) (1.298)

κY Y =
1

2

∫ 1

−1
dµDY Y (µ) (1.299)

κY X =
1

2

∫ 1

−1
dµDY X(µ) (1.300)

correspondent aux composantes du tenseur de diffusion spatial. En particulier κzz corre-
pond au coefficient de diffusion des particules le long des lignes de champ non-perturbées.
Et

A1 =

∫ 1

−1
dµ

(1− µ2)Dµp(µ)

Dµµ(µ)
(1.301)

A2 =
1

2

∫ 1

−1
dµ

[
Dpp(µ)−

D2
µp(µ)

Dµµ(µ)

]
(1.302)

correspondent respectivement aux pertes adiabatiques et au coefficient de diffusion en
moment que l’on qualifie aussi de taux d’accélération stochastique de Fermi [224].

Dans le cas où le plasma de fond est en mouvement à la vitesse d’ensemble U � c,
l’équation de diffusion-convection devient [121]

∂Ma

∂t
− Sa(x,p, t) =

∂

∂z
κzz

∂Ma

∂z
−
[
U +

1

4p∗2
∂p∗2v∗A1

∂p∗

]
∂Ma

∂z

+
∂

∂X

[
κXX

∂Ma

∂X
+ κXY

∂Ma

∂Y

]

+
∂

∂Y

[
κY Y

∂Ma

∂Y
+ κY X

∂Ma

∂X

]
(1.303)

+
1

p∗2
∂

∂p∗

(
p∗2A2

∂Ma

∂p∗

)
+

[
p∗

3

∂U

∂z
+
v∗

4

∂A1

∂z

]
∂Ma

∂p∗

où p∗ et µ∗ ont été mesurés dans le référentiel où le plasma est au repos et Ma =
Ma(x, p

∗).
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Etudions cette équation dans différents régimes de propagation en suivant l’analyse de
Skilling (1975a [206]). Rappelons également que l’ensemble des coefficients de diffu-
sion résultent de l’interaction par collision des rayons cosmiques avec les fluctuations
électromagnétiques du plasma. A des fins de simplification, nous ne conservons que les
fluctuations Alfvéniques qui se déplacent le long des lignes de champ moyen B0 et dont le
vecteur d’onde est aligné avec le vecteur champ magnétique; on qualifie ces pertubations
de modes slab. On néglige également le terme source Sa.

→ L’accélération de Fermi domine : L’équation (1.303) devient

∂Ma

∂t
=

1

p2

∂

∂p2

(
p2A2

∂Ma

∂p

)
. (1.304)

Dans ce régime les rayons cosmiques diffusent bien plus rapidement en énergie
qu’en espace. Cette équation dirige la quantité d’énergie perdue et/ou gagnée par
les particules chargées en interaction avec des miroirs magnétiques aléatoires. Ce
processus est qualifié d’accélération de Fermi du 2nd ordre [71].

→ Les termes convectifs dominent : L’équation (1.303) devient

∂Ma

∂t
+ U

∂Ma

∂z
= − 1

4p2

∂p2vA1

∂p

∂Ma

∂z
+

[
p

3

∂U

∂z
+
v

4

∂A1

∂z

]
∂Ma

∂p
(1.305)

Cette équation décrit la convection des rayons cosmiques à la vitesse U . Concrètement,
U correspond à la vitesse des modes d’Alfvén et permet de décrire l’interaction des
rayons cosmiques avec les perturbations dans le référentiel où ces dernières sont en
moyenne au repos. Dans le cas où le plasma n’est pas homogène et se présente sous
plusieurs phases stationnaires, la vitesse des modes d’Alfvén varie à l’interface entre
deux phases. Cette variation peut entrainer un changement dans la distribution en
énergie des particules chargées. En particulier si ∂U/∂z > 0, les rayons cosmiques
gagnent de l’énergie et vice-versa (si ∂U/∂z < 0, les rayons cosmiques perdent de
l’énergie). Enfin, les termes contenant A1 régulent la compression adiabatique des
particules. Si la densité (moyenne ou turbulente) du champ magnétique diminue,
les rayons cosmiques perdent de l’énergie, et vice-versa.

→ La diffusion spatiale domine : L’équation (1.303) devient

∂Ma

∂t
=

∂

∂z
κzz

∂Ma

∂z
(1.306)

Les rayons cosmiques interagissent avec les ondes via des collisions ”faibles” [230],
c’est à dire que les variations d’énergie de la distribution Ma sont négligeables. On
calcule usuellement la vitesse de diffusion dans un milieu homogène

vdiff ≈ κzz
∂Ma/∂z

Ma
. (1.307)

Ce régime peut faire apparâıtre des gradients de pression de rayons cosmiques
non-négligeables qui (Section 1.3.4) entrainent une production de pertubations
magnétiques [207].
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En QLT pour un modèle de turbulence slab Alfvénique, les coefficients de diffusion
de RCs de rigidité adimentionnée R = RL/lslab = rgB0c/lslab � 1 parallèle κzz et
perpendiculaire κ⊥ = κxx = κyy sont donnés par [202]

κzz ≈
9lslab

16πvC(ν)

(
B0

δB

)2

R2 (1.308)

κ⊥ ≈ πv

2
C(ν)lslab

(
δB

B0

)2

(1.309)

où RL = rgB0c correspond à la rigidité des RCs, lslab = lc,slab/2πC(ν) où lc,slab est la
longueur de corrélation de la turbulence, v est la vitesse des RCs,

C(ν) =
1

2
√
π

Γ(ν)

Γ(ν − 1/2)

et 2ν correspond a l’indice spectral de la loi d’échelle du modèle de turbulence con-
sidéré. Il convient de définir précisément l’indice spectral de la turbulence et l’échelle de
cohérence spatiale de cette dernière. Dans le cas d’une rigidité adimentionnée R� 1, le
coefficient de diffusion parallèle aux lignes de champ devient

κzz =
lslabv

8πC(ν)

(
δB

B0

)2

R2−2ν

[
1

1− ν −
1

2− ν

]
. (1.310)

Le coefficient de diffusion perpendiculaire aux lignes de champ κ⊥ s’exprime de la même
manière quelque soit la rigidité considérée.

1.3.4 Turbulence générée par les rayons cosmiques

1.3.4.1 Génération de turbulence par l’instabilité de streaming de RCs

Les rayons cosmiques se propagent en réponse aux perturbations magnétohydrodynamiques
du plasma. Ils influencent également ces dernières via des collisions dites ”résonantes”
c’est à dire obéissant à la condition, dans le cas d’interactions résonantes avec des modes
d’Alfvén,

ωR − k‖v‖ = nΩ (1.311)

ou ”non-résonantes”, c’est à dire non-contraintes par la relation ci-dessus. Dans tous
les cas, un échange d’énergie a lieu. Une instabilité de streaming de RCs correspond à
une anisotropie dans la distribution en moment des particules de telle manière que la
pression parallèle aux lignes de champ magnétique moyen est supérieure à la pression
perpendiculaire PCR,‖ > PCR,⊥. Cette anisotropie se relaxe naturellement à travers une
redistribution des angles d’attaque µ des RCs qui se traduit par une réponse turbulente
du plasma de fond au champ EM généré par les RCs [142]. En particulier, Skilling (1975b
[207]) a montré que les modes turbulents peuvent cascader en réponse aux collisions
ondes-rayons cosmiques, et en a déduit un système d’équations stationnaires exprimant
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les taux de croissance (Γg,A) des modes d’Alfvén se propageant en avant (+) et en arrière
(−) par rapport au champ magnétique B0

Γ±g,A
πVA(k)k

= 2k
∂I∓
∂k
∓ VA(k)2

VS(k)2

4Γg,S
πVA(k)k

I∓(I+ − I−)
(

4Γg,S
πVA(k)k − k3 ∂

∂k
I++I−
k2

)2 (1.312)

où I = (δB/B0)2 représente la densité d’énergie magnétique des modes d’Alfvén, Γg,S
correspond au taux d’amortissement/croissance des modes de son dans le plasma. En ne
considérant que des interactions résonantes, et dans le cadre de particules chargées ultra-
relativistes, Skilling (1975c [208]) montre que le taux de croissance des modes d’Alfvén
est donné par

Γ±g,A =
4π

3

p4VA(k)

W0(I+ + I−)

[
±v∂Ma

∂z
− π

2
maΩ0aVA(k)I∓

∂Ma

∂p

]
(1.313)

dont la démonstration est faite dans l’annexe (A.7). On observe que la turbulence est
nécessairement générée par un gradient de pression spatial ou en moment des rayons
cosmiques.

Ce terme a pour effet de modifier les propriétés de la turbulence Alfvénique et peut
entrainer un confinement des rayons cosmiques en diminuant le coefficient de diffusion κzz
autour de la zone de fort gradient. On qualifie ce genre de modèles de turbulence auto-
générée, les récentes études tendent à montrer qu’ils sont nécessaires pour comprendre
la dynamique turbulente de la galaxie et le spectre des RCs [106].

1.3.4.2 Amortissement turbulent : Modèle de Lazarian (2016)

En s’appuyant sur les travaux de Farmer & Goldreich (2004, FG04 [68]), Lazarian (2016
, L16 [137]) propose un modèle d’amortissement de la turbulence Alfvénique résonante
générée par l’instabilité de dérive de rayons cosmiques. Ce phénomène d’amortissement
résulte des interactions décorrélées entre la turbulence générée par l’instabilité de stream-
ing de RCs et la turbulence générée à grande échelle. Ce modèle nécessite de connaitre les
propriétés de la turbulence à grande échelle. Tandis que FG04 emploie le modèle original
de GS95 de turbulence forte et considère que la turbulence est injectée isotropiquement
avec une vitesse v(L) égale à la vitesse d’Alfvén VA(L), L16 étend le modèle aux autres
régimes de turbulence interstellaire, sub-Alfvénique faible et super-Alfvénique.

Dans le cas où la turbulence est sub-Alfvénique (MA(L) < 1) on a

Γsub,A,s ≈
VA(k)M2

A

k−1/2L1/2

l
4/3
minM

4/3
A

L1/3
< k−1 < LM4

A (1.314)

en régime de turbulence forte et
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Γsub,A,w ≈





VAM
8/3
A

k−2/3L1/3 LM4
A < k−1 < LMA

M2
A
VA
L LMA < k−1 < L

M2
A
VAL
k−2 k−1 > LMA, k

−1 � L.

(1.315)

Dans le cas où la turbulence est super-Alfvénique (MA(L) > 1) on a

Γsuper ≈
{

VAM
3/2
A

L1/2k−1/2

l
4/3
min

L1/3MA < k−1 < LM−3
A

VAMA

L1/3k−2/3 k−1 > LM−3
A

(1.316)

où lmin = k−1
dam correspond à l’échelle de coupure de la turbulence qui est donnée par

les équations (1.202) et (1.204) en régime sub-Alfvénique et super-Alfvénique respective-
ment [238].
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2.2.3 Modèle de turbulence de fond . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

2.2.4 Echappement des rayons cosmiques . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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2.1 Contexte

Les rayons cosmiques (RCs) se déplacent dans le milieu interstellaire (MIS) en suivant
une marche aléatoire essentiellement déterminée par l’organisation turbulente des lignes
de champ magnétique galactique avec un libre parcours moyen au delà du parsec pour
des énergies supérieures au GeV. L’origine du rayonnement cosmique est toujours sujette
au débat. Bien que les restes de supernovae (SNRs) soient acceptées comme les candi-
dats favoris (Drury et al. 2001 [165]) d’autres sources ne sont pas à exclure, comme
les super-bulles par exemple [25] [173]. Le processus d’accélération du rayonnement
cosmique par le choc diffusif (DSA : Diffusive Shock Acceleration) d’un SNR est rela-
tivement compris jusqu’à l’instant où le rayonnement cosmique commence à se propager
dans le milieu interstellaire environnant. Cependant, considérer que le processus DSA
est responsable de l’injection de RCs dans le milieu intersellaire nécessite de comprendre
l’ensemble des étapes du transport des particules suprathermiques depuis leur injection
jusqu’à l’émission γ des nuages moléculaires dans l’environnement des SNRs. Ce pro-
cessus constitue un excellent marqueur de la présence de RC. Pour ce qui concerne la
composante hadronique celle-ci devient visible en γ du fait des collisions proton-proton
entre les RCs et le plasma dense que constitue le nuage moléculaire [63], [6], [81]. Les
nombreuses observations de restes de supernovae en flux γ représentent clairement une
observable physique et nécéssitent que le problème de la fuite du rayonnement cosmique
des SNRs soit mieux compris. Une compréhension du processus d’émission du rayon-
nement cosmique par les SNRs permettrait également une avancée dans les débats sur
l’origine du rayonnement γ des environnements de SNRs actifs comme par exemple le
système RX J1713 [80] [111]. En connaissant les propriétés de diffusion des protons et
des électrons dans les environnements des sources, il est possible de discuter de l’origine
leptonique ou hadronique de l’illumination γ.

Historiquement, le transport du rayonnement cosmique est traité différement à l’intérieur
et à l’extérieur de l’accélérateur. A l’intérieur dans la source, les niveaux de turbulence
sont importants (δB/B0 ≈ 1 voire > 1) et le libre parcours moyen des RCs est du même
ordre de grandeur que leur rayon de gyration. A l’extérieur dans le milieu intersellaire, les
niveaux de turbulence sont plus faibles1 (δB/B0 < 1) et le libre parcours moyen des RCs
est très supérieur à leur rayon de gyration. Tandis qu’à l’intérieur le transport des RCs
est décrit par la dynamique de Bohm et est isotrope, à l’extérieur de la source le transport
est anisotrope ie. aligné le long des lignes de champ magnétique ordonées et les RCs dif-
fusent avec un coefficient de diffusion compatible avec celui observationnellement inféré
par la mesure des rapports concentration des élements secondaires sur celle des primaires
(par exemple par la mesure du rapport B/C). Il existe donc une discontinuité dans la
description du transport du rayonnement cosmique au voisinage de l’accélérateur où les
particules sont confinées et loin de l’accélérateur où elles diffusent plus. Une première
réponse à ce problème a été apportée [180] [59], le processus d’accélération est traité
indépendament du processus d’échappement : les particules accélérées s’échappent in-

1Aux échelles résonantes avec les particules d’énergie � PeV
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stantanément dès qu’elles atteignent une énergie prescrite. Cependant, le coefficient de
diffusion à l’intérieur et à l’extérieur de l’accélérateur présente toujours une discontinuité.
Malkov et al. (2013) [148] propose de formuler le problème de la fuite du rayonnement
cosmique par une diffusion d’un nuage de rayon cosmique (CRC : Cosmic Ray Cloud)
qui est libéré par l’accélérateur dans le milieu intersellaire et se propage en interagissant
avec des perturbations d’Alfvén auto-générées. Les propriétés de libération du nuage de
rayonnement cosmique dépendent essentiellement du modèle de SNR et des propriétés
du milieu intersellaire tandis que les propriétés de transport dépendent à la fois du milieu
intersellaire et à la fois de la turbulence auto-générée produite le rayonnement cosmique
lui-même.

Dans le modèle CRC, le rayonnement cosmique se propage à travers un tube local
de flux de champ magnétique (voir figure 2.1). Cette approche est uniquement valide
pour les SNRs en expansion dans un milieu intersellaire avec un champ magnétique à
grande échelle donc la direction n’évolue pas à l’échelle du SNR (plutôt typique des
supernovae de type Ia). L’objectif étant de traiter le continuum de transport des RCs
du régime de Bohm κCR ∼ κb où κb = rgv/3 est le coefficient de diffusion de Bohm, au
régime de diffusion linéaire anisotrope κCR,‖ ∼ (δB/B0)2κb et κCR,⊥ ∼ (δB/B0)4κCR,‖.
Le CRC est développé en géométrie cylindrique. Le tube de flux est caractérisé par
sa longeur lc ≈ 50 − 500 pc correspondant à la longueur de cohérence des lignes de
champ magnétique à grande échelle [13] et par le rayon correspond à la surface décrite
par le choc sphérique du reste πRSNR(tesc(E))2 à l’instant tesc où des rayons cosmiques
d’énergie E sont libérés. En effectuant l’approximation que la pression du rayonnement
cosmique est constante dans toute section du cylindre et en considérant que le coeffi-
cient de diffusion perpendiculaire est faible devant le coefficient de diffusion parallèle,
le problème de diffusion peut être traité en une dimension. 2 Le milieu interstellaire
circum-source (CSM)3 est considéré comme un cylindre homogène suivant le rayon mais
qui peut évoluer suivant l’axe. La dimension minimale d’un nuage moléculaire qu’il est
possible de considérer est définie par le diamètre maximal que peut atteindre le rayon
du choc du reste (RSNR,max ∼ 20 − 100 pc) qui est défini pour le rayonnement cos-
mique qui s’échappe le plus tardivement de l’accélérateur. Les RCs qui s’échappent du
CRC produisent une instabilité de streaming (ou de dérive) du fait de leur distribution
anisotrope caractérisée par la présence d’un gradient de pression entre la source et le
milieu interstellaire. Ce gradient produit une force qui génère des perturbations dans

2En effet, on peut montrer que la vitesse d’expansion perpendiculaire du modèle CRC est très
inférieure à la vitesse d’expansion parallèle c’est à dire que τ⊥ � τ‖ où τ⊥ ∼ a⊥/U⊥ et τ‖ ∼ a2

‖/κeff sont
respectivement les temps de confinement perpendiculaire et parallèle du CRC. a⊥ ∼ Rsh et a‖ ∼ κb/ush

correspondent respectivement aux tailles perpendiculaire et parallèle du CRC tandis que U⊥ ∼
√
PCR/ρ

correspond à la vitesse d’expansion perpendiculaire du nuage et κeff ∼
√
κISMκNL correspond à la diffu-

sivité parallèle effective où κNL correspond à la suppression de la diffusivité effective par la turbulence
auto-générée. Enfin Rsh et ush correspondent respectivement au rayon et à la vitesse de propagation
du choc de la source. L’inégalité τ⊥ � τ‖ implique PCR/ρu

2
sh � (ushRsh/κb)

2(κISMκNL/κ
2
b). On peut

montrer à postériori que cette inégalité est respectée.
3Le milieu interstellaire dans l’environnement proche de la source
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le milieu qui contribuent en retour à confiner le rayonnement cosmique en diminuant la
valeur du coefficient de diffusion. Dans ce modèle, les perturbations générées sont des
ondes d’Alfvén qui se déplacent le long des lignes de champ magnétique à grande échelle.
Ces ondes sont générées en résonance avec le rayon de gyration des RCs rgk = 1 et im-
pliquent un lien direct entre la longueur des perturbations auto-générées et l’énergie des
RCs. Ce modèle n’est valable que lorsque les niveaux de turbulence auto-générée sont
faibles (nous travaillerons en approximation quasi-linéaire). Autrement, il est également
possible de considérer la génération d’ondes MHD non-résonantes via l’instabilité de
Bell4 [16]. Ce modèle n’est cependant pas encore implémenté dans ce travail.

Figure 2.1: Ce schéma représente le modèle CRC proposé par Malkov et al. (2013)
[148]. Il se décompose en 4 zones : le milieu intérieur du SNR délimité par une interface
choquée SNR/CSM qui se propage à la vitesse ush(t) à gauche, la zone hachurée qui
représente le nuage de RCs s’étendant à la vitesse vdiff ∼ κCR/L où L correspond à
la zone sur laquelle est défini le gradient de pression des RCs, le milieu circum-source
(CSM) dans lequel peut également se trouver un nuage moléculaire (MC) et dans lequel
les propriétés de transport des RCs sont affectées par les perturbations auto-générées et
enfin le milieu interstellaire (ISM) dans lequel on considère que globalement le transport
des RCs est linéaire. La longueur lc représente l’échelle de cohérence spatiale des lignes de
champ magnétique B. Si cette échelle est très inférieure à taille du cylindre, le transport
perpendiculaire devient non-négligeable.

Nava et al. (2016, 2019) [160] [161] propose d’étudier le problème via une ap-
proche numérique afin de corriger les solutions analytiques de Malkov et al. (2013)
[148] qui deviennent irréalistes lorsque les gradients de pression de RCs sont importants.
Le modèle numérique permet de prendre en compte facilement les différents processus
d’amortissement des perturbations issues de l’instabilité de streaming. La turbulence
auto-générée est amortie suivant des modèles plus précis : dans les phases faiblement
ionisées les ondes sont amorties via collisions ion-neutre et par interactions non-linéaires
avec la turbulence à grande échelle, dans les phases ionisées les ondes sont amorties

4Si l’amplitude du courant |κCR(t) ∂nCR/∂z | est suffisament grande.
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via le processus d’amortissement non-linéaire de Landau. Le coefficient de diffusion des
RCs peut dans certains cas être réduit de 2 ordres de grandeur par rapport à sa valeur
standard (issue des mesures directes) et affecter les distributions de RCs entre 10 GeV
et 10 TeV d’une fraction de milliers d’années à plusieurs dizaines de milliers d’années
respectivement. Dans mon papier Brahimi et al. (2020) [22] j’applique cette approche
numérique au cas des phases faiblement ionisées et moléculaires et montre que le con-
finement induit aux hautes énergies peut être encore plus important dans les phases les
plus denses. J’étudie également le cas d’un milieu multiphase et montre que la présence
d’une interface entre deux phases affecte de manière notable la distribution de rayon-
nement cosmique par rapport au cas d’un milieu homogène, et au cas d’une diffusion
linéaire par rapport au coefficent de diffusion de fond. Cependant, l’étude de la propa-
gation du rayonnement cosmique dans un MIS multiphase nécessite de tenir compte des
pertes adiabatiques qui résultent essentiellement des variations de la vitesse d’Alfvén aux
transitions entre phases. L’étude de la diffusion non-linéaire du rayonnement cosmique
s’échappant d’un reste de supernova dans un MIS multiphase en tenant compte à la fois
des aspects de propagation et des aspects énergétiques du rayonnement cosmique et de
la turbulence auto-générée n’a jamais été menée jusqu’à présent. C’est dans ce cadre
que s’inscrit le travail présenté dans ce chapitre.

Dans une première partie (section 2.2) je présente en détail les modèles théoriques
utilisés pour définir la problématique de l’échappement et du transport non-linéaire
des RCs dans le MIS : je présente une modélisation du mileu intersellaire qui inclue
une étude bibliographique des différentes phases du MIS et une étude de la propa-
gation des ondes d’Alfvén. Puis, je présente les équations du système qui décrivent
la propagation des RCs (protons et électrons) ainsi que celles de la turbulence auto-
générée (ondes d’Alfvén se déplaçant en avant et en arrière par rapport à la direction des
lignes de champ magnétique moyen), je présente deux modèles de turbulence de fond,
deux modèles d’échappement des RCs et un modèle de SNRs, je présente un modèle
d’émission synchrotron des électrons et discute de deux observables que sont le temps
de résidence et le gramage des RCs. Dans une seconde partie je présente l’ensemble
des méthodes numériques utilisées pour résoudre les équations du système avec tous
les modèles théoriques. L’ensemble du travail numérique a donné lieu à un nouveau
code de transport du rayonnement cosmique en 1D : CR SPECTRA (Cosmic Rays Self
Propagation Escaping and Confinement TRAnsport code) qui permet, au-delà de la
problématique de chapitre, de réaliser un grand nombre d’études autour des sources
et du transport du rayonnement cosmique dans le MIS. Dans une troisième partie je
discute des résultats de ma publication Brahimi et al. (2020) [22] et présente un en-
semble de tests préliminaires réalisés avec le code CR SPECTRA qui répondent à une
partie des limitations évoquées dans ma publication. En effet, en plus d’être modula-
ble et de permettre d’inclure un grand nombre de modèles en fonction des besoins, le
code CR SPECTRA résoud également le transport du rayonnement cosmique (protons
et électrons) dans le domaine des énergies et permet de tenir compte de la présence
des pertes adiabatiques des particules. Enfin la dernière partie discute d’applications
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potentielles du code CR SPECTRA dans des thématiques connexes.

2.2 Modèles théoriques

Dans cette section, nous abordons les différents modèles théoriques qui sont implémentés
dans le code de transport et qui permettent également d’analyser les résultats des
différentes simulations. En section 2.2.1 j’aborde la modélisation du milieu interstellaire
en présentant dans un premier temps les résultats d’une recherche bibliographique qui a
conduit à définir un panel de phases du milieu interstellaire faiblement ionisées tel qu’on
peut les trouver dans les environnements des accélérateurs de rayons cosmiques, et dans
un second temps je discute des interactions entre la turbulence auto-générée, le plasma
interstellaire et la turbulence introduite à grande échelle. En section 2.2.2, je présente
les équations du système générales en premier lieu, puis adaptées au code de simulation
du modèle de transport en 1D. En section 2.2.3, je présente les différents modèles de
turbulence de fond que j’ai utilisé dans ce travail. En section 2.2.4, je présente différents
modèles d’échappement des rayons cosmiques des SNRs en particulier. Je discute ensuite
en section 2.2.5 le terme de perte synchrotron des électrons et enfin je termine en section
2.2.6 par evoquer le grammage des rayons cosmique qui constitue un bon indicateur du
confinement de ces derniers et donc de la production d’ondes.

2.2.1 Modèle de milieu interstellaire

Les propriétés du milieu dans lequel se propagent les rayons cosmiques et les ondes
d’Alfvén sont aussi essentielles que le modèle d’injection du rayonnement cosmique par
les accélérateurs. C’est pourquoi il est nécessaire d’en faire une description théorique
aussi précise que possible, ce que je m’attache à faire ci-dessous. Le milieu interstellaire
est complexe et la manière dont il est structuré reste une question ouverte. Nous suiv-
ons l’essentiel des travaux théoriques et observationnels qui ont été réalisés sur le sujet
(Field et al. 1969 [73], McKee & Ostriker 1977 [153], Reynolds 1989 [181], Gaensler et
al. 2008 [83]) ainsi que dans le chapitre (1) et décomposons le milieu interstellaire en
fonction de son taux d’ionisation et de sa température. Nous nous interessons principale-
ment aux phases faiblement ionisées, en supposant qu’une proportion non-négligeable
des accélérateurs que nous étudions explosent dans des milieux incluant des phases neu-
tres atomiques et moléculaires, lieux de naissance des étoiles. Cependant, il est courant
d’observer des phases denses et chaudes autour des accélérateurs comme les supernovae
ou encore les étoiles massives. Nous étudierons donc égalemnt deux phases ionisées : HII
(régions HII) et WIM (Warm Ionized Medium), la phase HIM (Hot Ionized Medium)
ayant déjà été traitée par Nava et al. (2019) [161].

2.2.1.1 Composition du milieu interstellaire

Le modèle de milieu interstellaire que j’utilise est basé sur une approche MHD bi-fluide
telle que décrite dans la section (1.1.4). Nous rappelons que dans cette approche, le
plasma est composé de deux fluides : l’un ionisé représentant les espèces ionique, l’autre
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neutre représentant les espèces neutres. Rappelons que dans l’approche MHD bi-fluide,
le fluide électronique ne joue aucun rôle dans la dynamique du plasma. Nous considérons
également que le milieu interstellaire est composé d’hydrogène et d’hélium avec pour rap-
port de densité nH/nHe ≈ 13.28. La masse des électrons étant faible devant la masse
des protons, il est possible de définir une densité numérique totale uniquement basée
sur les noyaux atomiques uniquement sans que cela n’affecte les propriétés du modèle de
milieu interstellaire. La densité totale du plasma est donc donnée par nT = nH + nHe.
On définit également les masses réduites des fluides ionisé et neutre par la relation
µi,n = mi,n/mH où mH est la masse d’un atome d’hydrogène et mi,n sont les masses
pondérées des éléments chimiques composant les milieux ionisé et neutre respectivement.

Le milieu interstellaire se décompose en deux catégories : le milieu interstellaire
chaud et totalement ionisé, et le milieu interstellaire froid et faiblement ionisé. Dans
cette section nous nous interesserons essentiellement aux phases tièdes, froides et faible-
ment ionisées du milieu interstellaire ainsi qu’à deux phases ionisées. L’essentiel des
propriétés physiques et chimiques du milieu interstellaire faiblement ionisé ont été tirées
des travaux de Snow & McCall (2006 [209]). Il est important de noter que dans notre
modèle, le milieu interstellaire inclus un champ magnétique moyen qui n’évolue pas dans
le temps. Nous considérons également que la turbulence générée aux grandes échelles est
également injectée dans le modèle (L = lc ≈ 50 pc5) et contribue à affecter la propagation
des ondes magnétiques le long des lignes de champ et donc le transport du rayonnement
cosmique.

Le milieu interstellaire est composé des phases suivantes :

→ Les phases neutres atomiques : Les phases WNM (Warm Neutral Medium) et
CNM (Cold Neutral Medium) correspondent aux solutions d’équilibre thermiques
avec la phase WIM telles que dérivées par Field et al. (1969 [73]). Dans les
deux phases, l’espèce neutre dominante est l’hydrogène sous forme atomique (HI)
tandis que l’ion dominant est l’hydrogène ionisé (HII) dans le WNM et le carbone
ionisé une fois dans de CNM (CII) [209]. Le WNM est relativement peu dense
(nT = 0.2−0.5 cm−3) avec une température d’équilibre élevée (T = 6 000−10 000
K) tandis que le CNM est plus dense (nT = 20− 50 cm−3) et froid (T = 30− 100
K). Il est difficile de définir une taille caractéristique pour ces deux phases. Les
observations de la raie d’absorption de l’hydrogène à 21 cm du milieu interstellaire
permettent d’obtenir des relations empiriques entre la dispersion de vitesse du
gaz σ et la taille typique R de la phase telle que la loi de Larson σ ∝ Rk où
k ≈ 0.35 (Larson 1979 [133], Roy et al. 2008 [188]). Ces analyses montrent que R
est compris entre 0.01 pc et 100 pc. Il est également important de noter que ces

5La variable L désigne l’échelle d’injection de la turbulence générée aux grandes échelles tandis que
lc correspond à la longueur de cohérence des lignes de champ magnétique. L’égalité L = lc n’est pas
forcément vraie mais est considérée à des fins de simplification du problème : La turbulence est injectée
depuis la plus grande échelle disponible à laquelle le modèle CRC est applicable.
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structure ne sont pas isotropes mais plutôt allongées avec un rapport RL/Rl ≈ 100
entre la longeur (RL) et la largeur (Rl) de la région (Heiles & Troland 2003 [98]).

→ La phase moléculaire diffuse : La phase DiM (Diffuse Medium) correspond à
la transition entre les phases atomiques et les phases moléculaires qui constituent
les structures denses, froides et auto-gravitantes du milieu interstellaire. Le milieu
interstellaire atomique est baigné de radiations UV empêchant ainsi les molécules
de se former tandis que dans les phases moléculaires, ces radiations ne pénètrent
pas permettant ainsi la présence de molécules complexes. La phase DiM joue le
rôle de bouclier moléculaire et permet de conserver l’équilibre chimique des phases
plus denses. Elle constitue donc une transition entre un gaz externe composé
d’hydrogène atomique (HI) et un gaz interne plus dense composé d’hydrogène sous
la forme moléculaire (H2) [209]. Dans notre modèle de milieu interstellaire, nous
considérons que la phase DiM est constituée de 50% d’hydrogène neutre (HI) et
50% d’hydrogène moléculaire (H2). Comme pour la phase CNM, la composante
ionisée dominante est le Carbone ionisé (CII) issue de la photo-dissotiation des
molécules de CO. La densité du DiM est plus importante nT = 100 − 500 cm−3

tandis que sa taille caractéristique est encore plus mal définie que celles du CNM
et du WNM. A partir d’observations CO, Solomon et al. (1987 [212]) suggère
des tailles comprises entre 1 pc et 50 pc où la limite supérieure est basée sur
l’observation de nuages moléculaires géants.

→ Les phases moléculaires denses : Les phases DeM (Dense Molecular) et DeC
(Dense Core) correspondent à deux phases très denses et très faiblement ionisées
du milieu interstellaire. Elles constituent la partie interne des nuages moléculaires.
Leur densité est de 3× 103 cm−3 et 104 cm−3 respectivement et leur température
caractéristique est de 30 K et 20 K respectivement. L’espèce neutre dominante est
l’hydrogène moléculaire (H2) et l’espèce ionisée dominante est l’ion HCO+ (Neufeld
et al. 2005 [162]). Il est également difficile d’estimer la taille caractéristique des
phases moléculaires, R ∼ 1 pc est la taille considérée dans cette étude.

→ Les phases ionisées : Parmi les phases ionisées, on trouve les régions HII qui
sont denses, très chaudes (nT ∼ 300 cm−3, T ≈ 104 K), totalement ionisées et
donc dominées par les ions HII et HeII. La phase WIM (Warm Ionized Medium)
résulte de la solution d’équilibre thermique obtenue par Field et al. (1969 [73])
et possède les mêmes caractéristiques que la phase WNM à la différence que le
taux d’ionisation est proche de 1. Il existe d’autres phases faiblement ionisées tel
que la phase HIM (Hot Ionized Medium) qui est caractérisée par des températures
très élevées (T = 104 − 106 K) et de faibles densités (nT < 1 cm−3) et que l’on
peut retrouver dans les milieux très dilués de la galaxie ou encore dans le milieu
intergalactique. Les plasmas stellaires représentent également une catégorie de
plasmas ionisés.

L’ensemble des propriétés des phases citées et utilisées dans ce travail sont résumées
dans la table (2.1). Conformément à la géométrie du problème, nous considérons des
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Phase HII WIM WNM CNM DiM DeM DeC

T [K] 104 8 000 8 000 50 50 30 20
B [µG] 10 5 5 6 6 26 59
X [10−4] 104 9× 103 2× 102 8 1 0.1 0.01
nT [cm−3] 100 0.35 0.35 30 300 3000 104

µi 1.21 1.21 1 12 12 29 29
µn - 1.21 1.21 1.21 1.67 2.12 2.12

Table 2.1: Ce tableau représente les différentes phases (HII, WIM, WNM, CNM, DiM,
DeM et DeC) utilisées dans ce travail. T représente la température cinétique du gaz, B
le champ magnétique moyen, X = ni/nT est le taux d’ionisation, nT = ni + nn est la
densité numérique normalisée, µi et µn sont les masses des espèces ionisées et neutres
normalisées par la masse du proton. L’ensemble des valeurs sont tirées de Jean et al.
(2009 [114]), Snow & McCall (2006 [209]) et Neufeld et al. (2005 [162]).

phases qui ont la forme d’un tube de hauteur h ∼ Rphase où Rphase = RL est déterminé
grossièrement ci-dessus et un rayon Rl/2 = RSNR correspondant au rayon du choc de
la supernova de laquelle s’échappent les rayons cosmiques. Il est évident que pour les
phases les plus denses et les phases ayant une géométrie filamentaire, cette approximation
n’est pas valable dès lors que le choc de supernovae dépasse quelques pc. De plus nous
négligeons également l’effet de diffusion perpendiculaire des rayons cosmiques et/ou de
dilution des lignes de champ magnétique moyen ce qui suggère que nous sous-estimons la
valeur de Rl. Plus de détails concernant la géométrie du modèle sont donnés par Malkov
et al. (2013 [148]) et Nava et al. (2016 [160]).

2.2.1.2 Propagation des ondes d’Alfvén

Les propriétés du milieu interstellaire affectent de manière notable de développement de
la turbulence et la propagation des perturbations magnétiques générées par les rayons
cosmiques dans le plasma. Nous rappelons l’hypothèse dans laquelle les particules
chargées produisent des ondes magnétiques résonantes avec leur rayon de gyration rg =
E/eB où E représente l’énergie cinétique de la particule. Dans notre modèle, la tur-
bulence générée par les rayons cosmiques est amortie par trois processus différents.
L’amortissement par collision ions-neutres qui découle directement de l’approche MHD
bi-fluide et qui résulte du transfert de quantité de mouvement depuis le fluide ionisé vers
le fluide neutre dont le taux est donné par [114]

νin =

{
2nn(8.4× 10−9 cm−3 s−1)(T/104 k)0.4 T > 50 K
nn(2.1× 10−9 cm−3 s−1) T ≤ 50 K

(2.1)

où l’on rappelle le lien entre le taux de transfert de quantité de mouvement des neutres
vers les ions et celui des ions vers les neutres

νni = νin/χ (2.2)
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où χ = ρn/ρi est le rapport entre la densité de masse des neutres et la densité de masse
des ions. Il existe également des taux de transfert de quantité de mouvement au sein
même des ions νii et des neutres νnn mais il a été montré qu’ils sont négigeables devant
les interactions ion-neutres/neutres-ions. L’équation (1.102) représente la relation de
disperion des ondes d’Alfvén dans l’approche MHD bi-fluide. Xu et al. (2016 [237])
propose une relation de dispersion qui tient également compte de la viscosité cinématique
des neutres

ω3 + i(τ−1
v + (1 + χ)νni)ω

2 − (ω2
k + χτ−1

v νni)ω − i(τ−1
v + νni)ω

2
k = 0 (2.3)

où ω2
k = k2 cos2 θV 2

Ai correspond à la relation de dispersion des ondes d’Alfvén dans un
milieu non-collisionnel et τ−1

v = k2νn correspond au taux d’amortissement visqueux des
ondes d’Alfvén où νn = c2

n/(νnnnn) représente la viscosité cinématique des neutres, cn
étant la vitesse du son dans le fluide neutre et νnn est la fréquence de collision neutre-
neutre. Il est possible de montrer que le taux de viscosité des neutres est négligeable et ce
même dans les phases les plus denses. Les solutions exactes de la relation de dispersion
des modes d’Alfvén sont représentées dans la figure (2.2) par les traits pleins bleu et noir
pour la pulsation ωA

R et le taux d’amortissement −ΓA
I respectivement. Nous observons

l’existence d’une bande de propagation interdite représentée en gris dans la figure en
dehors de laquelle on a la relation ωA

R � −ΓA
I . A partir de cette approximation, Xu et

al. (2016 [237]) propose des solutions analytiques simples de la relation (2.3) qui sont
données par

(ωA
R)2 =

(ω2
k + χτ−1

v νni)
2 + (τ−1

v + (1 + χ)νni)(τ
−1
v + νni)ω

2
k

χτ−1
v νni + ω2

k + (τ−1
v + (1 + χ)νni)2

(2.4)

ΓA
I = −

[
τ−1
v (τ−1

v + (1 + χ)νni) + ω2
k

]
χνni

2
[
ω2
k + χτ−1

v νni + (τ−1
v + (1 + χ)νni)2

] . (2.5)

et sont représentées (avec νn = 0) par les tirets bleu et noir respectivement. Les limites
de la bande de propagation interdites sont définies par l’échelle k à partir de laquelle de
taux d’amortissement des ondes d’Alfvén devient supérieur à la pulsation réelle et que
les perturbations deviennent évanescentes, c’est à dire lorsque la condition

∣∣ωA
R

∣∣ =
∣∣ΓA
I

∣∣
est réalisée. La bande interdite est alors donnée par [k+

c , k
−
c ] où

k+
c =

2νni
VAξn cos θ

(2.6)

k−c =
νin

2VAi cos θ
. (2.7)

Il est alors possible de simplifier une fois de plus les solutions (2.4) en étudiant le com-
portement des ondes d’Alfvén uniquement dans les régimes asymptotiques de faible et
fort couplage des ions avec les neutres. En régime de fort couplage (ωA

R � νni), les
mouvements des ions et des neutres sont corrélés, on obtient alors
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(ωA
R)2 = V 2

Ak
2 cos2 θ (2.8)

ΓA
I = −ξnV

2
Ak

2 cos2 θ

2νni
. (2.9)

On observe que le taux d’amortissement diminue (en valeur absolue) à mesure que les ions
et les neutres sont asymptotiquement fortement couplés. En régime de faible couplage
(ωAR � νin), les mouvements des ions et des neutres sont totalement décorrélés et le
transfert d’énergie des ions vers les neutres est maximal. Les solutions sont données par

(ωA
R)2 = V 2

Aik
2 cos2 θ (2.10)

ΓA
I = −νin

2
(2.11)

où l’on observe que le taux d’amortissement est maximum (en valeur absolue) et con-
stant. Les solutions asymptotiques sont représentées par les petits carrés bleu et noir
respectivement. Dans la phase HII nous observons que les ondes d’Alfvén ne sont pas
amorties et se propagent librement en suivant les solutions de la relation de disper-
sion dans l’approche MHD idéale, conséquence de l’absence d’un fluide neutre. Dans la
phase WIM, le taux d’amortissement des ondes est faible −ΓA

I ∼ 10−10 s−1 (soit envi-
ron 300 ans (yrs)) dans le régime de faible couplage et devient totalement négligeable
en régime de fort couplage, conséquence du fort taux d’ionisation également. Dans les
phases atomiques neutres (WNM, CNM) nous commençons à observer une bande de
propagation interdite, assez fine (en échelle logarithmique) et à haute énergie dans le
WNM (∼ 7− 10 TeV) et un peu plus élargie et à plus faible énergie dans la phase CNM
(∼ 200 − 600 GeV). En régime de faible couplage, les taux d’amortissement des ondes
sont de l’ordre de ∼ 5 × 10−9 s−1 dans le WNM et ∼ 2 × 10−8 s−1 dans le CNM. Les
milieux moléculaires et denses présentent des bandes interdites à plus faible énergie et
plus élargies, ainsi qu’un niveau d’amortissement des ondes en régime faiblement couplé
beaucoup plus important (∼ 10−7 − 10−5 s−1), conséquence du taux de collisions ion-
neutre νni qui est directement lié à la densité de l’espèce neutre dans le plasma.

Les ondes d’Alfvén générées par le rayonnement cosmique interagissent également
avec la turbulence dite ”grande échelle” et injectée dans le modèle par l’intermédiaire de
deux phénomènes différents. Le premier phénomène est le coefficient de diffusion de fond
des rayons cosmiques que nous discuterons dans la section suivante, le second consiste
en un terme supplémentaire d’amortissement des ondes d’Alfvén par interaction avec la
turbulence grande échelle. Les sources de cette dernière sont encore méconnues bien qu’il
est admis que les principales sont les rémanents de supernova et la rotation différencielle
de la galaxie (Mac Low & Klessen 2004 [145]). Ce processus consiste en l’interaction
non-linéaire entre des paquets d’ondes deux à deux se propageant dans des directions
opposées. Les ondes générées par la rayonnement cosmique interagissent avec les per-
turbations magnétiques de fond à travers un processus d’interaction à trois ondes (Ng
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Figure 2.2: Figures représentant les différents processus d’amortissement et de prop-
agation des ondes d’Alfvén générées par le rayonnement cosmique. Les modèles ex-
act/faible amortissement/asymptotique d’amortissement par collisions ion-neutre est
présenté par les traits pleins/tirets/carrés bleu et noir pour la pulsation des modes
d’Alfvén et leur taux d’amortissement respectivement. Le trait plein rouge représente
le taux d’amortissement des ondes d’Alfvén par interactions non-linéaires avec la turbu-
lence à grande échelle suivant le modèle L16. Le trait vertical rouge représente l’échelle de
dissipation de la turbulence à grande échelle. Enfin la bande jaune représente les valeurs
potentielles de l’amortissement non-linéaire de Landau pour des niveaux de turbulence
allant de I ∼ 10−4 à 10−1.
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& Bhattacharjee 1997 [163]). Ce mode de cascade turbulente a été étudié par Farmer
& Goldreich (2004 [68], FG04) dans un premier temps et Lazarian (2016 [137], L16)
ensuite. Les détails du modèle d’amortissement turbulent sont présentés dans la section
(1.3.4.2). Parmi les paramètres libres du modèle L16, on trouve l’échelle d’injection
L de la turbulence ainsi que sa dispersion de vitesse v(L) associée qui définissent la
nature de la turbulence injectée et donc l’amortissement turbulent des ondes d’Alfvén.
Nous utilisons les mêmes hypothèses que Nava et al. (2016 [160]) c’est à dire L = 50
pc et v(L) = max(VA, VS) où VA = B0/

√
4π(ρi + ρn) et VS correspond à la vitesse du

son dans le fluide total c’est à dire dans l’approximation où les neutres et les ions sont
couplés. Dans les milieux faiblement denses, nous sommes en régime trans-Alfvénique
MA ≈ 1, dans les milieux plus denses, le régime super-Alfvénique domine vraisemblable-
ment. Le taux d’amortissement −ΓL16

I est représenté dans la figure (2.2) par les traits
pleins rouges. Les lignes verticales épaisses rouges représentent l’échelle de dissipation
de la turbulence à grande échelle selon le modèle L16 dans les milieux partiellement
ionisés (voir formules 1.202 et 1.204 suivant le régime de turbulence grande échelle).
Nous observons également l’absence d’amortissements turbulents dans les phases HII et
WIM. En effet, la viscosité des neutres νn est inexistante dans ces deux milieux ce qui
conduit à des échelles de dissipation très grandes voire supérieures à l’échelle d’injection
du point de vue mathématique6. Dans les phases neutres atomiques, l’amortissement
turbulent commence à jouer un rôle entre 10 et 100 GeV mais ce rôle devient important
que dans le régime de fort couplage à partir de 30 TeV dans le CNM et 300 TeV dans le
WNM. Dans les phases moléculaires, bien que l’amortissement turbulent soit présent à
partir des énergies de l’ordre du GeV, il devient dominant seulement à partir de 10 TeV
dans le DiM, 100 TeV dans le DeM et 200 TeV dans le DeC. Autrement, le processus
d’amortissement dominant sont les collisions ion-neutre.

L’amortissement non-linéaire de Landau (NLLD : Non Linear Landau Damping [130])
peut être du même ordre de grandeur voire supérieur à l’amortissement par collisions
ion-neutre dans les milieux ionisés. Ce processus résulte du transfert de quantité de
mouvement d’un ion qui glisse le long de l’enveloppe d’un battement d’onde formé par
l’interaction de deux ondes d’Alfvén. Compte tenu de la longueur d’onde du battement,
cet effet n’est présent que dans les milieux chauds pour lesquels les ions ont une vitesse
vi ∼ kφ/ω où φ correspond à la phase du battement. Dans le cas où les mouvements
aléatoires des ions sont légèrement plus lents que la vitesse des enveloppes, le transfert de
quantité de mouvement se fait des ondes vers les ions. Dans le cas contraire, le transfert
se fait des ions vers les ondes. Dans notre cas, en considérant que le fluide ionisé du
plasma est globalement à l’équilibre thermique, la distribution de vitesse des particules
chargées sera globalement inférieure à la distribution de vitesse de battement des ondes.

6C’est précisément la différence que l’on observe entre les modèle d’amortissement turbulent L16 et
FG04 (voir section 1.3.4.2). Tandis que le terme d’amortissement FG04 est défini à toutes les échelles,
l’amortissement L16 est dépendant de l’échelle de coupure de la turbulence à grande échelle kdam telle
que définie dans la section (1.2.1.6) dans l’approche MHD bi-fluide. C’est la raison pour laquelle dans la
figure (2.2) les phases WIM et HII ne comportent pas d’amortissement turbulent. L’énergie résonante à
laquelle la turbulence est coupée est supérieure à 100 TeV.
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Ceci conduit à un taux d’amortissement −ΓNLLD
I qui dépend du niveau de turbulence

I(k) = (δB/B0)2
k et qui s’écrit (Kulsrud 1978 [126])

ΓNLLD
I = −

√
π

8
vik

(
δB

B0

)2

k

(2.12)

où vi =
√
kBT/mi est la vitesse thermique des ions du plasma. L’amortissement de

Landau non-linéaire est représenté dans la figure (2.2) par les bandes jaunes pour des
niveaux de turbulence allant de I = 10−4 à 10−1 correspondant à la limite supérieure de
la théorie quasi-linéaire. Dans les phases ionisées, ce processus d’amortissement domine
tant que les ondes d’Alfvén peuvent se propager. Dans toutes les phases neutres, nous ob-
servons qu’il est complètement négigeable excepté dans le WNM aux énergies inférieures
à 10 GeV dans les cas extrêmes de hauts niveaux de turbulence.

2.2.2 Equations du système

Dans cette section, je décris le système d’équations qui permet d’étudier la propagation
du rayonnement cosmique dans le milieu interstellaire indépendament de la manière dont
il est injecté par les sources, et son interaction avec la turbulence Alfvénique. Nous con-
sidérons que le rayonnement cosmique est uniquement composé de protons, mais nous
proposons également une équation de transport pour les électrons dont les applications
potentielles sont multiples. Afin d’étayer l’hypothèse que le rayonnement cosmique joue
un rôle non-négligeable dans les propriétés turbulentes de la galaxie et tous les processus
qui en découlent, nous considérons également un couple d’équations de transport pour
la turbulence auto-générée : une équation pour les ondes se propageant dans une direc-
tion et une pour celles se propageant dans la direction opposée. Ce système d’équations
s’exprime dans un espace des phases (x, E) des positions et des énergies où l’énergie
correspond à l’énergie d’un proton dont le rayon de gyration rg est égal à l’inverse du
nombre d’onde k de la perturbation Alfvénique (intération résonante).

En trois dimensions, le système d’équations s’écrit de la manière suivante 7

7Tandis que l’équation sur le rayonnement cosmique se démontre à partir de l’équation de Vlasov
et des approximations de la théorie quasi-linéaire (TQL) du transport du rayonnement cosmique (voir
section 1.3 et les travaux de Skilling 1975abc), la démonstration de l’équation de l’intensité du champ
turbulent n’est pas triviale. En effet deux approches différentes sont usuellement utilisées pour cette
description : l’approche de Liouville qui considère le champ turbulent comme une fonction de densité
d’espace de phases et qui se matérialise par l’équation de Vlasov dI/dt = 0, et l’approche MHD qui
considère le champ turbulent comme un fluide et qui répond à l’équation de conservation de la masse
(Dogiel 1994 [50]). Ces deux approches diffèrent par l’apparition d’un terme −Iw∇ · VA à droite du
signe d’égalité dans l’approche MHD. Il est néamoins possible de montrer, à postériori, que le rôle joué
par ce terme est négligeable dans ce travail. Ceci n’exclue en rien la nécéssité de mieux comprendre le
formalisme sous-jacent au transport des perturbations dans le plasma.
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∂Pcr

∂t
+ VA · ∇Pcr = ∇ · (κ̄ · ∇Pcr) +

E

3
{VA, Pcr} −

4

3
∇ ·VAPcr +Qcr(Pcr)

∂Iw
∂t

+ VA · ∇Iw = −Iw∇ · VA + Γwg Iw − Γwd (Iw − I0
w) (2.13)

où

{VA, Pcr} =∇ ·VA
∂Pcr

∂E
− ∂VA

∂E
· ∇Pcr. (2.14)

La variable Pcr = Pcr(x, E) désigne la pression du rayonnement cosmique (erg cm−3)
où l’indice cr ∈ {p, e} désigne les protons ou les électrons. La variable Id = Id(x, E)
désigne le niveau de turbulence (δB(k = 1/rg)/B0)2 où l’indice w ∈ {+,−} désigne
les ondes se propageant dans une direction et dans l’autre suivant les lignes de champ
magnétique B0(x, t). Les équations présentées ci-dessus sont évaluées localement le long
des lignes de champ magnétique moyen B0(x, t) dont on considère qu’elles évoluent
lentement devant la fréquence de gyration (|Ωcr|) des rayons cosmiques et sur de grandes
échelles devant le rayon de gyration (rg,cr). A titre indicatif, le rayon de gyration d’un
rayon cosmique de 1 TeV baigné dans un champ magnétique de 1 µG est d’environ
rg ≈ 10−3 pc, son temps de gyration est d’environ |Ω|−1 ∼ 3.5 yr. Les observations
montrent que le système d’équations (2.13) est parfaitement valable pour tout le spectre
du rayonnement cosmique galactique. Le terme à gauche de l’égalité de l’équation du
transport du rayonnement cosmique décrit l’advection du rayonnement cosmique par les
ondes, autrement formulé, dans le référentiel d’interaction des rayons cosmiques avec les
ondes, le plasma est en mouvement global à la vitesse uniforme VA. Le premier terme à
droite est le terme de diffusion qui fait, dans le cas le plus général, intervenir le tenseur
de diffusion κ̄ donné par

κ̄ =




κXX κXY κXZ
κY X κY Y κY Z
κZX κZY κZZ


 (2.15)

où les coefficients κij = κij(Iw) correspondent aux différents termes de diffusion de
l’équation de transport et dans ce modèle, sont dépendants du niveau de turbulence I±.
Le second et le troisième termes de droite contiennent les pertes adiabatiques d’énergie
du rayonnement cosmique liées à la dépendance en espace de la vitesse d’Alfvén du
milieu. Enfin le dernier terme Qcr correspond à un terme de source et/ou de perte
suivant le système considéré. Plus de détails sur l’équation de diffusion-convection du
rayonnement cosmique ainsi que sa dérivation sont donnés dans la section (1.3). Dans
l’équation de transport de la turbulence, nous retrouvons le terme advectif lié à la vitesse
de déplacement des ondes dans le plasma insterstellaire globalement statique. Le premier
terme de droite correspond à un processus de pertes/gains adiabatiques d’énergie tur-
bulente aux interfaces entre les phases du milieu interstellaire. Dans le second terme de
droite, I0

w correspond à la turbulence ambiante qui est initialement calculée suivant des
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modèles théoriques que je détaille plus loin. Les termes Γwg et Γwd = ΓwA+ΓwL16+ΓwNLLD cor-
respondent respectivement aux taux de croissance des ondes w générées par l’instabilité
de dérive des rayons cosmique et au taux d’amortissement résultant des processus décrits
dans la section précédente. Dans un espace tri-dimensionnel, le taux de croissance des
modes résonant s’écrit

Γ±g = ∓ 1

2W0(I+ + I−)
VA · ∇Pcr (2.16)

dont l’expression plus générale est donnée par la relation (1.313) où l’on a négligé le sec-
ond terme en supposant que les niveaux de turbulence générés sont faibles. Les termes
de croissance et d’amortissement ne jouent un rôle que lorsque le niveau de turbulence
s’éloigne du niveau de fond.

En 1D, en considérant un fluide de proton p, d’électrons e et d’ondes se propageant
en long du champ magnétique dans un sens et dans l’autre (±), le système se réécrit

∂Pp
∂t

+ VA
∂Pp
∂z

=
∂

∂z

(
κzz

∂Pp
∂z

)
+
E

3
{VA, Pp} −

4

3

∂VA

∂z
Pp +Qp,inj

∂Pe
∂t

+ VA
∂Pe
∂z

=
∂

∂z

(
κzz

∂Pe
∂z

)
+
E

3
{VA, Pe} −

4

3

∂VA

∂z
Pe +Qe,inj +Qe,sync(Pe)

∂I+

∂t
+ VA

∂I+

∂z
= −I+

∂VA

∂z
+ Γ+

g I+ − Γ+
d (I+ − I0

+)

∂I−
∂t

+ VA
∂I−
∂z

= −I−
∂VA

∂z
+ Γ−g I− − Γ−d (I− − I0

−) (2.17)

où κzz correspond au coefficient de diffusion des rayons cosmiques le long des lignes
de champ. Ce coefficient est commun aux protons et aux électrons en régime rela-
tiviste. La physique associée au coefficient de diffusion de fond est décrite dans la
section (2.2.3). Le terme Qcr,inj correspond au terme d’injection du rayonnement cos-
mique par l’accélérateur. La physique sous-jacente est décrite dans la section (2.2.4).
Le terme Qe,sync correspond au terme de rayonnement synchrotron des électrons décrit
dans la section (2.2.5), celui des protons est négligeable. On peut également préciser
l’expression du taux de croissance des modes d’Alfvén anisotropes

Γ±g =

{
± fsat(I±)

2W0(I++I−)V
±

A
∂Pp
∂z V ±A

∂Pp
∂z < 0

0 V ±A
∂Pp
∂z > 0

(2.18)

où V ±A = V ±A (z, E) a une signification ”vectorielle” dans le sens où il vaut

V ±A =

{
+VA pour les modes I+

−VA pour les modes I−.
(2.19)

Le signe précédent la valeur de VA est définit par la direction d’advection des modes
d’Alfvén. Par défaut, les modes sont advectés depuis la source vers le milieu interstellaire
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lointain. fsat(I±) correspond à une fonction de staturation du taux de croissance des
modes d’Alfvén qui est de la forme

fsat(I±) ∼ e−τsatI± (2.20)

de manière à ce que le taux de croissance évolue de manière linéaire lorsque le niveau de
turbulence est faible et devienne logarithmique à l’approche du régime non-linéaire. Le
coefficient τsat est un paramètre libre du modèle que l’on peut mettre sous la forme

τsat = − ln
(
I±c
)
/fc (2.21)

où I±c < 1 correspond à un taux de staturation magnétique critique et fc un facteur de
suppression associé permettant de limiter le taux de croissance des ondes.

2.2.3 Modèle de turbulence de fond

Nous avons vu que, dans notre modèle unidimensionnel, la diffusion des rayons cosmiques
est essentiellement conduite par le coefficient κzz. Nous suivons les travaux de (Nava et
al. 2016 [160], Malkov et al. 2013 [148]) et le définissons de la manière suivante

κzz(z, E, t) =
2κb(E)

I+(z, E, t) + I−(z, E, t)
(2.22)

où κb correspond au coefficient de diffusion de Bohm qui résulte de l’étude des mou-
vements stochastiques d’une particule chargée dans un champ magnétique fortement
turbulent (Bohm 1949 [92], Spitzer 1960 [214], Bell 1978 [15]) qui est donné par

κb =
1

Is

4c

3π

E

eB0
(2.23)

et qui décrit la diffusion des rayons cosmiques dans le milieu interstellaire au passage
d’une onde de choc plane qui fait interface entre l’accélérateur, dont le niveau de tur-
bulence magnétique est élevé (Is ≈ 1) et le milieu interstellaire dominé par un champ
magnétique moyen B0 uniforme localement. Dans notre modèle, nous considérons κb
constant dans le temps ce qui est une approximation car le rapport de compression du
choc diminu au cours du temps et le niveau de turbulence Is diminue également. On note
également que l’expression (2.22) montre que κzz est également conduite par la valeur
des niveaux de turbulence dans le milieu interstellaire qui sont initialement, à priori,
indépendant de la source donc constants. En conséquence, si Is diminu, en l’absence
de modèle de turbulence auto-générée, le coefficient de diffusion κzz augmente jusqu’à
atteindre un régime de propagation balistique des rayons cosmiques. Avec le modèle de
turbulence auto-générée, sa valeur sera grandement contrainte par des ondes générées
par les gradients de pression de rayons cosmiques exercés sur le plasma ambiant. Ini-
tialement, le niveau de turbulence de fond I0

± n’est pas connu, nous le déterminons à
partir de la turbulence de fond de la manière suivante

I0
± =

κb
2κ0

zz

(2.24)
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où κ0
zz correspond au niveau de turbulence de fond à l’instant initial. Nous montrons

dans les paragraphes suivant, les modèles plus ou moins raffinés existants et utilisés dans
ce travail.

Nous supposons dans un premier temps que le milieu interstellaire est composé d’une
succession de phases, et que ces phases sont stationnaires durant un lapse de temps long
devant le temps caractéristique de relaxation de l’instabilité de streaming du rayonnenent
cosmique. On montre à postériori que ce temps doit être supérieur à ∼ 1 Myr pour une
échelle d’environ 2 kpc ce qui est faible devant le temps dynamique de traversée 8 de la
turbulence à grande échelle. Ceci s’explique en particulier par le fait que la vitesse de
streaming des rayons cosmiques est très supérieure à la vitesse du son dans le plasma,
quelque soit la phase.

Inférence observationnelle Dans ce modèle, le coefficient de diffusion du background
est de la forme

κ0
zz = d00

(
E

10 GeV

)δ
(2.25)

où les valeurs d00 ≈ 1028 − 1029 cm2s−1 correspond à la valeur de normalisation du
spectre de diffusion pour des protons de 10 GeV et δ ≈ 0.3− 0.75 correspond à l’indice
spectral de la distribution du coefficient de diffusion tel qu’inférées observationnellement
[27]. Cependant, ce modèle est obtenu à partir des observation moyennées des rapports
B/C du milieu galactique local, et par conséquent, est indépendant des propriétés de la
phase interstellaire considérée.

Les coefficients de diffusion sont représentés dans la figure (2.3) par les lignes de
couleur noire et les hachures qui couvrent l’espace entre les couples de paramètres (d00 =
1028 cm2s−1, δ = 0.5) et (d00 = 1029 cm2s−1, δ = 2/3) pour des énergies allant de 100
MeV à 1 PeV.

Modes d’Alfvén résonants Ce modèle est précisément décrit dans l’annexe (A.5)
et correspond au calcul du coefficient de diffusion des modes d’Alfvén résonants en
turbulence purement anisotrope. Le coefficient de diffusion est donné par

κ0
zz =

v2

8

∫ +1

−1
dµ

(1− µ2)2

Dµµ(µ)
(2.26)

où

Dµµ =
∑

j=±1

2πΩ2(1− µ2)

vB2
0

(1− jεµ)2

|µ− jε| g
j
s(k

j
r). (2.27)

8Le temps de ”traversée” de la turbulence correspond grossièrement au temps tcross mis par les
perturbations du champ de vitesse du gaz pour se propager de part et d’autre d’une boite de simulation
théorique de taille caractéristique L. Ce concept est décrit plus en détail dans la section (3.2.3)



108 CHAPITRE 2. ECHAPPEMENT ET DIFFUSION DES RCS DANS LE MIS

kjr = Ω/v(µ − jε) correspond au nombre d’onde résonant et ε = VA/v correspond à la
vitesse d’Alfvén dans le milieu interstellaire et v la vitesse caractéristique des rayons
cosmiques. Enfin le terme gjs correspond au spectre de turbulence et est donné par 9

gjs(k‖) = 2(q − 1)W0I
j
TOTk

q−1
‖,mink

−q
‖ k‖ > k‖,min (2.28)

où IjTOT ≈ kmax 〈I(k)〉 correspond à la puissance totale des perturbations magnétiques
où kmax = l−1

min, où l−1
min correspond à l’échelle de dissipation de la turbulence telle que

définie dans la section (1.3.4.2) et 〈I(k)〉 correspond au niveau de turbulence moyenné
entre les différentes échelles spatiales k. Ce modèle de diffusion a l’inconvénient de
posséder de nombreux paramètres libres mais permet de différencier les amplitudes de
diffusion dans les différentes phases, permettant ainsi de mettre en lumière les effets qui
ont lieu aux interfaces entre différentes phases du milieu interstellaire.

Le modèle de diffusion dépendant de la phase du milieu interstellaire est représenté
dans la figure (2.3) pour les différentes phases étudiées dans la section (2.2.1.1) en faisant
varier l’indice spectral q du modèle de turbulence utilisé pour le calcul de κ0

zz. Les
résultats dans chaque phase sont représentés par un remplissage coloré entre q = 3/2
en tirets correspondant à une turbulence de type Kraichnan et q = 5/3 en traits pleins
correspondant à une turbulence de type Kolmogorov. La puissance totale des pertur-
bations magnétiques est choisie égale à 10−4. Avec ce modèle, on observe clairement
les différences de valeur de diffusion du rayonnement cosmique entre les phases du mi-
lieu interstellaire. En particulier, on constate que le niveau de diffusion est corrélé à
la densité du milieu par l’intermédiaire de la valeur de la vitesse d’Alfvén dans chaque
phase. Ceci explique que les coefficients de diffusion soient beaucoup plus faibles dans
les phases moléculaires que dans les phases neutres, de-même concernant les écarts de
diffusion dans le WIM et les régions HII.

Xu et al. (2016) [238] propose également un modèle de diffusion de fond du rayonnement
cosmique qui tient également compte de la coupure de la turbulence MHD via collisions
ion-neutre et viscosité des neutres.

2.2.4 Echappement des rayons cosmiques

L’hypothèse principale de l’échappement des rayons cosmiques issus des supernovae est
qu’ils sont émis à travers un processus d’accélération par un choc diffusif (DSA : Diffusive
Shock Acceleration). Traditionnellement, le transport du rayonnement cosmique est
traité différement à l’intérieur du choc (de l’accélérateur) et à l’extérieur du choc dans
le milieu interstellaire homogène. En aval du choc, les niveaux de turbulence sont très
importants I± ∼ 1 et le gaz est comprimé. Les rayons cosmiques se retrouvent alors
confinés car leur libre parcours moyen λcr est du même ordre que leur rayon de gyration
rcr,g. Le régime de transport est isotrope et décrit par la dynamique de Bohm. En

9Le paramètre k‖,min fait référence à l’échelle d’injection Linj de la turbulence à grande échelle.
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Figure 2.3: Cette figure représente les différents modèles de diffusion utilisés dans ce
travail. En noir hachuré est représenté le modèle de diffusion inféré observationnellement
qui est indépendant des propriétés du milieu interstellaire. Dans chaque sous-figure,
les hachures couvrent l’espace des paramètres (d00 = 1028 cm2s−1, δ = 0.5), et (d00 =
1029 cm2s−1, δ = 2/3) en tirets et en trait plein respectivement. En couleur est représenté
le modèle de diffusion basé sur la dynamique des modes d’Alfvén résonants appliqués à
chaque phase : la région HII (en rouge), le WIM (en orange), le WNM (en vert), le CNM
(en bleu clair), le DiM (en bleu), le DeM (en violet) et le DeC (en bleu foncé). Les zones
colorées couvrent l’espace d’évolution du spectre de turbulence utilisé : q = 3/2 − 5/3
en tirets et lignes continues respectivement.
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amont du choc, les niveaux de turbulence magnétique sont beaucoup plus faibles I± ∼
10−6−10−4, la densité de gaz est plus faible, le régime de transport des rayons cosmiques
est anisotrope et s’opère le long des lignes de champ magnétique moyen. Dans ce dernier
cas, le libre parcours moyen est de l’ordre de 104 − 106 fois le rayon de gyration des
particules. Comme nous l’avons évoqué au début de ce chapitre, ces deux descriptions
introduisent une discontinuité dans le transport du rayonnement cosmique à laquelle il
est nécessaire de palier. Dans cette section, je présente le modèle de reste de supernova de
type Ia que j’ai utilisé, la fonction de distribution du rayonnement cosmique echappé du
reste ainsi que différents modèles d’échappement pour les protons et les électrons basés
sur deux approches différentes, et au final un traitement particulier de l’échappement
lorsque le rémanent est en phase radiative.

Modèle de rémanent de supernovae

L’échappement des rayons cosmiques est intimement lié au modèle d’évolution du reste
de supernova car c’est au travers du confinement magnétique que les particules restent
confinées dans le choc. Dans ce travail, je m’intéresse à l’évolution du choc d’un reste
de supernova de type Ia qui évolue dans un milieu interstellaire homogène non-perturbé.
L’ensemble des stades de l’évolution du reste sont décrits par les travaux de Cioffi et al.
(1988) [36] et Truelove & McKee (1999) [223]. Le rayon du choc du reste évolue de la
manière suivante

Rsh(t) ∝





t t < tSed Expansion libre

t2/5 tSed < t < tPDS Sedov Taylor (ST)

t3/10 tPDS < t < tMCS Pressure Driven Snowplow (PDS)

t1/4 tMCS < t < tmerge Momentum Conserving Snowplow (MCS)
(2.29)

où la constante de proportionnalité est définie par le rayon du reste a la transition
(t = tSed) entre la phase libre et la phase Sedov-Taylor, moment à partir duquel le
milieu interstellaire commence à jouer un rôle dominant sur la dynamique du reste [223]

Rsh(t = tSed) = 5.0

(
ESNR,51

nT

)1/5

1−

0.05M
5/6
ej,�

E
1/2
SNR,51n

1/3
T tkyr




2/5

t
2/5
kyr [pc] . (2.30)

Le rayon du choc dépend de l’énergie de l’énergie mécanique de la supernova ESNR,51 ≈ 1
en unités de 1051 erg, de la masse de l’ejecta Mej,� en unités de masse solaire, de la
densité du milieu interstellaire nT et du temps en kyr. Les temps de transition entre les
différentes phases sont donnés par
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tSed,kyr = 0.3E
−1/2
SNR,51Mej,�n

−1/3
T (2.31)

tPDS,kyr =
36.1e−1E

3/14
SNR,51

ξ
5/14
n n

4/7
T

(2.32)

tMCS,kyr = min


 61v3

ej,8

ξ
9/14
n n

3/7
T E

3/14
SNR,51

,
476

(ξnΦc)9/14


 tPDS,kyr (2.33)

tmerge,kyr = 153


E

1/14
SNR,51n

1/7
T ξ

3/14
n

βC06




10/7

tPDS,kyr (2.34)

où vej,8 = 10
√
ESNR,51/Mej,�, ξn ∼ 1 dans ce cas précis correspond à la métallicité du

milieu que l’on choisi solaire, Φc = 1 correspond à la conductivité termique du plasma à
l’instant actuel de l’observation du reste [213], dans ce cas précis β = 2 et C06 = 1. En-
tre l’instant de l’explosion et tSed le choc s’etend librement dans le milieu interstellaire.
Dans cette phase d’expansion libre les rayons cosmiques sont confinés dans le gaz sous
pression. A partir de la phase Sedov-Taylor, le choc ralentit et commence à être sensible
aux propriétés du milieu interstellaire. Les rayons cosmiques de plus haute énergie sont
libérés pendant cette phase. A la fin de la phase d’expansion adiabatique, le rémanent
entre en phase d’expansion radiative (t > tPDS). Le choc se propage suffisament lente-
ment et le gaz est fortement comprimé car qu’il commence à perdre de l’énergie à travers
du rayonnement UV. Dans un premier temps, c’est la pression du gaz qui est grandement
affectée (phase PDS) tandis qu’ensuite c’est l’inertie du choc tout entier qui finit par
être affectée (phase MCS). Dans les phases radiatives sont accélérés les rayons cosmiques
de plus faible énergie. Enfin à t = tmerge le choc disparait complètement et finit par fu-
sionner avec le milieu interstellaire. Les modèles d’évolution du rayon du choc Rsh(t)
et de sa vitesse ush(t) sont présentés dans le cas où le reste s’étend dans les phases HII
(en rouge), WNM (en vert), CNM (en bleu clair) et DiM (en bleu) dans la figure (2.4).
Notons également que pour des raisons de stabilité numérique j’ai choisi d’interpoler les
différents stades de l’évolution du reste par une fonction spline cubique permettant ainsi
d’adoucir les courbes d’évolution. L’analyse du modèle est quelque peu affectée mais
cela ne change pas son effet dans la dynamique globale de l’injection de rayonnement
cosmique.

Nous observons que la vitesse d’expansion du reste de supernovae dépend uniquement
de la densité de la phase. En particulier on voit que dans les phases tièdes neutres (WNM,
WIM) le reste s’étend très rapidement et sa durée de vie est longue (∼ 3 Myr) dans les
phases les plus denses, la vitesse d’expansion est plus petite (d’un facteur 10 environ)
et la durée de vie n’excède pas les 200 kyr pour le DiM. Ceci implique également que
la transition entre la phase d’expansion adiabatique et les phases d’expansion radiative
s’opère d’autant plus tôt que la densité du milieu est importante : tPDS = 300 yr dans
le WNM/WIM contre 30 yr dans le DiM. Tandis que dans la phase d’expansion libre la
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vitesse du choc varie peu, dans les phases radiatives elle décroit exponentiellement avec
le temps, la phase d’expansion adiabatique est une phase de transition.

Fonction de distribution du rayonnement cosmique

La pression du rayonnement cosmique à l’instant où il s’échappe du rémanent de super-
novae est définie par

Pcr(z, E)0 =
4π

3c3
E4f(E) (2.35)

où f(E) est la distribution en énergie du rayonnement cosmique qui est donnée par

f(E) =
3c3

16π2R3
sh(tesc(E))

1

E2

dN

dE
(2.36)

où

dN

dE
=

{
(2−Γ)Wcr

E2−Γ
max−E2−Γ

min

E−Γ Γ 6= 2

Wcr
ln(Emax)−ln(Emin)E

−Γ Γ = 2.
(2.37)

Wcr = 0.1 × 1051 erg correspond à l’énergie de l’explosion transmise au rayonnement
cosmique, Emin ≈ 0.1 GeV et Emax = EM, où EM correspond à l’énergie d’accélération
maximale que le choc peut transférer aux particules, correspondent aux limites du spectre
d’énergie.

Injection du rayonnement cosmique

Dans ce travail j’utilise essentiellement deux approches de l’injection du rayonnement
cosmique, l’une basée sur le modèle d’évolution du nuage de rayons cosmiques (CRC :
Cosmic Rays Cloud, Malkov et al. 2013 [148], Ptuskin et al. 2008 [176]) : modèle 1,
l’autre basée sur un calcul analytique de l’énergie maximale des rayons cosmiques qui
peuvent s’échapper au niveau du choc (Cardillo et al. 2015 [26]) : modèle 2.

Modèle 1 : Le modèle CRC, au delà des hypothèses qui lui permettent de traiter
l’échappement de rayons cosmiques en 1D, a l’avantage d’être déconnecté de la problématique
de l’accélération du rayonnement cosmique en utilisant astucieusement le système d’équations
de transport des protons et des ondes d’Alfvén anisotropes auto-générées. Malkov et al.
(2013) définit le temps de demi-vie du nuage de rayons cosmiques t1/2 comme le temps
qu’il faut pour que la pression intégrée dans la distribution initiale de rayonnement
cosmique soit divisée par deux. Ce temps est donné par la relation

∫ +a

−a
Pp(z, E, t1/2) dz = aP 0

p (E) (2.38)

où P 0
p correspond à la valeur initiale de la pression des protons distribués uniformément

dans un intervalle [−a,+a] où a = 2Rsh/3 correspond au rayon du choc Rsh ramené
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Figure 2.4: Cette figure représente les courbes d’évolution du rayon du choc d’un reste de
supernova (en haut) de la vitesse du choc (en bas) dans un milieu homogène caractérisé
par sa densité nT . Le code couleur fait référence aux phases : rouge pour la phase HII,
vert pour le WNM, bleu clair pour le CNM et bleu pour le DiM. Les points ronds font
référence à tSed c’est à dire à la transition entre la phase d’expansion libre et la phase
ST, les points carrés font référence à tPDS c’est à la transition entre la phase ST et la
phase PDS et enfin les triangles retournés font référence à min(tmerge, tMCS).
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en 1D où Rsh est défini pour un problème tri-dimensionnel. Afin de déterminer le
temps d’échappement d’une population d’énergie E de rayons cosmiques, il est nécessaire
d’intersecter les solutions t1/2(a) obtenues pour un grand nombre de valeurs de a avec les
solutions t(Rsh) correspondant aux solutions d’évolution du choc d’une supernovae de
type Ia tel que décrites dans le paragraphe ci-dessus. Notons que ce modèle le système
d’équations résolu est donné par (Nava et al. 2016 [160])

∂Pp
∂t

+ VA
∂Pp
∂z

=
∂

∂z

(
κzz

∂Pp
∂z

)
(2.39)

∂I+

∂t
+ VA

∂I+

∂z
= Γ+

g I+ − Γ+
d (I+ − I0

+) (2.40)

est indépendant de l’énergie, ne tient compte que des modes générés en avant, et ne
s’applique que dans des milieux homogènes. Les solutions t1/2(a) = t(Rsh) d’échappement
des rayons cosmiques avec le modèle 1 sont représentées dans la figure (2.5) pour les
phases WNM, CNM et DiM. Nava et al. (2016, 2019) [161] présentent leurs solutions
appliquées aux phases tièdes ionisées (WIM) et chaudes ionisées (HIM). Les solutions
d’échappement sont obtenues pour les énergies 10 GeV, 100 GeV, 1 TeV et 10 TeV.
Pour chaque population de rayons cosmiques, nous obtenons une solution d’échappement
(tesc, Rsh(tesc)) qui est représentée à gauche par les intersections des courbes colorées
avec la courbe en tirets noir représentant le modèle de choc de supernova. Tandis qu’à
droite sont représentées les solutions tesc(E) pour chaque phase. Ainsi, il est possible
de définir les conditions initiales de la propagation des rayons cosmiques dans le milieu
interstellaire. Plus de détails sur ce modèle sont donnés dans Brahimi et al. (2020)
[22]. Nous observons que dans le WNM, le temps d’échappement évolue linéairement en
tWNM
esc (E) ∝ E−0.5. Dans les phases CNM et DiM, le temps d’échappement est constant

autour de la zone de propagation interdite avant de décroitre à nouveau mais en E−1.
Il n’existe pas de solutions d’échappement dans les bandes de propagation interdites
car le rayonnement cosmique n’est pas confiné dans l’environnement proche du reste de
supernovae. L’effet observé est lié au changement de régime de propagation des ondes
d’Alfvén générées par l’instabilité de streaming des protons. En effet, au delà de la
bande interdite, le taux d’amortissement des ondes décroit en E−2, les rayons cosmiques
à de telles énergies sont alors confinés plus longtemps dans la source. Proche des bandes
interdites, le confinement est faible car la pulsation réelle des modes d’Alfvén est du
même ordre de grandeur que le taux d’amortissement. Enfin, nous observons que plus
le milieu est dense, plus les rayons cosmiques sont émis tôt dans la vie du reste de su-
pernova : tandis que dans le WNM, les rayons cosmiques d’énergie 10 GeV s’échappent
à ∼ 30 kyr, dans le DiM, ils s’échappent à 2 kyr. Enfin le spectre d’énergie des rayons
cosmiques ne joue pas un rôle fondamental dans l’injection du rayonnement cosmique.

Modèle 2 : Le second modèle est basé sur un modèle communément utilisée pour
décrire de manière auto-consistante l’échappement du rayonnement cosmique des restes
de supernova qui consiste à dire que l’énergie maximale des rayons cosmiques qui s’échappent
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Figure 2.5: Cette figure tirée de [22] illustre le modèle d’échappement du rayonnement
cosmique tel que proposé par Malkov et al. (2013 [148]) dans trois phases : le WNM en
haut, le CNM au milieu, le DiM en bas. A gauche sont représentées les solutions t1/2
en fonction du rayon a initial pour chaque population de rayons cosmiques : en vert
pour les RCs à 10 GeV, bleu pour les RCs à 100 GeV, rouge pour les RCs à 1 TeV et
noir pour les RCs à 10 TeV. La courbe d’évolution du choc de supernova de type Ia est
représentée par les traits pointillés noirs. A droite sont représentées les solutions tesc(E)
pour chaque phase en faisant apparaitre la bande de propagation interdite des ondes
d’Alfvén en gris et pour deux indice spectraux Γ différents concernant la distribution en
énergie initiale du rayonnement cosmique.
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augmente avec le temps pendant la phase d’expansion libre pour ensuite diminuer au
cours du temps pendant la phase Sedov-Taylor suivant la relation (Gabici et al. 2019
[82])

Emax,0 =

{
EM (t/tSed) t ≤ tSed

EM (t/tSed)−δ t ≥ tSed
(2.41)

où EM représente l’énergie maximale que le reste de supernovae peut fournir aux rayons
cosmiques et qui se trouve à t = tSed c’est à dire à la transition entre la phase d’expansion
libre et Sedov-Taylor. Plus de détails sont donnés par Celli et al. (2019) [29]. En
inversant la relation ci-dessus, il est possible de définir le temps d’échappement des
rayons cosmiques ainsi que le rayon du reste à l’intant d’échappement

tesc(E) = tSed

(
E

EM

)−1/δ

(2.42)

Resc(E) = Rsh(tesc(E)). (2.43)

L’avantage de ce modèle d’échappement est qu’il est possible de traiter l’ensemble du
spectre en énergie des protons et ainsi, traiter de manière plus réaliste la problématique
du transport du rayonnement cosmique dans les environnements de restes de supernova.
Il reste cependant à calculer l’énergie maximale EM . Cardillo et al. (2015) [26] con-
sidère pour cela que les particules qui se sont échappées excitent des instabilités plasmas
à l’origine de la génération de modes de dérive résonants et non-résonants permettant
d’amplifier efficacement le champ magnétique proche du choc, entrainant un confine-
ment des rayons cosmiques injectés. En particulier, l’injection d’un courant de partic-
ules super-Alfvéniques induit à une réaction du plasma visant à le compenser [16]. En
considérant que le reste s’étend dans un milieu homogène, et qu’une fraction de l’énergie
cinétique du choc est instantanément transférée au flux de particules qui s’échappe, il
est possible de définir une équation sur la variable Emax,0(t)

Emax,0(t) ln

(
Emax,0(t)

Emin

)
=
e
√

4πρT
10c

ξcru
2
sh(t)Rsh(t) (2.44)

où ush(t) représente l’évolution de la vitesse du choc en fonction du temps, ξCR ≈ 0.1
représente l’efficacité de l’accélération du rayonnement cosmique définie comme le rap-
port de la pression des RCs sur la pression cinétique du gaz PCR/ρu

2
sh, ρT = mini+mnnn

correspond à la densité massique totale du plasma dans lequel le choc se propage et Emin

correspond au minimum de l’énergie produite par l’accélération de rayons cosmiques pen-
dant la phase Sedov-Taylor. Il est important de noter que l’équation (2.44) n’est valable
que dans la phase Sedov-Taylor et non dans les phases radiatives. Cependant, la variable
qui nous intéresse ici est EM = max(Emax,0(t)) où Emax,0(t) est censé être correctement
définit pendant toute la vie du reste de supernovae. Dans les phases radiatives, il est
quasi-improbable de générer des particules d’énergie supérieures à celles produites pen-
dant la phase Sedov-Taylor. Notre modèle d’injection n’est donc pas affecté par cette
approximation. L’inconvénient de ce modèle d’échappement reste la valeur de δ qui est
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Figure 2.6: Cette figure illustre le modèle d’échappement 2 basé sur un calcul auto-
consistant dans les phases HII (en rouge), WIM (en jaune), WNM (en vert), CNM (en
bleu clair), DiM (en bleu). A gauche sont représentées les fonctions Emax,0(t) tandis
qu”à droite sont représentées les temps d’échappement dans les cas δ = 2 en trait plein
et δ = 3 en tirets.

à priori un paramètre libre. Celli et al. (2019) [29] propose d’en dériver une valeur
théorique et obtient δ ≈ 2. Les valeurs de Emax,0(t) et les solutions d’échappement des
rayons cosmiques suivant le modèle 2 sont présentées dans la figure (2.6) à gauche et
à droite respectivement et ce pour toutes les phases dans lesquelles il est possible de
considérer l’expansion d’un reste de supernova. Les temps d’échappement ont été cal-
culés pour chaque phase pour des valeurs de δ = 2 en trait plein et 3 en tirets. Nous
observons que l’énergie maximale d’injection de rayons cosmiques est plus importante
dans les phases HII, CNM et DiM que dans les phases WNM et WIM. Ceci est unique-
ment dû à un effet de la densité du milieu qui est équivalent à l’analyse faite dans le
modèle 1 : les rayons cosmiques s’échappent plus tôt dans les phases denses. Ce modèle
se distingue du modèle 1 par trois points : dans un premier temps nous observons que
le temps d’échappement est définit même pour les énergies correspondant à la bande de
propagation interdite, au delà du GeV, le temps d’échappement évolue uniquement en
−1/δ et ne tient donc pas compte de la génération de modes d’Alfvén pouvant entrainer
un confinement supplémentaire, ce modèle définit une valeur EM au-delà de laquelle
il n’y a pas d’injection de rayonnement cosmique. Il est donc optimisé pour réaliser
des calculs de propagation avec un spectre complet de protons, en revanche, le temps
d’injection est légèrement sur-estimé à haute énergie par rapport à celui du modèle 1.

La figure (2.7) compare les deux modèles d’échappement du rayonnement cosmique
dans les phases WNM, CNM et DiM. Dans le WNM on observe que le paramètre δ
associé au modèle (1) est d’environ 3 à toutes les énergies. La différence avec le modèle
(2) vient du choix de la normalisation. Dans les phases CNM et DiM le coefficient δ
associé au modèle (1) est variable dans le temps et diffère de manière importante avec
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Figure 2.7: Cette figure compare les modèles d’échappement de protons 1 représenté
par les lignes reliées par des triangles renversé et d’échappement 2 en traits pleins et en
tirets pour les paramètres δ = 2 et 3 respectivement et ce dans les phases WNM (vert),
CNM (bleu clair) et DiM (bleu) pour un spectre d’injection du rayonnement cosmique
en E−2.2. Notons que les triangles renversés non reliés correspondent aux zones où le
modèle 1 n’a pas de solution d’échappement.

les résultats d’injection du modèle (2).

Phases radiatives : En phase radiative, il est nécessaire de s’assurer que la vitesse
du choc est toujours supérieure à ∼ 110 km s−1 qui correspond à la vitesse limite en
dessous de laquelle le milieu choqué ne génère plus de radiation UV et ne peut plus
ioniser le milieu precurseur (Shull & McKee 1979 [205]). Dans ce cas, les collisions
ion-neutre amortissent rapidement toute perturbation magnétique (Sutherland & Do-
pita 2017 [217]) et déconfinent tous les rayons cosmiques. Nous considérons donc deux
variantes possibles de l’échappement du rayonnement cosmique en phase radiative qui
viennent en complément des modèles d’échappement 1 et 2.

→ Le modèle rapide (F : Fast). Dans ce modèle les fluctuations du champ magnétique
dans le précurseur sont rapidement amortie dès lors que le choc entre en phase
radiative. En conséquence, à t∗ = tPDS toutes les particules d’énergie E > E∗ qui
ne se sont pas échapées, sont libérées. Dans ce modèle, la quantité de rayonnement
cosmique libéré au début de la phase radiative est plus importante et contribue à
générer plus de turbulence.
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→ Le modèle lent (S : Slow). En considérant que le précurseur est suffisament ionisé,
une fois entré en phase radiative le fluide est comprimé et les particules qui ne
se sont pas échappées à tPDS restent confinées jusqu’à ce que la vitesse du choc
devienne inférieure à 110 km s−1, vitesse à laquelle ils sont libérés. Ce modèle a
tendance à générer moins de turbulence.

Modèle d’échappement des électrons : Dans ce travail, le modèle d’échappement
des électrons est basé sur le modèle 2 d’échappement des protons. Dans les faits, les
électrons sont régis par la même microphysique à la différence près qu’ils sont susceptible
de perdre une partie de l’énergie via le rayonnement synchrotron et/ou Compton Inverse
(uniquement les pertes synchrotron sont implémentées pour l’heure). L’énergie maximale
que le choc de la supernova peut fournir aux électrons est alors donné par (Ohira et al.
2012 [167])

EeM = min(Ecool
e , EpM) (2.45)

où EpM correspond au maximum d’énergie que la supernovae peut fournir aux protons et

Ecool
e =

9m4
ec

7

4e2Bd(tSed)2tSed
(2.46)

est l’énergie maximale perdue via le processus de rayonnement synchrotron des électrons,
Bd(t) = rBsat(t) correspond au champ magnétique en aval du choc, le facteur de com-
pression du choc ici est r = 4. Ohira et al. (2012) [167] proposent trois modèles
d’évolution de la saturation du champ magnétique Bsat(t) au niveau du choc. Dans
la phase d’expansion libre du choc (t < tSed), le champ de saturation est maximal
et constant. Pendant la phase Sedov-Taylor, le champ magnétique à l’interface décroit
lentement à mesure que le choc se dilue jusqu’à atteindre la valeur du champ magnétique
du milieu interstellaire. Autrement définit

Bsat(t) =





Bfree t ≤ tSed

Bfree(t/tSed)−αB tSed ≤ t ≤ tB
B0 tB ≤ t

(2.47)

où

Bfree =
ηg,freeηaccctSedEknee

3eRsh(tSed)2
(2.48)

où Eknee ≈ 1 PeV, ηg(t) correspond au facteur de proportionnalité entre le libre parcours
moyen des électrons et leur rayon de gyration λe(t) = ηg(t)rg,e(t) de telle manière que
dans la limite de la diffusion de Bohm, ce facteur vaut 1. ηacc ≈ 10 est un facteur
numérique qui dépend du rapport de compression du choc et de la dépendance spatiale
du coefficient de diffusion de fond (Drury 1983 [58]). tB est donné par

tB = tSed

(
Bfree

B0

)1/αB

(2.49)
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et correspond à l’instant où le choc est complètement dilué et le champ manétique au
niveau du choc est égal à celui du milieu interstellaire. Trois variantes d’évolution de ce
modèle sont proposées et sont dirigées par la valeur du coefficient αB entre tSed et tB

αB =





α− 1
5 ηg(t) = ηg,free

9
10 B2

sat ∝ u3
sh

3
5 B2

sat ∝ u2
sh.

(2.50)

où α = 1/δ. Dans le premier modèle, on considère que le gyrofacteur est constant dans
le temps. Dans le second, le champ magnétique au niveau du choc dépend de la vitesse
du choc au cube [16] tandis que dans le troisième modèle il dépend de la vitesse du choc
au carré [229]. Les observations tendent à favoriser le dernier modèle [228].

2.2.5 Rayonnement synchrotron des électrons

En se propageant le long des lignes de champ magnétique moyen, les électrons émettent
un rayonnement lié à leur mouvement de gyration autour des lignes de champ. Ceci
entraine une perte d’énergie que l’on qualifie de perte par rayonnement synchrotron. Le
taux de perte synchrotron est donné par (Schlickeiser 2002 Chapitre 4 [194])

Ė

E
≈ cσT

4π
(B0 sin θ)2 E

m2
ec

4
(2.51)

θ correspond à l’angle entre la ligne de visée de l’observateur et la direction du champ
magnétique B0

10, et σT = 6.65×10−25 cm2 correspond à la section efficace de collision de
Thomson. L’équation de transport des électrons où seul le terme de pertes synchrotron
joue un rôle est alors donnée par ([19])

∂Pe
∂t

= − ∂

∂E

([
Ė

E

]
EPe

)
(2.52)

2.2.6 Temps de résidence et grammage

Le temps de résidence des rayons cosmiques dans l’environnement d’un accélérateur
est un bon indicateur de l’effet de confinement produit par l’augmentation du niveau
de turbulence au voisinage de la source. Il est cependant plus commode de parler du
grammage qui représente la densité de colonne traversée par les rayons cosmiques durant
leur voyage autour de la source. Cette quantité est à la fois dépendante des propriétés
de transport du rayonnement cosmique et du gaz environnant. Le grammage est défini
par

Ξ ≈ 1.4mpnT cτres (2.53)

où τres est le temps de résidence. Aux échelles galactiques, ce temps est inféré suivant
les rapports d’abondance des éléments secondaires sur celle des primaires. Les résultats

10Dans le code CR SPECTRA, le terme de perte synchrotron est par défaut moyenné sur l’angle θ.
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obtenus représentent la moyenne du confinement dans tout l’environnement galactique
local c’est à dire également loin des sources ce qui fausse les conclusions sur le transport
du rayonnement cosmique. D’Angelo et al. (2016) [47] ont étudié le grammage du ray-
onnement cosmique dans les environnements des restes de supernova et montrent que
suivant le taux d’ionisation X du MCS le grammage des RCs de haute énergie peut être
important. Il n’est donc pas complètement évident d’inférer les paramètres de propaga-
tion des RCs galactiques uniquement à partir des ratios B/C.

Dans notre problème unidimensionnel à symétrie cylindrique, le temps de résidence
d’un rayon cosmique d’énergie E est définit comme le temps qu’il met à partir du moment
tesc(E) où il s’échappe de la source, pour traverser une zone à la position z∗. Le temps
de résidence est défini en considérant que sa trajectoire est dominée par la diffusion (qui
sera vérifée à postériori). Le temps de résidence est alors donné par (Nava et al. 2019
[161])

z2
∗ =

∫∞
Rsh(tesc(E)) z

2Pcr(z, E, τres + tesc(E)) dz
∫∞
Rsh(tesc(E)) Pcr(z, E, τres + tesc(E)) dz

(2.54)

Les résultats concernant le grammage des rayons cosmiques dans les environnements de
supernovae seront discutés plus loin.

2.3 Code numérique de transport CR SPECTRA

Dans cette section je discute des méthodes numériques qui sont mises en oeuvre pour
répondre à la problématique de l’injection et du transport du rayonnement cosmique
dans les environnements proches des restes de supernovae. Je présente dans un premier
temps le code CR SPECTRA (Cosmic Ray Self Propagation Escaping and Confinment
TRAnsport code)11 que j’ai développé et qui est disponible sur Github, puis je présente
les différentes méthodes numériques utilisées ainsi que des tests fiduciaux qui permettent
de valider ces méthodes.

2.3.1 Présentation générale

2.3.1.1 Intérêt scientifique

J’ai développé le code CR SPECTRA à la suite de ma publication (Brahimi et al.
2020 [22]) sur l’étude du transport du rayonnement cosmique dans les environnements
faiblement ionisés des restes de supernovae. L’objectif initial étant de répondre aux
problématiques que nous avons rencontré lors de ces travaux. Initialement, le code de
transport utilisé ne sonde pas l’espace des phases en énergie résonante des rayons cos-
miques et ne tient donc pas compte des pertes adiabatiques liées aux variations de la
vitesse d’Alfvén dans l’espace physique (∇ · VA) et l’espace des énergies (∂VA/∂E ),

11Le code CR SPECTRA est disponible sur Github à l’adresse suivante :
https://github.com/LoannData/CR SPECTRA.git

https://github.com/LoannData/CR_SPECTRA.git
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ainsi que d’autres détails jouant un rôle fondamental dans l’étude du transport du rayon-
nement cosmique (voir section 2.2). Le code CR SPECTRA permet d’effectuer un grand
nombre d’études scientifiques différentes autour de la problématique du transport, ci-
dessous sont présentés quelques exemples :

→ Echappement et propagation du rayonnement cosmique dans les envi-
ronnements de restes de supernova. Cette étude permet de compléter les
travaux entrepris par Malkov et al. (2013 [148]), Nava et al. (2016 [160], 2019
[161]) et Brahimi et al. (2020 [22]). Nous discutons en détails cette problématique
dans ce chapitre.

→ Recherche et caractérisation d’une source cachée de rayonnement cos-
mique. Dans ce genre d’étude, il s’agit de contraindre les paramètres d’un accélérateur
de rayons cosmiques afin d’expliquer le flux reçu sur Terre ainsi que ses sous-
structures (raidissement, pics, anisotropie ...). Voir section (2.5.2).

→ Transport des rayons cosmiques galactiques issus de super bulles. Il est
possible d’adapter, pour un moindre effort, le code de transport aux problème de
l’émission de rayons cosmiques des super bulles en modifiant le modèle d’injection
et en ajoutant un terme advectif correspondant au vent global émis par l’ensemble
des accélérateurs. Voir section (2.5.4).

→ Emission γ des nuages moléculaires au voisinage des restes de supernova.
En connaissant le flux de protons, ainsi que les propriétés du milieu, il est possible
de déterminer le spectre d’émission γ issu de l’interaction des protons avec le milieu
ambient. Voir section (2.5.1).

La liste des études possibles ci-dessous est non-exhaustive.

2.3.1.2 Structure du code

Le code se décompose en deux parties indépendantes l’une de l’autre. La première par-
tie consiste en la génération des ”conditions initiales” c’est à dire toutes des quantités
physiques qui jouent un rôle dans la simulation mais qui n’évoluent pas au cours du
temps : les distributions initiales de la pression des protons et des électrons, le niveau
de turbulence de fond, quantité d’énergie injectée dans le rayonnement cosmique, com-
position du milieu interstellaire. Ainsi que tous les paramètres fondamentaux : taille
de la boite de simulation, résolution en espace et en énergie, position de la source de
rayonnement cosmique etc ... . Cette partie est codée dans le langage Python 3.7 qui
a l’intérêt d’être très modulable et permet d’interagir avec l’utilisateur, facilitant ainsi
la programmation de modèles mathématiques complexes. La seconde partie consiste en
la résolution du système d’équations (2.17) à partir des conditions initiales générées par
la première partie. Cette seconde partie est écrite en langage C++ offrant ainsi une
rapidité d’execution notable. Certains paramètres doivent-être fixés dans un fichier an-
nexe de la partie C++ comme les paramètres de l’injection du rayonnement cosmique,
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les termes a utiliser ou non dans le système d’équations, les propriétés de fréquence de
sortie des fichiers de solution.

Plus de détails techniques sont donnés dans la documentation qui accompagne le code.

2.3.2 Méthodes de résolution numérique par découpage

En analyse numérique, il est commun d’utiliser une méthode de découpage des solveurs
pour résoudre un sytème complexe d’équations. Cette méthode consiste à appliquer les
uns à la suite des autres les différents opérateurs agissant sur la fonction solution de
l’équation. En particulier, le système (2.17) se réécrit

∂Pp
∂t

=
∑

i

Lpi (Pp) = LpPp (2.55)

∂Pe
∂t

=
∑

i

Lei (Pe) = LePe (2.56)

∂I+

∂t
=

∑

i

L
I+
i (I+) = LI+I+ (2.57)

∂I−
∂t

=
∑

i

L
I−
i (I−) = LI−I− (2.58)

où
∑

i L
x
i , x ∈ {p, e, I+, I−} correspond à l’opérateur d’indice i agissant sur la fonction

fx solution du système (2.17). Les différents opérateurs sont donnés par

Lp = Ladv(−VA, z) + Ldiff(κzz, z)

+ Ladv(E/3 ∂VA/∂z ,E) + Ladv(−E/3 ∂VA/∂E , z)

+ Lsrc(−4/3 ∂VA/∂z ) + Lsrc(Qp,inj)

Le = Ladv(−VA, z) + Ldiff(κzz, z)

+ Ladv(E/3 ∂VA/∂z ,E) + Ladv(−E/3 ∂VA/∂E , z)

+ Lsrc(−4/3 ∂VA/∂z ) + Lsync(E) + Lsrc(Qe,inj)

LI+ = Ladv(−VA, z) + Lsrc(−I+ ∂VA/∂z ) + Lgd(Γ+
g I+,Γ

+
d (I+ − I0

+))

LI− = Ladv(−VA, z) + Lsrc(−I− ∂VA/∂z ) + Lgd(Γ−g I−,Γ
−
d (I− − I0

−))

où Ladv(V, s) correspond à un opérateur d’advection d’une quantité V suivant la direction
s ∈ {z, E}, Ldiff(D, s) correspond à l’opérateur de diffusion de coefficient κ dans la
direction s, Lsrc(Q) correspond à l’opérateur source de la quantité Q, Lgd(Qg,−Qd)
correspond à l’opérateur source qui résoud la génération de turbulence de quantité Qg
et son amortissement −Qd dans le plasma et enfin, Lsync(E) correspond à l’opérateur à
l’origine des effets de rayonnement synchrotron des électrons. Ci-dessous nous présentons
en détail chaque opérateur utilisé par le solveur.
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2.3.3 Termes d’advection spatiale (Lzadv)

Le solveur numérique utilisé pour tous les termes d’advection spatiale est le même et
résoud l’équation de base qui est de la forme

∂u(x, t)

∂t
= −V ∂u(x, t)

∂x
(2.59)

u(x, t = 0) = u0(x) (2.60)

où u(x, t) est la fonction solution qui peut être la distribution spatiale de pression des
protons ou des électrons, ou encore les niveaux de turbulence. u0(x) correspond à con-
dition initiale de la solution u(x, t = 0). Le schéma numérique utilisé est qualifié de
”upwind-biased” et est donné par, après discretisation de l’équation ci-dessus,

un+1
i = uni −∆t

[
max(V, 0)u−x + min(V, 0)u+

x

]
(2.61)

où

u−x =
uni − uni−1

∆x
u+
x =

uni+1 − uni
∆x

. (2.62)

Où ∆t et ∆x correspondent respectivement aux pas de temps et d’espace de la simulation.
Ce schéma est de premier ordre en temps et en espace et est stable si la condition de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) suivante

CFL =

∣∣∣∣
V∆t

∆x

∣∣∣∣ < 1 (2.63)

est satisfaite. Afin de montrer la consistance et la stabilité numérique du schéma utilisé
[135], nous effectuons deux tests fiduciaux dans lesquels une fonction porte u(x, t) est
advectée. Notons également que les conditions aux bords sont de type absorbantes, ie

un+1
0 = un0 (2.64)

un+1
NX

= unNX (2.65)

où les indices i et n font référence à la position et au temps respectivement.

Advection unilatérale Dans ce premier test, la condition initiale est donnée par

u(x, t = 0) = u0(x) =

{
1 100 pc ≤ z ≤ 200 pc
0 sinon

(2.66)

tandis que la vitesse d’advection est uniforme, est dirigée vers les z grands et vaut V = 1
pc/yr. Les résultats sont présentés dans la figure (2.8) à trois temps différents : 0.5 kyr,
1.0 kyr et 1.5 kyr. La partie supérieure de la figure représente l’évolution de la solution
initiale représentée par les tirets noirs sur la partie gauche de la figure au cours des trois
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instants et ce pour trois résolutions différentes : NX = 28 en vert, 210 en bleu et 212 en
rouge. La partie inférieure de la figure (2.8) représente l’évolution de l’erreur relative
cumulée errrel donnée par

errrel =

∫ Xmax

Xmin
dx |usim(x)− uana(x)|
∫ Xmax

Xmin
dxuana(x)

(2.67)

où l’indice sim fait référence à la solution numérique tandis que ana fait référence à la
solution analytique. Pour chaque simulation, le pas de temps est donné par

∆t = 0.5

∣∣∣∣
∆x

V

∣∣∣∣ (2.68)

et vaut ∼ 3.9 yr pour NX = 28, ∼ 0.97 yr pour NX = 210 et ∼ 0.24 yr pour NX = 212.
Nous observons que bien que le schéma numérique est très diffusif, spécialement dans le
cas où l’on utilise de faibles résolutions spatiales, ce dernier est stable par définition des
conditions CFL. A mesure que la résolution spatiale augmente, l’erreur relative cumulée
diminue et par conséquent le schéma est convergant, répondant ainsi au théorème de
Lax. Notons également que dans le cadre de l’étude actuelle le processus de transport
dominant est la diffusion (nous le montrerons) et que l’effet de l’advection est très faible
limitant ainsi la diffusion numérique. Nous pouvons également ajouter que les distri-
butions utilisées possèdent des bords adoucis limitant de surcoit les pertes par diffusion
numérique.

Advection bilatérale Dans le second test, la condition initiale est donnée par

u(x, t = 0) = u0(x) =

{
1 950 pc ≤ z ≤ 1050 pc
0 sinon

(2.69)

tandis que la vitesse d’avection V (x) est bi-latérale, c’est à dire définie par

V (x) =

{
0.5 pc/yr z ≥ 1000 pc
−0.5 pc/yr z < 1000 pc.

(2.70)

Les résultats sont présentés dans la figure (2.9) avec le même code syntaxique que pour
le cas de l’advection uniforme. Ce dernier cas est plus proche de la réalité physique du
problème modélisé. En effet, l’advection dans notre modèle est dirigée du centre (depuis
l’accélérateur) vers l’extérieur (le milieu interstellaire lointain). La norme de la vitesse
d’advection étant divisée par deux, le pas de temps respectant la condition de stabilité
(2.68) est multiplié par deux. Dans ce cas-ci nous observons que le schéma numérique
est beaucoup moins diffusif, l’erreur relative cumulée est divisée par 10 par rapport à la
situation d’advection linéaire.
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Figure 2.8: Cette figure décrit le schéma numérique d’advection uniforme d’une fonction
porte suivant la méthode ”upwind biased”. La figure du haut représente les différentes
solutions : analytique (en tirets noirs), et numérique pour NX = 28, 210, 212 les courbes
colorées vert, bleu et rouge respectivement, aux trois instants t = 0.5, 1.0, 1.5 kyr de
gauche à droite respectivement. La figure du bas représente l’évolution de l’erreur relative
cumulée (2.67) en fonction du pas de temps ∆x et aux trois instants décrits ci-dessus
représentés par des étoiles, disques et carrés respectivement.
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Figure 2.9: Cette figure décrit le schéma numérique d’advection bilatéral d’une fonction
porte suivant la méthode ”upwind biased”. La figure du haut représente les différentes
solutions : analytique (en tirets noirs), et numérique pour NX = 28, 210, 212 les courbes
colorées vert, bleu et rouge respectivement, aux trois instants t = 0.5, 1.0, 1.5 kyr de
gauche à droite respectivement. La figure du bas représente l’évolution de l’erreur relative
cumulée (2.67) en fonction du pas de temps ∆x et aux trois instants décrits ci-dessus
représentés par des étoiles, disques et carrés respectivement.
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2.3.4 Terme de diffusion spatiale (Lzdiff)

L’équation de diffusion spatiale la plus générale est donnée par

∂u(x, t)

∂t
=

∂

∂x
D(x)

∂u(x, t)

∂x
(2.71)

u(x, t = 0) = u0(x) (2.72)

où κ(x, t) est le coefficient de diffusion en espace qui évolue éventuellement dans l’espace.
Dans le cas où une telle équation serait résolue numériquement en utilisant un schéma
de diffusion explicite, la condition sur le pas de temps serait alors donnée par

∆tex <
(∆x)2

max(D(x))
. (2.73)

Cette condition est extrêmement contraignante car d’ordre 2 en espace et dépend de la
valeur maximale du coefficient de diffusion des rayons cosmiques dans le milieu interstel-
laire. Or nous avons vu que plus l’énergie de ces derniers augmente, plus le coefficient
de diffusion maximal augmente et contraint toute la simulation. C’est pourquoi nous
faisons le choix de résoudre l’équation de diffusion à l’aide d’une méthode implicite, et
par conséquent inconditionnellement stable quelque soit le choix du pas de temps et la
résolution de la simulation. La méthode utilisée est appelée méthode theta ([8]) et est
dirigée par un facteur θ qui permet de choisir, soit de résoudre l’équation de diffusion
en utilisant la méthode upwind biaised (θ = −1), soit en utilisant méthode de Crank-
Nicolson (θ = 1/2), soit de manière purement implicite (θ = 1). Notre calcul est basé
sur la valeur θ = 1, plus de détails concernant la méthode de résolution sont donnés en
annexe (A.8). Dans les configurations faisant intervenir plusieurs termes des équations
de transport du système, le pas de temps sera alors uniquement déterminé par les con-
ditions de courant des méthodes explicites.

Dans ce cas précis, nous effectuons deux tests de diffusion, homogène et variable
dans l’espace, dans une boite de simulation définie entre les bornes Xmin = 0 pc et
Xmax = 2000 pc et où le pas de temps est défini ”à la main” et vaut ∆t = 10 yr. La
solution initiale du problème est donnée par

u(x, t = 0) = u0(x) =

{
1 950 pc ≤ z ≤ 1050 pc
0 sinon

(2.74)

et nous observons les solutions aux instants t = 10 kyr, 30 kyr et 100 kyr.

Diffusion homogène Dans le premier cas, nous résolvons numériquement l’équation
(2.71) en considérant un coefficient de diffusion constant et égal à κ(x) = κ0 = 1029

cm2/s. Nous présentons les résultats dans la figure (2.10) pour les différentes résolutions
: NX = 28 (en vert), 210 (en bleu) et 212 (en rouge) et comparons avec la solution
analytique (en tirets noirs) qui est donnée par
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ua(x, t) =
1

2
u0(x)

[
erf

(
x− 950 pc

2
√
κ0t

)
+ erf

(
1050 pc− x

2
√
κ0t

)]
. (2.75)

Nous observons que les solutions numériques sont très proches de la solution analytique et
ce quelque soit la résolution dans la bande d’étude sélectionnée. En observant l’évolution
des erreurs relatives en fonction du temps et de la taille relative des cellules, nous ob-
servons que le schéma numérique est convergeant en errrel ∝ ∆X−1 et par conséquent
consistant en ce qui concerne le transport dans les milieux aux coefficient de diffusion
homogène.

Diffusion variable Dans le second cas, nous résolvons numériquement l’équation
(2.71) mais en considérant un coefficient de diffusion donné par la relation

D(x) = 1029

(
1− (1−R)

[
exp

{
−(x− 1100 pc)2

σ2

}
+ exp

{
−(x− 900 pc)2

σ2

}])

(2.76)

où R = 10−3 et correspond au rapport de diminution du coefficient de diffusion et σ = 20
pc correspond à la largeur à mi-hauteur des fonctions gaussiennes utilisées dans la forme
de ce coefficient de diffusion. Cette fonction est représentée dans la sous-figure du bas
de la figure (2.11) par le trait plein noir et est comparée au cas où le coefficient de
diffusion est constant (tirets noirs). Nous notons dans ce cas une diminution de trois
ordres de grandeur du coefficient de diffusion autour des points x = 900 pc et 1100
pc. Les solutions sont représentées sur la première, seconde et troisième sous-figure en
partant du haut pour 10, 30 et 100 kyr respectivement. En l’absence de solution ana-
lytique à un tel problème nous choisissons de comparer les solutions obtenue pour les
résolutions NX = 26 (en bleu clair), 28 (en vert), 210 (en bleu) et 212 (en rouge) à une so-
lution numérique associée à une résolution extrême 214 (en noir). Bien que les solutions
numériques dans la configuration d’un coefficient de diffusion variable sont beaucoup
moins précises que dans le cas homogène, on observe tout de même une convergence des
solutions par le fait que l’erreur relative cumulée, en utilisant la solution de résolution
214 comme solution de référence, diminue à mesure que la résolution augmente. Ceci
plaide en faveur d’un schéma numérique consistant. Afin d’observer les différences entre
les solutions dans le cas homogène et le cas variable, nous avons aussi tracé la solution
analytique obtenue dans le cas de la diffusion homogène à chaque instant en tirets noirs.

Nous observons clairement l’effet lié à réduction locale du coefficient de diffusion par
le fait que la forme de heaviside de la solution initiale n’est pas brisée. Par ailleurs, dans
une telle situation, il semble y avoir deux régimes de propagation différents :

→ Aux instants proches de l’instant initial (t < 30 kyr) le fluide n’a pas encore atteint
les zones où le coefficient de diffusion est réduit et évolue exactement comme dans
le cas d’un milieu homogènement diffusif.
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→ Dès lors qu’une quantité non-négligeable de fluide atteint les zones ou le coefficient
de diffusion est réduit (t > 30 kyr), sa vitesse de diffusion est réduite de trois ordres
de grandeur et, en comparaison des échelles de temps de la simulation, il semble
ne plus évoluer du tout alors même que le fluide au centre continue de diffuser
rapidement.

C’est la raison pour laquelle nous observons entre 30 et 100 kyrs que la distribution du
fluide semble figée et continue de s’aplatir au cours du temps. Notons également que
plus la résolution est fine, plus la solution numérique obtenue semble s’approcher de
la situation où le coefficient de diffusion est homogène. Ceci vient de l’erreur commise
dans le calcul des gradients de valeur du coefficient de diffusion. Dans les configurations
où les gradients de coefficient de diffusion sont importants, il est nécessaire d’adapter
la résolution du problème en conséquence afin de maximiser l’effet de confinement du
fluide.

2.3.5 Termes d’advection en énergie (LEadv)

La bande d’énergie sondée par le modèle est très grande (du GeV au PeV) et couvre un
grand nombre d’ordres de grandeurs. Il n’est donc pas possible de définir une grille de
calcul uniforme comme dans l’espace des positions z. La grille utilisée est logarithmique
de base 10 permettant ainsi d’afficher un pas d’énergie constant à la travers la trans-
formation α(E) = log10(E). Dans le système d’équations que nous souhaitons résoudre,
l’équation d’advection en énergie est donnée par

∂u(x,E, t)

∂t
=

E

3

∂VA(x,E)

∂x

∂u(x,E, t)

∂E
(2.77)

u(x,E, t = 0) = u0(x,E) (2.78)

où u0(x,E) correspond à la fonction de distribution initiale de la variable u. Cette
équation est résolue de manière explicite par la méthode ”upwind biaised” comme pour
le cas de l’opérateur d’advection spatiale. Dans ce cas, la condition de courant implique

∆t <

∣∣∣∣
3min(∆E)

max(E)max(∂VA/∂x)

∣∣∣∣. (2.79)

Nous observons que dans le cas où l’espace des phases des énergies est très grand, la
condition CFL devient extrêmement contraignante rendant impossible toute simulation.
En effet dans ce cas, le pas de temps en énergie sera très petit aux basses énergies et le
maximum d’énergie sera très élevé. Un autre facteur contraignant le pas de temps est
la largeur de transition de la vitesse d’Alfvén du milieu interstellaire entre deux phases,
d’où la nécéssité absolue de considérer des transitions douces de plusieurs pc de largeur.
Afin de lever la contrainte liée à structure de la grille en énergie, il convient de réécrire
le système (2.77) en termes de α(E) = log10(E). Nous obtenons
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Figure 2.10: Cette figure représente l’évolution de la solution u(x, t) de l’équation de
diffusion (2.71) dans le cas où le coefficient de diffusion est homogène et vaut κ0 = 1029

cm2/s aux instants t = 10 kyr, 30 kyr et 100 kyr. Différentes résolutions sont testées et
représentées sur la partie haute de la figure : NX = 28, 210 et 212 en vert, bleu et rouge
respectivement. Les résultats sont comparés à la solution analytique (2.75) en tirets
noirs. La partie inférieure de la figure représente l’évolution de l’erreur relative cumulée
en fonction de la taille relative des cellules au cours du temps.
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Figure 2.11: Cette figure représente l’évolution de la solution u(x, t) de l’équation
de diffusion (2.71) dans le cas où le coefficient de diffusion est variable et donné par la
relation (2.76) qui est représenté dans la partie inférieure de la figure par la ligne noire et
est comparé au coefficient de diffusion constant représenté par la ligne discontinue noire.
Dans les sous-figures du haut, du milieu et du bas sont représentées les solutions obtenues
dans une telle configuration aux instants t = 10 kyr, 30 kyr et 100 kyr respectivement.
Sont représentées les solutions numériques aux résolutions : NX = 26, 28, 210, 212 et 214

en bleu clair, vert, bleu, rouge et noir respectivement. Ces solutions sont comparées à
la solution analytique de diffusion homogène tracée en tirets noirs.
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∂u(x, α, t)

∂t
=

∂VA(x, α)/∂x

3 ln 10

∂u(x, α, t)

∂α
(2.80)

u(x, α, t = 0) = u0(x, α). (2.81)

Dans ce cas-ci, le pas en énergie est constant, la CFL est donnée par

∆t <

∣∣∣∣
3 ln(10)∆α

max(∂VA/∂x)

∣∣∣∣ (2.82)

et ne dépend plus que des variations spatiales de la vitesse d’Alfvén donc des transitions
entre les différentes phases. Notons tout de même que la valeur du pas en énergie, de
part les propriétés de la fonction logarithme, dépend des valeurs du minimum et du
maximum de l’espace des phases en énergie. Les conditions aux bords en énergie sont
de type extrapolation

un+1
i,0 = (un+1

i,1 )2/un+1
i,2 (2.83)

un+1
i,NE

= (un+1
i,NE−1)2/un+1

i,NE−2 (2.84)

afin que l’énergie advectée depuis les populations de rayons cosmiques en bordure de
grille soit éventuellement perdue suivant le signe de ∂VA(x, α)/∂x .

Afin de confirmer la méthode de résolution mise en oeuvre, nous effectuons un test
d’advection en énergie une fonction de distribution initiale donnée par

u0(x,E) =

(
E

10 GeV

)−2.7

(2.85)

où la vitesse VA(x,E) est donnée par

VA(x,E) = 5 pc/yr

(
x−Xmin

Xmax −Xmin

)
. (2.86)

Cette définition est totalement arbitraire. Les résultats sont présentés dans la figure
(2.12) pour un espace des phases des énergies allant de 10 GeV à 10 TeV et des résolutions
allant de NE = 28 − 212 cellules en énergie. Les résultats obtenus sont comparés à la
solution analytique du problème qui est donnée par

ua(x, α, t) = u0

(
x, α+

∂VA(x, α)/∂x

3 ln 10
t

)
. (2.87)

Dans ce cas précis, le signe de la dérivée de la vitesse d’Alfvén est positif entrainant
un gain d’énergie constant de la fonction u(x,E, t). Nous observons sur la figure du
haut que les solutions numériques sont en adéquation avec la solution analytique et ce
quelque soit la résolution utilisée. La figure du bas qui présente l’évolution de la fonction
d’erreur relative cumulée, telle que définie par la relation (2.67), en fonction de la taille
d’une cellule d’énergie, montre bien de le schéma numérique converge linéairement. On
en conclut que le schéma numérique est conforme au théorème de Lax [135].
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Figure 2.12: Cette figure décrit le schéma numérique d’advection en énergie d’une dis-
tribution spectrale en loi de puissance de la fonction u(x,E, t) (2.85) suivant la méthode
”upwind biaised”. La figure du haut représente les solutions pour différentes résolutions
en énergie NE : 28 en vert, 210 en bleu, 212 en rouge, ainsi que la solution analytique
en tirets noirs. Ces solutions sont comparées à trois instants différents : 0.5, 1.0 et 1.5
kyr. La solution analytique qui n’est pas en superposition avec les solutions numériques
correspond à la distribution initiale. La figure du bas représente l’évolution de l’erreur
relative cumulée en fonction de la taille relative d’une cellule d’énergie et ce pour les
trois instants cités ci-dessus.
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2.3.6 Terme de rayonnement synchrotron (Lsync)

Le terme de rayonnement synchrotron des électrons est de la forme

∂u(E, t)

∂t
= −τs

∂

∂E

(
E2u(E, t)

)
+Q(E, t) (2.88)

où

τs =
cσT
4π

B2
0 sin2 θ

m2
ec

4
(2.89)

et Q(E, t) est une éventuelle fonction d’injection. Dans les simulations incluant tous
les termes de l’équation de transport, ce terme source est remplacé par le déplacement
spatial d’électrons et n’est donc pas nécessaire. L’équation du rayonnement synchrotron
(2.89) peut se réécrire, en utilisant la méthode de décomposition des solveurs, comme le
système suivant

∂u(E, t)

∂t
= −τsE2∂u(E, t)

∂E
(2.90)

∂u(E, t)

∂t
= −2τsEu(E, t) (2.91)

∂u(E, t)

∂t
= Q(E, t). (2.92)

Tandis que les équations (2.91) et (2.92) ne sont pas contraintes par une condition CFL
car considérées comme des termes sources, l’équation (2.90) est une équation d’advection
en énergie dont la contrainte sur le pas de temps pour un solveur explicite d’ordre 1 est
donnée par

∆t <

∣∣∣∣
min(∆E)

max(E2)τs

∣∣∣∣. (2.93)

Comme pour le cas de l’advection en énergie, la contrainte sur les extrema de l’espace
des phases des énergie est extrêmement forte. En appliquant le changement de variable
α(E) = log10(E2) l’équation (2.90) devient

∂u(α, t)

∂t
= − 2τs

ln 10
10α/2

∂u(α, t)

∂α
(2.94)

avec pour contrainte sur le courant

∆t <

∣∣∣∣
∆α ln 10

τsmax(10α/2)

∣∣∣∣. (2.95)

Bien que la contrainte sur le pas de temps soit allégée, elle est encore dépendante de
l’énergie maximale de la distribution u(E, t)12. Enfin, comme pour le cas de l’advection

12Il est prévu à l’avenir que l’équation (2.94) soit résolue de manière implicite permettant ainsi de
lever la contrainte sur le pas de temps.
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en énergie, les conditions aux bords sont extrapolantes afin que les populations d’électrons
sur les extrema d’énergie puissent perdre leur énergie.

Afin de vérifier de la pertinence d’un tel schéma numérique, nous choisissons de résoudre
le système (2.90-2.92) en considérant une distribution initiale de la fonction u(E, t)
donnée par

u0(E) = Q0

(
E

10 GeV

)−p
(2.96)

où Q0 = 0.1 correspond à une valeur de normalisation arbitraire de la distribution
d’électrons et p ∈ {0.5, 1.5, 2.5, 3.5} correspond à l’indice spectral de la distribution en
énergie des électrons. Nous laissons ensuite cette distribution de RCs évoluer dans un
milieu homogène baigné par un champ magnétique de 59 µG afin de favoriser les pertes
synchrotron sans aucune source d’électrons supplémentaire ie. Q(E, t) = 0. Les résultats
sont présentés dans la figure (2.13) à trois instants différents depuis l’instant initial : 0.5
kyr, 1.0 kyr et 1.5 kyr (de droite à gauche sur chaque figure), et ce pour différentes
résolutions en énergie : NE = 28, 210, 212 respectivement en vert, bleu et rouge. De
haut en bas sont testées différentes valeurs de l’indice spectral de la distribution ini-
tiale des électrons. Conformément au comportement attendu de la solution analytique
de l’équation (2.88) qui est donnée par u(E, t) = Q0(E/10GeV)−p(1 − τsEt)p−2, nous
observons deux comportements différents suivant que la valeur de l’indice spectral p est
inférieure ou supérieure à 2.

→ Lorsque p > 2, on note que les pertes d’énergie des électrons se font d’abord par les
hautes énergies et s’étendent aux plus basses énergies à mesure que le temps avance.
Nous remarquons également que plus la résolution en énergie de la distribution des
électrons est importante, plus la solution numérique se rapproche de la solution
analytique. Dans le régime p > 2 le solveur synchrotron mis en place dans le code
CR SPECTRA semble consistant.

→ Lorsque p < 2, on remarque une accumulation de rayons cosmiques au énergies
proche de la valeur E = 1/τst à laquelle la solution u(E, t) diverge. Au delà de
cette énergie critique, la concentration d’électrons est nulle. Ce comportement
est difficile à modéliser et à anticiper numériquement. La méthode permettant de
contenir la divergence de la solution u(E, t) consiste à fixer une valeur de concen-
tration uc critique au delà de laquelle la vitesse d’advection de l’équation (2.90)
change de signe et est multipliée par un facteur important (par exemple 100). Ce
processus permet d’éviter la génération de concentrations irréalistes d’électrons.
Bien que basée sur des observations purement numériques et non théoriques, cette
méthode conduit à des solutions numériques relativement proches des solutions
analytiques associées. On notera tout de même dans le cas p = 1.5 et NE = 28

que les solutions numériques sont bruitées, signe que la condition CFL initialement
imposée n’est plus respectée à cause du changement de valeur absolue de la vitesse
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d’advection dans l’équation (2.90). Bien que fonctionnelle dans certainnes situa-
tions, cette méthode ne peut être qualifiée de consistante pour p < 2 et nécéssite
un développement plus précis.

2.3.7 Termes de source (Lsrc, Lgd)

De manière générale, les équations associées aux termes sources sont de la forme

∂u(x,E, t)

∂t
= Q(x,E, t) (2.97)

où Q(x,E, t) est éventuellement fonction de u(x,E, t). La forme discrète approximée au
premier ordre de cette équation est la suivante

un+1
i,e = uni,e +Qi,e∆t. (2.98)

Cependant, dans les cas où le second terme est de la forme u(x,E, t)Q(x,E, t), la forme
discrète de l’équation (2.97) peut s’écrire

un+1
i,e = uni,e exp (Qi,e∆t) (2.99)

qui constitue une solution exacte. Lorsque c’est possible, les solutions des équations
aux termes sources sont résolues de manière exacte afin de minimiser l’erreur numérique
globale. Lorsque le second terme est de la forme Q(x,E, t) indépendant de u(x,E, t),
l’équation (2.98) représente la solution analytique du problème et le résultat est donc
localement exact.

L’ensemble des termes sources résolus par l’opérateur Lsrc le sont de manière exacte
en utilisant les principes cités ci-desssus. En revanche les termes sources résolus par
l’opérateur Lgd, associés au rapport entre le taux d’injection de turbulence et le taux
d’amortissement, sont résolus de manière pseudo implicite. En effet, l’équation associée
à l’équilibre entre l’injection et l’amortissement de la turbulence est donnée par

∂I±
∂t

= Γ±g I± − Γ±d (I± − I0
±). (2.100)

Le taux de croissance des ondes peut s’approximer par

Γ±g =

{
± fsat(I±)

2W0(I++I−)V
±

A
∂Pp
∂z V ±A

∂Pp
∂z < 0

0 V ±A
∂Pp
∂z > 0

(2.101)

≈
{
±fsat(I±)

2W0I±
V ±A

∂Pp
∂z V ±A

∂Pp
∂z < 0

0 V ±A
∂Pp
∂z > 0

(2.102)

en considérant que le milieu est soit fortement dominé par les modes en avant (I+) soit
par les modes en arrière (I−), ce qui est le cas d’une part car les deux modes peuvent
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Figure 2.13: Cette figure décrit le schéma numérique mis en oeuvre pour le terme
synchrotron de l’équation de transport des électrons et ce pour différents indices spec-
traux de la distribution initiale en énergie u(E, 0) ∝ E−p où respectivement p =
0.5, 1.5, 2.5, 3.5 de haut en bas. Trois instants de mesure sont représentés sur chaque
figure : t = 0.5, 1.0, 1.5 kyr. Tandis que les solutions numériques aux différentes
résolutions NE = 28, 210, 212 sont respectivement représentées par les lignes continues
verte, bleue et rouge, la solution analytique de l’équation de transport (2.88) qui est
donnée par u(E, t) = Q0(E/10GeV)−p(1− τsEt)p−2 est représentée par les lignes noires
discontinues.
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mutuellement s’annuler et d’autre part car la présence de ces modes est intimement liée
au gradient de pression ∂Pp/∂z qui est soit positif soit négatif. Le produit C±g = Γ±g I±
est alors constant dans la mesure où le niveau de turbulence est faible (fsat → 1) ce qui
sera systématiquement le cas lorsqu’on choisit de faire saturer la turbulence à une valeur
inférieure à Ic = 1. Nous rappelons tout de même que ce terme n’illustre pas directement
un phénomène physique de saturation du champ turbulent et qu’il est nécessaire de
considérer l’effet de l’instabilité de Bell lorsque les niveaux de turbulence sortent du
régime quasi-linéaire auxquels cas les gradients de pression de RCs sont importants.
Compte tenu des approximations faites ci-dessus, il est possible de discrétiser l’équation
(2.100) d’une manière implicite

In+1
± = In± + ∆t

[
C±g − Γ±d (In+1

± − I0
±)
]

(2.103)

dont la pseudo-solution exacte13 s’écrit

In+1
± =

In± + ∆t
[
C±g + Γ±d I

0
±
]

1 + ∆tΓg
. (2.104)

Cette méthode procure un avantage immense sur la méthode de calcul explicite qui
induirait une contrainte supplémentaire sur le pas de temps qui s’écrit

∆t <
1

max(Γd)
(2.105)

et serait limité à 0.3 yr dans une phase DiM et même 0.003 yr dans une phase DeC.

2.3.8 Modèles d’injection de rayons cosmiques

Cette section discute de la manière dont les rayons cosmiques sont numériquement in-
jectés dans la simulation en s’appuyant sur les modèles théoriques proposés dans la
section (2.2.4). Comme nous l’avons vu, les rayons cosmiques sont injectés en suivant
une loi d’injection du type

tinj(E) = tesc(E) (2.106)

où tesc(E) est défini pour les protons et les électrons. Le terme source d’injection est
construit de la manière suivante

Qcr
inj(x,E, t) = P 0

cr(E)Finj(t)θ(x−Rsh(t)) (2.107)

où P 0
cr(E) correspond à la valeur totale de la pression injectée dans la simulation et est

définie par la relation (2.35). La fonction θ(x−Rsh(t)) est donnée par

13Le terme de pseudo-solution exacte est utilisé pour signifier que le terme C±g = Γ±g I± n’est pas
forcément constant et peut dépendre des niveaux de turbulence I± lorsque ces derniers deviennent
importants. Le cas échéant, la solution est approximée.
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θ(x−Rsh(t)) =
1

2

[
erf

(
Rsh − x̄
σr

)
+ erf

(
Rsh + x̄

σr

)]
(2.108)

et définit la forme géométrique de l’injection du rayonnement cosmique en fonction du
rayon du choc, x̄ = x − xc où xc correspond à la position du centre de l’accélérateur.
Cette fonction décrit une forme proche de la fonction de Heaviside centrée en 0 et de
largeur 2Rsh à la différence près que les bords de la fonction sont adoucis par le paramètre
σr = Rsh/r où r = 0.01 correspond au rapport entre le rayon du choc et la taille de la
zone de transition. Enfin, Finj(t) est donnée par

Finj(t) = C exp

{
−1

2

(
t− tinj(E)

σinj(E)

)2
}

(2.109)

et permet d’injecter les rayons cosmiques à une énergie donnée de manière continue mais
dont le maximum d’injection pour la population d’énergie E se trouve à t = tinj(E). La
largeur à mi-hauteur de la fonction d’injection est donnée par

σinj(E) = tinj(E)/rinj (2.110)

où rinj = 100 correspond au rapport de temps entre l’instant du maximum d’échappement
de la population d’énergie E et la largeur à mi-hauteur de la fonction d’injection Finj

pour cette même population. La constante C joue un rôle extrêmement important car
elle assure que la quantité totale de rayonnement cosmique de population d’énergie E in-
jectée soit égale à P 0

cr(E). Elle est calculée en intégrant Finj(t) dans le temps de manière
à ce que la somme vaille 1.

2.4 Résultats et discussion

2.4.1 Résumé des résultats de Brahimi et al. (2020)

Cette sous-section relate succintement le travail que j’ai réalisé et publié au début de
l’année 2020 concernant la propagation du rayonnement cosmique dans les environ-
nements de restes de supernova faiblement ionisés. La publication est disponible dans
l’annexe (A.9).

2.4.1.1 Contexte et méthodes

L’étude de la diffusion non-linéaire du rayonnement cosmique echappé des restes de
supernova dans les milieux partiellement ionisés fait suite aux études de Malkov et
al. (2013) [148] qui propose une solution analytique de l’échappement collectif auto-
régulé des rayons cosmiques des accélérateurs (dont il illustre les principes dans sa figure
6). Cette solution analytique (voir sa figure 5) est en particulier basée sur l’hypothèse
géométrique suivante : le rayonnement cosmique est émis par l’accélérateur le long
des lignes de champ moyen, lesquelles sont cohérentes sur une échelle spatiale et un
temps grand devant le temps de vie de l’accélérateur (ou d’accélération du rayonnement
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cosmique, voir sa figure 1). Il introduit la notion de nuage de rayons cosmique dont
la symétrie est cylindrique autour des lignes de champ moyen et propose un modèle
phénoménologique de l’échappement des rayons cosmiques de la source. Son étude est
reprise par Nava et al. (2016) [160] avec une approche numérique permettant de sonder
plus précisément les différents régimes de propagation du rayonnement cosmique et ce
dans les phases WIM et WNM (voir sa figure 5). Cette étude est poursuivie par Nava
et al. (2019) [161] en appliquant le même modèle numérique au cas de l’échappement
dans les phases ionisées. Dans ce cadre, nous avons appliqué le modèle numérique de
transport ainsi développé au cas des phases faiblement ionisées du milieu interstellaire :
WNM, CNM et DiM.

Ce travail consiste à étudier la manière dont le rayonnement cosmique est injecté
dans le milieu interstellaire par les restes de supernova, comment il se propage dans
les phases faiblement ionisées du milieu interstellaire, comment il modifie les propriétés
turbulentes du plasma dans l’environnement des restes de supernova et enfin comment,
à travers la génération de turbulence, le transport du rayonnement cosmique se voit
altéré par rapport aux solutions de transport observationnellement inférées à partir des
données globales du milieu interstellaire local. Dans ce travail, nous étudions également
l’effet de la présence d’une transition de phase du milieu intersellaire sur la propagation
du rayonnement cosmique.

Les rayons cosmiques sont injectés dans la simulation à l’aide du modèle d’évolution
du nuage de rayons cosmique (CRC, voir paragraphe 2.2.4) et les solutions de prop-
agation sont calculées en résolvant numériquement le système d’équations (2.39-2.39)
de transport du fluide de rayons cosmiques et du fluide d’ondes d’Alfvén anisotropes
auto-générées. Le milieu interstellaire et l’interaction des modes auto-générés avec
le plasma jouent un rôle très important dans le transport du rayonnement cosmique,
les phases WNM, CNM et DiM sont donc caractérisées et en particulier, les taux
d’amortissement des modes d’Alfvén via collisions ion-neutre et par interactions non-
linéaires avec la turbulence grande échelle sont calculés. Le taux de génération des
perturbations magnétiques anisotropes est donné par la relation (2.18) où la fonction de
saturation vaut fsat(I+) = 1 et seules les ondes se propageant en avant sont considérées.
L’équilibre taux de croissance, taux d’amortissement des ondes est la pièce maitresse de
la dynamique des rayons cosmiques dans les environnements de restes de supernova et
est étudié tout au long de ce travail. Dans les paragraphes suivants sont résumés les
résultats de cette étude.

2.4.1.2 Propagation des RCs dans les environnements de SNRs

Nous avons étudié l’échappement et la propagation des rayons cosmiques dans trois
phases faiblement ionisées du milieu interstellaire : WNM, CNM et DiM.

Concernant l’échappement, les résultats tendent à montrer que les rayons cosmiques
sont émis beaucoup plus tôt dans les phases CNM et DiM que dans la phase WNM :
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tesc(E = 10 GeV) ≈ 40 kyrs dans le WNM et 10 respectivement, 2 kyrs dans le CNM et le
DiM (voir figure (2.5)). Cet effet est une conséquence directe du modèle d’expansion du
choc du reste de supernovae dont la description est donnée dans le paragraphe (2.2.4).
La vitesse d’expansion du choc évolue comme l’inverse de la densité du milieu ambi-
ent, c’est à dire plus rapidement dans le WNM et plus lentement dans le DiM. La
solution d’échappement des rayons cosmiques issue du modèle CRC implique donc un
échappement plus tôt, à un rayon de choc plus faible dans le DiM (Rsh(E = 10 GeV) ≈ 2
pc) que dans le CNM (≈ 6 pc) et que dans le WNM (≈ 30 pc). Nous observons également
qu’au delà des bandes de propagation interdites la courbe du temps d’injection est mod-
ifiée et possède une pente d’abord adoucie, plus importante ensuite. Le premier effet
est la conséquence du changement de régime d’amortissement des ondes via colissions
ion-neutres (voir figure 2.2). Aux hautes énergies, les ions et les neutres du plasma suiv-
ent des mouvements corrélés et le taux d’amortissement des ondes magnétiques évolue
en ΓIN ∝ E−2. Du fait de cette décroissance rapide, les rayons cosmiques sont confinés
plus longtemps et s’échappent plus tard que dans le cas où le coefficient de diffusion
est uniquement défini par les effets de turbulence à grande échelle. Le second effet lié à
l’augmentation de la pente est dû à la présence de l’amortissement turbulent ΓL16 qui
commence à jouer un rôle important et modifie en conséquence la quantité de modes
produits et permet donc un échappement plus rapide.

Ce résultat s’illustre très bien à travers les solutions d’échappement des rayons cos-
miques dans les différentes phases (WNM, CNM et DiM) et aux différentes énergies (10
GeV - 10 TeV) telles que présentés par les figures A.1 à A.9 de la publication. Tandis
que dans le WNM le coefficient de diffusion de la population de rayons cosmiques à 10
GeV décroit au maximum de deux ordres de grandeur et se relaxe au bout de 100 kyrs,
dans le DiM, le gradient de pression des rayons cosmiques à 10 TeV est si important que
le coefficient de diffusion est diminué de 3 ordres de grandeur pour une durée supérieure
à 100 kyrs, sortant même du régime de transport quasi-linéaire des rayons cosmiques
(δB/B0 ≈ 0.8). Par ailleur, nous observons dans ce cas que les solutions de transport
non-linéaire proposées par Malkov et al. (2013) [148] sont reproduites. Dans toutes les
simulations, nous observons une différence non-négligeable entre les solutions numériques
et les solutions analytiques témoin de la propagation en l’absence de génération de turbu-
lence. Cependant, nous notons qu’aux temps longs, la solution numérique finit toujours
par rejoindre la solution analytique. Cet effet est une conséquence de la relaxation du
coefficient de diffusion auto-généré vers la valeur de diffusion du fond turbulent. Notons
également que l’amplitude de la diminution du coefficient de diffusion auto-généré est
directement dépendant de la valeur du gradient de pression des rayons cosmiques exercé
sur le plasma.

Dans les phases partiellement ionisées, nous montrons que l’entrée dans la phase
d’expansion radiative du choc se fait relativement tôt : ∼ 20 kyrs dans le WNM, ∼ 2
kyrs dans le CNM et ∼ 0.4 kyr dans le DiM, et le modèle CRC n’est plus valide car les
conditions d’échappement du rayonnement cosmique changent. Nous avons donc étudié
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deux modèles d’échappement supplémentaire adaptés au cas des phases radiatives décrits
dans le paragraphe (2.2.4). Suivant le choix du modèle, le niveau de turbulence auto-
générée est augmenté ou réduit.

Nous avons montré que les propriétés turbulente des milieux environnant de restes de
supernova peuvent être modifiées. Cependant, nous n’avons tenu compte que de l’effet
de la génération des ondes par l’instabilité de streaming résonante, ce qui minimise la
diffusion perpendiculaire aux lignes de champ moyen. La propogation perpendiculaire
joue dans le sens d’un moindre confinement car la pression des rayons cosmiques est
diluée. Dans ce cadre nous avons étudié le cas d’une éventuelle diffusion perpendiculaire
aux lignes de champ où le coefficient de diffusion est donné par κ⊥ = I2κ‖ avec pour ob-
jectif de diluer la valeur de la pression du rayonnement cosmique. Cette étude n’a révélé
aucun effet de diffusion perpendiculaire car le coefficient de diffusion perpendiculaire est
bien trop faible comparé au coefficient de diffusion parallèle.

2.4.1.3 Temps de résidence et grammage

Afin d’étudier plus en profondeur l’effet de confinement des rayons cosmiques, nous
avons calculé le temps de résidence ainsi que le grammage des rayons cosmiques dans les
environnements (WNM, CNM et DiM) de restes de supernova (voir section 2.2.6 et figure
3 dans la publication). Nous avons observé que le temps de résidence dépend fortement
du régime d’amortissement des perturbations auto-générées. En effet, pour des énergies
plus basses que la bande de propagation interdite, le temps de résidence suit une loi
correspondant à la diffusion avec un coefficient de diffusion ambiant (τres ∝ E−0.5). Au
delà de la bande interdite, la courbe est applatie avant de croitre autour de 10 TeV.
Ce résultat est conséquence du même effet que celui qui dirige l’injection des rayons
cosmiques dans les phases denses. Juste après la bande interdite, les ondes sont très
faiblement amorties, et confinent donc mieux les rayons cosmiques. A très haute énergie,
le temps de résidence se met à augmenter alors même que l’amortissement turbulent ΓL16

commence à jouer un rôle important ce qui peut sembler contradictoire. L’effet observé
est la conséquence du fait que les solutions de pression sont intégrées dans le temps (par
définition du temps de résidence) et que les solutions de pression à haute énergie semblent
converger beaucoup plus lentement vers les solutions particule-test que les solutions à
basse énergie. Il y a tout de même deux limitations à cela : nous avons vu que dans
certains cas les solutions de diffusion dépassent les contraintes imposées par la théorie
du transport quasi-linéaire, d’autre part, la figure présente un bruit numérique à haute
énergie et nécessite d’être re-travaillée de manière plus précise. Enfin il est important de
noter que le grammage est dépendant de la densité du milieu dans lequel le rayonnement
cosmique se propage. La combinaison de l’effet de confinement des rayons cosmiques et
un milieu dense peut tout à fait constituer une observable dans le spectre des émissions
γ des nuages moléculaires afin de vérifier la validité du modèle.
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2.4.1.4 Cas de propagation dans un milieu multiphasé

Nous avons choisi dans cette étude d’aller plus loin et d’appliquer ce modèle au cas
d’un milieu multiphase. L’objectif est multiple : dans premier temps nous souhaitons
nous éloigner des simulations qui modélisent l’expansion d’un choc de supernova dans un
milieu froid et dense car moins probable du fait du facteur de remplissage en volume de
ces phases dans la galaxie. Pour être réaliste, nous devrions aussi considérer la présence
d’une région HII autour de l’accélérateur. Dans cette étude, nous considérons que le reste
s’étend dans une phase WNM et suggérons que les rayons cosmiques se propagent dans
les phases CNM et DiM. Dans un second temps nous souhaitons vérifier si la présence
d’une phase froide dans un milieu homogène peut affecter la solution de propagation à
long terme du rayonnement cosmique. Enfin, il est intéressant de comprendre ce qu’il se
passe pour le rayonnement cosmique aux interfaces entre les différentes phases du milieu
interstellaire et surtout au niveau des nuages moléculaires.

Dans ce cadre, nous avons réalisé des simulations de propagation des rayons cos-
miques de 10 GeV dans les successions de phases suivantes : WNM-CNM-WNM et
WNM-CNM-DiM-CNM-WNM. Les rayons cosmiques de 10 GeV sont émis dans le
WNM et traversent les différentes phases suggérées. Les solutions de propagation sont
représentées dans la figure 4 de la publication et montrent clairement un effet à long
terme sur la distribution de pression du rayonnement cosmique. En particulier, il sem-
blerait qu’à la première interface WNM-CNM les rayons cosmiques soient ”aspirés” dans
la phase CNM de telle manière qu’une avance de propagation est induite aux temps longs.
Cet effet, bien que faible, est observable à travers le temps de résidence (figure 5 de la
publication). Les coefficients de diffusion des rayons cosmiques sont plus importants aux
interfaces et sont conséquence du fait que la vitesse d’Alfvén dans le CNM est plus faible
que celle dans le WNM. En effet, cette vitesse intervient dans l’expression du taux de
croissance des ondes Γg ∝ VA et par conséquent, à gradient de pression égal entre le
WNM et le CNM, moins d’ondes sont produites dans le CNM et le rayonnement cos-
mique diffuse plus vite dans le CNM que le WNM. En revanche, à l’interface CNM-DiM,
les effets sont négligeables malgré les différences de vitesse d’Alfvén.

Bien qu’utile pour comprendre le transport aux interfaces, cette étude est cependant
limitée à la population de rayons cosmiques de 10 GeV car le système d’équations utilisé
est incomplet et devrait faire intervenir les termes de pertes adiabatiques liées à la
variation de la vitesse d’Alfvén aux interfaces tels que décrite par le système complet
d’équations (2.13). A 10 GeV cette variation reste faible d’une phase à l’autre, ce qui
n’est plus le cas aux hautes énergies. Une étude dans l’espace des énergie est donc
nécessaire et motive l’ensemble du travail réalisé dans ce chapitre.

2.4.1.5 Limitations et conclusion

Dans cette étude nous avons montré que, d’après notre modèle d’injection et de trans-
port, les rayons cosmiques peuvent impacter de manière notable les propriétés turbu-
lentes du milieu insterstellaire et ce en particulier dans les phases denses, et autrement en
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présence d’interfaces. Le grammage est à la fois un excellent indicateur du niveau de con-
finement des rayons cosmiques mais peut aussi jouer le rôle de signature observationnelle
du modèle présenté. Il est donc nécessaire de construire une expérience numérique qui
pourrait reproduire le spectre d’émission γ de nuages moléculaires dans l’environnement
d’un reste de supernova et de comparer les résultats avec les observations afin d’en tirer
des conclusions sur le modèle. Ceci est pertinent dans le cadre du développement de
l’expérience CTA (Cerenkov Telescope Array)14

Il est cependant évident que ce modèle d’échappement et de transport nécéssite des
améliorations. Etudier le problème dans l’espace des énergie en ajoutant des termes de
pertes adiabatiques. Il est nécessaire de re-définir le taux de croissance des ondes afin
qu’il soit adapté au cas où le niveau de turbulence auto-généré devient important (ce que
j’ai fait). Il peut également être intéressant de définir un modèle d’échappement pour
les SNe de type core collapse. Enfin, une extension du problème en deux dimensions
semble nécessaire pour se défaire de l’approximation du tube de flux et noter les effets
de transport perpendiculaire dans le cas où les niveaux de turbulence sont importants.
Ce dernier effort pourrait permettre de réaliser des simulations bien plus réalistes, dont
les conditions initiales pourraient être basées sur des observation du milieu intersellaire.

2.4.2 Tests fiduciaux avec le code CR SPECTRA

Dans cette section, je présente des tests d’échappement et de propagation des rayons cos-
miques dans le milieu interstellaire réalisés avec le code CR SPECTRA. L’objectif de ces
tests est d’une part de montrer que la conbinaison des différents modèles présentés dans
la section (2.2) et les méthodes numériques présentées dans la section (2.3) est cohérente
et permet de faire une étude poussée de la problématique de l’échappement et de la prop-
agation des rayons cosmiques dans le milieu interstellaire. La quantité de paramètres
libres est très importante et laisse la possibilité d’effectuer de nombreuses études en plus
de celle présentée dans cette section. Comme pour n’importe quel code numérique de
simulation d’un phénomène physique, une approche standard du problème consiste à
faire un grand nombre d’allers-retours entre les paramètres des modèles, les résultats
des simulations, et les autres études de problématiques similaires ou connexes, ceci afin
de contraindre les modèles implémentés dans le code. Aucun résultat d’expérience dans
ce travail n’est comparé à d’autres études. Les paramètres ont été choisis arbitraire-
ment, ou bien à l’aide de références bibliographiques ce qui justifie l’aspect fiducial de
ce travail.

Cependant, ce travail s’inscrit dans la continuité de ma publication Brahimi et al.
(2020) [22] et cherche à répondre à certaines des problématiques soulevées dans le para-
graphe (2.4.1.5). Dans un premier temps, j’étudie l’échappement et la propagation des
rayons cosmiques dans un milieu interstellaire multiphasique. L’objectif est de comparer
les propriétés de transport des rayons cosmiques dans un milieu inhomogène. Les config-
urations du milieu interstellaire sont exactement les mêmes que dans mon travail Brahimi

14CTA (Cerenkov Telescope Array : https://www.cta-observatory.org/)
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et al. (2020) [22] section 4.3 à la différence que cette fois-ci la dépendance en énergie
du problème est prise en compte. L’effet de la dépendance en énergie dans un milieu
multiphasique est ensuite étudié en comparant une simulation avec et sans les termes de
dépendance en énergie. Enfin, parce que les propriétés de la turbulence à grande échelle
varient en fonction des propriétés du milieu interstellaire, j’étudie l’échappement et la
propagation du rayonnement cosmique dans un milieu intersellaire multiphasique avec
un coefficient de diffusion de la turbulence de fond qui dépend de la phase interstellaire
(voir paragraphe 2.2.3).

Pour cela j’utilise une boite de simulation (unidimensionnelle) de taille L = 2000 pc
et de résolution spatiale NX = 211 = 2048 et de résolution en énergie NE = 27 = 128.
La grille spatiale est cartésienne tandis que la grille en énergie est logarithmique de base
10. Le pas d’espace est donné par ∆X ≈ 0.97 pc. Le spectre d’énergies sondées va de
Emin = 1 GeV à Emax = 50 TeV. La source de rayonnement cosmique est placée au
centre, à la position zSNR = 1000 pc. Quelque soit la configuration de la simulation,
je considère l’ensemble des modes d’amortissement des ondes d’Alfvén auto-générees :
amortissement par collisions ion-neutre ΓIN, amortissement turbulent ΓL16 et amortisse-
ment non-linéaire de Landau ΓNLLD. La pression du fond diffus de protons d’énergie 1
GeV est de 1 eV/cm3 tandis que la pression du fond diffus des électrons d’énergie 1 GeV
est 102 fois inférieure. Les distributions d’énergie de protons et d’électrons suprather-
miques dans le plasma avant injection des rayons cosmiques sont données par

Pp,e(E) = Pp,e(E = 1 GeV)

(
E

1 GeV

)−2.7,−3.1

. (2.111)

Trois configurations de milieu interstellaire sont présentées dans la table (2.3). La con-
figuration W contient une phase WNM (désignée par un fond blanc) unique de 0 pc à
2000 pc, les limites absolues de la boite de simulation. La configuration WC contient
une succession de phases WNM et CNM (désignée par un fond jaune clair) : La source
de rayonnement cosmique se trouve au centre d’une phase WNM de taille 100 pc. Cette
phase est symétriquement entourée par deux phases CNM de largeur 80 pc tandis que
le reste de la boite de simulation est composée de WNM. La configuration WCD est la
même que la configuration WC au détail près qu’au centre des phases CNM se trouve
une phase DiM (désignée par un fond orangé) de largeur 20 pc. Chaque phase du milieu
interstellaire possède ses propriétés physiques : la vitesse d’Aflvén dans le milieu, les
taux d’amortissements des ondes auto-générées, température, densité ... Afin d’éviter
les discontinuités dans le code CR SPECTRA, les transitions entre les différentes phases
sont adoucies à l’aide de combinaisons de fonctions erf (error function : fonction erreur).
Ainsi il est possible de définir l’épaisseur de la transition de phase : la transition de
phase WNM-CNM/CNM-WNM mesure 10 pc tandis que la transition de phase CNM-
DiM/DiM-CNM mesure 3 pc.

Les paramètres d’injection du rayonnement cosmique sont présentés dans la cap-
ture d’écran (2.15) et sont communs à toutes les configurations simulées dans ce travail.
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Ces paramètres font intervenir le modèle d’expansion du choc de la supernova qui est
représenté en haut à gauche de la figure (2.14) ainsi que les modèles d’injection des
protons (en haut à droite sur la même figure) et des électrons (2.2.4). L’ensemble
des paramètres présentés sont décrits dans le répertoire Github du code. Parmi les
paramètres importants, le paramètre Esn désigne l’énergie de la supernovae en unités
de 1051 erg, xhi cr désigne le fait que 10% de l’énergie de la supernovae est transmise
au rayonnement cosmique et electron injection rate désigne le fait que seulement 1% de
cette énergie est transmise aux électrons. Le paramètre gam = 2.2 désigne l’indice spec-
tral d’injection du rayonnement cosmique. Le paramètre delta = 4 réfère au paramètre δ
du modèle d’injection des protons; 4 est une valeur qui permet d’avoir une loi d’injection
tesc(E) relativement proche de celle présentée dans ma publication. Dans cette simu-
lation, les rayons cosmiques d’une énergie donnée E sont instantanément injectés dès
lors que t = tesc(E), autrement dit, la fonction d’injection temporelle Finj(t) est une
distribution de Dirac centrée sur l’instant de l’échappement. Le modèle d’échappement
utilisé lorsque le choc entre en phase radiative est le modèle rapide (F), à t = tPDS ≈ 24
kyr (dans une phase WNM) l’ensemble des rayons cosmiques qui ne se sont pas échappés
avant sont libérés.

Deux configurations supplémentaires sont présentées dans la figure (2.2). Dans le
premier cas (a : all terms), tous les termes des équations de transport des protons,
électrons et turbulence auto-générée sont utilisés. Dans le second cas (n : no energy
terms), les termes qui font appel à une résolution du problème dans l’espace des énergies
sont désactivés. Pour les protons et les électrons, les termes de pertes adiabatiques
sont désactivés, le rayonnement synchrotron des électrons l’est également. Les équations
de la turbulence auto-générée ne changent pas. On note les simulations dont le coeffi-
cient de diffusion de fond des rayons cosmiques est indépendant de la phase sur milieu
interstellaire par i et celles dont le coefficient de diffusion est dépendant par d.

L’ensemble des simulations réalisées sont nommées par leur caractéristiques (désignée
plus haut en gras) et sont désignées ci-après : Win, Wia, Wda, WCin, WCia, WCda,
WCDin, WCDia, WCDda.

2.4.2.1 Echappement dans le MIS multiphase

Dans ce paragraphe, j’étudie l’échappement et la propagation de protons dans un mi-
lieu multiphasique. Les résultats sont montrés dans les figures (2.16) et (2.17) pour la
distribution spatiale de pression/coefficient de diffusion des protons et le flux energie -
défini de la manière que Nava et al. (2019) [161] - de protons/distribution en énergie du
coefficient de diffusion respectivement.

Dans la figure (2.16), les sous-figures de gauche représentent la distribution spatiale
de la pression du rayonnement cosmique PCR à une énergie donnée : de 1 GeV (en haut)
à 20 TeV (en bas). Les sous-figures de droite représentent les coefficients de diffusion
κCR = κb/(I+ + I−) associés. Les lignes continues, tirets et alternances de tiret-point
représentent les setup Wia, WCia, WCDia respectivement. Les couleurs associées aux
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Figure 2.14: Cette figure récapitule l’ensemble des paramètres des modèles : du choc
du reste de la supernova (en haut à gauche) d’énergie ESN = 1051 erg, de l’injection du
rayonnement cosmique dans le MIS (en haut à droite) avec une efficacité de 10% et de
la diffusion dans le milieu intersellaire multiphase (en bas). Dans le modèle du choc, le
rayon du choc qui s’expand dans la phase WNM RSNR est modélisé par une ligne bleue
continue, la vitesse associée est représentée par une ligne rouge. Le rond noir marque la
transition entre étape d’expansion libre du choc et l’étape ST tandis que le carré noir
marque la transition entre l’étape ST et l’étape d’expansion radiative. Dans le modèle
d’injection, la ligne rouge représente l’évolution du temps d’injection tesc ∝ E−1/δ où
δ = 4 des rayons cosmique en fonction de l’énergie. La ligne bleue représente le rayon du
choc à l’instant d’échappement Resc en fonction de l’énergie. Dans le modèle de diffusion,
la courbe noire en tirets représente le coefficient de diffusion des RCs du fond dans le
cas du modèle inédependant de la phase interstellaire i avec les paramètres δ = 0.5 et
d00 = 1028 cm2/s tandis que les courbes colorées représentent les modèles de diffusion
dépendant du temps d avec les paramètres : I± = 10−2, q = 5/3 dans les phases WNM
(jaune), CNM (orange) et DiM (bleu).
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Figure 2.15: Capture d’écran de l’ensemble des paramètres des modèles d’injection du
rayonnement cosmique utilisés et communs à tous les tests fiduciaux réalisés dans cette
section. En ce qui concerne la définition détaillée de tous les paramètres, le lecteur
peut se référer au répertoire Github du code CR SPECTRA qui fournit l’ensemble des
informations nécessaires.
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all terms (a) no energy terms (n)
Lp Le LI± Lp Le LI±

Ladv(−VA, z) yes yes yes yes yes yes
Ladv(−E/3 ∂VA/∂E , z) yes yes - no no -
Ladv(E/3 ∂VA/∂z ,E) yes yes - no no -
Ldiff(κzz, z) yes yes - yes yes -
Lsrc(Qi,inj) yes yes - yes yes -
Lsrc(−4/3 ∂VA/∂z ) yes yes - no no -
Lsync(E) - yes - - no -
Lsrc(−I− ∂VA/∂z ) - - yes - - yes
Lgd(Γ−g I−,Γ

−
d (I− − I0

−)) - - yes - - yes

Table 2.2: Tableau récapitulant les solveurs utilisés dans les différentes équations en
fonction de la configuration : tous les termes des équations de transport sont utilisés (a
: all terms), seuls les termes n’impliquant aucune dynamique dans l’espace des énergie
sont activés (n : no energy terms). Si un terme est activé alors il est désigné par : yes,
si un terme est désactivé, alors il est désigné par : no, si un terme n’existe pas dans une
équation de transport, aucune réponse n’est apportée : -.

distributions réfèrent à l’instant de l’observation tandis que la bande hachurée avec des
points colorés représente la section recouverte par le choc du reste à l’instant t associé
à la couleur des points. Les bandes verticales colorées en jaune et orange représentent
la position des phases CNM et DiM respectivement pour les setups qui necessitent la
présence de ces phases. Notons qu’aux basses énergies, les courbes des couleurs chaude et
orange ne sont pas représentées car le rayonnement cosmique associé n’a pas encore été
injecté à ce stade de la simulation. Notons également que toutes les courbes se trouvant
à l’intérieur des régions hachurée en points de la même couleur que les courbes n’ont
aucun sens physique; en effet ces régions se trouvent à l’intérieur du choc du reste dont
la physique n’est pas discutée dans ce travail.

On observe dans un premier temps qu’après un certain temps t > 100 kyr, la distri-
bution spatiale de pression du rayonnement cosmique de haute énergie (> 100 GeV) est
insensible à la présence des phases CNM et/ou DiM alors que le rayonnement cosmique
à basse énergie y est sensible. En regardant la distribution spatiale des coefficients de
diffusion aux différentes énergies, on note que : indépendement du setup le coefficient de
diffusion aux temps longs décroit beaucoup plus aux basses énergies (de plus d’un ordre
de grandeur pour les RCs de 1 GeV) qu’aux hautes énergies (aucune variation notable
pour les RCs à 20 TeV). De plus, la différence de coefficients de diffusion entre les setups
Wia et WCia/WCDia est plus importante à basse énergie qu’à haute énergie. Ceci
s’explique par le fait que les taux de croissance des ondes sont beaucoup plus importants
à basse énergie qu’à haute énergie et en particulier que la vitesse Alfvén bi-fluide est
beaucoup plus importante à basse énergie qu’à haute énergie. En effet, à basse énergie
les mouvements des ions et des neutres sont décorrélés et les perturbations magnétiques
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Position [pc] W WC WCD

0
↓

870
WNM WNM

870
↓

900
CNM

900
↓

920
CNM DiM

920
↓

950
CNM

950
↓

1050
WNM + SNR WNM + SNR WNM + SNR

1050
↓

1080
CNM

1080
↓

1100
CNM DiM

1100
↓

1130
CNM

1130
↓

2000
WNM WNM

Table 2.3: Ce tableau représente les trois configurations du milieu interstellaire utilisées
pour les tests fiduciaux d’échappement et transport du rayonnement cosmique dans les
environnements de restes de supernovae avec le code CR SPECTRA. Le premier setup
W est constitué d’une seule phase WNM homogène. Le second setup WC est constitué
d’une succession de phases WNM et CNM. Le troisième setup WCD est constitué des
phases WNM, CNM et DiM comme décrites dans le tableau. Le code couleur utilisé
pour les phases est le même que le code couleur représenté dans les figures présentant
les résultats des tests fiduciaux. Au centre de chaque configuration, entre 950 et 1000
pc se trouve la source de rayons cosmiques (SNR) dont le centre se trouve précisément
à la coordonnée 1000 pc.
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sont uniquement portées par les ions dont la densité ni est très inférieure à la densité
totale nT = nn + ni et ont pour célérité VAi = B2

0/
√

4πmiXnT = VA/
√
X où X = 0.01

dans le WNM et VA est la vitesse d’Alfven dans le cas où les perturbations sont portées
par l’ensemble des particules du plasma. Le taux de croissance des ondes est multiplié
par un facteur 10 entre les régimes de faible et fort couplage ion-neutre. Le gradient
de pression des rayons cosmiques est ainsi affecté par la modification du coefficient de
diffusion et affecte en retour le taux de croissance des ondes. Dans la figure (2.16), les
rayons cosmiques de plus basse énergie (1 GeV) ont été libérés tardivement (t ∼ 10
kyr contre ∼ 0.5 kyrs pour les RCs à 10 TeV) mais avant le début de la phase radia-
tive. Le gradient de pression observé est donc beaucoup plus important chez les RCs
de basse énergie car ils n’ont pas encore eu le temps de diffuser. Aux basses énergies,
la différence observée entre les setups Wia et WCia/WCDia vient également du fait
que le taux de croissance des RCs est affecté aux transitions entre phases par une mod-
ification de la vitesse d’Alfvén. Cet effet s’illustre très bien dans la figure (2.16, sous
figures du haut : RCs à 1 GeV) à t = 122 kyr. On observe un changement de gradi-
ent de RCs à l’interface WNM-CNM qui se propage de part et d’autre de l’interface.
Nous n’observons cependant pas de différences entre les setups WCia et WCDia car la
différence relative de vitesse d’Alfvén est moins importante : V WNM

A /V CNM
A ∼ 2.6 contre

V CNM
A /V DiM

A ∼ 1.1 pour énergies inférieures à 10 GeV. A haute énergie, les différences
de vitesse d’Alfvén sont plus importantes : V WNM

A /V CNM
A ∼ 10 contre V CNM

A /V DiM
A ∼ 3

pour énergies supérieures à 10 TeV ce qui se traduit par des coefficients de diffusion plus
sensibles aux interfaces entre phases. En résumé, dans un milieu où la turbulence de
fond est homogène et isotrope, les RCs de faible énergie (E < 100 GeV) sont sensibles
aux interfaces entre les phases tandis que les RCs de plus haute énergie ne le sont pas.
Cet effet est une conséquence des variations de la vitesse d’Alfvén du plasma entre les
différentes phases. Les conclusions ne diffèrent que peu de celles proposées dans ma
publication Brahimi et al. (2020) [22] les détails concernant l’effet de la dépendance en
énergie du problème sont discutés dans le paragraphe suivant.

Dans la figure (2.17), les sous-figures de gauche représentent le flux de rayonnement
cosmique - à travers une surface égale à la section plane définie par le rayon choc Resc

à l’instant t = tesc(E) où les rayons cosmiques d’énergie E sont libérés - donné par
PCR(E)πResc(E)2 à différentes positions z̄ du centre de la source : 25, 65, 90, 115, 155
pc de haut en bas de la figure. Dans le cas du setup WCDia ces positions sont choisies
dans les phases WNM, CNM, DiM, CNM et WNM respectivement. Les sous-figures de
droite représentent le rapport de diminution du coefficient de diffusion κCR par rapport
au coefficient de diffusion de fond κ0. Le code couleur et le style des lignes est le même
que celui présenté dans la figure (2.16). Notons que les courbes présentées à t = 500 kyr
et z̄ = 25 pc n’ont aucun sens physique car la zone étudiée se trouve à l’intérieur du reste.
Quelque soit le setup et quelque soit la distance au centre de la source, on observe que le
maximum de flux de rayons cosmiques injectés se décale depuis les hautes énergies vers
les basses énergies en augmentant. Ceci vient du fait que les rayons cosmiques de plus
haute énergie sont injectés en premier et ce avec un flux intégré moins important puisque
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Figure 2.16: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
rémanent de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/-
droit représentent la distribution de pression/coefficient de diffusion du rayonnement
cosmique aux différentes énergies : 1 GeV (en haut) à 20 TeV (en bas). Trois setups
sont présentés : Wia, WCia, WCDia, par des lignes continues, des lignes en tirets
et des lignes alternant point et tiret respectivement. Le dégradé de couleur réfère à
l’instant t de la mesure. La bande colorée claire/foncée représente la position de la
phase CNM/DiM pour les setups dans lesquels ces phases sont considérées. Les bandes
en pointillés colorés représentent la position du choc du reste au cours du temps; la
couleur des pointillés fait référence à l’instant de la mesure.
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la section d’injection πR2
esc est plus faible à haute énergie. Le flux de rayons cosmiques

semble évoluer en PCR × πR2
esc ∝ E−0.5 pour un spectre d’injection dN/dE ∝ E−2.2 et

par déduction un rayon du choc qui évolue en Resc ∝ E−0.85. Le flux injecté est supérieur
au flux observé de RCs du milieu intersellaire local qui évolue en E−2.7. Les différences
de flux induites par la présence des phases CNM et DiM sont invisibles aux temps courts
(t < 100 kyr) et commencent à être perceptibles au delà à des énergies de l’ordre de 10
GeV indépendement de la distance à la source. Le flux de RCs des setups WCia et
WCDia sont plus importants d’un facteur 2 que le flux de RCs dans le setup Wia.
Ceci vient du fait que dans le setup Wia à t = 122 kyr le rayonnement cosmique à 10
GeV est confiné, le coefficient de diffusion diminue d’un facteur 2 par rapport à la valeur
du fond, alors que dans les setups WCia et WCDia il ne l’est pas. La vitesse d’Alfvén
des milieux denses réduit le gradient de pression à l’interface et empêche la génération
de perturbations magnétiques. Cet effet disparait à t = 500 kyr dans les zones éloignées
de la source (z̄ > 90 pc). Le coefficient de diffusion des RCs commence à décroitre aux
hautes énergies et proche de la source. Ce dernier se décale vers les basses énergies avec
le temps et l’injection des RCs de plus basse énergie et diminue avec l’augmentation
du taux de croissance Γg ∝ VA

∂PCR
∂z qui est à la fois dirigé par la vitesse d’Alfvén

VA ∝ E−2 à haute énergie et par le gradient de pression des RCs ∂PCR
∂z ∼ PCR ∝ E−2.2

à l’instant d’injection. Le taux de diminution du coefficient de diffusion est de moins en
moins important à mesure que l’on s’éloigne du centre de la source ce qui signifie que
la diffusion retrouve son régime linéaire loin de la source. A haute énergie (> 500 GeV)
et relativement tôt (t < 8 kyr) on observe dans les phases CNM et DiM dans les setups
WCia et WCDia que les coefficients de diffusion sont inférieurs à ceux du setup Wia à
énergie et position équivalente. Cet effet est également dû au saut de valeur de la vitesse
d’Alfvén aux interfaces phase diffuse/dense qui induit une cassure dans le gradient de
pression des RCs d’énergie associée. Néanmoins nous avons vu que la distribution de
pression des RCs associée est très peu affectée par cet effet15. De plus, la turbulence
auto-générée aux hautes énergies peut être amenée à cascader vers les basses énergies
et contribuer au confinement des RCs associés. Cet effet n’est pas encore implémenté
dans le code CR SPECTRA. Aux basses énergies et aux temps longs (E < 10 GeV
et t > 100 kyr) le coefficient de diffusion des RCs est amené à décroitre de plus d’un
ordre de grandeur proche de la source (z̄ < 100 pc). On remarque que, contrairement
au cas des RCs de haute énergie où les setups Wia et WCia/WCDia diffèrent dans
les positions cöıncidantes avec les phases denses, aux temps longs (t > 100 kyr) les
setups different dans les phases WNM proche de la source (z̄ = 25 pc) et éloignée de
la source (z̄ = 155 pc). Proche de la source, le niveau de turbulence du setup Wia
est plus faible que celui des setups WCia/WCDia alors que loin de la source, l’effet
est inversé. Ceci résulte de l’effet de la transition WNM/CNM proche de la source.
Ce résultat suggère que la présence de nuages moléculaires a tendance à ralentir la
propagation du rayonnement cosmique à basse énergie (E < 10 GeV), sans toutefois
affecter la propagation du rayonnement cosmique à haute énergie.

15Ceci est lié au fait que la vitesse de diffusion des RCs de haute énergie est importante et que le
régime de transport linéaire est atteint très rapidement.
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Figure 2.17: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
rémanent de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/-
droite représentent le flux de RCs/la distribution en énergie du coefficient de diffusion
normalisée par la loi de diffusion du fond et ce mesurées dans chaque phase à partir
du centre de la source : z̄ = z − zSNR = 25, 65, 90, 115, 155 c’est à dire dans les
phases WNM, CNM, DiM, CNM, WNM pour le setup WCDia et dans les phases cor-
respondantes pour les setups plus simples WCia et Wia. Le code couleur et le style des
courbes est le même que celui présenté dans la figure (2.16).
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2.4.2.2 Effet de la dépendance en énergie

Dans ce paragraphe je présence les résultats obtenus des simulations WCDia et WCDin
d’échappement et de propagation du rayonnement cosmique dans un milieu composé des
phases WNM, CNM et DiM en considérant tous les termes des équations de transport,
et en enlevant les termes faisant intervenir des transferts d’énergie au sein des popula-
tions de rayons cosmiques respectivement. L’objectif est d’analyser les effets des termes
dépendant de l’énergie sur le transport du rayonnement cosmique. Les résultats sont
présentés dans les figures (2.18) et (2.19).

La figure (2.18) permet de comparer les distributions spatiales de pression (à gauche)
et de coefficients de diffusion (à droite) à différentes énergies : 1 GeV (en haut) à 20 TeV
(en bas) entre les setups WCDia et WCDin représentés en traits plein et en alternances
tiret-point respectivement. On observe, proche de la source, que les distributions de
pression des RCs à faible énergie (< 1 TeV) sont fortement dépendantes de la présence
des termes de pertes adiabatiques alors que ce n’est pratiquement pas le cas pour les
RCs à haute énegie (20 TeV). A basse énergie (où ∂VA

∂E = 0), le terme E ∂VA/∂z ∂PCR
∂E /3

joue un rôle important à l’interface WNM/CNM. En effet la divergence de la vitesse
d’Alfvén est positive tandis que la dérivée en énergie de la pression des RCs est négative.
L’énergie des rayons cosmiques est alors advectée vers les basses énergies. Les conditions
de bord en énergie étant absorbantes, les rayons cosmiques de plus basse énergie perdent
également de l’énergie. La dérivée en énergie de la pression des RCs suit une loi de
puissance en fonction de l’énergie et suggère que les pertes adiabatiques à basse énergie
sont moins importantes. A cet effet s’ajoute l’effet du terme −4 ∂VA/∂z PCR qui dépend
directement de la pression du rayonnement cosmique à une énergie donnée. A haute
énergie (E > 3 TeV), lorsque la vitesse d’Alfvén dans le WNM se met à décroitre en
E−2 et le terme − ∂VA/∂E ∂PCR/∂z se met à compenser intégralement les deux autres
termes via le gradient de pression des RCs essentiellement. Les pertes adiabatiques
jouent un rôle important et modifient la distribution des RCs jusqu’à plusieurs centaines
de pc du centre de la source et ce pendant plusieurs centaines de miliers d’années. En
conséquences, la quantité de turbulence générée est moins importante et le coefficient de
diffusion des RCs est plus proche de la valeur du coefficient de fond.

La figure (2.19) représente le flux de rayonnement cosmique/le coefficient de diffusion
normalisé par la valeur du fond à différentes positions z̄ du centre de la source : 25, 65, 90,
115, 155 pc de haut en bas de la figure et correspondant aux phases WNM, CNM, DiM,
CNM, WNM respectivement. On observe clairement un effet de pertes adiabatiques
importantes à basse énergie et de plus en plus faibles à mesure que l’énergie augmente.
A basse énergie, le flux des RCs est modifié d’un facteur 5 aux temps longs (t > 100
kyr) ce qui montre que ces termes jouent un rôle primordial dans le transport des RCs
de faible énergie (E < 100 GeV).
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Figure 2.18: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
reste de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/droite
représentent la distribution de pression/le coefficient de diffusion du rayonnement cos-
mique aux différentes énergies : 1 GeV (en haut) à 20 TeV (en bas). Deux setups sont
présentés : WCDia et WCDin par des lignes continues et des tirets respectivement.
Le dégradé de couleur réfère à l’instant t de la mesure. La bande colorée claire/foncée
représente la position de la phase CNM/DiM pour les setups dans lesquels ces phases
sont considérées. Les bandes en pointillés colorés représentent la position du choc du
reste au cours du temps; la couleur des pointillés fait référence à l’instant de la mesure.



158 CHAPITRE 2. ECHAPPEMENT ET DIFFUSION DES RCS DANS LE MIS

1025

1026

1027

1028

P C
R

×
R

2 es
c [

er
g/

cm
]

z
=

 2
5.

0 
pc

t = 0.5 kyr
t = 1.9 kyr

t = 7.9 kyr
t = 29.8 kyr

t = 122.1 kyr
t = 500.0 kyr

10 1

100

D
CR

/D
0

WCDia
WCDin

1025

1026

1027

1028

P C
R

×
R

2 es
c [

er
g/

cm
]

z
=

 6
5.

0 
pc

100

8 × 10 1

9 × 10 1

D
CR

/D
0

1025

1026

1027

1028

P C
R

×
R

2 es
c [

er
g/

cm
]

z
=

 9
0.

0 
pc

100

8 × 10 1

9 × 10 1

D
CR

/D
0

1025

1026

1027

1028

P C
R

×
R

2 es
c [

er
g/

cm
]

z
=

 1
15

.0
 p

c

100

8 × 10 1

9 × 10 1

D
CR

/D
0

100 101 102 103 104

E [GeV]

1025

1026

1027

1028

P C
R

×
R

2 es
c [

er
g/

cm
]

z
=

 1
55

.0
 p

c

100 101 102 103 104

E [GeV]

100

4 × 10 1

5 × 10 1

6 × 10 1
7 × 10 1
8 × 10 1
9 × 10 1

D
CR

/D
0

Figure 2.19: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
rémanent de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/-
droite représentent le flux de RCs/la distribution en énergie du coefficient de diffusion
normalisé par la loi de diffusion du fond et ce mesurées dans chaque phase à partir du
centre de la source : z̄ = z − zSNR = 25, 65, 90, 115, 155 c’est à dire dans les phases
WNM, CNM, DiM, CNM, WNM pour les setup WCDia et WCDin. Le code couleur
et le style des courbes est le même que celui présenté dans la figure (2.18).
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2.4.2.3 Modèle de diffusion dépendant du MIS

L’objectif de ce paragraphe est de montrer l’effet du modèle de coefficient de diffusion
des RCs dépendant de la phase interstellaire sur les propriétés de transport des RCs et
de génération de la turbulence. Dans la figure (2.20) sont montrés les résultats de la dif-
fusion des RCs dans un milieu interstellaire au niveaux de turbulence de fond dépendant
de la phase (setup WCDda). Dans la figure (2.21) sont montrés les flux en énergie
de rayonnement cosmique et la distribution en énergie du coefficient de diffusion auto-
généré associé à différentes distances de la source z̄ = 25, 65, 90, 115, 155 pc et ce
pour les setup WCDda (ligne continue), WCda (tirets) et Wda (alternances point-
tiret). Dans la figure (2.14) sont représentés les deux modèles de diffusion de fond des
RCs : le modèle inféré observationnellement en tiret noir avec les paramètres δ = 0.5 et
d00 = 1028 cm2/s qui est utilisé dans toutes les simulations de type i, le modèle faisant
intervenir un modèle de turbulence qui dépend des propriétés du MIS en traits pleins
colorés (jaune pour le WNM, orange pour le CNM et bleu pour le DiM) et dont les
paramètres sont 〈I±〉 = 10−2 et q = 5/3. On observe que dans le modèle dépendant du
temps, le coefficient de diffusion dans le WNM est très supérieur d’un facteur 10 à 100
au coefficient de diffusion inféré observationnellement. Ceci a pour conséquence que le
rayonnement cosmique peut générer une quantité de turbulence importante mais dans
un laps de temps très court car le taux de croissance est indépendant du coefficient de
diffusion de fond mais la diffusion du fond contribue à rapidement aplatir les gradients
de pression. En revanche, dans les phases CNM et DiM les propriétés diffusives des RCs
sont faiblement affectées.

La figure (2.20) montre cependant que les gradients de pression des RCs ne dis-
paraissent pas. Ceci est dû la présence des interfaces entre phases dont le coefficient
de diffusion peut varier de 1 à 2 ordres de grandeurs en quelques pc. Aux temps longs
(t > 100 kyr) et pour des énergies supérieures à 10 GeV, les gradients de pression dans
la phase WNM contenant l’accélérateur ont totalement disparu étant donné la valeur
du coefficient de diffusion dans cette phase, mais sont tous non-nuls dans la phase DiM.
La différence entre les coefficients de diffusion dans le WNM et CNM/DiM crée une
accumulation de RCs dans la phase CNM et, à la transition DiM/CNM le gradient de
coefficient de diffusion de fond est inversé ce qui entraine un défaut de pression en aval
de la phase DiM. Les RCs de toutes les énergies (1 GeV à 30 TeV) y sont sensibles car les
coefficients de diffusion du fond sont stationnaires contrairement à la turbulence auto-
générée. Notons également que dans ce setup, la quantité de turbulence auto-générée
est très faible, on en observe uniquement dans le WNM mais elle disparait rapidement
à cause du coefficient de diffusion élevé. Le rayonnement cosmique de basse énergie
est également très sensible aux pertes adiabatiques ce qui justifie des distributions de
pression observées à 1 GeV. La combinaison des phases CNM-DiM-CNM semble jouer le
rôle d’un ”barrage” de rayonnement cosmique entrainant une importante perte de flux
en aval du nuage moléculaire.

La figure (2.21) montre bien cette effet ”barrage”. Nous observons en amont des
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phases CNM-DiM-CNM à z̄ = 25 pc du centre de la source que le flux de RCs du
setup WCDda est supérieur aux flux des setups WCda et Wda. En aval des phases
CNM-DiM-CNM à z̄ = 155 pc du centre de la source, c’est l’inverse qui est observé
à basse énergie et aux temps relativement courts (t < 100 kyr). Etrangement, aux
temps longs (t > 100 kyr) le flux de RCs à haute énergie du setup WCDda reste
supérieur aux flux des setups WCda et Wda malgré la présence de la phase DiM
dont le coefficient de diffusion est le plus faible. Ceci peut s’expliquer par le fait que
le phénomène de transport est ”ralenti” par la présence du DiM. De manière générale,
observe que les flux diminuent vers la valeur de fond très rapidement contrairement aux
setups avec coefficient de diffusion indépendant de la phase. Cet effet est la conséquence
du fort coefficient de diffusion de la phase WNM qui confère un temps caractéristique
de diffusion beaucoup plus faible aux RCs. On observe également que les RCs génèrent
de la turbulence uniquement dans les phases WNM et ce à des niveaux importants car
le coefficient de diffusion du fond est suffisament élevé.

2.4.3 Discussion et ouverture

Dans ce travail, j’ai montré que le rayonnement cosmique injecté dans le milieu intersel-
laire par les restes de supernova ne suit pas nécéssairement le régime de diffusion linéaire
dérivé à partir des observations du milieu intersellaire local. En effet, l’instabilité de
streaming de RCs contribue à la génération de turbulence dans l’environnement proche
des SNRs qui contribue à confiner les particules proche du choc et à réduire le flux ob-
servé loin de la source. Ce processus est différent pour le rayonnement cosmique à basse
énergie E ≤ 100 GeV et le rayonnement cosmique à haute énergie E > 1 TeV. A basse
énergie, les particules sont confinées faiblement ie. le niveau de turbulence (δB/B0)2

peut augmenter de deux ordres de grandeur et ce pendant des temps longs t > 100
kyr ce qui suggère que les flux de rayons cosmiques de basse énergie sont extrêmement
sensibles au modèle d’injection et constituent une bonne observable physique pour con-
traindre les modèles. A haute énergie, les particules sont fortement confinées ie. le
niveau de turbulence peut augmenter de plus de 4 ordres de grandeur mais ce pendant
des temps très courts t < 1kyr dans les phases peu denses (WNM)16. Dans les phases
denses ce temps peut être important t > 100 kyr (DiM). L’observation du flux de RCs
à haute énergie permet néanmoins contraindre le modèle dans des cas très particuliers
de supernova qui se trouvent à l’intérieur de milieux moléculaires relativement denses
nT > 300 cm−3. Autrement, le régime de diffusion observé correspond au régime inféré
par les observations.

16Cette conclusion peut sembler contradictoire avec les résultats qui ont été présentés. Ici, la notion de
”confinement” est fortement rattachée au niveaux de turbulence auto-générée par les RCs et donc aux
gradients de pression des particules au moment de leur injection par la source. Rappelons que les RCs de
haute énergie s’échappent plus tôt que les RCs de basse énergie et que la pression initiale injectée est bien
supérieure pour des RCs de haute énergie que des RCs de basse énergie. En revanche, le confinement des
RCs de haute énergie ne sera visible qu’au niveau de sources extrêmement jeunes tSNR < 1 kyr car leur
vitesse de diffusion est élevée et l’instabilité de streaming rapidement relaxée. L’effet de confinement des
RCs sera donc essentiellement observable à travers les RCs de basse énergie dont la vitesse de diffusion
est moins importante permettant à l’instabilité de streaming d’agir sur plusieurs centaines de kyrs.
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Figure 2.20: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
reste de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/droite
représentent la distribution de pression/le coefficient de diffusion su rayonnement cos-
mique aux différentes énergies : 1 GeV (en haut) à 20 TeV (en bas). Seul le setup
WCDda est représenté par les lignes continues. Le dégradé de couleur réfère à l’instant
t de la mesure. La bande colorée claire/foncée représente la position de la phase CN-
M/DiM. Les bandes en pointillés colorés représentent la position du choc du reste au
cours du temps; la couleur des pointillés fait référence à l’instant de la mesure.
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Figure 2.21: Tests fiduciaux de transport du rayonnement cosmique s’échappant d’un
reste de supernova réalisé avec le code CR SPECTRA. Les sous-figures de gauche/droite
représentent le flux de RCs/la distribution en énergie du coefficient de diffusion normalisé
par la loi de diffusion du fond et ce mesurés dans chaque phase à partir du centre de
la source pour le setup WCDda et aux positions cöıncidantes pour les setups Wda et
WCda : z̄ = z − zSNR = 25, 65, 90, 115, 155. Les traits pleins font référence au setup
WCDda, les tirets font référence au setup WCda et les alternances tiret-point font
référence au setup Wda. Le code couleur est le même que celui présenté dans la figure
(2.17).
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J’ai contribué au développement d’un modèle de transport du rayonnement cosmique
permettant de lier l’échappement des restes de supernova et la propagation dans le mi-
lieu interstellaire des rayons cosmiques, de manière quasi-continue. Ce modèle peut
être utilisé pour simuler l’émission γ de nuages moléculaires dans les environnements
proches des sources afin de poser une contrainte sur l’origine hadronique ou leptonique
de l’illumination γ. Des observations de nuages moléculaires en γ permettraient de con-
traindre le modèle d’injection et de transport du rayonnement cosmique dans le MIS.

J’ai implémenté la possibilité de simuler l’échappement et la propagation du rayon-
nement cosmique dans un milieu intersellaire multiphasique. Pour cela j’ai ajouté les
termes de pertes adiabatiques aux équations du système afin de tenir compte du fait que
la vitesse d’Alfvén du milieu évolue et affecte les RCs aux interfaces entre phases. J’ai
montré que le rayonnement cosmique de basse énergie E < 100 GeV est sensible aux
interfaces entre phases mais que ce n’est pas le cas pour les rayons cosmiques de haute
énergie E > 1 TeV si le coefficent de diffusion du fond ne varie pas aux transitions.
Ceci vient de la dépendance du taux de croissance des ondes en la vitesse d’Alfvén qui
est beaucoup plus élevé à basse énergie qu’à haute énergie. Dans le cas où le coeffi-
cent de diffusion du fond dépend de la phase du milieu intersellaire, j’ai montré que
l’effet de confinement est beaucoup plus important mais qu’il n’est pas dû à la turbu-
lence auto-générée mais simplement aux variations du coefficent de diffusion de fond.
De manière générale, les nuages moléculaires semblent jouer un rôle de ”barrage” de
rayons cosmiques et doivent en conséquence être asymétriquement illuminés. Qui plus
est, la longueur de prénetration des RCs dans les nuages semble dépendre de l’énergie et
rend probablement le spectre d’illumination γ dépendant de la distance à la source de
rayonnement cosmique au sein du nuage. Il est possible de simuler l’illumination γ d’un
nuage moléculaire dans l’environnement proche d’un reste de supernova avec le code CR
SPECTRA.

Cependant, il existe un certain nombre de problématiques qui n’ont pas été résolues
ou étudiées dans ce travail. Malkov et al. (2013) [148] a proposé un modèle d’injection
du rayonnement cosmique qui dépend fortement des non-linéarités de diffusion des RCs
dans l’environnement de la source. Ce modèle présente une faiblesse; dans les ban-
des d’énergie où le rayonnement cosmique ne génère pas de turbulence car les ondes
d’Alfvén ne peuvent pas se propager, le modèle ne présente aucune solution d’injection.
Dans le cadre d’une injection d’un continuum d’énergie de RCs qui peuvent interagir
énergétiquement avec le milieu, ce dernier n’est pas viable. C’est pourquoi j’ai préféré
l’utilisation du modèle présenté par Celli et al. (2019) [29] qui consiste en une relation
paramétrée dépendant de l’énergie maximale de le rayonnement cosmique peut attein-
dre lorsque le choc du reste est à la transition étape libre, étape Sedov-Taylor, et un
paramètre libre δ qui peut dépendre du temps et qu’il est nécessaire de contraindre. Le
débat concernant la valeur de ce paramètre est toujours en cours, des simulations avec
le code CR SPECTRA pourraient permettre de contraindre sa valeur.
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L’équation du transport des rayons cosmiques a été définie dans l’approximation de
transport quasi-linéaire (QLT) et nécéssite que les niveaux de turbulence restent faibles
(δB/B0)2 � 1. Il peut arriver, en particulier dans le cas de l’instabilité de streaming de
RCs à haute énergie E > 1 TeV que les niveaux de turbulence approchent voire sortent
de l’approximation QLT. Afin de parer cet effet, j’ai implémenté un terme de saturation
artificiel. Afin d’étudier de manière plus physique cette saturation nous devons nous
baser sur des simulations de microphysique. Pour l’instabilité de streaming résonante
Holcom & Spitkovsky [105] proposent un critère basé sur les effets de déflection angulaire
des rayons cosmiques, à savoir que la fréquence de diffusion angulaire νs = v2/3D où D
est le coefficient de diffusion le long des lignes de champ, devient égale au taux de crois-
sance des ondes. Ceci permet d’obtenir des valeurs de saturation relativement modestes
δB/B ∼ 102. Néanmois, la présence d’un gradient de pression de RC induit aussi un
courant −D∂znCR qui peut produire des modes non-résonants et donc contribuer à pro-
duire des niveaux de turbulence plus élevés [243]. Tous ces développements nécessitent
encore d’être implémentés.

L’approximation de tube de flux trouve rapidement ses limites à des distances de
l’ordre de 100 pc du centre de la source. En effet, au delà de la longueur et du temps
de cohérence du champ magnétique, le rayonnement cosmique doit commencer à dif-
fuser de manière quasi-isotrope dans le milieu interstellaire. A défaut de réécrire le code
CR SPECTRA en 3D, il est possible d’implémenter un terme de transport perpendicu-
laire qui contribue à diluer les distributions de pression des rayons cosmiques. Il existe
deux manières de modéliser un tel effet dans le modèle de tube de flux : la première
méthode consiste à définir une position critique zc = zSNR ± lc qui représente la limite
de la longueur de cohérence du champ magnétique loin de la source à partir de laquelle
un terme source de pertes par diffusion perpendiculaire est appliqué aux distributions
d’électrons et de protons avec un coefficent de diffusion perpendiculaire proche du coef-
ficent de diffusion parallèle, la seconde méthode consiste à appliquer un terme de pertes
par diffusion perpendiculaire aux distributions de pression dans toute la boite de simu-
lation avec un coefficient de diffusion artificiel de la forme κ⊥ ≈ ηκ‖ où η � 1 contient
les propriétés statistiques de la turbulence aux différentes échelles.

Enfin, d’autres améliorations du code CR SPECTRA peuvent conduire à un modèle
plus réaliste. Il est d’une part possible de réécrire le code en 2 dimensions afin de
tenir compte de manière explicite des processus de transport perpendiculaire. Dans ce
cas, il sera nécessaire d’utiliser la bibliothèque de parallélisation MPI (Message Passing
Interface) afin de répartir la charge de calcul sur plusieurs coeurs voire plusieurs noeuds
dans le cadre d’une utilisation dans un centre de calcul. En 2D, afin de répartir la charge
de calcul sur les processeurs, il est usuel de décomposer la grille de calul de manière
contigüe à l’aide d’un algorithme de Peano. Cependant, le problème étudié, dans le cas
où la grille est cartésienne, s’inscrira essentiellement dans un rectangle et non un carré.
Il est alors nécessaire de redéfinir l’algorithme de Peano afin d’obtenir une courbe qui
possède les même propriétés mais pour une surface rectangulaire quelconque. Enfin il
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sera également nécessaire d’ajouter un modèle de turbulence des ondes magnétosoniques
qui joue un rôle important dans le transport perpendiculaire du rayonnement cosmique.

2.5 Applications

2.5.1 Emission γ de MCs dans le CSM

Le milieu circum-source (CSM) des SNRs est loin d’être homogène et peut parfois
présenter des phases moléculaires. Les télescopes gamma AGILE17, Fermi18 et H.E.S.S19

ont permit d’observer des SNRs d’âge moyen (t > 1 kyr) en interaction avec des MCs.
Il semble que l’illumination γ mesurée est issue de la désintegration de pions neutres
produits par collisions inélastiques entre les RCs et les nucléons du milieu ambient
[166]. Néamoins se pose la question de l’origine hadronique ou leptonique du flux γ
mesuré. Le code CR SPECTRA est en mesure de modéliser l’échappement la propaga-
tion et l’illumination γ d’origine hadronique ou leptonique d’un nuage moléculaire dans
l’environnement d’un SNR. Ce travail donnera lieu à une publication et pourrait même
contribuer au CTA data challenge 220 en fournissant des modèles d’illumination γ de
MCs dans le CSM.

2.5.2 Recherche d’une source de RCs cachée

L’analyse de l’origine des flux de RCs mesurés par différents observatoires constitue
un enjeu majeur de la compréhension des processus astrophysiques de notre univers.
Fornieri et al. (2020) [75] ont en particulier cherché à comprendre les origines de la
composante leptonique du spectre local de RCs et ont montré qu’il peut être expliqué
en considérant la présence de SNRs dans notre environnement proche : Vela Jr, Vela,
Cygnus L, Simeis-147 et IC-443. Ils ont cependant observé un adoucissement à ∼ 1
TeV du spectre leptonique qui requiert la présence d’un SNR supplémentaire en phase
radiative qui n’a à priori pas encore été identifié. La caractérisation analytique des
propriétés de la source cachée a donné lieu à une lettre soumise en Aout 2020 : Fornieri
et al. (2020, submitted) [76] et devrait être appuyée par un travail supplémentaire de
caractérisation de la source cachée avec le code CR SPECTRA.

2.5.3 SNe de type core collapse

Les travaux présentés dans ce chapitre consistent en la modélisation de l’échappement
des RCs de SNRs dont l’origine est une SN thermonucléaire (type Ia). Il est possible
d’adapter le problème aux SNe de type II [63] [150]. Les propriétés d’expansion du choc
du SNR et du CSM sont différentes et peuvent conduire à des conclusions différentes
pour ce type d’objet.

17AGILE (Astro-rivelatore Gamma a Immagini LEggero) : http://agile.rm.iasf.cnr.it/
18Fermi Gamma-ray Space Telescope : https://fermi.gsfc.nasa.gov/
19H.E.S.S (High Energy Stereoscopic System) : https://www.mpi-hd.mpg.de/hfm/HESS/
20CTA (Cerenkov Telescope Array) : https://www.cta-observatory.org/
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2.5.4 Amas d’étoiles massives

Les amas d’étoiles massives sont des objets très actifs à l’origine de l’émission de rayon-
nement cosmique et de vents galactiques. Bien que l’injection du rayonnement cosmique
par un tel objet nécéssite un peu de travail, il est possible avec le code CR SPEC-
TRA de modéliser une telle source et d’inférer son impact sur la dynamique du milieu
interstellaire.
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3.1 Contexte

3.1.1 Motivations de l’étude

Le rayonnement cosmique joue un rôle très important dans la dynamique du milieu inter-
stellaire et ce à différentes échelles [91] : il génère des vents galactiques à grande échelle
[93] [20] [235], génère des champs magnétiques à grande échelle à travers l’instabilité de
Parker [94] [24], injecte de la turbulence magnétique aux échelles intermédiaires [185],
ionise, diffuse et chauffe les nuages moléculaires et environements protostellaires [170]
[171] [184], produit des éléments chimiques par spallation [28] et a un impact non-
négligeable sur la charge des poussières dans les zones denses [113]. S’il est admis
que ce rayonnement cosmique est essentiellement injecté dans le MIS par processus
d’accélération par les chocs diffusif (DSA : Diffusive Shock Acceleration) des SNRs [15]
[58] [149], la question de l’échappement et du transport des RCs dans les environements
proches des SNRs reste ouverte. Des modèles (semi-)analytiques d’échappement auto-
régulé ont récemment été développés [148] [160] [161] [22] et permettent de décrire ce
processus plus en détail. En particulier, le rayonnement cosmique génère de la turbu-
lence aux petites échelles à travers la force exercée par l’instabilité de streaming sur le
plasma [207] qui contribue à modifier les propriétés de transport des RCs. La turbu-
lence dans le MIS est un mécanisme clé des modèles de formation d’étoile [99] [100] [70].
La turbulence dans le milieu interstellaire est caractérisée par ses propriétés statistiques
comme par exemple : L’étude des effets liés aux différentes géométries de forçage (modes
de compression vs. modes solénöıdaux) [69], l’impact des champs magnétiques [141], les
propriétés thermodynamiques de la turbulence dans des modèles non-isothermes [164].

Dans ce cadre, Y. Dubois & B. Commerçon (2016) [60] ont implémenté une équation
d’advection-diffusion des RCs dans le code MHD-RAMSES. Le coefficient de diffusion
des RCs est anisotrope et est contrôlé par un paramètre d’anisotropie libre, les RCs dif-
fusent préférentiellement le long des lignes de champ. Leur implémentation est décrite
dans la section (3.3.3). Ils réalisent un test d’une explosion Sedov 3D dans un champ
magnétique uniforme afin de mettre en évidence les effets de la diffusion anisotrope des
RCs. Commerçon et al. (2019) [38] étudient la propagation du rayonnement cosmique
dans un milieu interstellaire turbulent faiblement ionisé magnétisé et bi-stable. Ils mon-
trent qu’il existe deux régimes de transport des RCs dans le MIS, un régime dans lequel
le coefficient de diffusion des RCs est faible et les particules sont couplées à la turbulence,
et un régime dans lequel le coefficient de diffusion des RCs est important et les particules
se meuvent indépendament de la turbulence dans le MIS. De plus, les gradients de pres-
sion des RCs contribuent à modifier de manière notable les propriétés du MIS. Dubois et
al. (2019) [61] implémentent dans l’équation des RCs la vitesse de streaming des RCs et
l’effet de chauffage du gaz qui y est associé. Ce modèle est décrit dans la section (3.2.4).
Dans le chapitre (2) et dans ma publication Brahimi et al. (2020) [22] j’ai contribué au
développement d’un modèle semi-analytique d’échappement et de transport auto-régulé
des RCs des restes de supernovae.
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Dans certaines configurations astrophysiques, le rayonnement cosmique peut générer
de la turbulence aux petites échelles � 1 pc qui contribue de manière importante à la
modification des propriétés de transport des RCs et donc à la manière dont ils affectent
la turbulence dans le MIS. Ce chapitre cherche à répondre à la problématique du trans-
port auto-régulé des RCs dans un MIS turbulent. La difficulté de ce travail est que
l’échelle de production de la turbulence auto-générée est bien en deçà de la résolution
de la plupart des codes astrophysiques. Ce modèle de turbulence est donc traité comme
un modèle ”sous-grille” et est décrit dans la section (3.2.2). De plus, ce travail propose
un modèle d’injection dynamique de RCs dans le MIS turbulent et en teste les effets sur
la turbulence.

Ce chapitre s’organise de la manière suivante. La section (3.2) discute de l’aspect
théorique des différents modèles qui sont utilisés dans cette étude : un modèle permet-
tant de calculer le taux d’ionisation du gaz (traité comme un fluide ionisé dans le code
RAMSES) sans passer par une équation de transfert radiatif, le modèle de turbulence
auto-générée, un modèle de turbulence ”à grande échelle”, l’effet de streaming du rayon-
nement cosmique et enfin un modèle d’injection du rayonnement cosmique par les restes
de supernovae. La section (3.3) décrit l’ensemble des méthodes numériques utilisées
et implémentées dans le code MHD-RAMSES : le système général d’équations utilisé,
la résolution des équations MHD-idéale dans le code RAMSES, l’implémentation de
l’équation de diffusion anisotrope du rayonnement cosmique, l’implémentation de l’effet
de streaming des RCs, l’implémentation du processus de forçage turbulent et du modèle
sous-grille de turbulence auto-générée. La section (3.4) décrit trois études actuellement
préliminaires réalisées avec le code MHD-RAMSES : une étude d’un système RC-MIS
sans sources, une étude de l’injection d’une source de RCs, une étude d’un système
RC-MIS avec sources. Enfin, la section (3.5) discute des résultats obtenus et conlue.
Un papier Brahimi et al. (2021) est en cours de préparation, les résultats présentés
sont encore préliminaires : la résolution des simulations est de 643. Les simulations ont
été majoritairement réalisées grâce au centre de calcul DEC (Dark Energy Center) du
laboratoire CPPM1 (Marseille) et en partie à l’aide du centre de calcul OCCIGEN 2.

3.1.2 Présentation du code MHD-RAMSES

Le code RAMSES a initialement été développé par Romain Teyssier en 2002 [220] écrit
dans le langage Fortran 90 et qui utilise la librairie extensive MPI (Message Passing
Interface) dans le but d’étudier les grandes structures cosmologiques et la formation
des galaxies. Il est alors composé d’un module de résolution des problèmes à N corps,
d’un solveur hydrodynamique sur la méthode de Godunov de second ordre et un solveur
de l’équation de Poisson. Le code est également équipé d’une méthode de raffinement
adaptatif de grille de calcul (AMR : Adaptative Mesh Reffinement) avec une structure
de données en arbre permettant ainsi un raffinement récurssif de la grille cellule par

1Centre de Physique des Particules de Marseille : https://cppm.in2p3.fr/web/fr/index.html
2OCCIGEN : https://www.cines.fr/calcul/materiels/occigen/
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cellule. En 2006, S. Fromang, P. Hennebelle et R. Teyssier [78] étendent le solver hydro-
dynamique à la magnétohydrodynamique idéale. Le code RAMSES est alors adapté à
toutes les situations astrophysiques où le champ magnétique joue un rôle non-négligeable.
De fait, un grand nombre de modules adaptés à différentes situations astrophysiques sont
développés, rendant le code RAMSES flexible et très utilisé. En 2016 Y. Dubois & B.
Commerçon [60] ajoutent un patch dans lequel il est possible de résoudre les équations de
la MHD couplées avec des équations de transport de fluides non-thermiques : de rayons
cosmiques ou d’électrons par exemple. Ce dernier aspect est décrit en détails dans ce
chapitre. La version du code RAMSES adaptée au travail réalisé dans ce chapitre est
disponible via le lien suivant3 tandis que le patch développé est obtenable par le chemin
: RAMSES ANISO CR/ramses aniso/ramses/patch/cr/retro diffusion dynamic2.

3.2 Modèles théoriques

3.2.1 Diagramme d’ionisation du milieu interstellaire

Cette section n’a pas vocation à ré-itérer ce qui a été discuté en section (2.2.1) qui
présente en détail les différentes propriétés des phases interstellaires (voir table 2.1) et la
manière dont sont transportées les perturbations magnétiques en son sein. Cependant,
rappelons que le code MHD-RAMSES ne résoud que les équations de la MHD à un fluide
totalement ionisé (X = 1) et que l’étude que nous présentons concerne la dynamique
du transport du rayonnement cosmique dans le milieu interstellaire partiellement ionisé
(X < 1). Nous avons vu que l’approche MHD bi-fluide (voir section 1.1.4) est idéale
pour traiter ce genre de systèmes et fait donc appel à un fluide neutre que ne peut pas
considérer le code MHD-RAMSES. Pour cette raison, il est nécessaire de développer un
outil permettant de définir un lien entre le taux d’ionisation d’un gaz et ses propriétés
thermodynamiques indépendantes de toute approche MHD.

La méthode la plus évidente consiste à ajouter une équation de transfert radiatif aux
équations existantes afin de faire le lien entre la densité nT du gaz sa température T et
son taux d’ionisation X [12] [62] [144]. Cependant la théorie du transfert radiatif dans
le milieu interstellaire est extrêmement complexe et constitue un sujet d’étude à part
entière. Dans ce travail, nous n’ajoutons pas d’équation de transfert radiatif pour définir
une fonction X = X(nT , T ).

La seconde méthode consiste à interpoler les données obtenues par un grand nombre
d’observations du milieu interstellaire ou encore, obtenues par des simulations numériques
de transfert radiatif dans des conditions similaires à celles de notre étude. Ce travail
n’a pas encore été fait; pour le moment, la fonction X(nT , T ) est construite à partir
des données bibliographiques présentées dans la table (2.1). Cependant, la quantité de
données est très insuffisante pour déterminer le taux d’ionisation du gaz X en fonction
de sa densité nT et sa température T . C’est la raison pour laquelle j’ai construit un

3https://github.com/LoannData/RAMSES ANISO CR.git

https://github.com/LoannData/RAMSES_ANISO_CR.git
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diagramme de Voronöı (voir annexe A.9) qui est un cas particulier de méthode kNN
(k-Nearest Neighbor) permettant de créer une surface du taux d’ionisation du gaz X
en fonction des variables T et nT . Afin de se prémunir du développement d’instabilités
numériques liées aux discontinuités de valeur du taux d’ionisation X(nT , T ) conséquence
du dallage créé par le diagramme, on peut redéfinir la fonction d’ionisation comme

X(nT , T ) =

∑N
i=1Xi/di(nT , T )n
∑N

i=1 1/di(nT , T )n
(3.1)

où N = 7 correspond au nombre de phases utilisées dans la construction du diagramme,
Xi correspond au taux d’ionisation de la phase d’indice i, di(nT , T ) =

√
(Ti − T )2 + (nT i − nT )2

correspond à la distance Euclidienne entre le couple de points (nT , T ) et le couple de
caractéristiques (nT i, Ti) de la phase i et n = 20 est un paramètre libre d’adoucissement
de la transition du taux d’ionisation entre deux niveaux.

Le diagramme d’ionisation utilisé dans ce travail est présenté dans la figure (3.1).
Nous observons qu’à basse température (T < 103 K) et à haute densité (nT > 10 cm−3),
dans les milieux moléculaires froids, le taux d’ionisation est essentiellement dépendant de
la densité et oscille entre X ≈ 10−3 (dans le CNM) et X ≈ 10−6 dans les coeurs denses
(DeC). Lorsque la densité devient inférieure à 10 cm−3, le taux d’ionisation devient
essentiellement dépendant de la température du milieu et oscille entre X ≈ 10−3 (dans le
CNM) et X ≈ 1 (dans les phases HIM). Dans le cas où la température est faible T < 104

K le taux d’ionisation oscille entre 10−3 (CNM) et 10−2 (WNM). C’est essentiellement
dans ce régime que les plasmas simulés se trouvent. Notons tout de même que le choix de
considérer, dans le diagramme X(nT , T ), une phase WNM au lieu d’une phase WIM est
uniquement motivé par le choix de la situation astrophysique à explorer, ici les milieux
partiellement ionisé. Par conséquent, le diagramme présenté ne peut en aucun cas être
considéré comme applicable à l’ensemble des situations astrophysique dans le milieu
interstellaire. A haute température (T > 103 K) et à haute densité (nT > 10 cm−3)
j’ai considéré la présence d’une phase HII totalement ionisée pour inclure les situations
de gaz chaud et dense qui peuvent localement apparâıtre dans les simulations. Bien
qu’approximatif, ce modèle de taux d’ionisation est suffisant car il intervient uniquement
dans le calcul des taux d’amortissement des modes d’Alfvén auto-générés et on montre
à postériori qu’une grande majorité des milieux simulés se trouvent entre le CNM et le
WNM (voir section 3.4.2).

3.2.2 Modèle de turbulence auto-générée par le rayonnement cosmique

Nous avons vu dans le chapitre (2) que le rayonnement cosmique peut substantiellement
affecter les propriétés du milieu interstellaire et que ce dernier peut avoir un impact
important sur les propriétés de transport des particules suprathermales. Dans ce travail,
l’objectif est de modifier le coefficient de diffusion du rayonnement cosmique implémenté
dans le code MHD-RAMSES et qui représente l’effet de la turbulence à ”grande échelle”
(voir paragraphe 3.2.3) afin de tenir compte de la turbulence auto-générée par le rayon-
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Figure 3.1: Diagramme de Voronöı du taux d’ionisation X du milieu interstellaire dans
le plan (nT , T ) de densité numérique de gaz et de température. Les points noirs réfèrent
aux données bibliographiques (nT , T ) présentées dans la table (2.1) tandis que la surface
colorée présente la valeur du taux d’ionisation du gaz X en fonction de (nT , T ).
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nement cosmique. On peut définir le coefficient de diffusion des rayons cosmiques total
comme

DCR =
[
D−1

ISM +D−1
self

]−1
(3.2)

où DISM est un coefficient de diffusion anisotrope conséquence de la turbulence pré-
existante (”à grande échelle”) à l’échelle d’étude, et Dself est un coefficient de diffusion
anisotrope défini par les perturbations magnétiques auto-générées et donné par

Dself,‖ =
4πcrg
3I(k)

(3.3)

Dself,⊥ = I(k)2Dself,‖ (3.4)

suivant les résultats de la théorie quasi-linéaire du transport du rayonnement cosmique
[194] (voir annexe A.5). La composante parallèle représente la diffusion le long des lignes
de champ magnétique ordonnées tandis que la composante perpendiculaire représente la
diffusion normale à la direction des lignes de champ magnétique.

Rappelons que le modèle de turbulence auto-générée résulte de l’équilibre entre
la pression du rayonnement cosmique exercée sur le plasma de fond et la turbulence
qu’il génère. Dans ce travail, on ne considère qu’une population de rayons cosmiques
monochrome d’énergie 1 GeV. En conséquence, les équations maitresses du modèle dans
un plasma partiellement ionisé (X � 1) sont données par [160]

∂PCR

∂t
+ vst · ∇PCR = ∇ ·DCR∇PCR (3.5)

∂I(k)

∂t
+ vst · ∇I(k) =

vst · ∇PCR

2W0
− ΓINI(k) (3.6)

où I(k) = (δB/B0)2
k représente l’intensité spectrale des ondes d’Alfvén en résonance avec

l’échelle de gyration rg = k−1 des rayons cosmiques à 1 GeV, vst = −VAsgn(B ·∇PCR)
est la vitesse de streaming (de courant) du rayonnement cosmique et W0 = B2

0/8π est
la densité d’énergie magnétique. Dans ce modèle, on considère que la vitesse d’Alfvén
évolue faiblement d’une phase à l’autre (∇ ·VA ≈ 0) bien que le milieu considéré dans
ce travail est turbulent et que ∂VA/∂k ≈ 0 où k correspond à un vecteur d’onde. Les
pertes adiabatiques des RCs sont donc négligées.

Dans ce travail, on suggère que la turbulence auto-générée est stationnaire, c’est à
dire que l’échelle de temps caractéristique de variation de la turbulence auto-générée
est grande comparée à l’échelle de temps de diffusion du rayonnement cosmique. Cette
hypothèse est vérifée à priori dans ma publication Brahimi et al. (2020 [22]); la vitesse
d’advection des ondes est négligeable comparée à la vitesse de diffusion du rayonnement
cosmique. En conséquence, le système d’équations maitresses peut se réécrire
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∂PCR

∂t
+ vst · ∇PCR = ∇ ·DCR∇PCR (3.7)

0 =
vst · ∇PCR

2W0
− ΓINI.. (3.8)

L’approximation de stationnairité du modèle de turbulence auto-générée n’est néamoins
pas complètement évidente.

En réécrivant l’équation (3.8) comme

I(k) =
vst · ∇PCR

2W0ΓIN
(3.9)

on voit que le modèle de turbulence auto-générée résulte de l’équilibre entre les gradients
de pression des rayons cosmiques exercés sur le gaz et les propriétés cinétiques du gaz
qui se manifestent à travers les termes vst et ΓIN. Dans les phases partiellement ionisées,
la figure (2.2) montre qu’aux échelles résonantes avec le rayon de Larmor des rayons
cosmiques d’énergie 1 GeV, le régime de propagation des modes d’Alfvén est découplé,
et par conséquent, le taux d’amortissement des ondes est défini par ΓIN = −νin/2.
L’équation (2.1) montre que pour les plasmas de température supérieure à 50 K le
taux de collision est dépendant de la densité de neutres et de la température comme
νin ∝ nnT

0.4. Dans le cas d’un plasma faiblement ionisé X � 1, on montre que le
niveau de turbulence évolue en

I ∝ |∇PCR|
B0ρ3/2T 0.4

⇒ Dself,‖ ∝
ρ3/2T 0.4E

|∇PCR|
(3.10)

où ρ correspond à la densité massique du plasma. A énergie E fixée, on observe donc que
le coefficient de diffusion auto-généré dépend du rapport ρ3/2T 0.4/|∇PCR| entre l’état
thermodynamique du plasma et la présence de gradients de pression de rayons cosmiques.

Dans le cas où le plasma est totalement ionisé (X ≈ 1), nous avons vu que les ondes
d’Alfvén ne sont plus amorties via collisions ion-neutre mais via amortissement de Lan-
dau non-linéaire ΓNLLD (équation 2.12) et amortissement turbulent ΓL16 (paragraphe
1.3.4.2). La relation (3.9) appliquée à chacun des deux termes amortissements, injectée
dans la définition (3.3) donne pour coefficient de diffusion Landau non-linéaire et coef-
ficient de diffusion de l’amortissement turbulent

DNLLD ≈ 0.94crgB0

[(
vst

vi

)
· (rg∇PCR)

]−1/2

(3.11)

DL16 ≈ 1

3
cB2

0

r
3/2
g

L1/2

[(
vrms(L)

|vst|

)−3/2( vst

|vst|

)
· (rg∇PCR)

]−1

(3.12)

où vi =
√
kBT/ 〈m〉 correspond à la vitesse thermique des particules du plasma, 〈m〉 ≈

mp étant la masse moyenne des particules, L = 50 pc correspond à l’échelle d’injection de
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la turbulence ”grande échelle” dans le modèle de turbulence auto-générée et vrms(L) ≈ 10
km/s correspond à la dispersion de vitesse du gaz à l’échelle d’injection de la turbulence.
Cette vitesse est inférée à postériori à partir du modèle de turbulence à ”grande échelle”
(paragraphe 3.2.3) et du module de forçage turbulent (paragraphe 3.3.5). Le coefficient
de diffusion auto-généré dans ce régime est donné par

Dself,‖ =
[
D−1

NLLD +D−1
L16

]−1
. (3.13)

Dans ce travail, une des méthodes d’injection du rayonnement cosmique est l’injection
de sur-pressions de rayons cosmiques et/ou non de gaz, afin de modéliser l’apparition
d’un reste de supernova dans la simulation (voir paragraphe 3.2.5). Dans le reste, la
température du gaz est très élevée (T > 106 K), le coefficient de diffusion auto-généré
doit être considéré en conséquence. Les rayons cosmiques de 1 GeV s’échappent lorsque
le choc du reste est à la fin de la phase radiative, c’est à dire que les conditions thermo-
dynamiques à l’intérieur du choc sont relativement proches des conditions dans le milieu
interstellaire environnant. Il n’existe pas de modèle précis de transport du rayonnement
cosmique dans les restes de supernovae; choisissons de définir le coefficient de diffusion
des RCs auto-généré dans les restes de supernovae comme

Dself,‖ = 0.1DISM. (3.14)

Cette valeur correspond raisonnablement à la situation où le reste est quasi dilué mais
dont le niveau de turbulence est toujours plus important que dans le milieu interstellaire.
Bien qu’approximative, cette hypothèse n’impacte pas ou peu la réalité physique étudiée
dans ce chapitre.

3.2.3 Modèle de turbulence à ”grande échelle”

La turbulence ”à grande échelle” correspond à la turbulence dans le plasma qui n’a pas
été générée par le rayonnement cosmique via le modèle de turbulence auto-générée, mais
via des phénomènes qui ont lieu à des échelles spatiales supérieures aux échelles d’étude
du problème (> 200 pc). Dans ce travail, la turbulence à ”grande échelle” se manifeste
de deux manières différentes : en premier lieu à travers la définition du coefficient de
diffusion des rayons cosmiques DISM, en second lieu à travers les paramètres du module
de forçage turbulent de la boite de simulation dont l’implémentation est décrite dans le
paragraphe (3.3.5) et qui s’applique uniquement au champ de vitesse du gaz.

La turbulence dans le milieu interstellaire dense a été investiguée par un grand nom-
bre d’auteurs comme Larson (1981) [134] et Heyer & Brunt (2004) [104] qui ont dérivé
des relations empiriques liant les fluctuations de vitesse non-thermiques σ et la densité
du milieu nT à la taille L du nuage turbulent. A partir des observations ils ont montré
que

σ = σ1 pcL
q
1 pc (3.15)
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où les paramètres q ≈ 0.35−0.5 et σ1 pc ≈ 1−1.5 km/s suggèrent une cascade turbulente
de type Kolmogorov. On considère que la dispersion de vitesse est uniquement due à
l’effet de la turbulence à grande échelle, c’est à dire σ ≈ vrms. Commerçon et al. (2019)
[38] définit le temps caractéristique de turbulence tturb comme le temps de traversée de
la turbulence dans la boite de simulation c’est à dire

tturb = L/vrms (3.16)

et le temps de diffusion

tdiff = L2/DCR (3.17)

où DCR est le coefficient de diffusion des rayons cosmiques. On peut alors en déduire
deux régimes de transport du rayonnement cosmique différents et séparés par la condition
de balance critique tturb = tdiff qui définit un coefficient de diffusion critique

Dcrit = Lvrms (3.18)

= 6.2× 1025cm2s−1

(
L

1 pc

)q
(3.19)

à une échelle de grandeur de l’ordre de 200 pc. Ce coefficient de diffusion doit être

comparé au coefficient de diffusion total des rayons cosmiques DCR =
[
D−1

ISM +D−1
self

]−1

dont la valeur du coefficient de diffusion de fond est généralement paramétrisée comme

DISM ≈ 1028−29 cm2s−1

(
E

1 GeV

)s
(3.20)

où s ≈ 0.3− 0.6 [216]. Si

→ DCR < Dcrit : Le temps de diffusion du rayonnement cosmique est plus long que
le temps de turbulence ce qui implique que les rayons cosmiques sont sensibles aux
fluctuations magnétiques du gaz et suivent la même dynamique. Dans ce cas, la
pression du rayonnement cosmique est correlée à la distribution de densité du gaz.

→ DCR > Dcrit : Le temps de diffusion du rayonnement cosmique est plus court que
le temps de turbulence impliquant que le rayonnement cosmique n’est pas sensible
aux fluctuations magnétiques du gaz. La pression du rayonnement cosmique n’est
pas corrélée à la distribution de densité du gaz.

Le coefficient de diffusion DISM des rayons cosmiques d’énergie 1 GeV est environ égal à
1028 cm2/s et suggère que DISM > Dcrit et donc que les rayons cosmiques ne sont pas af-
fectés par la turbulence interstellaire à ”grande échelle”. Cependant, comme nous l’avons
vu dans la section (3.2.2), la présence de forts gradients de pression de rayonnement cos-
miques et/ou faibles produits ρ3/2T 0.4 du plasma peuvent conduire à une réduction du
coefficient de diffusion auto-généré de telle manière que le régime de transport du ray-
onnement cosmique devienne dépendant de la turbulence interstellaire à grande échelle.
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Cet effet est l’un des aspects les plus importants investigués dans ce travail.

Le traitement de la diffusion anisotrope des rayons cosmiques est discutée en détail
dans le paragraphe (3.3.3).

3.2.4 Effet de streaming du rayonnement cosmique

Le rayonnement cosmique se déplace à une vitesse caractéristique supérieure à la vitesse
d’Alfvén, définie par VA = B/

√
4πρ dans le cas d’une approche MHD bi-fluide. Ceci

a pour effet de générer des ondes d’Alfvén (voir annexe A.7) qui en retour peuvent
interagir avec les rayons cosmiques. Dans le cadre d’une turbulence Alfvénique com-
posée de modes slabs, ceci n’est rien d’autre qu’une re-formulation du modèle CST (voir
paragraphe 3.2.2) dans lequel on considère un effet supplémentaire qui est le fait que
la vitesse de groupe des ondes d’Alfvén peut être modifiée par la présence de différent
mécanismes d’amortissement : collisions ion-neutre, amortissement non-lineaire de Lan-
dau, amortissement turbulent. Kulsrud & Pearce (1969) [128] montre que le taux de
croissance des modes d’Alfvén peut s’écrire

Γg ∼ Ω0
nCR(> γ)

ni

(
vst

VA
− 1

)
(3.21)

où nCR(> γ) correspond à la densité numérique de rayonnement cosmique d’énergie
suffisante pour être en résonance avec les modes d’Alfvén à un angle d’attaque µ donné,
ie. rg > 1/k‖, ni est la densité d’ion dans le plasma et vst correspond à la vitesse de
drift (de dérive) des protons, qui correspond à la modification de la vitesse de groupe
des modes d’Alfvén ressentie par les rayons cosmiques. En inversant la relation (3.21),
la vitesse de streaming donne

vst ∼ VA

[
1 +

niΓg
Ω0nCR(> γ)

]
. (3.22)

En première approximation c’est à dire dans le cas où les collisions RC-ondes et ondes-RC
sont négligées, la vitesse de streaming n’est rien d’autre que la vitesse de phase des ondes
d’Alfvén du plasma. En revanche, si l’on considère les interactions entre les ondes et les
rayons cosmiques, un second terme apparait et dépend du taux de croissance des ondes
d’Alvén Γg. En considérant le modèle CST qui se définit par l’équilibre stationnaire
entre le taux de croissance des ondes et le taux d’amortissement donné par la relation

Γg = ΓIN + ΓNLLD + ΓL16, (3.23)

la vitesse de streaming peut alors s’écrire [234]

vst = fst(k)VA(k) (3.24)

où VA(k) correspond à la vitesse de phase des modes d’Alfvén à l’échelle résonante
k = r−1

g et
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fst(k) ∼ 1 +
ni

Ω0nCR(> γ)
(ΓIN + ΓNLLD + ΓL16) (3.25)

est appelé facteur de boost de la vitesse de streaming (Ruszkowski et al. 2017 [189]).

Dans un environnement tri-dimensionnel, la vitesse de streaming des rayons cosmiques
s’écrit

vst = −fstVA
B · ∇PCR

|B · ∇PCR|
(3.26)

et est maximale (en norme) lorsque le gradient de pression du rayonnement cosmique
est (anti-)aligné avec le champ magnétique. En plus de la vitesse de streaming, le
rayonnement cosmique contribue à chauffer le gaz par l’intermédiaire d’un terme source
donné par

Lst = − B · ∇PCR

|B · ∇PCR|
VA · ∇PCR. (3.27)

Notons que la vitesse utilisée dans l’équation (3.27) est bien la vitesse d’Alfvén et non la
vitesse de streaming car lorsque fst > 1 c’est à dire que le streaming est super-Alfvénique,
le transfert d’énergie des rayons cosmiques vers les ondes se fait prioritairement via la
portion du streaming qui est uniquement due à la présence des ondes MHD et non les
différents taux d’amortissement dans le plasma. Dans ce travail le terme de boost vaut
arbitrairement fst = 1. Dans la configuration des simulations réalisées dans ce travail,
le facteur de boost est de l’ordre de fst ≈ 1 + 10−6 ni

nCR(>γ) ≈ 1.1 à 11. Ce qui donne à
ce choix une relative consistance.

L’implémentation des termes de streaming est discutée dans le paragraphe (3.3.4).

3.2.5 Modèle d’injection du rayonnement cosmique

Comme nous l’avons vu, les SNRs sont considérées comme les principaux accélérateurs
du rayonnement cosmique dans la galaxie et ce pour des énergies allant du GeV au
PeV. L’hypothèse principale est que les rayons cosmiques sont accélérés par des chocs
diffusifs (Diffusive Shock Acceleration : DSA) qui se caractérisent au premier ordre par
une transition brutale entre les propriétés du milieu amont et celles du milieu aval. En
conséquence, les propriétés de transport du rayonnement cosmique sont différentes de
part et d’autres du choc (Lagage & Cesarsky 1983 [129]). A l’intérieur de la source, en
aval du choc, les niveaux de turbulence sont importants δB/B ≈ 1 et le gaz est com-
primé ce qui implique que le libre parcours moyen des rayons cosmiques est du même
ordre que leur rayon de Larmor. Le régime de transport est isotrope et décrit par la
dynamique Bohmienne. A l’extérieur du choc, en amont, les niveaux de turbulence sont
faibles δB/B � 1, la pression du gaz est plus faible et le libre parcours moyen des rayons
cosmiques est plus grand que leur rayon de Larmor. Le transport est anisotrope. Ces
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deux descriptions suggèrent une discontinuité non-physique entre les régimes de trans-
port du rayonnement cosmique au sein de la source et à l’extérieur [219]. Afin de palier
à ce problème, un grand nombre d’auteurs dont moi-même (voir chapitre 2) se sont con-
centrés sur le développement d’une phénonénologie permettant de lier l’échappement du
rayonnement cosmique des restes de supernovae à leur propagation dans le milieu inter-
stellaire proche. Il a été trouvé que l’instant auquel les rayons cosmiques s’échappent est
fortement correlé avec leur énergie et les propriétés du milieu interstellaire dans lequel
le reste s’expand.

Dans ce travail nous n’injectons que des rayons cosmiques d’énergie 1 GeV à travers
les SNRs car ils représentent la majeure partie du spectre d’énergie des rayons cosmiques
mesuré dans le milieu interstellaire local. Dans le code, l’injection de rayons cosmiques
est modélisée par un terme source sphérique de sur-pression homogène du fluide de
rayonnement cosmique. Les variables importantes sont le temps d’échappement des
rayons cosmiques de 1 GeV tesc(E = 1 GeV), le rayon du choc à l’instant d’échappement
Resc(E = 1 GeV) et la valeur de la surpression de rayonnement cosmique PSNRnCR(E =
1 GeV) correspondant à la quantité de rayonnement cosmique injectée dans le milieu
interstellaire à l’instant tesc. A partir de ma publication Brahimi et al. (2020) [22]
on montre que le temps d’échappement des rayons cosmiques de 1 GeV est d’environ
tesc(E = 1 GeV) ≈ 20−100 kyr et que le rayon du choc associé vaut Resc(E = 1 GeV) ≈
8−30 pc pour un reste de supernovae dans une phase WNM ou CNM. En considérant que
la supernova libère une énergie ESN = 1051 erg et que 10 % sont transmis au rayonnement
cosmique de 1 GeV, alors la pression du rayonnement cosmique est donnée par

PSNR,CR ≈
0.1ESN

4
3πResc(E = 1 GeV)3

(3.28)

et vaut PSNR,CR ≈ 1.5× 10−9− 3× 10−11 dyne cm−2 soit PSNR,CR/Pback,CR ≈ 20− 1000
où Pback,CR désigne la pression de fond du rayonnement cosmique. La pression des RCs
injectés est potentiellement sous-évaluée car les RCs peuvent aussi se concentrer sur une
coquille.

Dans la plupart des cas, les rayons cosmiques d’énergie 1 GeV s’échappent lorsque le
choc du rémanent est en phase radiative ce qui suggère que la différence de pression du
gaz à l’intérieur et à l’extérieur du choc est faible. Cependant, il n’existe pas de consensus
clair autour de l’évolution de la pression du gaz au cours du temps. C’est pourquoi
dans ce travail nous avons également la possibilité de tenir compte de l’injection d’une
surpression thermique avec la même géométrie que pour le fluide de rayons cosmique.
La surpression thermique est alors définie par

PSNR,GAS = PratioPSNR,CR (3.29)

où Pratio représente le ratio de surpression thermique injecté et le rayonnement cosmique
de 1 GeV injecté. Ce paramètre est laissé libre et peut évoluer entre 0 et 1.
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Dans la simulation, les supernovae sont injectées de manière aléatoire c’est à dire non
correlées avec la densité du gaz. Ceci se justifie par le fait que les étoiles ont des durées
de vie de l’ordre de ∼ 10 Myr et peuvent être advectées à la vitesse du gaz interstellaire
dont on observe à postériori qu’elle est de l’ordre de vrms ≈ 1 − 10 km/s, impliquant
que le lieu où l’étoile explose en supernovae peut se trouver à 1 − 100 pc du lieu de
naissance, généralement une zone moléculaire dense [193]. D’autre part, on estime à
postériori que le temps de retournement de la turbulence dans la boite de simulation est
d’environ ∼ 17 Myr ce qui est généralement bien inférieur au temps de vie des étoiles
et qui implique que l’environement interstellaire à la mort de l’étoile est décorélé de
l’environement interstellaire à la naissance de l’étoile qui correspond généralement à des
nuages moléculaires et des coeurs denses. Le taux d’injection τSN,∆t de supernovae par
pas de temps ∆t est défini par rapport entre le taux d’explosion de supernova dans la
galaxie τSN et la taille de la boite de la simulation L. Il est donné par

τSN/∆t =

(
τSN

1 kyr

)(
L3

Vgalaxy

)(
∆t

1 kyr

)
s−1. (3.30)

3.3 Méthodes numériques

3.3.1 Equations MHD avec diffusion/derive des RCs

Le système d’équation permettant de traiter la dynamique du transport du rayonnement
cosmique dans un plasma turbulent est donné par

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (3.31)

∂ρu

∂t
+ ∇ ·

(
ρu · u + Ptot −

B ·B
4π

)
= ρf (3.32)

∂e

∂t
+ ∇

[
(e+ Ptot)u−

B(B · u)

4π

]
=

− PCR∇ · u−∇ · FCR,d + Lrad + ρf · u (3.33)

∂B

∂t
− ∇× (u×B) = 0 (3.34)

∂eCR

∂t
+ ∇ · (eCRu + (eCR + PCR)vst) =

− PCR∇ · u−∇ · FCR,d + Lst + Lrad,CR (3.35)

où ∇ · FCR,d = ∇ · FCR,d

∣∣
‖ + ∇ · FCR,d

∣∣
iso

. ρ est la densité massique de gaz, u est le

champ de vitesse du gaz, vst est la vitesse de streaming, B est le champ magnétique,
e = 0.5ρu2 + eth + eCR + B2/8π est la densité totale d’énergie où eth est la densité
d’énergie thermique du gaz et eCR est la densité d’énergie du rayonnement cosmique.
Ptot = Pth + PCR + 0.5B2/4π est la somme des pressions : thermique Pth = (γg − 1)eth,
de rayonnement cosmique PCR = (γCR − 1)eCR et magnétique respectivement, où γg et
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γCR sont les indices adiabatiques de chaque espèce. Notons ici que les termes d’énergie
le sont par unité de volume ie. ei = Ei/∆x

3 où ∆x est la taille de la cellule. Tous les
termes de droite des équations sont des termes de source.

Le terme −PCR∇ · u est un terme de gain/perte adiabatique des rayons cosmiques
qui dépend des variations de la vitesse du fluide dans l’espace. Le terme Lrad =
Lrad,th +Lrad,CR→th correspond respectivement aux pertes radiatives totales du système
composé des pertes du plasma thermique et des pertes d’énergie du rayonnement cos-
mique au profit du gaz, et pures4. Le terme de pertes radiative du rayonnement cosmique
est donné par Lrad,CR→th = Lrad,CR +Hrad,CR→th et décrit respectivement les pertes ra-
diatives pures et les pertes radiatives conduisant à un chauffage du gaz5. Les termes
∇· [(eCR + PCR)vst] et Lst correspondent à une advection et un terme source respective-
ment qui décrivent la manière dont l’instabilité de streaming du rayonnement cosmique
est modélisée dans le système. L’implémentation des termes de streaming est décrite
dans le paragraphe (3.3.4). Les termes ∇ · FCR,d

∣∣
‖ = ∇ ·

[
−DCR,‖b(b · ∇eCR)

]
et

∇ · FCR,d

∣∣
iso

=∇· [−DCR,iso∇eCR] où b = B/|B| correspondent à la diffusion parallèle
aux lignes de champ et isotrope respectivement. Le coefficient de diffusion isotrope est
indépendant de la présence de lignes de champ magnétique ordonnées et est défini par
DCR,iso = fisoDCR,‖ où fiso � 16 tandis que le coefficient de diffusion anisotrope est
défini comme DCR,‖ = (1− fiso)DCR où DCR est la variable insérée dans le modèle par
l’utilisateur. L’implémentation des termes de diffusion anisotrope du rayonnement cos-
mique est discutée dans le paragraphe (3.3.3). Finallement, les termes ρf et ρf ·u dans les
équations en moment et en énergie décrivent l’effet de la force f appliquée au plasma pour
générer de la turbulence. Cette force est produite dans l’espace de Fourier et ses modes
sont donnés par le processus stochastique de Ornstein-Uhlenbeck [69]. L’implémentation
du terme de forçage turbulent est décrite dans le paragraphe (3.3.5).

3.3.2 Equations de la MHD dans le code MHD-RAMSES

Les équations de la MHD idéale (3.31 - 3.34) sont discrétisées suivant une grille de calcul
cubique tri-dimensionnelle. En l’absence de terme source, le système d’équations de la
MHD idéale peut se réécrire [78]

4Les pertes pures désignent les pertes d’énergie du rayonnement cosmique qui ne sont pas ré-injectées
dans la partie thermique du système.

5Le terme de pertes radiatives des RCs Lrad,CR→th n’est pas utilisé dans les simulations présentées
dans ce travail. D’une part l’intérêt est d’observer les échanges d’énergie entre les RCs et le fluide
thermique ce qui se fait plus aisément en l’absence de pertes radiatives pour les RCs, d’autre part
les simulations réalisées sont caractérisées par des conditions aux bords périodiques et par conséquent
conservent toute l’énergie qui est injectée par le module de forçage turbulent ou par les SNRs. Il ne
s’agit alors pas seulement d’avoir un terme de pertes radiatives des RCs mais également un terme de
fuite des RCs qui permettrait de conserver l’énergie totale dans la boite de simulation. Un tel terme n’a
pas encore été implémenté.

6Dans les simulations, le paramètre fiso vaut 0.01.
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∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (3.36)

∂ρu

∂t
+ ∇ ·

(
ρu · u + Ptot −

B ·B
4π

)
= 0 (3.37)

∂e

∂t
+ ∇

[
(e+ Ptot)u−

B(B · u)

4π

]
= 0 (3.38)

∂B

∂t
− ∇ · (u ·B−B · u) = 0. (3.39)

(3.40)

Dans le cas où l’on considère que la grille de calcul est régulière, le schéma numérique
est décrit en trois dimensions suivant les coordonnées x, y et z et les variables sont
discrétisées sur une grille 3D Cartésienne. Le centre de chaque cellule est localisé à la
position (xi, yj , zk). Dans une cellule donnée, les faces normales à la direction x ont pour
coordonnées x = xi±1/2 et couvrent un élément de surface défini par yj−1/2 ≤ y ≤ yj+1/2

et zk−1/2 ≤ z ≤ zk+1/2. De la même manière, il est possible de définir les coordonnées
des autres faces normales aux directions y et z.

Pour chaque cellule, les variables du système sont calculées à partir d’une moyenne
volumique. Les variables hydrodynamiques sont définies au centre de chaque cellule
(xi, yj , zk) et s’écrivent

vi,j,k =
1

∆x∆y∆z

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

v(x
′
, y
′
, z
′
) dx

′
dy
′
dz
′

(3.41)

où v ∈ {ρ, eth,u} est une variable hydrodynamique. Le champ magnétique est, en
revanche, moyenné au centre des surfaces des cellules en fonction de la composante
représentée

Bx,i−1/2,j,k =
1

∆y∆z

∫ yj+1/2

yj−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

Bx(xi−1/2, y
′
, z
′
) dy

′
dz
′

(3.42)

By,i,j−1/2,k =
1

∆x∆z

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

By(x
′
, yj−1/2, z

′
) dx

′
dz
′

(3.43)

Bz,i,j,k−1/2 =
1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

Bz(x
′
, y
′
, zk−1/2) dx

′
dy
′
. (3.44)

La valeur du champ magnétique au centre d’une cellule de coordonnées (xi, yj , zk) est
alors interpolée des valeurs des champs magnétiques définis sur les sufaces de la cellule.
Bi,j,k est donc donné par
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Bx,i,j,k = (Bx,i−1/2,j,k +Bx,i+1/2,j,k)/2 (3.45)

By,i,j,k = (By,i,j−1/2,k +By,i,j+1/2,k)/2 (3.46)

Bz,i,j,k = (Bz,i,j,k−1/2 +Bz,i,j,k+1/2)/2. (3.47)

Il est possible de réécrire le système d’équations (3.36 - 3.39) sous la forme d’un système
d’équations que l’on qualifie de système d’Euler et qui s’écrit, sous forme vectorielle,

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
+
∂H

∂z
= 0 (3.48)

où U = (ρ, ρux, ρuy, ρuz, eth)T, tandis que la fonction de flux F est donnée par

F =




ρux
ρu2

x + Ptot −B2
x

ρuxuy −BxBy
ρuxuz −BxBz

(e+ Ptot)ux −Bx(B · u)



, (3.49)

des formes symmétriques peuvent être dérivées pour les vecteurs G et H qui correspon-
dent respectivement aux flux de Godunov dans les directions y et z. L’équation (3.48)
est ensuite discrétisée et résolue par le solveur de HLLD (Harten-Lax-van Leer Discon-
tinuities Riemann solver) dont la procédure détaillée est décrite par Miyoshi & Kusano
(2005) [157]. La contrainte solénöıdale ∇ ·B = 0 est assurée à la précision machine en
utilisant le schéma numérique CT (Constrained Transport) développé par Evans & Haw-
ley (1988) [66] qui consiste à réécrire l’équation d’induction sous la forme intégrale et à
appliquer le théorème de Stokes pour passer d’une intégrale de surface à une intégrale
de chemin

∂Φs

∂t
=

∂

∂t

∫ ∫
B · dS =

∮
E · dl (3.50)

où Φs correspond au flux magnétique traversant une surface S =
∫ ∫

dS à un instant t
et E = u×B correspond au champ électromoteur induit le long du chemin dl.

Le code MHD-RAMSES est équipé d’un module de raffinement adaptatif (AMR :
Adaptative Mesh Refinement) de la grille de calcul qui permet d’avoir une résolution
définie localement par rapport aux contraintes de courant locales des variables du système
d’équations (3.36 - 3.39). La grille de calcul peut être décomposée en niveaux de raf-
finement, la condition de courant devient de plus en plus contraignante et donc le pas
de temps de plus en plus faible à mesure que le niveau de raffinement augmente. Les
pas de temps étant différents, il existe un battement entre les étapes de résolution des
niveaux raffinés et celles des niveaux non-raffinés. Au début et à la fin de chaque pas
de temps, les flux sont interpolés au niveau des interfaces entre des cellules de niveau de
raffinement différent de manière à ce que les flux soient conservés. Teyssier (2002) [220]
décrit plus en détail la procédure AMR.
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3.3.3 Equation de diffusion anisotrope du rayonnement cosmique

Dans ce paragraphe qui résume les travaux de Dubois & Commerçon (2016) [60], nous
traitons la partie diffusion anisotrope de l’équation de transport des rayons cosmique
(3.35). Cette dernière se réécrit

∂e

∂t
+∇ · F = 0 (3.51)

où F = Fani + Fiso = −D‖b(b ·∇e)−Diso∇e correspond au flux anisotrope et isotrope
respectivement, de rayonnement cosmique. L’étape de diffusion a lieu après l’étape MHD
dans le code RAMSES. Tandis que la condition CFL de l’étape MHD est donnée par
∆tMHD < ∆x/(u+ cs) dans une grille orthonormale (∆x = ∆y = ∆z) où u correspond
à la norme du vecteur champ de vitesse u et c2

s = γPth/ρ est la vitesse du son dans le
gaz, la condition de courant de l’étape de diffusion du rayonnement cosmique est donnée
par ∆tdiff < ∆x2/(2D) et est beaucoup plus contraignante que l’étape MHD. L’équation
(3.51) est donc résolue implicitement7. La discretisation de l’équation (3.51) donne

en+1
i,j,k +

∆t

∆x

[
Fn+1
x,i+1/2,j,k + Fn+1

y,i,j+1/2,k + Fn+1
z,i,j,k+1/2

−Fn+1
x,i−1/2,j,k − F

n+1
y,i,j−1/2,k − F

n+1
z,i,j,k−1/2

]
= eni,j,k (3.52)

où les flux Fani = (F ani
x , F ani

y , F ani
z ) aux interfaces des cellules sont évalués à partir des

coins des cellules c’est à dire, pour n’importe quelle composante x, y, ou z

F ani
i+ 1

2
,j,k

=
F ani
i+ 1

2
,j− 1

2
,k− 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

4
(3.53)

F ani
i,j+ 1

2
,k

=
F ani
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

4
(3.54)

F ani
i,j,k+ 1

2

=
F ani
i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i− 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ F ani
i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

4
. (3.55)

Le flux anisotrope dans le coin des cellules s’écrit

F ani
x,i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= −D̄‖b̄x(b · ∇e)i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
(3.56)

F ani
y,i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= −D̄‖b̄y(b · ∇e)i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
(3.57)

F ani
z,i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= −D̄‖b̄z(b · ∇e)i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
(3.58)

7Rappelons que dans le cas d’une intégration explicite, le terme de flux à l’instant tn est évalué à
partir des flux à l’instant tn−1. Une analyse de stabilité de Von Neumann permet de montrer que le
schéma numérique explicite choisi est conditionnellement stable si la condition de courant est respectée.
Dans le cas d’une intégration implicite, le terme de flux à l’instant tn est évalué à partir des flux à
l’instant tn. Le schéma numérique implicite est inconditionnellement stable.
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où (b · ∇e)i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
= b̄x ¯∂e/∂x + b̄y ¯∂e/∂y + b̄z ¯∂e/∂z et les quantités barrées corre-

spondent à des moyennes arithmétiques des cellules connectées aux coins

b̄x =
bn
x,i+ 1

2
,j,k

+ bn
x,i+ 1

2
,j+1,k

+ bn
x,i+ 1

2
,j,k+1

+ bn
x,i+ 1

2
,j+1,k+1

4
(3.59)

b̄y =
bn
y,i,j+ 1

2
,k

+ bn
y,i+1,j+ 1

2
,k

+ bn
y,i,j+ 1

2
,k+1

+ bn
y,i+1,j+ 1

2
,k+1

4
(3.60)

b̄z =
bn
z,i,j,k+ 1

2

+ bn
z,i+1,j,k+ 1

2

+ bn
z,i,j+1,k+ 1

2

+ bn
z,i+1,j+1,k+ 1

2

4
(3.61)

∂̄e

∂x
=

en+1
i+1,j+1,k+1 + en+1

i+1,j+1,k + en+1
i+1,j,k+1 + en+1

i+1,j,k

4∆x

−
en+1
i,j+1,k+1 + en+1

i,j+1,k + en+1
i,j,k+1 + en+1

i,j,k

4∆x
(3.62)

∂̄e

∂y
=

en+1
i+1,j+1,k+1 + en+1

i+1,j+1,k + en+1
i,j+1,k+1 + en+1

i,j+1,k

4∆x

−
en+1
i+1,j,k+1 + en+1

i+1,j,k + en+1
i,j,k+1 + en+1

i,j,k

4∆x
(3.63)

∂̄e

∂z
=

en+1
i+1,j+1,k+1 + en+1

i+1,j,k+1 + en+1
i,j+1,k+1 + en+1

i,j,k+1

4∆x

−
en+1
i+1,j+1,k + en+1

i+1,j,k + en+1
i,j+1,k + en+1

i,j,k

4∆x
(3.64)

D̄‖ =
Dn
‖,i,j,k +Dn

‖,i,j,k+1 +Dn
‖,i,j+1,k+1 +Dn

‖,i+1,j+1,k+1

8

+
Dn
‖,i+1,j,k +Dn

‖,i,j+1,k +Dn
‖,i+1,j+1,k +Dn

‖,i+1,j,k+1

8
. (3.65)

La partie isotrope des flux, pour n’importe quelle composante x, y ou z, est donnée par
l’interpolation linéaire des flux aux interfaces droite et gauche des cellules

F iso
i+ 1

2
,j,k

=
Dn

iso,i+1,j,k +Dn
iso,i,j,k

2

en+1
i+1,j,k − en+1

i,j,k

∆x
(3.66)

F iso
i,j+ 1

2
,k

=
Dn

iso,i,j+1,k +Dn
iso,i,j,k

2

en+1
i,j+1,k − en+1

i,j,k

∆x
(3.67)

F iso
i,j,k+ 1

2

=
Dn

iso,i,j,k+1 +Dn
iso,i,j,k

2

en+1
i,j,k+1 − en+1

i,j,k

∆x
. (3.68)

L’équation (3.52) peut se résoudre implicitement en la variable en+1
i,j,k en se réécrivant sous

la forme d’un système matriciel Ā ·E = C où E correspond à un vecteur des énergies e à
l’instant n+1, C à un vecteur contenant les termes d’énergie et leur coefficients associés à
l’instant n et Ā une matrice qui contient tous les coefficients devant les termes en énergie
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à l’instant n+ 1. La matrice Ā est définie positive et symmétrique et est inversée grâce
à un algorithme de calcul du gradient bi-conjugué comme décrit par Gonzalez et al.
(2015) [89]. Dubois & Commerçon (2016) [60] décrit l’implémentation du processus de
diffusion en AMR, discute en détails des limitations de la méthode numérique utilisée et
présente différent tests.

3.3.4 Implémentation de l’effet de streaming

Dans ce paragraphe qui résume les travaux de Dubois et al. (2019) [61], nous traitons
l’implémentation du terme de streaming des rayons cosmiques dont la présentation
théorique est donnée dans le paragraphe (3.2.4). L’effet de streaming des rayons cos-
miques se résume à deux termes dans l’équation (3.35) du système. Le terme de chauffage
du gaz Lst = −B · ∇PCR/|B · ∇PCR|VA · ∇PCR qui est traité comme un terme source
et la partie advective du streaming dont l’équation de base est donnée par

∂e

∂t
+∇ · [γCRevst] = 0 (3.69)

où e correspond à l’énergie du rayonnement cosmique; l’indice CR a été enlevé par souci
de simplification, tandis que la vitesse de streaming est donnée par vst = −fstVAsgn(B ·
∇PCR). La différence entre un terme d’advection classique et le terme de streaming vient
essentiellement de la présence du terme sgn(B·∇PCR) qui a pour propriété de potentielle-
ment créer des discontinuités de la valeur de la vitesse d’advection −γCRfstVA aux inter-
faces entre les cellules. Sharma et al. (2009) [203] discute de l’implémentation numérique
de ce terme via des méthodes explicites en temps. En particulier, la résolution explicite
de ce terme via une méthode upwind suggère une condition de stabilité ∆t ∝ ∆x3

extrêmement contraignante. Sharma et al. (2009) [203] suggère de régulariser la vitesse
de streaming en remplaçant le terme sgn(B · ∇PCR) par tanh(hb · ∇e/e) afin d’alléger
la contrainte sur le pas de temps qui devient alors ∆t < h∆x2/(2e) où h est une con-
stante de l’ordre de la taille de quelques cellules. Cette méthode reste très contraignante.
C’est pourquoi Dubois et al. (2019) [61] choisi d’implémenter le terme de streaming en
utilisant une méthode implicite.

Il est possible de réécrire l’équation (3.69) comme

∂e

∂t
+∇ · [−Dstb(b · ∇e)] = 0 (3.70)

où Dst = γCRe|B|/(|b · ∇e|fst
√

4πρ) a la dimension d’un coefficient de diffusion. L’effet
de streaming est alors résolu comme un terme de diffusion avec la méthode numérique
présentée dans le paragraphe (3.3.3). Le flux total s’écrit

Ftot = F + Fst (3.71)
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où le coefficient de diffusion total des rayons cosmiques s’écrit D = DCR+Dst et DCR,‖ =
(1− fiso)D et DCR,iso = fisoD. En suivant les même règles de discretisation que dans le
cas de la diffusion, le coefficient de diffusion de streaming se discretise comme

D̄st =
Dn

st,i,j,k +Dn
st,i,j,k+1 +Dn

st,i,j+1,k+1 +Dn
st,i+1,j+1,k+1

8

+
Dn

st,i+1,j,k +Dn
st,i,j+1,k +Dn

st,i+1,j+1,k +Dn
st,i+1,j,k+1

8
(3.72)

où

Dn
st,i,j,k =

γCRe
n
CR,i,j,k

√
B ·B

∣∣∣
n

i,j,k√
4πρni,j,k (b · ∇eCR)

∣∣n
i,j,k

. (3.73)

Bien que le solveur utilisé puisse résoudre la diffusion quelque soit la valeur du coef-
ficient de diffusion, si le coefficient de diffusion possède des valeurs trop grandes, le
nombre d’itérations peut exploser rallongeant ainsi de le temps de la simulation. Il peut
arriver localement que la valeur du terme (b · ∇eCR)

∣∣n
i,j,k

soit proche de zéro faisant
ainsi exploser le coefficient de diffusion. Pour cette raison, le coefficient de diffusion de
streaming est défini pour saturer à la valeur 1031 cm2/s.

3.3.5 Implémentation du processus de forçage turbulent

Dans ce paragraphe nous discutons de l’implémentation du module de forçage turbu-
lent qui permet de modéliser la turbulence à ”grande échelle” comme décrite dans le
paragraphe (3.2.3) et qui se manifeste par les termes ρf et ρf · u dans les équations du
moment (3.32) et de l’énergie (3.33) respectivement. Le processus de forçage turbulent
utilisé dans ce travail est décrit par les travaux de Schmidt (2009) [196] et Federrath et
al. (2010) [69] et se base sur le processus de Ornstein-Uhlenbeck [225].

Le forçage turbulent est uniquement appliqué à la composante hydrodynamique
du fluide et non à sa composante magnétique. Le terme de forçage f est solution de
l’équation différentielle

df(k, t) = gζ

[
−f(k, t)

dt

T
+
vrms

T

(
2σ2(k)

T

)1/2

Pζ(k) · dWt

]
(3.74)

où le premier terme à droite du signe égal correspond à un terme de glissement qui
modélise la décorrelation exponentielle du champ de force turbulent avec lui-même. Ce
terme dépend de la variable T qui correspond à une échelle de temps d’autocorrélation
du forçage turbulent et que l’on peut définir comme

T = K/vrms (3.75)
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où vrms correspond à la vitesse caractéristique du fluide et K = L/α = 2π/k0 correspond
à l’échelle caractéristique de forçage. L correspond à la taille de la boite de simulation
et α est un paramètre permettant d’avoir une taille de foçage inférieure à la taille de la
boite. Dans le cas d’une simulation aux conditions de bord non périodiques, le paramètre
α doit être petit devant 1. Dans ce travail, les conditions aux bords sont périodiques et
n’impliquent pas de contraintes sur le paramètre α qui vaut ici 2. k0 correspond à la
longueur d’onde caractéristique du forçage. Le second terme de droite correspond à un
terme de diffusion qui est modélisé grâce à un processus de Wiener W(t) qui permet de
générer un vecteur de déviations gaussienes aléatoires. Le terme Pζ(k) correspond à un
tenseur de projection dans l’espace de Fourier qui s’écrit

Pζi,j(k) = ζP⊥i,j(k) + (1− ζ)P‖i,j(k) (3.76)

= ζδij + (1− 2ζ)
kikj
k2

(3.77)

et correspond à la somme entre deux opérateurs : un opérateur de forçage solénöıdal
P⊥i,j = δij − kikj/k2 qui modélise les perturbations solénöıdales du fluide, c’est à dire

telles que ∇ · f = 0, et un opérateur de forçage par compression P‖i,j = kikj/k
2 qui

modélise uniquement les perturbations compressives du fluide, c’est à dire telles que
∇× f = 0. Le paramètre ζ ∈ [0, 1] permet de choisir le rapport entre la quantité de
modes solénöıdaux et de compression. Il est possible de définir le rapport entre la force
de compression et la force totale comme

F‖

Ttot
=

(1− ζ)2

1− 2ζ +Dζ2
(3.78)

où D ∈ {1, 2, 3} correspond à la dimension du problème. Dans ce travail, nous suivons le
choix de Commerçon et al. (2019) [38] et définissons ζ = 0.5 c’est à dire F‖/Ftot = 1/3.
La fonction σ(k) correspond à une fonction parabolique d’élargissement des poids du
forçage turbulent qui s’écrit

σ(k) ∝ k2(2k0 − k)2H(k − 2k0) (3.79)

où H(k) est la fonction de Heaviside qui est non-nulle uniquement dans l’intervalle
k ∈ ]0, 2k0[. Enfin, gζ correspond à un facteur de normalisation qui est donné par

gζ = 3/
√

1− 2ζ + 3ζ2.

Schmidt (2009) [196] et Federrath et al. (2010) [69] discutent des limitations de la
méthode et ont réalisé des tests fiduciaux.

3.3.6 Implémentation du modèle de turbulence auto-générée

Ce paragraphe décrit l’implémentation du modèle de turbulence auto-générée décrite
dans le paragraphe (3.2.2) dans le code MHD-RAMSES. Le processus d’implémentation
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du modèle de turbulence auto-générée est exactement le même que celui de l’implémentation
du terme de diffusion de streaming (paragraphe 3.3.4). Il s’agit de modifier le coeffi-
cient de diffusion du rayonnement cosmique grâce à la formule (3.2) et au coefficient de
diffusion auto-généré donné par les formules (3.3) si le taux d’ionisation X du gaz est
inférieur à 0.9, une somme en impédance de (3.11) et (3.12) si le taux d’ionisation du gaz
est supérieur à 0.9 mais la température T inférieure à 106 K et (3.14) si la température
du gaz est supérieure à 106 K. En suivant les règles de discrétisation établies dans le
paragraphe (3.3.3), les coefficients de diffusion auto-générés se discretisent de la manière
suivante

¯Dself =
Dn

self,i,j,k +Dn
self,i,j,k+1 +Dn

self,i,j+1,k+1 +Dn
self,i+1,j+1,k+1

8

+
Dn

self,i+1,j,k +Dn
self,i,j+1,k +Dn

self,i+1,j+1,k +Dn
self,i+1,j,k+1

8
(3.80)

et dans une cellule indicée par i, j, k, en fonction du régime de turbulence, dépendent
des paramètres (vst · ∇PCR)

∣∣n
i,j,k

, B
∣∣n
i,j,k

, X
∣∣n
i,j,k

, T
∣∣n
i,j,k

, vrms(L). L’indexation des
paramètres suit les mêmes règles que pour le module de diffusion. La température
du gaz est obtenue à partir de l’équation d’état du gaz parfait tandis que le taux
d’ionisation est calculé à partir de la construction du diagramme de Voronöı présentée
dans le paragraphe (3.2.1) et qui dépend uniquement des paramètres de température et
de densité du milieu en plus des données bibliographiques. Les coefficients de diffusion
auto-générés anisotropes et isotropes sont respectivement donnés par ¯Dself,‖ = ¯Dself et

¯Dself,iso = min(10−2, Ī2) ¯Dself où I = (δB/B0)2 représente le niveau de turbulence; le
coefficient de diffusion auto-généré perpendiculaire est plafonné à 0.01 de la valeur du
coefficient de diffusion auto-généré parallèle afin que le régime de transport des rayons
cosmiques reste dans l’approximation quasi-linéaire (QLT). De plus, le coefficient de
diffusion perpendiculaire total n’est pas calculé à partir d’une somme en impédance en-
tre le coefficient de diffusion perpendiculaire prééxistant et le coefficient de diffusion
perpendiculaire auto-généré mais à l’aide de la relation suivante

DCR,iso = max(DISM,iso, Dself,iso) (3.81)

afin de maximiser le processus qui génère le plus de diffusion isotrope et non de confiner
les rayons cosmiques de long des lignes de champ. Par cette relation, nous nous assurons
qu’en l’absence de turbulence auto-générée, le rayonnement cosmique diffuse perpendic-
ulairement en suivant les règles établies dans le module de diffusion par la turbulence à
”grande échelle”.

Des tests simples du modèle de turbulence auto-générée sont présentés, ainsi que les
limitations numériques du modèle, dans le paragraphe (3.4.3).
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3.4 Résultats

3.4.1 Terminologie et paramétrisation

Dans ce travail, l’espace des configurations possibles est très important. Pour cette
raison il est nécessaire de définir les setups de simulation par un ensemble d’acronymes
représentatifs des différents aspects de l’espace des paramètres tel que présenté dans la
section précédente :

→ TF : Turbulence Forcing module (Module de forçage turbulent). Ce paramètre
vaut oui si le module de forçage turbulent est activé. Non sinon.

→ CST : CRs Self-generated turbulence module (Module de turbulence auto-générée
par les RCs). Ce paramètre vaut oui si le module de turbulence auto-générée est
activé, non sinon.

→ ST : CR STreaming module (Module de streaming des RCs). Ce paramètre vaut
oui si le modèle de streaming du rayonnement cosmique est activé, non sinon.

→ SNR : CR injection through SNRs module (Module d’injection de RCs par les
SNRs). Ce paramètre vaut oui si le modèle d’injection des RCs est activé, non
autrement. Si activé, ce paramètre est caractérisé par deux paramètres supplémentaires.
ζCR = PSNR,CR/PCR qui représente la valeur de la surpression de rayonnement
cosmique par rapport à la pression initiale de RCs dans le plasma initialement et
Pratio = PSNR,gas/PSNR,CR qui représente la valeur des pressions de gaz par rapport
à la valeur de la surpression de RCs.

Tous les setups sont caractérisés par cette famille de paramètres et leurs valeurs. Exemple
de simulation (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0). Si l’un
des paramètres n’est pas explicitement défini pour une simulation donnée, le lecteur peut
considérer que sa valeur est Non pour les paramètres booléens et 0 pour les paramètres
numériques. Pour l’ensemble des variables du système, les conditions aux bords sont
périodiques.

3.4.2 Etude du système RC-MIS sans sources

Dans cette section je présente les résultats de systèmes rayonnement cosmique, mi-
lieu interstellaire en l’absence de sources de RCs et/ou de gaz. Les simulations sont
paramétrisées de la manière suivante :

→ TF : Oui, CST : Non, ST : Non, SNR : Non

→ TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Non

→ TF : Oui, CST : Oui, ST : Oui, SNR : Non.
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Les setups présentés sont très similaires à ceux de Seifried et al. (2011) [199], Saury et
al. (2014) [191] et Commerçon et al. (2019) [38]. La taille de la boite est de L = 200 pc
tandis que la température initale du gaz est de T0 ≈ 4460 K, la densité n0 = 2 cm−3, la
pression thermique est de Pth ≈ 1.23×10−12 dyne cm−2 et est égale à la pression initiale
du rayonnement cosmique. La vitesse initiale du son est de cs ≈ 10 km/s et le champ
magnétique inital est de B0 ≈ 1 µG ce qui conduit à un beta plasma β = 8πPth/B

2
0 ≈ 30.

La turbulence à grande échelle est injectée à l’échelle 100 pc et est étalée de manière
parabolique comme décrit dans la section (3.3.5). Celle-ci se traduit par un forçage
turbulent continu du champ de vitesse du gaz. Les résultats présentés nécessitent que
la turbulence à l’intérieur de la boite soit stationnaire et donc pleinement développée.
On estime que deux temps de traversée tturb = L/vrms ≈ 20 Myr soit 40 Myr de la
turbulence dans la boite sont nécessaire pour atteindre l’état stationnaire.

La figure (3.2) présente les résultats des simulations faisant intervenir le module de
forçage turbulent et le module de turbulence auto-générée par le rayonnement cosmique.
De gauche à droite sont présentées des simulations dont le coefficient de diffusion des
RCs du fond vaut respectivement : DISM = 1022, 1024, 1026, 1028 cm2/s tandis que de
haut en bas sont présentées respectivement les variables : n, PCR, ρ3/2T 0.4 et Dself,‖.
Lorsque le coefficient de diffusion de fond DISM est inférieur à Dcrit ≈ 6.2× 1025 cm2/s,
la densité de gaz est relativement homogène 0.5 ≤ n ≤ 5.5 cm−3 et est corrélée à la
distribution de pression du rayonnement cosmique qui oscille entre PCR ≈ 5 × 10−12

erg/cm3 et 10−10 erg/cm3. Le produit ρ3/2T 0.4 est quasiment homogène et le coefficient
de diffusion auto-généré n’est jamais inférieur au coefficient de diffusion du fond. Dans
ces régimes, le rayonnement cosmique et le champ magnétique sont couplés par le fait
que le temps de diffusion du rayonnement cosmique est supérieur au temps turbulent
caractérisé par le coefficient Dcrit. Lorsque le coefficient de diffusion de fond DISM est
proche de la valeur du coefficient de diffusion critique Dcrit, la pression du rayonnement
cosmique augmente et fait disparaitre les gradients dans le gaz. Ceci se traduit par le
fait que le terme ∇ · FCR,d = ∇ · [−DCR∇eCR] devient négligeable. Cependant, la
pression moyenne du rayonnement cosmique est plus importante dans ce régime; ceci
peut venir du fait que les RCs ne sont que partiellement couplés au champ magnétique,
ils emagasinent une partie de l’énergie magnétique sans pour autant que cela affecte
de manière notable leurs propriétés cinétiques. Ceci peut s’apparenter à une forme de
résonance entre la diffusion des RCs DISM et la diffusion liée au forçage turbulent du
gaz Dcrit

8. Lorsque le coefficient de diffusion de fond des RCs est supérieur au coeffi-
cient de diffusion critique, les distributions de gaz et de rayonnement cosmique changent
radicalement. Nous observons d’une part que la pression du rayonnement cosmique est
complètement homogène PCR ≈ 1.5 × 10−11 erg/cm3 et d’autre part indépendante des
fluctuations magnétiques du gaz. Ceci illustre le fait que le rayonnement cosmique diffuse
beaucoup plus rapidement que le coefficient de diffusion induit par le forçage turbulent

8Cet effet d’amplification de la pression des RCs dans la simulation à DISM = 1026 cm2/s figure (3.2)
peut aussi être lié à la présence de conditions aux bord périodiques qui se combinent avec la condition
critique tdiff ∼ tturb.
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du gaz. Le coefficient de diffusion auto-généré des RCs Dself,‖ est localement inférieur
au coefficient de diffusion du fond DISM de deux ordres de grandeur; localement, la tur-
bulence est complètement dominée par les effets du rayonnement cosmique sur le gaz.
Pourtant, le coefficient de diffusion auto-généré est peu corrélé à la distribution de pres-
sion des RCs9. Il s’avère que ce dernier est essentiellement conduit par la modification
du produit ρ3/2T 0.4 dont on observe une forte corrélation. En effet, dans ce régime et aux
échelles de temps auxquelles on étudie la dynamique RCs-MIS (t ∼ Myr) les gradients
de pression du rayonnement cosmique se relaxent rapidement (à la vitesse de diffusion
proche de celle du fond) en diminuant localement le produit ρ3/2T 0.4 qui se traduit par
une modification locale de la densité n du gaz. Lorsque la turbulence est dominée par le
rayonnement cosmique, le gaz est poussé par les gradients de pression des RCs et peut
localement générer des sur-densités ou sous-densités importantes.

La figure (3.3) représente les résultats des simulations faisant intervenir le module de
forçage turbulent, le module de turbulence auto-générée (au milieu et en bas) et le module
de streaming (seulement en bas) tandis que de gauche à droite sont présentées des simula-
tions dont le coefficient de diffusion vaut respectivement : DISM = 1022, 1024, 1026, 1028

cm2/s. Cette figure présente la distribution de densité n, de température T et de taux
d’ionisation X du gaz en fonction du setup. L’objectif est de définir dans quelle phase
interstellaire la boite de simulation se trouve lorsque la turbulence forcée est en régime
stationnaire tsim > 40 Myr. Dans les setups dont le coefficient de diffusion du MIS est
inférieur ou égal au coefficient de diffusion critique DISM = 1022, 1024, 1026 cm2/s, le
plasma se trouve quasi-entièrement dans la phase WNM. Seuls quelques rares cellules se
trouvent en phase CNM c’est à dire à des températures inférieures à T ≈ 103 K. Ceci
est valable que le module de turbulence auto-générée soit activé ou non car les RCs sont
couplés au gaz. En revanche, lorsque le coefficient de diffusion du fond DISM = 1028

cm2/s est supérieur au coefficient induit par le forçage turbulent, le plasma se trouve
dans 3 voire 4 phases différentes : La phase principale est de type WNM, l’essentiel des
cellules se trouvent dans ce régime. Cependant, la dynamique de densité du gaz est de
plus de deux ordres de grandeur et certaines cellules se trouvent dans des zones chaudes
T ∼ 104 K et denses n > 10 cm−3 que l’on peut assimiler à un début de phase HII. Mais
la plupart des cellules hors de la phase WNM se trouvent en phase CNM T ≤ 1000 K et
n ≥ 1 cm−3. Certaines cellules se trouvent en phase DiM (n ≥ 100 cm−3). Globalement,
lorsque la turbulence est localement dominée par le rayonnement cosmique, on observe
l’apparition d’un equilibre WNM-CNM qui n’existe pas en l’absence de tels effets. Les
résultats obtenus sont similaires à ceux de Commerçon et al. (2019) [38] (voir sa figure 3).
Lorsque le module de diffusion auto-générée est activé, la dynamique en densité du gaz
semble réduite. Ceci vient du fait que lorsque le rayonnement cosmique exerce une force
sur le gaz, il génère également de la turbulence qui contrecare les effets induits sur le gaz.
Autrement dit, la pression du rayonnement cosmique contribue à réduire la compress-

9La pression des RCs joue un rôle dans dans la vitesse sonique généralisée telle que donnée par
l’équation 20 de Commerçon et al. (2019) [38] et contribue à une réduction de la compressibilité du gaz
et donc à l’amplitude des instabilités de streaming de RCs.
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ibilité du gaz et donc la plage dynamique de densités nT accessibles par le gaz. Lorsque
le module de streaming est activé et que le rayonnement cosmique est couplé au gaz
(DISM = 1022, 1024, 1026 cm2/s), la dynamique de densité et de température du gaz est
beaucoup plus importante. Ceci s’explique par les variations du terme de chauffage/re-
froidissement de streaming Lst ∝∇PCR qui est proportionnel au gradient de pression du
rayonnement cosmique. En effet, dans ces régimes on observe des gradients de pression
du rayonnement cosmique qui par l’intermédiaire du chauffage/refroidissement stream-
ing peuvent affecter notablement le gaz. En régime découplé, comme les gradients de
pression des RCs sont faibles, il n’y a pas d’échanges d’énergie entre le fluide de RCs et
le gaz ce qui explique pourquoi l’histogramme n’évolue pas en présence des termes de
streaming lorsque DISM = 1028 cm2/s.

3.4.3 Injection d’une source de rayonnement cosmique

Dans cette section je présente les résultats de simulations d’injection d’une source de
rayonnement cosmique dans le milieu interstellaire. Le coefficient de diffusion du fond
des RCs vaut DISM = 1028 cm2/s pour toutes les simulations réalisées dans la présente
section. Les setups réalisés sont :

→ TF : Non, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0 figure (3.4). Une
surpression de RCs d’un facteur 103 par rapport à la pression de fond est injecté
dans un milieu interstellaire homogène.

→ TF : Non, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 figure (3.5). Une
surpression de RCs d’un facteur 103 par rapport à la pression de fond ainsi qu’une
surpression thermique du même facteur sont injectées dans un milieu interstellaire
homogène.

→ TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0 figure (3.6). Une
surpression de RCs d’un facteur 103 par rapport à la pression de fond est injectée
dans un milieu interstellaire turbulent.

→ TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 figure (3.7). Une
surpression de RCs d’un facteur 103 par rapport à la pression de fond ainsi qu’une
surpression thermique du même facteur sont injectées dans un milieu interstellaire
turbulent.

Les propriétés du milieu interstellaire sont les mêmes que celles présentées dans la section
précédente. L’objectif de cette section est d’observer l’effet de l’injection d’un reste de
supernova en phase radiative sur le coefficient de diffusion auto-généré des RCs et sur
les propriétés du gaz. Chaque figure présente les variables : pression du rayonnement
cosmique PCR, gradient de pression des RCs |∇PCR|, produit ρ3/2T 0.4 et coefficient de
diffusion auto-généré parallèle aux lignes de champ magnétique Dself,‖ à différent instants
: t ≈ 0.08, 0.15, 0.64, 7.96 Myr.
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Figure 3.2: Cette figure représente le résultat de tests fiduciaux de systèmes RC-MIS
sans injection de sources. De gauche à droite, le coefficient de diffusion du milieu inter-
stellaire vaut DISM = 1022, 1024, 1026, 1028 cm2/s. De haut en bas sont respectivement
représentées les tranches dans le plan (x, y) et à l’abscisse z = 0 des variables suivantes
: la densité numérique du gaz n, la pression du rayonnement cosmique PCR, le produit
ρ3/2T 0.4 qui décrit l’effet du gaz sur le coefficient de diffusion auto-généré des RCs et le
coefficient de diffusion auto-généré des RCs Dself,‖. Dans les figures représentant la den-
sité numérique de gaz, les vecteurs noirs représentent la composante dans le plan (x, y)
du champ de vitesse du gaz. Dans les figures présentant la pression du rayonnement
cosmique, les lignes de courant blanches représentent la composante dans le plan (x, y)
des lignes du champ magnétique. Paramètres des simulations : TF : Oui, CST : Oui,
ST : Non, SNR : Non.
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Figure 3.3: Cette figure présente différents histogrammes bi-dimmensionnel de taux
d’ionisation X du MIS en fonction de la densité n et de la température T . De gauche
à droite sont réprésentées des simulations réalisées avec les coefficients de diffusion du
MIS suivants respectivement : DISM = 1022, 1024, 1026, 1028 cm2/s. De haut en bas
sont respectivement représentées les simulations suivantes : Pas de modèle de diffusion
auto-générée ni de streaming (TF : Oui, CST : Non, ST : Non, SNR : Non), modèle
de diffusion auto-généré mais pas de streaming (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR
: Non), modèle de diffusion auto-généré et streaming (TF : Oui, CST : Oui, ST : Oui,
SNR : Non). Dans chaque figure, le fond en teintes de gris fait référence au diagramme
de Voronöı du taux d’ionisation du MIS comme présenté dans la figure (3.1), les points
noirs font référence aux phases du MIS. Les histogrammes 2D colorés représentent le
nombre de cellules ayant une combinaison (n, T ) particulière, ce nombre est caractérisée
par l’échelle de couleur présentée dans la figure en haut à gauche. Paramètres des
simulations : TF : Oui, CST : Non, ST : Non, SNR : Non; TF : Oui, CST : Oui, ST :
Non, SNR : Non; TF : Oui, CST : Oui, ST : Oui, SNR : Non.
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Dans le cas où le rayonnement cosmique est injecté dans un milieu interstellaire ho-
mogène (TF : Non, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0, figure 3.4), on
observe que la pression et les gradients de pression de RCs se relaxent au bout d’environ
500 kyrs. Le coefficient de diffusion auto-généré décroit de 3 ordres de grandeur proche
de la source et se relaxe plus lentement que le gradient de pression des RCs. En parallèle
le produit ρ3/2T 0.4 est totalement homogène peu après l’injection du rayonnement cos-
mique et décroit en même temps que les gradients de pression de RCs disparaissent. Cet
effet montre bien que dans le régime où le rayonnement cosmique n’est pas couplé au gaz,
ce dernier exerce une force importante qui génère une sous-densité de gaz à la position
de la source et une coquille de surpression thermique autour de la source. Tandis que
le déplacement du gaz se fait de manière isotrope lorsque les RCs n’ont pas totalement
diffusé t ≈ 160 kyr, le déplacement devient purement perpendiculaire lorsque les RCs
ont suffisament diffusé t ≈ 640 kyr. Ce dernier résultat est physiquement discutable car
conséquence des conditions de bord périodiques de la simulation. Le transport perpendic-
ulaire du gaz est ici clairement sur-estimé. A t ≈ 8 Myr, la pression moyenne du fluide de
RCs a augmenté et maintient le produit ρ3/2T 0.4 à une valeur plus faible qu’initialement.

Dans le cas où une surpression thermique est également injectée dans le milieu inter-
stellaire (TF : Non, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1, figure 3.5),
le gradient de pression des RCs à t = 80 kyr est beaucoup plus important∇PCR ∼ 10−24

erg/cm4 contre 10−27 erg/cm4 dans le setup sans injection de gaz et le produit ρ3/2T 0.4

est également plus important proportionnellement à la quantité de gaz injecté. En
conséquence le coefficient de diffusion auto-généré des RCs décroit de plus de 6 ordres
de grandeur. Bien que le produit ρ3/2T 0.4 ait augmenté, l’effet de la surpression de gaz
sur les RCs est très important et contribue à créer des gradients de pression 5 ordres de
grandeur plus importants. Comme pour le cas sans surpression de gaz, le rayonnement
cosmique diffuse, le gaz est d’abord poussé de manière isotrope à t = 160 kyr puis de
manière perpendiculaire aux lignes de champ. La valeur du produit ρ3/2T 0.4 diminue à
mesure que les gradients de pression des RCs disparaissent et contribue à maintenir un
niveau de turbulence auto-générée notable (Dself,‖ ∼ 1025 cm2/s) dans le plasma. Re-
marquons également pour les deux setups présentés que les lignes de champ s’élargissent
au niveau de la source et témoignent de l’effet non-négligeable du transport perpendic-
ulaire du rayonnement cosmique.

Dans le cas où le rayonnement cosmique est injecté dans un milieu interstellaire tur-
bulent (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0, figure 3.6), la
surpression de rayonnement cosmique se diffuse beaucoup plus rapidement à t ≈ 80 kyr.
Ceci est dû à la diffusion induite par les mouvements turbulents du gaz. En conséquence,
moins de 500 kyr après l’injection, le rayonnement cosmique est complètement dilué dans
le plasma. A t ≤ 160 kyr les gradients de pression engendrés sont plus faibles que dans le
cas d’une injection dans un milieu homogène mais les effets sur le coefficient de diffusion
auto-généré restent les mêmes. Ceci se traduit par le fait que le produit ρ3/2T 0.4 est plus
faible à l’intérieur du reste et forme une coque autour du reste. Cet effet est la combi-
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Figure 3.4: Cette figure présente les résultats d’une simulation d’injection d’une source
de rayons cosmiques dans un milieu interstellaire homogène. De gauche à droite
sont respectivement représentées des tranches (x, y) à l’absisse z = 0 des variables
: PCR, |∇PCR|, ρ3/2T 0.4 et Dself,‖ aux instants (de haut en bas respectivement) :
t = 0.08, 0.16, 0.64, 7.96 Myr depuis l’instant d’injection. Les lignes de courant blanches
représentent la composante dans le plan (x, y) des lignes de champ magnétique tandis
que les vecteurs noirs représentent la composante dans le plan (x, y) du champ de vitesse
du gaz dont la valeur normée est donnée par la longueur de la flèche noire sous chaque
figure du produit ρ3/2T 0.4. Les paramètres de la simulation sont : TF : Non, CST : Oui,
ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0.
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Figure 3.5: Cette figure présente les résultats d’une simulation d’injection d’une source
de rayons cosmiques avec surpression de gaz dans un milieu interstellaire homogène, le
coefficient de diffusion de fond des RCs vaut DISM = 1028 cm2/s. De gauche à droite
sont respectivement représentées des tranches (x, y) à l’absisse z = 0 des variables :
PCR, |∇PCR|, ρ3/2T 0.4 et Dself,‖ aux instants (de haut en bas respectivement) : t =
0.08, 0.16, 0.64, 7.96 Myr depuis l’instant d’injection. Les lignes de courant blanches
représentent la composante dans le plan (x, y) des lignes de champ magnétique tandis
que les vecteurs noirs représentent la composante dans le plan (x, y) du champ de vitesse
du gaz dont la valeur normée est donnée par la longueur de la flèche noire sous chaque
figure du produit ρ3/2T 0.4. Les paramètres de la simulation sont : TF : Non, CST : Oui,
ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1.
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naison de l’action du rayonnement cosmique injecté par la source et du fluide de RCs
turbulent dans le plasma de fond. En effet, comme nous l’avons vu dans la figure (3.2)
dans le domaine de diffusion où le rayonnement cosmique n’est pas couplé au gaz, ce
dernier contribue, via l’instabilité de streaming de RCs, à rendre inhomogène le produit
ρ3/2T 0.4 et donc à maintenir un coefficient de diffusion faible bien que les gradients de
pression des RCs aient disparu. Contrairement aux setups dans les milieux homogènes,
les effets de l’injection de RCs dans le gaz sont dissipés au bout de quelques millions
d’années par la turbulence induite par le module de forçage turbulent.

Dans le cas où une surpression thermique est également injectée dans le milieu inter-
stellaire (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1, figure 3.7),
les effets observés modifiés de la même manière que dans le cas d’un milieu homogène :
les gradients de pression des RCs sont plus importants, le coefficient de diffusion décroit
de manière plus importante, le produit ρ3/2T 0.4 reste faible plus longtemps. Notons
également que dans les setups d’injection dans un milieu turbulent il est difficile de
quantifier l’élargissement des lignes de champ au niveau de la source lié au transport
perpendiculaire car l’échappement des rayons cosmiques des restes de supernovae est un
processus rapide (< 1 Myr) devant les temps caractéristique du forçage turbulent et de
la dynamique globale de la boite turbulente.

Les simulations présentés montrent les effets d’injection du rayonnement cosmique
dans le milieu interstellaire mais présentent certaines limitations. Le modèle d’injection
du rayonnement cosmique est incomplet car il ne tient pas compte de l’intégralité de la
distribution spectrale du rayonnement cosmique bien que la pression des RCs injectée à 1
GeV soit la plus importante. En effet j’ai montré dans le chapitre (2) que le rayonnement
cosmique à haute énergie peut générer des niveaux de turbulence importants qui peuvent
cascader et affecter le transport des RCs de plus basse énergie. Le choix du rayon et la
distribution spatiale de la surdensité de RCs sont très approximatifs : en effet le reste
évolue différement suivant la phase dans laquelle il se trouve et ceci a un impact dans les
propriétés d’injection du rayonnement cosmique. La valeur de la surpression thermique
nécessite une étude approfondie, en effet tandis que Pratio = 0 revient à dire que le choc
est totalement dissipé lorsque les RCs de 1 GeV sont injectés, Pratio = 1 suggère que
la pression thermique dans la source est 103 fois supérieure à la pression moyenne du
gaz dans le fond ce qui constitue une hypothèse extrême. Dans les faits, ces choix sont
motivés par la volonté d’extraire des comportements radicalement différents. La taille
de la boite de simulation est faible L = 200 pc. J’ai montré dans le chapitre (2) que la
surpression de RCs peut s’étendre sur plusieurs centaines de pc. Le choix de conditions
de bord périodiques entraine une interaction entre les RCs qui s’échappent à droite et à
gauche de la source et in fine un transport perpendiculaire sur-évalué aux temps longs
(t > 500 kyr).
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Figure 3.6: Cette figure présente les résultats d’une simulation d’injection d’une source de
rayons cosmiques dans un milieu interstellaire turbulent, le coefficient de diffusion de fond
des RCs vaut DISM = 1028 cm2/s. De gauche à droite sont respectivement représentées
des tranches (x, y) à l’absisse z = 0 des variables : PCR, |∇PCR|, ρ3/2T 0.4 et Dself,‖
aux instants (de haut en bas respectivement) : t = 0.08, 0.16, 0.65, 7.95 Myr depuis
l’instant d’injection. Les lignes de courant blanches représentent la composante dans le
plan (x, y) des lignes de champ magnétique tandis que les vecteurs noirs représentent
la composante dans le plan (x, y) du champ de vitesse du gaz dont la valeur normée
est donnée par la longueur de la flèche noire sous chaque figure du produit ρ3/2T 0.4.
Les paramètres de la simulation sont : TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui,
ζCR = 103, Pratio = 0.
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Figure 3.7: Cette figure présente les résultats d’une simulation d’injection d’une source
de rayons cosmiques avec surpression de gaz dans un milieu interstellaire turbulent, le
coefficient de diffusion de fond des RCs vaut DISM = 1028 cm2/s. De gauche à droite
sont respectivement représentées des tranches (x, y) à l’absisse z = 0 des variables :
PCR, |∇PCR|, ρ3/2T 0.4 et Dself,‖ aux instants (de haut en bas respectivement) : t =
0.08, 0.15, 0.65, 7.95 Myr depuis l’instant d’injection. Les lignes de courant blanches
représentent la composante dans le plan (x, y) des lignes de champ magnétique tandis
que les vecteurs noirs représentent la composante dans le plan (x, y) du champ de vitesse
du gaz dont la valeur normée est donnée par la longueur de la flèche noire sous chaque
figure du produit ρ3/2T 0.4. Les paramètres de la simulation sont : TF : Oui, CST : Oui,
ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1.
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3.4.4 Etude du système RC-MIS avec plusieurs sources

L’objectif de cette section est d’une part de quantifier les effets du modèle de turbulence
auto-générée par le rayonnement cosmique sur les propriétés du MIS, d’autre part de voir
dans quelle mesure il est possible de reproduire un milieu interstellaire turbulent unique-
ment à partir de l’injection dynamique de RCs et/ou de gaz dans le plasma. L’objectif
est également de comparer les simulations faisant intervenir l’injection dynamique de
rayonnement cosmique sans et avec une surpression de gaz afin d’observer les effets in-
duits sur la turbulence dans la simulation. Pour cela, j’ai réalisé différentes simulations
dont les setups sont décrits ci-dessous et les résultats sont présentés dans les figures (3.8,
3.9, 3.10 et 3.11) :

→ TF : Oui, CST : Non, SNR : Non. Dans cette simulation, le plasma est uniquement
perturbé par le module de forçage turbulent.

→ TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non. Dans cette simulation, le plasma est perturbé
par le module de forçage turbulent et le module de turbulence auto-générée du
rayonnement cosmique.

→ TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0. Dans cette simulation,
le milieu interstellaire est uniquement perturbé par l’injection dynamique de ray-
onnement cosmique à travers des SNs au taux d’explosion de la voie lactée. Le
module de turbulence auto-générée est activé.

→ TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0. Dans cette simulation,
le milieu interstellaire est à la fois perturbé par le module de forçage turbulent et
à la fois par l’injection de rayonnement cosmique via l’explosion de SNs au taux
galactique.

→ TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1. Dans cette simulation le
milieu interstellaire est uniquement perturbé par l’injection de rayons cosmiques
et de gaz via l’explosion de SNs au taux galactique.

→ TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1. Dans cette simulation le
milieu interstellaire est à la fois perturbé par le module de foçage turbulent et par
l’injection de RCs et de gaz au taux d’explosion de SNs galactique.

L’ensemble des simulations sont caractérisées par un coefficient de diffusion des RCs de
fond qui vaut DISM = 1028 cm2/s. Dans les simulations d’injection dynamique de RCs
via les SNRs, l’injection des sources ne démarre qu’à partir de 40 Myr ∼ 2tturb corre-
spondant approximativement à l’instant à partir duquel on considère que la turbulence
issue du forçage turbulent est globalement développée et stationnaire dans la simulation.
De plus, afin que la turbulence générée par les SNRs dans les simulations soient globale-
ment développée, il faut attendre que suffisament de sources aient été injectées dans la
simulation. Le taux d’explosion de SNs dans la galaxie est de l’ordre de τSN ≈ 3 × 104

Myr−1 tandis que la fraction de volume galactique que représente la boite de simulation
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est de L3/Vgalaxy ≈ 3.8× 10−5. Il explose donc en moyenne 1.1 supernova par Myr dans
les simulations avec injection dynamique de RCs. Ainsi les résultats présentés dans les
figures (3.8, 3.9, 3.10 et 3.11) correspondent à une moyenne sur 10 Myrs à partir de
t ≈ 60 Myr ∼ 3tturb. Au début de la mesure environ 20 SNRs ont été injectées et 10 de
plus sont injectées pendant la mesure. En résumé, je considère quelque soit le setup que
la turbulence dans la boite de simulation est stationnaire au bout de 3tturb ∼ 60 Myr
et je construit mes fonctions de distribution de probabilité (PDFs : Probability Distri-
bution Functions, figures 3.8, 3.9, 3.10) en moyennant les observations sur tturb/2 ∼ 10
Myrs.

La figure (3.8) présente les PDFs des variables : ρ3/2T 0.4,∇PCR etDself,‖. Dans le cas

du produit ρ3/2T 0.4 (figure du haut) on remarque que la distribution suit une loi normale
dans le cas du setup (TF : Oui, CST : Non, SNR : Non). Le setup (TF : Oui, CST : Oui,
SNR : Non) est caractérisé par une distribution qui a une forme normale aux hautes
valeurs mais dont la forme aux faibles valeur est affinée, la largeur de la distribution est
réduite de deux ordres de grandeurs par rapport au setup sans le module CST (TF :
Oui, CST : Non, SNR : Non). Les autres setups faisant intervenir l’injection dynamique
de RCs ont une forme modifiée et une plage dynamique du produit ρ3/2T 0.4 qui est
réduite. En ce qui concerne la variable ∇PCR (figure du milieu), on remarque que la
ditribution des gradients de pression des RCs est quasiment la même pour tous les setups
hormis les setups qui font intervenir l’injection de fluide thermique (TF : Non, CST :
Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 et TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103,
Pratio = 1) en tirets bleu et rouge. Ces derniers présentent en plus d’une distribution
similaire à celle des autres setups, de forts gradients de pressions dont le pic se trouve à
environ ∇PCR ∼ 10−25 erg/cm4. Cette observation explique également la figure du bas
qui présente les PDFs de la variable Dself,‖. Tandis que la distribution du coefficient de
diffusion des RCs est similaire pour tous les setups, les setups faisant intervenir l’injection
dynamique de fluide thermique présentent des coefficients de diffusion bien plus faibles
inférieurs à 1022 cm2/s.

La figure (3.9) présente les PDFs des variables : T , n, |B| et PCR. Dans le cas
des setups sans injection dynamique de RCs ni de fluide thermique ( TF : Oui, CST
: Non, SNR : Non et TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non, en noir et vert), la PDF de
température présente un pic à ∼ 104 K et s’étale sur trois ordres de grandeur entre
10 K et 104 K. Dans le cas des setups avec injection dynamique de RCs uniquement
(TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0 et TF : Oui, CST : Oui,
SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0 en traits rouge et bleu), cette plage dynamique est
augmentée d’un ordre de grandeur entre 1 K et 104 K. Dans le cas des setups faisant
en plus intervenir l’injection de fluide themrique (TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui,
ζCR = 103, Pratio = 1 et TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 en tirets
rouge et bleu), il apparait localement des zones où la température excède 106 K. Les
PDFs de densité du gaz n suivent de manière relativement proche les PDFs du produit
ρ3/2T 0.4. On observe deux types de comportements différents concernant les PDFs de
la norme du champ magnétique. Les setups dont le module de forçage turbulent est
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activé présentent des distributions dont le pic se trouve à B ∼ 10 µ G et une dynamique
de 3 ordres de grandeur tandis que les seutps qui ne font pas intervenir le module
de forçage turbulent présentent un maximum à B ∼ 1 µG et une plage dynamique
d’environ 2 ordres de grandeur. Concernant les PDFs de la pression du rayonnement
cosmique (figure du bas), les setups qui ne font pas intervenir d’injection de RCs ont
une ditribution relativement normale piquée à PCR ∼ 10−10.8 erg/cm3 tandis que les
setups faisant intervenir l’injection dynamique de RCs présentent une ditribution à des
pressions beaucoup plus importantes : dans le cas où le module TF n’est pas activé, les
PDFs piquent à ∼ 10−9.5 erg/cm3 tandis que lorsque le module TF est activé ls PDFs
piquent à 10−9.25 erg/cm3.

Enfin la figure (3.10) présente les PDFs des variables : v (le champ de vitesse du
fluide), VA et le nombre de MachMA du gaz. En ce qui concerne le champ de vitesse v du
fluide (figure du haut), on observe deux types de distributions dépendant de la présence
ou non du module TF : lorsqu’il est activé, les ditributions piquent globalement à v ∼
101.5 km/s tandis qu’en l’absence de forçage turbulent, les PDFs piquent à v ∼ 3 km/s.
Un comportement similaire est observé sur les PDFs du champ de vitesse Alfvénique
du fluide (figure du milieu). Les effets observés sur les figures du haut et du milieu se
compsent à peu près de telle manière que le nombre de Mach Alfvénique du fluide est
quasi indépendant du setup (figure du bas).

Effet du modèle de turbulence auto-générée Les résultats des simulations (TF
: Oui, CST : Non, SNR : Non) et (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non) sont présentés
dans les figures (3.8, 3.9 et 3.10) par les lignes continues vertes et noires respectivement.
L’objectif est de comparer l’état du milieu interstellaire avec et sans le module de tur-
bulence auto-générée du rayonnement cosmique.

Dans la figure (3.8) on observe que la fonction de densité de probabilité du produit
ρ3/2T 0.4 est plus large en l’absence qu’en présence du coefficient de diffusion auto-généré
et ce seulement pour les faibles valeurs. Ceci est un effet que l’on a déjà analysé et qui
vient du fait que les ondes auto-générées contribuent à réduire l’effet de la force exercée
par les gradients de pression de RCs sur le plasma et donc la présence de sous-densités
de gaz. Autrement dit, la turbulence auto-générée contribue à améliorer le couplage
entre les RCs et le gaz ce qui contribue à réduire les effets des instabilités thermiques
de RCs. C’est par ailleurs ce que montre la fonction de densité de probabilité du gradi-
ent de pression des RCs ∇PCR, lorsque le module CST est activé, les ondes produites
contribuent à la réduction des gradients de pression. Ce résultat semble contradictoire
avec les résultats obtenus dans le chapitre (2) qui suggère que les ondes auto-générées
contribuent au maintient des gradients de pression des RCs10. Il ne faut pas oublier que
dans le cas présent le plasma réagit aux effets des RCs et ceci est observé sur des temps
très longs devant les échelles de temps sondées dans le chapitre (2).

10La contradiction observée s’explique par le fait que le gaz répond dynamiquement à la présence du
rayonnement cosmique. Comme expliqué, la pression des RCs diminue la compressibilité du gaz et donc
l’amplitude des instabilités thermiques de RCs.
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Dans la figure (3.9) on observe que le modèle CST contribue à légèrement diminuer le
nombre de cellules de haute température (T > 104 K) et, comme pour le produit ρ3/2T 0.4

réduire la largeur de la fonction de densité de probabilité de la densité totale n du gaz.
La distribution du champ magnétique et de la pression des RCs semble complètement
indépendante de la présence du modèle CST.

Dans la figure (3.10) on observe que le champ de vitesse v du gaz n’est pas affecté
par la présence du modèle CST, la vitesse d’Alfvén est très légèrement plus faible dans le
cas où le modèle CST est activé. C’est une conséquence du changement de la dynamique
de la densité du gaz. Le nombre de Mach Alfvénique n’est pas affecté par ce modèle.

Les effets principaux du modèle CST sur le milieu interstellaire, à des échelles de
temps supérieure au Myr, consistent en une réduction de la dynamique de la densité du
gaz conséquence des effets de pression des RCs dans la vitesse du gaz. Sans le modèle
CST, lorsqu’il n’est pas couplé aux fluctuations magnétiques du gaz, le rayonnement
cosmique exerce une force sur le gaz qui peut contribuer à créer des zones de sous-
densité. En revanche, avec le modèle CST, une partie de la force exercée sur le gaz est
directement transmise à la turbulence magnétique et ce à des échelles de l’ordre du rayon
de gyration des RCs d’énergie 1 GeV c’est à dire de l’ordre de 10−6 pc donc bien en deça
de la taille des cellules de la simulation. Le modèle CST joue le rôle d’un modèle de
cascade turbulente favorisée par le rayonnement cosmique et réduit le taux d’aggregation
de gaz.

Injection dynamique de SNRs sans forçage turbulent externe Les résultats
des simulations (TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0) et (TF : Non,
CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1) sont présentés dans les figures (3.8, 3.9
et 3.10) par les lignes continues et discontinues rouges respectivement. L’objectif est
d’analyser les effets des explosions de supernovae sur les propriétés du gaz interstellaire.
On peut particulier comparer les résultats aux simulations (TF : Oui, CST : Non, SNR
: Non) et (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non).

Dans la figure (3.8) le produit ρ3/2T 0.4 semble indépendant de l’injection de gaz, en
revanche on observe que le largeur de la distribution est réduite aux hautes valeurs par
rapport aux simulations sans injection de SNRs. Ce résultat dépend de la quantité et
de l’amplitude des gradients de pression de RCs et par conséquent de l’importance des
modèles TF et SNR et leurs paramètres associés dans le plasma. Autrement dit, si la
fréquence d’injection des SNRs est plus importante, la distribution du produit ρ3/2T 0.4

sera modifiée en conséquence. On note cependant que la partie basse de la distribu-
tion du produit ρ3/2T 0.4 cöıncide avec les setups sans injection dynamique de RCs, ceci
est le résultat de l’effet des ondes auto-générées sur les gradients de pression des RCs.
Les gradients de pression de RCs suivent à peu près la même distribution que dans les
setups sans sources, en revanche dans le cas où une surpression de gaz est également



206 CHAPITRE 3. PROPAGATION DES RCS DANS LE MIS TURBULENT

injectée, on observe de très forts gradients de pression de RCs. Dans le cas où le gaz
est injecté, le gradient de pression de RCs est sommé avec le gradient de pression ther-
mique et engendre une réduction très importante du coefficient de diffusion auto-générée
du rayonnement cosmique. On observe également que les PDFs de la densité ont une
largeur moins importante que sans injection de fluide thermique car la pression ther-
mique supplémentaire présente plus de mouvements supersoniques qui s’observent sur
les PDFs du champ de vitesse du gaz v dans la figure (3.10).

Dans la figure (3.9) on observe que localement la température du MIS est beaucoup
plus faible que dans les setups sans sources de RCs. Ceci vient du fait que les zones de
sous-pression de gaz ne sont pas compensées par les mouvements turbulents du gaz que
peut générer le module TF. Les hautes températures (T > 105 K) s’expliquent par la
surpression d’un facteur 103 de gaz dans le plasma. La distribution de densité du gaz
montre que le milieu est faiblement perturbé car le nombre de cellules dont la densité
est proche de la densité initiale est 3 fois plus important que dans les simulations sans
injection et avec module TF. On observe que les zones de haute densité sont légèrement
plus présentes ce qui s’explique une fois de plus par le fait que les SNRs génèrent des sur-
densités qui ne sont pas diffusées par les mouvements turbulent du plasma. Le champ
magnétique en revanche est beaucoup plus faible, d’un facteur 10, que dans les simula-
tions avec module TF. En effet, le module de forçage turbulent contribue à augmenter
la pression magnétique moyenne dans le gaz et la vitesse moyenne du fluide. Enfin on
observe que la pression du rayonnement cosmique est beaucoup plus importante, de 2
ordres de grandeur, dans les simulations avec source que sans. Ceci vient du fait que
l’énergie du rayonnement cosmique n’est pas conservée dans les simulations avec source
car les conditions de bord de la boite sont périodiques. On observe en particulier que
la pression du rayonnement cosmique est plus importante encore lorsque du gaz est
également injecté. Ceci limite la validité des conclusions dans le cas d’une injection
dynamique de SNRs.

Dans la figure (3.10) on observe d’une part que la distribution de vitesse du gaz
est différente entre les setups avec et sans sources précisément parce que le module TF
donne une impulsion au gaz que les SNRs ne donnent pas. La distribution de vitesse
d’Alfvén du gaz est moins importante dans le cas avec source et est conséquence du
fait que le champ magnétique est en moyenne égal au champ magnétique initial. Le
nombre de Mach Alfvénique du gaz dans le cas avec sources est légèrement inférieur
au cas sans sources car la vitesse vrms est plus importante dans le cas sans sources
vrms(t > 60 Myr) ≈ 100 km/s contre environ 30 km/s dans le cas avec sources. Cepen-
dant, lorsque du gaz est également injecté, la vitesse du gaz peut être localement plus
importante et contribue à des nombres de Mach Alfvéniques plus importants que dans
le cas sans source.

Les propriétés turbulentes du gaz s’il n’est excité que à travers l’injection de SNRs
sont différentes des propriétés du gaz dans le cas d’un forçage turbulent qui représente
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les effets de la turbulence à grande échelle. Ceci suggère que la turbulence à grande
échelle dans le MIS n’est pas, ou seulement en partie, générée par les explosions de su-
pernovae et que d’autres candidats sont nécessaire pour reproduire les propriétés statis-
tiques du gaz avec le module de forçage turbulent (autogravité, rotation différentielle
des disques galactique/proto-stellaires, interactions entre galaxies, accretion galactique
anisotrope ...). Notons cependant deux défauts : d’une part les simulations avec in-
jection dynamique de SNRs ne conservent pas l’énergie étant données les conditions de
bord périodiques, d’autre part, le module de forçage turbulent ne conserve pas non-plus
l’énergie du gaz car applique en permanence une force stochastique sur le champ de
vitesse du gaz. Afin de conserver l’énergie et de comparer les différents setups, un terme
de fuite de gaz et de rayons cosmique qui compense les différentes injections d’énergie
est nécessaire. Ce terme n’est actuellement pas implémenté.

Injection dynamique de SNRs dans un MIS turbulent Les résultats des simu-
lations (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0) et (TF : Oui, CST :
Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1) sont présentés dans les figures (3.8, 3.9 et 3.10)
par les lignes continues et discontinues bleues respectivement. Dans le cas où le milieu
interstellaire est perturbé par de la turbulence injectée aux grandes échelles, il s’agit
d’observer les modifications du milieu interstellaire locales induites par la présence de
SNRs. On peut en particulier comparer les résultats aux simulations (TF : Oui, CST :
Non, SNR : Non) et (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non).

Dans la figure (3.8) le produit ρ3/2T 0.4 semble présenter la même distribution que
pour les setups d’injection de SNRs dans un milieu homogène. L’injection de RCs con-
tribue à réduire les écarts de densité du plasma. Les gradients de pression de RCs sont
en moyenne plus importants car issus d’une combinaison des mouvements turbulents du
module TF et de l’injection des RCs par les SNRs. Dans le cas où des surdensités de gaz
sont également injectées, on observe quelques gradients de pression de RCs beaucoup
plus importants, cependant le nombre de cellules associées est moins important que dans
le setup où les SNRs sont injectées dans un milieu homogène. Ceci vient du fait que la
turbulence à grande échelle permet de relaxer rapidement ces gradients. Le coefficient de
diffusion des RCs est modifié en conséquence. Il est globalement plus faible et le nombre
de zones de très faible coefficient de diffusion est plus faible que dans le setup où le MIS
est homogène.

Dans la figure (3.9) on observe que la distribution de température du gaz est rela-
tivement similaire aux setups où l’injection de SNRs se fait dans un MIS homogène, en
revanche, dans le setup où des surpressions de gaz sont également injectées on observe un
nombre réduit de cellules à très hautes températures. Ceci est également un conséquence
des mouvements du plasma liés au module TF. La pression du rayonnement cosmique
semble globalement plus faible que dans les setups avec injection de SNRs dans un MIS
homogène. Une raison peut être que dans le cas d’un plasma turbulent qui fait intervenir
des variations du champ magnétique plus importantes, les pertes adiabatiques liées à la
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présence du terme −PCR∇ · u dans l’équation de transport du fluide de RCs sont plus
importantes.

Dans la figure (3.10) on observe que la distribution de vitesse du gaz v est globale-
ment dominée par le module de forçage turbulent sauf pour les hautes vitesses v > 100
km/s qui sont générées par l’injection de SNRs. La vitesse d’Alfvén et le nombre de
Mach Alfvénique sont tous deux dominés par les mouvements de turbulence à grande
échelle.

A travers l’injection de RCs dans le plasma, les SNRs contribuent à une réduction
des inhomogénéités de densité de plasma et par conséquent de formation des structures.
A travers la génération de gradients de pression supplémentaires, les SNRs contribuent
également à une réduction globale du coefficient de diffusion auto-généré des RCs qui
impliquent, par l’intermédiaire de la réaction du plasma à la force excercée par les RCs,
à une augmentation des zones localement froides dans le MIS.

En résumé, les setups avec Pratio = 1 produisent plus de cellules à forte pression
des RCs (voir les PDFs de PCR figure 3.9) ce qui explique la différence des coefficients
de diffusion Dself,‖ pour les setups avec injection dynamique mais sans forçage turbu-
lent, avec et sans injection de fluide thermique. Les setups avec Pratio = 1 produisent
également plus de compression (voir les PDFs des setups TF : Oui, CST : Oui, SNR :
Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 et TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1 en
tirets) et en conséquence des températures plus importantes.

Corrélations entre Dself,‖ et les propriétés du MIS La figure (3.11) représente
les correlations entre les paramètres (de gauche à droite) : gradients de pression du ray-
onnement cosmique ∇PCR, produit ρ3/2T 0.4, densité totale du gaz n, température du
gaz T et norme du champ magnétique du gaz B et le coefficient de diffusion anisotrope
auto-généré Dself,‖ du rayonnement cosmique, et ce pour les différents setups (de haut
en bas) : MIS turbulent sans injection de SNRs (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Non),
MIS homogène avec injection de RCs (TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103,
Pratio = 0), MIS turbulent avec injection de RCs (TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui,
ζCR = 103, Pratio = 0), MIS homogène avec injection de RCs et de gaz (TF : Non, CST
: Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1), MIS turbulent avec injection de RCs et de gaz
(TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1).

Tandis que la température T et le champ magnétiqueB semblent totalement décorélés
du coefficient de diffusion auto-généré Dself,‖, le gradient de pression ∇PCR, le produit

ρ3/2T 0.4 et la densité n semblent corrélés avec le coefficient de diffusion auto-généré.
En effet, il est possible de définir une loi d’échelle phénonénologique du coefficient de
diffusion en fonction des trois paramètres qui sont données par
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Dself,‖ ∝ |∇PCR|−5/4 (3.82)

Dself,‖ ∝ (ρ3/2T 0.4)4/3 (3.83)

Dself,‖ ∝ n5/3. (3.84)

Ces lois sont induites par les propriétés du module de forçage turbulent TF. Une étude
plus poussée des relations phénonénologiques entre le coefficient de diffusion auto-généré
et les paramètres importants du plasma en fonction des propriétés du module de forçage
semble nécessaire. Néamoins la turbulence induite par le module TF reproduit en théorie
la turbulence observée dans les milieux faiblement ionisés voir moléculaires. On peut
conclure que ces lois sont applicables dans de tels milieux. En ce qui concerne les
setups faisant intervenir l’injection dynamique de SNRs dans le MIS, tandis que la cor-
relation entre le coefficient de diffusion auto-généré et le gradient de pression de RCs
est conservée, celles avec les paramètres ρ3/2T 0.4 et n semblent détruites, ou encore, le
milieu interstellaire ne semble pas suffisament perturbé pour faire apparaitre une telle
corrélation. Cette observation plaide en faveur de l’hypothèse que les SNRs seules ne
suffisent pas à expliquer la turbulence dans le milieu interstellaire.

3.5 Discussion

Dans ce chapitre, j’ai montré que le rayonnement cosmique a un effet non négligeable
sur la turbulence du milieu interstellaire confirmant les hypothèses de Commerçon et al.
(2019) [38], que l’injection de RCs par les SNRs joue un rôle important à travers l’effet
de rétro-action de la turbulence générée par les RCs sur leur propriétés de transport.
Enfin l’effet du chauffage streaming joue également un rôle important dans les propriétés
du MIS. Ci-dessous je discute des différents paramètres en jeu.

Deux effets importants ont été mis en évidence concernant le couplage des RCs au
MIS. Le rayonnement cosmique n’est couplé au champ magnétique turbulent que si le
temps de diffusion des RCs tdiff = L2/D est grand devant le temps de traversée de la
turbulence dans la boite de simulation tturb = L/vrms. Il existe alors deux régimes de
propagation du rayonnement cosmique caractérisés par la valeur du coefficient de dif-
fusion du rayonnement cosmique DCR. Si DCR < 5 × 1026 cm2/s alors le rayonnement
cosmique est sensible aux fluctuations magnétiques et se retrouve corrélé à la densité
du gaz. Si DCR > 5 × 1026 cm2/s le rayonnement cosmique est découplé du gaz et,
par conséquent, réduit l’amplitude des instabilités de streaming de RCs dans le gaz. Le
coefficient de diffusion total du rayonnement cosmique dépend à la fois de la turbulence
injectée à grande échelle et à la fois de la turbulence auto-générée par le rayonnement
cosmique. J’ai montré que dans le MIS, la quantité de turbulence auto-générée dépend
également de la densité de gaz n. Ainsi on a la loi Dself,‖ ∝ n5/3 qui suggère que les effets
de la turbulence auto-générée sont plus importants dans les milieux à faible densité. Ce
résultat ne fait que confirmer des résultats que j’ai présenté dans le chapitre précédent.
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Figure 3.8: Cette figure représente les fonctions de distribution de probabilité des champs
scalaires ρ3/2T 0.4, ∇PCR et Dself,‖ de haut en bas respectivement et ce pour différent
setups : TF : Oui, CST : Non, SNR : Non (en traits continus verts); TF : Oui, CST :
Oui, SNR : Non (en traits continus noirs); TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103,
Pratio = 0 (en traits continus rouges); TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103,
Pratio = 0 (en traits continus bleus); les tirets rouges et bleus font référence aux mêmes
setups que les traits pleins rouge et bleu à la différence que Pratio = 1.
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Figure 3.9: Cette figure représente les fonctions de distribution de probabilité des champs
scalaires T , n, |B| et PCR de haut en bas respectivement et ce pour différent setups :
TF : Oui, CST : Non, SNR : Non (en traits continus verts); TF : Oui, CST : Oui, SNR
: Non (en traits continus noirs); TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0
(en traits continus rouges); TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0
(en traits continus bleus); les tirets rouges et bleus font référence aux mêmes setups que
les traits pleins rouge et bleu à la différence que Pratio = 1. Note : La courbe verte
représentant la PDF de la norme du champ magnétique pour le setup (TF : Oui, CST
: Non, SNR : Non) est confondue avec la courbe noire représentant le même setup mais
avec le module CST.
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Figure 3.10: Cette figure représente les fonctions de distribution de probabilité des
champs scalaires v, VA et MA = vrms/VA de haut en bas respectivement et ce pour
différent setups : TF : Oui, CST : Non, SNR : Non (en traits continus verts); TF : Oui,
CST : Oui, SNR : Non (en traits continus noirs); TF : Non, CST : Oui, SNR : Oui,
ζCR = 103, Pratio = 0 (en traits continus rouges); TF : Oui, CST : Oui, SNR : Oui,
ζCR = 103, Pratio = 0 (en traits continus bleus); les tirets rouges et bleus font référence
aux mêmes setups que les traits pleins rouge et bleu à la différence que Pratio = 1.
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Figure 3.11: Cette figure montre les différents histogrammes 2D colorés qui décrivent les
corrélations entre le coefficient de diffusion auto-généré des RCs Dself,‖ et les paramètres
importants de la simulations (de gauche à droite) : le gradient de pression des RCs
∇PCR, le produit ρ3/2T 0.4, la densité totale de plasma n, la température du plasma T
et le champ magnétique B. Différents setups sont présentés (de haut en bas) : un setup
avec seulement le modèle de turbulence auto-générée (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non,
SNR = Non), un setup avec seulement le modèle d’injection du rayonnement cosmique
(TF : Non, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0), un setup avec
à la fois le modèle de turbulence auto-générée et le modèle d’injection du rayonnement
cosmique (TF : Oui, CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 0), un setup
avec seulement le modèle d’injection du rayonnement cosmique (TF : Non, CST : Oui,
ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1), un setup avec à la fois le modèle de
turbulence auto-générée et le modèle d’injection du rayonnement cosmique (TF : Oui,
CST : Oui, ST : Non, SNR : Oui, ζCR = 103, Pratio = 1). Dans le premier setup sont
dérivées des lois empiriques (lignes noires) : Dself,‖ ∝ |∇PCR|α, Dself,‖ ∝ (ρ3/2T 0.4)α et
Dself,‖ ∝ nα avec α ≈ −5/4, 4/3, 5/3 respectivement. Ces lois sont reportées sur les
autres setups pour comparaison à l’aide les lignes discontinues noires.
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Ainsi, le rayonnement cosmique joue indirectement un rôle important dans le processus
de formation d’étoiles puisque dans une certaine mesure il contribue à l’aggregation de
gaz et donc la création de zones moléculaires froides et denses. Cependant cet effet n’est
présent que tant que le coefficient de diffusion DCR est supérieur à la valeur critique
de 5 × 1026 cm2/s. Cette valeur critique est cependant différente de celle obtenue par
Commerçon et al. (2019, C+19) [38] ∼ 1024−1025 cm2/s. Ceci vient du fait que l’échelle
d’injection de la turbulence est différente : LC+19

inj ≈ 20 pc, contre 100 pc dans ce travail.
Cela montre la nécéssité de contraindre l’échelle d’injection de la turbulence à grande
échelle dans le milieu interstellaire.

Les conclusions concernant l’effet de l’injection de RCs par les SNRs dans le MIS sont
les suivantes. Les niveaux de turbulence auto-générée dans les environements de SNRs
sont importants de 3 à 6 ordres de grandeurs par rapport à la valeur du fond. Cette
hypothèse est confirmée par ce travail ainsi que celui du chapitre précédent. En effet, la
turbulence est générée par les effets de forts gradients de pression de RCs sur le gaz. Cet
effet est encore plus important lorsque la surpression de RCs s’accompagne d’une sur-
pression de gaz. Les SNRs ne permettent pas de reproduire la turbulence dans la boite
de simulation. Cependant, ils jouent un rôle important car contribuent à une réduction
des inhomogénéités de densité du plasma11 et par conséquent de la formation de nuages
moléculaires. Cet effet est cependant une conséquence du modèle de turbulence auto-
générée discuté plus loin. Bien qu’admis comme les principaux accélérateurs de RCs,
rien ne nous permet de quantifier le rôle que jouent les SNRs en tant que sources de
turbulence dans la galaxie. Néamoins, ils jouent localement un rôle important à travers
l’injection de RCs et de gaz sous pression dans le MIS. Le modèle d’injection de SNRs
est cependant limité car seule une population monochromatique de RCs est considérée
tandis que le rayon d’injection du reste est fixé et indépendant des propriétés du milieu
interstellaire. Dans le chapitre (2) j’ai montré que le transport du rayonnement cosmique
peut être affecté par la turbulence auto-générée jusqu’à 100 GeV dans une phase WNM.
La considération d’une distribution polychromatique de RCs peut permettre de mettre
en évidence un effet plus important des RCs sur le MIS.

Le modèle de turbulence auto-généré implique de nouveaux effets concernant le cou-
plage RCs-MIS. Les gradients de RCs contribuent à un coefficient de diffusion des RCs
plus faible suivant la loi phénoménologique Dself,‖ ∝ |∇PCR|−5/4. En conséquence, le

coefficient de diffusion total DCR =
[
D−1

ISM +D−1
self

]−1
est amené à décroitre en présence

de gradients de pression de RCs et à coupler les RCs au gaz alors qu’ils ne l’auraient ja-
mais été sans le modèle CST. Ceci conduit à réduire les effets des RCs sur la dynamique
turbulente du MIS. Contrairement au travail réalisé dans le chapitre précédent, le MIS
répond aux gradients de pression des RCs et sa densité et sa température évoluent
en conséquence. En particulier j’ai montré que le coefficient de diffusion auto-généré

11Les SNRs génèrent localement des instabilités thermiques de RCs de grande amplitude qui peuvent
faire diminuer le coefficient de diffusion des RCs jusqu’à se retrouver dans le régime où les RCs sont
couplés avec le gaz. Dans ce cas, les RCs n’affectent pas la dynamique en densité du gaz.
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résulte du rapport entre le gradient de pression des RCs ∇PCR et le produit ρ3/2T 0.4.
J’ai montré que les RCs impactent le gaz à long terme car même lorsque les gradients de
pression des RCs sont relaxés, le coefficient de diffusion auto-généré continue d’être faible
car le produit ρ3/2T 0.4 s’est affaibli. En particulier, ce produit est corrélé au coefficient
de diffusion auto-généré par la relation Dself,‖ ∝ (ρ3/2T 0.4)4/3. Le modèle de turbulence
auto-générée réduit les effets des RCs sur le gaz en limitant la formation des structures
moléculaires. De plus, le gaz réagit à la force exercée par les RCs en réduisant locale-
ment sa densité et sa température et contribue ainsi à confiner les RCs même lorsque
les gradients de pression sont faibles. Néanmoins, il existe des limitations à ce modèle.
Le gradient de pression des RCs, notamment lorsque ces derniers sont injectés par les
SNRs, est fortement dépendant de la résolution de la simulation. Afin de palier à ce
problème, il est nécessaire de contraindre la distribution spatiale de la pression des RCs
au moment de l’injection en fonction du temps et définir une résolution spatiale idéale
pour résoudre ce genre de problèmes.

La résolution de la simulation est également une contrainte importante pour l’équation
de diffusion des RCs, en effet le coefficient de diffusion dans une cellule est calculé par in-
terpolation linéaire des coefficients de diffusion dans les cellules voisines et par conséquent
tend à être maximisé dans les zones où les niveaux de turbulence auto-générée varient de
manière brutale. Cet effet s’observe très bien dans la figure (2.11) : lorsque la résolution
de la simulation est faible (NX = 26) la solution numérique (en bleu clair) se comporte
comme si le coefficient de diffusion (présenté dans la sous-figure du bas) était constant
(lignes discontinues). Cet effet contribue donc à une minimisation des gradients de pres-
sion des RCs dans le MIS et donc un moindre effet de ces derniers sur le plasma.

L’effet du streaming des RCs sur le gaz est très important. En effet, même lorsque le
rayonnement cosmique est couplé au gaz et ne joue à priori aucun rôle sur la turbulence
dans le MIS, le streaming via le terme de chauffage/refroidissement Lst rend le gaz
sensible aux RCs. Cependant cet effet n’est présent que lorsque les gradients de pression
des RCs sont importants. En conclusion, l’effet de streaming joue un rôle important
dans les zones où le coefficient de diffusion des RCs DCR est faible c’est à dire dans les
environements proche des SNRs et dans les nuages moléculaires. En l’absence du terme
de boost de streaming fst l’advection des RCs est sous-estimée et ceci conduit à des
processus d’interaction RCs-MIS qui s’étalent sur des durées plus longues (d’un facteur
10 maximum).
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Conclusion

Echappement et diffusion des RCs dans le MIS

Ce premier travail (chapitre 2) a contribué au développement d’un modèle d’injection
et de transport du rayonnement cosmique dans le milieu interstellaire proche des restes
de supernova en 1D. Cette contribution est extrêmement importante car elle répond à
la problématique de la discontinuité du coefficient de diffusion des RCs entre la zone
amont (κCR ∼ κISM) et la zone aval (κCR ∼ κB) du choc du reste de supernova en
considérant que les instabilités de streaming de RCs exercent une force sur le plasma
contribuant ainsi à la production de perturbations magnétiques en résonance avec le
rayon de gyration des RCs (k−1 ∼ rg). Les perturbations auto-générées contribuent ainsi
à réguler l’échappement des RCs et offrent de nouvelles perspectives quant à l’étude des
effets des RCs sur le MIS. En autre, ce travail s’est matérialisé en la production d’un
nouveau code de transport du rayonnement cosmique : CR SPECTRA 1D, et a conduit
à un certain nombre de résultats.

→ Le rayonnement cosmique est émis beaucoup plus tôt lorsque le reste de supernova
s’étend dans une phase dense. En effet, j’ai montré que l’instant d’échappement des
RCs est fonction de la densité du MIS par l’intermédiaire du modèle d’expansion

du reste (tesc ∝ tSed ∝ n
−1/3
T ) et que par conséquent, à énergie E fixée, le gra-

dient de pression des RCs issu d’une source dans un milieu dense est beaucoup
plus important que s’il est issu d’une source dans un milieu diffus. Ceci impacte
inéluctablement le taux de génération de modes magnétiques Γg ∝ VA · ∇PCR

et donc le coefficient de diffusion des RCs κCR dans l’environnement proche de la
source.

→ Le transport des perturbations magnétiques auto-générées est dépendant des pro-
priétés du milieu interstellaire. En particulier j’ai montré que les ondes d’Alfvén
peuvent être amorties de trois manières différentes : par collisions ion-neutre, par
interaction non-linéaire avec la turbulence à grande échelle, par amortissement de
Landau non-linéaire. Le taux d’amortissement total des ondes révèle deux régimes
: un régime d’amortissement important et constant à basse énergie E . 100− 103

217
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GeV qui vient essentiellement du fait que les espèces ionisées et neutres du plasma
ont des mouvements décorrélés, et un régime d’amortissement faible qui décroit
en E−2 à haute énergie car aux échelles k résonantes, le mouvement des neutres
est couplé à celui des ions. Les phases faiblement ionisées X < 10−2 présentent
une zone de non-propagation des perturbations magnétiques autogénérées dont la
largeur en énergie augmente à mesure que le taux d’ionisation diminue et dont
l’effet sur le transport des RCs est très important car à ces énergies, le rayon-
nement cosmique diffuse de manière linéaire12. Tandis que dans les phases ionisées
(HII, WIM) l’amortissement de Landau non-linéaire est non-négligeable, dans les
phases faiblement ionisées (WNM, CNM, DiM, DeM, DeC) l’amortissement par
collisions ion-neutre domine jusqu’aux énergies de l’ordre de quelques TeV à partir
desquelles l’amortissement turbulent commence à dominer.

→ L’amortissement des ondes auto-générées joue un rôle très important sur la régulation
du transport des RCs. En effet, les temps d’amortissement de la turbulence sont
de l’ordre de 1 à 10 yr en régime de faible couplage et contribuent à une ré-
augmentation rapide du coefficient de diffusion κCR des RCs de basse énergie vers
la valeur de transport linéaire. A haute énergie les ondes produites ne sont pas ou
peu amorties et seul le processus de diffusion contribue à retrouver un régime de
transport linéaire à travers l’annulation progressive des gradients de pression des
RCs, ceci se fait rapidement compte tenu du coefficient de diffusion de fond qui
est plus important aux hautes énergies qu’aux basses énergies. Dans les zones de
propagation interdite, le régime de transport des RCs est purement linéaire.

→ La présence de nuages moléculaires ou de phases froides (DiM, CNM) impacte
les propriétés de transport des RCs dans les environnements proches des SNRs.
D’une part, le coefficient de diffusion de la turbulence de fond est généralement
plus faible dans les phases froides et denses que dans les phases chaudes et diffuses.
Dans une telle situation, les résultats ont montré qu’un nuage composé d’une phase
CNM et éventuellement DiM dans un environnement WNM, joue le rôle d’un
”barrage” pour le rayonnement cosmique. Les particules de se retrouvent confinées
à l’interface WNM/CNM. Une étude de l’évolution du gradient de pression des RCs
au sein du nuage via la mesure de l’illumination γ de ce dernier constituerait une
signature observationnelle qui contribuerait à étayer le travail en cours.

→ Aux transitions entre phases, la vitesse d’Alfvén est amenée à évoluer entrainant
des pertes/gains d’énergie adiabatiques. Dans ce travail, j’ai considéré les échanges
d’énergie entre populations de RCs d’énergies différentes. Les résultats montrent

12Dans les zones de non-propagation des perturbations magnétiques autogénérées, le rayonnement
cosmique diffuse en suivant le coefficient de diffusion du fond. Néamoins cette approche est discutable
car même les perturbations d’Alfvén issues de la turbulence à grande échelle ne peuvent se propager. En
conséquence, si l’on ne considère que la turbulence Alfvénique, le mouvement des RCs est ballistique.
En pratique, les modes magnétosoniques rapides et lents ne sont pas nécessairement coupés dans cette
bande d’énergie et dominent les propriétés de diffusion des RCs. Ce point très important nécessite d’être
étayé.
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que l’effet des pertes adiabatiques est d’autant plus important que l’énergie des
RCs est faible. Au delà de quelques TeV, les RCs y deviennent insensibles. Les
effets de pertes d’énergie adiabatiques ont pour conséquence de réduire le taux de
croissance des perturbations auto-générées aux transitions de phase.

Le travail réalisé s’inscrit dans la continuité des travaux de Malkov et al. (2013) [148]
qui présente un modèle analytique d’échappement auto-régulé d’un nuage de RCs d’un
accélérateur de type SNR afin d’expliquer la transition des propriétés de transport des
RCs entre le milieu aval et amont du choc du reste. Les solutions de transport présentées
sont purement non-linéaires; dans les simulations que j’ai réalisées dans Brahimi et al.
(2020) [22], lorsque le gradient de pression des RCs est suffisament important, et essen-
tiellement à haute énergie, je retrouve la forme des solutions non-linéaires de Malkov et
al. (2013). Nava et al. (2016; 2019) [160] [161] a étudié le même modèle d’un point
de vue purement numérique en tenant compte précisément de l’effet de l’amortissement
des ondes auto-générées et modère la non-linéarité des solutions obtenues par Malkov et
al. (2013). Nava et al. (2016; 2019) a appliqué ce modèle aux phases WNM, WIM et
HIM. Dans Brahimi et al. (2020) je retrouve bien les solutions obtenues dans le WNM.
Dans le travail présenté dans le chapitre (2), le modèle tient maintenant compte des
effets de gains/pertes adiabatiques, peut s’appliquer à des milieux multiphasiques, inclu
l’injection et le transport des électrons et leurs pertes par rayonnement synchrotron. Les
travaux réalisés permettent maintenant de se poser plus précisément la question de la
manière dont le rayonnement cosmique est accéléré et dont il interagit avec les nuages
moléculaires dans l’environnement des SNs.

Un grand nombre d’auteurs se sont déjà intéressés à ces aspects et ont apporté des
réponses. Telezhinsky et al. (2012) [219] a regardé l’échappement dépendant du temps
des RCs des SNRs et leur interactions avec les milieux denses en traitant indépendament
l’évolution du choc du reste à l’aide de simulations hydrodynamique et le transport de
particules tests dans un modèle à symétrie sphérique. Il est montré que le pic d’énergie
et d’intensité des particules échappées est fortement dépendant de l’efficacité de la dif-
fusion au voisinage du reste. Lorsque le coefficient de diffusion κCR est de l’ordre du
coefficient de Bohm à l’extérieur du choc, les particules sont efficacement confinées et
seules les RCs de haute énergie sont capables de diffuser efficacement. Ce résultat est
en accord avec les conclusions obtenues concerant le fait que le rayonnement cosmique
de haute énergie est peu sensible aux effets de confinement liés à la turbulence auto-
générée. Concernant l’interaction entre les RCs et les nuages moléculaires, il est montré
que généralement pour des SNs de type Ia jeunes t < 2 kyr l’émission γ du reste est plus
importante que l’illumination γ issue de l’interaction RC-MC. Le cas contraire indique
généralement que le choc du SNR est entré en collision avec le nuage moléculaire. Fukui
et al. (2012) [79] a étudié le gaz en γ dans l’environnement du SNR RX J1713.7-3946
et a montré que le rayonnement γ est essentiellement issu de la composante hadronique
du rayonnement cosmique. Il a été montré que l’objet RX J1713.7-3946 est globalement
entouré d’une cavité de faible densité nT < 1 cm−3 créée par le vent stellaire de la super-
nova progénitrice elle même délimitée par une coque de surdensité nT ≥ 100−1000 cm−3
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atomique voire moléculaire. Dans cette zone peuvent d’avoir lieu des collisions proton-
proton à l’origine du rayonnement γ observé qui peuvent contribuer à contraindre les
modèles développés dans le chapitre (2). En considérant que l’ensemble du rayonnement
γ est d’origine hadronique, il est calculé que 0.1 % de l’énergie de l’explosion de la su-
pernova est transmise aux protons. Malkov et al. (2005) [147] a étudié le rayonnement
γ du même objet afin de comprendre le spectre γ des protons en interaction avec un
nuage moléculaire. Il a été déduit que le spectre γ est coupé aux énergies supérieures
au TeV et inférieures au GeV. A basse énergie les particules sont confinées au niveau du
choc par les ondes d’Alfvén auto-générées.

Des travaux plus récents discutent de l’interaction entre les RCs issus des SNRs et les
nuages moléculaires environnants. Cui et al. (2016) [46] a étudié les sources HESS J1729-
345 et HESS J1731-347. Tandis que le nuage moléculaire a été reconstruit sur la base
d’observations 12CO, l’accélération et le transport des RCs dans le milieu inhomogène
est simulé à l’aide d’un code de transport Monte Carlo. L’injection du rayonnement
cosmique dans l’environnement des sources est calculé sur la base du modèle proposé
par Zirakashvili & Ptuskin (2008) [242]. Il est montré que le spectre γ de la source HESS
J1729-347 pique à 1 TeV et que le rayonnement cosmique semble diffuser de manière
linéaire κCR ∝ 1028E0.3−0.5 cm2/s. Roh et al. (2016) [186] ont étudié la diffusion des RCs
issus d’un SNR dans un MIS multiphase. Ils ont réalisé des simulations de transport de
particules test dans simulation MHD tri-dimensionnelle d’un milieu interstellaire com-
primé par un onde de choc. Ils montrent que le régime de transport des RCs proche du
choc est de type Bohm et est requis pour pouvoir accélérer des particules de plus de 30
TeV. Ken et al. (2019) [146] étudient les interactions RCs-MCs dans les environnements
des SNRs W28 et W44 d’âge de l’ordre de 10 kyr. La taille des nuages moléculaires est
de l’ordre de 12-15 pc et leur densité environ 2 × 103 cm−3. Ils montrent en ajustant
les données observationnelles par un modèle de transport du rayonnement cosmique que
pour chaque SNR : W28 et W44, l’énergie totale conférée aux RCs est de (en unités
de 1050 erg) 1.8 et 3.7, l’énergie maximale EM vaut (en TeV) 40 et 263 et les indices
spectraux en énergie des RCs valent 2.02 et 1.98 respectivement.

Les études réalisées dans Brahimi et al. (2020) et dans le chapitre (2) avec le code CR
SPECTRA apportent un grand nombre de réponses à la problématique de l’échappement
et du transport du rayonnement cosmique dans les environnements de SNRs mais peu-
vent néamoins être améliorées.

Le modèle d’injection du rayonnement cosmique retenu dans le code CR SPECTRA
est dépendant de trois paramètres : tSed l’instant qui marque la transition entre la phase
d’expansion libre et la phase Sedov du choc de supernova, EM = max(Emax) qui cor-
respond à l’énergie maximale que peut acquerir le rayonnement cosmique accéléré par
le processus DSA et δ un paramètre libre qui dirige l’évolution de l’instant d’injection
des RCs en fonction de l’énergie tesc(E). Ce dernier paramètre est discuté par Celli et
al. (2019) [29] qui suggère que sa valeur peut évoluer entre 1/5 et > 2 en fonction de



3.5. DISCUSSION 221

l’évolution temporelle du niveau de turbulence au choc et le taux d’ionisation du MIS
proche du choc. Une amélioration du modèle consisterait à utiliser une fonction δ = δ(t)
soit prédéfinie en fonction du modèle d’évolution du choc du reste, soit directement
dépendant de la valeur minimale du coefficient de diffusion des RCs qui témoigne du
niveau de turbulence au choc. Ainsi, au lieu se suivre une loi de puissance l’injection
des RCs de haute énergie se ferait plus tôt et serait extrêmement non-linéaire tandis que
l’injection des RCs de basse énergie se ferait beaucoup plus tard et en régime linéaire.
Les résultats peuvent sensiblement changer en fonction du modèle d’injection, il est
donc nécessaire de contraindre ce dernier efficacement. Par ailleurs, la distribution tem-
porelle de l’injection des RCs (Finj(t)) est également un paramètre qu’il est nécessaire
de contraindre car son impact sur les gradients de pression des RCs est important.
Dans le code CR SPECTRA deux formes sont disponibles : une distribution de Dirac à
l’instant t = tesc(E) et une gaussienne centrée sur tesc(E) de largeur à mi-hauteur définie
arbitrairement par l’utilisateur. Brose et al. (2020) [23] ont étudié l’accélération du ray-
onnement cosmique et son échappement des SNRs agés (tSNR > 100 yr) et présentent
un modèle d’évolution de la luminosité du reste de supernova via les processus inverse-
Compton (IC) et collision proton-proton (PD : Pion Decay). En particulier ils obtiennent

les lois d’échelle : LIC ∝ ρ
2/5
0 et LPD ∝ ρ

7/5
0 où ρ0 correspond à la densité de gaz au

niveau du choc; ces lois sont valables lorsque le choc est en phase ST uniquement. Ainsi,
il est possible de trouver une où plusieurs combinaisons tesc(E), Finj(E, t) qui définissent
une loi d’évolution de la luminosité γ observationnellement réaliste.

Le modèle de turbulence auto-généré invoqué dans le code CR SPECTRA n’est val-
able que dans l’approximation (δB/B0)2 � 1 pour que le transport du rayonnement
cosmique reste anisotrope et donc que le modèle QLT 1D reste valide. Un terme de sat-
uration fixé par l’utilisateur est disponible dans le code CR SPECTRA. Sa signification
physique nécéssite d’être motivée et sa valeur contrainte. Néamoins, de forts gradients
de pression de RCs conduit inéluctablement à la génération de modes non-résonants pou-
vant aussi entrainer un transport perpendiculaire du rayonnement cosmique; Zirakashvili
(2008) [243] a modélisé l’instabilité de Bell non-résonante du rayonnement cosmique qui
peut être implémentée dans le code CR SPECTRA comme un terme de perte de la
pression des RCs. De plus, la turbulence auto-générée dans le code CR SPECTRA n’est
pas sujette à des termes de transfert d’énergie. Pourtant, la turbulence générée par
le rayonnement cosmique à très haute énergie peut cascader et contribuer au confine-
ment des RCs de plus basse énergie amplifiant encore les effets de transport non-linéaire
sur les RCs de basse énergie E < 100 GeV. Un terme de cascade turbulente peut être
implémenté dans le code.

La turbulence de fond est également sujette au transport perpendiculaire. Le modèle
CRC 1D n’est valable que dans l’approximation de tube de flux et trouve ses limites à des
distances de l’ordre de 100 pc de la source. Ainsi, on peut rappeler que l’implémentation
d’un terme de perte par diffusion perpendiculaire D⊥ supplémentaire sur la pression
des RCs peut être nécessaire au delà de plusieurs centaines de pc de la source afin de
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modéliser la décohérence des lignes de champ magnétique moyen. Le coefficient de diffu-
sion perpendiculaire peut être défini comme D⊥ ≈ η(E, z)D‖ où le paramètre η contient
l’ensemble de la physique de la turbulence de fond aux échelles de gyration des RCs et
qu’il est nécessaire de développer avec précision.

La vitesse de groupe vst des perturbations Alfvéniques auto-générés est différente
de la célérérité des perturbations elles-mêmes VA. Ainsi la vitesse d’advection qu’il
est nécessaire de considérer dans le code CR SPECTRA est vst = −fstVA où le boost
fst ∼ 1+ni (ΓIN + ΓNLLD + ΓL16) /Ω0nCR(> γ) ≈ 1.1−10.1 peut contribuer à une advec-
tion plus rapide du système. Cet effet peut induire une relaxation plus rapide des zones
de fort gradient de RCs et donc un niveau de turbulence auto-généré plus faible. Par
ailleurs, en interagissant avec les ondes auto-générées, le rayonnement cosmique trans-
fert son énergie au gaz via un terme Lst = −VA ∂PCR/∂z qui est possible d’implémenter
dans les équations.

Le code CR SPECTRA 1D montre rapidement ses limites lorsqu’interviennent des
processus faisant appel à du transport perpendiculaire. En effet, la diffusion perpendic-
ulaire ne peut être résolue de manière analytique et l’est donc via un taux de diffusion
τD⊥ ∝ D⊥/L2

⊥ où L2
⊥ nécessite d’être fixé manuellement. Il est donc nécessaire de passer

le code CR SPECTRA en 2D afin que les termes de transport perpendiculaire fassent
naturellement partie du processus de transport des RCs. Dans une telle situation, il est
nécessaire de re-penser de manière beaucoup plus précise la géométrie du problème : la
sphéricité de la source du rayonnement cosmique, le champ de vitesse d’Alfvén VA(x, z)
qui n’est autre que la distribution des lignes de champ magnétique moyen, la forme des
éventuels nuages moléculaires. En 2D, des limitations d’ordre numérique apparaissent.
Il est alors nécessaire d’intégrer un module de calcul extensif comme la bibliothèque de
calcul MPI par exemple. Bien que laborieux et coûteuse en temps, l’opération de pas-
sage du code CR SPECTRA de 1D (+énergie) à 2D (+énergie) permettrait d’obtenir
de spectaculaires résultats concernant l’échappement auto-régulé des RCs des restes de
supernova dans le MIS. La réalisation de tests basés sur des observations γ permettrait
de contraindre un grand nombre de problématiques concernant l’injection et l’interaction
des RCs avec le MIS.

Propagation des RCs dans le MIS turbulent

Ce second travail (chapitre 3) réalisé avec le code MHD-RAMSES a contribué à l’étude
des interactions entre le rayonnement cosmique et la turbulence dans le milieu interstel-
laire, et s’incrit dans une problématique de qualification et quantification de l’importance
du rôle du rayonnement cosmique sur la dynamique de la galaxie. La nouveauté apportée
par cette étude est l’implémentation d’un modèle de diffusion sous-grille des RCs afin
de tenir compte des perturbations auto-générées par les instabilités de streaming dans
le milieu interstellaire. En effet, même si la longueur d’onde des perturbations générées
est bien en deça de la résolution minimale du code ∼ 1 pc, leur impact sur le trans-
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port du rayonnement cosmique est non-négligeable. Le modèle CST permet une étude
plus raffinée de la dynamique RCs-MIS. Cette étude a conduit à un certain nombre de
résultats.

→ Le rayonnement cosmique n’est couplé au gaz que si le temps de diffusion des par-
ticules tdiff = L2/κCR est grand devant le temps de traversée de la turbulence dans
la boite de simulation tcross = L/vrms. Le cas échéant, le rayonnement cosmique
évolue suivant les fluctuations du champ magnétique et n’exerce aucune force sur
le gaz. Dans le cas contraire, le rayonnement cosmique est découplé du gaz et
exerce une force sur le gaz. Dans le cas où le milieu est globalement faiblement
ionisé, le rayonnement cosmique favorise la création de structures moléculaires en
augmentant les contrastes de densité de gaz. Lorsque l’échelle d’injection de la tur-
bulence de fond est de l’ordre de Linj ∼ 100 pc, le coefficient de diffusion critique
est de l’ordre de Dcrit ≈ 1025−1026 cm2/s. Ce résultat confirme l’étude menée par
Commerçon et al. (2019) [38] sur la même problématique.

→ Dans ce cadre, le modèle de turbulence auto-générée (CST) joue un rôle très im-
portant. Il contribue à limiter la formation des structures en réduisant les con-
trastes de densité de gaz générés par le rayonnement cosmique. En effet, tandis
que l’instabilité de rayonnement cosmique se relaxe, le gradient de pression des
RCs contribue à générer des ondes qui entrainent une réduction du coefficient de
diffusion des RCs κCR et ce de telle manière que l’action du terme ∇ · FCR,d sur
le gaz est réduite dans les zones de fort gradient de pression des RCs. A grande
échelle, la formation des structures est donc limitée par la diffusion auto-régulée
du rayonnement cosmique. Le coefficient de diffusion auto-généré est par ailleurs
donné par la relation Dself,‖ ∝ |∇PCR|−1.4.

→ Le gaz réagit à la force exercée par le rayonnement cosmique et contribue au main-
tient du confinement des RCs bien après la disparition de l’instabilité de streaming.
Cet effet n’a pas été observé dans le chapitre (2) dans lequel j’ai considéré un mi-
lieu statique et dont les échelles de temps d’étude sont de l’ordre de 1 − 103 kyr.
Dans les simulations réalisées avec le code RAMSES, il a été observé que le produit
ρ3/2T 0.4 diminue en présence de forts gradients de RCs et que cette diminution est
maintenue pendant plusieurs Myrs, ou du moins le temps que les autres processus
dynamiques du MIS rétablissent l’équilibre du plasma. Il en découle une relation
phénoménologique entre la densité du gaz et le coefficient de diffusion auto-généré
du rayonnement cosmique : Dself,‖ ∝ n5/3. De manière générale, la pression des
RCs et du fluide thermique contribuent à modifier les propriétés de compressibilité
du gaz par l’intermediaire de la vitesse du son et donc l’amplitude des instabilités
de streaming de RCs.

→ La vitesse de streaming des RCs joue un rôle très important sur la dynamique
du gaz interstellaire. Par l’intermédiaire du terme de chauffage Lst le gaz devient
sensible aux effets du rayonnement cosmique même si le coefficient de diffusion
κCR est inférieur au coefficient de diffusion critique Dcrit. Cet effet qui contribue à
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augmenter la dynamique en densité du gaz se compense avec le modèle de turbu-
lence CST, qui a l’effet inverse, puisqu’il joue un rôle dans les zones où le gradient
de pression des RCs est important.

→ Les niveaux de turbulence auto-générée sont dominants dans les environnements
de supernovae et contribuent de manière non-négligeable à la turbulence dans le
milieu interstellaire, mais les supernovae ne peuvent pas être considérées comme
l’origine unique de la turbulence dans le milieu interstellaire. En effet, les SNRs
sont à l’origine des instabilités de streaming de RCs les plus importantes avec des
gradients de pression de RCs pouvant être supérieurs à 10−24 erg/cm4. Néamoins,
il n’est pas possible de reproduire les effets obtenus avec le modèle TF uniquement
en injectant des SNRs dans la boite de simulation. Parce que les SNRs jouent
le rôle de sources de turbulence auto-générée, elles contribuent indirectement à
empêcher la formation des structures.

Le travail réalisé dans le chapitre (3) s’inscrit dans la suite de l’étude réalisée par
Commerçon et al. (2019) dont l’objectif est d’étudier les effets du rayonnement cosmique
sur l’évolution d’un gaz turbulent bi-stable. En particulier, ces études ont pour but de
contraindre les effets du rayonnement cosmique dans le processus de formation stellaire.

McKee & Ostriker (2007) [154] ont écrit une revue scientifique sur la théorie de la for-
mation stellaire qui se base essentiellement sur la turbulence dans les nuages moléculaires,
les instabilités magnétiques et l’auto-gravité qui contrecare les forces de pression du gaz
dans les nuages moléculaires. Hennebelle & Falgarone (2012) [101] discutent également
des modèles chimiques qui contribuent à la dynamique des nuages moléculaires et qui
peuvent affecter le taux de formation d’étoiles. Dans le même temps, Federrath &
Klessen (2012) [70] ont regardé l’impact de la turbulence MHD sur le taux de formation
d’étoiles des nuages moléculaires. En comparant plusieurs modèles de formation d’étoiles
avec des simulations numériques et des observations de nuages galactiques, ils ont montré
que le taux de formation d’étoile dépend de quatre paramètres : le paramètre viriel
αvir = 2Ekin/|Egrav| où Ekin et |Egrav| correspondent à l’énergie cinétique et le potentiel
gravitationnel du système respectivement, le nombre de Mach sonique, le paramètre de
forçage de la turbulence F‖/Ftot (solénöıdal, compressif) et la pression magnétique dans
le système. En particulier ils ont montré que le taux de formation d’étoiles évolue in-
versement à la pression magnétique dans le nuage.

Il est également important de tenir compte de l’effet du rayonnement cosmique sur
la dynamique des nuages moléculaires. En effet, les rayons cosmiques de faible énergie
E < 10 GeV représentent une source fondamentale d’ionisation des nuages moléculaires
en influençant leur évolution chimique, thermique et dynamique. Padovani et al. (2009)
[170] ont exploré la possibilité qu’une composante de basse énergie des RCs puisse ex-
pliquer l’écart entre le taux d’ionisation mesuré dans les nuages interstellaires diffus
et denses. Ils montrent que le taux d’ionisation des nuages moléculaires par le rayon-
nement cosmique est fortement dépendant de la chimie instrinsèque au nuage et qu’il est
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nécessaire d’avoir d’importants flux de RCs pour que leur contribution à l’ionisation soit
non-négligeable. Par ailleurs les électrons semblent jouer un rôle très important dans ce
processus.

Dashyan & Dubois (2020) [48] ont regardé comment le rayonnement cosmique in-
jecté par les supernovae impacte le taux de formation d’étoiles et la formation de vents
stellaires à l’échelle galactique dans les galaxies naines à l’aide du code MHD RAMSES
en tenant compte de la diffusion anisotrope et isotrope du rayonnement cosmique, des
pertes radiatives des RCs et l’effet de streaming tel que décrit dans le chapite (3). Ils
montrent que l’injection de RCs dans le système contribue à la réduction du taux de
formation d’étoiles d’un facteur 2 à 3 tandis que le processus de diffusion anisotrope des
RCs est essentiel pour reproduire les observations.

L’ensemble de ces travaux montrent l’intérêt et la nécessité d’une intégration du
transport des RCs et de leur couplage avec le gaz dans les modèles de formation d’étoiles.

Les travaux engagés montrent d’une part que le rayonnement cosmique joue un rôle
important dans la dynamique du milieu interstellaire faiblement ionisé et d’autre part
que la turbulence auto-générée par le rayonnement cosmique doit être considérée dans
une telle étude. Néamoins, l’étude réalisée présente certaines limites et des améliorations
sont envisageables.

La résolution utilisée dans les simulations est insuffisante et nécessite que l’ensemble
des procédures numériques implémentées soient optimisées de façon à avoir une meilleure
efficacité de calcul. Néamoins, quelque soit la résolution un certain nombre de limita-
tions subsistent. Les variations de coefficient de diffusion des RCs sont sous-estimées
car calculées par interpolation linéaire des coefficients de diffusion des cellules voisines
de la cellule de calcul. Ceci conduit à sur-estimer le coefficient de diffusion auto-généré
Dself dans les zones où le gradient de pression des RCs est important. Les gradients de
pression des RCs sont également sous-estimés et ce de la même manière que pour le co-
efficient de diffusion. Cependant, même avec une amélioration de la résolution, la valeur
des gradients de pression des RCs reste discutable notamment au niveau des restes de
supernovae. Ceci montre la nécessité d’avoir un modèle de transition de la pression des
RCs depuis la source vers le milieu interstellaire.

L’énergie dans les simulations n’est pas conservée. En effet tandis que le gaz dans les
simulations dont le module TF est activé gagnent du moment par l’intermédiaire d’un
forçage turbulent continu, la pression du rayonnement cosmique voire de gaz augmente
dans les simulations dont le module SNR est activé c’est à dire avec injection dynamique
de RCs voire de gaz. Ces effets peuvent être compensés par l’implémentation de termes
de pertes purement artificiels afin de conserver l’énergie dans la boite et que les simu-
lations restent valables suffisament longtemps. En ce qui concerne le champ de vitesse
turbulent du gaz, un terme de frottement visqueux permettrait de conserver le moment
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du gaz, en ce qui concerne l’injection de RCs voire de gaz, un terme de perte radiative de
RCs voire de gaz dont le taux est égal au taux d’injection de RCs voir de gaz est suffisant.

Bien qu’implémenté dans le code, l’effet de streaming n’a pour le moment pas encore
été pris en compte dans les études de l’effet des RCs sur la formation des structures et
par conséquent, les conclusions obtenues sur l’impact des RCs sur le taux de formation
d’étoiles sont prématurées. Une analyse plus fine incluant l’effet de streaming des RCs
sera nécessaire.

Le calcul du taux d’ionisation par la méthode du diagramme de Voronöı peut être
améliorée en interpolant les résultats de simulations numériques de transfert radiatif
dans les nuages moléculaires ou à l’aide d’observations en grande quantité du milieu
interstellaire faiblement ionisé. Néamoins, les améliorations apportées seront minimes
car il a été montré que de faibles variations du taux d’ionisation (moins d’un ordre de
grandeur) ne jouent pas sur la dynamique du système.

L’étude réalisée pourrait être complétée par un setup dans lequel il s’agirait de faire
exploser une supernovae proche d’un nuage moléculaire dense afin d’observer comment
le rayonnement cosmique affecte la dynamique de ce dernier. Cette étude pourrait à la
fois permettre de calculer le taux d’ionisation du nuage par le rayonnement cosmique
ainsi que l’illumination γ à 1 GeV en fonction de la longueur de pénétration dans le
nuage et observer comment ses propriétés thermodynamiques sont modifiées.
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A.1 Description Eulérienne et description Lagrangienne
d’un élément de fluide

Dans l’approche Eulérienne, une grandeur macroscopique d’un élément de fluide est
décrite par rapport à un point fixe x qui ne tient pas compte de l’évolution globale de la
position du fluide. Dans l’approche Lagrangienne, la description de l’élément de fluide
tient compte de ce mouvement global.

Supposons une grandeur permettant de décrire un élément de fluide noté p, notée fL

dans l’approche Lagrangienne et fE dans l’approche Eulérienne. A tout instant, nous
avons l’égalité des deux approches

fL(xp, t) = fE(x, t) (A.1)

où xp représente la position de l’élément de fluide qui reste inchangée à tout instant.
Dans l’approche Eulérienne, à l’instant t+dt, l’élément de fluide s’est déplacé de x+dx.
On a alors l’égalité

fL(xp, t+ dt) = fE(x + dx , t+ dt). (A.2)

On obtient ainsi l’égalité

fL(xp, t+ dt)− fL(xp, t) = fE(x + dx , t+ dt)− fE(x, t). (A.3)

Le développemment de Taylor de chaque partie de l’égalité de l’équation (A.3) donne
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2

∂2fE

∂t2
+

dx2

2

∂2fE

∂x2
+ ...+ o(dtn ,dxn).

(A.4)

En ne retenant que les termes du premier ordre du développement, il vient

dfL

dt
=
∂fE

∂t
+

dx

dt

∂fE

∂t
. (A.5)

A.2 Méthode de Cardano

La méthode de Cardano permet de trouver les solutions analytiques d’une équation
cubique de la forme

ax3 + bx2 + cx+ d = 0. (A.6)

En effectuant le changemement de variable

x = y − b

3a
(A.7)
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il est possible de se ramener à une équation de la forme

ay3 +

(
c− b2

3a

)
y +

(
d+

2b3

27a2
− bc

3a

)
= 0. (A.8)

L’équation y3 +Ay = B se résoud alors aisément en écrivant

3st = A (A.9)

s3 − t3 = B (A.10)

et en cherchant y = s − t. Le polynome (A.6) a finalement une solution réelle et deux
solutions complexes conjuguées données par

x1 = S + T − b

3a
(A.11)

x2 = −S + T

2
− b

3a
+
i
√

2

2
(S − T ) (A.12)

x3 = −S + T

2
− b

3a
− i
√

2

2
(S − T ) (A.13)

(A.14)

où S =
[
R+

√
Q3 +R2

]1/3
, T =

[
R−

√
Q3 +R2

]1/3
et

Q =
3ac− b2

9a2
, R =

9abs− 27a2d− 2b3

54a3
.

A.3 Méthode de Durand-Kerner à l’ordre n

La méthode de Durand-Kerner permet de trouver de manière numérique les racines
réelles et complexes de n’importe quel polynome. Cette méthode est réputée pour sa
vitesse de convergence. Dans cet appendice, nous montrons la méthode dans le cadre de
la recherche d’un polynôme d’ordre n > 3. Soit le polynôme en x,

P (x) = xn + cn−1x
n−1 + cn−2x

n−2 + . . .+ c1x
1 + c0 = 0 (A.15)

où ci, i ∈ {0, n− 1} représente les coefficients des différents monômes. Nous définissons
le n-uplet de solutions complexes initiales ri, i ∈ {0, n− 1}

r = (r1, r2, . . . , rn). (A.16)

Le polynôme peut se réécrire sous la forme

P (x) =

n∏

i=1

(x− ri). (A.17)
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La solution initiale r n’étant pas exacte, P (x) 6= 0 et on peut écrire pour chacune des
solutions approximées du polynôme

ri = x− P (x)∏
j 6=i(x− rj)

. (A.18)

Il s’agit alors d’itérer un grand nombre de fois chacune des solutions approximées à
partir de sa valeur à l’itération précédente. Autrement dit, la solution rki , où k se réfère
à l’étape d’itération, est donnée par

rki = rk−1
i − P (rk−1

i )∏
j 6=i(r

k−1
i − rk−1

j )
. (A.19)

Cette opération est à réaliser simultanément pour toutes les solutions ri. Bien que le
choix du nombre d’itération soit arbitraire, il est conseillé de ne stopper l’itération que
lorsque l’erreur relative maximale donnée par err = max(δrel) où

δrel = (

∣∣∣∣∣
rk0 − rk−1

0

rk−1
0

∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣
rk1 − rk−1

1

rk−1
1

∣∣∣∣∣, . . . ,
∣∣∣∣∣
rkn−1 − rk−1

n−1

rk−1
n−1

∣∣∣∣∣) (A.20)

est inférieure à une erreur errs définie par l’utilisateur. De plus, dans le cadre du calcul
d’une relation de dispersion, les coefficients ci sont des fonctions du nombre d’onde k
et l’ordre des solutions de convergence de la méthode ri est amené à changer à mesure
que le nombre d’onde évolue. Ce phénomène numérique est très problématique lorsque
l’on cherche à ”suivre” les solutions de la relation de dispersion sur tout l’intervalle de
nombres d’onde k. Une méthode simple consiste donc à utiliser les solutions obtenues
lors du dernier nombre d’onde comme solutions de départ pour le calcul des racines du
nombre d’onde suivant, en supposant que les deux nombres d’ondes sont très proches
l’un de l’autre. Cette méthode permet d’éviter d’avoir des ”sauts de solutions” dans
la relation de dispersion mais ne garantit en aucun cas un suivit strict des solutions,
surtout dans le cas d’une bifuraction.

A.4 Démonstration du passage (1.213) → (1.225).

On pose Z = (x, y, z, px, py, pz) les coordonnées d’une particule chargée et X = (X,Y, Z, p, µ,Φ)
où tel que définies dans la sous-section (1.3.1). L’équation de Vlasov (1.213) en notation
d’Einstein peut se réécrire

dfa(Zµ, t)

dt
=
∂fa(Zµ, t)

∂t
+

dZµ
dt

∂fa(Zµ, t)

∂Zµ
= Sa(x,p, t). (A.21)

On peut exprimer l’équation ci-dessus dans le système de coordonnées Xµ. On a

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+
∂Xµ

∂Zµ

dZµ
dt

∂fa
∂Xµ

= Sa. (A.22)

En utilisant le fait que
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dZµ
dt

∂fa
∂Xµ

=
∂

∂Xµ

[
dZµ
dt

fa

]
− ∂

∂Xµ

(
dZµ
dt

)
fa, (A.23)

On en déduit l’équation

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+
∂Xµ

∂Zµ

∂

∂Xµ

[
dZµ
dt

fa

]
− ∂Xµ

∂Zµ

∂

∂Xµ

(
dZµ
dt

)
fa = Sa (A.24)

qui se simplifie en

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+
∂Xµ

∂Zµ

∂

∂Xµ

[
∂Zµ
∂Xµ

dXµ

dt
fa

]
= Sa. (A.25)

En posant h = ∂Zµ/∂Xµ et dXµ/dt = Gµ(Xµ, t) + gµ(Xµ, t) où Gµ représente les
composantes uniformes et gµ les composantes perturbées d’un paramètre µ, on obtient

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+
1

h

∂

∂Xµ
[h(Gµ + gµ)fa] = Sa. (A.26)

En utilisant le fait que la force Gµ exercée dans la direction Xµ est uniforme, l’équation
(A.26) s’écrit finalement

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+Gµ
∂fa
∂Xµ

+
1

h
[hgµfa] = Sa. (A.27)

Dans premier temps, nous nous occupons du calcul des termes en Gµ ∂fa/∂Xµ . En
utilisant les relations (1.224), dX

dt , dY
dt et dZ

dt sont évidents

dX

dt
= v cos Φ

√
1− µ2

dY

dt
= v sin Φ

√
1− µ2 (A.28)

dZ

dt
= vµ.

Etudions maintenant les composante dp
dt ,

dµ
dt et dΦ

dt . S’il n’est pas perturbé, le moment

p reste constant, il vient immédiatement dp
dt = 0. De la même manière, en l’absence

de diffusion par des perturbation, l’angle d’attaque reste constant donc dµ
dt = 0. En

revanche, l’angle de gyration Φ varie au cours du temps suivant la fréquence de gyration
de la particule εΩ. On a

Φ(t
′
) = Φ(t)− εΩ(t

′ − t) (A.29)

qui nous permet d’en déduire que dΦ
dt = −εΩ. Le terme Gµ ∂fa/∂Xµ se réécrit donc

Gµ
∂fa
∂Xµ

= v
√

1− µ2 cos Φ
∂fa
∂X

+ v
√

1− µ2 sin Φ
∂fa
∂Y
− εΩ∂fa

∂Φ
+ µv

∂fa
∂Z

. (A.30)
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Dans un second temps, nous nous occupons du calcul du terme en (1/h) ∂/∂Xµ [hgµfa].
h correspond au déterminant de la matrice Jacobienne de passage de l’espace Z vers X.
On a la relation

h = det

[
∂Zµ
∂Xµ

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x
∂X

∂y
∂X

∂z
∂X

∂px
∂X

∂py
∂X

∂pz
∂X

∂x
∂Y

∂y
∂Y

∂z
∂Y

∂px
∂Y

∂py
∂Y

∂pz
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂Z

∂z
∂Z

∂px
∂Z

∂py
∂Z

∂pz
∂Z

∂x
∂p

∂y
∂p

∂z
∂p

∂px
∂p

∂py
∂p

∂pz
∂p

∂x
∂µ

∂y
∂µ

∂z
∂µ

∂px
∂µ

∂py
∂µ

∂pz
∂µ

∂x
∂Φ

∂y
∂Φ

∂z
∂Φ

∂px
∂Φ

∂py
∂Φ

∂pz
∂Φ .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A.31)

Les trois premiers éléments de la diagonale donnent 1 ainsi que tous les éléments non-
diagonaux excepté le block de taille 3 × 3 en bas à droite de la matrice. Le calcul du
déterminant se ramène donc au calcul du déterminant suivant

h =

∣∣∣∣∣∣∣

cos Φ
√

1− µ2 sin Φ
√

1− µ2 µ
− µ√

1−µ2
p cos Φ − µ√

1−µ2
p sin Φ p

−p sin Φ
√

1− µ2 −p cos Φ
√

1− µ2 0.

∣∣∣∣∣∣∣
(A.32)

Finalement on obtient h = −p2. En injectant les résultats obtenus dans l’équation
(A.27), on obtient

dfa
dt

=
∂fa
∂t

+v
√

1− µ2 cos Φ
∂fa
∂X

+v
√

1− µ2 sin Φ
∂fa
∂Y
−εΩ∂fa

∂Φ
+µv

∂fa
∂Z

+
1

p2

∂

∂Xµ

[
p2gµfa

]
= Sa.

(A.33)
Déterminons maintenant l’expression des coefficients perturbés gµ.

Calcul de gp : Nous avons gp = dp/dt . Le champ magnétique ne travaillant pas on a

dp

dt
= qaδE, (A.34)

d’où

dp

dt
=

qaδE · p
p

(A.35)

=
γmacεΩ

pB0
δE · p. (A.36)

En utilisant le fait que δE · p = p‖δE‖ + p⊥δE⊥, p‖ = pµ et p⊥ = p
√

1− µ2, ainsi que
les définitions (1.234) on montre aisément que

gp =
εΩpc

vB0

[
µδE‖ +

√
1− µ2

2

(
δELe

−iΦ + δERe
iΦ
)
]

(A.37)
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Calcul de gµ : En utilisant le fait que gµ = dµ/dt et µ = p‖/p on montre que

dµ

dt
=

1

p

(
dp‖

dt
− µdp

dt

)
. (A.38)

La variation du moment parallèle s’écrit

dp‖

dt
= qaδE‖ +

qa
c

(vxδBy − vyδBx). (A.39)

En utilisant le même raisonnement que précédement, on montre que

dp‖

dt
=
εΩpc

vB0
δE‖+

εΩp

vB0

(
i√
2
v cos Φ

√
1− µ2(δBR − δBL)− 1√

2
sin Φv

√
1− µ2(δBL + δBR)

)
.

(A.40)

En injectant le résultat ci-dessus dans l’équation (A.38), on montre immédiatement que

gµ =
εΩ
√

1− µ2

B0

[
c

v

√
1− µ2δE‖ +

i√
2

[
eiΦ
(
δBR + iµ

c

v
δER

)
− e−iΦ

(
δBL − iµ

c

v
δEL

)]]
.

(A.41)

Calcul de gΦ : En utilisant les relation (1.221), on montre que

dΦ

dt
=

1

p2(1− µ2)

[
dpy
dt

px −
dpx
dt

py

]
(A.42)

avec

dpy
dt

= qa

(
δEy +

vz
c
δBx −

vx
c
δBz

)
(A.43)

dpx
dt

= qa

(
δEx +

vy
c
δBz −

vz
c
δBy

)
. (A.44)

En injectant les définitions ci-dessus dans l’equation (A.42), on montre que

gΦ = −εΩ
δB‖

B0
+

εΩ√
2(1− µ2)B0

[
eiΦ
(
µδBR +

ic

v
δER

)
+ e−iΦ

(
µδBL −

ic

v
δEL

)]

(A.45)

Calcul de gX : En utilisant le fait que

X = x+
v
√

1− µ2

εΩ
sin Φ, (A.46)

on montre que
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gX =
dX

dt
=

1

εΩ

[
dv

dt

√
1− µ2 sin Φ− vµ sin Φ√

1− µ2

dµ

dt
+ v
√

1− µ2 cos Φ
dΦ

dt

]
. (A.47)

En injectant les résultats obtenus pour gp, gµ et gΦ on montre que

gX = −v
√

1− µ2 cos Φ
δB‖

B0
+

ic√
2B0

[
δER − δEL −

iµv

c
(δBL + δBR)

]
. (A.48)

Un raisonnement similaire est utilisé pour le calcul de gY .

Calcul de gZ : On montre trivialement que gZ = dZ/dt = dz/dt = 0.

A.5 Coefficients de diffusion Dµµ, Dµ,p et Dpp

Cette section résume le calcul des coefficients de diffusion Dµµ, Dµp et Dpp réalisé par
(Schlickeiser 2002, chapitre 13 [194]) dans le cadre de modèles de turbulence Alfvénique
linéairement polarisée anisotrope et isotrope et un modèle de turbulence pour les ondes
magnétosoniques rapides isotrope.

La relation de dispersion des modes d’Alfvén s’exprime par

ωR,j(k‖) = jVA(k‖) j = ±1 (A.49)

tandis que les perturbations sont données par

δEj
A = (EX , 0, 0) δBj

A = j
c

VA(k‖)
EX(0, η, 0) (A.50)

par l’intermédiaire de la relation d’induction et η = cos θ. Sous ces hypothèses, les
coefficients de diffusion Dµµ ,Dµp et Dpp ne dépendent que du tenseur de turbulence

P jlm(k) =
〈
Bl
l(k)B∗jm (k)

〉
(A.51)

dont l’expression dépend du modèle de turbulence utilisé :

→ Turbulence anisotrope : Les fluctuations magnétiques sont soit parallèles soit
anti-parallèles aux lignes de champ B0. Le tenseur des fluctuations magnétiques
est de la forme

P jlm(k) = gjs(k‖)(δ(k⊥)/k⊥)δlm l,m = 1, 2 (A.52)

où la fonction gjs(k‖) est lié au spectre d’énergie magnétique de la turbulence. Dans
le cas où ce dernier a la forme d’une loi de puissance d’indice spectral q > 1 et
défini à partir d’un nombre d’onde k‖,min, gjs(k‖) s’écrit

gjs(k‖) = gjs0k
−q
‖ ∀k‖ > k‖,min (A.53)
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où gjs0 = 2(q − 1)W0I
j
sk

q−1
‖,min et

Ijs =

∫ ∞

k‖,min

dk‖

(
δBj(k‖)

B0

)2

. (A.54)

Les coefficients de diffusion s’écrivent

Dµµ =
πΩ2(1− µ2)

B2
0

∑

j=±1

∫ +∞

−∞
dk‖ g

j
s(k‖)

[
1− µωj

k‖v

]2 [
R+(k‖, ωj) +R−(k‖, ωj)

]

Dµp =
πΩ2p(1− µ2)

vB2
0

∑

j=±1

∫ +∞

−∞
dk‖ g

j
s(k‖)

ωj
k‖

[
1− µωj

k‖v

] [
R+(k‖, ωj) +R−(k‖, ωj)

]

Dpp =
πΩ2p2(1− µ2)

v2B2
0

∑

j=±1

∫ +∞

−∞
dk‖ g

j
s(k‖)

(
ωj
k‖

)2 [
R+(k‖, ωj) +R−(k‖, ωj)

]

(A.55)

où

R±(k‖, ωj) =
Γj(k‖)

Γ2
j (k‖) + (vµk‖ − ωR,j ± Ω)2

. (A.56)

Dans le cas où le terme évanescent est négligeable (Γj ≈ 0) et la pulsation est
indépendante de l’échelle (ωR,j(k‖) = constante⇒ VA(k‖) = constante), les coeffi-
cients deviennent

Dµµ =
∑

j=±1

D(j)

Dµp =
∑

j=±1

jεp

1− jεµD(j)

Dpp =
∑

j=±1

ε2p2

(1− jεµ)2
D(j) (A.57)

où ε = VA/v et

D(j) =
πΩ2(1− µ2)

vB2
0

(1− jεµ)2

|µ− jε|
[
gjs(k

j
r) + gjs(−kjr)

]
(A.58)

où kjr = (Ω/v)/(µ− jε) correspond au nombre d’onde résonant.

→ Turbulence isotrope : Les fluctuations sont isotropes. Le tenseur de fluctuations
magnétiques est donné par

P jlm(k) =
gji (k)

8πk2

[
δlm −

klkm
k2

]
(A.59)
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où, comme pour le cas anisotrope, la fonction gji (k) est définie par

gji (k) = gji0k
−q ∀k > kmin (A.60)

et gji0 = 8π(q − 1)IjiW0k
q−1
min et

Iji =

∫ ∞

kmin

dk

(
δBi(k)

B0

)2

. (A.61)

Les coefficients de diffusion s’écrivent

Dµµ =
Ω2(1− µ2)

4B0

+∞∑

n=−∞

∑

j=±1

∫ 1

−1
dη (1 + η2)

∫ ∞

0
dk gji (k)

× R(k, ωj)

(
nJn(W )

W

)2 [
1− µωj

ηkv

]2

Dµp =
Ω2(1− µ2)

4B0

+∞∑

n=−∞

∑

j=±1

∫ 1

−1
dη (1 + η2)

∫ ∞

0
dk gji (k)

× R(k, ωj)

(
nJn(W )

W

)2 p

v

ωj
ηk

[
1− µωj

ηkv

]

Dpp =
Ω2(1− µ2)

4B0

+∞∑

n=−∞

∑

j=±1

∫ 1

−1
dη (1 + η2)

∫ ∞

0
dk gji (k)

× R(k, ωj)

(
nJn(W )

W

)2(p
v

ωj
ηk

)2

(A.62)

où

R(k, ωj) =
Γj(k)

Γ2
j (k) + (vkµη − ωR,j(k) + nΩ)2

(A.63)

et W = krl
√

(1− µ2)(1− η2). Dans le cas où le terme evanescent est négligeable
(Γj ≈ 0) et la pulsation réelle ωR,j est indépendante du nombre d’onde k, les
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coefficients de diffusion se réécrivent

Dµµ =
πΩ2

2vB2
0

∑

j=±1

|µ− jε| [1− jµε]2

×
∞∑

n=1

∫ ∞

1
dt t−3 t

2 + 1

t2 − 1
gji

(
nt

rl|µ− jε|

)
J2
n

(
n
√

1− µ2

|µ− jε|
√
t2 − 1

)

Dµp =
πΩ2

2vB2
0

∑

j=±1

|µ− jε|jεp [1− jµε]2

×
∞∑

n=1

∫ ∞

1
dt t−3 t

2 + 1

t2 − 1
gji

(
nt

rl|µ− jε|

)
J2
n

(
n
√

1− µ2

|µ− jε|
√
t2 − 1

)

Dpp =
πΩ2

2vB2
0

∑

j=±1

|µ− jε| (jεp)2 (A.64)

×
∞∑

n=1

∫ ∞

1
dt t−3 t

2 + 1

t2 − 1
gji

(
nt

rl|µ− jε|

)
J2
n

(
n
√

1− µ2

|µ− jε|
√
t2 − 1

)
.

Dans l’approximation des plasma froids (Te → 0), les modes magnétosoniques se résument
aux modes rapides [158] dont la relation de dispersion s’exprime par

ωR,j(k) = jVA(k)k j = ±1 (A.65)

tandis que les perturbations sont données par

δEj
F = (0, EY , 0) (A.66)

δBj
F = j

c

VA(k)
EY (− cos θ, 0, sin θ). (A.67)

On montre que les coefficients de diffusionDµµ, Dµp etDpp ne dépendent que des tenseurs

P jRR, P j‖‖, P
j
‖,R et P jR,‖ dont l’expression pour une turbulence isotrope est donnée par

P jRR =
(1 + cos2 θ)gji (k)

16πk2
(A.68)

P j‖‖ =
sin2 θgji (k)

8πk2
(A.69)

P j‖R = P jR‖ = −sin θ cos θgji (k)

8
√

2πk2
. (A.70)

En ne considérant que les particules ultra-relativistes (v � VA), en adoptant un spectre
de turbulence de type Kolmogorov et en négligeant l’amortissement des modes rapides
on obtient
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Dµµ =
π|Ω|(q − 1)(1− µ2)

4

(
δB

B0

)2

(kminrl)
q−1 [fT (µ) + fG(µ)] (A.71)

Dµp = 0 (A.72)

Dpp = p2ε2Dµµ (A.73)

où

fT (µ) =

{
c1(q)
ε

1+x
x(3+q)/2

[
(1 + ε2)x− 1− ε2x2

]q/2
1 ≤ x ≤ ε−2, q ≤ 2

c4(q)(rlkmin)2−qH [|µ| − ε] (1−µ2)(1−(ε4/µ4))
|µ| kminrl � 1, q > 2

(A.74)

et

fG(µ) =





3ξ(q+1)εq

2
√

1−µ2
∀0 ≤ µ ≤

√
2ε

3ξ(q+1)εq

2
√

1−µ2

[
1 + 4(3+2q)

3(1+q) (µ/ε)q
]
∀
√

2ε < µ ≤ 2−1/2

ξ(q)µq−1

2q ∀2−1/2 < µ ≤ 1

(A.75)

où H correspond à la fonction d’hélicité des modes rapides et ξ(q) est la fonction Zeta de
Riemann. fT (µ) et fG(µ) sont respectivement liées aux interactions résonantes à l’ordre
n = 0 que l’on qualifie souvent d’amortissement par temps de transit et qui consiste en
l’échange d’énergie entre une particule chargée et une onde obéissant à la condition de
résonnance

ωR − k‖v‖ = 0 (A.76)

et n ≤ 1 correspond aux échanges d’énergies entre les particules chargées et les ondes
obéissant aux conditions de résonnance

ωR − k‖v‖ = nΩ. (A.77)

Le comportement des fonctions fT et fG est investigué en détail par Schlickeiser & Miller
(1998) [195].

A.6 Outils mathématiques de la turbulence

La théorie des champs permet d’extraire de précieuses informations globales des signaux
turbulents. Cette section présente l’essentiel du formalisme mathématique utilisé en
théorie de la turbulence. L’essentiel des résultats présentés sont tirés de ([77])

→ Variable aléatoire : On définit une variable aléatoire scalaire ou vectorielle v(w0)
dans un espace à n dimensions comme une quantité définie par sa condition initiale
w0 et qui évolue aléatoirement dans le temps.
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→ Probabilité : On appelle p(x) la fonction de densité de probabilité de présence
de la variable aléatoire v. La probabilité de trouver v(w0) entre x et x + dx est
donnée par p(x) dx. La densité de probabilité est normalisée

∫

R

∫

R
...

∫

R
p(x) dx1 dx2 ...dxn = 1

→ Valeur moyenne : La valeur moyenne de la composante d’indice i de la variable
aléatoire v(w0) est donnée par

〈vi〉 =

∫

R
xip(xi) dxi . (A.78)

La variable est dite ”centrée” si 〈vi〉 = 0. v est centrée si toutes ses composantes
le sont.

→ Moments : Le moment d’ordre m de la composante i de la variable aléatoire
v(w0) est donné par

〈vi1vi2...vim〉 =

∫

R
xi1xi2...ximp(xi) dxi (A.79)

pour tout m ∈ N.

→ Covariance : On définit le tenseur de covariance entre deux composantes i et j
de la variable aléatoire centrée v(w0) par

Γij = 〈vivj〉 =

∫

R

∫

R
xixjp(xi, xj) dxi dxj (A.80)

→ Fonction caractéristique : On définit la fonction caractéristique de la variable
aléatoire v(w0) comme la fonction de la variable réelle z

K(z) =
〈
eiz·v

〉
=

∫

R

∫

R
...

∫

R
eiz·xp(x) dx1 dx2 ...dxn (A.81)

On peut en déduire que

〈vi1vi2...vim〉 =

(
1

i

)m ∂m

∂zi1∂zi2...∂zim
K(z)

∣∣∣∣
z=0

. (A.82)

→ Normalité : La composante i de la variable aléatoire v(w0) centrée est dite
”gaussienne” si

K(zi) =
〈
eizivi

〉
= e−

1
2
σ2
i z

2
i (A.83)

et σ2
i =

〈
v2
i

〉
. On peut alors montrer les égalités suivantes

K(z) =
〈
eiz·v

〉

= e−
1
2〈(z·v)2〉

= e−
1
2
zjzkΓjk . (A.84)
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Si la variable aléatoire v(w0) est centrée et gaussienne alors, si f est une fonction
différentiable de n variables

〈vif(v1, v2, ..., vn)〉 = Γij

〈
∂f

∂vj

〉
. (A.85)

Le tenseur de covariance d’un nombre impair de variables centrées gaussiennes est
nul 〈

vi1vi2 ...vi2m+1

〉
= 0 ∀ m, i1, i2, i2m+1 ∈ N. (A.86)

Le tenseur de covariance d’un nombre pair de variables centrées gaussiennes vaut

〈vi1vi2 ...vi2m〉 =
∑
〈vil1vil2〉 〈vil3vil4〉 ...

〈
vi2l−1

vi2l
〉
∀ m, i1, i2, i2m+1 ∈ N (A.87)

où (l1, l2)(l3, l4)...(l2m−1, l2m) sont des arrangements arbitraires de l’ensemble 1, 2, ..., 2m ∈
N de 2-uplets et la somme s’applique à l’ensemble des arrangements possibles.

→ Fonction aléatoire : Une fonction aléatoire est une famille de variables aléatoires
dépendant d’une ou plusieurs variables d’espace et de temps. Dans le cadre des
solutions de l’équation de Navier-Stokes, un exemple est le champ de vitesse tur-
bulent v(t,x, w0). A des fins de simplification syntaxique, nous ne préciseront
nécéssairement plus la variable condition initiale w0.
Le moment d’ordre m de la composante i de la fonction aléatoire champ de vitesse
v(t,x) s’écrit

〈vi1(t1,x1)vi2(t2,x2)...vim(tm,xm)〉 . (A.88)

Lorsque la fonction aléatoire est centrée, on définit la fonction de correlation entre
les fonctions aléatoires vi et vj par

Γij(t,x; t
′
,x
′
) =

〈
vi(t,x)vj(t

′
,x
′
)
〉
. (A.89)

→ Fonctionnelle caractéristique : Soit v(t, w0) une fonction aléatoire. Sa fonc-
tionnelle caractéristique est définie par

K[z(·)] =
〈
ei

∫
Rdtz(t)v(t,w0)

〉
. (A.90)

La fonction aléatoire v(t) est dite gaussienne si pour tous les chemins z(t),

∫

R
z(t)v(t, w0) dt (A.91)

est une variable aléatoire gaussienne. La fonctionnelle caractéristique d’une fonc-
tion aléatoire centrée gaussienne est donnée par

K[z(·)] = e
− 1

2

∫
R
∫
Rdtdt

′
z(t)z(t

′
)
〈
v(t)v(t

′
)
〉

(A.92)
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→ Symétries : Soit Gt un groupe de transformations temporelles. Une fonction
aléatoire v(t, w0) est dite Gt-stationnaire si pour tout t et w0 on a

v(t+ h,w0) = v(t, Gtw0) ∀h ≥ 0. (A.93)

Les applications : combinaison linéaire de fonctions Gt-stationnaires, transforma-
tions d’une fonction Gt-stationnaire par une fonction f déterministe à une variable,
conservent la Gt-stationnarité. De plus, les moments d’une fonction aléatoire Gt-
stationnaire sont, s’il existent, invariants par translation simultanée de tous leurs
arguments

〈v(t1 + h)v(t2 + h)...v(tm + h)〉 = 〈v(t1)v(t2)...v(tm)〉 ∀t1, t2, ..., h. (A.94)

Une fonction aléatoire v(t, w0) possède des incréments Gt-stationnaires si ∀t, t′ et
w0

v(t
′
+ h,w0)− v(t+ h,w0) = v(t

′
, Ghw0)− v(t, Ghw0) ∀h ≥ 0. (A.95)

La fonction aléatoire v(t,x, w0) est dite homogène s’il existe un groupe de trans-
formations d’espace Gspace

ρ tel que

v(t,x + ρ, w0) = v(t,x, Gspace
ρ w0). (A.96)

Une conséquence de l’homogénéité est que tous les moments de la fonction aléatoire
sont invariants par transformation d’espace simultanée de tous leurs arguments.
On définit le tenseur de correlation d’un champ de vitesse aléatoire stationnaire et
homogène par 〈

vi(t,x)vj(t
′
,x
′
)
〉

= Γij(t− t
′
,x− x

′
). (A.97)

→ Ergodicité : Le théorème d’ergodicité de Birkhoff énonce que dans certaines
conditions, les moyennes temporelles sont équivalentes aux moyennes d’ensemble.
Pour une fonction aléatoire stationnaire v(t, w0), et pour presque tout w0 on a

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
v(t, w0) dt = 〈v〉 . (A.98)

Le théorème s’applique également au cas des fonctions aléatoires stationnaires
exprimées dans l’espace

lim
L→∞

1

Ln

∫ L

0
...

∫ L

0
dx1 ...dxn v(x1, ..., xn, w0) = 〈v〉 (A.99)

Ainsi qu’au cas de la mesure de l’état d’un système dans un grand nombre N de
ses configurations statistiques possibles

lim
N→∞

1

N

N∑

i

vi(t,x, x0) = 〈v〉 . (A.100)
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Soit v(t, w0) une fonction aléatoire stationnaire et Γ(t−t′) sa fonction de correlation
appartenant à l’espace L1 restreint à R+ c’est à dire de valeur absolue sommable
au sens de Lebesgue sur R+. Alors le théorème de la moyenne carrée ergodique
suggère que

lim
T→∞

〈(
1

T

∫ T

0
v(t, w0) dt

)2
〉

= 0 (A.101)

→ Spectre d’énergie : L’une des méthodes les plus communes pour étudier une
fonction aléatoire stationnaire est de calculer son spectre d’énergie. Considérons
une fonction aléatoire stationnaire à toutes les fréquences f et centrée v(t, w0). On
pose

v(t, w0) =

∫

R
eiftv̂(f, w0) df

v<F (t, w0) =

∫

|f |≤F
eiftv̂(f, w0) df , F ≥ 0 (A.102)

où v<F (t, w0) correpond au filtre passe bas de v(t, w0) qui permet de ne conserver que
les fréquences f ≤ F . v<F (t, w0) conserve la stationnarité de la fonction aléatoire
v(t, w0). On définit également le spectre d’énergie cumulé

ε(F ) =
1

2

〈(
v<F (t, w0)

)2〉
(A.103)

que l’on considère stationnaire et indépendant du temps. Le spectre d’énergie de
la fonction aléatoire stationnaire v(t, w0) est alors donné par

E(f) =
dε(f)

df
≥ 0 (A.104)

où la positivité découle de la définition de ε(f). Lorsque F →∞ alors v<F (t, w0) =
v(t, w0) et on obtient la relation

1

2

〈
v2
〉

=

∫ ∞

0
E(f) df . (A.105)

On peut alors montrer que

E(f) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eifsΓ(s) ds (A.106)

qui suggère que la fonction de correlation Γ(t − t
′
) =

〈
v(t)v(t

′
)
〉

et le spectre

d’énergie sont transformées de Fourier l’une de l’autre. Dans le cas où le spec-
tre d’énergie est connu, il est possible d’en déduire l’expression de la moyenne
quadratique des incréments de vitesse entre deux instants t et t

′
. On a

〈(
v(t
′
)− v(t)

)2
〉

= 2

∫ +∞

−∞

(
1− eif(t−t′ )

)
E(f) df (A.107)
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où E(f) est étendu aux fréuqences négatives E(−f) = E(f).

Les résultats présentés ci dessus sont également valables dans le domaine spatial.
Dans ce dernier cas, le spectre d’énergie est donné par

ε(K) =
1

2

〈∣∣v<K(x)
∣∣2
〉
. (A.108)

On en déduit le spectre spatial d’énergie unidimensionnel

E(k) =
dε(k)

dk
(A.109)

qui peut se réécrire comme

E(k) =
1

π

∫ +∞

0
kρΓ(ρ) sin(kρ) dρ (A.110)

où ρ =
∣∣∣x− x

′
∣∣∣ et Γ(ρ) =

〈
v(x)− v(x

′
)
〉

sa fonction de correlation.

Le passage d’un spectre unidimensionnel E1D(k) vers un spectre tridimensionnel
E3D(k) est simple. La conservation de l’énergie conduit à la relation (en coor-
données sphériques)

∫ kmax

kmin

dk E1D(k) =

∫ 2π

0

∫ π

−π

∫ kmax

kmin

E3D(k) sin θk2 dk dθ dφ (A.111)

qui peut se réécrire
E1D(k) = 4πk2E3D(k) (A.112)

si la fonction aléatoire v(x, w0) est également isotrope c’est à dire stable par ap-
plication du groupe de rotations d’espace.

A.7 Démonstration du taux de croissance des modes d’Alfvén
résonants

Considérons un plasma constitué de gaz interstellaire d’espèce a et de rayons cosmiques
d’espèce r dont la fonction de distribution totale est donnée par

F (x,p, t) = na(x)Ma(p, t) + nr(x)Mr(p, t) (A.113)

où Ma et Mr représentent respectivement les fonctions de distribution du plasma inter-
stellaire de fond et des rayons cosmiques et na, nr leur densité numérique respectives.
On décompose le tenseur dielectrique du système comme

Ψij(k, ω) = Ψa
ij(k, ω) + Ψr

ij(k, ω) (A.114)

où



244 ANNEXES A. ANNEXES

Ψa
ij(k, ω) =




S −iD 0
iD S 0
0 0 P


 S = (R+ L)/2

D = (R− L)/2
(A.115)

représente le tenseur diélectrique d’un plasma froid au repos, et

R = 1−
∑

a

ω2
l,a

ω2

ω

ω + Ωa
(A.116)

L = 1−
∑

a

ω2
l,a

ω2

ω

ω − Ωa
(A.117)

P = 1−
∑

a

ω2
l,a

ω2
(A.118)

ωl,a =
√

4πe2
ana/ma étant la fréquence de Langmuir du plasma et ea = Zae est la charge

électrique moyenne des constituants du plasma. Et

Ψr
ij(k, ω) =

4πi

ω
σrij =

2π

ω

∑

r

ω2
l,anr

na

mae
2
r

e2
a

∫ +∞

−∞
dp‖

∫ +∞

0
dp⊥ p⊥

+∞∑

n=−∞

γ−1
r T rij

ω − k‖v‖ − nΩa

(A.119)

représente le tenseur diélectrique de la distribution de rayonnement cosmique ultra-
relativiste, où

Tr =




n2J2
n(z)
z2 v⊥UMr

inJn(z)J
′
n(z)

z v⊥UMr
nJ2
n(z)
z v⊥WMr

− inJn(z)J
′
n(z)

z v⊥UMr (J
′
n(z))2v⊥UMr −iJn(z)J

′
n(z)v⊥WMr

nJ2
n(z)
z v‖UMr iJn(z)J

′
n(z)v‖UMr J2

n(z)v‖WMr


 (A.120)

et

UMr =
∂Mr

∂p⊥
+

k‖

γmaω

(
p⊥
∂Mr

∂p‖
− p‖

∂Mr

∂p⊥

)
(A.121)

WMr =
∂Mr

∂p‖
− nΩa

ωp⊥

(
p⊥
∂Mr

∂p‖
− p‖

∂Mr

∂p⊥

)
(A.122)

z = k⊥v⊥/Ωr J
′
n(z) = ∂Jn(z)/∂z . (A.123)

Dans le cas où l’on ne considère que des perturbations parallèles au champ magnétique
moyen, le tenseur diélectrique des rayons cosmiques devient
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Ψr
ij(k‖, k⊥ = 0, ω) =




Ψr
11 iΨr

12 0
−iΨr

12 Ψr
11 0

0 0 Ψr
33


 (A.124)

=
2π

ω

∑

r

ω2
l,anr

na

mae
2
r

e2
a

∫ +∞

−∞
dp‖

∫ +∞

0
dp⊥ p⊥




T r1 iT r2 0
−iT r2 T r1 0
0 0 T r3




où

T1 =
v⊥(ω − k‖v‖)UMr

2
[
(ω − k‖v‖)2 − Ω2

r

] (A.125)

T2 =
v⊥ΩrUMr

2
[
(ω − k‖v‖)2 − Ω2

r

] (A.126)

T3 =
v‖

ω − k‖v‖
∂Mr

∂p‖
(A.127)

tandis que le tenseur diélectrique du plasma interstellaire de fond est donné par

Ψa
ij(k‖, k⊥ = 0, ω) =




Ψa
11 iΨa

12 0
−iΨa

12 Ψa
11 0

0 0 Ψa
33


 =




S −iD 0
iD S 0
0 0 P


 . (A.128)

La relation de dispersion totale est donnée par

Λ = detΛij = [Ψa
33 + Ψr

33]
[
(Ψa

11 + Ψr
11 −N2)2 − (Ψa

12 + Ψr
12)2

]
= 0 (A.129)

où N = k‖c/ωR est l’indice de réfraction des ondes. Il existe trois solutions possibles :

→ Un mode longitudinal ΛL = Ψa
33 + Ψr

33 = 0

→ Deux modes transverses ΛT = (Ψa
11 ±Ψa

12) + (Ψr
11 ±Ψr

12)−N2 = 0.

En utilisant l’approximation de faible amortissement (Schlickeiser 2002, Chapitre 10.3.7
[194]) on en déduit

ReΛ(k, ωR,Γ = 0) = 0 (A.130)

Γ = − ImΛ(k, ωR, 0)

∂ReΛ(k, ωR, 0)/∂ωR
. (A.131)

Schlickeiser (2002 formule 11.2.43 [194]) calcule le taux d’amortissement des modes trans-
verses dans le cas d’un plasma froid au repos. On peut montrer en s’appuyant également
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sur les travaux de Kulsrud & Cezarsky (1970) [127] et Lerche (1967) [142], en considérant
des fréquences d’ondes très inférieures à la gyrofréquence des rayons cosmiques, que le
taux de croissance/amortissement des ondes d’Alfvén s’exprime comme

− Γ±g,A = ±π
8

m2
rΩ

2
r,0VA(k)

W0

[∫
d3p (1− µ2)vδ(kp|µ| −mrΩr,0)

∂Mr

∂µ

]

W

(A.132)

où l’indice W signifie que l’intégrale est effectuée dans le référentiel propre des ondes
dont la vitesse est donnée par

w± = v0 ± VA(k) (A.133)

où v0 correspond à la vitesse d’ensemble du fluide parallèle aux lignes de champ magnétique
moyen. Skilling (1975a [206]) propose une expression des coefficients de diffusion Dµµ

et Dµp

Dµµ =
(1− µ2)(ν+ + ν−)

2
(A.134)

Dµp = −γm(1− µ2)(ν+w+ + ν−w−)

2
(A.135)

où

ν± =
π

4
Ωr
kε±(k)

W0
(A.136)

est le taux de collisions rayons cosmiques-ondes en avant (+) ou en arrière (−) (Jokipii
1971 [116]) et ε±(k) correspond à l’énergie échangée lors d’une collision. En utilisant les
expressions (A.134) des coefficients de diffusion, l’équation de l’anisotropie de premier
ordre (1.292) se réécrit

v
∂Mr

∂z
≈ (ν+ + ν−)

∂f

∂µ
+ (ν+w+ + ν−x−)mrγ

∂f

∂p
. (A.137)

En se plaçant dans le référentiel de l’observateur et en replaçant l’expression de ∂f/∂µ
dans (A.132) on obtient

−Γ±g,A =
π

8

m2
rΩ

2
0,rVA(k)

W0

∫
d3p

(1− µ2)v

ν+ + ν−
δ(|µ|kp−mrΩ0,r)

[
∓v∂Mr

∂z
+ 2VA(k)ν±γmr

∂Mr

∂p

]

(A.138)
qui, en considérant f et ν± grossièrement indépendants de µ, peut être intégrée à la
résonance donnant ainsi

Γ±g,A =
4π

3

p4VA(k)

W0(I+ + I−)

[
±v∂Mr

∂z
− π

2
mrΩ0rVA(k)I∓

∂Mr

∂p

]
(A.139)

où I± ∝ ν±.
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A.8 Résolution d’une équation de diffusion

Dans cette sous-section, nous montrons comment résoudre l’équation de diffusion (2.71)
en mixant les méthodes explicites et implicites via un paramètre θ pouvant prendre les
valeurs 0 (schéma purement explicite), 1/2 (schema de Cranck-Nicholson) ou 1 (schema
purement implicite). L’équation est définie par

∂u(x, t)

∂t
=

∂

∂x
D(x)

∂u(x, t)

∂x
(A.140)

u(x, t = 0) = u0(x). (A.141)

On discrétise l’équation ci-dessus de la manière suivante

un+1
i − uni

∆t
= θfn+1

i + (1− θ)fni (A.142)

où

fni =
∂

∂x
D(x)

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
n

i

(A.143)

=
1
2(Di+1 +Di)(u

n
i+1 − uni )− 1

2(Di +Di−1)(uni − uni−1)

(∆x)2
. (A.144)

En posant

F1 = θ
∆t

(∆x)2
F2 = (1− θ) ∆t

(∆x)2
(A.145)

αm =
1

2
(Di +Di−1) αp =

1

2
(Di +Di+1) (A.146)

l’équation (A.142) devient

un+1
i = uni + F1

[
αp(u

n+1
i+1 − un+1

i )− αm(un+1
i − un+1

i−1 )
]

(A.147)

+ F2

[
αp(u

n
i+1 − uni )− αm(uni − uni−1)

]
. (A.148)

En passant les termes désignant les instants n+ 1 à gauche et en posant

ai+1 = −F1αp=i+ 1
2

bi = 1 +F1αp=i+ 1
2

+F1αm=i− 1
2

ci−1 = −F1αm=i− 1
2

(A.149)

on obtient l’équation suivante

ai+1u
n+1
i+1 + biu

n+1
i + ci−1u

n+1
i−1 = Sni (A.150)
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où

Sni = uni + F2

[
αp(u

n
i+1 − uni )− αm(uni − uni−1)

]
(A.151)

correspond à la partie explicite de l’égalité. La partie de gauche de l’égalité ne peut-être
trouvée qu’en résolvant simultanément toutes les équations de la grille en x soit NX

équations. Il en résulte le système matriciel suivant




b1 c1

a2
. . .

. . .
. . . bi ci

ai+1
. . .

. . .
. . .

. . . cNX−3

aNX−2 bNX−2







un+1
1
...

un+1
i
...
...

un+1
NX−2




=




Sn1
...
Sni
...
...

SnNX−2




(A.152)

ou chaque ligne représente une cellule. Les solutions des cellules d’indice i = 0, NX − 1
sont déterminées séparément, en définissant les conditions au bords du problème. Pour
résoudre le système, il faut diagonnalier la matrice. Dans ce cas précis, l’opération est très
simple car la matrice est 3-diagonale, une simple méthode TDMA (Tri Diagonal Matrix
Algorithm) [64] permet de trouver la solution du système en un nombre d’opérations
évoluant en O(NX) au lieu de O(N3

X) pour l’algorithme de diagonalisation de Gauss-
Jordan. Cependant, ce système implique d’avoir des conditions au bord nulles. Dans le
cas d’un système aux conditions de bord périodiques, l’égalité matricielle (A.152) peut
se réécrire




b0 c0 a0

a1
. . .

. . .
. . . bi ci

ai+1
. . .

. . .
. . .

. . . cNX−2

cNX−1 aNX−1 bNX−1







un+1
0
...

un+1
i
...
...

un+1
NX−1




=




Sn0
...
Sni
...
...

SnNX−1




. (A.153)

Où la matrice contient également les conditions de bord périodiques. Les éléments a0 et
cNX−1 ne sont pas nuls. Pour résoudre le système (A.153), on peut utiliser la formule
de Sherman-Morrison [1]. La résolution du système matriciel résultant de l’équation
de diffusion aux bords périodiques a été implémenté dans le code CR SPECTRA par
Arthur Tourneix lors de son stage de Master 1.
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A.9 Diagramme de Voronöı

Un diagramme de Voronöı est un découpage d’un plan bi-dimensionnel en régions ad-
jacentes à partir d’un ensemble discrt de points appelés ”germes”. Soit un plan affine
R2 et S un ensemble fini de n points du plan que l’on qualifie de ”germes”. Une région
de Voronöı associée à un élément p de S constitue l’ensemble des points qui sont plus
proches de p que tout autre point de S.

VorS(p) =
{
x ∈ R2 | ∀q ∈ S dist(x, p) ≤ dist(x, q)

}

où dist(a, b) représente la distance entre les points a et b dans le plan R2. Il est possible
de définir la distance entre deux points en utilisant différentes métriques.
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2.10 Schéma de diffusion homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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son, T. L. Schalk, A. Sellerholm, C. Sgrò, E. J. Siskind, D. A. Smith, P. D. Smith,
G. Spand re, P. Spinelli, J. L. Starck, M. S. Strickman, D. J. Suson, H. Tajima,
H. Takahashi, T. Takahashi, T. Tanaka, J. B. Thayer, J. G. Thayer, D. J. Thomp-
son, S. E. Thorsett, L. Tibaldo, D. F. Torres, G. Tosti, A. Tramacere, T. L. Usher,
A. Van Etten, N. Vilchez, V. Vitale, P. Wang, K. Watters, B. L. Winer, K. S.
Wood, H. Yasuda, T. Ylinen, and M. Ziegler. The Fermi Gamma-Ray Space Tele-
scope Discovers the Pulsar in the Young Galactic Supernova Remnant CTA 1.
Science, 322(5905):1218, November 2008.

[4] M. Aguilar, G. Alberti, B. Alpat, A. Alvino, G. Ambrosi, K. Andeen, H. An-
derhub, L. Arruda, P. Azzarello, A. Bachlechner, F. Barao, B. Baret, A. Barrau,
L. Barrin, A. Bartoloni, L. Basara, A. Basili, L. Batalha, J. Bates, R. Battiston,
J. Bazo, R. Becker, U. Becker, M. Behlmann, B. Beischer, J. Berdugo, P. Berges,
B. Bertucci, G. Bigongiari, A. Biland, V. Bindi, S. Bizzaglia, G. Boella, W. de
Boer, K. Bollweg, J. Bolmont, B. Borgia, S. Borsini, M. J. Boschini, G. Boudoul,
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tin, G. Mart́ınez, F. Masciocchi, N. Masi, D. Maurin, A. McInturff, P. McIntyre,
A. Menchaca-Rocha, Q. Meng, M. Menichelli, I. Mereu, M. Millinger, D. C. Mo,
M. Molina, P. Mott, A. Mujunen, S. Natale, P. Nemeth, J. Q. Ni, N. Nikonov,
F. Nozzoli, P. Nunes, A. Obermeier, S. Oh, A. Oliva, F. Palmonari, C. Palomares,
M. Paniccia, A. Papi, W. H. Park, M. Pauluzzi, F. Pauss, A. Pauw, E. Pedreschi,



BIBLIOGRAPHIE 257

S. Pensotti, R. Pereira, E. Perrin, G. Pessina, G. Pierschel, F. Pilo, A. Piluso,
C. Pizzolotto, V. Plyaskin, J. Pochon, M. Pohl, V. Poireau, S. Porter, J. Pouxe,
A. Putze, L. Quadrani, X. N. Qi, P. G. Rancoita, D. Rapin, Z. L. Ren, J. S. Ri-
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W., Drury, L. O’C., Dubus, G., Dyks, J., Egberts, K., Emmanoulopoulos, D., Es-
pigat, P., Farnier, C., Feinstein, F., Fiasson, A., Förster, A., Fontaine, G., Fukui,
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ABSTRACT

Aims. We aim to elucidate cosmic ray (CR) propagation in the weakly ionized environments of supernova remnants (SNRs) basing
our analysis on the cosmic ray cloud (CRC) model.
Methods. We solved two transport equations simultaneously: one for the CR pressure and one for the Alfvén wave energy density
where CRs are initially confined in the SNR shock. Cosmic rays trigger a streaming instability and produce slab-type resonant
Alfvén modes. The self-generated turbulence is damped by ion-neutral collisions and by noncorrelated interaction with Alfvén modes
generated at large scales.
Results. We show that CRs leaking in cold dense phases such as those found in cold neutral medium (CNM) and diffuse molecular
medium (DiM) can still be confined over distances of a few tens of parsecs from the CRC center for a few thousand years. At 10 TeV,
CR diffusion can be suppressed by two or three orders of magnitude. This effect results from a reduced ion-neutral collision damping
in the decoupled regime. We calculate the grammage of CRs in these environments. We find that in both single and multi-phase
setups at 10 GeV, CNM and DiM media can produce grammage in the range 10–20 g cm−2 in the CNM and DiM phases. At 10 TeV,
because of nonlinear propagation the grammage increases to values in the range 0.5–20 g cm−2 in these two phases. We also present
preliminary calculations in inhomogeneous interstellar medium combining two or three different phases where we obtain the same
trends.

Key words. instabilities – turbulence – cosmic rays

1. Introduction

Cosmic rays (CRs) are a major component of the interstellar
medium (ISM), along with the gas and magnetic field (Ferrière
2001), and have a non-negligible impact on the global dynamics
of our galaxy (Grenier et al. 2015). Through their streaming they
can drive galactic winds (Recchia et al. 2017; Girichidis et al.
2016). They contribute to the enrichment of the ISM in light
elements by spallation and are also a strong source of ioniza-
tion especially in the dense and cold ISM (Padovani et al. 2009).
Furthermore, they may contribute to the turbulent dynamics of
our galaxy through the generation of magnetic perturbations
(Commerçon et al. 2019).

The origin of CRs is still under debate (Drury et al. 2001).
Strong shocks in supernova remnants (SNRs) seem to be able
to accelerate CRs via diffusive shock acceleration (DSA) up
to a few hundred TeV (Lagage & Cesarsky 1983) or even to
PeV at early times (when shock speeds vsh are as high as 0.1
times the speed of light, e.g. Schure & Bell 2013). Once released
into the ISM, CRs have a random walk induced by scattering
off turbulent magnetic perturbations generated by large-scale
plasma motions and/or by the waves that they self-generate while
drifting at speeds greater than the local Alfvén speed (Wentzel
1968; Kulsrud & Pearce 1969; Skilling 1975; Yan & Lazarian
2004; Farmer & Goldreich 2004). However, currently there is
no fully consistent theory capable of simultaneously explain-
ing both CR acceleration at SNR shocks and their escape
into the ISM (see Telezhinsky et al. 2012 for a discussion).
Besides ionization studies, probes of ISM and CR interactions

are essentially based on gamma-ray observations, such as for
example the recent H.E.S.S. Tcherenkov telescope observa-
tions from the forward shock of the SNR RX J 1713.7-3946
(H.E.S.S. Collaboration et al. 2018) or W 28 (Aharonian et al.
2008) which provide new constraints on the CR escape process.

The ISM is a very complex medium and the way it is struc-
tured is still an open question. It is accepted that the ISM can
be modeled in terms of distinct phases in rough pressure equi-
librium. Depending on the degree of ionization, we find first the
ionized phases: the hot ionized medium (HIM) and the warm
ionized medium (WIM), and then the partially ionized phases:
the warm neutral medium (WNM), the cold neutral medium
(CNM), the diffuse molecular medium (DiM), and molecular
clouds (MCs); see e.g. (Field et al. 1969; McKee & Ostriker
1977; Reynolds 1989; Gaensler et al. 2008). Partially ionized
phases cover a minor fraction of the galactic disk volume but
contain the majority of the mass. Most of the ISM matter is
concentrated in MCs, the birthplace of stars. In partially ion-
ized medium, low-energy CRs constitute an important source
of ionization (Phan et al. 2018)1, especially close to an accel-
erator where one can expect enhanced CR density for some
amount of time (Vaupré et al. 2014; Nava et al. 2016). Cosmic
rays can also exert a force on the gas through the production
of magnetohydrodynamic (MHD) waves. The turbulent dynam-
ics of WNM and CNM as well as MCs may be affected in

1 Energetic particles with a kinetic energy in the range between
MeV and 100 MeV for protons and 100 eV and keV for electrons
(Padovani et al. 2009).
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Table 1. Fiducial physical quantities for the WNM, CNM, and DiM phases adopted in this work.

Phase WNM CNM DiM

T [K] 6 × 103−1 × 104 30−100 30−100
(8 × 103) (50) (50)

B0 [µG] 5 6 6
nT [cm−3] 0.2−0.5 20−50 100−500

(0.35) (30) (300)
X 0.007−0.05 4 × 10−4−10−3 10−4

(0.02) (8 × 10−4)
ni [cm−3] 7 × 10−3 2.4 × 10−2 3 × 10−2

Neutral 93% HI + 7% He 93% HI + 7% He 93% (0.5HI + 0.5H2) + 7% He
µn [mp] 1.21 1.21 1.67

Ion H+ C+ C+

µi [mp] 1 12 12
R [pc] 1−100 1−100 1−50

Notes. T is the gas temperature, B0 is the mean magnetic field strength, nT = nn + ni is the total gas density, X is the gas ionization fraction, µi
(µn) is the mean ion (neutral) mass; see N16, Jean et al. (2009), Snow & McCall (2006) and Neufeld et al. (2005). Values between brackets are the
mean values adopted for numerical application. See the text for the justification of the selected values of the phase size R.

the presence of an intense CR flux (Everett & Zweibel 2011;
Commerçon et al. 2019).

In this paper, we particularly focus on the way CRs escape
from SNR shocks into the ISM, the way they interact with the
partially ionized ISM phases, and how their transport proper-
ties are modified in these media. Our model relies on the CR
cloud model (CRC; see Sect. 2.2 for further details) proposed
by Malkov et al. (2013), Ptuskin et al. (2008) and in Nava et al.
(2016), referred to hereafter as N16. This study completes a par-
allel investigation of CR escape in the ionized ISM by Nava et al.
(2019), referred to hereafter as N19. Cosmic rays at different
energies escape from the remnant at different times depending on
the properties of the ambient ISM. In this study we discuss three
different escape models when radiative losses become impor-
tant during SNR expansion. Depending on the local CR over
pressure, CRs trigger a resonant streaming instability and pro-
duce magnetic fluctuations (Skilling 1971, 1975)2. We assume
in this study that the amplitude of the self-generated waves is
weak and treat the problem according to the quasi-linear the-
ory of CR transport (Schlickeiser 2002). In partially ionized
phases, the waves triggered by CRs are damped by ion-neutral
collisions and by nonlinear interactions with the large-scale tur-
bulence (see N16 and Farmer & Goldreich 2004). This work
provides some answers to different open questions: For how
long/far does a SNR produce CR over-density in the neu-
tral/molecular ISM? What is the space-time-dependent rate of
self-generated waves around a SNR accelerator? How can we
evaluate the impact of CR self-confinement over the grammage
(see also D’Angelo et al. 2016)? Over what distance should one
account for the effect of stronger local CR gradients?

In Sect. 2 we present our model: we describe the properties
of neutral ISM phases adopted in this study, we discuss the dif-
ferent wave-damping processes, we discuss the way CRs escape,
and we generalize the work proposed by Malkov et al. (2013)
and N16. In particular we propose variants of the escape model
based on the work of Sutherland & Dopita (2017). In Sect. 3
we present our results for each escape model for one partic-
2 We restrict our investigation to the case of the generation of resonant
slab Alfvén waves, and defer to a future study the case of the generation
of other types of kinetic or convective instabilities; see however Inoue
(2019).

ular medium at different energies. In Sect. 4 we calculate the
grammage of CRs produced during their propagation close to
their sources also considering a setup including multiple phases.
Finally, we conclude in Sect. 5.

2. The model

2.1. Partially ionized interstellar medium phases

2.1.1. Phase properties

We first describe the main physical properties of weakly ion-
ized ISM phases. We start from the assumption that the weakly
ionized ISM is composed of hydrogen and helium with a den-
sity ratio nH/nHe ≈ 13.28. The total plasma density is given by
nT = nH + nHe. For each phase, we consider a thermal plasma
using a two-fluid MHD model: each fluid (neutral and ionized)
is composed of a dominant species described by its mean mass
(µi = mi/mH and µn = mn/mH) and its density (nn and ni). We
define the ionization fraction X = ni/(ni + nn) of the plasma.
We consider the plasma to be filled with a magnetic field com-
posed of a regular and a turbulent component. The turbulent
component results from an injection of free energy at large scales
L ' 50−100 pc (see N16). The essential chemical and physi-
cal properties of cold ISM have been taken from the work of
Snow & McCall (2006) and are summarized in Table 1. These
values are subject to some uncertainties that are also included in
the table.

Neutral atomic phases. The WNM and CNM are thermally
stable solutions of the thermal instability together with the WIM
(Field et al. 1969). Both phases are composed of atomic gas. The
WNM and CNM are detected by HI emission and absorption line
surveys. For both WNM and CNM, we assume that the dominant
neutral species is atomic hydrogen (HI) while the dominant ion is
ionized hydrogen (HII) in the WNM and ionized carbon (CII) in
CNM, respectively (Snow & McCall 2006). The WNM is a rela-
tively low density medium (nT = 0.2−0.5 cm3) with a high equi-
librium kinetic temperature (6 000−10 000 K) whereas CNM is
denser (nT = 20−50 cm−3) and colder (T = 30−100 K). The typ-
ical size of the phases are difficult to derive: 21 cm line surveys
give empirical relations between the gas velocity dispersionσ and
the typical size R of the region, suggestive of a turbulent cascade
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with a scaling σ ∝ Rk, with k ∼ 0.35 (Larson 1979; Roy et al.
2008). These analyses reconstructσ from column density and line
spin temperature measurements and have R ranging between 10−2

and 100 pc. Another aspect is that these media are not isotropic
in shape but rather show elongated structures (Heiles & Troland
2003). The aspect ratio between parallel and perpendicular length
scales can be up to two orders of magnitude. We then decide to
keep a maximum length scale for these two phases of ∼100 pc
which is close to the typical size of large-scale turbulent motion
injection. We fix the phase size interval to R ∼ 1−100 pc, smaller
scales being of little interest in the framework of this study which
involves CRC with sizes larger than 1 pc.

Diffuse molecular medium. A fundamental difference
between cold atomic and cold molecular phases is the level
of penetrating UV radiation (Snow & McCall 2006). As UV
radiation decomposes molecules, molecular clouds need to be
surrounded by a shielding medium in order to conserve their
chemical equilibrium. This shield ensures a transition from an
external part composed of atomic gas (HI dominated) to a
molecular interior (H2 dominated) and has a total minimal visual
extinction magnitude of 0.2. For this medium, we assume a neu-
tral fluid composed of a mixture of 50% neutral hydrogen (HI)
and 50% molecular hydrogen (H2). As enough interstellar radi-
ation is present to photo-dissociate CO molecules, the domi-
nant ionized species is CII as in the CNM phase. The DiM is
also characterized by higher density (nT = 100−500 cm−3); see
Snow & McCall (2006). Its characteristic size is not well con-
strained; we consider typical sizes derived by Solomon et al.
(1987) from CO surveys between 1 pc to 50 pc, the upper limit
corresponding to giant molecular clouds.

We note that the properties of the phases and the dimension
of our model constrain the number of cases we can study in our
work. We use a model of CR propagation restricted to the prop-
agation of CRs along a background magnetic field, hence a 1D
model. This is the flux tube approximation (see Sect. 2.2), which
imposes that the respective sizes of the phase and the CRC be
Rphase > RCRC(tesc), where tesc is the time at which CRs at a par-
ticular energy escape from the CRC. We verify that this condi-
tion applies a fortiori to each phase in our study. Another aspect
is that the partially ionized ISM is likely a relatively inhomo-
geneous medium, and we should not expect the SNR to propa-
gate into a single phase over several tens of parsecs. To account
for this inhomogeneity we need to investigate CR propagation
in multi-phase ISM, which can require multi-dimensional sim-
ulations. This aspect is discussed in Sect. 5 and merits future
dedicated study. However, in Sect. 4 we consider an example
of multi-phase ISM in the context of the calculation of the CR
grammage.

2.1.2. Magnetohydrodynamic wave damping in partially
ionized media

Ion-neutral damping. Alfvén waves are supported by the
motion of ions. In a two-fluid model energy transfer rate oper-
ates between neutrals and ions which produces a damping of the
Alfvén waves. In the WNM phase, the ion-neutral collision rate
νin expresses the energy transfer rate from ions to neutrals and is
given in Eq. (19) of N16 by

νin = nnσvth = 2nn(8.4 × 10−9 cm−3 s−1)
( T
104 K

)0.4

, (1)

where σvth is the fractional rate of change of the proton velocity
vth averaged over the velocity distribution, nn (ni) is the neutral

(ion) volume density in cm−3, and T is the plasma temperature
in K.

In the case of a colder phase (T ≤ 50 K), such as in CNM
or DiM, the ion-neutral collision rate is expressed by (Jean et al.
2009)

νin = nn(2.1 × 10−9 cm−3 s−1) . (2)

The neutral-ion collision rate νni expresses the energy trans-
fer from neutrals to ions; it is linked with νin by the relation
(Xu et al. 2015)

νin = χνni , (3)

where χ = (mn/mi)(X−1 − 1) = ρn/ρi is the ratio between the
mass density of neutrals and ions. Ion-ion νii and neutral-neutral
νnn collision rates express the internal energy exchanges within
each fluid. In a weakly ionized plasma, νii is negligible because
of the low ion relative density. In the case of very low ioniza-
tion rates, νnn may contribute to the damping of Alfvén waves
(Xu et al. 2015). It is however found to be negligible in the cases
under study here.

As shown by Eq. (3), the quantity of energy transferred
between ions and neutrals depends on the ion/neutral plasma
mass density. If X � 1, then νin � νni controls the energy trans-
fer between ions and neutrals. The Alfvén wave dispersion rela-
tion is calculated in a two-fluid approach by Soler et al. (2013)
and has been solved using different approximations by Xu et al.
(2016) and Lazarian et al. (2004). The imaginary part of the
solution of the dispersion relation corresponds to the Alfvén
wave damping rate; it is presented in Fig. 1 for each phase by
a bold black line as a function of the energy of CRs. As in this
work we only consider CR in resonance with waves, there is
a one to one relationship between the particle Larmor radius
rL = γmc/qB0 (or energy, in the relativistic domain) and the
wave number k, such that krL ∼ 1. Here we introduce the CR
charge q, mass m, and Lorentz factor γ = (1 − (v/c)2)−1/2 where
v/c is the ratio of the speed of the particle to the speed of light.
The background magnetic field has a strength B0. We observe
two asymptotic behaviors. At low CR energy (E � eB0VAi/νin),
ions and neutrals are weakly coupled and the energy trans-
fer from ions to neutrals is maximal because their motions are
uncorrelated. The asymptotic Alfvén wave damping rate is then
given by

Γin = −νin

2
, (4)

and the Alfvén speed is the one produced by the ionic compo-
nent defined by VAi = B0/

√
4πρi. At high CR energy (E �

eB0VAχ/νin), the motions of ions and neutrals become corre-
lated and the energy transfer from ions to neutrals drops (McIvor
1977). The Alfvén waves damping rate is therefore given by

Γin = −ξnV2
Ae2B2

0

2χ−1νin
E−2, (5)

where ξn = ρn/(ρn + ρi) is the neutral fraction in the gas, and
the Alfvén speed is given by VA = B0/

√
ρn + ρi. Finally, in

the energy range [eB0VAi/νin, eB0VAχ/νin] Alfvén waves do not
propagate.

In Fig. 1 we see that the damping of Alfvén waves is stronger
in the diffuse molecular phases (DiM) than in atomic phases
(WNM, CNM). The cutoff band in the WNM is located around
10 TeV while in the other mediums it is located around 100 GeV.
We can also observe that the forbidden propagation band gets
wider as the ionization rate decreases.
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Fig. 1. Ion-neutral damping rate (Γin
d , black curves), Farmer and Gol-

dreich damping rate (ΓFG
d , red curves), and Lazarian damping rate (ΓL

d ,
blue curves) as a function of resonant CR energy. The shaded region
refers to the range of energy where the real pulsation of Alfvén waves
is not defined, which is why the turbulent damping, which depends on
the Alfvén, is not defined in this scale range.

Turbulent damping. Alfvén waves generated by CRs can
also interact with large-scale injected Alfvénic turbulence.
Although the sources of this turbulence are poorly known,
among the main contributors we can cite supernovae explosions
or galactic differential rotation (Mac Low & Klessen 2004).
Interactions between wave packets propagating in opposite
directions lead to a distortion of the wave packets. A CR-
generated wave of wavelength λ ∼ rL is “damped” when the
size of the distortion produced by the interacting wave packet is
δ ∼ λ (see Sect. 4.2 in L16). In this process, waves generated
by CRs interact with background perturbations through a three-
wave process (Ng & Bhattacharjee 1997) which leads to the pro-
duction of larger k modes. This process is called turbulent damp-
ing (see Farmer & Goldreich 2004; FG04, Lazarian 2016; L16)
and we use this term hereafter. It should be stressed that this pro-
cess does not correspond to a real damping but produces a trans-
fer of perturbations from the resonant scale to smaller scales.

In N16 we use the turbulent damping term proposed by
FG04. The authors of L16 propose an extension of the FG04
model to other turbulent regimes, including magnetosonic tur-
bulence. Their results are based on a particular approach to
the phenomenon of MHD turbulence (see Lazarian & Vishniac
1999). By adopting this model we acknowledge its limitation.
More involved discussions of wave interaction in either super- of
sub-Alfvénic turbulence can be found in Matthaeus et al. (1994),

Zank et al. (1996, 2012), Adhikari et al. (2015), albeit mostly
in the context of solar wind turbulence. Adapted to ISM, these
models may produce a different turbulent damping rate which
could modify the generality of our conclusions especially at high
CR energies where ions and neutrals are in the coupled regime of
collisions. However, the turbulent damping rate has to increase
to Fat least one order of magnitude to be competitive at 10 TeV
(see Fig. 1 below).

We now reproduce the main results obtained by L16. In the
sub-Alfvenic regime (with MA = VL/VA < 1) the turbulence at
large scales is weak mostly 2D; it cascades perpendicularly to the
mean magnetic field direction. The velocity perturbations scale
as vk = VL(kL)−1/2. Below the scale ` = LM2

a the turbulence
becomes strong and is described vk = VL(kL)−1/3M4/3

A . In the
above expression, MA = VL/VA is the Alfvénic Mach number,
VL is the rms turbulence speed at the injection scale L, and k ≡ k⊥
is the perpendicular wave number.

In the sub-Alfvenic, strong turbulence regime, (MA < 1 and
k−1 < LM4

A) the damping term is given by

ΓL,sub,A,s ≈
VAM2

A

k−1/2L1/2 for
l4/3minM4/3

A

L1/3 < k−1 < LM4
A, (6)

where MA = VL/VA is the Alfvénic Mach number, VL is the
rms turbulence speed at the injection scale L, and k corresponds
to the turbulent scale. Here, lmin corresponds to the turbulence
cutting scale and is given by the Eq. (13) below.

In a sub-Alfvenic, weak turbulence regime (MA < 1 and
k−1 > LM4

A) the damping term is given by

ΓL,sub,A,w ≈
VAM8/3

A

k−2/3L1/3 , (7)

for LM4
A < k−1 < LMA. Alternatively, if k−1 > LMA, then it is

given by

ΓL,sub,A,w ≈ M2
A

VA

L
for k−1 < L, (8)

and

ΓL,sub,A,w ≈ M2
A

VAL
k−2 for k−1 � L. (9)

In the super-Alfvenic turbulence regime (MA > 1), the turbu-
lence at scales larger than ` = L/M3

a is isotropic and hydro-
dynamic and is described by a Kolmogorov model. Below
this scale, strong turbulence applies and the cascade leads
to anisotropic velocity perturbations, again following vk =

VL(kL)−1/3M4/3
A . The damping rate is given by

ΓL,super ≈
VAM3/2

A

L1/2k−1/2 (10)

if l4/3min
L1/3 MA < k−1 < LM−3

A , and

ΓL,super ≈ VAMA

L1/3k−2/3 (11)

if k−1 > LM−3
A .

Although not trivial, the choice of the injection scale L and
the associated turbulent velocity VL is essential to characterize
the nature of the turbulence and the behavior of the turbulent
damping. Following the same assumptions as N16, we chose
L = 50 pc and VL = max(VA, cs) where VA corresponds to the
Alfvén speed in the coupled regime and cs is the sound speed.
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For each medium, this assumption leads to MA ≈ 1 because
VA exceeds cs. The MHD turbulence is in the trans-Alfvénic
turbulent regime. However, in the DiM, values extracted from
Table 1 lead to MA ∼ 5. Increasing by a factor five how-
ever does not change the impact of turbulent damping as we
limit our investigation to CRs with energies below 30 TeV. Even
at these energies, ion-neutral collisions dominate the damp-
ing of slab waves. Acknowledging the uncertainties over the
turbulence injection scale and the magnetic field strength and
densities in these media, we decided to keep a trans-Alfvénic
turbulence injection model in all of the phases under study. The
choice for the injection scale L is rather arbitrary as very little
is known about its value in the ISM. It is also very likely that L
varies depending on the position in the disk and between the disk
and the galactic halo. Typical scales of 1-100 pc are reported in
Haverkorn et al. (2008). Furthermore, several sources of turbu-
lent motion injection may compete at a given location, as may
be the case in the local ISM (Burlaga et al. 2015). Turbulence
can be injected by supernovae, massive star winds, galactic shear
motions, HII region expansion, or by CR themselves; see e.g.
Giacinti & Kirk (2017).

Figure 1 shows the two turbulent damping models. The red
solid line represents the FG04 model and the bold blue line the
L16 model. In a trans-Alfvénic regime, the turbulent damping
rate is given by

Γtrans,L04 ≈ VA

k−1/2L1/2 for
l4/3min

L1/3 < k−1 < L. (12)

The difference between the FG04 model and the L16 model
appears at

l−1
min = (2νni)3/2L1/2V−3/2

A

√
1 +

VA

2νniL
, (13)

corresponding to the low-energy cutting scale of the turbulence.
Unlike in the FG04 model, the turbulent cascade in the L16
model is cut at energies below ∼500 GeV, 1.6 GeV, and 0.4 GeV
in the WNM, CNM, and DiM phases, respectively. However,
in practice, this difference is not relevant in our study because
at low energy, the Alfvén wave damping rate is always domi-
nated by ion-neutral collisions, and the turbulent damping only
becomes dominant at high energies (∼100 TeV).

2.2. Escape of cosmic rays from supernova remnants

The process of CR leakage from SNRs is connected to the
acceleration process in the source interior. As CRs leak out,
they extract some energy flux which increases the compress-
ibility of the shocked fluid (Berezhko & Ellison 1999). High-
energy particles streaming ahead of the shock front produce
magnetic fluctuations which ensure the confinement of lower
energies at the shock (Bell et al. 2013). Until now however, no
model has been built that describes in a self-consistent way the
acceleration mechanism at the SNR strong shocks and the pro-
cess of CR escape from the accelerator (see the discussion in
Telezhinsky et al. 2012), so the transition between the following
two locations.

The source interior where the magnetic perturbations are
generated by streaming instabilities and the level of turbulence
is high (δB ∼ B0). Cosmic rays have a Bohm diffusion and their
mean free path is small (λ ∼ rL), meaning that they likely diffuse
isotropically (D‖ ∼ D⊥). The CR pressure is in excess compared
to the magnetic pressure.

The surrounding ISM where magnetic perturbations are injected
at large scale (δB � B0). The mean free path of CRs is
high (λ � rL) and they diffuse along the mean magnetic field
(D‖ � D⊥). Their pressure is in equipartition with the magnetic
pressure.
Current CR leakage models do not explain this transition and
induce an unavoidable jump in the mean free path of the
CRs (Zirakashvili & Ptuskin 2012; Reville et al. 2009; Berezhko
1996). Ptuskin et al. (2008) and Malkov et al. (2013) propose a
model to account for the escape of CRs from SNRs which is dis-
connected from the acceleration process. This model assumes
that escaping CRs progressively leak out from the source which
can be seen as a CR cloud, hence the name cosmic ray cloud
(CRC) model. The model further considers that while escap-
ing into the ISM, CRs propagate along the background mag-
netic field and that the cloud expansion is sufficiently slow to
approximate the CR transport by a 1D process (see Ptuskin et al.
2008; Malkov et al. 2013). Cosmic rays, whilst propagating
along the background magnetic field, trigger slab-type Alfvén
waves through the resonant streaming instability. The genera-
tion of self-generated turbulence produces a reduction of the
CR diffusion coefficient. Finally, the model is developed in the
quasi-linear approximation, so it is valid only in the case of well-
developed, weak turbulence, an assumption that requires verifi-
cation a posteriori. The 1D approximation for the CR transport
is valid for distances to the CRC that are shorter than the back-
ground magnetic turbulence coherence length.

In this paper, we use the kinetic code developed and pre-
sented in N16 and N19. We adapt the simulations to the case
of partially ionized phases. We again use the setup proposed by
Malkov et al. (2013) and N16. We describe the transport of CRs
and waves along magnetic field lines by solving two coupled
equations given by

∂PCR

∂t
+ VA

∂PCR

∂z
=
∂

∂z

(
D
∂PCR

∂z

)
, (14)

for the CR pressure PCR, and

∂I
∂t

+ VA
∂I
∂z

= 2
(
Γgrowth − Γd

)
I + Q, (15)

for the waves energy density I. Equation (14) governs the evo-
lution of the CR pressure PCR in time and space. The space
propagation is controlled by two processes: an advection with
the scattering centers at a speed VA and a random walk along
the background field with a diffusion coefficient D. We note
that in our case both VA and D are energy dependent. The
Alfvén speed depends on the energy regime (see Sect. 2.1.2):
if ions and neutrals are coupled, the Alfvén speed is calcu-
lated using the total density, while in the decoupled regime only
the ion density should be retained. The Alfvén speed can also
be space-dependent in case the ISM is inhomogeneous. In that
case, the above equations have to be modified (Skilling 1975;
Zank et al. 2012). It should be stressed that the above equations
are restricted to the quasi-linear theory. Any modelling of the
back-reaction of the self-generated turbulence over the back-
ground turbulence is therefore beyond the scope of this simple
model and requires the use of an MHD code properly coupled to
CR kinetics. We return to this point in Sects. 4 and 5. The diffu-
sion coefficient is D(E) = DB(E)/I(E) where DB(E) is the Bohm
diffusion coefficient (see Bell 1978a,b) and I(E) is the energy
density of the resonant Alfvén waves. The background diffusion
coefficient is defined by D0 = DISM(E/10 GeV)0.5 and has been
fixed to DISM = 1028 cm2 s−1 which is of the order of the value
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inferred from direct measurements of the ratios of CR primary
to secondary. Cosmic ray transport is linked to the turbulence by
Eq. (15). In the latter, the growth of Alfvén waves is governed by
the relaxation of the streaming instability which corresponds to
the first RHS term. Skilling (1975) gives the expression for the
growth rate:

2ΓgrowthI = −VA

W0

∂PCR

∂z
, (16)

where W0 = B2
0/8π corresponds to the magnetic energy of

the medium. The second RHS term in Eq. (15) describes the
damping of the waves due to ion-neutral collisions and turbulent
damping Γd = ΓIN + Γturb,L16. We also add the nonlinear Lan-
dau effect to handle cases where I(E) becomes sufficiently close
to one (see N16 and N19). Finally, the last term allows to con-
sider all external sources of turbulence, and we set Q = 2ΓdI0
where I0 is the background turbulence level. Hereafter, the latter
is assumed to be identical whatever the ISM phase. A detailed
investigation of the large-scale-injected turbulence in partially
ionized media is a difficult task and is postponed to a future study
(see the discussion in Xu et al. 2016).
The physical CR pressure is defined by

PCR =
4π
3c3 E4 f (E), (17)

where f (E) is the CR energy space phase function defined by

f (E) =
3c3

16π2R3
s

1
E2

dN
dE

, (18)

where Rs is the shock radius and the CR energy spectrum dN/dE
is given by

dN
dE

=
(2 − Γ)WCR

E2−Γ
max − E2−Γ

min

E−Γ, (19)

if Γ , 2 and

dN
dE

=
WCR

ln (Emax) − ln (Emin)
E−Γ, (20)

if Γ = 2. Here, WCR = 1050 erg is the amount of energy of the
SN explosion imparted into the CR pressure, and Emin = 2 ×
10−4 GeV and Emax = 2 × 104 GeV are the energy limits of the
CR spectrum.

Cosmic rays are initially confined in a region of size a =
2Rs/3 (see footnote 1 of N16 for an explanation) and an initial
pressure P0

CR. Outside, the initial CR pressure is negligible. At
the beginning of the simulation, the energy of turbulent waves is
equal to its background value I0. Following Malkov et al. (2013),
we introduce the partial pressure Π given by

Π =
VA

DB
ΦCR, (21)

where ΦCR =
∫ ∞

0 dzPCR = aP0
CR corresponds to the CR flux

across a tube section. The physical meaning of Π is discussed in
detail in N16. We can identify two regimes of CR propagation
depending on the value of Π:

If Π > max(1, τdiff/τdamp) where τdiff ≈ a2/D corresponds to
the CR diffusion time-scale and τdamp ≈ [2Γd]−1 is the damping
time scale of waves. Cosmic ray transport is nonlinear and the
streaming instability is efficient enough to produce slab waves.

If Π < max(1, τdiff/τdamp). Cosmic ray transport is linear, the CR
flux is too low to produce waves and the diffusion proceeds with
D = DISM.

If in that latter case in addition we neglect advection, the
system of Eqs. (14) and (15) becomes

∂PCR

∂t
= DISM

∂2PCR

∂z2 , (22)

where DISM = DB/IISM and

∂I
∂t

= 0, (23)

which means that I = IISM. This situation is systemati-
cally achieved after a sufficiently long time as the flux of
CRs across the tube section decreases and the condition Π <
max(1, τdiff/τdamp) is realized. In this case, the analytic solution
is given by

PCR(z, t) =
1
2

P0
CR

[
erf

(
a − z

2
√

DISMt

)
+ erf

(
a + z

2
√

DISMt

)]
. (24)

In the above framework, Malkov et al. (2013) defined the
CRC half-life time t 1

2
as the time it takes for the CR integrated

pressure in the initial sphere to be divided by two. The CRC half
time is defined by the relation

∫ +a

−a
PCR(z, t 1

2
)dz = 2a

P0
CR

2
, (25)

where P0
CR is the initial CR pressure in the cloud. To each CR

energy corresponds a particular half-life time. In order to deter-
mine at which moment and at which SNR radius a given pop-
ulation of CR escapes, N16 proposes to intersect the half-life
time evolution function resulting from the Eq. (25) t 1

2
(a) with

the solution t(RSNR) describing the time evolution of the radius
of an SNR. The approach adopted here is more relevant for type
Ia SNe which evolve in an unperturbed ISM contrary to the case
of core-collapse SNe where the wind of the stellar progenitor
shapes the ambient medium. However, if the stellar wind mag-
netic field has a relatively homogeneous structure over scales
that are larger than RSNR one may still treat the escape problem
as 1D but now using the path length along magnetic field lines.

The evolution of SNRs has been described by Cioffi et al.
(1988), Truelove & McKee (1999) and can be decomposed into
four expansion stages :

Free expansion,

t < tfree ⇒ t ∝ RSNR;

Sedov-Taylor (ST),

tfree < t < tPDS ⇒ t ∝ R5/2
SNR;

pressure-driven snowplow (PDS),

tPDS < t < tMCS ⇒ t ∝ R10/3
SNR;

momentum-conserving snowplow (MCS),

tMCS < t < tmerge ⇒ t ∝ R4
SNR.

The constant of proportionality is defined by the radius of the
SNR at the transition between the free and ST stages (see N16),
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Fig. 2. Properties of the expansion of the CRC in the ISM. Left: evolution of the half-life time of the CRC as a function of its initial radius a in
parsec units. Green, blue, red, and black solid lines refer to particle energies at 10, 102, 103, and 104 GeV. The black dashed line refers to the time
evolution of the radius of the SNR front shock in the considered phase: WNM for the top figure, CNM for the middle one, and DiM for the bottom
one. These plots have been obtained for Γ = 2.2. Right: evolution of the half-life time of the CRC derived from the left plots as a function of CR
energy. The blue solid line refers to a CR energy spectral index of 2.2 while the red dashed line refers to a spectral index of 2.0. The gray zone
corresponds to the no-wave propagation zone; it does not lead to any (a, t1/2) solution.

at this stage the ambient medium starts to dominate the SNR
dynamics.

RSNR = 5.0
(
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The SNR radius depends on the SN mechanical energy ESN
in units of 1051 ergs, the ejecta mass Mej,� in units of solar mass,
the ambient density nT in units of cm−3, and the time in kiloyears.
In order to understand the properties of the CR escaping process,
we determined for each phase (WNM, CNM and DiM) and for

each population of CRs (10 GeV, 100 GeV, 1 TeV, 10 TeV) the
time at which half of the initial CR pressure has escaped from
the CRC and to what radius the shock extends. Our results are
presented in Fig. 2.

Warm neutral medium. In the WNM phase, we recover the
results obtained in N16 (see Fig. 2 upper row). We observe that
low-energy CRs escape late, at 10 GeV Resc ≈ 25 pc and t 1

2
≈

42 kyr, at the start of the radiative stage. As energy increases, the
radius and escape time decrease linearly. We note that the escaping
process is nonlinear (Π ≈ 7× 103, 2× 103, 0.5× 103 � 1) at 10,
100, and 1000 GeV respectively meaning that the self-generated
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turbulence can –a priori– confine particles near the source. How-
ever, even if the growth rate is high it has to be compared with
the damping rate, which can itself also be high. This comparison
is the object of Sect. 3. We do not find any escaping solution for
10 TeV CRs. Figure 1 shows that Alfvén waves do not propagate,
hence particles cannot trigger any waves and their propagation is
mostly controlled by perturbations at scales larger or equal to their
Larmor radius (Yan & Lazarian 2004).

Cold neutral medium. In the CNM phase, the description
of the CRC expansion is more complex (see middle row of
Fig. 2). Cosmic rays escape earlier, but the radiative stage of
the SNR occurs also earlier. Cosmic rays at 10 GeV escape the
latest (∼9 kyr) at a shock radius of ∼5 pc. The solutions have
Π ≈ 31 × 103, 4 × 103, 25, 4 � 1 or >1 at 10, 100, 103 and
104 GeV, respectively. At energies of 100 GeV and 1 TeV, CRs
escape at a similar time (∼1.2 kyr) and radius (∼2.7 pc). This is
due to the fact that the damping rate of 1 TeV waves occurs in the
coupled ion-neutral collision regime and hence drops by a factor
100 with respect to the damping of low CR energy. At 10 TeV,
CRs are released at a small radius (<2 pc), hence their pressure
gradient is still high.

Diffuse molecular medium. In the DiM phase, the self-
generated turbulence has larger amplitudes than in the CNM
and the WNM (see Fig. 2, lower row). This is essentially due
to the small escaping CR radius which is a consequence of SNR
dynamics in a medium with a high density. Generally, CRs in
the DiM escape earlier than in the CNM and they all escape dur-
ing the radiative phase, which also occurs earlier. At 1 TeV, CRs
seem to escape slightly before 10 GeV CRs. Similarly to the case
of CNM, this is due to the difference between the damping rates
in the coupled and decoupled regimes. Figure 1 also shows that
the turbulence in resonance with 100 GeV CRs is immediately
damped explaining their linear diffusion. The half-life time of
the CRC at 10 TeV is very small (∼0.07 kyr) and its radius is
also quite small (<1 pc). This produces substantial turbulence;
values of Π are about 97×103, 16, and 9 at 10, 103, and 104 GeV,
respectively.

It is also possible to study the CRC expansion properties
by observing the cloud half-life time evolution as a function of
the CR energy (see left parts of Fig. 2). In the WNM, the half-
life time decreases linearly with the energy of CRs. Low-energy
CRs are efficiently confined while high-energy CRs propagate
quasi linearly. In the colder phases (CNM, DiM), we observe
a gap around the energies corresponding to the nonpropagating
turbulence range followed by a plateau due to the substantial
level of self-generated turbulence connected with the drop of the
damping rate. At very high energies, the half-life time decreases
again because CRs are injected with an energy spectrum with
power-law of negative index, this means that the highest energies
account for less pressure. We also performed simulations with a
harder CR spectrum with Γ = 2.0 but keeping the same power
imported into CRs, the half-life time decreases at low energy
because of the decreasing value of the pressure but this effect is
not strong (see the right-hand panels of Fig. 2). At high energy
the effect is inverted because of the generation of larger numbers
of Alfvén waves due to the higher level of CR pressure.

In Table 2 we summarize four different turbulence regimes
operating in the phases under study. The production of self-
generated turbulence can be seen to depend on the wave growth
rate and the wave-damping rate imposed by the density and the
ionization rate of the external medium. Let us briefly describe
them.

Table 2. Different self-generated turbulence regimes as functions of the
CR streaming instability growth rate and the Alfven waves damping rate
by the medium.

a2I0Γd
DB
� 1 a2I0Γd

DB
� 1

a2I0Γg

DB
� 1 dI

dt ≈ 2ΓgI dI
dt ≈ 2(Γg − Γd)I

Regime 1 Regime 2
a2I0Γg

DB
� 1 dI

dt ≈ 0 dI
dt ≈ −2ΓdI

Regime 3 Regime 4

Notes. The expressions a2I0Γd/DB (a2I0Γg/DB) represent the normal-
ized damping (growth) rate.

Regime 1 is that of strong nonlinear propagation. It repre-
sents the case where the wave growth rate is strong which is the
case when the escaping radius is small, and the damping rate
is reduced as in the coupled regime. This is the regime investi-
gated by Malkov et al. (2013). The self-generated turbulence rate
is growing almost exponentially with time leading to a strong
CRs confinement. This regime is represented by a continuous
decrease of the CR diffusion coefficient between t1/2 and 4t1/2
which is the typical limit time investigated in this study (see also
N16 and N19).

Regimes 2 and 3 are transitory. Regime 2 corresponds to the
case where the wave growth rate is high and the damping rate
is strong, but still the difference between the two rates is small.
Regime 3 corresponds to the case where the streaming instability
is weak but produces waves weakly damped by interaction with
the plasma. These regimes are represented by a decline followed
by a growth of the CR diffusion coefficient between t1/2 and
4t1/2.

Regime 4 is the regime dominated by the damping process.
It represents the case where the waves growth rate is small which
is the case when the CRC radius is large, and the damping rate
is strong. This regime is represented by a continuous growth of
the CR diffusion coefficient between t1/2 and 4t1/2.

2.3. Alternative escape models

In the model presented above and in N16 it is necessary to
check that the shock speed is always larger than 110 km s−1

which corresponds to the limit speed below which the shocked
medium does not generate UV radiation and cannot ionize
the precursor medium (Shull & McKee 1979). In that case,
ion-neutral collisions quickly damp any magnetic fluctuations
(Sutherland & Dopita 2017). We have checked in our simula-
tions that the speed of the shock at the escape time of the lowest
CR energies is always greater than this limit.
Another aspect associated with the ionization radiation pro-
duced by the shock wave is the possibility to have extended ion-
ization fronts in the upstream medium (Zirakashvili & Ptuskin
2018). This effect is possibly expected for fast adiabatic shocks
(Allen et al. 2008). Extended ionization precursors if they exist
should rather be expected in the WNM, whereas in denser media
their extension should be reduced by a factor 1/nH where nH is
the hydrogen density. Balmer dominated shocks however show
limited extension of a few percent of the SNR size of the heated
gas precursors (Lee et al. 2007).

However, the way CRs escape strongly depends on the evolu-
tion of the magnetic perturbations in the shock precursor, espe-
cially once the SNR has entered the radiative phase. We now
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Table 3. Values of the half-life time and their associated escaping radii
for the three models in this study at low energy.

Phase WNM CNM DiM
ECR [GeV] 10 10 10−103

aesc (pc) 24.7 4.95 2.00−2.12 Model P
tesc (kyr) 42.1 8.22 2.99 − 3.46
aesc (pc) 20.8 3.14 1.22 Model F
tesc (kyr) 24.2 1.90 0.510
aesc (pc) 28.0 5.42 2.33 Model S
tesc (kyr) 60.7 11.0 4.66

Notes. We only retained CR energies where we have differences
between the different models.

consider two extreme cases of CR release in the ISM which
reflect our ignorance of the process. Hereafter, we refer to model
P (for primary), the escape model presented in N16 and N19 and
above. Model P is the model default hereafter unless otherwise
specified.

In order to differentiate the escaping solutions obtained with
the alternative models from the ones obtained with the main
model, we refer to the SNR escaping radius variable as aesc and
the CR escaping time as tesc. These are analogous to the variables
a and t 1

2
but are obtained from different physical assumptions, as

described below (they are identical in model P).
Model F (fast). Magnetic field fluctuations are rapidly

damped in the precursor once the shock enters the radiative
phase implying that all accelerated particles are released at
a(E) = RPDS if E < E∗. Here, E∗ is the maximal energy of
particles escaping at the start of the radiative phase in model
P, and depends on the properties of the external medium. As a
consequence, we observe in Table 3 that the radii and escaping
times of CRs drop with respect to the values obtained in model
P. As escaping radii are smaller, the wave growth rate increases
leading to stronger nonlinear propagation effects with respect to
model P.

Model S (slow). We suppose that the shock precursor is
sufficiently ionized. Once in the radiative phase, the fluid is
compressed and all particles that have not yet escaped at tPDS
stay confined until the shock velocity drops below 110 km s−1.
In this case we observe in Table 3 that the radii and the escaping
times of CRs are large and the propagation is less nonlinear with
respect to the model P.

3. Cosmic ray-propagation results

We performed simulations of CR propagation in homogeneous
realizations of WNM, CNM, and DiM phases at different CR ener-
gies: 10 GeV, 100 GeV, 1 TeV, and 10 TeV. We investigated the
time-dependent transition between the CRC and the CR back-
ground. We note that in order to avoid any nonphysical pressure
gradients at small escape times (<t 1

2
) we smooth the initial pres-

sure step by a hyperbolic tangent that is 1% of the escape radius.
We adopt absorbing boundaries at z = 0 and z = zmax = 500 pc.

The results are presented in the appendix in Figs A.1-1, A.2-2,
A.3-3 for the WNM, A.4-1, A.5-2, A.6-3 for the CNM, and A.7-
1, A.8-2, A.9-3 for the DiM and for the three different escape mod-
els (modelP: 1, modelF : 2 and modelS: 3). The color-code refers
to the different ISM phases: yellow for WNM, green for CNM,
and orange for DiM. The figures are separated in three parts. The
upper part represents the spatial distribution of the CR pressure.

The black dotted line represents the initial CRC pressure, and the
blue, green, and red lines represent the simulation state at t 1

2
/4, t 1

2
,

and 4t 1
2
, respectively, as in N16. We added when necessary two

more solutions in brown and pink at 50t 1
2

and 103t 1
2
, respectively,

at high energies in the CNM and DiM phases to account for the
slow dilution of the CRC when the damping rate drops. Dotted
lines represent test-particle (TP) solutions while full lines repre-
sent numerical solutions. The middle part represents the spatial
evolution of the CR pressure gradient along the mean magnetic
field at the three above times. The bottom part represents the spa-
tial evolution of the diffusion coefficient with time compared to
DISM drawn with a black dotted line.

In the following sections, for each setup, CR leakage prop-
erties are described and associated qualitatively to a simplified
propagation model as described in Table 2. The level of nonlin-
earity depends on the competition between the growth rate and
damping rate. At t1/2 we use “turbulence generation length” to
refer to the width over which the turbulence growth rate exceeds
the damping rate. This width is expected to decrease with time.

3.1. Warm neutral phase

Figure 2 shows our solutions in the WNM phase for model P.
In this phase the CR escape begins at the start ST phase and
ends at the start of the radiative phase. A general trend shows
that the highest energies escape first, a result already obtained
by N16. Figure A.1 shows the evolution of the CR pressure, the
CR pressure gradient, and the diffusion coefficient evolution in
space at three different times, t1/2/4, t1/2, and 4t1/2.

At 10 GeV, CRs escape late (t 1
2
≈ 42 kyr, see Fig. 2) when

the shock radius is about 25 pc, at the beginning of the radiative
phase. With the exception of early times, numerical solutions are
close to TP solutions (see Fig. A.1). The maximum pressure gra-
dient (10−32 erg/cm4) is reached at t 1

2
/4 but is not strong enough

to induce self-generated turbulence at rates much in excess of the
background turbulence. This solution closely resembles regime
4, described above. The width of self-generated zone turbulence
is about ∼50 pc.

At 100 GeV, CRs escape at ∼7 kyr when the shock radius is
about 13 pc in the ST phase. This implies that the CR pressure gra-
dient is higher, especially at earlier times (1.8 kyr) where it reaches
∼10−30 erg/cm4. At these early times, CRs generate a noticeable
amount of turbulence but as the SNR shock expands, the CR gra-
dient drops and our solutions converge to the TP case. Between t 1

2

and 4t 1
2

we observe that diffusion coefficients are close to the inter-
stellar one. The width of generated turbulence is about ∼40 pc.
Because the level of self-generated turbulence is at first high, it is
best described by regime 2.

At 1 TeV, CRs escape at ∼1.5 kyr when the shock radius is
about 6.4 pc still during the ST phase. At early times, CRs have a
high pressure gradient but the generated turbulence is low because
the most important part of them escape later than t 1

2
. At this time,

the value of the CR pressure gradient is about∼5×10−31 erg cm−4

leading to a diffusion coefficient lower than 1028 cm2/s. However,
this turbulence is quickly damped because ions and neutrals are
in the weakly coupled regime. The width of generated turbulence
is ∼40 pc. It is again best described by regime 2.

In model F , most CRs escape before the beginning of the
radiative phase. Only 10 GeV CRs escape at the beginning of
this phase at tesc ≈ 24 kyr with aesc ≈ 21 pc similarly to model
P. As a consequence, the self-generated turbulence is stronger
as showed in Fig. A.2. At tesc/4, the diffusion coefficient is about
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∼5 × 1026 cm2 s−1 and increases gradually to 2 × 1027 cm2 s−1 at
tesc to recover its interstellar value at 4tesc. The generated turbu-
lence width is similar to model P but the ratio Γg/Γd is larger.
This case is best described by regime 2.

In the model S, most CRs escape before the beginning of the
radiative phase except CRs at 10 GeV which escape later during
the transition tPDS − tMCS in the radiative phase, that is, at tesc ≈
60.7 kyr when the shock radius is about 28 pc. Our results are
shown in Fig. A.3. In this case, the growth rate is weak and our
solutions fall into regime 4. Numerical solutions follow thse of
the TP case.

In summary, we find results similar to those obtained in N16.
We show that at 10 TeV, CRs propagate following the TP case.
We find, as expected, no strong differences among the three
escape models with the exception of the propagation of 10 GeV
CRs where nonlinear effects are stronger in model F and weaker
in model S.

3.2. Cold neutral phase

Figure 2 shows that in model P, in the CNM, CRs from 10 GeV
to 10 TeV escape between the end of the ST and the beginning of
the radiative phase. The solutions (a, t1/2) do not follow a linear
trend as in the case of the WNM. Indeed, around 1 TeV, CRs are
more strongly confined as can be seen in Fig. A.4. Compared
to the WNM case, CRs escape earlier in the CNM because of
the SNR shock dynamics (see Eq. (26)) as well as the CRC
expansion properties whose essential parameters are the initial
pressure and the value of the nonlinear diffusion coefficient.
Test-particle solutions are identical for all phases (see Eq. (24)).

At 10 GeV, CRs escape at t1/2 ≈ 8 kyr when the cloud size
is small (a = 5 pc). The SNR shock is in the radiative phase.
Figure A.4 shows that the solutions are relatively close to the
TP ones. At t1/2/4, the CR pressure gradient is high and reaches
∼10−28 erg cm−4 but then decreases rapidly to 10−30 erg cm4 at
t1/2 and the self-generated turbulence level drops accordingly. At
4t1/2, the self-generated Alfvén waves are completely damped
and the linear propagation regime is recovered. This case is
described by the regime 2.

At 100 GeV, CRs escape early (t1/2 ≈ 1.2 kyr) during the ST
phase when the cloud size is about 2.7 pc. As shown in Fig. A.4,
the CR pressure gradient is ∼10−28 erg cm−4 and then slightly
decreases until t1/2 to finally drop below 10−30 erg cm−4 at 4t1/2.
Diffusion is substantially suppressed (D ∼ 1026−1027 cm2 s−1)
until t1/2. After this time, the solution converges to the TP case.
This case is described by regime 2.

At 1 TeV, CRs escape at the same time as 100 GeV CRs
(∼1.15 kyr). The generated turbulence rate is the same as for
100 GeV CRs and the diffusion is highly suppressed (D ∼
3 × 1026 cm2 s−1). The distance over which turbulence is gen-
erated however is different between the two energies (∼40 pc
at 1 TeV versus ∼ 20 pc at 100 GeV). The associated turbu-
lence regime is regime 1 at earlier times. Here the solutions are
well approximated by the solutions of Malkov et al. (2013). At
4t1/2, waves are damped and the linear propagation regime is
recovered.

At 10 TeV, CRs escape during the ST phase (t1/2 = 0.1 kyr)
when the cloud size is about 1 pc. At t1/2/4, the CR pressure
gradient is high, about 10−27 erg cm−4, and the diffusion coef-
ficient is ∼1027 cm2 s−1. The pressure gradient then decreases
gradually during the simulation while the diffusion coefficient
decreases gradually from ∼1027 cm2 s−1 to 1026 cm2 s−1 at 50t1/2.
This effect is a consequence of the weak damping rate of waves
at 10 TeV (see Fig. 1). At this energy, the damping time of waves

is about 100 kyr. Suppressing the damping term in the equation
is a good approximation to describe the propagation which is
described by regime 1 and the solutions derived in Malkov et al.
(2013). Furthermore, the distance at which significant turbu-
lence is generated is large, about ∼100 pc. We find a ratio of
δB/B0 ∼ 0.8. In order to prevent the level of self-generated tur-
bulence from overtaking the quasi-linear regime we include the
effect of nonlinear Landau damping and the effect of perpendic-
ular diffusion by modulating the solution along the background
magnetic field with a perpendicular dilution. At each time step,
we calculate a new pressure given by

Pnew
CR (z, y = 0, t) =

1
2

Pold
CR×

(
erf(−∆y2/4D⊥∆t) + erf(∆y2/4D⊥∆t)

)
, (27)

where D⊥ = I2D‖ and the spatial step perpendicular to the mean
magnetic field direction is ∆y = ∆z =

√
2CD‖∆t, where C = 0.2

is the CFL constant. In practice, the impact of the perpendicular
diffusion is found to be limited. At late times, the CR distribution
slowly converges to the TP solution. These solutions are however
at the limit of validity of the quasi-linear theory. This point is
discussed in Sect. 3.4.

Figure A.5 shows the solutions of model F . Cosmic rays
escape before the start of the radiative phase except at 10 GeV
where the escape proceeds at the start of the radiative phase with
tesc ≈ 1.9 kyr when the shock radius is about ∼3 pc. In that case,
numerical solutions are highly nonlinear over a large distance
of ∼20 pc. Pressure gradients are high with ((∂PCR/∂z)max ≈
1027 erg cm−4, and Dmin ≈ 5×1024 cm2 s−1) testifying to a strong
turbulence rate. In this model, the propagation regime is regime
2 but the growth rate exceeds the damping rate until 4tesc.

Figure A.6 shows the solution of model S. Cosmic rays
escape before the start of the radiative phase except at 10 GeV
where CRs escape between the PDS and the MCS phase at
tesc ≈ 11 kyr when the cloud size is about 5.4 pc. Only the
solution at tesc/4 shows nonlinear behavior and reduced diffu-
sion coefficients (∼1026 cm2 s) over a spatial range of 20 pc. At
later times the turbulence is gradually relaxed and we tend to the
propagation in regime 2 where Γd becomes higher than Γg. As
expected however the solutions are less nonlinear with respect
to model P.

In summary, model P solutions at high energy (10 TeV) are
in the nonlinear regime over a long time even if the growth rate
decreases with time because the damping in the coupled regime
has dropped. Comparing model P with the two other models
we find that the results are the same for 100 GeV, 1 TeV, and
10 TeV CRs for the three escape models. However, at 10 GeV,
CRs are strongly confined in model F . At this energy, diffusion
is strongly suppressed by a factor exceeding 1000 with respect
to standard values.

3.3. Diffuse molecular phase

Figure A.7 shows our results for model P in the DiM phase. We
find that here, CRs escape slightly earlier, and from a smaller
cloud than in the CNM phase. This has important consequences
on the level of self-generated turbulence and on the CRC expan-
sion properties. The confinement time of CRs as a function of
their energy does not evolve in a monotonic way. In particular
we observe that at 1 TeV and 10 TeV CRs are well confined.

At 10 GeV, CRs escape at t1/2 = 3 kyr during the radiative
phase when the cloud size is about 2 pc. The solutions at t1/2 and
4t1/2 deviate from the TP ones. Diffusion is suppressed (Dmin ≈
5×1025−2×1026 cm2 s−1) but the self-generated turbulence drops
at 4t1/2 and this case falls into regime 2 with Γd > Γg. The width
over which turbulence is produced is about 17 pc.
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At 1 TeV, CRs escape relatively late (t1/2 ≈ 2.4 kyr) during
the radiative phase when the cloud size is about ∼1.9 pc. High
CR pressure gradients suggest that self-generated turbulence lev-
els are high (∂PCR/∂zmax ≈ 10−28 erg cm−4 at t1/2/4 and t1/2)
which is confirmed by the values of the diffusion coefficients
(Dmin ≈ 2×1026 cm2 s−1 for t1/2/4 and t1/2). The turbulence level
decreases very slowly at 4t1/2 : (∂PCR/∂z)max ≈ 10−29 erg cm−4

and Dmin ≈ 1027 cm2 s−1. This case is associated to regime 2
where Γg > Γd.

At 10 TeV, CRs escape very early (t1/2 = 0.07 kyr) dur-
ing the ST stage when the cloud size is about 0.75 pc. The
growth rates are high with (∂PCR/∂z)max ≈ 10−27 erg cm−4 and
Dmin ≈ 3×1026−×1026 cm2 s−1. Turbulence production increases
with time as in the case of 10 TeV CRs in the CNM and rapidly
reaches a high turbulence regime with δB/B ∼ 0.8. Nonlin-
ear Landau damping and dilution by perpendicular diffusion
are both included. This case corresponds to regime 1 where
Γg � Γd. We note that the solution at t = 103t1/2 shows a slight
increases at z ∼ 400 pc, this corresponds to a boundary effect
which has no impact on the solution.

Figure A.8 shows the solutions for model F . Cosmic rays at
100 GeV and 10 TeV escape during the ST phase while those
at 10 GeV and 1 TeV escape at the beginning of the radia-
tive stage at tesc ≈ 0.5 kyr when the cloud size is about
∼1.2 pc. Turbulence levels are higher than in the model P:
(∂PCR/∂z)max ≈ 10−26 erg cm−4 and Dmin ∼ 1025 cm2 s−1 in the
case of 10 GeV CRs. We observe that turbulence levels remain
constant over a width of about 50 pc. These solutions correspond
to propagation in regime 2 where Γg > Γd. Solutions at 1 TeV are
strongly nonlinear. The maximum value of the CR pressure gra-
dient is about ∼10−27 erg cm−4 and remains constant throughout
the simulation while the turbulence rate increases with time (at
tesc/4, Dmin ≈ 2 × 1025 cm2 s−1 while at 4tesc this value becomes
lower than 1025 cm2 s−1) over a width of about 40 pc. The CRC
then relaxes towards the TP solution at later times. The waves
growth rate is highly dominant and is in line with the propaga-
tion regime 1.

Figure A.9 shows the solutions for model S. At 100 GeV
and 10 TeV, CRs escape during the ST phase while those at
10 GeV and 1 TeV escape during the radiative phase at tesc =
tPDS = 4.7 kyr when the cloud size is about 2.3 pc. At 10 GeV,
turbulence levels are relatively weak compared to model P.
Only CRs escaping before tesc/4 produce noticeable turbulence
(Dmin ∼ 1026 cm2 s−1). The damping rate dominates at later times
implying that the propagation regime is regime 4. At 1 TeV, CRs
produce turbulence until relatively late times but finally relaxe to
the TP solution.

In summary, we find the same trend as for the CNM at high
energy: we believe the diffusion to be in the nonlinear regime
because the damping rate drops. Comparisons between the mod-
els show that the results are the same for 100 GeV and 10 TeV
CRs because they escape before the beginning of the SNR radia-
tive stage and the shock velocity is higher than 150 km s−1.
However, the propagation properties of the 10 GeV and 1 TeV
CRs depend on the escape model. In model F the turbulence
level is higher and increases with time compared to the solu-
tions of model P. Model S shows less nonlinear solutions, as
expected.

3.4. Propagation at high energies

Here we comment over our solutions at 10 TeV in the CNM
and DiM phases. At this energy diffusion is found to be highly
nonlinear because of the drop of the damping term and because

escape occurs with small CRC sizes. Relaxation towards the TP
indeed occurs, although it does take a longer time with respect
to smaller energies. However, our solutions are at the limit of
validity of the quasi-linear theory and should be considered with
some care. These cases require that the 2D diffusion be properly
taken into account. This effect should contribute to diluting the
local CR gradient and to decreasing the level of self-generated
turbulence. In the meantime we also note that CRs at this energy
have a large diffusing flux, meaning that they can trigger a large
current that can further amplify magnetic perturbations through
the triggering of the nonresonant streaming instability (Inoue
2019), producing further confinement. These two aspects how-
ever require a much more demanding numerical effort. Finally,
our injection model is crude and more specific modeling is
required find the phase of the SNR evolution at which CRs at
high energy escape. All these aspects will be investigated in a
forthcoming study.

4. Discussion: Residence time and grammage
calculations

The grammage of CRs is defined by the density column of matter
crossed by CRs along their pathway in the ISM. This quantity is
highly dependent on the particle transport properties. The gram-
mage is defined by X ≈ 1.4mpnTcτres where τres is defined as
the CR residence time. At galactic scales, this time is observa-
tionally inferred from secondary to primary ratios as is the case
for boron (B) to carbon (C). However, this measurement is an
average over the whole CR journey in the Galaxy and it includes
the transit in the galactic disc and in the halo. In order to more
appropriately calculate the CR pathway, it is important to eval-
uate the contribution of the propagation close to the CR sources
where it is anticipated that the CR self-generated turbulence may
control CR transport (D’Angelo et al. 2016).

We consider two ISM configurations. First, we calculate the
residence time in the case of homogeneous phases as a function
of the particle energy in Sect. 4.1, and subsequently we consider
cases with multiphase ISM configurations in Sect. 4.3.

4.1. Single-phase studies

In our semi-cylindric 1D problem configuration the residence
time is defined as the characteristic time for a CR to escape from
the CRC to a fixed distance z∗. We derive τres using a method
based on the fact that the CR trajectory outside the CRC is dom-
inated by diffusion (an assessment which we have verified). The
residence time is calculated from an average of the square of the
diffusion distance (see N19):

z2
∗ =

∫ ∞
0 z2PCR(E, z, τres)dz
∫ ∞

0 PCR(E, z, τres)dz
· (28)

Once z∗ is fixed, we deduce τres by balancing the two terms
of Eq. (28).

We calculate the CR residence time (τres) and the associ-
ated grammage (X) in a given ISM configuration. The results
are presented in Fig. 3 for the WNM (top), CNM (middle), and
DiM (bottom). Solutions derived are represented by a continu-
ous line. The positions z∗ from the cloud center are indicated
by different colors: black (10 pc), red (30 pc), blue (50 pc), and
green (100 pc). All calculations are realized in the framework of
model P (see Fig. 2).
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Fig. 3. Grammage (right vertical axis) and residence time (left vertical
axis) of CRs as a function of their energy in three different phases of
the ISM : WNM (top), CNM (middle), and DiM (bottom). Solid lines
show the results obtained at different distances z∗ from the center of the
source: green (100 pc), blue (50 pc), red (30 pc), and black (10 pc). The
shaded region marks the no-wave propagation zone. Oscillations at high
energy in the CNM and DiM are due to the limited energy resolution
used to reconstruct the different curves.

4.1.1. Warm neutral medium

In the WNM at z∗ = 100 pc (z∗ = 50 pc and z∗ = 30 pc
respectively), the grammage evolves as E−0.5 and is about X =
0.1 g cm−2 (X = 4 × 10−2 g cm−2 and X = 2 × 10−2 g cm−2 ,
respectively) at 10 GeV and decreases linearly to reach X =
10−2 g cm−2 (X = 2 × 10−3 g cm−2 and X = 1 × 10−3 g cm−2

respectively) at 3 TeV.
In the WNM, we find in Sect. 3 (see also Fig. A.1) that

nonlinear effects are weak at almost all energies because ion-
neutral interactions proceed in the decoupled regime. This
reflects the solutions obtained by the two methods as both show
a trend with a grammage which can be parametrized as X '
XWNM(E/10 GeV)−0.5, with XWNM ' 0.1 g cm−2. This grammage
evolution is characteristic of the transport in the background
turbulence.

4.1.2. Cold neutral medium

In the CNM at z∗ = 100 pc (z∗ = 50 pc and z∗ = 30 pc,
respectively), the grammage evolves as E−0.5 and is about X =

10 g cm−2 (X = 3 g/cm2 and X = 1.5 g cm−2 respectively) at
10 GeV. The grammage in this model is not defined around
300 GeV due to the Alfvén waves nonpropagation band (see
Fig. 1). We then see a slight softening of the slope around 3 TeV
and a hardening up to 10 TeV where the grammage reaches
X = 4 g cm−2 (X = 2 g cm−2 and X = 1 g cm−2, respectively).

At low energy (E < 300 GeV), the grammage approximately
follows X ∝ E−0.5 which is characteristic of the propagation in
background turbulence. The discussion in Sect. 3 and the results
in Fig. A.4 show a trend very similar in the CNM and WNM at
these energies. We do not have any solution around 300 GeV
associated to the forbidden propagation zone. In that energy
regime, the transport is completely controlled by the background
turbulence. Above 300 GeV we can explain the change of behav-
ior by the fact that diffusion is suppressed (D ∼ 5×1026 cm2 s−1)
until we reach the half-life time of the CRC. At high energies, the
diffusion is even more suppressed over larger scales and longer
times which results in an increase of the grammage. We empha-
size however that the turbulence levels obtained in this con-
figuration are at the limit the quasi-linear CR transport theory,
and more realistic calculations (including 2D effects, improved
escape model, and the triggering of other types of instabilities)
should lead to a more accurate estimation.

4.1.3. Diffuse molecular

In the DiM at z∗ = 50 pc (z∗ = 30 pc and z∗ = 10 pc, respec-
tively), the grammage value is about X = 40 g cm−2 (X =
20 g cm−2 and X = 4 g/cm−2, respectively) at 10 GeV. We do not
have any values of the CR grammage between 20 and 100 GeV
because of the absence of escaping solutions due to the nonprop-
agation of Alfvén waves. Beyond 3 GeV, we observe a softening
up to 10 TeV for z∗ = 30 pc and z∗ = 50 pc. Close to the source
(z∗ = 10 pc) we observe that the grammage decreases more
strongly up to 3 TeV and then hardens between 3 and 10 TeV,
where it finally reaches X = 5 g cm−2 (X = 1.5 g cm−2 and
X = 0.2 g cm−2, respectively).

In the DiM, we observe that the grammage evolution with
the CR energy is modified compared to the low-energy CNM
values and those in the WNM. Softer slopes are induced by
stronger CR confinement at high energy (see Appendix A.7).
The confinement effect is also visible in the CR pressure
distribution.

4.1.4. Single-phase study

In the WNM, the grammage does not exceed 0.1 g cm−2 at
10 GeV and scales as E−0.5. Still at 10 GeV, in the CNM and
DiM the grammage is higher, namely ∼10 g cm−2 for the CNM
and ∼20 g cm−2 for the DiM. These values are large, but it should
be borne in mind that the CNM and DiM cover only a small frac-
tion of the galactic disk volume, hence these media likely only
contribute to a small fraction of the total grammage of the CR
detected on Earth. Nonetheless, these results also show that the
CR grammage may vary considerably depending on the location
in the ISM. This could have implications for the production of
light elements in the cold ISM located close to a CR source. The
unexpected result we find is obtained at high energy where the
grammage increases with the energy in the CNM and DiM. High
values are found at 10 TeV of the order of 2 g cm−2 and 5 g cm−2

at 50 pc from the source in the CNM and DiM, respectively. Here
again, due to the small volume-filling factor of these phases, we
do not expect to have a strong contribution to the CR grammage
at these energies. Furthermore, these values are likely overesti-
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mates since the results at these energies and in these phases are at
the limit of the validity of quasi-linear theory. Finally, the results
are obtained for a homogeneous ISM. More realistic multi-phase
calculations are presented below for low CR energies and in a
forthcoming work for all CR energies.

4.2. Hadronic collision losses

While propagating in dense media, CRs are subject to proton-
proton (pp) collisions and energy losses. The typical loss time
by pp interaction is

tloss,pp =
(
KppσppnHc

)−1
, (29)

where Kpp ' 0.2 and σpp ∼ 30 mbarn is the pp collision
cross section at the interaction threshold and is only increasing
with the logarithm of the particle kinetic energy (Kafexhiu et al.
2014). We have checked that even in the DiM at high energy
we always find tres/tloss,pp � 1. Cosmic rays then propagate in
dense phases without suffering strong losses, which can then be
a fortiori neglected in Eq. (14).

4.3. Multiple-phase studies

We extend our study to more realistic ISM environments by cal-
culating the CR grammage in an inhomogeneous ISM. We restrict
our analysis to CR energies at 10 GeV for three reasons: (1) it is in
that energy domain that the grammage has been primarily derived
from secondary to primary direct measurements, (2) in this energy
domain the self-generated turbulence possibly controls the CR
propagation in the ISM (Blasi et al. 2012), and therefore this is
a good regime to test the impact of such turbulence over CR prop-
agation in different media, and (3) in the decoupled ion-neutral
regime the Alfvén speed is to be taken with respect to the ion den-
sity; it does not vary significantly from one phase to another. This
means that CRs do not suffer from strong adiabatic losses while
propagating from one medium to another, and therefore Eqs. (14)
and (15) are still a good approximation to describe CR and wave-
coupled evolution. At high energies, ion-neutral collisions occur
in the coupled regime, and the Alfvén speed is to be taken with
respect to the total gas density. The Alfvén speed varies consider-
ably and then the kinetic equations for particles and waves have to
be generalized. This requires a more complete modeling, which
is postponed to a future work.

For the multiple-phase case, we propose two setups from the
least-dense to the densest phase:

Setup 1: The CRC evolves first in a WNM phase up to a
distance of 50 pc where it reaches a CNM phase up to 130 pc.
Beyond this distance, the WNM is retrieved up to 200 pc which
is the limit of our simulation box.

Setup 2 : This setup is structured in the same way as Setup 1
except that we set a DiM cloud in the middle of the CNM phase,
between 80 and 100 pc.

In order to avoid strong pressure and diffusion coefficient
discontinuities between phases, all space-dependent variables
appearing in Eqs. (14)–(15) are smoothed with a hyperbolic tan-
gent function of a width equal to 3 pc. This transition can be
changed and we verified that it does not affect the overall results
of the grammage calculation. Our results are presented in Figs. 4
and 5 for the space-time evolution of the CR pressure and dif-
fusion coefficient and for the grammage, respectively. In both
figures, for each setup, WNM, CNM, and DiM phases are repre-
sented by green, orange, and red colors, respectively. In Fig. 4,
the plot in the top left hand corner shows the evolution of the CR

pressure at times corresponding to those chosen for the simula-
tion of the expansion of the CRC in the WNM at 10 GeV. The
plot in the bottom left corner shows the evolution of the diffusion
coefficient. Cosmic ray pressures and diffusion coefficients are
normalized to the solution obtained in the WNM case. In the top
right corner, CR pressures for Setup 1 (solid line) are compared
to those of Setup 2 (dashed line). In the bottom right, the diffu-
sion coefficients for the three setups (WNM: dotted line, WNM-
CNM: solid line, WNM-CNM-DiM: dashed line) are compared
to those of the TP solution. In Fig. 5 the CR residence time is
represented in the left plot while the CR grammage is shown in
the right one.

In order to simplify our analysis we use αi =PCR,i(z, t) /
PCR,WNM(z, t) and βi = DCR,i(z, t)/DCR,WNM(z, t) where i = 1, 2:
the ratio between CR pressure and diffusion coefficients of the
setup i with the CR pressure and diffusion coefficients in the case
of a propagation in an homogeneous WNM (see Fig. A.1).

4.3.1. Setup 1: WNM-CNM

For this setup, Fig. 4 shows that the CR pressure distribution
is modified by ∼10% compared to the case of propagation in a
homogeneous WNM. At 10.52 kyr, the curve (blue solid line)
follows the same behavior as in the homogeneous WNM case
up to a distance of ∼30 pc. Beyond 30 pc the ratio α1 decreases
and increases suddenly at the level of the transition WNM-CNM
(50 pc). Here, α1 reaches ∼1.15 around 70 pc before decreas-
ing again and tends to ∼0.9 after the transition CNM-WNM.
At 42.06 kyr, we observe that α1 has a slightly lower value than
1 at the spatial origin of the simulation. The dip close to the
WNM–CNM transition is then accentuated (α1 ∼ 0.9) and α1
increases again reaching its maximum (∼1.2) around 110–120 pc
and finally decreases. At 168.25 kyr, α1 is lower than 0.9 and is
almost flat except at the CNM–WNM transition where it begins
to increase.

The diffusion coefficient evolution is also affected by the
structure of the ISM. At 10.52 kyr, the ratio β1 is constant
(and equals 1) up to the WNM–CNM transition (50 pc) and
starts to increase to reach ∼1.3 before gradually decreasing
to retrieve the value of 1 at the CNM–WNM transition. At
42.06 kyr, the ratio β1 is lower than 1 (∼0.9) and starts to
increase up to the WNM–CNM transition to reach ∼1.6 and
decreases progressively to reach 1 near the CNM–WNM tran-
sition. At 168.25 kyr, β1 is again close to 1 and starts to increase
slowly from the WNM–CNM transition to reach 1.1 close to the
CNM–WNM transition where it decreases abruptly to the value
of 1 beyond.

The different behaviors between the case of a propagation in
a homogeneous WNM and Setup 1 essentially come from the
Alfvén waves damping timescales (see Fig. 1). In the WNM,
the damping time is about 10 yr while in the CNM it is about
1 yr. In the master Eqs. (14) and (15), the right-hand term,
2(Γgrowth − Γd)I, decreases from the WNM to the CNM. As Π
is a conserved quantity regardless of the phase, the figure can
be explained easily: the ratio of the pressures starts at 1 in the
WNM, then as the damping is more severe in the CNM, less
waves are produced at the WNM–CNM transition. The CR pres-
sure in the CNM goes first below and above the WNM solu-
tion because CRs diffuse faster in the CNM. Finally, the CNM
solution catches the WNM ones beyond, but the ratio reaches
0.9 instead of 1 because of the conservation of Π. The peak
in CR pressure in the CNM is slowly advected out with time
as the solution relaxes to the TP case. The bottom right part of
Fig. 4 shows that the difference between the self-generated and
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background diffusion coefficients is not large, unlike in homoge-
neous cases. This small difference at 10 GeV is due to the strong
damping effect of ion-neutral collisions.

The CR residence time and grammage are presented by solid
lines in Fig. 5 on the left and on the right, respectively. We observe
that the residence time increases linearly from 22 kyrs at 30 pc to
200 kyr at 110 pc. The evolution curve of Setup 1 is slightly lower
than that obtained in the case of a CR propagation in a homoge-
neous WNM. The associated grammage is relatively weak close
to the source (X ∼ 0.02 g cm−2 at 30 pc) and increases linearly by
following the residence time trend up to the WNM–CNM tran-
sition where it increases by a factor of 100 ∼ nT,CNM/nT,WNM to
reach the order of 10 g cm−2 at 110 pc from the source.

4.3.2. Setup 2: WNM-CNM-DiM

As presented by the left plots of Fig. 4, the observed trends in
Setup 2 are almost equivalent to those observed in Setup 1. The
modifications associated to the presence of the DiM, although
small, are visible in the right-hand plots. The CR transport prop-
erties are essentially modified by the presence of the CNM. The
effect of the DiM is negligible (∼0.2% of relative CR pressure
variation). The only impact can be seen in Fig. 5 where the gram-
mage increases due to the density contrast with respect to Setup 1.

It is important to note again that we did not take into account
adiabatic losses associated to the spatial dependence of the
Alfvén velocity. This aspect is left out for a future, more detailed
work which may reveal a noticeable effect of the presence of the
DiM phase on the CR propagation properties in the ISM.

5. Discussion and conclusion

In this study, we extend the work initiated in Nava et al. (2016)
aimed at investigating the propagation of CRs in the ambient
ISM surrounding SNRs. Here, we focus on cold, partially ion-
ized atomic and molecular phases. To this aim, using the CRC
model we simultaneously solve two 1D transport equations in
1D: an equation over the CR pressure PCR (see Eq. (14)) and
an equation over the Alfvén slab waves energy density I(k) (see
Eq. (15)). We restrict our analysis to a resonant interaction where
the particle Larmor radius and the wave number verify rl = k−1

in the quasi-linear approximation of CR transport; hence the lack
of strong feed-back over the background turbulence. We deter-
mined the characteristic confinement time of CRs depending on
their energy and the ISM phases: WNM, CNM, DiM. We dis-
cuss three different escape models once the SNR enters in the
radiative phase, either considering a continuous escape (model
P), an escape at the end of the free expansion phase (model F ),
or an escape in the late radiative phase once the SNR forward
shocks reach a speed of ∼150 km s (model S). We performed
CRC evolution simulations for monoenergetic CR populations
from 10 GeV to 10 TeV in both ISM phases in order to probe
the evolution of the CR pressure distribution PCR(E, z, t); the CR
pressure gradient distribution ∂PCR(E, z, t)/∂z, which is analo-
gous to the force exerted by CR fluid on the plasma; and the
CR diffusion coefficient D(E, z, t), which is intimately linked to
the rate of excited Alfvén modes. Using the numerical solutions
obtained we derived the grammage around a single cloud either
in a homogeneous ISM or an ISM composed of multiple phases.

5.1. Results

Our results show that the Alfvén turbulence generated by the
streaming of CRs can have an important effect on CR accelera-

tion and propagation over distances of between a few tens and
one hundred parsecs.

The CR escape solutions are presented in Fig. 2 for the three
phases under study. We find a similar trend for the WNM as
already discussed by N16 for the warm ionized phase. We show
that in the CNM, at 1 TeV and 3 TeV, CRs escape at the same
time as 100 GeV at ∼1 kyr while at 300 GeV CRs escape earlier
at ∼0.4 kyr at the same time as 10 and 30 TeV. In the DiM, the
radiative phase begins at ∼0.3 kyr and at 10 GeV, 300 GeV, and
1 TeV, CRs escape during the radiative stage at ∼2 kyr, while
30 TeV CRs escape at ∼0.05 kyr. The larger escape times at high
energy are explained by the drop of the ion-neutral collisions in
the coupled interaction regime.

We find that a non-negligible quantity of Alfvén modes are
generated in the CNM (D ∼ 5 × 1027 cm2/s at 10 TeV) and in
the DiM (D ≈ ×1026 at 10 TeV) after the CRC half-life time.
These modes contribute to an enhanced CR confinement with
respect to the transport by background turbulence. The model F
systematically shows stronger turbulence generation and longer
confinement times with respect to the two others models.

In the WNM we show that the grammage behavior follows
the observationally measured behavior and can be parametrized
as X = XWNM(z, 10 GeV < E0 < 10TeV)(E/E0)−0.5. The find-
ings concerning propagation regimes in the CNM and the DiM
imply that the CR grammage around SNRs can be enhanced at
very high energy in these phases. In the CNM, the grammage has
two regimes: the first one being between 10 GeV and 3 TeV with
X = XCNM(z, 10 GeV < E0 < 3 TeV)(E/E0)−0.5. Above 3 TeV,
the grammage increases. In the DiM, the grammage decreases
more slowly than in the WNM from 300 GeV to 10 TeV.

We perform a study at 10 GeV with multiphase setups:
WNM-CNM and WNM-CNM-DiM. We find that the CR gram-
mage (τres) is controlled by the densest phase and can reach
∼10 g cm−2 in the WNM-CNM case and up to ∼102 g cm−2 in
the WNM-CNM-DiM case. The CR pressure evolution is how-
ever controlled by the CNM phase.

As stated above, our solutions at high energy are at the limit
of validity of the quasi-linear theory. A more complete mod-
eling including a 2D description is necessary for more accu-
rate estimations of the grammage. We can also argue that if the
grammage is expected to be smaller as extrapolated from [B/C]
measurements, it reflects an average of the ensemble of CR path-
ways in the ISM. Partially ionized phases like the CNM and the
DiM (and denser phases) do not cover a large fraction of the
galactic volume, meaning that in total they do not significantly
contribute to the average grammage.

5.2. Discussion and perspectives

We show that CRs accelerated at SNR shocks can have an impor-
tant impact on the plasma turbulence properties around SNRs.
Slightly unexpectedly, self-excited Alfvén modes can provide
some confinement of CRs around the sources in the dense cold
ISM environments beyond 1 TeV due to a drop of the ion-neutral
collision damping in the coupled regime. At lower energies, ion-
neutral collisions are in the decoupled regime and strongly damp
self-generated waves. However, a substantial number of waves
can still be generated, especially if CRs are released at the end
of the free expansion phase as in model F . In that case, dif-
fusion can be suppressed by two to three orders of magnitude
over distances of a few tens of parsecs over a rime period of a
few thousand years. These waves are driven by strong CR gra-
dients which in turn can have some impact on ISM dynamics
(Commerçon et al. 2019).

A72, page 15 of 25



A&A 633, A72 (2020)

However, several assumptions made in our model limit its
implications. First, we only consider the resonant streaming
instability and slab Alfvén modes. We do not investigate other
types of instabilities like the nonresonant streaming instability
uncovered by Bell (2004). Our model is only 1D and is there-
fore restricted to scales smaller than the coherence length of the
background turbulence. One-dimensional geometry may also be
problematic to investigate the inhomogeneous ISM, as is likely
the case for atomic and molecular phases. The magnetic field
lines can be mixed with turbulent motions in the super-Alfvénic
regime which may occur for instance in the DiM phase, or pos-
sibly also for denser phases. A cylindrical 2D approach would
be valuable to account for the geometry of the molecular clouds
as well as the compression of the magnetic field lines (Chandran
2000). Two-dimensional calculations can also account for per-
pendicular CR diffusion. Another limit of our model is that it
is restricted to medium where the speed of the scattering center
remains approximately uniform. All these aspects, namely the
geometry and adiabatic losses, will be accounted for in a future
improved modeling.
Acknowledging these limitations, we argue that this simple
model indicates that CR leakage from SNRs can induce a sup-
pression of the diffusion with respect to what we could expect
from the transport in the background turbulence. This effect
should be taken into account in various aspects of the modeling
of the ISM around CR sources.
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Appendix A: Cosmic ray propagation in the different ISM phases for the three models

A.1. Results for the WNM
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Fig. A.2. Time evolution of a CRC of initial radius a in the WNM phase for model F . Light gray plots show solutions differing from model P.
See Fig. A.1 for more details.
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Fig. A.3. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the WNM phase of the interstellar medium for the model S. Light gray plots show
solutions differing from model P. See Fig. A.1 for more details.
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A.2. Results for the CNM
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Fig. A.4. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the CNM phase of the interstellar medium for model P. See Fig. A.1 for more details.
In this medium we add two curves in brown and pink corresponding to solutions at 50 and 103 t1/2.
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Fig. A.5. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the CNM phase of the interstellar medium for model F . Light gray plots refer to
behaviors differing from model P. See Fig. A.1 for more details.
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Fig. A.6. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the CNM phase of the interstellar medium for model S. Light gray plots refer to
behaviors differing from model P. See Fig. A.1 for more details.
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A.3. Results for the DiM medium
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Fig. A.7. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the DiM phase of the interstellar medium for model P. See Fig. A.1 for more details.
In this medium we add two curves in brown and pink corresponding to solutions at 50 and 103 t1/2.
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Fig. A.8. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the DiM phase of the interstellar medium for model F . Light gray plots refer to
behaviors differing from model P. See Fig. A.1 for more details.
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Fig. A.9. Time evolution of a CR cloud of initial radius a in the DiM phase of the interstellar medium for model S. Light gray plots refer to
behaviors differing from model P. See Fig. A.1 for more details.
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4APC, AstroParticule et Cosmologie, Université Paris Diderot, CNRS/IN2P3, CEA/Irfu, Observatoire de Paris, Sorbonne Paris Cité, 10, rue Alice Domon et
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ABSTRACT
We study the problem of the escape and transport of cosmic rays (CRs) from a source embedded
in a fully ionized, hot phase of the interstellar medium (HIM). In particular, we model the CR
escape and their propagation in the source vicinity taking into account excitation of Alfv´enic
turbulence by CR streaming and mechanisms damping the self-excited turbulence itself. Our
estimates of escape radii and times result in large values (100 pc, 2 × 105 yr) for particle
energies � 20 GeV and smaller values for particles with increasing energies (35 pc and 14 kyr
at 1 TeV). These escape times and radii, when used as initial conditions for the CR propagation
outside the source, result in relevant suppression of the diffusion coefficient (by a factor 5–10)
on time-scales comparable with their (energy dependent) escape time-scale. The damping
mechanisms are fast enough that even on shorter time-scales, the Alfv´enic turbulence is
efficiently damped, and the ratio between random and ordered component of the magnetic
field is δB/B0 � 1, justifying the use of quasi-linear theory. In spite of the suppressed diffusion
coefficient, and then the increased residence time in the vicinity (≤200 pc) of their source, the
grammage accumulated by CRs after their escape is found to be negligible (at all energies) as
compared to the one accumulated while diffusing in the whole Galaxy, due to the low density
of the HIM.

Key words: cosmic rays – ISM: general.

1 IN T RO D U C T I O N

Galactic cosmic rays (CRs) are believed to be accelerated at
supernova remnants (SNRs) via diffusive shock acceleration [see
e.g. Drury (2017) and Helder et al. (2012), for recent reviews]. In
order to test this hypothesis and to reach a full comprehension of
the origin of CRs, three crucial aspects of the problem have to be
combined: (i) the acceleration of particles, (ii) their escape from
the accelerator site, and (iii) their propagation in the interstellar
medium (ISM), which regulates their escape from the Galaxy. This
paper deals with point (ii) in the above list, and describes the
escape of CRs from SNRs, and the propagation of such runaway
particles in the immediate vicinity of the accelerator site (before
they mix with the ubiquitous interstellar CR sea). We focus here
(paper II) on to the fully ionized phase of the ISM, while the case

� E-mail: lara.nava@inaf.it

of a partially ionized ISM can be found in a companion paper
(Nava et al. 2016) (hereafter paper I), itself complemented by an
upcoming paper treating warm/cold partially ISM phases (Brahimi
et al, paper III, in preparation).

The escape of CRs and their confinement in the vicinity of their
sources is a non-linear process. This is because CRs excite the
magnetic turbulence that in turn scatters and confines them (Wentzel
1974). Both analytical (Skilling 1970; Ptuskin, Zirakashvili &
Plesser 2008; Malkov et al. 2013) and numerical (see paper I,
D’Angelo, Blasi & Amato 2016) approaches to the problem can
be found in the literature. Here we closely follow the numerical
approach described in paper I.

The importance of these studies is connected to (at least) two
issues. First, the confinement time of CRs in the vicinity of their
sources determines the probability to detect gamma rays resulting
from hadronic interactions between the runaway CRs and the
ambient ISM. The gamma-ray emission is particularly intense if
a massive molecular cloud happens to be located in the vicinity of

C© 2019 The Author(s)
Published by Oxford University Press on behalf of the Royal Astronomical Society
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the CR source. The measurements of the gamma-ray intensity and
spectrum of clouds located next to SNRs constitute an invaluable
tool to test our ideas about CR origin and transport (e.g. Aharonian
& Atoyan 1996; Gabici, Aharonian & Casanova 2009; Nava &
Gabici 2013). Second, if the self-confinement of CRs in the vicinity
of their accelerator sites is effective enough, a significant fraction
of the grammage can be accumulated by CRs during their stay in
a relatively small region surrounding SNRs (e.g. D’Angelo et al.
2016). This fact would radically change the standard picture of CR
propagation in the Galaxy, where the grammage is accumulated
during the entire time spent by CRs throughout the Galactic disc.

We anticipate here the three main conclusions of this work.
First of all, the problem of the confinement of CRs around SNRs
must be solved together with the problem of escape of CRs from
the accelerator site (because the solution of the latter problem
determines the initial set-up to be used to solve the former).
Second, the confinement time of CRs in a ∼100–200 pc hot fully
ionized region surrounding the parent SNR is found to be negligible
with respect to the total confinement time of CRs in the Galactic
disc. Third, the effectiveness of damping mechanisms is significant
enough to keep the level of magnetic fluctuations at a level δB/B0

� 1, where B0 and δB are the ordered and random component of
the magnetic field, respectively.

The paper is structured as follows: in Section 2, we describe
the physics and the set-up of the problem and in Section 3 we
estimate the escape time of CRs from SNRs. The results from these
sections are then used to describe the time evolution of a cloud
of runaway CRs and to compute the spectra of CR particles and
Alfv´enic turbulence in the vicinity of the parent SNR (Section 4
and 5, respectively). Finally, in Section 6 we compute the grammage
accumulated by CRs in the vicinity of their sources and we conclude
in Section 7.

2 TH E M E T H O D

Geometry of the system

We consider the case of CRs that escape from the source and are
injected in a region embedded in a magnetic field characterized
by a large-scale ordered component of strength B0 and a random
(Alfv´enic) component of strength δB. The latter is described in
terms of fluctuations of amplitude δB such that

δB2

8π
= B2

0

8π

∫
I (k) d ln k, (1)

with I(k) ≡ δB(k) / B0 � 1. In this limit, a flux tube approximation
can be adopted to describe the geometry of the system up to
distances comparable to the large-scale field coherence length Lc

[for a discussion, see Ptuskin et al. (2008)]. We limit our analysis to
these length-scale and adopt a one-dimensional description of CR
transport along B0.

Particle diffusion

The particle diffusion coefficient is determined by the level of
streaming instability driven by the particles themselves and by the
relevance of damping mechanisms that reduce the amplitude of the
turbulence. According to the resonance condition for the interaction
between particles and waves, slab modes with wavelength k interact
with particles with Larmor radius rL ∼ 1/k, with rL = γmvc

ZeB0
for a

particle of mass m, velocity v, charge Ze gyrating in a magnetic field
of strength B0. Since particles with energies >1 GeV are considered

in this work, we approximate the particle velocity with the speed
of light (v ∼ c). In the context of quasi-linear theory (justified as
long as I(k) � 1) the diffusion coefficient is related to I(k) by the
equation:

D(E) = 4 c rL(E)

3π I (k)
= DB(E)

I (k)
, (2)

where DB(E) = 4crL/3π is the Bohm diffusion coefficient.

Equations for CR transport and waves evolution

The equation describing CR transport is

∂PCR

∂t
+ VA

∂PCR

∂z
= ∂

∂z

(
DB

I

∂PCR

∂z

)
, (3)

where VA = B0/
√

4πρ is the Alfv´en velocity in an ambient
medium of mass density ρ, and PCR is the CR partial pressure
normalized to the energy density of the ordered component of the
magnetic field:

PCR = 4π

3
v p4 f (p)

1

B2
0/8π

. (4)

The coordinate z is taken along the direction of the ordered magnetic
field B0, and z = 0 refers to the centre of the CR source.

This equation must be coupled to the equation that describes the
evolution of the Alfv´enic turbulence (Skilling 1975; Bell 1978;
McKenzie & Voelk 1982; Malkov et al. 2013; Nava et al. 2016):

∂I

∂t
+ VA

∂I

∂z
= 2(�CR − �d)I + Q. (5)

The term �CR describes the rate at which waves grow because of
CR streaming instability:

2�CRI = −VA
∂PCR

∂z
. (6)

The term �d describes the rate at which mechanisms for wave
damping operate. We consider two (linear and non-linear) damping
mechanisms relevant for the considered phase of the ISM (hot
and fully ionized). Their nature and explicit expressions will be
presented in Section 2.1.

The last term in equation (5) accounts for an injection of
turbulence from an external source (i.e. other than CR streaming)
and is set equal to Q = 2�dI0. This choice assures that when the
streaming instability is not relevant, the background turbulence
settles to a constant level I = I0 = DB/D0, where D0 is taken to
be equal to the average Galactic diffusion coefficient.

In both equations, the time derivative is computed along the
characteristic of excited waves:

d

dt
= ∂

∂t
+ VA

∂

∂z
. (7)

The advective terms VA∂PCR/∂z and VA∂I/∂z have been neglected
in the calculations since, as we checked a posteriori, they intro-
duce minor modifications to the solution, according to the initial
conditions of the ambient medium detailed below.

The equations are solved numerically, using a finite difference
explicit method. As boundary conditions we impose that the spatial
distribution of CRs is symmetric with respect to z = 0, while at
z = ∞ we set PCR = 0 and I = I0. In fact, the one-dimensional
treatment proposed here is valid only as far as propagation distances
smaller than the field coherence length Lc are considered. When the
displacement of particles away from their source significantly ex-
ceeds Lc, the transport mechanism switches from one-dimensional
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to three-dimensional diffusion. As a consequence, the CR density
drops quickly after the transition to three-dimensional diffusion,
a behaviour similar to that expected in the case of a free-escape
boundary for CRs located at a distance of ∼Lc. The coherence
length of the field is constrained observationally and is of the order
of Lc ≈ 100 pc, though its exact value is quite uncertain. For this
reason, in the following we keep the boundary conditions at z = ∞,
and we check a posteriori that this assumption is not significantly
affecting the results.

Initial conditions and properties of the ISM

The initial conditions for the CR pressure is set as follows:

PCR = P 0
CR z < Resc(E) (8)

= 0 z > Resc(E), (9)

where Resc(E) represents the spatial scale of the region filled by CRs
at the time of their escape from the source. P 0

CR is also a function of
energy, and is estimated by imposing that the total energy released
in CRs is WCR ∼ 1050 erg and assuming a given shape for the total
CR spectrum (the adopted parameters are summarized below).

As initial condition for the wave turbulence, we impose I = I0

everywhere. In fact, as suggested by Malkov et al. (2013), a larger
value of I 
 I0 could be chosen as initial condition for z < Resc (to
mimic Bohm diffusion inside the accelerator). However, we found
that the exact initial value of I inside the source has negligible effect
on the solution.

All calculations presented in this work have been performed using
the following values for the model parameters:

(i) a hot, fully ionized medium (HIM) with:

(a) total number density n = 0.01 cm−3

(b) temperature T = 106 K
(c) magnetic field strength B0 = 2 μG

(ii) escaping CRs with:

(a) total energy WCR = 1050 erg
(b) power-law spectrum from 1 GeV to 5 PeV
(c) spectral index g = −2.2 (dN / dE∝Eg)

(iii) an ambient CR diffusion coefficient equal to D0 =
1028( E

10 GeV )0.5 cm2 s−1

With these values, the Alfvén speed is VA ∼ 40 km s−1.

2 . 1 DA M P I N G O F A L F V ÉN WAV E S

We introduce here the expressions of the two main Alfv´en wave
damping mechanisms in the HIM: the damping due to the interaction
with background turbulence and the non-linear Landau damping.

2.1.1 Damping by turbulence injected at large scales

CR self-generated Alfvén waves can be damped by the interaction
with background turbulence, supposedly injected at large scales
by different sources of free energy (e.g. Mac Low & Klessen
2004). Farmer & Goldreich (2004) account for the anisotropy of
the turbulent cascade and derive the following damping rate for
waves in resonance with particle of Larmor radius rL

�FG
d =

(
ε

rLVA

)1/2

, (10)

where ε = V 3
T /Linj represents the energy cascade rate per unit mass.

Linj is the turbulence injection scale, fixed at 100 pc for the HIM
phase (Yan & Lazarian 2004). VT is the rms turbulent velocity at the
injection scale. We consider the turbulence at the injection scale to
be trans-Alfv´enic and hence select VT = VA. This is likely the case
if the main source of turbulence is due to dying supernova remnants
with a forward shock becoming trans-sonic and trans-Alfv´enic.
After substituting the expression for ε into equation (10) we get

�FG
d = VA

(rLLinj)1/2
. (11)

2.1.2 Non-linear Landau damping

Non-linear Landau (NLL) damping is produced by the interaction
of background thermal ions with the beat of two interfering Alfv´en
waves. As it is the case for a single wave in the case of linear Landau
damping, ions with speeds slightly slower (faster) than the speed
of this beat take (give) energy from the waves. As for a thermal
distribution more ions have lower speeds than the beat, the net
effect is a damping. We use the expression provided by Weiner,
Zweibel & Oh (2013) (see references therein)

�NLL
d = 1

2

√
π

2
vi k I (k), (12)

where vi is the background ion thermal speed. For a background
medium with a temperature T it becomes

�NLL
d = 1

2

√
π

2

kBolT

mp

1

rL
I (k), (13)

where kBol is the Boltzmann constant and mp is the proton mass.

3 ESCAPE TIME

Following paper I, we define the half-time t1/2 of a CR cloud (see also
Malkov et al. 2013) and use it to estimate the escape time of CRs of
different energies from an SNR. The half-time is defined as the time
after which half of the CRs initially confined within a region of size
R have left the region. The half-time is then a function of the initial
radius R and of the particle energy E. The procedure adopted to
estimate t1/2 is the following: for each energy E we assume that CRs
are initially distributed homogeneously inside a region of radius
R. We solve equations (3) and (5) considering this configuration as
initial condition and find the time after which half of the particles are
still trapped inside the initial region size R, while the other half has
escaped. We repeat the procedure for different values of the initial
radius R. The results are shown in Fig. 1 (solid curves), where t1/2

as a function of the initial radius R is shown for particle energies of
10 GeV (red line), 100 GeV (green line), and 1 TeV (purple line).

To understand the individual role of the two different damping
mechanisms, we also show the results in case only �FG

d is included
(dotted curves). At small radii, the large CR gradient entails a large
amplification of Alfv´en waves and as a consequence �NLL

d (that is
proportional to I) dominates over �FG

d . At intermediate radii, the
two damping rates are comparable. The larger radii correspond to
a reduced efficiency in the amplification of Alfv´en waves and the
test particle regime is recovered (i.e. t1/2 ≈ R2/D0).

The half-time of the CR cloud gives a rough estimate of the
escape time of CRs from a region of initial size R. The size of
an SNR (RSNR) and its evolution with time can be estimated, for
an SNR expanding in a homogeneous medium with density n as
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Non-linear CR diffusion 2687

Figure 1. Half-time of the CR cloud (see the text, Section 3) as a function of
its initial radius R. The red, green, and purple lines refer to particle energies
of 10, 100, and 1000 GeV, respectively. The grey solid line represents the
relationship between SNR radius and age according to Truelove & McKee
(1999).

(Truelove & McKee 1999; Ptuskin & Zirakashvili 2005):

RSNR = 5.0

(
ESNR,51

n

)1/5
[

1 − 0.09M
5/6
ej,�

E
1/2
SNR,51n

1/3tkyr

]2/5

t
2/5
kyr pc, (14)

where ESNR, 51 is the supernova explosion energy in units of 1051 erg,
n the total density of the ambient ISM in cm−3, Mej, � the mass of
the supernova ejecta in solar masses, and t = 103tkyr yr is the SNR
age.

The equation above is valid for times longer than
≈0.4 E

−1/2
SNR,51M

5/6
ej,�n

−1/3
−2 kyr, while for earlier times an appropriate

expression for the free expansion phase of the SNR evolution must
be used (Chevalier 1982). Also, the validity of equation (14) is
limited to times shorter than ≈2 × 105E

3/14
SNR,51/n

4/7
−2 yr, which marks

the formation of a thin and dense radiative shell (Cioffi, McKee &
Bertschinger 1988).

Equation (14) is plotted (within the limits of its validity) in
Fig. 1 as a grey line labelled TM99 for ESNR, 51 = Mej, � = 1
and n = 0.01 cm−3. For each energy E, we define the CR escape
time tesc(E) and radius Resc(E) from the intersection between the
t1/2 curves and the TM99 curve. Within this framework, we can
reproduce the qualitative result that higher energy particles escape
SNRs earlier than lower energy ones (see e.g. Gabici 2011, and
references therein). More precisely, 1 TeV particles are found to
escape when RSNR ≈ 35 pc, 100 GeV particles escape at RSNR ≈
60 pc (corresponding approximately to SNR ages of 1.4 × 104 and
5 × 104 yr, respectively). For low-energy particles (E � 20 GeV), the
definition of the escape time is more problematic. Here we assume
that they are released at once, when the Mach number is of the order
of a few (i.e. at ≈2 × 105 yr, when RSNR ≈ 100 pc), which also
roughly corresponds to the onset of the radiative phase. Meanwhile,
due to the high ambient sound speed in the HIM, the SNR becomes
trans-sonic at the end of the Sedov phase (Parizot et al. 2004).
Moreover, in the radiative phase the mechanism for particle escape
is not well understood and other scenarios are possible. For instance,
CRs may be released progressively, like high-energy particles. In
all these cases the estimate of the escape time of GeV particles does
not change dramatically.

We can compare these findings with the results from Nava et al.
(2016), where we considered the partially ionized phases of the ISM.
For a supernova exploding in the warm ionized medium (of total
density n = 0.35 cm−3 and a ionization fraction equal to 0.9), we
found that CRs of energy 1 TeV, 100 GeV, and 10 GeV leave the SNR
when its radius is ≈ 11, 16, and 30 pc, respectively. This corresponds
to SNR ages of ≈ 4.7, 12, and 51 kyr. For the warm neutral medium
(total density n = 0.35 cm−3 and ionization fraction equal to 0.02)
and for the same particle energies the inferred escape radii are ≈ 8,
15, and 28 pc, corresponding to SNR ages of ≈ 2.1, 9.5, and 44 kyr,
respectively. The escape times (radii) are shorter (smaller) when the
partially ionized phases of the ISM are considered. This is due, on
one hand, to the larger gas densities which hinders the expansion
of the SNR and, on the other, to the effectiveness of ion-neutral
damping of Alfv´en waves which balances the effects of streaming
instability and allows CRs to escape more easily (Zweibel & Shull
1982).

As a final remark, we note that the estimates of the cloud
half-times t1/2 as a function of the initial radius (solid curves in
Fig. 1) are affected by a different choice of D0 only at large
radii, where the diffusion is well approximated by a test particle
regime and t1/2∝R2/D0. At smaller radii, where the diffusion is
dominated by the self-excited turbulence, t1/2 is not affected by the
value chosen for D0. Since the escape times and radii (black filled
circles in Fig. 1) fall in the regime marking the transition between
the self-excited turbulence-dominated regime and the background-
turbulence-dominated regime, they are only moderately affected by
the choice of D0. As an example, a D0 ten times larger results in an
escape time 20 per cent shorter as compared to the results obtained
with the average Galactic value, and then in smaller escape radius
(8–10 per cent smaller).

4 T I M E EVO L U T I O N O F A C L O U D O F
COSMI C RAYS RELEASED BY A SUPERNOVA
R E M NA N T

For each energy, equations (3) and (5) can now be solved adopting
for Resc the escape radius derived in the previous section. The
solutions for three different times for two different energies (ECR

= 100 GeV and ECR = 1 TeV) are shown in Fig. 2. The particle
energy, escape time, and escape radius are reported in the title of
each figure. The upper panel shows the CR pressure as a function
of the distance from the SNR centre. The y-axis on the left refers to
normalized (to the magnetic field energy density) units, and the y-
axis on the right is the particle energy density in physical units. The
panel in the middle shows the CR diffusion coefficient D, also in
terms of ratio I = DB/D (right y-axis). The bottom panel shows the
rate of the damping mechanisms. In all panels, the three different
curves refer to the solution of equations (3) and (5) at three different
times (estimated from the escape time). The purple curves refer to
early times, corresponding to t1/2/4, when most of the particles are
still in the initial region. The green and red solid lines show the
solution at times equal to t1/2, and 4 × t1/2, respectively. The dotted
curves refer to the test-particle solution of the problem: these have
been obtained considering the same initial conditions and geometry
as for the numerical case, but the solution is evolved considering
a constant diffusion coefficient, fixed to its average Galactic value
D0. Finally, the dashed horizontal grey lines in the upper and middle
panels represent the level of the CR background in the Galaxy and
the average diffusion coefficient D0, respectively. The Galactic CR
background has been estimated from Aguilar et al. (2015). Note
that the solution is shown up to distances (from the centre of the
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2688 L. Nava et al.

Figure 2. Evolution in time of the spatial distribution of a CR cloud with initial radius Resc in the HIM phase. z is the distance from the centre of the SNR. CR
energies of 100 GeV (left) and 1 TeV are considered (right). For each energy, the top panel shows the CR partial pressure PCR (see definition in equation 4),
also in terms of CR energy density (see right-hand axis). The middle panel shows the diffusion coefficient D (left-hand axis) and I = DB/D on the right-hand
axis. The bottom panel shows the rate of the damping mechanisms (see Section 2.1). In each panel the solid curves show the solution to equations (3) and (5)
at three different times, as labelled in the upper left panel. The dotted lines show the test-particle solution.

remnant) of 200 pc. Solutions at these large distances must be taken
with care, because we are not considering perpendicular transport
and then they are valid only for coherence lengths Lc � 200 pc.

The results can be summarized as follows:
(i) at early times t � t1/2, the distribution derived considering the

role of streaming instability clearly differs from the test-particle
solution. The self-confinement produces an increased CR pressure
at small distances and a depletion of particles at larger distances,
as compared to the test-particle solution. The solution approaches
the test-particle solution at times significantly longer than the cloud
half-time (red curves). This implies that t1/2 represents an order of
magnitude estimate of the time interval during which waves can
grow significantly above the background level (middle panels) in a
region surrounding the initial CR cloud. This is an energy-dependent
effect, since t1/2 is a decreasing function of particle energy. Thus,
for CR energies of the order of 1 TeV or above, relevant for ground-
based γ -ray observations, the growth of waves operates for about
ten thousands years;

(ii) large excesses of CRs above the galactic background can be
maintained for times much longer than t1/2. This is a well-known
result from the test-particle theory (e.g. Aharonian & Atoyan 1996;
Gabici et al. 2009) which can be easily verified after comparing the
values of the CR partial pressure (see scale on the right y-axis in
Fig. 2) with the total energy density of CRs in the galactic disc,
which is indicated by a dashed black line in the top panel of Fig. 2;

(iii) the strong gradient of CRs close to the cloud edges and the
consequent growth of Alfv´en waves result in a sizeable suppression

of the diffusion coefficient with respect to its Galactic value D0.
The suppression remains significant in a region of several tens of
parsecs surrounding the SNR. The ratio DB/D reaches at most a
value <10−2 (see right-hand y-axis in the middle panels), justifying
the initial assumption of quasi-linear theory;

(iv) since CRs with higher energies are assumed to escape at
earlier times, when the SNR radius is smaller, their diffusion
coefficient at the time of their escape is suppressed by a larger
factor, as compared to low-energy particles. This makes the non-
linear Landau (NLL) damping particularly relevant for high-energy
particles, and less relevant for lower energies (as evident also from
the comparison between solid and dotted curves in Fig. 1), but still
comparable to �FG

d at times comparable with the particle escape
time;

(v) the results presented in Fig. 2 have been derived assuming
a CR spectral index g = −2.2. The spectral shape of escaping
particles is expected to have some impact on the results. As an
example, we discuss the case of a steeper value: g = −2.4. We find
of course that the impact on the results is stronger at large energies
and becomes progressively smaller for lower energies. For ECR =
1 TeV, the escape time is now tesc = 8.4 kyr (Resc = 29 pc). With
these initial conditions, the spatial distribution of the CR cloud at
1 TeV and its evolution in time is very similar to the one depicted in
Fig. 2 (right-hand panel), but the reference time-scale t1/2 is smaller.

For completeness, we also show the evolution of the CR cloud
at 10 GeV (Fig. 3). Given the large radius at which these particle
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Non-linear CR diffusion 2689

Figure 3. Evolution in time of the spatial distribution of a cloud of CRs
with energy ECR = 10 GeV and initial radius Resc = 100 pc in the HIM
phase. z is the distance from the centre of the SNR. The solid curves show
the CR partial pressure PCR (see definition in equation 4) at different times,
also in terms of CR energy density (see right-hand axis). The dotted lines
show the test-particle solution.

are released in our modelling, they only moderately excite self-
generated turbulence, and the spatial distribution and its evolution
in time (solid lines) are very similar to those obtained in the test-
particle scenario (dotted curves). The diffusion coefficient (not
shown) is suppressed only at times smaller than the t1/2 time-scale (a
factor of 3 at ∼ 50 kyr), and NLL damping plays only a minor role (-
�NLL

d = 7 × 10−12–2 × 10−11 s−1) as compared to the FG damping
(-�FG

d = 6 × 10−11 s−1).

5 PA RT I C L E A N D T U R BU L E N C E S P E C T R A

The spectral shape of CRs released by the source and the amount
of Alfvénic turbulence produced by CR streaming will strongly
depend on the location (i.e. distance from the source) and time.
Fig. 4 shows the spectra (upper panels) and the deviation of the
diffusion coefficient from its background value (bottom panels) at
two different distances (estimated from the centre of the remnant):
z = 60 pc (left-hand panels) and z = 100 pc (right-hand panels).
In each panel, different curves refer to different times since the SN
explosion, from t = 104 to t = 1.5 × 105 yr (see the legend in
the bottom right-hand panel).For a given distance, only solutions
at times smaller than the time at which the remnant reaches that
distance are shown.

To remove the effect of the simple geometry that we are
considering, we have multiplied the spectra by π R2

esc, where the
escape radius Resc(E) is a function of the CR energy. All spectra are
characterized by a steep rise at low energies, a peak, and then by
a decline very close to a power law at particle energies above the
peak.

A first result that can be inferred from the inspection of spectra is,
as expected, that CRs of lower energy reach a given distance at later
times as compared to those of higher energy that diffuse faster and
are released at earlier times. Concerning the spectral index, in the
top-right panel, the two dotted lines show, for comparison, a power
law with index equal to the spectral index of the injected spectrum
(g = −2.2) and a power law with a steeper index −2.4. Above
the peak, all the computed spectra are steeper than the spectrum of
released CRs. Again, this is a consequence of the faster diffusion of
high-energy particles.

The bottom panels in Fig. 4 show, for the same fixed distances
z = 60 pc (left) and z = 100 pc (right), the ratio D(E, t, z)/D0 as

a function of energy. The different curves show the evolution in
time. As it can be deduced from the left-hand panel, at a fixed time
the derived diffusion coefficient D is equal to D0 at low energies,
because low-energy CRs have not been released yet or have not
reached yet the location where D is estimated. At higher energies,
the value of D starts to deviate from D0. At later times, the energy
above which a deviation is evident decreases.

A somewhat more complex behaviour is governing the shape
of the curves at z = 100 pc (right-hand bottom panel). Let us
focus, as an example, on the curve at t = 105 yr: the turbulence
produced by particles below ∼ 30 GeV has not yet reached a
distance of 100 pc, explaining why D(E < 30 GeV, 105 yr, z =
100 pc) = D0(E < 30 GeV). At higher energies, D starts to deviate
from D0. At even larger energies, the turbulence produced by high-
energy particles has already diffused to larger distances and is being
damped by mechanisms that decrease its value so that D tends to
its background value. A peculiar behaviour is observed at even
higher energies (E � 4 TeV): the level of turbulence increases again,
producing another decrease in the D(E)/D0 curve. This behaviour
is a direct consequence of how the escape radius depends on the
particle energy. The function Resc(E) is indeed a decreasing function
of E, well described by a broken power-law behaviour. The break
appears around 4 TeV and at higher energies the escape radius is a
stronger function of the CR energy. This means that at energies
larger than 4 TeV the escape radius is small enough to trigger
streaming instabilities at a larger rate (remind that the density of
escaping CRs is proportional to a dilution factor of 1/πResc) that
reflects in a larger amount of Alfv´enic turbulence. This energy-
dependent efficiency of the particle self-generated turbulence (with
high-energy particles confining themselves more efficiently) results
in a larger density of the high-energy particles. This explains the
hardening of the particle spectra, visible in the upper right-hand
panel at TeV energies.

6 R E S I D E N C E T I M E A N D G R A M M AG E

The amount of time that CRs spend close to their source is a
crucial quantity to understand whether the grammage accumulated
by particles while diffusing in the source vicinity is a relevant
or negligible fraction of the total grammage accumulated while
diffusing in the whole Galaxy.

Given the low density of the ISM phase considered in this work,
we expect this contribution to be negligible in such systems. Due
to the relevant suppression of the diffusion coefficient around the
source, which will result in a longer residence time, it is however
still interesting to perform an estimate of such a contribution.

A formal derivation of the grammage should rely on the solution
of the transport equation (equation 3) for CR nuclei, with an addi-
tional term describing nuclear fragmentation (see e.g. Berezinskii
et al. 1990 and Ptuskin & Soutoul 1990).

We propose here a simpler, order of magnitude estimate of the
grammage. We first compute at every time t the average diffusion
length:

〈z2(t)〉 =
∫ ∞

0 z2Pcr(t, z, E) dz∫ ∞
0 Pcr(t, z, E) dz

. (15)

This definition is justified because advection is found to be negligi-
ble. Then we define the residence time τ res(E, z∗), within a region
of size z∗, as the time such that

〈z2(τres)〉 = z2
∗ . (16)
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2690 L. Nava et al.

Figure 4. Top panels: spectra. Bottom panels: ratio between the diffusion coefficient and its average Galactic value. The different colours refer to different
times since explosion (see the panel on the bottom-right). Left-hand (right-hand) panels refer to a distance of 60 pc (100 pc) from the SNR centre. The dotted
lines in the upper right-hand panel show power laws with indices −2.2 and −2.4 (for the CR injection spectrum, a value g = −2.2 has been assumed).

Figure 5. Solid curves: residence time τ res within a region z∗ = 100 pc
(blue) and z∗ = 200 pc (green) as a function of particle energy. Dashed
curves: same quantity, derived in the test-particle approximation.

Note that the time computed using equation (16) in fact also includes
the time spent inside the source, and can be then considered as an
upper limit to the residence time. Its value for z∗ = 100 pc and z∗
= 200 pc and for CR energies between 10 GeV and 1 TeV is shown
in Fig. 5 with solid lines. The dashed lines show the results for the
test-particle case. The solutions for the test-particle case have been
derived assuming the very same initial conditions (i.e. escape radius
and time) adopted for the (numerical) solution including streaming
instability.

As expected, the largest residence times are obtained for
low-energy particles. The grammage, estimated from X ≈
1.4 mp n c τres, (where we have considered a medium composed of
10 per cent of Helium) is reported on the y-axis on the right, in the
same plot, and is more than two orders of magnitude smaller that the
value of the grammage inferred from observations (not surprisingly,
given the very low density of the HIM).

An estimate of the amount of grammage accumulated near the
CR accelerators when CR self-confinement is taken into account
has been recently presented in D’Angelo et al. (2016). For an HIM
with density n = 0.01 cm−3, and for a distance of z∗ = 100 pc their
estimate is larger than what is reported in this work by a factor of
∼6−7. Likely, this is mostly caused by a difference in the assumed
value of CR acceleration efficiency (10 per cent in this work and
20 per cent in D’Angelo et al. 2016), and on the fact that D’Angelo
et al. (2016) assumed that all CRs are released at the same time when
the SNR radius is equal to 20 pc. This induces an enhancement of the
streaming instability at low energies when compared to our results,
where the release time and SNR radius for CRs of a given energy
are computed as described in Section 3, and are in general larger
than 20 pc. In both cases, however, the conclusion is similar: the low
density of the considered medium prevents a sizeable contribution
from regions close to the CR source.

On the other hand, D’Angelo et al. (2016) claim that a significant
fraction of the grammage can be accumulated by CRs in the
vicinity of their sources, if a denser and partially ionized ISM
is considered. This differs from our earlier results presented in
paper I, mainly due to very different assumption made about the
damping mechanism of Alfv´en waves. Such an important issue
will be briefly discussed in the next section, and described in detail
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in a forthcoming publication, as in this paper we limit ourselves to
consider the hot and fully ionized phase of the ISM.

7 D I S C U S S I O N A N D C O N C L U S I O N S

In this paper, we discussed the problem of the escape of CRs from
SNRs. The presence of runaway particles induces an amplification
of the magnetic (Alfv´enic) turbulence in the region surrounding
the SNR. The amplification mechanism is CR streaming instability.
Given that CRs are confined in the vicinity of SNRs by the
turbulence they themselves generate, the problem is highly non-
linear. Here, we limited ourselves to the case of an SNR exploding
in the hot, fully ionized phase of the ISM, while the case of the
partially ionized ISM was considered in paper I.

An important conclusion from the work reported in this paper
which was also found in paper I is the fact that the problem of
CR escape from SNRs and that of the CR-induced amplification
of the magnetic field in the SNR neighbourhood are intimately
interconnected and have to be solved together. This is because
the determination of the escape time of CRs defines the radius
of the SNR at the time of escape (Resc(E)), which in turn regulates
the effectiveness of the amplification of the magnetic turbulence
induced by runaway CRs (through a dilution factor scaling as
∝1/Resc(E)2 in the growth rate). Remarkably, for all the cases
considered, we found out that CRs escaping from an SNR at a
time tesc(E) after the supernova explosion can significantly amplify
the turbulent magnetic field in a surrounding region of size of the
order of � 100 pc for a time which is also roughly of the order of
tesc(E). Since the escape time tesc(E) is always much smaller than
the confinement time of CRs within the Galactic disc τ d

res (millions
of years for CRs in the GeV energy domain), we can conclude that
CRs spend typically a very short fraction of τ d

res in the vicinity of
SNRs. It follows that also the grammage accumulated close to the
SNR is very small.

In principle, the grammage accumulated by CRs in the vicinity
of their sources could be much larger if a denser phase of the ISM
is considered. The warm phase of the ISM would satisfy this re-
quirement, being characterized by a typical density in the range 0.1–
1 cm−3. However, as discussed in Ptuskin et al. (2008) and in paper I,
the presence of neutrals would introduce an additional and very
effective damping mechanism, namely, ion-neutral friction, which
would prevent the magnetic turbulence to grow to the level needed to
confine CRs long enough. D’Angelo et al. (2016) pointed out that the
effect of ion-neutral friction could be overcome in a medium made
of almost entirely ionized hydrogen with a 10 per cent component
of almost entirely neutral He, because the charge exchange cross-
section for H+–He collisions is dramatically reduced with respect to
H+–H collisions (which are generally adopted to compute the ion-
neutral damping coefficient). Even though the composition of such
a medium would closely resemble that of the warm ionized phase of
the ISM (Ferrière 1998), the argument presented in D’Angelo et al.
(2016) might not be completely correct, because ion-neutral friction
is not due exclusively to charge-exchange, but also to elastic ion-
neutral collisions, which can also contribute to momentum exchange
between ions and neutrals (see e.g. Pinto & Galli 2008). A more
detailed study in this direction will be presented elsewhere.

The results derived in this paper apply to the case of SNRs
expanding in a diluted, hot, and completely ionized ISM. This

could be the case, for example, of an SNR located at large
Galactic latitudes or inside a superbubble. However, the value of the
magnetic field coherence length adopted here (Lc ≈ 100 pc) could
overestimate its typical value in superbubbles. For instance, the field
in superbubbles may be turbulent (see Bykov et al. 2001). The most
important effect of a significantly shorter field coherence length
would be to induce an early transition from the one-dimensional to
three-dimensional diffusion of CRs.
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ABSTRACT

Cosmic rays (CRs) are thought to play a dynamically important role in several key aspects of galaxy evolution, including the structure
of the interstellar medium, the formation of galactic winds, and the non-thermal pressure support of halos. We introduce a numerical
model solving for the CR streaming instability and acceleration of CRs at shocks with a fluid approach in the adaptive mesh refinement
code RAMSES. CR streaming is solved with a diffusion approach and its anisotropic nature is naturally captured. We introduce a shock
finder for the RAMSES code that automatically detects shock discontinuities in the flow. Shocks are the loci for CR injection, and
their efficiency of CR acceleration is made dependent on the upstream magnetic obliquity according to the diffuse shock acceleration
mechanism. We show that the shock finder accurately captures shock locations and estimates the shock Mach number for several
problems. The obliquity-dependent injection of CRs in the Sedov solution leads to situations where the supernova bubble exhibits
large polar caps (homogeneous background magnetic field), or a patchy structure of the CR distribution (inhomogeneous background
magnetic field). Finally, we combine both accelerated CRs with streaming in a simple turbulent interstellar medium box, and show that
the presence of CRs significantly modifies the structure of the gas.

Key words. magnetohydrodynamics – methods: numerical – cosmic rays – shock waves – ISM: supernova remnants –
ISM: structure

1. Introduction

Cosmic rays (CR) are understood to play an important role in
astrophysical plasmas due to their capacity to ionise the inter-
stellar matter (Padovani et al. 2009) and their non-negligible
pressure support to gas dynamics according to evolutionary pro-
cesses that differ substantially from the thermal component since
they diffuse efficiently and have different dissipation timescales.
CRs are likely produced at shocks through the process of dif-
fuse shock acceleration (DSA; see Bell 1978; Drury 1983;
Blandford & Eichler 1987; Jones & Ellison 1991; Berezhko &
Ellison 1999 and Marcowith et al. 2016 for a recent review).
Recent advances in the numerical modelling of DSA through
hybrid particle-in-cell codes (Caprioli & Spitkovsky 2014) have
provided accurate predictions about the amount of CRs injected
at shocks as a function of various properties of the shock includ-
ing the Mach number, the obliquity of the magnetic field, or
the pre-existing amount of CRs (Caprioli et al. 2018). There is
a large body of evidence for CRs accelerated in the shocked-
shell material of supernova (SN) explosions (e.g. Koyama et al.
1995; Decourchelle et al. 2000; Aharonian et al. 2004; Warren
et al. 2005; Helder et al. 2009; Ackermann et al. 2013) and
it has been shown that they have a significant impact on the
shell structure and dynamics (Chevalier 1983; Dorfi 1990; Zank
et al. 1993; Wagner et al. 2009; Ferrand et al. 2010; Castro et al.
2011; Pfrommer et al. 2017; Pais et al. 2018; Diesing & Caprioli
2018). Supernova remnants (SNRs) are expected to be the main
source of CRs permeating the entire interstellar medium (ISM)

of galaxies (Aguilar et al. 2015), though the consistency of the
accelerated CR spectrum in a SNR with that of entire galaxies is
still intensely debated (see Blasi 2013 for a review).

Cosmic rays likely have an important dynamical impact
over the ISM on all galactic scales. On small scales, while
released by a SNR, CRs possess enough pressure to overcome
the background magnetic and gas pressures and trigger differ-
ent types of plasma instabilities which result in the production
of waves and turbulence (Ptuskin et al. 2008; Malkov et al.
2013). This self-generated turbulence can confine CRs over
distances and amounts of time that depend on the conditions
prevailing in the ISM, especially the ionisation degree (Nava
et al. 2016, 2019). The generation of waves contribute to locally
heating the warm ionised medium (Wiener et al. 2013b). On
larger galactic scales, comparable to the disc height, CR gra-
dients can modify the dynamics of Jeans unstable regions in
the atomic phase (Commerçon et al. 2019), and they can propel
cold galactic-wide outflows (Jubelgas et al. 2008; Wadepuhl &
Springel 2011; Uhlig et al. 2012; Hanasz et al. 2013; Salem &
Bryan 2014; Salem et al. 2014; Girichidis et al. 2016, 2018;
Simpson et al. 2016; Recchia et al. 2017; Fujita & Mac Low
2018; Mao & Ostriker 2018) with a preferential impact in low-
mass galaxies (Booth et al. 2013; Jacob et al. 2018, Dashyan &
Dubois 2019). However, the capability of winds to carry mass
and momentum depends on the detailed CR physics such as
streaming (Ruszkowski et al. 2017b; Wiener et al. 2017; Holguin
et al. 2019; Butsky & Quinn 2018), or taking into account the
unresolved multi-phase nature of the gas and its impact on CR
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transport (Farber et al. 2018). CRs also boost the dynamo ampli-
fication of the magnetic field in disc galaxies (Hanasz et al. 2004,
2009a,b; Pakmor et al. 2016).

On very large cosmological scales CRs are released in
shocks (Miniati et al. 2000, 2001; Ryu et al. 2003; Skillman et al.
2008; Pfrommer et al. 2007, 2008, 2017; Vazza et al. 2009, 2012)
with external cosmological infall of gas producing the strongest
shocks, while pre-processed internal shocks in halos drive the
bulk of the shock distribution in the more moderate strength
regime.

Similarly, strong shocks are produced in jets from active
galactic nuclei; they release large amounts of CRs as observed
in radio emission (Fanaroff & Riley 1974; Pierre Auger
Collaboration 2007; Croston et al. 2009) and help to release the
feedback back to the hot gas from galaxy clusters (Croston et al.
2008; Guo & Oh 2008; Sijacki et al. 2008; Guo & Mathews 2011;
Fujita & Ohira 2011; Jacob & Pfrommer 2017; Ruszkowski et al.
2017a; Ehlert et al. 2018). However, again, their impact might
significantly differ depending on which CR dynamical processes
are modelled and which ignored.

In a previous work (Dubois & Commerçon 2016), we intro-
duced a numerical model for anisotropic CR diffusion. Here,
we extend it by including a model of the CR streaming insta-
bility and CR injection at shocks through DSA in the adaptive
mesh refinement code RAMSES (Teyssier 2002). In another work
(Brahimi et al. in prep.) we introduce new diffusive transport
for CRs accounting for the generation of turbulence produced
by the streaming. This ensemble of work aims to provide a con-
sistent description of CR dynamical effect on the interstellar or
intergalactic media. In the same view, a recent model has been
proposed by Thomas & Pfrommer (2019).

In Sect. 2, we introduce the full set of CR magneto-
hydrodynamics including the streaming and acceleration terms,
whose numerical modelling and tests are respectively tackled in
Sects. 3 and 4. We finally test CR acceleration and streaming
combined in turbulent ISM experiments in Sect. 5.

2. Magneto-hydrodynamics with cosmic rays

By taking the energy moment of the Fokker–Planck CR transport
equation (Drury & Voelk 1981), the following set of differential
equations to be solved for cosmic-ray magneto-hydrodynamics
(CRMHD) of a fluid mixture made of thermal particles and CRs
can be obtained:

∂ρ

∂t
+ ∇.(ρu) = 0, (1)

∂ρu
∂t

+ ∇.
(
ρuu + Ptot − BB

4π

)
= 0, (2)

∂e
∂t

+ ∇.
(
(e + Ptot)u − B(B.u)

4π

)

= −PCR∇.u − ∇.FCR,d +Lrad, (3)
∂B
∂t
− ∇ × (u × B) = 0, (4)

∂eCR

∂t
+ ∇. (eCRu + (eCR + PCR)ust)

= −PCR∇.u − ∇.FCR,d +Lst +Hacc +Lrad,CR. (5)

Here ρ is the gas mass density, u is the gas velocity, ust is the
streaming velocity, B is the magnetic field, e = 0.5ρu2 + eth +
eCR + B2/8π is the total energy density, eth is the thermal energy
density, and eCR is the CR energy density; Ptot = Pth + PCR +

Pmag is the sum of thermal Pth = (γ − 1)eth, CR PCR = (γCR −
1)ecr, and magnetic Pmag = 0.5B2/(4π) pressures, where γ and
γCR are the adiabatic indexes of the thermal and CR com-
ponents, respectively. We note that all energy components ei
are energies per unit volume ei = Ei/∆x3, where ∆x is the cell
size. The terms on the right-hand side of the equations are
treated as source terms with PCR∇.u the CR pressure work
term, FCR,d =−D0b(b.∇eCR) the anisotropic diffusion flux term,
D0 the diffusion coefficient (usually taken as a constant value for
simplicity, but it can also be a function of local MHD quantities),
b = B/||B|| the magnetic unity vector, and a total radiative loss
term Lrad =Lrad,th + Lrad,CR−>th composed of the thermal Lrad,th
and CR Lrad,CR−>th radiative loss terms, where the CR loss term
(Lrad,CR−>th =Lrad,CR +Hrad,CR−>th) is the non-conserving sum of
radiative losses from cosmic raysLrad,CR turning as a heating rate
Hrad,CR−>th for the thermal component. Finally, and this is the
core of this paper, we detail how the streaming instability terms
∇. ((eCR + PCR)ust) (advection-diffusion term) and Lst (heating
term), and the CR acceleration at shocksHacc are modelled.

We use the RAMSES code detailed in Teyssier (2002) to solve
these equations with adaptive mesh refinement (AMR). The full
set of equations is solved with the standard MHD solver of
RAMSES described in Fromang et al. (2006), where the right-
hand side terms of Eq. (3) are treated separately as source terms.
The induction equation (Eq. (4)) is solved using constrained
transport (Teyssier et al. 2006), which by construction guarantees
at all times that ∇.B ' 0 at machine precision. Godunov fluxes
are solved with the approximate Harten–Lax–van Leer Discon-
tinuities (HLLD) Riemann solver (Miyoshi & Kusano 2005)
and the minmod total variation diminishing slope limiter are
modified to account for the extra energy components and total
pressure made of the thermal and CR component. Accordingly,
the effective sound speed used for the Courant–Friedrichs–Lewy
time-step condition accounts for the extra pressure components
(i.e. total pressure of the fluid). The implementation of the
anisotropic CR diffusion in RAMSES, which our new imple-
mentation of CR streaming relies on, is described in Dubois &
Commerçon (2016).

It should be noted that Eq. (5) can be expanded to as many
CR energy bins as required to sample a full spectrum of CRs
in energy-momentum space with source terms communicating
the energy fluxes between the various energy bins (see Miniati
2001; Girichidis et al. 2014; Winner et al. 2019, for such efforts
in those directions). We ignore this extra level of complexity to
represent the entire spectrum of CR energy by a single bin of
energy. For sake of completeness, we introduced the anisotropic
diffusion term as well as the CR radiative loss terms (trivially
modelled as a simple density and CR energy-dependent term;
see e.g. Enßlin et al. 2007; Guo & Oh 2008) in the equations; we
do not make use of them in the various tests of this paper, i.e.
D0 = 0 and Lrad,CR = 0.

3. Cosmic-ray streaming

3.1. Numerical implementation

Cosmic rays propagating faster than the Alfvén velocity
uA = B/

√
4πρ excite Alfvén waves, which in turn drive the scat-

tering of the CR pitch angle with magnetic field lines. This
coupling leads to a reduced CR bulk velocity at the Alfvén
velocity and confines the CR streaming transport along the
field lines and their own gradient of pressure (Wentzel 1968;
Kulsrud & Pearce 1969; Skilling 1975). Several damping mecha-
nisms, such as ion-neutral damping, non-linear Landau damping,
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or turbulence damping (Kulsrud & Pearce 1969; Yan & Lazarian
2002; Farmer & Goldreich 2004; Lazarian & Beresnyak 2006;
Wiener et al. 2013a), can lead to a significant suppression of
these self-excited Aflvén waves and can increase the effective
value at which CRs are allowed to stream down their own
gradient at super-Alfvénic velocities ust =− fSAuAsign(b.∇eCR),
where fSA ≥ 1 is the super-Aflvénic boost factor of the streaming
velocity.

In addition, while CRs scatter onto the Aflvén waves, they
experience a drag force, whose work is transferred to the thermal
pool at the following rate:

Lst =−sign(b.∇eCR)uA.∇PCR. (6)

We note that this heating term has fSA = 1 since only the
Alfvén waves mediate the energy exchange between CRs and the
thermal component (see e.g. Ruszkowski et al. 2017b). This term,
which is by construction always a heating (resp. loss) term for
the thermal (resp. CR) component, is obtained by simply differ-
entiating the values of the CR energy density with neighbouring
cells.

For simplicity, in the rest of this work, whose aim is to test
the implementation of CR streaming, we systematically assume
fSA = 1. The advection or diffusion term of streaming ∇.((eCR +
PCR)ust) can be solved via two distinct approaches. One is to
update the CR energy density using an explicit upwind method;
however, since the streaming velocity can become discontinu-
ous at extrema of eCR, it modifies the condition of stability of
the solution to ∆t ∝ ∆x3 (Sharma et al. 2009). Sharma et al.
(2009) proposed regularising the streaming velocity by replacing
sign(b.∇eCR) by tanh(hb.∇eCR/eCR) in order to obtain a less con-
straining time-step condition of ∆t = h∆x2/(2eCRuA), and where
h should be the size of a few cells. Nonetheless, this time-step
condition is still too constraining due to the quadratic depen-
dency on cell size, and it is necessary to rely on a different
strategy to make such a numerical implementation practicable
in all possible situations. Sharma et al. (2009) suggested using
an implicit solver for the regularised upwind method. Here we
decided to take a different route that relies on the modelling
of the anisotropic diffusion with an implicit solver, as done
in Dubois & Commerçon (2016).

We can rewrite the streaming velocity as

ust = − b.∇eCR

|b.∇eCR|uA, (7)

which, when recast into ∇.((eCR + PCR)ust), can be rewritten as
a diffusion term (see also Uhlig et al. 2012, where the same
diffusion approach for the isotropic version of CR streaming is
used):

∇.FCR,s = ∇.(−Dstb(b.∇eCR))

= ∇.
−

(eCR + PCR)|B|
|b.∇eCR|

√
4πρ

b(b.∇eCR)

 . (8)

Therefore, this advection-diffusion part of the streaming insta-
bility can be treated as an addition to the standard FCR,d CR dif-
fusion term (FCR,ds = FCR,d + FCR,s), for clarity hereafter written
as follows:

∇.FCR,ds = ∇. (−Db(b.∇eCR)) , (9)

where D = D0 + Dst. The FCR,ds diffusion flux can be arbitrarily
decomposed into an anisotropic and isotropic part

∇.FCR,ds =∇. (−D‖b(b.∇eCR) − Diso∇eCR
)
, (10)

where D‖ = (1 − fiso)D, Diso = fisoD, and fiso ≤ 1. We
briefly recall the framework of the implicit solver developed
in Dubois & Commerçon (2016). For the 2D case, the time
update of the CR energy by the anisotropic part (the isotropic
part is trivially obtained) of the diffusion flux is

en+1
i, j + ∆t

Fn+1
i+ 1

2 , j
+ Fn+1

i, j+ 1
2
− Fn+1

i− 1
2 , j
− Fn+1

i, j− 1
2

∆x
= en

i, j, (11)

where the cell-centred fluxes are computed with cell-cornered
values using the symmetric scheme from Günter et al. (2005):

Fani
i+ 1

2 , j
=

Fani
i+ 1

2 , j− 1
2

+ Fani
i+ 1

2 , j+
1
2

2
,

Fani
i, j+ 1

2
=

Fani
i− 1

2 , j+
1
2

+ Fani
i+ 1

2 , j+
1
2

2
.

The anisotropic cell corner flux is

Fani
i+ 1

2 , j+
1
2

=−D̄b̄x

(
b̄x
∂̄e
∂x

+ b̄y
∂̄e
∂y

)
, (12)

where barred quantities are arithmetic averages over the cells
connected to the corner, i.e.

b̄x =

bn
x,i+ 1

2 , j
+ bn

x,i+ 1
2 , j+1

2
,

b̄y =

bn
y,i, j+ 1

2
+ bn

y,i+1, j+ 1
2

2
,

∂̄e
∂x

=
en+1

i+1, j+1 + en+1
i+1, j − en+1

i, j+1 − en+1
i, j

2∆x
,

∂̄e
∂y

=
en+1

i+1, j+1 + en+1
i, j+1 − en+1

i+1, j − en+1
i, j

2∆x
,

D̄ =
Dn

i, j + Dn
i+1, j + Dn

i, j+1 + Dn
i+1, j+1

4
.

We note that all hydrodynamical variables in RAMSES are cell-
centred except for the magnetic field which is face-centred. The
streaming diffusion coefficient is computed as

Dn
i, j =

(en
i, j + Pn

i, j)√
4πρi, j

|B̃|ni, j
˜|b.∇e|ni, j

, (13)

where upper tilde quantities stand for cell-centred quantities
reconstructed from a combination of cell-centred and face-
centred quantities:

|B̃|ni, j =
1
2

√(
Bn

x,i− 1
2 , j

+ Bn
x,i+ 1

2 , j

)2
+

(
Bn
y,i, j− 1

2
+ Bn

y,i, j+ 1
2

)2
,

˜|b.∇e|ni, j =
1

4∆x|B̃|ni, j

∣∣∣∣∣
(
Bn

x,i− 1
2 , j

+ Bn
x,i+ 1

2 , j

) (
en

x,i+1, j − en
x,i−1, j

)

+

(
Bn
y,i, j− 1

2
+ Bn

y,i, j+ 1
2

) (
en
y,i, j+1 − en

y,i, j−1

)∣∣∣∣∣ . (14)

It should be noted that, in principle, the solver can deal with
any arbitrary large values of the diffusion coefficient; however,
the number of iterative steps of the implicit solver to converge
towards the solution can be large for a large diffusion coefficient,
typically at extrema of |b.∇eCR| where this value can become
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Fig. 1. Evolution of a 1D sinusoid of CR energy density with streaming
advection only as a function of position with 512 cells and imposing a
constant Alfvén velocity of 1. The solution is made of two plateaus as
the maxima are capped over time, due to the infinite streaming diffusion
coefficient, while the two regions between the two plateaus move at a
velocity of ±γCR = ±1.4.

close to zero. In practice, we cap the value of the streaming
diffusion coefficient to 1028 cm2 s−1 in all practical astrophysi-
cal applications to reduce the spectral condition number of the
matrix involved in the implicit solver in order to save compu-
tational iterations. From the 2D case, the method is trivially
expanded into three dimensions.

3.2. Tests of CR streaming

3.2.1. One-dimensional sinusoid

In order to test the implementation of the CR advection-diffusion
streaming term, a 1D sinusoid experiment is set up where the
rest of the physics is deactivated, and with γCR = 1.4 similar to
the test proposed by Sharma et al. (2009). Unfortunately, there
is no known analytical solution to that experiment, but we can
test the numerical convergence of the implementation to test its
self-consistency. The initial condition for CR energy density is
eCR = 1 + 0.5 sin(2πx), and we assume that the Alfvén velocity
equals 1 oriented along the x-axis. In this 1D test we set the maxi-
mum streaming diffusion coefficient to be no larger than 100. As
shown in Fig. 1 for this 1D test problem using 512 cells (level 9),
the evolved solution is a sinusoid where the extrema are cropped
and where the regions of maximum slope are advected at γCRust
(i.e. −1.4 if ∂ECR/∂x > 0 and +1.4 if ∂ECR/∂x < 0). A more
evolved time shows a higher cropped fraction of the high and
low part of the sinusoid. We perform a consistency test by vary-
ing the resolution of the simulation from 16 cells to 1024 cells,
where the highest resolution simulation is used as a reference for
comparison. Figure 2 shows the solution at time t = 0.02 for 16,
32, 64, 128, 256, and 1024 cells, and their relative variation to
the reference run. The solution shows very good numerical con-
vergence towards the high-resolution reference solution, which
never exceeds a few percentage points relative variation even
when using only 16 cells to resolve the wavelength of the sinu-
soid. Finally, the L2 norm (again using the 1024-cell run as a
reference) is computed and has a convergence with a scaling of
∆x1.87±0.08, as shown in Fig. 3.

3.2.2. Two-dimensional sinusoid in a looped magnetic field

In this test case we try to mimic the 1D sinusoid problem embed-
ded in a non-uniform magnetic configuration. We initialise a
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Fig. 2. Solution at t = 0.02 of the sinusoid experiment with different
resolution from uniform level 4 to 8 (from light red to dark red) and
level 10 (in black). The relative errors are compared to the reference
numerical solution of level 10. Even for very low resolution the relative
error is never larger than a few percentage points.

0.01 0.10
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0.001
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L
2

L2α∆x
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Fig. 3. Convergence of the L2 norm for the sinusoid experiment using
the solution at t = 0.02. The norm is compared to the reference numeri-
cal solution of level 10. The L2 norm scales with ∆x1.87±0.08 as indicated
by the dashed line.

2D looped magnetic field centred on the middle of the box,
hence in the circular coordinate system the magnetic field is
purely tangential. We also initialise the CR energy density in
the same way as the previous 1D test case with a θ angle
dependency eCR = 1 + 0.5 sin(θ) for a radius 0.15< r< 0.35 and
eCR = 10−5 for r≤ 0.15 and r≥ 0.35. In this 2D test we set the
maximum streaming diffusion coefficient to be no larger than 1
and an isotropic component of fiso = 10−2; we discuss the effect
of changing these values on the solution in Appendix A. We
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Fig. 4. Cosmic-ray energy density maps at t = 0 (top left) and t = 0.02
(top right) for an initial angle-dependent sinusoid within a purely cir-
cular magnetic field with an Alfvén velocity of 1 and a resolution of
1282 cells. The energy is evolved with the streaming advection-diffusion
term only. The bottom panel shows the radially averaged energy in the
radius interval r = [0.15, 0.35] as a function of the polar angle θ.

choose an Alfvén velocity of 1, and again we deactivate the rest
of the hydrodynamics. Figure 4 shows the result at times t = 0
and t = 0.02. The solution shows a similar angle-dependent pat-
tern for the evolved solution at t = 0.02 to that of the 1D case
at the same time (i.e. the value of energy density is close to uni-
form around regions of initial extrema). We note that the capping
of extrema is slightly late in this 2D configuration with respect
to the 1D test: compared with Fig. 1, where the maximum and
minimum are respectively 1.2 and 0.7 at time t = 0.02, here in
2D we obtain 1.28 and 0.6, respectively. We also tested the 2D
streaming for a ten times wider range of initial CR energy den-
sity. The result, not shown here, is qualitatively similar to that of
our reference test.

4. Shock-accelerated CRs

4.1. Shock finder algorithm

Our shock finder algorithm relies on several criteria. A shock
cell is identified as such when all of the following conditions
are met: (i) ∇T.∇S > 0 (Ryu et al. 2003, where S = T/n2/3 is
the pseudo-entropy) and ∇T.∇ρ > 0 (which filters out tangen-
tial discontinuities, Schaal & Springel 2015); (ii) ∇.u is negative
(compression region); (iii) ∇.u is a local minimum along the nor-
mal to ns =−∇T/|∇T | (where the local value of ∇.u is compared
to the cloud-in-cell interpolated value of ∇.u at one ∆x local
cell distance in the upstream and downstream of the local cell);
and (iv) the Mach number is largerM>Mmin, withMmin ' 1.5.
Keeping in mind these conditions, the Mach number of eligi-
ble cells is computed according to the criteria using upstream
(pre-shock) and downstream (post-shock) fluid variables. Using
the Rankine-Hugoniot shock jump relations, the Mach number
can be computed from density, temperature, or pressure values.
For instance, the Mach number for a single thermal component

can be obtained from the ratio RP = P2/P1 of the downstream
to upstream pressures (here and in the following we keep the 1
and 2 subscripts for the upstream and downstream quantities),
leading to

M2 =
1

2γ
[
(γ − 1) + (γ + 1)RP

]
. (15)

We note that it is also possible to employ the jump relations for
density or velocity; however, they quickly saturate at high Mach
numbers, while pressure jumps offer better leverage for probing
the values of the Mach number.

Since our aim is to apply this shock finder to a thermal–CR
mixture, the following relation (Pfrommer et al. 2017) should be
used instead:

M2 =
1
γe

RPC
C − [

(γ1 + 1) + (γ1 − 1)RP
]
(γ2 − 1)

. (16)

HereC= [(γ2 +1)RP + (γ2−1)](γ1−1), γi = Pi/εi +1 for i = {1, 2}
(respectively upstream and downstream) and γe = (γPth,2 +
γCRPCR,2)/P2 for the downstream region. In the limit where the
weighted adiabatic indexes are equal γe = γ1 = γ2 this formula
for the Mach number is equal to the classical formulation of
Eq. (15).

The normal to the shock is provided by the gradient of tem-
perature ns. A first guess of the upstream and downstream values
of pressure are obtained by cloud-in-cell interpolating the values
of the 2D cell pressure (where D is the dimensionality of the sys-
tem to simulate), one cell and two cells away from the shocked
cell candidates along ns and −ns for the upstream and down-
stream quantities, respectively. The upstream and downstream
pressures are respectively the minimum and maximum of pres-
sures obtained from the one cell and two cell distances away
from the shocked cell. This first guess of the Mach number is
kept for cells with moderate Mach numbersM < 5, while cells
with higher Mach numbers require probing regions further than
two cells away from the shocked cell to properly evaluate their
Mach numbers. As we see in the tests, the stronger the shock,
the larger the number of cells to sample the discontinuity, and
we thus need to probe more distant cells to accurately capture
the true upstream and downstream values of the shock. This first
guess is limited to two cells to fully exploit the code structure of
RAMSES that tracks at each time the 3D − 1 neighbouring octs
of each cell (an oct contains 2D cells), including virtual octs that
belong to another domain (hence, going further away requires
communication between CPU domains and can be prohibitive,
which is why we limit this search to the strongest shocked cells).

The second guess of the Mach number, and other related
quantities (see next section), is obtained by moving forward
along the normal to the shock by steps of ∆x up to four cells
distance, thus probing both 3∆x and 4∆x in the upstream and the
downstream regions. For the new value of upstream and down-
stream pressures (and other related quantities) to be accepted for
the calculation of the new Mach number, we check that the slope
of the thermal energy is getting shallower (the profile must flatten
as we are moving outwards) by computing the new gradient of
thermal energy and comparing to its value from the previous dis-
tance step, and that the total pressure and the density both have
a new extremum (either an upstream minimum or a downstream
maximum). Our experiments with Mach numbers as strong as
1000 has lead us to use up to four cells distance to probe the esti-
mated Mach number of strong shocks, hence we always use this
maximum value in the following, but our implementation can
work with arbitrarily larger distances.
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4.2. Cosmic-ray acceleration at shocks

At shocks the kinetic energy flux of the upstream flow
φK,1 = 0.5ρ1u3

1 (where the velocities are measured in the moving
shock frame) is dissipated by the shock interface into a ther-
mal energy flux φth,2 = eth,dissu2, CR energy φCR,2 = eCR,dissu2 and
the remaining into kinetic and magnetic energy. For classical
strong shocks without CR acceleration, the ratio of post-shock
thermal (dissipated) energy to the pre-shock kinetic energy
eth,diss/(0.5ρu2

1) can be obtained from the Rankine–Hugoniot
jump relations, and tends towards 0.56 for γ= 5/3. Once shocked
cells are identified, the amount of accelerated CRs is obtained
with the CR flux following

φCR = η(M, XCR, θB)edissu2, (17)

where ediss = eth,diss + eCR,diss is the dissipated internal energy of
the gas, u2 is the downstream velocity in the frame of the moving
shock, and η(M, XCR, θB) is the acceleration efficiency of CRs at
shocks, which is a function of the Mach number, the upstream
CR-to-thermal ratio XCR = PCR,1/Pth,1, and the magnetic obliq-
uity to the normal of the shock θB. Instead of measuring the
downstream velocity in the shock frame (which requires know-
ing both the upstream and downstream velocities in the lab
frame, as well as the jump density ratio Rρ), we replace u2 by
Mcs,1/Rρ, where cs,1 is the upstream sound speed. The dissi-
pated energy can be directly measured from the upstream and
downstream thermal and CR energy densities

ediss = eth,2 + eCR,2 − eth,1Rγρ − eCR,1RγCR
ρ , (18)

where eth,2 and eth,1 are respectively the downstream and
upstream thermal energy densities, eCR,2 and eCR,1 the down-
stream and upstream CR energy densities, and Rρ the jump
density ratio. The jump density ratio is obtained from the direct
evaluation of the upstream and downstream densities

Rρ =
ρ2

ρ1
. (19)

The Rγρ and RγCR
ρ terms account for the fact that the upstream

thermal and CR energies are also adiabatically compressed
at the shock. Finally, the new CR energy is updated using
∆eCR = φCR∆t/∆x.

According to detailed simulations of accelerated CRs at
shocks (Caprioli & Spitkovsky 2014), their acceleration effi-
ciency depends on both the Mach number of the shock and the
upstream magnetic field orientation with respect to the normal to
the shock θB = arccos(b1.ns). The dependency of the efficiency
of CR acceleration with this so-called “magnetic obliquity”
can be factorised out, η(M, XCR, θB) = η0ξ(M, XCR)ζ(θB), and
approximated by the following functional form (Pais et al. 2018):

ζ(θB) =
1
2

[
tanh

(
θcrit − θB

δθ

)
+ 1

]
, (20)

where θcrit = π/4 and δθ = π/18. Therefore, we probe the angle
θB by evaluating the orientation of the magnetic vector in the
upstream region using the cell that defines the value of the
upstream pressure as defined in the previous section.

The dependency of the acceleration ξ(M, XCR) is obtained
from the results of Kang & Ryu (2013), and is an increasing
function of bothM and XCR. They provide values of the accel-
eration efficiency for two values of XCR, namely 0 and 0.05,
and ten values of the Mach number (from 1.5 to 100). Since,
to the best of our knowledge, no work has explored the cases
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Fig. 5. Acceleration efficiency ξ(M, XCR) as a function of the Mach
numberM for different values of the upstream CR-to-thermal pressure
ratio XCR. The values are obtained from the XCR = 0 and 0.025 values
of Kang & Ryu (2013) and renormalised to a maximum value of 1.

with XCR > 0.05, in order to explore the full range of admis-
sible values of XCR we simply interpolate and extrapolate the
values of ξ(M, XCR) from XCR = 0 and 0.05, sampling values
of XCR = 0.025, 0.1, 0.2, 0.5, and 1. In addition, we fix those
sampling values so that ξ is a monotonic increasing function of
M and XCR. We note that their obtained values of the accelera-
tion efficiency saturates at η0 = 0.225, a factor of ∼2 larger than
the maximum values obtained by Caprioli & Spitkovsky (2014)
for parallel shocks (θB = 0). We thus renormalise ξ(M, XCR)
by 0.225 so that the maximum allowed efficiency is explic-
itly controlled by η0. The values of ξ are shown in Fig. 5
and are available as tabulated values in Appendix B. We note
that obliquity-dependent CR acceleration simulations conducted
by Caprioli et al. (2018) with a pre-existing population of CRs in
the upstream region suggest that the transition of the obliquity-
dependent part of the efficiency ζ(θB) from the efficient to the
inefficient regime is displaced from θcrit = π/4 to θcrit = π/3. We
neglect this effect at the moment.

Finally, we decided to inject the CR energy accelerated at
shocks a few cells away from the shock cell. We were guided
by the fact that numerical shocks are not pure discontinu-
ities and are in fact numerically broadened; therefore, any CR
pressure deposited in the numerically broadened shock layer
experiences a work PCR∇.u of pressure forces. For this rea-
son, the CR energy is deposited in the cell of minimum |∇.u|
in the post-shock direction up to four cells away from the
shock cell. We emphasize that this choice is crucial to obtain-
ing the correct amount of CR energy density in the post-shock
region, and our experiments have taught us that the direct injec-
tion in the shock systematically overestimates the resulting CR
energy density in the post-shock region by a large factor even
in the simplest 1D test case (e.g. by a factor of ∼2 for the
Sod test).

4.3. One-dimensional Sod shock tube

4.3.1. Convergence of the shock Mach number

In this first test for the convergence of the evaluated shock Mach
number, we used the standard Sod shock tube initial conditions
for a Mach of 10; in other words, we started with initial left and
right states separated by a virtual interface at x = 5 in a box of
size of 10 with thermal pressure Pth,L = 63.499 and Pth,R = 0.1,
density ρL = 1 and ρR = 0.125, velocity uL = uR = 0. This test was
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Fig. 6. Statistics of the numerical Sod shock Mach number relative
to its expected value for different shock Mach numbers, 10 (black),
100 (blue), and 1000 (red), using either a maximum of ncellmax = 2 cells
(left panel) or ncellmax = 4 cells (right panel) to probe hydrodynamical
values in the post-shock and pre-shock regions. These shock tube tests
do not model CRs. Pre-shock and post-shock regions need to be probed
up to four cells away from the shock cell location for the strongest Mach
numbers to be captured accurately.

run without any initial or accelerated CR component (i.e. free of
CR pressure), and we adopted an adiabatic index of the gas of
5/3. In addition we also explored more aggressive shock tube
initial conditions to probe Mach of 100 (Pth,L = 6349.9), and
Mach of 1000 (Pth,L = 634 990). We employed a base grid of
level 5 with up to three additional levels of refinements triggered
in regions where the relative cell-to-cell variation of either the
density, velocity, or pressure is larger than 10%.

Figure 6 shows the quality of the Mach number evaluation
with the statistics of its value relative to the exact analytical value
for various shock tube tests, changing the strength of the shock
by two orders of magnitude. We tested two maximum values
of the extent of the pre-shock and post-shock quantities, either
probing up to ncellmax = 2 cells or ncellmax = 4 away from the
shock cell. We note that we removed the estimates of the Mach
number for the first 15 time steps of the simulations (over the 263
available time steps, reaching final times t = 0.35, t = 0.035, and
t = 0.0035 for Mach numbers of 10, 100, and 1000, respectively),
where the shock, contact, and rarefaction waves are not yet suf-
ficiently separated to correctly capture the Mach number of the
shock. It shows that ncellmax = 2 cells can be sufficient to obtain
Mach numbers accurate to a level of a few percentage points up
to Mach numbers of the order of ∼100, even though it is sys-
tematically underevaluated; however, Mach numbers of 1000 are
almost never correctly captured. On the contrary, going up to
ncellmax = 4 cells distance to measure hydrodynamical quanti-
ties involved in the reconstruction of the Mach number allows
a precision of better than 0.1% in this simple 1D shock tube
test. This behaviour is the natural outcome of the larger numeri-
cal broadening of shock discontinuities for stronger shocks (see
Appendix C): strong shocks require more cells to resolve the
entire shock layer. We note that increasing the level of refinement
does not cure the problem; the shocks are narrower in physical
extent, but the number of cells required to describe the shock
jump remains the sam.

4.3.2. Cosmic-ray acceleration with constant efficiency

In this test we set up the previous 1D Sod shock tube test
with Mach number M= 10, and allowed for CR acceleration
with a constant efficiency of η= 0.5 (the exact Mach number
accounting for CRs added at the shock isM= 9.56 for this par-
ticular efficiency). We used an adiabatic index for the thermal
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Fig. 7. Sod shock tube experiment with CR acceleration efficiency of
η= 0.5, zero initial CR pressure and γCR = 4/3 at t = 0.35. Left panels:
solution over the full box. Right panels: zoomed-in region over the
shock and contact discontinuities for better clarity of the CR shock-
accelerated region. From top to bottom: pressures (black: total, blue:
thermal, red: CR), the density, the velocity, the Mach number, the
effective adiabatic index, and the level of refinement. The symbols stand
for the numerical solution, while the solid lines are for the analytical
solution. The exact Sod solution with accelerated CRs is reproduced
well by our numerical implementation.

and CR components of respectively γ= 5/3 and γCR = 4/3. All
the Sod experiments were run without streaming and without
radiative thermal or CR losses. The analytical solution with
accelerated CRs was provided by Pfrommer et al. 2017 (see their
Appendix B).

Figure 7 shows the result of the numerical calculation where
the analytical solution is nicely reproduced with the correct
Mach number of M ' 9.56 positioned at the shock front in
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Fig. 8. Sod shock tube experiment with zero initial CR pressure and
γCR = 4/3 with obliquity-dependent CR acceleration efficiency (θB is
the so-called obliquity: angle of the pre-shock B field with the nor-
mal to the shock) η0 = 0.5ζ(θB) for θB = 30, 45, 60◦ from top to bottom.
The panels show the pressures (black: total, blue: thermal, red: CR) at
t = 0.35 over a zoomed-in region over the shock and contact discontinu-
ities for better clarity of the CR shock-accelerated region. The symbols
stand for the numerical solution, while the solid lines are for the ana-
lytical solution. As expected, the amount of CRs produced at the shock
decreases with obliquity, and reproduces well the exact solution.

one of the cell sampling the numerically broadened discon-
tinuity. Right after the shock discontinuity, in the post-shock
region, the thermal pressure shows a few cells that overshoot the
expected value. This effect is due to our choice of depositing
the accelerated CR energy density a few cells beyond the exact
shock location (a strategy we employ to avoid the PdV com-
pression). Apart from this expected effect, pressures, velocity,
density, and the effective adiabatic index of the gas are accurately
reproduced.

4.3.3. Cosmic-ray acceleration with magnetic obliquity
dependency

In this Sod test, we let the acceleration efficiency η(θB) vary
with the pre-shock magnetic obliquity angle θB and imposed
η= 0.5ζ(θB) (the previous Sod test was run with θB = 0◦, i.e.
the efficiency was η= η0 = 0.5). We ran three experiments with
θB = 30, 45, and 60◦ (i.e. ζ ' 0.95, 0.5, and 0.05 respec-
tively), starting with an initial magnetic field with components
(Bx, By, Bz) = (10−10, 0, 5.77 × 10−11), (10−10, 0, 10−10), (5.77 ×
10−11, 0, 10−10), respectively. Magnetic field magnitudes were
chosen to be arbitrarily small so that the magnetic field had
no dynamical impact on the gas (i.e. B2 � P). The results are

shown in Fig. 8, where we see that the expected values of the
CR pressure in the shock are reproduced well for any of the
adopted magnetic obliquity. We note that the exact location of
the shock jump is modified, due to the modified shock velocity,
which is governed by the effective adiabatic index in the shock
that depends on the amount of accelerated CRs.

4.4. Three-dimensional Sedov explosion

We set up a 3D Sedov explosion with the following unitless val-
ues: a background at rest with gas density of ρ= 1, Pth = 10−4,
and a point-like explosion of energy Eth = 1 spread over the eight
central cells in a box of size unity1. There are no CRs initially,
and only those accelerated into the shock with a constant accel-
eration efficiency of η= 0.5 will necessarily contribute to the
CR distribution. The adiabatic index of the thermal component
is γ= 5/3, and γCR = 4/3 for CRs. In a box of size unity, we
start with a base grid of level 6 and allow for 2 extra levels of
refinement wherever the cell-to-cell density and pressure varia-
tions are larger than 20 and 50%, respectively. The criterion for
density is used only where the gas density is higher than that of
the background in order to avoid excessive refinement into the
hot interior, and instead we focus on the shocked swept-up shell
material. For this particular test it is customary to employ a more
diffusive solver than HLLD (or Harten–Lax–van Leer–Contact
for a pure hydro run) to avoid the formation of the carbuncle
phenomenon in shocked cells around the x-, y-, or z-axis of the
box, hence, we use, here, the Lax–Friedrich approximate Rie-
mann solver. All Sedov experiments are run without streaming
and without radiative thermal or CR losses.

Figure 9 (left panels) shows the density and CR pressure in
a thin slice through the centre of the explosion at time t = 0.05.
The swept-up material accumulates in a thin shocked layer of
gas where CRs are accelerated and they propagate backward
through a reverse shock in the bubble interior. We can see
finger-like features in the shocked material, which are produced
by the discretised nature of the grid; amongst the post-shock
cells receiving the accelerated CR energy, some of them can
indeed receive energy from several shock cells, while some oth-
ers receive it only once. We note that Pfrommer et al. (2017) also
noticed this effect in their unstructured mesh code, the difference
is that their features are randomly located in angle, while here,
due to the structured Cartesian nature of our grid, these features
follow some π/2 periodic pattern.

As expected, due to the high adopted value of acceleration
efficiency η= 0.5, there is a very significant amount of CRs
produced into the dissipation layer of the shock as seen in the
spherically averaged radial profiles from Fig. 10. The pressure in
the shock layer is a mixture of CRs and thermal particles, while
the CR pressure completely dominates the total pressure in the
diffuse bubble interior.

It leads to a sharp transition of the effective adiabatic index
of the gas from purely thermal outside of the explosion γe = γ to
purely CR-like in the diffuse bubble γe = γCR. What matters for
the shock dynamics is the effective adiabatic index in the swept-
up shock layer that can be inferred from the exact Sedov shock
dynamics given a value of γe. For analytical guidance, with
enthalpy arguments Chevalier (1983) provides the solution for
the effective adiabatic index as a function of the fraction of CR
pressure w= PCR/Ptot in the shocked shell (not to be confused

1 These adopted unitless values can correspond to e.g. a SN explosion
of 1.1×1051 erg in a background medium of density n = 1 H cm−3, sound
speed cs = 0.6 km s−1, and a box length of 45 pc.
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Fig. 9. Sedov explosion with accelerated CRs with η= 0.5 (left panels), and obliquity-dependent acceleration efficiency η= 0.5ζ(θB) with either
a uniform magnetic field (middle panels) or a random magnetic field (right panels). Top and bottom panels: respectively slices of density and
CR pressure at time t = 0.05, with the solid circle line indicating the position of the Sedov shock front for the exact solution with γe = 7/5, which
are reproduced in all panels to guide the eye throughout (the random magnetic field configuration is better fitted with γe = 1.55), and with magnetic
unit vectors overplotted as black segments (the length scale of the random magnetic field corresponds to the size of two large arrows). In the
simulation without obliquity dependent acceleration, CR production is close to uniform in the shell except for small numerical grid artefacts. With
obliquity dependency, CRs accumulate in polar caps for a uniform magnetic field, and in small patches for the random magnetic field corresponding
to the length scale of the field. The position and shape of the shell are also affected by the presence and the configuration of the magnetic field with
respect to the obliquity-independent case.

with the acceleration efficiency)

γe =
5 + 3w

3(1 + w)
(21)

for γCR = 4/3. In agreement with Pfrommer et al. (2017), we find
that for the same set-up, an effective adiabatic index in the shock
of γe = 7/5 for the exact solution leads to a good recovery of
the numerical solution in both total pressure and density, though
the maximum values are less pronounced at the shock because
of the limited resolution. Increasing the resolution naturally
captures the shock profile more faithfully.

We ran two extra simulations with the acceleration effi-
ciency depending on magnetic obliquity η= 0.5ζ(θB) and chang-
ing from an initial initially uniform magnetic field with
(Bx, By, Bz) = (10−10, 0, 0) or a random magnetic field configura-
tion (see Appendix D for details) with a typical coherence length
of λB = 1/16 and a similar magnitude of 10−10. For the uni-
form magnetic field configuration, CRs are accelerated around
polar caps along the x-axis of the box with maximum efficiency,
and go to zero along the y-axis (or z-axis) as a result of mag-
netic obliquity (see middle panels of Fig. 9). It results in an

ellipsoid shape of the explosion: the position of the shell where
CR acceleration is close to zero (y- and z-axes) is further away
than where CRs are produced (x-axis) as a result of the higher
(resp. lower) effective adiabatic index of the gas mixture in the
shell. We note that the exact shape of the ellipsoid is a function
of the obliquity-independent part of the acceleration efficiency:
the larger ξ is, the more stretched the explosion is (see Pais et al.
2018, for a thorough analysis of this effect). As expected, the den-
sity is also higher along the x-direction than along the y-direction
(z-direction) as a result of the dependency of the density jump
to the adiabatic index of the gas (for strong shocks, Rρ = 4 for
γe = 5/3 and Rρ = 6 for γe = 7/5).

Finally, the random magnetic field set-up shows a shell mass
distribution close to spherical with significant fluctuations with
angle (right panels of Fig. 9). It reflects the underlying patchy
acceleration and distribution of CR pressure in the swept-up
shock layer. On average, the acceleration efficiency is reduced
by a factor 〈ζ〉=

∫ π/2
0 ζ(θB) sin θBdθB ' 0.302 for a purely ran-

dom upstream magnetic field orientation (see Fig. 11) compared
to the simulation without obliquity dependency, and thus to an
effective acceleration parameter of ηe ' 0.15. Therefore, there is
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Fig. 10. Spherically averaged radial profiles for the 3D Sedov explosion
with CR acceleration with constant acceleration efficiency of η= 0.5
of the pressure (blue: thermal pressure, red: CR pressure), density, and
effective adiabatic index of the thermal–CR mixture from top to bottom
at time t = 0.1. Solid lines stand for the result of the numerical simu-
lation, while the dashed lines of the pressure and density plots are the
exact solution of the self-similar profile for an effective adiabatic index
of 7/5 in black (the exact density profile for γ= 5/3 is also shown as a
dashed blue line). The blue and red dashed lines in γe stand for the adi-
abatic index used for the thermal and CR component, respectively. The
thermal–CR mixture produces an explosion similar to a Sedov solution
with effective adiabatic index of γe = 7/5, which delays the position of
the shock due to the lower pressure work exerted by the shocked shell.

a smaller amount of CRs produced in the shock, and as expected
from Chevalier (1983) (see also Castro et al. 2011; Bell 2015), the
exact solution is now better reproduced for a lower effective adi-
abatic index of γe = 1.55 (see Fig. 12) and leads to a shock front
in advance compared to the obliquity-independent simulation.

5. Turbulent box of the ISM

We ran turbulent ISM boxes in the same spirit of Commerçon
et al. (2019) except that here we started with negligible CR pres-
sure (10−10 that of the thermal pressure) and let it build through
the turbulence-generated shocks. The simulations have a uni-
form 1283 Cartesian resolution in a box of 50 pc, leading to a
spatial resolution of 0.4 pc. The initial gas density and tempera-
ture are 2 cm−3 and 4460 K, respectively, with a mean molecular
weight of µ= 1.4 assumed throughout. We started with an ini-
tial thermal pressure of Pth,0 = 1.2 × 10−12 erg cm−3. The initial
magnetic field was uniform and was set up in the x-direction of
the box with a magnitude of 0.1 µG, leading to a plasma beta
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Fig. 11. Stacked PDF of the magnetic obliquity in the Sedov experi-
ment between t = 0.05− 0.1 for the random magnetic field configuration
(solid histogram), compared to the random distribution (black dashed
line). The distribution of magnetic obliquity is compatible with a purely
random field as expected, thus leading to a reduced efficiency of 〈ζ〉=
0.302.
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Fig. 12. Similar to Fig. 10, but for the random magnetic field configura-
tion and with obliquity dependency of the CR acceleration efficiency
η= 0.5ζ(θB). Here the Sedov profile is better fitted with an effective
adiabatic index of γe = 1.55.

parameter of β= Pth,0/Pmag,0 ' 3 × 103. We did not allow for
self-gravity of the gas or for any refinement. Cooling proceeded
on the thermal component following Audit & Hennebelle (2005),
while we neglected the role of Coulomb and hadronic losses of
CR protons (Enßlin et al. 2007; Guo & Oh 2008).
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The turbulence is forced at all times with an injection scale
of kturb = 2 (i.e. corresponding to half the size of the box) and
with a parabolic shape in the Fourier space f̃ (k) ∝ 1− (k− kturb)2

with k sampled in the range k = [1, 3]. The turbulence is applied
intermittently with an auto-correlation time of 0.5 Myr and with
a compression-to-solenoidal ratio of 1 (see Commerçon et al.
2019, for more details).

5.1.M- and XCR-independent acceleration efficiency

We start with a batch of simulations where the acceleration
efficiency does not depend on M and XCR (i.e. ξ = 1). We set
up three different simulations: (i) without CR acceleration (i.e.
η0 = 0, NoShock); (ii) with CR acceleration and η= η0 = 0.1
(i.e. where CR acceleration does not depend on magnetic,
NoThetaB); (iii) with CR acceleration and η0 = 0.1 (i.e. where
CR acceleration depends on magnetic obliquity, ThetaB); and
with η0 = 0.1 and CR streaming (Streaming). We note that we
use rather large values of CR acceleration efficiencies given the
moderate Mach numbers of only 2–4 (e.g. Kang & Jones 2005;
Kang & Ryu 2013) obtained in that experiment. This somewhat
reflects the more typical SN-generated CR acceleration efficien-
cies corresponding to much larger values of the shock Mach
number than we can capture here with this simplified set-up.
For the sake of a testable set-up for our new implemented algo-
rithm, these values allow us to reach an appreciable amount of
CR energy density in the simulated volume over a few turbu-
lent crossing times tcross = 6.7 Myr, where it is the box length
divided by the rms velocity urms = 7.3 km s−1 (here measured at
t = 20 Myr for the Streaming run).

Shocks are driven in sheets with moderate Mach numbers of
M ' 3–4, as can be seen in Fig. 13 for the Streaming run (other
simulations show similar features) at time t = 10 Myr, which dis-
sipates the energy of shocks with a typical range of flux values
of edissu2 ' 1044–1045 erg Myr−1 pc−2. Figure 14 shows maps of
the CR pressure at two different times t = 10 and 20 Myr for the
simulation NoThetaB, ThetaB, and Streaming. At t = 10 Myr the
CR pressure has already built up to appreciable levels thanks to
turbulence-generated shocks in the box, with clustered regions
of pressure at levels similar to or above the initial thermal pres-
sure (Pth,0 ' 10−12 erg cm−3). The NoThetaB simulation has, as
expected, the highest values of CR pressure since CR accelera-
tion efficiency is always equal to η= 0.1, while in the two other
runs it can only reach this value for a perfectly aligned pre-shock
magnetic field with the normal to the shock. At this early stage of
the simulation, the effect of streaming is still very moderate on
the CR pressure distribution. It reduces the range of the lowest
and highest values of pressure mimicking the effect of a diffusion
process; nonetheless, the geometrical features are easily recog-
nizable between the ThetaB and Streaming runs (and NoThetaB
as well).

Figure 15 (top panel) shows the thermal and CR energies in
the simulated volumes as a function of time. The total thermal
energy in the box is quickly reduced in 3 Myr by nearly a factor
of 3 with very negligible differences by the end of the simula-
tion between the four simulations. The total CR energy builds
up almost linearly with time as a result of nearly constant dissi-
pated energy and acceleration efficiency over time, once passed
the first 5 Myr. This CR pressure provides a support to the total
pressure close to the thermal pressure, if not above (NoThetaB
case at t = 20 Myr). The magnetic energy quickly increases early
on and saturates at a plasma beta β ' 10 similar for the four dif-
ferent simulations. We note that this level of magnetic field is
crucial for the CR streaming to have an appreciable effect on the

Fig. 13. Projection of the Mach numberM (top) and dissipated energy
flux edissu2 (bottom) for the Streaming turbulent box, with η0 = 0.1 and
ξ(M, XCR) = 1, at time t = 10 Myr over a box thickness of half the size
of the box centred on the middle of the box. Shocks are driven in sheets
with a bulk of the Mach number of moderate valuesM ' 3–4.

CR pressure distribution as the streaming velocity scales with
the Alfvén velocity.

As we discussed in Sect. 4.4, the average obliquity-
dependent part of the CR acceleration efficiency must be
〈ζ〉 ' 0.302 for a purely random field, which seems supported by
the apparent randomness of magnetic vectors (white arrows in
Fig. 14), but we show that this is not the case. Figure 15 (bottom
panel) shows the dissipated energy per unit time in the form
of thermal or CR energy. Dissipated thermal energies are very
similar for the three simulations, although there is a slight devia-
tion at late times for the Streaming run. However, the dissipated
CR energy shows a larger than a factor 3 difference between the
non-θB and the θB dependencies, closer to a factor 6–8 differ-
ence between the NoThetaB and ThetaB runs. This is indirect
evidence that pre-shock magnetic fields are not randomly ori-
ented, but show preferentially within-shock-plane orientations.
To clarify further, we measure the probability density function
(PDF) of the obliquity for the ThetaB and Streaming runs at
time t = 20 Myr in Fig. 16, which shows that the PDF is skewed
towards larger angles: upstream magnetic fields are more likely
to be perpendicular to the normal of shocks than for a random
field, in agreement with the estimated reduced efficiency of CR
acceleration.

We also note that at time t = 10 Myr, the CR energy density is
a factor 2 lower with streaming, while the CR dissipated energy
before t ≤ 10 Myr is similar to that of the simulation without

A121, page 11 of 17



A&A 631, A121 (2019)

Fig. 14. Cosmic-ray pressure maps of the turbulent box simulation, with η0 = 0.1 and ξ(M, XCR) = 1, in a thin plane within the x-plane of the
middle of the box at time t = 10 Myr (top panels) and t = 20 Myr (bottom panels) for the simulation without CR streaming and without (left panels)
or with (right panels) obliquity dependency for CR acceleration, and with obliquity and CR streaming (right panels). The black segments depict
the orientation of the unitary magnetic vectors. The simulation without obliquity builds the CR pressure faster. The presence of the streaming
instability allows for a more uniform distribution of CRs in the simulated volume.

streaming. Therefore, this difference in CR energy density is
directly due to streaming (as opposed to streaming reducing
shock strengths) putting CRs away from compressed regions
(shocks or not) where the adiabatic compression can further
enhance the overall CR pressure.

At time t = 20 Myr, the distributions of CR pressure (Fig. 14)
in the three simulations differ very significantly. While the
NoThetaB and ThetaB runs look like a renormalised versions of
one another, albeit with different specific locations of voids and
plume-like features, the Streaming run has lost most of its CR
structure with a closer to uniform distribution of CR pressure in
the box.

These distinct CR pressure evolutions and distributions lead
to very important differences in the way the matter is compressed
into overdense regions of the flow. Figure 17 shows the time
evolution of the mass fraction of dense gas, which is arbitrarily
chosen at five times the initial gas density (i.e. for n > 10 cm−3,
but the results are qualitatively independent of this choice). Since
only the thermal pressure is affected by radiative losses, which
are larger at high gas densities, it is the CR pressure that accu-
mulates in regions of high gas densities that can provide the
support against compression. Therefore, it shows that the simu-
lations with the largest total CR energy are the simulations with
the lowest amount of dense gas. However, the streaming intro-
duces a subtle but significant difference to this overall picture.
Since streaming smooths the CR pressure in the ISM, the high
gas density is much less clustered for a given total energy in the

box. At t = 20 Myr in the Streaming run, the total CR energy is
indeed equal to that at t = 18 Myr in the ThetaB run; nonetheless,
the mass fraction of dense gas is respectively 40% higher in the
Streaming run. Recast into an “effective” diffusion framework,
we can deduce that streaming behaves like anisotropic diffusion
with an effective diffusion coefficient to be determined through
comparison with the corresponding simulations, which we defer
to a future work.

5.2.M- and XCR-dependent acceleration efficiency

We show here the results of the turbulent box experiments, where
this time the efficiency dependency ξ(M, XCR) is not assumed to
be equal to 1, but varies according to the scaled values of Kang &
Ryu (2013). We ran two numerical experiments, free of CR
streaming, with and without the magnetic obliquity dependency
ζ(θB), called ThetaB_KR13 and NoThetaB_KR13, respectively.
We recall that we started with an initial CR pressure of almost
zero so that XCR = 10−10 everywhere in the box at time t = 0, and
that a normalisation (maximum) acceleration efficiency η0 = 0.1
was used throughout.

Figure 18 shows the evolution of the CR flux-weighted mean
value of M (top panel) and XCR (middle panel), and the evolu-
tion of the energy flux-weighted mean acceleration efficiencies
(bottom panel) η= η0ξ(M, XCR)ζ(θB), ξ(M, XCR), and ζ(θB) as
a function of time. The bulk of the CR energy is produced
in shocks of M ' 3−4 with a slight decrease over time. As
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CRs are produced, the upstream CR-to-thermal pressure ratio
rises to values close to XCR ' 0.1−0.2 at time t = 20 Myr. The
corresponding CR acceleration efficiencies also evolve with
time since ξ varies significantly for this range of moderate
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Fig. 17. Time evolution of the mass fraction of dense gas in the
simulated turbulent ISM boxes for the simulations without shock-
acceleration (black), without CR streaming, and without (red) or with
(green) obliquity dependency for CR acceleration, and with obliquity
and CR streaming (blue), and with η0 = 0.1 and ξ(M, XCR) = 1.

Mach number as a function of XCR reaching ξ ' 0.03 and 0.1
at t = 20 Myr for the ThetaB_KR13 and NoThetaB_KR13 runs
respectively. In particular, there is an increase between 10 and
20 Myr of the acceleration efficiency by one order of magnitude
in both simulations. The difference between the two simulations
is that the obliquity dependent run has a lower overall accel-
eration efficiency η since nearly random magnetic fields (see
Fig. 16) reduce the ζ component to '0.2. We note that the choice
of starting with XCR = 0 for educative purposes makes these
simulations extremely unrepresentative of the ISM of normal
galaxies (though it might apply for proto-galaxies), and delay
the build-up of the CR pressure. Nonetheless, we show that our
implementation of the M, XCR (and θB) dependency of η leads
to interesting results in the build-up of the CR pressure through
shocks, and might be useful for a broad range of applications.

6. Conclusion

We have introduced a new modelling of anisotropic CR stream-
ing and dynamical CR shock-acceleration for the AMR code
RAMSES (Teyssier 2002). Streaming is solved with a diffusion
approach where the diffusion step is performed with a time
implicit scheme (Dubois & Commerçon 2016), and can handle
complex multi-dimensional problems with non-trivial magnetic
field geometries. CR acceleration at shocks through the DSA
mechanism is obtained by accurately detecting shocks, and mea-
suring their Mach number and magnetic obliquity. We have
shown that our numerically CR accelerated solutions faithfully
reproduces exact 1D Sod shock tube solutions. CR-modified 3D
Sedov solutions with accelerated CRs have been tested with
various background magnetic field configurations (hence, obliq-
uities). They show very good agreement with previous numerical
experiments (Pfrommer et al. 2017) with CRs reducing the effec-
tive adiabatic index and slowing down the motion of the shell.
Obliquity dependency of the acceleration leads to a significant
modification of the CR distribution in the shell of the Sedov
explosion with either a polar or patchy distribution when the
coherence length of the background magnetic field is respec-
tively larger or smaller than the bubble size. This also has
consequences on the final shape of the bubble, with a significant
elongation of the bubble when the magnetic field has a large field
coherence with respect to the bubble size (Pais et al. 2018).
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Fig. 18. Top to bottom: cosmic-ray flux-weighted mean Mach num-
ber M, CR flux-weighted mean CR-to-thermal pressure ratio XCR,
and dissipated energy flux-weighted efficiencies η= η0ξ(M, XCR)ζ(θB),
ξ(M, XCR), and ζ(θB) as a function of time for the simulation with (red)
and without (green) obliquity dependency. We recall that η0 = 0.1 is
used in those simulations and that ξ is a function of M and XCR as
extrapolated from the values of Kang & Ryu (2013).

Finally, the effect of CR streaming and CR acceleration has
been tested in a turbulent box mimicking the motions within the
ISM on scales of tens of pc (Commerçon et al. 2019). CRs are
produced at shock surfaces and are spread throughout the entire
volume by convection and streaming. CRs have important con-
sequences on the reservoir of cold gas available as they provide
a long-term pressure support against compressed material, and
streaming substantially modifies the small-scale distribution of
CRs, and in turn the clustering of gas. The obliquity of the field
produces a strong suppression of the effective acceleration effi-
ciency, a factor of ∼2 beyond the pure random case as a result of
the preferential alignment of magnetic fields with shock surfaces.

These new CR physics modules embedded in the RAMSES
code make it useful for the study of the impact of CRs in a wide
variety of situations, such as the acceleration of CRs by cosmic

shocks, galactic-wide outflows driven by CRs (Dashyan &
Dubois 2019), the release of CRs in galaxy clusters by active
galactic nuclei, studies of supernova remnants, and the release
of CRs in the supernova-driven turbulence of the ISM, which
we defer to future work.
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Appendix A: Effect of perpendicular diffusion on
streaming

Fig. A.1. Energy density maps at t = 0.02 for the same set-up as for
the 2D sinusoid loop described in Sect. 3.2.2 with fiso = 10−1 (left) or
fiso = 10−3 (right).

Here we vary the value of the isotropic component of the stream-
ing diffusion term from fiso = 10−3 to fiso = 10−1 (to be compared
with the value of fiso = 10−2 used by default in Sect. 3.2.2) with
respect to pure anisotropy. Figure A.1 shows that increasing the
value of fiso to 10−1 leads to more diffusion outside of the loop,
which decreases the values of the maximum, while fiso = 10−3

produces numerically driven finger-like features but allows a
more contained CR distribution in the loop.

Appendix B: Tabulated values of ξ(M, XCR)

Table B.1 shows the tabulated values of Kang & Ryu (2013)
renormalised to 1 (see Sect. 4.2 for details).

Table B.1. Acceleration efficiencies interpolated values of ξ(M, XCR) from Kang & Ryu (2013).

XCR = 0 XCR = 0.025 XCR = 0.05 XCR = 0.1 XCR = 0.2 XCR = 0.5 XCR = 1

M= 2 4.44 × 10−4 3.80 × 10−2 7.55 × 10−2 1.51 × 10−1 3.01 × 10−1 7.51 × 10−1 1.00
M= 3 2.66 × 10−2 1.47 × 10−1 2.66 × 10−1 5.06 × 10−1 9.86 × 10−1 1.00 1.00
M= 4 2.00 × 10−1 4.11 × 10−1 6.22 × 10−1 9.08 × 10−1 1.00 1.00 1.00
M= 5 4.44 × 10−1 5.60 × 10−1 6.76 × 10−1 9.08 × 10−1 1.00 1.00 1.00
M= 7 6.66 × 10−1 7.33 × 10−1 8.00 × 10−1 9.33 × 10−1 1.00 1.00 1.00
M= 10 8.66 × 10−1 8.89 × 10−1 9.10 × 10−1 9.55 × 10−1 1.00 1.00 1.00
M= 20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
M= 30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
M= 50 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
M= 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
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Appendix C: Shock numerical broadening
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Fig. C.1. Pressure profiles at time t ' 3.5/M around the shock dis-
continuity for the MachM= 10 (top), 100 (middle), and 1000 (bottom)
experiments. The result of the numerical solution is shown as diamonds;
the red symbol highlights the position of the shock cell given by a shock
finder algorithm. The solid line is the exact numerical solution. We see
that the numerical shock tends to broaden with increasing Mach num-
ber, and given the largest error made on the post- and pre-shock regions,
the error on the evaluated Mach number becomes larger for a small
kernel (ncell,max = 2).

We show in Fig. C.1 a zoomed-in view of the shock discontinuity
for the Sod shock tube experiments described in Sect. 4.3.1 (i.e.
without CRs) and for the three different Mach numbersM= 10,
100, and 1000. Instead of a pure discontinuity (the exact solution
is shown as a solid line) the numerical shock is broadened by
numerical diffusion with typically 4–5 cells; the number of cells
in the discontinuity to match the exact pre- and post-shock pres-
sures increases with the value of the Mach number, and given
the quadratic increase in pressure jump with Mach number, any
error is strongly amplified. In the strongest shock example shown
in the bottom panel, using only two cells away from the shock
would lead to underestimating the Mach number by a factor of
10 (Mach number scales with R1/2

P and the upstream value two
cells away from the shock is '100 times that of the true value).

Appendix D: Random magnetic fields

In order to set a random magnetic field fulfilling the ∇.B = 0 con-
straint, we first set up a random potential vector on the nodes
of a Cartesian grid of arbitrary resolution n3

pot cells (there are
actually (npot + 1)3 values of potential vectors drawn at nodes
of the n3

pot sampling cells), with the right-, top-, and back-most
boundaries being replicates of the left-, bottom-, and front-most
boundaries to ensure the correct periodicity of the (staggered)
magnetic field. In the cases simulated in this paper the AMR
cell size is smaller than or equal to 1/npot, which means that the
vector potential is the trilinear interpolation of the surrounding
node vector potentials projected along the AMR cell edge. Once
these reconstructed vector potentials are obtained along AMR
cell edges, the staggered magnetic field (one B-field perpendicu-
lar to each face of AMR cells) is obtained by taking the rotational
of the potential vector of the face-surrounding edges. This proce-
dure guarantees that the magnetic field is random, ∇.B = 0, and
the consistency of the coarse-to-fine values of the B-field. We
note that we took the initial random potential vector as a white
noise vector, but this can be modified to account for any given
spectrum of the vector potential (or magnetic field), and to obtain
any desired shape of the magnetic power spectrum, as the power
spectrum of B scales as k (i.e. the wave number) times the power
spectrum of A.
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A diffusive origin for the cosmic-ray spectral hardening reveals signatures of a nearby
source in the leptons and protons data
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In this paper we simultaneously interpret the spectral feature at ∼ 10 TeV in the cosmic-ray
proton spectrum recently reported by the DAMPE Collaboration together with the spectral break
at ∼ 1 TeV measured by H.E.S.S. in the lepton spectrum as signatures of one nearby hidden cosmic-
ray accelerator. We show that this interpretation is consistent with the anisotropy data as long as
the rigidity scaling of the diffusion coefficient features a hardening at ∼ 200 GV, as suggested by the
light nuclear data measured with high accuracy by the AMS-02 Collaboration. The spectral feature
is applied consistently to the large-scale diffuse cosmic-ray sea as well as to the particles injected by
the source.

[...]

I. INTRODUCTION

[...] To be modified The past years have witnessed a
remarkable increase in the accuracy of both hadronic and
leptonic cosmic-ray (CR) data. This advance allowed to
pinpoint spectral features in many different species at
different energies, which offer a unique opportunity to
shed light on the long-standing questions regarding the
origin and transport of the non-thermal population of
high-energy cosmic particles in our Galaxy [1]. In par-
ticular, the AMS-02 Collaboration measured the fluxes
of light nuclei and showed that the spectral index of
several species progressively hardens at high rigidities
(∼ 250 GeV), [2, 3]. However, the observed hardening
in secondary hadronic species is twice as large as the one
observed in primaries [4], suggesting a diffusive origin for
this feature, as discussed for instance in Vladimirov et al.
[5], Génolini et al. [6]. More recently, the DAMPE Col-
laboration has confirmed this feature in the high-energy
CR proton spectra and reported a softening at 13.6 TeV,
with the spectral index changing from 2.60 to 2.85 [7].
This spectral bump — independently measured by the
ATIC and NUCLEON experiments — might be origi-
nated from a nearby Supernova Remnant (SNR). How-
ever, in order to reconcile this possibility with the cur-
rent anisotropy data, an anomalously slow diffusion in
the region between the remnant and the Earth has been
invoked in a recent analysis [8]. In absence of such a
high-confinement region — and with a single-power-law
diffusion coefficient — the predicted anisotropy would
overshoot the observed data by more than one order of
magnitude. Another attempt to simultaneously repro-
duce the nuclei spectra and the dipole anisotropy recently
considered a two-zone (disk/halo) diffusion, though ap-

plied to the background particles only and with no con-
nection with the leptonic spectrum [9, 10].

With this regard, in the lepton domain, the
H.E.S.S. [11, 12], CALET [13] and DAMPE [14] collab-
orations have consistently measured a spectral break at
∼ 1 TeV, possibly pointing towards a nearby old rem-
nant, as shown originally in Recchia et al. [15] and later
elaborated in a wider context in Fornieri et al. [16]. More-
over, attempts to assign the high-energy (E ≥ 1 TeV) ob-
served leptons to known nearby sources — such as Vela
and Cygnus Loop — using radio data have recently re-
vealed their subdominant contributions (see for example
Manconi et al. [17]).

In this paper, we propose a comprehensive scenario
that correctly reproduces all these spectral features. Our
model features two key points of novelty. (i) First of all,
we argue that a nearby, possibly hidden, old Supernova
Remnant is responsible for both the hadronic bump mea-
sured by DAMPE/NUCLEON/ATIC and the leptonic
break reported by H.E.S.S. (ii) Moreover, we consider,
for the first time in the background+source context, a
transport scenario featuring a rigidity scaling that pro-
gressively hardens — deviating from the single power-law
— as suggested by AMS-02 light nuclei data. We show
that this is the crucial ingredient that allows to satisfy
the anisotropy constraints.

The paper is structured as follows. In Section II we de-
scribe the adopted transport model, with particular at-
tention to the phenomenological treatment that allows to
implement a variable slope of the diffusion coefficient for
the nearby-source solution as well. In Section III we char-
acterize the contributions from a hidden nearby source,
connecting for the first time the leptonic and hadronic
features and showing that those interpretations are con-
sistent with the CR dipole anisotropy. Finally, in Section
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IV and V we discuss the results and derive some conclu-
sions.

II. OUR TRANSPORT SETUP

In this section, we describe the propagation setup that
will be used throughout the paper, which is based on the
model settings presented in Fornieri et al. [16].

We consider a large-scale diffuse background of
hadronic and leptonic cosmic particles, plus a contribu-
tion from a nearby accelerator. While the latter com-
ponent is computed in a semi-analytical way, the former
(i.e. a smooth contribution) is characterized by solv-
ing the general diffusion-loss transport equation with the
DRAGON1 [18, 19] numerical code. DRAGON takes into ac-
count all the physical processes from low-energy up to
high-energy effects. In this work, we consider a 2D con-
figuration, with cylindrical symmetry and an azimuthal-
only Galactic magnetic field geometry. The physical in-
gredients implemented in our run, for what concerns the
environment setup — the gas distribution, interstellar
radiation field and intensity of the regular and turbulent
magnetic fields — as well as the CR physics parameters
— the CR source distribution and the non-adiabatic en-
ergy losses suffered by both hadrons and leptons — are
the same described in Fornieri et al. [16].

However, a key difference with respect to the aforemen-
tioned work resides in the assumption on the diffusion co-
efficient. As mentioned in the introduction, the more pro-
nounced effect detected in the purely secondary species
seems to point towards a feature in the transport. Specif-
ically, the CR distribution function at the disk level, that
is found by solving the transport equation, can be writ-
ten as f0(E) ∼ N(E)/D(E), where N(E) is the particle
injection-spectrum and D(E) ∼ Eδ the diffusion coeffi-
cient. For primary species, N(E) ∼ E−Γinj , from which

we get fpri
0 ∼ E−Γinj−δ, while for secondaries, the in-

jection spectrum is the propagated spectrum of the pri-
maries, resulting in f sec

0 ∼ E−Γinj−δ/D(E) = E−Γinj−2δ.
This implies that any change in the slope of the diffusion
coefficient will produce a change in the secondaries’ spec-
trum that is twice as large as that in the primaries. This
is what is observed by AMS-02 [4] for the CR hardening
at ∼ 200 GeV.

As a consequence, assuming this hardening to be of dif-
fusive origin, it appears quite natural that equal changes
in the transport properties should affect the propagation
of particles from nearby sources as well.

To consider this, we study the phenomenological setup
considered in Tomassetti [20], where the slope of the dif-
fusion coefficient — typically parametrized as D(E) =

D0

(
E
E0

)δ(E)

, with D0 normalization at reference energy

1 https://github.com/cosmicrays/DRAGON

E0 and δ here changing with E — smoothly hardens as
energy (or, equivalently, rigidity) increases, assuming the
following expression:

dD(ρ)

dρ
≡ γ(ρ) ≈ γhigh +

∆

1 + ξ
1−ξ

(
ρ
ρ0

)∆
, (2.1)

where ρ is the particle rigidity, ρ0 is the reference rigidity
and (γhigh,∆, ξ) are free parameters of the model.

Within their THMb model (Two-Halo Model b), the
parameters take the values γhigh = 1/6, ∆ = 0.55,
ξ = 0.1, with a normalized diffusion coefficient D0 =
1.21 · 1028 cm2 s−1 at reference rigidity 2 GV. With these
parameters, the diffusion coefficient present a smooth
transition, specifically as shown in Figure 1.

100 101 102 103 104 105

E [GeV]

1024

1025
D

(E
)

[m
2

s−
1 ]

∼ E0.67

∼ E0.17

Tomassetti, ApJ vol. 752, n. 1 (2012)

FIG. 1. The diffusion coefficient resulting from the

parametrization D(E) = D0

(
E
E0

)δ(E)

described as the THMb

model in Tomassetti [20].

The key point shown in Tomassetti [20] is that such
a setup is formally equivalent to a two-zone transport
model featuring a change in the properties of the inter-
stellar medium (ISM) between an inner-halo (|z| < ξL)
region and an extended-halo (ξL < |z| < L) region,
where L ∼ 4 kpc and ξ ∼ O(0.1). Possible physical ex-
planations for this change in the diffusive properties of
the two zones have been proposed. (i) One assigns it to a
transition between a diffusion regime, generated by self–
generated turbulence, to another one for which an exter-
nal cascade is responsible [21]. (ii) Alternatively, as sug-
gested in a relatively recent series of papers [22–24], this
change is interpreted within a framework where different
damping mechanisms, occurring in the two regions, pro-
duce a different behaviour in the turbulent waves, which
are the scattering centers that cause CR diffusion. This,
in turn, leads to a diffusion coefficient that may not be a
single power-law [].

In Tomassetti [20], the transport equation is analyti-
cally solved under simplifying conditions, and the diffu-
sion parameters in Equation 1 are adjusted to the B/C
data available at that time. Later, the same author found
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a better agreement to the updated observations by in-
corporating a factor βη (where β = v/c and η ∼ −0.4)
into the definition of the diffusion coefficient, in Feng
et al. [25]. This change in the low energy trend of D(E)
has been interpreted in terms of dissipation of magneto-
hydrodynamic waves in the interstellar plasma [26] or,
alternatively, considering non-resonant interactions be-
tween the cosmic rays and the same turbulent waves [27].
As it is clear, adding this factor has a negligible effect at
particle energies for which β → 1, therefore it can be
safely ignored in the computation of the spectra from
our isolated nearby source.

Here, as mentioned above, we solve the equation for
the large-scale background with the DRAGON numerical
solver, that takes into account all the processes approx-
imated in the analytical solution. As shown in Figure
2, we find that the B/C flux-ratio observed by AMS-
02 [3] and PAMELA [28] can be nicely reproduced using
η = −0.56 and leaving the rest of the diffusion param-
eters as proposed in Tomassetti [20]. We highlight that
this framework suitably reproduces the high-energy range
of the B/C observations as well as the hardening found
in the primary CR-species, for which the model was orig-
inally built.

100 101 102 103

Ek [GeV/n]

10−1

B/
C

LHalo = 4 kpc

Tomassetti, ApJ vol. 752, n. 1 (2012)
AMS-02 2016 (+syst)
PAMELA 2014 (+syst)

FIG. 2. B/C ratio computed for the described model with the
DRAGON numerical solver, against AMS-02 (red) and PAMELA
(blue) data points. References are in the text.

In this paper, the transport setup described in Equa-
tion (2.1) — and shown in Figure 1 — is adopted con-
sistently in both the large-scale propagation and in the
propagation of particles from the nearby remnant. As it
will be shown below, this ingredient plays a key role in
reconciling the high-energy break in the all-lepton spec-
trum (Ee± ∼ 1 TeV) with the bump recently reported by
DAMPE in the proton spectrum at Ep ∼ 10 TeV. Be-
sides, it is crucial to correctly reproduce the cosmic-ray
dipole anisotropy data.

III. A CONSISTENT PICTURE OF ELECTRON,
PROTON AND ANISOTROPY DATA

It has been mentioned in the introduction that parti-
cles coming from observed nearby sources cannot account
for most of the measured high-energy leptons. However,
it is natural to wonder whether it is plausible to invoke
only one additional hidden source or rather a plurality
of them. An answer, with a detailed estimation, is given
in Appendix B. In fact, based on the rate of Supernova
events in the Galaxy [29] — the same implemented in
DRAGON — and on the massive losses that leptons undergo
during the journey towards the Earth, we find that we
expect NSNR ∼ 2 Supernova explosions in the vicinity
of the Solar system. The catalogues already list more
than five [30], which however have been found not to
contribute to the propagated leptons [16, 17]. Hence,
we conclude that considering only one hidden source is a
physically well-motivated choice.

Therefore, within the transport setup presented above,
we discuss here a scenario based on the contribution from
an old, hidden Supernova Remnant as a time-dependent
source of cosmic electrons and protons.

The accelerator we are considering is characterized by
distance d = 350 pc and age tage = 2 · 105 yr. We as-
sume that particles remain confined inside the SN shock
as long as their energy is lower than the maximum al-
lowed value — we refer to this value as escape energy.
This implies an energy-dependent release time that is
regulated by the different stages of the SNR evolution
and is different for protons and electrons. In this work,
we assume that the CR escape energy is dominated by
the limited current that particles can generate to trigger
non-resonant streaming instability during the free expan-
sion and Sedov phases; while it is limited by geometrical
losses during the later radiative phases. The time scale
of each phase of the SNR evolution, as well as the details
to compute the escape energy at each time instant, are
discussed in Appendix A.

After the escape, particles are injected into the ISM
according to a time-dependent luminosity function L(t)
and transported from the source to the Earth via the
following diffusion-loss equation, written in polar coordi-
nates [31]:

∂f(E, t, r)

∂t
=
D(E)

r2

∂

∂r
r2 ∂f

∂r
+

+
∂

∂E
(b(E)f) +Q(E, t, r),

(3.1)

where Q(E, t, r) = S(E)L(t)δ(r) is the source term
— with the luminosity function of the form L(t) =

L0

/(
1 + t

τd

)αd

, where τd = 105 yr and αd = 2 —,

D(E) = D0

(
E
E0

)δ(E)

— as described in the previous

section — and b(E) ≡ dE
dt is the rate of energy-loss, that

depends on the specific particles we are considering.
The previous equation neglects low-energy effects such
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as advection and reacceleration, since, in the energy
regime we are interested (above ∼ 1 GeV), the transport
process is nearly completely diffusive.

A. All-lepton spectrum

In the case of leptonic cosmic rays above ∼ 1 GeV,
the energy-loss term accounts for Inverse Compton (IC)
scattering and synchrotron losses. The IC cross-section
above ∼ 50 GeV gets modified by relativistic effects, as
shown in Hooper et al. [32], and the loss rate can be
written as follows:

b(E) = −4

3
cσT

[
f iKNUi + UB

]( E

mec2

)2

(3.2)

where σT ' 6.65·10−25 cm2 is the Thomson cross-section,
(Ui, UB) are respectively the energy density of the Inter-
stellar Radiation Field (ISRF) components and of the
background magnetic field, and f iKN is the approximated
correction factor:

f iKN(E) '
45

64π2 · (mec
2/kBTi)

2

45
64π2 · (mec2/kBTi)2 + (E2/m2

ec
4)
, (3.3)

where Ti are the black-body spectrum temperatures cor-
responding to the Ui. For each contribution, we adopted
the reference value reported in Evoli et al. [33].

The Green function of Equation (3.1) reads:

f(r, t, E) =
Q(Et)b(Et)

π3/2b(E)r3
diff

· e−
r2

r2
diff , (3.4)

where Et refers to the energy at a time (t − trel) ago

and r2
diff(Et, E) ≡ +4

∫ E
Et

D(E′)
b(E′) dE

′ is the square of the

diffusive distance travelled by a particle loosing its energy
from Et to E. This solution is still general, in that it does
not contain any information about the injection term.

The dependence of the diffusion slope on energy has to
be included in the integral giving the diffusive distance√
r2
diff , as follows:

r2
diff(Et, E) = 4

∫ E

Et

D0

(
E′

E0

)δ(E′)

b(E′)
dE′

= 4D0E0

∫ E/E0

ωt=Et/E0

ωδ(E0ω)

b(E0ω)
dω,

(3.5)

where the last step is justified by the simple change of

variable ω = E′

E0
. In lack of an analytic function δ(ω),

the integral can be solved numerically.
As a last step, to obtain the propagated spectra at

Earth, we have to integrate Equation (3.4) over time,
from the instant of the release from the source to the
current time, featuring a model for the time evolution
of the luminosity. This is discussed in details in Atoyan
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FIG. 3. The all-lepton spectrum as the sum of a smooth
background of primary e− + secondary e± + extra e± (red
dashed line), a fit of the positron flux (blue dashed line) and
the single-source contribution calculated in this work for the
corresponding age tage = 2 · 105 yr (blue solid line). Other
ages (red and green solid lines) are added for comparison.

et al. [31], and summarized in Fornieri et al. [16] (their
Appendix A).

In Figure 3 we show the e+ + e− propagated spectrum
resulting from the convolution of several components,
plotted against data from AMS-02 [34], CALET [13] and
H.E.S.S. [12]. Data from other experiments have not
been added to avoid superposition, being consistent with
the present ones. The smooth background (red dashed
line) is the sum of: (i) primary e−, injected with DRAGON

with a power-law spectrum Γpri e−

inj = 2.7 and a cutoff

Epri e−

cut = 20 TeV that is estimated equating the acceler-
ation and loss timescales [35]; (ii) secondary e±, fixed by
the DRAGON-propagated primary species; (iii) a smooth
extra-component of primary e+ + e− pairs, that repre-
sents the convolution of a large (O(104)) number of old
(tage > 106 yr) pulsars (see Fornieri et al. [16]).

The blue dashed curve represents a fit of the positron
flux, regardless of its physical origin (here we invoke pul-
sars).

The three solid curves correspond to the contribution
from the hidden remnant discussed in this work. They
are computed by solving Equation (3.1) for different ages,
with the calculations described above in this section. The
electron population is injected with a single power-law

(slope Γe
−

inj = 2.4). The difference with respect to the

proton injection slope (see next section) may be justified
by sychrotron losses that electrons undergo before being
released [36]. The total energy budget associated to the
leptonic population is ' 1049 erg.

Finally, the black curve is the sum of all the contri-
butions, where we have chosen the source of age tage =
2 · 105 yr as reference (blue solid).

The plot shows how the energy-dependent release cuts
off the low-energy particles (E . 100 GeV) that — be-
ing the last ones to reach the shock escape energy —
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did not have the time to be released and then propagate
to the Earth. This effect is amplified by the KN correc-
tion. Indeed, a corrected cross-section increases the prop-
agated flux of a factor ∼ 1.5−2, with respect to the non-
relativistic treatment, above energies E ∼ 200 GeV [33].
Therefore, in order to reproduce the ∼ 1 TeV peak, a
lower injected flux is needed.

As far as the luminosity function is concerned, we vary
αd ∈ [1, 3] and report negligible variations in the spec-
trum. On the other hand, while varying τd in the range
[104, 2 · 105] yr does not qualitatively change the results,
smaller values cannot reproduce the data points above
the ∼ TeV break. Indeed, since τd acts as a timescale
for the luminosity function, a quickly decaying luminos-
ity would approach the limit of a burst-like injection
(L(t) → L0 δ(t − trel) dt), and accordingly the ∼ TeV
peak energy allowed by the source age would be followed
by an abrupt cutoff in the spectrum. This leads us to
conclude that a declining luminosity from the source is
necessary to match the observations.

B. Proton spectrum

The proton data are characterized by a hardening at
∼ 200 GeV and a softening at energies as high as ∼ 13
TeV. Here, we connect this feature to the same hidden
remnant considered in the previous section.

For these particles, in Equation (3.1) we can neglect
the loss processes considered for leptons, as they would
would start to play a role at much higher energies (above
∼ 100 TeV). Besides, spallation and nuclear decay only
affect the propagation of low energy particles (below ∼
1 GeV).

Therefore, from the same Green function used for the
leptons, Equation (3.4), we can reduce to the hadronic
distribution function. Indeed, considering the losses as
negligible, b(Et) ≈ b(E). Besides, the diffusive distance√
r2
diff is not dominated by the loss timescale and be-

comes r2
diff(E) = 4D(E)(t− trel).

In conclusion, the Green function for protons can be
written as follows:

f(r, t, E) =
Q(Et)

π3/2r3
diff

· e−
r2

r2
diff

=
Q(Et)

[4πD(E)(t− trel)]
3/2
· e−

r2

4D(E)(t−trel) .

(3.6)

In the above expression we can directly implement
the effect of a variable diffusion slope as D(E) =

D0

(
E
E0

)δ(E)

.

Finally, as done for the leptons, we get the propagated
spectra integrating the Green function (3.6) over time,
from the release time to the current instant.

In Figure 4, we show our result, corresponding to a
power-law injection spectrum of Γpinj = 2.1, and a data-
driven exponential high-energy cutoff implemented at en-
ergy Ecut = 23 TeV. The normalization is consistent with
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FIG. 4. The protons spectrum, resulting from the sum of
DRAGON modulated spectrum (black solid) and the solution of
the single-source transport equation computed in this work
for the age tage = 2 · 105 yr (blue solid line). Other ages (red
and green solid lines), as well as the unmodulated spectrum
(black dashed line) are added for comparison.

a total hadronic energy budget ' 3 ·1050 erg. The model
is plotted against data points from AMS-02 [37], Voy-
ager [38] and DAMPE [7].

The smooth background is calculated with DRAGON as
described in Section II. The solar modulation is taken
into account using the force-field approximation [39],
with an effective potential 〈φmod〉 = 0.54 [40, 41]. The
three solid lines are solutions of Equation (3.1) in the
limit of negligible losses (b(Et) ≈ b(E) → 0), shown for
three different ages.

The sum of all the contributions is shown for the source
of age tage = 2 · 105 yr. The total modulated (unmodu-
lated) flux associated to this case is shown as a black solid
(dashed) line. The Voyager data are also shown in the
plot and appear consistent with the unmodulated total
spectrum.

As for the case of the all-lepton spectrum, the effect
of the energy-dependent release cuts off the low-energy
(E . 100 GeV) part of the spectrum.

C. CR dipole anisotropy

The cosmic-ray dipole anisotropy (DA) provides a
crucial complementary probe that allows to constrain
the model proposed in this paper. The high degree of
isotropy (up to 1 part in ∼ 103) detected by a variety
of experiments in a wide energy range is especially con-
straining as far as the contribution from a local source
is concerned. In particular, the interpretation of a sin-
gle source as the origin of the spectral feature in the
proton spectrum between 1 TeV and 10 TeV is heav-
ily challenged in the context of a simple diffusion setup
characterized by a single power-law. This consideration
led the authors of several recent papers to consider more
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complex diffusion scenarios featuring an extended high-
confinement zone surrounding the source of interest (see
for instance Fang et al. [8]).

In this section, we consider instead the transport
scenario suggested by the hardening in the light nu-
clei, as described in Section II, and compute the dipole
anisotropy associated with the hidden remnant, with the
formalism described below.

The CR dipole anisotropy is the first order of the ex-
pansion in spherical harmonics of the CR intensity as a
function of the arrival direction, I(θ, φ) [42]. In the case
of an isolated nearby source, the dipole term is dominant
and can be written as follows [43]:

I(α) = Ī + δiĪ cosα, δi =
Imax − Imin

Imax + Imin
, (3.7)

where α is the angle of the observation line, denoted as
n̂, with respect to the source direction, labelled r̂.

In the diffusive-regime approximation, we obtain:

δi =
3D(E)

c

∣∣∣∣∣
∇fi
fi

∣∣∣∣∣, (3.8)

where fi ≡ fi(r, t, E) is the distribution function of the
cosmic rays transported from the single source.

The total dipole anisotropy, assuming the presence of
a set of sources, can be written as:

∆tot =

∑
i fi δi r̂ · n̂∑

i fi
. (3.9)

If we directly observe in the direction of the anisotropy
source, r̂ · n̂ = 1, and the total anisotropy can be decom-
posed as the part coming from the dominant source plus
an average term coming from the background:

∆tot '
fi δi∑
i fi

+

〈∑
i fi δi∑
i fi

〉
. (3.10)

To support the interpretation of the total anisotropy as
two separate terms, we notice that, at the energy where
the anisotropy amplitude presents an evident break (E ∼
100 GeV), we also observe phase flip from R.A.' 4h to
the direction of the Galactic Center (GC) (see Ahlers and
Mertsch [42], their Figure 7). In other words, the DA
data above this energy can be associated to the large-
scale diffuse background and are assumed to follow a
simple power-law [42]. It is worth mentioning that the
anisotropy associated to the diffuse cosmic rays, in prin-
ciple, should directly come from the propagated distribu-
tion function computed with DRAGON. However, we prop-
agated the particles with a homogeneous diffusion coeffi-
cient, neglecting the vertical component of the Galactic
magnetic field in the GC region. In terms of the associ-
ated γ-rays, this simplification leads to what is referred
to as the gradient problem, i.e. the well known discrep-
ancy (for Eγ ≥ 100 MeV) between the theoretical CR-
flux profile obtained by assuming SNRs to be the sources

of Galactic CRs and that inferred from EGRET γ-ray
diffuse observations [44]. Physically, ignoring the vertical
escape of CRs around the GC causes a longer residence
time (i.e. less-efficient diffusion) — with respect to the
exact D(E) parametrization — of the particles around
the Galactic Center, resulting in a larger production of
photons. Analogously, we would expect the same over-
production of CRs in the GC region to overestimate the
real dipole anisotropy.

Motivated by these considerations, in Figure 5 we show
that the hypothesis of one nearby old remnant originat-
ing the CR populations responsible for both the leptonic
and the hadronic features is compatible with the current
anisotropy data.
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FIG. 5. Cosmic-ray dipole anisotropy amplitude calculated
as the sum of a background anisotropy (green solid line) and
the single source contribution (red solid line) for the source
of age tage = 2 · 105 yr. Anisotropy data are consistent with
each other, therefore here we plot a subset of them, to avoid
confusion. The plotted points are from ARGO [45, 46] and
Tibet-ASγ [47].

To reproduce the diffuse contribution, we use the fit
parameters recently suggested in Fang et al. [8], accord-
ing to which the background anisotropy can be written as
∆bkg = c1

(
E

1 PeV

)c2
, where (c1, c2) = (1.32 · 10−3, 0.62).

The result is the green solid line in the figure.

On the other hand, the single-source contribution is
found under the assumption of diffusive behaviour for
the released particles. This component corresponds to
the red solid line in the figure, for the source of age tage =
2 · 105 yr, considered in the previous sections.

We want to remark again that a key role to repro-
duce the observations is here played by the slope of the
diffusion coefficient, that, according to Equation (2.1),
becomes harder in the high-energy region (δ . 0.2 at
E > 10 TeV).



7

IV. DISCUSSION

As a first discussion point, we want to comment on the
nature of the source here invoked. Given its old age, it
is reasonable to assume that the remnant is currently in
the final stage of its evolution, deep into the radiative
phase. Hence, we expect it to be quite extended and
the detection of its faint multi-wavelength signature to
be very challenging, especially from a distance as large
as ∼ 350 pc. In particular, if ∼ 100 GeV protons are
still confined in the SNR at its age, then one should ex-
pect a γ-ray emission, resulting from pion decay, cutting
off around ∼ 10 GeV. Electrons at these energies emit
synchrotron radiation up to a frequency of ∼ 300 GHz
and the source may be of interest for future Square-
Kilometer Array (SKA) observations. Moreover, elec-
trons contribute to IC γ-ray emission up to ∼ 100 MeV,
∼ 1 GeV and ∼ 10 GeV for IR, optical, UV soft photons
background.

From a wider prospective, regarding a SNR origin for
the e+ + e− spectrum, it is worth noticing that, due to
the incompleteness of the catalogues, especially for old
remnants, a proof of concept would be represented by a
Monte Carlo simulation of all the possible configurations
of source distributions in our Galaxy. A step in this di-
rection is presented in Evoli et al. [48], suggesting that
the SNR explanation is disfavored at more than 2σ, with
respect to the average configuration. This result is model
dependent, in particular is based on a source distribution
that is set to follow the Galactic spiral arms. However,
the Solar system is found in the so-called Orion Spur, a
minor arm-structure in the Milky Way connecting two
major arms. This is not included in that work, whereas
we believe it to be of major importance, in particular
for the leptonic observables above 1 TeV. The amount of
the uncertainty can be estimated in their Figure 6, where
the lepton horizons — as caused by their energy-loss
rate — for particles of E = 100 GeV, 1 TeV, 10 TeV, are
sketched. In particular, the 10 TeV horizon includes two
arcs of two major arms at equal distance from the Solar
system. Therefore, we estimate that ignoring the Orion
Spur that connects them results in neglecting roughly
∼ 1/3 of the leptons of this energy. Similarly, we esti-
mate that ∼ 20/25% of the particles are missing from the
1 TeV range of the e++e− spectrum. This lack can abun-
dantly account for the 2σ dispersion of the Monte Carlo
average curve. It is therefore the reason why, on aver-
age, the high-energy (E ∼ 1 TeV) range of the all-lepton
spectrum cannot be captured by their calculations.

In this context, we want to comment on the number
of nearby SNRs that we may expect to contribute to the
high-energy part of the leptonic and hadronic spectra.
We remark that a limited number of young sources exist
in the vicinity of the Sun, and they may also provide a
sizable contribution to the observed fluxes. In particu-
lar, we emphasize the possible role of the young type II
Supernova Remnant in the southern constellation Vela.
The young age of this accelerator (' 1.1 ·104 yr) restricts

its potential signature in the lepton spectrum at energies
as large as ∼ 104 GeV, thus not limiting our proposed
scenario. However, its presence could constrain the pa-
rameters involved in the luminosity function and in the
energy-dependent release time. Indeed, a rough calcula-
tion of its emission based on our reference transport setup
has revealed a predicted flux that is strongly dependent
on the parameters of the model, and that can span be-
tween a negligible contribution — as small as more than
2 orders of magnitude below the level of the data points
— and a dominant one. However, a detailed modeling
of this object constrained by multi-wavelength data is
beyond the scope of the present work.

Moreover, we are confident that more accurate data in
this domain — E ∼ 1 − 50 TeV, subject of interest for
the Cherenkov Telescope Array (CTA) — expected in the
near future will help to disentangle the question, possibly
revealing the presence of a spectral feature.

A final important point that is worth to discuss regards
the implications of using the same rigidity-dependent dif-
fusion coefficient for both the diffuse CR component and
the isolated nearby source. In particular, this means that
hardening at ∼ 200 GeV is actually due to a superposi-
tion of two effects: (i) the diffusive origin coming from
physical differences in the halo and in the disk; (ii) the
nearby-source contribution. In this sense, an important
role is played by the softening in the DAMPE spectrum,
that is interpreted as an intrinsic cutoff of the hidden
remnant. In fact, even though a more pronounced hard-
ening with no additional sources could be considered to
account for the mismatch between AMS-02 and DAMPE
data, this would be still not sufficient to reproduce the
complex structure observed by DAMPE — the soften-
ing at E ∼ 10 TeV. In particular, no theoretical models
predict so far a cutoff in the proton propagated spectra
below the knee (Eknee ∼ 5 PeV). As a consequence, the
scenario here proposed predicts that the CR spectrum
above E ∼ 100 TeV would have a slope similar to that
observed after the ∼ 200 GeV hardening. With this aim,
higher energy data points in the future will certainly help
to disentangle this puzzle.

V. CONCLUSIONS

In this paper we proposed the idea that the spec-
tral feature at ∼ 10 TeV in the cosmic-ray proton spec-
trum recently reported by the DAMPE Collaboration
together with the spectral break at ∼ 1 TeV measured
by H.E.S.S. in the lepton spectrum have a common ori-
gin and can be associated to a nearby, fading Supernova
Remnant. We believe this simultaneous interpretation to
be of paramount importance, since SNRs are accelerators
for both electrons and protons.

We injected the particles with a realistic — and phys-
ically motivated — energy-dependent release time that
considers the different stages of the SNR evolution and
the surrounding medium, and with a luminosity function
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that declines over time. Then, we computed their propa-
gation from such object in a spherically symmetric setup,
and found that all the available observables can be simul-
taneously reproduced. The key ingredient in the calcula-
tion is a transport setup based on a diffusion coefficient
characterized by a smooth transition to a progressively
harder rigidity-scaling at higher energies, as suggested by
the light nuclei spectra measured by the AMS-02 Collab-
oration. This feature allowed to reproduce the cosmic-ray
anisotropy data without any further assumption. More-
over, the combined leptonic and hadronic data led us to
characterize the properties of the particles accelerated by
such object in good agreement with theoretical expecta-
tions.
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A. ENERGY-DEPENDENT RELEASE TIME
FROM SUPERNOVA REMNANT SHOCKS

In this appendix we review the dominant mechanisms
that confine particles inside the Supernova shocks. Once
those processes are overcome, particles can be released
from the source. As leptons suffer from severe energy
losses and are mp/me ∼ 103 times less efficient than
hadrons in generating streaming instabilities, the release
processes for hadrons and leptons will be discussed sep-
arately.

1. Release time for hadrons

Hadrons can escape from SNRs because of two main
reasons: (i) due to geometrical losses, when their mean
free path gets larger than a fraction of the shock ra-
dius [49]; (ii) due to the limited current they are able
to trigger upstream2 of the shock [50]. In the latter
case, the CR current is necessary to trigger the non-
resonant streaming instability and to produce magnetic
field amplification at the shock precursor [51]. As the
non-resonant instability growth rate scales as ∼ u3

sh, with
ush velocity of the shock — for a ∝ E−2 particle distri-
bution that we assume hereafter — it likely controls the
maximum CR energy at the early stages of the evolu-
tion of the SNR shock, i.e. during free expansion and,
possibly, Sedov-Taylor phases.

Maximum energies imposed by geometrical losses are
set because the CR diffusive path in the precursor reaches
a fraction ξ < 1 of the shock radius Rsh, namely

` =
D(E)

ush(t)
= ξRsh(t), (A.1)

where the diffusion coefficient is here parametrized in
terms of its Bohm value D(E) = ηaccrLc/3, where ηacc is
a numerical factor ηacc ≥ 1. We consider relativistic par-
ticles of charge Ze, with a Larmor radius rL = E/ZeB(t)
(hereafter we only consider protons, so Z = 1). Therefore
the maximum energy fixed by geometrical losses is

Emax,Geo =
3ξe

ηaccc
Rsh(t)ush(t)B(t). (A.2)

Hereafter we fix ξ = 0.3 and ηacc = 1.

Limited-current loss process dominates in case of
strong magnetic field amplification, hence during the
SNR evolution stages where the shock strength is high.
The maximum CR energy in that case depends on the
type of ambient medium: either circum-stellar gas (CSM)

2 The region upstream — as opposed to the downstream — of the
shock is the region where the shock front has already passed.

— as for a core-collapse Supernova — or interstellar gas
(ISM) — as for a type Ia Supernova — [50]:

φEesc,Cur,CSM =
e
√
π

γτc
χush(t)2Rsh(t)

√
ρ(t) , (A.3)

φEesc,Cur,ISM =
e
√
π

2γτc
χush(t)2Rsh(t)

√
ρ, (A.4)

where γτ is the number of e-folding growth time nec-
essary to amplify the magnetic field (we take γτ = 5
hereafter), χ = UCR/ρu

2
sh, is the fraction of the shock

kinetic energy imparted into CRs (we take χ = 0.1
hereafter), ρ is the ambient gas mass density and φ =
ln(Ep,max/mpc

2).
We consider a shock radius scaling with time as ∼

tb, where b depends on the evolution stage: b = 1,
b = 2/5, b = 3/10, b = 1/4 in the free expansion
(Free), Sedov-Taylor (Sed), pressure-driven snowplough
(PDS) and momentum-conservation phases (MCS), re-
spectively. We use the scaling laws derived in Truelove
and McKee [52], Cioffi et al. [53] to evaluate the shock
radius and speed at the transition between two phases.
The magnetic field strength is assumed to vary as a cer-
tain power of the shock speed, namely B(t) ∝ uash, where
a may depend on the SNR evolution stage. Once the
time dependence of Ep,max is explicit, we can inverse it
to find the release time t(Ep,max).

With this procedure, the timescales for the different
stages of the SNR evolution, from the Sedov phase until
the dissipation of the remnant (merging stage), can be
calculated as follows:

tSed,kyr = 0.3E
−1/2
SNR,51Mej,�n

−1/3
T,1

tPDS,kyr =
36.1e−1E

3/14
SNR,51

ξ
5/14
n n

4/7
T,1

tMCS,kyr = min

[
61v3

ej,8

ξ
9/14
n n

3/7
T,1E

3/14
SNR,51

,
476

(ξnΦc)9/14

]
tPDS,kyr

tmerge,kyr = 153

(
E

1/14
SNR,51n

1/7
T,1ξ

3/14
n

βC06

)10/7

tMCS,kyr,

(A.5)
where ESNR,51 is the total energy of the SN explosion in
units of 1051 erg, Mej,� is the mass of the ejected material
in units of 1 Solar masses, nT,1 is the ambient medium
density in units of 1 cm−3, ξn is the ambient medium
metallicity, vej,8 is the speed of the ejected material in
units of 108 cm/s, Φc = 1 is the thermal plasma con-
ductivity, β = 2 and C06 = 1. In this work, we fix the
energy budget to Etot,SNR = 1051 erg, the ejecta mass
Mej = 1M�, the ejecta velocity to vej = 109 cm/s and
the ambient density to nT = 10 cm−3. These timescales
are expressed in kiloyears.

In this work we consider that the maximum CR en-
ergy is current-limited in the free expansion and Sedov
phases, while it is limited by geometrical losses during
the later radiative phases. Strong magnetic field amplifi-
cation only occurs during the first two adiabatic phases.



10

The magnetic field is assumed to scale as u
3/2
sh in the

adiabatic phases and as ush in the radiative phases (see
discussion in Völk et al. [54]). We further assume that
the maximum magnetic field strength and the maximum
CR energy are reached at the start of the Sedov phase.
They are fixed to 100µG and 1 PeV respectively.

To summarize, we used Equation (A.3) to calculate the
proton escape energy as a function of time as follows:

• ln

(
Eesc,Cur(t)

mpc2

)
Eesc,Cur(t) = ln(EM (tSed))

(
t

tSed

)−6/5

such that EM ≡ Ep,max(tSed) = 1 PeV

•Eesc,Geo,1(t) = EM(tPDS)

(
t

tPDS

)−11/10

= Eesc,Cur(tPDS)

(
t

tPDS

)−11/10

•Eesc,Geo,2(t) = EM(tMCS)

(
t

tMCS

)−5/4

= Eesc,Geo,1(tMCS)

(
t

tMCS

)−5/4

.

2. Release time for leptons

Besides the processes already discussed for hadrons,
leptons are also sensitive to radiative losses. The maxi-
mum energy fixed by radiative losses is Ee,max,loss. These
losses can prevent them to escape the SNR until the con-
dition Ee,max,loss ≤ Ep,max is fulfilled [55]. The energy
Ee,max is set by the condition tacc = tloss where tacc

and tloss are the acceleration and loss timescales respec-
tively. We assume here a simple form of the accelera-
tion timescale, tacc = ηaccf(r)DBohm/u

2
sh, where f(r) is

a function of the shock compression ratio. For a parallel
shock f(r) ∼ 3r(r + 1)/(r − 1), while, if magnetic field
amplification occurs upstream of the shock, the function
assumes the form f(r) ∼ 6.6r/(r−1) [56]. A compression
ratio r = 4 is adopted hereafter. The time dependence
of radiative losses is imposed by the time variation of the
magnetic field strength B(t) in the synchrotron process.
Synchrotron loss-timescale for an electron of energy E is
tloss,syn = 6πm2

ec
4/σT cB(t)2E, where me is the electron

mass and σT is the Thomson cross section.

In conclusion, assuming that geometrical losses are re-
sponsible for electron escape at each stage of the SN evo-
lution from the Sedov phase on, to calculate the electron
escape energy as a function of time we proceed with the
following steps:

•Eesc,Geo,0(t) = EM(tSed)

(
t

tSed

)−11/10

such that EM ≡ Ee,max(tSed) = 100 TeV

•Eesc,Geo,1(t) = EM(tPDS)

(
t

tPDS

)−11/10

= Eesc,Geo,0(tPDS)

(
t

tPDS

)−11/10

•Eesc,Geo,2(t) = EM(tMCS)

(
t

tMCS

)−5/4

= Eesc,Geo,1(tMCS)

(
t

tMCS

)−5/4

.

B. ON THE EXPECTED NUMBER OF
NEARBY HIDDEN REMNANTS

In this appendix, we discuss the motivations to con-
sider only one additional source to look for in the vicinity
of the Earth. We consider the rate — per unit volume,
at the solar circle, as a function of the Galactic latitude
z — of both type Ia and type II Supernova events that
are implemented in DRAGON [29]:

RI(z) =
(
7.3 kpc−3 Myr−1

)
· e−

|z|
325 pc

RII(z) =
(
50 kpc−3 Myr−1

)
·
{

0.79 e−( |z|
212 pc )

2

+0.21 e−( |z|
636 pc )

2 }
.

(B.1)

Since we are testing the hypothesis of a Supernova as
source of high-energy leptons (Ee± > 1 TeV), we inte-
grate those rates in a cylinder of half-height hcyl = 1 kpc,
as this is roughly the distance that those leptons can
travel, due to their massive energy-loss. Thus we need to
compute:

nSNR[kpc−2 ·Myr−1] =

∫ +1 kpc

−1 kpc

dz (RI(z) +RII(z)) .

(B.2)
The result of the integral has to be multiplied by the

base area of the cylinder A = πr2
cyl, where rcyl = 1 kpc for

the same losses reasons, and by the lifetime of a typical
Supernova Remnant, τage ∼ 5 · 105 yr. Therefore, within
one SNR lifetime and 1 kpc from the Earth, we expect
NSNR ' 2.2 Supernova Remnants potentially contribut-
ing to the observed lepton flux.

Since we already observe five of them Fornieri et al.
[16], we expect the lowest possible number of addi-
tional hidden sources to dominate the observed all-lepton
spectrum on Earth. This assumption is corroborated
by the observation of a directional bump in the dipole
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anisotropy amplitude (see Ahlers and Mertsch [42] and
references therein), as discussed in Section III C.

As a comment on the estimation of the event rate,
it might be argued that the Solar system is embed-
ded in what is referred to as the Local Bubble, a low-
density (nHI . 0.1 cm−3) region of the Galaxy of radius
rLB > 300 pc that likely originated by the explosion of

several SNe [57]. This could imply a different rate of
Supernova events inside it. However, since the age of
the Bubble is estimated to be ∼ O(107), which is much
larger than the average lifetime of a SN, this can only
affect the calculation in the sense of lowering the number
of expected events.
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1.1.3 Ondes plasma en MHD idéale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.3.4 Implémentation de l’effet de streaming . . . . . . . . . . . . . . . . 186
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Cosmic ray transport in the weakly ionized
interstellar medium

Loann Brahimi
Thesis supervisor : Alexandre Marcowith

Abstract

Cosmic rays play a fundamental role in the dynamics of the galaxy. The way
it is injected into the interstellar medium and the processes it can impact over
is an active research branch of Astrophysics. Although supernova remnants are
thought to be the main cosmic ray accelerators there is no actual model for their
injection that can efficiently explain their spectral distribution as observed on
Earth and that can be validated by observations at high energy. Moreover, the
effects of cosmic rays on the turbulent dynamic of the weakly ionized interstellar
medium and in particular the galactic star formation rate stay unknown.

In this thesis I have developed an injection and transport model for cosmic
rays in the energy range 1 GeV to 100 TeV. The particles escape from Ia type
supernovae remnants and propagate in the weakly ionized interstellar medium.
This process is studied using a new 1D transport code called : CR SPEC-
TRA. Having escaped from the remnant, cosmic rays drive magnetic turbulence
at scales corresponding to their gyration radius which contribute to confine
the particles close to the accelerator. Molecular clouds in the environment of
the source represent preferential targets to probe the cosmic ray content using
gamma-ray telescopes.

In a second work, I have modeled the interactions of cosmic rays with a
weakly ionized, thermally bi-stable interstellar medium using the 3D MHD code
RAMSES. Cosmic rays transport properties are intimately linked with those of
magnetic turbulence. In particular, I showed that under certain conditions, cos-
mic rays can prevent dense structures formations and can potentially contribute
to reduce the star formation rate in the galaxy.

Keywords : Cosmic Ray - Turbulence - Interstellar medium - Super-
nova - MHD - Transport theory - Numerical simulation
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Résumé

Le rayonnement cosmique joue un rôle fondamental dans la dynamique de la
galaxie. Les processus par lesquels ce rayonnement est injecté dans le milieu
interstellaire et la manière dont il impacte son environnement représentent une
branche active de la recherche en astrophysique. Bien que les restes de supernova
sont considérés comme les principaux accélérateurs du rayonnement cosmique,
il n’existe pas de modèle d’injection qui permette efficacement d’expliquer la
distribution spectrale du rayonnement cosmique telle qu’observée depuis la sur-
face de la Terre, ni qui ne puisse être confirmé par les observations du ciel à
haute énergie. De plus, les effets du rayonnement cosmique sur la dynamique
turbulente du milieu interstellaire faiblement ionisé et en particulier leur impact
sur le taux de formation d’étoile de la galaxie sont encore méconnus.

Dans cette thèse, j’ai développé un modèle d’injection et de transport du
rayonnement cosmique d’énergie 1 GeV à 100 TeV s’échappant des restes de
supernovae de type Ia et se propageant dans le milieu interstellaire faiblement
ionisé à travers un nouveau code 1D de transport du rayonnement cosmique :
CR SPECTRA. En s’échappant du reste, le rayonnement cosmique génère de
la turbulence magnétique aux échelles du rayon de giration des particules qui
contribuent à confiner le rayonnement cosmique proche du choc du reste. Les
nuages moléculaires dans l’environnement du reste représentent une signature
observationnelle de cet effet de confinement.

Un second travail a permis de modéliser l’interaction du rayonnement cos-
mique avec une phase thermiquement bi-stable faiblement ionisée du milieu
interstellaire grâce au code 3D MHD RAMSES. Les propriétés de transport du
rayonnement cosmique sont intimement liées aux propriétés de la turbulence
magnétique dans le milieu. En particulier j’ai montré que sous certaines con-
ditions, le rayonnement cosmique empêche la formation de structures denses et
contribue potentiellement à la réduction du taux de formations d’étoiles dans la
galaxie.

Mots-clés : Rayon Cosmique - Turbulence - Milieu interstellaire -
Supernova - MHD - Théorie du transport - Simulation numérique
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