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Résumé

Grace a leurs propriétés amortissantes, les matériaux élastomeres sont fréquemment utilisés dans
Iindustrie aéronautique et spatiale afin d’atténuer les vibrations provenant de sources extérieures.
Lorsque ce matériau est placé entre des sous-systemes d’un assemblage mécanique, il permet de proté-
ger l'intégrité d’équipements sensibles tels que des éléments électroniques ou optiques. Afin d’étudier
ces phénomenes, cette these de doctorat se base sur un modele éléments finis représentatif d’une ap-
plication industrielle comprenant une charge utile qui doit étre protégée des vibrations, un support
de charge utile par lequel transite les vibrations provenant du lanceur, et des liaisons entre ces sous-
systemes. Le matériau amortissant est incorporé dans les liaisons qui doivent alors répondre a deux
objectifs contradictoires : transmettre les charges statiques et amortir les vibrations. Dans un pre-
mier temps, le positionnement du matériau ainsi que ses caractéristiques mécaniques sont déterminés
en utilisant une stratégie numérique d’optimisation paramétrique. Puis, dans le but d’améliorer la
conception des liaisons, un algorithme d’optimisation topologique est implémenté. Cet algorithme est

d’abord utilisé dans le cadre de la statique, puis quelques cas académiques sont résolus en dynamique.

Mots-clés : Matériau viscoélastique, Elastomére, Amortissement, Optimisation topologique, mé-

thodes numériques, Modele éléments finis.
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Abstract

Thanks to their damping properties, elastomer materials are commonly used in the aeronautics and
aerospace industries in order to reduce vibrations coming from external sources. When this material
is placed between subs-systems of a mechanical assembly, it is able to protect the integrity of sensitive
equipment such as electrical or optical devices. To study this phenomenon, this PhD thesis is based
upon a representative finite element model of an industrial application composed of a payload that
we aim to protect, a dispenser through which vibrations coming from the launcher are transmitted,
and links between these sub-systems. The damping material is added inside the links which then have
to handle two contradictory aims : transmitting static loads and damping vibrations. First of all,
the material’s positioning as well as its mechanical properties are determined by using a parametric
optimization numerical strategy. Then, in order to improve the links’ design, a topology optimization
algorithm is implemented. This algorithm is firstly used in a static environment, then some academic

cases are solved in a dynamic environment.

Keywords : Viscoelastic material, Elastomer, Damping, Topology optimization, Numerical me-

thods, Finite Element Model.
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Chapitre 1

Introduction
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1.1 Contexte industriel

L’environnement dans lequel évolue la charge utile lorsque celle-ci est embarquée dans un lanceur
spatial, génere de nombreuses sollicitations qui, si elles ne sont pas correctement étudiées, peuvent
entrainer le dysfonctionnement ou la casse de la charge utile. Parmi ces sources de dangers, le charge-
ment dynamique subi doit étre considéré afin de préserver 'intégrité mécanique de la structure jusqu’a
sa mise en orbite. Les différents types de chargement dynamique sont :

— Vibrations transmises par les moteurs et turbopompes (basse fréquence),

— Vibrations provenant du braquage des tuyeres (basse fréquence),

— Efforts aérodynamiques et aérothermodynamiques s’appliquant sur la structure du lanceur

(large bande),

— Chocs de séparation des étages, étages d’accélération a poudres et coiffe (haute fréquence),

— Oscillations de pression, effets pogo (haute fréquence).

Les sollicitations étudiées dans ce travail correspondent au champ des basses fréquences. Les hautes
fréquences ne sont pas considérées. Pour amortir ces fréquences, des techniques d’isolement ou d’amor-
tissement vibratoire doivent étre mises en place. Pour réaliser cela, plusieurs stratégies passives ou

actives peuvent étre adoptées. Parmi les méthodes passives, I'utilisation de matériaux viscoélastiques
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ayant des propriétés amortissantes, employées dans de nombreuses industries du transport et du bati-
ment, constitue une option envisageable. Le principe consiste a intégrer au sein de la structure vibrante
une couche de matériau viscoélastique qui, lorsqu’elle est soumise a des déformations de cisaillement,

permet de dissiper I’énergie vibratoire sous forme de chaleur [126].

Cette these, en partenariat avec l'industriel ArianeGroup, a pour but d’améliorer I’amortissement
d’une sous-structure appartenant a une structure globale en introduisant du matériau élastomere au
niveau des liaisons assurant la transmission des efforts mécaniques entre la structure et la source
d’excitation. L’application servant de support a ce travail est un ensemble embarqué dans le lanceur,
composé d’un support de charge utile, d’'une charge utile et des liaisons liant ces deux équipements.
L’objectif de ce travail est de modifier les liaisons pré-existantes en incorporant I’élastomere a des
endroits précis dans le but d’amortir les vibrations en basse fréquence provenant notamment des

moteurs.

L’emplacement du matériau ainsi que sa forme peuvent étre déterminés en utilisant une des mé-

thodes d’optimisation existantes (figure :

— optimisation paramétrique : méthode de dimensionnement consistant a chercher des parametres
géométriques ou matériaux optimaux. Souvent, les parametres sont des épaisseurs, des largeurs,
des rayons, etc.

— optimisation structurale : méthode consistant & définir I’aspect optimal du contour d’un do-
maine de départ.

— optimisation topologique : méthode permettant de définir ’aspect optimal du contour d’un
domaine de départ, ainsi que d’ajouter des trous dans la structure afin de modifier sa topologie.

La figure présente une poutre cantilever encastrée au niveau de son bord gauche et soumise a un

effort tranchant sur son bord droit.

L’optimisation paramétrique est dans un premier temps appliquée pour dimensionner une liaison
amortissante. Puis dans un deuxieme temps, I’optimisation topologique est mise en place et utilisée
car celle-ci offre de meilleurs résultats pour un critere d’optimisation donné. En effet, la possibilité de
créer des trous dans la structure offre une latitude supplémentaire par rapport aux autres méthodes
[22, [129]. Ce principe est relativement bien maitrisé lorsque la structure est sollicitée statiquement,

mais peu étudié dans le cas de chargements dynamiques.
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a) Configuration initiale b) Optimisation paramétrique
¢) Optimisation de forme d) Optimisation topologique

FIGURE 1.1 — Illustration des différentes méthodes d’optimisation d’une poutre cantilever. (a) Confi-
guration initiale, (b), (c¢), (d) solutions finales

1.2 Objectif et organisation du document

L’objectif de ce document est de présenter les travaux menés dans le cadre de cette these, concernant
I'optimisation topologique de structures vibrantes soumises a des sollicitations dynamiques en basses
fréquences. Pour ce travail, un code éléments finis maison est entiérement développé en Python et
Fortran. Le logiciel open-source GMSH est utilisé en pré- et post-traitement [63]. Ce manuscrit est

découpé en trois parties.

Le premier chapitre présente un cas test représentatif d’une application industrielle servant de
support a la these. Le détail de son implémentation ainsi que des études dynamiques et paramétriques

sont réalisées. Le choix du modele viscoélastique est également détaillé et justifié.

Le second chapitre se concentre sur un état de 'art de l'optimisation topologique dans le cadre
de la statique linéaire. Des cas de validation ainsi que plusieurs applications 2D et 3D sont présentés.

Enfin, quelques améliorations de I'algorithme d’optimisation sont proposées.

Le troisieme chapitre présente 'optimisation topologique dans le cadre dynamique, d’un point de
vue fréquentiel. Les principaux obstacles a la résolution de problemes dynamiques sont présentés, ainsi

des cas d’applications sur des cas tests académiques issus de la littérature.
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Chapitre 2

Modélisation d’une application spatiale
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2.1 Présentation du systeme étudié

2.1.1 Contexte

La structure étudiée est composée d’un support de charge utile (ou dispenser en anglais), d’une
charge utile (satellites) et de liaisons qui relient les deux sous-systémes (figure[2.1)). Une vue d’ensemble
du systeme global étudié est présentée a la figure [2.3| et celui-ci est finalement composé du support
de charge utile, quatre satellites et seize liaisons (quatre par satellites). Le support est excité par un

déplacement harmonique imposé a sa base.

L’objectif de ce chapitre est de modéliser, tester puis améliorer la structure étudiée afin d’amortir
les vibrations transmises aux satellites. La réponse dynamique d’un satellite est exprimée comme la
norme du déplacement de son centre d’inertie ||[Ug||, adimensionnée par la norme du déplacement
. P d
imposé | U?]|.

La stratégie déployée ici consiste a incorporer du matériau élastomere au niveau des liaisons dans

le but de réaliser cet amortissement. Plusieurs géométries de liaisons sont proposées et les fonctions
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FI1GURE 2.1 — Apercu de la structure globale étudiée. Crédit photo : European Space Agency

de réponse en fréquence (FRF) associées a la dynamique de la structure globale tenant compte de ces

liaisons sont présentées.

2.1.2 Géométrie et description des sous-systemes

2.1.2.1 Support de charge utile

Le support de charge utile est I’équipement sur lequel reposent les satellites. Il fait le lien entre le
lanceur et la charge utile. Sa hauteur est d’environ 3 m, son diametre de 1,5 m au niveau de la partie
tubulaire et 2,5 m a la base. On considére dans ce travail une modélisation simplifiée du support réel
utilisé par Ariane 5 pour lancer les satellites Galiléoﬂ Le support simplifié est constitué d’une partie
conique, d’une partie cylindrique et de trois anneaux de renforcement placés a la base, au sommet ainsi
qu’au niveau de la jointure entre la partie conique et la partie cylindrique (figure . Le matériau

considéré est de I'aluminium dont les caractéristiques matériaux se trouvent dans le tableau

Dans la mesure ou il est fait 'hypothese que le support est fin et élancé, le maillage utilisé pour
le modéliser (figure [2.2) est composé d’éléments coques Discrete-Kirchoff Triangle (DKT [I8], 50,

1)) & trois noeuds, ayant 6 degrés de liberté (ddls) par nceud (3 translations et 3 rotations). Ce

1. |https://www.esa.int/Space_in_Member_States/France/Lancement_imminent_des_satellites_Galileo_23_a_26
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Aluminium
E (GPa) | 70
v (-) 0,3
p (g/cm?) | 2,8

TABLE 2.1 — Valeur des parametres matériau de ’aluminium

FIGURE 2.2 — Géométrie du support - (Gauche : Vue en coupe, Droite : maillage)

type d’éléments permet d’obtenir un bon compromis entre un faible nombre d’éléments nécessaire,
entrainant un temps de calcul raisonnable, et une bonne précision des résultats. La condition de
déplacement imposé U? est appliquée & la base du support (figure . La position des centres de
gravité, des reperes locaux des satellites (en blanc) et du repere global (en noir) est décrite. Lors
des calculs effectués et présentés dans ce chapitre, la condition de déplacement imposé est toujours
constituée d’un déplacement unitaire dans la direction ? et d’'un déplacement unitaire dans la direction

7, qui sont deux des trois composantes du repeére global (en noir).

2.1.2.2 Charge utile

La charge utile comporte quatre satellites répartis uniformément autour du support. Les caractéris-
tiques géométriques des satellites ne sont pas connues précisément, par conséquent on fait '’hypothése
que leurs mouvements sont ceux des corps rigides. Pour cette étude, les satellites sont identiques et la
masse de chacun, notée Mgy, est environ deux fois plus importante que celle du support. La matrice
d’inertie exprimée au centre d’inertie G (confondu avec le centre de gravité) dans le repére Ry du
satellite est ’autre donnée connue et est notée ?G /R, La figure présente un apercu de I’ensemble,

et les reperes locaux des satellites sont visibles en blanc.
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FIGURE 2.3 — Vue isométrique du systeme global

2.1.2.3 Liaisons

La liaison est 1’élément-clé du systeme car elle transmet des vibrations entre les différents sous-
systemes, et c’est grace a elle qu’est réalisé 'amortissement. Chaque satellite est relié au support de
charge utile par 4 liaisons. Chacune d’elle est dimensionnée pour tenir dans un parallélépipede de
235x100x100 mm et est maillée en hexaedre a 8 nceuds dans le code élément finis. Les liaisons sont

représentées en noir sur la figure 2.3

Trois géométries de liaisons sont proposées et testées afin de déterminer leur impact sur la réponse
fréquentielle du satellite :
— Liaison 1 purement élastique (ﬁgure composée d'un axe métallique de diametre @46 mm,
pour une masse totale de liaison de 1,09 kg,
— Liaison 2 avec couche viscoélastique externe (figure composée d'un axe métallique de
diametre @46 mm ainsi que d’une couche d’élastomere d’épaisseur 100-46 = 54 mm, pour une
masse totale de liaison de 1,90 kg,

— Liaison 3 avec couche viscoélastique interne (figure 2.4c¢) composée d’'un axe métallique de
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<100mm

@46mm

235mm @90mm

235mm S46mm

(a) Liaison 1 (b) Liaison 2 (c) Liaison 3

FIGURE 2.4 — Géométrie des trois liaisons

diametre @46 mm, d’une couche d’élastomere d’épaisseur 44 mm ainsi que d’une couche externe
métallique d’épaisseur 10 mm, contraignant spatialement la couche élastomere, pour une masse
totale de 1,68 kg.
On remarque que I'ajout des couches se fait “en parallele”. L’idée de placer des couches d’élastomere
“en série” afin de les faire travailler en cisaillement a été considérée au cours de ’étude. Néanmoins
les résultats ne sont pas présentés car cela entraine une diminution de la raideur globale de liaison, ce

que l'on souhaite éviter. Cet agencement n’est donc pas retenu.

La partie métallique est considérée purement élastique, tandis que la partie élastomere est employée

pour ses propriétés viscoélastiques. Ces derniere sont décrites dans la section suivante.

2.1.3 Modélisation du matériau viscoélastique

Modélisation du comportement viscoélastique dans le domaine fréquentiel La relation de
comportement d’un matériau viscoélastique dépend de la fréquence d’excitation [I5, [126]. Dans le
domaine fréquentiel, la dissipation visqueuse introduit des termes complexes dans I’écriture de cette

relation :

o =C*(w)e” (2.1)

ou w représente la pulsation et les termes o* désignent les termes complexes. o est 'opérateur des
contraintes et € est I'opérateur des déformations. Le tenseur viscoélastique C*(w) peut s’exprimer
en fonction du module d’Young complexe et du coefficient de Poisson. Le coefficient de Poisson est

supposé réel et constant dans ce travail. Le module d’Young complexe E*(w) s’écrit :

E*(w) = E'(w) +iE"(w) (2.2)
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k
k
k0§
k n
n n
(a) Modele de Kelvin-Voigt (b) Modele de Maxwell (¢) Modele de Zener

FIGURE 2.5 — Modeles rhéologiques

La partie réelle E'(w) est le module de stockage, qui représente la capacité du matériau & stocker
et restituer I'énergie de déformation élastique. La partie imaginaire E”(w) est le module de perte et
correspond a la capacité du matériau a dissiper ’énergie. De plus, on définit le facteur de perte 7
comme le rapport entre la partie imaginaire et la partie réelle du module de Young complexe :

_ E”(W)
B(w)

n(w) (2.3)

Ce facteur correspond a la capacité d’amortissement du matériau et dépend lui aussi de la fréquence.

Modélisation rhéologique Il existe de nombreux modeles rhéologiques permettant de prendre en
compte les comportements a la fois visqueux et élastiques de certains matériaux. Ces modeles sont
généralement composés de ressorts pour modéliser le comportement élastique (o = ke) et d’amortis-
seurs pour l'aspect visqueux (o = né ou € est le taux de déformation), tous deux uniaxiaux. Parmi
les modeles basiques, on peut citer le modele de Kelvin-Voigt qui est constitué d’un ressort et d’un
amortisseur en parallele, celui de Maxwell qui comprend un ressort et un amortisseur en série, ou celui
de Zener qui est constitué d’un ressort en parallele avec un élément de Maxwell, utilisé plus loin, dont

I’expression est donnée par :
FEo+ EiwT

E*(w) 1+ wwr

(2.4)

pour laquelle Ey représente le module a basse fréquence, E, le module a haute fréquence et 7 le temps
de relaxation. Une représentation de ces modeles est visible a la figure [2.5] Cependant ceux-ci sont
limités car ils ne représentent pas toujours le comportement visqueux observé expérimentalement. Pour
plus de détails sur ces modeles et sur leurs limites, le lecteur est invité & consulter [38], T08]. D’autres

modeles plus complexes basés sur la combinaison de ressorts et d’amortisseurs existent, parmi lesquels
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les modeles de Maxwell généralisé [156], de GHMP] [65, 106] et d’ADF[] [95, 96].

L’inconvénient majeur des modeles basés exclusivement sur des assemblages ressorts-amortisseurs
est que leur exactitude dépend directement du nombre d’éléments le constituant. Une solution pour
améliorer les modeles est d’introduire un élément dissipatif appelé spring-pot dont la loi de compor-

tement est :

o =T1"ED%¢) (2.5)

dans laquelle D est un opérateur différentiel temporel dont I'ordre fractionnaire est défini par la
valeur de «, avec 0 < o < 1. On remarque que pour « = 0, on retrouve la loi élastique o = Ee, et que

pour o = 1, on retrouve la loi visqueuse o = 7E¢ avec 7 = 4 [59].

Une présentation détaillée de I'ensemble des modeles cités est consultable dans [126].

Modeéle de Zener a dérivée fractionnaire Le modele viscoélastique retenu dans cette these est
le modele de Zener a dérivée fractionnaire, qui associe 'équation (2.4) a la loi de comportement a
dérivée fractionnaire de ’équation (2.5)) pour donner I’expression du module complexe suivante [121] :

B (w) = Ey + Eoo(iwT)™
1+ (iwr)

(2.6)

La corrélation entre les résultats expérimentaux et les résultats numériques issus de ce modele montrent
que ces derniers permettent de décrire correctement le comportement viscoélastique de matériaux
élastomeres [126]. De plus, il est particulierement adapté pour traiter les problemes dans le domaine
fréquentiel, alors que la dérivée fractionnaire rend la tache plus difficile dans le domaine temporel.

Enfin, il ne contient que quatre parametres ce qui le rend simple d’utilisation.

Les modules de stockage et de perte s’écrivent [58] :

By + (Ey+ Exo)(wr) cos(%5F) + Eoo(wr)?™

E(w) = 1+ 2(wr)® cos(Gr) + (wT)2@ (2.7)
E'(w) = (Eso — Eo)(wr)*sin(%) |
1+ 2(wr)® cos(%GF) + (wr)2@

2. GHM : Golla-Hughes-McTavish
3. ADF : Anelastic Displacement Fields
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FIGURE 2.6 — Influence des parametres de Zener sur le module complexe E*(w)

Choix et influence des parameétres Les expressions des quatre parametres du modele de Zener
a dérivée fractionnaire sont définies dans [58|, [I51] et rappelées ici :
Ey = lim E*
0= ),
FEo = lim E*(w),

w—00

2
« = — arcsin [nmaX(EOO — Ep)
T

1 ( Eq ) 2
T = — .
wnmax EOO

Le terme wy, .. désigne la pulsation pour laquelle le facteur de perte est maximal et vaut nmax. Leurs

2V EoEs + (Eo + Eoo) V1 + Niax (2.8)
Noax(Eo + Eo)? + (Boo — Eg)? |’

influences respectives sont illustrées aux figures et Les deux figures présentent en échelle
log — log respectivement 1’évolution du module complexe E*(w) en fonction de la fréquence et 1'évo-
lution du facteur de perte n(w) en fonction de la fréquence. Sur la premiere figure, on peut voir que
le module de stockage Fy représente I'asymptote basse, c¢’est-a-dire la raideur statique (w — 0). Le
module de perte F, correspond quant a lui & 'asymptote haute, c’est-a-dire a la raideur dynamique
(w — 00). Le parametre a controle la pente de la phase de transition : plus « se rapproche de 1,
plus la pente est raide. Le parametre 7 a une influence sur la position fréquentielle de la phase de
transition : la position augmente lorsque la valeur de 7 diminue. La correspondance avec la deuxieme
figure montre que o modifie ’amortissement maximal 7yax. Plus il est élevé, plus nmax est important

et plus la largeur de la bande de fréquence sur laquelle un amortissement se produit est réduite. La
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FIGURE 2.7 — Influence des parameétres de Zener sur le facteur de perte n(w)

Deltane 350 | ISD112

Ey (MPa) 4,20 0,242
Es (MPa) 1,62.103 62,4
a(-) 0,59 0,587

7 (us) 0,52 83,7
Tlmax (') 1713 1709
Frmax (H2) 1968,3 16,8

TABLE 2.2 — Valeurs des parametres de Zener pour le Deltane 350 et 'ISD112

fréquence a laquelle I'amortissement est maximal est noté f,, .

Dans la suite de la these, deux élastomeres sont employés pour les différentes applications. Il s’agit
du Deltane 350 et de 'ISD112. Le premier a été caractérisé a 1’aide d’essais DMAE| [126] et le deuxieme
provient de [I5I]. Les parametres identifiés sont récapitulés dans le tableau[2.2]et les courbes résultants
des valeurs associées sont visibles aux figures [2.8a] et 2.8b] Ces courbes permettent de constater deux
choses :

— la raideur effective du Deltane 350 est toujours plus élevée que celle de 'ISD112,

— lamortissement maximal est quasiment identique mais pas aux mémes fréquences. L’ISD112

est adapté pour les fréquences inférieures & 100 Hz, tandis que le Deltane pour des fréquences

supérieures a 100 Hz.

4. DMA : Dynamical Mechanical Analysis
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109 4

108 4

E+(w) [Pal
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______ -7 --- IsD112 --- IsD112
T T T T T T 1072 - T T T T T T
102 10° 102 104 10° 108 10%? 10° 10?2 104 10° 108
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

(a) Evolution du module complexe pour le Del- (b) Evolution du facteur de perte pour le Del-
tane 350 et 'ISD112 tane 350 et I'ISD112

FIGURE 2.8 — Comparaison du Deltane 350 et de I'ISD112

2.2 Formulation éléments finis du probleme de dynamique

2.2.1 Equations locales

Considérons un solide déformable © dont on note la surface extérieure 9€). Ce solide subit un effort
volumique harmonique d’amplitude f ainsi qu'un effort surfacique harmonique connu F? sur le bord
IrQ avec OpQ) C 9. Un déplacement harmonique connu d’amplitude u est imposé sur le bord 9,

avec 0,0 C 05). Les bords 0pf2 et 0,€) sont définis tels que :

DrQ U 8,0 = 9O
(2.9)
OrQ N 8,0 =0

Résoudre un probleme d’élasticité linéaire consiste a déterminer les champs de déplacements u et de
contraintes o vérifiant les conditions aux limites, les équations d’équilibre et la relation de comporte-

ment. Le tenseur des contraintes s’écrit sous la forme générale :

o1 06 05 01 = Ogx, 02=0yy, 03=0z
o= |(sym) o2 04 ou : (2.10)
(sym) (sym) a3/ 04 = Oyzy, 05 =O0zgz, 06 = Ogy

~

avec b = (eg,€y,e;) une base orthogonale, oll o1, o2 et o3 sont les contraintes normales dans les

directions de la base b et 04, 05 et 0g sont les contraintes de cisaillement dans les directions transverses.
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FIGURE 2.9 — Probléme de référence

Le probleme général d’élasticité sous forme fréquentielle s’écrit :

div(e) + f = —pw?u VM € Q (2.11a)
o-n=F YMecdpQ (2.11b)
uw=ul, YM e 9N (2.11c)

ol p représente la masse volumique du matériau et w la pulsation harmonique. La relation de com-
portement employée est celle de I’équation qui prend en compte I'amortissement viscoélastique
modélisé par le modele de Zener & dérivée fractionnaire défini & 'équation (2.6). La relation de com-
portement est rappelée ici :

o = C*(w)e* (2.12)

C est un tenseur d’ordre 4 appelé tenseur d’élasticité et € est le tenseur linéarisé des déformations,

représentant la partie symétrique du gradient du déplacement :

1
elu) = 5 (grad(u) + grad” (u)) (2.13)
Le tenseur € s’écrit sous la forme :
€6 €5
€1 —_ —_
2 52 . €1 = Exxy, €2 = E&yy, E3 = Ezz
£ = (sym) €9 74 ou : (214)
2 €4 = 28y,, €5 =2z, E6= 24y

(sym) (sym) e3/;

ou €1, €9 et €3 sont les allongements unitaires dans les directions de la base b et ¢4, €5 et ¢ sont les

distorsions angulaires. La réécriture des termes de contraintes et de déformations des équations ([2.10)
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et (2.14) sous forme de vecteurs colonnes a ’aide de la notation de Voigt donne :

o] ey
02 €9

o= % et = | (2.15)
04 €4
05 €5
LO6 LE6]

La relation de comportement utilisée dans ce travail est la loi de Hooke pour les matériaux isotropes

dont ’expression en notations de Voigt est :

o1 1—v v v 0 0 0 €1
09 v 1—v v 0 0 0 €9
o3 E v v 1—-v 0 0 0 €3

= 2.16
o4 (1 + Z/)(l — 21/) 0 0 0 17;” 0 0 €4 ( )
o5 0 0 0 0 = 0 | les
06 ] L0 0 0 0 0 =22 e

ou E et v sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau.
2.2.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle consiste a trouver le champ de déplacement wu, solution du probleme,

appartenant a ’ensemble des champs cinématiquement admissibles I/ :
U= {u=usur 9,0} (2.17)

Elle fait intervenir un champ de vitesse virtuelle v appartenant a ’ensemble des champs cinématique-
ment admissibles I/, :

Uy = {v =0 sur 9,0} (2.18)

La formulation variationnelle du probléme s’obtient en multipliant I’équation par v puis d’in-
tégrer le tout sur  [75]. En intégrant par parties puis en utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski,
la prise en compte des conditions sur les bords drf2 et 0,2 donne la formulation suivante : Trouver
le champ de déplacement cinématiquement admissible u tel que Yv € Uy on ait
/ ()T C*(w)e(w) dQ — pu? / o7 wd = / o fa0+ [ oT - Flan (2.19)
Q Q Q OrQ

L’énergie de déformation du champ de déplacement u est notée E4(u) dans la suite :
1
Eul) = 3 [ £7(w) Cw) elw)d® (220)
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2.2.3 Discrétisation éléments finis

Dans 'écriture de 1’équation la solution en déplacement w est la solution exacte en tout
point M € € et appartient a un espace V de dimension infinie. Cette solution n’est accessible que
sur des cas tres simples, on cherche donc & trouver une solution approchée u” en tout point P € Q"
appartenant & un espace V" de dimension finie, avec Q" le domaine Q discrétisé par nelem ¢léments
de taille h, ou h est défini par la distance entre les deux nceuds les plus éloignés d’un méme élément.
La solution approchée u” est une combinaison linéaire des fonctions de forme ; formant la base de
VI qui s’écrit comme un produit de la matrice ® des fonctions de formes et du vecteur des inconnues
nodales en déplacement U :

uh = ®U (2.21)

ol la matrice ® vaut dans le cas 3D et pour un probleme éléments finis & n noeuds :

1 0 0 - ¢, 0 O
=10 ¢1 0 -+ 0 ¢, O (2.22)
0 0 ¢1 -+ 0 0 oy
et U=1[ug v1 wy - up vy wn]T. On note que les dimensions de ® et U dans le cas 3D sont respec-

tivement 3 X 3n et 3n. Enfin, lopérateur gradient discrétisé B = D@H permet d’exprimer 'opérateur

des déformations discrétisés e(u”) en fonction des termes de 1’équation (2.21)) :
e(u) = BU (2.23)

Les relations (2.21)) et (2.23)) sont utilisées pour discrétiser la forme variationnelle et obtenir la solution
u" € U". Cela entraine que I’ expression de 1’équation (2.19) devient : Trouver U cinématiquement

admissible tel que YV € Uél on ait

KT/ BTC*(w)BdQQ—prZT/ qﬂ@dQQ:f/
Q Q

T F 45 + V7T / TFA0 (2.24)
o Q -

dans laquelle on identifie les termes variationnels correspondants & la matrice de raideur K, & la matrice

de masse M et au vecteur des forces nodales F' [168]. :

K= / BTC*(w)BAQ (2.25a)
Q

oo o vo
oFe@lPlv © ©

Qoo © © oo
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M=p / L X[9) (2.25b)
Q
et

P / &7 Flds + / &7 fd0 (2.26)
o2 Q -

La matrice de raideur peut étre décomposée en une partie purement élastique Kg et une partie

viscoélastique dépendante de la fréquence K3 (w) :
K*(w) = Kg + Ky (w) (2.27)

Finalement, le probléeme de dynamique en éléments finis avec prise en compte des caractéristiques

viscoélastiques s’écrit sous forme matricielle :

nge Kgey I Kip(w) Ky (w) _ 2 Mg? My Qﬁ _|E (2.28)
KL, K| ' |KE(0) K pw) Mgy Mys|) US| [Ey

ou ey fait référence aux termes relatifs aux inconnues en déplacement (déplacement libre) et o fait réfé-

rence aux termes relatifs aux conditions aux limites en déplacement (déplacement fixé). Les inconnues

du probleme sont les déplacements U, et les efforts de réaction F.

2.2.4 Cas particulier de la statique

Le cas particulier de la statique (w = 0) engendre la formulation éléments finis en statique :

Ky K| |U|  |F¢
[K%} Kff‘| [U? - Ef (2.29)

2.3 Modélisation et discrétisation éléments finis du systeme
2.3.1 Notations des différents ensembles de nocuds

Afin d’expliquer la démarche de modélisation utilisée, le probleme est simplifié dans ce chapitre :
on considére le systeme composé du support, d’une seule liaison et d’un seul satellite. Afin de coupler
ces différents sous-systemes entre eux, plusieurs hypothéses sont faites au niveau des interfaces et les

notations employées dans la suite sont précisées sur la vue simplifiée a la figure

Les nceuds du maillage du support sont classés en trois ensemblesﬁ] :

— Dp contient les noeuds de la surface inférieure dont le déplacement est imposé,

6. On utilise “D” pour désigner le support (Dispenser)
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SATELLITE

SUPPORT

LIAISON

Dy
Dy x -(
4| A e
LD\ Ly /Ls
\ \ \ /
G
Lp Ly

T —
BDB

FIGURE 2.10 — Schéma des différents ensembles de nceuds du systeme global discrétisé

— Dy, correspond au noeud connecté a la liaison,

— Dj correspond au reste des nceuds internes du support de charge utile.
La liaison est constituée de trois groupes de nceuds. Elle est connectée d’un c6té au support et de
I'autre au satellite :

— Lp correspond aux nceuds de la surface en contact avec le support,

— Lg correspond aux nceuds de la surface de la liaison reliée au satellite,

— Ly correspond au reste des nceuds internes de la liaison.
Le satellite est représenté par un solide rigide de centre de masse G et on fait ’hypothese que le centre

de masse et le centre de gravité sont confondus.

2.3.2 Modélisation du mouvement de corps rigide d’'un ensemble de nceuds

Lorsqu’on modélise une interface entre un matériau tres rigide (typiquement du métal) et un
autre matériau plus souple (typiquement un élastomere), ou bien lorsqu’on souhaite modéliser une
liaison de type encastrement, il est possible de considérer que les degrés de liberté concernés bougent
ensemble dans un mouvement global de corps rigide ayant six degrés de liberté (trois translations et

trois rotations). En faisant ’hypothese des petits déplacements, le champ de déplacement de ce corps
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rigide s’écrit sous la forme :

Tt =T+ MOND (2.30)

olt Uy est le déplacement du nceud M, C' est le point de référence de la face considérée, U est le
_)

déplacement du point C' (trois translations) et 2 correspond a la rotation de ’ensemble rigidifié (trois

rotations). En introduisant la matrice de transformation Tjs et le vecteur des degrés de liberté du

point C' dans un systéme de coordonnées orthonormales (Z, ¥, 2), cette relation peut s’écrire sous la

forme :
ue
v
un 100 0 (2m —20) (Yo —ym) wc
o | =10 1 0 (2¢—2um) 0 (zar — x0) QC (2.31)
whg 0 0 1 (yw—vye) (rc—xpm) 0 Qx
Y
Ty | €2 ]

ou (zar,yn, 2m) €t (o, Yo, zc) sont les coordonnées des points M et C, (unr, var, war) et (ue, ve, we)
leurs déplacements, et (£, €2y, §2,) sont les composantes du vecteur rotation 6 [108]. Par conséquent,
tous les degrés de liberté des noeuds rigidifiés sont éliminés du modele éléments finis global et sont
remplacés par les six degrés de liberté décrivant les mouvements de corps rigide. Les termes “e”
contenant ces degrés de libertés (ddls) sont notés avec une barre “®” dans la suite du chapitre. On

peut remarquer que ces relations ne sont valables que dans le cas des petits déplacements, ce qui est

I’hypothese faite dans cette these.

2.3.3 Matrices de raideur et de masse du support de charge utile

Les noeuds de ’ensemble Dp sont liés entre eux comme un corps rigide afin de pouvoir appliquer
un déplacement imposé sur la surface inférieure. On note EDB le vecteur des degrés de liberté en

déplacement qui contient les 6 ddls de corps rigide. On note que la surface a pour centre le point Cp.

L’interface avec la liaison se fait via un nceud DKT dont les 6 ddls sont stockés dans Up, . Les

ddls restants sont notés Up,, qui est de taille np.

Finalement, le vecteur des degrés de liberté totaux du support de charge utile est, en considérant
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les nceuds M € Dy

[ HDI DI ®DI DL @DI DB ]
@)DL DI “DL DL ®DL DB
QDI . . . QDI
Up, | = 1 00 0 M — 20 YO — YM QDL (2.32)
Upg OpgD; | 0Dy, [0 1 0 205 —2um 0 TM — Top Upg
Up 0 01 YM — Yo ICp —ITM 0 QD
TDB

ol T4, est la matrice identité et Omgp est la matrice nulle. o, B et [J définissent les dimensions de

I’objet correspondant.

Les matrices globales de raideur et de masse modifiées du support dépendent de la matrice T

et des matrices globales de raideur et de masse du support Kpp et Mpp :
Kpp =T 5;KppThp (2.33a)
Mpp =T sMppTHp (2.33D)
2.3.4 Modélisation d’un satellite

Mouvement de corps rigide du satellite Le mouvement du satellite se réduit aux 6 degrés de
corps rigide de son centre d’inertie Ug. Afin de les connecter avec la liaison, le vecteur des déplacements
de corps rigide exprimé au centre de gravité est transporté au point Cj, centre de la face de la liaison

en contact avec le satellite :

UE(C)] UE(G)]
Ug(Cs) 0 20, — 26 YG — Yc, Us(G)
US(Cs) _ 133 | z¢ — zc, 0 To, — TG US(G) (2.34)
Qg Yo, — Yya Ta — Tc, 0 1974 '
Q% @33 1]33 Qg
L S TCSS L s
— —
Ug(Cs) Us

Caractéristiques dynamiques du satellite La matrice d’inertie du satellite est transportée dans

le repere global a I’aide d’une matrice de passage Pryr, :

TG/RQ = P?I“ZS%RgTG/'RSPRs—)’Rg (2.35)
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Puis on construit la matrice de masse de corps rigide exprimée dans le repere global :

Mat 0 0
0 Msat 0 @3 3
Msat = 0 0 Msat (236)
033 Ig,r,

Cette matrice est ensuite utilisée dans la construction de la matrice de masse globale a I’équation

g,

2.3.5 Matrices de raideur et masse de liaison

L’implémentation de la liaison est réalisée en deux étapes. Dans un premier temps, les interfaces
Lp (avec le support de charge utile) et Lg (avec le satellite) sont rigidifiées. Puis, elles sont reliées au

support et au satellite dont elles font la jointure.

Rigidification des interfaces Lp et Lg La méthodologie de rigidification des interfaces de la
liaison avec le support de charge utile et le satellite est la méme que dans §2.3.3] et on exprime les

degrés de liberté en déplacement de la liaison Uy, en fonction des degrés de libertés rigidifiés Uy, :

[ Tr,n; OL; Lp Or, Lg 1
100 0 ZM—'ZCD ch.—yM
®LD LI 010 ZCD —ZM 0 :EM—:ECD @LD LS

QLI 001 ymw—ycp zop—TtM 0 QLI
QLD = : . QLD (2'37)
QLS M : QLS

U 100 0 Zp—ZCs YCs—YP T

=L (U)LS Li @LS Lp 010 2¢,—2p 0 Tp—TC, ZL

001yp—ycs zcs—TP 0
Tor

ou M est un point de la surface Lp et P est un point de Lg.

Couplages liaison-support et liaison-satellite Le couplage au niveau de I'interface Lp est réalisé
directement en reliant les six degrés de liberté du nceud DKT appartenant au support aux six degrés

de liberté du centre de la face rigidifiée Lp & ’aide de la relation suivante :
Up, =Urp (2.38)
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Le couplage au niveau de l'interface Lg consiste a relier le déplacement de corps rigide du satellite

au centre de cette interface, avec la face rigidifiée Lg :
QSL = QLS (239)

Finalement, on peut exprimer les degrés de liberté en déplacement de la liaison rigidifiée, dans le

systeme global :
L Tp,ny Oup,  Ougs, QLI
U = @DL L 1]DL Dg @DL S QDL (2'40)
Osp1; Ospypy Teogs | |Us,

Les matrices globales de raideur et de masse de la liaison rigidifiée s’obtiennent grace aux relations

suivantes :

Krp(w) =T tKrp(w)Tpg (2.41a)

My =T MpLT g (2.41Db)

ou Kr,r(w) et MLy, sont les matrices de raideur et masse de la liaison. On note que la matrice de
raideur dépend de la fréquence du a la présence de matériau viscoélastique.

2.3.6 Assemblage du systeme global

Les matrices globales de raideur et de masse sont formées & partir des équations (2.33a)), (2.33b)),
(2-36)), (2.41a) et (2.41b)) qui permettent d’assembler les trois sous-systeémes :

Kp,p, @ Kp;p, Kp,pg  Opi1, Op,Ls
B Kp,p;, Kp.p, +Kipip(w) Opypg Kipr(w) Obgis
K, (w) = Kpgp, 7@DB Dy, KpgDg Opg L 7@DB Ls (2.42a)
OL; Dy Ky, Lp (W) Oups  Kin(w) Kris(w)
®Ls L1 @Ls DL ®Ls Dgp KLS L (w) KLS Ls
Mp,p;, @ Mbp;p, Mp,ps Op;1, Op, Ls
L MDL p; Mp,p, + MLy, QDL D Mipi, Op, Ls
M, = |Mpg b, @7]:)B Dy, Mpgpg OpDgL; %B Ls (2.42D)
Or; D; Y § S Ou,pg Mpn,  Mpig
OLs 1y OLs Dy OLspg  MiLgr, Migrg + Msat

Le systeme global a résoudre s’écrit donc :

Up, 0
_ _ QDL 79
[Ky(w) — w?M,| |Up, | = |Fp, (2.43)
Uy, 0
Us, 0
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ou QDB est le déplacement imposé a la base du support et EDB correspond a 'effort de réaction du

support.

2.4 Résultats et fonctions de réponses en fréquence

Le premier résultat présenté concerne l’analyse modale du support de charge utile. Ensuite, des

résultats obtenus en modifiant les liaisons dans la structure globale sont détaillés. Les déformées

modales présentées dans ces résultats (figures [2.11} [2.12] [2.13] [2.14] [2.16)) respectent toutes le méme

code couleur : les zones bleues représentent les zones ou le déplacement est le plus faible et les zones

rouges les zones ou le déplacement est le plus grand.

2.4.1 Caractéristiques dynamiques du support de charge utile

La dynamique du support de charge utile est étudiée via une analyse modale en considérant la
face inférieure encastrée, afin de visualiser les premiers modes structuraux. D’une part, en raison
de la forme axisymétrique du support, les modes obtenus sont des modes d’ovalisation que ’on peut
décomposer en une harmonique circonférentielle notée m et une harmonique longitudinale notée n.
D’autre part, la symétrie de révolution de la géométrie implique que tous les modes d’ovalisation sont
doubles car le déplacement radial d’une déformée modale peut étre caractérisé par une fonction de 6

du type :
ur(0) = aqui (0) + agus () (2.44)

ou 0 est la position dans la direction circonférentielle, a; et aa sont des coefficients réels, u; = cos (m#)
et up = sin (m#) = cos (m(f — 5&-)). Ainsi pour une méme harmonique, chaque mode et son jumeau
possedent un décalage spatial de 5 -, comme l'illustre la figure ol on observe un décalage de /4

pour I’harmonique m = 2.

Les figures 2.11] 2.12] et 2.13] présentent une vue globale ainsi qu'une vue de dessus des déformées

de certains modes d’ovalisation (modes 1, 2, 3, 11, 15, 24, 25 et 29), dont les fréquences propres varient
de 87 a 328 Hz. Les premiers sont les harmoniques circonférentielles du cylindre. Puis, les harmoniques
supérieures du cylindre dans le sens longitudinal apparaissent & partir de 202 Hz. Enfin, le premier
mode de la partie conique apparait vers 317 Hz. Le nombre de lobes circonférentiels dépend de la

présence des raidisseurs et de la position des noeuds des harmoniques, ce qui implique qu’ils ne suivent
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O

(a) f=874Hz, m=5n=1 (b)f=874Hz,m=5n=1

Jf=952Hz, m=4,n=1 (d)f=952Hz,m=4,n=1

&

JE=980Hz, m=2,n=1 (f)f=98,0Hz, m=2,n=1

FIGURE 2.11 — Déformées modales des modes 1, 2 et 3
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(a) f=2022Hz, m =5n=2 ) £=2022Hz, m=5n=2

(¢) £=260,5Hz,m =4, n=2 (d) £ =260,5Hz, m =4, n =2

() f=316,9Hz, m =6, n =1 (f)f=3169Hz, m=6,n=1

FIGURE 2.12 — Déformées modales des modes 11, 15 et 24
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2.4. RESULTATS ET FONCTIONS DE REPONSES EN FREQUENCE

(a) f=3223Hz,m=5n=1 (b) t=3223Hz, m=5,n=1

(c) f=328,2Hz, m =2,n =2 (d) f=328,2Hz, m =2, n =2

FIGURE 2.13 — Déformées modales des modes 25 et 29
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2.4. RESULTATS ET FONCTIONS DE REPONSES EN FREQUENCE

FIGURE 2.14 — f = 98,0 Hz, m = 2, n = 1, superposition des modes jumeaux (décalage de 7) en vue
de dessus

pas une évolution croissante de m.

2.4.2 Analyse dynamique du systeme global avec liaisons rigides

Dans cette section, le systéme complet (support + satellites + liaisons) est considéré. les liaisons
sont considérées comme étant parfaitement rigides. Pour cela, les nceuds représentant les deux extré-
mités d’une liaison sont confondus et le déplacement subi par le noeud se trouvant a 'interface liaison
/ satellite est projeté au centre d’inertie a 1’aide de la relation . La FRF de la norme du déplace-
ment du centre d’inertie de chaque satellite est représentée a la figure La norme du déplacement
est adimensionnée par la norme du déplacement imposée. On constate que les FRF des satellites So et
S, sont strictement identiques, contrairement a celles des satellites S et S3 qui possedent les mémes
fréquences propres mais un comportement différent dans les zones d’anti-résonances. Cela provient du
fait que la partie transverse du déplacement imposé (figure est dans le plan vertical passant par
S1 et S3. Par conséquent, lorsque le satellite S; travaille dans une direction, le Sg travaille dans le
sens opposé. Les satellites So et S, sont quant a eux sollicités de maniere identique en raison de leur

symétrie par rapport au plan vertical passant par S; et Ss.

Les déformées modales associées aux quatre premiers modes propres sont montrées a la figure [2.16]
et on constate que les premieres fréquences propres sont plus faibles que celles obtenues lors de I’analyse
modale du support seul. De plus, on voit que les modes 1 et 2 sont plutoét des modes de satellites,

tandis que les premiers modes d’ovalisation du support apparaissent apres 40 Hz. Cet assouplissement
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FiGURE 2.15 — FRF de la norme du déplacement du centre de gravité des satellites pour les liaisons
parfaitement rigides

peut s’expliquer par I'effet de masse ajoutée dans le systeme, provenant des satellites.

2.4.3 Analyse dynamique du systeme global avec liaisons souples

Afin de conserver un temps de calcul acceptable, les liaisons introduites a la section ne
sont appliquées qu’a un seul satellite (le satellite Sy, visible a la figure , ce qui signifie que seules
quatre liaisons parmi les seize présentes au total sont étudiées pour la réalisation d’amortissement. Les
douze autres liaisons sont toujours considérées parfaitement rigides. Les calculs effectués ici consistent

a déterminer les FRF du centre d’inertie du satellite So en fonction des liaisons implémentées.

2.4.3.1 Liaison 1 : cas purement élastique

Dans un premier temps, un calcul est réalisé en considérant que les liaisons ne contiennent que le
cceur métallique purement élastique (figure [2.4al). La partie destinée & contenir le matériau amortissant

est supposée vide.

La figure [2.17] permet de comparer la FRF du satellite Sy dans ce cas (courbe continue rouge) avec

la FRF de ce méme satellite dans le cas ou les liaisons sont parfaitement rigides (courbe en pointillés
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2.4. RESULTATS ET FONCTIONS DE REPONSES EN FREQUENCE

(a) Mode 1, f = 7,0 Hz (b) Mode 2, f = 22,8 Hz

-

(¢) Mode 3, f = 40,8 Hz (d) Mode 4, f = 48 Hz

FIGURE 2.16 — Liaisons rigides : Déformées modales des quatre premiers modes de la structure
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FiGURE 2.17 — FRF de la norme adimensionnée du déplacement du centre d’inertie du satellite So
dans les cas des liaisons rigides et purement élastiques

noirs sur et continue rouge sur . On observe que dans la configuration purement élastique, les
premieres fréquences propres sont un peu plus basses que dans la configuration parfaitement rigide. De
plus, le nombre de modes sur la bande de fréquence étudiée est plus important lorsque les liaisons sont
élastiques. Ces résultats sont cohérents avec ’assouplissement qu’apportent les liaisons a ’assemblage

et montrent que celui-ci est important.

On voit également que le niveau global de la FRF au-dela de 50 Hz diminue dans le cas purement
élastique. Cependant, cela ne peut pas étre comparé avec la FRF dans le cas parfaitement rigide
puisque l'assouplissement fait apparaitre en dessous de 100 Hz des modes qui ne sont pas visibles avec

les liaisons rigides.

2.4.3.2 Liaison 2 : avec couche viscoélastique externe

La deuxieme liaison comporte une couche d’élastomere entourant le coeur métallique. Les deux

matériaux utilisés sont définis dans §2.1.3]

La figure contient les FRF du centre de gravité du satellite Sy avec la liaison 2 (ligne en

pointillés bleus pour le Deltane 350, ligne rouge continue pour 'ISD112) et pour la liaison purement
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FiGURE 2.18 — FRF de la norme adimensionnée du déplacement du centre d’inertie du satellite So
avec la liaison 1 (noire pointillé), la liaison 2 avec Deltane 350 (bleue discontinue) et la liaison 2 avec
ISD112 (rouge continue)

élastique (ligne noire en pointillé). Pour ce dernier cas, la hauteur des pics est théoriquement infinie et
ne peut donc pas étre comparée avec le cas des liaisons dissipatives. La comparaison des FRF montre
que lallure générale est tres similaire pour chaque cas. On constate également que certains pics sont
légerement décalés, ce qui peut s’expliquer par 'effet de masse ajoutée de la couche élastomere, ainsi
que par la faible raideur ajoutée (puisque les couches sont placées en paralleles). Enfin, si on compare
les FRF obtenues avec le Deltane 350 et 'ISD112, on constate que sur ’ensemble de la FRF, 'ISD112

géneére un amortissement plus important au niveau des pics de fréquence.

2.4.3.3 Liaison 3 : avec couche viscoélastique interne

Dans le but d’améliorer les performances d’amortissement de la liaison 2, la couche d’élastomere
est placée entre deux couches (le coeur existant et une couche externe ajoutée en aluminium) afin de

la contraindre.

La figure montre les FRF du centre de gravité du satellite So pour la liaison 3 (ligne rouge

continue pour I'ISD112 et bleue discontinue pour le Deltane 350) et pour la liaison 1 (ligne noire
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FIGURE 2.19 — FRF de la norme adimensionnée du déplacement du centre d’inertie du satellite 2 avec
la liaison 1 (noire pointillé), la liaison 3 avec le Deltane 350 (bleue discontinue) et la liaison 3 avec
I'ISD112 (rouge continue)

en pointillée). Pour ce dernier cas, la hauteur des pics de résonance est théoriquement infinie et ne
peut donc pas étre comparée avec 'autre cas. Cette fois-ci, I'effet de I'amortissement est important
et on observe qu’en deca de 30 Hz, le niveau de déplacement du point de référence dans les zones des
anti-résonances est plus bas que dans le cas ol les liaisons sont purement élastiques. On voit aussi que
les pics sont décalés un peu plus haut en fréquence, ce qui peut s’expliquer par 'ajout de raideur du
au matériau utilisé dans la couche externe. L’autre conséquence de cet effet de raideur ajoutée est que
la zone ou le niveau de la FRF diminue (au-dela de 50 Hz pour la courbe noire) est repoussée au-dela

de 100 Hz avec la liaison 3.

Enfin, contrairement a ce que ’on pourrait attendre, les différences provenant du changement de

matériau sont faibles, puisque quelques pics seulement sont davantage amortis.

2.4.3.4 Bilan

Les résultats présentés ci-dessus montrent qu’il est possible d’introduire de 'amortissement au

niveau des liaisons dans le but de modifier la réponse fréquentielle du systeme global. Deux géométries
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2.5. OPTIMISATION PARAMETRIQUE D’UNE LIAISON

de liaison ont été testées et offrent des performances différentes selon ’objectif choisi : si la bande de
fréquence ciblée est [0 — 50] Hz, la géométrie de la liaison 3 est préférable, si la bande de fréquence
ciblée est [0 — 100] Hz, alors c’est 'autre géométrie qui semble le plus approprié. Dans tous les cas, le
matériau élastomere a choisir est I'ISD112 puisque c’est lui qui donne les meilleurs résultats, comme

on peut s’y attendre en comparant la fréquence d’amortissement maximale f, . du tableau

Cependant, les différentes FRF présentées montrent que le choix du matériau a un impact limité
sur le controle des vibrations transmises au satellite puisque ’on observe assez peu de variations. En
effet, la complexité de la structure entraine que le controle du déplacement d’un satellite passe par

I'intermédiaire de plusieurs sous-systemes et qu’il n’est pas forcément estimable & priori.

2.5 Optimisation paramétrique d’une liaison
2.5.1 Définition des parametres d’optimisation

Dans le but d’améliorer la qualité de la nouvelle liaison proposée, un plan d’expérience a deux
variables est réalisé. La configuration de liaison choisie est la liaison 3, et les parametres de balayage
sont 1’épaisseur de la couche extérieure en aluminium et le temps de relaxation 7 du matériau visco-
élastique. Ce couple de parametres permet de piloter a la fois la géométrie de la liaison et les propriétés
de I'élastomere. La bande de fréquence étudiée est [0-100] Hz et le balayage s’effectue pour une épais-
seur e variant de 1 & 10 mm avec un pas de 1 mm et pour un élastomere aux propriétés identiques a
I'ISD112 mais dont 7 varie de 8,37x10710 & 8,37x10? s par pas d'une décade logarithmique, soit un
total de 130 points de calculs. La grandeur observée est la moyenne sur une bande de fréquence du

rapport entre la norme Ug, du déplacement du satellite 2 et la norme du déplacement imposé EDB’

X — log ( 1 /wz ”QSz (W)”dw> (245)

w2 = w1 Jun  [|Upgll

en échelle logarithmique :

La surface de réponse de la figure [2.20| est obtenue en résultat du plan d’expérience décrit. On
constate qu’il existe un minimum global et que celui-ci se trouve pour le couple optimal (¢* = 6 mm,
7 = 8,37 x 10% s) localisé par le point noir sur la surface de réponse. La liaison issue de ces valeurs
possede une masse de 1,75 kg, ce qui augmente la masse de seulement 70 g par rapport a la liaison 3.
Pour comparaison, le matériau ISD112 employé dans la liaison 3 a la section est repéré par le

triangle vert. Comparé a cette derniere solution, I'atténuation obtenue avec le plan d’expérience sur
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2.5. OPTIMISATION PARAMETRIQUE D’UNE LIAISON
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FIGURE 2.20 — Surface de réponse de la norme adimensionnée du centre d’inertie du satellite 2
la grandeur X est de 0,07%.

2.5.2 Bilan

L’optimisation paramétrique menée montre qu’il est possible d’obtenir un compromis optimal
entre ’épaisseur des différentes couches et les propriétés du matériau viscoélastique, sur les plages
considérées. Ce compromis définit un matériau fictif plus performant que le matériau existant étudié
et entraine une légere amélioration sur le critere de déplacement choisi. Néanmoins, cette amélioration
dépend de plusieurs parametres qui ont un impact direct sur sa valeur :

— Taille du maillage : la taille du maillage choisie pour représenter les liaisons doit satisfaire

le compromis entre bonne représentativité de la liaison et un faible temps de calcul, d’autant
que le calcul doit étre effectué autant de fois qu’il y a de points dans le plan d’expérience (130
points, ici).

— Pas de discrétisation fréquentielle : la grandeur observée est une grandeur moyennée sur la

bande de fréquence [0-100] Hz. Plus le pas de discrétisation fréquentielle associé est important,

plus la moyenne est précise mais plus le temps de calcul est important. Le pas choisi dans ce

calcul est de 0,5 Hz, soit 201 points.
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— Pas de discrétisation du balayage des variables d’optimisation : le pas de discrétisation
du balayage impacte directement la qualité de la surface de réponse ainsi que la valeur optimale
obtenue puisque seul un pas fin permet de visualiser les minimas locaux et les zones a proximité

d’un minimum.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a permis de modéliser et d’étudier un cas test représentatif d’une application indus-
trielle originale élaboré conjointement avec l'industriel partenaire ArianeGroup. Ce cas est acces sur
la problématique d’amortissement de vibrations d’équipements spatiaux, a ’aide de matériaux élasto-

meres incorporés dans les liaisons du systeme.

Cette application a nécessité le développement d’un code maison en Python dans lequel le support,
les satellites et les liaisons sont découplés et peuvent étre modifiés facilement (géométrie, maillage,
parametres matériaux, etc.) sans aucun impact sur le fonctionnement du code. Les satellites sont
représentés par des solides rigides et peuvent aisément étre modifiés pour considérer d’autres charges
utiles, au travers de leur masse et de la matrice d’inertie exprimée au centre d’inertie dans leur repere
local. Le choix de ne modéliser que quatre liaisons sur les seize au total provient du souhait de conserver
un temps de calcul raisonnable, puisque 1’essentiel des ddls du systeme (= 80% lorsque 1’on ne modélise
que quatre liaisons) se trouve au niveau des liaisons. Sur les solutions présentées dans ce chapitre, cela

peut représenter une économie de plusieurs heures.

La valeur ajoutée a ’application de départ est ’ajout du matériau élastomere au sein des liaisons
dans le but d’introduire un amortissement. Celui-ci a été réalisé et on montre que selon la disposition
de I’élastomere dans la liaison, et s’il est contraint ou non, on peut observer un effet amortissant sur la
dynamique globale du satellite ciblé, tout en conservant la tenue statique des liaisons. Deux élastomeres
ont été testés et on observe une légere influence de leurs parametres respectifs sur la dynamique du
satellite, allant dans le sens des caractéristiques matériaux qui se trouvent dans le tableau[2.2] : 'ISD112
(frmax = 16,8 Hz) donne de meilleurs résultats que le Deltane 350 (fy,... = 1968,3 Hz) sur la bande
de fréquence étudiée [0 — 100] Hz.

Le deuxieme apport concerne le plan d’expérience réalisé au niveau de la liaison, afin de déterminer

le meilleur compromis entre sa géométrie (épaisseur de la couche d’élastomere), et les propriétés
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de I'élastomere (temps de relaxation). L’optimum obtenu définit un matériau fictif légerement plus
performant que le meilleur des deux matériaux élastomeres utilisés dans ce chapitre, pour un ajout de

masse acceptable.

Cependant, les études menées dans ce chapitre montrent que 'influence des solutions envisagées
est assez limitée. De plus elle est difficilement quantifiable a priori. Dans la suite du manuscrit, on
propose d’étudier la mise en place d’'une méthodologie et d’un outil de calcul basé sur les méthodes

d’optimisation topologique, dans le but d’aider et de guider la conception de liaisons amortissantes.
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Chapitre 3

Optimisation topologique dans le cadre
de la statique linéaire
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B.1 Inmtroductionl . .. ... . . . @ i i i i i i e e e e e e e e e e 63
[3.2 Meéthodes existantes pour 'optimisation topologique| . . . . . . . ... ... 64
3.3 Methode SIMP pour I'optimisation en statique| . . . .. ... ........ 73
3.4 Algorithme de résolution| . . . . . . ... ... ... ... ... 00 0., 83
B.5 Resultats . . ... ... e e e e 87
[3.6  Proposition d’amelioration| . . . . . ... ... . 000000000 o oL 98
B.7 _Conclusion et contributions] . ... ... ... ... ... ... ... .. 0.0, 110

3.1 Introduction

Dans le contexte industriel, il est tres important de bien maitriser les propriétés mécaniques des
structures afin de concevoir la structure répondant au mieux au cahier des charges. Il est aussi pri-
mordial d’assurer la tenue mécanique de I’équipement en vérifiant différentes grandeurs telles que la
contrainte maximale afin de s’assurer du respect de la limite élastique ou la contrainte & la rupture.
De plus, la masse est souvent un des parametres principaux du cahier des charges lors de la conception
d’une piece. Dans le secteur du spatial, le prix d’un lancement est souvent rapporté a la masse utile
lancée en orbite et ce cout est estimé dans une fourchette de “8300 a 18700 dollars par kilogramme
[...] pour le lanceur Ariane 5 ”H Il est alors nécessaire d’utiliser des techniques permettant d’optimiser

un ou plusieurs de ces aspects. L’optimisation topologique est une méthode d’optimisation relative-

1. https://www.lemonde.fr /les-decodeurs/article /2018 /02/07 /comment-spacex-s-est-fait-une-place-dans-1-
aerospatial 5253404_4355770.html
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3.2. METHODES EXISTANTES POUR L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

ment récente et prometteuse. Dans le domaine statique, elle permet d’agir a la fois sur la raideur et
la masse du matériau d’'un point de vue global en permettant de trouver une répartition de matiere
optimale dans un domaine de conception défini, maximisant la premiere tout en contrélant la seconde
[0l [19) 24), [144]. Les solutions engendrées par ce type de probleme ne sont toutefois pas uniques. Il est
précisé une répartition de matiere optimale car les solutions engendrées par ce type de probleme ne
sont généralement pas uniques [4, 22], 24 [166]. De plus, elles nécessitent généralement ’emploi d’une

méthode de régularisation afin de leur donner un sens physique [9, [136] [139].

Ce chapitre a pour but de présenter la méthode d’optimisation topologique par pénalisation
SIMPE][H, 20, 97, 137] parmi ’ensemble des méthodes existantes, et d’évoquer les différentes diffi-
cultés inhérentes a ’emploi de celle-ci ainsi que les solutions choisies pour les surmonter. Il est éga-
lement présenté une comparaison de certains résultats avec des exemples provenant de la littérature
dans le but de valider le code maison, puis la méthode est employée sur un plot amortissant 3D afin
de déterminer la topologie optimale sous plusieurs chargements statiques. Pour finir, une proposition
d’amélioration consistant a définir une nouvelle loi de pénalisation est proposée dans le but d’améliorer

les performances de calcul.

3.2 Meéthodes existantes pour ’optimisation topologique
3.2.1 Etat de l’art de Poptimisation topologique

L’optimisation topologique est issue d’une autre méthodologie d’optimisation tres employée dans
le domaine de la mécanique : 'optimisation de forme[ﬂ Appliquée a des problématiques de mécanique
des structures, cette derniére fait son apparition en 1960 [89]. Elle est ensuite appliquée & de nombreux
problémes qui concernent le dimensionnement optimal de poutres et colonnes [16], 57, [73], (78, [152], la
géométrie optimale de plaques trouées [27, [31], [45] ou encore la forme optimale de disques [12] 25| 46]
et coques [2], 27]. Pour une partie de ces études, la fonction cotit consiste & minimiser la concentration
de contraintes aux abords de singularités géométriques (types bordures ou coins) [73], [152]. D’autres
travaux définissent la fonction coit comme une minimisation de la masse [78], une maximisation de la
charge au flambage [57), [89], ou bien une maximisation de la premiére fréquence propre [16], [57]. Une

synthese des ces différents travaux est effectuée dans [69].

2. SIMP : Solid Isotropic Material with Penalization
3. aussi appelée optimisation géométrique
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D’autres secteurs ont petit a petit utilisé et adapté ’optimisation de forme, comme dans 1’aéro-
nautique ou elle a beaucoup été employée pour faire de 'optimisation sur des ailes ou autres parties
d’avions soumises a des charges aérodynamiques, en couplant des méthodes adjointes [80, 109, [125].
L’optimisation de forme a ensuite été appliquée dans d’autres domaines, comme 1’électromagnétisme
[112], 1a mécanique des fluides [113], les transferts thermiques [164] ou I’étude de membranes vivantes
[111].

La différence entre un probléme d’optimisation de forme et un probleme d’optimisation topologique
réside dans le fait que dans le premier cas, les variables de conception sont les parametres qui définissent
le contour 95, entrainant que le domaine €2 varie et le tenseur d’élasticité C° de la structure est fixe.
Dans le second cas, les variables de conception permettent de définir la répartition optimale de matiere
du tenseur d’élasticité C.¢s au sein d'un domaine §y fixe [4} 19, 120]. Dans ce dernier cas, des trous

peuvent alors apparaitre et changer la topologie de la structure initiale.

L’optimisation topologique a été historiquement développée pour la mécanique des solides, elle
est cependant de plus en plus utilisée dans d’autres domaines tels que la mécanique des fluides, la

thermique ou encore la biomécanique.

Dans le domaine de la thermique, la plupart des travaux font appel & des méthodes de type éléments
finis ou volumes finis couplé avec un solveur de type ESOE| [122], SLPE| [, BESOlﬂ [60] ou MMA|Z|
[33, [62], [104] pour de 'optimisation de systemes de refroidissement ou pour des échangeurs thermiques.
Etant donné que les méthodes d’optimisation topologiques sont tres gourmandes en temps de calcul,
seules quelques rares études ont été menées concernant des flux 3D couplant les solveurs MMA [44] ou
OC [53]. A ce titre, il est démontré dans [154] Pefficacité de D'utilisation des GPUs pour la résolution
de problemes d’optimisation topologique a trés grand nombre de degrés de liberté. La majorité de ces
études ont été menées a I’aide de 'approche SIMP [62] 104, 154], tandis que quelques plus rares autres
travaux utilisent la méthode d’homogénéisation [77] ou des dérivées de ces méthodes [33]. Une synthese
détaillée de ces études, des différentes hypothéeses de calculs et algorithmes utilisés est présentée dans
[43]. Pour la majorité des problémes d’optimisation topologique dans le cadre de la conduction de flux

thermique, la fonction objectif fy employée est la température moyenne d’un volume V.

ESO : Evolutionnary Structural Optimization

SLP : Sequential Linear Programming

BESO : Bidirectionnal Evolutionnary Structural Optimization
MMA : Method of Moving Asymptotes

OC : Optimality Criteria

® N ook

65



3.2. METHODES EXISTANTES POUR L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

L’optimisation topologique est aussi utilisée en mécanique des fluides pour la résolution de fluides
incompressibles modélisés par les équations de Navier-Stokes en régime permanent [26] 67] et tran-
sitoire [66], ou bien en considérant des fluides laminaires en régime permanent [48, [114] 117, [167]
et transitoire [47], ainsi qu’en régime de transition laminaire/turbulent, la aussi en régime perma-
nent [6I] et transistoire [92]. La encore pour des raisons de cotit de calculs prohibitifs, la plupart des
études citées sont menées en 2D. Celles menées en 3D sont tres rares [117, [167]. MMA (et sa variante
GCMMAEI) est largement employée, que ce soit en formulation éléments finis [26] [61] 67, [114] ou en
Lattice-Boltzmann [47, [66]. Enfin, certaines études couplent les phénomeénes de transfert thermique

avec la prise en compte d’écoulements de type laminaire [41] [104], 163] ou turbulent [91].

L’optimisation topologique est également employée en biomécanique, par exemple pour la concep-
tion de protheses [11l 81l [103] en prenant en compte des modeles de matériaux non-isotropes. Pour
faire cela, ’approche SIMP ou son équivalente pour les matériaux orthotropes SOMP sont utilisées
[11]. La méthode ainsi que la fonction objectif généralement choisie (complaisance) sont présentées

dans les sections suivantes.

3.2.2 Ecriture du probleme d’optimisation topologique

L’optimisation topologique consiste a trouver la répartition spatiale optimale de matiere dans un
domaine initial €. Cette répartition est caractérisée par la fonction de densité locale de matiere x(M)
définie par :

0<z(M)<1 VM € Qg
(3.1)
x(M)=0 sinon

La densité de matiere (M) = 0 indique une absence de matiere et la valeur (M) = 1 indique la
présence de matiere. Une valeur intermédiaire n’a pas de sens physique, mais cela permet néanmoins
de relaxer ’espace admissible, qui ne présenterait pas de solution optimale s’il n’était défini que pour
les valeurs 0 et 1 [6l, 20} 120} [166]. En contrepartie, des pénalisations sont généralement appliquées sur
ces valeurs intermédiaires afin de les faire tendre autant que possible vers les valeurs extrémales. On
note cependant que la méthode par homogénéisation présentée dans la section suivante se base sur une

définition des densités = € {0, 1}, permettant de définir localement des matériaux poreux [19} [144]. La

9. GCMMA : Globaly Convergent Method of Moving Asymptotes
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fonction de densité locale est contrainte spatialement par :
/ 2(M)dQ < aVp (3.2)
Qo

ou Vy = Q| est le volume du domaine de conception, a est une fraction volumique arbitrairement
choisie par 'utilisateur et correspondant au volume final souhaité 0 < a < 1, c’est-a-dire a la masse
finale de la structure pour une masse volumique définie. On définit le tenseur d’élasticité effectif C.z s

a partir du tenseur d’élasticité C° constant (c’est-a-dire pour un module d’Young unitaire) dans Qg :
Cepf = f(x(M)) EpC” (3.3)

ou Ej est le module d’Young du matériau. La fonction f(xz(M)) définit la relation entre la densité de
matiére et la raideur du matériau. C’est une fonction de pénalité et celle-ci est étudiée en détail dans

la suite du document. Enfin, le tenseur d’élasticité C° comporte un module d’Young unitaire et vaut :

1—v v v 0 0 0 7
v 1—v 1% 0 0 0
1 v v 1—v 0 0 0
c’ = 3.4
1+v)(1—2v)| O 0 0o =2 o0 0 (3-4)
0 0 0 0 =2 o
L 0 0 0 0 0 =]
La masse finale de la structure est :
Mq = p(M)dQ (3.5)
Qo

ol p est la masse volumique effective du matériau calculée a partir de la masse volumique du matériau

po d’apres la relation :

F(M) = pox(M) (3.6)

Les problemes ainsi définis sont bien posés pour les fonctions cotit consistant a minimiser 1’énergie
de déformation de la structure [120], qui peut s’interpréter comme une minimisation de la souplesse, ce

qui est équivalent & maximiser la raideur. Le probleme s’écrit comme une minimisation de la fonction
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complaisancem c(x(M)). Il s’agit de trouver la densité de matiere optimale notée z* telle que :
z* = Argmin c(x(M))
avec : c(x(M)) =U(z(M)TF

v(z(M)) <0 (3.7)
0<z(M)<1

o v(z(M)) = [q, z(M)dQ2—aVj est la contrainte sur le volume. Cependant, le type de solution engen-
dré comporte généralement un grand nombre de petits trous, la ou quelques gros trous permettraient
de mieux interpréter la solution d’un point de vue physique. Des stratégies de régularisation de la
solution telles que présentées dans [9] [139], dont certaines sont présentées dans la section sont
généralement utilisées pour remédier a cela. Il existe plusieurs familles de méthodes d’optimisation

topologique. Celles-ci sont décrites dans les sections suivantes.
3.2.3 Meéthodes par homogénéisation

Les méthodes par homogénéisation [3|, 14} [0, 19, 144] reposent sur le fait qu'une structure compo-
sée d’une multitude de petits trous donne de meilleures performances qu’une structure composée de
quelques gros trous lorsqu’il s’agit d’obtenir une structure maximisant la rigidité sous un chargement
défini. Ce phénomene est présenté par [5] sur un cas d’application en tragant I’évolution de la fonction
cout au cours du processus d’optimisation et met en évidence que la valeur de complaisance finale est
plus faible en cas de micro-trous, que lorsqu’un filtrage des densités ou une pénalisation est appliqué.
L’idée retenue consiste alors a utiliser ces micro-trous comme des nouvelles variables de conception
permettant de définir un matériau poreux équivalent. Ce matériau poreux est fictif et homogénéise
la zone constituée de micro-trous. Le probleme d’optimisation devient alors un probleme consistant a
trouver la meilleure structure en terme de matériau, de trous et de matériau poreux [4]. La solution
obtenue peut alors étre conservée telle quelle et interprétée sous la forme d’une structure de type
Lattice [42], [I57], ou bien elle peut étre post-traitée a 'aide de méthodes de filtrage ou de pénalisa-
tion comme par exemple dans [9]. Les microstructures sont généralement des cellules constituées d’un
trou et d’une membrane, dont les dimensions constituent les variables de conception. L’étude de ces

microstructures est présentée dans de nombreuses références, dont [19] 21, [144].

10. aussi appelée compliance en anglais mais le terme est souvent utilisé en francais
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3.2.4 Meéthodes par pénalisation

Les méthodes d’optimisation topologique par pénalisation se basent sur le fait d’incorporer au
sein du processus d’optimisation une loi de pénalité f(z) convexe sur les densités afin que les valeurs
intermédiaires (0 < z < 1) soient défavorisées au profit d’'une absence = 0, ou d’une présence x = 1
de matiere. Cette pénalité est intrinseque a l’algorithme itératif, ce qui n’est pas le cas lorsqu’une
régularisation par pénalisation des densités est employée pour traiter a posteriori la solution optimale

obtenue par homogénéisation. Par conséquent, les deux méthodes sont bien différentes.

La méthode par pénalisation la plus connue est la méthode SIMP [20] [24] 128 [166] qui est utilisée
dans cette these, et donc décrite en détail dans la suite de ce chapitre. Cette méthode consiste a
pénaliser les densités a l'aide d’un facteur de pénalisation p réel strictement positif qui définit la

densité de matiere x de la facon suivante :

f(2(M)) = x(M)P (3-8)

Une autre méthode par pénalisation consiste a utiliser la loi RAMP[T_T] [142] dont Iexpression de

f(x(M)) est :
z(M)

T = 740 — w00

(3.9)

ou q est le facteur de pénalité (réel strictement positif) de cette loi.

Le fait de faire tendre les densités intermédiaires vers 0 et 1 n’exclut pas que la solution finale ait
convergée vers une solution en damier (micro-perforée). En conséquence, les méthodes par pénalisation
incluent elles aussi des techniques de régularisation de la solution, notamment en utilisant des filtres sur
les densités ou les sensibilités des fonctions objectifs et contraintes. De méme que pour la pénalisation,
le filtre est intrinseque au processus itératif. Une description de plusieurs filtres existants est faite dans

[139] et certains de ces filtres sont présentés plus en détail dans la suite.

3.2.5 Meéthodes par lignes de niveaux

Les méthodes par lignes de niveauxH ont été introduites par [116] et sont utilisées bien au-dela

du cadre de l'optimisation topologique : fabrication additive [36] [I07], biologie [68], résolution de

11. RAMP : Rational Approximation of Material Properties
12. Aussi appelées Méthodes par courbes de niveaux
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problemes inverses [118]. Une récente synthese des différentes applications des méthodes de lignes de

niveaux se trouve dans [64].

Appliquée a 1’élasticité, celle-ci permet de controler 1’évolution spatiale de la frontiere 92 du
domaine de conception g au travers d’une fonction de propagation ® a valeur dans R ayant pour

définition :
(M) >0si M e

®(M) =0si M € 09 (3.10)
O(M) < 0si M ¢ QyUoN

Combinée a 'optimisation topologique au sein de €2y, les courbes de niveau permettent de trans-
porter le bord du domaine avec une vitesse calculée précisément de maniere a faire décroitre la fonction
objectif. Cette vitesse caractéristique, notée V = v - n, ot v = [u, v, w]T représente le vecteur vitesse

et n le vecteur normal a la paroi, est obtenue a ’aide de la méthode de variation de frontiere reposant

sur ’équation de Hamilton-Jacobi [8, [116] :

0P
e + V|grad®| =0 (3.11)

Cette méthode de controle de parois permet de manipuler plus efficacement des problemes d’élas-
ticité non-linéaires [8] ainsi que des probleémes tridimensionnels [7), §]. Toutefois, elle possede un in-
convénient qui est qu’il est impossible de créer de nouveaux trous pendant 'optimisation, sauf dans
le cas ol deux extrémités du domaine (& = 0) se rejoignent, créant alors un anneau. Le choix de la
configuration initiale devient donc tres important et en choisir une judicieuse implique d’avoir une
premiere idée de la topologie finale, ou a défaut d’en sélectionner une arbitrairement en incorporant
un maximum de trous. De nombreux travaux ayant pour objectif de résoudre ce probléeme ont été

menés et plusieurs méthodes ont été proposées sur le sujet [10, 17, [55] 155].

3.2.6 Autres méthodes existantes

De nombreuses autres approches existent pour la résolution de problemes d’optimisation d’élasticité
linéaire, parmi lesquelles la méthode ESO [I58| [I59] dont le but est d’éliminer au fur et & mesure des
itérations les éléments inutiles (ceux dont la densité devient nulle) afin de converger vers une solution
finale dont le maillage n’est alors constitué que des éléments dont la densité vaut 1. La grandeur

typiquement optimisée dans ce genre de méthode est la contrainte de Von Mises (parfois 1’énergie de
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déformation également, sous certaines conditions [148]), et un critere de rejet évalue le rapport de la
contrainte de Von Mises d’un élément e par rapport a la contrainte maximale dans la structure. Si ce

rapport est inférieur au critere de rejet a I'itération k, ’élément e est éliminé du maillage.

Cependant, la suppression unilatérale d’éléments a tendance a poser des problemes car elle ne
garantit pas de converger vers un optimum, et lorsque I'un d’eux est atteint, la convergence est gé-
néralement tres lente [131]. En effet, il se peut que I’évolution de la solution au cours des itérations
entraine quun élément (ou un groupe d’éléments) peu sollicité mécaniquement dans les premieres

itérations le devienne a la fin. Or la méthode ESO ne permet pas de prendre cela en compte.

Afin de résoudre ce probleme, I'ajout d’éléments en cours de calcul a été rendu possible au travers
de D'évolution de la méthode ESO en SERA[| [130] et BESO [123, 124] dont le but devient alors
d’initialiser la solution en émettant une supposition quant a la forme finale. Ensuite, ’algorithme
ajoute ou supprime des éléments de proche en proche au cours des itérations jusqu’a la convergence.
Une synthese des différents travaux sur la méthode ESO et ses diverses améliorations se trouve dans

7).

Une autre approche différente de celles évoquées jusqu’a présent, consiste a utiliser des algorithmes
génétiques pour la résolution de problemes stochastiques. Les travaux de [71] sur les treillis de barres
consistent a définir un premier ensemble de configurations finales potentielles prises au hasard et en
nombre suffisant. Ces solutions servent de graine pour la génération de la solution optimale, calculée
au moyen d’une fonction de fitness qui peut étre assimilée a la fonction objectif du probleme. Dans les
travaux de [71], cette fonction est I'inverse de la déflexion de poutre. Les densités de chaque élément
sont binaires, sans valeurs intermédiaires autorisées. Cette méthode est aussi adoptée par [79] pour
résoudre des problemes plans et 1’étendre & un exemple autorisant les densités intermédiaires, et [134]
incorpore une nouvelle représentation de la topologie a 1’aide des courbes de Bézier permettant de

réguler la formation de microstructures locales.

D’autres méthodes telles que la méthode par dérivées topologiques [141] ou par champs de phase
[29] existent et ciblent généralement des applications particulieres. C’est, par exemple, le cas pour la
méthode par champs de phase qui a été développée pour I'étude de changement d’état de matiere.

Une étude présentant les différentes approches existantes se trouve dans [140].

13. SERA : Sequential Element Rejection and Admission
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3.2.7 Bilan

Par rapport aux techniques d’optimisation de parametres et de formes, la latitude supplémentaire
consistant a pouvoir répartir la matiere au sein d’'un domaine de définition initial donne a I’optimisation

topologique 'acces & un ensemble de solutions plus important.

Toutefois, le développement de cette méthode pose un certain nombre de problématiques qui ne
sont pas encore toutes surmontées. On constate notamment que le cadre mathématique dans lequel le
domaine admissible est défini ne permet pas toujours de converger vers un optimum, ce qui implique
qu’il doit étre relaxé. Cependant les techniques de relaxation engendrent généralement la présence de
plusieurs optimums. Il n’existe & ce jour pas de méthodes permettant d’atteindre systématiquement
loptimum global, ce qui fait que celui-ci ne peut étre atteint que si l'initialisation est correctement
réalisée. Le choix de la configuration de départ peut donc étre déterminant. Certains algorithmes sont
construits de maniere a ce que 'optimum global puisse malgré tout étre approché dans certains cas,
comme avec 'algorithme BESO [124]. Cependant, 'optimum global peut parfois étre hors d’atteinte
comme dans le cas de la méthode des courbes de niveau [8] si le nombre de trous admis dans la
topologie initiale est inférieur & celui dans la topologie optimale (plusieurs travaux dans le but de

corriger ce probleme ont été menés et certains d’entre eux sont cités dans le paragraphe §3.2.5)).

Une autre difficulté rencontrée en réalisant de 'optimisation topologique concerne la taille du
probleme a résoudre. Les méthodes d’optimisation utilisant les éléments finis imposent une variable
par élément (plusieurs dans le cas de la méthode d’homogénéisation). Le maillage doit donc étre
suffisamment fin pour assurer la convergence et le probleme éléments finis doit étre recalculé a chaque
itération, ce qui peut étre coiiteux en temps de calcul. Ce probleme est légerement contrebalancé
par le fait que la plupart des méthodes d’optimisation topologique (hors ESO et BESO) utilisent des
méthodes & maillage fixe ne nécessitant pas de remaillage [§]. Finalement, le choix du maillage initial
est impacté par un autre facteur qui est que la solution finale est dépendant du maillage de départ et

que par conséquent, celui-ci doit étre choisi avec prudence (|24} [97]).

Enfin, 'optimisation topologique commence & étre relativement bien maitrisée pour certaines fonc-
tions objectif (complaisance, maximisation de fréquence propre) mais son extension & d’autres critéres
reste aujourd’hui tres difficile & mettre en ceuvre [120]. Dans le cas de 'utilisation de critéres locaux,

comme la minimisation de la contrainte équivalente de Von Mises maximum par exemple, le chan-
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gement de topologie peut intrinsequement étre empéché lorsque deux trous se rapprochent et que la
contrainte locale entre les deux augmente du fait de la diminution de 1'épaisseur [90, [120]. Egalement,
plusieurs difficultés sur des criteres globaux sont rencontrés lors de la résolution de problemes en

dynamique, qui est abordée dans le chapitre suivant.

3.3 Méthode SIMP pour l'optimisation en statique

3.3.1 Introduction

La méthode SIMP est la méthode par pénalisation employée dans ce chapitre pour résoudre des
problemes d’optimisation dans le cadre de la mécanique statique linéaire. Elle permet de converger
vers des solutions physiques grace au facteur de pénalité qui fait tendre les densités vers les extre-
mums. D’autre part, il est possible de la coupler facilement avec des techniques de régularisation de la
solution tels que des filtres (voir qui permettent d’obtenir une solution homogénéisée, et donc

interprétable physiquement. De plus, elle est relativement simple & implémenter.

3.3.2 DMatrice de rigidité

Le matériau employé au cours des itérations posseéde un tenseur d’élasticité effectif C.ry donné a
Iéquation ([3.3]) qui est fonction de la densité de matiere x. Cette densité de matiere est discrétisée en

utilisant une variable élémentaire x.. La masse finale de la structure est alors :

Nelem

Mo =po Y vee (3.12)

e=1

ol v, est le volume de 1’élément e.

La matrice de rigidité élémentaire s’écrit alors en combinant les équations (2.25a) et (3.3) :

ko (z.) = f(ze)Eo | BTC'BdQ,
Qe

En posant k! = Ja. BTCOBdS,, les matrices élémentaires des n éléments s’assemblent alors pour

former la matrice de rigidité globale de la structure :
K(z) = Al_ ke(ze) = Al Ee()kY (3.13)

ott A est le symbole désignant 'opération d’assemblage, Eo(x.) = f(z.)Ey est le module d’Young

effectif de I’élément e et ke(ze) est sa matrice élémentaire. Dans la mesure ou le maillage est fixe dans
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les cas considérés, les matrices élémentaires k¥ n’ont besoin d’étre calculées quune seule fois en amont
de 'optimisation. Le stockage des matrices au format creux “sparse” est avantageusement utilisé dans
ce travail pour I'implémentation dans le code maison. Finalement, a chaque itération, on résout la
premiere équation du systeme d’équations en précisant les termes qui dépendent des variables

de conception :

Kip(z) Kyp(z)| | Uf Fy(z)
oil z représente ’ensemble des variables de conception z = [z1, 72, ..., 7,,]T .

3.3.3 Loi de pénalité SIMP et SIMP-modifiée

On définit la loi de pénalité f(z) a I’échelle élémentaire de la méthode SIMP suivante :

f(xe) =% (3.15)

ou les densités x. sont des coefficients définis sur 'intervalle [0, 1]. On rappelle que le module d’Young

effectif £ et la masse volumique effective j valent dans un élément :

E(ze) = f(ze)Eo (3.16a)

p(xe) = xepo (3.16b)

E
La fonction de pénalité f(z.) représente le rapport B c’est-a-dire le module d’Young relatif, tandis
0

que la densité de matiere x. représente le rapport ﬁ, c’est-a-dire la masse volumique relative. L’in-
fluence de la pénalité sur la fonction f(z.) est préseﬁ‘(c)ée dans la figure Ce coefficient de pénalité p
permet de piloter I'objectif contradictoire d’une grande partie des problemes d’optimisation de struc-
ture statique : maximiser la raideur tout en minimisant la masse. Lorsque p = 1, la pénalité n’a aucun
effet. Quand p augmente, ’effet de la pénalité sur la raideur relative entraine une variation de plus en
plus importante de la pente pour les densités relatives élevées (z. > 0,5). Lorsque la densité relative
est plus faible (z. < 0,5), la pente est de plus en plus faible ce qui induit une faible diminution de la

raideur relative lorsque ’élément devient vide.

Généralement, p est choisi au minimum égal a 3 [23], 120, 137]. Afin d’illustrer I'influence de p,
le cas d’une poutre cantilever 2D est présenté (figure |3.2a)) et les solutions obtenues sont présentées

sur les figures [3.2b] [3:2d et [3.2d] pour différentes valeurs de p. En dessous de 3, la convergence peut
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FIGURE 3.1 — Influence de la pénalité p sur le rapport raideur/masse

SIMP
Valeur de p 2 3 4
Complaisance finale 191,32 189,82 192,95
Nb. itérations 64 60 > 200
Interprétation de la solution | Non-physique | Physique | Non-convergée

TABLE 3.1 — Comparaison des solutions d’une poutre cantilever 2D pour différentes valeurs de p
(SIMP)

s’avérer lente, ce qui aura pour effet d’augmenter le temps de calcul. De plus, la solution finale aura
tendance a contenir de nombreuses zones de densités intermédiaires et donc a proposer des solutions
non-physiques (figure [23, 120]. Au dessus de 3, le processus d’optimisation a tendance a fournir
de bon résultats (figure , mais une trop forte augmentation de la pénalité peut amener une vitesse
de convergence trop importante et créer un phénomene d’oscillations des valeurs de densité lors du
passage d’une itération k a litération k + 1 (figure . Dans ces conditions, il est alors impossible

d’atteindre un minimum local et le calcul ne converge pas.

Les performances des différents calculs sont consignées dans le tableau Les résultats montrent
que les solutions obtenues pour une pénalité p = 2 et p = 4 sont moins performantes que pour la valeur

optimale p = 3. En effet, pour p = 2, on observe un nombre d’itérations plus élevé ainsi qu'une valeur
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) C.L. de la poutre Cantilever 2D Solution finale pour p = 2
) Solution finale pour p = 3 ) Solution finale pour p = 4

FI1GURE 3.2 — Poutre Cantilever 2D, influence du facteur de pénalité p

de fonction objectif finale plus grande. Concernant la configuration p = 4, le tableau montre que
le calcul n’a pas convergé, bien que la solution finale semble aboutie (figure . Pour la suite de
ce document, la valeur de la pénalité p est toujours choisie égale a 3 sauf lorsqu’une autre valeur est
indiquée.

Dans la pratique, la loi est modifiée de maniere a éviter que les densités élémentaires ne
deviennent trop proches de zéro, ce qui pourrait rendre la matrice de rigidité singuliere. On utilise la

loi de pénalité de SIMP-Modifié [14 [139], que 'on considére comme étant la loi SIMP par la suite :

Emin P < Emin)
= 1-— 3.17

ot Enin est choisi suffisamment petit mais non-nul. Comme décrit par Sigmund [139], I'un des avantages
de cette reformulation est que la raideur minimale de la structure devient alors indépendante du facteur
de pénalité. Néanmoins la modification de cette loi a un impact négligeable sur les termes de rigidité
des éléments dont la densité est non-nulle. Les figures et résultats présentés précédemment restent
donc valables. L’expression de 1’équation combinée avec I’équation donne l'expression de
K(z) suivante :

K(z) = Al_; [Emin + 25(Ep — Ewin)] k?

. (3.18)
Il a été déterminé que le seul moyen de garantir une interprétation physique des zones de pseudo-
densités intermédiaires (sous la forme de matériaux composites poreux) implique que p doit respecter

la condition suivante [23] :

2 4
> * — .
p > p*(1rp) = max { ' 1 Vo} en 2D (3.19a)
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1— 1—
pr*(l/o)—maX{15 o 3 VO}

T B0 21 o en 3D (3.19Db)
avec 1y le coefficient de Poisson du matériau. Les termes limitants proviennent du module de compres-
sibilité et du module de cisaillement [72]. Pour des applications en 3D, on constate que le modele est
bien adapté pour des matériaux de type métaux qui ont un coefficient de Poisson proche de 0,3, mais
pas pour des matériaux tels que des élastomeres (1y =~ 0,5) pour lesquels I’équation fait tendre
p vers l'infini. Dans la suite de ce travail, il est choisi d’utiliser un coefficient de Poisson vy = 0,45
pour l'élastomere et une valeur de pénalité p = 3 afin de permettre un compromis acceptable entre

I'incompressibilité du matériau et une borne inférieure de p suffisamment faible (vy = 0,45 entraine

que p > 3,65 en 2D et p > 8,25 en 3D).
3.3.4 Sensibilité de complaisance

Comme introduit dans ’équation (3.7]), on écrit la fonction complaisance ¢(z) sous la forme :

c(z) =U(z)"F=U"(2)K(z)U(z) (3.20)

ou x contient les variables de conception qui sont, ici, les densités élémentaires de matiere.

Une fois 'expression de la fonction objectif définie en fonction des variables de conception, il faut

déterminer la sensiblité de cette fonction & ces variables :

dc U (z) 7, OK(z) T oU (z
=—K — K ——
oz, oz, (2)U(z) +U" (z) oz, Ulz) + U (z)K(z) T
qui peut étre simplifié par symétrie de K :
g p  OK() , U (x)
= 2 K 21
oz, — U (@)=, —Ul@) +2U7 (@)K(z)—5 =, (3.21)
Le terme 8?755(6@ se déduit en dérivant I’équation (|3.18
aIa{:sx) = Pl'g_l(Eo - Emin)K(e)7 (3'22)

ou Kg = Agzléiek? représente la matrice de I'élément "étendue” a la taille du maillage global (d;e
est le symbole de Kronecker). Dans 1’équation ([3.22)), seul I’élément e intervient dans ’expression de

la dérivée de K(z) par rapport a z.. Pour obtenir le terme 86%@), nous avons besoin de dériver en

premier lieu I’équation (3.14]) par rapport aux densités :

K (z) oU(z) _
Oz, U(z) + K(z) Oz, =0,
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soit :

oU(z) _19K(z)
0~ K@ oo, L@ (3.23)

En introduisant I’expression de ’équation ([3.23)) dans I’équation (3.21f), nous obtenons ’expression de

la dérivée de la complaisance suivante :

oc 0K (z)

T z T -1 z
= -2 K(z)K
S =UT @)% P Ul - W@ K@K @) ! 7 P ),
1
dont ’expression simplifiée donne :
Oc 7,  OK(zx)
=— .24
i = U5, P U ) (3.21)
qui, combinée avec I’équation (3.22)) revient a :
dc —1 T 0
P} = —pﬂfg (EO - Emin)g (Q)Kgg(g) (325)
Te

Cette derniere expression est celle qui est implémentée numériquement.

3.3.5 Régularisation de la solution

Si P'on considere I'expression de la fonction objectif de 1’équation ainsi que celle de sa
dérivée , le type de solution finale que ’on a tendance a obtenir comporte des zones de “damier”
[52, [83], 136], comme illustré dans la figure Afin de rendre la solution plus physique, il faut
ajouter une méthode de régularisation de la solution. Plusieurs techniques existent parmi lesquelles
l'utilisation de patchs [21], de controle de périmetre [13),[70], de contrdle de gradient globaux [22], ou de
filtrage [135]. Ces différentes méthodes sont comparées dans [136]. La derniére technique mentionnée est
utilisée dans la suite de cette these, et il est possible de trouver dans [139] une synthese des différents
filtres existants. Bien que la plupart des méthodes de filtrage soient heuristiques, elles présentent
I’avantage de proposer des solutions similaires aux autres méthodes plus rigoureuses d’un point de vue
mathématique tout en étant peu couteuses en temps CPU et relativement simple a implémenter. Elles
consistent a modifier les valeurs d’une grandeur élémentaire (généralement les variables de conception
ou la sensibilité de la fonction colt par rapport a ces variables) au travers d’'un filtre spatial dont
Iobjectif est de pondérer la valeur de la grandeur dans un élément ciblé par la valeur de ses éléments

voisins. Un schéma décrivant ce principe est présenté a la figure [3.3] olt 'on voit un damier dont les
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FI1GURE 3.3 — Gauche : maillage en damier avant filtrage, droite : maillage régularisé apres filtrage

éléments blancs représentent les éléments vides de matiere (gauche) et les éléments noirs représentent

les éléments contenant de la matiere (droite).

Parmi les filtres existants, deux sont présentés dans cette section, le filtrage des densités [28] [32]

et le filtrage des sensibilités de la fonction cout [135].

Le premier filtre consiste & modifier la valeur des densités élémentaires apres chaque itération afin
de toujours manipuler un ensemble £ homogénéisé. La nouvelle densité filtrée Z. est obtenue a partir
des densités des éléments voisins d’apres la loi suivante :

P Y ien, TiviHie

= 3.26
‘ > i, Villie ( :

Dans cette équation, N, représente I’ensemble des éléments voisins de I’élément e, z; est la densité du
voisin 7, v; est le volume de ’élément ¢ et H;. est un opérateur représentant la distance entre I’élément

de voisinage i et ’élément cible e. H;. est défini par :
Hie = max (0, ryin — dist(z,€)) (3.27)

ol Tyin est un parametre choisi par 'utilisateur qui définit la taille du voisinage et dist(i, ) représente
la distance entre le centre de 1’élément i et le centre de 1’élément e. Par conséquent, la taille de
I’ensemble N, dépend du parametre ry, et le filtre devient obsolete lorsque 7y, est choisi tres petit.
On remarque que 1’élément e est compris dans le voisinage et qu’il est le seul pour lequel son coefficient
de pondération H;e = Hee vaut rpyi,. Dans le cas d’un maillage pour lequel la taille des éléments n’est
pas identique, un parametre r. min est affecté a chaque élément e. Dans ce manuscrit, les applications

concernées par cela comporte un re min qui est caractérisé par la taille de maille he de ’élément en
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T'min

filtrage

FIGURE 3.4 — Gauche : maillage en damier avant filtrage, droite : maillage régularisé apres filtrage

question de la facon suivante :

Te min = Ohe avec 0 € R’ (3.28)

ou il faut noter qu’ici, la convention sur la taille de maille h. est de la définir comme étant la norme
euclidienne de la différence entre les coordonnées des deux nceuds les plus éloignés de 1’élément e. Le
choix de § doit étre fait méticuleusement car plus le voisinage N d’un élément est grand, plus le temps

de calcul est élevé. Ceci est illustré en détail dans la section §3.5.2)

Un exemple pour illustrer le fonctionnement du voisinage est montré a la figure[3.4]ou 'on considere
un maillage 2D de quadrangles réguliers. Ce maillage est une parcelle d’un maillage global ciblé sur
I’élément 5 (encadré en rouge), et 'on peut également voir son voisinage constitué de la premiere couche
d’éléments qui I’entoure. Du fait de la régularité du maillage, tous les volumes élémentaires v; sont
égaux. L’ensemble N, est composé de neuf éléments qui sont numérotés de 1 & 9. Sur le maillage avant
filtrage, les éléments 1,4,7,8 et 9 ont une pseudo-densité z1 = x4 = z7 = g = g = 0, les éléments
2 et 6 ont une pseudo-densité xo = xg = 0,7 et les éléments 3 et 5 ont une densité x3 = x5 = 1. On
cherche a obtenir la pseudo-densité filtrée Zs, en choissant un ryin = 1,5 dont le cercle d’influence
correspondant est tracé en vert sur le schéma. Les éléments 1, 3, 7 et 9 ont moins d’influence sur 5
que les éléments 2, 4, 6 et 8 car les termes associés H;. sont plus petits. En appliquant la formule
de I’équation , on obtient la densité filtrée Zs = 0,59, représentée sur la droite dans la figure
Une application similaire mais & 1’échelle d’une structure globale est montrée a la figure La

modification apportée sur les variables de conception impacte la sensibilité de la complaisance et du
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AV
gl

(a) C.L. de la poutre Cantilever 2D (b) Solution finale sans filtrage

(¢) Solution finale avec filtrage des pseudo- (d) Solution finale avec filtrage des sensibilités de
densités complaisance

Te < 0,01 Te < 0,01

Ze > 0,99 Ze > 0,99

0,01 <z, <0,99 0,01 <z, <0,99

(e) filtre de densité : répartition finale des . (f) filtre de sensibilité : répartition finale des .

FIGURE 3.5 — Poutre Cantilever 2D - illustration des différents filtres

volume qui doivent étre réécrites sous la forme d’un produit de fonction composée [135] [137] :

o oY 0%, 1 oY
=Y = Y ————Hjeo
Ox; eez/\:[j 0%, Ox; eez/\:/j Sien, Hie 7€ 0%,

(3.29)

dans laquelle 1 désigne soit la fonction complaisance c¢ , soit la fonction contrainte v.

Le deuxieme filtre consiste a réaliser une opération similaire que pour le premier filtre, mais au

niveau des sensibilités de la complaisance seulement, au travers de ’expression suivante :

Oc 1 x; Oc
I " H 3.30
Oze  max(y,xe/ve) Y icn. Hie Zg\; v Oz (330)

ol vy est choisi tres petit mais non nul afin d’éviter la division par zéro [139].

La figure présente les différentes solutions obtenues pour la poutre Cantilever en 2D selon le
filtre choisi. Comme cela est décrit plus haut, on s’apercoit que la solution finale obtenue sans filtrage

(figure [3.5b)) comporte plusieurs zones de damiers. Cette solution n’a pas vraiment de sens physique,

81



3.3. METHODE SIMP POUR L’OPTIMISATION EN STATIQUE

sauf si ces zones sont assimilées a des matériaux poreux (voir la méthode homogénéisation
ou a des matériaux lattice utilisés en fabrication additive. En revanche, les deux solutions obtenues
respectivement avec le filtrage des densités (milieu gauche) et le filtrage des sensibilités (milieu droite)
présentent deux structures en forme de treillis tres similaires, et dont 'interprétation physique est plus
justifiable. L’étude de la répartition de matiere finale entre ces deux dernieres solutions (figure et
montre néanmoins que la solution obtenue via le filtre sur les densités est moins aboutie, car elle

contient plus de densités intermédiaires qu’avec ’autre filtre.

3.3.6 Ecriture du probleme d’optimisation sous forme d’un lagrangien

Le probleme de 1’équation (3.7)) consiste a trouver le jeu de parametres * minimisant la complai-
sance ¢(Z) dans le cadre de la statique et pour une fraction volumique donné :
¥ =Argmin ¢(Z)
X
avec :  o(2) =U"(2)F = UT(D)K(@)U(2)

v(Z) <0 (3.31)

K(@)U(z) = F
v(Z) =V (2) — oW (3.32a)
et V(z) =zTv (3.32b)

et v = [’1)17’[)2’ "'7vnclcm]'

Ce probleme d’optimisation est ré-écrit sous la forme d’un Lagrangien £ dépendant des densités
Z et d’'une variable duale A appelée multiplicateur de Lagrange afin de pouvoir déterminer le ou les

points stationnaires z* :

L(Z,A) = c(&) + \(Z) (3.33)

ou le signe positif devant le multiplicateur de Lagrange provient du fait que la contrainte est de type
convexe [88]. Puis on calcule et annule la sensibilité de £(Z, \) par rapport aux densités filtrées et au

multiplicateur de Lagrange afin de déterminer le multiplicateur de Lagrange optimal A* et le jeu de
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parametres z* :

oL N)| _ 0@ |, .ov@)|
0z |y 0T | O0Tc |y - -
e (3.34)
[N ol
%”—g) est la dérivée de la contrainte de volume, que l'on peut déduire en dérivant I’équation (3.32a)) et

qui vaut Bg—g) = v, Ol v, est le volume de I’élément e. En manipulant la premiere équation, on obtient

la condition d’optimalité suivante :
0c(Z)

OTe

x*

ov(zx
O\ 831(:2)

=1 (3.35)

xT*

La deuxieme équation de (3.34) donne I’égalité suivante :

T

x* v=alj (3.36)

On retrouve dans cette équation la forme non relaxée de la contrainte d’inégalité de ’équation ([3.2)).

L’exemple de la figure est repris pour illustrer leffet de la contrainte. La figure [3.6] montre
I’évolution du volume de la structure V(Z) exprimé en pourcentage, comparé a la fraction volumique
définie au départ : a = 50%. Les variations que ’on observe sont dues & l'ordre de la précision ¢q4
choisie dans l'algorithme décrit dans la section Elles sont au maximum de + 0,02%. Le graphe

montre que dans le cas de la poutre Cantilever 2D, V(Z) satisfait la contrainte a chaque itération.

3.4 Algorithme de résolution
3.4.1 Schéma logique

L’algorithme de I'optimisation topologique de la méthode SIMP est présenté a la figure :

— Initialisation : L’étape d’initialisation comprend la création du maillage, la spécification des
conditions aux limites ainsi que des efforts extérieurs. Les maillages utilisés en optimisation
topologique sont généralement structurés.

— Résolution de KU = F' : Une fois la matrice de rigidité K obtenue, le probleme éléments finis est

résolu (équation ([2.29))) afin de déterminer les inconnues en déplacement U. K et U dépendent
des variables de conception x qui évoluent a chaque itération k. Par conséquent, K et U doivent

étre recalculés a chaque itération.
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FIGURE 3.6 — Evolution du volume V(Z) au cours de I'optimisation (en % par rapport a V

— Calcul de Ac®) et Av®) : Les densités z puis les densités filtrées Z sont déterminées par appli-

cation d’une des lois de pénalisation présentées. La fonction objectif est ensuite calculée, puis

sa sensibilité par rapport aux variables de conception Ac¥) = % ainsi que la sensibilité de la

fonction contrainte Av(¥) = %. Les opérations de filtrage ( sont réalisées a cette étape.
— AHD XD - X est le mutiplicateur de Lagrange (équation ) dont la valeur est fixée de
manitre & satisfaire la condition d’optimalité dépendante de Ac®), Av®) et X*. 11 est mis &
jour par dichotomie jusqu’a atteindre sa valeur optimale \*.
— 2% « 2() : Le terme AT obtenu permet de calculer le nouveau jeu des variables de concep-

tion z"W

. Plusieurs méthodologies de recherche de solution existent, et 1’optimiseur employé

ici est l'algorithme OC (voir §3.4.2) qui repose sur ’équation (3.35)).

— AED XD <647 : Tant que A — AD| > ¢y (ol € est choisi suffisamment petit), cela

veut dire que le jeu de parametres "V n’est pas optimal et que la contrainte de volume n’est
pas satisfaite.

— g+ o grew - Torsque le terme A* optimal est trouvé, cela implique que le 2™V calculé par
I'intermédiaire de celui-ci est optimal. Celui-ci est conservé et sert de nouvel ensemble des

variables de conception pour l'itération suivante.
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E Initialisation ]

Résolution KU = F j«——————

Calcul de Act®) et Ap(F)

AHD A0 fe———

hew x(k)

Y

non

oui l
[Solution Optimale]

F1GURE 3.7 — Algorithme d’optimisation topologique avec SIMP
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— Jlz®*) — 2®)| < €, 7 : Le nouveau jeu de paramétres z(*t1) est soumis & un test de conver-

gence qui consiste & vérifier si [|z*t1) — 20| < €, avec e, un réel suffisamment petit choisi
arbitrairement. Bien que cette condition d’arrét soit heuristique et ne prouve pas la convergence
d’un point de vue mathématique, on observe néanmoins que son utilisation produit de bons
résultats [137, [166]. Si la convergence n’est pas atteinte, la procédure ci-dessus est exécutée a
nouveau jusqu’a convergence.

— Solution optimale : Lorsque la solution optimale z* est atteinte, les résultats sont post-traités

comme par exemple & I'aide de méthodologies de reconstruction de géométrie [85] [93].

3.4.2 Optimiseur OC (Optimality Criteria)

L’optimiseur OC [21], 22| 127, [129] 166] est fréquemment utilisé dans le cadre de 'optimisation
toplogique car il permet de converger vers une solution sans étre trop coliteux en temps de calcul.
De plus, son implémentation est relativement simple. Les méthodes OC et SIMP sont régulierement

associées pour la résolution de problemes d’optimisation statique [14} 97, [137].
A chaque itération, le terme suivant est calculé :

9c(2)

— Oz
Be=—Tom (3.37)

TN Oxe

et on l'insere dans le schéma de mise a jour des z. suivant :

max(Zow, Te — M) Si zeB! < max(Tioy, Te — M)
new

g™ = ¢ min(zyup, xe +m) si z.BY > min(zyp, ze +m) (3.38)

B sinon

ol Tlow €t xyp représentent les bornes minimales et maximales des pseudo-densités, m est un facteur

limitant ’amplitude de variation lors du passage de z. vers x2°V si celui-ci est trop important (géné-
ralement, m est pris également a 0,2), et n = 0,5 est un coefficient d’amortissement numérique [22].

Lorsque la solution optimale est atteinte, on a B, = 1, c’est-a-dire que ’équation (3.35)) est satisfaite.

La valeur de z2°V dépend de la valeur de A grace au schéma de I’équation (3.38)), ce qui veut dire
qu’il est calculé & l’aide une boucle itérative sur A jusqu’a atteindre A\*. Cela assure également que la

contrainte de volume est respectée.
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B

<7

T

FI1GURE 3.8 — Configuration initiale de la poutre MBB 2D

3.5 Résultats

L’implémentation de la méthode d’optimisation topologique SIMP est effectuée dans un code mai-
son développé pour la these. Ce code est écrit en Python pour les calculs au niveau global et en Fortran
pour les calculs au niveau élémentaire. Dans un premier temps sont présentés des cas de validation en
2D et en 3D provenant de la littérature, puis dans un second temps, des applications spécifiques a la

problématique de la these sont décrites et commentées.

3.5.1 Cas de validation 2D et 3D

3.5.1.1 Poutre MBB 2D

L’objectif de ce premier cas est de valider I'implémentation dans le code maison de I'optimisation
topologique en 2D. L’exemple choisi est la poutre MBB["E] 2D qui est étudiée dans [14]. La configuration
initiale est présentée a la figure [3.8] et est composée d’'un domaine de conception {2 représentant un
demi-pont comportant une condition de symétrie dans la direction Z sur le bord gauche et un appui
simple bloquant le déplacement dans la direction 7 au niveau du coin bas droit. Un effort ponctuel
unitaire est appliqué dans le coin haut gauche dans la direction —7. Les éléments utilisés sont des

quadrangles a 4 noeuds. Les différents parametres du calcul sont présentés dans le tableau [3.2

La figure permet de comparer les résultats obtenus respectivement par [14] et avec le code
maison en utilisant les filtres de sensibilité (gauche) et de densité (droite). On remarque que les
solutions obtenues sont strictement identiques d’un point de vue qualitatif en comparant visuellement
les solutions, ainsi que d’un point de vue quantitatif en comparant les fonctions objectifs. Ce cas valide

la bonne implémentation du code en 2D.

14. MBB : Messerschmitt-Bolkow-Blohm
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Parametres
Maillage | 60x20 (Q4)
« 50%

Tmin 2,4
Ey 1
Fuin 1.107°
v 0,3

TABLE 3.2 — Synthese des parameétres du calcul MBB 2D

AV AN AN

) Solution obtenue par [14] - ¢* = 216, 81 ) Solution obtenue par [14] - ¢* = 233,71
) Solution via le code maison - ¢* = 216, 81 ) Solution via le code maison - ¢* = 233,71

FIGURE 3.9 — Comparaison des solutions optimales de la poutre MBB 2D, ((a) et (c) : filtrage des
sensibilités, (b) et (d) : filtrage des densités)
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0,01 <z, <0,99 0,01 <z, <0,99
(a) Filtrage des sensibilités (b) Filtrage des densités

FIGURE 3.10 — Répartition de matiere dans la solution finale pour la poutre MBB 2D

Cependant, I'utilisation des filtres a un impact sur la solution finale. Bien qu’elles soient identiques
visuellement, on remarque que la complaisance finale obtenue c* est environ 7% plus faible avec le
filtrage des sensibilités qu’avec le filtrage des densités. D’autre part, le nombre d’itérations (144 avec
le filtre de densité contre 106 pour le filtre de sensibilité) est plus faible lorsque le filtre de sensibilité
est utilisé. Enfin, la figure [3.10] présente la répartition de matiere dans la solution finale, et 'on voit
que le nombre d’éléments dont la densité se trouve dans l'intervalle [0,01;0,99] est 15,7% plus faible
dans le cas du filtrage des sensibilités que dans ’autre cas, ce qui indique que la solution finale contient
plus d’éléments qui ont convergé. Ces densités intermédiaires sont notamment visibles en comparant
les figures [3.9d et ou 'on peut voir que les “barres orientées a + 45°” sont plus épaisses avec le
filtrage des densités, parce que le gradient de densité entre 1 et 0 est plus faible. Ce résultat confirme
le choix effectué dans [14] d’appliquer le filtrage des sensibilités sur ce cas test & la place du filtrage

des densités utilisé au préalable dans [137].
3.5.1.2 Poutre Cantilever 3D

Le deuxieme cas de validation concerne une poutre Cantilever définie en 3D et provenant de [97]. La
configuration initiale est présentée dans la figure et est constituée d’une poutre de faible épaisseur
encastrée a I'une de ses extrémités et soumise & un effort sur I'aréte du bas de I'extrémité opposée. Les

autres bords sont libres en déplacement. Les données de ce calcul sont décrites dans le tableau

La figure [3.12| met en confrontation la solution obtenue dans la littérature et la solution obtenue
avec le code maison, toutes deux obtenues avec un filtre sur les densités. La solution obtenue avec

le code maison présente un affichage des densités xz. > 0,5, et une valeur de complaisance finale
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T2 XX

F

FI1cURE 3.11 — Configuration initiale de la poutre Cantilever 3D

Parametres
Maillage | 60x20x4 (HS8)
« 30%
T'min 1,5
Ey 1
Frin 1.107°
v 0,3

TABLE 3.3 — Synthese des parametres du calcul Cantilever 3D

(a) Solution obtenue par [97] (b) Solution obtenue via le code maison

FIGURE 3.12 — Solution optimales pour la poutre Cantilever 3D

90



3.5. RESULTATS

FIGURE 3.13 — Solution finale de la poutre cantilever 3D avec un filtre sur les sensibilités

¢* = 2417,54 apres 155 itérations. Les deux solutions (figure pour [97] et figure pour le
code maison) sont difficiles & comparer, di a I’absence d’informations sur la solution provenant de
[97] : 'auteur ne précise ni la valeur de ¢* ni le seuil choisi sur la valeur de Z. pour afficher ou non un
élément. On remarque cependant que les formes sont quasiment identiques, avec notamment la méme
dissymétrie visible dans la partie basse droite de la structure. Les petites différences observées peuvent
s’expliquer par plusieurs facteurs, comme une légere différence dans les conditions initiales ou le choix

dans l'affichage de la forme finale post-traitée.

Bien que 'auteur n’ait pas présenté de résultats sur cette application avec le filtre de sensibilité, il
est intéressant de le faire ici (ﬁgure car celui-ci présente un aspect final ainsi que des performances
supérieures a la solution résultant de l'utilisation du filtrage des densités. On voit que le coeur de la
poutre est évidé, la ou la solution précédente conserve de la matiere. De plus, le calcul converge en 54
itérations, soit un temps CPU divisé par presque 3 (en considérant que les filtres ont le méme cott
CPU, ce qui est sensiblement le cas). La fonction objectif de la valeur obtenue avec le filtrage des
sensibilités est de ¢* = 2063, 57, soit environ 17% de moins. Enfin, la comparaison de la répartition
des densités de la figure montre que le nombre d’éléments dont la densité vaut 0 ou 1 est 18, 3%

plus élevé.
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Fe > 0,99 e 2 0,99

Ze < 0,01 Te < 0,01

0,01 <z, < 0,99 0,01 < 2. < 0,99
(a) Filtrage des sensibilités (b) Filtrage des densités

FIGURE 3.14 — Répartition de matiere dans la solution finale pour la poutre Cantilever 3D

3.5.1.3 Bilan

L’étude de ces deux cas de validation montre que le code implémenté entraine des résultats en

adéquation avec ceux présents dans la littérature, ce qui permet de le valider.

3.5.2 Application a des plots amortissants 3D

Cette section présente des résultats pour une structure en forme de plot amortissant cylindrique
en 3D, que 'on suppose disposé entre deux sous-systémes d’un ensemble mécanique afin d’en assurer

la liaison.

3.5.2.1 Définition de la géométrie, du maillage et des conditions au limites

La géométrie et le maillage utilisé sont définis a la figure La géométrie est constituée d’'un
ceeur cylindrique reprenant les dimensions des plots amortissants (non-optimisés) utilisés dans [108]
et d’'une couche extérieure supplémentaire dont le but est d’élargir le domaine de conception afin
d’autoriser I’ajout de matiere en cours d’optimisation si cela est nécessaire. Afin d’avoir un maillage

structuré, des éléments hexaédriques & 8 noeuds sont utilisés (33516 éléments et 35860 noeuds).

Le module d’Young est égal a la raideur statique du Deltane 350, F2 = 0, 327 MPa et le coefficient de
Poisson vaut v = 0,45. Cette raideur est considérée tres faible (d'un facteur inférieur & 1073) devant
la raideur des structures dont elle fait la jointure. On peut donc faire I’hypotheése que les surfaces

supérieures et inférieures en contact avec les deux structures assemblées ont des mouvements de corps

rigides (§2.3.2)).
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(a) Domaine de conception et conditions aux li- (b) Maillage du domaine de conception
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FIGURE 3.15 — Géométrie et maillage du domaine de conception du plot amortissant

D’un point de vue des conditions aux limites, la surface du bas est encastrée (zone sombre sur
figure , celle du haut est soumise a un chargement sous la forme d’un torseur statique composé
d’une résultante et d’un moment 7 = {Fx7 + Fy7 +F7Z | C, 7+ Cy7 + 037}0. Dans la suite,
deux cas correspondants aux sollicitations de résultante transverse selon 'axe 7 (Fy #0,Fy = F, =
C, = Cy = C, = 0) et de couple autour de z (Cy #0,F, = Fy = F, = Cy, = C, = 0) sont présentés
pour des valeurs § = 1 et § = 2 (équation ([3.28))). Ces résultats ainsi que ceux des autres sollicitations

sont présentés dans I’annexe Enfin, les autres bords extérieurs sont libres en déplacement.

3.5.2.2 Définition du voisinage

Les éléments n’ayant pas tous la méme taille, cela implique que la taille du voisinage pour le
filtre doit étre adaptée a l'aide de ’équation (3.28). Deux valeurs pour le parametre J sont choisies
arbitrairement : § = 1 et § = 2. Elles sont suffisamment grandes pour compter plusieurs éléments dans
le voisinage afin d’éviter la présence de damiers, et suffisamment petites pour ne pas prendre en compte
trop d’éléments ce qui pénaliserait le temps de calcul. Le voisinage engendré par les valeurs de ¢ pour
un élément particulier est visible a la figure [3.16] pour 6 = 1 et & la figure[3.17 pour § = 2. La variation
de couleur dans les éléments sur les vues en coupe des figures et est proportionnelle a
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(a) Position de Iélément cible (b) Vue d’ensemble du voisinage (c) Vue en coupe du voisinage
dans le domaine de conception dans le domaine de conception

FIGURE 3.16 — Voisinage d’un élément pour § = 1

s
=D H

2
LYx

(a) Position de 1’élément cible (b) Vue d’ensemble du voisinage (c¢) Vue en coupe du voisinage
dans le domaine de conception dans le domaine de conception

FI1GURE 3.17 — Voisinage d’un élément pour § = 2

I'influence de I’élément voisin sur 1’élément cible, via le terme H;. de I’équation . Dans la mesure
ou les éléments n’ont pas la méme taille, la répartition des voisins n’est pas tout a fait centrée sur
I’élément cible (en noir). Cela est notamment visible & la figure ou I'on dénombre une épaisseur
de six éléments a gauche de la cible c’est-a-dire vers 'intérieur du cylindre, et seulement cing a droite,

vers ’extérieur.

3.5.2.3 Lissage des densités aux nceuds

Une projection aux nceuds des densités élémentaires est réalisée pour post-traiter la solution finale

obtenue :
3= el Teve (3.39)
ZeeM Ve
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(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE 3.18 — Solutions optimales lissées pour le cas d’une résultante suivant 7, avec affichage des
densités lissées x, > 0,5

avec Z; la densité projetée au nceud et N; 'ensemble des éléments connectés au noeud 7. La méthode
utilisée est similaire & la méthode de lissage des contraintes. Appliquée a la solution optimale, elle
permet de lisser la surface extérieure afin de rendre la forme globale moins discontinue. Cela permet
d’améliorer le rendu visuel des formes optimales et peut aussi étre considéré comme une premiere
étape vers la reconstruction du maillage pour la réalisation de calculs a postériori. Enfin, pour toutes

les figures de la section suivante, les densités x. < 0,5 sont arbitrairement tronquées.

3.5.2.4 Résultats

Les cas de chargement en résultante dans la direction Z et en couple autour de 7 avec § = 1 et
0 = 2 sont présentés dans cette section. Le but est de voir I’évolution de la solution finale en fonction

du chargement, mais aussi de voir 'influence du parametre ¢ pour une méme sollicitation.

Cas de la résultante dans la direction 7 Un chargement en résultante selon Z dans la direction
transverse a 'axe du plot (F, # 0, F, = F, = C;, = Cy = C, = 0) est appliqué sur toute sa surface
supérieure (figure [3.15a)). Les formes optimales lissées sont présentées a la figure

La figure présente 'aspect général en vue isométrique de la solution apres lissage des densités.
On remarque que la forme générale est similaire et contient une zone évidée au niveau du cceur du

plot. La principale différence entre les deux est que pour le cas 6 = 2, la solution présente un trou
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Performances
Valeur de § 1 2
Nb. itérations 92 101
Complaisance finale | 0,8644 | 1,050

TABLE 3.4 — Comparaison des performances des deux calculs pour la sollicitation en cisaillement

dans la direction 7 orthogonale a la direction du chargement, & mi-hauteur. L’influence du voisinage
avec 0 = 2 est plus importante que pour d = 1 ce qui peut expliquer que le trou est présent dans un

cas mais pas dans 'autre.

Pour conclure, la forme obtenue est cohérente vis a vis des conditions aux limites définies. Les
solutions obtenues dans les deux configurations sont relativement semblables d’'un point de vue géo-
métrique, mais leurs topologies sont différentes puisque le cas avec § = 2 contient plus de trous. Ces
trous se trouvent au niveau de la fibre neutre, ce qui peut expliquer ’absence de matiere dans le

deuxieéme cas.

Du point de vue des performances des deux calculs, les nombres d’itérations ainsi que les valeurs
finales de la fonction objectif sont présentées dans le tableau[3.4] On constate que le cas 6 = 1 converge

environ 10% plus rapidement que ’autre cas et que sa complaisance finale est environ 21% plus faible.

Cas d’un couple autour de 7 Un couple est appliqué autour de axe transverse 7’ (Cy #0,F, =
Fy,=F,=C,=C,=0), correspondant au couple C, sur la figure Les formes optimales lissées

sont présentées a la figure [3.19

La figure[3.19] présente une vue isométrique des solutions obtenues pour les deux types de voisinages
sélectionnés. Les deux solutions sont différentes, notamment a cause du fait que la solution pour § = 2
est divisée en deux parties qui ne sont pas reliées. Néanmoins elles ont en commun le fait que la partie
centrale du plot ne contient pas de matiere. Cette zone correspond a la partie autour de la fibre neutre
qui est moins contrainte que les parties qui se situent au niveau des parois externes en i?. D’ailleurs,

on peut voir que la matiere se trouve principalement dans ces zones.

Les performances du calcul sont synthétisées dans le tableau La solution avec le plus petit
0 est quasiment deux fois plus lente en terme de convergence, mais présente une complaisance finale

environ 7,5% plus faible.
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(a) Solution optimale avec § =1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE 3.19 — Solutions optimales lissées pour le cas d’un couple autour de ?, avec affichage des
densités lissées x, > 0,5

Performances
Valeur de § 1 2
Nb. itérations 40 21
Complaisance finale | 1,488 x 1073 | 1,599 x 103

TABLE 3.5 — Comparaison des performances des deux calculs pour la sollicitation en flexion
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3.5.2.5 Bilan et limites de I’étude

Les cas présentés dans cette section ont montré qu’il est possible d’obtenir des solutions optimisées
topologiquement qui sont cohérentes avec ’analyse mécanique que l'on peut faire a priori d’apres la
configuration de départ. Les calculs convergent assez rapidement vers un minimum. Cependant, on
voit que le choix des parametres d’optimisation (4, p, o, etc.) a une influence sur la solution finale car
plusieurs minimum locaux peuvent exister, comme on le voit sur les cas tests du plot amortissant et
comme 'évoquent [0, 22] 120} 143]. L’étude est concluante quant aux performances de la méthode

d’optimisation topologique implémentée en statique dans le code maison.

3.6 Proposition d’amélioration

Dans cette section, des propositions d’amélioration de la méthode SIMP sont présentées afin d’aug-
menter les performances du calcul, notamment en terme de temps de calcul, tout en maintenant un
bon niveau de précision de la solution optimale. De plus, I'implémentation est simple. Dans un pre-
mier temps, une autre méthode d’optimisation topologique par pénalisation (RAMP) est introduite,
présentée en détails puis comparée a SIMP. Dans un second temps, deux méthodologies de couplage
des méthodes SIMP et RAMP sont exposées et discutées. Une étude comparative est menée au travers

de quelques applications numériques afin de conclure quant a leurs performances respectives.

3.6.1 Introduction a la méthode RAMP

Au sein de la famille des méthodes d’optimisation topologique, la méthode RAMP fait partie de
la classe des méthodes par pénalisation, au méme titre que SIMP. Cette méthode a été introduite
par Stolpe et Svanberg [142] aprés qu’il ait été mis en évidence que SIMP peut ne pas respecter
les conditions de Hashin-Shtrikman [72] lorsque la pénalité est trop faible, la ot RAMP garantit de
les respecter, méme en cas de pénalité faible ou unitaire [143]. Cependant, 'emploi de la méthode
dans cette section repose sur le fait qu’elle posseéde des propriétés intéressantes lorsque les densités

intermédiaires sont élevées, comme expliqué apres.

La loi de pénalisation de RAMP est :

(3.40)
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-

(a) C.L. de la poutre Cantilever 2D Solution finale pour ¢ = 3

> ST>

(c) Solution finale pour ¢ = 4 ) Solution finale pour ¢ = 5

FIGURE 3.20 — Poutre Cantilever 2D calculée avec la loi RAMP

RAMP
Valeur de ¢ 3 4 5
Complaisance finale 198,79 201,69 198,28
Nb. itérations 119 128 135
Solution Non-physique | Physique | Physique

TABLE 3.6 — Comparaison des solutions d’une poutre cantilever 2D pour différentes valeurs de ¢
(RAMP)

ou q est le facteur de pénalité. L’exemple de la figure montre 'influence de la valeur de ¢ sur la
solution finale. Parmi les valeurs courantes, les figures [3.20D] [3.20¢| et [3.20d| montrent que choisir ¢ égal

a 4 ou 5 est le plus susceptible de converger vers une solution physique, se rapprochant donc de la valeur
p = 3 pour la méthode SIMP [142, [160]. La solution pour ¢ = 3 n’est pas physique, contrairement a
celles obtenues pour ¢ = 4 et ¢ = 5, elle peut donc étre éliminée. Le tableau permet de voir que
la valeur finale de la fonction objectif vaut 201,69 dans le cas ¢ = 4, contre 198,28 pour ¢ = 5. En
revanche, le cas ¢ = 4 converge en 128 itérations contre 135 pour ¢ = 5, ce qui induit un temps de
calcul plus faible. Les deux solutions présentent donc des avantages et des inconvénients permettant de
faire un choix selon l'objectif recherché (gain de temps ou qualité de la solution). Enfin, comme pour
SIMP, un choix de ¢ trop faible entraine une convergence lente et une solution non-physique, tandis
qu’un choix de ¢ trop élevé entraine une vitesse de convergence élevée qui peut empécher le calcul de

converger vers un minimum local et entrainer des oscillations sur les valeurs de densités élémentaires.
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FIGURE 3.21 — Comparaison de I'influence des pénalités entre SIMP et RAMP

3.6.2 Comparaison entres les méthodes SIMP et RAMP

Une comparaison des solutions finales obtenues avec SIMP et RAMP est réalisée dans ce para-
graphe. La différence entre les deux lois est visible & la figure [3.2I] pour des valeurs de pénalités
données. Trois valeurs de pénalité ¢ sont présentées (¢ = 3 en pointillés bleus, ¢ = 4 en tirets-points
alternés jaune et ¢ = 5 en traits discontinus violets) et la courbe de SIMP obtenue avec p = 3 (ligne
continue verte) est tracée afin de les comparer. Dans le cas des densités intermédiaires élevées, la
méthode RAMP est plus efficace que la méthode SIMP car elle possede une pente plus forte. Dans le
cas des densités faibles mais non-nulles, la méthode SIMP donne de meilleurs résultats car la pente

est plus faible.

Afin de comparer les performances des deux méthodes, nous considérons deux cas d’étude distincts :

la poutre Cantilever 2D présentée précédemment (figures 3:20) et la poutre MBB 2D (figure [3.8).

3.6.2.1 Cas 1 : Poutre Cantilever 2D

Nous considérons la configuration présentée en figure [3.20al Les résultats sont déja présentés sur

la figure [3:20] Ils sont consignés dans le tableau [3.7) et permettent de mettre en valeur que la méthode

100



3.6. PROPOSITION D’AMELIORATION

SIMP | RAMP

Valeur de pénalité | p=3 | ¢g=5

Complaisance finale | 189,84 | 198,28
Nb. itérations 60 135

TABLE 3.7 — Comparaison des performances SIMP vs RAMP pour la poutre Cantilever 2D

X0 X >

) Solution optimale de SIMP (p = 3) ) Solution optimale de RAMP (

F1GURE 3.22 — Cas de la poutre Cantilever

SIMP est bien plus performante, que ce soit au niveau de la convergence du calcul (60 itérations
contre 135) ou de la valeur finale de la fonction objectif (189,84 contre 198,28). On observe que les
formes finales sont différentes (figure , ce qui signifie que les deux méthodes ont convergé vers
un minimum local différent. La comparaison des valeurs finales de la fonction objectif permet de
déduire que le minimum local trouvé grace a la méthode SIMP propose une solution répondant mieux
a l'objectif fixé.

La solution de la figure correspondant a la méthode SIMP avec une pénalité p = 3 est celle
qui satisfait le mieux le critere d’optimisation. De plus, son temps de calcul est relativement faible et

la forme finale est physique.

3.6.2.2 Cas 2 : Poutre MBB 2D

Le cas de la poutre MBB 2D est identique au cas de la poutre Cantilever 2D pour ce qui est de
la fonction objectif, du maillage et des parameétres matériau. Seules les conditions aux limites sont

modifiées et sont présentées sur la figure

Les performances des calculs sont présentées dans le tableau et les formes finales sont visibles
sur les figures et

Pour cette application, on remarque que les solutions finales sont similaires ce qui indique qu’elles
convergent vers le méme minimum local. Au niveau des performances, cette fois-ci RAMP est plus

rapide que SIMP d’un point de vue du temps de calcul, puisque le nombre d’itérations est réduit de
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SIMP | RAMP

Valeur de pénalité | p=3 q=>5

Complaisance finale | 203,35 | 204,23
Nb. itérations 94 74

TABLE 3.8 — Comparaison des performances SIMP vs RAMP pour la poutre MBB 2D

F
)

D

(a) C.L. de la poutre MBB 2D (b) Solution optimale de SIMP (p = 3)

(¢) Solution optimale de RAMP (g = 5)

FI1GuURE 3.23 — Cas de la poutre MBB

21%. La complaisance, quant a elle, est sensiblement identique puis que ’écart est inférieur & 0,5% en

faveur de SIMP.

3.6.3 Combinaisons de ces méthodes

Les résultats précédents montrent que les méthodes SIMP et RAMP ont des avantages respectifs
qui rendent efficace leur utilisation dans des cas distincts (gestion des hautes densités pour RAMP et
des faibles densités pour SIMP). L’objectif de cette section est de combiner les avantages de ces deux

méthodes afin de proposer deux nouvelles solutions performantes pour un large champ d’application.

Deux options possibles sont envisagées et présentées afin de combiner ces deux méthodes, dont une

expression générale peut alors étre écrite de la maniére suivante :

fi(ze) = @s(xe) fs(e) + Prr(we) fr(Te) (3.41)

ou f; représente la nouvelle loi de pénalisation étudiée, @ et @, forment une partition de I'unité et sont

respectivement les poids des lois SIMP et RAMP, f, = EELO”‘ + aP(1 — EEL(;“) est la loi de pénalisation
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FIGURE 3.24 — Lois de pénalité Hybrid et Average

de SIMP (équation 1j et fr = m est celle de RAMP (équation )

La premiere option, appelée SIMP-RAMP Hybrid consiste & créer une fonction hybride frypgr
dont le but est de favoriser la méthode SIMP lorsque la densité élémentaire est faible, puis de favoriser
la méthode RAMP lorsque la densité est élevée. Les fonctions poids choisies ici sont des polynémes de

degré 1 :
{ Py =1-z (3.42)

P, =z,

La deuxieme option, appelée SIMP-RAMP Average consiste & créer une fonction faygr moyennant

les deux lois SIMP et RAMP sur tout le domaine de définition des densités. Cela revient & définir les

®, =
®, =

L’impact de ces deux nouvelles lois sur les densités x. est illustré dans la figure [3.24

valeurs des fonctions @, et @, :

(3.43)

D[N0

3.6.4 Résultats

Les deux cas d’étude présentés en §3.6.2|sont repris dans cette section afin d’étendre la comparaison

des résultats aux deux propositions faites dans la section précédente, et d’évaluer leurs performances.
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SIMP | RAMP Hybrid Average
D, 1 0 1z, 1
D, 0 1 Te 1/
Valeur de pénalité | p =3 g=5 |p=3&qg= p=3&qg=5
Complaisance finale | 189,84 | 198,28 194,12 189,63
Nb. itérations 60 135 115 44

TABLE 3.9 — Performance des différentes lois pour la poutre Cantilever 2D

500
—— SIMP
250 | RAMP
------ HYBRID
—-— AVERAGE
400 1
1}
2 350 -
5
2
300 1
8
250 1 D
200_ 'k"‘rl‘- ----------------------------
0 10 20 30 40 50 60

ltérations

FIGURE 3.25 — Cantilever 2D : Evolution de la complaisance au cours des itérations

3.6.4.1 Cas 1 : Poutre Cantilever 2D

Le tableau compare les résultats précédents pour SIMP et RAMP avec ceux des deux nouvelles
méthodes proposées. Le graphe de la figure [3.25] présente I’évolution de la complaisance jusqu’a la
60°M¢ itération.

La figure montre ’évolution de la complaisance pendant I'optimisation pour chacune des lois
de pénalisation. On voit que la courbe de SIMP (bleue continue) est celle qui converge le plus lentement

des quatre lois sur les premieres itérations, puis la plus rapide sur les dernieres itérations.

La loi RAMP (ligne jaune discontinue) est la plus rapide sur les premieres itérations, puis la plus

lente ensuite. Son nombre final d’itérations pour atteindre la convergence est de 135 contre 60 pour
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X0 X 2>

) Loi SIMP ) Loi RAMP

(¢) Loi SIMP-RAMP Hybrid (d) Loi SIMP-RAMP Average

FIGURE 3.26 — Formes des solutions optimales obtenues avec les différentes lois pour la poutre Canti-
lever 2D

SIMP.

La loi Hybrid (ligne rouge en pointillés) cumule les défauts des deux méthodes puisque sa conver-
gence est assez lente sur les deux phases. Sa performance en terme de fonction objectif est 2,1%
meilleure que RAMP et 2,3% moins bonne qu’avec SIMP. Du point de vue du nombre d’itérations,
elle se situe entre SIMP et RAMP. D’autre part, la forme finale (figure se rapproche de celle de
SIMP.

La méthode Average (ligne verte pointillés discontinue) cumule les atouts de SIMP et RAMP
puisqu’elle possede une convergence assez rapide tout au long de I'optimisation. De plus, la valeur de
sa complaisance finale est la meilleure de toutes les méthodes. Du point de vue du nombre d’itérations,
on note une diminution de 26,7% par rapport & SIMP. Enfin, la figure montre que la forme finale

est similaire & celle obtenue avec SIMP.

3.6.4.2 Cas 2 : Poutre MBB 2D

Le tableau rappelle les résultats précédents pour SIMP et RAMP, et les compare avec les deux
méthodes proposées. Le graphe de la figure présente 1’évolution de la complaisance jusqu’a la 80°™¢
itération. Les observations sur les vitesses de convergence de chacune des méthodes, mentionnées dans

I’exemple précédent sont aussi valables sur ce cas, bien que cette fois-ci, RAMP converge plus vite que

SIMP.
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SIMP | RAMP Hybrid Average
D, 1 0 1z, 1
D, 0 1 Te 1/
Valeur de pénalité | p=3 | ¢=5 |p=3&q¢q=5|p=3&q=5
Complaisance finale | 203,35 | 204,23 205,00 203,89
Nb. itérations 94 74 91 48

TABLE 3.10 — Performance des différentes lois pour la poutre MBB 2D

— SIMP
450 . RAMP
------ HYBRID
—-— AVERAGE
400 -
Q
< 350 -
o
2
g 3001
250 -
200 -

0 10 20 30 4|0 50 60 70 80
ltérations

FIGURE 3.27 — MBB 2D : Evolution de la complaisance au cours des itérations
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(a) Loi SIMP (b) Loi RAMP

(¢) Loi SIMP-RAMP Hybrid (d) Loi SIMP-RAMP Average

FIGURE 3.28 — Formes des solutions optimales obtenues avec les différentes méthodes pour la poutre
MBB 2D

Au niveau des performances, la loi Hybrid donne la moins bonne solution des quatre méthodes
que ce soit par rapport a la valeur finale de la fonction objectif (respectivement 0,4% et 0,8% plus
élevée que RAMP et SIMP) ou par rapport au nombre d’itérations (respectivement 23% et -3,1% par
rapport & RAMP et SIMP).

Concernant Average, les performances de la solution sont similaires aux autres du point de vue
de la complaisance (0,5% plus élevée que SIMP et 0,5% plus faible que RAMP). Du point de vue du
temps de calcul, on obtient une amélioration de 35,1% par rapport & RAMP et 48,9% de moins que
SIMP.

Pour cet exemple, on voit & la figure que les différentes formes finales ont la méme topologie

et que la forme est semblable.

3.6.5 Bilan

Cette investigation sur les performances des différentes méthodes ainsi que sur différentes facons de
les coupler afin de bénéficier de leurs points forts respectifs, a permis de mettre en valeur une méthode
efficace, SIMP-RAMP Average. Elle permet a la fois de réduire le temps de calcul en favorisant une
meilleure convergence de la recherche de 'optimum, et une conservation des bonnes performances au

regard de la fonction objectif, voire une amélioration dans certains cas.

De plus, la méthode SIMP-RAMP Average s’avere facile a implémenter car les fonctions @ et
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(a) Loi SIMP (b) Loi Average

FI1GURE 3.29 — Comparaison des solutions obtenues avec SIMP et Average pour le cas d’'une résultante
suivant 7’

®, ne dépendent pas des valeurs de densités z. & l'itération k (de méme pour SIMP et RAMP),
contrairement a la méthode SIMP-RAMP Hybrid.

3.6.6 Application de la méthode Average au Plot 3D

La méthode Average fournit de bons résultats sur les cas 2D présentés précédemment. Nous éten-
dons ici son utilisation a la géométrie 3D du plot amortissant et présentons une comparaison des

résultats avec les deux cas traités dans la partie §3.5.2] Les autres cas sont présentés dans ’annexe

A3l

3.6.6.1 Cas 1 : Plot chargé en résultante suivant 7

Le cas du plot 3D sollicité par une résultante suivant 2’ (Fp #0,Fy=F,=C, =Cy =C, =0,
§3.5.2.4)) est repris avec Average et comparé avec la méthode SIMP pour le cas § = 2. La figure
montre les deux solutions finales et on voit qu’elles sont trés semblables visuellement. Le tableau [3.1]]

met en perspective les performances des deux calculs.

Les résultats numériques confirment que les solutions sont tres proches puisque la complaisance
finale est quasiment identique. L’écart est de 0,34% et est en faveur de la méthode SIMP. On constate
cependant une convergence bien plus rapide pour la méthode Average, avec une diminution d’environ

23% du temps de calcul. Ce résultat va dans le sens des observations menées dans la partie précédente
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SIMP Average

Valeur de pénalité | p=3 | p=3& q¢=5

Complaisance finale | 1,050 1,054
Nb. itérations 101 78

TABLE 3.11 — Comparaison des performances de SIMP et Average pour le plot soumis a une résultante
suivant 7’

(a) Loi SIMP (b) Loi Average

Fi1GURE 3.30 — Comparaison des solutions obtenues avec SIMP et Average pour le plot soumis & un
couple autour de T

sur 'amélioration de la vitesse de convergence.

3.6.6.2 Cas 2 : Plot chargé par un couple autour de 7

Le cas du plot 3D sollicité par un couple autour de 7 (Co #0,Fp, =F,=F,=Cy=C, =0,
83.5.2.4]) est repris avec Average et comparé avec la méthode SIMP, pour le cas § = 1. La figure m
montre les deux solutions finales et on voit qu’elles sont visuellement treés similaires. Le tableau [3.12]

met en perspective les performances des deux calculs qui donnent des résultats tres similaires.

SIMP Average
valeur de pénalité p=3 p=3&qg=3
Complaisance finale | 1,488.1073 1,487.1073
Nb. itérations 40 39

TABLE 3.12 — Comparaison des performances de SIMP et Average pour le plot dans le cas d’un couple
autour de @
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3.7 Conclusion et contributions

Dans ce chapitre, la méthode d’optimisation topologique SIMP en statique est présentée. Des
difficultés apparaissent et rendent l’emploi de la méthode SIMP délicat, comme la non-convexité
des espaces de solutions, la propension a converger vers des topologies en damiers, la dépendance au
maillage et aux conditions initiales ou encore le choix arbitraire qui doit étre fait concernant un certain

nombre de parametres numériques heuristiques des méthodes par pénalisation.

Le code implémenté est validé pour des cas issus de la littérature. Il permet de résoudre des
problémes d’optimisation topologique avec la méthode SIMP pour des cas en 2D et en 3D et pour

divers chargements statiques dans la mesure ou le maillage est structuré.

La premiere contribution de ce chapitre est la méthodologie implémentée pour définir le voisinage
d’un élément dans un maillage non-régulier, en se basant sur la taille de maille de 1’élément consi-
déré §3.35] Cette approche est validée sur I’application du plot en 3D. La deuxiéme contribution
est 'implémentation de la méthode Average ( qui apporte un gain significatif sur la rapidité de
convergence pour un cout CPU par itération similaire aux autres méthodes comparées. Enfin, la troi-
sieme contribution est I'utilisation de la rigidification des faces supérieures et inférieures du plot en

élastomere dans le cadre de 'optimisation topologique.
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Chapitre 4

Optimisation topologique dans le cadre
de la dynamique

Contenu
[4.1 Introduction| . ... ... . ... i e e e e 111
|4.2 Etat de I’art de I’optimisation topologique en dynamique| .......... 112
4.3 Optimisation du probleme dynamique sans amortissement| . . ... .. .. 114
4.4 Optimisation du probleme dynamique avec amortissement| . ... ... .. 135
(4.5 Conclusion et contributions| . .. ... ... ... ... ... ... .. 0.0, 138

4.1 Introduction

L’industrie du spatial, celles du transport et du génie civil, doit prendre en compte les efforts
dynamiques s’appliquant de maniere transitoires ou cycliques. Ceux-ci peuvent endommager la struc-
ture lorsque sa réponse dynamique n’est pas assez amortie. L’amortissement naturel provenant de la
structure étant faible pour les structures métalliques, il est possible d’utiliser des stratégies permettant
d’augmenter cet amortissement. L’une des stratégies consiste a introduire des matériaux dissipatifs au

niveau des liaisons entre la structure et les autres structures auxquelles elle est liée.

Cette stratégie est employée dans ce chapitre et la quantité de matériau élastomere est optimisée
topologiquement afin d’assurer la meilleure répartition possible face a ’objectif donné, a une fréquence
donnée. Le critere d’optimisation choisi est I'extension du critere utilisé en statique dans le chapitre

précédent : la complaisance.

Le but de ce chapitre est de présenter le cadre dynamique (sans amortissement puis avec amortis-
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sement) de l'optimisation topologique et les difficultés qu’il souleve. Deux algorithmes de résolution
sont présentés afin de surmonter quelques unes de ces difficultés. L’expression de la complaisance dy-
namique est aussi présentée et quelques applications sur des cas simples sont réalisés. Pour finir, une

discussion sur les limites de la méthode ainsi que sur les pistes d’amélioration est faite.

4.2 Etat de lart de I’optimisation topologique en dynamique

Bien que les travaux sur I'optimisation topologique en statique soient courants, leur extension
aux problemes dynamiques n’est pas directe et on constate que les travaux dans ce domaine sont
moins nombreux. Un facteur expliquant cela est que certaines hypotheses utilisées dans le cadre de
Poptimisation topologique statique (voir sont préjudiciables lorsque des problemes en dynamique

sont traités.

En effet, afin d’éviter que la matrice de raideur devienne singuliere, 'absence de matériau (z, = 0)
est simulée par une raideur infinitésimale F\,i, conférant au matériau une raideur faible mais non-nulle
[14, 139]. Cela entraine que les zones que 1'on considere vides dans le cadre de la statique géneérent
des modes propres locaux ayant une fréquence tres faible, perturbant ainsi la dynamique globale de la
structure lors de 'optimisation. Ce phénomene est détaillé dans la section Plusieurs solutions

pour le surmonter existent [54, [115] 119 [149] et I'une d’entre elles est présentée.

De plus, la prise en compte des effets d’inertie entraine qu’il n’est plus possible de garantir que la
fonction objectif et sa dérivée conservent respectivement le méme signe tout au long de ’optimisation.
Dans ces conditions il n’est pas toujours possible d’atteindre un optimum. Ce cas est illustré dans
la section et 'implémentation de deux nouveaux algorithmes est proposée afin de remédier a

cela.

Enfin, les effets d’inertie peuvent devenir prépondérant sur la raideur du matériau, conduisant
a un probleme qui n’est plus nécessairement convexe, et donc plusieurs minimums locaux peuvent

apparaitre [139].

4.2.1 Criteres dynamiques

Plusieurs criteres existent pour résoudre des problématiques de dynamique. Le plus employé est

la maximisation de la premiere fréquence propre. Ce critere se rapproche de la minimisation de la
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complaisance statique puisque maximiser la premiere fréquence propre revient a obtenir la structure
la plus rigide en basse fréquence. Cette fonction objectif est d’un grand intérét pour le renforcement
de structures pré-existantes [49, [101] ainsi que pour contréler la dynamique basse fréquence d’équipe-
ments électroniques [119], de plaques [54] ou de supports structuraux [102] I61]. Il est aussi possible
d’optimiser I'écart entre deux fréquences propres afin de coupler ou découpler des modes. Ce procédé
est notamment employé par [I138] dans le but de controler la propagation d’ondes dans des matériaux
périodiques, d’optimiser la répartition de matiere d’'un couple de matériaux sur une plaque [54] ou

pour du renforcement de structure [I0T].

Le second critere couramment utilisé est le critere de la complaisance dynamique :
c=|UTE| (4.1)

Cette expression permet de prendre en compte ’expression complexe de 'amortissement et est iden-
tique & la complaisance statique (équation (3.20)) lorsque w = 0. Elle est employée par [49, 100]
pour des problématiques de renforcement structural, [100, 115, 153| [162] pour des stratégies de ré-
partition optimale de matiere sur des géométries 2D et 3D. D’autres criteres sont parfois considérés
comme la maximisation de la partie imaginaire de UTF [147] pour réduire le niveau des résonances

par introduction de déphasage.

Enfin, un autre critére consiste & minimiser I'amplitude du déplacement |[U7U| (ou le carré de cette
amplitude) [82, 84, 86, 132] [165] lorsqu’il s’agit de structure ou I'amplitude des ondes de pressions

acoustiques [I33] dans le cas d’un couplage structure-acoustique.

4.2.2 Prise en compte de amortissement

La plupart des travaux cités dans cette section ne prennent pas en compte ’amortissement, ou

bien le font sous la forme d’'un amortissement structurel proportionnel de type Rayleigh :
C=aK+ M (4.2)

ou C désigne la matrice des termes d’amortissement, o et 8 sont des coefficients positifs sans dimen-
sions. En effet, cet amortissement a pour avantage d’étre trés simple a implémenter, puisque que K
(matrice de raideur) et M (matrice de masse) sont déja définies. De plus, C est orthogonale par rapport

aux vecteurs propres du systeme, ce qui permet d’utiliser une projection modale. Les parametres «
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et 0 sont généralement fixés par 'utilisateur et permettent de piloter respectivement I’amortissement
en haute fréquence et 'amortissement en basse fréquence [30]. En revanche, 'amortissement défini ne
peut I’étre que de maniere globale sur I’ensemble de la structure. Ce type d’amortissement est employé

par [82, 84l 86| [0, 100, 132, 138, 149, 162].

Quelques études récentes prennent en compte un amortissement matériau dépendant de la fré-
quence [37, 99, 147, [165]. Les criteres généralement employés sont la maximisation de la partie imagi-
imag

naire de UL F ou du facteur de perte n;, = % avec A, qui correspond a la fréquence propre complexe
k

k choisie.
4.2.3 Méthodes numériques choisies

Les principales méthodes numériques utilisées pour ’optimisation topologique dans le cadre de la
statique sont reprises en dynamique. Les publications les plus anciennes font généralement appel a la
méthode d’homogénéisation [37), 49] 100, 101, 102}, 110} 150], tandis que les publications plus récentes
utilisent les méthodes par pénalisation comme SIMP [54] 15| [1T9] 147, [149] 162}, 165] ou RAMP [82].
Enfin, on peut noter quelques utilisations de la méthode des courbes de niveau [132] [133], de BESO
[99] ainsi que d’autres méthodes [98], [161].

Concernant les solveurs numériques, MMAEI (décrit dans est le plus fréquemment utilisé
[54), 82, [86] 119, 138, 147, [149] 162]. OC est rarement employé [49] puisqu’il n’est pas bien adapté a la
résolution de problemes de complaisance dynamique, comme cela est décrit dans la section §4.3.4.1]

De plus, le solveur MOCEI proposé par [100] 10T} T02] est une adaptation aux problémes dynamique
du solveur OC, et est présenté a la section §4.3.4.2

4.3 Optimisation du probleme dynamique sans amortissement

4.3.1 Probléeme discrétisé

Le cadre de la dynamique sans amortissement est abordé dans cette partie. La formulation du

probleme de I’équation (2.28) se simplifie :

Ko Ky 2 My My u,| |F¢ (4.3)
T - T d| — :
K; f Ky Méf My Qf Ef
1. MMA : Method of Moving Asymptotes
2. MOC : Modified Optimality Criteria
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avec Koo = K ee- Les densités x sont introduites et on rappelle les expressions de la loi de pénalisation
E.(z.) sur le module d’Young (équation ) et de la matrice de raideur globale associée K(z) en
fonction de la matrice de raideur élémentaire kY(z.) calculée pour un module d’Young unitaire. Les
termes dépendants de z relatifs a la masse sont définis par les expressions des lois de pénalisation sur
la masse volumique je(z.) (équation (4.5a))) et de la matrice de masse globale M(z) (équation (4.5D)))

en fonction de la matrice de masse élémentaire m?(x.) calculée pour une masse volumique unitaire :

Ee(xe) = fe(ze)Eo (4.4a)
K(z) = Al_ Ee(ze)k, (4.4b)
ﬁe(xe) = fp(xe)po (4.5&)
M(l) = Agzlﬁe(xe)mg (45]3)

ou les lois de pénalité sur le module d’Young (équation [4.6a)) et sur la masse volumique (équation |4.6b))

sont :
Emin Emin
fe(ze) = + 2 (1 - ) (4.6a)
0 Ey
Pmin Pmin
Te) = +alt(1— ) 4.6b
fylae) =P (1 L (4.6D)

Les lois de pénalisation possedent des facteurs de pénalité différents afin que la convergence soit pilotée
par le terme le plus pénalisé. En effet, dans le cas ou p # m, la raideur et la masse provoquent un effet

quantitatif différent sur ’ajout ou I’enlévement de matiere.

On remplace les termes de raideur et de masse de 1'équation (4.3) par les termes des équations
(4.4b)) et (4.5b)), ce qui donne :

([Kefz(fﬂ) Kéf(x)] i [Mee(x) sz(x)D [Qe(x)] _ [ Ff ] (4.7)
Ki:(z) Kyf(z) M7, (z) Myp(z)|) | U§ Fy(z) '

En considérant que le déplacement imposé est nul, ce qui est le cas dans ce chapitre, la premiere

équation de ce systeme s’écrit :
(Kee() — w*Mue(e)) Uyla) = Ef (48)

Dans la suite, on pose : K(z) = Ky(z), M(z) = My (z),U(z) = Uy(z) et F = F%, ce qui permet de
réécrire I’équation || de fagon simplifiée (U jf =0)

(K@) - «*M(2)) Ulx) = F (4.9)
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4.3.2 Critere d’optimisation

La fonction objectif considérée est la complaisance dynamique :
c(z) = U (@)E| (4.10)
En utilisant 'équation (4.9)), la fonction objectif s’écrit en fonction de K(z) et M(z) :
e(2) = [U@)" (K@) - *M(2)) Ula)| (4.11)
qui s’écrit en introduisant les matrices élémentaires :

iueT(&) (ke(we) - mee(xe)) U (Ze) (4.12)

ol u, regroupe les déplacements des nceuds de ’élément e. En utilisant les équations (4.4al), (4.4Db)),
(4.5al) et (4.5bf), la complaisance dynamique s’écrit :

c(z) = (4.13)

n
>~ ul (2e) | (Buain + 8 (Eo = Buin)) k2 = (paain + 27 (p0 = prain)) m| 1, ()
e=1

L’expression de la dérivée de la complaisance en fonction des variables de conception s’obtient en

dérivant ’équation (4.10) :
ou’

c _ T
oy = (U'@E) 5= F (4.14)
ou le terme gT% s’obtient en dérivant ’équation l' par rapport a x. :
o = (K@ -wM@) (5 - 20 ) U (4.15)

La combinaison des équations (4.14)), (4.15)) et (4.9) donne 'expression de la dérivée de la complaisance

par rapport aux variables de conception s’écrit :

Oc

97, = —sgn (QT(@E) U” (2) ((“)K LM

o w axe>U(x) (4.16)

En remplagant par les dérivées des lois de pénalisation (4.4a)) et (4.5a), il vient [I00) IT5] :

oc
0%e

= —sgn (UT(@)F) ([pal ™" (Eo — Bwin)UT (2)K2U (2)] — w? [ma~ (o0 — puin)U” (2)M2U ()| )

(4.17)
ot KY = A" 6;.kY et M? = A", 5;,m!. Cette relation nécessite de calculer les termes U” (2)KOU ()
et U T(Q)MSQ (z) & chaque itération. Dans la suite de ce travail, le facteur de pénalité m de la loi de

pénalité sur la masse volumique est choisi égal a 1.
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Parametres | Valeurs
Ey 1
Fnin 1.107°
v 0,3
00 1.1076
pmin | 110715

TABLE 4.1 — Parametres matériaux

\VAVAVA
gl

(a) C.L. de la poutre Cantilever 2D (b) Solution optimale en statique

FIGURE 4.1 — Poutre Cantilever 2D

4.3.3 Atténuation des modes locaux parasites

4.3.3.1 Identification du phénomeéne

Afin d’éviter que les matrices soient singuliéres, les lois de pénalisation (4.6a]) et (4.6b) font ap-
paraitre un matériau de raideur infinitésimale Fy,;, et de masse volumique infinitésimale ppin dans
les zones ou x, tend vers zéro. Cela entraine que des modes locaux apparaissent dans ces zones et

perturbent la dynamique globale.

Pour illustrer ces modes locaux, le cas de la poutre cantilever 2D en statique du chapitre précédent
est repris pour les parametres du matériau fictif présentés dans le tableau et les valeurs de pg et

Pmin Ont été choisies afin que les premiers modes soient autour de 1 Hz.

L’évolution des trois premieéres fréquences propres au cours de 'optimisation est étudiée. La confi-
guration initiale ainsi que la solution sont rappelées a la figure Les allures des modes propres
initiaux sont obtenus pour un domaine de conception dont les densités élémentaires x. sont toutes

égales a la fraction volumique de départ : o = 50%, représenté en gris aux figures et

La figure présente ’évolution des valeurs des trois premieres fréquences propres au cours de

l’optimisation. On constate qu’elles tendent rapidement vers 0. Les figures [4.3b] [4.3d] et [4.31] présentent

les déformées des modes associés a ces fréquences propres pour la solution finale obtenue apres opti-

misation et on voit que ce sont des modes locaux parasites se situant dans des zones ou, d’apres la
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3.0+
—— Mode 1
Mode 2
2.5+ —— Mode 3
~ 2.0
=
)
2 1.5
@
3
o
0
w 1.0 A
0.5 - K\L
0.0 - '
0 10 20 30 40 50 60

ltérations

FIGURE 4.2 — Evolution des valeurs des fréquences propres pendant ’optimisation

Configuration initiale | Configuration finale
Mode 1 [Hz| 0,42 0,053
Mode 2 [Hz| 1,91 0,053
Mode 3 [Hz| 2,09 0,084

TABLE 4.2 — Comparaison des trois premieres fréquences propres

figure le matériau est absent. Le tableau [4.2] met en comparaison les valeurs des trois premiéres
fréquences propres dans la configuration initiale et dans la configuration finale. On voit que les valeurs
de ces fréquences propres diminuent fortement et tendent vers 0 ce qui rend inexploitable la dynamique

de la structure.

4.3.3.2 Implémentation d’une méthode d’atténuation

Il existe plusieurs méthodes permettant de diminuer ’apparition des modes locaux parasites et
pouvant exploiter la dynamique de la solution finale. La plupart des travaux cherchent a exclure les
nceuds qui ne sont entourés que d’éléments dont la pseudo-densité est nulle. La méthode retenue ici

provient de [I49] et consiste & modifier la valeur de la loi de pénalité sur les masses volumiques pe
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(a) Allure du mode 1 - configuration initiale

(¢) Allure du mode 2 - configuration initiale

(e) Allure du mode 3 - configuration initiale (f) Allure du mode 3 - configuration finale

FI1GURE 4.3 — Comparaison de 'allure des modes propres locaux pour la poutre Cantilever 2D
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FIGURE 4.4 — Evolution des valeurs des fréquences propres avec instauration d’un seuil sur les effets
d’inertie
lorsque la valeur de la densité d’un élément est inférieure a un seuil Tgey; défini :

Pmin

Pmin )

=+ :L'e(l — Sl Te > Tgeuil
folze) = PO Po (4.18)

0 Sl Te < Tgeuil
Ainsi, les effets d’inertie ne sont plus pris en compte dans les zones “sans matiere” mais les éléments
restent toujours actifs et contribuent a la rigidité. Cela permet de supprimer les modes locaux tout en

évitant les probléemes de singularité de matrices. Le seuil choisi ici est ¢, = 0, 15.

4.3.3.3 Application a la poutre cantilever 2D

Le cas de la poutre Cantilever (figure avec la prise en compte de 1’équation change
I’évolution de la dynamique des trois premieres fréquences propres, comme le montre la figure 4.4, On
voit cette fois-ci que les fréquences propres augmentent au cours des itérations et que les déformées
modales associées ne sont plus des modes locaux, comme cela est attendu. Les valeurs des fréquences

propres finales sont renseignées dans le tableau et les formes des modes associés se trouvent a la

figure
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Configuration initiale | Configuration finale
Mode 1 [Hz| 0,42 1,04
Mode 2 [Hz| 1,91 2,72
Mode 3 [Hz| 2,09 3,54

TABLE 4.3 — Comparaison des trois premieres valeurs propres

(a) Allure du mode 1 - configuration initiale (b) Allure du mode 1 - configuration finale

(¢) Allure du mode 2 - configuration initiale (d) Allure du mode 2 - configuration finale

(e) Allure du mode 3 - configuration initiale (f) Allure du mode 3 - configuration finale

FIGURE 4.5 — Comparaison de ’allure des modes propres locaux pour la poutre Cantilever 2D
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I

(a) Forme finale obtenue (b) Evolution des fréquences propres

—— Mode 1
Mode 2
—— Mode 3

2.0

1.0

Fréquence [Hz]

0.5

0.0

10 20 30 40 50 60 70
ltérations

FIGURE 4.6 — Optimisation avec le solveur OC pour une fréquence ciblée f* = 0,42 Hz

4.3.4 Limites et modifications du solveur numérique

4.3.4.1 Limites du solveur OC

Les effets d’inertie entrainent que le probleme peut devenir mal posé. En effet, la matrice K —w?M
n’étant pas définie positive, cela engendre que la dérivée de la complaisance dynamique a I’équation

(4.16)) peut changer de signe. Lorsque cette dérivée est positive, la condition d’optimalité

0c(2)
OTe

x*

)
N

=1

m*

obtenue a 1’équation lb n’a pas forcément de couple solution (A*,z*) puisque A et agg) sont

toujours strictement positifs. Le calcul peut alors ne plus converger vers un optimum.

Pour illustrer cela, une optimisation de la complaisance dynamique de la poutre cantilever 2D est
effectuée a la fréquence f* = 0,42 Hz. Cette fréquence correspond a la fréquence du premier mode
propre de la configuration initiale dans le tableau La forme finale est visible a la figure et
’évolution des fréquences propres jusqu’a la 70°™¢ itération (au-dela, il n’y a plus d’évolution) se voit &
la figure On peut voir que la forme ne possede aucun sens physique et que les fréquences propres
Oéme

tendent vers 0. La calcul n’a pas convergé et s’est arrété a la 20 itération.

4.3.4.2 Implémentation de solveurs adaptés

L’exemple présenté dans la section ci-dessus montre que le solveur OC n’est pas adapté pour la
résolution de probleme d’optimisation en dynamique. Des solveurs plus adaptés sont présentés dans

cette section :
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— Method of Moving Asymptotes (MMA),
— Modified Optimality Criteria (MOC).

MMA Le solveur MMA [145] 146] a été développé spécifiquement pour la résolution de problémes
d’optimisation de structure. Son principe est de substituer la fonction objectif et les fonctions contrain-
tes (ici la fonction objectif ¢(x) et la fonction contrainte v(z)) par des fonctions d’approximations stric-
tement convexes, calculées et résolues a chaque itération. En considérant une fonction d’approximation
f(z) ot z désigne les n variables du problemes, celle-ci est donnée par :

- w n p(]c) q(k)
f¥ @) =r®+3> < : + — ) (4.19)
P (fi<k) 7 (k)

ot (%) est le résidu et s’obtient en calculant la différence entre la fonction réelle et sa fonction d’ap-
(k) (k)

proximation, et les termes p,”’ et ¢;”’ sont définis par :
k) _ (g® _ 0N\ OF (h) _ . of
p! = (07 =) o MO (4.20)
) _ () _ (50 _ p0)?* OF . Of '
pi - =0et g (% i ) D |y 5o o <0

Les variables Ui(k) et Lgk) sont les asymptotes mobiles dont la valeur varie en fonction des valeurs des

itérations précédentes de la maniére suivante :
k k k k—1
Ui()—:cg)——’yi()(l}( )

LW~ g 4 (100

(4.21)

ou le facteur 'y(k) pilote la vitesse de convergence et vaut :

i

2

( (
—2l) (2 =2 ) > 0 (4.22)
( (

Les différentes valeurs que ’y(k) peut prendre impliquent que :

i

— les asymptotes hautes et basses se rapprochent du point optimal si les deux itérations précé-
dentes évoluent dans la direction opposée ('yi(k) =0,7),

— les asymptotes s’écartent si les deux itérations précédentes évoluent dans la méme direction

(VM =1,2),
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— la position des asymptotes reste la méme si un point stationnaire a été trouvé.
Le processus itératif continue jusqu’a ce que les conditions de KKTE|[87 , [94] soient vérifiées, ce qui

signifie que le calcul a convergé vers un optimum.

MOC Le solveur MOC [100} 102] est une adaptation de I’algorithme OC dont le but est de compenser
les termes positifs de dérivée de complaisance par 'ajout d’un parametre de décalage p. On rappelle

le Lagrangien de I’équation du chapitre précédent :
L(Z, ) =c(Z) + \v(Z) (4.23)
Le parametre p est inséré dans I’expression du Lagrangien qui s’écrit alors :
L&A 1) = e(@) + Mo(&) + (&) — (@) (4.24)
Le multiplicateur de Lagrange décalé \' = X\ + p apparait en manipulant les termes de 1’équation :
L(Z, A, 1) = e(Z) — po(Z) + Nv(Z) (4.25)

La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables de conception est calculée afin de définir la

condition d’optimalité :

OL(Z, \, ) 0
ax * \K* [ x -
€ (ﬁ AF ) (426)
dc Ov , Ov
& — i + A =0
a.ﬁUe (£*7)\*7M*) 3.236 (ﬁ*v)‘*vﬂ*) a.ﬁUe (£*7)\*7M*)
En manipulant les différents termes, on trouve la nouvelle condition d’optimalité suivante :
1 680
Te _
B o
9xe /1 (2 A% p*)

1 doit étre défini afin que la condition d’optimalité soit vérifiable a chaque itération k£ au sens ou le

signe du terme de gauche doit étre strictement positif, ce qui est le cas pour la valeur suivante :

) (4.28)
z=z (k)

Jc

B — e [ P
= ax

H 1<e<n v

OTe

3. KKT : Karush-Kuhn-Tucker
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—— Mode 1
Mode 2
—— Mode 3

1.0

051/

0 10 20 30 40 50 60
Itérations

Fréquence [Hz]
N
°

(a) Forme finale obtenue (b) Evolution des fréquences propres

FIGURE 4.7 — Optimisation avec le solveur MMA pour une fréquence ciblée f* = 0,42 Hz

4.3.5 Application et résultats sur la poutre cantilever 2D

4.3.5.1 Optimisation a la fréquence du premier mode

Les deux solveurs numériques sont utilisés pour minimiser la complaisance dynamique a la fréquence
du premier mode propre (figure [4.3al) provenant de la configuration initiale de la poutre cantilever 2D

(figure {4.1a)).

Résolution avec MMA Les résultats obtenus pour la poutre cantilever 2D se trouvent a la figure
On voit sur la figure que la forme differe de la forme statique de la figure 4.1b| puisque qu’une
forme en treillis apparalt au cceur de la structure. La figure montre I’évolution des fréquences

propres et on observe que celles-ci sont repoussées au dela de 0,42 Hz.

La valeur finale de la complaisance est de 236,47 et le calcul converge en 63 itérations.

Résolution avec MOC Les résultats obtenus se trouvent a la figure On constate sur la figure
que la forme obtenue a convergé et qu’elle est similaire a celle du cas statique. De plus la figure
montre que les trois premieres fréquences propres sont repoussées au dela de 0,42 Hz. L’évolution du
parametre de décalage u est présenté a la figure On peut voir que sa valeur est tres importante lors
des premieres itérations ce qui signifie que certains termes de dérivée de complaisance sont largement
positifs. Puis sa valeur diminue pour se rapprocher de 0 ce qui se traduit par le fait que le calcul

converge.

Contrairement & OC ou MMA pour qui le critere d’arrét est fixé a 1%, 'utilisation de ’algorithme
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(a) Forme finale obtenue (b) Evolution des fréquences propres

FIGURE 4.8 — Optimisation avec le solveur MOC pour une fréquence ciblée f* = 0,42 Hz
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FIGURE 4.9 — Evolution du parametre de décalage p au cours des itérations
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MOC montre que le critere d’arrét doit étre abaissé a 0,5% car dans le cas contraire, le calcul est
stoppé trop rapidement et la forme finale obtenue n’est pas physique. En utilisant cette valeur de
critere, la valeur finale de complaisance est de 216,89 soit environ 8% de moins qu’avec MMA et le

nombre d’itérations est de 206.

4.3.5.2 Optimisation a la fréquence du deuxiéme mode

Les résultats précédents montrent que lorsque I'optimisation est réalisée en statique (figure ou
a la fréquence du premier mode (figures et , la valeur des trois premieres fréquences propres
augmente entre la forme initiale et la forme finale. Ce phénomene est fréquemment observé [49] [82]
100} [T47]. Dans cette section, nous fixons comme objectif de minimiser la complaisance dynamique
a la fréquence propre du deuxieme mode de la poutre cantilever optimisée pour une fréquence de 0
Hz. L’idée est d’étudier 1’évolution des fréquences propres, notamment la premiere, afin de voir si
celle-ci décroit, comme on peut le supposer puisque la fréquence a laquelle la structure est optimisée
est supérieure. Afin de visualiser cela, une comparaison des FRF's avec le cas optimisé en statique est
réalisée.

L’optimisation est réalisée avec les deux solveurs numériques présentés. Le calcul réalisé en statique
avec MMA et présenté a la figure [4.7] donne f* = 2,55 Hz comme valeur de la fréquence propre du
deuxieme mode. Cette valeur est légerement différente de la valeur f* = 2,72 Hz (figure obtenue
avec MOC. Pour chaque solveur, I'optimisation a la fréquence du deuxieme mode est réalisée a la
valeur obtenue avec celui-ci. Enfin, la résolution de ce type de calcul montre que les résultats obtenus
sont généralement meilleurs lorsque la valeur de pénalité p est un peu plus faible. La valeur choisie ici

est p = 2,5.

Résolution avec MMA La solution obtenue est présentée a la figure On constate que la
forme obtenue a la figure de gauche contient un amas de matiere au centre. Cet amas est relié au reste
de la structure par des fins connecteurs et pourrait ressembler & un oscillateur & masse accordée. La

fraction volumique de la structure finale est de 50,0%.

La FRF en complaisance de la solution optimale montre que le premier mode a été repoussé vers
les basses fréquences tandis que les autres modes sont tous plus haut en fréquences que la fréquence

ciblée. Cependant, I’évolution de la complaisance ne permet pas de converger de fagon monotone vers
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FI1GURE 4.10 — Solution optimale avec MMA pour f* = 2,55 Hz
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FIGURE 4.11 — Evolution de la fonction objectif au cours des itérations
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FIGURE 4.12 — Solution optimale obtenue avec MOC pour f* = 2,72 Hz

un minimum, comme le montre I’évolution de la norme de la complaisance a la figure Le critere
d’arrét est choisi pour une valeur de 2%. La valeur finale de la fonction objectif est 12,78 et est atteinte

en 324 itérations.

Résolution avec MOC La forme de la solution obtenue avec MOC se trouve a la figure et le
critere d’arrét a été choisi a 0,2%. Tout comme pour la solution provenant de MMA, on constate un
amas de matiere au centre de la géométrie. Cette forme est aussi lié au reste de la structure par des
fins connecteurs. Enfin, on observe quelques zones de densités intermédiaires sur la partie droite de la

forme. Le volume final de la structure est de 50,0%.

La figure de droite montre la FRF de la solution optimale statique (pointillés rouges) et la solution
optimale pour la fréquence f* = 2,72 Hz (trait continu noir). Dans ce cas, on constate que le premier

mode est décalé vers les basses fréquences et que les autres modes sont repoussés vers les fréquences

plus hautes.

La convergence est atteinte en 127 itérations et la valeur de la norme de la complaisance finale
est de 8,77. De plus, son évolution au cours des itérations (figure [4.13)) montre qu’elle subit un pic
en début d’optimisation correspondant au fait que le mode 2 se trouve a la fréquence d’optimisation.

Ensuite, le mode est décalé et ’évolution se stabilise jusqu’a la convergence.
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1751 — MOC

Evolutiondec
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FIGURE 4.13 — Evolution de la fonction objectif

YMOC y=1|~v=L1|~v=15|~v=2|~v=3
Complaisance | 8,77 6,39 8,36 8,95 | 10,39
Nb. itérations | 127 159 38 49 44

TABLE 4.4 — Résultats pour différentes valeurs de ~y

4.3.5.3 ~YMOC : amélioration du temps de calcul pour la fréquence du deuxiéme mode

Dans le but de réduire le temps de calcul, la méthode MOC est modifiée. Le parametre v est

introduit et redéfinit le parametre p de la fagon suivante a chaque itération k :

Oc
p® =5 max (%ﬁe (4.29)
z=z(*)

1<e<n Dre
avec v > 1 afin que la condition d’optimalité soit toujours atteignable, ce qui ne serait pas le cas si

~v < 1. Comme I’algorithme de résolution est le méme que MOC, on peut supposer que les formes
des solutions provenant des deux solveurs sont proches. Un calcul est effectué pour plusieurs valeurs
de parametres v et les résultats sont consignés dans le tableau [£.4] La solution obtenue avec MOC
(v = 1) est comparée aux valeurs v = 1,1, v = 1,5, v = 2 et vy = 3. La solution la plus satisfaisante
est ¥ = 1,5 (en bleu) puis que le nombre d’itérations est réduit de 70% (38 contre 127). D’autre part,
on note une légere amélioration de la complaisance finale (8,36 contre 8,77, soit une baisse de 4,7%).
La forme finale provenant de ce cas de calcul se trouve a la figure [4.14] et on constate qu’elle est tres
similaire & la solution obtenue avec MOC (figure . La comparaison des FRF de la figure

entre les cas obtenus avec v = 1 et v = 1,5 confirme cette amélioration et montre que la dynamique
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logyo(c) [N.m]
=

0 2 4 6 8
Fréquence [Hz]

(a) Forme optimale obtenue avec v = 1,5  (b) Comparaison des FRF pour vy = l ety =1,5

FIGURE 4.14 — Solution optimale obtenue avec yYMOC

de la structure est presque identique sur la bande de fréquence [0 — 3] Hz, c’est-a-dire autour de la
fréquence ciblée. Les différences proviennent principalement des zones de densité intermédiaires qui

modifient la dynamique de la poutre, mais qui n’ont pas de sens physique.

Enfin, on peut comparer I’évolution du parametre p pour voir U'influence de « sur celui-ci. La
figure trace cette évolution au cours des itérations et on voit que les deux solutions montrent une
évolution soudaine de p au début du processus d’itération. Puis, dans le cas v = 1,0, ce phénomene
est suivi par de nombreuses oscillations, tandis que pour v = 1,5, la valeur de p augmente rapidement

jusqu’a ce que le calcul ait convergé.

4.3.6 Application et résultats sur le cube 3D

4.3.6.1 Optimisation a la fréquence du troisieme mode

Le cube présenté a la figure est étudié. Le déplacement dans la direction verticale est bloqué
au niveau des 4 coins de la surface inférieure et un effort ponctuel est appliqué au centre de la
face supérieure. La forme finale calculée en statique ressemble a une structure de type “tabouret”
contenant 4 pieds se situant dans les coins. Sur cette application, les densités de la forme finale qui
sont inférieures a 0,3 ont été tronquées. Les deux premiers modes propres de vibration sont des modes
jumeaux provenant de la symétrie de la structure et ne sont pas visibles sur la FRF car I'effort appliqué
est transverse au déplacement des déformées modales. On cherche ici a optimiser la complaisance

dynamique a la fréquence de son troisieme mode (calculé pour la configuration statique) qui se situe
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FIGURE 4.15 — Evolution du parametre p pour vy =1,0et v =1,5
(a) Géométrie et conditions aux limites du cube (b) Forme de la solution finale optimisée en sta-
3D tique
FI1GURE 4.16 — Conditions aux limites et forme finale optimisée en statique pour le cube 3D
a 5,8 Hz.

Résolution avec MMA Les résultats obtenus avec MMA sont présentés a la figure On

constate que cette fois-ci, la solution est constituée de 4 piliers se situant dans les coins et d’un

pilier central. On constate néanmoins que la structure n’est pas tout a fait symétrique. Concernant la

FRF de la figure on observe que le pic ciblé a été décalé en basse fréquence. De plus, on observe

quelques perturbations un peu au dessus de 2 Hz qui peuvent provenir de la dissymétrie. Le calcul a

convergé en 256 itérations et la valeur de la complaisance finale est 2,22.
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FIGURE 4.17 — Solutions optimales avec MMA pour f* =5,8 Hz

Résolution avec YMOC Les résultats obtenus avec yYMOC (incluant v = 1,0) sont présentés a la
figure [4.18] Cette fois-ci, les FRF's des solutions v = 1,0 et v = 1,5 sont superposées et on constate un
tres léger écart entre les deux. En regardant la forme des solutions, on constate qu’elles sont similaires
entre elles et avec la forme obtenue avec MMA. Néanmoins, dans les deux cas la forme est symétrique
ce qui a plus de sens physique que pour la forme provenant de MMA. Avec v = 1,5, le temps de calcul
a été réduit de plus de 76% comparé au cas v = 1,0 (14 contre 59) et la complaisance a diminué de

5,8% (3,11 contre 3,30).

4.3.6.2 Bilan

Les résultats présentés ici montrent qu’il est possible de converger vers un optimum en cherchant
a minimiser la complaisance dynamique a une fréquence donnée. Pour réaliser cela, deux nouveaux
solveurs (MMA et MOC) ont été implémentés et ont permis de surmonter les difficultés rencontrées
par le solveur OC en dynamique. De plus, une modification du solveur MOC en yYMOC a montré
sur deux cas d’applications qu’il est possible d’améliorer le temps de calcul par rapport aux solutions
de références. Cependant, les différentes applications présentées montrent que la FRF associée a la
complaisance globale n’est généralement pas tout a fait alignée avec une anti-résonance. Cela peut
s’expliquer par le fait que le critére d’arrét est empirique et ne permet pas toujours d’atteindre le
minimum exact. D’autre part, les valeurs de complaisance obtenues et le nombre d’itérations nécessaire

pour converger ne permet pas systématiquement de dire qu’'un solveur est plus efficace qu'un autre.
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(a) Forme finale obtenue pour v = 1,0 (b) Forme finale obtenue pour v =1,5
--- z*(0 Hz)
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FIGURE 4.18 — Solutions optimales avec YMOC pour f* = 5,80 Hz
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Deltane 350
Ey (MPa) 4,20
Ey (MPa) | 1,62.103
a () 0,59
T (us) 0,52
p (g/cm?) 1,46

TABLE 4.5 — Valeurs des parametres matériaux pour le Deltane 350

4.4 Optimisation du probleme dynamique avec amortissement

4.4.1 Probléme discrétisé

Le cadre de la dynamique avec amortissement est considéré dans cette partie et ’équation de la

dynamique de ’équation ([2.28)), rappelée ici est considérée :

Keo Keer| | (Kipw) Kip@)| o |Me Mg\ (Do) F{
Kb Kepr|  |[Kw) Ky M7, Myl ) (US| | Ey

(4.30)

4.4.2 Critere d’optimisation

L’introduction de I'amortissement rendant le probleme global complexe, la complaisance dyna-

mique de I’équation (4.13) s’écrit en fonction de ses parties réelles et imaginaires :

2 2
c(z) = \/Re (QT@)E) + Im (QT(Q)E) (4.31)
La dérivée de la complaisance devient alors :
ORe(U" (2)F) T om(UT (z)F)
Re (U7 (2)F) L WE) | 1y (yT(z)F) 2 @E)
80 . ( ) 8$e ( ) 0 e (432)

Ore \/Re (QT(i)E>2 + Im (QT(ﬁ)E)Q

4.4.3 Optimisation de la poutre cantilever 2D amortie

Le cas de la poutre cantilever 2D est repris dans cette section. Le matériau constituant le domaine
de conception est le Deltane 350, dont les caractéristiques évoquées au premier chapitre sont rappelées
dans le tableau L’effort appliqué est un effort harmonique choisi avec une amplitude arbitraire
de 100 N afin que les valeurs des sensibilités de complaisance soient suffisantes pour faire converger

I’algorithme.
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FIGURE 4.19 — Solution optimale obtenue en statique avec MMA

L’optimisation en statique en prenant en compte les valeurs des parametres matériaux du tableau
donne la méme forme de solution optimale (figure que pour les autres cas statiques de la
poutre cantilever 2D traités dans ce document. On voit sur la figure que les cinq premieres
fréquences de résonance de la structure initiale se trouvent dans la bande de fréquence [0,05 — 0, 35]
Hz. L’optimisation est réalisée pour les fréquences f* = 0,11 Hz et f* = 0,29 Hz, qui correspondent
respectivement a l’anti-résonance entre la premiere et la deuxieme fréquence de résonance, et a la
fréquence de résonance du quatrieme fréquence. Enfin, les solutions sont obtenues avec le solveur
MMA. Les résultats du solveur MOC ne sont pas présentés car 'algorithme génere rapidement des

oscillations empéchant la solution de converger.

Optimisation a la fréquence f* = 0,11 Hz La solution obtenue est présentée a la figure [4.20
L’image de gauche montre la forme de la solution optimale. La structure est divisée en deux parties :
une partie treillis a gauche et une partie arrondie concentrant ’essentiel de la matiere sur la partie

droite. La fraction volumique de la solution finale est de 50,0%.

La figure de droite (figure|4.20b) montre la FRF de la solution optimale. On voit que les fréquences
de résonances se situent de part et d’autre de la fréquence d’optimisation (0,11 Hz) et qu'une zone

d’anti-résonance se trouve au niveau de cette fréquence

La convergence est atteinte en 47 itérations, et la valeur finale de la complaisance est de 0,048

N.m, pour un critére d’arrét choisi a 2%.
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F1GURE 4.20 — Solution optimale obtenue avec MMA pour f*=0,11 Hz
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FIGURE 4.21 — Solution optimale obtenue avec MMA pour f* = 0,29 Hz

Optimisation a la fréquence f* = 0,29 Hz

La solution obtenue est présentée a la figure 4.21

On constate que la partie droite de la structure ressemble a celle du cas f* = 0,11 Hz, mais la partie

gauche est différente. La fraction volumique de la solution finale est de 49,9%.

En regardant la FRF, on voit que contrairement au cas précédent, le deuxieme mode se trouve

cette fois-ci en basse fréquence. De plus, comme pour le cas précédent, la complaisance dynamique

au niveau de la fréquence d’optimisation se trouve loin des fréquences de résonances, et proche d’une

anti-résonance.

La convergence a été atteinte en 103 itérations, et la valeur finale de la complaisance est de 0,0058

N.m, pour un critere d’arrét de 6%.
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4.5 Conclusion et contributions

Dans ce chapitre, I’algorithme d’optimisation topologique est étendu aux problématiques de dyna-
mique avec et sans amortissement. Plusieurs difficultés sont rencontrées et traitées lors du passage de
la formulation statique & la formulation dynamique. Nous avons notamment contourner I’hypothese
faite sur les densités nulles qui entraine ’apparition de modes locaux, en tronquant les effets d’inertie
des zones a faible densité. D’autre part, la prise en compte des effets d’inertie entrainant que la condi-
tion d’optimalité issue de la formulation statique n’est plus respectée est surmontée en implémentant

deux nouveaux solveurs, MMA et MOC.

Le code implémenté fonctionne pour la résolution de problemes d’optimisation topologique en
2D a une fréquence donnée. Ce code comporte un critere dynamique pour les cas de dynamique
sans amortissement et un critere dynamique complexe pour les cas de dynamique avec amortissement.
Néanmoins, on constate que lorsque la fréquence ciblée est trop élevée (= supérieure aux trois premiers
modes), 'algorithme ne converge plus. D’autre part, il a peu été appliqué a des cas en 3 dimensions,

faute de temps.

Une premiere contribution issue de ce chapitre est I’expression complexe d’un nouveau critere dyna-
mique adapté pour les cas d’amortissement provenant d’élastomeres. Ce critére permet de tenir compte
aisément de la modélisation de Zener du comportement viscoélastique. La deuxiéme contribution est
I’évolution du solveur MOC avec 'ajout du parametre v qui permet d’améliorer significativement la

convergence et le temps de calcul.
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5.1 Conclusion générale

Au cours de cette these, nous nous sommes fixés comme objectif d’étudier 'optimisation topo-
logique et de s’en servir pour réaliser de I’amortissement de vibrations a l'aide de matériaux élas-
tomeres. Pour cela, un cas test représentatif d’une application industrielle complexe a été congu et
testé numériquement afin d’étudier le controle de 'amortissement de vibrations transmises depuis une
sous-structure a une autre, au travers de liaisons dont la géométrie et les propriétés viscoélastiques
sont dimensionnées. Ensuite, un état de l'art des différentes méthodes d’optimisation a été fait et
une méthode d’optimisation topologique par pénalisation a été choisie puis développée. De plus, une
modélisation du comportement viscoélastique du matériau amortissant a été réalisée. L’ensemble de
ces éléments a été implémenté dans un code maison. Cependant, toutes les problématiques que souleve

la réalisation de problemes d’optimisation topologique en dynamique n’ont pu étre résolues.

La premiére contribution de cette these concerne le premier chapitre et est plutét d’un intérét
industriel, puisqu’il s’agit de ’ajout de matériau amortissant dans un systeme global pré-existant, dans
le but d’amortir les vibrations transmises a la charge utile par son support. Le modele viscoélastique
a été incorporé et plusieurs liaisons ont été testées numériquement afin de visualiser leur impact sur la

dynamique globale de la structure [35]. Une optimisation paramétrique a été réalisée afin de déterminer
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des caractéristiques géométriques et matériaux optimales d’une liaison viscoélastique comportant de

I’élastomere.

La deuxiéme contribution de cette these concerne I'optimisation topologique en statique (cha-
pitre 2) et regroupe différents travaux menés dans le cadre de I'extension de 'optimisation topologique
a des géométries circulaires. Dans un premier temps, un algorithme de rigidification d’interfaces a été
implémenté et est pris en compte dans le calcul lors de I'optimisation. Nous avons montré que cette
hypothese peut s’avérer utile dés que deux matériaux ayant une grande différence de raideur ont une
interface commune, ou bien en présence d’un solide infiniment rigide. Dans un deuxiéme temps, une
méthodologie de définition du voisinage dans un maillage non-régulier a été implémentée. Celle-ci se
base sur la taille de maille de chaque élément afin de contréler I'influence des voisins sur un élément
cible. Les résultats obtenus sur les plots 3D vont dans ce sens et montrent que selon les valeurs choisies,
la solution finale differe [34]. Dans un troisieme temps, une nouvelle loi de pénalisation des densités
élémentaires a été proposée. Cette loi s’appuie sur deux lois existantes, SIMP et RAMP, et couple leurs
avantages respectifs (SIMP sur les densités élevées et RAMP sur les densités faibles) afin d’offrir de
meilleures performances concernant la convergence et le temps de calcul nécessaires pour parvenir a la
solution optimale. Les cas d’application ont tendance & montrer que cette observation s’avere exacte

en 2D, mais pas toujours en 3D.

La troisieme contribution concerne l'optimisation topologique en dynamique traitée dans le
chapitre 3. La principale amélioration est ’écriture d’un critére pour la compliance dynamique, prenant
en compte 'amortissement viscoélastique. Ce critere se base sur I’expression complexe de la compliance
et s’exprime simplement en fonction des parties réelles et imaginaires. Une autre amélioration apportée
concerne I'un des solveurs numériques employés pour la résolution de problemes dynamiques, qui a été
modifié afin d’améliorer nettement la convergence et le temps de calcul. Cette modification n’impacte
pas la qualité de solution finale, dont la différence par rapport a la solution obtenue avec le solveur

non-modifié est négligeable.
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FIGURE 5.1 — Vue en coupe de la géométrie de liaison viscoélastique envisageable

5.2 Perspectives
5.2.1 Perspectives : améliorations du cas test représentatif

L’application traitée dans le chapitre 2 peut étre améliorée de plusieurs facons :

e D’autres géométries de liaisons peuvent étre testées numériquement afin de déterminer la géo-

métrie générant le plus d’amortissement. Celle-ci doit tenir compte des dimensions imposées et

de la tenue statique. Une solution envisageable serait de placer le matériau élastomere afin que

celui-ci puisse travailler a la fois en traction-compression dans certaines zones et en cisaillement

dans d’autres, telle que le montre la vue en coupe de la figure [5.1

e [’ensemble des seize liaisons du systeme peuvent étre modélisées avec un comportement visco-

élastique. Néanmoins cela implique que le temps de calcul peut augmenter de maniere impor-

tante.

5.2.2 Perspectives : poursuite du travail en cours

Plusieurs pistes d’amélioration peuvent étre envisagées directement a la suite de ce travail :

e Comme il a été évoqué en §3.3.3] un compromis a été fait entre le choix de la valeur de la

pénalité de la loi SIMP et le coefficient de Poisson du matériau élastomere, afin que la solution

soit toujours physique. La loi SIMP est bien adaptée pour les matériaux a coefficient de Poisson

~ 0,3, mais inadaptée pour ceux dont le coefficient de Poisson tend vers 0,5. Une perspective

serait de définir une nouvelle loi de pénalité qui puisse prendre en compte les coefficients de

Poisson proches de 0,5.

e Le probleme d’optimisation topologique en dynamique peut étre étendu & une bande de fré-

quence. Cela est théoriquement faisable en discrétisant la bande de fréquence et en moyennant

la solution optimale sur tous les points.
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e Les liaisons élastomeres considérées dans le cas représentatif peuvent étre optimisées topologi-
quement en dynamique au travers de deux étapes :
— Optimiser la liaison seule, puis 'incorporer dans le systeme du cas test représentatif,
— Optimiser la liaison élastomere dans son environnement, c’est-a-dire entre le support et le

satellite.

5.2.3 Perspectives : extensions générales

Deux grandes perspectives peuvent étre envisageables dans la poursuite de ce travail :

e Les géométries obtenues apres optimisation topologique ne sont pas directement exploitables
pour des calculs de post-traitement. Un axe de travail consiste & faire de la reconstruction
de géométrie a partir des formes finales optimisées. Le principe peut étre basé sur le lissage
des densités aux nceuds présenté a la section : les éléments peuvent étre découpés en
fonction de la ou la courbe de niveau l'intersecte.

e Un deuxieme axe de travail consiste a étudier expérimentalement la dynamique de structures
optimisées topologiquement au préalable, afin de faire une corrélation calculs-essais et affiner

les parametres numériques choisis pour 'optimisation.
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Annexe A

Résultats pour le plot amortissant 3D
en statique

A.1 Chargement initial

Torseur | ¢y O] ¢,

\

=

\/ 1
|
/

Encastremen

FI1GURE A.1 — Domaine de conception et conditions aux limites

Pour rappel, le plot est rigidifié au niveau de ses faces inférieures et supérieures. Les conditions
aux limites en effort correspondent donc aux sollicitations simples :

— effort normal selon I’axe longitudinal (7),

— effort tranchant dans les directions transverses (7 et 7),

— moment de torsion autour de ’axe longitudinal,
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— moment de flexion autour des directions transverses.
Dans la mesure ot le plot est cylindrique, les résultats obtenus pour les cas d’une résultante dans les
directions 7 et 7 sont identiques. Le raisonnement est également valable pour les couples autour
des axes 7 et 7 Au total huit cas sont présentés, correspondants aux quatre sollicitations simples

calculées pour les deux valeurs de 9. Les quatre cas de chargement sont visibles a la figure

A.2 Résultats obtenus avec la méthode SIMP

A.2.1 Cas d’une résultante dans la direction 7

Les formes optimales obtenues dans les cas § = 1 et § = 2 se trouvent a la figure[A.2] Les déformées
amplifiées d’un facteur de 1 x 107 sont a la figure Les performances des résultats en terme de

nombre d’itérations et de valeur finale de compliance sont répertoriées dans les tableaux de la section

A

VZLX VZLX
(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE A.2 — Solutions optimales lissées
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) z z
LX \,Lx

(a) Solution optimale avec § =1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE A.3 — Solutions optimales "réelles” déformées

A.2.2 Cas d’une résultante dans la direction 7

Les formes optimales obtenues dans les cas = 1 et § = 2 se trouvent a la figure[A.4] Les déformées

amplifiées d'un facteur de 1 x 10° sont & la figure Les performances des résultats en terme de

nombre d’itérations et de valeur finale de compliance sont répertoriées dans les tableaux de la section

A4

(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FI1GURE A.4 — Solutions optimales lissées

159



A.2. RESULTATS OBTENUS AVEC LA METHODE SIMP

v x

(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FI1GURE A.5 — Solutions optimales "réelles” déformées

A.2.3 Cas d’un couple autour de ’axe Z

Les formes optimales obtenues dans les cas 6 = 1 et 6 = 2 se trouvent a la figure Les vues en
coupe des formes optimales pour ces deux cas sont présentées a la figure [A7] Les déformées amplifiées
d’un facteur de 1 x 10% sont & la figure Les performances des résultats en terme de nombre

d’itérations et de valeur finale de compliance sont répertoriées dans les tableaux de la section §A.4]

(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FI1GURE A.6 — Solutions optimales lissées

(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE A.7 — Vues en coupe des solutions
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z
Fox

(a) Solution optimale avec 0 = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FIGURE A.8 — Solutions optimales "réelles” déformées

A.2.4 Cas d’un couple autour de 'axe z

Les formes optimales obtenues dans les cas § = 1 et § = 2 se trouvent a la figure[A.9] Les déformées
amplifiées d'un facteur de 5 x 107 sont & la figure Les performances des résultats en terme de

nombre d’itérations et de valeur finale de compliance sont répertoriées dans les tableaux de la section

A4

¥ X

(a) Solution optimale avec § = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

FI1GURE A.9 — Solutions optimales lissées
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I

(a) Solution optimale avec 0 = 1 (b) Solution optimale avec § = 2

z
Y |x

F1GURE A.10 — Solutions optimales "réelles” déformées

A.3 Résultats obtenus avec la méthode AVER

A.3.1 Cas d’une résultante dans la direction 7

by v e by

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,¢q=5 avecpourp=3,q==6

FIGURE A.11 — Formes finales obtenues avec 6 = 1
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e b v b

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,¢q=95 avecpourp=3,q==6

FIGURE A.12 — Formes finales obtenues avec ¢ = 2

A.3.2 Cas d’une résultante dans la direction 7

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,q=5 avecpourp=3,q==6

FI1GURE A.13 — Formes finales obtenues avec 6 = 1

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,¢q=5 avecpourp=3,q==6

FIGURE A.14 — Formes finales obtenues avec ¢ = 2
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A.3.3 Cas d’un couple autour de ’axe A

IS NSNS z A OSSN

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,gq=5 avecpourp=3,q=26

FIGURE A.15 — Formes finales obtenues avec 6 = 1

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,gq=5 avecpourp=3,q=26

FIGURE A.16 — Formes finales obtenues avec 6 = 2

A.3.4 Cas d’un couple autour de ’axe 7

L
A /
4\ * 7
.

v |x

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avecpour p=3,q=3 avecpourp=3,q=4 avecpourp=3,¢q=5 avecpourp=3,q==6

FIGURE A.17 — Formes finales obtenues avec 6 = 1
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(T (T

(a) Solution optimale (b) Solution optimale (¢) Solution optimale (d) Solution optimale
avec pour p=3,q¢=3 avecpourp—S q=14 avecpourp—S q=5 avecpourp=3,q=26

FIGURE A.18 — Formes finales obtenues avec § = 2

A.4 Synthese des performances

Les tableaux [A /A 3[AE et [A7] présentent les résultats en terme de nombre d’itérations et de

valeur de compliance finale. Le cas de référence choisi est le cas SIMP avec p = 3. Etant donné que
la méthode RAMP est moins documentée que SIMP, et qu’AVER . est nouvelle, les calculs avec cette

derniere méthode ont été réalisés pour des valeurs de pénalité ¢ variant de 3 a 6. p est toujours égal a

3. Les tableaux [A.2|[A.4]JA.6] et [A.8| présentent les écarts exprimés en pourcentage sur les performances

des solutions obtenues avec la méthode AVER par rapport au cas de référence.

A.4.1 Cas d’une résultante dans la direction 7

o — 1 2
Résultante 2 itérations compliance | itérations compliance
SIMP p =3 ,0751 3 0,0917
AVER p=3,¢=3 25 0,0747 30 0,0917
AVER p=3,¢=14 25 0,0747 31 0,0917
AVER p=3,¢=5 25 0,0747 31 0,0918
AVER p=3,¢0=6 26 0,0747 32 0,0919

TABLE A.1 — Performances des différentes solutions pour le cas d’une résultante dans la direction Z
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o —

1

2

Résultante 2

SIMP p = 3

AVER p=3,9=3 | -39,0% -0,51% 0,0% -0,04%
AVER p=3,g=4| -39,0% -0,55% 3,3% 0,08%
AVER p=3,9=5| -39,0% -0,59% 3,3% 0,03%
AVER p=3,9g=6 | -36,6% -0,62% 6,7% 0,16%

itérations

compliance

itérations

compliance
0,0917

TABLE A.2 — Comparaison des écarts en % par rapport a la solution SIMP pour le cas d'une résultante
dans la direction 7

A.4.2 Cas d’une résultante dans la direction 7

o —

1

2

Résultante 77

SIMP p=3

AVER p=3,¢=3 82 0,8657 106 1,0516
AVER p=3,q=4 90 0,8658 113 1,0529
AVER p=3,9=5 101 0,8660 78 1,0536
AVER p=3,¢=6 89 0,8652 96 1,0639

itérations

compliance
0,8644

itérations

compliance

TABLE A.3 — Performances des différentes solutions pour le cas d’une résultante dans la direction 7

o —

1

2

Résultante 7

SIMP p = 3

AVER p=3,g=3 | -109% 0,16% 5,0% 0,15%
AVER p=3,g=4| -22% 0,17% 11,9% 0,28%
AVER p=3,9=5| 98% 0,19% -22.8% 0,34%
AVER p=3,9g=6| -3,3% 0,10% -5,0% 1,32%

itérations

compliance

itérations

compliance
1,0500

TABLE A.4 — Comparaison des écarts en % par rapport a la solution SIMP pour le cas d’une résultante
dans la direction 7
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A.4.3 Cas d’un couple autour de ’axe A

o —

1

2

Couple 7

itérations

compliance
1,772x1073

itérations

compliance
2,278x1073

SIMP p =3

AVER p=3,¢=3 63 1,775x1073 39 2,288x1073
AVER p=3,q=14 63 1,775x1073 42 2,203x1073
AVER p=3,¢=5 57 1,790x1073 71 2,531x1073
AVER p=3,¢=6 62 1,789x 1073 43 2,299%1073

TABLE A.5 — Performances des différentes solutions pour le cas d’un couple autour de ’axe Fl

o —

1

2

Couple 7
SIMP p =3

itérations

compliance
1,772x1073

itérations
29

compliance

2,278 %1073

AVER p=3,9=3 | 28,6% 0,21% 34,5% 0,47%
AVER p=3,g=4| 286% 0,16% 44.8% 0,66%
AVER p=3,9=5| 163% 1,04% 144,8% 11,10%
AVER p=3,9=6 | 265% 0,99% 48,3% 0,96%

TABLE A.6 — Comparaison des écarts en % par rapport a la solution SIMP pour le cas d'un couple
autour de l'axe 7

A.4.4 Cas d’un couple autour de ’axe E

o —

1

2

Couple 7

itérations

compliance
1,488 %1073

itérations

compliance
1,599x 1073

SIMP p =3

AVER p=3,¢=3 39 1,487x1073 21 1,599x 103
AVER p=3,q=4 41 1,487x1073 21 1,599%1073
AVER p=3,¢=5 44 1,487x1073 21 1,599x 1073
AVER p=3,9=6 46 1,487x1073 21 1,599%1073
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ANNEXE A

TABLE A.8 — Comparaison des écarts en % par rapport a la solution SIMP pour le cas d’un couple

0 — 1 2
Couple @ itérations compliance | itérations compliance
SIMP p=3 1,488x 1073 1,599x 1073
AVER p=3,¢g=3 -2,5% -0,03% 0,0% 0,00%
AVER p=3,9g=14 2,5% -0,03% 0,0% 0,01%
AVER p=3,¢g=5 10,0% -0,04% 0,0% 0,00%
AVER p=3,9=6 15,0% -0,07% 0,0% 0,01%

autour de laxe 7

168







Sylvain BURRI

Contributions & Ioptimisation HESAM
e cnam topologique de liaisons amortissantes UNIVERSITE
pour des applications spatiales

Résumé : Grace a leurs propriétés amortissantes, les matériaux élastomeres sont
fréquemment utilisés dans l’industrie aéronautique et spatiale afin d’atténuer les
vibrations provenant de sources extérieures. Lorsque ce matériau est placé entre
des sous-systemes d’un assemblage mécanique, il permet de protéger l’'intégrité
d’équipements sensibles tels que des éléments électroniques ou optiques. Afin
d’étudier ces phénomenes, cette thése de doctorat se base sur un modele éléments
finis représentatif d’une application industrielle comprenant une charge utile qui
doit étre protégée des vibrations, un support de charge utile par lequel transite les
vibrations provenant du lanceur, et des liaisons entre ces sous-systemes. Le matériau
amortissant est incorporé dans les liaisons qui doivent alors répondre a deux objectifs
contradictoires : transmettre les charges statiques et amortir les vibrations. Dans
un premier temps, le positionnement du matériau ainsi que ses caractéristiques
mécaniques sont déterminés en utilisant une stratégie numérique d’optimisation
paramétrique. Puis, dans le but d’améliorer la conception des liaisons, un algo-
rithme d’optimisation topologique est implémenté. Cet algorithme est d’abord utilisé
dans le cadre de la statique, puis quelques cas académiques sont résolus en dynamique.

Mots clés : Matériau viscoélastique, Elastomere, Amortissement, Optimisation topologique, Mo-
délisation éléments finis, Méthodes numériques

Abstract : Thanks to their damping properties, elastomer materials are commonly
used in the aeronautics and aerospace industries in order to reduce vibrations
coming from external sources. When this material is placed between subs-systems of
a mechanical assembly, it is able to protect the integrity of sensitive equipment such
as electrical or optical devices. To study this phenomenon, this PhD thesis is based
upon a representative finite element model of an industrial application composed of
a payload that we aim to protect, a dispenser through which vibrations coming from
the launcher are transmitted, and links between these sub-systems. The damping
material is added inside the links which then have to handle two contradictory
aims : transmitting static loads and damping vibrations. First of all, the material’s
positioning as well as its mechanical properties are determined by using a parametric
optimization numerical strategy. Then, in order to improve the links’ design, a
topology optimization algorithm is implemented. This algorithm is firstly used in
a static environment, then some academic cases are solved in a dynamic environment.

Keywords : Viscoelastic material, Elastomer, Damping, Topology optimization, Numerical me-
thods, Finite Element Model
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