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Problemes d’algebre extérieure liés au calcul de fonctions
d’ondes électroniques produits de géminales

Résumé

En chimie quantique, les fonctions d’ondes électroniques peuvent étre vues comme des
multivecteurs ; les problemes se traduisent par conséquent en langage mathématique grace
a I'algebre extérieure.

Nous rappelons en premier lieu certains résultats sur 1’algebre extérieure d’'un espace de
Hilbert concernant les produits extérieur et intérieur qui s’averent utiles pour la chimie
quantique. Dans cette méme partie, une méthode pour trouver l'idéal annulateur d’un
multivecteur, correspondant en physique a 'espace d’exclusion par le principe de Pauli,
est présentée et cette technique sera employée dans un chapitre ultérieur.

Dans un deuxieme temps, nous faisons un résumé des notions clés du formalisme quantique
des systemes fermioniques et de leur expression du point de vue de I'algebre extérieure.
Nous rappelons également les principales méthodes d’approximation basées sur les fonc-
tions d’ondes en chimie quantique. Nous introduisons par la suite des versions généralisées
des concepts de séniorité et d’ionicité. Ces nombres généralisés comptent de fagon respec-
tive les couches partiellement et entierement occupées pour toute partition en couches
de l'espace des orbitales. Nous construisons ensuite les opérateurs hermitiens dont les
espaces propres correspondent aux fonctions d’ondes associées aux différentes valeurs de
séniorité généralisée ou d’ionicité généralisée. Les nombres de séniorité généralisée per-
mettent d’établir des hiérarchies plus fines des espaces d’interaction de configuration a
I'intérieur d’une séniorité ordinaire donnée.

Dans le troisieme et principal chapitre, nous présentons le cheminement qui nous a conduit
a proposer un nouvel ansatz de fonctions d’ondes produits de géminales ot les géminales ne
sont pas fortement orthogonales mais satisfont a des contraintes géométriques plus faibles
pour réduire 'effort de calcul sans sacrifier I'indiscernabilité des électrons. Nos contraintes
géométriques se traduisent par des équations simples impliquant les traces de produits de
matrices de géminales. Dans le modele non trivial le plus basique, un ensemble de solutions
est donné par des matrices diagonales par blocs ou chaque bloc est de taille 2 x 2 et se
compose d’une matrice de Pauli ou d’'une matrice diagonale, multipliée par un parametre
complexe qui est a optimiser. Avec cet ansatz simplifié pour les géminales, le nombre de
termes dans le calcul des éléments matriciels des observables quantiques, comme ’hamil-
tonien de I’équation de Schrodinger électronique, est considérablement réduit.

Enfin, dans la derniére partie, nous explicitons la programmation de notre modele de
produits de géminales dans le code “Tonto”, qui est un programme et une bibliotheque
pour la cristallographie quantique et la chimie quantique écrits dans le langage “Foo”.
La validité de notre code a été testée sur le calcul de I'énergie électronique de chaines
d’hydrogene. De plus, une preuve de principe que notre ansatz donne des résultats signi-
ficativement plus précis que la méthode des géminales fortement orthogonales a été établie.

Mots-clés

Algebre extérieure, Fonctions d’ondes électroniques, Méthode du champ self-consistant,
Géminales, Orthogonalité graduée, Matrices de Pauli.
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Exterior algebra problems related to the computation
of geminal product electronic wave functions

Abstract

In quantum chemistry, the electronic wave functions can be viewed as multivectors, the-
refore all problems translate into mathematical language thanks to the exterior algebra.
We first recall some results related to the exterior and the interior products of the ex-
terior algebra of a Hilbert space, which prove useful for quantum chemistry. We follow
by presenting a method to find the annihilator ideal of a multivector, corresponding in
physics to the excluded space by the Pauli principle, and this technique will be used in a
later chapter.

In a second step, we provide a summary of the key notions of the quantum formalism of
fermionic systems and their counterpart from the point of view of the exterior algebra.
We also recall the main approximation methods based on wave functions in quantum che-
mistry. We then introduce generalized versions of the concepts of seniority number and
ionicity. These generalized numbers count respectively the partially occupied and fully
occupied shells for any partition of the orbital space into shells. The Hermitian operators
whose eigenspaces correspond to wave functions of definite generalized seniority or ionicity
values are built. The generalized seniority numbers afford to establish refined hierarchies
of configuration interaction spaces within those of fixed ordinary seniority.

In the third and main chapter, we present the way that has led us to propose a new ge-
minal product wave function ansatz where the geminals are not strongly orthogonal but
satisfy weaker geometrical constraints to lower the computational effort without sacrifi-
cing the indistinguishability of the electrons. Our geometrical constraints translate into
simple equations involving the traces of products of geminal matrices. In the simplest
non-trivial model, a set of solutions is given by block-diagonal matrices where each block
is of size 2x 2 and consists of a Pauli matrix or a diagonal matrix, multiplied by a complex
parameter to be optimized. With this simplified ansatz for geminals, the number of terms
in the calculation of the matrix elements of quantum observables, like the Hamiltonian of
the Schrodinger electronic equation, is considerably reduced.

Finally, in the last part, we explain the implementation of our geminal product model in
the computer code “Tonto”, which is a program and library for quantum crystallography
and quantum chemistry written in the “Foo” language. The validity of our code has been
tested on the calculation of the electronic energy of hydrogen chains. Moreover, a proof
of principle that our ansatz gives significantly more accurate results than the strongly
orthogonal geminal method has been established.

Keywords

Exterior algebra, Electronic wave functions, Self-consistent field method, Geminals,
Graded orthogonality, Pauli matrices.
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INTRODUCTION

En 1956, Marcel Vivier écrivait sa these de mathématique intitulée Sur quelques théorémes
d’algébre extérieure. Les résultats mathématiques que I'on y trouve, originaux mais totale-
ment oubliés, peuvent s’avérer de nos jours tout a fait pertinents en mécanique quantique
pour approfondir la résolution de nombreux problemes. Leur interprétation en langage
moderne afin qu’ils puissent devenir plus accessibles et exploitables marque le point de
départ de ma these.

En 1998, John Pople recoit le prix Nobel de chimie pour son code boite noire de chi-
mie quantique : GAUSSIAN. La chimie quantique peut tout d’abord étre utilisée pour
calculer des surfaces d’énergie potentielle. Tres schématiquement, le déroulement d’une
réaction chimique peut étre assimilée a des mouvements dans un paysage montagneux.
Sujettes a des phénomenes quantiques, les molécules peuvent avoir divers comportements
quasi-classiques : elles peuvent rechercher la plus basse énergie et leurs trajectoires suivent
alors les cols les plus bas possibles, ou encore elles peuvent vagabonder d’abord dans des
plateaux plus élevés avant de redescendre dans les vallées. Le paysage énergétique donne
la structure et la dynamique des molécules et permet de calculer la durée de vie ou encore
le taux de réaction des molécules. Les propriétés moléculaires peuvent aussi étre étudiées
en utilisant différents types de spectroscopies. Les spectres expérimentaux peuvent étre
interprétés, ou prédits, sur la base de spectres calculés grace a la chimie quantique. Ces
études conjointes permettent la détection et 'identification des molécules dans un milieu,
de fagon plus exhaustive tout en y révélant leurs abondances de maniere plus précise. La
chimie quantique sert a calculer les propriétés des molécules sans avoir besoin de recourir a
des expériences parfois trop cotteuses ou trop dangereuses (réactifs extrémement toxiques
pour '’homme) voire impossibles quand certains réactifs sont trop instables pour étre ma-
nipulés en laboratoire. En chimie quantique, les principales propriétés des molécules sont
déterminées par I’ensemble de leurs électrons, qui sont des fermions, c’est-a-dire que leurs
fonctions d’ondes associées correspondent, mathématiquement parlant, a des éléments de
I’algebre extérieure d'un espace de Hilbert.

Nous allons des a présent considérer un espace de Hilbert H de dimension finie paire 2m
sur un corps K (avec K = R ou K = C) et, plus particulierement, ’algebre extérieure
/A\H de cet espace de Hilbert. L’algebre extérieure et le produit antisymétrique qui lui est
associé, le produit extérieur noté A, sont construits dans les mathématiques modernes a
partir du produit tensoriel ®. Notons que I’algebre extérieure est souvent appelée “algebre
de Grassmann” bien que certains limitent parfois ce terme a la dimension finie.



Dans le formalisme de la mécanique quantique, la dimension de l’espace de Hilbert sur
lequel se forme 'algebre extérieure n’est pas finie, puisqu’il s’agit de ’espace des fonctions
de carré sommable (sur R® en général). Cependant, dans une approche de type Galer-
kine, nous considérons H comme un sous-espace de dimension finie du “vrai” espace de
Hilbert de dimension infinie. Ensuite, nous pouvons ensuite imposer une dimension paire
pour notre espace H sans perdre de généralité, quitte a avoir une fonction a l'infini. De
plus, comme nous travaillons avec des particules de spin %, il est naturel de traiter les
spin-orbitales de spin % et —% de fagon symétrique pour ne pas briser la symétrie de spin
et donc d’avoir une dimension paire pour H.

Les éléments de 'algebre extérieure qui s’écrivent comme suit :

Z A‘il,iZan-aiN Piy N @iy N AN @iy avec Ail,iz,m,i/v cKet ¥i; € H

[1,00,.05IN

sont appelés des N-vecteurs et forment la N-ieme puissance extérieure de H, notée AN H.
A T’échelle quantique, la dualité onde-corpuscule s’applique aux particules que I'on étudie,
les fermions, que I'on considere ainsi comme pouvant se comporter comme une onde. Dans
cette optique, un élément de I'espace de Hilbert H correspond a la fonction décrivant un
état d’une particule donc la fonction d’onde associée a cette particule. De méme, un
élément de AV H représente 1’état d’un systéme & N particules donc s’identifie & la fonc-
tion d’onde associée a ce systeme quantique. Plus généralement, un élément de 1’algebre
extérieure /\'H est une combinaison linéaire d’éléments de puissances extérieures de H et
il appartient a ’espace de Fock, bien connu en physique, si sa norme au sens du produit
hilbertien induit est finie. En physique et chimie quantiques, le formalisme construit sur
les opérateurs de création et d’annihilation peut étre directement exprimé a l’aide des
produits extérieur et intérieur de I'algebre extérieure utilisés en mathématiques.

Dans une premiere partie, on pourra découvrir une construction de l'algebre extérieure.
On continuera par voir certaines de ses propriétés, qui nous seront utiles dans la suite.
Nous parsemerons ce chapitre de plusieurs remarques pour donner un premier apercu des
liens avec la physique quantique. On exposera enfin la méthode de la these de Marcel
Vivier de recherche d’annulateurs pour un élément donné de ’algebre extérieure et on la
mettra en pratique sur des exemples simples.

Une deuxieme partie présentera plus spécifiquement les notations et concepts de physique
et chimie quantiques qui nous seront utiles par la suite. Elle servira de transition avant de
nous plonger dans le vif du sujet. On décrira également plusieurs méthodes de résolution
approchée de 'opérateur hamiltonien qui pourront nous servir de références par la suite.
On y verra aussi la généralisation des concepts de séniorité et d’ionicité permettant d’af-
finer certaines hiérarchies de fonctions d’ondes, puis on appliquera ces notions en traitant
I'exemple de la molécule de buckminsterfullerene Cgg.

Nous commencerons notre troisieme et principale partie par une présentation détaillée
de notre problématique portant sur le calcul des éléments de matrice de I’hamiltonien de
I’équation de Schrodinger électronique sur des fonctions d’ondes particulieres dites “fonc-
tions de groupe”. Deux premieres approches non concluantes de notre probleme seront
également détaillées. Nous nous restreindrons ensuite au cas de fonctions produits de
géminales associées a my; = 0 et nous mettrons en place une formule du recouvrement
de produits de géminales. Le cotut computationnel des formules de ce théoreme étant
bien trop important pour qu’elles soient directement utilisables, la réduction de la com-



plexité de nos résultats sera inévitable. Pour cela, nous utiliserons des propriétés dites de
2-orthogonalité avec invariance par permutations. Par la suite, une analyse poussée de
notre modele soumis a ces contraintes sera conduite, permettra de donner une nouvelle
expression pour la formule du recouvrement et aboutira sur le calcul de I'intégralité des co-
efficients nécessaires pour obtenir 1’énergie totale de systemes électroniques. Viendra aussi
le probleme de la dégénérescence des orbitales naturelles. Nous réussirons a remédier a
cela en complétant notre modele de matrices de géminales diagonales par blocs sous des
contraintes de 2-orthogonalité étendues.

Une toute derniere partie sera consacrée a la programmation de ce modele pour calculer
efficacement 1’énergie totale de systemes électroniques. Apres avoir justifié I'utilisation du
code Tonto et l'efficacité du langage Foo, nous expliquerons les points-clés du code que
nous avons écrit, en commentant certaines routines de ce dernier et en donnant quelques
informations sur sa structure. Enfin, nous effectuerons des tests sur des chaines linéaires
d’hydrogene et nous proposerons des interprétations aux résultats obtenus.



CHAPITRE 1

ELEMENTS D’ALGEBRE EXTERIEURE

“ Les mathématiques ont un triple objectif. Ils dotwvent fournir un instrument pour [’étude
de la nature. Mais ce n’est pas tout : ils ont un but philosophique et, jose dire, un but
esthétique.”

Henri Poincaré

Remarque 1

Les résultats non démontrés de ce chapitre ont une preuve connue ou présentée dans la
these Sur quelques théorémes d’algebre extérieure de Marcel Vivier [107], revue et corrigée
intégralement dans mon mémoire de master.

I.1 Construction et propriétés de ’algebre extérieure

I.1.1 Généralités sur ’algebre tensorielle

Dans ce paragraphe, K représentera un corps commutatif (par exemple, K = Rou K = C).

Soient Ey, ..., E, et F des espaces vectoriels sur le corps commutatif K.

Notation : On notera L(E;; F) 'espace vectoriel des applications linéaires de E; dans
F et on désignera par Ef = L(E;K) le dual de E.

On écrira également L(Ey,..., Ep; F) l'espace vectoriel des applications p-linéaires de
Eyx---x E, dans F.



Théoreme 1.1

» Il existe G un espace vectoriel sur K et une application p-linéaire f € L(Eq,..., E,;G)
tels que pour tout espace vectoriel V' et toute application p-linéaire g € L(Ey, ..., Ep; V),
il existe une unique application linéaire [ : G —> V telle que g = [ o f, c’est-a-dire qui
rend commutatif le diagramme suivant :

Eyx-xE,

G ; Vv

» Le couple (G, f) est unique a unique isomorphisme pres.

Définition I.1

On dit que G est le produit tensoriel de E;,..., E, et se note £, ® --- ® E,.
Un élément f(vi,...,vp) € E;1 ® -+ ® E, sécrit v; @ --- ® vp, est appelé tenseur et
représente le produit tensoriel des vecteurs vy, ..., vp.

Remarque 2

L’ensemble des applications p-linéaires de E; x --- x E, dans F s’identifie a ’ensemble
des applications linéaires de £; @ --- ® E, dans F :

L(Ey,-+ ,Ep;F) = L(E\® - Ep F) . (1.1)

Proposition 1.1

Le produit tensoriel est commutatif, associatif et vérifie la regle de calcul suivante :

VieK, Vw,v')e Ey X E;,YVw e E;, Av+v)Q@w=AvQw)+v w . (L2)

Théoréme 1.2

p p
Les espaces vectoriels ( P Ei) ® F et P (Ei QF ) sont canoniquement isomorphes, pour
i=1 i=1

toute valeur de p € N U {oo}.

Corollaire 1.1

Si (vi)ier et (wj)jes sont les bases respectives de E; et E, alors (v; ® w;)g,jyerxs €st
une base de E1 ® E,.




Remarque 3

En dimension finie, le produit tensoriel de K-espaces vectoriels a pour dimension le produit
des dimensions des espaces qui le constituent :

dm(E; ® -+ ® Ep) = dim E; x --- x dim E,, . (L.3)

Définition 1.2

Soit E un K-espace vectoriel et p > 1. On appelle p*™¢ puissance tensorielle de E le

produit tensoriel T?(E) = EQEQ®---Q E .

p fois

Remarque 4

On étend aisément la définition pour p =0 et p = 1: T°(E) est I'ensemble des éléments
du corps K et T!(E) est I'espace vectoriel E lui-méme.

Définition 1.3

Le produit tensoriel T(E) = € T?(E) est appelé algebre tensorielle de E .
p=0

Remarque 5
T(E) est une algebre non commutative graduée munie du produit :

TP(E)yx TY(E) — TP?T(E)
(v1®...®vp’wl®...®wq) —> vl®...®vp®wl®...®wq

I[.1.2 Algebre extérieure et produit extérieur

On continue de considérer deux K-espaces vectoriels E et F.

Notation : On note J, le sous-espace vectoriel de T?(E) engendré par les tenseurs de
la forme v; ® - -+ ® v, ayant au moins deux composantes égales (v; = v; avec i # j).

De plus, on pose J = @ J,.
p=0

Remarque 6

Puisque T°(E) = K et T!(E) = E, il vient directement Jy = J; = {0}.




Théoreme 1.3

J est un idéal bilatere de 1'algebre tensorielle T (E).

Définition 1.4

L’algebre quotient \E = T(E)/J est appelée algébre extérieure de E et ses éléments
les multivecteurs.
On notera A le produit dans AE défini par : vy A=AV, =01 Q@ -+ ® V.

Définition 1.5

La p'®™e puissance extérieure de E est I'algebre quotient APE = T?(E)/J,.
C’est la sous-algebre de /\E engendrée par les éléments de la forme vy A --- A v,, avec

v; # v; pour i # j. Ces éléments sont nommés p-vecteurs.

Remarque 7

On a:

n

NE=E NE . (1.4)

p=0

Définition 1.6

On dit que f € L(E?; F) est alternée si :

Yo =(v1,....0p)€E?, (I # j, vi=v; = f(v)=0) . (L.5)

On peut définir la puissance extérieure /\? E de maniére analogue au produit tensoriel.
Pour cela, on utilise les formes p-linéaires alternées sur E a valeurs dans F'.

AP E est alors caractérisée par la propriété suivante :
Pour toute application p-linéaire alternée f : E? — F | il existe une unique application
linéaire [ : AP E —> F telle que le diagramme suivant commute :

EP
A
N’ E l F

ou g est I'application p-linéaire alternée définie par g(vy,...,vp) = V1 A -+ A Vp.




Notation : (e) = (€;)ief1,...,n) sera une base du K-espace vectoriel E de dimension 7.

Remarque 9

Pour tout (i,j) € {l,...,n}*,onae; Ae; = —e; Ae;.
Plus généralement, si ® € A\PE et ¥ € \?E alors

DAV = (-1 UAD . (L.6)

On en déduit que le carré de tout p-vecteur, avec p impair, est nul.

Théoréme 1.4

Le produit extérieur de plusieurs vecteurs est non nul si et seulement si ces vecteurs sont
linéairement indépendants.

Remarque 10

Le résultat énoncé dans le théoreme se comprend aisément quand on a en téte l'in-
terprétation géométrique du produit extérieur :

€3
z /v
‘

AEoARy

e,

£

>

€
Ae

Les multivecteurs décomposables, comme les vecteurs, peuvent étre représentés de maniere
géométrique. De méme qu’un vecteur est un segment de droite ayant une direction et une
taille, un bivecteur sera une portion de plan (plus précisément, un parallélogramme) ayant
une orientation et une aire, et un trivecteur sera une portion d’espace (un parallélépipede)
orientée et possédant un volume. Le raisonnement peut se poursuivre avec les dimensions
supérieures en visualisant des parallélotopes.




Corollaire 1.2

Soient vy,...v, des vecteurs linéairement indépendants.
Tous les k-vecteurs v;; A---Av;, pour 1 <k < p—1 sont aussi linéairement indépendants.

Remarque 11

(i, A+ A ei)i;<ir<<i, constitue la base induite par (e) sur A¥E, de dimension (7)-

n
La base (e) induit donc une base sur 1'algebre extérieure /\ E de dimension ) (Z), c’est-
k=0

a-dire 2".

Remarque 12

Tout multivecteur ® € AE peut étre vu, dans la base induite par (e) sur l'algebre
extérieure /\ E, comme une fonction d’onde multiconfigurationelle ayant la structure
suivante :

meiA-Ae, , (L7)

----------

avec les Ao, ...  AG,,.ic)s - - - » A(1,...n) € K qui jouent le role des coefficients de ® et qui
correspondent aux coordonnées de ® dans la base induite par (e).

Définition 1.7

On dira qu’un p-vecteur est décomposable s’il peut se mettre sous la forme d’un produit
extérieur de p vecteurs de E.

Remarque 13

En physique quantique, tout p-vecteur décomposable peut étre qualifié de monoconfi-
gurationnel dans la base des p vecteurs qui constituent sa décomposition.

Définition 1.8

A partir de la décomposition (I.7) de ®, on appellera degré de @ le plus grand entier k
tel quel pour tout / > k et tout {iy,....i;} C{l,....,n}, Ag,,...iy) = 0.

Remarque 14

Ainsi, tout p-vecteur est un multivecteur homogene de degré p.




Remarque 15

L’algebre extérieure /\ E est une algebre graduée, car elle est la somme directe de ses

puissances extérieures :
n
NE=EPNE . (1.8)
k=0

et, pour 0 < p+¢q <n avec p,qg € N, on a :

Vue \VE, Yve NNE, urve NNVE . (1.9)

I.1.3 Produit intérieur : définition et propriétés

On munit a présent E d’un produit scalaire (, ).
On identifie E*, 'espace dual de E, a E et on suppose la base (e) orthonormée.

Pour un ensemble I quelconque, on notera Pk (1) 'ensemble des parties a k éléments de 1.

Si H ={hy,....h} € Pe({1,...,n}) avec hy <--- < h, , on écrira eg = ep, A+ A ep,.

On notera H = il_zl, ... ,l_zn_k} € Pu—ix({1,...,n}) le complémentaire de H dans {1,...,n}
avec hy < -+ < hp_g.

Définition 1.9

Soient I = {iy,...,ip} et J ={j1,...,jq} avec iy <--- <ipet j; <--- < Jg.

Onpose I//J = (i1,....ip, j1.--., Jg) €t on définit la quantité ps ; par :

0 silInNJ #9

Y = % sgn(o) siINJ=9o L0y
oll 0 € 6,44 est la permutation qui réordonne dans ’ordre croissant 1//J.
o s’apparente a ce que 'on appelle un (p, g)-shuffle ou battage.

Remarque 16
On a notamment :
» prg =D py,
» la différence symétrique étant IAJ =1 UJ\INJ,
PLE PIK = PIALK PInTK - (I.11)

> Do = pro = 1.

10



Remarque 17

On peut également écrire pour I, J deux parties finies d’intersection I N J = K :

ejuJ = PI\K,J €I\Kk \€J
= PI\K,J PK,J\K €I\K N\ €K N\ eJ\K
= PI\K,J PK,J\K PI\K,K €I N\ €J\K
€ruJ = PI\K,J PK,J\K PI\K,K PI,J\K €IuJ

Donc :
PI\K,J PK,J\K PI\K,K P1,J\k = 1 . (I.12)
Définition 1.10
Soient u;,...,up € Eetvy,...,v, € E.

Onposeu =uj A+~ Aup, vV =01 A~ Avpet U= ((ui,vj))1<i<p.
1<j<p
On définit le produit scalaire induit sur A?E, noté ( | ),, par :

(ulv), =det(U) . (I.13)

(|)p sétend sur tout \?E x /\?E par bilinéarité, ou sesquilinéarité.

Définition I.11

On déﬁnit le produit scalaire ( | ) induit sur /\E pour tout

CID—ZCD avec O, e/\”Eetpourtout\IJ—Z‘l! avec W, € APE, par :
p=0 p=0

n

(@| W) = Z(q)p | Wp)p - (1.14)

p=0

Remarque 18

(| ) ainsi défini est compatible avec la graduation sur AE.

Remarque 19

AE et \E* sont espaces duaux 1'un de I'autre.

Remarque 20

La base induite par la base orthonormée (e) de E sur (AE,( | )) est également ortho-
normeée.

11



Définition 1.12

Soit £ € /\E. On appelle produit intérieur & gauche par £ l'application linéaire § -
définie sur \ E par :

Voe NEVW e \E. (@£ W) =(EnD|W) | (1.15)
et produit intérieur a droite par ¢ I'application linéaire - L, £ définie sur /\ E par :

Voe NEV¥ e \E, (®|¥LE) =(PAE|W) . (1.16)

Remarque 21

Vke{l,....n\,\VH € Pe({l,....n}), Vi € {1,....n},

e dey = 0 sii ¢ H
PO pwmv ey sii € H o
(L.17)
ou plus généralement :
Vk,l €{l,...,n},VI € Pr({1,...,n}),YJ €P;({1,...,n}),
0 sil g J
er dejy = ]
4 J { PI,J\I €J\I sil CcJ
(1.18)
Siée \PE et W e A\E alors :
NIPE sig>p
SA‘IJE{{O} So<ep (I.19)

Remarque 23

Considérons £ € APE, ¥ € \1E et ® € \T"PE avec g > p.
La propriété d’antisymétrie du produit extérieur vue a ’équation (I1.6), qui nous donne
ici :

EAD=(—1)P@PPAE (1.20)

nous permet de relier les deux produits intérieurs, que 'on vient de définir, par la relation
suivante :

EJW=(—)Pa Pyl ¢ (1.21)

Ainsi, sauf exception, nous choisissons d’utiliser uniquement le produit intérieur a gauche
que 'on qualifiera plus brievement de produit intérieur.

12



Théoreme 1.5

Soient u € APE,ve N\?E et e AE.Ona:

wUuA) dP=vJUdDP)=(-Dudwdd) . (1.22)

Remarque 24

On a utilisé I'associativité du produit extérieur A. Le produit intérieur « n’est, cependant,
pas associatif!

Soient u € APE, v e \?E et ¢ € E. On a alors la formule suivante :

pdUurv)=(@du)Arv+(DPun(p dv) . (1.23)

Théoréme 1.6

Soient u € APE,ve N\?2E et H € Pr({1,...,n}). On a :

k
e J@AV)=Y" Y (DPIEDp; gy (e Ju)Alemyy Jv) . (L24)
i=0 JeP;(H)

Proposition 1.2

Pour tout u € APE, on a :

(Z)u = Z eg N(eg Ju) . (1.25)

HePr({1,...,n})

Remarque 25

Cette proposition nous donne une résolution de l'identité, aussi appelée relation de
fermeture en physique :

(i) Z eg N (eH (J ) = id/\pE 5 (126)

HePr({1,...,n})
Dans le cas ou k = 1, pour tout p et pour tout u € APE, Y  epA(ep -) est un

opérateur diagonal donnant le nombre de particules p de I'état quantique u. Il est connu
sous le nom d’opérateur nombre de particules.

13



I.1.4 Espace interne et rang d’un multivecteur

Définition 1.13

Pour tout ® € APE, on appelle espace interne de @ le sous-espace vectoriel de E
engendré par les ¥ 1 ® avec W € AP71E et on le note Z[®].

Remarque 26

Si @ appartient plus généralement a A\ E, alors on peut l’écrire comme la somme de
®, € /\PE et son espace interne sera la somme des espaces internes des @, :

I[®) = ) I[®,] . (1.27)

On peut étendre a nouveau cette définition a un ensemble de multivecteurs de A\ E :
I’espace interne de cet ensemble sera la somme des espaces internes de ses éléments.

Remarque 27

En dimension finie, I’espace interne de ® est le plus petit sous-espace vectoriel F de E
(par rapport a la dimension) tel que ® € A F.

Définition 1.14

On définit le rang de ® comme étant la dimension de Z[®].

Remarque 28

Le rang de ® est toujours supérieur ou égal a son degré, avec égalité si et seulement si @
est un multivecteur décomposable.

g ool B

Soient X = (®y,..., D), Y = (Vy,..., W) € (/\E)k tels qu’il existe une matrice inver-
sible A € GL(K) vérifiant ¥ = AX.
X et Y ont alors le méme espace interne, c’est-a-dire Z[X] = Z[Y].

Corollaire 1.3

Soient (¢) et (¢) deux bases distinctes de E et & € AE. En notant Z[0®](,) 'espace
interne des ¢; «! ® pouri =1,...,n et Z[0P](y) celui des ¢; J P, on a :

Z[3®@] () = Z[0P](y) - (L.28)

On notera ainsi cet espace Z[0®P].

14



Théoreme 1.7

Pour tout ® € AE, on a : Z[0®] = Z[P].

Démonstration : Les propriétés de bilinéarité ou de sesquilinéarité des opérateurs uti-
lisés permettent de nous restreindre au cas ou ® € A?E. De plus, comme il est évident
que : Z[0®] C Z[P], il suffit de montrer I'inclusion réciproque.

On forme une base orthonormée de Z[®] a partir d'une base orthonormée (¢, ..., ;) de
Z[0®] complétée par les vecteurs @, 41, ..., ¢, dans Z[P].

On a par la proposition 1.2 :

r p
PO=Y 0in(@gi O+ D @i Alp; D) . (1.29)
i=1 j=r+1
Et par (1.22) :
V(i,j)e{l,....p}% (@ing;) dP=¢; Jd(pi d D) . (1.30)

Or, les espaces internes des ¢; «! ® sont dans Z[d0®P] et pour j =r+1,...,p, ¢; ¢ Z[0D].
Dongc, il vient :

V@i, j k) efl,...oryx{r+1,....p% (@iner) dP=(p; Agx) J®=0 . (L31)

On applique cette fois la proposition [.2 a g d ® pourk =r +1,...,p:

(p—l)gﬁk(Jq):Z@i/\(((pi/\<Pk)<Jq>)+ Z i A ((pj Apr) S @) . (L32)
i=1 j=r+1

> @i A J D), c'est-a-dire

Ainsi, pour tout k =r+1,...,p, g <4 ® =0. Donc@z%
i=1

Z[®] C Z[0 9.

On trouve alors I’égalité cherchée : Z[0®] = Z[P].

Définition 1.15

Deux multivecteurs ® et ¥ sont dits fortement orthogonaux si leurs espaces 1-internes
respectifs Z[®] et Z[¥] sont orthogonaux.

Définition 1.16

Soit T" € A\ E tel que :
TAD=0 . (1.33)

Alors on dit que I' est un annulateur de ®.
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Définition 1.17

Les annulateurs de ® engendrent un idéal, que 'on note A[®] et que I'on appelle idéal
annulateur de ©.

Proposition 1.3

Soient ® € AE, r e{l,...,n}, et vy,...,v, € E des vecteurs linéairement indépendants.
On a la condition nécessaire et suffisante de factorisation suivante :

(vl/\---/\vr)/\((vl/\---/\vr)<J qD)

(Vie{l,...,r},CD/\vi:O) — o= -
(vi | vi)
ll;ll 1 1

(1.34)

Remarque 29

On voit donc que l'on peut factoriser tout multivecteur par n’importe lequel de ses annu-
lateurs de rang 1.

Remarque 30

Pour chercher de facon pertinente les annulateurs d’un multivecteur ®, on peut se placer
directement dans ’algebre extérieure de son espace interne : AZ[®P].

C’est dans ce cadre-la que I'on va mettre en place la méthode de recherche d’annulateurs
de Vivier.

1.2 Meéthode de recherche des annulateurs d’un mul-
tivecteur

I[.2.1 Résidus relativement a un multivecteur monoconfigura-
tionnel unitaire dans une base donnée

On désignera par (¢) une base quelconque du K-espace vectoriel E de dimension n.
On considere un multivecteur ® € /\ E et N sous-ensembles quelconques distincts Hy, ..., Hy

de {1,...,n}.

Définition 1.18

Soient () une base orthonormée de E et A € GL,(K) la matrice de passage de (¢) a (¥).
On appelle base duale de (¢) et on note (¢) 'unique base de E vérifiant la propriété
suivante :

@ = ATA(p) . (1.35)

ot AT est la matrice transconjuguée (ou adjointe) de A.
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Remarque 31

Si I'on note B la matrice de passage de (@) & (), on obtient la relation : BAT = I,,.

Remarque 32

Toute base orthonormée est ainsi autoduale.

Remarque 33

Cette propriété de dualité se transmet aux bases induites sur les puissances extérieures
de E (de la méme fagon que le produit scalaire sur E induit celui sur toute l'algebre
extérieure A\ E), ce qui nous permet de poursuivre 1'utilisation du produit intérieur pour
tout type de base en conservant les mémes regles que dans le cas orthogonal.

En effet, les égalités suivantes :

VH e P{1,...,n}), ¢og Jdog =1 (1.36)
ne sont toutes correctes que si la base (¢) est orthogonale, alors que les égalités :
VH e P{1,...,n}), og doug =1 (1.37)

sont, quant a elles, toutes toujours vérifiées quelle que soit la base (¢).
On considerera donc des a présent dans chaque calcul le produit intérieur par un multi-
vecteur dual.

Définition 1.19

On peut décomposer ® de la facon suivante :
ViE{l,...,N}, CD:Q,((D)-l-Rl(CD) o (138)
ol Q;(®) représente la somme des termes de ® contenant au moins un des vecteurs de ¢g, .

R;(®), qui n’est composé d’aucun des vecteurs de ¢g,, est appelé le résidu ou le reste
de ® relativement a ¢y, dans la base (¢).

Remarque 34

On a, de plus, une formule pour les résidus :
Vie{l,...,n}, Ri(®) =on, J(pu, ND) . (1.39)

En effet, par la décomposition de ® et la définition de Q;(®P), on obtient :
o AP = @u; A Ri(®), done o, J (pu; AP) = @, I [on; A Ri(P)] = Ri(P) car R;(P)
ne contient aucun des ¢;, ou j € H;.
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Remarque 35

On peut voir que :
VAeK,Vie{l,...,n}, Q;i(A) =0 . (1.40)

Ainsi, le terme scalaire (de degré 0) de ® apparait dans les R; (D).

Remarque 36

L’opération Q; commute avec I'addition dans /\ E et avec la multiplication par un scalaire,
mais également avec le produit intérieur par @7 si Q;(¢;) = 0.

Remarque 37

En suivant la définition, Q ; (Q;(®)) représente I’ensemble des termes de ® qui contiennent
au moins un vecteur de ¢g, et un de ¢y, éventuellement commun aux deux. On a donc :

0;(Qi(P) = Q:i(Q;(P))
{ Qi (Qi(®)) = 0i(P) : (1.41)

On peut ainsi poser Q; ;(®) = Q,;(Qi(P)) = Q;(Q;(P)) et définir, plus généralement,

Qi,.....ix (@) comme étant la somme des éléments de ® contenant au moins un vecteur de
¢H;, , un de g, ... et un de ¢g, .
L’opérateur Q;, .. ;, ainsi défini est invariant pour toute permutation des indices iy, ..., ik.

Théoréme 1.8

Relativement aux ¢g;, ® et ses résidus sont liés par la relation :
Vke{l,....,N}, ® = Ri(®)+01(Ra(®))+++ Q1. k—1(Re(P))+ 01, x(®) , (1.42)

et cette relation reste vérifiée pour toute permutation des indices.

Démonstration : On prouve ce théoréeme par récurrence sur k. L’ordre dans lequel les
H; sont rangés étant arbitraire, on peut, sans perte de généralité, classer les indices par
ordre croissant pour démontrer la relation.

» Sik =1, on retrouve la décomposition (1.38) de .

» On suppose a présent la relation vraie a un rang k. Montrons qu’elle reste vraie au

rang (k + 1).
Par hypothese de récurrence, on a :

® = Ry (P) + O1(Ra(P)) + -+ + Q1k—1 (Ri(P) + Q1 k(D) . (L.43)

01,..k(®) = 01,k (Rk41(®)) + 01,k k+1(P) . (1.44)
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En ajoutant membre a membre les équations (1.43) et (1.44), il vient :

D = Ri(®) + Q1(R2(®)) + -+ O1,. ik (Re1(P) + 01, k+1(P) . (1.45)

On retrouve la relation voulue, ce qui montre le résultat pour le rang (k + 1).

Le principe de récurrence permet de conclure.

Théoréme 1.9

Des multivecteurs Ry, ..., Rx de A\ E sont les résidus de ® relativement & ¢g,, ..., ¢w,,
respectivement, dans la base (¢) si et seulement s’ils vérifient :

Viell,....kLYj #i, % IQei"(_R"Q);Ig) _R—0iR) (1.46)

Ces relations sont appelées équations de structure.

Démonstration : On montre le théoreme par double implication.

» Les équations de structure (1.46) sont nécessaires :

Par le théoreme précédent, on a :

® = R; + Qi(R)) + Qi,;(®)

®=R;+Q;(R)+ 0ij(®) (147)

d’ou :
Ri—0Qj(R)=R;, —0;(Rj) . (1.48)

Et les relations Q;(R;) = 0 sont également vérifiées par définition des résidus.

» Les équations de structure (1.46) sont suffisantes :

Soit ® € AE écrit de la fagon suivante :
®=R;+ Q1(R2) + Q12(R3) + -+ Q1 k-1 (Rg) + Q1. k(D) . (1.49)

Les relations R; — Qj(R;) = Rj — Qi(R;) impliquent que cette décomposition est vérifiée
pour toute permutation d’indices.

En effet, en prenant i = s, j = s + 1 et en appliquant Q;
peut écrire :

s—1, avec s quelconque, on

.....

O1,..5-1(Rs + Qs(Rs+1)) = O1,...5-1(Rs+1 + Os+1(Ry)) . (1.50)

On peut donc permuter deux indices consécutifs, ce qui permet de ranger les indices dans
n’importe quel ordre. Ainsi, en appliquant Q; a (1.49), on obtient, puisque Q1(R;) =0 :

01(®) = Q1(R2) + Q12(R3) + -+ Q1. k—1(Rx) + O1,. k() . (I.51)

Il vient donec :
® =R+ 0:1(P)

Ry = Ri(9) (152)

Et ce résultat reste valable pour les indices 2,3,...,k car le choix de mettre en avant
I'indice 1 était arbitraire.

[ |
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Remarque 38

On a pour tout (i, j),i # j :

{ Ri(®) — 0, (Ri(®)) = R;(Ri(®)) = ¢m, < (¢m; A Ri(D)) (153)
R;(®) — Qi(R;(®)) = ¢, (91, A R; (D)) ' '

Donc, grace aux équations de structure, on obtient une relation entre les résidus R;(®)
et R;j(P) de P :

¢H, < (or; A Ri(®) = om; < (g, A R; (D) . (L.54)

1.2.2 Détermination des éléments nuls de I’idéal engendré par
N multivecteurs décomposables

Définition 1.20

Un multivecteur ® € A E est dit appartenir a I’idéal engendré par ¢y, ¢m,, ..., QHy
si on peut écrire ® = vy Agg, + -+ VN A QH,.
On note alors ® € J(¢u,. H,, - - PHy)-

Remarque 39

En considérant la décomposition ® = Q;(®) + R;(P), on peut voir que :
® e Alpp,] <= Ri(P) =0 <= &= 0;(D) . (1.55)
En effet, on a les équivalences suivantes :

CI)EA[QDHI.] — ¢og, NP =0
= ou, (g, NP) =0
< Ri(®)=0

Ainsi, en posant H; = {hj1,...,hi,}, on voit que Alpm,] est I'idéal engendré par
Ghiys - Phiys c’est-a-dire J(¢gp; ,, .- ., gah”i).
Plus généralement, on a :

k
® e\ Algn,] < Vse{l.....k}. o, A =0

s=1

— O =0, i (D)
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Probléme : A quelles conditions le multivecteur ® € J(¢u,, ¢u,, - ... @H,) est-il nul ?

On cherche les relations que doivent vérifier les v; pour que :

N
2o Avi=0 (L56)
Qi(vi) =0
Pour cela, on va écrire les ¢p, sous la forme :
YH; = 8ij AMji (L57)

oll g&ij = ¢u,nH, représente le “pged” de ¢p, et de ¢p;,
et oU Nji = PH;nH,; < PH; = PH;NH, H\(H;NH;) $H\(H:NH,)-

On notera aussi d;; = |H;\(H; N Hj)].

Les relations (I.56) nous donnent, en choisissant un indice quelconque j :

—QH; ANVj = Z(,OHI. AV . (1.58)
i#j
Donc :
— 0w, < (pu, Avy) =) @m, & (gm Avi) (1.59)
i#j

Il vient alors, sachant que l'on a Q;(v;) =0et gj; = gij :

—v; =) @y Amy) gy Amji Avi) (1.60)
i#] o
A

On continue en simplifiant A :

A=y g < (gij Anji Avi)]
=ni; < (i Avi)
= PH;NH,,H,\(H;:nNH,) PH;NH, ,H\(H:nH;) $H\HH,;) < (QHA\HNH;) A Vi)
(0; (v1)=0)
= (=D 5 A7 S vi)

(=D % py. g, 5 A\ENH) PHOH, HA\HNH) PHAHNH) N (@ N\HNH,) < Vi)

On obtient alors la formule suivante :

_ Uj = Z(—l)djidij ;7]1 A (%’ (J Vi) , (161)
i#j
c’est-a-dire v; € J(n;1,1,2,...,1MN)-

Remarque 40

Notons que 'on peut toujours choisir les v; € AE tels que Q;(v;) = 0.
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Dans le cas particulier ou N =2, on a :
@Hl/\vl+§0H2/\v2:0
) 1.62
| Grons = oo 20 (L62)
si et seulement si :
. Q1(12) = 02(512) =0 v = N2 A2
(12, &21) vérifiant { E1, = (—1)diadn £y, tel que by = Moy A Eay (1.63)
Démonstration : Nous montrerons I’équivalence : (1.62) <= (1.63).
» En supposant (1.62) vraie, on obtient de (1.61) :
—V = (_l)d12d21 7712 AN (;’\Z-i <J v2) (164)

—vy = (=1)912%1 oy A (73 J vy)

Comme v; ne contient aucun des vecteurs de 721 = @u,nH, <! ¢H,, 1l vient de la deuxieme
équation :

— o dvy = (=19 gn gy (1.65)
On trouve alors : o
— —(— 12421

Vo =121 N

L’implication “==" en découle (avec &; = ).
» Réciproquement, si on a (1.63), alors, on peut écrire :

OH, AV1 + @, AV2 = @, AN12 A 12 + QH, A N2t A a
_ —_ (_1)d12d21

PH\NH>,Ho\(HiNH>) $H1 N\ PH>\(H1NH>)

+ PH\NH», H\(HiNH>) $H> N ‘/)Hl\(HlﬂHz)] A &1

[ di»d
=\ - (_1) ' ZIPHlﬂHz,Hz\(HlﬂHz) PH,,H>\(H\NH>)

+ PH\NH»,H\\(H|NH>) sz,Hl\(HlﬂHz):| $H\UH, N 521
Il reste a calculer le coefficient de ¢g,um, A &21, que 'on va noter A.

Pour cela, on va poser r; = |H;|, remarquer que |Hy N Hy| = ry —dy = r, —d, et utiliser
la formule PH\\(HiNH>),H> PH\NH>,H\(HiNH>) PHI\(H\NH2),HiNHy PH ,Ho\(HINH2) = l:

di2d
A === 0y, Hy, Ho\(H\ " Ha) PHy H\(H\NHy) T PH\NHy, Hi\(H\ N Hy) PHa, Hi\(HyNH>)

diad
= _(_1) 2 21pH1\(H10H2),H10H2 PH\(H\NH>),H>

+ (_ 1)(r2—d12)d21 radan PH\\(HiNH>),HINH, PH\(H\NH>),H>

dia2d —di2)d d
= (_(_1) 12l 4 (_1)(r2 12)d21 4722 ) PH\\(H1NH2),HiNH>» PH\\(H|NH>),H>

——
=0
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On a donc A = 0.

Ainsi, on obtient ¢g, Avi + @, Avy =0, et Q1(v;) = Q2(v2) = 0 est évident par les
expressions de vy et v, et par les conditions sur &1, et &7 ; d’ou 'implication “<=".

|
Théoreme 1.10
On a:
N
Y, ANV =0
l-; ’ , (1.67)
Qi(Vi) :0, i = 1,...,N
si et seulement si, pour i = 1,..., N, on peut écrire v; sous la forme suivante :
Qi(&ij) = Qi) =0
v, = Zn,-j A& avec les §; vérifiant Y ey (1.68)
. —§ = (_l)dijdji £
JF#i i Ji
Démonstration : On va prouver les deux implications séparément.
» Si les v; vérifient (1.68), alors on a directement Q;(v;) = 0 pour tout i = 1,..., N,
mais aussi :
N N
D om Avi=)" ou Anij A&
i=1 i=1 j#i
N
=) D PHINH, H\HNH,) PHLHNHNH) PHUH; A Eij
i=1 j#i

= Z (pHiﬂHj,Hj\(HiﬂHj) PH; . H;\(H;NH;) $H;UH; N\ Eij
1<i<j<N

+ PH;NH; ,H)\(H;nH;) PH; ,H\(H;nH;) $H;UH,; N\ gji)

dijdji
= Z [— (=D py,nm, 0 \(H;\H,) PHH,\H:OH)

1<i<j<N

+ PH;NH, HA\(H;0H,) PH, H\(H;H,) | $H,UH,; N Eji

Par un calcul similaire a celui du lemme précédent, il vient :

- (_l)dijdﬁpHiﬂHjaHj\(HiﬂHj) PH; ,H;\(H;NH;) t PH;NH,; ,H;\(H;NH;) PH; ,H;\(H;NH;) = 0 .
(1.69)
D’ou :

N
D o Avi=0 . (1.70)

i=1

» Montrons maintenant la réciproque par récurrence sur la valeur de N, l'initialisation
étant le cas N = 2, déja traité.
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On suppose donc que le résultat est vrai pour un certain rang N = k ; montrons qu’il le
reste au rang (k + 1).

k+1
Soit @9 = Y @m, Av; =0, avec Q;(v;) =0pouri =1,....k + 1.

i=1

k+1 _
s . Wig+1 = Vk+1
On considere ensuite Pg1 = > @g, Aw; tel que: —_— } )
! i=1¢ (e Wi = Nig+1) A Migern < vi), i F#k +1

%‘lj:(),]#k—{-l,l<]
On pose enfin : § &igk+1) = Nkt < Vi, I Fk+1 .
Eji = —(=D)W%iEy i # ]

Comme les v; vérifient (1.67) et ik+1) = @H,nHy 11 < PHeyy 1l Vient que les w; vérifient la
deuxieme relation de (1.67). De plus, par définition des &;;, on voit que 'on a directement
(1.68) pour les w;, avec i # k + 1.

Regardons alors wg1 de plus pres, sachant que Qx+1(Wk+1) = Qk+1(Vik+1) =0 :

Wk +1 = Vi+1

k

= _Z(pH\k—:—l = (@Hf A Vi)
i=1
k

dik d i _ -_
= - Z(_l) DB PH;NHy 1, Hi \(HiNH 1) (90HmHk+1 = (pHi) A (¢Hk+1\(HiﬂHk+1) i)

i=1
k
= — Y (=D HEDLEDT gy A (T < vi)
i=1
k
= Z Nk+1i A Ee+1)i

i=1
Ainsi, wg4 vérifie aussi (1.68), donc, pour tout i et tout j # i, les w; et les &; satisfont

(1.68). D’ou, par la réciproque du théoreme (démontrée précédemment), ®x4; = 0, et les
w; vérifient (1.67).

De plus, par construction, ®¢ — Oy vérifie (1.67) au rang k, puisque vgy1 — wg41 = 0,
donc on peut lui appliquer I'hypothese de récurrence et lui associer des g;l satisfaisant
aux relations (1.68) pour les v; — w; avec N = k.

A présent, on peut écrire ®g = (P9 — P4+1) + i1 et il apparait que Dy vérifie (1.68)
pour les v; et les §/; + &; (en posant Ez{(k+1) = Eék_i_l)i =0)avec N =k + 1.
Explicitement, on a :

Viefl....k+ 1} v =) ni AG;+E) (1.71)
J#i
c’est-a-~dire, plus précisément :
vi= ) My A+ i+ AN+, i =1,...k
J#i
J<k+1 : (1.72)
V41 = D Mek+1)j A Sk+1)
j#k+1

24



Le théoreme est donc prouvé au rang (k + 1).

Le principe de récurrence permet de conclure.

1.2.3 Recherche des annulateurs d’un multivecteur

N

On considere un multivecteur ® = > A; ¢u, € A\ E ou les H; sont, cette fois, tous de
i=1

méme cardinal p.

Remarque 41

Pour tout Y € AE, le multivecteur Q;
N

> Ai ¢n, décomposable en somme d’annulateurs monoconfigurationnels dans la base (¢).
i=1

On exclura donc les termes de ce type dans la recherche des générateurs éventuels de
I'idéal annulateur de ®.

N (T) est toujours un annulateur trivial de

.....

Remarque 42

SiN=1et ®=9¢pg,alors' Apyg, =0 = ' = 0,(I").
A[®] se confond ainsi avec Alpg, .

Théoréme 1.11

Pour N> 1, ' =Ry + Q1(Ry) + -+ Q1. .N-1(Ry) + Oy, ~(T") appartient a A[P] si
et seulement si les équations de structure suivantes sont vérifiées :

'\
’,
.

LS e nltn— 0@ =— 3 munaln—0ien) . (L73)

’ kekK; ; ] leK; ;

ot K;; = {k # i tels que ¢y, Anix # 0} et K;; = {l # j tels que ¢g; Anj; # 0}.
Ainsi, déterminer I' revient a construire des &;; tels que :

—&; = (D)%Y g,

LY Al - QiEDI =L T nuAlEn— QiG] (L74)
kGK,"j IGK],
Démonstration : On suppose N > 1. Si Ry, ..., Ry sont les résidus de I' relativement

a QH,,-.., ¢, dans la base (¢), alors on obtient de 'A® =P AT =0

N
> Xiow AR =0 . (1.75)

i=1
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Donc on s’apercoit que les A; R; satisfont a la propriété (1.68) avec v; = A; R;.
Ilen résulte que I' = Ry + Q1(Ry) + -+ O1...N—1(Rn) + Q1. .~ (') appartient a A[P]
si et seulement si les équations de structure (1.46) sont satisfaites, soit en termes de &;; :

ik Ak~ 0k A G = 5 Yl Ak~ Qi Ag] - (L76)
Yokt

I o1#j

Il en découle le résultat du théoreme.

Proposition 1.4

Les multivecteurs ¢y, A nix et ¢m, A 1;j, monoconfigurationnels dans la base (¢), sont
nuls ou non nuls en méme temps.

Démonstration : Considérons trois H; distincts, que I’'on notera, sans perte de généralité,
H,, H, et H3. On peut alors écrire :

QH, = §NX12 AN X13 A Y1
YH, = ENX21t AX23 A y2 . (L.77)
$OH; = 8§ NX31 ANX32 A Y3

OU & = QHNH,NH3> Xij = Xji = Q(H;nH,;)\(HinH>nH3) €t les y; completent les égalités.
On obtient alors, pour tout triplet (i, j, k) d’indices dans {1, 2, 3} deux a deux distincts :

Nij = + Xkj NYj o . <I78)
Il vient donc, par exemple :

QH, ANMij = £ & AN Xkj A Xpj AXki ANYj A Vi

(1.79)
QH; NMik = £ & ANXjk ANXjk ANXji NYj N Vi

Ainsi, deux cas se présentent :

» Si xj est un scalaire, alors : g, A nij # 0 et g, Anik # 0.

» Sixjx est un de degré au moins 1 et monoconfigurationnel dans la base (¢) , alors :
©H, AN Nij = ¢H; A Nik = 0.

[ |
Comme les résidus R; de I relativement a ¢g,, ..., ¢H, dans la base (¢) vérifient :
R; = %Z nij N&ij (1.80)
J#i
il vient que le degré de I' est au moins égal au plus petit des degrés des 7;;.
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Définition 1.21

Soit ® € A\ E. On appelle champ de @ le plus petit sous-ensemble de vecteurs unitaires
de la base (¢) avec lesquels @ s’écrit (dans cette base). On le note C[P].

Remarque 44

Si deux multivecteurs ® et W de /\E ont des champs disjoints, ¢’est-a-dire s’ils vérifient
C[®] NC[¥] = @, alors :

=0
ANV =0 = ou . (1.81)
v=0
Remarque 45
En voyant {¢1,...,¢,} comme l'union disjointe du champ de ® et d'un champ

k
complémentaire, tout annulateur T' de ® peut s’écrire T' = > u; A v; avec u;, v; multi-
i=1
vecteurs monoconfigurationnels dans la base (¢) tels que Clu;] C C[®] et C[v;] C C[P],
ou C[®] ={g1.....¢n} \ C[D].

Si les v; sont linéairement dépendants dans /\C[Tﬂ , alors on considere une sous-famille
libre de taille maximale de (v;);=1,... k, que 'on note (w;) ;. On peut ainsi écrire les relations
suivantes :
Vi E{l,...,n}, Ui:Zcij w; avec (¢jj eK . (182)
J

Il vient alors :

k k
F:Zui/\(ZCijwj):Z(ZCijui)/\wj . (183)

En faisant le produit intérieur par w; dans I’équation I' A @ = 0, on obtient :

k
Vi (Y cju)a®=0 . (1.84)
i=1

On a donc autant d’annulateurs de ® de champ inclus dans C[®] que de w;, c’est-a-dire
autant que de v; linéairement indépendants.

Ce résultat nous permet donc restreindre la recherche des annulateurs de @ a ceux définis
dans C[®].
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I.2.4 Quelques exemples de mise en pratique de la méthode

s s
Dans cette partie, on considerera des exemples du type ® = > A, g, avec (| H; = @.
i=1 i=1

Si l'intersection des H; n’est pas vide, alors il est aisé de voir que tout vecteur de ()H;
i
factorise ®. On peut, en effet, écrire & = ‘PﬂHz A D avec @ = Z,u,- Qu; et ﬂH [ =

et voir que annulateur A[®] de ® se decompose comme la somme dlrecte Alens, ]EBA[dD’]

i

I.2.4.a Pour une somme de deux multivecteurs monoconfigurationnels

On considere le multivecteur :
o = AIQDHI —f—/’\z YH, - (185)

L’intersection de H; et H, étant vide, on a ¢, = 121 et ¢, = N12. De plus, cette méme
hypothese sur H; et H, nous permet de choisir, sans perte de généralité, A; = A, = 1 (au
prix d'un éventuel changement de base, en multipliant, par exemple, le premier vecteur
de ¢p, par A; et le premier vecteur de ¢g, par A). Il vient ainsi :

o = 21 + Ni2 . <I86)

En considérant les résidus R; et Ry d’un annulateur I' de @, on a : Ry = n1p A &5 et
Ry = na1 A &21. Les équations de structure (1.73) sont donc identiquement satisfaites, des
que £, = —(—1)%12921¢,,,

Dans le champ de @, on a alors des annulateurs de la forme :
F =ann — (D%, (1.87)

avec o € K, les &1, étant nécessairement scalaires car Q1(§12) = 02(§12) = 0.

N21 — (—1)d12d21n12 est bien un annulateur de n,; + n12. En effet :

(n21 — (—1)0112(121 Ni2) A (21 + N12) = (21 A Ni2) — (—l)dud21 (M2 A 121)

= (N21 A N12) — (=1)292%21 (1) A 1a)
=0

Montrons alors que 7,1 — (—1)412921 9., est, plus précisément, une somme de multivecteurs
monoconfigurationnels dans la base (¢) qui annulent 13, + 715.

Comme H; et H, ont le méme cardinal, on note d = dyi» = d»;. Puis, on explicite les
éléments de Hy = {hy < --- < hg} et Hy, = {k1 <--- < kg} de facon a pouvoir écrire :

21 = Oy A AP (1.88)
M2 = @iy N N @iy
On définit ensuite :

+ _ Pm Tt Pk — _ Ph Pk,

et ¢ = (1.89)
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Enfin, on pose :

Moy = (@ A Aen) S et nhy = (g A Agk) Dz (1.90)

Les relations suivantes sont immédiatement vérifiées :

{ Mar+ M2 = @i A (13 + 1) + @7 A (13— 7o) (191)
M1 — Nz = @7 A3y +01,) + o Ay —n1n)

et, plus généralement, pour 1 <i <d :

{ né?i + nﬁ;j =" A1y +01p) + o A (o = M) (1.92)
Mo — Mz =i Ay +1012) + @7 A (0 — 112)

0 1

1 0

En introduisant les matrices I, = ((1) (1)) et J, = (

), on obtient des systemes

précédents :

(M21+m2) L2+ Ma1—m2)J2 = 2(‘/’1+12+§01_J2)(§0;12+902_J2)“‘(‘/’;124'90;]2) . (1.93)

7

le coefficient “ 2 7 venant du fait que :

md, +n9) L+ —n) =0+ D)L+ (1 —1D)Jy =21 . (1.94)

Puisque J§ = I, il vient que %(7721 + n12) est la somme S de tous les produits partiels
P du second membre de I'équation précédente qui contiennent un nombre pair de ¢;,
c’est-a-dire P = :I:(,o;lr /\---/\gn;lr AN@; N+ Ag; avecl+r =d et r pair, et %(7721 —N12)
est la somme S de tous les produits partiels P’ formés avec un nombre impair de ¢;,
c’est-a-dire P’ = + (p;r A A (p;l,r AN@i N A, avec I"+r"=d et r' impair.

ide : + + - _
On considere la baAse (Pnysee s Onys Phcys - Py) €L (?n voit que ((,01.1 SEEE ‘Piq»%‘l’ .. {¢jd)
est une base du méme espace. On prendra les multivecteurs complémentaires au sein de
cette base-la.
insi i 4 : + + - _
A};—nSl’ par exerfple, le multivecteur complémentaire de ;7 A« A Q" A@; A+ A@; est
Pipy NNy AQy L A s A @) A un signe pres.

» Sid est pair, tout produit partiel P de S a son complémentaire contenu dans S. Donc
tout produit partiel P de S annule tout produit partiel P’ de S’ et vice versa. Il s’ensuit
que tout P de S annule 751 — 115 et tout P’ de S’ annule 17,1 + 112, ce qui est le résultat
attendu puisque 721 — (—1)912%21 91, = 1y — 5.

» Sid est impair, le complémentaire de P contient un nombre impair de ¢;”, donc est
dans §’. Ainsi deux produits partiels P; et P, contenus dans S ont toujours un produit
nul. Donc, chaque P de S annule 1,7 + 112 et chaque P’ de S’ annule n,; — 112, ce que
I’on voulait puisque 727 — (—1)d12d21n12 = o1 + N12-

Remarque 46

On voit donc que tout annulateur d’une somme de deux multivecteurs monoconfigura-
tionnels dans une base donnée est somme d’annulateurs monoconfigurationnels dans cette
méme base.
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Exemples : Voyons plus en détail la méthode utilisée dans deux cas simples.

» d =2 et onpose N1 = @1 A @z et na1 = @3 A s
Comme d est pair, les annulateurs (sans termes annulateurs triviaux) de ® = 121 + 712
sont de la forme :

IF'=afp; Az — @3 Aps] avec o € K* . (1.95)

De plus, en suivant la méthode on peut décomposer I' de la maniere suivante :

01+ @3 @2 — @4 01— @3 @2+ @4
=2 [( A A )] . 1.96
* 2 2 )+( 2 2 (1.96)
P{ P;

Enfin, il est clair que les bivecteurs décomposables P = i((pl AN+ @3N Q2 — Q1 A Qs — Q3 A @y)
et P, = i(@l A@s— @3 AN @a+ @1 A Qs — @3 A @q) annulent P.

» d =3 et onpose N = @1 A@aA@set na = @4 APs A ps.
Ici, d est impair, donc les annulateurs (sans termes annulateurs triviaux) de ® = 1,1+ 112
sont de la forme :

FC=opi Apa Az + @4 Aps Apg] avec a € K* . (1.97)

Si on suit la méthode présentée, % se décompose comme somme de quatre trivecteurs
décomposables :

_ p1te4 ©2—¢s ¥3—@6
Py = 2 N3 N3
P, = m;m A wz;ws A %;fps
Py = 91=¢4 \ 9205 , ©31¢6 (1'98)
3 2 2 2
_ ¢1te4 92+os ¥3+9e
P, = 5 AN 5 VAN 5

Par souci de clarté, on va noter ¢; jx = ¢; A @;j A @ quelles que soient les valeurs de
i, J,k. On peut alors écrire :

1

Pr=5(@123 = 0126 — 91,53 + Q1,56 + Q4,23 — Ya2,6 — Pa,53 + P4,56)
1

Py = 5(0123— 9126 + 1,53 — Q1,56 — 4,23 + Ya2,6 — 4,53 + Pa,5,6)

1.99
Py = %(@1,2,3 + @126 — Q1,53 — P1,5,6 — P4,2,3 — Pa2,6 T Pa53 + Qa56) (1.99)

Py = %(%,2,3 + @126+ @153+ @156 T Qa3+ Pane+ Qas3+ Qase)

A nouveau, on peut aisément vérifier que P;, P,, P3 et P4 sont des annulateurs de ®.
I' est donc bien une somme d’annulateurs décomposables.

Ces exemples montrent en particulier que les annulateurs décomposables utilisés pour
décomposer les P et P’ sont obtenus en combinant des annulateurs triviaux (du type
Q12(Y)) et des annulateurs non triviaux (du type o [n2; — (—=1)912%217,,]).
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I.2.4.b Pour une somme de trois multivecteurs monoconfigurationnels

On considere le multivecteur :

=1 OH, —I-kz(sz + A3 ©OH; - (1100)
Le champ de I' étant le méme que celui de @, si les &;; ne sont pas des scalaires, on
a nécessairement &; = Qk(&;) et les équations de structure (1.73) sont identiquement
satisfaites.

On peut alors distinguer plusieurs cas en utilisant les notations de la démonstration de la
proposition 1.4 (en faisant entrer les A; dans les y;) :

» Premier cas : x1;, X23 et x3; sont de degré au moins 1.

Tous les produits extérieurs ¢g, A 1 sont nuls, donc les équations de structure sont
identiquement satisfaites.

» Deuxiéme cas : x; est un scalaire; x,3 et x3; sont de degré au moins 1.

Les seuls ¢u;, A n;x non nuls sont g, A 131 et @g, A n3z. Les équations de structure non
identiquement nulles se réduisent a :

E31 — 02(831) =832 — 01(632) =0 . (1.101)

Le terme constant de £37 est donc nul et il en est de méme pour £&3;.

» Troisieme cas : x1» = X23 = 1; x37 est de degré au moins 1.

Sous ces conditions, on a :

N21 = X13 A\ )1
N2 = y2 ©H, AN32 # 0
= X153 A

VH _e N N23 = X13 A Y3 ©H, AM13 # 0

CH, = )2 ) . et A £0 . (1.102)

OB, = X13 A V3 N3z = )2 ©H, N\ 131

’ 31 = Y1 Qs A2 £ 0

M3 =Yy3

Les résidus d’un annulateur I" de ® sont ainsi :

Ry =ysNE+ y3snéns
R2 =X13 A1 A §21 + X13 A Y3 A %—23 . (1103)
Ry =y1 NE31+ y2aNéxn

Les &;; doivent satisfaire aux équations de structure (1.73), qui se réduisent au systeme
suivant : ‘ £)
13 = 02(613

. [.104

12— 01(6) = b1 — 0a(Er2) (L1049

Le terme constant de &, est donc égal a celui de &3, et peut appartenir a K tout entier.
Le terme constant de &3 est, quant a lui, nul.
Il vient alors :

I'=R; + Q1(Rz) + Q12(R3)
=x13 A (Y1 A&+ Y3 AE3) +yi A Qa(831) + ya A2 + Q1(632)] + ya Az
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T = xi3 A [=(=DP 0 A (4 w3) — (D)3 A (1 + wy)]
+ Vi AWz + Y2 A (4w + ws) — (=1)B Y Aw,

ou wi, Wy et w3 sont sans terme constant et de champ respectivement inclus dans Clgg, ],
Clom,] et Clom,]; 1 est scalaire.

Dans le cas ou tous les &;; sont scalaires et z =0 :
- Si @ est de degré impair, on retrouve le fait que ® A ® = 0.
- Si @ est de degré pair, on obtient I' = u[y, — x13 A (y1 + y3)].

Remarque 47

Tout multivecteur I' € A[®P] d'un degré égal a celui de ® est une combinaison linéaire a
coefficients dans K des multivecteurs :

'y =y, £ x13 A [y1 + y3l
Fz = [yl + y3] A\ Wy s (1105)
'3 = 01,2,3(Y)

ou, cette fois, w, est monoconfigurationnel dans la base (¢) de méme degré que xy3 et Y
tel que Q1,,3(Y) soit du méme degré que P.

I'; et I'3 se résolvent en sommes de multivecteurs monoconfigurationnels dans la base (@)
dans A[®]. Cependant, il n’en est pas de méme pour I'y en général. En effet, si on pose :

I' =o' + oIy + O(3F3 avec o1,0p,03 € K , (1106)

ona: y Al = Fa1y2 A x13 A[y1 + y3]. Donc il est impossible que I' soit nul ou une
somme d’annulateurs monoconfigurationnels dans la base (¢) si o1 # 0 et si les y; sont
de degrés strictement supérieurs a 1, car y; 4+ y; n’est pas décomposable.

» Quatrieme cas : x15 = X3 = x31 = 1.

Sous ces conditions, on a :
Ry — Q1(R2) = y3 A [523 — Q1(523)] e
O Z Ao ] | = 9= 6 = = 0t

R3 — 02(R3) = y1 A [§31 — 02(831)]
Ry — Q3(Rz) = y1 A [621 — Q3(521)]

R — O3(Ry) = y2 A 612 — 03(612)]
R3 — Q1(R3) = y2 A[632 — OQ1(632)]

; = 31— 02(631) = &1 — 03(621)

} = §12— 03(612) = &30 — 01(632)

(1.107)
Si un des &; — O (&) est nul, alors tous les autres sont également nuls.
Si I'un des &;; a un terme constant non nul, il en est de méme pour tous les autres.
Il vient alors, si on suppose tous les &;; scalaires :

23 = &13
Es1 =861 . (1.108)
E12 = &3
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En remarquant que, dans ce quatrieme cas, tous les d;; sont égaux (au degré de @) on
voit que :

- Si @ est de degré impair, alors les termes constants des &;; ont des valeurs indépendantes
des indices et 1’'on retrouve que ® est son propre annulateur.

- 5i ® est de degré pair, alors §;; = —§;; et le systeme précédent entraine que les termes
constants des &;; sont tous nuls.

Tout ' € A[P] sans terme annulateur trivial s’écrit comme suit :

F'=yiAlbr+ Q2D+ y2 A1+ 0163)] +y3s ALz + 01(523)] . (1.109)
Si @ est de degré impair, I est de la forme :
F=pui+y2+y3)+s+y2)Awr+ 1 +y3) Awr+ (2 +y1) Aws , (1.110)
et, si @ est de degré pair, I' est de la forme :
F'=s—y2) Awr+ (1 —y3) Awa+ (ya—y1) Aws (1.111)

ou wy, wy et wsz sont sans terme constant et de champ respectivement inclus dans C[yq],
Cly2] et Clys]; p est scalaire.

Les annulateurs de ® sont, dans ce cas, tous réductibles sous forme de sommes d’annu-
lateurs décomposables. On le voit notamment par la méthode utilisée dans le cas de la
somme de deux multivecteurs monoconfigurationnels, c’est-a-dire en faisant apparaitre
des annulateurs triviaux (de la forme Q; 5 3(Y)).

I.2.4.c Conclusion sur la méthode

g Covclvsion J

La méthode classique et brutale de recherche d’annulateurs consiste en un systeme
linéaire d’équations dont le nombre d’équations et le nombre d’inconnues sont donnés
par les dimensions des bases induites respectives, et donc par la formule du binome.
Le scaling est alors bien trop important lorsque la graduation de ® et la dimension de
‘H sont trop élevées (supérieure a 2 pour la graduation de ® et encore au-dela pour dim H).

Avec la méthode de Vivier, le facteur limitant est différent, puisqu’il s’agit du nombre
de déterminants de Slater : s’ils rentrent tous en jeu, la méthode ne sera pas forcément
pertinente mais, dans le cas contraire, elle pourra s’avérer plus intéressante. De plus,
comme la recherche des annulateurs se fait dans une base donnée, l'efficacité de la
méthode peut donc dépendre de la base choisie. Ainsi, avec une fonction ayant une forme
particuliere dans une certaine base, le scaling peut étre compétitif.

En résumé, la méthode de Vivier n’est pas forcément meilleure dans I’absolu. Cependant,
comme les parametres dont dépend le scaling de cette méthode sont différents de ceux
de la méthode habituelle, on obtient une méthode complémentaire a ne pas négliger,
en particulier lorsque la forme des fonctions d’ondes étudiées est bien adaptée a son
utilisation.
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CHAPITRE II

ELEMENTS DE CHIMIE QUANTIQUE

“ Ce qui apparait maintenant comme le paradoze de la théorie quantique sera tout juste
du bon sens aur yeur des enfants de nos enfants.”

Stephen Hawking

II.1 Introduction a la chimie quantique

Soit H un espace de Hilbert sur un corps K (avec K = R ou K = C).

En physique quantique, I'importance du produit scalaire hermitien ( | ) dont est muni H
est telle que Dirac a introduit en 1939 la notation bra-ket ({ | et | )) pour simplifier la
représentation des fonctions d’onde.

Définition I1.1

Un vecteur ¢ € H pourra étre noté |p) et sera appelé ket, tandis que son vecteur “dual”
(au sens du produit scalaire, pour des bases orthogonales), dénommé bra, sera (¢|.

II.1.1 Notions fondamentales pour 1’étude de systemes quan-
tiques

Définition I1.2

On appelle représentation d'un systeme quantique la donnée d’une base hilbertienne
d’un espace de Hilbert H choisi de maniere a rendre compte des degrés de liberté pertinents
du systeme considéré.

Exemple : On peut choisir pour H l'espace de Sobolev H!(R") tensorisé avec C™ avec
n le nombre de degrés de liberté dans ’espace et m la multiplicité de spin, vide infra...
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Définition I1.3

Un opérateur O est dit autoadjoint s’il est égal a son adjoint Ot et 8ils possedent tous
deux le méme domaine de définition.

Définition 11.4

Un opérateur symétrique O est dit essentiellement autoadjoint si sa fermeture O est
autoadjointe.

Définition I1.5

Les quantités observables d’un systeme quantique sont associées a des opérateurs hermi-
tiens sur H, autoadjoints ou essentiellement autoadjoints, appelés observables.

Remarque 48

Dans ses travaux, Tosio Kato a montré que 'opérateur associé a I’énergie d’un systeme
de particules interagissant selon la loi de Coulomb, appelé hamiltonien coulombien,
était essentiellement autoadjoint et donc constituait une observable [59].

Définition I1.6

Les états possibles d’un systéme quantique sont caractérisés par des opérateurs p hermi-
tiens positifs de trace égale a 1, que 'on appelle opérateurs densité.

Remarque 49

En physique classique, on prédit les valeurs obtenues par la mesure de grandeurs physiques.
En physique quantique, on prédit seulement la probabilité d’obtenir telle ou telle mesure
d’une grandeur physique lors d'une expérience répétée. Les valeurs de la mesure qu’il est
possible d’obtenir correspondent aux valeurs propres de ’observable que 'on associe a la
grandeur physique. Ces valeurs pondérées par leurs fréquences théoriques amenent a la
notion de “valeur moyenne d’une observable”. Cette derniere représente ’espérance au
sens des probabilités si I’expérience était répétée un nombre infini de fois.

Définition I1.7

La valeur moyenne d’une observable 0] pour un état quantique dont l'opérateur
densité est p est : tr(p0).
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Remarque 50

La méme grandeur physique peut étre représentée par des opérateurs différents suivant
la représentation choisie. Par exemple, I'observable représentant I’énergie du systeme est
en général 'opérateur hamiltonien, mais ce n’est plus nécessairement le cas quand le
systeme est non conservatif. De facon analogue, dans le cas de champs électromagnétiques,
certaines observables dépendent du choix de la “jauge” c’est-a-dire du couple (potentiel
vecteur, potentiel scalaire) choisi comme variables dynamiques pour décrire le champ.

Remarque 51

Une observable n’est pas toujours nécessairement “véritablement physique”. Par exemple,
elle peut dépendre (du choix arbitraire) de la jauge alors que les quantités physiques, elles,
doivent en étre indépendantes. De plus, en électrodynamique quantique, I’obtention d’un
formalisme manifestement covariant impose I'introduction de kets non physiques.

Définition I1.8

L’état d’'un systeme quantique est dit pur si son opérateur densité, p, est un projecteur
sur H, c’est-a-dire si p? = p.

Remarque 52

Dans ce cas p est le projecteur orthogonal sur une droite de H, et équivaut projectivement
a un élément non nul de cette droite, appelé fonction d’onde.

Définition I1.9

Un état quantique est dit mixte ou de mélange (statistique) si I'opérateur densité qui
lui est associé est une combinaison convexe de projecteurs.

Proposition I1.1

On a l'inégalité suivante pour tout opérateur densité p associé a un état quantique :
tr(p>) <1 , (IL.1)

avec égalité si et seulement si 1’état est pur.

Définition I1.10

Un état pur est dit lié lorsque la fonction d’onde qui lui est associée est normalisable au
sens du produit scalaire hermitien défini sur H.
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Remarque 53

Si la fonction d’onde d’un état quantique n’est pas normalisable, cet état est alors dit de
continuum, ou de diffusion, et ne nous intéressera pas dans notre étude.

Remarque 54

La notation de Dirac s’étend a des états quantiques n’appartenant pas a H. Par exemple,
les fonctions propres de l'opérateur moment cinétique de translation, les distributions
de Dirac centrées sur des points de l’espace, considérées comme les “fonctions propres”
de l'opérateur de position, etc. Cette extension de la notation bra-ket de Dirac, parfois
appelée “rigged Hilbert space” en anglais [2] (que I'on peut traduire par “espace de Hilbert
apprété”), a suscité des travaux mathématiques pour la rendre rigoureuse [18].

Proposition I1.2

La valeur moyenne d'une observable O dans ’état pur lié associé a la fonction d’onde
normalisée @ est :

(®]0|®) := (®|0D) = (0O D|D) (IL.2)

Les différents états liés stationnaires d'un systeme quantique conservatif correspondent
aux états propres du spectre discret de 'hamiltonien H du systeme. Les niveaux d’énergie
sont les valeurs propres, E;, de I’équation de Schrodinger stationnaire :

A

HY; = E;; (11.3)

avec W; € /\'H fonction d’onde (vecteur propre) associée au niveau d’énergie E; (valeur
propre).

Définition I1.11

Les particules quantiques ont un degré de liberté supplémentaire appelé spin. Il s’agit
d’un moment angulaire intrinseque de ces particules qui détermine leur orientation dans
un champ magnétique.

Il est représenté par un opérateur vectoriel hermitien S, nommé opérateur de spin,
possédant trois composantes, notées S’x, §y et S, dans un systeme de coordonnées
cartésiennes.

Définition 11.12

Les opérateurs dits de montée §+ et de descente .§_, conjugués 'un de l'autre, sont
définis a partir des composantes cartésiennes de 'opérateur de spin :

Sy =8, +iS, . (I1.4)
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Proposition I1.3

Les composantes cartésiennes de S vérifient les relations de commutation suivantes :

[S‘a,SA’B] — isa,ﬂ,ybqy avec {a,B,v}={x,y,z} . (IL.5)

A

en rappelant que [S,, S,g] = Sag/; - Sﬂ S« et que gq.8,4 est le symbole de Levi-Civita.

Remarque 55

Précisons que le symbole de Levi-Civita peut étre écrit a partir du symbole de Kronecker :

Bl 8ay e
EaBy = Sﬂx Sﬂy Sﬂz . (H.G)
8yx 873’ 8)/2

D’autres commutateurs lient S’.,., S_et S, :

A

[5..8:]=S,+. [S..8]=-8_ et [S;.8]=2S, . (IL.7)
De plus, on a également la relation :

Vy € {x,y.z}, [$2,5,] =0 (IL.8)

Proposition 11.4

Comme S2 et S, commutent, il existe une base, que I’on note (|s, ms)) avec s € % entier ou
demi-entier fixé et my prenant les (25 4 1) valeurs de 'ensemble {—s,—s + 1,...,s—1, s},
de vecteurs propres communs a S2 et S, :

S2|s,ms) = s(s + 1) |s.mg) et S,|s,ms) = my|s.mg) . (11.9)

Remarque 56

Les composantes de 'opérateur S, ne commutant pas, suivent le principe d’incertitude.
Le carré de la norme et la projection sur un axe (arbitrairement z) du spin sont ainsi les
seules données observables simultanément.

Définition I1.13

On appelle s le nombre quantique de spin et m; le nombre quantique magnétique
de spin.
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Remarque 57

Lorsque la confusion n’est pas possible, on se permettra d’utiliser le mot “spin”, de maniere
certes abusive, pour qualifier indifféremment S, s ou my.

Remarque 58

Le spin permet de classifier les particules en deux familles : les bosons, particules de spin
entier, et les fermions, particules de spin demi-entier (comme les électrons, de spin %)

I1.1.2 Notions fondamentales pour I’étude de systemes fermio-
niques

Théoreme II.1: Principe d’exclusion de Pauli

Plusieurs fermions identiques ne peuvent pas occuper simultanément le méme état quan-
tique.

Corollaire II1.1

Un ensemble de fermions identiques est décrit par une fonction d’onde ®, qui doit changer
de signe quand on permute deux d’entre eux :

®e('x19'x2) = _QE(XZ’XI) (IIlO)

d’ou ®,(x1,x1) = Pe(x2,x2) = 0.

Pour s’assurer que cette propriété est vérifiée, il est pratique de construire des fonc-
tions d’ondes fermioniques a N particules a partir de produits antisymétrisés de fonctions
d’ondes a 1 particule.

Définition I1.14

On appelle spin-orbitales les éléments de 'espace de Hilbert H des fonctions d’ondes
de systemes a 1 particule. Elles sont constituées d’une partie orbitale (appartenant par
exemple & L2(R?) ou & H'(R?)) et d'une partie de spin m; (dans C**1).

Les fonctions d’ondes & N particules sont des éléments de ANH. La représentation dite
“directe” des éléments décomposables est ce que les physiciens appellent “déterminant de
Slater”.
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Définition I1.15

Le déterminant de Slater d’ordre N, ®;, ;. , associé a un systeme de N fermions

identiques décrits par les spin-orbitales ¢, ..., ¢;, , est défini par :
@i (x1) @i (x1) o @iy (x1)
1 @iy (x2) @i (x2) o @iy (x2)
iy (X1, XN) = i " 2 ’25 2 ’NE : (I1.11)
¥i; (XN) (piz(xN) o Qi (xN)

ou x; = (r;,0;) rassemble les coordonnées spatiales r; et la composante suivant I’axe de
quantification du spin o; du j™° fermion.

Toute fonction d’onde générale & d’'un systeme a N particules pourra donc s’exprimer
comme combinaison linéaire de déterminants de Slater :

® = i,

I 5eees iN

,,,,, in cDi1,~--,iN (Xl, RN )CN) avec kils-u,iN eK . (IIl2)

En chimie quantique, on travaille sur des systemes quantiques possédant un nombre
fixé N d’électrons. L’espace de Hilbert naturel est donc la N-ieme puissance extérieure
AYH de 'espace de Hilbert a 1 particule H. Ce dernier devrait étre en toute rigueur
H'(R?*) ® C2, et donc un espace fonctionnel de dimension infinie. Cependant, pour des
raisons numériques, on adopte une approche de type Galerkine en considérant un sous-
espace H C H'(R?)®C? de dimension finie 2m. Ainsi, les résultats du chapitre précédent,
établis en dimension finie, vont pouvoir étre utilisés de facon tout a fait pertinente.

Notation : Désignons a présent par (¢) = (¢1, ..., P2,) une base orthonormale de H.

Définition 11.16

La notation |@;)(¢;| représente I'opérateur dont la matrice est Ej;;, c’est-a-dire qui a tous
ses éléments nuls sauf celui de la ligne i et de la colonne ;.
L’opérateur |¢;){(¢p;| est ainsi le projecteur orthogonal sur la droite engendrée par g;.

Remarque 59

Si on considere deux spin-orbitales ¥y et ¥, que l'on écrit dans la base (¢) comme suit :

2m 2m
Yi=) Aile) et Ya=) pile) . (IL.13)

alors |Y) (2] est opérateur suivant :

2m 2m 2m 2m
W)Wl = e @ilvn) (Wale) ol =D > hiftsle:) (e;] (I1.14)
i=1j=1 i=1j=1

La matrice qui lui est associée est donc (/\,-,u_j) 1<i<2m -
1<j<2m
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Définition I1.17

La matrice densité p de 1'état d'un systeme quantique a N fermions décrit par la
fonction d’onde ® dans 'espace de Hilbert H est une matrice de taille (21:,") X (2]\',") dont
la formule générale pour les coefficients est :

(p)(i1<'"<iN),(j1<"'<jN) = ((¢j1 ARRARA ¢jN) < q)|(¢i1 ARRRRAN WiN) JdP) . <H'15)
L’opérateur associé a la matrice densité n’est autre que 'opérateur densité, qui s’écrit :

p=|D)ND| . (IL.16)

Définition 11.18

Pour P < N, la matrice densité réduite d’ordre P pp de I'état quantique ® a N

fermions est une matrice de taille (2;,") X (21',") dont les coefficients sont donnés par :

(pP)(i1<"'<iP),(j1<"'<jP) = ((¢j1 ARRRRA 901'13) < q)|(¢i1 ZARRRRA §0ip) <J q>) . <H'17)

Remarque 60

Dans la littérature anglophone, la matrice densité réduite est abrégée en RDM (pour
“Reduced Density Matrix”), l'ordre se plagant en premier; par exemple, 1IRDM pour
celle d’ordre 1 (en anglais “One-body, or First-order, Reduced Density Matrix”). Nous
utiliserons cette notation plus parlante pour la désigner, a la place de p.

Définition 11.19

Pour P < N, la matrice de transition réduite d’ordre P Mp ¢ 4 des états quan-
tiques @ et ®" a N fermions est la matrice dont les coefficients s’écrivent :

(MP,(‘I’s‘I”))(i = ((¢j1 ARRRRA ¢jP) < q)|(¢i1 AN /\wip) <J qD,) . (II'18)

1<=<ip),(j1<=<jp) —

Remarque 61

La matrice de transition réduite est aussi notée RTM (pour “Reduced Transfer Matrix”).
Comme pour la RDM, l'ordre se place devant ; par exemple, 2RTM pour celle d’ordre 2
(en anglais “T'wo-body, or Second-order, Reduced Transfer Matrix”).

De plus, on obtient la matrice densité réduite dans le cas particulier ou ® = @'.

Définition I1.20

Pour tout ® € ANH, 'ensemble des ¥ J &, avec ¥ € AN %3 est un espace vectoriel
dont la dimension est égale au nombre maximum de ¢y  ® avec H € Py_x({1,...,N})
linéairement indépendants.

Cet espace vectoriel est bien défini intrinsequement par le lemme 1.2. Tl se note aussi Z*[®]
et s’appelle espace k-interne de ®.
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Remarque 62

L’espace l-interne Z'[®] de ® n’est autre que son espace interne Z[®].

Définition I1.21

Deux fonctions d’ondes fermioniques sont dites k-orthogonales si leurs espaces k-internes
sont orthogonaux.

Remarque 63

Les espaces k-internes sont particulierement utiles en physique quantique. Par exemple,
dans l'article [23], la notion de k-orthogonalité de fonctions d’ondes permet de mesurer le
degré d’indistinguabilité de systemes de particules identiques.

Définition I1.22

L’espace EF[®] = (Ik[CD])J' est appelé espace k-externe de ®.

Remarque 64
Tout élément ¥ € EX[®] annule @, c’est-a-dire vérifie :

U d=0 . (I1.19)

Remarque 65

L’espace k-externe d'un élément ® € AH somme de multivecteurs ®, € N H est le
suivant :

efo] = (N EF[@,] . (11.20)

De fagon analogue, I'espace k-externe d’un ensemble de multivecteurs de AH sera I'in-
tersection de leurs espaces k-externes respectifs.

I1.1.3 Opérateurs de seconde quantification

Nous allons voir a présent un formalisme tres utilisé en physique quantique qui est en lien
direct avec l'algebre extérieure.
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Définition I1.23

On considere souvent ce que I'on appelle la seconde quantification en chimie quantique.
C’est une méthode de quantification dans laquelle les spin-orbitales ¢; sont créées par des
opérateurs alT, appelés opérateurs de création, lorsqu’on les fait agir sur 1’ensemble
vide, noté |0) :

all0) = lgs) . (IL.21)

Remarque 66

Le produit extérieur ¢; A --- A @y, qui est un déterminant de Slater d’un systeme a N
particules, peut alors étre réécrit comme suit :

Définition 11.24

Les opérateurs d’annihilation a; associés aux ¢; peuvent étre définis par conjugaison
a partir de I’équation (I1.21) :
Olai = (@] - (11.23)

Remarque 67

On peut faire le lien entre ces opérateurs d’annihilation et le produit intérieur de 1’algebre
extérieure. Plus précisément, avec la convention que I'on adopte, on a pour tout ® € AH :

a;i|®) = lg; J ) . (I1.24)

Remarque 68

Si la base que l'on choisit pour H n’est pas orthogonale, ces opérateurs d’annihilation
ne vont pas satisfaire aux relations de commutation habituelles. Nous allons avoir par
exemple (0|a,—aj. |0) = (@ilep;) # &, j. On va donc introduire une nouvelle base permettant
de retrouver les propriétés habituelles.

Définition I1.25

On introduit la base duale (¢) qui est I'unique base vérifiant la propriété suivante :
Vi, j. (gilej) =6i; . (I1.25)

ou §; ; est le symbole de Kronecker.
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Définition I1.26

Les opérateurs d’annihilation @; duaux, c’est-a-dire associés aux spin-orbitales de la
base duale ((@;| = (0[a;),, satisfont & la propriété souhaitée :

(Ofa;at|o) =& . (11.26)

Remarque 69

Dans le cas ou la base est orthonormale, les opérateurs d’annihilation duaux sont les
opérateurs d’annihilation habituels.

Remarque 70

Cette notion de dualité est le cas particulier appliqué au produit scalaire de celle présentée
dans la définition 1.18.

A présent, nous pouvons aisément étendre les notions d’opérateurs de création et d’anni-
hilation a des états quantiques arbitraires.

Définition I1.27

Pour tout état quantique ® = Y ¢, i @i, A A i (avee ¢y, i, € K), nous notons
i1yeik
son opérateur de création af(®). Il est défini comme suit :

a'(@)0) = D) = D ciiglon A Aei) = D ciig aj ---al oy . (1L27)

i1seenig [15eeeslk

Exemple : af(¢;) = a;r et al(py A Aoy) = aJlr---a;rV.

Définition 11.28

De méme, 'opérateur d’annihilation dual a(®) de 'état quantique ® est donné par :

Zl/(©) = Z cil,...,ik ?iik o 'Hil ) (IIQS)

i1,k

ou ¢;,,..i, représente le conjugué complexe du coefficient ¢;, .. ;, .

Exemple : L’ordre dans le produit est inversé dans la définition de cet opérateur! On a
donc a(g;) =a; et a(py A=+~ ANey) =dn---d;.
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Remarque 71

On peut de nouveau faire le lien avec le produit intérieur, en écrivant pour tout état
quantique ¥ de H : _
a(@)¥) =D J W) . (I1.29)

Une autre définition de 'opérateur d’annihilation dual, sans renverser 1’ordre des indices,
aurait été possible. Dans ce cas, il aurait fallu utiliser le produit intérieur a droite.

I1.1.4 Hamiltonien coulombien pour les électrons d’une molécule

Remarque 72

On emploiera le terme “molécule” au sens large, c’est-a-dire pour désigner également les
cas limites d’un simple atome et de la matiere condensée.

Dans une molécule, 1’évolution du systeme d’électrons est décrite par un opérateur ha-
miltonien qui comporte le plus communément un terme d’énergie cinétique I&e, un terme
de répulsion coulombienne noyau-noyau v, n, un terme d’attraction coulombienne noyau-
8lectron Vy, et un terme de répulsion coulombienne électron-électron Ve :

He =Ko+ Vop + Vie + Vo . (I1.30)
H, est appelé hamiltonien électronique coulombien.

L’équation de Schrodinger électronique stationnaire est I’équation aux valeurs propres
pour cet hamiltonien :

AV, = E, W, avec VW, e \"H . (I1.31)
Les solutions de cette équation donnent donc les états propres du systeme a N électrons.

En seconde quantification, il s’écrit sous la forme suivante :

H,=V,, + E hpq a;aq + E Vogrs a;a;asa, . (11.32)
1<p.,g<2m 1<p.q.r,s<2m
p<q

r<s

En rappelant que (¢) désigne toujours une base orthonormée de H, 'action de H, sur des
éléments @, @ quelconques de AH donne :

(DI He|®') = Van(®IDV+ D hpglep < Plog < @)+ D Vogrs((0pA0g) < @l(prAgs) @)

1<p,g<2m 1<p.q.,r,s<2m
p<q
r<s

(I1.33)
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La constante de répulsion nucléaire V,,, dont I’expression est la suivante :

Za Zb
Van = - 11.34
" no}Za;lxllRa_Rb” (I1.34)
a,b

est en facteur de I'opérateur identité [ dans 17,1,1, qui représente la partie a 0 électron de H,.

La partie a 1 électron de I'’hamiltonien coulombien est caractérisée par les intégrales /g,
qui ont pour formule, lorsque les spin-orbitales ¢, et ¢, ont le méme spin :

| p— Zap(r) ¢q(r)
hm=74fmﬂ%mmw1§léui_m ar (11.35)

en notant ¢, (r) la partie orbitale de la spin-orbitale ¢,(r, o).
Si @, et ¢, ont un spin opposé, alors h,, = 0.

Les coefficients V4,5 définissent quant & eux la partie de H, a 2 électrons. Ils vont
s’exprimer a partir des intégrales suivantes :

B @p(r1) @q(r2) o, (r1) @s(r2)
<MM”_Awm in—ral

drldrz . (II36)

1
2
orbitales ¢, et ¢; posseédent 'autre spin —% (respectivement %), alors :

Si les spin-orbitales ¢, et ¢, sont de méme spin 5 (respectivement —% ) et si les spin-

Voars = (palrs) . (IL37)

Lorsque les quatre spin-orbitales partagent le méme spin, on a :

Vpars = (pqlrs) — (pqlsr) . (I1.38)

Dans tous les autres cas, Vpgrs = 0.

Ce développement montre que pour évaluer ’action de ’hamiltonien coulombien sur les
fonctions d’ondes d’un systeme quantique, nous devons pouvoir calculer efficacement plu-
sieurs produits scalaires, ce qui n’est pas forcément tache aisée, excepté pour (P|d’).
Remarquons alors que les (¢,  Plo; « D) et les ((¢p A @) < Pl(@r A @5) J D)
représentent respectivement les éléments de la 1IRTM et de la 2RTM.

Remarque 73

On considere la plupart du temps des hamiltoniens ne dépendant pas du spin. Il est
toujours possible d’adapter a la symétrie de spin ses états propres. Les états propres non
dégénérés sont automatiquement adaptés au spin. Ceux dégénérés, par contre, ne le sont
pas nécessairement mais peuvent toujours étre transformés pour le devenir.

Il n’existe des solutions exactes a l’équation de Schrodinger électronique que pour les
systémes a un seul électron (par exemple, H;’ ). Des méthodes pour obtenir des solutions
approchées sont donc mises en ceuvre pour pouvoir étudier des systemes plus grands.
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I1.1.5 Méthodes de résolution approchée de ’hamiltonien

Nous avons adopté une approche de type Galerkine en travaillant sur un sous-espace de
dimension finie H C H!(R?*) ® C? de dimension 2m pour étudier des systémes quantiques
a N électrons. Pour construire cet espace de dimension finie, il existe de nombreuses
familles de fonctions standards, appelées “bases d’orbitales atomiques”, comme la base
STO-3G [38] que nous rencontrerons plus tard. C’est une des bases classiques figurant dans
la bibliotheque du code “Tonto” dont nous parlerons au chapitre IV aux cotés de diverses

autres bases : les plus connues étant les bases a valence séparée (en anglais “split-valence”)
3-21G [8] ou 6-31G [39], et les bases de Dunning cc-pVDZ, cc-pVTZ ou cc-pVQZ [33].

Les méthodes de résolution (ou “d’approximation” en chimie quantique) peuvent étre
classifiées en méthodes de fonctions d’ondes et en méthodes de la fonctionnelle de la
densité (en anglais “Density Functional Theory” ou “DFT”), bien qu'il ait été proposé
récemment des méthodes hybrides qui relient les deux approches. La DFT allie rapidité
avec une précision tout a fait raisonnable que ce soit pour des systemes réduits a quelques
atomes ou pour des systemes qui en comportent plusieurs centaines. Mais, elle fait appel
a des fonctionnelles approchées que 1'on ne sait pas améliorer de maniere systématique.
Nous allons donc nous focaliser sur les seules méthodes de fonctions d’ondes. Ces dernieres
peuvent étre scindées a leur tour en trois grandes familles : les méthodes variationnelles,
les méthodes dites de cluster couplé et les méthodes perturbatives.

Remarque 74

Pour I’énergie, comme pour toute grandeur, l'origine (c’est-a-dire le zéro) est choisie de
facon arbitraire. On la prend généralement en chimie a la dissociation de la molécule. Une
molécule est donc d’autant plus liée que son énergie est négative.

I1.1.5.a Méthodes variationnelles

Une méthode variationnelle consiste a chercher les points stationnaires de la valeur moyenne
de I’hamiltonien I:Ie pour un systeme décrit par une fonction d’onde ® appartenant a un
sous-ensemble de ANH défini par un certain nombre de contraintes. Les cas les plus
répandus en chimie quantique sont la méthode de Hartree-Fock et la méthode d’inter-
action de configuration que 'on va présenter ci-dessous (en omettant les problemes liés
a la symétrie de spin) auxquels on va ajouter la méthode du champ de géminales self-
consistant que 1'on approfondira par la suite.

Remarque 75

Les solutions obtenues par les méthodes variationnelles constituent une borne supérieure
de la solution recherchée, ce qui n’est pas le cas pour les autres types de méthodes. Il sera
donc plus facile d’avoir une convergence de 1’algorithme car il n’y aura pas d’oscillations
autour de la solution.
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» Méthode de Hartree-Fock :

Lorsque l'on cherche les états de plus basse énergie d’une symétrie donnée d’un hamil-
tonien H, borné inférieurement, la méthode variationnelle utilisée, appelée méthode de
Hartree-Fock (ou “HF”), consiste a& minimiser 1’énergie, écrite comme un quotient de
Rayleigh :

®|H,|®
g — (PIH|D) (I1.39)
(D] D)
On obtient ce que 'on nomme I’énergie Hartree-Fock et la fonction d’onde Hartree-Fock :
®|H,|D ®|H,|®
Eyr =  min (PIH|®) et ®uyp = argmin (PIH|P) : (11.40)
oep\VH (D) sepvn (PP)
dim[I 1 (®)]=N dim[I1 (®)]=N

ou “argmin” représente la fonction d’onde pour laquelle le quotient de Rayleigh réalise
son minimum.

En d’autres termes, par la contrainte sur I’espace l-interne, la fonction d’onde ®yp est la
fonction décomposable d’énergie minimale :

|Pur) = a’ (1) ---a’(yw)I0) (IT.41)

avec tous les ¥; dans \' H = H.

Cette méthode s’appelle aussi la méthode du champ auto-cohérent ou self-consistant
(en anglais “Self-Consistent Field” ou “SCF”).

Comme on ne s’est pas intéressé au spin, la méthode que I'on vient de présenter est
en réalité la méthode de Hartree-Fock sans contrainte de spin (en anglais “Unrestricted
Hartree-Fock” ou “UHF") [5,87], par opposition a celle avec contrainte de spin (en anglais
“Restricted Hartree-Fock” ou “RHE”).

Remarque 76

En considérant un systeme composé de deux fragments A et B infiniment séparés (et
donc sans interaction), la fonction d’onde Hartree-Fock du systéeme telle qu'on ’a définie
pourra se mettre sous la forme d’un produit extérieur des fonctions d’ondes Hartree-Fock
des deux fragments :

Oyp = OAL A BB, | (11.42)

et sera dite multiplicativement séparable.

» Méthode du champ de géminales self-consistant :

Par analogie, on peut étendre la méthode Hartree-Fock en utilisant des bivecteurs g; ap-
partenant & A2 H, appelés géminales. La fonction d’onde électronique est alors approchée
par :

|Pascr) = aT(gl)---aT(g%)|0) ; (11.43)

qui minimise ’énergie.
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Remarque 77

En chimie classique, on apparie les électrons d’une molécule en paires de Lewis. Par
exemple, pour la molécule d’eau H,O :

A

H H

Les géminales g; pouvant représenter des paires d’électrons [42, 102, 103], cela justifie
d’un point de vue physique la méthode du champ de géminales self-consistant (en
anglais “Geminal Self-Consistent Field” ou “GSCF”) [21,22,77].

Dans le chapitre 111, nous verrons que I'on peut rajouter différentes contraintes d’orthogo-
nalité aux géminales de la méthode GSCF, notamment la 2-orthogonalité avec invariance
par permutations [24], afin d’améliorer le temps de calcul tout en conservant une meilleure
précision que la méthode HF'.

» Méthode d’interaction de configuration :

Une autre méthode variationnelle, appelée méthode d’interaction de configuration
(en anglais “Configuration Interaction” ou “CI”), a été présentée en lien avec le quotient
de Rayleigh par Walter Ritz en 1909 [93]. Elle consiste a contraindre la fonction & a
appartenir a un espace vectoriel V. Cet espace est engendré par une base de fonctions a
N électrons, appelées configurations. Les points stationnaires du quotient de Rayleigh
(I1.39) peuvent étre obtenus en diagonalisant la matrice hamiltonienne dans cette base.

La facon la plus commune de construire l'espace V' et une base de configurations est de
prendre la fonction de référence Hartree-Fock ®yp puis de faire agir dessus des opérateurs
d’excitation. La fonction d’onde ®¢; obtenue se décompose donc comme suit :

_ v v V1,V2 TV,v2
Por = ¢o Prrt+ Z Z Cm T771 Dur + Z Z Cnima Tnl,nz Ppp - ...
spin-orbitale spin-orbitale spin-orbitales spin-orbitales
occupée virtuelle occupées virtuelles
Vi 1 v1<v2 n<n2
(11.44)
Les T, !~ sont les opérateurs d’excitation qui remplacent les spin-orbitales oc-
cupées 1y, ..., n; par celles inoccupées (dites “virtuelles”) vy, ..., v; respectivement tout

en préservant la symétrie. On peut les exprimer en seconde quantification comme suit :

j\*nvll,,.-.-.-:nvii = aI] ...aIiam < dy, . (II45)

.....

Remarque 78

Cette méthode permet d’obtenir non seulement 1’état fondamental mais aussi des états
excités du systeme électronique considéré.
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Remarque 79

Si la fonction @ ¢y inclut toutes les contributions de tous les ordres d’excitation, alors nous
la notons ®prc; et nous obtenons la méthode d’interaction de configuration totale
(en anglais “Full Configuration Interaction” ou “FCI”).

Définition I1.29

La différence entre 1'énergie Epcy (dite “exacte” en dimension finie) et I’énergie Hartree-
Fock Eur est appelée énergie de corrélation électronique et notée E.g,; :

|Ecorr| = |EFCI - EHF| . (II46)

Traditionnellement, on tronque le développement a un ordre d’excitation donné et on
constitue ainsi une hiérarchie de méthodes de plus en plus fines basée sur les ordres d’ex-
citation convergeant vers la méthode d’interaction de configuration totale.

A

Plus précisément, on définit les opérateurs T; regroupant toutes les excitations d’ordre i :

Ti= D D g T (IL47)

spin-orbitales spin-orbitales
occupées virtuelles
V] <<V ny<--<ni

La fonction d’onde ®pcr se rééerit donc comme suit :
Opcr = (col + Ty +To + -4 Ty)Pur (I1.48)

En arréetant le développement au premier ordre d’excitation, on obtient la méthode “CIS”
qui va se limiter aux excitations simples (d’ou 'ajout du “S” pour “Single” en anglais) :

Pers = (col + T1)Pur - (IL.49)

Lorsqu’on se restreint aux excitations simples et doubles, on utilise la méthode “CISD”
(avec “D” pour “Double” en anglais) dont la fonction d’onde est la suivante :

q)CISD = (C()f —+ ’fl —+ fz)CDHF . (1150)

On construit de méme les fonctions d’ondes tronquées aux ordres d’excitation supérieurs.
Il conviendra ensuite de choisir le meilleur ordre auquel stopper le développement afin
d’optimiser la précision et le temps de calcul.

i Covclusion j

L’avantage de la construction des espaces de configurations en fonction de l'ordre
des opérateurs d’excitation (mono-excitation, di-excitation, tri-excitation, ...) est qu’elle
converge vers la solution exacte. L’inconvénient est ’augmentation exponentielle de la di-
mension de I'espace V' avec l'ordre, augmentation d’autant plus marquée que la dimension
de l'espace de Hilbert H est grande.
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I1.1.5.b Meéthodes du cluster couplé

La méthode du cluster couplé (en anglais “Coupled Cluster” ou “CC”) [4,62] approche
la solution de I’équation de Schrodinger électronique a I’aide d’un ansatz exponentiel. Pour
une fonction de référence Hartree-Fock, la fonction d’onde ®¢¢ s’exprime de la maniere

suivante :
. .. T2 T3
Pec = el Opp = (1+T+7+?+"‘>CDHF , (I1.51)

avec T I'opérateur d’excitation qui est défini par :
T=T\+T+--+Ty . (I1.52)

En regroupant les termes de méme ordre d’excitation, c’est-a-dire en substituant (I1.52)
dans (I1.51), on peut réécrire ®cc comme suit :

Doe = (f+él +éz+é3+---+éN)q>HF , (11.53)

avec C; l'opérateur générant les excitations d’ordre i pour la fonction d’onde ®¢¢ dont
la formule est, pour les premiers termes :

A A T
Ci=T ; C2:T2+5T12 ; c3=T3+T2T1+6T13 S (IL.54)

Pour les simples excitations, rien ne change. Cependant, a partir des ordres supérieurs,

on note une différence. Par exemple, les doubles excitations ne vont pas se réduire a celles
5 , - . PN R 112

de l'opérateur T, comme Pcrsp, mais vont aussi étre générées par le terme en 577

Comme pour l'interaction de configuration, la théorie du cluster couplé est le plus souvent
utilisée en tronquant la fonction d’onde ®¢¢ a un certain ordre d’excitation afin d’obtenir
le meilleur résultat tout en sacrifiant le moins possible le cotut de calcul. On note cette
hiérarchie de méthodes CC de la méme maniere que la hiérarchie de méthodes CI.

Au premier ordre, on obtient la méthode “CCS” dont la fonction d’onde est :

A

N n R T2
Pocs = e Py = (1 + T + 71 + )@HF : (I1.55)

Si on ne souhaite considérer que le second ordre, on utilise alors la méthode “CCD” :

A

~ R R T2
Pocep = e Pyp = (1 + 1>+ 72 + )CDHF . (I1.56)

La méthode “CCSD” permet quant a elle de prendre en compte les premier et second
ordres d’excitation :

A A

N N R R R T2 A T3
Doosp = eN 2Oy = (1 + Ty + (T + 71) +(hifs + ?1) + ) O . (IL57)

On peut poursuivre ainsi la liste des méthodes CC tronquées aux différents ordres d’ex-
citation...
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Remarque 80

Un des plus importants avantages des méthodes CC tronquées par rapport aux méthodes
CI tronquées est leur séparabilité multiplicative, qui provient de la forme exponentielle
de leur fonction d’onde.

Si on considere a nouveau un systeme de deux fragments A et B infiniment séparés,
I'opérateur d’excitation T du systeme est additivement séparable, c¢’est-a-dire qu’il est
la somme des opérateurs d’excitation des deux fragments :

T=T4+T% |, (I1.58)

avec 71 un opérateur d’excitation ou les orbitales occupées et virtuelles sont uniquement
localisées sur le fragment I € {4, B}.

Grace a cette propriété, la séparabilité multiplicative de la fonction Hartree-Fock se
transfere a la fonction du cluster couplé, comme le montre le calcul suivant :

e = e’ Pyp
=17 Oy A Ofip
TA 54 T8 4 B
= (" " ®fip) A (" Pip)
A B
= Poc A Pec
ol la troisieme égalité vient du fait que T4 ot TB commutent et que les orbitales localisées
sur un fragment a l'infini sont orthogonales a celles localisées sur l'autre fragment (en

d’autres termes, I’annihilation dans un fragment d’une orbitale de I'autre fragment donne
un résultat nul).

Calculer I’énergie Ecc de la méthode du cluster couplé de fagon variationnelle, c’est-a-dire
par la formule :
(Dcc|He|Pec)
(@cc|Pcc)

est bien trop couteux, le nombre de termes du développement étant tres important.

: (11.59)

L’idée est donc de faire une projection de ’équation de Schrodinger électronique :
(Ple - Eccf)|d>cc) —0 (IL.60)

sur I’état de référence de Hartree-Fock et sur les états obtenus par ’action des opérateurs
d’excitation sur cette référence :

(®ur|H, — Eccl |Pcc)

(T,)! ®ur|H, — Eccl |®cc)

(T2 dyp| H, — Eccl | ®cc)

0
0
0

(7’:'111 ,,,,, TINq)HFlﬁe — EccfchCC) =0

N1se-e5 nN
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Selon la méthode du cluster couplé tronquée utilisée, on aura seulement une partie de ces
équations a considérer pour obtenir puis optimiser les coefficients de la fonction d’onde
D, I'énergie Ecc étant entierement déterminée par ceux-ci.

. Covclusion J

L’avantage de la projection est son efficacité numérique. L’inconvénient est la part d’ar-
bitraire dii au choix du sous-espace sur lequel on projette.

De plus, d'un point de vue purement mathématique, si la projection se fait sur tout I’es-
pace, on a bien trop d’équations et on est obligé de procéder par la méthode des moindres
carrés. On ne minimise alors plus la valeur moyenne de I’énergie mais sa dispersion, c¢’est-
a-dire sa variance.

I1.1.5.c Méthodes perturbatives

La théorie de la perturbation traite d’'un hamiltonien I:Ie pouvant se partitionner de
la fagon suivante :

H,=Hy+V , (I1.61)
avec Ho Iopérateur hamiltonien dit “d’ordre 0” ou “non perturbé” et V un opérateur de
perturbation.

On introduit un parametre fictif A variant entre 0 et 1 qui permet de raccorder I’hamilto-
nien non perturbé FIO, dont on connait une base orthonormée d’états propres W, ainsi
que les valeurs propres Ey , associées, a I’hamiltonien “physique” H, = H,. L hamiltonien
dit “perturbé” H) dépendant du parametre A est défini comme suit :

Hy =Hy+ AV . (11.62)
On cherche alors a déterminer les états propres W, , et les valeurs propres E, , de H 2

que, pour simplifier, on va considérer non dégénérés.

» Méthode de la résolvante de Kato :

Tosio Kato montre dans son article [58] que s’il existe deux constantes a et b telles que :

Vo € Do, V|| < allHopl| + bl|#]] . (11.63)
avec Dy le domaine de définition de I:IO, alors le potentiel V est “relativement borné”
(c’est-a-dire “assez petit”) par rapport a Hy et 'hamiltonien Hj est régulier pour tout A

vérifiant |A| < %

La méthode de la résolvante de Kato permet de donner des formules explicites, sous
la contrainte (I1.63), pour les états propres et les valeurs propres a tous les ordres de la
perturbation a l'aide de développements en séries.

Commencons par définir la résolvante R, (z) comme étant 1'opérateur :

Ri(z) = (H;L - zf)_1 . (IL.64)

23



Développons ensuite son expression :
Ra() = (o + 47 —=z1)
= ([ + 29 Ro(@)] [0~ 211])
— zéo(z)(i + ,\171%0(2))_1

Il en ressort :

Ri(2) = Ro(2) Y _(=1)"A"[VRo(2)]" . (11.65)

n>0

Considérons a présent une valeur propre isolée Ey ,, de multiplicité finie de I'opérateur H,
et 'opérateur pyn, de projection sur I'espace propre associé a Ey ,,. 1l est alors possible
de dessiner une courbe fermée C dans le plan complexe C telle que son intérieur D¢
contient Ey,, mais telle que ni C ni D¢ ne contient un autre point du spectre de H,.
Cette propriété C se conserve pour le spectre de H) si ) est assez petit et si la condition
(I1.63) est vérifiée. Ainsi, comme nous pouvons écrire :

R 1.
Ri(z) =) L (11.66)

n

avec Ej , les valeurs propres de R, (z) et pan les opérateurs de projection sur les espaces
propres associés, il vient par la propriété de C :

1 N
—— Q@ R)(2)dz = DAn - I1.67
EA.nquC
Nous définissons alors I'opérateur suivant :
. 1 -
Pr=—5— 95 Ry(z)dz (I1.68)
2ri Je

qui est la somme des opérateurs de projection correspondant aux valeurs propres de Hj
contenues dans De.

En substituant Rj, (z) par l'expression trouvée en (I1.65), nous obtenons :

Pr = Pono + Y A" An (I1.69)
n>1
ou ffn s’écrit comme suit :
R (_1)n—1 R R A
Ap = ———Q Ro(2) [VRo(2)]--[VRo(z)] dz . (IL.70)
2mi c
n fois
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Remarque 81

osons d comme étant la distance entre et le reste du spectre de et choisissons
P d tant la dist tre Ao, et le reste d tre de Hy et ch
pour C le cercle centré en g, de rayon %. Alors, nous avons :

. 20|V
17 ooyl < A7 (1L71)

et la série du développement de Ry, (z) dans I’équation (I1.65) est absolument convergente
si:

Al <

. d
. AV < =, (IL.72)
20|V 2

ce qui entraine, sous ces conditions, la convergence de la série définissant p;.

Q) Conclusion §

La contrainte (I1.63) est un point important du probleme car elle donne la régularité de
H) pour tout A. La méthode de la résolvante de Kato permet alors d’estimer précisément
le rayon de convergence du modele.

» Méthode de Rayleigh-Schrodinger :

Regardons de plus pres une approche perturbative plus connue des physiciens et qui va
nous servir de transition pour la méthode suivante. Dans la méthode de Rayleigh-
Schrodinger, on suppose que 'on peut développer W, , selon les puissances de A :

Wy =00 + 200 + 2202 .. (11.73)
et faire de méme avec Ej o :
Epn=EQ +AE) + N2EQ) 4+ (I1.74)
On utilise ensuite ces développements dans 1’équation :
Hy|Wsn) = ExnlWin) . (IL75)

ce qui nous amene a :

(ﬁ0+m7)(|\p<°) VAT 422U ) 1 ) (E(O) +AED 422ED 4. )(|\p<°) VAT 42202 4
(I1.76)
On va ainsi pouvoir regarder les équations qui en découlent aux différents ordres, c’est-a-
dire selon les puissances de A.

A TPordre 0,on a: A
| w) = EX W) (I1.77)

qui est I’équation aux valeurs propres de ﬁo, donc \Ilizl = Wy, et Eiol)t = FEon.

De plus, on va considérer ce que 1’on appelle la “normalisation intermédiaire”, c¢’est-a-dire
(Wo,.|Wa.n) = 1 pour tout A. Ainsi, comme la fonction d’onde ¥y, est de norme 1, on va
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avoir (\IJOn|\IJik,)l) = 0 pour tout k > 1.

Au premier ordre, on obtient :
Aoy + V[e) = EQ )y + EN e (IL.78)

Si on substitue les expressions de l'ordre 0 précédemment obtenues, il vient, par projection
sur la fonction (W .|, la correction de I’énergie du premier ordre :

E" = (Bo,|V[%o,) (I1.79)

Si on projette plutot sur les éléments (Wy ;| de la base orthonormale de fonctions propres
de Hy (autres que (Vo ,|), on a :

Eoi (o[ WS)) + (o |V |Won) = Eon(Woi[)) . (I1.80)
On en déduit une expression de lIJ(l) :
Wo, |V |W
) =% WoilV%on) g (I1.81)

i%n EO,i - EO,n

Au second ordre, on raisonne de fagon similaire avec I’équation suivante :
4 2 (1 0) 1, (2 1 1 2) 11,0
B2y + VIwy = EQ W) + ED o) + ED w0y (I1.82)

qui nous permet, en substituant les expressions d’ordre 0 et 1 et en projetant sur (Vo |,
de trouver la correction de I'énergie du second ordre uniquement en fonction des états
propres de Hy :

(Wo,i |V Wo.n) 2

Eoi — Eon
Remarque 82

Si I'état Wy, était dégénéré, c’est-a-dire s’il existait un iy tel que Eg;, = Eo,, alors

I'expression (I1.83) de E; ) ,, divergerait. Dans ce cas, il conviendrait de diagonaliser H)
dans I’espace propre degenere et de n’appliquer qu’ensuite la méthode perturbative.

» Méthode de Mgller-Plesset :

Quand la méthode Hartree-Fock donne un résultat satisfaisant, c’est-a-dire quand 1’énergie
de corrélation est assez petite, il est légitime d’utiliser une approche perturbative afin de
réduire I'erreur résiduelle. La méthode la plus commune est la théorie de la perturba-
tion de Mgller-Plesset (ou “MP”). On considere alors 'hamiltonien Hy comme étant la

convolution de 'opérateur de Fock a un électron f avec l'identité a N —1 électrons :

Ho=f=*In-1 (11.84)



ou f est défini de la facon suivante :

f=" el (vl (11.85)
k=1

Les N premieres spin-orbitales ¥ sont celles de la fonction Hartree-Fock de 1’équation
(I1.41) et correspondent ainsi aux spin-orbitales occupées. On a complété la famille par
des spin-orbitales virtuelles Y11, ..., V2, afin de former une base orthonormale de H.

Les & sont donnés par :
N

&k = hir + Z Vipkp (11.86)

p=1

et sont donc les valeurs propres de 'opérateur f associées aux vecteurs Y. Les quantités
présentes dans I'expression étant définies de maniere analogue aux équations (I1.35) a
(I1.38) en remplagant les vecteurs @i par les vecteurs Y.

On appelle potentiel Hartree-Fock 1'opérateur Vir suivant :

2m
Vir = Y (ex = hi) 1Y) (Yl * In-1 (IL87)
k=1

L’opérateur de perturbation V de la méthode de Moller-Plesset s’écrit alors :

A A

V=Vie—Var . (I1.88)

ol Vg, est I'opérateur de répulsion coulombienne électron-électron.

A Pordre 0, I'énergie E f?g est la somme des énergies des spin-orbitales occupées :

N
E{% = (®ur| Ho|Our) = Y &, (11.89)
=1

La correction de I'énergie du premier ordre est donnée par :

1<p<q=<N
puisque :
(PurViel®ur) = Y Voapa =2 D Viape = 2 {Puwl Vee| Pue) . (1191)
1<p,g<N 1<p<g=<N

Remarque 83

La répulsion électronique étant comptée une fois de trop dans I’énergie E f?g, c’est seule-
ment en rajoutant la correction du premier ordre que I'on retrouve 1’énergie Hartree-Fock :
0 1 4 5
Efg + Efé = (®ur|Ho + V|®Pur)
= (Pur|He|Pur)
= Enr
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Pour le second ordre, seuls les états doublement excités Tn"ll ,;’22 Oy vont étre a considérer.

En effet, comme V est un opérateur a 2 électrons, pour tout état excité ® égal a fnvll,ijj',’,;’,i‘ Pyr,
avec k > 2, c’est-a-dire dont 'ordre d’excitation est strictement supérieur a 2, alors :
(®|V|Ppp) =0 . (I1.92)

Les simples excitations donnent également un résultat nul :

(T, @up|V | ®pp) = (T @up|Vee| Pur) — (T, @up|Virr| Pur)

N N
Z Vvlpfllp - E : VV1P771P

1 p=1

p
0

Ainsi, seules les doubles excitations ont une contribution non nulle :

(Tnvll:r;jzzq)HF|I}|q>HF) = Vvlvzmr/z . (IIQB)

Notons de plus que I'énergie associée a I'état doublement excité T'!"V2®yp est tout sim-
n1,1M2

plement Ef?g + &y, + Euy — &g — Enpp-

La correction de I’énergie au second ordre s’écrit alors sous la forme suivante :

V 2
ER=— Vrapal . (11.94)
<p=g<N & t & —&p— &
N+1<r<s<2m

I11.2 Hiérarchie de fonctions d’ondes basée sur la séniorité
généralisée

Cette section traduit en francais 'article Generalization of the concepts of seniority num-
ber and ionicty [86], que j’ai co-écrit avec P. Cassam-Chenali (reproduit en annexe A.3).

Le concept de séniorité a pour origines les travaux de Racah sur les électrons d'un
atome [88] puis est devenu tres populaire en physique nucléaire [31,112]. Sa réintroduction
en chimie quantique par Bytautas et al. [17] a été extrémement fructueuse, inspirant beau-
coup de travaux récents (voir [1,26,70,71] pour n’en citer que quelques uns). La séniorité
est étroitement liée a la notion d’ionicité qui est utilisée en théorie de la liaison de valence
(en anglais “Valence Bond” ou “VB”) depuis les années 60 [98]. L’ionicité est parfois
utilisée dans certains algorithmes sans pour autant étre explicitement nommée [57,82].

La séniorité permet de partitionner ’espace de Hilbert a n électrons en sous-espaces en-
gendrés par des ensembles de déterminants de Slater ayant un nombre défini d’orbitales
non appariées. Pour des systémes & couches complétes (en anglais “Closed Shell Systems”
ou “CSS”), on observe que I’énergie de 'interaction de configuration totale est dominée
par la contribution de la partie de séniorité zéro de la fonction d’onde, quand des orbitales
moléculaires délocalisées sont utilisées, et que plus la séniorité des déterminants de Slater
est élevée, moins leur contribution est importante en moyenne [17]. Cette situation est
inversée quand on utilise des orbitales atomiques, comme dans les calculs de type liaison
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de valence [26].

Cependant, méme si l'on restreint un espace d’interaction de configuration a un sous-
espace de séniorité donnée, sa taille peut s’avérer encore trop grande. Ainsi, il est intéressant
de pousser la stratégie de partitionnement par la séniorité un cran plus loin, c¢’est-a-dire
de créer d’autres nombres similaires afin de scinder le sous-espace de séniorité zéro en une
hiérarchie de sous-espaces plus petits.

Nos définitions se basent sur notre généralisation au cas ou les couches n’ont pas toutes
la méme dimension des concepts présentés au chapitre 4 de la these de Marcel Vivier
Sur quelques théorémes d’algébre extérieure [107]. Comme on le verra, la séniorité usuelle
apparait comme un cas particulier ou les couches sont dites “primitives”, d’ou le terme
“séniorité généralisée” choisi pour le cas général. Notre généralisation est différente de
celle de Talmi en théorie de la structure nucléaire [100], ot le partitionnement est bien en
termes de paires de particules, mais ou la forme des fonctions de paires est plus complexe
qu'un simple déterminant de Slater.

I1.2.1 Généralisation des concepts de séniorité et d’ionicité

On consideére un espace de Hilbert H a une particule qui est somme directe (mais non
nécessairement orthogonale) de n sous-espaces vectoriels Hy, . .., H, de dimensions respec-
tives 2dy, ..., 2d,. Chacun de ces sous-espaces est appelé couche et 'ensemble {H;, ..., H,}
une partition en couches. En chimie quantique, les H; peuvent étre des espaces vecto-
riels engendrés par des ensembles de paires de spin-orbitales (les spin-orbitales d'une paire
ont un spin opposé et correspondent a la méme orbitale atomique). Dans un tel cas, les
couches sont appelées couches primitives puisque tous les d; valent 1. Méme avec cette
restriction, nous nous trouvons face a une infinité de partitions en couches possibles des
que n > 1. Une partition en couches naturelle avec des valeurs plus grandes pour certains
d; peut étre trouvée lorsque le systeme a des orbitales dégénérées. Si les ensembles d’orbi-
tales dégénérées ont un degré de dégénérescence égal a dy, ..., d,, dans 'ordre d’énergie
croissant, alors les couches H; peuvent étre définies comme étant les espaces vectoriels de
dimension 2d; engendrés par les paires dégénérées associées de spin-orbitales.

On note u; le déterminant de Slater d’ordre 1 construit a partir d’un ensemble de 2d;

spin-orbitales normalisées, ()(i,l, e Xi’Zdi)izl " engendrant la couche H; :

Viel{l,...,n}, uj = i1 A+ A Yi2d, - (I1.95)

Notons que choisir un ensemble différent de spin-orbitales linéairement indépendantes
changerait uniquement u; par un facteur constant.

Remarque 84

En chimie quantique, la dimension paire 2d; des H; vient du fait qu’il y a autant de spin-
orbitales de base de spin —l—% qu’il y en a de spin opposé —%. Néanmoins, dans la suite,
par souci d’allegement des notations, nous ne distinguerons pas le spin des spin-orbitales.
En d’autres termes, les spin-orbitales seront différenciées par des indices allant de 1 a 2d;,
indépendamment de leur spin.
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Le symbole (y); désignera la concaténation des bases des n couches :

(X)l = (Xl,l""9X1,2d1aX2,1’~"’X2,2d25"',Xn,1""’Xn,Zdn) ) (1196)

et sera une base de 'espace de Hilbert H a une particule.
On notera (y)n la base a N particules de déterminants de Slater induite par (x); :

CON = Wit Ao A Xinjn njD)<<Gnin) s (11.97)

ou les paires sont ordonnées selon l'ordre lexicographique (i, j) < (k,l) sii < k ou si
i=ketj<l.
L’union de toutes ces bases, (x) := (J(¥)i, en incluant (y)o := (1), est une base de

1
I’équivalent en premiere quantification de I'espace de Fock.

Définition 11.30

On dit qu'un déterminant de Slater a (2d; — k) particules x est inclus dans u; s'il existe
un ensemble {hy, ..., hi} tel que u; = £xipn, Ao A Yih NX.

Donc, pour tout déterminant de Slater m € (y)ny de la base induite a N particules, on
peut écrire :

Mm=uj AN AUj, NXjy N ANXjg (I1.98)
ou les xj, sont strictement inclus dans des u j, tous distincts les uns des autres et différents

de Uiy oo UG

w*

Définition I1.31

On appelle @ 'ionicité généralisée (en anglais “Generalized lonicity” ou “GI”) de m
en les u; et représente le nombre de couches totalement occupées. On dira que m est
d’ionicité généralisée w.

Quand les couches sont choisies pour former un ensemble de couches primitives, w corres-
pond exactement a l'ionicité du déterminant de Slater m, comme défini dans le contexte
de fonctions d’ondes en théorie de la liaison de valence [98].

Remarque 85

Mathématiquement parlant, cet indice est appelé degré de m en les u; [107].

Définition 11.32

L’entier Q est appelé séniorité généralisée (en anglais “Generalized Seniority Number”
ou “GSN”) de m relativement aux u;. Il représente le nombre de couches qui ne sont ni
totalement occupées ni totalement vides. On dira que m est de séniorité généralisée 2.

Quand les couches sont choisies pour former un ensemble de couches primitives, £ n’est
rien d’autre que la séniorité du déterminant de Slater m.
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Remarque 86

L’entier p = 2w + Q2 est appelé le degré réduit de m. Il coincide avec le nombre de
particules du déterminant de Slater dans le cas de couches primitives, ¢’est-a-dire quand
dy = ...=d, =1 (puisque, dans ce cas, les u; sont des états a 2 particules et les x; sont
nécessairement des états a 1 particule).

L’espace vectoriel engendré par tous les déterminants de Slater m de méme séniorité
généralisée Q2 est noté M(L2). Il dépend uniquement de la partition en couches et non
du choix des bases. Par extension, toutes les fonctions d’ondes du sous-espace M (£2) se-
ront dites de séniorité généralisée Q2. Le sous-ensemble de M(£2) contenant les fonctions
d’ondes engendrées par les déterminants de Slater m de méme ionicité généralisée w en
les u; est un sous-espace vectoriel de M(£2), noté M(w, 2) avec w € {0,...,n — Q2}. Pour
un Q2 donné, M(L2) est la somme directe de tous les M(w, 2). Les M(w, 2) peuvent étre
décomposés a leur tour grace a leurs projections sur les espaces de Hilbert a N particules,
notées M(N, w, ).

I1.2.2 Opérateurs hermitiens associés

Définition I1.33

Pour i € {1,...,n} et tout état quantique ®, on considere la décomposition :
a'(®) = 0i(®) + Ri(®) . (I1.99)
ol R; (®), l'opérateur résidu de ® relativement a u; dans la base (y), s’exprime

ainsi :

Ri(®) = d(uy)at (u)af (@) . (11.100)

Remarque 87

Cette décomposition de I'opérateur de création d’un état quantique faisant apparaitre Qi
et Ié,- est I’équivalent en seconde quantification de celle donnée dans 1’équation (I1.38) pour
un multivecteur avec Q; et R;. De la méme maniere que I'on peut écrire af(®)[0) = |®),
on a les relations suivantes :

0:i(®)[0) = |0:(®)) et Ri(P)|0) = [Ri(D)) . (I1.101)

Définition 11.34

On peut décomposer Qi(®) a son tour comme suit :
0i(®) = 0i(®) + a' wa(ua’(®) (I1.102)

ol Qoi(CI)) représente la partie de la décomposition de at(®) contenant au moins un alT’ ;

mais pas a’(u;) entierement.
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Remarque 88

La seconde quantification permet d’obtenir une formule simplifiée pour Qo,-(@) en combi-
nant les équations (11.99), (I1.100) et (I11.102) :

0:(®) = (1 — Tt ) — a*(ui)’zz“(ui))a’f(@). (I1.103)

Remarque 89

Plus généralement, on peut définir Qoil,,-z,m,ik(F) = QoilQol-z--- Qoik(d>), (ou Tordre des

i; n'influe pas sur le résultat puisque les Qoi , commutent). Il s’agit de la partie de la

T T T

décomposition de a(®) contenant au moins un a; ;,un a; ., .. etun a; ;, sans
contenir entierement aucun des a'(u;,), a¥(us,),... aT(uik).

Définition I1.35

N N L
L’opérateur linéaire  : W +— Q(V¥) := > Q;(¥) est appelé opérateur de séniorité
i=1

généralisée.

Proposition I1.5

Q2 agit diagonalement sur tout élément de M(SQ) :

YU e M(Q), QW)= Qa'(w) . (I1.104)

Démonstration : Soit ¥ € M(). L'opérateur de création a’(¥) peut étre vu comme
une combinaison linéaire de af(m), avec m € (x) la base induite des déterminants de
Slater. Pour tout m, on peut écrire af(m) = a¥(u;)---a(u;,)a’(x;,)---a’(x;g) (pour
une valeur quelconque de w) avec a'(x;,)---a¥(x;,)|0) € M(0,). En appliquant Q a
m et en utilisant 'équation (I1.103), les seules contributions non nulles proviennent de
Q0 m) =at(m),..., QO jo(m) = a¥(m), respectivement. Ainsi, on trouve exactement
fois a’(m) dans fZ(m) Cela étant vrai pour tous les a’(m) apparaissant dans I’expression
de a® (W), par linéarité de Q, on tombe alors sur 'identité (11.104).

[ |

Définition I1.36

n

L'opérateur linéaire & : ¥ — (V) = Y al(u;)d(u;)a’(¥) est appelé opérateur
i=1

d’ionicité généralisée pour la partition en couches {Hi, ..., Hy}.
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Proposition I1.6

® ne dépend pas de la base choisie pour H;, pour tout i, et agit diagonalement sur tous
les éléments des M(w, 2) :

YW e M(w,Q), W) = wa' (V) . (I1.105)

Démonstration : Soit ¥ € M(w, ). On applique @ a un m € (y) dans le développement
de W, dont 'opérateur de création peut obligatoirement étre écrit sous la forme donnée
dans I’équation (I1.98). Les seuls termes qui contribuent au calcul sont ainsi les a (u;)a(u;)a' (m)

aveci € {i1,...,l,} (et ils sont tous égaux a a’(m)) puisque a'(u;)a(u;)a’(m) = 0 pour
tout j ¢ {i1,...,i,}. En conséquent, a’(m) apparait exactement w fois dans &(m). Cela

se vérifiant pour tous les af(m) présents dans I'expression de a'(W¥), par linéarité de &,
on obtient I'identité (I1.105).

Proposition I1.7

Une troisieme identité sur les opérateurs, concernant cette fois les résidus, se déduit des
deux premieres, (I1.104) et (I1.105) :

VO eM@.Q). (n—o-Q)ad ()= R(¥) . (I1.106)
i=1

ou l'entier (n — w — Q) est le nombre de couches vides dans W.

Démonstration : Soit ¥ € M(w,2). En utilisant les équations (I1.99) et (I1.102), on
peut décomposer a(¥) de n manieres différentes :

Vie{l,..n} a'(¥) = 0:(¥) + al (u)a(ui)a’ (V) + Ri(¥) . (IL.107)

En sommant ces n égalités et en faisant appel aux équations (I1.104) et (I1.105), on
obtient :

n
na'(¥) =Qa'(W) + wa' (W) + Y Ri(¥) . (I1.108)
i=1
d’ou le résultat.
|

L’opérateur 2 peut étre utilisé pour décomposer 'opérateur de création d’'un état quan-
tique arbitraire @ sur des espaces vectoriels de valeurs de séniorité généralisée données,

c’est-a~dire les M(£2). On peut parvenir a ce résultat en utilisant les projecteurs de
n

Lowdin [72], par exemple. Soit af(®) = Y aT(¥gq), o Wq € M(RQ). Par I’équation
Q=0
(I1.104), on écrit :

Q@) =) Qal(¥g) . (I1.109)
Q=0
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Pour tout Q # 0, on peut extraire la composante Q a¥(¥q) de cette décomposition par

projection :

QP) —ja'(®)
Q—J

Qa'(Wo) = [] (I1.110)

0<j<n

J#Q

Ensuite, la partie de séniorité généralisée zéro de a’(®) peut étre obtenue par différence :

Q(‘D) —ja'(®)
—J

a'(¥) = a’(®) = ) a'(Wgq) =a’(®) - Z [1

QF#0 Q#O 0<j=<n
J#RQ

(IL111)

I1.2.3 Séniorité généralisée pour le systeme d’électrons w de Cg

La partition en couches primitives utilisée pour définir la séniorité en chimie quantique
provient du fait que les spin-orbitales de méme spin sont dégénérées par rapport a la
symétrie de spin pour 'hamiltonien indépendant du spin habituellement considéré. Il est
donc naturel de vouloir prendre également en compte la symétrie spatiale, c¢’est-a-dire de
partitionner ’espace de Hilbert a une particule en sous-espaces dégénérés du fait de la
symétrie spatiale. Le plus grand groupe fini de symétrie spatiale connu dans les systemes
moléculaires semi-rigides est celui de l'icosaedre ; ¢’est pourquoi nous allons illustrer notre
généralisation du concept de séniorité sur la molécule de buckminsterfullerene Cegp.

Bien que cette molécule ne soit pas plane, nous allons considérer qu'un seul électron de
chaque atome de carbone contribue au systeme des électrons . Ainsi, dans la théorie de
Hiickel, ’espace de Hilbert a une particule est engendré par 60 orbitales, d’ou une dimen-
sion de 120 pour H. Si l'espace de Hilbert H est partitionné en suivant les 60 couches
primitives correspondantes, on obtient les nombres habituels de séniorité. Cependant,
méme si 'on limite I'espace d’interaction de configuration aux déterminants de Slater
de séniorité zéro, ce dernier sera de dimension (28) ~ 1.18 x 10!7, ce qui est clairement
impossible a traiter. En conséquence, pour décomposer encore plus I'espace de séniorité
zéro, nous allons utiliser les nombres de séniorité généralisée associés aux couches corres-
pondant aux orbitales dégénérées représentées dans la figure ci-apres.

Remarque 90

Dans Generalization of the concepts of seniority number and ionicity [86], la figure de la
structure électronique de Cegg est erronée : il manque une orbitale aux couches H, et Hg
(4 dans 'article au lieu de 5) et la couche G, Hy possede une orbitale de trop (10 dans
larticle au lieu de 9).
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Energie (/)

4
2,618 1., T T
256246 @ @— — — —
2de, — — — —
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0.382T, T
0.139,, T G

se2de, A A
-1.820-t,, + 4 H#
23034u, H 4 H H
-2.7574T, -H- % -H-

Sttucture électronique de Cg,

FiGure II.1 — Diagramme d’énergie des orbitales moléculaires de Hiickel de Cgo avec
occupation électronique dans la configuration de référence de 1’état fondamental.

Plus précisément, la partition en couches se compose de 15 couches Hy, Ha, Hsz, -+, H1a, His
de dimensions respectives 2,6, 10, 6, 8, 18, 10, 6, 6, 10, 6, 10, 8, 8, 6. La plus grande couche
He est de dimension 18 a cause d'une dégénérescence accidentelle en restreignant la théorie
au niveau de Hiickel. Pour toute séniorité généralisée €2, la taille du sous-espace de séniorité
généralisée Q2 de 'espace de séniorité zéro peut étre calculée en utilisant la combinatoire de
base. On trouve alors une dimension du sous-espace de séniorité généralisée Q2 = 0 égale
a 1464, ce qui correspond a un faible nombre de déterminants de Slater par rapport aux
standards modernes. Pour Q = 1, il y a 601594 déterminants de Slater a ajouter, et pour
Q < 2, encore 53141130 déterminants additionnels. Tous ces sous-espaces d’interaction
de configuration restreints devraient pouvoir permettre des calculs en chimie quantique
contrairement a l’espace de séniorité zéro tout entier. Cependant, les hiérarchies basées
sur la séniorité généralisée ne doivent pas étre vues comme une alternative mais plutot
comme un complément aux hiérarchies basées sur les niveaux d’excitation. En fait, ces
sous-espaces de séniorité généralisée €2 doivent étre a nouveau décomposés en des sous-
espaces de nombres d’excitation fixes afin de réduire a nouveau leur taille.
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i Covclusion J

La séniorité généralisée basée sur la symétrie spatiale peut étre un parametre pertinent
pour limiter les développements d’interaction de configuration, comme on a déja pu le
constater pour la séniorité. Cette hypothese s’appuie sur des phénomenes connus, ot une
corrélation a été établie entre le remplissage total d’une couche d’un certain type et une
propriété de stabilité inhabituelle. Nous pouvons citer la regle de l'octet, la regle des 18
électrons ou encore ’aromaticité, par exemple.

Des calculs exploratoires STO-3G/m-electron-FCI sur le benzéne C¢Hg appuient cette
idée par le fait que les configurations quadruplement et sextuplement excitées de plus
grands poids dans le développement CI, et dont les contributions sont non négligeables,
correspondent a une séniorité généralisée égale a zéro. Ainsi, dans ce cas, la séniorité
généralisée fournirait, par exemple, un moyen de sélectionner la principale configuration
sextuplement excitée a prendre en compte.

Plus généralement, la séniorité étant utile pour les systemes quantiques présentant des
phénomenes d’appariement, les applications de la séniorité généralisée pourraient étre
trouvées dans les systémes ou 'on repere une forme de cluster.
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CHAPITRE III

REDUCTION DE LA COMPLEXITE DU
CALCUL DES ELEMENTS DE MATRICE
POUR DES FONCTIONS DE GROUPE

“ Le monde que nous avons créé est le résultat de notre niveau de réflexion, mais les
problemes qu’il engendre ne sauraient étre résolus a ce méme niveau.”

Albert Einstein

II1.1 Présentation détaillée de la problématique

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie paire 2m sur un corps K (avec K = R
ou K = C). Nous nous plagons désormais dans 'algebre extérieure A\H de cet espace de
Hilbert.

I11.1.1 Introduction

Les observables O intervenant en mécanique quantique traditionnelle (hors théorie des
champs) sont des opérateurs agissant sur des systemes a N particules, avec N fixé, et
donc sur ANH dans le cas de particules fermioniques. On doit calculer leurs éléments de
matrice (®|0|®/ ), avec ®, ® € AVH. Or, les observables qui nous intéressent ne vont
concerner que p particules, avec p tres petit devant N, c’est-a-dire dont I'action peut étre
décrite en utilisant la convolution d’'un opérateur 0, agissant sur A?H, par 'identité :

(®|0|®') = (®|6 * Iy_p|P) (IIL.1)

qui n’est autre que la somme suivante :

......
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ou lon aposé J ={1,...,N}\ J avec J = {j1,...,jp}, J = 4{j1..... jN—p}, ot lon a
décomposé @ dans la base induite par la base orthonormée (¢) de H sur ANH comme
suit :

D= > Aipnin @i APy (I11.2)

i <e<iy

et oi1 I'on a fait de méme pour J', J/ et &'

On opte alors pour une notation absorbant les coefficients et les signes des termes de la
somme afin de clarifier I’expression, en écrivant :

(®|0|®) = > (@P 16| P (@Y avec . @V e NeH
J,J'€Py({1,...N})
(I11.3)
Par cette formule, quand p est petit devant N, on voit que la combinatoire est donc
dominée par les recouvrements a N — p particules, surtout quand N est grand. L’enjeu
est alors de trouver des algorithmes simplifiant le calcul de ces recouvrements.

Remarque 91

L’opérateur o agit habituellement sur des systémes ayant 1 ou 2 particules en chimie
quantique, et pouvant aller jusqu’a 3 ou 4 particules en physique nucléaire.

Comme nous allons nous intéresser a des modeles utilisant des fonctions de groupe
[21,43,48-56,73-77,84,109,110], c’est-a-dire & des éléments de ANVH qui s’écrivent sous
la forme d’un produit extérieur de k multivecteurs, comme suit :

P=P; A AP, D =P A ADL e N"HA-ANFH (I11.4)

avec

k
Y ni=N | (IIL.5)
i=1

notre but est donc de trouver une méthode générale efficace pour calculer le produit

scalaire suivant :
(Pr A ADp|D] A ADL) (T11.6)

Remarque 92

Les produits de géminales vus au chapitre précédent sont des fonctions de groupe o
tous les n; sont égaux a 2.

Une question se pose alors : peut-on obtenir un résultat pour ce produit scalaire en un
temps polynomial P(N,m)?

On se permet tout d’abord de ramener la problématique a la recherche d’un multivecteur
dépendant uniquement d'un des deux parametres, m ou N, par le biais d'une approxima-
tion tout a fait raisonnable :

m ~ 10N (T11.7)

Il y a deux cas dans lesquels on sait que notre probleme a une solution.
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» Sipourtouti,onan; =1 (donck = N), c’est-a-dire si ®; A--- APy et PIA---A D,
sont des N-vecteurs décomposables, alors le calcul est celui du déterminant de la matrice
des produits scalaires (®; |CI>/j)7 dont on connait le cotit computationnel pour les méthodes
standards de type pivot de Gauss :

P(N)~ N3 . (I11.8)

» En décomposant le produit scalaire de la fagon suivante :

(D1 A A D[] A A DY) = (D1 @ @ DV, (DA A D))

.....

[l
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>
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=
=

ol ,[,]f_l]nk est ce que l'on appelle le (k — 1)¥™e co-produit extérieur itéré, qui cor-

respond a la décomposition d'un n-vecteur en un produit tensoriel de k multivecteurs
appartenant respectivement a N*'H, ..., N*H, et [y,E’j‘”nk (P A= A D] est la com-
posante associée a /N'H (la construction des co-produits extérieurs itérés est présentée
dans Darticle [21]).

Si les espaces internes des ®; et des @', vérifient la condition de 1-orthogonalité suivante :

.....

Vi # j. I[®;] LI[®] | (111.9)

alors on obtient :

k
(O1 A A DD A A D) = [(Di]D) (I11.10)

i=1

Dans ce cas, si on note 1(N) le temps de calcul du produit scalaire, alors, sachant que
I’on peut majorer les n; par un entier Ny, et kK par N, on observe que :

1(N) =t(ny) + -+ 1(nk)
<k t(Nmax)

< N -cste

On en conclut que, sous la condition (II1.9) demandant aux orbitales d’étre fortement
orthogonales, le temps de calcul du produit scalaire (II1.6) est linéaire en N, donc a
fortiori polynomial en N.

De plus, dans le cas ot @; et @, sont égaux, la condition (II1.9) équivaut a la suivante :

Vi # j, I[®;]) L I[®;] . (I11.11)

Enfin, nous remarquerons que, si les conditions des deux cas particuliers présentés sont
vérifiées, c’est-a-dire la condition d’orthogonalité (I11.9) et celle sur les n; tous égaux a
1, alors le calcul se résume a celui d'un déterminant d’une matrice diagonale ou I'on se
contente de faire le produit des valeurs propres. Il s’agit du calcul Hartree-Fock.

Un premier cas non trivial est celui des méthodes GSCF, ou tous les n; valent 2. Il a été
montré que si 'on ajoute la condition (III.11), on n’atteint pas la précision du millihar-
tree par rapport a I’énergie exacte FCI (que I'on appelle “précision chimique”), comme le
montre le tableau suivant, issu de 'article [24] :
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Energies de l’état fondamental (en hartree) pour la géométrie d’équilibre “expérimentale”
(calculées dans la base STO-3G)

Energie \ Systeme |  LiH Be Li, BeH, BH Be,
Erci -7.882392 -14.403655 -14.667340 -15.594861 -24.809945 -28.804345
EGscr -7.882372 -14.403655 -14.667114 -15.594715 -24.809938 -28.803212

avec 2-orthogonalité || -7.882368 -14.403654 -14.667090 -15.594703 -24.809920 -28.803080

avec l-orthogonalité || -7.882203 -14.403630 -14.666584 -15.588630 -24.807908 -28.781789

Ernur -7.862002 -14.351880 -14.638725 -15.559405 -24.752780 -28.698990

La contrainte de 2-orthogonalité donne des résultats assez précis mais le temps de calcul
n’est pas polynomial en N (sa croissance est exponentielle).

L’objectif de la these est alors d’améliorer significativement ce temps de calcul en trouvant
une méthode avec une contrainte intermédiaire entre celles de la 1-orthogonalité et de la
2-orthogonalité. Il est sans doute vain de vouloir s’affranchir totalement de la combina-
toire exponentielle [105], mais on peut espérer réduire significativement le préfacteur et
I’exposant déterminant son ordre de grandeur.

I11.1.2 Nomenclature de fonctions d’ondes produits de géminales

Différents ansatze produits de géminales ont été proposés dans la littérature faisant usage
de contraintes qui ne se limitent pas aux seules conditions de p-orthogonalité vues au
chapitre précédent. On peut classifier ces contraintes en deux catégories : les contraintes
“intra-géminales” qui s’exercent sur les orbitales constitutives de chaque géminale, et les
contraintes “inter-géminales” imposant certaines relations entre les géminales du produit.

Nous allons donner ici un petit apercu de ces ansatze, en commencant par les modeles les
plus généraux.

» Fonctions d’ondes APG :

C’est le modele sans contrainte. On peut méme relacher la contrainte de spin sur les
spin-orbitales ¢;. Ainsi une géminale est écrite comme suit :

2m—1 2m
gio=> Y Mieine . (ITL.12)
i=1 j=i+1

ou “SC” signifie “Sans Contrainte de spin” (chaque ¢; n’a pas un spin bien défini et peut
étre combinaison linéaire de spin-orbitales de spin « et de spin-orbitales de spin ).
Une telle géminale est paramétrisée par m(2m — 1) parametres indépendants.

Les fonctions produits de ces géminales sont appelées “APG” (en anglais “Antisymmetric
Product of Geminals”) [21,24,78,84,89-91,96,97] :

k
Qppc = /\géc : (II1.13)

r=1

Cependant, optimiser de telles fonctions est extrémement cotiteux d’un point de vue com-
putationnel [77].
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» Fonctions d’ondes APsetG :

Une premiere idée est de partitionner les spin-orbitales en deux couches disjointes de
cardinal m (voir section I1.2.1) et de ne développer les géminales que sur des paires de
spin-orbitales de séniorité généralisée égale a 2 pour cette partition :

g =Y Y A it Agy (IT1.14)

ou “set” signifie que I'on a deux ensembles disjoints de méme cardinal. On peut choisir,
par exemple, pour la partition, de rassembler les spin-orbitales de spin o dans un premier
ensemble et les spin-orbitales de spin f dans un second ensemble. On a alors des géminales
fonctions propres de S, associées & la valeur propre 0.

Ces géminales sont paramétrisées par m? parametres indépendants.

Le produit de telles géminales est appelé “APsetG” (en anglais “Antisymmetric Product
of set-divided Geminals”) [46] :

k
Papsetc = [\ &L - (I11.15)

r=1

» Fonctions d’ondes APIG :

Une autre idée est de partitionner les spin-orbitales en m couches de la forme (¢2;—1, ¢2i)
et de construire les k géminales du produit a partir de ces mémes paires :

m
8ieno = ZA: Y2i-1 NP2i (I11.16)

i=1

ou “sen(” signifie que les géminales sont de séniorité généralisée O.
De telles géminales sont paramétrisées par m parametres indépendants.

On appelle “APIG” (en anglais “Antisymmetric Product of Interacting Geminals”) [46]
la fonction d’onde produit de ces géminales :

k
Papic = /\ 8o - (I1.17)

r=1

Si, de plus, les couches de la partition sont des couches primitives (voir section 11.2.1),
c’est-a-dire, si pour tout i, ¢p;—1 et ¢,; sont des spin-orbitales de méme partie spatiale
et de spin opposé, alors on retrouve la séniorité 0 habituelle et les fonctions d’ondes
APIG telles que définies par Limacher [71]. Dans ce cas, une notation plus naturelle des
spin-orbitales permet d’écrire les géminales gl . de la facon suivante :

m
o = D M OinNGi (IIL18)

i=1

La majorité des autres modeles produits de géminales utilisés sont des cas particuliers du
modele APIG, et donc de séniorité 0.
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» Fonctions d’ondes AP1roG :

Un cas particulier du modele APIG consiste a imposer une contrainte inter-géminale
supplémentaire : chaque géminale n’a le droit d’avoir qu'une seule des paires de spin-
orbitales d'une fonction d’onde de type Hartree-Fock. Les géminales s’écrivent donc comme
suit :

m
Eo=0r AG+ Y Moing (II1.19)
i=k+1

ou “lro” signifie en anglais “l-refence orbital”.
Ces géminales sont paramétrisées par m — k parametres indépendants.

La fonction d’onde produit de telles géminales est dite “AP1roG” (en anglais “Antisym-
metric Product of 1-reference orbital Geminals”) [10,11,67] :

k
Papiroc = /\ 1o - (I11.20)

r=1

» Fonctions d’ondes APSG :

Il a été souvent rajouté aux conditions intra-géminales la contrainte de 1-orthogonalité sur
les géminales du produit. On obtient alors les fonctions d’ondes produits “APSG” (en an-
glais “Antisymmetrized Product of Strongly-orthogonal Geminals”) [42,78,89-92,96,97].
Comme nous 'avons vu précédemment, la 1-orthogonalité permet de simplifier efficace-
ment la fonction d’onde mais pas d’atteindre la précision chimique.

» Fonctions d’ondes AGP :

Une autre contrainte inter-géminale consiste tout simplement a prendre les k géminales
égales. On obtient alors une fonction d’onde produit appelée “AGP” (en anglais “Anti-
symmetric Geminal Product”) [28]. En notant g la géminale étudiée, on a :

Pagp=g"=gn...ng . (I11.21)
k fois

En annexe A.1, nous proposons une conjecture concernant ce type de fonctions d’ondes
tres employées dans le domaine de la modélisation de la supraconductivité [3,27].

» Améliorations des modeles produits de géminales :

I a été tenté d’améliorer une fonction APSG par des corrections perturbatives (34,44,
94,99], mais cela a été fait aux dépens de la simplicité du modele de produits de géminales.

D’autres tentatives ont été menées pour essayer d’exploiter les particularités mathématiques
dans le cas de la séniorité 0 [9-12,45,47,67-71,101]. Toutefois, nous savons que certains
états excités ou certains systemes a couches ouvertes ne sont pas réductibles a ce cas.

Des travaux récents visent également a améliorer la méthode AGP. Une méthode promet-
teuse, appelée “JAGP” (pour “Jastrow Antisymmetric Geminal Power”), a été récemment
proposée par Neuscamman [80,81], mais nous n’avons pas encore assez de recul pour sa-
voir si ses performances pourront étre améliorées de fagon systématique.
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D’autres méthodes prenant pour référence une fonction d’onde de type AGP selon une
approche plus classique sont également a 1’étude [40,41].

Pour améliorer 'efficacité de la méthode GSCF, nous allons, quant & nous, focaliser notre
étude sur la recherche d’'une méthode transformant les multivecteurs présents au sein du
produit scalaire (III.6) tout en conservant ce dernier mais en simplifiant son calcul. Nous
allons considérer pour cela trois approches de généralité croissante mais de complexité
de plus en plus importante. Cela nous amenera aux contraintes de 2-orthogonalité avec
invariance par permutations puis a des contraintes de 2-orthogonalité étendues.

I11.1.3 Premiere approche du probleme

Commencons la méthode la plus simple a mettre en ceuvre pour simplifier le produit sca-
laire (II1.6) avec @ = @’. Elle consiste a simplifier les ®; successivement dans &1 A --- A O
en faisant intervenir des annulateurs du produit extérieur ®; A--- A D,y A Py A - A Di.
En posant q>l§0) = ®;, la i-ieme étape de calcul de la s-ieme itération de ’algorithme se
présente ainsi :

étape 1

OV A ADD AP A A DETY

() (s) (s—1) (s—1)
QU N ANDTADT TN ANDL i1

itération s

ou CIDES) = CIDI(S_I) + (pi(s), avec (pi(s) € .A[CDES) A A CDES_)I A CIDESJ:II) ARRRWA CD,(:_I)] N N H.

Nous devons toutefois prévoir un nombre maximal d’itérations dans le cas ou il n’y ait
pas de convergence de ’algorithme.

Cette premiere approche est essentiellement motivée par une adaptation judicieuse de la
méthode de recherche d’annulateurs de multivecteurs présentée par Marcel Vivier [107]
et que 'on a explicitée au cours du premier chapitre.

Regardons brievement un exemple mettant en scene une itération de l'algorithme et des
choix astucieux pour les annulateurs a chaque étape.

Soit (¢1,...,92m) une base de ‘H. Supposons que tous les n; valent 2 et que tous les ®;
sont égaux a :
m
=) g1 Apy (111.22)
j=1

Nous souhaitons alors retrouver, grace a notre méthode, le résultat suivant bien connu
pour les fonctions AGP :

O = m! OCL NP2 N NQPom—1 N\ QPom . (IIIQB)

Durant chaque étape de 'algorithme, nous voulons obtenir un <I>§1) le plus simple pos-
sible, c’est-a-dire décomposable. La forme que nous allons chercher pour les annulateurs
ira donc dans ce sens.

73



Pour la premiere étape, nous raisonnons ainsi :

(1) =m—-1)¢o1 A @y — Z(pzj 1 A @2 est un annulateur de prm-l

j=2

donc nous pouvons choisir CD?) =o+ (p{l) =me; AN@;

Au cours des étapes suivantes, nous procédons de la meéme facon en ajoutant simul-

’ , . 1 JERN 1. .
tanément une réduction modulo les CDS- ) déja obtenus afin de faciliter nos calculs, ce qui
nous donne pour 'étape i :

oM = (m — i) @21 A @2i — Z ©2j-1 A @p; annule @7 mod &V, o),

j=i+1

donc nous choisissons CID( Y + 90(1) (m—1i+1)¢2_1 A @i

En continuant ainsi, nous obtenons a la derniere étape : @f,}) = Qom—1 A Qam. 1l vient
immédiatement a la fin de la premiere itération de 'algorithme :

M = QWA APD =l gy Ay A A Qo1 A Qo (I11.24)

On observera ici qu'une seule itération aura suffi pour faire converger I’algorithme, c¢’est-a-
dire pour obtenir une décomposition vérifiant (I11.11). Ce que nous voyons en particulier
a travers cet exemple est I'influence d’'un bon choix pour I'annulateur ¢; a chaque étape.
Lorsque le nombre de possibilités est trop important, cela peut s’avérer tres compliqué
d’appliquer un tel algorithme, les criteres de choix, a trouver, pouvant augmenter le cott
du calcul sans garantir d’étre pertinents.

Un contre-exemple met définitivement fin a nos espoirs de trouver une méthode générale
de simplification de (II1.6) par notre premiere approche.
En effet, prenons m = 3, k = 2 et n; = n, = 2. Supposons ®; et ®, tous deux égaux a :

o = OCINQ2 + O3 NP4+ @O5 N Qe . (11125)

I1 est facile de s’apercevoir que ® n’a pas de bivecteurs qui ’annulent. Ainsi, a la premiere
étape de l'algorithme, on cherche gafl) dans A[®] N A2 H = {0}, ce qui veut dire que I'on
ne peut remplacer ® que par lui-méme. Cela montre clairement que ce premier algorithme
n’est pas satisfaisant pour simplifier ®; A ®, = ®"2, et donc encore moins pertinent pour
des cas plus généraux !

Remarque 93

Nous pouvons aussi noter que, si ®; A --- A & n’a aucun bivecteur annulateur, alors il
en est de méme pour tous bivecteurs Wy, ..., ¥ tels que W1 A--- AW = O A--- A Dy
(il n’existe aucun bivecteur qui annule un ¥;).

[Mlustrons ce résultat par un exemple. Comme H est de dimension paire, notons la base
que nous allons utiliser (¢;, @;i)1<i<m afin qu’elle soit plus adaptée a ce que nous allons
traiter. On pose, pour m = 5 :

Q1= piAG ot =G AG+QRAG+P3NG (IIL.26)

i=1
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On commence par calculer le produit extérieur ®&; A ®, :

PINDP, =01 AGIA@GIAQI+ Q2 AP APIANP3+ QLA AQ3AD3 + Q2 NP1 A Y3 A @3
FTOIANQAQINQs+ Q2 ANQPLA Qs N Qs+ @3 NP3 A Qs N Qg
FOIANQAQPs NP5+ Q2 APLAPs NP5 + @3 NP3 A @Ps A Qs

D ij YiNG;.
1<i,j<5
En faisant le produit extérieur de I'" et de ®; A ®,, on obtiendra les équations qui nous
permettront de déterminer les coefficients «;;. Pour cela, on va rassembler dans un tableau
les coefficients associés & chacun des multivecteurs de base de A\® H apparaissant dans le
produit extérieur I' A @1 A @, (qui est nul par hypothese sur I', donc ses coefficients selon
une base aussi). Ces multivecteurs sont du type A, iy, i1, o1 ka2 @is APiy AQj AP iy APic, APic -
On triera les indices par ordre croissant en privilégiant les paires identiques.

Nous allons des lors supposer 'existence d’un bivecteur annulateur I' =

Tableau décrivant T' A &1 A P, dans la base choisie
’ Indices i1, iz, j1, j2, K1, k2 \ Coefficient Aj, i, j1,j0.k1.ka ‘

1,1,3,3,2,4 g — 14
1,1,3,3,4,2 0o — Olg]
1,1,4,4,2,3 —013
1,1,4,4,3,2 —03]
2,2,3,3,1,4 O14 — O24
2,2, 3, 3,4, 1 0q41 — Oy
2,2,4,4,1,3 —53
2,2,4,4,3,1 —0l3p
3,3,4,4,1,2 012 + 0ag + 033
3,3,4,4,2,1 021 + 044 + 033
1,1,2,2,3,3 O + 011 — 01 — U2
1,1,2,2,4,4 —021 — U2
1,1,3,3,4,4 44 + 011
2,2,3,3,4,4 O4q + Qoo
3,3,4,4, 5,5 Os5 + Q44
2,2, 3, 3, 5, 5 055 + Uy
1,1,3,3,5,5 Ot55+0[11
1,1,2,2,5,5 —0y1 — U2
1,1,3,3,2,5 05 — 015
1,1,3,3,5,2 057 — U551
1,1,3,3,4,5 045
1,1,3,3,5,4 Us4
1,1,4,4,2,5 —015
1,1,4,4,5,2 —051
1,1,5,5,2,3 —013
1,1,5,5,3,2 —3;
1,1,5,5,2,4 —014
1,1,5,5,4,2 —041
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Tableau décrivant T' A @1 A Oy dans la base choisie (suite)

’ Indices i1, iz, j1, j2, K1, k2 \ Coefficient Aj, s, i1, jo k1 ks ‘
2,2,3,3, 1,5 015 — Up5
2,2,3,3,5,1 051 — O5p
2,2,3,3,4,5 Qas
2,2,3,3,5,4 054
2.2,4.4.1,5 s
2.2.4.4,5,1 —ds,
2,2,5, 5, 1,3 —0r3
2,2,5, 5,3,1 —03p
2,2,5, 5, 1,4 —0ng
2,2,5,5,4,1 —0l42
3,3,4,4,1,5 15
3,3,4,4,5,1 Us1
3,3,4,4,2,5 Q25
3,3,4,4,5,2 Us2
3,3,5,5,1,2 o172 + Q55 + 33
3,3,5,5,2,1 021 1 055 + 0033
3,3,5,5,1,4 14
3,3,5,5,4,1 041
3,3,5,5,2,4 O2q
3,3,5,5,4,2 042
4,4,5,5,1,2 Os5 + Q44
4, 4, 5, 5, 2, 1 Q55 + 044
3,3, 1,2,4,5 O45
3,3,1,2,5,4 Os4
3,3,2,1,4,5 045
3,3,2,1,5,4 Os54
4,4,1,2,3,5 o35
4,4, 1,2,5,3 (07:%]
4,4,2, 1,3,5 035
4,4,2, 1,5,3 053
5,5, 1,2,3,4 034
5,5, 1,2,4,3 043
5,5,2, 1,3,4 034
5,5, 1,2,4,3 043

Il vient que tous les ;; sont nuls donc qu’il n’existe pas de bivecteur annulateur de ®; A®.
A fortiori, on ne peut pas trouver une nouvelle factorisation a ce produit extérieur pour
faire apparaitre un bivecteur comportant un annulateur dans A*> H.

On pourra par contre remarquer que se restreindre a la premiere partie du tableau revient

a considérer le cas ou @ ne contient pas le terme @5 A @5. Dans ce cas-la, un annulateur
existe : par exemple, I' = @1 A @z + @2 A @4 + @4 N @1 + @4 A Q3.
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II1.1.4 Deuxieme approche du probleme

Vient alors une deuxieme approche pour tenter de donner une réponse positive a notre
problématique. Puisque simplifier chaque ®; un apres ’autre au sein du produit extérieur
®; A oo A D ne donne pas de résultats probants, nous passons au cran supérieur. Nous
allons donc nous attaquer directement a I’ensemble du produit extérieur ®; A--- A & en
faisant cette fois intervenir les espaces internes des ®;, avec pour objectif de se ramener
au cas connu (II1.11) ou le probléme a une solution.

On commence 'analyse de cette deuxieme méthode en se fixant des valeurs pour m, k
et N. On décide de choisir m = 6, k = 2 et N = 4 (avec ny = n, = 2). Dans une
telle situation, on s’intéresse au produit ®; A ®,. On sait que l'on peut toujours, en
choisissant une base appropriée (¢), ramener I'expression de ®; a la suivante, appelée
décomposition de Schmidt [95] :

3
¢, = Z(pZi—l A ZIA (I11.27)

i=1

et écrire de facon tres générale ®, sous la forme :

b, = Z cij gi Np; avec cij € K . (I11.28)

1<i<j<é6

On cherche alors a trouver un nouveau produit ¥; A W, = &1 A O, tel que les espaces
1-internes Z(W¥;) et Z(W,) soient orthogonaux. Ici, nous avons deux possibilités dans notre
recherche. Soit les espaces internes de ¥; et W, sont tous deux de dimension 3, soit I'un
est de dimension 2 et I'autre de dimension 4. Cependant, le cas ou les dimensions des
deux espaces internes valent 3 n’est pas possible pour des bivecteurs selon les théoremes
de décomposabilité de multivecteurs vus au premier chapitre. Nous pouvons dés lors nous
contenter d’étudier le cas ou le premier espace interne est de dimension 2 et le second de
dimension 4.

On veut ainsi trouver ¥; et W, tels que :
dimZ(¥,) =2 et dimZ(¥,) =4 . (111.29)

On va des lors se placer dans une base (y) de 'espace interne de Wy :
6
Xi = Z/\ij ®; (I11.30)
j=1

afin que W; ait une expression tres simple dans cette base :
v, = X1\ Y2 . (11131)
On cherche ¥, sous la forme suivante :

Y, = Z Wij Xi N X;j avec o, € K . (IH?)Q)

3<i<j<6

Les inconnues de notre probleme sont les A;; et les a;;.
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Ecrivons deés lors ce que nous souhaitons résoudre :
ViAW, =D AP, | (III33)

ce qui nous donne dans la base (¢1)repd1,2,....6p) induite par (¢;); :

3
Z Z a;j det Aq12. 1.k 9k = Z Z Cij QA1 NPU NQ; N@j

3<i<j=<6 KePs({1,2,...,6}) I=11<i<j<6
K={k15k25k37k4}

(I11.34)

ol nous avons posé A = (;j) 1<i<e et Ay g sous-matrice de A correspondant aux indices
1</<6
de ligne dans J et de colonne dans K.

Nous avons ainsi autant d’équations que de possibilités pour le quadrivecteur ¢g, c’est-
a-dire un choix de 4 vecteurs parmi 6, donc 15 équations pour 42 parametres a priori
indépendants (les 36 A;; et les 6 «;;).

Nous pouvons aisément expliciter ces 15 équations sur les coefficients, qui ont la forme
suivante :

Z Uij A12,i,j)dar.az.a3.as) = Z Cmin(K~(21—1.20) max(K~(2i-1,21) - (I11.35)
3<i<j<6 1€{1,2,3}
2l-1,213CK

Cal .ap.az.ag

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les relations trouvées :

Tableau décrivant les 15 équations
’ Indices a1, a3, a3, a4 \ Coefficient Cy, 4,434

1,2,3,4 C12 + C34
1,2,3,5 C35
1 2 3 6 C36
1,2,4,5 Cas
1,2,4 6 C46
1,2,5,6 C12 + Cs6
1,3,4,5 C15
1,3,4,6 Cile
1,3,5,6 C13
1,4,5,6 Ci14
2,3,4,5 Cos
2,3,4,6 Co6
2,3,5,6 Ca3
2,4,5,6 Coa
3,4,5,6 C34 + Cs6

Plutot que de résoudre ce systeme d’équations, nous allons maintenant regarder le probleme
sous un autre angle. Nous cherchons tout d’abord un bivecteur W; que 'on puisse écrire
de facon décomposable comme le simple produit extérieur de deux vecteurs, ce qui re-
viendrait a réussir a factoriser ces deux vecteurs dans le produit initial ®; A ®,. Or, nous
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allons voir que 'on peut tres rapidement montrer que cela est impossible. Prenons un
contre-exemple simple :

Cr=p1 A2+ @3 AQa+Ps Aps et Py =1 A3+ @2 Aps+@angs . (I11.36)
Nous obtenons :
q)l/\q)z:§01/\§02/\§04/\§05+§02/\§03/\§04/\§06+§01/\(03/\@5/\§06 . (11137)
6
Considérons un vecteur, écrit en toute généralité >  w; ¢;, que 'on puisse mettre en

i=1
facteur du produit extérieur. Il ’annulerait alors, et il viendrait :

6
Zﬂi‘ﬂiA(‘/’l/\§02/\‘P4/\(P5+§02/\<P3/\(/)4/\§06+(p1/\§03/\g05/\(p6) —0 , (IIL38)
i=1

soit encore :

M3 @1 N Q2 NP3 N Qa N Ps + e P1 NP2 N Q4 N Qs N P
T U1 P1L NP2 NP3 N Pa N Qe+ s P2 N Q3 N Q4 NP5 N Qg
T U2 Q1 NP2 NP3 NP5 NP6+ a1 NP3 A Pa ANps Apg =0
Comme les six pentavecteurs présents dans 1’équation précédente forment une famille
libre, il vient uy; = ... = ug = 0. Ainsi, ne pouvant mettre en facteur de ®; A &, un

vecteur, nous ne pouvons pas a fortiori mettre en facteur un bivecteur décomposable Wy,
ce qui rend notre deuxieme approche non pertinente pour notre probleme.

Il ne nous reste a présent plus qu’a étudier ’approche la plus générale consistant a sim-
plifier de fagon globale le produit scalaire (I11.6).

II1.2 Recouvrement de fonctions produits de géminales
associées a m; = 0

I11.2.1 Résultat préliminaire
Dans cette partie, on souhaite simplifier le calcul des éléments de matrice de 'hamiltonien
électronique coulombien H,, ¢’est-a-dire des (&1 A+ APk |H, | D1 A+ -ADy), lorsque les O;

sont des géminales, c’est-a-~dire lorsque tous les n; valent 2 (ce qui est le cas en considérant
que tous nos électrons sont appariés deux a deux). On supposera que :

(BPr A AD[ Py A--ADL) =1 . (111.39)
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Proposition III.1

Soit (¢i)1<i<om une base orthonormale de H et soient ®; et ®; des géminales, pour
iell,....k}. Sip,q,r ets sont quatre entiers naturels non nuls, alors :

((@p Apg) I (P1 A ACR(@r Aps) d () A= A D))
est égal a :

(8p,58q.r —8prbg.)(P1 A--- A Dp| D] A= A D)

+ 8.5 (P1 A A D@y Al L (PY A A DY)

+ 8p,r (D1 A A Dplog Afps d (Py Ao A D))

= 8. (Pr A APy Al o (P Ao A D)
—8ps(PrL A A Doy Alpr (CI)/l ARRRRAN d)}c)])

FAPLA AP A (@r AP A ADLA(9p Ag))

ou §; ; est le symbole de Kronecker.

Démonstration : Rappelons tout d’abord que nous notons toujours pour plus de clarté
O=P A ADpet & =D A AD.

On commence la preuve de cette proposition en utilisant le fait que les produits extérieur
et intérieur sont liés par le produit scalaire :

((0p A @g) < Pl(pr A gs) ') = (®l(@p A wg) A (@r A gs) ')

On va utiliser ensuite 'anticommutativité du produit extérieur et du produit intérieur
(également entre eux) mais aussi le fait que tout multivecteur W peut étre décomposé
comme suit, pour i arbitraires dans {1,...,m} :

V=pin(gi V) +o J(@AY) | (111.40)

ce qui correspond a la décomposition ¥ = Q;(¥) + R;(¥) de (1.38) avec dim H; = 1 et
¢H; = ¢;. On développe alors le calcul de la facon suivante :

(©p A@g) A(@r Aps) d @)= (0p Apg) Alps d (@r D]
=¢p A (‘Sq,s Or Y — @5 J(0g A (@r CID’)))
= 80590 A (9 D)=y A (0 (90 A (0r < D))
= FJ(®) —gp A (<ps A (gr @ —r I (g A cp/)))

= FIN®) — 84, 0p A (05 d ) +p A (q)s A (o < (pq A cp/)))

Fji(®)
= Fg,’f(q)/) - F,‘,’,’Sr(q’/) + 8ps @r d(@g N D) — @5 (@p N ((/)r d(pg A CD,)))
F{ (@)

= FIS(Q') — FIT(P) = 8,5 0g A@r d @) +8p580, © —8pr 05 (9 A D)
+ @5 (@ J(9p Apg A D))
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(Pp A @g) A(pr A ps) d @] = FZ,’f(CI’/) - Fﬁ,’sr(‘b/) - Fqli}s(q)/) + 8p.58q.r @ —8p 845 P
+ 8p.r g A (s D) +(¢r A @s) (Pp N pg N P’

F{i (@)
= (8p.50g,r — 0pr8g.5)® + FLI(D) + FPI(D) — FLJ(D) — FF (D)

»S »S

+ (@r A @s) < (@p Apg A )

En repassant au produit scalaire avec @, on trouve directement le résultat annoncé.
[ |

I11.2.2 Formule du recouvrement de fonctions produits de géminales
associées a m; = 0

Comme 'hamiltonien H, est “sans spin”, c¢’est-a-dire qu’il n’agit pas sur le spin, on peut
trouver une base de fonctions propres pour H, qui le soient aussi pour les opérateurs de
spin (puisque ces derniers commutent nécessairement avec I:Ie) Si on cherche a appro-
cher ces fonctions propres par un produit de géminales elles-mémes fonctions propres des
opérateurs de spin, on peut alors se concentrer, sans perte de généralité sur les cas ou les
géminales sont fonctions propres de S, associées & la valeur propre m; = 0, seule valeur
qui marche quelle que soit la valeur propre s(s + 1) de S 2. les autres fonctions propres,
pour S, #£ 0, étant dégénérées et pouvant s’obtenir par §+, ﬁ_,

Afin de se rapprocher des notations habituelles en chimie quantique, on notera (¢;, @;)1<i<m
la base orthonormale de H que 'on va utiliser des a présent. Cette base a la particularité
d’étre adaptée au spin, les familles (¢;)1<i<m €t (¢i)1<i<m correspondant respectivement

au spin —|—% (aussi noté spin «) et au spin —% (également appelé spin ).

Cette utilisation de la symétrie de spin permet ainsi de simplifier la présentation du
probleme.

Notre étude se fera par le biais de matrices C; de taille m x m associées aux ®;, définies
comme suit :

Vie{l,....kl G = ((<p,-l A@@i))lghsm , (I11.41)
1<j2<m
ce qui donne :
Vie{l.....k}, @i= Y (CpnenAPhn - (T11.42)
1<j1,j2<m

Ainsi, calculer le produit scalaire de deux géminales revient a déterminer une trace d’'un
produit de deux matrices :
(@;]®;) = tr(CC)) . (I11.43)

Définition III.1

Une géminale est dite singulet de spin lorsque sa matrice associée est symétrique (méme
dans le cas complexe). De plus, elle est fonction propre de 'opérateur $2 associée A
la valeur propre 0 (c’est-a-dire s = 0). et on la dira triplet de spin si sa matrice est
antisymétrique.
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Remarque 94

Les géminales singulets et triplets sont des fonctions propres de 'opérateur $2 associées
respectivement a la valeur propre 0 (c’est-a-dire s = 0) et a la valeur propre 2 (c’est-a-dire
s=1).

Théoreme III.1: Recouvrement de fonctions produits de géminales

Si les ®; et les @) sont des géminales et si C; et C/ désignent leurs matrices m x m
respectives associées a la base (¢;, ¢;)1<i<m de H, alors :

k
Ng.i
(@1 AN Cbk|q)/1 ARRRRA CD;«) = Z O Nic.oseesNi i Z l_[ PN,fb,...,Nk_i_l (0.0")

0<Nk.0,....Nk k <k 0,0'€6) i=1

k Kk
> Nki=) iNg;=k
i=o0 i=0

= D>, DM T,

0=<Nk,05---Nk k <k
K

k
Ni.i=
i=0 i=

iNg =k
0

On a, pour cela, du définir :
» une partition de k donnée par Nk, ..., Nkk;

» un facteur de normalisation lié a cette partition :

(=1)Nko
QNk,O,-n,Nk,k = k ;
1_[ i Ne.i Np.i!

i=1
» un produit des Ni; traces de “longueur” 2i :

i—1
> PNk ptji
Nk i p=0

Ni.i _ T .
Pyso w0 =] tr[ I1 Ca(l)Cc/f’(l)] ’

j=1 i—1
I=3 pNip+(—-1i+1
p=0

» une somme des produits de traces distincts :

Ni.i

k /
T _ PNk,O’-"yNk,ifl (O’O' )
Ni.0sees Nk —

i Nk Ni,i!

0,0'e6) i=1
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Remarque 95

Les partitions de k sont déterminées de facon unique par les Ng;, qui correspondent au
nombre de fois ou l'entier i apparait dans une décomposition de k en somme de k entiers
naturels donnée. On écrit ainsi :

k k
k=Y iNgi=)Y iNg; . (I11.44)
i=0

i=1

Ni,o est un parametre linéairement dépendant des autres Ng ;. Il est essentiellement
présent pour faire en sorte que la somme des Ni; soit, elle aussi, toujours égale a k,

en posant :
k

Neo=k—=> Ny . (IIL.45)
i=1
Par exemple, si on écrit 6 =041+ 1414 1+2, alors Ng;; = 4 car 1 apparait 4 fois. De
meme, Ngo = N = 1 ici. Les autres entiers i < 6 n’apparaissant pas, leur coefficient
associé Ng; est nul.

Remarque 96

Les entiers i sur lesquels on fait le produit dans la premiere formule du théoreme
déterminent le nombre de matrices dont on fait le produit dans les traces qui
suivent, nombre que l'on appellera “longueur” de ces traces. Pour chaque i, dans

pe ~ (0,0"), on multiplie entre elles les Ni; traces de produits de 2i matrices,
N%ptwA&Jfl . ] ’ .

c’est-a-dire N ; traces de longueur 2i. Si Ni; = 0, alors on conviendra que le pro-

duit sur j de 1 a Ng,; vaut 1. Enfin, les bornes du produit a l'intérieur des traces de

PIGZ"; N, (0,0") sont telles que les indices [ parcourent [1,k] de fagon strictement

croissante. Plus particulierement, pour tout i, lorsque l'on calcule le produit sur j de 1
i—1 i

a Ng,;, les indices [ décrivent Uintervalle [ Y  pNgp, + 1, D pNk,p], subdivisé en N ;
p=0 p=0

portions de taille égale (la premiere est parcourue pour j = 1, la deuxiéme pour j = 2,
jusqu’a la derniere pour j = Ng ;).

Remarque 97

Pour chacune des partitions de k, Ty, ...~ représente la somme des produits de
traces a priori distincts en tenant compte des redondances dues aux permutations, a la
commutativité de la multiplication dans K et a l'invariance des traces par permutation
circulaire des matrices.

Le nombre de termes redondants est le méme pour tous les produits de traces associés a

k
une partition de k donnée et vaut [] i< Ny ;!.
i=1
Le nombre de produits de traces dont on fait la somme dans Ty, ...~ , €st — k)

iNk.i N i!
i=l1
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De plus, en dénombrant tous les produits de traces distincts pour toutes les partitions de
k, on trouve :
k")?

N2 — I 2
(k") > . : (I11.46)

OSNIf,l,---,Nk,kSk l_[ i Nk.i Ni.i!

iNg.i=k i=1
i=1

i=

soit encore le résultat remarquable suivant :

1
Vk e N*, 1= > — . (I11.47)

0=<Ng. 153Nk i <k | Nk i N
B 1:[ 1 Nk,, Yy
Y iNg =k =1

i=1

Exemple : Pour k = 3, par le théoreme III.1, on obtient (®; A Oy A O3|P] A D), A D)
en sommant les termes associés a chaque partition de 'entier 3.

» 3=0+0+4+3 : Nko =2, Nk,1 =0, Nko =0, N3 =1.

T ’ T ’ T ’
tr [CG(I)CG’( 1Co@Cor2) Ca(3)co’(3)j|
3 .

Terme associé : 41 = )
0,0'€63

> 3:O+1—|—2 . Nk’() = I,Nk,l = I,Nk,z = 1,Nk33 =0.

T ’ T / T ’
trl:cd(l)Ca/(l)]trI:CU(Z)CU’(Z)CGG)CU/(Z»):I
> .

Terme associé : Ay = —
0,0'€63

» 3=1+1+1: Ngo =0, Ng1 =3, Nio =0, Ng3z = 0.

T ’ T ’ T ’
tr [Ccrmca/(l):ltr [Co(z) Cor2) ] tr [Co(s) Ca/(3)]

Terme associé : A3 = Y ¢ :
0,0'€63
Ainsi (P AP A D3| DI ADPLADS) = A+ Ar+ As et la formule (I11.47) donne 1 = %—i—%—l—é.

Démonstration : Nous allons prouver le théoreme par récurrence sur k > 1 en suppo-
sant 1’égalité du théoreme vraie au rang k ('initialisation est triviale). Au rang (k + 1),
nous cherchons alors a calculer le produit scalaire suivant :

(@r A A D[Py A A D)

Afin de pouvoir utiliser 'hypothese de récurrence, nous transformons le dernier produit
extérieur du terme de gauche en coproduit a droite, par dualité de Hopf :

DA AP @ Py
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L’action de ce coproduit sur le terme de droite donne ’expression suivante :

k
Oy A AP ® D+ D PIAAD, AP AP A AP ® D,
u=1

— Y Y UCDa(Cas + (Cyp(Clas]x

1<a,B,y,6<m 1<u<v<k+1

XPIA AP, AD A AR AD A AR A AP ® () A Ps)

Avec cette nouvelle forme, nous allons pouvoir développer les différentes expressions puis
utiliser 'hypothese de récurrence. Notre produit scalaire au rang (k + 1) peut maintenant
étre écrit comme somme de deux termes K; et K,, dont on va a présent expliciter la
forme. Ky va représenter les termes dans lesquels les géminales du terme de droite n’ont
pas été coupées par le coproduit et K, rassemblera les autres termes. Pour ce qui est de
K, nous avons :

k
K1=(Cbl/\"'/\q>k|q)/1/\"'/\q)§<>(q)k+1|q>;c+1)+Z(<D1/\"'/\q>k| /\ D)) (Pr41| D))
u=1

1<l<k+1
1#u
k
= (D A AD| D) A AR (G CL) + Y (@A A D] N\ @) (G C)
u=1 ISEZH_I
u

En appliquant I’hypothese de récurrence sur les deux termes de K; (pour le deuxiéme
terme, en remplacant @/, par ®,_ . donc C, par C;_, dans le résultat), on peut alors

) ‘ k+1 k+1
écrire K; comme suit :
k+1

k
_ il ’ Nki ’
K, = Z O Ny 0, Ny & E :tr(Ck_HCu) Z l—[ PNk,o ..... Nk,ifl(ov’ Tuk+10)
0<Nk 05--sNx .k <k u=1 0,0'€6k i=1
K

k
> Ng,i=) iNgi=k
i=o i=o

(I11.48)
avec Ty k+1 la transposition (u,k + 1) € Gg4q.

Restons-en la pour le moment avec K; et passons maintenant a notre second terme K, :

Ko=— 3 Y UCs(Clas + (CypCasl(@ A A Bkl (A ®) Aga A 55) (@esilgy A 75)
1<a,B,y,6<m 1<u<v<k+1 1<l<k+1
l#u,v
=— Z Z [(CDI/\---/\CI)k|( /\ d)})/\wa/\q)_,g)x
I<u<v<k+1 1<a,f<m 1<l<k+1
l#u,v
x> ((CDas(@kiilgy ATNCIrs + (Clas (@ksaley ATNCrs) |
1<y,6<m
—— Y Y (@A q>k|( A q>;) A @ ATR)(CoCH 1 Cl) g + (CuCLL ) o]
l1<u<v<k+11<oa,8<m ISI;SIH_I
u,v

Désignons par Eqg la matrice ot seul le coefficient de la ligne « et de la colonne B est non
nul (et vaut 1). On va appliquer ici 'hypotheése de récurrence dans laquelle on remplace
), par gu A @g et, siv # k + 1, @, par &) | (c’est-a-dire en substituant Eug a C,; et, si
v#k+1, C)par Cp, dans le résultat).

La matrice E4g va rendre tres spéciale la trace dans laquelle elle va étre. En effet, nous
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JCk+1vi
légerement réécrire notre formule afin de pouvoir mettre en avant la trace contenant Egg,

dans le cas ot cette derniere remplace C,, (le cas ot C;, 41 apparait également est analogue).
Le terme de droite de la propriété de récurrence devient :

allons voir qu’elle va se “combiner” avec le facteur (C 'cl. . C! )a 8 Pour cela, il va falloir

k Ly,—1
il ’ il
Z O Ny .o Nici Z N e, Xu Z tr[( l_[ CU(I)CU’(I))CU(LXM)EOCﬂ:IX
0<Nk.0,....Nk .k <k xy=1 0,0’ €6y I=Ly,,—1+Nk,x,, —Dxu+1
k k 0’ (Lxy,)=u
2 Nki=D> iNgi=k
i=0 i=0
Nk.Xu =1
N xy—1 ’ 1_[ Ng.i ’
X PNk.0,~~~,Nk.xu—1 (0’ o ) PNk,o,---,Nk,i—l (0’ o ) ’
1<i<k
iF£xy

Xu
avec Ly, = Y pNgp.
p=0

Remarquons qu’un facteur multiplicatif est apparu. En effet, puisque 1'on a spécifié une
trace, notre formule n’est plus totalement symétrique par rapport aux permutations. Nous
avons du multiplier par Nk x,, nombre de positions possibles pour notre trace contenant
Eqp de longueur 2x,, dans son produit avec les autres traces de méme longueur (apparition
de ce facteur a cause de la commutativité de la multiplication dans K), puis par x,, qui
est le nombre d’emplacements possibles pour Eyg dans notre trace (ce facteur provient
cette fois de I'invariance de la trace par permutation circulaire des matrices).

On notera aussi que N x, est forcément non nul car il est lié a la trace dans laquelle Eqg
apparait (et cette trace existe obligatoirement). Cette derniere, que 1’on a mise en facteur,
a par ailleurs une expression simple puisqu’en effet, elle se réduit a un seul élément de

matrice :
Ly, —1 Ly, —1
i ’ i _ T / il
tr[( I1 Co(l)caf(n)Co(Lxu)Eaﬂ] = [( I1 Ca(z)co'a))ca(Lxu)] 8o
l=Lxu—1+(Nk,xu_1)xu+1 I=Lxu—1+(Nk,xu_1)xu+1
(111.49)
Maintenant on peut faire réapparaitre une trace dans K, puisque la somme suivante :
Ly, —1
il il il T
Z [(C;Ck-i-lcii)aﬂ + (C;Ck-l-lclg)aﬂ][( 1_[ Co(l)CC/T’(l))CU(Lxu)]ﬂa
1<a,B<m l:Lxu—1+(Nk,xu_1)xu+1
n’est rien d’autre que :
Ly, —1
T 1~ 1 / ' T ’ i ’
w|Cle. (il c+ g, c) I1 CloyCon |

I=Lyy—1+Ng.xy—Dxu+1

En utilisant ’hypothese de récurrence, K, s’écrit alors :

k
_ Nk,x -1 /
K= Z Z Z QN oV i Nlexu X Z PNk,O,'.A..,Nk,xu—l (0, Tvk4+10") ¥
1<u<v<k+1xy=1 0=<Nk.g,..., Ny k<k 0,0’ €6y
k k o/(Lx,)=u
> Nki= 3 iNg =k
i=0 i=0
Nk.xu>1
Ly, —1
T Pkt / ki / T ’ Nk i /
% tr[CG(Lxu)(CkaHCu + GG C) 1_[ Co(l)crv.kﬂaf(l)] 1_[ Preoii iy (0 Tok+107)
I=Lyx,,—1+Ng x,, —Dxy+1 1<i<k
i#Xxy
(I11.50)
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avec Ty k41 la transposition (v, k + 1) € Gg41.

On retiendra que la trace mise en facteur dans le terme général de K, et dont la longueur
est passée de 2x, a 2(x, + 1) représente en fait deux traces puisque nous avons gardé la
forme symétrisée (Clﬁ C ,j G +C.C ,j HC;) a lintérieur de celle-ci afin de réduire la taille
de 'expression de K.

Maintenant que nous avons mis K; et K, sous des formes quasi-similaires, nous devons
réussir a passer des partitions de k a celles de k + 1. Pour cela, nous allons avoir besoin
de définir plusieurs applications.

Tout d’abord, notons Fi, 'application suivante :

Fro: NEFL 5 N x N* x NF=1 o {0}
(Nk,os--+s Nex) —> (Nio, Nkt + 1, Ng oo ooy Ni ke, 0)

Pour 1 <i <k — 1, on va également définir F; comme étant :

Fri  NExON* x NF7T 5 N* 5 NP x N* x N1 (0}
(Nk,o0s s Neg) — (Ngo + 1, Nivy oo o s Niji—1, Ny — 1, Ngiir + 1, Ngjigao oo, Ni ke, 0)

Et on introduit enfin Fi x comme suit :

Flek NF % N* — N* x N¥ x {1}
(Nkos -+ Nik) = (Nko + 1L Nias ooy Nigg—1, N — 1,1)
Ces applications transforment une partition de k en une partition de k 4+ 1. Elles sont,

de plus, inversibles et leurs inverses, qui permettent de passer d’une partition de k + 1 a
une partition de k, sont :

]:,;(1): N x N* x NF=1 % {0} — NF+!

(Nk+1,0, ceey Nk+1,k, O) i (Nk+1,0, Nk+1,1 -1, Nk+1,2, ceey Nk+1,k) ;

.7:/:,3: N* x N' x N* x NF7771 % {0} — N x N* x NF~ (I1=<i<k-1)

(Nk+1,0, ceey Nk+1,k, 0) [ (Nk+1,0 -1, Nk+1,1, cee Nk+1,i—1, Nk+1,i + 1, Nk+1,i+1 -1, Nk+1,i+2» cee Nk+1,k)

Frk: N* x N*¥ x {1} — NF x N*
(Nk+1,00 -+ s Net16: 1) — (Nks1,0 — L Ne11, -+ oo N1 k=1, N1k + 1)

Pour une partition de k qui a un nombre de Ng; (i > 1) non nuls égal a ¢, on va pouvoir
lui appliquer exactement ¢ + 1 applications Fg; distinctes (une par Ng,; non nul, aux-
quelles on ajoute Fg ¢ que I'on peut appliquer dans tous les cas), donnant chacune une
partition de k + 1 différente.

Inversement, pour une partition de k + 1 telle que le nombre de Ng41,;+1 (i > 0) non nuls
vaut ¢, alors cette partition peut provenir d’exactement g partitions de k distinctes. En
effet, on peut appliquer a notre partition de k + 1 les fonctions ]—",; 11 correspondant aux
Ni+1,i+1 non nuls.
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Nous voyons alors que les partitions de k 4+ 1 qui vont ressortir de K sont les images des
partitions de k par Fi . Quant a celles qui vont provenir de K5, ce sont les images des
partitions de k par les applications Fy x,, avec x,, parcourant [1,k]. On peut d’ores et
déja en conclure que I'on va bien obtenir toutes les partitions de k 4 1 possibles et tous les
produits de traces liés a ces partitions. En effet, on applique bien toutes les transforma-
tions possibles a chaque produit de traces lié aux partitions de k : la trace mise en facteur
et dont la longueur a augmenté est celle ou C,j 41 Vva étre présent et la transposition qui
apparait permet de placer C; .| dans une trace quelconque du produit. Il ne nous reste
donc plus qu’a examiner le coefficient qui va apparaitre lors du passage de k a k + 1 pour
les sommations (sur les partitions et sur les permutations).

Prenons des lors une partition arbitraire (Nk4+1,0, ..., Nk+1.k+1) de kK + 1. Soient g > 1 et
i1 <...<lq tels que les Ng11,;;+1 soient les entiers non nuls déterminant notre partition
de k+1 (la valeur de Ngy1,0 s’en déduit). Cette derniere peut ainsi provenir d’exactement
q partitions différentes de k, notées (N,i{o, e, N,i{k) :

(Nk-{—l,O» ey Nk+1’k+1) == Fk,i] (NIQO’ ey ngk)
i i
= Frir(NZoe - N2

= Frig(Nilgs - N
On en déduit les ¢ partitions de k en inversant les transformations :

(NIQO’ ey N]é:k) = fk_,lll (Nk.{.l’(), ey Nk+1,k+1)
(Ngs -+ - ,N/fk) = ]:;;}Z(Nkﬁ,o, coos Nit1k+1)

I i —1
(NkiIO’ RN Nki]k = fk,iq (Nk+1,0, ey Nk+1,k+1)

Nous avons ainsi trois formes possibles pour les antécédents de (Nk+1,0,-- - Nk+1.k+1)-
Sii; =0, alors :

(N,?,O, cees N;?,k) = (Nk+1,0, Nk+1,1 — 1, Nk12, - .-, Nkt k) - (IIL.51)
Siig =k,alorsq =1et:
(NEgs- oo NED = (Ni10 — L N1t oo Nirn—1. Nerre + 1) (111.52)

Enfin, le cas général pour 1 <i; <k — 1 est le suivant :

i i;
(Nilos - Nii) = (Nierr,0— 1, Nirnts o Niernis =1 Nieteniy 1 N +1— 1 N 42, - Nicr1,k)

(IT1.53)
On notera Q;; le facteur qui résultera du passage de la partition (N,i{o, ey N,;fk) de k a
notre partition (Ng+1,0,--., Nk+1,k+1) de k 4+ 1. Les produits de traces liés a la partition
(Nk+1,0, e Nk+1’k+1) provenant de (Nli,/O’ e N]ijk = ./T'}C_’ll] (Nk+1’0, e Nk+1,k+1) sont

ceux ou C ,j +1 apparait dans une trace de longueur 2(i; +1). Compacter la formule avec les
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permutations nécessite de pouvoir regrouper tous les produits de traces associés a notre

partition (quelle que soit la longueur de la trace contenant C,j +1)- Cela nous demande

donc de vérifier que les coefficients Q;; (facteurs des produits de traces ou C ,j 41 est dans
une trace de longueur 2(i; + 1)) sont tous égaux pour une partition de k + 1 donnée,
puis qu’ils aient la formule attendue pour pouvoir les renommer Qn, ., o,...Nxiq 441+ NOUS
allons distinguer le calcul de Q¢ (uniquement présent si i; = 0) de celui des autres Q; .

Les termes dont Qg sera en facteur proviennent de K;. Pour trouver la valeur de Qg a

partir de Qo yo , nous devons nous pencher sur le passage des permutations o et

o' de & a Sgy1. A chaque 0’ € S, on peut faire correspondre k + 1 permutations
, o )

Okr1.u € Sk+1 distinctes :

Oty (07 W) =k +1
Ory1nk+1) =u . (I11.54)
G]L_H’u(l) = o'(l) pour tout [ € {1,...,k}\ {o" "' (u)}

Ainsi la sommation sur u de 1 a kK + 1 et celle sur 6’ € & peuvent se rassembler sans
avoir besoin de modifier le facteur de normalisation déja présent pour former notre nou-
velle sommation, sur 0’ € &gy cette fois.

Pour pouvoir étendre la sommation sur 0 de G a Si4+1, nous devons regarder les em-
placements possibles de C,I 4+ barmi les traces de longueur 2. Il faut donc diviser par
(Nk+11 — 1) + 1, qui correspond au nombre de facons possibles d’intercaler la nouvelle
trace de longueur 2 (celle contenant C,j 41) entre les (Ng4q1,1 — 1) initiales (I'apparition
de ce coefficient vient de la commutativité de la multiplication dans K). Nous obtenons
donc :

1
Qo = QNk-H,o,Nk+1,1—17Nk+l.2’~~~st+1sk x N
k+1,1
fact ésent dans K
acteur Q NP g....NQ  Present dans & facteur

supplémentaire

(_1)Nk+1,o

k+1

l_[ i Ne41.i Ni41.:!
i=1

= QNk+1.o,--~,Nk+1.k+1

On va procéder de méme avec les Q;;, qui seront en facteur des termes provenant K,
quand x, = i; (y compris si i; = k). Les i; sont en fait les seules possibilités de valeurs
pour X, car, a une partition de k fixée, les valeurs de x, qui donnent des termes non nuls
dans la somme sont celles correspondant aux Ng ,, non nuls. La dépendance en x, ne va
donc pas intervenir dans ’extension des permutations. C’est la double sommation sur u et
v dans K, qui va nous permettre de passer de la somme sur 0’ € S a celle sur 0’ € Sy
et, comme précédemment, aucun facteur supplémentaire ne va apparaitre. En effet, a
chaque permutation o’ € &y, on va pouvoir associer les permutations o} fluw € Gk +1
suivantes :

01/c+1,u,v(0/_1(v)) =k+1siv#k+1

O.//C-i-l,u,v(Si./) =u

O.llc-i—l,u,v(k + 1) =v

O 1.0 = 0'(1) pour tout I € {1,....k}\ {0’ (v), S, }

(I11.55)

Ces permutations sont deux a deux distinctes lorsque I'on parcourt toutes les valeurs pos-
sibles pour u et v et toutes les permutations ¢’ € &g. La double sommation comporte
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@ couples distincts de valeurs pour (u, v). Dans K,, on somme sur (k —1)! différentes

permutations o’ € & (puisqu'une image a été fixée, en 'occurrence o’(S;;) = u). Ainsi,
(k—1)k(k+1) _ (k+1)! '
2 =2

nous arrivons a permutations distinctes dans Gg4;. Ce nombre est

a multiplier par deux car la trace de longueur 2(i; + 1) contenant C];r 41 et qui a été
mise en facteur dans K, compte pour deux (on compose les permutations déja trouvées
par la transposition 1, ,, ce qui nous crée w nouvelles permutations toutes distinctes
entre elles et aussi avec celles déja obtenues). Nous avons donc traité toutes les sommes
présentes dans K, liées au passage de &y a Sy pour la sommation sur ¢’ et nous avons
vu que 'on obtenait un total de (k + 1)! permutations distinctes dans G4, c¢’est-a-dire
I’ensemble des permutations appartenant a Ggyq.

Enfin, par un raisonnement analogue a celui fait pour Qp, on va étudier le passage
de & a Gg4q pour la sommation sur o, qui va a nouveau étre la source des facteurs
supplémentaires. Nous allons d’abord devoir diviser par (Ng+1,i,+1 — 1) + 1, nombre de

facons d’intercaler la nouvelle trace de longueur 2(ij+1) (contenant C ,;r +1), mais également
par (i; + 1), qui provient de I'invariance de la trace par permutation circulaire (pour celle

contenant C,j anciennement de longueur 2i; et dorénavant de longueur 2(i; +1)). Ainsi,

+17

on a :

) 1
Qij = _QNk+1,0—1,Nk+1,1,---,Nk+1,ij71,Nk+1,ij+1,Nk+1,ii+1—I,Nk+1,f,~+2,--~,Nk+1.k(Nk—H,ij + l)lj X N . 1
- - k+1,i;+105 + 1)
facteur — i i Nij~ i; présent dans K
O Mgt Ny 1 P 2 facteur
supplémentaire
(_1)Nk+1,0
k41
l_[ i Nkt Nis1.i!

i=1
QNk+1,0,-~~,Nk+1.k+1

On voit donc que Qg et tous les autres Q;, sont égaux et que leur expression est bien
celle que I'on attendait, c’est-a-dire celle de Qn, ., o....Ni 4144, - D€ Plus, on observe que la
somme sur toutes les partitions de k 4+ 1 provient des sommes sur les partitions de k mais
aussi de la somme sur x, présente dans K,. La double somme sur les permutations de
Gk +1 est formée, quant a elle, a partir des sommes sur u et v et de la double somme sur
les permutations de G. On peut ainsi faire les factorisations nécessaires pour rassembler
les produits de traces liés a une partition de k 4+ 1 donnée. Cela implique immédiatement
que (@ Ao A@p | Ao AD) ) = Ky + K, vérifie notre propriété de récurrence au
rang (k 4+ 1). Le principe de récurrence nous assure donc que la propriété de récurrence
est vraie pour tout k, ce qui conclut notre preuve du théoreme.

I11.2.3 Application pour les éléments de matrice de I’hamilto-
nien

Notre théoreme de recouvrement de fonctions produits de géminales et la proposition
III.1, réécrite avec nos nouvelles notations adaptées au cas my = 0, vont nous permettre
de calculer les matrices de transition réduites a deux électrons (et les matrices densité
réduites correspondantes) des fonctions d’ondes géminales. Cela est nécessaire et suffisant
pour trouver les éléments de matrice de I’hamiltonien coulombien H, dont I’expression
est donnée dans ’équation (11.33).
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Proposition III.2

Dans le cas ou my = 0, si iy, ji, i et j, sont quatre entiers naturels non nuls, alors :

(i, A@j) A (P1 A AP (pi, APjy) d (PY A A D))
est égal a :

_Sil,izgjl,b(q)l ARRRRAN cI)/€|<I>,1 ARRRRAS CI);C)

+ 81,2 (P Ao A Dp|iy A, S (P A A DY)

+ 8i1,in (P A A Di| @y A @, d (D) A A D)

F (P A AL A (@i AP A AP A (91 APj))

ou d;,; est le symbole de Kronecker.

bl

Remarque 98

On peut ainsi utiliser le théoreme I11.1 pour poursuivre le calcul. Pour le premier terme,

cela se fait naturellement. Quant au dernier terme, il suffit de poser ®x 1
/ — g / :
@y = @i A@j,, et de prendre comme matrices Cx11 et Cp | les matrices

respectivement.

Quant aux deux autres termes apparaissant, il se trouve que 'on peut

calculer a partir du théoreme III.1. Pour le voir, il suffit d’écrire, en rappelant que 'on

note toujours ® = Gy A A Dp et &' =PI A AD
k
(@lpiy Alpi, SO =) (D1 A= ADDY A= AP AP AP A
I=1

ot I'on a posé @) = ¢;; A (¢i, < @), de matrice C;’ = E; ;,C/.
Pour l'autre, on a :

k
(@@ Al@yy < @) =) (Br A AP A ADj_ ADP] AP Aer ADL)
=1

ot @) = @, A (@), < P)), de matrice C;" = C/E}, ;.

= @i, N % et
E; et Eil,jl

i2,)2

& nouveau les

“ADL)

La double sommation sur & dans la formule du théoreme III.1 rend son exploitation

impraticable, comme le montre le tableau suivant :

Combinatoire liée a la formule du théoreme II1.1 pour des chaines linéaires H,

Molécule Hn H6 Hg Hl() H12 H14 H16

(k,nombre de partition de k) (3,3) | 4,5 | (5,7) | (6,11) (7,15) (8,22)

Nombre de termes sommés (= (k!)?) 36 576 | 14400 | 518400 | 25401600 | 1625702400

Le but a présent est de réussir a réduire le cotit computationnel, qui croit de fagon facto-
rielle par rapport a la taille de la molécule. On ne pourra pas s’affranchir de la croissance

exponentielle [105], mais on visera a limiter le préfacteur et 'exposant.
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III.3 Réduction de la complexité par des propriétés
d’orthogonalité

I11.3.1 Solutions élémentaires au probleme de la 2-orthogonalité
avec invariance par permutations

Une des réponses possibles a la réduction de la complexité et qui est, comme on le souhaite,
intermédiaire entre la 1-orthogonalité et la 2-orthogonalité est la 2-orthogonalité avec
invariance par permutations [24] :

(®;|®;) =0

Vi, j, k distincts, ®;. 2-orthogonal & ®; A D,

(111.56)

Sous ces contraintes, tout ®; est alors 2-orthogonal a tous les produits extérieurs de la
forme ®; A--- A ®; avec ji,..., jr deux a deux distincts et tous différents de i.

Pour commencer, nous considérons que tous les ®; sont des géminales singulets et nous
leur imposons les conditions de 2-orthogonalité avec invariance par permutations, écrites
comme suit :

. . (P;|®j) =0
Vi, j, k €{l,...,m} distincts, % Bp o (B AD)=0 (II1.57)
soit encore, en termes de matrices :
tey
Vi, jk e{l,...,m} distincts, tr(cg Cy)=0 ; (I11.58)
CiCij + CjCkCi =0

Remarque 99

Ces contraintes sont plus fortes que la 2-orthogonalité (tr(C;rC /) = 0) mais moins fortes
que la l-orthogonalité (CiTCj = 0).

Manipuler uniquement de telles matrices simplifierait grandement le calcul des traces ap-
paraissant dans le théoreme I11.1. On va tout d’abord rechercher la forme de ces matrices
dans le plus petit cas non trivial, ¢’est-a-dire m = 2, et tenter alors d’obtenir une famille
de taille maximale de matrices vérifiant (IT1.58).

On va considérer trois matrices symétriques complexes C;, C, et Cs distinctes non nulles
qui satisfont a ces conditions.

a; b;

Notons C; = ( b ¢

). La condition sur les traces donne :

Vi, j € {1,2,3} distincts, @a; +2bib; +éc; =0 . (I11.59)

Comme on ne veut pas de @, nul et puisque ®; A ®; # 0 entraine & = 0, la seconde
condition de (III.57) entraine simplement ici :

Vi, j €{1,2,3} distincts, ®; AD; =0 | (I11.60)
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c’est-a-dire :
Vi,j € {1,2, 3} distincts, aicj +ciaj — Zbibj =0 . (IHGl)

En partant du principe qu’a un changement de base orthogonale pres, on peut toujours
considérer que la matrice de ®; est diagonale, on peut réécrire nos conditions ou b,
apparait en le prenant égal a 0. On trouve alors :

6l_1dj+0_1(,’j =0

e ane) = 0 (111.62)

Vje{2,3}, {
@, n’étant pas nul par hypothese, C; ne I'est pas non plus donc au moins un des deux
coefficients a; ou ¢y est non nul. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que le
coefficient en question est a;. Il vient :

__a,.
Vi e (2,3}, { 4= _g;ﬁ". . (I11.63)
= Ta 4
On obtient immédiatement :
— el
a; = a;
Ve {2,3}, { / l‘gh‘j o (111.64)
R PRERS)
c’est-a-dire :
lar| = |c1] . (I11.65)

Passons maintenant aux équations faisant intervenir les coefficients de C, et C3 unique-
ment :

dzas + 2bybs + é3¢3 =0
I1I.
{ ascs + caas —2bybz =0 (I11.66)
Nous remplagons les ¢; par leur formule en fonction de a; afin d’obtenir :
7 b leil> —,
aras —|—62 bybs + a2 3203 = 0 , (L67)
_zﬁ adsz — 2b2b3 =0
ce qui donne : B
araz = —b2b3
I11.68
{ _Z_lla2“3 = byb3 ( )

Si b, et b3 sont nuls (c’est-a-dire C, et C; sont diagonales), alors forcément a, ou az est
nul. Or si a; est nul, par la formule le liant a ¢, on a ¢; nul également, ce qui veut dire
que C; est la matrice nulle et on ne souhaite pas cela. Ainsi, on considére b, # 0 et on
peut alors écrire :

C1 dzds

by = ——
> ap b,

(111.69)

On voit donc que, pour Cz, ses coefficients bz et c¢3 sont linéairement reliés a as. Si ce
dernier est nul, alors C5 devient la matrice nulle. On a par conséquent az # 0. On injecte
la formule de b3 dans la premiére équation, et en simplifiant par a; puis en multipliant

par b, non nul, on trouve :
C J—
a_2b2 = —lazbz . (III?O)
a
Passons sous forme polaire : a; = r; et b;j = Rje' et Z—‘l = ¢'71. L’équation précédente
devient :
raRy ¢! (7% = py R, ! B2 trD) (II1.71)
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ce qui implique :

T, — 0 = % (mod m) . (I11.72)
En revenant a la formule de b3, on a :
Rse'® = 1213 Li02+63—w2+7147) ’ (I11.73)
ce qui donne : ’
R; = % et 13 = 93+%—|—(k—1)n si 1, = 92+%+kn avec k € Z . (II1.74)

Avec ri, Ry, r3 non nuls et k € Z, on peut des lors écrire nos trois matrices C; comme
suit :

. r 6191 0 . C. ry 6192 Rz el(02+ 5 +km) .
1 0 ry el @1FvD ’ 2 R, i (02473 +kn) —py el @247 ’
c LS rlzeis ol 03+ +(k—1)7)
3T o o O3+ 5 +(k—D)m) —rsy ety

Afin de simplifier cette écriture, nous allons factoriser les matrices par les éléments com-
muns a tous les coefficients, nous posons y = y;+2km ainsi que p = %2 et nous remplagons

R;
03 par 63 + m pour supprimer des signes inutiles. Nous obtenons la solution suivante :
_(1 0 TR A o
C1 = ( 0 eiV )r1 e . C2 = ei% —peiy R2€ ) (III75)

_ —1 pei% i63 rlyRZ’r?) GR:_ ,OER+
= ( pe'r  el” )r3e © 0 01.65,65 € [0.27] “ y €10, 27]

Pour obtenir une symétrie encore plus visible, nous pouvons aussi écrire les trois matrices

, . . . . Y
sous une forme équivalente en multipliant chaque coefficient par e™ 2 et en posant t = % :

e—it 0 . e—ir 1 .
C, = ( 0 et )r1 e, = ( P 1 peT )R2 et - (I11.76)

_pTiT . *
C3: ( e Y )r36193 , avec { rl,RZ,r3€R+ ot { p€R+

P eir 91,92,93 S [0,27‘[[

Ces matrices fonctionnent toujours par trois. En effet, lorsque les parametres sont fixés,
si on souhaite ajouter une quatrieme matrice a la famille {Cy, C,, C5}, alors il est aisé de
voir que cette matrice est forcément la matrice nulle.

Remarquons enfin qu’en choisissant ry = R, =r3=1,0 =60, =t =p=0¢et 03 = 7,
nous trouvons l'identité I, pour C; et des matrices unitaires appelées matrices de Pauli
o et o, pour C, et C3 respectivement :

ax:((l) (1)) et azz((l) _01) . (IIL.77)

Notons au passage que la troisicme matrice de Pauli 0y = ( ; ! ) est également uni-

0
taire, vérifie aussi les conditions de 2-orthogonalité avec invariance par permutations avec
I, 05 et 0,, mais est antisymétrique.
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Il existe donc bien des solutions non triviales au probleme de la 2-orthogonalité avec in-
variance par permutations, et ce des le cas des matrices de taille 2 x 2.

De plus, comme on veut optimiser dans notre modele les coefficients qui seront en facteur
des matrices C; ainsi que la base d’orbitales dans laquelle les géminales sont représentées,
on peut choisir sans perte de généralité cette représentation avec les matrices de Pauli.

Remarque 100

Les matrices de Pauli et leurs combinaisons sont aussi des opérateurs élémentaires agissant
sur les qubits et rappellent ainsi les liens historiques et étroits entre chimie quantique et
informatique quantique.

Rappelons que, dans les propositions du premier paragraphe, il apparait des matrices de
type Ej;. Il est donc pertinent de considérer, en plus des matrices précédentes, les ma-
trices E11, E12, Ez et Esp de taille 2 x 2 (qui forment la base canonique de M, (K)),
d’autant que réduire 1’étude aux matrices 2-orthogonales est bien trop restrictif (rigidité
des coefficients, impossibilité de retomber sur les formes Hartree-Fock).

Nous dressons alors la table de Cayley pour la loi produit de I’ensemble que I'on notera
Exxz, ensemble constitué des matrices réelles 0, 15, £oy, £ioy, o,, £E11, £ E12, £Ex
et £ FE5; ainsi que des matrices imaginaires pures £il,, ioy, £0y, £io;, £iEy, £iEy,,
+iE,; et £iE5;. On remarquera également que &y, n'est ni un groupe pour l'addition
(ce n’est pas une loi interne pour & x,) ni un groupe pour le produit (puisque 0 fait partie
de I'ensemble).

Partie pertinente de la table de Cayley de (Exx2, )

I, Ox 10y g Eq E, Er E>
1 0 01 0 1 1 0 1 0 01 00 00
01 1 0 -1 0 0 —1 00 00 1 0 0 1
1 0 .
I, ( 0 1 ) I, Ox [0y 0z Eq Eqs E> E>
0 1 )
Ox ( 10 ) Ox I, —0; —ioy, Es E> Eq Eq
) 0 1 .
1Oy ( 10 ) 10Oy 0z —1I> —0Ox —E>; —E> Eq Ei»
1 0 .
0z ( 0 —1 ) g 10y Ox I, Eqq E» —FE> —E>
1 0
Eq ( 0 0 ) E Ei» Ei, Eq Eq E» 0 0
01
Elz( 0 0 ) Eis Eqv —Eq —E» 0 0 Eq Eis
00
Er ( 1 0 ) E> E>» Er» E> Er E>» 0 0
00
Ezz( 01 ) E>» E> —Eo —E> 0 0 E> Es»

Seules les matrices £1,, +ily, = Eyy, £iEy1, £ E2 et £iE>; sont de trace non nulle (en
rouge dans le tableau).
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Erxr contient 33 matrices distinctes.

On peut faire 33 x 33 = 1089 produits différents avec ces matrices :
16 vont donner une trace égale a 2 (correspondant a I5),
16 une trace égale a —2 (correspondant a —1I,),

16 une trace égale a 2i (correspondant a il),

16 une trace égale a —2i (correspondant a —il,),

80 une trace égale a 1 (correspondant & Eqq ou Ejp),

80 une trace égale & —1 (correspondant & —Eq; ou —E»,),
80 une trace égale a i (correspondant a iEj; ou iE»,),

80 une trace égale a —i (correspondant & —iE1; ou —iEpy),
et le reste (705 sur 1089) une trace nulle.

Remarque 101

Pour toutes matrices carrées A = (a;;) et B = (b;jj) de méme taille, on a :
EijAEx; = aji E;; et par conséquent tr(BE,-jAEkl) = ajibii.

AEy; est une matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la /-ieme, qui est égale a
la k-iéme colonne de A ; sa trace est aj.

E;j A est une matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la i-iéme, qui est égale a la
Jj-ieme ligne de A4 ; sa trace est a ;.

I11.3.2 Solutions diagonales par blocs au probleme de la 2-orthogonalité
avec invariance par permutations

L’étude précédente suggere de construire une solution a notre problématique avec des ma-
trices diagonales par blocs ot ces derniers sont hiérarchisés par tailles croissantes (1x1 puis
2x 2, etc.). Nous allons commencer par considérer des matrices diagonales par blocs dont
les blocs sont tous de taille 2 x 2 et multiples de matrices appartenant a {/,,0x,i0,,0;}.

Calculer la trace d'un produit de telles matrices revient a faire la somme des traces des
produits des blocs les composant. En notant A B les blocs 2 x 2 qui forment chaque C; &
présent supposée diagonale par blocs et en posant m’ le nombre de tels blocs (c’est-a-dire

icim’ = [mEL])

Al Bl
1 1 AZBZ
C; = SR ., Bl € {I,,0,,i0,,0,} , (I11.78)
Am gm

I'utilisation de la formule du théoreme III.1 s’en trouve simplifiée puisque 'on aura :

i—1
> PNk ptji
Np i p=0

N, N o il /
Pyso a0 =] tr[ I1 Co(l)co’(l)]
=1 i—
’ I= 21 PNk p+(—1Di+1
p=0
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1 1

S PNk p+ii S PNk ptii
Nii m' p=0 p=0
Nk.i n o _ 15 q's K} T n's
PNy (02 07) = Z( [1 Ao) ’\o’a)) tr[ [1 (Bsa)) Bo'(z)]
=1 s=1 i—1 i—1
R S A | 1="Y pNep+G-Di+1
»=0 »=0

Comme nous choisissons nos blocs dans des sous-ensembles de £>«», de nombreuses traces
vont étre nulles.

Proposition II1.3

La trace d’un produit d’'un nombre quelconque de matrices appartenant a ’ensemble
{ox,i0y,0,} est non nulle (et vaut £2) si et seulement si le nombre de matrices oy, le
nombre de matrices ioy et le nombre de matrices o, dans le produit sont tous trois pairs
ou tous trois impairs.

IT1.3.2.a Regles de calcul des traces comportant des E; ;

Proposition II1.4

Soit U le produit d’'un nombre quelconque de matrices appartenant a l’ensemble
{ox,10y,0;} et soient ny(U), ny(U) et n,(U) les nombres de matrices oy, io, et o,
respectivement présentes dans le produit U.

Les traces de E11U et E»U sont non nulles (et égales a 1) si et seulement si n,(U) et
ny(U) sont de méme parité.

Les traces de E1oU et E> U sont non nulles (et égales a 1) si et seulement si n,(U) et
ny(U) sont de parité opposée.

Proposition III.5

Soit U le produit d’'un nombre quelconque de matrices appartenant a l’ensemble
{ox,i0y,0;} et soient ny(U), n,(U) et n;(U) les nombres de matrices oy, ioy et o,
respectivement présentes dans le produit U.

Siny,(U) et ny(U) sont de méme parité, alors, pour tous i, j € {1,2} distincts, il vient :

o= (=1 @)+ (U) ..
{ UE; = (=1)™ Ey;U (I11.79)

UE;; = E;;U
Sinyg(U) et n,(U) sont de parité opposée, alors, pour tous i, j € {1,2} distincts, on a :

o= (=1 W)+ U) 7 .
{ UE; = (=1)™ EiU (I11.80)

UE; = E;;U

Remarque 102

Dans les cas ou Ej;; apparait, on obtient ainsi un signe ” + 7 si ny,(U) et n;(U) sont de
meme parité, et donc un signe 7 —” si n,,(U) et n,(U) sont de parité opposée.
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Ci-dessous, une proposition récapitulative de I'intervention des E; ; dans les traces dans
le cadre du calcul des éléments de matrice de la 2RTM :

Proposition I11.6

Soient U et V des produits d’'un nombre pair de matrices appartenant a l’ensemble
{I5,0x,10y,0;}. Notons de nouveau ny(M), ny(M), ny(M) et n,(M) les nombres de
matrices I», 0y, i0y et 0, respectivement présentes dans le produit M. Nous supposons
que pour tout @ € {I,x,y,z}, ng(U) 4+ ny (V) est pair, c’est-a-dire que ng(U) et ng(V)
sont de méme parité.

» Premier cas : Analyse de tr(E,-,j U) lorsque n;(U) +ny(U) +n,(U) + n;(U) est pair
et V =0 (donc tous les ny(U) sont pairs).

Pour tous i, j € {1,2} distincts, on aura toujours E; ;U de trace nulle et E; ;U de trace
nyU)
non nulle (égale a (—1) 3 ).

» Deuxieme cas : Analyse de tr(E,-,j U) tr(Ek,l V) sing(U)+nx(U)+n,(U)+n,(U) et
ni(V)+nx(V) +n,(V) + n;(V) sont impairs.

Pour tous i, j € {1, 2} distincts et k,l € {1,2} distincts, E; ;U et Ex iV ne seront jamais
simultanément de trace non nulle.

On aura E; ;U et Eg;V de trace non nulle (égale a £1) si et seulement si ny(U) et
ny(U) sont de parité opposée.

Quant aux E; ;U et ExV, ils seront de trace non nulle (égale a £1) si et seulement si
nx(U) et ny,(U) sont de méme parité.

» Troisieme cas : Analyse de tr(E,-,j UEk,lV) quand ny(U) +nx(U) +ny(U) +n,(U) et
ni(V)+nx(V)+n,(V)+ n.(V) sont pairs.

Pour tous i, j € {1,2} distincts, E; jUE; ;V et E; jUE;;V seront toujours de trace nulle.
On aura une trace non nulle égale a celle de E; ;UV pour E;;UE; ;V si et seulement si
nx(U) et n,(U) sont de parité opposée, et pour E; ,UE;;V si et seulement si n,(U) et
ny(U) sont de méme parité.

Enfin, on obtiendra une trace non nulle égale a celle de (—1)"»@)+n=(U) E;;UV pour
E; jUE; ;V siet seulement sin,(U) et n,(U) sont de parité opposée, et pour E; ;UE;;V
si et seulement si ny(U) et n,(U) sont de méme parité.

I11.3.2.b Contraintes de 2-orthogonalité étendues

Les conditions (I11.58) de 2-orthogonalité avec invariance par permutations appliquées
aux C; diagonales par blocs pris dans la restriction aux matrices de Pauli et a I'identité
de Exz (& un coefficient scalaire pres) impliquent a présent, en conservant les notations
de (IIL.78) :

131 __
Vi, j k €{l,...,m} distincts, { ! telsaue B/=B;
MAAL =0 des que 3{i’, j'} C {i. j.k}, B!, = B,

(I11.81)
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La deuxiéme condition revient a imposer :

AAL =0
Vi,j €{l,...,m}distincts, VI € {1,...,m’}, Bil = B; — ou
Vk e{l,....m}\{i,j}, AL =0
(111.82)
Nous appellerons ces conditions les contraintes de 2-orthogonalité étendues.

Ainsi, dans la formule du théoreme III.1, pour tout j > 4, si Nk, ; > 1, alors le terme cor-
respondant dans la somme est nul. En effet, toute trace de longueur strictement supérieure
a 8 et composée uniquement de matrices de Pauli ou de I'identité contient forcément au
moins trois exemplaires d’une de ces quatre matrices dont au moins deux proviennent
de matrices C; ou C/ distinctes (on peut tout a fait avoir C; = C ]’ pour un unique j
par exemple, mais en aucun cas C; = C;). La condition précédente nous dit donc que le
coefficient se factorisant par linéarité de la trace sera forcément égal a 0.

Cela va ainsi nous permettre de ne sommer dans le théoreme que sur les partitions de k
en entiers inférieurs ou égaux a 4.

Remarque 103

Nous avons choisi de satisfaire aux conditions en imposant aux matrices de nos géminales
d’étre diagonales par blocs telles que, pour une position de bloc donnée, au plus quatre
des matrices C; puissent avoir un bloc non nul a cet emplacement. De plus, ces blocs non
nuls sont multiples de I'identité ou d’une matrice de Pauli et ne sont pas proportionnels
entre eux.

Afin d’avoir une équivalence dans 1’équation (I11.82), il aurait fallu rajouter la possibilité
d’avoir, pour un couple de positions de blocs donné, seulement deux matrices C; avec un
bloc non nul a ces emplacements. Pour chacune des deux positions, les blocs respectifs des
deux matrices seraient proportionnels avec des coefficients choisis pour conserver I'ortho-
gonalité des deux matrices entre elles. Cette possibilité étant beaucoup trop contraignante
pour le peu qu’elle apporte dans la diversité du choix de géminales, nous I'avons écartée.

I11.3.2.c Calcul de leffet des permutations internes sur les traces

Afin de simplifier la formule du recouvrement de fonctions produits de géminales satisfai-
sant aux contraintes du modele proposé, on va étudier I'effet des permutations qui agissent
a l'intérieur de chaque trace. Nous noterons &;,(/, ) I'ensemble de ces permutations pour
une trace de longueur 2/. Ces calculs aboutissent au résultat suivant :

Proposition I11.7

Nommons de fagon totalement arbitraire Ay, Ag, A, et As les matrices de 'ensemble
{I,,0x,i0y,0;}. Nous avons :

- pour les traces de longueur 4 :

Y tr(AdA,AfAp) =8

Gint(zrz) .
, 111.83
Y tr(AfAgAlAs) =0 (IIL.83)
Gint(2,2)
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- pour les traces de longueur 6 :

Y tr(AfAgATAgATA,) =48 (T11.84)
Gint(3,3)

- pour les traces de longueur 8 :

> tr(AlAq AL Ag AT A, AT As) = 384 (T11.85)
Gint(4,4)

Pour clarifier les notations :

Y (Al Au Al Ap) = tr(AfAg AT Ag)+tr(A] Ag AT Ay)+ir(Af Ay AT Ag)+tr(Af Ap A Ay)
Gint(z’z)

Remarque 104

Les configurations de produits qui n’apparaissent pas ci-dessus donnent soit une trace
nulle par les propriétés des matrices de Pauli soit un coefficient nul en facteur de la
trace en question par les conditions de 2-orthogonalité avec invariance par permutation
imposées aux C; et aux C;.

Exemple : Considérons pour tout i que C; et C/ sont égaux et qu’ils possedent la méme
matrice (& un coefficient pres) pour chacun de leurs blocs diagonaux.

. m’ .
Notons A! B; le j-ieme bloc diagonal de C; et posons S; = Y |A!|%. De méme, notons
m’ j=1
Sivois = 2 |)L{1 |2--- |)L{l|2. Remarquons que, par conditions sur les C;, si parmi les in-
Jj=1

dices iy, ...,i; il en existe deux iy, i;, tels que B,-ll = Bilz, alors S;,,...;, = 0.

Utilisons maintenant la formule du théoreme III.1 pour les premieres valeurs de k dans
les cas ou les géminales choisies ne donnent pas de résultats nuls.

Commencons pour k = 2 :

1 1
§ : T i i T
(<D1 VAN q>2|q)1 A\ CI>2> = 5 tI‘(CU(l)Cg/(l)) tr(Ca(z)Cg/(z)) — E Z tr(CU(l)CU/(I)CG(Z)CU/(Z))
0,0'€6, 0,0'€G,

1 1
:§x2xS1xS2x2x2—§xS1,2x8

:4S1 S2—4S1,2
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Continuons avec k = 3 :

(1A P AP BL AP A D) =~ Y t1(CJ Corry) tr(CJ ) Cor) tr(C 3y Coria))

0,0'€63

1
—5 Z tr(Cj(l)Cg/(l))tr(CJ(Z)C(T/(Z)C;LG)C(,/@))

0,0'€63

1
"3 > 1(C0)CotCo CorConCorta)

0,0'€63

N =

1
:gx6xS1xS2xS3x2x2x2
1
—Ex[Slsz,3+S2xS1,3+S3xS1,2]><2><8
1
+§XSI,2’3X48
=835 5253—8[51 S23+ 82813+ 53 51,2]+16S1,2,3

Un calcul analogue pour k = 4 permet de trouver que (®; APy ADP;AD,| D1 AP, ADIAD,)

est égal a :

165158384 — 168182 S34+ 8183824+ S1 54823+ 5253 51,4 + S2.84 S13 + S3 54 51.2]

+ 3281 8234+ S2 8134+ 838124 + Sa S123] +16[S1.2834 + S1,352.4 + S1.4 523 —96 51234

Dans tous les cas, nous obtenons la formule suivante :

Vi, (@A AD |y A A D) =28 Y AP A (I11.86)

i ,....,i.k
tous distincts

Remarque 105

On peut effectuer les permutations internes méme si nos matrices n’ont pas le méme type
de bloc sur leur diagonale, tant que nos conditions globales sont respectées (2-orthogonalité
avec invariance par permutations et, par conséquent, présence de deux fois la méme ma-
trice dans chaque trace, l'une venant du bra, 'autre du ket).

Les deux calculs suivants illustrent cette propriété :

Z tr[C;(l)ca’(l)cj(z)cff’(z)] - Z ZMWM;Ptr[(Bg(l))TBg’(l)(Bfr(z))TB;’@)]

0,0'€6, 0,0/€6, s=1

m/
= > Y IMPIRPx2
0,0'€6, s=1

m/
=4x ) PRSP x2

s=1

m/
=8) IMPIMP
s=1
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m/
il il il s s s s s s s s s
Z tr[Ca(l)Ccf’(l)ca(z)C<7’(2)Ca(:s)ccr’@)] = Z Z |A1|2|A2|2M’3|2trl:(Ba(l))TBa’(l)(Bo(z))TBU’(Z)(BU(S))TBG’(3):|

0,0'€G3 0,0'€63 s=1

m/
=2:|/\s1|2|/\§|2|)&§|2 Z tf[(B;(n)TBg/(l)(Bg(z))TB(Sy/(z)(B(sr(s))Jng/(s)}
s=1

0,0'€G3

=D AP PIAS]? x 48
s=1

=48 PSP P

s=1

Lorsque l'on considere la présence des matrices de type E;; a l'intérieur des traces que
I'on doit calculer pour déterminer I'hamiltonien et 1’énergie des systemes électroniques,
I'effet des permutations internes est moins simple que précédemment et il est nécessaire
de regarder attentivement chaque cas. Les tableaux suivants regroupent toutes les possi-
bilités de configurations respectant nos contraintes de 2-orthogonalité étendues.

E;; et nombre impair de matrices dans {I,,0x,10y,0,}, sommes des traces sur &;,,(2,2)

{C \ ACTY [ th.oe} [ {D —ioy} | {a.02) [ {ow—ioy} [ {ox.02} | {=ioy.0:} |

(Ev1, I} 0 0 4 0 0 0
{E11, 00} 4 0 0 0 4 0
{(E11.i0,} 0 4 0 0 0 4
{E{1,0;} 0 0 4 0 0 0
(Ep, I} 0 0 —4 0 0 0
{E22,Ux} 4 0 0 0 —4 0
{(Ex.ioy} 0 4 0 0 0 —4
{E, 0} 0 0 4 0 0 0
(E1a, 1o} 4 4 0 0 0 0
(E12,0%) 0 0 0 4 0 0
{(E1z.i0,} 0 0 0 1 0 0
{Elz,Uz} 0 0 0 0 4 4
(Ea1, I} 4 —4 0 0 0 0
(E21, 00} 0 0 0 —4 0 0
{(Ez1.i0y} 0 0 0 4 0 0
{E21,O'Z} 0 0 0 0 4 —4
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E;j et nombre impair de matrices dans {I,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur &;,(3,3)

’ (G \ {C,T}j H {12, 05, —i0y} ‘ {12,0x,0;} ‘ {1, —i0y,0;} ‘

{ox,—i0y,0;}

|

{E11, Iz, 04} 0 24 0 0
{En, I ioy} 0 0 24 0
{En. 12,05} 0 0 0 0
{E11,0x,10y} 24 0 0 24
{E11,0x,0;} 0 24 0 0
{E11,i0y,0;} 0 0 24 0
{E2, I, 04} 0 —24 0 0
{E», Ir,i0y} 0 0 —24 0
1E2. 15,0;) 0 0 0 0
{E2, 04,00} 24 0 0 —24
{E>,0x,0:} 0 24 0 0
{E22ai0y, Uz} 0 0 24 O
{E12, 15,04} 24 0 0 0
{En, I io0y} 24 0 0 0
1E2, 15,0} 0 24 24 0
{E12,0x,i0y} 0 0 0 0
{Elz’ Ox, Uz} 0 0 0 24
{Elz,iO'y,O'Z} 0 0 0 24
{E2, 1>, 04} —24 0 0 0
{E2, L2, i0,} 24 0 0 0
{E21, Iz, 0} 0 24 —24 0
{E>,0x,10,} 0 0 0 0
{E21s Ox, Uz} 0 0 0 —24
{Ezl,idy,O’Z} 0 0 0 24

E;; et nombre impair de matrices dans {I,,0x,10y,0;}, sommes des traces sur & ;,,(4,4)

e\ el |

{IZsOX9_in902}

|

{En, I5,0x,1i0,} 192
{En, I2,0x,0;} 0
{Ell,lz,iO'y,O'Z} 0
{Ell,O'x,iO'y,O'z} 192
{E2, 15,0x,1i0,} —192
{E2, I5,0x,0;} 0
{Ezz,lz,iO'y,O’Z} 0
{E22»0x»i0y702} 192
{E12, 1>,0x,10,} 0
{E12,15,0x,0;} 192
{E12, I>,i0y,0;} 192
{Elz,Ux,in,Uz} 0
{E21,12,0x,i0y} 0
{E>, 15,0x,0;) —192
{Es, I>,i0y,0;} 192
{E21»O—xai0'y’o'z} 0
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Eii, E;; et nombre pair de matrices dans {I»,0x,10y,0;}, sommes des traces sur &;,,(2,2)
’ {C/}i \ {CJT}J' H {E11, I2} ‘ {E11,0x} ‘ {E11, —ioy} ‘ {E11,0;} H {E2, 15} ‘ {E2, 0x} ‘ {Ez, —ioy} ‘ {E2,0:} ‘

(1, o) 4 0 0 4 0 0 0 0
{E11,0x} 0 4 0 0 0 0 0 0
(E11,i0,} 0 0 4 0 0 0 0 0
{E11, 05} 4 0 0 4 0 0 0 0
(Ep, I} 0 0 0 0 4 0 0 —4
(Ez, 0%} 0 0 0 0 0 4 0 0
{Ez.ioy} 0 0 0 0 0 0 4 0
{Ex, 0.} 0 0 0 0 —4 0 0 4

Eij, E;; et nombre pair de matrices dans {I,,0x,10,,0;}, sommes des traces sur &;,,(2,2)
G\ {C)Y [ (B b} | {0y} | {Enn.—ioy} | {Erp.02) || {Ea. b} | {Ea1.04} | {Ea.—ioy} | {Eai.oz} |

(E1a, 1o} 0 0 0 0 4 0 0 0
{Er, 04} 0 0 0 0 0 4 4 0
(E1z.i0,} 0 0 0 0 0 4 4 0
{Er12, 05} 0 0 0 0 0 0 0 4
(Ea, I} 4 0 0 0 0 0 0 0
(E21, 0%} 0 4 —4 0 0 0 0 0
{Ea1,i0,} 0 —4 4 0 0 0 0 0
(Ex, 0, 0 0 0 1 0 0 0 0

E;i, E;j; et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur &;,(3,3) (partie 1)
’ {Ci/}i \ {C]T}] H {E11s1290x} ‘ {Ellvlzv_iay} ‘ {E11912702} {EllvGX9_iOy} ‘ {EllaGX7GZ} ‘ {Ellv_iaysaz} ‘

{EII,IZ’UX} 30 0 0 0 0 0
{Ell,lz,io’y} 0 30 0 0 0 0
(11, 12,0, 0 0 36 0 0 0
{E11, 05,10y} 0 0 0 24 0 0
{E11,0x,0;} 0 0 0 0 30 0
{Ei1,i0y,0:} 0 0 0 0 0 30
{Ezy, 1,04} 6 0 0 0 0 0
{Ex, I,ioy} 0 6 0 0 0 0
(Ena, 15,0, 0 0 0 0 0 0
{E3,0x.10,} 0 0 0 0 0 0
{Ea, 05,0, 0 0 0 0 —6 0
{Ex.ioy, 0.} 0 0 0 0 0 —6
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Eii, Ej; et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur &;,,(3,3) (partie 2)
’ {Ci/}i \ {C}L}] H {Ezz,lz,O’x} ‘ {E2, 12,_i0y} ‘ {EZZ’IZ’O_Z} {E22, Ux,_iay} ‘ {E22,0x,02} ‘ {E22a_i0y,02} ‘

(Evi, 12,00} 6 0 0 0 0 0
{En. Lb.ioy) 0 6 0 0 0 0
{Evi, 12, 0.} 0 0 0 0 0 0
{E11,0x,10y} 0 0 0 0 0 0
{E11,0%,0;} 0 0 0 0 —6 0
{En.i0,.0,) 0 0 0 0 0 ~6
(Eaz, I, 07} 30 0 0 0 0 0
{Exn, I, i0y} 0 30 0 0 0 0
{Ex, I,0,} 0 0 36 0 0 0
{Enz. 0%, 10y} 0 0 0 24 0 0
{E22,0x,0;} 0 0 0 0 30 0
{Ex,i0y,0,} 0 0 0 0 0 30

Eij, E;i et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur &;,,(3,3) (partie 1)
’ {Ci/}i \ {C;}] H {E12a1270x} ‘ {E129127_i0'y} ‘ {E127]2902} ‘ {EIZaUx»_in} ‘ {E1290X7UZ} ‘ {EIZ,_in,GZ} ‘

{Era, I, 0} 6 6 0 0 0 0
{Eiz. I, i0,) —6 —6 0 0 0 0
{E12,15,0;} 0 0 0 0 0 0
{Ei2,0x,10,} 0 0 0 0 0 0
{E]z,O'x,O'Z} 0 0 0 0 6 6
{Elz,in,GZ} 0 0 0 0 —6 —6
{Ez1, I,04} 30 —18 0 0 0 0
{E21, I, io0y} —18 30 0 0 0 0
{Eo, I, 0.} 0 0 24 0 0 0
{E21,0x,10,} 0 0 0 36 0 0
{E21,0x,0;) 0 0 0 0 30 —18
{Ez],iO'y,O'Z} 0 0 0 0 —18 30

Eij, Eji et nombre pair de matrices dans {I5,0x,i0y,0;,}, sommes des traces sur &,,,(3,3) (partie 2)
’ {Ci,}i \ {C]T}] H {E213129O—x} ‘ {E219129_i0.y} ‘ {E21712’OZ} ‘ {E217O—X9_io.y} ‘ {E217O—X7OZ} ‘ {E21,_io—yao—z} ‘

{Elz,lz,Ux} 30 18 0 0 O 0
{Ei2, I5,i0y} 18 30 0 0 0 0
{E12,15,0;} 0 0 24 0 0 0
{Ei2,0x,10} 0 0 0 36 0 0
{Ei2,0x,0;} 0 0 0 0 30 18
{Ei2,i0y,0;} 0 0 0 0 18 30
{E21, 12,04} 6 —6 0 0 0 0
{Ezl,lz,in} 6 —6 0 0 0 0
{E1, 15,0;} 0 0 0 0 0 0
{E21,0x,10} 0 0 0 0 0 0
{E>,0,,0;} 0 0 0 0 6 —6
{E21,i0y,0:} 0 0 0 0 6 —6
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Eii, Ej; et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur S,,.(4,4) (partie 1)
’ {Ci/}i \ {CJT}] H {E1191290x’_i0y} ‘ {Ell’IZ’UX7GZ} ‘ {Ell,lz,iay,gz} ‘ {E119OX9_in’UZ} ‘

{E11, 12,0x, 10y} 256 0 0 128
{En, I2,0x,0;} 0 320 0 0
{Ell,lz,—iO'y,O'Z} 0 0 320 0
{E11,0x,00,,0;} 128 0 0 756
{E22,12,0'x,i0'y} 64 0 0 —64
{E, I>,0x,0;} 0 0 0 0
{Ezz,]z,iﬁy,O'Z} 0 0 0 0
{E2,0x,i0y,0;} 64 0 0 —64

E;i, E;; et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0,}, sommes des traces sur S, (4,4) (partie 2)
’ {Ci/}i \ {CJT}J H {E22,12,0x7_i0y} ‘ {E22712,0xv02} ‘ {E22’127i0yv02} ‘ {E22,0x,—i0y,02} ‘

{Ei1, I, 05,10} 64 0 0 64
{E11.12,05,0;) 0 0 0 0
{Ell,lz,—iO’y,O'Z} 0 0 0 0
{E11’0x7i0y’02} —64 0 0 —64
{Ex, I,0x,10,} 256 0 0 —128
{E2, 15,0x,0;} 0 320 0 0
{Exn, Ir,i0y,0;,} 0 0 320 0
{E2,0x,i0y,0;} —128 0 0 256

E;;, E;ji et nombre pair de matrices dans {15, 0x,i0y,0;}, sommes des traces sur S;,,(4,4) (partie 1)
’ {C/i \ {C;}j H {E12, 15,0, —00,} ‘ {E12, 15,0x,0;} ‘ {E12, I5,—i0y,,0,} ‘ {E12,0x,—i0y,0,} ‘

{E12, I>,0x,i0,} 0 0 0 0
{E12,15,0x,0;} 0 64 64 0
{Ei2, I>,i0y,0;} 0 —64 —64 0
{EIZ’Ux’in’UZ} 0 0 0 O
{E2, 1>, 0x,1i0,}) 320 0 0 0
{Es, I>,0x,0;} 0 256 —128 0
{Ez, I>,i0y,0;} 0 —128 256 0
{E31,0x,10,,0;} 0 0 0 320

Eij, Eji et nombre pair de matrices dans {I»,0x,i0y,0;}, sommes des traces sur &;,,(4,4) (partie 2)
’ {Ci,}i \ {C;}] H {EZI’IZ’Ux,_iO—y} ‘ {E21712’O.Xao—z} ‘ {E21, ]2,—i0'y,0'z} ‘ {E21,0’x,—i()'y’()'z} ‘

{Elz,lz,o’x,iO'y} 320 0 0 0
{E1.1,,0x,0;} 0 256 128 0
{Ei2, I5,i0y,0,} 0 128 256 0
{E12,0x,10y,0;} 0 0 0 320
{E2, I5,0x,1i0,} 0 0 0 0
{E217129UX9UZ} 0 64 —64 0
{Ezl,lz,in,UZ} 0 64 —64 0
{E21,0x,10,,0;} 0 0 0 0
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Dans le cas ou on a deux matrices de type E;; et un nombre pair de matrices dans
{I2,0x,10,,0;}, on trouve également des résultats non nuls en sommant sur G;,;(5,5) et

en prenant comme couple d’ensemble pour les ({Ci’ }is {Cj} j) ;

({Ell, IZ,GX7in902}7 {Ella 12, Oy, _i0y9 UZ})
({E22a IZa Oy, i0y902}7 {E223 127 Oy, _iaya UZ})
({E12a IZa Oy, i0y902}’ {E213 127 Oy, _iayo Uz})

({E21a IZaGX9in9UZ}’ {E127 127 Ox, _iay, GZ}

On obtient a chaque fois 3360.

Remarque 106

Les tableaux précédents permettent de traiter tous les calculs de produits scalaires prove-
nant de I’hamiltonien avec nos contraintes sur chacune de nos deux familles de matrices
de géminales, en remarquant également que :

Enox =0xEy = Eqp E11i0y = iGyEzz = E»
En0x = 0xE2 = Enn Epnioy = —ioyExy = —Enn
Ezi0x = 0xE1p = Ex ’ E21i0y = —inElz = E» ,
Exo, =0xE11 = Eo Exioy, =i0,E11 = —E
Evno0; =0,E11 = Eqy

E0, = —0;E1; = —Ej»

Es0, = —0;E2 = Ey

Exo, = 0,E = —Ex

I11.3.3 Etude du modele sous contraintes de 2-orthogonalité étendues

Nous ajoutons a présent a notre modele de matrices associées aux géminales un bloc dia-
gonal supplémentaire dont seuls certains de ses coefficients sont non nuls et se trouvent
uniquement sur sa diagonale. Il vérifie les propriétés plus fortes d’1-orthogonalité et il ser-
vira a reconstruire a chaque fois un multivecteur de la forme @1 A@1 A @2 A Q2+ A@p Ay
dans les produits extérieurs ®; A--- A Op et D) A+ A D).

II1.3.3.a Explicitation du modele avec ’ajout de blocs de taille 1 x 1

En considérant des entiers hg = 0 < h; < --- < hg, la matrice C; sera composée d’un
bloc diagonal A; de taille hy X hi diagonal ou seuls les coefficients des lignes et colonnes
hi—1+1,...,h; pourront étre non nuls (et seront notés )Li_(hi_1+1), . ,)Li_hi), puis de blocs

)Llj Bij de taille 2 x 2 chacun proportionnel a I, oy, ioy ou o0 :
A;
Al B!
C = ) , (I11.87)
AT B
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0
Ai—(hi—1+1)

avec A; = et B! €{l,,0x,i0,,0;}
_hi
A;

\ Yy

Les h; sont choisis afin que m_Thk soit un entier, correspondant ainsi au nombre de blocs
2 x 2, noté m’.

Afin que nos géminales vérifient nos contraintes de 2-orthogonalité avec invariance par
permutations, nous imposons, pour tout j-ieme bloc (1 < j < m’), lexistence parmi
les matrices Cy,...,Cr d’au plus un coefficient )k{ non nul pour chaque type de bloc
(I,0x.i0y,0;). Ainsi il y aura au maximum 4 blocs A/ B/ non nuls.

Enfin, chaque géminale ®; aura une matrice de la méme forme que celle de ®;. Plus
précisément, la matrice C/ aura des coefficients nuls et non nuls aux mémes endroits que
la matrice C;.

On va définir une nouvelle fonction pour discerner les numéros de chaque bloc, en distin-
guant la partie 1-orthogonale de la partie 2-orthogonale de nos matrices de géminales.

Définition III.2

On définit la fonction bloc B suivante :

N* — Z*
. (i sii < hy
! ) = [—""’;“J sii > hy

B
Remarque 107

Pour la partie 2-orthogonale, on retrouve exactement les indices de nos blocs de taille 2x2,
en remarquant notamment que B(m) = m’. Par souci de clarté, la partie 1-orthogonale
sera considérée comme hi blocs diagonaux de taille 1 x 1 (numérotés de —1, pour le
premier, a —hy, pour le dernier). Afin de pouvoir généraliser aisément certains résultats,
on étendra au besoin la notation A} Bf¥ aux blocs de la partie 1-orthogonale (méme si B
sera toujours égal a I1 = 1). Enfin, si dans certains calculs un bloc numéroté 0 apparait,
alors il correspondra a l'intégralité de la partie 1-orthogonale, c’est-a-dire a A;.
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Remarque 108

L’espace de Hilbert ‘H dans lequel nous sommes peut étre vu comme somme directe de
sa restriction a la partie 1-orthogonale, H;, et de sa restriction a la partie purement
2-orthogonale, H, :

1
H=H ®H, |, (II1.88)
ou H; est de dimension 2h; et H, est de dimension 4m’.

Ces deux espaces peuvent a nouveau etre décomposés en sommes directes selon les espaces
que l'on peut associer a chaque bloc :

1 1
Hi= P H' et Ho= P H . (ITL.89)
1<i<hy 1<i<m’
ce qui nous donne :
- 2 sii <0
H= @ H' avec dimH' = { 4 gi>0 (I11.90)
—hr<i<m’
i#0

Parfois, on devra repérer précisément la place des coefficients d’un bloc donné de la partie
2-orthogonale, ce qui nous amene a définir un nouveau type d’indice.

Définition II1.3

Pour tout x € {1,...,m’} et tout p € {1,2}, on pose :

P =he+2x—-D+p . (I11.91)

Ainsi %(hz’p) = X.

On pourra également avoir besoin d’un type d’ensemble regroupant les indices de géminales
ayant un bloc donné non nul :

Définition I11.4

Vx € {—hg,....m" I\ {0}, Ux)={ue{l,....k}, A} #0} . (I11.92)

Différencier les matrices-blocs diagonales des matrices-blocs antidiagonales ou encore des
blocs de la partie 1-orthogonale aura aussi son intérét, d’ou la définition suivante :

Définition III.5

On définit les sous-ensembles de U(x) :

D(x) = {u e Ux), B} e {1, r,0.}} ;
D(x) = {u € U(x), B} €{ox,ioy}} ;

afin que U(x) soit I'union disjointe de D(x) et D(x).
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Remarque 109

Le cardinal de U(x) est toujours compris entre 1 et 4, tandis que celui de D(x) ou de
D(x) se trouve entre 0 et 2.

De plus, si x est négatif, c’est-a-dire lorsque 'on considere un bloc de la partie 1-
orthogonale, alors D(x) est vide et U(x) = D(x) est un singleton.

Pour aller plus loin encore dans la distinction des blocs :

Définition I11.6

On définit les sous-ensembles de U(x) suivants :

I(x) = {u e U(x), B, = 12} ;

X(x) = {u e U(x), B, = Ux} ;

Y(x) = {u e U(x), B} =ioy} ;
2(x) = {u € UW(x), B} =0}

I11.3.3.b Formule du recouvrement de produits de géminales sous contraintes
de 2-orthogonalité étendues

Les contraintes du modele nous permettent de simplifier la formule du théoreme III.1
mettant en évidence une formule déja partiellement intuitée dans I'exemple sur U'effet des
permutations internes sur les traces.

Théoreme II1.2: Recouvrement de produits de géminales contraintes

Soient ®q,...,Dx et D, ..., CID;c des géminales vérifiant nos contraintes. Sous de telles
conditions, la relation suivante est vérifiée :

(DI A ADL DA A D) = Z féll,cpfl ...;g}i’% , (I11.93)

0<X1,..., X <m’
distincts si non nuls

ho
YA A Tsix =0
X
avec Ly o =\ t=hu_1+1

—
2AXAF sinon

Démonstration : Nous allons faire une preuve par récurrence sur k > 1.

L’initialisation est directe :

hi m’ m’
(@1|®7) = tr(CC) = Y ATAT + ) AT (BYTBY) =) 65 6 - (T1L94)
=1 x=1 x=0
=2

On suppose maintenant 1’égalité vraie au rang k. Au rang (k + 1), nous voulons calculer
le produit scalaire suivant :

(@1 A A Dy |[P) Ao A D)
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Pour utiliser 'hypothese de récurrence, nous transformons le dernier produit extérieur du
bra en coproduit a droite, par dualité de Hopf :

Oy A AP @ Dpyg

Par 'action de ce coproduit, le ket devient quant a lui :

k
Cb/l/\"'AqD;c@CD;cH+Z¢’/1/\"'/\q):4—1/\CD/ 1A A A DR D
u=1

- > 3 UCD(Chas + (CLyp(Cllas]x

1<a,B,y,6<m 1<u<v<k+1

XPYA AR AP A AP AP A A DL A ga AP ® (@) A @5)

Le produit scalaire au rang (k 4+ 1) va des lors pouvoir étre écrit comme somme de deux
termes Ky et K,, selon le découpage des géminales par le coproduit. K; rassemblera les
termes pour lesquels les géminales du ket sont restées intactes, et K, ceux pour lesquels
deux géminales ont été coupées. Commencons par K :

k
Kl:(Cpl/\"'Aq)k|q>/1/\'"/\@;c)(q)k+1|q);¢+1)+2(q>1/\'"/\<Dk| /\ D)) (Pr11|D;,)

u=1 1<i<k+1
1#u
(I11.95)

En appliquant I'hypothese de récurrence sur le premier terme de K; (le deuxieme étant
nul par 2-orthogonalité entre @y et les @/, pour u # k + 1), on peut alors écrire :

Ki=( Y Gacte)x( X . ) (I11.96)

0<X1,...xx <m’ 0<Xxf41=<m’
distincts si non nuls

On peut a présent s’occuper de K, :

3 > HCDRa(Cas + (Cyp(Cllas)(®@r A+ il D7) A @u A FEN P11l A7)
1<a,B,y,6<m 1<u<v<k+1 1=<l<k+1
l#u,v
- Z Z [(CI>1A---/\CDk|( /\ <I>;)/\(pa/\<p_ﬁ)x
1<u<v<k+1 1<a,B<m 1<l<k+1
l#u,v
x Y ((C;)a,es(cbkﬂmAso‘a)(c,/,)y,ﬂ +(C;)a,5<<1>k+1|soyA@)(Cw)]
1<y,§<m
Y Y @aawd(CA ) A nB(CICLCl) gyt (CUCEAC) )
1<u<v<k+1 1<a,B<m lgléégk—i-l
u,v

Les contraintes sur nos géminales imposent v = k + 1 pour avoir des termes non nuls.
Ainsi, en notant @], la géminale dont la matrice associée est donnée par :

(Cap = (CirCl iy Co+ CaCl Clit) s (111.97)
on peut réécrire K, comme suit :
Kx=— Y (@ /\---/\CDk|( A c1>;) ADTY (II1.98)
1<u<k 1<l<k+1
1#u
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+ . . . o
Sachant que C;,,C,., est une ma‘Frlce diagonale, la mgtrlce.assomee a.CDu partage la
meéme structure et les mémes propriétés que C, et C,, vis a vis des matrices des autres
géminales. L’hypothese de récurrence peut alors étre appliquée.

) > Coro, Con o, Canaylonsran,,  Cope, - (T1.99)

1<u<k 0<xp,...,xx<m’
distincts si non nuls

Xu — Xu )Xy — g )X ) X — Xu
avec Z%’q}&,—2)&u A =400 )LkH k+1 Z%,%%Hl,ﬂb’ pour x, >1

k+1
hy hy
0 - 1yt — —
et 8 = > A= Y Aix0=0
t=hy_1+1 t=hy_1+1

En sommant K; et K5, on voit donc que K, va enlever de K; tous les termes dans lesquels
Xk+1 # 0 est égal a un autre x,, # 0 pour n'importe quel u € {1,...,k}. On retrouve
ainsi la formule souhaitée au rang (k + 1).

[ |
Version alternative de la démonstration du théoreme sans récurrence :
On peut décomposer chaque ®; selon la forme par blocs de sa matrice associée :
h; m
®= Y ANerg+), D M(BY), o 0ner A @ (I11.100)
t=h;_1+1 x=1 p,qe{l1,2}
On va poser ®7*? la restriction de la géminale ®; & ses blocs 2-orthogonaux :
1
OPi=0— Y AN'end . (TI1.101)
t=h;_1+1
et @7 celle correspondant au x-ieme bloc de taille 2 x 2 :
O = Y A(BY), P AP (111.102)
p.q€{1,2}
Le produit extérieur, en ne considérant que les ®7*2, devient :
2%2 — —_—
A= L AR B (B g i AT A A A
1<l<k 1=<x1,...,.x, <m’ Pu%e{lz}
ie{l,..
(IT1.103)

Commencer le calcul du produit scalaire uniquement avec les CIDIZ’<2 permet de simplifier
notre raisonnement et de mettre en avant la forme diagonale par blocs des matrices
de nos géminales. On obtient alors, d’apres les contraintes sur nos géminales puis par
sesquilinéarité du produit scalaire :

(A o2 A\ e =N\ Dofl A\ Dol

1<il<k 1<il<k 1<l<k x;=1 1<l<k y;=1
’ 7
= § P A A D E PN A DK
1<x1,0, X <m’ 1<y1,e,y<m’
distincts distincts
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(N o1 A\ o7 = ) Y (DT A A DR A A DY)

1<I<k 1<i<k 1=x1,000 X <m’ 15y, Yk <m’
distincts distincts

Si les blocs choisis dans le bra et le ket ne sont pas les mémes, le produit scalaire sera
obligatoirement nul, les multivecteurs formés n’étant pas définis sur la méme famille de
vecteurs orthonormés. Nous pouvons alors écrire :

CA 9P N\ 2= > Y R A AGE D A A D)

1<l<k 1<l<k 1<X1,....,xx <m’ 0€6
distincts

. (II1.104)
Les chJ étant fortement orthogonales deux a deux, il en découle :

(/\ 22| /\ o272 = Z Z q)x1|q)a(1) (D xk|q)0(k)) . (111.105)

1<l<k 1<l<k 1<x1,....xx <m’ 0EC
distincts

Par la suite, nous allons a nouveau faire appel aux conditions imposées a nos géminales
qui impliquent, cette fois, que les permutations de la seconde somme sont toutes réduites
a 'identité. Ainsi :

(N o7 N\ 7%= Y (PIOf) (D) (I11.106)
1<l<k 1<l<k 1<x1,...,xx <m’
distincts

La forme des blocs des matrices de nos géminales (proportionnels a I, oy, io, ou 0;)
nous permet de poursuivre le calcul :

(A P2 N @20 = Y el (I11.107)

1<l<k 1<i<k 1<xy,...,xp <m’
distincts

L’ajout des parties 1-orthogonales correspondant au premier bloc diagonal des matrices
associées aux géminales ne change pas la structure de la formule et donne immédiatement

le résultat :
( N\ @l )\ @)= Yo Gelie (II1.108)

1<I<k 1<l<k 0<X1,...,x <m’
distincts si non nuls

Remarque 110

La formule que 1’on avait intuitée dans I'’exemple sur l'effet des permutations internes sur
les traces correspond en fait au résultat partiel suivant :

(A ot A\ o=z ¥ TR o)
1<il<k 1<l<k 1<X1,.c0, X <m’
distincts

Le cott computationnel est tres nettement réduit lorsque l'on utilise le théoreme I11.2,
comme le montre le tableau suivant :

Combinatoire liée a la formule du théoréeme I11.2 en comparaison de celle du théoréme I11.1

Molécule Hn H6 Hg HlO le H14 H16
(k,hx,m") (3.4,1) | (4,4,2) | (5,6,2) | (6,6,3) | (7.8,3) (8,8.4)
Nombre de termes sommés (Th.II1.2) 4 21 22 95 100 441
Nombre de termes sommés (Th.I11.1) 36 576 14400 | 518400 | 25401600 | 1625702400
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I11.3.3.c Calcul des coefficients de la 1RTM

Compte tenu de la symétrie de spin de nos fonctions d’ondes, les éléments de la 1RTM
s’écrivent ainsi :

(allRTM|a>i2,i1 = (¢i1 < ((I)l ARRRRAN (I)k)kpiz = (q)/l ARRARA qD;c))
(CDI /\"‘/\q)k|(pi1 /\[(piz = (CD,I AA@;C):D ;

(BILRTM|B)j,.;, = (@7,  (P1 A-- A D)@y, (D] A=+ A D))
(@1 A A D@ Afg; d (D] A A D))

Par la remarque 98, on voit que la partie de spin « et celle de spin 8 s’expriment de fagcon
identique, sous forme d’une somme :

k
DUPI A A DU DY A AD,_  ADYAD A ADL) (I11.110)
u=1

Pour qu’elle soit égale a (o|IRTM|a);, i, il faut et il suffit d’avoir C,) = E;, ;,C,. De
meéme, on obtient (8|1RTM|B);,,;, en prenant C,) = C, E;, ;,. On peut donc se contenter
de raisonner uniquement avec la partie de spin «.

» Si la matrice C,/ ne possede que des coeflicients nuls aux emplacements de tous les
blocs, qu’ils soient de la partie 1-orthogonale ou de la partie 2-orthogonale, alors la forme
bien particuliere de nos matrices de géminales va rendre la résultat obligatoirement nul,
lui aussi. Cela arrivera lorsque 28(iy) # B(iy). Cela nous permet donc d’écarter ces confi-
gurations d’indices.

» Siiy = iy < hg, alors nous sommes sur la diagonale de la partie 1-orthogonale et il
existe un unique u tel que h,—; + 1 < i; < h,. Par définition de nos géminales, seule la
matrice C, est non nulle et la somme est réduite a un terme. On utilise la premiere ap-
proche, en cherchant K; et K,, qu’il suffira de sommer pour trouver le coefficient cherché :

Ki=( /\ @&l /\ ©NOuld, ™ ¢, A )

1<i<k 1<il<k
l#u l#u
_ iy /=i § : X1 L eXu—l Xy L X1 .
A'u Au CI)I,‘I)/I é":I’u—lsq);_lé'cI:‘u-i—lscI:‘:,,_|_1 g‘bkaq};( ’

0<X1,....Xp—1<m’
distincts si non nuls

K== > Y (A @)renrdal N OCIAT EiiCl) gy + (CIAT EiiyCh)]
I<v<w<k 1<a,B<m 1<l<k 1<i<k

1#v,w 1#u
=0

Ainsi, nous obtenons pour ce cas ot les deux indices sont égaux dans la partie 1-orthogonale :

N —i1a—i - -
(@[IRTMa)s, i, = (BILRTM|B)iiy = 2 A" )0 Lot Saar Latpian,, " Cond,
0<X],..0,Xp—1<m’
distincts si non nuls
(I1.111)
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» Il reste a examiner le cas ou B(iy) = B(i,) > 0, c’est-a-dire quand i; et i, sont deux
indices (distincts ou égaux) liés & un méme bloc de la partie 2-ortogonale : le bloc B(iy).
On va ici préférer la seconde approche. Au plus quatre géminales dans le ket ont un bloc
B(i;) non nul. Notons U, ici égal a U(‘B(l’ 1)), I’ensemble des indices de ces géminales et
prenons u € U.

Du fait de la forme de nos blocs, la matrice C,) = E;, ;,C,, a un et un seul coefficient non
nul. Si i; et i sont égaux, le coefficient non nul sera a la méme place dans C,, et dans
C,/. Par contre, s’ils sont distincts, le coefficient changera de place au sein du bloc : §’il
est sur la diagonale pour C,, alors il ne le sera pas pour C, (et vice versa).

En notant (h,?(il)’p , hf(il)’q) les indices du coefficient non nul de C,;, on obtient une formule
pour la géminale @ :

(DZ _ )‘;%(il)(Bu%(il))p,q(phf(il)"’ A (‘W . (II1.112)

On remarquera de plus que ¢/, = CID;;ZXZ. On peut aisément raisonner de nouveau unique-
ment sur les parties 2-orthogonales pour calculer le produit scalaire en faisant intervenir
nos contraintes. En effet, ®;; n’est pas 2-orthogonale aux ®; mais cela ne fait apparaitre
dans le ket que des multivecteurs contenant P20 A Pp2an2 A Pprin A Ppranz. Ce-

pendant, de tels multivecteurs ne sont pas présents dans le bra (puisque les géminales ®;
sont, quant a elles, toujours 2-orthogonales) et disparaissent donc par ’action du produit
scalaire. De plus, les contraintes sur nos géminales vont également rendre nul le résultat
si les matrices C, et C,/ n'ont aucun coefficient non nul a la méme place. Cela arrive
inévitablement lorsque iy et i, sont différents car, dans ce cas, on a vu que le bloc B(iy)
de C, est diagonal (respectivement anti-diagonal) quand il est anti-diagonal (respective-
ment diagonal) pour C,, et C,,. Ainsi, nous aurons un produit scalaire non nul uniquement
si i1 = i, et, dans ce cas, il vient :

(A @2 N\ 0P nei = 3 D (0 00 (5 B O [0

1<i<k 1<i<k 1<X1,...,x <m’ €S,
1#u distincts

_ Z (cDJICI |q)1x1) <q)zk71 |®ka71)(q)f(i1)|q>;%(i1)>

1<X1,0,Xp—1 <m’

distincts
et différents de B(i1)
— 1331 "8G § : Xu—1 Xk—1
= Au A“ zq’l@’ é“bu—l,@’ é“I>u+1, T §¢k,¢;(
1<Xx1,.c0,Xg—1<m’

distincts
et différents de B(i1)

B(i])

TSN Jeass ¢ ,
L’ajout des parties 1-orthogonales donne, en remarquant que Ap 92,20 = Py
é«‘B(il)
/ "y __ @, Py, Xu—1 Xu Xk—1
CA @l A o) rel) = 5 2 e e e Sanal, o
1<l<k 1<l<k 0<X1,eeesXf—1 <m’
1#u distincts si non nuls
et différents de B(i1)
(IT1.113)
On en déduit les coefficients de spin « et de spin B de la IRTM (qui sont encore une fois
égaux) :
é-%(ll)
(| IRTM|t);, 5, = (BIIRTM|B); s, = > - IR A VRTE oA I oA R S
uelU 0<X|,...,x—1<m’
distincts si non nuls
et différents de B(i1)
(IT1.114)
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Définition III1.7

Soient u; < ... < u, des indices de géminales et yi,..., yq des numéros de blocs, alors

.....

z : é‘ é‘xul 1 é‘xu é‘xup_p é‘xup—H —p . Z_xk_p
<I>1,<I>/ q>”1 1, ul—l <I>u1+1¢‘ Qup—ls¢;p 1 q:‘up+19 up +1 @k,@;c
0<X{,....Xk—p=<m’
distincts si non nuls
et différents de y1,...,¥q

et, pour toute permutation des indices o ou des exposants t, le résultat est bien

s . z ., T(yl),---,f(yq) _ V1s-sYVq
évidemment inchangé : Jg(ul) _____ oy = Juri -

Qg Conclusion B

Avec nos contraintes de 2-orthogonalité étendues sur les géminales, on vient de voir que
tous les coefficients non diagonaux de la 1RTM sont nuls. Ainsi, la 1RTM est diagonale.
La partie associée au spin « et celle associée au spin f sont ici toujours égales et de terme
général :

(@[IRTM]a);, i, = (BIIRTM]B)i, i, = Y Aw VAPO(@|T20)|@) | (II1.115)
uelU

avec U = U(‘B(il)).
De plus, si le bloc B(i;) est de taille 2 x 2 et correspond aux indices iy et i; + 1, alors :

(05|1RTM|05)1'1+1,1'1+1 = (a|1RTM|a)i1,i1 = (ﬁ|1RTM|,8),~M~1 = (ﬂ|1RTM|/3)i1+1,i1+1
(III.116)

Définition IIIL.8

On appelle 1IRDM réduite de spin la matrice dont les coefficients sont la somme de
ceux des parties de spin o et de spin B de la IRDM, c’est-a-dire :

(IRDM); = (a|IRDM|a); + (8|IRDM|B); . (I11.117)

Ses vecteurs propres sont appelés orbitales naturelles et les valeurs propres associées
sont leurs populations.

Remarque 111

La dégénérescence des fonctions propres de la 1IRTM entraine que les orbitales naturelles
associées a chaque bloc 2 x 2 ont nécessairement méme population, ce qui n’est pas satis-
faisant.
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II1.4 Levée de la dégénérescence des orbitales natu-
relles

La dégénérescence des orbitales naturelles avec les matrices que nous utilisons pour nos
blocs (I, 0y, i0y et 0;) est un probleme de notre modele, qui se révele trop rigide a ce
stade. L’idée est donc de 1d ver la dégénérescence des orbitales naturelles au sein des blocs.
Ce probleme rappelle le cas des fonctions RHF ou les orbitales naturelles sont toutes dou-
blement occupées. On sait qu'une fonction UHF remédie a ce probleme. Une idée pour
relacher la contrainte sur les populations est d’utiliser des orbitales non orthogonales,
comme dans la méthode GVB (en anglais “Generalized Valence Bond”) [35,36]. Ces deux
cas particuliers sont étudiés en annexe A.2 et nous allons nous en inspirer pour donner
plus de flexibilité a notre modele.

I11.4.1 Orbitales non orthogonales et matrices réelles

Supposons maintenant que, dans notre modele actuel, I'orthogonalité des orbitales d’un
bloc 2 x 2 est brisée. On se place donc au sein d'un tel bloc et on notera @1, @2, @1 et @2
les quatre spin-orbitales associées a notre bloc. Elles vérifient, pour i, j € {1, 2} distincts :

(pilgi) = (@ilgi) =1
(pilej) = (@il@;) = cosB, 0 €]0, [ : (II1.118)

Lorsque 6 = 7, nous retrouvons le cas ou les orbitales sont toutes orthogonales entre elles.

I11.4.1.a Premieéres observations

Commencons par calculer les nouveaux produits scalaires entre les géminales associées a
l'identité ou a une matrice de Pauli réelle. Nous noterons ces géminales ®y,, &, , @i, et
®,._. Pour rappel, elles sont définies comme suit :

O =1 AL+ 2 NP2
Dy, =1 AQ2 + 02 A @1

T i I11.119
Dis, =1 N2 — P2 NP1 ( )
Q. =1 NP1 =02 NP2
En utilisant de nouveau le changement de base suivant :
V= _oiter
Ao (I11.120)
X = V2(1—cos 6)
c’est-a-dire :
¢ = /l-i-czos@ w + 11—(:2050 X
, (ITI.121)

@ = /1+(;os€ w . /1—0205.0 X
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nous observons le résultat suivant :
O, =(1+cos)Y A+ (1 —cosf) y A ¥
Dy, = (1 +cos) Y Ay — (1 —cosh) y A ¥
— _ ) (I11.122)
DPig,= 1 —(cosO)>(y AU — Y A )()
Dy, = /1= (cosO(y AV + Y A )

Remarque 112

Dans le cas orthogonal, donc lorsque cos @ = 0, ce changement de base laisse les blocs I,
et io), inchangés mais transforme les blocs o, en o, et inversement. Les coefficients de
tous les blocs restent, quant a eux, les mémes.

Dans le cas général, les coefficients sont eux aussi affectés. De plus, les blocs I, et oy
deviennent des combinaisons linéaires de blocs I, et o, alors que le bloc ioy, conserve son
type et que le bloc o, se change toujours en oy.

Intéressons-nous a présent aux normes :

101,] = 1@, ]| = /2(1 + (cos 6)2)

(I1.123)
1o, || = 1@ || = /2(1 = (c036)2)
Puis, passons aux autres produits scalaires :
(Pr,|Dy,) =4cosb
(®r,|Pig,) =2cos0 —2cosb =0
(®1,]|Ds.) =14 (cosf)? —1—(cosh)*> =0
(@g, |Pig,) =1+ (cos0)* —1— (cos)* =0 (I1.124)
(Dg, | Ps.) =2cos6 —2cosb =0
(i, |Py.) =2cos0 —2cosb =0

Seul le produit scalaire entre ®, et &, est non nul si les orbitales ne sont pas ortho-
gonales (c’est-a-dire si 6 # 7)). Des lors, imposer la présence de l'identité dans notre
famille ne devient plus pertinent, contrairement a l'idée de revoir notre modele en utili-
sant uniquement les trois matrices de Pauli et des orbitales non orthogonales a l'intérieur
de chaque bloc.

Remarque 113

En préférant o, a I, on conserve la possibilité de traiter le cas GVB avec notre modele.
Toutefois, le rejet de I, au profit de o, n’est pas catégorique et pourra étre révisé selon
les systemes traités.

II1.4.1.b Calcul des 1IRDM réduites de spin

Regardons ainsi les IRDM réduites de spin pour les géminales associées aux trois matrices
de Pauli normalisées.
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» Détaillons le calcul pour Hiﬁ'

Nous avons donc :

1+cos6

(J — 14cos 6 0, 4+ @1 — »
Ve oo 2\/(1+0059)(1+(cos0)2) 72+ 1) 2(1+(cos 6)2) v
Por 1—cosf — = — cos f—1 v
x @0l 2\/(1—0050)(14-(0059)2) (¢2 (pl) 2(1+(cos€)2)
_ (II1.125)
o Do - _ 1+cos @ + — —1—cos 6
w %ol 2\/(14-(:050)(1-%-(0050)2) (goz wl) 2(1+(C059)2) w
— (o) 1—cos 0 1—cos 0
Pl X = — — =
X [|Poy 2\/(1—1:050) (1+(Cos 9)2) (‘Pz (»01) 2(1+(cos 9)2)
On obtient pour la IRDM réduite de spin :
(14-cos 0)2 0 (14cos 6)? 0
2(14(cos 6)) 2(14(cos 6))
(1RDM)UX o 0 (1—cos )2 0 _(—cos0)?
2(1+(c036)) 2(14(cos 6))
B ( g O )
- —COS 2
0 il—i-(coszg2
Remarque 114
En fait, ”iﬁ correspond tout simplement a une géminale du cas GVB.
» Passons a % :
ioy
Do 1+cos 6 — — 1 3
(J ' y — —_ —_ e
w Hq)layH 2\/(1+c039)(1—(cos9)2) (wz (pl) V2 *
D4 1—cos 6 — — 1
(J : Y — + — =
X H(bmyll 2\/(1—005 9) (1—(cos 0)2) (g02 gol) V2 w
B o S 1 (IT1.126)
J l‘O'y - _ cos _ — L
W ||¢’my I 2\/(1+cos 9) (l—(cos 0)2) ((pl ¢2) V2 x
_ D5 1—cos 6
<J : Y —_ + —_
X Hq)wy l 2\/(1—COS 9) (1—(cos 0)2) (¢1 gDZ) V2 w
Ainsi, la IRDM qui lui est associée vaut :
1 9 1
(1RDM)in:<2 1)+<2 1)
0 5 0 5
1 0
o1
=1,
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» Il ne reste plus que le cas de % a traiter :

Il vient pour la 1RDM réduite de spin :

(IRDM),, = ( :

=

()

\—/
+

N

O D=

Dy 14cos 8 D1 ) Ly
el = IREEEE
Ve 2\/(1+COSG)(1_(C059)2) (@1 — @2) VR
S0 _ 1—cos6 Pt@) =V
X< T 2\/(1—(:059)(1—@050)2) v e) At 11.127
V ey = - Lbcosf (01 =¢2) = =75 o
oz 2\/(1+cos 9)(1_(COS 0)2) v
3 o, 1—cos 6 1
d el = - =T
X< .7 2\/(1_0089)(1_@039)2) (o1 + ¢2) sV

= O
SN—

On voit ainsi que, grace a oy, on a réussi a lever la dégénérescence des orbitales naturelles.
Cependant, ce n’est pas le cas pour ioy, et 0, qui possedent une seule valeur propre double,

qui, de plus, ne dépend pas de 6.

Voyons si le probleme persiste en passant aux matrices complexes symétriques générales
trouvées a la section. La matrice io), étant la seule matrice antisymétrique, il est évident
qu’elle ne sera pas considérée dans notre étude méme si elle présente cette dégénérescence

des orbitales naturelles.

I11.4.2 Orbitales non orthogonales et matrices complexes

I11.4.2.a Premieéres observations

Approfondissons des lors I’étude en reconsidérant les matrices complexes suivantes :

(e 0 ) _( pe7'T 1 ) =" p peRy
Cl_( 0 e”) ’ Cz_( 1 —pe”) ’ C3_( o e”) C W) a0,
(IT1.128)
Les géminales ®;, ®, et 3 associées aux matrices Cy, C, et C5 sont donc définies comme
suit :
P =T AL+ TR AP _
Q=pe QAP+ QI AL P2 AQL—pe TP A2 (IT1.129)
Q3 =—e"TQIANQLFPOINGF P2 NPT+ T2 A2
Débutons par les normes :
||| = \/2[1 + (cos 0)2 cos(27) ]
|| D] = \/2[1 + p2 + (cos 0)% — p?(cos §)2 cos(27) ] (II1.130)

||Ds]| = \/2[1 + p2 + p2(cos 0)2 — (cos §)2 cos(27) ]
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Maintenant, au tour des produits scalaires entre nos géminales :

(®|DP,) = 4cosOcost — 2ip(cos 0)?sin(27)

(®|®3) = 4pcosbcost + 2i(cosB)?sin(27) (IT1.131)
(@2|@3) = 2p(cos 0)*(1 + cos(27)) + 4i(1 + p?) cos O sint
On remarque alors le résultat suivant :
(q)llq)2> =0 << 1= %
Sicosf # 0, alors: { (P1|P3) =0 &< t=Zour=p=0 (IT1.132)
(<D2|<D3)=0 — T:p:O

Nous voyons, de nouveau, 'impossibilité d’avoir I’orthogonalité des trois géminales. Selon
la valeur choisie pour t (et pour p), nous devons exclure soit ®; soit ®, (respectivement
a lorigine de @, et ®4 ).

Néanmoins, nous décidons de poursuivre l'étude et de calculer la 1RDM pour nos trois
géminales.

II1.4.2.b Calcul des 1RDM réduites de spin
En utilisant les orbitales orthonormales ¢ et y déja définies précédemment, on a :

91+¢2
+/2(1+cos 0)
P1—¢2

L= /2(1—cos 0)

w =
(I11.133)

» Les produits intérieurs pour Hi—in donnent :

— \/1+0059(e
V2| |®1]|
— vl—cose(e
V2| @]
_ __ Af14cosf (,—it it
= = alwny (¢ P1 €T 2)

— __A/1—cosb
V2[|@1]]

—it(p—l + eirq)—z)

_iTQD_I . eir(p—z)
(I11.134)

(e—it(pl _ eirwz)

La 1RDM réduite de spin associée est donc :

( [14cos 8 cos(27)][1+cos 6]
2[1+(cos )2 cos(27)]

(IRDM)¢, =

_j cos 0 sin(21) 4/ 1—(cos 0)2 \

2[1+(cos 0)2 cos(27)]

\ i cos 0 sin(21) o/ 1—(cos 0)2

2[1+(cos )2 cos(27)]

( [14cos 6 cos(2t)][1+cos 6]
1+ (cos 6)2 cos(27)

[1—cos 8 cos(27)][1—cos 0]
2[1+(cos )2 cos(27)] )

i cos 0 sin(21) o/ 1—(cos 6)2 \

1+ (cos 8)2 cos(27)

\ i cos 0 sin(21) o/ 1—(cos 6)2

1+ (cos 6)2 cos(27)

[1—cos 8 cos(27)][1—cos 0]
1+ (cos 6)2 cos(27) )

X 2

Cette fois-ci, nous n’obtenons pas une matrice diagonale. Pour connaitre ses valeurs
propres, nous allons donc calculer son polynome caractéristique P; et chercher ses ra-
cines :

Py = X2 — tr[(IRDM)¢, | X + det [(IRDM)¢, ]
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1 — (cos 0)? )2

Py =X?-2X
! + (1 + (cos 0)? cos(27)

Son discriminant vaut :

_ 1 — (cos 0)? 2
Ar=4-4 (1 + (cos 0)? COS(2T))
= [1 p 9; 2 )]2 [2 + (cos B)*(cos(21) — 1)][(COS 0)%(cos(2t) + 1)] >0
cos 0)? cos(2t

A1 est toujours positif ou nul donc nous avons des racines réelles. Le cas d'une racine

double a lieu lorsque cos § = 0 ou cos(27) = —1, c’est-a-dire § = 7 ou 7 = 7.

» Bis repetita pour Igill :

J— \/T —iT it
v ||<1>2|| flJﬁcp T [(1+pe™™)g1 + (1 —pe'™)@s]

1 e {;II?TEH[( L+ pe™)gr 4+ (1+ pe'™)es]

Tt (I1.135)
Ve = et [+ pe™er + (1= pees]
X< ||q>§|| = Jm[( 1+ pe g + (1 + pe”)<p2]

On obtient ensuite la 1IRDM réduite de spin :

( [14cos O][1+p2+cos 8—p2 cos 8 cos(2z)] A/ 1—(cos )2 [2,0 cos T+ip? sin(2r)] cos 6

2[1+p2+(cos 0)2—p2(cos )2 cos(2t)] 2[1 +02+(cos 8)2—p2(cos 0)2 cos(21:)]
(IRDM)¢, = x 2

+/ 1—(cos 0)2 [2p cos T—ip? sin(Z‘E)] cos 6 [1—cos 8][1+p2—cos 8+ p2 cos § cos(27)]
2[1+p2+(cos 0)2—p2(cos 6)2 cos(Z‘E)] 2[1+p2+(cos 0)2—p2(cos 6)2 cos(2‘r)] )

[14cos O][1+ 02 +cos 8—p? cos 8 cos(27)] A/ 1—(cos 0)2 [2p cos T+ip> sin(2r)] cosf

. 1+p2+(cos 0)2—p2(cos 0)2 cos(27) 14p2+(cos 8)2—p2(cos 0)2 cos(27)
\ A/ 1—(cos 9)2 2pcosT—ip sm(Z‘E)] cos 6 [1—cos 0][1+p%—cos 6+ pZ cos 0 cos(27)]
1402+ (cos 8)2—p2(cos 0)2 cos(21) 1+p2+(cos 6)2—p2(cos 0)2 cos(27)

A nouveau, nous devons passer par le polynome caractéristique P, pour trouver les valeurs
propres :

P, = X? — tz[(IRDM)¢, ] X + det [(IRDM)c, ]
[1— (cos0)?][1 + p?] )2

= X*>-2X
+ (1 + p2 + (cos 0)2 — p2(cos 0)2 cos(27)

Son discriminant vaut :

A, :4_4( [1—(cose)2][1+p2]

1 4+ p% 4 (cos 0)? — p?(cos 0)? cos(27)

4 1_( 14 p? — (cos 0)?[1 + p?] )2_

1 + p? + (cos 9)2[1 — p? cos(2r)]
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A —4 2 +2p? — p?(cos 0)*[1 + cos(27)] (cos 0)?[2 + p? — p? cos(27) ] 0
2 1 + p? + (cos 9)2[1 — p? COS(2‘[)] 1 + p? + (cos 9)2[1 —p? cos(2r)] -

Comme A, > 0, on obtient a nouveau des racines réelles. Cette fois, la dégénérescence a
lieu uniquement lorsque cos @ = 0, c’est-a-dire § = Z

>
» Et on finit par étudier le cas de ||<I> ik
¥ ||$2|| = el [(P — e )1 + (p+ 'M)@s |
@3  __ 1—cos@ P A ity
1 nen = e l(cp— e @ + (p— €)@ -
v ||$§|| = {HFTSHO[(P —e o1+ (p+ 6”)@2]
X< e = Jm[( p—e"N)p1+ (p— )]

On obtient ensuite la 1IRDM réduite de spin :

( [1+cos 8][1+02+p2 cos —cos 8 cos(27)] N 1—(cos 6)2 [—2p cos t+i sin(2r)] cos 6 \
2[1 +02+p2(cos 0)2—(cos 0)2 cos(21:)] 2 [ 1+02+p2(cos 8)2—(cos 0)2 cos(2r)2]

(IRDM)¢, = 2
+/ 1—(cos 0)2 [—2p cos T—I sin(2‘c)] cos @ [1—cos O][1+02—p2 cos §+cos 0 cos(21)]
2[1 +02+p2(cos 6)2—(cos 0)2 cos(2‘r)] 2[1+p2+p2(cos 0)2—(cos 6)2 cos(ZI)]

[1+cos O][1+02+p2 cos B—cos O cos(27)] A/ 1—(cos 9)2[ —2pcost+i sm(2t)] cos 0 \
14+p2+p2 (cos 0)2—(cos 0)2 cos(27) 1402+ p2(cos 8)2—(cos 0)2 cos(27)

\ A/ 1—(cos 0)2 —2pcosT—i sm(2‘c)] cos § [1—cos 8][1+p%—p? cos O +cos O cos(27)]
1402402 (cos 0)2—(cos )2 cos(21) 14024 p2(cos )2 —(cos 6)2 cos(27)

Au tour du polynome caractéristique Ps pour nous permettre de trouver les valeurs
propres :

Py = X* — tr[ (IRDM)¢, ] X + det [(IRDM)c, ]
[1— (cos0)?][1 + p?] )2

= X?-2X
+ (1 + p2 + p%(cos 0)% — (cos 0)? cos(21)

Son discriminant vaut :

A2:4_4( [1— (cos 0)2][1 + p?] )2

1 + p? + p?(cos 0)% — (cos 0)? cos(21)

4 1_( 1+ p? — (cos 0)?[1 + p?] )2

1 4 p2 + (cos 0)?[ p> — cos(27)]

A 2+ 2p? — (cos 0)?[1 + cos(27)] (cos 0)?[1 + 2p* — cos(27)] -
1 4+ p? + (cos 9)2[/02 — cos(2t)] 1 + p2? + (cos 9)2[p2 — cos(2r)] -
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Il est encore clair que le discriminant Aj est positif ou nul, donc que les racines sont
réelles, avec dégénérescence quand cos = 0, c’est-a-dire 0 = 7, ou quand p = 0 et
cos(27) = 1, c’est-a-dire p = v = 0.

I111.4.3 Nouvelle extension du modele

Nous avons vu en conclusion de la section I11.3.3 qu’avec le choix des 4 matrices I,, oy,
ioy, et 02, qui correspond au nombre maximal de matrices de taille 2 X 2 pouvant satis-
faire aux conditions de 2-orthogonalité avec invariance par permutations, le modele obtenu
était trop rigide puisqu’il y avait une dégénérescence des orbitales naturelles. L’étude qui
précede montre en revanche que, si on se limite a 3 matrices, on peut restaurer cette
flexibilité car il est possible d’obtenir des orbitales naturelles non dégénérées associées a
un bloc donné.

II1.4.3.a Définition et propriétés de la matrice Gy

Une idée est de conserver nos matrices antidiagonales oy et io), et de repasser dans une
base orthonormée en incorporant I’angle 6 dans une matrice diagonale Gy qui se substitue
a I, et 0. Ainsi, nous conservons les avantages de la matrice o, qui permet de construire
les blocs de type GVB et nous compensons la perte d’une matrice par la flexibilité de
I’angle 6.

Définition I11.9

La matrice Gg est définie comme suit :

Gez(ﬁ&n@ 0

0 ﬁcos@) , avec 6 e€[0,x[ . (I11.137)

Nous voyons aisément que la géminale ®g, est fortement orthogonale a @4, et a &4,
et que sa norme au carré est bien égale a 2, ce qui permet de l'inclure dans nos calculs
sans changer la moindre équation. De plus, nous pouvons obtenir des multiples de I, de
0, mais aussi de Ej; et Epp (matrices que l'on avait perdues au fil de nos calculs) en
modifiant seulement 'angle 6. En effet :

(I11.138)

Vérifions tout de méme de facon plus détaillée la IRDM réduite de spin pour la géminale

., @Ge
normalisée ——%-, avec :
@Gl

g, = V2sin0 @y A@T + V2cos0 s A@; et ||Pg,|] = V2 . (II1.139)
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Les spin-orbitales ¢, et ¢, étant cette fois-ci bien orthogonales, nous n’avons donc pas
I'utilité de définir ¥ et y, contrairement aux cas précédemment traités.

Les quatre produits intérieurs donnent :

dg,

(pl (J W =Sin0<p_1

@ _
¢z ﬁ = cos 6 g
e (IT1.140)
b1 < ag,1 = ST
_ [ Te!
@2 ﬁ = —cos 8 ¢,

Nous trouvons alors la IRDM réduite de spin :

N (sin 0)? 0 (sin 0)? 0
( ey = 0 (cos 0)? * 0 (cos 0)?

B 2(sin 6)? 0
B 0 2(cos 0)?

= (Gy)*

g _Covclusion §

La dégénérescence des orbitales naturelles est bien levée ici, la 1IRDM réduite de spin

0p . S . <I>G0 2 . .o
associée a notre géminale e ayant nécessairement deux valeurs propres distinctes.
6

Nous pouvons ainsi considérer a juste titre la nouvelle famille de blocs {Gg, 0x,i0y}.

Définition III.10

Un bloc de taille 2 x 2 ne pouvant appartenir qu’a la famille {Gg, 0x,i0,} (respectivement
{I,,0x,i0,,0;}) sera dit a 3 types (respectivement a 4 types).

I11.4.3.b Présentation de notre modele final

Il est des lors temps de récapituler tous nos résultats et de mettre en place un modele
général respectant nos contraintes. Ce dernier va utiliser des géminales diagonales par
blocs comportant tout d’abord des blocs de taille 1 x 1 puis des blocs de taille 2 x 2 a
3 types, puis enfin des blocs de taille 2 x 2 a 4 types. En d’autres termes, la matrice C;
associée a une géminale ®; de notre modele final sera de la forme suivante, en reprenant
les notations utilisées dans (I11.87) :
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(4 \

01,1 Bol )

Cl — A{m,/ Bm// ’

007758 7 0150
m’+1 pm"’+1
A'i Bi

\ ey )

(I1.141)

. ) Béi,i €{Gy,.0x,i0y}
avec A; = .. et i
B! € {I5,04,i0y,0;}

\ Yy

Comme nous considérons toujours des produits de k géminales ®; A --- A P, le bloc A;
reste de taille hg x hi. Nous conservons la notation m’ pour le nombre de blocs de taille
2 x 2, et nous notons m” le nombre de blocs a 3 types. Il nous appartient ainsi de choisir
au mieux les valeurs de m” et de m’ — m”, c’est-a-dire le nombre de blocs a 3 types et le
nombre de blocs a 4 types, afin d’obtenir la meilleure approximation dans le cadre de nos
contraintes. Les coefficients A} et /\{oj ,; ainsi que les angles 6; sont des parametres suscep-
tibles d’étre optimisés également. De plus, avec la numérotation que nous avons choisie
pour les blocs et les coefficients, nous pourrons nous dispenser de préciser en indice I'angle
0 sans qu’il y ait d’ambiguité.

Nous rappelons aussi que chaque type de bloc ne peut étre présent tout au plus que dans
une seule géminale pour un j donné; et les modeles intermédiaires a 3 et a 4 types ne sont
pas mélangés dans cette extension de notre modele. Nous ne pouvons pas trouver, par
exemple, pour un j donné, le bloc Gg dans une géminale et le bloc 0, dans une autre sans
un coefficient nul devant un de ces deux blocs. Nous trouvons ainsi au plus 3 géminales
avec un bloc non nul pour un j donné dans la partie des blocs a 3 types et au plus 4
géminales avec un bloc non nul dans la partie des blocs a 4 types. Cette contrainte est
fondamentale pour limiter la combinatoire déterminant le cotit de calcul des éléments de
matrice.

Dans cette these, nous nous sommes arrétés a ce modele mais il est évident que nous pou-

vons 'étendre de nouveau en prenant en considération des blocs de taille 3 x 3, 4 x 4,...
respectant toujours nos conditions de 2-orthogonalité étendues.
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II1.5 Quantités utiles au calcul de I’énergie et de sa
minimisation : 2RTM et gradients

La connaissance de la 2RTM et des gradients sera essentielle pour I'optimisation des pa-
rametres de notre modele avec une convergence quadratique.

Afin de clarifier la présentation des calculs, nous nous concentrerons dans un premier
temps sur tous les éléments des différentes parties de la 2RTM (que nous appellerons
2RTMeaf, 2RTMaa et 2RTMBS) en supposant que les géminales n’ont aucun bloc a 3
types. Le cas ou de tels blocs sont présents sera considéré uniquement dans la sous-partie
ol nous résumerons tous les résultats obtenus en y incorporant la possibilité d’avoir des
blocs a 3 types.

Gardons aussi bien en mémoire la définition II1.7 qui nous permet de simplifier grande-
ment I'écriture de nos formules.

II1.5.1 Expressions détaillées des éléments de la 2RTMoap

Un élément de cette partie de la 2RTM s’écrit comme suit :

(@BI2RTM|aB) iz, jo), 01,50 = (@i, A@j) S (P1r A A D) (i, A @jy) I (DY A= A D))
—8i1,i2071,j2 (@1 Ao A Dp [P Ao A DY)

+ 81, (@1 A A Dplgiy A iy (D] A2 A DY)

F 8irin(Pr A A D@y Ay S (PY A A D))

FAPL A A D A (i, APRIPY A AP A (@i A @)

A ce stade, nous savons calculer tous les termes, excepté le dernier. Nous allons donc com-
mencer par remédier a cela puis nous pourrons analyser les coefficients de la 2RTMaf.

II1.5.1.a Préliminaire au calcul de la 2RTMup

Nous avons ainsi besoin de connaitre le produit scalaire suivant :
(Pr A AP A@iy NP DPT A AL Awi, Apjy) (I11.142)

On va réutiliser la premiere approche pour examiner ce cas, en considérant ¢;, A ¢}, et
@i, A @;, comme deux nouvelles géminales. Nous transformons ainsi le bra en un produit
tensoriel 1A AP @ @i, A@j,. Comme précédemment, par les actions du coproduit et du
produit scalaire, nous aurons toujours le résultat sous la forme K; + K,. Par contre, nous
allons porter une attention particuliere aux blocs lors des découpages des géminales (deux
mémes blocs provenant de nos géminales ne peuvent pas apparaitre dans un produit)
afin d’éviter d’ajouter des termes nuls, inutiles dans nos sommes. Pour cela, nous allons
généraliser notre notation ®; aux blocs de la partie 1-orthogonale :

AT Qix| A Plx| six <0
X . __
p,q€{l,2} ’
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On a donc :

Ki=( N\ @l /\ ®NewA@nlen A e

1<i<k 1<i<k
Kio
k
/ _ _ 'B(i

Z <I>z|< A <D,x’) A @iy A @i pin A 07| 2,00)
u=1 1<I<k 1<l<k —hx<x;<m’

T#u x; 70,5 (i2)

k Kl,u
=K+ Z Ky

u=1

On peut aisément obtenir une formule pour K :

Kio0 = 06i,,i,0/,. Z §<I>1, §<I>k,<1>’ . (I11.144)
0<X1,...,x <m’

distincts si non nuls

Pour un u donné, K, est non nul si et seulement si (C”)jl i et (C;)l. W sont aussi non
nuls, ce qui nécessite notamment B(iy) = B(j;) et B(i») = B(j2). Dans ce cadre-la, on

peut exprimer K, de la facon suivante :

K1 (CT) i (C/)zz 12(q>|g%(11) ‘B(lz)lcb/) ,

k?(ll) si hu—l‘i‘1 <0 :jl fhu
ki _ — . i .
avec (C[l), ; = AZO(BR) i iy, jy) = (B2 B2
0 sinon
A;%(iz) st hy—1 +1<i,=j, <h,
! _ /% H % . . . . % . , % . ,
et (Cu)iz,jz - Au (62) (Bu (12))p,q S1 (12, 12) = (hk (@2) p, hk (@2) q)
0 sinon

Le deuxieme terme principal K, se développe comme suit :

Z Z { /\ (Dl|( /\ Z (1)}"1)/\901.] A @g) X(Sjl,jz(czg)iz,ﬁ

1<v<k 1<f<m 1<i<k 1<l<k —hp<x;<m’
I#v  x;#0,B(i2)

Y Y (A q>,|( A Y q);xl)/\(pa/\(pT)XSil,iz(C;)a’jz

l<u<k l<ae=<m 1<i<k 1<li<k —hp<x;<m’

I#u  x;#0,%8(j2)

o) (N q>z|( AN > <I>;x’) A @a AP A @i AP (1 = B B(2) X

1<u<v<k 1<a,B<m 1<I<k I<i<k —hp<x;<m’
l#u V7o, %(12) B02) X [(Clg)a,jz (C )12 B + (C )a JJ2 (Clg)zz,ﬂ]
Z K300 — Z K0 — Z K3
1<v<k 1<u<k 1<u#v<k

K3 0,» est non nul pour les v tels que Cy et C; ont un bloc B(iz) non nul. Des conditions
s’ajoutent a cause de la forme particuliére de nos matrices de géminales : iy = i, (car on

doit avoir simultanément (C )l € (C )i1 p 1on nuls). Enfin, on remarque que f doit
toujours étre dans le méme bloc que ip, ce qui réduit, a v fixé, la somme sur f a un
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seul terme puisque nos matrices ont au plus un seul coefficient non nul par ligne et par
colonne. Un tel indice B sera noté B;2. On a alors :

K00 = 81,2851, (C) gia . (Cy), 2 (@ITZ @) (T11.145)

Par un raisonnement analogue sur K5, 0, et en notant cette fois af? le seul indice de la
somme sur ¢ pouvant donner un résultat non nul, on obtient :

K2,u,0 = 8i1,i28j1,j2 (CJ)jz,aliz (C;)alizij (¢|J?(12)|¢/> . (111146)

Le dernier type de terme a traiter est donc K, , ., ou 'on remarquera l'extension de la
somme des u < v aux u # v (par symétrie des deux termes en facteur dans le crochet)
et la présence d'un facteur (1 — 8p(i,),3(j,)) car nos contraintes entrainent 'impossibilité
de voir apparaitre le produit des quatre vecteurs définissant un bloc avec uniquement un
produit de nos géminales (ce qui empéche donc (Cé)a’j2 et (Cb’l)iz, 5 de provenir du méme
bloc). 11 s’écrit :

Kouw = Z (/\ (Dl'( /\ Z q);xl)/\gof!/\(p_ﬁ/\wil/\(p?)(1_8‘3(1'2),‘3(]'2))(Clg)a,jz(cii)h,ﬂ

1<a,B<m 1<l<k l<i<k —hg<x;<m’
I#u,v x;#0,8(i2),B(j2)
(I11.147)

Comme précédemment, la somme sur a et B se réduit a une seule possibilité non nulle au
maximum : a)® # i; tel que (C;)Olj2 i # 0 et B2 # j; tel que (C}) gi2 #0.0n a:

i2

Kouw = N\ q’zl( A\ > q’;xl)Awagz/\@NﬂilNﬂT)(1—5%0’2),%(]‘2))(Cﬁ)agz,jz(cé)iz,ﬁgz

1<l<k I1<i<k —hg=<x;<m’
I#u,v x;7#0,8(i2),B(j2)
(III.148)

Par définition, al? et J2 sont dans le méme bloc; de méme pour ﬂ,’f et i,. De plus, par le
facteur (1 — 8wp(iy),m(j»)), ces deux blocs doivent étre différents si on veut K5, , non nul.
Enfin, la forme de nos géminales requiert aussi d’avoir, pour ce terme, ’B(aiz) = B(j1)
et B(B2) = B(i1). On peut alors reformuler K, ,, tout d’abord comme suit :

Kz,u,v = ( /\ CI)1|( /\ Z CDIXZ) /\(palfj'z /\%/\(pil /\QO_J]>

1<l<k 1<l<k —hp<x;<m’
l#u,v z#0,8(i2),B(j2)
/

X (1= 8u2).32)) S1).3002) $8G0).30G (Cr) o2, (Cu),, 42
puis plus explicitement ainsi :

/

Kz,u,v = (8%(1'2),‘302) - 1) 8‘3(1'1),‘3(1'2) 8‘3(11)7%(1'2) (Cli)aiz,jz (Cu)iz’ﬁff
<€D (€0),, o + (€)oo (€D, (@1

Remarque 115

On pourra enfin noter que le coefficient de la ligne i = hz’p et de la colonne j = h,{’q de

la matrice C; d’une géminale s’écrit (Cl) = 6x,yA] (le)p,q avec :

i.j
(Bf') 4 = [ba.n.w + 82,0018, + [a.0.0.0 — 822,000 188} 0.
+ [0, + 820 1887 0x + [0.2).00.0 = S0, (0.0) 1087 0,

129



II1.5.1.b Effet des contraintes sur la 2RTMoup
On peut maintenant écrire un coefficient de la 2RTMaf comme suit :
(@B|2RTM|aB) i3, 2).Gi1.51) = —K1.0
+ 8j1,j (@[IRTM|a)s, 4,
+ 8ipi (BILRTMIB) j». 5y

k k
+ Ky + Z Kiu— Z (Kz,o,u + Kz,u,o) - Z K3 uw
u=1 u=1 1<u#v<k
k
= 8.2 (@ IRTMe)iy 1, + 81,62 (BITRTMIB) s + ) K
u=1
k
— Y (K20 + Kaup) — Z Ko
u=1 1<u#v<k

L’expression initiale d'un élément de cette partie de la 2RTM et les contraintes sur nos
géminales impliquent par avance 'impossibilité d’avoir plus de deux entiers différents
parmi B(i1), B(j1), B(iz) et B(j,). Les éléments dont les indices ne correspondent pas
a ce critere seront forcément nuls et il est donc inutile de chercher a les calculer.

Au final, on obtient donc cing termes principaux : deux provenant de la 1IRTM (qui est
diagonale avec nos contraintes) et trois sous forme de somme. Par leurs expressions res-
pectives, les deux termes provenant de la 1IRTM ainsi que la somme des K, pourront étre
non nuls uniquement si i; = ip et j; = j». Il en est de méme pour la somme des K o, €t
des K5 4,0. Quant a la somme des K5 4 ., les conditions de sa non-nullité éventuelle sont

B(i1) = B(iz) et B(j1) = B(j1), avec B(iz) # B(j2).

I11.5.1.c Premier cas : indices dans deux blocs (bra et ket)

B = BUD ) 2 w0
| B () B0 # B0

Il est impossible ici d’avoir iy = i ou j; = j,. Ainsi, seul un des quatre termes peut étre
non nul et on a donc :

Klu

El

M~

(aBI2RTM|aB) i3, 1), 61, 51) =

3
Il
—-

|
M=~

(C) .00 (Co)iy  (PIT 2| )
1

3
Il

Au plus deux matrices vérifient (C,;r )j1 i # 0 et, de méme, au plus deux sont telles que

(C,i)l.2 i # 0. Il sera donc rare de trouver des géminales respectant simultanément ces

deux conditions. On notera U C U(%(il)) N U(%(iz)) I’ensemble des indices de telles
géminales (0 < |U| < 2). Si i} = j; ou i, = j,, alors il ne faut pas oublier la possibilité
d’avoir un coefficient provenant de la partie 1-orthogonale (ce qui restreint le cardinal de
U a1 ou0). Des lors, on peut écrire :

(@B |2RTMaB) (is, o), G1.51) = Z (CJ)]'I 1 (Cli)iz,jz(q)lju%(il)’%(iz)lq)/)
uelU
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Précisons que U est égal a I'intersection de (8,-1,]1@(%(1'1)) @ (11— 5,-1,]-1)@(%(1'1))) et de
(8i2,j2®(‘3(i2)) D (1 - 8i2,j2)®(%(i2)))~

En passant aux A, dans I’expression trouvée, on obtient :

(BI2ZRIM[0B) iy joruinji) = D Euir Bzt A 02 (B|TEE-BE) | )
uelU

avec

1 sinon

A % —1  sil—hg pair et u € Y(B()) UZ(BW))

I11.5.1.d Deuxiéme cas : indices dans deux blocs (spin « et spin f)

% B(j1) = B()2) et B(i2) # B(j2)

Comme nous pouvons ici avoir iy = i et/ou j; = j,, nous allons devoir considérer un ou
trois des quatre termes, selon les valeurs des indices.

» Premiére possibilité :

Siiy # i ou j; # Ja, alors un seul terme persiste :

(B |2RTM|a) iz, 0).G1.71) = — Z K2

= 2 (Cy (O 1y (G 2 (C) g (@)
1<u#v<k

L’expression trouvée s’annulant si un des indices est inférieur a hy (c’est-a-dire appar-
tient & la partie l-orthogonale), au plus quatre matrices vont avoir dans leur partie 2-
orthogonale un coefficient non nul a la ligne i, ou a la colonne j, (puisque I'on ne peut
avoir qu'une seule fois au plus chaque type de bloc, I», oy, io, et 0;). Ainsi, parmi les
k(k — 1) choix possibles pour (u,v), nous pouvons déja affirmer qu’il y en aura au plus
12 a considérer. En notant W 1’ensemble des couples d’indices (1, v) donnant un résultat
a priori non nul (0 < |W]| < 12), nous avons :

(B 2RTMaB) (is, o), G1.51) = Z (Cl:)iz’ﬂ;z (Clg)aiz,jz (Czj)jl,a-lfl (Cj)ﬂf},il (Cbpfgz)’%(h) |©')
(u,v)ew
(IT1.149)

Selon les valeurs de iy, i, j1 et j», on va pouvoir restreindre W a un ensemble plus petit.
En effet, notons :

W, = (3(%(12) x Z(B(i2) ) U ( (B(ir)) x J(%(lz))) (x(%(iz)) X 1a(%(iz))) U (‘A(%(z‘z)) X x(%(iz))) ;
s = (D(B2) x D(B()) U (DB@) x D(B(2)) :
We = (3(B(2) x 2(B(12))

(2(B012) x 3(B(2))) U (X(B(2) x Y(B(2) ) U (Y(BG2) x X(B(2))
U

U
4= (D(B(2) x D(B(j2) ) U (D(B(j2) x D(B(j2))) -
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W, est simplement la restriction de (D (B(i2)) x @(’B(iz))) U (@ (B(i2)) x @(‘B(iz))) aux
combinaisons possibles du fait de nos contraintes : on ne peut pas avoir deux fois le méme
type de bloc a la méme place pour deux géminales différentes, ce qui exclut la moitié des
possibilités. Il en est de méme pour W,.

On peut alors voir le résultat suivant :

(1 =iyet 1 # jo) = W=W,NWy
(il 7512 et jl :]2) — W:WbmWC . (111150)
(i1 Fixet 1 # jo) = W=W,NWy

- Si il = iz et jl 75 jz, alors :

i —hi—1x B(j2) 1 'B(is) 1 B2) 1 /B(j ). B
(a,B|2RTM|05/3)(i2,j2),(i2,j1) — Z (—1) hi lgu,v,jz/\u (JZ)AT;B(Q))&U (lz)kv%(n)(@|ji%2),%(12)|¢/)

(u,v)eWw
(ITL.151)
—1  si j, — hg impair et (4, v) € (Z(%(jz)) X x(%(jz))) U (3(’302)) X 13(%(]'2)))
Euv.jo =\ —1 sijo—hy pair et (u,v) € (X(‘B(jz)) X Z(‘B(jz))> U (H(%(jz)) X 3(‘3(j2)))

1 sinon

- Siiy # iy et j1 = ja, alors :

~ B(7 ’ . B@G ’ . . .
(@BI12RTMIB) iy, j2) (1) = Z Euvinujnh (Jz)/\u%(zz)kv (lz)Av%(Jz)(@|ji%z),%(]2)|q)/)

(u,v)eWw
(I11.152)

1 siis— hy impair et (4, v) € (@(%(iz)) x y(%(l‘z))) U (D(%(iz)) x Z(%(iz)))
Buvia =\ =1 si iy — hy pair et (u,v) € (Y(B(02) x D(B(02)) ) U (2(B(02) x D(B()))

1 sinon
et :
_— { 1 s [jz — hy impair ot u € @(%(]‘2))] ou [jz — hy pair et u € @(%(jz))]
e 1 sinon

- Enfin, si i; # iy et j; # j,, alors :

~ B( 7 / ; B( ’ . . .
(@B12RTM|0B) 5. jo). 61 s1) = Z EuvinBumjy A (Jz)AuSB(zz)Av (IZ)AU%(]Z)(q>|j§,§)l2)’%(]2)|q)/>
(u,v)ew
(I1.153)
avec &y,y,i, €t &up,j, déja définis.
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» Seconde possibilité :

Si maintenant i; = i, et j; = j,, alors nous avons trois termes et 1’élément calculé est
sur la diagonale de la 2RTMag :

k
(a:B|2RTM|aﬁ)(i2,j2),(i2,j2) = (allRTMla)iz,lz (ﬁ|]‘R‘TM|ﬂ J2,J2 Z KZ ou + Kz u, O Z KZ uv
u=1

1<u#v<k
= (allRTMla)iz i» + (BIIRTM|B) 15, ),
k
_Z 52 12 )12 ﬂlz(q)w%(zz)m) Z jza ) (@lj%(12)|q)>
u=1
+ Z D152 (Co) gz [(C) iz (C) 1 o (Ci)jz,agz(Cf)ﬂlz,,z]X
1<u#v<k
X (BT @)
= (o |1RTMIOé)i2,i2 (BILRTM|B) j,. j»
_ Z )z ﬂlz((bw%(tz)lcp/) Z (CJ)jz,oc{? (C’:)aiz,jz(cmjf(h)lq)/)
uel, uelUs
2 (G (€ (Cl)gi 1 () i (BI04
(u,v)eW;
+ > | Wi g 5)a52,jz(czj)j2,a52(Cf)ﬁ:';,iz(q’wf,ﬁfz”%"”IcIY)
(u,v)eW>

Uy, Uy, Wy et W, regroupent de nouveau les indices donnant potentiellement des résultats
non nuls. U; et U, sont exactement U(‘B(iz)) et U(SB( jz)), respectivement. En outre,
U, N U, peut ne pas étre vide.

L’expression de W; est également tres simple puisqu’il ne s’agit de rien d’autre que
U(‘B(iz)) X U(%(jz)), c’est-a-dire Uy x Us,.

Enfin, en regardant attentivement les facteurs de la somme de W, et avec les nota-
tions du sous-cas précédent, on en déduit sans grande difficulté qu’il s’écrit simplement :
W2 eSS Wa N WC.

La formule avec uniquement les A donne :

(alB|2RTM|aﬁ)(i2,j2),(i2,j2) = (O[|1RTM|O[),’2’,-2 + <18|1RTM|IB)J2,J2
_ Z kf(iZ)/\;%(iZ)(qDUf(b)|(I>/) _ Z A?(h)k?(h)(CI>|Jf(j2)|CI>,)

uel; uel;
+ Z Au%(iz)/\;%(iz)k?(‘iZ)A;}%(jZ) (q)lj?’giz),%(jz) | CD,)
(u,v)em;
+ Z (— 1):2 hi— 1~ A‘B(JZ)A/%(Q)A%(IZ)A ‘B(Jz)(cpw%(lz) ‘B(Jz)|q)>
(u,v)ew,
avec :
T § —1 si [jz — hy impair et u € @(%(jz))] ou [jz — hy pair et u € D(%(jz))]
u,j2 —
1 sinon
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N’oublions pas la formule des coefficients de la IRTM ! Son utilisation entraine la dispa-
rition des sommes sur U; et U,. On en déduit le résultat final suivant :

(B |2RTM|05,3)(iz,j2),(i2,j2) — Z A?(Q))&;%(D)AU%(D))&;%(h) <¢|jig2)’%(j2) | CI)’)
(u,v)eW;

+ Z ( 1)12 hy— 1z k%(Jz)A"B(zz)A‘B(lz))t"/B(jz)(q)lj‘B(lz) ‘/B(jz)|q)>
(u,v)ew,

IT1.5.1.e Troisiéme cas : indices dans un seul bloc
B(i1) = B(iz) = B(j1) = B(j2)

Ici, nos quatre indices appartiennent tous au méme bloc donc n’ont que deux valeurs
possibles (voire une seule s’il s’agit de la partie 1-orthogonale). Seuls deux sous-cas peuvent
donner un résultat non nul du fait de la forme de nos matrices (cela se voit aisément avec la
formule initiale en prenant en compte le fait que nos blocs ne peuvent étre que diagonaux
ou antidiagonaux) : soit { 1 7 2 , soit { AR
J1# )2 J1= ]2

» Premieére possibilité :

Siiy # iy et ji # Ja, alors I'élément de la 2RTMaf est de la forme suivante :

k
(@BI2RTM|@B) i, 1), (i1, 71) = Z Ky

= Z Ca)iy. o (PITZ | @)

]1 11 12 J2
uelU

Sii; = j; (donc ip = j,), alors U est égal a @(’B(iz)). Maintenant, si i; = j, et ir = Jy,

alors U est ’ensemble complémentaire D(‘B(iz)).

Avec les facteurs A;, le résultat est le suivant :

(@BI2RTMIB) i, o), i1, j1) = P e 2 A2 (@[IFP]D) (IT1.154)
uelU

avec

1 sinon

o — { -1 siu € Y(B(ir) UZ(B(r))

» Seconde possibilité :

Il reste a considérer le sous-cas ou iy = iy et j; = j,. On obtient le coefficient diagonal :

k
(@B 2RTMaB) (is, 2,612, 2) = (@|IRTM|a)i, i, + (BIIRTM|B) 5 j, Z Kiw=Y  (Kzou+ Kaup)
u=1
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(@B2RTM[B) i, o), (12,2) = (@[ IRTMa)iy i, + (BIIRTMIB) 1o 5o + Y (C) 1 (Ch),, , (@1T|D)

uelU;

= > (O g (Ch),, g (@UIZPNR) = 3 (C) ;72 (Ch)yz, (PIT|D)

uels uels

Dans ce dernier cas, ’ensemble U; se détermine selon les valeurs de i et j,. En effet, si

i» = J,, alors Uj sera @(‘B(iz)) et si iy # j,, alors on aura D(‘B(iz)). Les ensembles U,
et Usz sont identiques car on regarde ici un seul et méme bloc. Il s’agit tout simplement de
U(‘B(iz)). On peut ainsi écrire le résultat dans les deux cas (indices tous égaux ou pas)

tout en passant aux A}.
Sl il = iz = jl = jz, alors il vient :

(aB|2RTM[atB) (iz,i2),(1212) = (| IRTM]et) s, 5, + (BI1RTM|B)s, 4,
. Z A?(iz)k;%(iz) (q>|33(i2)|<1>’) ) Z )tu%(h)k;%(h)(q)lju%(iz) |q)/)
ueD(B(i2)) ueD(B (i)
= Y AR (@)
ueD(B(i2))

Siiy =iy et j; = jp sont différents (donc uniquement dans le cas d’un bloc 2 x 2), alors :

(a:B|2RTM|05:B>(in2),(i2J2) = (0(|1RTM|O(>,‘2J2 + <ﬁ|1RTM|,B)j2Jz
] Z lf(iZ)X:’B(iZ)(q)|j§(i2)|q)/) _ Z Af("z))tf("z)@lﬂ,‘f(i”|<I>’)
u€D(B(i2)) ueD(B (i)
= Y AR (@)

ueD(B(i2))

I11.5.2 Expressions détaillées des éléments de la 2RTMao et de
la 2RTMpp

Les éléments de la 2RTMaa s’écrivent, en prenant ici comme convention, sans perte de
généralité, i; < jj et ip < jp:

(0| 2RTM|aa) i, o), 1,70 = (@i, A@j) (@1 Ao ADP)|(@i A @jy) d (D] A== A D))

= _8i1,i2811,jz(q>1 ARRRRA (I)k|CI)/1 ARRRNA (D;c>
+ 85, (PrL A A D@y, Algiy S (P A2 A DY)
+5i1 i (P1 A A D) Alps, d(P] A A DY)
11 i P1 A A Dy Algj, (D] A2 A DY)
Sir,p (@1 A A Prlpjy Alpi, o (PY A A DY)])
+ (P1 A “‘ACDkA(§0i2A§0j2)|q>/1/\"'/\q);c/\((pil/\§0j1))
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Les éléments de la 2RTMpp sont, quant a eux, exprimés comme suit, toujours avec iy < j;
et i2 < j2 :

(BBI2RTM|BB) i, 1),1.51) = (@i A @jy) S (@1 A AP)|(@i; A @) d (DY A= A D))
= _81'1,1'25]'1,1'2((1)1 ARRRNA (I)k|CI)/1 ZARRRRA CD}()
+ 85, (@1 Ao AP @i, A, (D] Ao A D)
+ 8ipin (P1 Ao A D@y A @), (D A A D))
— 81 (P1 A A D@ A, A (D) A A D))
— 81y (D1 A A D@7, A @, (D] Ao A DY)
+ (P Ao A D AP, AP P A A DL A (@ AD))

A nouveau, seul le dernier terme de ces éléments n’est pas entierement connu apres le
calcul de la IRTM. De plus, comme elle est diagonale, on voit aisément que les deux
termes supplémentaires par rapport au développement de la 2RTMaf sont en fait nuls
car nous ne pouvons pas avoir i; = j, et j; = ip. Les calculs seront analogues pour la
2RTMao et la 2RTMBB : nous nous focaliserons sur la premiere et nous en déduirons a
chaque fois les valeurs pour la seconde.

IT1.5.2.a Préliminaire au calcul de la 2RTMuao« et de la 2RTMpBg

Nous allons développer le produit scalaire suivant :
(Pr A ADE Apiy N | DT A ADL Awi, Apjy) (II1.155)

En utilisant toujours nos notations K; et K, et en transformant cette fois le bra en le
produit tensoriel ®; A+ A Pr ® @i, A@j,, on va avoir une décomposition plus simple que
pour la 2RTMaf. Par la forme particuliere de nos géminales, le fait d’avoir i; < j; et
i» < jp implique B(iy) = B(iz), B(j1) = B(Jo) et B(i1) # B(Jj1), pour espérer obtenir

un coefficient non nul.

Tout d’abord Kj, obtenu lorsqu’on laisse les géminales intactes, est réduit au terme
précédemment noté Kjp, le spin de nos géminales n’étant pas le méme que celui de

Vi, N@j, -

Ki =K ={ /\ D | /\ D)) @i, A @i lei, A @jy)

1<l<k 1<il<k

— . . . . xl LECIR xk
= 8i1.i281.) § : §<1>1,q>’1 é‘@k,@;(

0<x1,..., Xk <m
distincts si non nuls

Dans le développement du terme K,, on va distinguer plusieurs sommes dont certaines
vont etre nulles. Cela va permettre de simplifier I’écriture du terme par la suite. On
développe ainsi K, comme suit :
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XA @A X ) Aen A x8(Ch),

1<v<k 1<B<m 1<I<k 1<i<k —hp<x;<m’
I#v  x;#0,B(i2)

+ Z Z ( /\ (I)[|( /\ Z q)/lxl)/\gpjl/\(/)_B>X8i1,j2(czg)i2,ﬂ

1<v<k 1<f<m 1<i<k 1<l<k —hy<x;<m’
I#v  x;7#0,B(i2)
T —

vaut 0 car i1 et jo ne peuvent pas étre égaux par nos conditions

+ Z Z ( /\ chl( /\ Z CD;XI)/\‘pil /\@>X8j1,i2(c12)j2,,3

l<u<k 1=f=m 1=<I<k 1<l<k —hgx<x;<m’
I#u  x;#0,%5(j2)
—

vaut 0 car j1 et i> ne peuvent pas étre égaux par nos conditions

YA @AY ) A AT x86(C)

1<u<k 1<B<m 1<I<k 1<l<k —hg<x;<m’
I#u  x;#0,%5(j2)

+ > Y (UA cI>z|( A\ >, ‘D;xl>A<ﬂz‘1 A @B A @iy A Bg) (1= i), () )

l<u<v<k 1=Bi<po<m 1=<i<k 1<i<k —hg<x;<m’
I#u,v x;7#0,%8(i2),B(j2) x [(Clg)iz,ﬁl (Clg)jz,ﬁz + (Cl:)iz,/il (Clg)jz,ﬂz]

On obtient donc dans 'expression de K, a nouveau trois sommes distinctes :

=Y Koow— Y. Kowot+ Y. Koww - (I11.156)

1<v<k 1<u<k 1<us#v<k

En notant a nouveau ;> 'unique indice B tel que le coefficient (Clﬁ)i2 5 est non nul, on
peut écrire plus précisément K g, et Kz 40 :

K200 = 81185152 (C) gia . (Cy), in (PITF]D) (TI1.157)

K20 = 8181, (Cl) g1 (Ch) 52 (@ITZV2 (@) (TI1.158)

Pour K3, 4, nous utilisons encore une fois la symétrie par rapport a u et v pour étendre
la somme aux u et v distincts. Signalons également la présence du signe “4” provenant
simplement de la fagon dont nous avons ordonné le multivecteur ¢;; A @g, A @, A @g,. Le
terme s’écrit :

Kouw= Y (N CI>ll( A\ > Cb;xl)NPi]N/E/\%'lA%)(l—fs%(iz),%(jz))(Cﬁ)iz,ﬁl(Cé)jz,ﬂz

1<B1,Ba<m 1<I<k I<l<k —hg=<x;<m’
I#u,v x;7#0,8(i2),B(j2)

La double somme sur B et B, est réduite a une seule possibilité non nulle au maximum,
celle ot 'on a B2 < B;? tels que (C,;)l.2 gz # 0 et (C,ﬁ)j2 g2 70

K uw = ( ;| q’;xl A%/\<P_i2NPj1/\ﬂ)(l—(s%(iz),%(jz))(cé)i i (Cy) . pin
Bu By 2,8y J2:By

1<l<k I<i<k —hg<x;<m’
I#u,v x;7#0,%B(i2),B(j2)

On a iy, iy et B2 dans le bloc B(i). De méme, jy, jo et ,31{2 sont dans le bloc B(j,).
Ainsi, on peut donner une formule plus détaillée pour Ky, :

Koo = (1=8n)02) (Cu);, 52 (C/)J'z,ﬂifz[(c';r)ﬂl?,il (C) g2 5, H(Cl) g2, (Cj)ﬂf?,n]<q’|jig2)’%(h)l¢/)
(TI1.159)
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Remarque 116

Pour la 2RTMpBS, nous devons calculer :
(Pr A AP NG NG| DY A ADL A APJ) . (I11.160)

La décomposition en la somme K; + K, nous donne un K; identique, toujours égal a
Ki . Pour K,, seuls les indices des coefficients en facteur changent.

Dans K, o v, (Cj)ﬁéz _ (C;)iz,ﬂéz devient (CJ)iz,a? (C'ﬁ)af},iz'

512

Dans K3 4.0, (CJ)M-Z’. (Cwlt)j2,/3,{2 devient (CJ)jz,a# (Cb,l)af;Z,jz'

J2
Enfin, le facteur (C,), 1 (C}) , 4| (Cl) g, (C) g, + (G gn, (C) i, | est vom-
placé par (C;) i . (C) 2 [ (C),, 42 (C) ;oo + (€I, 02 (C),, g1z ]| dans Ko

II1.5.2.b Effet des contraintes sur la 2RTMoaa et sur la 2RTMgp

On peut maintenant écrire les éléments de la 2RTMao et de la 2RTMBB comme suit :

(Ota|2RTM|O[O£)(,’2,J'2),(1'1,J'1) = Sjl,j2<a|1RTM|a)i2,i1 + 8iy.iy <a|1RTM|a)J'2,J'1
k

- Z (Kz,o,u + K2,u,0) + Z Kouw

u=1 1<u#v<k

(BBI2RTM|BB) (12,12).G1.j1) = Sj1.j2 (BILRTM|B) iy + 8iy i (BILRTM|B) 5. 51
k

- Z (Kz,o,u + Kz,u,o) + Z Kouov

u=1 1<u#v<k

avec, pour Kz 04, K240 €t Kz 0, les expressions adaptées exposées dans le paragraphe
précédent.

Le raisonnement sur les blocs des nos indices iy, ji, i et j, va étre ici tres rapide puisque
I’on sait déja que les éléments peuvent étre non nuls uniquement si on a deux blocs dis-
tincts : celui de iy et iy, et celui de j; et j,. Il suffit donc de distinguer les cas selon si
nos indices sont égaux ou non. On va retrouver les deux possibilités du deuxieme cas de
la 2RTMaf, dont nous reprendrons toutes les notations.

» Premieére possibilité :

Siiy # i ou j; # Jja, alors seule la somme sur K, ,, , peut persister :

(@ 2RTM @) i) = D, Koo

1<u#v<k

= 2 (G (C0) i (Cl) o, (CD) i, (RIT07 @)

1<u#v<k

= 2 (Cl)iy g2 (C0) 1, 572 (Cl) 2., (C) gz, (IT P02 | @)
(u,v)ew

2

avec W C (U(%(iz)) N u(%(jz)))
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Si iy et iy sont égaux, alors u et v sont tous deux dans @(%(iz)) ou tous deux dans

@(%(l’z)) (et ces sous-ensembles sont de cardinal au plus 2, le cas l-orthogonal étant
exclu ici). Si ces deux indices sont distincts, alors u et v ne sont pas dans le méme
sous-ensemble. Le méme raisonnement tient avec j; et j,. On retrouve au final les trois
mémes ensembles W définis dans la premiere possibilité du deuxieme cas de la 2RTMaf,
c’est-a-dire :

(h=iret 1 # ) = W=W,NW,

(il 75 i2 et jl == _]2) = W = Wb N Wc . (111161)

(i1 #Firet 1 # j2) = W=WNWy

De plus, les & définis dans les calculs des éléments de la 2RTMaf vont de nouveau étre
utiles ici pour nous donner avec précision les différents signes qui apparaitront.

- Siiy =iy et j1 # Jja, alors :

(0 |2RTM o) iy, /)., 1) = Z (_1)i2_hk_1Ev,u,j2Af(jz)/\;%(b)Av%(iz)k;%(h) (q)ljigz),%(jz) | ')
(u,v)eWw
(II1.162)

- Siiy # iy et j1 = Jja, alors :

(0 |2RTM|a @) iy, j2).(i1,/2) = Z Eu,v.in (_l)jz_hk_l/\?(jZ)A;%(iZ)X?(iZ)A;%(jZ) (q)wigiz),%(jz)lq)/)
(u,v)ew
(IT1.163)

- Enfin, si i} # i, et j; # ja, alors :

1 B(j2) 1/%B(i2) 1 BG2) 1 /B j j
(ot 2RTM|a) Gy, jo).G1.51) = Z EuvirEv iy bt (12)AM%(12)AU (’Z)Av%(”)(®|3382)’%(’2)|®/)
(u,v)ew
(IT1.164)

Remarque 117

Pour la 2RTMp, seuls les signes vont changer par rapport a la 2RTMaa.

- Lorsque i; = is et ji # Ja, le signe de chaque terme est donné par &,,,&y.v, j,-
- Quand iy # iz et ji = ja, on aura &yy,i,Eu, jy-

- Enfin, si iy # iz et j1 # j2, ce sera &yu,irEuv, jr-

» Seconde possibilité :

Sii; =i, et j; = jo, alors tous les termes sont présents :

(aa|2RTM|aa)(i2,j2),(i2,j2) = (0(|1RTM|O€>,’2,,'2 + <a|1RTM|a)j2,jz -

k
u=

(K2,0,u + K2,u,0) + Z K2,u,v

1 1<u#v=<k
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<aa|2RTM|aa)(i2,j2),(i2,j2) = Z (Czi)iz,ﬂl? (Clg)jz,ﬁj? (CJ)ﬁ;Z,iz (CJ) 1{2,]'2(@”?,%2)’%02)'@/)
(u,v)eW)

T2 Qg (C) i (Cl) e 1 (C) g (O 0719
(u,v)ew,

avec Wy = U(%(iz)) X U(%(jz)) et Wo =W, NW,.
En passant aux A7, il vient :

(| 2RTM|0e) . jy) 2. ) = Z Au%(iz)A;‘B(iz)/\?(jz)k;%(jz) (@ljigz),%(jz) D)
(u,v)eW)
+ Z (_1)iz+J'2)L$(J'2)/\;‘B(iz)kv%(iz)k;%(jz) (q)Uf’giz),‘B(jz) | D)
(u,v)eW>

le signe de la somme sur W, étant simplement (—1)2+72 = (—1)2~ =1 (—1)/2h—1,

Remarque 118

Quant a la 2RTMpBS, le signe reste toujours positif pour les termes de la somme sur W,
et devient &, ;,&y,;, pour ceux de la somme sur W,.

I11.5.3 Présentation résumée des éléments de la 2RTM

Reprenons a présent les formes de chaque élément de la 2RTM en considérant cette fois la
possibilité d’avoir des blocs a 3 types. Nous traiterons simultanément les coefficients des
2RTMap, 2RTMaa et 2RTMBS (avec la convention i; < jj et i, < j, pour les indices
des éléments de la 2RTMaa et de la 2RTMBS), en utilisant la notation de la définition
I11.7.

Remarquons maintenant que, pour les blocs a 3 types, les ensembles J(x) et Z(x) sont
vides. Ils vont étre remplacés par un autre ensemble.

Définition II1.11

On introduit 'ensemble suivant :

G(x) = {u € U(x), F0x, By = Go,}

Ce dernier étant analogue & J(x) dans les raisonnements sur les signes (et vide quand
on est en présence de blocs a 4 types), on va considérer un deuxiéme ensemble pour
généraliser nos formules.

Définition III.12

On définit pour cela 1'union :

9I(x) = 5(x) UJ(x)
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Remarque 119

Il s’agit essentiellement d’un raccourci de notation car les deux ensembles G(x) et J(x) ne
peuvent pas étre tous deux non vides pour un x donné.

De plus, la matrice Gg, étant diagonale, elle est a prendre en compte lorsque I’'on considere
I’ensemble D(x) (en plus des matrices I, I et ;). On ajoute ainsi §(x) a ’ensemble
D(x) initial :

D(x) =35(x)U D(x)

(nouveau) (ancien)

L’ensemble D(x) reste quant a lui inchangé.

Donnons aussi toutes les quantités dont nous aurons besoin pour former les expressions
des éléments de la 2RTM. Tout d’abord, les signes, déja définis auparavant :

o — { -1 siu e Y(B(i2) UZ(B())

1 sinon

- { —1  sil—hy pair et u € Y(B()) U Z(B(1))

1 sinon

- -1 i [jz — hy impair et u € D(%(jz))] ou [jz — hy pair et u € D(%(jz))]
Fuor = 1  sinon

1 §iiy—hy impair et (u,v) € (D(%(z’z)) x y(zB(iz))) U (93(%(1'2)) x Z(‘B(iz)))

Buviz =\ =1 si iy — g pair et (u,v) € (Y(B(2) x D(B(i2)) ) U (2(B(02) x D(B(:2))

1 sinon

—1  si j, — hg impair et (u,v) € (Z(%(jz)) X T)C(‘B(jz))) U (93(%(j2)) X 9(%(1‘2)))

Buwjo =\ —1 i jo— hy pair et (u,v) € (:x(%( J2)) X Z(%B( jz))> U (y(%( j2)) x GI(B( jz)))

1 sinon

Puis, deux nouvelles quantités qui apparaissent avec la présence de Gy :

V2 sin Ogqy sil —hg impair et u € 9(%(1))
Kul = v2cosOpqy sil— hg pair et u € G(B()) ;

1 sinon

N [1 — hy impair et u € 9(%(1))] ou [1 — Iy pair et v € 9(%(1))]
Kuwl =\ /2cos Osqy i [l — hy pair et u € 9(%(1))] ou [Z — hy impair et v € 9(‘3(1))]

1 sinon
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Nous pouvons des lors commencer le résumé des différentes expressions des éléments de

la 2RTM.

II1.5.3.a Premier cas : indices dans deux blocs (bra et ket)

; B(i1) = B(j1)
B(i2) = B(j2)

Soit U l'ensemble suivant :
U= (8i1,j1®(%(i1)) @ (1- 5i1,j1)®(%(i1))) N (81'2,]'2@(;3(1‘2)) @ (1 _81'2,]'2)@(;3(1'2)))

Nous avons 'expression suivante pour I’élément de la 2RTMaf :

et B(i1) # B(iz)

(a:B|2RTM|a/3)(i2,jz)a(i1,jl) = Z ‘914,1'1Su,izKM,ilKu,izkl?(il)k;%(iz)<¢|J$(i1)’%(i2)|q)/>
uelU
(I11.165)

I11.5.3.b Deuxiéme cas : indices dans deux blocs (spin « et spin B)

B(i1) = B(iz) : :
| () = m o B # B0

Reprenons les notations d’ensemble suivantes :

W, = (J(%(iz)) x Z(‘B(iz))) U (Z(%(iz)) x J(‘B(iz))) U (f)C(’B(iz)) x y(%(iz))) u (y (B(in)) x DC(’,B(iz))) :
W, = (@(‘B(iz)) x @(%(iz))) U (@(%(iz)) x @(93(1'2))) :
We = (3(B(j2) x 2(B(2))) U (2(B(2) x I(B(12)) ) U (X(B(2)) x Y(B(2))) U (Y(BG2) x X(B())
Wa = (D(B(2) x D(B(2)) U (D(B(2) x D(B(2))) -
» Premiére possibilité (i; # i, ou j; # j») :
- Si il = i2 et j1 ;é jz, alors :
(Olﬂ |2RTM|aﬁ)(i2,j2),(i2,j1) — Z (_l)iZ_hk_lgu,v,szv,u,jzAu%(jZ)A;%(iZ)k?(b)k;}%(h) (q)lju%,g)lZ)’%(h) | cD/)
(u,v)eW,NWy
(I11.166)
{(a|2RTMaat) is, j0), (i, 1) = Z (_1)i2_hk_1gv,u,szv,u,j2A?(jZ)k;B(iZ)/\‘UB(iZ)A;%(h)(q)|ju%,g2)’%(j2)|q),>
(u,v)eW,NWy
(I11.167)
(BBIZRTMIBB) i) i) = D, EvisBun ok o 2 A (AT D AP0 (]7302202) | ¢
(u,v)eW,NWy
(I11.168)
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- Siiy # i et j1 = Jja, alors :

(@BI2RTM|B) iy, jo). (i1 ) = Z Eu,v,izg‘u,szu,v,izkf(jz)A;%(M)A?(iz)k;%(h) (q)wﬁgz),%(jz) | D)
(u,v)eW,NW,

(I11.169)
(| 2RTM| Q) (. jo). (i1 ) = Z Euvin (_1)j2—hk—1Ku’w_zku%(jz)A;%(iz)kgﬁ(iz)k’v%(jz) (cpljf’g)iz),%(jz) D)
(u,v)eWpNW,
(I1.170)
(BBI2ZRTM|BB) i.12).Gi1. o) = Z gv,u,izéu,jzKu,v,izkf(h)A?(b)/\v%(h))&;%(h) (cbljigiz),%(jz) D)
(u,v)eW,NW,
(III.171)

- Enfin, si i} # i, et j; # ja, alors :

(a:B|2RTM|O‘IB)(i2,j2),(i1 J1) = Z gu,v,izgu,v,jzKu,v,iz"v,u,jzAu%(h))‘;%(iz)’\?(izu/v%(h)<¢|J§,E}i2)’%(h)|CD/> ;
(u,v)eW,NW,

(II1.172)
sUsl2 UL J2 s U512 SULJ2 u v u,v
(u,v)eW,NWy
(IIL.173)
(BBIZRTMIBB) o) = D EvaiaBuw pkuiakvawpdas Ay 220 P AP0 (@]70(21202|0)
(u,v)eWpNWy
(IIL.174)
» Seconde possibilité (i; =i, et j; = j») :
(a,B|2RTM|alg>(i2,j2),(i2,j2) — Z (Ku,i2)2(Kv,jz)z/'\?(iz))&;{%(i”kv%(h)k;%(h)<®|jig2)’%(j2)|CD,)

(u,v) €U[B(i2)]XUB(j2)]

+ Z (—l)iz_hk_l§u,j2A;B(h)/\;,%(iz)Av%(izu;%(h)(®|Jig2)’%(j2)|q)/>
(u,v)eW,NW,

(I11.175)

B (i — . . .
(O[Ol|2RTM|0{O[)(1'2,J‘2),(,'2,1'2) — Z (Ku,iz)z(Kv,jz)z)&u (IZ)Au%(lz)A‘UB(JZ)AU‘B(D) (@'j?’gz),%(]z) |(I)/)
(u,v) EUB(E2)IXUB(j2)]
+ Z (—1)i2+j2A?(jz)k;%(b))t?(b)k;%(h) <®|Jig2)’%(h)|q>/)
(u,v)eW,NW,

(I11.176)

B A B BT < R . .
(:3;8 |2RTM|,3,B>(i2,j2),(i2,j2) — Z (Ku,iz)z(Kv,jz)zku (lz)Au%(lz)kv%(Jz)Av%(JZ) (@ljﬁ%z),%(]z) | (1)/>
(u,v) €UIB(i2)IXU[B(j2)]
+ Z 5v,i25u,jzkf(j2)k;%(h))l?(m}t;%(h)(@Uigﬁ’%(h”@/)
(u,v)eW,NW,

(I11.177)
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IT1.5.3.c Troisiéme cas : indices dans un seul bloc
B(i1) = B(izx) = B(j1) = B(j2)

» Premiére possibilité (i; # i et j; # Jj») :

En posant :
B @(%(iz)) siip=jietira=j
D(B(ix)) si iy =jretir=j ,
nous avons :
(@BIZRTMIB) i, o), 1,i1) = D Eukis Kuin e 2 A PH@ITZEN @) (I1L178)

uelU

» Seconde possibilité (i; =i, et j; = j») :

- Si il = iz = jl = jz, alors il vient :

(@BI2RTMIaB) roin) i) = D, (ki) A DA @IER|@Y) . (IIL179)
u€D(B(i2))

- Sii; =i et j; = jp sont différents (dans le cas d’'un bloc de taille 2 x 2), alors :

(@BI2RIM|aB) iy i) = D, Au DA (@[T 0) (I11.180)
u€D(B(i2))

I11.5.4 Gradients

L’optimisation de notre modele est liée a des parametres discrets, a savoir les nombres de
blocs de chaque type, et a des parametres continus, a savoir les coefficients lambda A; des
blocs, les angles 6, des matrice Gy, et les coeflicients définissant la base d’orbitales ortho-
normales dans laquelle les géminales sont représentées. En ce qui concerne les parametres
continus, il est souvent intéressant de calculer le gradient de 1’énergie par rapport a ces
parametres pour améliorer la rapidité de la convergence des algorithmes de minimisation.

ITI.5.4.a Selon les coefficients en facteur des blocs

Commencons par nous intéresser a la dérivation de chaque élément de la 2RTM en fonc-
tion des coefficients A;.

Afin d’éviter toute ambiguité avec la dérivation dans C, nous choisissons de traiter cette
partie en ne considérant que des réels. Du point de vue calculatoire, les clés résident es-

sentiellement dans la dérivation des quantités de la forme (CI>|JZ£:'_Z£Z,|CI>’ ).
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Proposition III.8

Soient u; < ... < u, des indices de géminales et y;,..., y, des numéros de blocs.
Pour tout u ¢ {uy,...,up,} et tout y ¢ {y1,...,y4},0na:

A (@I woul®) st —hy_1 >y > —hy

J o
aky<<1>lﬂili @) = 207 (@I DY) siy >0 . (II1.181)
0 sinon
Démonstration : Comme (®|J570¢ 7|®') est une somme de produits de {gv > On va

tout d’abord regarder la dérivée partielle de ce dernier par rapport a Aj,. Si v est différent
de u, il est déja évidemment que le résultat sera nul. Autrement, on a le résultat suivant :

5 A six=0et —h, | > y > —hy
M—yééu,% =1 2AF siy=x>0 : (I11.182)
u

0 sinon

On peut des lors en déduire aisément ®|J¥| D). Cette fois, la dérivée partielle sera

7ir
nécessairement nulle si ¥ = v ou y = x, car cette géminale et ce bloc n’apparaissent pas

dans le recouvrement. Il vient ainsi, pour u v et y # x :

AD(DITZ D) st —huey > ¥ > —hy,

d N /
FY (@ITF]|D) = 1 24,7 (D|T5N|D) siy>0 : (111.183)
0 sinon
La généralisation pour obtenir 3 7o (D |Tot Z‘; |®) est immédiate.
[ |
Dans notre modele, un élément quelconque de la 2RTM peut étre écrit comme suit :
(V1722RTM|y1y2) (2. 2).(1.50) = ZGw Kw L <q>|j{lu1;|¢’/) , (II1.184)
w

avec €, un signe, K, un éventuel coefficient provenant d’'un bloc Gy, , Ly, un produit de
coefficients A7, Uy, un ensemble d’indices de géminales et Yy, un ensemble de numéros de
blocs.

La dérivée partielle de cet élément par rapport a A, sera donc la somme des dérivées
partielles de ses termes. Nous les noterons comme suit :

0

0Ty =
oAy

— [€w kw Lw (777 9)] . (I11.185)

Ainsi :
<V1V2|2RTM|V1VZ)(iz,jz),(il,jl) = Zasz . (111'186>

w

0
R) ¥4

Nous allons donc étudier précisément la valeur de chaque 93T,.

145



Proposition II1.9

Si y < 0, c’est-a-dire si le coefficient A;, est associé & un bloc de la partie 1-orthogonale,
alors nous devons considérer les cas suivants :

» Premiercas: Si u € Uy, |Yy| < 2 et (y = —i; = —jiouy = —ip, = —j, ou
y=—ii=—-lhouy=—j = —jz), il vient :
NTy = €w ky )T;) (@757 @) . (I11.187)
u
» Deuxieme cas : Siu ¢ Uy, il vient :
03 Tw = €wkw A Ly (®[T77 |9 . (I11.188)

» Troisieme cas : Si les conditions du premier et du deuxieme cas ne sont pas satisfaites,
il vient :

PTy =0 . (111.189)

u

Remarque 120

Le premier cas est celui ou la géminale u est exclue du calcul de (<I>|f]5‘1”b |®’) et oll AJ, est
présent dans le produit L.
Le deuxieme cas est celui ou la géminale u intervient dans le calcul de (¢|J{]ﬁ | D).

Proposition II1.10

Si y > 0, cest-a-dire si le coefficient A;, est cette fois associé & un bloc de la partie
2-orthogonale, alors les cas suivants apparaissent :

» Premier cas : Siu € Uy, et y € Yy, il vient :
(@757 |@) . (I11.190)

w
Ty = €y Ky —
Ay

u

» Deuxieme cas : Siu ¢ Uy, et y ¢ Yy, il vient :

T = €wkw 2 A7 Ly (BT . (I11.191)

U

» Troisieme cas : Si les conditions du premier et du deuxieme cas ne sont pas satisfaites,
c’est-a-dire si (u € Uy et y ¢ Yy) ou (u ¢ Uy et y € Yy,), il vient alors :

NPTy =0 . (111.192)




Remarque 121

Si la géminale u et le bloc y sont exclus du calcul de (CI>|JE'Z)|CI>/ ), alors on est dans le
premier cas.

Lorsque la géminale u et le bloc y interviennent, c’est le deuxieme cas.

Enfin, quand seule la géminale u ou seul le bloc y influe dans le calcul, on est dans le
troisieme cas.

Remarque 122

Pour pouvoir obtenir les dérivées partielles de la 2RTM, il suffit donc de connaitre les
données suivantes :

- le nombre de termes de la somme sur w ;

- les signes €y ;

- les angles 6, pour calculer les cosinus et sinus présents dans les ky, et les matrices Gy, ;
- les produits L, ;

- les recouvrements réduits (®|Jg“’w|d>') ;

- les ensembles d’indices de géminales Uy, ;

- les ensembles de numéros de blocs Y,,.

I11.5.4.b Selon les angles associés aux blocs Gy

Passons maintenant a la dérivation des éléments de la 2RTM en fonction des angles 0.

Si l'on regarde attentivement les formules de toutes les quantités présentes dans les expres-
sions des différents éléments de la 2RTM, on remarque que les angles 6, sont uniquement
présents dans les ky,; et les k. ,,;. De plus, pour un indice / donné, seul I'angle 0y ap-
parait dans leur expression.

Proposition II1.11

Soient u et v deux indices distincts de géminales, x un numéro de bloc a 3 types et [ un
indice. Si x = 25(/), nous avons les dérivées suivantes :

V2 cos By si [ — hy impair et u € G(x)

d
qpfud = —/2sin 6, sil— hy pair et u € G(x) ; (111.193)
* 0 sinon
V2 cos By si [l — hy impair et u € 9(x)] ou [l — hy pair et v € 9(x)]
d
EKW}J =1 —V2sinf, si [l — hy pair et u € 9(x)] ou [l — hy impair et v € S(x)]

0 sinon
(II1.194)
Si x # B(l), ces dérivées sont nécessairement nulles.
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Il suffit a présent d’utiliser ce résultat pour obtenir les dérivées partielles des éléments de
la 2RTM en fonction des angles 6,. Nous allons pour cela a nouveau utiliser I’expression
raccourcie (II1.184) pour les coefficients de la 2RTM. La dérivée partielle de ce dernier
par rapport a 6, est donc :

d d
(M7212RTM[Y172) (). 60.j) = D €w ( ) Ly (@37 |) . (1I1.195)
w

30, ag, "

Nous devons donc lister les valeurs possibles de k,, et calculer leur dérivée par rapport a
0. On obtiendra ainsi tous les termes du gradient de la 2RTM selon les angles associés
aux blocs Gy, en remplacant simplement, pour chaque élément de la 2RTM, la dérivée
%Kw par la bonne expression parmi celles que nous allons présenter.

Proposition I11.12

Nous allons distinguer six cas différents pour les valeurs de k,, et poser, sans perte de
généralité, x = B(i). Nous avons alors :

» Premier cas : ky = Ky.i Ku.i, avec B(i1) # x;

Ku,i, V2 cos 6, si ip — hg impair et u € G(x)
Kw = —Kui, V2500, siiy —hy pair et u € G(x) ; (111.196)

0 sinon

dfy

» Deuxieme cas : ky = Ky p.i, |
V2 cos 0y si [iz — hy impair et u € 9(x)] ou [iz — hy pair et v € S(X)]

EKw =1 —+/2sinf, si [iz — hy pair et u € S(x)] ou [iz — hy impair et v € 9(x)]

0 sinon

(111.197)

» Troisieme cas : ky = Ku,v,i,Kvu,j» avec B(j2) # X ;

o V2 cos 6, si [iz — hy impair et u € S(x)] ou [iz — hy pair et v € 9(x)]

d
@Kw = s V2sin6, s [iz — hy pair et u € 9(x)] ou [iz — hy impair et v € 9(x)]
X
0 sinon
(I11.198)
» Quatrieme cas : ky = (ky,i)*(ky,j,)* avec B(ja) # x;
d o — (=1)27 (e, )2 4cos O, sinb,  siu € G(x) ; (I11.190)
do, 0 sinon
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» Cinquieme cas : ky = Kyi Ky, avec B(i1) = x et i} # ip;

d ) 2(cos8)® —(6in6)7] siue§t) (I11.200)
dé, 0 sinon
» Sixiéme cas : Ky = (/cu,,-z)z;
d o — (—1)27"+14 cos B, sin B, s% u € G(x) ; (I11.201)
do, 0 sinon
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CHAPITRE IV

PROGRAMMATION : DU MODELE AU
CALCUL DE L’ENERGIE TOTALE DE
SYSTEMES

“Un langage de programmation est censé étre une fagcon conventionnelle de donner des
ordres a un ordinateur. Il n’est pas censé étre obscur, bizarre et plein de piéges subtils (¢ca
ce sont les attributs de la magie).”

Dave Small

IV.1 Choix du code Tonto

“ En una obra, el personaje mds astuto es el tonto, porque el hombre que anhela parecer
simple, definitivamente no puede ser un simple tonto.”

Miguel de Cervantes
IV.1.1 Un langage orienté objet

Tonto est un programme et une bibliotheque pour la cristallographie quantique et la
chimie quantique utilisant un langage de programmation orientée objet spécifique, appelé
Foo. Littéralement, “Foo” signifie “Fortran orienté objet” (ou “object-oriented Fortran”
a l'envers, en anglais). Le code écrit en Foo est automatiquement traduit en un langage de
programmation standard lors de la précompilation. Pour le moment, le Foo est traduit en
Fortan95 (par un préprocesseur écrit en Perl) car il s’agit actuellement du langage le plus
efficace pour le calcul scientifique, mais si, dans le futur, un autre langage émergeait pour le
calcul numérique, il suffirait de changer le préprocesseur sans avoir a modifier le code Foo.

Le Foo est un langage tres similaire au Fortran qui étend ses caractéristiques orientées
objet. On utilise notamment ce que ’on appelle la notation pointée. Elle permet de trai-
ter avec la méme syntaxe les méthodes appliquées a des objets (fonctions, sous-routines)
et les sous-structures de ces objets (acces aux données contenues dans les sous-objets).
Par conséquent, ces concepts habituellement différents apparaissent comme unifiés par la
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notation pointée. Par exemple, si on écrit “item.fct”, alors cela veut dire soit que l'on
applique la routine “fct” a l'objet “item”, soit que “fct” est un sous-objet de “item”.
Cette confusion a pour avantage qu’il suffit juste de modifier les définitions des objets
pour changer de point de vue.

De fagon plus concrete, dans notre code, nous devons calculer les intégrales a 1 électron
et a 2 électrons de 'hamiltonien. Pour des petits systemes, il est plus simple d’avoir ces
intégrales stockées comme sous-objets. C’est de cette maniere que le code actuel est congu.
Pour son extension a des systemes de taille importante ot il n’est pas raisonnable de sto-
cker les intégrales a 2 électrons, il vaudra mieux définir une fonction qui les calcule a la
volée. Le fait d’avoir la méme notation permettra, selon le systeme que 1’on veut étudier,
de ne changer qu'un minimum de lignes de code.

IV.1.2 Un langage congu pour le développement de nouvelles
méthodes en chimie quantique

Dans Tonto, tous les objets de base de la chimie quantique sont préts a ’emploi avec des
mots-clés qui se devinent de facon tres intuitive car ils ont été judicieusement choisis par
les programmeurs pour pouvoir directement savoir a quoi ils correspondent.

A chaque type d’objet manipulé par le code (que ce soit un objet générique mathématique,
un fichier texte ou encore un objet spécifique a la chimie quantique comme ’objet “atome”),
il existe un module qui regroupe toutes les méthodes qui s’appliquent a cet objet. Les
modules sont des unités de code qui ont une identité propre et qui sont dépendantes les
unes des autres. L’exploitation judicieuse de cette hiérarchie permet de ne compiler que
le nécessaire lorsqu’une modification a lieu dans un des modules. Dans un module donné,
on agit toujours sur un objet du type lié au module qu’on appelle génériquement “self”
mais que I’on omet dans la plupart des cas pour gagner en concision : on écrit par exemple
“fct” au lieu de “self.fct”. Chaque module est contenu dans un fichier qui lui est propre
et qui porte le nom de I'objet correspondant au module suivi de I'extension “.foo”. A coté
de ces fichiers, un fichier particulier appelé “types.foo” définit la structure des différents
types d’objets.

TYPES : used to deposit all derived types used in TONTO.

Copyright (C) Dylan Jayatilaka, Patrick Cassam-Chenai, Thomas Perez

Afin de pouvoir programmer efficacement et de fagon concise notre modele, nous avons
ajouter plusieurs types d’objets au sein de ce fichier, comme par exemple celui qu'on a
nommé PAULI_ BLOCK_GEMINALS et qui rassemble toutes les informations utiles liées
aux géminales du bra et du ket, ou encore PAULI_ BLOCK_TENSOR_SET qui corres-
pond plus précisément au produit de géminales présent soit dans le bra soit dans le ket,
ou enfin PAULI_LBLOCK_TENSOR dans lequel nous trouvons les données liées a une seule
géminale (nombre de blocs, types de blocs, coefficients, etc.).
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Lorsque nous constatons qu’une information supplémentaire peut s’avérer utile pour
compléter la définition d’'un objet donné, il suffit de rajouter une sous-structure dans
la définition du type de 'objet. Cette sous-structure est automatiquement passée avec
I'objet donc I'information est accessible partout dans le programme ou 1’'objet est utilisé
sans avoir a modifier la moindre ligne de code. On retrouve la l'intérét de la programma-
tion objet, qui n’entraine que des modifications minimales du code.

IV.2 Principaux points d’intérét de notre module
PAULI_ BLOCK_GEMINALS

PAULTI_BLOCK_GEMINALS

Copyright (C) Patrick Cassam-Chenai, Thomas Perez, Davide Accomasso

Le fichier central ou se trouve la quasi-intégralité des routines programmeées et utilisées
pour mettre notre modele en pratique a été nommé “pauli_block_geminals.foo”. Il contient
le module PAULI_ BLOCK_GEMINALS. Comme nous traitons des produits de géminales
dont les matrices associées sont diagonales par blocs et que ceux-ci ont la particularité
d’étre, pour la plupart, des matrices de Pauli, il nous a semblé qu'un tel nom faisait
référence de fagon assez explicite a notre modele. Nous allons a présent regarder un peu
plus en détails certaines routines contenues dans ce dernier.

IV.2.1 Vérification de la conformité des données au modele

Commencons par les routines dont le nom commence par “check ”. Elles sont utilisées
pour vérifier que les données entrées sont cohérentes avec notre modele. Lorsqu'une des
conditions n’est pas remplie, le programme s’arréte en affichant un message permettant
de déterminer la cause de la non-conformité au modele.

Afin d’illustrer nos propos, regardons la routine “check_pbt_constraints”. Elle permet de
savoir si, effectivement, les géminales en entrée du programme vérifient les conditions de
notre modele : s’il y a bien 1-orthogonalité pour la partie 1-orthogonale et si les autres
blocs correspondent bien aux contraintes voulues.

check_pbt_constraints
! check if geminals satisfy the following constraints:
! 1-orthogonality for the first .n_lortho_blocks and
! model constraints for the remaining blocks
n :: INT

.pbt_constraints = TRUE

stdout .text (" ")
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stdout.text ("Checking pbt constraints on bra set")

stdout.text (" ")

stdout.show("l-orthogonality test on the first", .n_lortho_blocks)
stdout.text ("blocks:")

.check_1lortho(.bra_set, TRUE, .pbt_constraints)

n = .n_blocks - .n_lortho_blocks

stdout.text (" ")

stdout.show("model constraints test on the remaining", n)
stdout.text ("blocks:")

.check_model_constraints (.bra_set, TRUE, .pbt_constraints)

if (NOT .bra_is_ket) then
stdout.text (" ")
stdout.text ("Checking pbt constraints on ket set")
stdout.text (" ")
stdout .show("l-orthogonality test on the first", .n_lortho_blocks)
stdout .text ("blocks:")
.check_lortho(.ket_set, TRUE, .pbt_constraints)
stdout.text (" ")
stdout .show("model constraints test on the remaining", n)
stdout .text ("blocks:")
.check_model_constraints (.ket_set, TRUE, .pbt_constraints)
end

end

Comme nous pouvons le constater ici, tout est segmenté en sous-routines. Chaque routine
du code est plutot courte : cela facilite la lecture et le débuggage.

Nous voyons 'utilisation d’une sous-routine “check_lortho” pour tester la 1-orthogonalité
des blocs de la partie 1-orthogonale. Puis, nous appliquons la sous-routine “check_model_constraints”
aux blocs restants pour s’assurer que ceux-ci vérifient aussi le modele. Enfin, la vérification
se répete dans le cas ot le bra et le ket sont différents (indiqué par la variable “.bra_is_ket”).

IV.2.2 Calcul des recouvrements a ’aide de listes chainées
IV.2.2.a Construction de listes chainées d’indices

Un point important dans l'implémentation de notre modele réside dans l'exploitation
optimale de la réduction de la combinatoire due aux contraintes, donc en particulier de la
programmation du calcul des recouvrements par la formule du théoreme I11.2. La routine
“make_int_term_list” est fondamentale a cet effet car elle permet de construire un arbre
qui ne stocke que les combinaisons d’indices de blocs pertinentes en utilisant des listes

chainées de vecteurs d’entiers, qui sont définies dans le module TYPES sous le nom de
VEC_INT_LIST.

make_int_term_list (check_arg,prep_arg,write_arg) ::: leaky
! make the 1list of non zero block indices combinations for integral
! formula relevant to the standard PBT model

check_arg :: BIN, optional
prep_arg :: BIN, optional
write_arg :: BIN, optional
current_list :: VEC_INT_LIST*
new_item :: VEC_INT_LISTx*
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new_1list :: VEC_INT_LIST=x

i, j, k :: INT

siz :: INT

parity :: INT
list_ind :: VEC{INTZ}=*
check :: BIN

prep :: BIN

writ :: BIN

check = TRUE

if (present(check_arg)) then
check = check_arg

end

prep = TRUE

if (present(prep_arg)) then
prep = prep_arg

end

writ = TRUE

if (present(write_arg)) then
writ = write_arg

end

if (check) then
.check_pbt_constraints
if (NOT .pbt_constraints) then
stdout .text (" ")
stdout .text ("PBT constraints not enforced")
stop
end

if (NOT .bra_is_ket) then
.check_bra_ket_homogeneity
if (NOT .homogeneous) then
stdout.text (" ")
stdout.text ("bra and ket not homogeneous")
stop
end
end
end

if (prep) then
.prep_nonzero_coef
end

! destroy former list if present

new_item=>.int_term_ind

do
if (NOT associated(new_item)) exit
.int_term_ind.item.destroy
new_item=>.int_term_ind.next
deallocate(.int_term_ind)
.int_term_ind=>new_item

end

La premiere partie du code s’assure que nos géminales vérifient bien les contraintes du
modele (par la routine “check pbt_constraints”) et que le bra et le ket, s’ils ne sont pas
identiques, ont bien la méme forme (avec la routine “check_bra_ket_homogeneity”). La
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routine “prep_nonzero_coef” prépare quant a elle pour chaque géminale la liste de ses
coefficients non nuls. Enfin, avant 'initialisation, on vérifie si une liste chainée existe déja
dans le sous-objet “.int_term_ind” destiné a stocker cette information pour 'objet “self”,
et on la détruit le cas échéant.

! initialize combinations with geminal 1 nonzero coef

nullify(current_list)

nullify (new_item)

do i=1,size(.nonzero_coef_ind (1) .element)
allocate(new_item)
allocate(new_item.item(.n_geminals))
new_item.item (1) = .nonzero_coef_ind (1) .element (i)
new_item.next => current_list
current_list => new_item

end

Tres succinctement, nous initialisons nos combinaisons avec la premiere géminale en créant
des listes chainées, que I’on va manipuler par 'utilisation du symbole “=>" permettant de
pointer sur le maillon de la liste souhaité. Vient ensuite la partie principale de la routine
ou l'on va s’intéresser plus précisément aux combinaisons d’indices.

! produce combinations
parity = 1 ! parity used to construct combinations always in
increasing index order
do j=2,.n_geminals
nullify(new_list)
siz = size(.nonzero_coef_ind(j).element)
allocate(list_ind(siz))
list_ind = .nonzero_coef_ind(j).element(1l:siz)
do
if (NOT associated(current_list)) exit
if (parity == -1) then
! for i=1 block number can be 0 and if so must not be
eliminated
if (list_ind (1) == 0 OR all(current_list.item(1l:j-1) /=
list_ind (1))) then
allocate (new_item)
allocate(new_item.item(.n_geminals))
new_item.item(1:j-1) = current_list.item(1:j-1)
new_item.item(j) = list_ind (1)
new_item.next => new_list
new_list => new_item
end
do i=2,siz ! loop on blocks where geminal j has nonzero coef
if (any(current_list.item(1l:j-1) == 1list_ind(i))) cycle
allocate(new_item)
allocate(new_item.item(.n_geminals))
new_item.item(1l:j-1) = current_list.item(1l:j-1)
new_item.item(j) = list_ind (i)
new_item.next => new_list
new_list => new_item

end
else
do i=siz,2,-1 ! loop on blocks where geminal j has nonzero coef
if (any(current_list.item(1l:j-1) == 1list_ind(i))) cycle

allocate (new_item)
allocate(new_item.item(.n_geminals))
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new_item.item(1l:j-1) = current_list.item(1l:j-1)
new_item.item(j) = list_ind (i)

new_item.next => new_list

new_list => new_item

end

! for i=1 block number can be 0 and if so must not be
eliminated

if (list_ind (1) == 0 OR all(current_list.item(1l:j-1) /=

list_ind (1))) then
allocate(new_item)
allocate(new_item.item(.n_geminals))
new_item.item(1l:j-1) = current_list.item(1l:j-1)
new_item.item(j) = list_ind (1)
new_item.next => new_list
new_list => new_item
end
end
! deallocating the previous 1list
new_item=>current_list
current_list => current_list.next
deallocate(new_item.item)
deallocate (new_item)
end
current_list => new_list
parity = -parity
deallocate(list_ind)
end

nullify (.int_term_ind)
.int_term_ind => current_list

On remarquera que le cas ou i = 1 est traité a part car il concerne I’ensemble des blocs
de la partie 1-orthogonale. On utilise une astuce afin de pouvoir compléter la liste chainée
toujours dans 'ordre croissant. Lorsque “parity” vaut —1, on parcourt les blocs de 1 a
N, et quand “parity” est égal a 1, on les parcourt de N a 1 par sauts de -1. Enfin, on ne
rajoute l'indice d’un bloc dans la liste chainée que s’il n’y figure pas déja, c’est-a-dire si
le bloc est distinct de tous ceux déja utilisés.

! write combinations produced
if (writ) then
stdout.text (" ")
stdout.text ("List of block indices combinations for integral")
stdout .text ("formula relevant to the standard PBT model:")
i=20
current_list => .int_term_ind
do
if (NOT associated(current_list)) exit
i=1i+1
stdout .show ("Combination", i)
stdout .put (current_list.item)
current_list => current_list.next
end
end

end

La routine se termine en donnant en sortie la liste de toutes les combinaisons possibles
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trouvées avec les géminales que nous avons choisies pour le bra et le ket et qui intervien-
dront dans le calcul des recouvrements. Lorsque la dimension des molécules augmente,
I’écriture dans le fichier de sortie des trés nombreuses combinaisons donne des fichiers de
sortie trop lourds. C’est pourquoi nous appelons en général cette routine avec I’argument
optionnel “write_arg = FALSE”.

IV.2.2.b Calcul des intégrales de recouvrement

Maintenant que les combinaisons d’indices sont connues et répertoriées, nous pouvons
9

passer au calcul des recouvrements a proprement parler (en anglais “overlaps”). Cest la

routine “calc_overlap_integral” qui s’en occupe en suivant la formule du théoreme I11.2.

calc_overlap_integral (overlap_value ,wrt_arg)
! compute the overlap integral between the bra and ket

! PBT sets
overlap_value :: REAL, optional
wrt_arg :: BIN, optional
comb_list :: VEC_INT_LIST=x*
term, overlap :: REAL
bra_coef, ket_coef :: REAL
i :: INT
j +:+ INT
wrt :: BIN
wrt = TRUE
if (present(wrt_arg)) then

wrt = wrt_arg

end

nullify (comb_1list)
comb_list => .int_term_ind

overlap = ZERO

do
if (NOT associated(comb_list)) exit
term = ONE
do i=1,.n_geminals
j = comb_list.item(i)+1-.first_block
term = term*.nonzero_coef_prod(i).element(j)
end
overlap = overlap + term
comb_list => comb_list.next
end

if (present(overlap_value)) then
overlap_value = overlap
end

if (wrt) then
stdout.text (" ")
stdout .show("Overlap integral between bra and ket PBT sets =",
overlap)
end

end
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Le calcul se fait aisément en une simple boucle. Il suffit pour cela d’utiliser la liste chainée
des combinaisons “.int_term_ind” créée par la routine “make_int_term_list” et de parcourir
les différentes combinaisons et indices de blocs pour multiplier les coefficients adéquats.
Nous itérons cette méthode pour chaque terme du recouvrement, que nous sommons au
fur et a mesure, sachant qu’une combinaison correspond a un terme. Nous obtenons ainsi
le recouvrement souhaité. Le code renvoie enfin en sortie, si on le souhaite, le résultat de
facon a ce que l'on puisse vérifier si celui-ci est bien cohérent avec les données que nous
avons choisies en entrée.

Quand on étudie des observables, il faut également s’occuper des cas ou le recouvrement
est réduit, c’est-a-dire lorsque 'on ne prend pas en compte toutes les géminales et /ou tous
les blocs. Pour le calcul de la IRDM et de la 2RDM de produits de géminales, on doit en-
visager 8 cas de figure car on peut exclure entre 0 et 2 géminales et entre 0 et 2 blocs (celui
ol aucune géminale et aucun bloc ne sont exclus étant le cas général ou l'on obtient le
recouvrement non réduit). Nous avons donc mis en place les routines “prep_red_pbg” (une
par cas) pour préparer les informations nécessaires au calcul des recouvrements réduits,
qui se fera par la suite de nouveau avec la routine “calc_overlap_integral”.

IV.3 Matrices densité réduites et gradients

L’objectif étant de calculer 1’énergie du systeme électronique défini par les produits de
géminales dont les matrices et les coefficients sont donnés en entrée, des routines in-
termédiaires pour calculer auparavant les éléments de la 1IRDM et de la 2RDM ont été
programmées. Ces routines, appelées “calc_1rdm” et “calc_2rdm”, représentent la pro-
grammation des formules données pour la 1IRDM et la 2RDM dans le chapitre III. Ainsi,
le calcul s’est fait assez naturellement dans le code pour la 1IRDM, tandis que la distinction
de tous les cas et sous-cas pour la 2RDM a demandé beaucoup plus de travail et d’atten-
tion. D’ailleurs, la majorité du code présent dans le module PAULI_ BLOCK_GEMINALS
est consacrée aux routines et sous-routines utilisées pour le calcul des éléments de la
2RDM. Le code étant optimisé autant que possible, seuls les éléments non nuls sont cal-
culés et stockés (les configurations qui aboutissent a des coefficients nuls sont facilement
repérables d’apres le travail fait au chapitre III et sont donc rejetées au fur et a mesure
dans le code).

Une fois que la 1IRDM et la 2RDM sont connues, on récupere dans un fichier déja exis-
tant ou on fait calculer par une routine annexe les intégrales a 1 électron et a 2 électrons
puis on en déduit aisément 1’énergie du systeme correspondant a la valeur moyenne de
I'’hamiltonien électronique, en utilisant la formule (I1.33).

Au total, le module “PAULI_ BLOCK_GEMINALS” contient environ 25000 lignes de code
(sans compter les lignes commentées). La moitié a été écrite par Davide Accomasso et
I’autre moitié par moi-méme, le tout sous la supervision de Patrick Cassam-Chenai. On
peut encore rajouter a cela environ 1000 autres lignes de code supplémentaires dans les
autres modules utilisés, dont le module TYPES par exemple.

Enfin, on a commencé la programmation du calcul des gradients afin de minimiser la va-
leur moyenne de I'énergie grace aux algorithmes a convergence quadratique déja présents
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dans Tonto. Ce développement est un travail toujours en cours.

A la suite de mon travail, les formules des gradients ont été exploitées pour calculer les
gradients par rapport aux coefficients et aux angles. On a donc dupliqué et adapté les
routines existantes afin de pouvoir obtenir les gradients souhaités.

IV.4 Test du code sur des chaines linéaires H,

IV.4.1 Validation du code

Une fois le code compilé sans erreur, on exécute des exemples dont le résultat est connu.

Le calcul de 'énergie a été validé en comparant les valeurs obtenues avec celles d’autres
codes existants pour des modeles dont les fonctions d’ondes sont compatibles avec notre
modele. Par exemple, en prenant des géminales uniquement 1-orthogonales (ce qui est
permis par notre modele en ne choisissant que des blocs de taille 1 x 1) correspondant aux
coefficients et aux orbitales optimisées communiqués par Vitaly Rassolov, nous obtenons
la méme énergie que le code Q-Chem [37].

Le calcul du gradient par rapport aux coefficients A}, permet, quant a lui, de bien retrou-
ver les meémes coefficients optimaux que le code Q-Chem.

Les cas en dehors de la l-orthogonalité ont aussi été validés en jouant sur des transfor-
mations orthogonales d’orbitales permettant de modifier la nature des blocs sans changer
la fonction d’onde totale.

Nous avons, par exemple, la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle polaire
5- On va appeler Sz sa matrice dans la base orthonormée utilisée dans notre étude :

S:g:\%(i _11) . (IV.1)

Les images des matrices de Pauli réelles et de I'identité par cette transformation sont les
suivantes :
S% 12 S% = 12

Szo0, Sz =0
sy (IV.2)

Szioy Sz = —ioy

Sz 0,8z = 0y

La matrice Gy est, quand a elle, transformée en une matrice avec des coefficients a priori
tous non nuls, mais qui conserve toutes les propriétés de Gy utiles pour nos calculs (dont
notamment la trace de son carré qui est toujours égale a 2) :

| . L
Sz Go Sy = ( sin@ + cos@ sin@ — cos ) (1V.3)

8 E sinf —cosf sinf + cos6

g e
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IV.4.2 Exemple d’entrée

Un test classique, notamment pour les méthodes de géminales, est celui des chaines
linéaires d’hydrogene, car ce sont des systemes fortement corrélés qui mettent en défaut
les méthodes standards de la chimie quantique. Pour exécuter notre code, on utilise un
fichier que I'on donne en entrée et qui est de la forme suivante :

{

name= H8
output_style_options= { real_precision= 6 }

basis_name= cc-pVDZ
basis_directory= D:/msys64/home/Thomas/Nice-branch/basis_sets

charge= 0
multiplicity= 1

atoms= {

keys= { label= { units= angstrom } pos= 1}

data= {
H 0.0 0.0 -3.04d0
H 0.0 0.0 -2.0d0
H 0.0 0.0 -1.04d0
H 0.0 0.0 0.0d0
H 0.0 0.0 1.040
H 0.0 0.0 2.0d0
H 0.0 0.0 3.0d0
H 0.0 0.0 4.0d0

X

X

put

scfdata= {
kind= rhf
initial_density= promolecule
direct= on
diis= {

start_iteration= 1
convergence_tolerance= 0.0000001 %
b
scf

put_mos_and_energies

pauli_block_geminals= {

guess_type= random

!'block_partition= 8 2 2

readin_mos= no

!readin_mos= yes !to read in molecular orbitals instead of using
! lcanonical Hartree-Fock orbitals
bra_is_ket= TRUE

!'bra_set=

'ID1 ID1 ID1 ID1 GD2 ID2

7.0 0.0 0.0 0.0 2.0 1.0

'ID1 ID1 ID1 ID1 SX SZ

0.0 1.0 0.0 0.0 1.0 2.0
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'ID1 ID1 ID1 ID1 ISY ISY
0.0 0.0 1.0 0.0 2.0 -1.0
'ID1 ID1 ID1 ID1 GD2 SX
'0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 2.0
!gd2_info= 0.3d0

b

pbg_energy
!pbg_optimization
!put_pauli_block_geminals
X

Il regroupe notamment les informations initiales relatives au systeme étudié et I'appel a
des routines donnant des résultats préliminaires nous servant entre autres de référence.
Intéressons-nous aux principaux mots-clés utilisés pour exécuter notre programme et qui

sont liés a notre module PAULI_ BLOCK_GEMINALS.

Dans cette entrée, on rencontre tout d’abord “guess_type” qui nous permet de choisir si
I’on souhaite par exemple partir de géminales que 1’on va définir par la suite, ou qui sont
déja écrites dans un fichier texte ou encore qui sont prises aléatoirement (ce qui est le cas
dans cet exemple). Le générateur aléatoire est trés important car, a terme, c’est ainsi que
I’'on compte optimiser les parametres discrets du modele, a savoir les nombres de blocs de
chaque type et la répartition des types de matrices dans les géminales.

Vient ensuite le mot-clé “bloc_partition”, ici commenté, qui permet d’imposer la partition
en blocs : le premier nombre étant le nombre de blocs dans la partie 1-orthogonale, le
deuxieme le nombre de blocs de taille 2 x 2 du modele a 3 matrices, et le troisieme le
nombre de blocs de taille 2 x 2 du modele a 4 matrices. Le programme vérifie bien str si
ce que 'on donne en entrée correspond bien a notre modele satisfaisant aux contraintes
de 2-orthogonalité étendues.

Le mot-clé “readin_mos” est présent pour savoir si I’on souhaite utiliser les spin-orbitales
Hartree-Fock ou si on préfere travailler avec des spin-orbitales déja présentes dans un
fichier texte (le programme ira alors repécher I'information dans le fichier correspondant).
On indique ensuite au programme si le bra et le ket sont les mémes ou non avec le mot-
clé “bra_is_ket”. Et si les matrices et les coefficients des géminales ne sont pas choisies
aléatoirement, on inscrit grace au mot-clé “bra_set” (et “ket_set” si nécessaire) la composi-
tion de nos produits de géminales, chaque ligne correspondant aux blocs diagonaux dune
géminale, les coefficients étant écrits en dessous. Lorsque des blocs “GD2” (représentant
Gy) sont présents, on indique avec le mot-clé “gd2_info” la valeur de I’angle 6 associé au
bloc.

Pour avoir une idée plus précise des possibilités de personnalisation de I'appel aux routines
du module PAULI.BLOCK_GEMINALS dans l'entrée grace aux mots-clés que l'on a
définis, voici ci-dessous la routine “read_keywords” présente dans notre module et qui
regroupe tous les mots-clés utilisables. Leurs noms donnent une idée claire de leur fonction
tel que 'exigent les regles de programmation dans le code Tonto orienté objet.

read_keywords ::: get_from(OBJECT), recursive, leaky
! Read data from "stdin" using keyword style input.
end

process_keyword (keyword) ::: leaky

! Process command "keyword". Any required data needed by the "keyword
n lS
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! inputted from "stdin".

keyword :: STR, IN
word :: STR
word = keyword

word.to_lower_case
select case (word)

case ("-- Regular options -- ")
case ("} "); ! exit surrounding loop
case ("junk= "); .read_junk
case ("put "); .put
case ("units= "); .read_units
case ("n_geminals= "); .read_n_geminals
case ("bra_is_ket= "); .read_bra_is_ket
case ("bra_set= "); .read_bra_set
case ("ket_set= "); .read_ket_set
case ("readin_mos= "); .read_readin_mos
case ("guess_type= "); .read_guess_type
case ("gd2_info= "); .read_GD2_info
case ("make_integrals= "); .read_make_integrals
case ("add_core= "); .read_add_core
case ("set_matrix_form "); .set_matrix_form
case ("spin_restricted= "); .read_spin_restricted
case ("block_partition= "); .read_block_partition
case ("n_singlet_geminals= "); .read_n_singlet_geminals
case ("random_scaling= "); .read_random_scaling
case ("calc_gradient= "); .read_calc_gradient
case ("opt_gd2_angles= "); .read_opt_GD2_angles
case ("only_3typ= "); .read_only_3typ
case ("only_4typ= "); .read_only_4typ
! These are only for making custom tables for the list type
case ("-- Options for tables --")
case default ; UNKNOWN (word)

end

end

IV.4.3 Résultats obtenus

Nous avons testé notre code sur des chaines linéaires d’hydrogene dans plusieurs bases.
Ces tests ont été faits en utilisant “guess_type= hf-random”, c’est-a-dire que le choix des
géminales se fait aléatoirement en rajoutant a chaque géminale RHF un certain nombre
de blocs de taille 2 x 2 dont la valeur absolue des coefficients est majorée par la valeur
de la variable “random scaling”, variant habituellement entre 1072 (la valeur par défaut)
et 107*. On a également utilisé I'option “spin_restricted” du programme, donc aucune
matrice ne comporte de blocs io,,.

Plus précisément, la partie 1-orthogonale de nos géminales reproduit exactement la fonc-
tion d’onde Hartree-Fock. Le nombre de blocs de taille 2 x 2 a 3 types est déterminé
aléatoirement et on en déduit le nombre de blocs a 4 types. Pour chaque bloc a 3 types,
on tire un angle 6;, puis les indices des 2 géminales qui auront respectivement les 2 ma-
trices Gy et o, pour ce bloc avec un coefficient potentiellement non nul. Les coefficients
sont ensuite générés aléatoirement. Pour les blocs a 4 types, il en est de méme : on tire
cette fois les 3 géminales ayant respectivement les 3 matrices I, oy et o, pour bloc avec
a priori un coefficient non nul puis les coefficients associés sont générés.
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IV.4.3.a Influence du pourcentage de blocs a 3 types

Nous avons tout d’abord considéré le calcul de I'énergie de la molécule Hg dans la base de
Dunning cc-pVQZ (en anglais “correlation-consistent valence quadruple-zeta plus polari-
zation basis set”) [33]. Avec cette base, nous avons donc 280 orbitales de base réparties
en 4 blocs de taille 1 x 1 et en 138 blocs de taille 2 x 2. Les premiers tests effectués avec
des générations aléatoires de blocs 2 x 2 (qui sont soit a 3 types soit a 4 types) semblaient
montrer que le temps de calcul était d’autant plus faible que le nombre de blocs a 3 types
était important. Nous avons donc choisi de regarder 1’évolution de plusieurs quantités-clés
dans le calcul de I’énergie par rapport au pourcentage de blocs a 3 types parmi les blocs
2 x 2 dans les géminales-tests.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au nombre total de combinaisons
dans le calcul de I'intégrale de recouvrement donnée par la formule du théoreme I11.2, une
combinaison étant un k-uplet (xq,...,xx) si 'on reprend les notations du théoreme.

Nombre total de combinaisons dans le calcul de
l'intégrale de recouvrement en base cc-pVQZ pour H,
(en fonction du pourcentage de blocs a 3 types)

+ Resultatsdestests ====- Courbe de régresion polynomialededegre 2
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Pourcentage de blocs & 3 types parmi les blocs de taille 2x2 (en %)

Sur les 11 tests effectués, nous observons une décroissance polynomiale de degré 2 du
nombre total de combinaisons par rapport au pourcentage de blocs a 3 types. La décroissance
était tout a fait prévisible étant donné qu'un bloc a 3 types a, comme son nom l'indique,
un type de bloc en moins a considérer par rapport a un bloc a 4 types.

Le calcul de I'énergie étant tres nettement dominé par celui de la 2RDM, nous nous
sommes ensuite penchés sur les nombres d’intégrales de recouvrement réduit a 3 géminales
(déja présentes en partie dans la IRDM) puis & 2 géminales calculées pour former la
2RDM. Nous ne prenons en compte que les intégrales non nulles, les autres étant éliminées
lorsque notre programme voit que les combinaisons considérées de géminales et de blocs
aboutiront a un élément nul.
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Mombre dintégrales de recouvrement & 3géminales

Nombre dintégrales de recouvrement & 2géminales

Dans les deux cas, nous constatons que la courbe approchant nos 11 tests a une allure
tres similaire, a 1'ordre de grandeur pres. Cela nous donne un argument computationnel
pour privilégier les blocs a 3 types qui conforte 'argument de chimie quantique basé sur
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la flexibilité de la matrice Gg.

Enfin, nos contraintes de 2-orthogonalité étendues font apparaitre de trés nombreux zéros
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parmi les coefficients en facteur des blocs de nos géminales. Le dernier point que nous
avons étudié est donc l'influence du nombre de blocs a 3 types sur celui des coefficients
de blocs nuls.

Nombre total de coefficients de blocs nuls
parmiles 4 géminales en base cc-pVQZ pour H,
(en fonction du pourcentage de blocs a 3 types)

+ Resultatsdestests ====« Courbe de régression lingaire
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Le résultat est sans appel et, a nouveau, cela n’est pas surprenant : le nombre de coef-
ficients nuls est bien directement influencé par le pourcentage de blocs a 3 types (moins
de choix pour les blocs donc plus de zéros dans les géminales). Cette premiere analyse
de notre code avec la molécule Hg en base cc-pVQZ aurait donc aussi bien pu se faire en
mettant en référence le nombre de coefficients de blocs nuls en lieu et place du pourcen-
tage de blocs a 3 types parmi les blocs de taille 2 x 2.
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IV.4.3.b Influence de la taille de la base d’orbitales

Pour notre deuxieme série de tests, nous avons choisi d’analyser 'influence du nombre
de blocs de taille 2 x 2 (par 'augmentation des fonctions de base) en calculant I’énergie
de la molécule Hg dans la base minimale STO-3G et les bases de Dunning cc-pVDZ (en
anglais “correlation-consistent valence double-zeta plus polarization basis set”), cc-pVTZ
(en anglais “correlation-consistent valence triple-zeta plus polarization basis set”) et cc-
pVQZ [33]. Dans ces trois cas, nous avons autant de blocs dans la partie 1-orthogonale
que de géminales (c’est-a-dire k = 4). Le nombre de blocs de la partie 2-orthogonale est
ensuite donné par le nombre de fonctions des bases de Dunning utilisées. Ici, nous avons
2 blocs de taille 2 x 2 dans chaque matrice associée a une géminale pour la base STO-3G,
18 pour la base cc-pVDZ, 58 pour la base cc-pVTZ et 138 pour la base cc-pVQZ. Pour
faciliter l'interprétation des résultats, nous avons fixé le nombre de blocs a 3 types au
maximum. Toutes les matrices de géminales de nos tests auront donc, dans leur partie
2-orthogonale, uniquement des blocs de taille 2 x 2 a 3 types.

Comme précédemment, nous avons commencé par analyser le nombre de combinaisons
dans le calcul de l'intégrale de recouvrement générale du théoreme II1.2.

Nombre total de combinaisons dans le calcul de
I'intégrale de recouvrement dans différentes bases pour H,
(en fonction du nombre de blocs de taille 2x2, tous a 3 types)

+ Resultatsdestests — ====- Courbe de régression polynomialededegre 3
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Cette fois, les points sont approchés par une courbe polynomiale de degré 3. Méme si
la combinatoire prévoit une évolution exponentielle en fonction du nombre de blocs, cela
laisse penser que l'exposant de l’exponentielle est tres faible, ce qui justifie une allure
polynomiale jusqu’a un nombre tres important de blocs. Seuls les premiers termes du
développement de 1’exponentielle sont alors visibles.

Nous avons poursuivi notre étude par les nombres d’intégrales des recouvrements réduits

a 3 géminales et a 2 géminales calculées par notre programme (donc non nulles) pour
obtenir la 2RDM.
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Nombre d'intégrales de recouvrement réduit a 3 géminales
dans le calcul de la 2RDM dans différentes bases pour Hy
(en fonction du nombre de blocs de taille 2x2, tous a 3 types)
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Nous observons la des évolutions polynomiales de degré 2 en fonction du nombre de blocs
dans la partie 2-orthogonale de nos géminales, avec des courbes a l'allure tres proche,
comme nous 'avions remarqué dans nos tests en base cc-pVQZ (au méme facteur pres
entre les deux courbes) lorsque le pourcentage de blocs & 3 types variait. Nous avons ainsi
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mesuré 'influence d’'un deuxieme parametre capital : la taille de la partie 2-orthogonale

de nos matrices de géminales.

IV.4.3.c Influence du nombre de géminales
Dans notre troisieme série de tests, nous avons décidé de changer de base et d’en uti-
liser une plus petite afin de pouvoir faire varier le nombre k de géminales sans que les
temps de calcul ne deviennent trop limitants. Nous avons alors utilisé la base minimale
STO-3G et considéré, pour cette derniere étude, les molécules Hg, Hig, H3> et Hyg. Les
nombres de géminales correspondant sont donc 4, 8, 16 et 24, respectivement. Les ma-
trices des géminales ont k blocs dans leur partie 1-orthogonale et % blocs dans leur partie

2-orthogonale. De nouveau, les blocs de taille 2 x 2 ont tous été pris a 3 types.

Nous avons conservé le méme cheminement pour cette étude que pour les tests précédents,
en débutant par le nombre total de combinaisons dans le calcul de l'intégrale de recou-

vrement du théoreme I11.2.

Nombre total de combinaisons dans le calcul de
l'intégrale de recouvrement en base STO-3G pour H,,
(en fonction du nombre k de géminales,
dont tous leurs blocs de taille 2x2 sont a 3 types)
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Ici, la courbe ne peut pas nous tromper : nous avons bien affaire a une exponentielle. Qui
dit plus de géminales dit plus de blocs 1 x 1 et plus de blocs 2 x 2. Ce mélange de deux

catégories de blocs, qui nous donne un spectre plus large et plus réaliste pour nos études,
est bien au centre de la croissance exponentielle de notre modele. Cependant, contraire-

ment au cas tres général présenté dans le théoreme I11.1, la croissance est cette fois mieux

maitrisée et de moins grande ampleur.
Nous avons ensuite fini par 'analyse des nombres d’intégrales des recouvrements réduits

ak—1etak—2 géminales.
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Mombre dintégrales de recouvrement & k-1 géminales

Nombre dintégrales de recouvrement & k-2 géminales

Contrairement aux autres séries de tests, les deux courbes ne se ressemblent pas cette
fois. La premiere a un caractere linéaire et la seconde est caractérisée par un polynome
de degré 2. Lorsque 'on fait la synthese des résultats obtenus par rapport a la courbe ex-
ponentielle sur le nombre de combinaisons, nous comprenons bien a présent que tous nos
tests ont en réalité un caractere exponentiel, directement visible ou simplement en partie
en ne dévoilant qu’'un début du développement. Des systemes bien plus imposants per-
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mettraient tres certainement de voir plus clairement 1’évolution. Le parametre principal
de notre modele reste bel et bien le nombre de géminales k. La croissance exponentielle
en fonction de k est cependant bien moins importante qu’a l'origine, ce qui laisse espérer
de pouvoir traiter des systemes de taille plus importante dans le futur.

IV.4.3.d Preuve de principe de la meilleure précision de notre ansatz par
rapport au modele APSG

La solution fortement orthogonale peut étre mise sous la forme de notre modele avec
uniquement des blocs a 3 types en ajustant les angles et les coefficients. Nous sommes
partis de la solution fortement orthogonale et avons lancé 'optimisation des géminales
(angles et coefficients) avec notre code. Nous avons alors rapidement réussi a obtenir une
meilleure énergie que dans le cas de géminales fortement orthogonales, de ’ordre de 1 mil-
lihartree (correspondant exactement a la précision chimique, nécessaire pour la pertinence
des résultats). Cela est tres encourageant pour notre modele : la croissance exponentielle
n’est certes pas entierement dominée mais les progres sont réels.

La premiere expérience concluante a été le calcul de I'énergie de la molécule Hg en base
6-31G. La fonction d’onde optimisée est la suivante :

O =P, APy A D3y (IV4)

avec les géminales ®; associées aux matrices C; de la forme suivante :

Al B!
i 12 B2
1 1 A/? Bl3
A5 BS
1 14
A8 BS
ou l'on a :
Al B! =0,699585 Gy, AL B! =0,113021 0, A Bl =0
A2 B2 = —0,021264 Gy, A2B2=0 A2 B2 = —0,00076 0,
A3 B3 =0,100629 0, A3 B3 =0,697602 Gy, A3B3=0
A4 B4 =0 ) A4B4=-0,024046Gg, " | A% B% =0,0000160,
A3 BS = —0,001567 0, ASBS =0 A3 BS = 0,706656 Gy,
ASBS =0 AS BS = —0,000019 0, AS BS = —0,025247 Gy,
(IV.6)
et :
6, = 1,662992 rad
6, = 1,391623 rad
65 = 1,701670 rad
(IV.7)

04 = 1,267600 rad
05 = 1,702433 rad
06 = 1,268724 rad
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L’énergie dans le cas fortement orthogonal pour Hg en base 6-31G est de —3,294840 Ha
(donnée dans la table 1 de I'article [24]). Le calcul fait avec notre modele et les géminales ci-
dessus aboutit a une énergie égale a —3,295805 Ha, soit une amélioration de 0, 965 mHa.
Sur un ordinateur portable HP comportant 4 processeurs Intel@® Core™ i7-5600U CPU
@ 2.60GHz (méme si un seul coeur a été utilisé pour le calcul, celui de la 2RDM n’étant
pas parallélisé), 'optimisation des 12 coefficients /\lj et des 6 angles 6; a pris environ 0, 6
seconde CPU.

La seconde expérience ou 'on a trouvé une énergie plus basse que le cas fortement or-
thogonal a été pour la molécule Hg en base cc-pVTZ. La fonction d’onde optimisée est la
suivante :

O=P, AP, AD; (IVS)

avec les géminales ®; associées aux matrices C; de la forme suivante :

[ Al B] \

22 B?
A3 B3
1 1 A’;‘. Bl4
C; = /\f Bi'5 o (IV.9)
A? B;
A7 B
A8 B8
\ A B! )
oul'on a :
)Li Bl1 =0, 699487 Gy, A; le =0 k; B31 =0,117066 0,
)Lf B12 = —0,021419 Gy, )&% 322 = —0,000104 o )L% B32 =0
)Li’ B13 = —0,003944 Gy, Ag B;’ = 0,000032 0, kg Bg =0
)L‘l‘ Bf =0,001856 0, Ag B; = 0,706574 Gy, kg B;‘ =0
)Lf B15 =0 et )&2 B; = —0,027095 Gy, et )Lg B§ = —0, 000021 oy,
)L? Bl6 =0 )Lg 326 = —0, 004389 Gy, kg Bg = —0,000001 o,
AZ Bl7 =0,101193 0, AZ 827 =0 k; B37 = 0, 696863 Gy,
/\? Bf = —0,000124 o, xg B§ =0 )Lg B38 = —0,025683 Gy,
)L? B? =0, 000009 o )tg 329 =0 kg B39 = —0, 004228 Gy,
(IV.10)
et :

0, = 1,664494 rad
0, = 1,367628 rad
03 = 1,323261 rad
04 = 1,706333 rad
0s = 1,320757 rad | (IV.11)
06 = 1,233666 rad
07, = 1,705486 rad
0s = 1,316470 rad
0y = 1,225674 rad
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Dans le cas fortement orthogonal, I’énergie de la molécule Hg en base cc-pVTZ est
de —3,302411 Ha (indiquée dans la table 1 de larticle [24]). Avec notre modele et les
géminales ci-dessus, nous obtenons une énergie égale a —3, 303425 Ha, soit une amélioration
de 1,014 mHa. _

Sur l'ordinateur décrit précédemment, Poptimisation des 18 coefficients A/ et des 9 angles
0; se fait en environ 3 secondes CPU.

Les résultats de ces premieres applications sont ainsi tres prometteurs car ils montrent
qu’avec un cout déja limité (notre programme n’étant pas encore optimisé!), on peut
trouver des énergies plus basses que par la méthode APSG avec orbitales optimisées. De
plus, on peut légitimement espérer que la ré-optimisation des orbitales dans notre ansatz
améliorerait encore significativement 1’énergie, comme pour la méthode AP1roG [69] par
exemple.

IV.4.3.e Conclusion sur les résultats de nos tests

i Covclusion J

Nous avons vu que le temps de calcul de 1’énergie était déterminé par celui de la 2RDM.
Ce dernier s’avere quant a lui dépendant de la nature des blocs de taille 2 x 2 méme si
un autre parametre, sans doute la répartition des coefficients non nuls, semble jouer un
role dans les systemes de taille tres importante.

La croissance des temps séquentiels a été significativement réduite par rapport au cas
sans contrainte, méme si elle reste exponentielle. La parallélisation du code de calcul
des coefficients de la 2RDM permettra a terme de réduire encore les temps de calcul
puisque I'on peut espérer qu’ils soient divisés cette fois par le nombre de cceurs. En effet,
les calculs des éléments de matrice de la 2RDM correspondant a des couples d’indices
de blocs différents sont indépendants les uns des autres. Les boucles sur les indices des
blocs peuvent donc étre parallélisées de maniere efficace, c’est-a-dire telle que le gain soit
linéaire par rapport au nombre de coeurs.
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CONCLUSION

Dans cette these, nous avons vu que des objets abstraits de I'algebre extérieure pouvaient
étre des outils pertinents pour définir des modeles concrets de calcul d’énergie en chimie
quantique. Ce lien fort entre mathématiques et chimie quantique a ainsi été mis en avant
tout au long des différentes parties.

Dans le premier chapitre, nous avons exposé les principales propriétés des produits extérieur
et intérieur entre les éléments de l'algebre extérieure. Une décomposition de tout multi-
vecteur @ faisant intervenir ses restes R;(®) relativement a des multivecteurs monocon-
figurationnels unitaires dans une base donnée a également été présentée. Cette notion de
restes a été 1'outil principal de la méthode de recherche d’annulateurs de Marcel Vivier
que 'on a ensuite explicitée. Cette méthode a marqué le point de départ de nos raisonne-
ments sur notre problématique de méthodes de calcul d’énergie de systemes électroniques.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons exposé le contexte du probleme électronique en chi-
mie quantique. Les notions fondamentales de mécanique quantique concernant 1’étude de
systemes fermioniques ont été définies, dont les observables, le spin, le principe de Pauli,
les déterminants de Slater, les matrices densité réduites ou encore la k-orthogonalité de
fonctions d’ondes. Par la suite, le formalisme de la seconde quantification a été présenté en
lien avec celui de I'algebre extérieure. Cela nous a permis d’exprimer de facon la plus intel-
ligible possible I'action de I’hamiltonien électronique coulombien sous formes d’équations
utilisant soit les produits extérieur et intérieur des mathématiques soit les opérateurs
de création et d’annihilation de la chimie quantique. Pour pouvoir approcher au mieux
cet hamiltonien, des méthodes variationnelles, du cluster couplé et perturbatives ont été
développées. Nos travaux se sont ensuite situés dans le cadre des méthodes variationnelles.
Enfin, nous avons discuté de la généralisation des concepts de séniorité et d’ionicité per-
mettant de construire de nouvelles hiérarchies de fonctions d’ondes pouvant par exemple
servir a limiter les développements d’interaction de configuration.

Le troisieme chapitre est celui ou nous avons traité en détails notre problématique qui
était de trouver une méthode efficace de calcul de I’énergie dans le cadre d’une approxi-
mation par des fonctions d’ondes produits de géminales. Nos deux premieres approches
étaient plus simples mais ne nous ont pas permis de résoudre notre problématique. Notre
troisieme approche nous a permis d’avancer et d’obtenir une premiere formulation au re-
couvrement de produits de géminales dans le cas ou la valeur propre m; de l'opérateur
de spin S, est nulle. Toutefois, la combinatoire liée a cette formule impliquait un cott
computationnel bien trop important. Suite a une étude approfondie de I’application de la
formule, nous avons trouvé une solution pour réduire la complexité : imposer des condi-
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tions déduites de la 2-orthogonalité avec invariance par permutations que nous avons
appelées “les contraintes de 2-orthogonalité étendues”. Le recouvrement de fonctions pro-
duits de géminales soumises a ces contraintes avait une formulation bien plus simple et
possédant significativement moins de termes a sommer que précédemment. Nous avons
alors construit un modele soumis a nos conditions en choisissant des géminales dont les
matrices associées étaient diagonales par blocs de tailles croissantes en se limitant pour le
moment a des blocs 2 X 2 au maximum, ceux-ci étant des multiples de I'identité ou d’une
des matrices de Pauli. Le calcul des coefficients de la TRDM réduite de spin a mis en
évidence la dégénérescence des orbitales naturelles. L’introduction d’une nouvelle matrice
Gy liée a un angle 6 a permis de compléter notre modele de blocs de taille 2 x 2 et de lui
donner plus de flexibilité en autorisant la levée de cette dégénérescence. Nous avons des
lors, en plus des blocs de taille 1 x 1, deux familles de blocs de taille 2 x 2 pour former
nos matrices de géminales diagonales par blocs : ceux “a 3 types” choisis parmi Gg, oy
et ioy, et ceux “a 4 types” choisis parmi I», oy, i0y et 0,. Apres nous étre arrétés a
cette étape du modele, nous avons calculé tous les éléments de matrice de la 2RTM ainsi
que les gradients en fonction des coefficients en facteurs des blocs au sein des matrices de
nos géminales afin de préparer la programmation de notre modele de géminales sous les
contraintes de 2-orthogonalité étendues.

Le dernier chapitre a décrit 'implémentation informatique de la méthode proposée au
chapitre précédent et ses premieres applications. Il s’agissait de passer a la pratique en
écrivant le code qui permet d’appliquer notre modele a différents systemes électroniques
et de calculer I’énergie de 1’état fondamental de ces derniers. Nous avons décidé d’uti-
liser, pour cela, le programme Tonto, spécialement cong¢u pour développer rapidement
de nouvelles méthodes en chimie quantique. Nous avons alors explicité les différentes
étapes et routines qui nous ont permis d’encoder notre modele sous les contraintes de
2-orthogonalité étendues. Notre modele contient comme cas particuliers des méthodes
classiques, comme la méthode APSG et donc a fortiori les méthodes HF et GVB. Ces cas
ont été exploités pour controler la précision des calculs effectués par notre code. Cepen-
dant, il est important de souligner que notre modele va bien au-dela de la 1-orthogonalité
et que d’autres tests ont permis de valider les calculs d’énergie dans le cas général. Les
tests sur des chaines linéaires H,, ont montré que l'effort de calcul de la 2RDM dépend du
pourcentage de blocs a 3 types parmi les blocs de taille 2x2. Nous avons considérablement
réduit la combinatoire méme si la croissance de l'effort de calcul reste exponentielle avec
la taille du systeme. Nous avons aussi établi une preuve de principe que notre modele
pouvait améliorer la méthode APSG avec un cout limité en n’utilisant que des blocs a 3
types et sans optimisation des orbitales.

Plusieurs perspectives s’offrent a nous a présent. En premier lieu, il y a la parallélisation du
code de calcul des éléments de matrice de la 2RDM, autorisée par les différentes formules
exposées dans le troisieme chapitre. Nous avons vu que c¢’était le calcul de la 2RDM
qui déterminait en grande partie le temps total du calcul de I'énergie. Le paralléliser
permettra alors d’utiliser pleinement les capacités des ordinateurs a notre disposition et
réduire tres nettement les temps obtenus. Dans un second temps, nous pourrons continuer
I'implémentation des gradients pour optimiser les orbitales ce qui permettra stirement
d’améliorer encore la précision des énergies obtenues [69]. En ce qui concerne optimisation
de la nature des blocs et de leur répartition entre les géminales, nous pourrons implémenter
un algorithme relancant systématiquement les calculs a l'aide du générateur aléatoire.
Enfin, il conviendra d’évaluer la flexibilité et les performances de notre méthode sur un
échantillon de systemes aux propriétés chimiques variées.
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CHAPITRE A

ANNEXES

A.1 Probleme sur les AGP et la 2-orthogonalité

Soit ‘H un espace de Hilbert de dimension finie 2m. Notons (¢1, ..., ®m, @1, .., Pm) Une
base orthonormée de cet espace. Considérons la géminale g définie comme suit :

et le n-ieme produit antisymétrique de cette géminale :

1
An b A
g =8N Ng= = E iy N @iy A= N @iy N @i,
1 fois (n) 1<ij<iz<--<ip<m

An

Les coefficients de g ont été choisis de sorte que g™ soit de norme 1.

Les fonctions de ce type, appelées “AGP”, ont été étudiées en détails par le mathématicien
A. John Coleman [27,28] et jouent un rdle capital dans la théorie BCS de la supracon-
ductivité [3].

Nous cherchons a prouver l'existence de n géminales g1, ..., g, de la forme :

m
gk=Y cfoi NG +8> ¢ (o NG+ 95 AP
i=1 i#j

telles que gy A+ A g, = g™ et g L gy pour k # 1.

Pour commencer, nous choisirons la contrainte supplémentaire § = 0 quitte a la relacher,
si cela ne suffit pas.

Ainsi les gy vérifient deux types de conditions. Les conditions d’orthogonalité s’écrivent :
m

Vi #£1. ) cfel =0 (A1)
i=1
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Les conditions liées au fait que leur produit extérieur est égal a g”" font intervenir des

permanents, notés “| |1”, et s’expriment comme suit :
1 2 n
151 121 131
n
C: C: coe 4 1
. . . 1 14 1
VI<ij<ip<--<ip<m,| > 72 2= (A.2)
R N
in  Cip in |4

Si on fait un bilan grossier des parametres et des contraintes, nous avons m xn parametres
(les c¥) et ( ) + (':) contraintes (conditions d’orthogonalité + conditions sur nos perma-
nents) Nos contraintes ne sont pas forcément indépendantes les unes des autres a priori.

Meéme lorsque le nombre de contraintes dépasse le nombre de parametres, nous trouvons
numériquement des solutions (avec § = 0, n < 4, m < 7), ce qui nous fait conjecturer
I’existence de solutions dans tous les cas de figures. Nous nous demandons donc comment
prouver cette conjecture.

Nous pensons que des résultats de géométrie algébrique pourraient étre utiles pour résoudre
ce probleme, en montrant que l'on peut appliquer le théoréeme des zéros de Hilbert (Null-
stellensatz) dans sa forme faible par exemple...

Proposition

Notre probleme a une solution pour tout m lorsque n = 2, méme en imposant § = 0,

llgil| =1 et c’f =c’2c =---:c,’f1_1 pour k = 1,2.

Démonstration : Posons a nouveau notre probleme dans le cas n = 2. Nous avons :
1

1

2,/(2) f:QD"M‘T’:(znf,(m )Z% 7 (A.3)

i=1 i=1

Nous cherchons des géminales 2-orthogonales g1 et g, qui s’écrivent comme suit :

m—1
gk:chfgai/\ga_,-—l—c,];(pm/\@ avec ¢, ck e R* | (A.4)
i=1
et telles que :
2 _ _
g1 Ngr = g/\2 — ’n(m—_l) Z @iy N Qiy N @iy N @iy (A5)

1<i|<ir<m

Avec les expressions de g; et g, nous trouvons :

giIAgy = 2cc? Z @i, AP, A, A+ (el e +c3e,) Z GiNGi NP ADm . (A.6)

1<ij<ir<m 1<i<m

Nous trouvons alors un systeme de quatre équations vérifiées par les coefficients de
g1 et g5, les deux premieres découlant de I'égalité g”? = g; A g, la troisiéme de la
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2-orthogonalité entre g, et g, et la quatrieme de la normalisation de gy :

2
2¢ict = V D
1 _ 2
o = i (A7)

(m—1cici+cpen =0

e = £y/1=(m—1)(c)?

De la premiere, nous obtenons ¢? en fonction de ¢} :

1
cly/2m(m — 1)
2

Nous injectons cette expression dans la troisieme équation pour avoir cette fois ¢, en
fonction de c,ln

(A.8)

2 _
1 =

2 _ m—1
Crp = —%m . (A.9)

On réécrit ensuite la deuxieme équation uniquement en termes de ¢ et ¢! en multipliant
par ¢{c)l pour les supprimer des dénominateurs :

2

1
Com m(m — 1)

1 (cl)2 |
1

,/2m(m —-1)

On utilise maintenant la quatrieme équation du systéme pour ne garder que ¢! en incon-
nue, ce qui donne :

Lo [m—1 1 L 2 2(c})?
—2(cy) o + Jamn=T) = +¢, \/m(m D m . (A.11)

Nous élevons cette équation au carré pour obtenir, apres simplifications :

—(c})? (A.10)

20m =1t 20?1 2?2 A2
m m 2m(m—1)  m@m—1) m '
On rassemble les termes selon les degrés de ¢/ :
14 2 12 1
2(¢])) ' = —= ()" + ———=0 . (A.13)

(m—1) "1 2m(m — 1)

On peut voir cette équation comme de degré 2 en (cf)?. Il est alors aisé de la résoudre.
Le discriminant est :
4 4 4

AT =1 mm—17 " (A-14)

Il y a donc deux valeurs possibles pour (¢q)? :

fil
2(m — 1)/m

(c])* = >0 . (A.15)
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On utilise alors la racine carrée pour écrire :

Jm + ¢ —
cl1 =¢ #, avec &1 =+l (A.16)
2(m —1)/m g = %1
Les valeurs des trois autres coefficients en découlent :
A/Mm — &
cl =g, \/1 —(m—1)(c])? = &3 W avec &3 = £1 (A.17)

1 1
c? = =g ———— ; A.18
e 2mm = 1) o+ ey /m (A-18)

om—-1
2
Cp = (A.19)
m
c1 V2 — &4/M
Nous remarquerons enfin qu’avec de telles expressions, toutes les équations du systeme
sont vérifiées, a part la deuxieme qui nécessite une condition supplémentaire sur nos
signes :

E1E283 = -1 . <A20)
|
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A.2 Levée de la dégénérescence des populations des
orbitales naturelles dans les cas UHF et GVB

A.2.1 Cas UHF

Une fonction d’onde UHF est monoconfigurationnelle et peut s’écrire comme un produit
de géminales :

Qupr = Oy A AP avee B =g Agl et (9f¢F) = 8 cos(6:). 6; €)0. ]
(A.21)

A.2.1.a Calcul de la 1RDM réduite de spin

La 1RDM réduite de spin que nous cherchons a calculer est diagonale par blocs, chacun
étant 1ié a un indice i d’une géminale. Pour i € {1,...,k}, posons :

N @ . (A.22)

1<u<k

u#i

afin d’avoir : o
¢ff Jd Oypr = (Pf AL, (A.23)

et définissons :

Vi = o +¢f
L /2(1+cos6))

9% —¢?

Ai = /2(1—cos 6;)
Le i-itme bloc diagonal (IRDM)M¥ de la IRDM réduite de spin est alors donné par :

(IRDM){"™ = (@|IRDM]a);"" + (B|IRDM] )"
| Wi d Punrl¥i J Punr) (Vi o Punrl)i < Punr)
- ( (xi d Qunrl¥i d Punr) (Xi < Punrlti < Punr) )
(¥i J Punrl¥i < Punr) (Vi < Punrl)i < Punr)
( (Xi < Punrl¥i J Punr)  (Ji < Punrlji < Punr) )

Nous calculons donc les produits intérieurs suivants :

(A.24)

Vi J Qunr = le(ﬁ%iew, AT @‘P, AT

Xi < Punr =21(_\/1C_—07;95’5_§0i AT @% AT (A.25)
Yi < Punp = — J%QD, /\Fi:_@% AT | |
Xi < Punr :_%wf‘/\ﬂ :Jl—}w¢z AT

On obtient ainsi :

1+cos 6; A/ 1—(cos 6;)? 1+cos 6; A 1—(cos 6;)?

(IRDM){HF = 2 ? + ’ :
A/ 1—(cos 6; )2 1—cos 6; Y 1—(cos 6;)? 1—cos 0;
2 2 2 2

1 + cos 6; 0
B 0 1 — cos 6;
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On voit donc que la IRDM réduite de spin est ici diagonale, avec non-dégénérescence des
valeurs propres au sein du i-ieme bloc sauf si cos§; = 0, c’est-a-dire si §; = 7, ce qui
correspond au cas RHF.

Si on souhaite s’intéresser a la 2RDM, des éléments de calcul permettant de trouver ses
coefficients sont donnés dans la suite.

A.2.1.b Eléments de calcul de la 2RDM

La 2RDM se divise toujours en trois parties, selon le spin considéré. Nous avons besoin
d’ordonner nos vecteurs de base pour désigner distinctement chaque élément de matrice

et nous choisissons le suivant : V1, x1, ¥2, X2, - - » Ym, Xm-. Ainsi 'indice (2i —1) est associé
a ¥; et I'indice 2i a y;. De plus, nous définissons :
ij= N\ @ . (A.26)
1<u<k
u#i,j

pour avoir, par exemple :

(@2 A ) Do = 9 AQE AT, . (A.27)

» Pour obtenir les coefficients de la 2RDMaf3, nous devons calculer de nouveau plusieurs
produits intérieurs. Pour i # j, nous avons :

—_— J1+cos; /1+cosb; ~ B
(i ANYj)  Punr = > J(pﬂ/\(p;‘/\ri,j

i

_ 1+cosO; /1—cosb; 8
(Vi A X)) < Punr = — > Lol A i AT

i

, A28
(xi ANYj) < Punr = mz et ; Ao AT ( |
(Xi A Xj) d Qunr = —mz il (z NeF AT
et pour i = j, il vient :
(Vi A Vi)  Qupr = 0T
_ A/ 1—(cos 6;)2
Wi A Ji) A Punr = ———F—— T . (A.29)

o /\/ —COSI'2
(xi N¥i) < Punr = VIO 7,

2 1

(Xi A Ji) & Qupp = =421 T
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» Les coefficients de la 2RDMa«a s’obtiennent aisément une fois les produits scalaires
suivants connus, pour i < j :

JIiF 9,4/1+ 9,
(Wi AYy) J Pupp = ——— “ ﬂ /\(pJ ATy
V14cos; \/1—cosb; "B 8

(Vi A xj) & Punr = — 2 o; No; AT (A.30)
«/l—coseia/l-i—cos@‘ B ) '
Xi ANVj)  Punr = — L of /\%ﬁ AT j

+/1—cos 6; ,/ 1—cos8; B
(xi A xj) < Pupr = — ﬁ/\% AT

Quant aux produits scalaires permettant de calculer la 2RDMfS, nous avons, toujours

avec i < j :

(Vi AYj) o Dunr = —mz Lreosty o N AT

(Wi A T7) & Pupr = sz ooy o N AT (A.31)
(i AVj) d Pupr = mz et o N AT |
(Xi A Xj) < Punr =—WW¢fA¢?AFi,j

A.2.2 Cas GVB

Une fonction d’onde GVB est multiconfigurationnelle mais peut étre écrite comme un
produit de géminales :

_ ¢ /\Wl +§01 /\%
\/2 1 + (cos Qi)z)

Povp = PiA--AD;  avec P; = et (pf19?) = 8, cos(6;). 0; €0, x|

(A.32)

A.2.2.a Calcul de la 1IRDM réduite de spin

La 1RDM réduite de spin que nous allons calculer est diagonale par blocs, comme précédemment.
Pour i € {1,...,k}, on définit de nouveau I7j :

AN (A.33)

1<u<k

u#i

qui nous permet d’écrire :

b oa
o st (A.34)
\/2(1 + (cos 6;)?)

On conserve également les mémes ¥; et y; :

@i Jd Payp =

Vi = o +of
! V2(1+cos 6;) (A 35)

of —op

Ai = /2(1—cos 6;)
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Le i-itme bloc diagonal (1IRDM)#VE de la 1IRDM réduite de spin est toujours donné par
la formule suivante :
(IRDM){V? = («|[IRDM|a);V® + (B[IRDM|B){V"
| Wi S PavslYi S Pave) (i d Pavslri < Pavs)
N ( {(Xi & Pavel¥i d Do) (Xi < PavlXi < Pava) )
( (Vi < Pavel¥i < Pave) (Vi < Pavslli < Pavs) )
(Xi d Pavel¥i  Pave) (i < PavelXi < Pavs)

On passe a présent au calcul des produits intérieurs suivants :

Vi J Bavp = 1+cost; (pF + @F) ATy = ——Ltesbi o T,
2\/(1+C080i)(1+(0080i)2) 2(1+(COS(95)2)
AP — 1—cos 0; _b _ _q AT = cos 0;—1 ¥: A
X avp 2\/(1—cos 9,') (1+(cos 91')2) ((pl vi ) l 2(1+(cos 91-)2) xi l
o JP — —1—cos 0; b+ a\ AT, = —1—cos 8; AT
1/11 ave 2\/(1+00s9i)(1+(cos 0,')2) (wl i ) l 2(1+(COS Gi)z) wl l
¥ J D — cos §; —1 b_ pd) AT, = ——1=cosb o AT,
A avB 2\/(1—cos 9,-)(1+(cos 9,-)2) ((pl (pl ) l 2(1+(cos 0,')2) X l
(A.36)
Il vient alors :
(1+4-cos 6;)? 0 (14-cos 6;)? 0
avB _ 2(1-}-(0059,-)2) 2(1+(cos€,')2)
(1RDM)Z o 0 (1—cos ;)2 0 (1—cos 6;)?
2(1+(cos€,-)2) 2(1+(0059i)2)
(14cos 6;)> 0
. 1+ (cos 6;)2
o 0 (1—cos 6;)?
1+(cos 6;)2

A nouveau, la IRDM réduite de spin est diagonale et la dégénérescence des valeurs propres
au sein du i-ieme bloc n’a lieu que dans le cas ou cos 6; = 0, c’est-a-dire §; = 7, ce qui
correspond a l'orthogonalité des orbitales.

On pourra trouver dans la suite des éléments aidant au calcul des coefficients de la 2RDM
pour un produit de géminales GVB.

A.2.2.b Eléments de calcul de la 2RDM
La 2RDM est encore divisée en trois parties : la 2RDMaf, la 2RDMaa et la 2RDMpS.

Nous conservons l'ordre de nos vecteurs orthonormés : Y1, y1, ¥2, X2, - » ¥m, Xm- Et, nous
considérons de nouveau :
Tij= N\ @ . (A.37)
1<u<k
u#i, j

190



qui donne, par exemple :

(p_f—i-cosei(p_f

cos 0; <p5? + ¢

(@ N gh) o Payp =

VAN Fi,j . (A38)

A
\/2(1 + (cos 6;)?) \/2(1 + (cos 6;)?)

» Les produits intérieurs a calculer pour obtenir les éléments de la 2RDMaf sont, pour

i #j:
(14cos 6;)(1+cos ;)

44/ 1+(cos 0;)2 \/14(cos ;)2 v/ T+cos 0; o /1+cos 0
(14cos 6;)(cos 6 —1)

44/ 1+(cos 0;)2 /14 (cos 6,)2 v/T+cos 0; o /1—cos 0
(1—cos 6;)(1+cos 6,)

43/ 1+(cos 0:)2 /14 (cos 8,)2 v/ T—cos 0; o /1+cos 0
(1—cos 6;)(cos ; —1)

43/ 1+(cos 0;)2 /14 (cos 0,)2 /T=cos 0; o /1—cos 0

(Wi AYj) J Pavp =

Wi A xj) S Pavs =

(i A ‘P_J) Py =

xi A7) < Pave =

(@7 A%+ @f A ph + 0f At + @f Aeh) AT
N N N R N AV
@ AQS+ o NQ? —F At —oF NP AT

(@f A9 — @) Np? —of A9§ +of Ap?) AT

(A.39)
c’est-a-dire :
) T _ (14-cos6;)(14cos 6 ;) o . o
(wl N W]) < CI)GVB 2\/1+(cost9i)2\/1+(cosej)2 Wl é WJ a Fl’J
— (14cos8;)(1—cos ;) -
i A Xj) < Pove = — . A xj AT
(wl XJ) < Qavs 2\/1+(cos Gi)2\/1+(cos 6,)? wl Xi hJ (A 40)
5 (1—cos6;)(14cos ;) — ’
i ANYj) J D =— = AP AT
(Xl WJ) < Qave 2\/1+(0059i)2\/1+(c059j)2 Ai WJ 1]
— (1—cos 8;)(1—cos ;) —
i AN Xj) <P = . A x; AT
(Xl X]) < Qave 2\/1+(cos(9i)2\/1+(cosej)2 Ai Xi tJ
Maintenant, quand i = j, on trouve :
(Vi A i) d Py = Itcosbi
,/2(1+(c089i)2)
(Vi A Xi) < Pavs =0
o (A1)

(ti ANVi) Jd Payvp =0
(xi A Ji) < Pgvp =

1—cos 0;

2(1+(cos 9,-)2)

I';

» Pour avoir les coefficients de la 2RDMae, il nous faut connaitre les produits scalaires

qui suivent, avec i < j :

—(1+cos6;)(14cosB;)
4\/1+(cos 0,-)2\/1+(c0s 0;)2/1+cos 0; \/l-l-cos 0;
(14cos 6;)(cos 8 ;—1)

4«/1—}-((:05 9i)2«/1+(cos 0;)2/1+cos 0; ,\/l—COSQj
(cos 0;—1)(1+cos 6 ;)
4\/1-}—(0050,‘)2\/1+(cosej)2«/1—cosei «/1+0059j
(1—cos 6;)(cos0;—1)

(i Aj)  Pave =

(i A xj) & Pave =

Xi ANYj) < Py =

xi A xj) < Pave =
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(@f A
(@2 A

(@ A

b
VAN
4\/1-}—(005 9i)2\/1+(cos 0;)2+/1—cos 6; \/l—cos 0; ((pl

O0 + 0! NS+ 9T AQh + 9f A9 AT

S

0h — 0P A% 4 0f A b —f Ap?) ATy

00+ P A% —pf Aph — T A @) AT

N R N N WV

(A.42)



soit encore :

(14cos6;)(14cos8;) - -
P N\ Y 0)) = — J AU AT
(Vi W})  Payp 2\/1+(C080i)2\/1+(cosej)2 Vi AN i,j

(14cosB;)(1—cos8;) —
A L) < Dy = D G ATATL
(Wl XJ) < Pavs 2\/1+(C050i)2\/1+(0050j)2 wl %9 L,J (A 43)
—cos 6; cosB; — -— ’ ’
(Xi A w]) d gy = a Chs /) Xi N w] AN Fi,j

2«/1+(cos 0,‘)2\/1+(cos 0;)?

(1—cos 6;)(1—cos6;) — —
i A Xj) S P = — L i AN XG AT
(xi Xj)  Pgvr 2\/1_'_(60501')2\/1_’_(0050]')2 Xi N Xj i,j

Au tour des produits scalaires définissant la 2RDMfS pouri < j :

(I A F5) & Do = ;e 9)2‘\‘;;(9;(;%;_’) N (@2 A2+ @2 A%+ 0f Aph +0f Ap?) AT
P v = e S (=l 1 41 A~ AT
(i AYj) o Poyvs = e ei)zi‘;)fi"(::s)g;cjsle_’c)os ey @ NP+ P ANt — @ Nl = NI AT
(i A JG) & Pavs = e Oi)zil/‘lffi"s);j‘;iejl‘_lc’os e N el N0 = el A 0l A AT
A.44
c’est-a-dire : | )
(‘E A W_])  Ogyp = —3 \/1(-1:(20:09,- i))z(i;cis(:j 5 Vi N AT
T O = ALy 0y ",
(G 7 97) & Pavy = ;A D e Ay ATy .
(Xi N Xj) < @Pavp = —2\/1(};;0:;’.))2(1;;?(22ej)Z Xi N xj AT
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Abstract We present generalized versions of the concepts of seniority number and
ionicity. These generalized numbers count respectively the partially occupied and
fully occupied shells for any partition of the orbital space into shells. The Hermitian
operators whose eigenspaces correspond to wave functions of definite generalized
seniority or ionicity values are introduced. The generalized seniority numbers afford
to establish refined hierarchies of configuration interaction spaces within those of
fixed ordinary seniority. Such a hierarchy is illustrated on the buckminsterfullerene
Cgo molecule.

Keywords Seniority number - Ionicity - Hierarchy of configuration interaction
spaces

1 Introduction

The concept of seniority originates from the work of Racah on electrons in an atom [1].
Since then, it has become very popular in nuclear physics [2,3]. Its (re-)introduction in
quantum chemistry by Bytautas et al. [4] has proved very fruitful and has inspired many
recent works (see [5—8] to quote a few). It is closely related to the notion of ionicity
that has been used in valence-bond (VB) theory since the sixties [9]. Sometimes, it is
used in some algorithms without actually being named [10, 11].

Seniority affords to partition the n-electron Hilbert space into subspaces spanned by
sets of Slater determinants having a definite number of unpaired orbitals. For closed-
shell systems, it has been observed that the Full Configuration Interaction (FCI) energy
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is dominated by the contribution of the seniority-zero part of the wave function, when
delocalized molecular orbitals are used, and that, the higher the seniority number of
the determinants, the less important their contribution on average [4]. The situation is
reversed in VB calculations [6].

However, even if one restricts a CI space to a subspace of a given seniority number,
the size of the CI can be prohibitively large. Therefore, it is of interest to push the
seniority number partitioning strategy a step further, that is to say, to create other such
numbers to further break down the seniority-zero subspace into a hierarchy of smaller
subspaces. The purpose of this paper is to present a method to define generalized
seniority numbers.

Our definition is based on the concepts put forward in Chapter 4 of the Ph. D thesis
of M. Vivier, entitled “Sur quelques théoremes d’algebre extérieure” [12], and on their
generalization to the case where the shells are not all of the same even dimension. As
we shall see, the usual seniority numbers appear in the particular case of primitive
shells, hence the term “generalized seniority” we have coined for the general case.
Our generalization is different from that of Talmi in nuclear structure theory [13],
where the partitioning is still in terms of pairs of particles, but where the form of the
pairing functions goes beyong the simple Slater determinantal one.

The paper is organized as follows. In the first section, the concepts of generalized
seniority number (GSN) and generalized ionicity (GI) are defined and explained.
Then, we highlight interesting mathematical results relevant to this concept. Finally,
we illustrate how to define a hierarchy based on generalized seniority numbers on the
m-electron system of the buckminsterfullerene Cg, and conclude.

2 Generalized seniority number and generalized ionicity

We consider a one-particle Hilbert space V which is the direct sum (not necessarily
orthogonal) of n vector subspaces V1, ..., V, of respective dimensions 2dy, . .., 2d,.
Each of these subspaces will be called a “shell”, and the set {Vi,..., V,} a “shell
partition”. In quantum chemistry, the V;’s can be the vector spaces spanned by sets
of spin—orbital pairs (i.e. the spin—orbitals of opposite spin corresponding to the same
atomic orbital). In such a case, the shells will be termed tentatively “primitive shells”,
as all the d;’s are equal to 1. Even with this restriction, there will be infinitely many
possible shell partitions, as soon as n > 1. A natural shell partition with larger values
for some d;’s occurs when the system has degenerate orbitals. If the sets of degenerate
orbitals in increasing energy order are di-,..., d,-fold degenerate, then, the shells
Vi’s can be defined as the 2d;-dimensional vector spaces spanned by the associated
degenerate pairs of spin—orbitals.

We denote by u; the single determinantal function built from a set of 2d; normalized
spin—orbitals, (X,-,l, el Xildf)i:l " spanning the shell V;:

,,,,,

Vie{l,....,n}, uj = xi1 AN+ A Xi2d;» (1)
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where A is the Grassmann (or exterior) product (which is intrinsically antisymmetrical)
[14,15]. Note that choosing a different set of linearly independent spin—orbitals would
only change u; by a constant scalar factor.

Remark In quantum chemistry, as mentionned above, the even dimension 2d; of the
Vi’s would arise from the fact that there are as many basis spin—orbitals of spin +%,
as there are of opposite spin. However, in the following, to alleviate notation, we will
not distinguish the spin of the spin—orbitals. In other words, the spin—orbitals will be
labelled by indices running from 1 to 2d;, irrespective of their spin.

The symbol (x); will designate the concatenated bases of the n shells,

OO1 = (X115 ooy X12d1s X200 o0 X2.2d5s -5 X 1o+« o s Xn.2dy)» (2)

which is a basis of the one-particle Hilbert space V. We will further denote by (x)n
the N-particle basis set of Slater determinants induced by (x);

CON = (i ji Ao A Xin,jin )G, jn) <e<Gn o jn) s 3

where the order on the pairs is the lexicographic one: (i, j) < (k,[)ifi < korifi =k
and j < [. The union of all these basis sets, (x) := J(x)i, including (x)o := (1), is

1
a basis of the first quantization equivalent of the Fock space.

In second quantization, the ( Xids - X,',gd,.)’s are created by the operators
aj s alT 20 respectively, acting on the empty state |0):
al 10) = |xi.j). “
so that,
al | -al g 10) =[x A A ging) = lui) ©)

Since the basis ()) is not necessarily orthogonal, the corresponding annihilation
operators a; ;’s, defined by conjugation from Eq. (4): (Ola; ; = (x;, | are not very
convenient, because (O|a,~,jaz)l|0) = (Xi,jlxx.1) # G, j), k- In consequence, we
introduce the dual basis (), that is the unique basis verifying the following property:

Vi, joko L (X ) = 8.y, kD) (6)
where §;_ j), 1) is the Kronecker symbol for the ordered pair indices (i, j) and (k, ).

The corresponding annihilation operators, denoted by a tilde, that is to say: (x; ;| =
(0[a;, ;, satisfy the desired relationship:

<0|?1'i,ja}f,l|0> = 8.k D

It is also convenient to extend the notion of creation and annihilation operators to
arbitrary quantum states. So, we define the creation operator, a’( f), of a general state,
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f= > it j)sems (it i) Xit ot N* A Xig, jios €t ji)soons o i) € €, @s follows:
@1, J1)sees (ks i)

a'(NIo)y=|f) = Z C(il,jl),..‘,(ik,jk)a;yjl .aj . 0). (®)

ik, Jk
@15 1) Gk k)

il T il il
For example, aT(Xi,j) = aj',j ?nd a'(u;) = 41 Ging

We define the “dual’ annihilation operator of a product state, a (u; ), as the product of
the dual annihilation operators, a(x;,j) = @;, j, inreverse order: a(u;) = @; 24, - - - Gi.1,

and more generally, by anti-linearity, the “dual” annihilation operator of a(f) as

AN = Y Clartinoo) T i s €
15715 (ks Jik)

where the bar ¢ denotes complex conjugation.

Definition We say that a (2d; — k)-particle Slater determinant x is included in u; if
there exists a set {hy, ..., h} such that atw) = a;fhl --~al.ThkaT(x). So, for every
Slater determinant m € (x )y of the N-particle induced basis set, we can write:

atmy=a"u;)---a'(u)a’(xj)---a’ (xjy), (10)

where the x j, ’s are strictly included in some u j, s which are distinct from one another
and from u;,, ..., u;,.

Definition We call w the generalized ionicity of m in the u;’s. It represents the number
of fully occupied shells. Note that it is called the degree of m in the u; ’s in mathematics
[12]. When the shells are chosen to be a set of primitive shells, @ is the ionicity number
of the Slater determinant m, as defined in [9] in the context of VB wave functions.

Definition The integer 2 is called the generalized seniority number of m relative to
the u;’s. It represents the number of non-empty, non-fully occupied shells. Note that,
when the shells are chosen to be a set of primitive shells, €2 is nothing but the seniority
number of the Slater determinant m.

Remark The integer p = 2w + Q2 is called the reduced degree of m. It coincides with
the number of particles of the Slater determinant in the primitive shell case i.e. when
dy = ... =d, = 1 (since, in this case, the u;’s are 2-particle states and the x;’s are
necessarily 1-particle states).

The vector space spanned by all the Slater determinants, m, of the same GSN 2
is noted M (2). It only depends upon the shell partition and not upon the choice of
the shell basis sets. By extension, all wave functions in subspace M (£2) will be said
of GSN Q. The subset of M(£2) containing the wave functions spanned by Slater
determinants m of the same GI w in the u;’s is a subvector space of M(£2), noted
M(w, 2) withw € {0, ..., n — Q}. For a given 2, M (L2) is the direct sum of all the
M(w, 2)’s. The M (w, 2)’s can be further decomposed into their projections onto the
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N -particle Hilbert spaces, noted M (N, w, €2). In the next section, we will introduce a
GSN operator, which acts diagonally on the M (£2)’s and whose expectation value on
a normalized element of each M (R2) is its GSN.

3 Hermitian operators related to the GSN and GI concepts

Definition Fori € {1, ..., n} and any quantum state F', we consider the decomposi-
tion: . . .

a'(F) = Qi(F) + Ri(F), (11)
where Qi (F) represents the part of the at(Fys expansion in the () )-basis containing
at least one aI i and I%,-(F ) the part of a’(F) which does not contain any creation
operator of a spin—orbital appearing in u;. We call it the residue or the rest of F
relatively to u; in the basis (x).

Ii’i (F) can be expressed as
Ri(F) =a(u;)a’ (u)a' (F), (12)
and Q,- (F) can be further decomposed as

0i(F) = Qi(F) +a'(u)a(ua’ (F), (13)

where Q i (F) represents the part of the at(Fys expansion containing at least one af j

but not a’ (u;) entirely. By combining Eqs. (11), (12) and (13), we obtain,
0:(F) = (1 = dua’ @) - a* )y )a' (). (14)

Remark More generally, we can define Qi],iz,...,ik(F) = Qi] Qciz e Qik(F), (where

the order of the i;’s is indifferent since the Qoi ;’s commute), which extracts the part
t i t

N i1 TN i iksJk”
without containing entirely a' (u;,) nor aT(uiQ) nor ...nor a' (u;,).

of the a'(F)’s expansion containing at least one a one a ..and one a

A A n o
Definition The linear operator Q2 : G — Q(G) := > Q;(G) is called the gener-
i=1
alized seniority number operator. It acts diagonally on any element of M (R2):

VG e M(Q), QG = Qa'(G) . (15)

To prove the latter identity, let G € M (2). The creation operator a’ (G) can be regarded
as a linear combination of a’(m)’s, with m € (x) the induced basis of Slater determi-
nants. For all m, we can write aT(m)zaT(ui1 ERE aT(uiw)aT(xj] ). aT(ij) (for some
w-value) witha®(x;,) - --a¥(x;,)10) € M(0, Q). Applying  to m and using Eq. (14),
the only non-zero contributions come from Q jim) = at(m), ..., Q jo(m) = a’(m),
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respectlvely So, we find exactly 2 tlmes at(m) in Q(m). This being true for all the
a’(m)’s appearing in the expression of a' (G), by linearity of €2, we obtain the identity,
Eq. (15).
Similarly, a generalized ionicity operator can be defined as follows:

Definition The linear operator @ : G —> »(G) = Z a"(up)daui)a’(G) is called

the generalized ionicity operator for the shell partltlon{Vl, ..., Vy}. Itdoes not depend
upon a change of basis of V;, for any i. It acts dlagonally on any element of the
M(w, Q2)’s:

VG e M(0,Q), &(G)= wa'(G) . (16)

To prove the latter identity, let G € M(w, Q). Applying & to an m € (x)
in the expansion of G, whose creation operator can necessarily be cast in the
form given in Eq. (10), the only contributing terms are aT(ui,)E(ui,)aT(m) =
a'(m),...,a"(u;)a(u;,)a"(m) = a*(m), as a”(u))a(u;)a*(m) = 0, for all i ¢
{it,...,ip}. So, aT(m) appears exactly w times in @(m). This being true for all the
a’(m)’s appearing in the expression of a ¥ (G), by linearity of &, we obtain the identity,
Eq. (16).

Remark A third identity follows from the previous two, that is to say, from Egs. (15)
and (16):

VG e M(.Q), (1—o-a'G) =) Ri(G), (17)

where the integer (n — w — Q) is the number of empty shells in G. Indeed, let G €
M (w, 2). By using Egs. (11) and (13), we can decompose a’ (G) inn different manners
as follows:

Viel{l,....n}, d"(G) = 0i(G) +a" (u)dw;i)a’(G) + Ri(G) . (18)
By summing these n equalities and using Egs. (15) and (16), we obtain:
n
na'(G) = Qad"(G) + wa'(G)+ ) Ri(G). (19)
i=1
hence the result, Eq. (17).

The operator €2 can be used to decompose the creation operator of an arbitrary
quantum state F' onto the vector spaces of definite GSN, that is the M (€2)’s. This can

n
be achieved by using Léwdin projectors [16], for example. Let a' (F) = Y a¥(Gq),
Q=0
where G € M (S2). From Eq. (15), we deduce,

Q(F) = Z Qa'(Gg) . (20)
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For all 2 # 0, we can extract the Qa'(Gg) component of this decomposition by
projection,
I Q(F) — jd'(F)

Qa'(Go) = o=

2

0<j<n
i#8

Then, the generalized seniority-zero part of a' (F) can be obtained by difference,

QF) — F
a'(Go) = a'(F) - ZaWGm—a*(F)—Z I1 M L (22)
QA0 Q£0 0<7]é;n
J

4 Example: GSN for the Cg “m-electron” system

The primitive shell partition used to define seniority numbers in quantum chemistry
stems from the fact that spin—orbitals of the same spin are degenerate with respect
to spin symmetry for the spin-free Hamiltonian usually considered. It is therefore a
natural idea to take also into account spatial symmetry, that is to say, to partition the
one-particle Hilbert space into subspaces closed with respect to both spin and spatial
symmetry operations. The highest, finite group, spatial symmetry known in molecular
system is the icosahedral symmetry. So, we will illustrate our generalization of the
seniority number concept on the buckminsterfullerene Cgo molecule.

Although this molecule is not planar, we will consider that each carbon con-
tributes one electron to a “m-electron” system. Then, at the Hiickel level of theory,
the one-particle Hilbert space is spanned by 60 orbitals, so that dim V = 120. If V is
partitionned into the corresponding 60 primitive shells, we obtain the usual seniority
numbers. However, even if one limits the CI space to seniority-zero Slater determi-
nants, the latter will be of dimension (gg) ~ 1.18 x 10'7, which is clearly untractable.
So, to further decompose the seniority-zero space, we are going to use GSNs associated
to the shells corresponding to the degenerate orbitals displayed in Fig. 1.

More precisely, the shell partition consists of 15 shells, Vi, Vo, V3, ..., V14, Vi5
of dimensions 2, 6, 8, ..., 8, 6, respectively. The largest shell Vg is of dimension 18
due to an accidental degeneracy at the Hiickel level. For any fixed GSN €2, the size
of the (£2)-subspace of the seniority-zero space can be calculated by using basic
combinatorics. The dimension of the (2 = 0)-subspace is found to be 1464, which
corresponds to a small number of Slater determinants by modern standard. For Q2 < 1,
there are 601594 additional Slater determinants to include, and for 2 < 2, an extra
set of 53141130 Slater determinants needs again to be added. All of these restricted
CI subspaces should be amenable to quantum chemistry computations in contrast
with the full seniority-zero space. However, GSN hierarchies should not be seen as
an alternative but rather as a complement to hierarchies based on excitation level. In
fact, these (£2)-subspaces should be further refined into subspaces of fixed excitation
numbers, so as to reduce further the size of the variational problem.
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Fig. 1 Energy diagram of Cgg Energy (|p))
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5 Conclusion

The concepts of GSN and GI, generalizing those of seniority number and ionicity,
have been introduced with their associated operators. The generalization is based on
the partitionning of the one-particle Hilbert space into shells. From the mathematical
point of view, the choice of the partition can be arbitrary. However, in practice, the
partition should be chosen on physical ground. The GSN counts the number of partially
occupied shells, whereas the GI counts the fully occupied shells.

In this paper, a partition of the spin—orbital basis functions according to their spatial
and spin degeneracy has been illustrated on Cgo. A hierarchy of CI-spaces based on
the corresponding GSN affords to split the seniority-zero space of Cg( for a basis set
of 60 Hiickel molecular orbitals into CI-subspaces of reduced dimensions, lending
themselves to numerical computations for low values of the GSN.

We suggest that generalized seniority numbers based on spatial symmetry can be
relevant parameters to limit CI expansions, as already observed for seniority number.
This hypothesis relies on known phenomena, where a correlation has been established
between the complete filling of a shell of a certain type and an unusual stability prop-
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erty. We have in mind the octet rule, the 18-electron rule or aromaticity, for example.
Explorative STO-3G/rr -electron-FCI calculations on benzene, CqHg, support this by
the fact that the quadruple and hextuple excited configurations of highest weight in the
Cl-expansion, whose contributions are actually non-negligible, correspond to a GSN
equal to zero. So, in this case, GSN would provide a mean to select the main hextuple
excited configuration to take into account.

More generally, in a same way as seniority is useful for quantum systems exhibiting
pairing phenomena, applications of GSN could be found in systems where a form of
clustering occurs.
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