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Résumé

Afin de prédire le niveau sonore et vibratoire dans des systémes vibroacoustiques sem-
blables a ceux utilisés dans I’industrie des transports, des modeles numériques efficaces
sont nécessaires. En particulier, la complexité du probleme augmente quand des interfaces
dissipatives composées de matériaux poroélastiques sont employées pour dissiper 1’éner-
gie acoustique et vibratoire. La méthode des éléments finis est couramment employée, mais
conduit a des codts de calcul tres importants. Un objectif de ce travail est de développer
une méthode de réduction dans le cadre de la méthode des éléments finis. Une seconde
problématique est la justification physique de I’approche proposée. Nous montrons dans ce
document que la vision en ondes permet de répondre a ces deux points.

Afin de prédire les ondes se propageant dans un milieu, les approches de transfert
peuvent étre utilisées. Parmi elles se trouve la méthode des éléments finis ondulatoires
(Wave Finite Element Method - WFE). Cette méthode est d’abord appliquée a un matériau
monocouche poroélastique. L’influence des parametres numériques, la convergence des
résultats et le choix de la formulation variationnelle sont discutés.

Dans le troisieme chapitre, la propagation d’ondes dans des structures multicouches
composées de matériaux poroélastiques est étudiée. Les ondes prédites par WFE sont com-
parées celles prédites par des modeles simplifiés tels que des modeles de plaque équi-
valente. Le comportement des panneaux composites est principalement influencé par les
parametres mécaniques du squelette du matériau poreux. Toutefois, la présence de la phase
fluide induit une onde qui peut mettre en mouvement les domaines voisins.

Dans le chapitre 4, les ondes se propageant dans un guide d’ondes unidirectionnel sont
étudiées. Les relations entre le formalisme de Stroh, la méthode des matrices de transfert
(TMM) et la méthode WFE sont détaillées. La base d’ondes progressives permet de calculer
la réponse forcée de la structure, tout en prenant en compte les effets de taille finie, les
conditions aux limites latérales et les effets de réaction non-locale.

Finalement, les ondes calculées sont utilisées pour écrire un probleme d’ordre réduit.
En utilisant les résultats du chapitre 4, nous montrons que la contribution de I’interface dis-
sipative sur la cavité acoustique se résume a une matrice de rigidité dynamique acoustique
complémentaire. Il en résulte une réduction du nombre de degrés de liberté par rapport
au probleme initial éléments finis. D’intéressants facteurs de réduction peuvent étre obser-
vés, en particulier quand une approche de type synthése modale est utilisée pour la cavité
acoustique. Deux pistes d’amélioration de la méthode sont proposées, I’une consistant en la
sélection des ondes qui contribuent a la dynamique prépondérante du milieu, I’autre en une
interpolation en fréquences de la matrice complémentaire représentant le couplage entre la
cavité acoustique et le milieu dissipatif. Le gain sur le cofit de calcul est observé dans le
cas des modeles de Biot-Allard et de fluide équivalent.

Des conclusions et quelques perspectives sont présentées dans le dernier chapitre de ce
manuscrit, afin de proposer des pistes d’extension et d’amélioration du travail proposé ici.

Mots clés : Matériaux poroélastiques, vibroacoustique, éléments finis, approches de
transfert, propagation d’ondes, réduction de modele.
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Abstract

In order to predict the sound pressure level and the vibratory level in vibroacoustic
systems such are used in transportation industry, efficient numerical models are needed. In
particular, the complexity of such systems is increased when dissipative interfaces com-
posed of poroelastic materials are used to dissipate the acoustic or the vibrational energy.
Classically, the finite element method is used, leading however to very large computational
costs. One aim of this work consists in the development of a reduction procedure in the
finite element method framework. A second problematic of this work is the physical jus-
tification of the efficiency of the proposed approach. We show that wave insights allow to
provide an answer to both goals.

In order to predict which waves are able to propagate in a medium, transfer approaches
may be used. Among them can be found the Wave Finite Element Method (WFE). In a first
step, this method is applied to a poroelastic single layer. The role of numerical parameters,
the convergence behaviour and the choice of the variational formulation are discussed.

In the third chapter, wave propagation is analysed in multilayer packages including
poroelastic materials. Waves predicted by using WFE are compared with simplified models,
such as equivalent plate models. The behaviour of composite panels is mainly influenced by
the mechanical parameters of the skeleton of the porous material. However, the fluid phase
presence induces a wave which may create a displacement of the surrounding domains.

In the fourth chapter, the waves propagating in an unidirectional wave guide are in-
vestigated. The relationships between the Stroh formalism, the Transfer Matrix Method
(TMM) and the WFE are discussed. Using the basis of progressive waves makes it pos-
sible to compute the forced response of the structure, taking into account finite size effects,
lateral boundary conditions and non-localized effects.

Finally, the waves modes computed by WFE in an unidirectional wave guide are used
to build a reduced order problem. Using the results of the fourth chapter, it is shown that
the contribution of the dissipative interface can be represented by an additional acoustic
dynamic stiffness matrix. As a result, the number of degrees of freedom is reduced with
respect to the initial finite element problem. The approach presents interesting reduction
factors, especially by using Component Mode Synthesis for the surrounding cavity. Two
enhancements are proposed. The first one consists in the selection of the waves contributing
to the main dynamic phenomena of the medium, the second in the interpoation as a function
of the frequency of the additional matrix representing for the coupling between the cavity
and the dissipative layer. The reduction of the numerical cost is observed in the case of
Biot-Allard’s model and of an equivalent fluid model

Conclusions and outlooks to enhance the method developed in this work are proposed
in the concluding chapter.

Keywords : poroelastic materials, vibroacoustics, finite element method, transfer ap-
proaches, wave propagation, model reduction.
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Introduction générale

Contexte scientifique et industriel

Le sujet de ce doctorat s’insere dans les problématiques de vibroacoustique rencontrées
par ’industrie des transports.

En effet, les exigences vibroacoustiques ont fortement évolué depuis quelques années.
Cela est dii a la nécessité de satisfaire des normes de plus en plus strictes en terme de
masse et de niveau sonore généré, et de s’inscrire dans les objectifs a moyen et long terme
donnés par les visions ACARE 2020 et FLIGHPATH 2050, associés entre autres aux pro-
grammes de recherche « 7" Workshop Programme » et « CleanSky ». Alors que jusque—
la les moyens de transport devaient satisfaire prioritairement les exigences de masse, de
consommation et de sécurité, et que 1’aspect acoustique n’apparaissait que dans la phase
finale de conception, ce parametre est aujourd’hui un parametre de pré-conception a part
entiere.

Pour satisfaire ces exigences de masse et d’amortissement vibratoire, les concepteurs
ont recours a des interfaces dissipatives, composées de matériaux viscoélastiques et poroé-
lastiques. La faible masse de ces matériaux par rapport aux matériaux servant a la tenue
mécanique de la carlingue, ainsi que leur forte dissipation de I’énergie acoustique et vi-
bratoire, permettent de concevoir des traitements acoustiques efficaces a moindre masse
ajoutée.

Afin d’intégrer la conception de ces interfaces dissipatives des les phases d’avant—
projet, il est nécessaire de maitriser leur dynamique, afin de pouvoir prédire correctement
leur efficacité. Il est aussi nécessaire de développer des techniques numériques efficaces. Si
des modeles existent pour simuler tous les phénomenes vibratoires existant dans le traite-
ment acoustique, leur résolution pose encore des problemes liés au cofit de calcul. De plus,
ces modeles ne sont pas forcément adaptés au regard de la grande diversité de configura-
tions géométriques et de la grande variabilité des parametres matériaux. La validité de ces
modeles n’est donc pas forcément bien établie.

La problématique du travail peut alors €tre décrite en trois points :

e Quels sont les phénomenes physiques prépondérants dans une interface dissipa-
tive 7
Une interface dissipative en vibroacoustique est habituellement composée de plu-
sieurs couches de matériaux différents, de type métallique, viscoélastique, poroélas-
tique (mousse ou laine), air. Les différents ordre de grandeur de rigidité et de masse
entre ces matériaux provoquent des dynamiques complexes. Nous ciblerons le cas
des matériaux poroélastiques, dont la dynamique fait apparaitre des couplages a
petite longueur d’onde entre la phase fluide et le squelette.

o Quel modele pour des interfaces dissipatives ?
Nous verrons que plusieurs modeles peuvent étre envisagés pour représenter la dy-
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namique d’un systeme incluant des interfaces dissipatives (monocouche ou multi-
couche). La validité de ces modeles doit étre discutée.

e Quelles méthodes numériques sont adaptées a résoudre les équations issues du mo-
dele ?
A partir des équations issues du modele choisi pour représenter ’interface dissipa-
tive, nous chercherons a obtenir un modele permettant de prédire la dynamique du
systéme a cofit réduit par rapport aux approches standard sans pour autant sacrifier
a la précision.

Plan de la theése

Le premier chapitre de la thése présente une revue bibliographique des différentes
études traitant d’interfaces dissipatives pour la vibroacoustique. Ce chapitre recense les
modeles théoriques permettant de modéliser des matériaux poroélastiques ainsi que les
méthodes numériques permettant de résoudre le probleme. Nous montrerons dans ce cha-
pitre les limites de ces modeles, et nous verrons en quel sens une analyse des ondes se
propageant dans le matériau, c’est-a-dire comment le point de vue « k-space » permet de
répondre a la problématique.

Dans le deuxieme chapitre, nous validerons 1’application de la méthode WFE pour le
calcul des nombres d’ondes se propageant dans un guide d’onde poroélastique. En parti-
culier, le travail présenté ici constitue la premiere application de la méthode WFE pour
les matériaux poroélastiques, nous rappellerons donc en détail cette méthode, ainsi que les
sources d’erreurs. Nous verrons que le choix de la formulation faible et que le choix des
variables n’est pas anodin, et nous mettrons en évidence des critéres de convergence.

Dans le troisieme chapitre, nous verrons que 1’analyse des ondes progressives est un
critere pertinent pour valider des modeles a physique réduite. En particulier, les modeles de
fluide équivalent ou de plaque équivalente reposent sur des approximations sur les champs
de déplacements, établies a priori. Par conséquent, leur validité n’est pas établie pour tout
type de matériau. Nous nous intéresserons a I’étude des ondes se propageant dans le cas
d’une structure monocouche, d’un structure bicouche et d’une structure sandwich et nous
observerons en particulier I’influence de la présence de la phase fluide sur la dynamique du
matériau.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéresserons a 1’utilisation des ondes calculées
par les approches de transfert pour la prédiction de la réponse vibratoire d’un systeéme.
Cette partie est organisée en plusieurs temps. Dans une premiere section nous développe-
rons les expressions permettant de calculer la réponse forcée du systéme sur base d’onde.
Cette comparaison mettra en évidence des aspects communs entre 1’approche de Stroh,
I’approche TMM et la méthode WFE. Ensuite, nous verrons que la méthode WFE permet
de prédire les parametres acoustiques d’un échantillon poroélastique soumis a différentes
conditions latérales, a la différence de la méthode TMM.

Dans le cinquieme chapitre, un algorithme de condensation de I’interface dissipative
sur la cavité acoustique est présenté. Cette condensation de type maitre—esclave, ou les de-
grés de liberté associés a I’interface sont exprimés en fonction des degrés de liberté maitres
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a partir de la connaissance des ondes se propageant dans le milieu. Nous obtiendrons alors
un modele d’ordre réduit du systeéme. Nous verrons de plus que dans le cas d’un matériau
de type fluide équivalent, un critere de sélection des ondes peut étre employé, permettant
de réduire de facon importante les cofits de calcul.

Finalement, dans le dernier chapitre, les principales conclusions du travail sont pré-
sentées. Les contributions originales sont résumées, et des perspectives a ce travail sont
proposées.






CHAPITRE 1

Modeles pour les matériaux

poroélastiques en vibroacoustique et
méthodes numériques associées
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Dans ce chapitre, une revue des différents modeles et méthodes permettant de traiter un
probléme de vibroacoustique incluant des interfaces dissipatives composées de matériaux
poroélastiques est menée. L’ objectif est de positionner le travail réalisé dans son contexte
scientifique, de justifier la démarche qui a été utilisée, et de conclure sur les hypotheses
de travail et les différents objectifs. Ce chapitre est organisé en quatre parties. Dans un



2 Chapitre 1. Modeles de matériaux poroélastiques et méthodes associées

premier temps, une revue descriptive des différentes approches utilisées jusqu’a aujour-
d’hui et des perspectives ouvertes est proposée. Ensuite, une description plus compléte
des différents modeles théoriques de matériaux poroélastiques est faite, incluant les mo-
deles d’impédance de surface, de fluide équivalent et le modele de Biot—Allard. Dans un
troisiéme temps, les méthodes numériques et analytiques classiquement utilisées dans la
communauté académique ainsi que par les industriels sont décrites. Quelques remarques
quant a I’utilisation de ces modeles sont faites. Enfin, dans une derniere partie, le choix de
la méthode de résolution du probleme proposée dans ce travail est discuté.

1.1 Modélisation des interfaces dissipatives en vibroacoustique

1.1.1 Que sont les interfaces dissipatives ?

Le terme d’interface dissipative désigne dans ce travail les couches utilisées massive-
ment dans I’industrie du transport (automobile et aéronautique) afin, d’une part, d’absorber
au maximum les réflexions des ondes sonores émises par les sources acoustiques présentes
a I’intérieur des cavités acoustiques ; d’autre part de minimiser la transmission des ondes
sonores depuis le milieu extérieur jusqu’a I'intérieur de la cavité acoustique. Par cavité
acoustique on entend un volume d’air fermé, délimité par des éléments structurels, dans
lequel peuvent étre présents des passagers. Par exemple, I'intérieur d’un wagon de train,
d’une cabine d’avion, I’habitacle d’une voiture. Afin de réaliser ces deux fonctions tout en
conservant une masse faible et un cofiit de production réduit, les matériaux poroélastiques
sont tres souvent utilisés. Ces matériaux sont des matériaux hétérogenes, composés d’un
squelette élastique saturé par un fluide. Ces deux phases interagissent a I’échelle micro-
scopique, menant a un couplage fort entre les deux phases. Le volume rempli par la phase
fluide est appelé pores. Deux types de pores peuvent exister : pores ouverts, formant un
réseau inter—connecté, et pores fermés, isolés a I'intérieur du squelette, sans qu’une circu-
lation de fluide ne puisse avoir lieu. D’un point de vue mécanique, ce deuxieéme type de
pores n’a qu’un role sur la réponse du squelette, son influence peut donc étre inclue dans
les parametres mécaniques du matériau constituant le squelette. On appelle porosité (ou
porosité ouverte) le rapport du volume rempli par la phase fluide dans les pores ouverts sur
le volume total.

Ce type de matériaux est présent dans la nature sous de nombreuses formes : (i) les
géomatériaux (étudiés dans le contexte de la prospection pétroliere, des problemes d’éro-
sion ainsi que pour I’isolation thermique des batiments), (ii) les biomatériaux (étudiés dans
un contexte médical) et (iii) les matériaux absorbants acoustiques, ayant de bonnes pro-
priétés d’insonorisation. Seuls ces derniers types de matériaux sont étudiés dans ce travail,
bien que les approches numériques présentées par la suite puissent étre adaptées selon le
contexte.

Les matériaux poreux utilisés pour I’insonorisation sont saturés par un fluide compres-
sible, I’air ambiant. Ils possedent des caractéristiques tres intéressantes qui justifient leur
utilisation pour la réduction passive de bruit. En effet, outre leur 1égereté, trois types de
mécanismes de dissipation de 1’énergie coexistent : un amortissement dil aux pertes dans le
squelette (amortissement structurel), un amortissement dii aux frottements entre les deux
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phases (amortissement visqueux), et un amortissement dii aux transferts thermiques entre
les deux phases (amortissement thermique). Le premier type d’amortissement est classique
en mécanique des structures. Dans le contexte de 1’étude on considere que cet amortisse-
ment est indépendant de la fréquence (amortissement hystérétique). Il ne dépend pas de la
présence du fluide entre les pores, il peut donc étre identifié quand le squelette est asséché,
ou in vacuo. Une modélisation plus complexe avec des modeles viscoélastiques du sque-
lette est toutefois envisageable, mais pour les matériaux insonorisants usuels, la dissipation
structurelle est faible devant la dissipation visqueuse et thermique dans la phase fluide.
Ces deux mécanismes dissipatifs de I’énergie dépendent du rapport entre la taille des pores
et les effets de couches limites (visqueuse et thermique). Ces effets dépendent donc de la
fréquence d’excitation.

Si ces matériaux sont tres efficaces dans le domaine des hautes fréquences (typique-
ment plusieurs kHz), leur efficacité est moindre dans les basses fréquences. A cela diffé-
rentes causes. D’une part, il est bien connu que pour atténuer des grandes longueurs ondes,
de grande épaisseurs sont nécessaires, mais cela n’est pas possible pour des raisons de
masse et d’encombrement. D’autre part, si un matériau poreux constitue un bon absorbant
acoustique, sa perméabilité sur ses deux extrémités en fait un pietre isolant. Les interfaces
dissipatives utilisées dans I’industrie combinent grace a une configuration multicouche les
avantages des matériaux poroélastiques, des matériaux élastiques rigides et des matériaux
viscoélastiques. Ces interfaces sont alors appelées panneaux insonorisant.

Enfin, deux types d’interfaces peuvent étre distinguées : une interface a réaction locale
et une interface a réaction non locale. La plupart des matériaux poreux peuvent étre vus
comme ayant une réaction locale. Cela signifie qu’une force ponctuelle n’engendre un dé-
placement qu’au point d’application. Des interfaces dissipatives multicouches incluant des
plaques élastiques simplement supportées ou des cavités d’air internes génerent des réac-
tions non locales, par exemple de type modales. D’autre part, beaucoup d’efforts sont fait
actuellement pour améliorer I’efficacité acoustique d’une interface, notamment en utilisant
des effets non locaux, induits par exemple par des plaques perforées.

La nature multiphysique, la géométrie complexe et le fort potentiel des matériaux po-
reux pour I’acoustique s’est traduit par un grand nombre de travaux depuis les années 1950.
Cela a donné naissance a une théorie des matériaux poreux pour I’acoustique qui fournit
une description complete des différents types de couplage et des mécanismes dissipatifs.
Cette théorie appelée modele de Biot—Allard est considérée comme une référence par la
communauté académique et industrielle. La complexité du modele offre la possibilité de
dimensionner et d’optimiser les interfaces dissipatives a base de matériaux poroélastiques
dans des cas industriels. Avant d’en arriver a cet objectif final, il est nécessaire de pouvoir
prédire & moindre cofit I’efficacité d’un panneau insonorisant. Les étapes menant au mo-
dele de Biot—Allard sont présentées dans la sous—section suivante, suivies par les méthodes
numériques permettant de prédire leur efficacité acoustique.

1.1.2 Modéeles théoriques de matériaux poroélastiques

Historiquement, les matériaux poreux en acoustique ont d’abord été étudiés pour le ca-
pacité a absorber les ondes sonores. Etant composés trés majoritairement d’air, la premiere
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idée a été de supposer que le squelette n’est pas mis en mouvement par les ondes de pres-
sion et que seul le fluide saturant est mis en mouvement. Ce modele de fluide équivalent,
appelé modele de fluide équivalent avec hypothese de squelette immobile a été proposée
par Zwikker et Kosten en 1949 [4]. Ce modele nécessite deux parametres (la vitesse de
ondes de compression et la compressibilité du fluide. Ce modele est basé sur cette hypo-
theése forte ainsi que sur I’hypotheése de pores cylindriques & section circulaire de méme
direction. Si la réalité de ces hypotheses est discutable, ce modele a permis d’identifier
les mécanismes d’amortissement visqueux et thermique, ainsi qu’une fréquence de décou-
plage des deux phases. Ce modele a été enrichi progressivement, de maniere analytique en
supposant des formes de pores plus complexes [5] et de manicre empirique par Delany et
Bazley ([6]), puis par Miki ([7]), qui ont supposé que la masse volumique, la porosité et
la résistivité du milieu sont les parametres les plus influents sur I’efficacité du matériau et
proposé une loi donnant les parametres du fluide équivalent en fonction de ces parametres.
Ces modeles ont été complétés afin de couvrir une tres grande variété de matériaux [8, 9].

Parallelement a ces travaux, Biot [10, 11, 12] a proposé une vision radicalement difté-
rente du probleme. Initialement dédiée au géomatériaux, cette modélisation a ensuite été
adaptée pour les matériaux acoustiques. Ce modele permet de modéliser I’intégralité des
phénomenes observés dans un cadre de vibroacoustique. Au lieu de considérer deux phases
distinctes, Biot fait I’hypothése d’un Volume Elémentaire Représentatif (VER). Ce volume
est grand par rapport a la taille des pores, et petit devant les longueurs d’ondes. Cette hy-
pothese permet d’obtenir une description homogénéisée du milieu biphasique. D’un milieu
biphasique hétérogeéne, Biot passe a un modele homogene équivalent continu, dans lequel
en chaque point les deux phases sont présentes. Les parametres du matériau équivalent sont
identifiés par des considérations énergétiques par une approche lagrangienne.

De nombreux travaux ont été réalisés par la suite pour intégrer la dépendance fréquen-
tielle des interactions thermiques et visqueuses, notamment par Johnson et al.[13], Lafarge
et al.[14], Champoux et Allard [15]. Ce modele est parfaitement compatible avec le modele
de fluide équivalent (squelette immobile). Tous les détails sur ces différents modeles sont
recensés dans le livre de référence écrit par Allard et Atalla [16].

Finalement, pour modéliser une interface dissipative multicouche, composée de
couches poreuses, de couches viscoélastiques et de couches d’air, deux approches peuvent
étre dégagées. D’une part, la modélisation couche par couche utilisant I’une des théories
précédemment citées pour les matériaux poreux. Ce type de modélisation, a priori plus
complet, nécessite beaucoup de soin au niveau des interfaces entre les différentes couches
pour garantir la convergence des résultats. Cela implique, outre une complexité de modé-
lisation, un ajout d’un grand nombre d’inconnues au probleme, et donc une grande aug-
mentation des temps de calcul. Une autre approche consiste a considérer que I’interface
dissipative ne joue le role que d’une condition aux limites particuliere. Cette condition aux
limites peut étre représentée sous la forme d’un unique coefficient : impédance de surface
ou coefficient d’absorption. Le premier modele est plutot dédié & une modélisation par
éléments finis, tandis que le second est une approche plutdt hautes fréquences, et est par
conséquent utilisée dans des approches type SEA ou tir de rayons. La difficulté est que ce
coeflicient dépend de la configuration géométrique du probléme et sa valeur exacte ne peut
donc pas étre déterminée directement dans le cas général. Enfin, cette approche est limitée
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au cas de matériaux a réaction locale.

1.1.3 Revue des techniques numériques classiques

La complexité géométrique, I’aspect multiphysique rendent les solutions purement ana-
lytiques limitées a des configurations tres simples. Deux méthodes sont couramment utili-
sées dans le monde académique et industriel, de maniere complémentaire : la méthode des
matrices de transfert, et la méthode des éléments finis.

La méthode des matrices de transfert (TMM) [17, 16, 18] est une méthode semi—
analytique, faisant I’hypothese d’une géométrie plane de dimensions latérales infinies et
dédiée au calcul de la réponse d’un panneau acoustique a un champ de pression de type
ondes planes. Le modele de Biot—Allard faisant apparaitre des solutions sous la forme
d’ondes, des relations reliant les extrémités de chaque couche sont écrites, permettant de
relier les conditions aux limites exercées aux deux extrémités du multicouche. Cette mé-
thode permet de calculer a colt trés faible le coefficient d’impédance de surface, comme
une fonction des matériaux, de leur disposition, de la fréquence et de 1’angle d’incidence
de I’excitation. Elle peut étre étendue au cas d’une excitation ponctuelle ou d’un champ
diffus.

La méthode des éléments finis (FEM) [19] est une méthode numérique basée sur la
discrétisation spatiale du domaine. Elle est particulicrement adaptée aux géométries com-
plexes, et permet de prédire avec une tres faible erreur la réponse dynamique de systémes
structure—cavité avec interfaces dissipatives. Cette méthode est couramment utilisée dans
I’industrie pour des problemes sans interface dissipative, il a donc été naturel d’étendre
cette méthode au modele de Biot—Allard. Ce travail a été fait dans les années 1990 par de
nombreux auteurs (voir par exemple [20, 21, 22, 23]), a la fois pour les modeles de fluide
équivalent et le modele de Biot—Allard.

Le probléme a traiter consiste dans le cas le plus général en une structure rayonnant
dans un fluide, en présence de matériaux poroélastiques placés sur les murs, rigides ou
mobiles, de la cavité. Classiquement, une formulation primale est choisie pour la structure
avec le déplacement comme inconnue. Pour le fluide plusieurs choix peuvent étre faits :
pression, déplacement ou déplacement et potentiel de vitesse [24]. Dans le cadre d’une
étude de vibroacoustique, la réponse fréquentielle est souhaitée, donc une étude fréquen-
tielle est adoptée généralement, méme si elle mene a des temps de calcul supérieurs. Le
choix de la pression comme degré de liberté permet de n’avoir qu’une inconnue par point
tout en obtenant un systeme fluide/structure symétrique (si le cas de la fréquence nulle est
exclus).

La modélisation par FEM d’un matériau poroélastique nécessite de choisir les va-
riables. La premiere formulation proposée par Biot utilise 6 inconnues en chaque point,
les déplacements de la phase solide et de la phase fluide. Un autre choix peut &tre fait en
prenant comme variables les déplacements de la phase solide et les déplacements relatifs
fluide/solide [25], ou encore en choisissant le déplacement solide et le déplacement total
[26]. Goransson [23] a montré que I’hypotheése d’un fluide irrotationnel dans la phase po-
reuse permet de développer une formulation déplacement solide—potentiel de vitesses pour
la phase fluide qui permet d’aboutir a un systeme symétrique a 4 inconnues par noeuds.
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Cependant, ce modele sous—estime la dissipation, car la phase équivalente fluide possede
une partie rotationnelle. Cette correction peut étre apportée en utilisant une formulation dé-
placement solide—potentiel de vitesse—rotationnel [27]. Enfin, Atalla et al.ont proposé dans
[28, 29] deux formulations avec 4 inconnues par point en utilisant la pression comme va-
riable fluide. Ces formulations sont équivalentes a la premiere dans le domaine fréquentiel,
et ne different que par le traitement des conditions aux limites.

La principale difficulté avec la méthode FEM est le cofit de calcul. En effet, pour
un probleme tridimensionnel, un grand nombre de nceuds et d’éléments sont nécessaires
pour assurer la convergence des résultats. Le critere déterminant la convergence des
résultats est relié aux longueurs d’ondes se propageant dans le milieu. En général, au
moins 6 éléments par longueur d’onde sont nécessaires [30]. Or les longueurs d’ondes se
propageant dans les matériaux poroélastiques sont tres petites (de I’ordre du centimetre),
beaucoup d’inconnues par noeud sont alors nécessaires (6 inconnues par noeud pour la
formulation originelle de Biot, 4 inconnues par noeud pour la formulation proposée par
Atalla [28, 29]). En outre, les dimensions latérales importantes induisent un grand nombre
de noeuds par section, tandis que le maillage dans 1’épaisseur doit étre suffisamment fin
pour prendre en compte la compression de la couche poreuse, notamment dans le cas
de multicouches. Par exemple, Rumpler a montré dans [31] que le nombre d’inconnues
associées a la couche poreuse pouvait €tre supérieur ou égal au nombre de degrés de
liberté associés a la fois aux domaines acoustiques et structure. Le colit de calcul induit
par la présence des matériaux poroélastiques empéche toute tentative d’optimisation de
matériaux ou géométrie utilisant le modele complet de Biot—Allard, malgré I’augmentation
de la puissance de calcul des ordinateurs.

Pour contourner le probléme, deux approches sont couramment utilisées. La premicre
consiste a calculer la réponse par FEM du matériau modélisé par un modele de fluide
équivalent [32, 33, 34]. Les effets de dissipation sont pris en compte par une compressibilité
et une masse volumique complexes dépendants de la fréquence.

La seconde approche est de considérer que I’interface dissipative ne joue que le
role d’une impédance. Cette impédance peut €tre calculée par TMM dans une étape
antérieure au calcul FEM, ou intégrée directement dans une approche couplée FEM—
TMM [35, 36, 37, 38] . Des approches d’impédance probabilistes ont aussi été proposées
([39, 40, 41]). L’intérét de cette modélisation provient du faible colt de calcul associé au
modele d’impédance localisée ainsi qu’a la prise en compte des incertitudes concernant la
valeur de I'impédance, incertitudes liées au matériau et aux conditions aux limites.

1.2 Modéeles usuels

Dans cette section, les différents modeles utilisables pour traiter un probléme de vibroa-
coustique avec interfaces dissipatives sont décrits de maniere plus détaillée. Différentes
degrés d’approximation peuvent étre faits pour décrire la réponse d’un systeéme composé
d’une structure rayonnant dans un fluide léger compressible en présence de matériaux po-
roélastiques .
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Par ordre de complexité croissante on trouve : le modele d’impédance localisée, les
modeles de fluide équivalent, les modeles de plaque équivalente, le modele tridimensionnel
de Biot—Allard.

1.2.1 Modéele d’impédance localisée

Le modele d’impédance localisée est trés souvent utilisé pour des interfaces insonori-
santes appliquées sur des parois rigides planes. L’idée sous—jacente est que seul le niveau
de pression dans la cavité acoustique doit étre déterminé, et que la connaissance de la dyna-
mique tri-dimensionnelle de I’interface dissipative n’est pas nécessaire. Le modele consiste
a utiliser une relation reliant la pression et la vitesse pariétale a I’interface pour exprimer le
travail virtuel dfi a la vibration de I’interface dissipative sur la cavité acoustique seulement
en fonction de la pression acoustique.

La configuration est décrite en figure 1.1.

Murs rigides

x Déplacement source

Cavité acoustique
(Qa,pa)

Traitement acoustique
T, Zs

Figure 1.1 — Schéma du probleme général avec condition d’impédance.

Les parametres acoustiques utilisés dans la suite sont donnés dans le tableau 1.1.

Parametre Valeur
Masse volumique pg (kg.m™>) 1.21
Viscosité dynamique 7 (10°N.m~!.s7!) 1.84
Pression standard Py (Pa) 101325
Rapport des capacités calorifiques y 1.4
nombre de Prandtl Pr 0.71

Tableau 1.1 — Parametres de 1’air ambiant

Dans le domaine fréquentiel, le champ de pression p4 dans le domaine fluide Q4 est
régi pour toute pulsation w non nulle par I’équation variationnelle :

1 1
f 5Vpa - Vops — —=padpa |dQy = f u-nyuopadly (L.1)
Q4 \ POW POC Ta

ou I'y représente I’ensemble des surfaces du domaine, ny est la normale sortante au do-
maine et ot u - ny est le déplacement normal de I’interface.
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On définit d’autre part I’impédance de paroi en un point donné par le rapport de la
pression pariétale p en ce point par la vitesse normale v - ng dans ’espace des nombres

d’ondes :
plky, ky)

Zy(ky, ky) = —————.
S( * y) V(kx’ky)'nF

(1.2)
Cette condition d’impédance peut étre retrouvée en représentant I’interface dissipative
comme un systeme parallele ressort—amortisseur surfacique agissant entre la cavité et le
bati [42]. Par conséquent, le déplacement normal u(x, y).ng a I’interface s’écrit comme le
produit de convolution de la fonction d’impédance et du champ de pression a Iinterface :

1
u(x,y) -ng = EZs(x, y) * p(x,y). (1.3)

La connaissance de la valeur de I’'impédance Z; en tous points de 1’interface permet
donc de traiter le probleme couplé sans ajouter d’inconnue au probléme acoustique, ce qui
implique des temps de calcul faibles. Cette approche générale est exacte aussi bien pour des
géométries planes que pour des géométries complexes incluant des courbures importantes.
La seule approximation de I’approche est I’hypothese concernant la valeur de I’'impédance
Zs(x,y).

Habituellement, on considere que ce parametre ne dépend que de la fréquence, de
I’épaisseur et des matériaux constituant ’interface dissipative. Sa valeur est donc choi-
sie constante sur toute I’interface. Elle est calculée par TMM ou mesurée dans un tube
d’impédance. Cela revient a considérer que 'interface n’est excitée qu’a une direction
d’excitation donnée, c’est-a-dire que les réflexions sur les conditions aux limites latérales
sont elles-aussi négligées.

Pour calculer la réponse acoustique dans ce cas, il est utile d’invoquer le théoréeme de
Parseval pour exprimer le travail de I’interface sur la cavité acoustique

Wpoa = fr u-nyuopadly

(1.4)
= 4_71_2 j];x»kv Zs(kx’ ky)pA (kxa ky)épA (km kv)dkxdky

Dans le cas ou I’excitation acoustique sur I’interface est une onde d’incidence unique
(6, Do) (voir figure 1.2, 'impédance vérifie alors :
Zs(ky, ky) = Zs(kg’ kg)é(kx—kg,ky—kg) (1.5)

ol § est la fonction Dirac et ol les nombres d’ondes & et kg sont respectivement donnés
en fonction du nombre d’onde de I’excitation w/cq par :

kg = w/cp sin By cos Dy et k;) = w/cp sin B sin Dy. (1.6)

Par conséquent la vibration de I’interface dissipative génére une source acoustique qui peut
s’écrire :
1

Wpop = ———— opadly. 1.7
PoA ins(kg,kg)frApA padl’y (1.7)
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Onde plane incidente

Air ambiant

/ """ ( ......... \ o

| -+ Milieu dissipatif

Figure 1.2 — Définition des angles d’incidences.

La valeur de I'impédance dépend du champ de pression incident, et donc de I’excita-
tion. Elle est donc susceptible de varier dans 1’espace et pour différentes excitations acous-
tiques. Cela est di au fait que I’incidence des ondes de pression incidentes a un role sur
I’énergie transmise a I’interface dissipative. En particulier, dans le cas de fortes courbures,
I’hypothese de la contribution d’une seule incidence sur la paroi n’est plus valide. L’ap-
proche est donc valide pour les géométries planes. La validité de 1’approche est discutée
plus en détail par la suite.

Dans ce cas, deux cas limites peuvent étre distingués. En basses fréquences, le champ
de pression tend vers un champ de pression uniforme car les longueurs d’ondes sont tres
grandes. L’excitation étant uniforme, I’impédance est donc constante sur 1’interface. En
général on utilise la valeur de I'impédance a incidence normale car elle est tres facile a
déterminer a partir d’expériences utilisant un tube de Kundt. Sa valeur dans les basses
fréquences est indépendante de 1’angle d’incidence choisi.

Dans les hautes fréquences, le grand nombre de réverbérations sur les parois conduit a
un champ diffus. Des approches HF comme la SEA peuvent étre utilisées en utilisant I’ex-
pression du coeflicient d’absorption en champ diffus, provenant de la somme des contribu-
tions des différents angles d’incidences. Récemment, en minimisant 1’écart entre le coef-
ficient d’absorption en champ diffus et le coefficient d’absorption a un angle d’incidence
donné, Jeong et Brunskog [43] ont montré que 1’angle d’incidence optimal est de 1’ordre de
55° pour des matériaux a réaction locale, et de 45° pour les matériaux a réaction non locale
testés dans I’étude, selon les auteurs. En champ diffus, méme si la réalité physique de la
démarche est discutable, il suffit donc d’appliquer sur les parois une impédance constante
obtenue pour une incidence de 55°.

La force de ce modele est qu’a partir de la connaissance du parametre d’ impédance de
paroi, il est possible de calculer la réponse vibratoire du systeme a faible cofit, puisqu’au-
cune inconnue n’est utilisée pour modéliser I’interface dissipative. La difficulté associée
a ce probleme est d’obtenir la valeur de ce parametre sur toute la bande de fréquences
d’étude. Toutefois, si cette valeur est connue, le faible cofit de calcul en fait I’approche la
plus adaptée a de I’optimisation de placement de dispositifs insonorisants.

Cette approche a aussi menée a des études stochastiques [39, 40, 41]. Les incertitudes
dans les matériaux, les épaisseurs, les conditions aux limites entre les différentes couches
observées dans la réalité génerent de fortes différences entre I’'impédance nominale et I’im-
pédance réelle. Ce type d’approche permet de s’ affranchir de ces variations et d’étendre la
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validité des éléments finis aux plus hautes fréquences.

1.2.2 Modéele de fluide équivalent

Un modele plus riche est le modele de fluide équivalent. Ce modele permet de prendre
en compte la variation spatiale de la réponse, notamment en présence d’écoulements. La
remarque fondamentale derriere ce modele est que la plupart des problemes étudiés font
apparaitre une excitation acoustique. Ce type d’excitation n’excite en général que faible-
ment le squelette, donc le matériau poroélastique biphasique peut étre approché par un
fluide équivalent. Ce type de modele permet de n’avoir qu'un seul degré de liberté par
nceud, la pression. La limite de ce modele réside dans 1’hypothese régissant le mouvement
de la phase solide. Dans le cas ot le squelette peut étre comprimé ou subit une déformation
importante, par exemple quand une force est directement appliquée sur une couche poreuse
ou quand cette couche poreuse constitue le cceur d’un sandwich, ce modele n’est plus va-
lide car ce sont alors les ondes caractéristiques du squelette qui influent majoritairement
sur la réponse du matériau poreux.

1.2.2.1 Parametres poroacoustiques

Les parametres nécessaires pour modéliser le matériau poreux sous la forme d’un fluide
équivalent sont les parametres du fluide saturant les pores (I’air) et les parametres permet-
tant de représenter la géométrie des pores. Ces parametres sont la porosité, la résistivité,
la tortuosité, les longueurs caractéristiques thermiques et visqueuses, la perméabilité ther-
mique et visqueuse. IIs sont appelés parametres poroacoustiques, par opposition aux para-
metres mécaniques du squelette utilisés dans la théorie de Biot.

Porosité ¢ La porosité représente le rapport du volume occupé par le fluide saturant V¢
sur le volume total V; :
Yy (1.8)
= — < ]. .
¢ v,

Ce rapport est de I’ordre de 0.9 a 1 pour les matériaux utilisés en acoustique.

Résistivité o La résistivité d’un matériau poreux a un écoulement est donnée par :

Ap_

=00 (1.9)

ou Ap est la différence de pression exercée de part et d’autre du milieu poreux de longueur
d et de porosité ¢.
Ce parametre est habituellement compris entre 1kN.m.s* et 500kN.m.s*.

Tortuosité @, La tortuosité est définie par :

_<v(M)? >
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ou v(M) représente la vitesse du fluide. Ce coefficient représente un effet de masse ajoutée,
puisque la moyenne de 1’énergie cinétique est toujours supérieure a 1’énergie cinétique
calculée a partir de la vitesse moyenne. Ce coeflicient est typiquement de 1’ordre de 1.0
pour des matériaux fibreux a 3.

Perméabilité kg La perméabilité est reliée a la loi de Darcy :

k
oV = ——Vp. (1.11)
ny
Ce paramétre, mesurée en m?, est indépendant du fluide. Le rapport ky/¢ représente la

surface effective des pores.

<v>2

ko = ¢ (1.12)

- <V.AV>’
En basses fréquences, le parametre ky est relié a la résistivité et a la viscosité dynamique
1y du fluide saturant par : ko = n¢/0.

Résistivité thermique, tortuosité thermique, perméabilité thermique Ces quantités
sont les analogues des quantités précédentes quand le champ de vitesses est remplacé par
la température 7T'.

Longueurs caractéristiques A et A’ La taille de la couche limite visqueuse est définie

. o . . [2v .
en fonction de la viscosité dynamique du fluide saturant v par : § = 4/ —. La couche limite
w

: e v " .
thermique est définie par : 6’ = 4/ —, o v/ = v/Pr. Ces quantités permettent de définir la
w

limite entre les modeles basses fréquences et hautes fréquences.
L aire spécifique est Sp, rapport de la surface des pores sur le volume du matériau.

2
La longueur thermique est définie par : A’ = S_¢
P
fv vZdVp
La longueur visqueuse est définie par : A = =L
fsp v2dSp
La longueur caractéristique visqueuse est reliée a la résistivité par [44] :
8nraco
A= | 2HER, (1.13)
TP

ol c est proche de 1.

1.2.2.2 Mise en équation du modeéle de fluide équivalent

Le fluide équivalent est caractérisé par deux grandeurs, classiquement on utilise sa
masse volumique peq et son module de compressibilité f(eq. Le symbole ~ signifie que le
parametre est complexe et dépendant de la fréquence. Ces deux parametres peuvent étre
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reli€s a la vitesse des ondes de compression ceq, au nombre d’onde keq et a I'impédance
caractéristique Zeq par :

f(eq = ﬁechq
keq = w/ceq (1.14)
Zeq = peqceq-

A T’interface entre le fluide acoustique et le fluide équivalent, la discontinuité des impé-
dances caractéristiques conduit a une réflexion partielle des ondes sonores. Le coefficient
de réflexion R et le coeflicient d’absorption a sont fonction de I'impédance de surface Z;,
des impédances caractéristiques des fluides et de I’épaisseur de la couche poreuse d.

Z,= - Zeq cot(keqd)
cosf q
R Zscost —Zy (1.15)
Z,cosb+ 7
a= 1-|R?

ou 6 est I’angle d’incidence du champ de pression excitateur, défini par rapport a la normale
a l’interface entre les deux fluides.

Les équations reliant le champ de pression et le champ de déplacements sont les équa-
tions d’Euler linéarisées dans les petits déplacements écrites en régime harmonique :

~ 9
Pequ = Vp 1.16
p= -KV-u (1.16)
Le fluide équivalent est donc régi par une équation de Helmholtz :
V2p+kip =0. (1.17)

Ces équations font apparaitre qu’un fluide équivalent au matériau poreux est considéré
comme un fluide parfait, c¢’est-a-dire non visqueux. La viscosité est en faite présente dans
le caractere complexe et dépendant de la fréquence des parametres équivalents. De plus, le
fluide est considéré comme purement irrotationnel.

Les conditions limites classiquement définies sont :

o Interface fluide/fluide : continuité de la pression et du déplacement normal ;
o Interface solide/fluide : continuité du déplacement normal et des efforts normaux.

Des modeles plus complexes ont été développés (voir [45] par exemple). Ces modeles,
dits modeles généralisés, font apparaitre des termes de viscosité, et permettent de définir
des conditions aux limites plus réalistes, en particulier de séparer la condition de pores
fermés et de pores ouvertes. Ces modeles ne sont pas développés dans la suite, puisqu’ils
complexifient la phase fluide, alors que nous nous intéresserons en particulier a I’influence
du squelette.

Afin de relier les parametres du fluide équivalent aux parameétres poroacoustiques du
matériau poreux, différents modeles approchés ont été proposés. Ces modeles sont de plu-
sieurs sortes.
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Approche empirique

Cette approche consiste a identifier les parametres prépondérants et a les relier aux para-
metres des fluides équivalents par des lois empiriques. Delany et Bazley [6] ont d’abord
considéré que la résistivité et la porosité sont les parametres les plus influents. Basé sur un
grand nombre d’échantillons, ils ont proposé la loi suivante :

' 1.18
Zegw) = 222 (140.0571X7075 —0.087X072) (1.18)

ou X = pof/o etou f estlafréquence. Ce modele est valide pour 0.01 < X < 1.
D’autres modeles similaires ont été proposés sur le méme principe afin d’étendre le
domaine de validité du modele (voir par exemple [7, 46, 47]).

Approche géométrique
Des approximations géométriques peuvent étre faites pour décrire les pores, par exemple
une description par des cylindres, des sphéres etc.
D’une maniere générale, la masse volumique et le module de compressibilité sont écrits
sous la forme :
ﬁeq(w) = a(w)po
Reg(@) = K, (1.19)
Bw

ou K, = yPy est le module de compressibilité de I’air et py sa masse volumique.

Un résumé complet des différents modeles permettant de décrire les parametres a(w)
et S(w) est proposé dans [16].

Tout d’abord, la géométrie imparfaite des pores, la dispersion des parametres due aux
procédés de fabrication, aux inhomogénéités et a I’anisotropie implique qu’une précision
trés importante ne peut pas étre atteinte. De plus, les parametres poroélastiques doivent étre
identifiés expérimentalement. Des modeles simples, faisant intervenir un petit nombre de
parametres, sont donc intéressants. Une comparaison de différents modeles a été proposée
dans [48, 49, 14].

Connaissant les limites du modele de fluide équivalent, le choix a été fait de considérer
le modele tridimensionnel de Biot—Allard comme référence. Comme ce qui est couram-
ment fait dans la littérature, ce modele est associé au modele de Johnson pour obtenir
I’expression de a(w), tandis que S(w) est donné par le modele de Champoux—Allard.

Avec ce choix de modele, les valeurs des parametres du fluide saturant les pores en
présence du squelette sont donnés en fonction de la porosité, de la résistivité, de la tortuosité
et des longueurs caractéristiques thermiques et visqueuses par :

5 io¢ 4ia)17fa/gop0
Pr= pole|l— 1+ —
WP Ao (o)

5 _ YPo (1.20)
= 8n iwP A2\ 2
Y- =D+ —L (14 22RO
iwP,.N?pg 16n
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Finalement, les parametres du fluide équivalent & squelette immobile sont donnés par :

~ Py
Peq = E
) K/ (1.21)
Keqg= —.
¢

Cette dépendance fréquentielle a été justifiée par la suite par des approches micro—
macro [16, 50, 51]. Ces approches ont permis de montrer que ces expressions possédent des
asymptotes horizontales en basses fréquences et en hautes fréquences, et que leurs valeurs
peuvent étre reliées aux parametres poroacoustiques. De plus, la dépendance fréquentielle
de ces fonctions est completement déterminée si les valeurs asymptotiques sont connues.

Les modeles de fluide équivalent sont donc adaptés a la prédiction de la réponse de
matériaux simples a des excitations acoustiques. D’autre part, de nouvelles géométries sont
apparues, conduisant a de nouveaux matériaux acoustiques. Ces nouvelles structures jouent
sur I’inhomogénéité du comportement vibratoire. Afin d’éviter un maillage tres riche par
des méthodes purement numériques, résultant en des problemes dont le cofit est hors de
portée actuellement, des approches analytiques ont été développées a partir du modele
de fluide équivalent [52, 53]. Cela a permis de modéliser des métamatériaux, comme par
exemple, des plaques perforées, des matériaux a inclusions ou a double porosité, par un
modele de fluide équivalent.

1.2.3 Modéeles de plaque équivalente

Les modeles de plaque équivalente sont des modeles réduits dédiés a la simplification
de la géométrie et de la prédiction de la réponse vibratoire de structures planes composites
multicouches. Ces structures sont tres courantes dans 1’industrie aérospatiale, aéronautique
et automobile, par exemple sous la forme d’interfaces insonorisantes.

Ces modeles sont une réponse a I’inefficacité des éléments finis dans ces configurations.
En effet, la modélisation de I’ensemble des couches par des éléments finis tridimensionnels
est envisageable, méme dans les hautes fréquences, si le maillage est suffisamment fin. Les
plaques étant usuellement soumises a de la flexion, des éléments quadratiques doivent étre
utilisés. Cela induit cependant des coflits de calcul prohibitifs. Cela est d’autant plus vrai que
si des matériaux dont les parametres dépendent de la fréquence, comme les matériaux vis-
coélastiques ou les matériaux poroélastiques, sont utilisés, seule une résolution fréquence
par fréquence peut étre envisagée.

Plusieurs modeles de plaque équivalente ont été développés dans la littérature. Les
théories Classical Laminated Plate Theory (CLPT) et First Shear Deformation Theory
(FSDT) sont couramment employées. Pour plus de détails on pourra consulter le livre tres
complet de Reddy [54] sur le sujet.

La CLPT est une généralisation de la théorie de Kirchoff-Love, dans laquelle la défor-
mation transverse en cisaillement est négligée ainsi que les efforts normaux. Cette théorie
est satisfaisante pour des matériaux rigides et des plaques fines.

La FSDT a été présentée par Whitney [55] pour généraliser la théorie de Reissner
Mindlin. Avec cette théorie, la déformation en cisaillement est supposée constante dans
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I’épaisseur. L’intégrale sur I’épaisseur des efforts transverses est calculée de maniere ap-
prochée en utilisant un coefficient de recalage « habituellement choisi tel que : k = 5/6.

D’autres théories d’ordre plus élevé ont été développées. La High order Shear Defor-
mation Theory (HSDT) est basée sur le méme principe que la FSDT, sauf que les déforma-
tions transverses sont prises sous la forme de polyndomes d’ordre arbitraire de la coordonnée
de I’épaisseur.

Ces différents modeles sont des modeles de couche équivalente, autrement dit que la
plaque équivalente est une plaque monocouche. Au contraire, des approches couche—par—
couche (Layer-wise LW) ont été développées spécifiquement pour le cas de multicouches et
permettent d’obtenir de meilleurs résultats. Ces approches utilisent les mémes hypotheses
que les modeles précédents, mais pour chaque couche du multicouche. La discontinuité
des déformations et la continuité des efforts a toutes les interfaces sont prises en compte.
Il est possible d’améliorer les performances de ces modeles en ajoutant une fonction zig—
zag comme fonction sur laquelle projeter le champ de déplacements. Ces approches ont
été utilisées dans le cas de matériaux viscoélastiques ou plus récemment de matériaux
poroélastiques [56].

Les théories CPLT et FSDT sont peu cofiteuses, mais sont limitées aux basses fré-
quences. Leur limite de validité est définie par :

A
kwh<1 ouh< —. (1.22)
2n

ol k(w) est le nombre d’onde de flexion et /& I’épaisseur du panneau composite. La limite
de validité de ces théories est donc atteinte quand 1’épaisseur du panneau augmente ou
quand les longueurs d’ondes se propageant dans le matériau diminuent. Ce cas est parti-
culierement critique dans le cas de matériaux sandwich a cceur poroélastique, puisque les
longueurs d’ondes s’y propageant sont tres courtes.

Les théories d’ordre plus élevées ont un intérét dans le cas de matériaux tres souples
et épais. Dans ce cas, les déformations en cisaillement ne peuvent pas étre négligées. Les
théories plus complexes permettent alors d’étendre les théories d’ordre faible aux domaine
des hautes fréquences, a un colit numérique trés supérieur. En effet, dans le cas de matériaux
tres souples comme les matériaux poroélastiques, 1’ordre polyndomial nécessaire est tres
élevé, au moins de I’ordre de 4. Le modele de plaque équivalente est alors valide jusqu’a
plusieurs centaines de Hz, mais implique des cotts de calcul similaires aux éléments finis.

1.2.4 Modeéle de Biot—Allard

Le modele de Biot—Allard est le modele le plus riche considéré dans ce travail. Il
consiste en une extension pour les milieux acoustiques de la théorie de Biot [10, 11, 12]
initialement développée pour les géomatériaux et en I’absence de dissipation.

1.2.4.1 Hypotheses

L’hypothese principale de ce modele est I’existence d’un volume élémentaire représen-
tatif (VER). Ce VER est petit devant les longueurs d’ondes, mais grand devant la taille des
pores. Sur ce volume, il est possible d’intégrer le champ de déplacement microscopique
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fluide et le champ de déplacements du squelette. Deux champs de déplacement moyens
existent donc, correspondant a ce que I’on appellera « phase solide » et « phase fluide » par
la suite. La difficulté conceptuelle de ce modele est que d’un matériau biphasique, hétéro-
gene, on traite un matériau équivalent homogene possédant deux champs de vitesses et de
contraintes en tous points. Les champs de déplacements et de contraintes obtenus prennent
a la fois en compte la présence du squelette et du fluide saturant les pores.

Plusieurs choix ont été faits pour décrire les vibrations d’un tel matériau. La premiere
formulation, appelée formulation (u®, u"), utilise le champ de déplacement de la phase so-
lide u® et le champ de déplacement de la phase fluide u', soit 6 inconnues en tous points.
Une seconde formulation a été proposée par Biot afin de mieux quantifier 1I’énergie dans un
tel matériau [25], en remplacant le champ de déplacement fluide par le champ de déplace-
ment relatif du fluide par rapport au déplacement du solide (formulation (u®, w)).

Ces formulations ont ensuite été utilisées pour 1’acoustique en réutilisant les parametres
poroacoustiques ainsi que les expressions des parametres des fluides équivalents, donnant
naissance a la théorie de Biot—Allard. Cette théorie est décrite en profondeur par Allard et
Atalla dans I’ouvrage de référence [16].

Dans toute la suite, les indices ou exposants s et f désigneront respectivement la phase
solide et la phase fluide, et p la pression exercée dans la phase fluide a I’intérieur du milieu
poreux.

1.2.4.2 Parametres et variables

Variables possibles Pour modéliser la partie solide, on utilise une formulation primale
en déplacement, la variable naturelle utilisée est le champ de déplacement de la phase
solide u®. Pour la phase fluide, de la méme maniére que pour des problémes d’interactions
fluide/structure classiques, deux choix sont possibles : soit le champ de déplacement de la
phase fluide uf est choisi, soit la pression exercée dans la phase fluide p est considérée. Il
est aussi possible de considérer a la place de la phase fluide n’importe quelle combinaison
des déplacements de la phase solide et de la phase fluide. En particulier, deux champs de
déplacements sont importants : le champ de déplacement relatif w = ¢(u’ —u®) et le champ
de déplacement total u' = gu’ + (1 — p)u’.

Tenseurs des contraintes Les contraintes exercées dans les phases solide et fluide sont :

s as _ 40
o o —¢5pl

o~ oot (1.23)

ou &° est le tenseur des contraintes ressenties par la phase solide quand la pression est
nulle. Pour cette raison, elle est aussi appelée contrainte du poreux in vacuo, et ne dépend
que des parametres mécaniques du squelette : la masse volumique du milieu in vacuo py,
les coefficients de Lamé A et u, ’amortissement structural 7. Ce tenseur des contraintes est
relié au tenseur des déformations & = (Vu® + V' u®)/2 par la relation classique :

0° = Atre + 2ue. (1.24)
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Cette relation suppose un comportement isotrope du matériau. Un comportement aniso-
trope est observé pour certains matériaux, on se référera par exemple a [57, 58, 59] pour
leur modélisation numérique. Dans le cadre de ce manuscrit, on se limite a des matériaux
isotropes.

On peut aussi définir le tenseur des contraintes associé aux contraintes totales ressenties
par le volume élémentaire comme la somme des contributions dues aux phases solide et
fluide :

t :0.s+0.f

=6* - ¢(1+ 0/R) pL

o
(1.25)

Dans le cadre des hypotheses de Johnson—Champoux—Allard (JCA), les expressions des
coefficients Q et R se simplifient en :

o' =6 - plL (1.26)

Parametres de rigidité La rigidité du squelette in vacuo est paramétrée par ses coeffi-
cients de Lamé. Cependant, la présence de la phase fluide modifie la rigidité du matériau
poreux saturé d’air. Pour prendre en compte cette modification, quatre parametres sont dé-
finis en fonction de la porosité et des modules de compressibilité du matériau constituant
le squelette K, du squelette in vacuo K et du fluide K par [60] :

(1 -¢)(1 - ¢ - Kp/K;) Ky + ¢(Ks/Kp)K)

F= 1 -¢ - Kp/K;s + ¢K,/Ky AN
o (1_¢_Kb/Ks)¢Ks
O 124" KK, +9KJK, (127
P ¢*K,
 1-¢-Ky/K + 0K,/ Ky
N= pu

On note parfois A = P—2N le coefficient de Lamé du milieu saturé d’airet A = A—Q?/R? =
A le premier coefficient de Lamé du squelette dans le vide.

Cependant, le module de compressibilité du matériau est souvent inconnu, d’autant
qu’il varie selon le procédé de fabrication. La théorie de Johnson—Champoux—Allard fait
I’hypothese que la rigidité du squelette est grande devant celle de I’air et petite devant celle
du matériau : Ky << Ky << K. Cela permet de simplifier les expressions précédentes
pour obtenir finalement [16] :

P= A+2u+ Q%R

0= (1-¢)K;

o ok, (1.28)
N=
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Parametres de masse On définit les masses volumiques effectives des différentes phases
en I’absence de dissipation par :

p12 = —Ppo(ae — 1),
Pl = Ps— P12, (1.29)
P2 = ¢po—pP12
ou p, est la masse volumique du squelette in vacuo.
En présence de dissipation, le modele de Champoux—Allard permet de compléter ces
expressions en ajoutant une dépendance fréquentielle :

. ib
Pr2= —¢po(@e — 1) + —,
I . w (1.30)
P11 = Ps— P12,
P22 = ¢po—pr2.
Le coefficient de correction de couche limite visqueuse est donné par :
- 4iwn ra, 1z
b= og?| 1+ TR0 (131)
(c1¢)?

1.2.4.3 Premiére formulation de Biot, formulation (u®, u’)

Les déplacements u® et u’ sont utilisés comme variables, tandis que les contraintes
considérées sont le tenseur des contraintes de la phase solide o et de la phase fluide o'.
Les équations de la dynamique du milieu poreux s’écrivent en fonctions des parametres
donnés dans le paragraphe précédent par :

V.ot = -’ — wppu
f 25 s 2% f (1.32)
V.o'= —wppu® - wpnu.
On observe un couplage inertiel symétrique entre les deux phases tandis que I’expres-
sion des contraintes est elle-mé&me symétrique. Tous les coefficients sont complexes et
dépendent de la fréquence.
La formulation variationnelle associée a cette formulation s’écrit :

Trouver u® € C* et u’ € C/ tels que pour tous su® € C** et su’ € ¢/,

f (a’s : g(6u®) — WP u’ - out — wppu’ - 6us) dQ = fa’sn -outdrl,
0 r (1.33)

f (of : s(6u") - wpyu’ - Su’ - wppu’ - 6u’)dQ = f o'n - susdr.
Q I

avec o = —gpl.

1.2.4.4 Ondes volumiques

A partir de la premiére formulation, il est possible de décomposer les champs de dé-
placements en la somme d’une partie irrotationnelle et d’une partie solénoidale. Cette dé-
composition de Helmholtz s’écrit :

$= Vo' + VX W

u
uf = Vo' + V¥l (1.34
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Utiliser I’équation (1.34) dans I’équation (1.32) permet de découpler les termes rotationnels
¥ et W' des termes irrotationnels ¢° et ¢

1~iV2¢S + Q:V2¢f —wp11¢* — W Prag’,
OV + 1§V2¢f = —w’P1¢’ — wpnd',
2 2~ p _
NV + (pn - pﬁ)q’ _—
vi= L2y,
P22

(1.35)

Cette décomposition fait apparaitre trois solutions indépendantes (voir [16]. Une onde
de cisaillement W3 se propage dans les deux phases. Cette onde est apportée par la présence
de la phase solide, mais se propage aussi dans la phase fluide par un effet visco—inertiel.
Deux ondes longitudinales ®; et @, associées respectivement aux potentiels ¢° et ¢! pro-
viennent du couplage entre les ondes longitudinales se propageant dans 1’air saturant les
pores et le squelette, pris indépendamment 1’un de 1’autre. Ces deux ondes sont appelées
«onde rapide » et « onde lente » respectivement. Dans le cas d’un découplage total entre
les deux phases, chaque onde se propage indépendamment de 1’autre dans son milieu ori-
ginel. Cependant, la grande surface effective de couplage entre squelette et fluide au sein
d’un matériau poroélastique fait qu’en général ces deux ondes sont couplées. Le couplage
est cependant partiel ou asymétrique. Alors que le rapport de la vitesse fluide sur la vitesse
solide est proche de 1 pour I’onde rapide et pour I’onde de cisaillement, signifiant que le
fluide est mis en mouvement par le solide avec la méme amplitude, ce rapport est trés grand
pour I’onde lente. Cela signifie que le mouvement de I’air saturant n’a que peu d’influence
sur le mouvement du squelette.

L’onde lente est une onde principalement « fluide ». Elle est fortement dissipée méme
en basses fréquences, en particulier a cause des importantes pertes par dissipation visqueuse
dues aux grandes vitesses relatives entre la phase solide et la phase fluide.

Les nombres d’ondes des ondes de compression sont donnés par :

w? (13/322 +Rp1 —20p12 - \/Z)

k2
: 2(PR - 02)
5 (5 N . (1.36)
oo @ (szz +Rp1i —20p12 + VA)
’ 2(PR- (2) ’
ou A est donné par :
- - . \2 Lo
A= (Pﬁzz + Rpy1 — 2Q/512) -4 (PR - QZ) (ﬁuﬁzz —,5%2)- (1.37)
L’équation de dispersion de 1’onde de cisaillement est quant a elle :
~
pw
K== 1.38
2= (1.38)

2
ﬁ=&u—§EJ (1.39)
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Le rapport des amplitudes des ondes dans la phase fluide et dans la phase solide est
donné pour chaque onde par :

fids — _ Pk%_“)zﬁ“

/Py = = w*pr—-0k

o J0s = = DazPu (1.40)
2072 H2 wzﬁlz—Qk%
f _ _ ng_wzi)ll

WYy = ==

1.2.4.5 Formulation déplacement—déplacement total (u®, u')

Cette formulation a été proposée par Dazel [26]. L’ origine de cette formulation réside
dans le constat que toute combinaison linéaire des champs de déplacement u® et u! peut
étre utilisée. On peut alors choisir comme variables :

u au® + bu'
w = cu+du.

(1.41)

L’énergie de déformation est donnée par Biot en fonction de u® et uf par 1’expression

quadratique suivante :
2 2

AL RE N 4 O
W—A2 +R2 +2Nsijsij+Qes (1.42)
ote=V-ul,e=V-u etles termes de déformation sfj valent :

s 1 6”1S (9143 P 2
&= 3 6_J + i pour tout (i, j) € {x,y,z}". (1.43)
Cette expression de I’énergie de déformation peut étre réécrite en fonction des termes uj,
u, a, b, c etd (voir [26]). L'idée de Dazel est de choisir les parametres a, b, c et d tels que

les termes croisés en u; et up disparaissent. Un choix possible est :
a=1 b=0 c=¢Q/R d=4¢. (1.44)

On obtient finalement pour les variables permettant de découpler le couplage de raideur
entre les deux phases :
u = u

u” :¢(uf+

)y

) us). (1.45)

Dans I’hypothése du modele de Johnson—-Champoux—Allard, le terme OQ/R peut étre
simplifié, la variable u" vaut alors :

u” =gu’ + (1 - g =u'. (1.46)

Les variables finalement proposées par Dazel sont donc le champ de déplacements de la
phase solide u® et le champ de déplacements totaux u'. Il faut remarquer qu’aucune ap-
proximation autre que le modele de Johnson—Champoux—Allard n’est ajoutée.
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Les équations de la dynamique peuvent alors étre écrites sous la forme :

V.65 = —25 — w25l
o wzesu~ : w p;q]/u t (1.47)
“Vp = —wPeqy® — W Pequ’.
Les coeflicients apparaissant dans 1’équation précédente sont donnés par :
Ps= P+7Peq
y= ¢(fﬁ - %) (1.48)
p= —KV-u.
La formulation variationnelle associée s’écrit :
Trouver u® € C* etu' € C' tels que pour tous du® € C** et su' € C™*,
f (6’8 : 8(0u’) — wW2psu’ - Su’ — a)zj“qéequt . 6us) dQ = fé"sn -outdr,
Q r (1.49)

L (—¢pI : g(ou') — wzifﬁequs -ou' — (uzf)equt . 5ut) dQ = j;—pn -ou'drl.

1.2.4.6 Formulation déplacement—pression (u®, p)

Cette formulation a été proposée en 1998 par Atalla et al.[28] et est appelée formula-
tion mixte déplacement—pression. Ce n’est pas a strictement parler une formulation mixte
au sens mathématique puisque les variables ne sont pas les variables de déplacement et
d’effort pour chaque phase. Cependant, une variable de déplacement est utilisée pour la
phase solide tandis qu’une variable d’effort (la pression) est utilisée pour la partie fluide.
Cette formulation n’a été obtenue que dans le cas d’un régime harmonique (dépendance en
exp(iwt)), excluant le cas statique. Elle permet de n’utiliser que quatre degrés de liberté en
chaque point au lieu des six degrés de liberté précédemment utilisés dans les modeles en
déplacement—déplacement.

Les équations de la dynamique s’écrivent avec ce choix de variable (voir [28] pour plus
de détails) :

V-6 +pwtut +5Vp = 0

2 (1.50)

V2p 4+ o’ pujw’

p vV-ut= 0.
R ¢?

Les équations de la dynamique peuvent aussi étre réécrites en faisant apparaitre les
parametres du fluide équivalent avec squelette immobile f{eq et Pegq :

V-6 +pw*u® +7Vp =0

1, 1 3 (1.51)
——Vp+—p-yV-u* =0.
Peq Keq

Deux formulations variationnelles ont été proposées par Atalla et al.([28, 29]). La pre-
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miere s’écrit :
Trouver u® € C* et p € CP tels que pour tous su® € C** et dp € CP*,

f (0’\_S : g(ou®) — (,L)zﬁllS -ou® —yVp - 5lls) dQ = fa'sll -ou’dr,
o r

e e 3 . n e
f(~ 5Vp-Vép — —=pép—yVép-u )dQ = —f(yu ‘n— — 2Vp-n)épdl“.

Q \pPnw R r P22w
(1.52)
La seconde formulation permet de construire rapidement les matrices éléments finis
pour une structure composite. En effet, avec cette formulation, le couplage entre poreux
et poreux et entre poreux et solide est naturel. Cela signifie qu’il n’y a pas de matrices de
couplage entre les deux matériaux, mais seulement des conditions de Dirichlet. Le couplage
entre un milieu poreux et un milieu acoustique se fait par 1’introduction de matrices de

couplage classiquement utilisées en interactions fluide—structure.

¢(1 +@)Vp-6us+¢(l +g)pV-6uS

Trouver u® € C* et p € C? tels que pour tous ou® € C** et op € C*,
P22 R
2 2
f( ¢ Vp-V(Sp—(prép)dQ
Q R

(6° : s(0u) - wpu’ - 6u*) dQ
),
pnw* T

—f[qs(u@)v(sp-qus(ng)(spv-uS]dQ:f¢(uf—u5)-n5pdr.
Q P22 R r

1.2.4.7 Conditions aux limites

dQ = fotn~6usdl",
r (1.53)

Les conditions aux limites s’exercant sur un milieu poreux sont décrites par la suite.
Il est important de garder a I’esprit que ces conditions limites s’appliquent sur le milieu
équivalent au matériau réel, par conséquent la question de la prise en compte de phéno-
menes microscopiques a I'interface est difficile a résoudre dans ce formalisme. En effet,
les parametres du matériau équivalent sont identifiés en fonction de conditions expérimen-
tales, donc des taux de compression appliqués. Deux matériaux a priori identiques, selon
la facon dont ils sont fixés sur les parois, sont donc susceptibles d’avoir des parametres
équivalents tres différents.

Interface poreux/poreux Les conditions aux limites entre deux milieux poroélastiques
sont la continuité des effort normaux totaux, du déplacement total normal et de la pression.
On peut ajouter la continuité du déplacement de la phase solide suivant la condition de
collage entre les deux couches. On note par les indices 1 et 2 les deux milieux et n et t
respectivement la normale et la tangente a I’interface. Ces conditions s’écrivent :

o,-n= 0,-n
uj-n= u,-n

uj = u3(collage)
pr= p2.

(1.54)
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En utilisant I’expression (1.25) reliant la contrainte totale, la contrainte in vacuo et la pres-
sion, il apparait que les contraintes exercées sur le solide in vacuo ne sont en général pas

continues : . -
(6-51—¢1 (1+%))-n:(&§—¢2(1 +%))-n. (1.55)
1 2

Cependant, dans I’hypothése du modele de Johnson—Champoux—Allard, le terme
1) (1 + Q/]?) est égal a 1, résultant dans la continuité des contraintes in vacuo :

o = 6. (1.56)

D’autre part, a ’exception du cas ou les porosités sont constantes, les contraintes exer-
cées dans la phase solide et dans la phase fluide o et o sont discontinues.

Enfin, trois types d’interface peuvent étre réalisés dans la pratique : condition collée,
glissante ou libre (espace d’air). Dans le troisieme cas, une couche d’air de faible épaisseur
(de I’ordre du millimetre) doit €tre prise en compte. Les deux autres conditions s’expriment
sur le déplacement solide :

Collage parfait : u’ = u}

8P 1= (1.57)

Interface glissante : uj -n=u} -n.

Interface poroélastique/solide ILes conditions aux limites entre un milieu poroélastique
P et une structure solide S sont :

t —
P-Il—0'5~n

Collage parfait : u; = ug et u{, ‘n=us-n (1.58)
Liaison glissante : uls:, ‘n=1ug-net u£ ‘N =ug-n

g

Interface poroélastique/acoustique Les conditions aux limites entre un milieu poroé-
lastique P et un fluide acoustique (air) A s’écrivent :

t — A-S —_
o'P-n+pA-n_O,eta'P~n_0

SRR (1.59)
p =Ua-N

ou n est la normale a I’interface.

1.2.4.8 Modele de Biot-Allard et lien avec fluides équivalents

Le modele de Biot—Allard est parfaitement compatible avec les modeles de fluide équi-
valent. Deux modeles sont généralement utilisés.

Le premier considére que I’excitation acoustique ne met pas en mouvement le squelette
(modele dit « rigide », ou a squelette immobile). 11 suffit d’utiliser la relation u® = 0 dans les
modeles précédents pour obtenir 1’équation du fluide équivalent. Le champ de déplacement
du fluide équivalent est alors égal au champ de déplacement total :

U = u' = gu’ + (1 - p)u’ = gu' (1.60)
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tandis que le champ de pression est le méme peq = p. La formulation (u®,u') permet
alors de retrouver directement la relation liant la pression et la divergence du champ de
déplacement ainsi que 1’équation d’Euler vérifiée par le fluide :

p= —I?qu “Ueq

1.61
-Vp = —wzﬁequeq. ( )

Ces relations peuvent aussi étre obtenues a partir des autres formulations, puisque
toutes ces formulations sont équivalentes dans le domaine fréquentiel.

Un autre modele de fluide équivalent est parfois utilisé pour simuler la réponse acous-
tique de matériaux poreux tres souples, la plupart du temps des matériaux fibreux. Ces
matériaux ont la particularité d’avoir une rigidité tres faible. On peut alors considérer que
I’énergie de déformation associée a la phase solide est faible devant les énergies cinétiques
des deux phases et devant 1’énergie potentielle de la phase fluide. Ce modele est appelé
modele souple (limp) [61, 62]. Ainsi le module de compressibilité du squelette in vacuo est
pris égal 2 0 :

E(l-v)
A+2y= ——MmMF—— = 1.62
= -2 (162)
Cela se traduit dans le modele de Biot par I’hypothese :
V.-6° =0. (1.63)

Cette hypothese permet d’exprimer le déplacement de la phase solide en fonction du dé-
placement total :
w = -y (1.64)
Ps

Cela conduit a une masse volumique équivalente et un module de compressibilité équi-

valent égaux a :

Plimp = —— 5
+

1

(1.65)

N | —
™
2

K limp = eq

ou I'indice eq désigne les parametres du fluide équivalent a squelette rigide. Ce modele
permet d’inclure I’énergie cinétique de la phase solide. Ce modele est donc adapté pour
des couches poroélastiques en matériau fibreux et placées sur des parties mobiles.

Le modele de fluide équivalent ne fait intervenir qu’une onde de compression, comme
si le fluide était purement irrotationnel. Au contraire, la prise en compte du squelette crée
Iexistence d’une onde de cisaillement qui peut se propager a la fois dans la phase solide
et dans la phase fluide. En réalité, cette onde ne se propage que si le squelette est excité,
ce qui signifie que pour un matériau tres rigide, celle-ci a une amplitude nulle. Ensuite
si le matériau est treés souple (matériau fibreux), I’onde de cisaillement a une longueur
d’onde tres faible, tendant vers 0 dans I’approximation du modele souple. Méme si elle est
excitée, cette onde ne peut donc pas avoir d’influence sur la réponse du matériau a I’échelle
macroscopique. Le modele de fluide équivalent est donc cohérent dans ces deux cas.
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1.2.4.9 Criteres pour les fluides équivalents

Afin de déterminer si un matériau poroélastique peut &tre ou non modélisé par un mo-
dele de fluide équivalent, plusieurs critéres peuvent étre utilisés.

Le premier critére a été proposé par Zwikker et Kosten [4]. La fréquence de Zwikker
et Kosten définit la limite basses fréquences au dela de laquelle le fluide ne transmet pas
d’énergie au solide. Cette fréquence vaut :

0'¢2
2np,”

Jzx = (1.66)
Cette fréquence est de 1’ordre de quelques centaines de Hz pour la plupart des matériaux
usuellement utilisés en vibroacoustique. Au-dela de cette fréquence, il y a donc découplage
partiel.

Le modele de fluide rigide peut étre en général utilisé quand seules des excitations
acoustiques sont appliquées sur la couche poroélastique. La validité de ce modele est d’au-
tant plus grande que le module d’Young du squelette est grand. D’autre part, le modele de
fluide équivalent dit rigide signifie que le squelette est immobile. Ainsi, le déplacement de
la phase fluide ne permet pas de mettre en mouvement la phase solide. Cela a typiquement
été observé pour des matériaux possédant une résistivité inférieure a 10000 N.m.s™%.

Pour déterminer si le modele souple est meilleur, on utilise le critere appelé Frame
Stiffness Influence (FSI) [61]. Ce critere est basé sur le rapport entre les longueurs d’ondes
de I’onde fluide et celui de I’onde de compression du solide :

k2 o1
FSI = —2v _ Fp (1.67)
ks pcKy

ol ke = w+/pe/P est le nombre d’onde de compression se propageant dans le matériau

ayant le module de compressibilité du squelette in vacuo P = 1+2u et la masse volumique

du squelette saturé d’air p. = ps + ¢po — @.

Typiquement, quand le FSI est inférieur a 0.5 le matériau peut étre considéré comme
vérifiant le modele limp.

1.2.5 Conclusion

Différents degrés de modélisation sont donc possibles afin de prendre en compte la
complexité des échanges au sein d’un milieu poroélastique. Le modele le plus simple, mais
le plus difficile a interpréter physiquement, est le modele d’impédance. A I’autre extrémité,
le modele de Biot—Allard permet de prendre en compte tous les échanges énergétiques ainsi
que la dépendance fréquentielle des parametres. Ce modele, tridimensionnel, implique des
colits de calcul importants, limitant, en I’état des moyens actuels, son application a des
géométries de faibles dimensions et des configurations simples.

La notion d’onde se propageant dans un milieu poroélastique a été introduite. Elle sera
au ceeur des développements dans ce manuscrit.
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1.3 Meéthodes de résolution

Dans cette section on présente bricvement les différentes méthodes numériques utili-
sées pour résoudre le probleme en utilisant les modeles précédents. En raison de la com-
plexité des matériaux poreux, les approches purement analytiques sont difficiles a mettre
en ceuvre. Des solutions exactes de champs rayonnés par des fluides équivalents peuvent
toutefois étre calculées (voir [16] par exemple).

Les approches couramment utilisées sont donc des approches semi—analytiques (mé-
thode des matrices de transfert — TMM) et des méthodes purement numériques. Parmi
celles—ci, malgré le développement récent de techniques sans maillage (PUFEM [63]), la
méthode des éléments finis (FEM) [19] reste actuellement la référence a la fois dans le
monde universitaire et pour I'industrie.

1.3.1 Méthode TMM (Transfer Matrix Method)

La méthode des matrices de transfert est une méthode semi—analytique trés connue dans
la communauté scientifique et industrielle traitant de problemes de vibroacoustique. Elle a
été initiée par Thomson [17] et Haskell [64] puis développée dans de nombreux domaines
de la physique. En particulier, une application intéressante de la technique réside dans son
utilisation pour calculer les parametres acoustiques de structures multicouches, incluant en
particulier des matériaux poroélastiques [18, 16].

On considere une géométrie plane de largeur infinie, d’épaisseur arbitraire, dans un
cadre bidimensionnel.

Dans chaque couche, la TMM considere le vecteur d’état, constitué des déplacements et
des contraintes. Ce vecteur dépend de la position dans 1’épaisseur. A partir de la projection
sur les ondes volumiques dans la couche, il est possible de calculer la matrice de transfert
permettant de relier les vecteurs d’état aux deux extrémités de chaque couche. Ensuite, la
prise en compte des conditions aux limites aux interfaces entre les différentes couches et
aux interfaces extérieures permet d’exprimer un systeme linéaire dont les inconnues sont
les vecteurs d’état dans chaque couche. A partir de ce systtme peuvent étre calculés les
coeflicients caractérisant la réponse acoustique du multicouche, comme son impédance de
surface, ou son coeflicient de transmission. Pour étre valide, cette méthode doit s’appliquer
a un milieu plan de largeur infinie. Elle sera rappelée plus en détail dans le chapitre 4.

Cette approche est utilisée pour dimensionner des interfaces dissipatives vis—a—vis de
leurs coefficients acoustiques. La valeur de 1’impédance peut étre utilisée dans un code
FEM pour simuler I’influence de I’interface dissipative sans ajouter d’inconnues, le coeffi-
cient d’absorption peut étre utilisé dans des codes de tir de rayons ou des approches hautes
fréquences comme la Statistical Energy Analysis.

Un défaut de la méthode est son instabilité. Pour des couches de grandes dimensions par
rapport aux longueurs d’ondes, les matrices de transfert ont des mauvais conditionnements.
En effet, leurs valeurs propres sont reliées a la longueur de la couche L et aux nombres
d’onde k par :

A = exp(—ikL). (1.68)
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Pour des ondes dissipatives, le nombre d’onde est complexe, donc le module de la valeur
propre croit ou décroit exponentiellement suivant la direction de propagation de 1’onde :

|4 = exp(Im(k)L) (1.69)

ou Im(k) < O pour des ondes incidentes et Im(k) > O pour des ondes réfléchies. Ainsi, les
erreurs numériques sont démultipliées par 1’existence des ondes réfléchies. Pour résoudre
ce probleme, plusieurs formulations stables ont été proposées [65, 66]. En particulier, Dazel
et al.[66] ont montré que I’instabilité inhérente a la méthode pouvait étre supprimée car le
vecteur d’état contient de I’information non nécessaire. Ainsi, il est possible, en utilisant
la notion de « vecteur Information », qui est un vecteur de taille réduite a partir duquel
le vecteur d’état peut étre calculé, de développer une formulation n’impliquant que des
exponentielles décroissantes. La formulation est alors stable.

1.3.2 Méthode WBM (Wave Based Method)

La méthode WBM a été initiée par W. Desmet [67] et a conduit a de nombreux déve-
loppements pour la modélisation de cavités acoustiques, de matériaux élastiques ou poroé-
lastiques. Cette approche de Trefftz consiste a exprimer le champ des inconnues sur chaque
élément du domaine par une somme d’ondes volumiques, vérifiant exactement 1’équation
de propagation. Les conditions aux limites sont ensuite appliquées sous forme faible en
construisant la formulation variationnelle associée au probleme.

Il a été montré [68] que cette méthode converge dans le cadre de géométries convexes,
avec une convergence plus rapide que celle des éléments finis. Cette convergence rapide
s’explique par I'utilisation de fonctions de forme physiquement admissibles pour chaque
élément. Des travaux ont été menés pour modéliser des géométries plus complexes, en
utilisant notamment des techniques de sous-structuration [69, 70].

Dans le cas d’un probléme vibroacoustique industriel, cette méthode est limitée par les
géométries complexes qu’on peut trouver. Afin de combiner les performances de la WBM
avec la généralité des éléments finis, des approches couplées FEM—WBM sont dévelop-
pées [71, 72]. Ces approches permettent de réduire fortement le colit numérique associé
au domaine acoustique, donc de condenser la complexité du probleme sur les interfaces
dissipatives.

1.3.3 Eléments finis et méthodes de réduction

Si la méthode des éléments finis est tres générale et versatile, son défaut principal est
le temps de calcul. En effet, le probleme avec interface dissipative est de tres grande taille
et est seulement valide dans le domaine fréquentiel. Des approches modales standard ne
peuvent pas €tre utilisées car les parametres dépendent de la fréquence, donc le probleme
aux valeurs propres obtenu est non-linéaire en fréquence. Dans cette partie, on se limite
a une présentation succincte de deux approches, la réduction par approximants de Padé et
par superposition modale pour un matériau poroélastique.
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Réduction du nombre de degrés de liberté par approche modale

La méthode de syntheése modale (Component Mode Synthesis — CMS) est une méthode
courante habituellement utilisée en dynamique des structures ou en acoustique qui consiste
a utiliser comme inconnues les amplitudes des modes stationnaires de la structure a la
place des inconnues nodales. Le succes des approches modales s’explique par le fait que
cette technique permet a la fois une réduction trés importante du nombre d’inconnues, mais
aussi que ce type de réduction s’interprete tres facilement en considérant les modes propres
comme des déformées caractéristiques du systeme. La difficulté a appliquer cette technique
aux domaines poroélastiques vient du caractere complexe et dépendant de la fréquence des
matrices.

Dazel [73, 74] a utilisé une technique de modes complexes pour résoudre le probleme.
Cependant les réductions importants coiits de calcul qui sont générés ne rendent pas 1’ap-
proche tres intéressante du point de vue du temps de calcul.

Au contraire, des approches de types modes réels ont été développées par Rumpler et al.
[75] pour la formulation déplacement—déplacement et par Dazel [76, 77] pour les formu-
lations déplacement—déplacement et déplacement—pression. Les matrices sont exprimées
comme combinaison linéaire de matrices indépendantes de la fréquence, utilisées pour cal-
culer une base modale. Ces approches permettent dans le cas de géométries simples d’ob-
tenir de grands facteurs de réduction du cofit de calcul, cependant dans le cas de géométries
complexes le nombre minimal de modes a considérer reste tres grand, limitant 1’intérét de
I’approche aux domaines des basses fréquences.

La difficulté dans les approches modales est de tenir compte du couplage entre les deux
phases. Ainsi, Sgard et al.[78, 79] ont projeté la réponse dynamique du matériau poreux
sur les modes découplés (Decoupled Modal Analysis) de chaque phase. Cela conduit a des
erreurs quand le couplage entre les deux phases a une grande importance sur la dynamique.

Réduction du nombre de fréquences de résolution par interpolation

Une seconde méthode de réduction des cofits de calcul consiste a interpoler le résultat & une
fréquence arbitraire a partir des résultats calculés en un nombre réduit de fréquences. Cette
approche est donc intéressante pour des problémes dont les parametres sont fonction de la
fréquence. La difficulté de 1’approche est liée aux fonctions d’interpolation et au choix des
fréquences de calcul. Afin de représenter correctement les résonances et les antirésonances,
on utilise souvent I’interpolation basée par les fonctions de Padé, définies par une fraction
rationnelle de deux polyndomes. Cette méthode a été utilisée récemment dans le cas de
matériaux poroélastiques par [80, 81, 56].

Cependant, avec cette approche il est toujours nécessaire de résoudre le probleme élé-
ments finis en un nombre donné de fréquences. D’autre part, on ne peut pas prédire I’erreur
commise par le choix de I’ordre d’interpolation et de la fréquence de calcul. En particu-
lier, pour une précision optimale, un algorithme adaptatif peut étre utilisé pour choisir les
fréquences de calcul. Cela peut conduire a un nombre important de fréquences centrales,
réduisant 1’intérét de I’approche.
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1.4 Meéthodes de guide d’onde

Enfin, depuis plusieurs années émergent les techniques basées sur I’hypothése de pério-
dicité du milieu. Nous proposons de classer ces techniques selon leur caractére analytique
ou au contraire numérique, bien que les développements soient parfois similaires.

1.4.1 Approches périodiques analytiques

Les approches périodiques pour la mécanique ont été formulées par Mead [82, 83, 84,
85]. Au lieu de considérer une formulation en raideur dynamique, reliant les efforts et les
déplacements en tous points, ces méthodes consideérent une formulation en espace d’état,
contenant en un point donné a la fois les efforts et les déplacements, afin de construire
une relation donnant la variation du vecteur d’état en fonction de la position. Ces formu-
lations menent donc a des formulations dites « de transfert ». Ces approches trouvent leur
justification mathématique dans les travaux de Floquet et dans le formalisme de Stroh.

Cette démarche, naturellement dédiée au cas de géométries unidirectionnelles, a été
adoptée dans de nombreux travaux analytiques dans le domaine de la mécanique des so-
lides, en particulier pour le contrdle non destructif, I’atténuation de vibration par utilisation
de matériaux piézoélectriques utilisés en shunt ou switch. En ce qui concerne 1’acoustique,
cette méthode se retrouve dans la méthode des ondes forcées. Ces approches peuvent étre
développées de maniere totalement analytique. C’est ce que Mead a appelé Periodic Struc-
ture Theory [82].

1.4.2 Méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Elements)

La méthode SAFE permet de prédire les courbes de dispersion de structures composites
a partir de matrices éléments finis. La formulation forte du probleme est transformée par
I’hypothése de propagation d’ondes planes dans la direction de propagation. Cela permet
d’exprimer un probléme spectral a chaque fréquence dont la résolution donne les nombres
d’ondes de la structure. Les premiers développements de cette méthode ont été menés
par Dong et al.[86], puis par Shah ef al.[87] qui a montré comment obtenir les modes
évanescents. La technique a ensuite été appliquée dans de nombreux exemples, concernant
la propagation unidirectionnelle dans des guides d’ondes & section complexe comme des
rails [88], des guides d’ondes multicouches [89, 90], des panneaux raidis [91] et des guides
d’ondes courbes [92]. Enfin, elle a été étendue pour permettre la prédiction des ondes
progressives dans des plaques anisotropes en fonction de 1’angle de propagation [93, 94].
Si I'utilisation des éléments finis permet de considérer toutes configurations de structures
multicouches et toutes formes de section, la méthode nécessite le développement d’outils
spécifiques afin de générer les matrices nécessaires a la méthode.

1.4.3 Méthode WFE (Wave Finite Element Method)

La méthode WFE est une méthode de transfert basée sur les équations de 1’éuilibre de
la structure discrétisées par éléments finis. La démarche de la méthode est la suivante :

1. Modélisation éléments finis d’une sous—structure périodique ;
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2. Construction de la matrice de transfert ;

3. Résolution d’un probleme aux valeurs propres ;

4. Stockage des nombres d’ondes et vecteurs d’ondes ;
5. Post-traitement.

Cette méthode a été€ appliquée dans le cas de matériaux élastiques métalliques ou viscoélas-
tiques, a section homogene ou périodique, dans le cas d’une propagation unidirectionnelle
ou bidirectionnelle ([95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103]). Des applications stochas-
tiques ont également été développées [104].

La force des approches périodiques est de permettre une interprétation physique des
phénomenes vibratoires, ainsi que de pouvoir caractériser les parametres macroscopiques
équivalents permettant la propagation des mémes ondes (homogénéisation périodique).
D’autre part, I'utilisation de variables périodiques permet de réduire le facon importante
le nombre d’inconnues du probleme, et donc les cofits de calcul associés.

1.5 Remarques sur les différents types de modeles

Dans cette partie, on se propose de comparer les différents modeles de matériaux po-
roélastiques en termes de colit numérique, de validité, pour déterminer des cas de non—
applicabilité. Ces comparaisons ont été faites pour des cas académiques pour lesquels une
cavité acoustique rigide est recouverte partiellement par une couche d’un matériau poroé-
lastique. Elle est excitée par un déplacement acoustique imposé sur un coin et constant
pour toutes les fréquences.

1.5.1 Impédance ou modele de Biot—-Allard

On compare ici le niveau sonore dans une cavité acoustique rigide dont une des faces
est recouverte d’'une couche poroélastique, dans les cas ou la couche poroélastique est
modélisée par une impédance localisée ou par le modele de Biot—Allard.

1.5.1.1 Cas test : interface dissipative plane

On considere ici une cavité acoustique parallélépipédique de dimensions (40x60x70)
cm?’. Une couche de 5 cm d’épaisseur d’un matériau poroélastique (matériau A, voir annexe
A) est insérée dans la cavité sur la face z = 0 (voir figure 1.3). La cavité est excitée par une
excitation acoustique en un de ses coins. On compare le niveau sonore prédit en utilisant
le modele de Biot—Allard avec celui obtenu avec le modele d’impédance. On ne cherchera
pas a généraliser les résultats, cet exemple est un cas particulier dans lequel les effets non
localisés peuvent étre vus.

La figure 1.4 présente le niveau de pression dans la cavité prédit par le modele de
Biot—Allard et celui obtenu avec le modele d’impédance localisée, dont la valeur est prise
a incidence normale ou a 55°.

Si une bonne superposition est obtenue sur toute la gamme de fréquences, la figure 1.4b
montre que des différences peuvent parfois survenir a certaines fréquences. Aux fréquences
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Figure 1.3 — Géométrie et maillage de la cavité acoustique. Rouge : domaine poroélas-
tique ; bleu : domaine acoustique.

de résonance du systeme, le champ de pression acoustique est de type modal, et se couple
avec les effets de bords, de telle facon que I’impédance normale n’est pas suffisante pour
représenter parfaitement la dynamique de 1’interface. Cependant, choisir I’'impédance équi-
valente au champ diffus, obtenue a 55° permet d’obtenir une superposition quasi parfaite
avec le modele de Biot—Allard, bien que cette valeur ne puisse pas étre justifiée physique-
ment.

1.5.1.2 Cas d’une interface dissipative courbe

On considere cette fois la géométrie montrée dans la figure 1.5. La cavité acoustique
posseéde un mur de forme cylindrique, sur laquelle est collée un échantillon de 5 cm d’épais-
seur du matériau E. L’excitation est un déplacement source imposé dans un coin opposé a
la face courbe.

Il est possible de voir sur la figure 1.6 que dans le cas d’interfaces courbes, le modele
d’impédance ne permet plus de prédire I’influence de la couche poreuse. En effet, la géo-
métrie fait intervenir des incidences tres différentes suivant la position sur I’interface. Une
autre interprétation de ces écarts provient de la méthode utilisée pour calculer la valeur de
I'impédance. En effet, la valeur de I'impédance est prédite par la TMM, dans laquelle I’hy-
potheése d’ondes planes est faite. La géométrie fortement courbée considérée ici est donc
incompatible avec cette hypothese.

1.5.2 Fluide équivalent ou modéle de Biot—Allard

On compare ici dans la méme configuration géométrique le niveau sonore dans une
cavité acoustique cylindrique rigide dont une des faces est recouverte d’une couche po-
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Figure 1.4 — Niveau de pression avec modele de Biot—Allard ou modele d’impédance
localisée.
Figure 1.5 — Géométrie et maillage de la cavité acoustique. Rouge : domaine poroélas-

tique ; bleu : domaine acoustique.

roélastique, dans les cas ol la couche poroélastique est modélisée par un fluide équivalent
(rigide ou limp) ou par le modele de Biot Allard.
On observe sur la figure 1.7 que les deux modeles de fluide équivalent permettent de



1.5. Remarques sur les différents types de modeles 33

Lp (dB)

90

85

75 F

100 200 300 400 500 500 700 800 Q00 1000
Fréquence (Hz)
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Figure 1.7 — Niveau de pression avec modele de Biot—Allard ou modele de fluide équi-
valent.

prédire correctement le niveau de pression dans la cavité acoustique. Le modele de fluide
équivalent a squelette immobile semble donc adapté a la modélisation du matériau.

On consideére maintenant le cas d’un quart de cylindre (Fig. 1.8) dont les deux sections
extrémales sont rigides. Une source ponctuelle est placée au centre du cylindre. L’épaisseur
du matériau poreux vaut 3 cm, le rayon intérieur du cylindre est de 20 cm, sa longueur
mesure 50 cm.

Deux matériaux différents sont testés : matériau B et matériau C (voir annexe A).

Les courbes de dispersion et le niveau sonore dans la cavité acoustique dans le cas
du matériau B sont données en figure 1.9a. Le modele de fluide équivalent a squelette
immobile permet de retrouver la courbe de dispersion de I’onde lente de Biot—Allard. La
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Figure 1.8 — Géométrie et maillage de la cavité acoustique. Rouge : domaine poroélas-
tique ; bleu : domaine acoustique.

dynamique du milieu est capturée par le modele simplifiée, le niveau sonore prédit avec
le modele de fluide équivalent est donc superposé a celui obtenu avec le modele de Biot—
Allard (figure 1.9b).

Au contraire, dans le cas du matériau C, ni le modele «rigide » ni le modele « limp » ne
permettent d’approcher correctement 1’onde lente de Biot—Allard (figure 1.10a). Cela signi-
fie que la dynamique du milieu fait intervenir un couplage fort entre la phase solide et la
phase fluide. Le modele de fluide équivalent ne permet donc pas de prédire correctement le
niveau sonore dans la cavité (figure 1.10b). Le modele de Biot—Allard est alors nécessaire.

1.5.3 Conclusion

Les modeles simplifiés comme le modele d’impédance et le modele de fluide équi-
valent donnent de treés bons résultats en général, mais il est possible de trouver des cas
pour lesquels ces modeles menent a des erreurs importantes. En particulier, la validité du
modele de fluide équivalent dépend du matériau, tandis que celle du modele d’impédance
dépend de la configuration géométrique du systeme (taille, position de la source et cour-
bures notamment). Le modele de fluide équivalent ne permet pas de prendre en compte des
excitations ou des conditions aux limites structurales, tandis que la valeur de I'impédance,
obtenue pour une incidence particulieére, ne permet pas forcément de représenter la réponse
réelle du matériau soumis a des incidences multiples et ne permet pas de prendre en compte
les effets des conditions aux limites sur le comportement de I’interface dissipative.

1.6 Conclusion du chapitre

Afin de prédire la réponse de panneaux insonorisants a base de matériaux poroé-
lastiques, plusieurs modeles peuvent €tre employés. Les modeles simplifiés, fluide équi-
valent et impédance localisée, menent en général a une faible erreur, mais peuvent parfois
conduire a des écarts importants avec le modele de Biot—Allard.

En raison des tres courtes longueurs d’ondes se propageant dans le matériau, la mé-
thode des éléments finis appliquée & un modele tridimensionnel de poroélastique avec la
théorie de Biot—Allard conduit a des temps de calcul prohibitifs. Des approches « wave—
based » permettent de s’affranchir du probleme lié a une discrétisation plus fine dans les
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hautes fréquences, elles semblent donc pertinentes pour traiter le probleéme. Elles restent

toutefois limitées a des géométries simples.

On remarquera que la méthode des matrices de transfert est une méthode ondulatoire,
on s’intéressera par la suite a étendre ce type d’approche pour prendre en compte les condi-

tions aux limites latérales.

D’ autre part, le tracé des courbes de dispersion semble fournir une indication pertinente
sur la validité du modele de fluide équivalent, on verra que cette approche permet de valider
ou d’invalider des modeles de solide équivalent ou de plaque équivalente.

Le regard « k—space » consiste en 1’observation et 1’analyse des ondes se propageant
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dans la structure. Ce type d’approche semble donc adapté au probleme, a la fois pour
identifier les mécanismes principaux de transmission d’énergie, pour établir des réductions
pertinentes de la physique ainsi que pour développer des modeles réduits permettant de
diminuer les cofits de résolution du probleme.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons en détail la méthode WFE, afin de valider son appli-
cation aux matériaux poroélastiques. Bien que la méthode soit décrite dans de nombreuses
références pour des matériaux élastiques, certains aspects importants doivent étre précisés
quand cette méthode est appliquée a des matériaux poroélastiques. Il nous semble donc
nécessaire de reprendre les différents points clés de la méthode. En particulier, nous répon-
drons a la question de I’influence du choix des variables, de la prise en compte des condi-
tions aux limites, ainsi que de I’influence des parametres numériques sur I’erreur commise

par la méthode.
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2.2 Méthode WFE

La méthode WFE est une méthode de transfert basée sur I'utilisation de 1’équilibre
d’une sous-structure périodique, discrétisé par éléments finis. Elle est présentée ici dans
ses versions unidirectionnelle et bidirectionnelle.

2.2.1 Propagation unidirectionnelle

La méthode WFE peut étre appliquée a un guide d’onde unidirectionnel de longueur
L. Le plan de la section est paralléle au plan (O, x, y) et la direction de propagation est z.

l' Faces latérales

Face R

0 :
0) e ¥ Y

=
&~
@

Structure complete Cellule élémentaire périodique
et maillage de section

Figure 2.1 — Schéma WFE1D

Une sous-structure de dimension d dans I’épaisseur est modélisée par éléments finis.
Le systeéme matriciel provenant de la discrétisation des équations de I’équilibre est :

D(w)q(w) = F(w). 2.1

En notant respectivement L et R les faces gauche (z = 0) et droite (z = d), les équations de
la dynamique discrétisées sont alors réorganisées sous la forme :

DL Dir qL FL
= . 2.2
[DRL DRR] (w) (qR) (w) (FR) (w) (2.2)

Cette formulation de type raideur dynamique peut étre mise sous la forme d’une équation
de transfert :

T (_qFLL) = (l‘;‘;) 2.3)
avec : 1 1
-D Dy -D :|
T = LR LR 2.4
[DRL —DreD; D -DrrDjgy @9

Ces équations font intervenir les vecteurs d’état éléments finis, contenant les degrés de
liberté nodaux q ainsi que les efforts nodaux F en chaque section L et R.
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Le vecteur d’état €tant continu entre toutes les couches du méme matériau, la matrice
de transfert globale sur 1’épaisseur totale L, du matériau s’écrit en fonction du nombre de
cellules élémentaires N = L,/d présentes dans la structure complete :

b=

OAV D! (

(2.5)
q

-F |z=0

ou @ est la matrice des vecteurs propres de la matrice de transfert T et ol A est la matrice
diagonale des valeurs propres.

Du fait de la discrétisation éléments finis, les déformées propres prennent en compte les
conditions aux limites latérales de Dirichlet ou de Neumann exprimées sous forme faible
dans la formulation variationnelle ou sous forme forte pas I’introduction de matrices boo-
léennes. Les courbes de dispersion mettent aussi en évidence I’existence de ces conditions
aux limites.

Appliquer cette méthode de transfert numérique directement est possible, dans le cas ou
tres peu de degrés de liberté sont utilisés dans la section, mais plusieurs difficultés doivent
étre considérées :

1. Les vecteurs d’état ne sont pas toujours continus aux interfaces entre différents ma-
tériaux . La matrice de transfert ne peut donc pas étre obtenue par la simple multipli-
cation des matrices de transfert des couches périodiques.

2. Le calcul de la matrice ®! est trés cotiteux dans le cas d’un maillage trés fin dans
la section.

3. La matrice des constantes de propagation A = diag(exp(—ikL;)) fait intervenir des
termes exponentiellement décroissants (ondes telles que Im(k) < 0) et exponen-
tiellement croissants (ondes telles que Im(k) > 0). Ces derniers sont susceptibles
d’amplifier les erreurs numériques jusqu’a des niveaux non négligeables.

4. Des erreurs numériques peuvent survenir pendant le calcul de I’inversion de la ma-
trice Dy r. Pour éviter ce probleme on se référera avec intérét a [105], ou les auteurs
décrivent les problemes aux valeurs propres permettant de calculer les modes de
section. Entre autres, une forme mieux conditionnée est proposée :

I 0 0 I (IL)
- =0. 2.6
('u [—DLL _DLR} [_DRL _DRRD ((IR (26)
Le vecteur propre obtenu par cette forme contient les déplacements a gauche q, et a
droite q; :
¥ =[q;.q;]". 2.7)

Le vecteur d’état associé a ce mode propre peut alors étre obtenu en calculant :

| 0
®=[q].-F]]" = [_DLL _DLR] v (2.8)
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Une fois les modes propres connus, les déplacements et les efforts en chaque section
peuvent étre projetés sur I’ensemble des modes progressifs sous la forme :

q _|®; @ ](QF
(e[ 3180

ol Q* désigne le vecteur des amplitudes d’ondes et + désigne la direction de propagation
des ondes (+z).

La réponse forcée par WFE1D d’une structure unidirectionnelle périodique est présen-
tée dans le chapitre 3. Dans la suite de ce chapitre, nous rappellons la WFE en version
bidirectionnelle, puis nous discutons les sources d’erreurs, ainsi que 1’application de la
méthode a des milieux poroélastiques.

2.2.2 Propagation bidirectionnelle

Une version bidirectionnelle de la WFE a été proposée par Akrout [106], Manconi et
pour prédire la propagation d’ondes dans des milieux plans dans un repere cartésien. Deux
approches cylindriques ont ensuite été proposées dans [107, 109]. Cette approche a aussi
été adaptée pour prédire les ondes se propageant dans une plaque courbée ou un cylindre
[96, 110, 111, 112, 113]

Un matériau mono ou multicouche plan est ici considéré. Son épaisseur est notée L.
On suppose que les ondes se propageant dans le matériau ont la forme d’ondes planes
k = kyx + kyy dans le plan (x,y). Chaque variable w(x, y, z, ) peut alors s’écrire sous la
forme :

w(x,y,2,1) = W(2) expiwr — kex = kyy)| (2.10)

ou W(z) est une fonction décrivant la forme du mode dans 1’épaisseur. Le but de la WFE2D
est de calculer a la fois les nombres d’ondes k,, k, des ondes propagatives a chaque fré-
quence et la réponse dans 1’épaisseur W(z) associé a chacun des modes d’ondes.

Comme la WFEID, la WFE2D utilise les résultats du théoreme de Floquet et d’une
analyse par éléments finis. L’hypothese additionnelle est que le milieu est périodique dans
les deux directions. Il est alors possible de modéliser une sous-structure périodique a sec-
tion rectangulaire, dont on note les dimensions latérales L, et L, (figure 2.2). Le maillage
consiste en un élément selon les direction x et y, et n, éléments dans 1’épaisseur. Typi-
quement sont utilisés des éléments linéaires cubiques a 8 noeuds (H8) ou des éléments
quadratiques hexaédriques a 27 noeuds (H27). Nous appellerons faces latérales les faces
en contact avec le milieu extérieur, c’est-a-dire les facesz =0etz = L,.

A une pulsation imposée w et aprés discrétisation par éléments finis, les équations
d’équilibre de la sous-structure périodique sont données sous la forme suivante :

D(w)q = F, (2.11)

ou D est la matrice de rigidité dynamique résultant de la discrétisation par éléments finis de
la forme variationnelle régissant le mouvement, et ou F est le vecteur des forces externes.
Il est intéressant de remarquer que dans toute la suite, il n’y a pas d’hypotheses faites sur la
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Figure 2.2 — Sous-structure utilisée pour la WFE2D

matrice D. La méthode peut donc étre utilisée aussi bien sur des panneaux élastiques que
sur des panneaux viscoélastiques ou poroélastiques.

Si on utilise une colonne d’éléments linéaires H8 pour mailler la sous-structure pério-
dique, on réorganise d’abord le vecteur des déplacements nodaux q et le vecteur des forces
nodales F en isolant les degrés de liberté situés sur chaque ligne :

q=1Iq!.q",q!,q/1",and F = [FT FL ¥L FI7, (2.12)

ougq;etF;pour j€ {l,2,3,4} sont respectivement les vecteurs des degrés de liberté€ nodaux
et le vecteur des forces nodales associées au noeud situé sur la ligne numéro j (voir Fig.
2.2).

Finalement, 1’équilibre de la sous-structure peut s’écrire sous la forme :

Diy D2 Diz D) (qu F,
Dy Dy D3 Dullq2 K>

Ds; Dy Dsy; Dullas| |Fs| 1)
Dy Dsg Dsz Das)\qs F,
Avec I’hypotheése d’ondes planes, la condition de périodicité s’écrit :
q2 = Aqy, q3 = 4,9y, qs = 1, A,qy, (2.14)
tandis que I’équilibre de la ligne 1 s’écrit :
Fi+4'F + 4)'F3 + A0 'Fy = 0. (2.15)

Les constantes de propagation dans les deux directions, A, et A, sont reliées aux nombres
d’onde k, et k, par :

Ay = exp(—ikcL,) and A, = exp(—ik,Ly). (2.16)
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Remplacer Eq. (2.14) et Eq. (2.15) dans I’équation Eq. (2.13) permet d’obtenir :

[D11 + Doy + Daz + D + A, (D13 + D) + Ay (D13 + Dg) +
2Dy + A7 Dy + Dy3) + 47" (D31 + Dag) +
A4 Day + A7 4D0s + A4y ' Da]qn = 0. (2.17)

Ce probléme aux valeurs propres a trois inconnues : la pulsation w et les deux constantes
de propagation A, et A,. Ce probleme peut étre résolu numériquement en fixant 2 des 3
inconnues et en calculant la dernicre.

En considérant tout d’abord que le chargement est imposé, les deux constantes de pro-
pagation sont imposées, et le probleme Eq. (2.17) permet de calculer la pulsation. Dans
le cas de matériaux dissipatifs, il n’est pas possible d’obtenir des valeurs purement réelles
pour ces 3 variables. Fixer k, et k, réels résulte dans 1’obtention d’une pulsation w com-
plexe, signifiant que la dissipation porte sur la partie temporelle du signal. D’autre part,
dans le cas de matériaux poroélastiques, les matrices de masse et de raideur dépendent de
la fréquence, donc le probleme a résoudre est un probleme aux valeurs propres non-linéaire
en fréquence.

Ici, on considere le régime harmonique, de sorte que la pulsation est imposée et réelle.
Dans le cas de matériaux faiblement dissipatifs, on impose donc w et ky, réels, tandis qu’on
calcule k, complexe. La dissipation intervient donc seulement spatialement et dans la di-
rection x. Une autre approche consiste a faire le changement de variable

k, = kcos@, ky = ksin6. (2.18)

Dans ce cas, les deux parametres connus sont la pulsation w et la direction de la propagation
a. Ces deux parametres sont réels, et permettent de calculer le nombre d’onde propagatif
k, scalaire complexe dont la partie imaginaire traduit la dissipation spatiale de I’onde. Le
probléme aux valeurs propres Eq. (2.17) devient un probléme aux valeurs propres trans-
cendantal [108] :

[e—ik(LX cos 6+Ly sin 6) (Dy; + Doy + D33 + Dyy) + e—ik(ZLX cos 6+Ly sin 6) (Dy2 + D3g) +
e—ik(LX cos 6+2L, sin 6) (D13 + D24) + e—ik(ZLx cos 6+2Ly sin E))])14 + e—ikLy sin (D21 + D43) +

e_ikL" cos 0 (D31 +Dg) + Dy + e_ikZLy Sin9D23 + e_ikZL" cos 0D32]q1 =0. (2.19

Ce probléme non linéaire en k peut étre résolu numériquement en utilisant des outils numé-
riques adaptés, comme par exemple la fonction Matlab© fsolve. Cependant, des difficultés
numériques apparaissent et des solutions robustes manquent. Une approche alternative a
été utilisée dans la littérature traitant de la propagation bidirectionnelle des ondes dans
des multicouches par I’approche SAFE (voir [94] par exemple). A un angle 6 imposé, la
direction des ondes est unidirectionnelle. Il est possible de se placer dans le repere de la
propagation des ondes (xy, yg). Dans ce nouveau repere, la propagation se fait a =0, c’est-
a-dire 1,0 = exp(—ikL,) et A;s = 1. Le calcul de la matrice de rigidité dynamique D? se fait
de facon classique en calculant les contraintes et les déformations dans la nouvelle base,
c’est-a-dire en appliquant une matrice de rotation sur la matrice des constantes élastiques.
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Finalement, & une fréquence donnée, a un angle donné, le probleme aux valeurs propres
est quadratique et peut étre résolu par la fonction Matlab© polyeig.

det(Ag + Ay + Ay 2%) = 0. (2.20)
Les matrices Ay, k € {0, 1,2}, sont données par :

Ao = Dj +Df, +Df +Dj

23°
_ 0 0 0 g 0 0 0 0

A= D11 +D22+D33+D44+D13+D24+D31 +D42, (2.21)

A= D, +Dj, +D{, +Dj,

et la matrice D? est la matrice de rigidité dynamique de la structure, comme si elle était
tournée d’un angle 6 dans la direction opposée par rapport au repere initial. Cette rotation
est effectuée en écrivant le tenseur des contraintes élastiques reliant les contraintes et les
déformations exprimées dans la base orientée (see Ref. [94]).

Pour diminuer I’erreur numérique, il est possible d’utiliser des éléments finis d’ordre
plus élevé, par exemple des éléments quadratiques H27. Cela provoque I’apparition de
degrés de liberté sur les faces latérales et a I’intérieur de la sous-structure périodique (voir
Fig. 2.2). Dans ce cas, deux approches peuvent étre menées.

D’une part, il est possible de condenser les degrés de liberté internes q;,i €
{L,R,B,T,I} en les exprimant comme des fonctions des degrés de liberté situés sur les
lignes 1 & 4. Cela permet de se ramener a 1’équation Eq. (2.20). Cette approche est exacte
car la structure est considérée comme libre, donc aucune force nodale n’agit sur les degrés
de liberté internes. Cependant des erreurs numériques peuvent apparaitre pendant le calcul
de la matrice inverse. Cette source d’erreur sera discutée dans une section ultérieure.

Une autre possibilité est de procéder au changement de variable suivant [108] :

a3 = VA1, qr = 4,41, qr = /A4,
ar = V441, 47 = Vac\/4q;.
Ce changement de variable peut mener a des erreurs numériques, car des fonctions de forme
polyndmiales sont utilisées et non des fonctions de forme de type ondes planes.

(2.22)

Le probleme aux valeurs propres résultant est polyndmial d’ordre 4 :
det(Ag + A1) + Aol + A3l + Agd%,) =0, (2.23)

ou les matrices A;,i € {0, 1,2, 3,4} sont données par :

Ap = Df +Df, +D} +Dj +Df, + D, +Dj +Db +Dj,,

A;= D, +Df +Df +Db,+Dj +Df +Df, + D +DI,
+D% +D% + DY +DY + Db +Dj + DI +DS + Db,

Ay = D§ +Df, + D}, +Df +Df, + DY +D} +D},+Df,
+DY, + DS, + D, + D}, + DY, + D4, + D, + D + DY, (2.24)
+D? +Dj, + DY, + Db, + DY + DI + DY + D5, + D,

Az = Df,+DI +DY,+Dj,+Dj +DI +Df, + D +Df

0 0 0 0 0 0 0 0 7
+Dr4 + DLI + DIR + DLT + DBR + D” + D,4 + DIT + DB4,

_ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ay = D32+D3R+DL2+D12+D34+DLR+D1R+DM+D14.

Ce probléme aux valeurs propres peut étre résolu par la fonction Matlab© polyeig.
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2.2.3 Sources d’erreurs

Les erreurs commises lors 1’utilisation de la méthode WFE concernant le cas de maté-
riau élastiques ont été étudiées dans de nombreux articles, en particulier dans [101, 114]
pour la WFEI1D et dans [110] pour la WFE2D. On notera L la dimension caractéristique de
la périodicité. L’amplitude des erreurs dépend du compromis qui est trouvé entre le choix
d’une longueur L trop grande ou trop petite [101].

Erreurs de discrétisation

Choisir L trop grand conduit & des erreurs de discrétisation, car les courtes longueurs
d’ondes ne seront pas convenablement représentées par le maillage éléments finis. Marburg
[30] présente une analyse précise des criteres de convergence de cette méthode dans le cas
des éléments acoustiques. Il met en évidence que la valeur d’un critére de convergence n’a
de sens que relativement a un niveau d’erreur imposé. En particulier, 1’auteur observe que
pour une erreur inférieure a 1%, il faut utiliser plus de 20 éléments linéaires par longueur
d’ondes, tandis que 4 éléments quadratiques permettent d’obtenir la méme précision. Ha-
bituellement, dans le cas de matériaux élastiques, on conseille d’utiliser 6 éléments par
longueur d’onde pour des éléments linéaires. Manconi [110] a proposé d’utiliser 10 élé-
ments par longueur d’onde, pour la plus courte des longueurs d’ondes propagatives, dans
le cadre de I’approche WFE2D.

Concernant les matériaux poroélastiques, il a été montré que ces éléments convergent
lentement, et que le critere de 6 éléments par longueur d’onde n’est pas suffisant dans le cas
général [115]. 11 a aussi été montré que les 3 ondes de Biot doivent étre prises en compte
dans le critere, et pas seulement les ondes de compression.

Erreurs de troncature
Choisir au contraire une longueur L trop petite conduit aussi a des erreurs numériques. La
premiere source d’erreur de ce type provient du calcul des matrices élémentaires éléments
finis. Dans le cas de matériaux élastiques, les valeurs de la matrice de rigidité K et celles
de la matrice de masse peuvent étre d’ordre de grandeur trés différents quand la dimension
L est petite. Waki et al.[101] ont montré que des erreurs de troncature apparaissent dans la
méthode quand |[K]|| >> |Jw?*M]|. Ce phénomene est donc particulirement visible dans le
domaine des basses fréquences.

Une autre source d’erreur provient de la relation entre la constante de propagation
obtenue par le probleme aux valeurs propres A et le nombre d’onde k :

In(12)
k=——. 2.25

=y (2.25)
Cette relation devient en effet singuliere quand L s’approche de 0. Plus précisément, si
AA est I’erreur absolue commise sur la constante de propagation A, I’erreur relative sur le
nombre d’onde est donnée par :

e (2.26)

‘A_k A2
k|l kL
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Le nombre d’onde k étant une grandeur caractéristique de la physique du matériau, cette
relation signifie que I’erreur relative commise sur le nombre d’onde devient trés supérieure
a ’erreur relative sur la constante de propagation pour des faibles valeurs de L.

Ces deux types d’erreur sont d’autant plus importants que le conditionnement de la
matrice de rigidité dynamique est mauvais. En effet, ce mauvais conditionnement conduit a
des erreurs numériques sur la résolution du probléme aux valeurs propres, ce qui implique
des erreurs importantes sur le nombre d’onde.

Enfin, concernant le maillage de la section, il a é&t€¢ montré que son degré de raffinement
conditionne la précision des modes de section, et en particulier de leurs fréquences de
coupures. Zhou [114] a montré dans le cas de la WFE1D et de matériaux élastiques que
des résultats optimaux peuvent obtenus quand la longueur des éléments dans la direction de
propagation est choisie égale a un cinquiéme de la longueur des éléments dans la section.
Cela signifie que la convergence dans la direction de propagation est plus difficile a obtenir
que dans la section, ol on s’attend a ce que le critere de convergence des éléments finis
s’applique.

2.2.4 Post-traitement

Apres avoir résolu a chaque fréquence le probléme aux valeurs propres, une liste de
modes avec leurs nombres d’ondes et leurs vecteurs propres est obtenue a chaque fré-
quence. Afin d’obtenir des visualisations pertinentes, un critere de sélection des modes doit
&tre mis en place. Tout d’abord, on ne sélectionne ici que les ondes incidentes, c’est-a-dire
telles que Re(k) >= 0 et Im(k) <= 0.

Parmi ces modes, trois classes d’ondes peuvent étre distinguées : les modes propagatifs,
les modes évanescents et les modes dissipatifs.

Modes propagatifs
Ces modes ne sont pas dissipatifs, c’est-a-dire que la partie imaginaire de leur nombre
d’onde est nulle :Im(k) = 0.

Modes évanescents

Ces modes ne sont pas visibles en champ lointain, leur amplitude décroit exponentiellement
avec la distance de propagation : Re(k) = 0. Leur influence ne peut pas étre négligée dans
le champ proche, c’est-a-dire au voisinage des sources et des discontinuités.

Modes dissipatifs

Dans le cas de matériaux dissipatifs, les deux catégories précédentes ne sont pas obser-
vées, puisque tous les nombres d’ondes sont complexes. On peut cependant redéfinir les
catégories précédentes en considérant la valeur pour une fréquence proche de O :

lim,_0Im(k) =0 —  onde progressive

2.27
lim,,oIm(k) #0 —  onde évanescente. ( )

Dans un premier temps, si la réponse forcée n’est pas envisagée, il peut étre considéré
que les modes évanescents ne sont pas utiles a I’exploitation des résultats. Un tri peut alors
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étre mené sur le criteére suivant :

Im(k) =0 —  onde progressive non dissipative ;
Re(k) =0 —  onde purement évanescente (2.28)
Re(k) # 0,Im(k) # 0 —  onde dissipative.

En présence d’amortissement, les nombres d’ondes sont toujours complexes, donc seules
des ondes dissipatives existent. Cependant, dans le cas d’un faible taux d’amortissement, la
partie imaginaire du nombre d’onde est trés inférieure a sa partie réelle. On peut alors sé-
parer les résultats WFE en deux types d’ondes : ondes progressives faiblement dissipatives
telles que |[Im(k)| << |Re(k)| et ondes évanescentes telles que [Im(k)| > |Re(k)|.

Pour les matériaux poreux usuels, la partie réelle et la partie imaginaire des nombres
d’ondes sont du méme ordre de grandeur. En particulier, pour des matériaux a squelette
rigide, le rapport de la partie imaginaire sur la partie réelle tend vers une valeur de 1 en
basses fréquences [116, 5]. Par conséquent, le critére précédent ne peut pas étre utilisé. On
propose un premier critere de sélection (SC1) :

Im(k) <N
Re(k)

ol la valeur de N est arbitraire. La valeur N = 1 peut étre choisie, menant a des bons
résultats en général, mais des valeurs 1égérement supérieures peuvent étre observées en
basses fréquences pour certains matériaux.

D’autre part, les modes évanescents ne sont pas sélectionnés en basses fréquences alors
qu’ils le sont dans les hautes fréquences. Ainsi, les mémes modes ne sont pas forcément
sélectionnés a chaque fréquence.

Une deuxieme possibilité, appelée SC2, consiste a organiser les ondes par partie ima-
ginaire (négative) d’amplitude croissante, puis a sélectionner les N ondes les moins dissi-
patives. Toutefois, la valeur du nombre d’onde N n’est pas connue a priori, spécialement
si un grand nombre de modes est présent dans la bande de fréquences. De plus, cette sé-
lection est faite fréquence par fréquence, donc encore une fois, différentes ondes peuvent
étre sélectionnées a différentes fréquences. Cependant, on peut penser raisonnablement que
les ondes progressives principales (ondes de compression, de cisaillement) sont les 4 pre-
mieres ondes, parce qu’elles sont moins dissipatives que les ondes évanescentes en basses
fréquences.

Pour les deux criteres de sélection, les ondes triées doivent étre tracées pour s’assurer
qu’elles correspondent bien aux ondes cherchées.

Finalement, une fois que les ondes ont été sélectionnées, il est utile de suivre I’évolution
d’un mode d’onde en fonction de la fréquence. Cela est fait en calculant la corrélation de
deux modes d’ondes calculés a deux fréquences proches. Houillon ez al. [117] ont appelé le
résultat « WAC » (Wave Assurance Correlation), par rapport au MAC qui est classiquement
défini pour des modes d’ondes stationnaires.

SCIN) : ‘ (2.29)

(@7P) (P 0)

(PHD)(PHY)
Deux vecteurs propres appartiennent a la méme onde si le WAC est proche de 1. Cette

hypothese est basée sur 1’approximation selon laquelle les déformées des modes d’ondes

Correl(®, ¥) = WAC(D, V) = (2.30)
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sont tres différentes les unes des autres ne varient pas beaucoup entre deux fréquences
consécutives.

Ce critere s’applique pour les formulations déplacement—déplacement, puisque les am-
plitudes des déplacements des deux phases sont similaires. Cependant, dans le cas des for-
mulations déplacement—pression, les amplitudes associées sont tres différentes, avec une
différence d’ordre de grandeur de I’ordre de 10°. La valeur du WAC traduit alors principa-
lement la ressemblance entre les champs de pressions modaux.

Pour répondre a ce probleme, on écrira les déformées d’ondes comme @ = [q>§, (I)IT,]T,
ou @, et ®, sont les parties des modes d’ondes relatives au déplacement solide et a la
pression respectivement, et sont telles que ||®,|| << ||®,||. Pour classifier correctement les
ondes, on normalisera donc les parties des modes d’ondes de la facon suivante :

Y . @,

b,=—L e O,= . (2.31)
C Dl P,
puis on calculera la corrélation entre deux modes par :
o~ 1 . o~ . o~
Correl(d, ?) = - (WAC®,, P,) + WAC(D,, P,)). (2.32)

Cette phase permet de trier les modes de maniére cohérente sur I’ensemble des fré-
quences, mais quand un grand nombre de modes existe, cette phase peut étre tres longue.
Cette phase n’est pas nécessaire quand un calcul de réponse forcée est envisagé.

2.2.5 Conclusion

La méthode WFE est une approche combinant I’utilisation des éléments finis et de la
théorie de Floquet. Cette méthode semble ne pas dépendre du milieu considéré, mais pour
le cas de matériaux poroélastiques, certaines différences avec le cas élastique justifient une
grande prudence.

Tout d’abord, la théorie de Floquet n’est valide que pour des matrices réelles. Le mo-
dele de Biot faisant intervenir des parametres complexes, la matrice de rigidité dynamique
obtenue avec un matériau poroélastique est complexe a symétrie réelle (non hermitienne).
D’autre part, les deux phases présentes ont des comportements différents, en particulier
I’onde de compression créée par la phase fluide est trés dissipative, méme dans les basses
fréquences. Finalement, plusieurs formulations variationnelles peuvent étre choisies, me-
nant a différentes matrices de rigidité dynamique et différentes conditions aux limites na-
turelles.

La section suivante vise a répondre a plusieurs questions. La premicre concerne la va-
lidité de I’approche WFE aux matériaux dissipatifs comme les matériaux poroélastiques.
Par souci de brieveté, la méthode ne sera pas appliquée dans cette section au cas du modele
de fluide équivalent, ni a toutes les formulations qui peuvent &tre utilisées dans le cadre du
modele de Biot-Allard. Nous nous intéresserons alors seulement au cas de la formulation
déplacement—déplacement UUt et des formulations déplacement-pression. Nous validerons
I’application de la méthode par le fait de pouvoir retrouver les ondes volumiques se propa-
geant dans le matériau. Les aspects relatifs a la convergence des résultats seront discutés
dans ce cadre.
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Dans un second temps, on vérifiera que la méthode permet de prédire les ondes se pro-
pageant dans un milieu de dimensions latérales finies. L’influence des hypotheses concer-
nant le chargement sur les faces latérales sera discutée, ainsi que le choix des parametres
de maillage.

2.3 Validation de la WFE dans le cas de conditions aux limites
latérales infinies

Dans cette section, la méthode est appliquée a un milieu poroélastique de dimensions
infinies dans toutes les directions. Bien que les courbes de dispersion peuvent étre calculées
a partir d’une extension de I’approche WFE2D a la propagation d’ondes tridirectionnelles
(en repere sphérique), nous proposons ici de prédire ces ondes en prenant en compte les
efforts exercés sur les faces latérales. Cette approche est valable aussi bien dans le cas
1D (on ne sélectionne qu’un guide d’onde 1D du milieu infini) ou dans le cas 2D (on ne
sélectionnera alors qu’une couche bidirectionnelle).

Dans la section précédente, nous avons vu que les ondes prédites par WFE sont calcu-
lées a partir de la matrice de rigidité dynamique de la sous-structure périodique libre. Dans
le cas général, si les inconnues sont notées g, I’équilibre de la sous-structure est écrit sous
la forme :

f Weak(q, 6¢)dQ = f Contrib(d¢)dT, (2.33)
Q r

et apres discrétisation par éléments finis, 1’équilibre de la structure s’écrit :
Dq(w) = F(w) (2.34)

ou D est la matrice de rigidité dynamique servant a calculer les ondes, q est le vecteur des
inconnues nodales et F est le vecteur des efforts nodaux. Ce vecteur contient les efforts exer-
cés de part et d’autre de la sous-structure dans la direction de propagation, mais contient
I’hypothese d’un chargement latéral nul. Cette hypothése trés souvent oubliée signifie que
les ondes sont calculées a partir de la conditions aux limites sur les parois latérales :

f Contrib(6g)dI" = 0 pour tout dgq. (2.35)
r

Dans le cas présent, le milieu étant infini, des efforts sont exercés par le milieu envi-
ronnant au passage d’une onde. Le terme Contrib possede alors diverses expressions en
fonction de la formulation (voir Chapitre 1 Section 1.2.4). Il est alors possible d’exprimer
le terme Contrib comme fonction des inconnues nodales et des fonctions test :

Contrib(6g) = Contrib(qg, dq). (2.36)

Les efforts latéraux discrétisé€s sur les noeuds s’écrivent alors en fonction d’une matrice de
rigidité dynamique complémentaire Dy, :

f Contrib(g, 6¢)dT" ~ 5q” D,q. (2.37)
r
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Apres discrétisation par éléments finis, I’équilibre de la sous-structure soumise a son milieu
environnant s’écrit alors :

(D - Dp) q(w) = Fw). (2.38)
La méthode WFE sera donc appliquée a la matrice de rigidité dynamique corrigée par les

conditions aux limites D — Dy,
Dans cette partie, nous validons la méthode sur les formulations UUt [26], UP-a [28]

et UP-b [29].
2.3.1 Cas de la formulation déplacement-déplacement total UUt

Le matériau poreux est modélisé par la formulation UUt du modele de Biot-Allard [26].
Le terme Contrib(g, 6q) s’exprime :

Contrib(g, dg) = 6*(u®)n - 6u® — p(u')n - su'. (2.39)
La figure 2.3 présente les courbes de dispersion obtenues pour 1 élément dans I’épais-

seur et L = 0.3mm pour la WFE avec conditions aux limites infinies en formulation UUt.
Une superposition parfaite entre les valeurs analytiques et les valeurs prédites par WFE
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onde rapide-|
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N
o

onde de cisalllement
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-90

onde lente
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Figure 2.3 — Courbes de dispersion avec conditions aux limites infinies. (+) : WFE, (ligne)
analytique (décomposition de Helmholtz ou formalisme de Stroh).

peut &tre observée pour I’ensemble des fréquences considérées, validant I’approche.
La figure 2.5 présente I’évolution des nombres d’ondes prédits par WFE a
2kHz en fonction du choix de la dimension de la sous-structure périodique L et
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du nombre d’éléments dans I’épaisseur. L’erreur relative & pour chaque onde i €
{Rapide,Lente,Cisaillement} est donnée par :

| kWFE _ kBiot
= : pour tout i € {Rapide,Lente,Cisaillement}, (2.40)

& = T
| kiBlotl

et le nombre d’éléments par longueur d’onde est donné par :

2n . ..
ng = ————< pour tout i € {Rapide,Lente,Cisaillement}. (241
10t
LRe (kBi!)
Erreurs de discrétisation
D N
200 \ \ T
150 + _|Onde de
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Figure 2.4 — Evolution des nombres d’ondes 2 2 kHz en fonction de la longueur L. (+)
WFEE, éléments linéaires, n, = 1, SC2(7) ; (—) valeur analytique.

Tout d’abord, la figure 2.5a montre que la condensation des degrés de liberté situés
sur les faces ou les arétes pour se ramener au probleme linéaire induit des erreurs tres
importantes (de 1’ordre de 10% a 100%).

Ensuite, les courbes de convergence pour des éléments linéaires ou quadratiques (sans
condensation) ont une allure « en V », comportement déja montré par Waki et al [101].

La partie gauche de la courbe traduit la convergence des éléments. Quand les éléments
sont trop grands par rapport a la longueur d’onde, ou quand le nombre d’éléments par
longueur d’onde est trop faible, les éléments finis ne sont pas capable de capturer avec
précision la dynamique du systeme. Cette source d’erreur correspond a I’erreur de discré-
tisation (voir figure 2.4). Augmenter le nombre d’éléments par longueur d’onde permet
d’obtenir des résultats avec une erreur plus faible.

D’autre part, il est visible sur la figure 2.5a que les éléments quadratiques (sans conden-
sation) exhibent une convergence plus rapide que pour les éléments linéaires. D’ autre part,
les trois ondes volumiques présentent les mémes comportements. Il faut bien avoir a I’esprit
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Figure 2.5 — Erreur relative par rapport a Biot. (ligne) éléments quadratiques ; (ligne dis-
continue) élément quadratiques avec condensation ; (pas de ligne) éléments linéaires.

que la convergence est tracée en fonction du nombre d’éléments périodiques par longueur
d’onde, et que la longueur des trois ondes volumiques est différente.

Pour se mettre en rapport avec les autres criteres présentés dans la littérature (voir
Section 2.2.3), on peut voir que le choix de 6 éléments quadratiques par longueur d’onde
permet d’obtenir une erreur de 1.1073 alors que I’erreur commise en utilisant des éléments
linéaires est de I’ordre de 3%. Utiliser 10 éléments linéaires par longueur d’onde permet
de diminuer I’erreur commise sur le nombre d’onde a 1%.

La seconde partie de la courbe en V est caractéristique d’erreurs numériques. Quand
trop d’éléments par longueur d’ondes sont utilisés, c’est-a-dire quand la taille de la sous-
structure est trop petite, les erreurs de troncature et les erreurs lors de la résolution du
probléme aux valeurs propres contaminent le résultat. A cause de la petite dimension de la
sous-structure, les erreurs sur le nombre d’onde deviennent alors importantes.

Il est visible que les erreurs numériques surviennent plus vite pour les éléments quadra-
tiques que pour les éléments linéaires. Cela est dii a la nécessité de résoudre un probleme
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aux valeurs propres plus complexe. La précision est alors similaire a celle obtenue avec
des éléments linéaires, pour une méme valeur du nombre d’éléments par longueur d’onde.
Cependant, pour le cas de la formulation UUt, la figure 2.4 met en évidence que ses erreurs
apparaissent pour des trés petites dimensions qui ne sont jamais utilisées en pratique.

Concernant I’effet du nombre d’éléments dans 1’épaisseur, il apparait sur la figure 2.5b
que Perreur est la plus faible quand 1 élément est utilisé dans 1’épaisseur. Ainsi, indépen-
damment du rapport de forme des éléments, comme le milieu est infini, la réponse doit &tre
constante dans I’épaisseur, justifiant ainsi cette valeur.

Comme la longueur d’onde change avec la fréquence, il faudrait adapter la taille de la
sous-structure a la fréquence. Cependant, comme ’erreur reste faible y compris pour de
grande valeurs de nombre d’éléments par longueur d’onde, il est possible de fixer la di-
mension de la sous-structure par rapport a la fréquence maximale d’intérét. Comme critére
de dimensionnement, on conseillera donc de fixer la dimension de la sous-structure et le
maillage de sorte d’observer 6 éléments quadratiques ou 10 éléments linéaires par longueur
d’onde.

2.3.2 Cas des formulations déplacement-pression UP-a et UP-b

Dans ce paragraphe, on s’intéresse maintenant a 1’étude du cas des formulations dites
mixtes déplacement-pression. Dans le cas de milieux infinis, les conditions aux limites sont
intégrées a la matrice de rigidité dynamique, donc les deux formulations sont équivalentes.

La figure 2.6 montre 1’évolution des nombres d’ondes prédits par les formulations UP
et des éléments linéaires (résolution de 1’équation Eq. (2.20)) quand la longueur de la sous-
structure périodique varie.
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Figure 2.6 — Evolution des nombres d’ondes a 2 kHz en fonction de la dimension L. (x)
WEE, éléments linéaires, n, = 1, SC2(7) ; (—) valeur analytique.
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On peut observer que 1’approche présentée ici permet de retrouver les nombres d’ondes
de Biot (lignes bleues sur la figure 2.6). Cependant, des erreurs numériques importantes
existent, de sorte que la qualité des résultats est trés sensible au choix des parameétres nu-
mériques de la sous-structure. En effet, il est difficile de concilier le besoin d’avoir une
structure suffisamment petite par rapport aux longueurs d’ondes (critere hautes fréquences)
tout en ayant une structure suffisamment large pour éviter les erreurs numériques (critere
basses fréquences).
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Figure 2.7 — Evolution des nombres d’ondes 4 2kHz en fonction de la dimension L. (X)
WEE, éléments quadratiques sans condensation, n, = 1, SC2(20) ; (—) valeur analytique.

La figure 2.7 montre que 1’'usage d’éléments quadratiques (et la résolution de 1’équation
(2.23)) ne permet pas d’améliorer la sensibilité aux erreurs numériques. Toutefois, il semble
possible d’obtenir des meilleurs résultats avec des sous-structures plus larges.

En fait, ces erreurs numériques sont dues au mauvais conditionnement de la matrice
de rigidité dynamique. En effet, les formulations UP-a et UP-b sont écrites sous forme
dimensionnelle, ot I’équation de la phase solide est homogene au produit d’'une masse
volumique par une accélération, alors que I’équation de la phase fluide est homogene a un
déplacement.

Plus précisément, en hautes fréquences, le conditionnement est donc mauvais a cause
de la présence de termes en w? dans I’équation solide et de termes en 1/w? dans I’équation
fluide. Le conditionnement de la matrice peut étre amélioré en multipliant I’équation de
la phase fluide par w?. Par exemple, dans le cas de la formulation UP-b, 1’équation (1.53)
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devient alors :

Trouver u® € C* et p € CP tels que pour tous su® € C*™* et 6p € CP*,
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(2.42)

On peut voir sur la figure 2.8 que cette formulation asymétrique permet de limiter les

erreurs numériques et d’améliorer la robustesse de la méthode vis-a-vis des parametres
numériques choisis.

Erreurs numériques Erreurs de discrétisation
<—>
140 % % %% o X : Onde de
120 » - cisaillement
o 100f x 4
E sop x 8
< 60} X ¢ _|Onde lente
Q X R Onde rapide
& 40p % 1
%
20r X N J
| : | | : : o
i~ % %] Onde rapide
5t x X X 1 Onde de
-~ ~10r X ¥ 7 cisaillement
'e -15¢ X 4
E i XX 1
~—~ -20r X x 7
i~ 3 ]
E 250« x X 1
= 30 % X ] Onde lente
-35F x 1
_40 Il Il Il Il Il Il Il
10" 10° 10° 10 10° 10' 10°

longueur L (mm)

Figure 2.8 — Convergence avec conditions aux limites infinies et formulation asymétrique
a 2kHz. (x) WFE, éléments linéaires, n, = 1, SC2(7) ; (—) valeur analytique.

Il est maintenant possible de tracer les courbes de convergence adimensionnelles en
tracant I’erreur relative entre la valeur prédite par WFE et la valeur analytique des nombres
d’ondes par rapport au nombre d’éléments par longueur d’onde.

La figure 2.9a montre que les 3 ondes présentent le méme comportement, comme
pour la formulation UUt. La taille de la sous-structure devrait donc étre choisie vis-a-vis
de la plus petite longueur d’onde parmi les 3 ondes de Biot. Les éléments quadratiques
convergent plus vite que les éléments linéaires, mais sont aussi plus sensibles aux erreurs
numériques. Par rapport a la formulation UUt, le conditionnement des formulations UP est
moins bon, donc les erreurs numériques apparaissent plus vite : I’erreur minimale est ob-
tenue a 100 éléments H27 et 10000 éléments HS par longueur d’onde pour la formulation
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Figure 2.9 — Convergence pour des conditions de bords Infinies a 2kHz et les formulations
asymétriques. (sans ligne) éléments linéaires ; (—) éléments quadratiques.

UUt, tandis qu’elle est obtenue a 12 éléments H27 et 100 éléments HS par longueur d’onde
pour les formulations UP.

Concernant I’effet du nombre d’éléments dans 1’ épaisseur, il apparait en figure 2.9b que
la meilleure valeur est n, = 1, a la fois pour les éléments linéaires et quadratiques, comme
pour le cas de la formulation déplacement-déplacement.

Finalement, la figure 2.10 présente les courbes de dispersion obtenues avec I’approche
proposée ici, pour des éléments linéaires avec (L = 1.3mm, n, = 1) et les deux formu-
lations UP. Cette longueur correspond a 35 éléments par longueur d’onde pour 1’onde de
cisaillement a 2kHz. L’erreur avec la valeur analytique est inférieure & 0.2% sur toute la
gamme de fréquences.
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Figure 2.10 — Courbes de dispersion obtenues avec les formulations UP-a et UP-b, asymé-
triques, et des conditions de bord infinies. (—) Ondes de Biot ; (X) WFE (UP-a, L = 1.3mm,
n, = 1, éléments linéaires, SC2(7)); (+) WFE (UP-b, L = 1.3mm, n, = 1, éléments li-
néaires).

2.3.3 Conclusion

Dans cette partie, la méthode WFE a été appliquée sur un milieu poroélastique de
dimensions infinies. La méthode est validée par le fait de pouvoir prédire avec une er-
reur acceptable les nombres d’ondes volumiques. Les éléments quadratiques permettent de
converger plus vite que les éléments linéaires, permettant d’obtenir des résultats convergés
pour des sous-structures périodiques de dimensions importantes ou pour des fréquences
supérieures a un maillage donné.

Les formulations en déplacement-déplacement et les formulations en déplacement-
pression présentent le méme comportement, avec les mémes taux de convergence. Il
est nécessaire toutefois de considérer la formulation asymétrique des formulations en
déplacement-pression pour obtenir un bon conditionnement. Malgré cela, la formulation
en déplacement-déplacement est moins soumise a des erreurs numériques, qui apparaissent
pour des tres grandes valeurs de nombre d’éléments par longueur d’onde. Pour calculer les
courbes de dispersion du matériau infini par la méthode présente, on conseillera donc 1’uti-
lisation d’éléments linéaires en formulation UUt avec 1 élément dans 1’épaisseur et une
dimension de sous-structure plusieurs centaines de fois inférieure a la plus courte des lon-
gueurs d’ondes.

Dans la section suivante, on s’intéressera aux ondes se propageant dans un matériau
poreux d’épaisseur finie.

2.4 Propagation d’ondes dans un milieu poreux d’épaisseur fi-
nie par la méthode WFE2D

Dans le cas d’un milieu d’épaisseur finie, la démarche précédente consistant a calculer
les ondes a partir de la matrice de rigidité dynamique corrigée par les conditions aux limites
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peut étre appliquée. On considere ici une couche de 2 cm d’épaisseur du matériau D (voir
Annexe A). Le matériau est plutot rigide, mais sa résistivité assez importante fait que les
phases solide et fluide sont couplées. Comme le matériau est isotrope, seuls les résultats
des calculs a 6 = 0 sont présentés.

Les conditions aux limites latérales sont dans ce cas :

F’n=0etp = pex, (2.43)

tandis que les déplacements de la phase fluide, de la phase solide, les déplacements relatifs
et le déplacement total sont libres.

Dans la section précédente, il a été montré que la WFE permet de prédire les ondes
telles que les efforts virtuels exercés sur les faces latérales sont nuls. Cette condition s’ex-
prime différemment dans le cas des différentes formulations.

Dans le cas de la formulation UUt, les efforts virtuels appliqués a la phase solide in
vacuo s’écrivent :

W* = fﬁ'sn -ou'dl’ = 0, (2.44)
r

tandis que les efforts virtuels appliqués sur la phase fluide sont :

0 i p = 0 (hypothese d i 11
W = { sip (hypothese de pression nulle) (2.45)

fr —p(Y)n - su'dl’  sans hypothese de pression nulle.

Utiliser la WFE a partir de la formulation UUt directement meéne donc a des ondes

calculées pour un matériau entouré de vide, tandis que le couplage avec I’air environnant
peut étre pris en compte en corrigeant la matrice de rigidité dynamique.

Dans le cas de la formulation UP-a, les efforts virtuels appliqués aux interfaces latérales
sur la phase solide sont :

W* = f 6°n-sutdll = 0, (2.46)
r
tandis que les efforts virtuels appliqués sur la phase fluide sont :
. |0 siu'-n=0
W* = _ (2.47)
- frut -nop(ut)dl’  sinon.

Enfin, dans le cas de la formulation UP-b, les efforts virtuels appliqués aux interfaces
latérales sur la phase solide sont :

W* = f(rtn-éusdl" (2.48)
r

Apres application des conditions au limites 6° - n = 0, ils s’expriment :
. |0 sip=0
W* = ) (2.49)
fr pn - éutdl’  sinon.
Les efforts virtuels appliqués sur la phase fluide sont :
si(uf—us)-nzo

0
) {fr ¢ (“f(us’ p)— US) -ndpdl’  sinon.

3k

(2.50)
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Formulation Hypothése sur le terme de bord Effet
UUt You', f —pn-éu'dl =0 Pression Nulle (PN).
r
UP-a Yép, f u'-nspdl =0 Déplacement Total Nul (DTN).
r

UP-b Yop, f gb(uf —u®)-népdl' =0 Déplacement Relatif Nul (DRN).
r

You®, f pn-sutdl =0 Pression Nulle (PN).
r

Tableau 2.1 — Hypotheses sur les termes de bord a une interface poroélastique/acoustique
en fonction de la formulation.

Ces différentes hypotheses sont reprises dans le tableau Tab. 2.1. Quand les termes
d’interfaces ne sont pas supposés nuls, mais qu’ils sont ajoutés aux termes volumiques,
nous dirons que I’hypothese a I’interface a été relachée, et nous le noterons avec une barre
supérieure (par exemple, PN correspond au cas ou I’hypothése de pression nulle PN est
relachée).

Il est classique (voir [118] par exemple) que des conditions aux limites libres d’ef-
forts sur les faces latérales d’un matériau solide élastique provoquent un couplage entre
I’onde longitudinale et I’onde de compression, de telle maniere que les ondes qui se pro-
pagent dans le matériau de dimensions latérales finies sont une onde de cisaillement et
une onde quasi-longitudinale se propageant avec un effet de Poisson dans la section. Une
onde de flexion est aussi provoquée par ce couplage. Alors que 1’onde quasi-longitudinale
a une déformée symétrique par rapport a I’épaisseur, I’onde de flexion a une déformée
antisymétrique. Par cette rapide analyse, on sait maintenant que les ondes prédites par la
WFEE devraient étre différentes des ondes de Biot, qui sont des ondes volumiques. Les trois
formulations font apparaitre des conditions aux limites différentes, nous étudierons donc
séparément chacune d’entre elles.

2.4.1 Formulation UUt
2.4.1.1 Hypothese pressure release (PN)

Ce cas est obtenu en utilisant seulement la matrice de rigidité dynamique de la sous-
structure périodique dans I’algorithme WFE.

La figure 2.11 présente les courbes de dispersion du matériau dans le repere fréquence-
partie imaginaire-partie réelle. Les trois ondes avec la plus petite partie imaginaire sont les
ondes solidiennes : compression, cisaillement et flexion. Leur déformées a 1300Hz sont
données sur la figure 2.12. D’autre part, la méthode prédit I’existence d’un groupe d’ondes
fortement dissipatives. Ces ondes présentent le méme type de comportement que I’onde
lente. Elles dépendent du maillage choisi dans I’épaisseur. Les déformées de la moins dis-
sipative d’entre elles est donnée en exemple (figure 2.13). Ces ondes font apparaitre des
déformations faisant penser aux modes sablier observés en utilisant une formulation en dé-
placement pour un fluide acoustique. Cependant, alors que ces modes peuvent étre suppri-
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Figure 2.12 — Déformées propres des ondes solidiennes, formulation UUt, 1300Hz

més en choisissant correctement I’ordre d’intégration dans les éléments, les modes d’ondes
obtenus ici ne dépendent pas de I’ordre d’intégration numérique. Un travail d’analyse nu-
mérique serait intéressant pour comprendre 1’origine de ces modes numériques.

On s’attendrait a ce que 1’onde lente soit prédite parmi ces ondes « numériques », ce-
pendant une observation attentive de toutes ces ondes montre qu’aucune de ces ondes ne
ressemble a une onde de compression, ¢’est-a-dire qu’aucune ne possede un déplacement
fluide quasi-constant dans 1’épaisseur. La justification de ce phénomene est que les ondes
prédites sont des ondes admissibles, c’est-a-dire qu’elles vérifient la condition aux limites
imposée par 1’algorithme. Ainsi, les ondes calculées doivent vérifier : fr pn-utdl’ = 0.

Or I’onde de compression fluide se propage avec un champ de pression uniforme sur la
section du matériau. Sa valeur a I’interface est donc non nulle, de méme signe sur les deux
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Figure 2.13 — Déformées propres de la premieére onde « sablier ».

interfaces libres.

Par ailleurs le déplacement fluide est couplé avec le déplacement de la phase solide. Un
mouvement de compression de la phase fluide entraine donc une compression de la phase
solide, induisant un déplacement dans la direction de I’épaisseur par effet de Poisson. Par
couplage entre la phase solide et la phase fluide, ’onde de compression fluide est donc
marquée par un déplacement non nul dans 1’épaisseur, symétrique par rapport au feuillet
moyen. Le terme de bord associé a I’onde de compression fluide se propageant dans le
matériau ne peut donc pas étre nul.

La formulation UUt avec hypothese de pression nulle aux interfaces permet donc de
calculer des ondes solidiennes réalistes, mais ne permet pas de prédire d’onde de com-
pression dominée par la phase fluide car I’hypothese de bord libre est incompatible avec
Iexistence d’une telle onde. Pour obtenir I’onde de compression associée a la phase fluide,
on ajoute la contribution du champ de pression a I’interface a la matrice de rigidité dyna-
mique.

2.4.1.2 Relaxation de I’hypothése de pression nulle 2 ’interface (PN)

La matrice de rigidité dynamique est corrigée par 1’ajout d’une matrice de rigidité Dy
telle que :

su’) u’
fr p(ut)n-éutdl"z( 6ut) Db(ut). (2.51)

Si cette hypothese PN aux interfaces est relachée, on obtient alors une onde de com-
pression solide, ainsi qu'une onde de compression fluide (voir figure 2.14). Cependant,
I’onde de flexion et I’onde de cisaillement ne sont plus admissibles.

Une onde de compression fortement dissipative et une onde de compression faiblement
dissipative sont prédites, on peut les appeler respectivement onde de compression solide et
onde de compression fluide. Néanmoins, le relichement de I’hypotheése p = O sur I'inter-
face ne permet pas d’obtenir les ondes de cisaillement et de flexion.
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Figure 2.14 — Courbes de dispersion avec prise en compte du champ de pression (PN).

2.4.1.3 Conclusion

L application de la WFE a une plaque poreuse modélisée par la formulation UUt du
modele de Biot-Allard a été décrite. Il a été montré que si les ondes solidiennes peuvent
étre décrites, I’hypothese de pression nulle a I’interface induite par la méthode empéche la
propagation d’une onde de compression fluide. Celle-ci est remplacée par un jeu d’ondes,
solutions numériques mais n’ayant pas de réalité physique. Relacher 1’hypothese sur la
pression en prenant en compte 1’effort virtuel associé permet de prédire I’onde de compres-
sion fluide, mais 1’onde de flexion associée n’est alors pas physique, puisque une propaga-
tion avec amplitude exponentiellement croissante est observée dans les basses fréquences,
rappelant un phénomene d’autoexcitation.

2.4.2 Formulation UP-a

Dans le cadre de cette formulation, les termes de bords peuvent vérifier la condition
de déplacement total nul (DTN) ou relacher cette hypothése en intégrant la contribution
correspondante dans la matrice de rigidité dynamique (DTN).

Les figures 2.15a et 2.15b présentent les courbes de dispersion obtenues pour les deux
hypotheses.

Seule I’onde de cisaillement est insensible a ces hypotheses. L’ onde de flexion notam-
ment y est tres sensible : avec hypothése DTN, cette onde possede une dissipation négative,

c’est-a-dire qu’elle possede une amplitude exponentiellement croissante. Cette onde non
physique peut étre interprétée par un phénomene d’autoexcitation.

Avec I’hypotheése DTN, la partie imaginaire de I’onde de flexion présente un maximum
local (en valeur absolue) dans les basses fréquences. Cette onde ne parait donc pas réaliste.
Physiquement, on remarquera que 1’hypothése u' - n = 0 est difficilement réalisable quand
on considere une plaque poreuse entourée d’air.
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Figure 2.15 — Courbes de dispersion avec la formulation UP a une interface poroélas-
tique/air en z = L, et z = 0 (formulation asymétrique, éléments HS, L = 0.5mm, n, = 20).

2.4.3 Formulation UP-b

Dans le cadre de la formulation UP-b, utiliser la matrice de rigidité dynamique revient
a considérer que le terme de bord est nul pour tout chargement, ce qui signifie de se placer
dans le cadre des hypotheses PN et DRIN (voir Tab. 2.1). Si le travail virtuel des forces
de pression sur I’interface est pris en compte, nous parlerons d’hypoth&se PN. Si celui des
forces de déplacement relatif sur I’interface est intégré a la matrice du matériau libre, nous
considérons le cas de I’hypothése DRN.

Les courbes de dispersion obtenues avec la formulation UP-a (DTN) sont présentées
sur la figure 2.16 avec celles obtenues avec la formulation UP-b (PN et DRN). Cette figure
montre que les deux formulations UP sans contributions latérales ne sont pas équivalentes.

Les différences entre les nombres d’ondes prédits pour les différentes hypotheses asso-
ciées a la formulation UP-b peuvent étre observées sur les figures 2.15¢ et 2.15d.
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Figure 2.16 — Courbes de dispersion avec formulations UP (éléments H8, L = 0.2mm,
n, = 20). ( Xx---x ) UP-a libre (DTN) ; (—) UP-b libre (PN et DRN).

L’hypothese sur le déplacement relatif dans la formulation UP-b ne semble pas avoir
d’effet sur les courbes de dispersion, puisqu’elles sont bien superposées avec ou sans rela-
chement de I’hypothese sur la valeur du déplacement relatif (figure 2.15c¢ et figure 2.15d).

Au contraire, 1’hypothése PN conduit 2 une onde de flexion non physique, dont la

courbe de dispersion est identique a celle obtenue avec I’hypothése DTN de la formulation
UP-a.

Enfin, la figure 2.17 présente les ondes obtenues avec les formulations UP-b et UUt
avec hypothese de pression nulle aux interfaces (PN). Les courbes de dispersion des ondes
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T T T
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. . .
0 500 1000 1500 2000
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Figure 2.17 — Courbes de dispersion du matériau D, pour les formulations UP-b et UUt,
avec hypothese PN. (—) UP-b, ( x---x ) UULt.

solidiennes sont tres proches pour les deux formulations. Au contraire, et comme il a été
montré précédemment, la formulation UUt ne permet pas de calculer I’onde de compres-
sion fluide & cause de la présence de la condition aux limites PN.
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2.4.4 Conclusion

Les conditions aux limites latérales induites par 1’algorithme WFE possedent une in-
fluence notable sur les résultats. Ces conditions aux limites dépendent de la formulation
choisie. D’autres combinaisons de conditions aux limites auraient pu étre choisies en consi-
dérant les formulations déplacement—déplacement UU ou déplacement—déplacement rela-
tif.

Nous avons montré que la formulation UP-a ne permet pas de calculer les ondes se pro-
pageant dans une plaque poreuse entourée d’air. De méme, la formulation UUt ne permet
pas de calculer I’onde fluide, puisqu’elle est incompatible avec la condition de pression
nulle.

Enfin, la formulation UP-b permet de prédire les ondes se propageant dans le milieu de
dimensions finies, avec les hypotheses de pression nulle aux interfaces et de déplacement
relatif nul aux interfaces.

2.4.5 Parametres numériques

Maintenant que la formulation UP-b (hypotheses de déplacement relatif nul, pression
nulle) est sélectionnée pour ce cas d’étude, observons les effets des parameétres numériques.

Comme il a été dit précédemment, la condition de bords libres modifie le comporte-
ment des ondes se propageant dans le milieu. Par conséquent, aucune expression analy-
tique des nombres d’ondes de flexion ou de quasi-compression est connue, méme si I’onde
de cisaillement possede le méme comportement que 1’onde volumique de cisaillement. A
cause de la présence des erreurs numériques, il est possible de ne pas trouver de taille de
sous-structure optimale pour toutes les ondes simultanément. Par conséquence, la valeur de
référence pour calculer I’erreur relative entre la configuration courante et la configuration
convergée a été choisi manuellement pour chaque onde.

Dans un premier temps, on s’intéresse a I’effet de la dimension latérale de la structure
L. Cette longueur est importante quant aux erreurs de discrétisation, donc ses effets sur
la convergence des résultats ne dépendent pas des conditions aux limites latérales appli-
quées. Le méme comportement que pour la condition d’épaisseur infinie est donc observé
pour les deux formulations (voir figure 2.18). Les éléments quadratiques convergent plus
rapidement, mais sont aussi plus sensibles aux erreurs numériques..

Cependant, les conditions aux limites latérales conduisent a des déformées non uni-
formes dans 1’épaisseur, donc le nombre d’éléments utilisés pour mailler le milieu est im-
portant. Les résultats sont tracés en fonction du nombre d’éléments par longueur d’onde
dans I’épaisseur. On peut observer sur la figure 2.19 que les résultats sont similaires pour
les deux formulations UP.

Lutilisation d’éléments quadratiques conduit a des résultats plus précis dans le cas ou
peu d’éléments par longueur d’onde sont utilisés, ce qui est le cas dans le domaine des
hautes fréquences pour un maillage donné. Cependant, les éléments linéaires permettent de
limiter les erreurs numériques quand un grand nombre d’éléments par longueur d’onde est
utilisé, en particulier pour le cas des basses fréquences.

Il est aussi intéressant de remarquer qu’a la différence d’une étude éléments finis stan-
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Figure 2.19 — Convergence a 2kHz avec la formulation UP-b asymétrique et condition de
bord libre : effet de n,. (—) éléments H27 (L = 0.2 mm, référence n, = 150); (no line)
éléments H8 (L = 0.2 mm, référence n, = 35)).

dard, ot les éléments linéaires H8 conduisent a des erreurs importantes pour des problemes
mettant en ceuvre des mouvements de flexion, ces éléments permettent tout a fait de prédire
I’onde de flexion, son nombre d’onde et sa déformée dans 1’épaisseur.

Comme dans le cas d’une épaisseur infinie, il faut remarquer que le nombre d’éléments
par longueur d’onde est différent pour chaque onde a une longueur de sous-structure don-
née. Ainsi, ’onde de flexion étant plus courte que les autres, il y aura moins d’éléments
par longueur d’onde pour cette onde que pour les autres. Cette onde est donc principale-
ment sujette aux erreurs de discrétisation, qui sont marquées dans le domaine des hautes
fréquences.

Au contraire, ’onde lente a une grande longueur d’onde, il y aura beaucoup d’élé-
ments par longueur d’onde pour la méme taille de sous-structure périodique. Cette onde
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risque d’étre soumise a des erreurs numériques, en particulier dans le domaine des basses
fréquences ot les longueurs d’ondes sont encore plus grandes.

2.4.6 Conclusion

Pour conclure sur cette partie, les ondes se propageant dans un milieu poroélastique de
dimensions latérales finies peuvent étre calculées par la méthode WFE. Toutefois, il faut
faire attention a trois aspects. Tout d’abord, les erreurs numériques dues au conditionne-
ment de la matrice de rigidité doivent étre contrdlées pour éviter de contaminer les résultats.
Ensuite, la taille de la cellule élémentaire doit prendre en compte I’ensemble des longueurs
d’ondes que 1’on cherche & prédire. Enfin, il faut avoir conscience que la méthode ne per-
met pas d’obtenir une précision optimale pour I’ensemble des nombres d’ondes. Ainsi,
plusieurs calculs sont nécessaires pour chaque onde pour pouvoir évaluer la taille de la
cellule élémentaire optimale pour atteindre la convergence sans &tre pollué par des erreurs
numériques.

2.5 Conclusion du chapitre

Dans cette section, nous avons présenté, justifié et appliqué la méthode WFE pour la
prédiction des caractéristiques de dispersion des ondes se propageant dans un panneau
poroélastique. Ce travail consiste en la premiere application de la WFE aux milieux po-
roélastiques. Il a permis de mettre en lumiere des aspects de la WFE souvent passés sous
silence, comme I’influence des conditions aux limites naturelles sur les ondes prédites.

En particulier, il a été montré que la méthode WFE s’applique aussi bien sur
les formulations en déplacement-déplacement que sur les formulations déplacement-
pression. Le conditionnement des matrices pour les formulations déplacement-pression
doit étre controlé pour éviter la propagation d’erreurs numériques. Les formulations en
déplacement-déplacement sont moins sujettes aux erreurs numériques, mais font apparaitre
un jeu d’ondes « numériques » additionnelles. Leur origine reste a démontrer.

Ensuite, un critere général de construction de la sous-structure périodique a été pro-
posé. La méthode étant basée sur les éléments finis, le critere standard des éléments finis
est retrouvé. Afin d’obtenir une erreur inférieure & 1% sur I’ensemble des fréquences, on
utilisera 10 éléments linéaires par longueur d’onde. S’il est possible d’utiliser ces dimen-
sions dans les basses fréquences pour les formulations en déplacement-déplacement, il est
préférable de modifier la taille de la cellule et du maillage en fonction de la fréquence
considérée quand les formulations déplacement-pression sont utilisées.

Concernant la prédiction des ondes se propageant quand le panneau est entouré d’air,
les différentes formulations ne sont pas équivalentes du fait des conditions aux limites
naturelles. Ainsi, la formulation déplacement-pression (UP-b) proposée dans [29] semble la
plus adaptée. Cette hypothese doit toutefois étre validée par comparaison avec des valeurs
expérimentales.

Dans le chapitre 3, nous présentons 1’application de la méthode WFE a 1’analyse des
ondes se propageant dans des structures planes multicouches. Nous nous intéresserons no-
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tamment a la validation de modeles de plaque équivalente pour des matériaux poroélas-
tiques.

Finalement, dans les chapitres 4 et 5, nous utiliserons les ondes calculées par la mé-
thode WFE unidirectionnelle pour calculer la réponse forcée de problémes vibroacous-
tiques couplés.






CHAPITRE 3

Propagation d’ondes dans des
plaques multicouches avec matériaux
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3.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a la propagation d’ondes dans des plaques
composites composées de couches poroélastiques et I'utilisation de leurs propriétés pour
alimenter des modeles de plaque équivalente.

De tels modeles permettent a la fois de s’affranchir des problémes de conditionnement
des matrices éléments finis liés aux dimensions des éléments et de permettre une réduction
importante des colts de calcul en réduisant le nombre de degrés de liberté a prendre en
compte dans I’épaisseur. Les configurations de type plaque vibrante étant courantes dans
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I’industrie, ces approches sont donc particulierement intéressante, notamment pour des
approches d’optimisation.

Deux types d’approches peuvent étre distingués concernant la modélisation de struc-
tures multicouches. Ces approches sont maintenant classiques dans le cas ou seuls des
matériaux élastiques composent la structure. La premiere approche consiste en la modéli-
sation par matériau équivalent monocouche (Equivalent Single Layer). Des hypotheses a
priori sur le champ de déplacements et de contraintes sont faites : la théorie CLPT (Classi-
cal Laminate Plate Theory) permet d’ obtenir une plaque équivalent de type Kirchhoff-Love,
quand les déformations en cisaillement transverse et les contraintes normales transverses
sont négligées. La théorie FSDT initiée par Mindlin [119] puis développée par Whitney
[55] permet de prendre en compte les rotations des sections droites. Finalement, des théo-
ries d’ordre plus élevé (HSDT High-order Shear Deformation Theory) ont été développées
[54], permettant d’obtenir la réponse de la structure multicouche dans un domaine de fré-
quences plus large, au prix d’un colt numérique plus important.

Dans le cas de structures possédant de forts contrastes entre les couches, des théories
dites couche-par-couche (Layer-Wise) ont été développées. Ce type d’approche permet
d’obtenir la discontinuité des contraintes transverses aux interfaces entre les différentes
couches, au prix d’un colit numérique important, puisque des inconnues sont utilisées pour
chaque couche. Un bon compromis entre la richesse du contenu physique et le colit mathé-
matique est généralement trouvé en introduisant des fonctions zigzag dans la cinématique
du modele [54, 120, 121, 122, 123].

Concernant le cas de structures multicouches composées de plaques élastiques et de
couches poroélastiques, les études sont beaucoup moins courantes. Quelques modeles de
plaque équivalente poroélastique ont été développés dans la littérature ([1, 3, 124, 2]). Une
approche de type zigzag a été utilisée par Chazot et al.[56] pour simuler la réponse d’une
structure cylindrique a coeur poroélastique. Une bonne corrélation avec les calculs éléments
finis 3D est obtenue, néanmoins le cofit de calcul reste important. De plus, les inconnues
sont projetées sur une base de polyndomes d’ordre arbitraire, pouvant mener a des erreurs
dans le cas de matériaux trop souples.

Dans cette partie, nous ne cherchons pas a appliquer ce type d’approche au cas d’une
structure multicouche avec matériaux poroélastiques. A la place, nous nous intéressons a
la validation de ces modeles par approche k-space. Plus précisément, la technique WFE a
montré qu’elle pouvait prédire les nombres d’ondes se propageant dans des structures mul-
ticouches arbitraires avec la méme précision que les modeles d’ordre élevé. Nous considé-
rons donc que les nombres d’ondes calculés par cette technique dans le cas de structures
multicouches avec matériaux poroélastiques sont exacts. La comparaison de ces nombres
d’ondes avec ceux issus de modeles analytiques permet alors de déterminer la validité et
les limites de leurs hypothéses.

Ce chapitre sera divisé en quatre sections. Dans un premier temps, différents modeles
de plaque équivalente poroélastique sont rappelés. Ces modeles sont ensuite comparés aux
résultats WFE dans I’espace des nombres d’ondes. La pertinence des approximations faites
est discutée. Ensuite, le cas d’une plaque élastique couverte d’une couche poreuse est traité.
Une discussion est menée sur les parametres de plaque équivalente. Enfin, dans le cas d’une
structure sandwich a cceur poroélastique, des modeles analytiques exacts sont tres diffi-
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ciles a déterminer. En se basant sur I’analyse des courbes de dispersion et des déformées
d’ondes, nous verrons que des choix pertinents peuvent étre faits pour simplifier la phy-
sique du milieu. En particulier nous ciblerons I’influence de la phase fluide sur la réponse
de la structure composite.

3.2 Modeles analytiques de plaques poroélastiques

Dans toute cette partie, I’épaisseur de la plaque est notée & et est portée par la direction
z. Le plan moyen de la plaque est noté (O, X, y).

3.2.1 Modele d’ordre 0 [1]

Le modele de Theodorakopoulos et Beskos est issu de [1]. Les auteurs se placent dans
le cadre des hypotheses de Kirchhoff-Love :

— Plaque mince élastique de masse volumique constante, les sections droites restent
normales aux interfaces ;

— Petites déformations ;

— Contrainte normale nulle dans 1’épaisseur : o (z) = 0.

IIs considerent de plus I’hypothese de déplacement relatif normal & I’interface.

Les champs de déplacement de la phase solide u® et de la phase fluide u’ peuvent alors
étre approximés par :
S.x=ul -x= —z2
wexX=uxX=-zgw,

uoy =y = —cdw G.1)

ouw = u® - z. Les équations de la plaque équivalente poroélastique sont alors données par

[1]:

CiVw+ GV + Csw+ (P —p2) =0
) I s h 5 ~ 3 _ 3.2)
(C4V- + Cs)l + EC%V w+ §C4(Q2 —q1)—C4(f2-71) =0

ol ¥ = —¢p est la contrainte fluide et / = f_h h//zz 7zdz. Les termes p;, T; et §; corres-
pondent respectivement a la pression, a la contrainte fluide et au débit relatif, aux inter-
faces z = —h/2 (i=1) et z = +h/2 (i=2). Dans le chapitre 2, nous avons vu que la formula-
tion UP-b conduit naturellement aux hypotheses « pression nulle » et « déplacement relatif
nul » aux interfaces latérales. Nous pouvons donc considérer donc que les termes de bords
dans I’équation (3.2) sont nuls.
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Les coefficients C; a Cg sont donnés par ([1]) :

ERW
Crl= —r—
12(1-v2)
1—2v(Q+R pz)
C2: —_— — —
1-v R P22
Cs = M%Qn—kﬁ
i 022 (3.3)
Ci= R
C- = 2(~ ﬁlzR—ﬁzzQ(Q+R pz))
5= WP~ — -
5 /l+2,g R P22
57
Co= —ouwrP2R=Pn0

A+2u

L’équation de dispersion est alors obtenue par 1’annulation du déterminant du systeme
linéaire, soit :

h3
aaﬁ{aQ+EQQVMC¢M—QQ=Q (3.4)
Ce probleme peut étre résolu en utilisant la fonction Matlab© « root ».

3.2.2 Modele d’ordre 0 [2]

Leclaire et al. ont proposé dans [2] un modele de plaque équivalente d’ordre 0. Par-
tant de la seconde formulation de Biot (déplacement-déplacement relatif), ils avancent les
hypotheses suivantes :

e Le vecteur des contraintes du matériau équivalent doit étre égal au vecteur des
contraintes totales ;

e Hypothese des contraintes planes o, = 0;

e Déplacement relatif purement normal ;

e Le champ de déplacements est approximé sous la forme :

a
O i (35)
vg=ut-y= —za%ws, ’

ou wy est le déplacement normal de la phase solide : wy = u® - z.
L’équilibre des efforts et des moments permet alors d’exprimer les équations de la dyna-
mique du milieu équivalent sous la forme :

PR,
D+ 1 V*ws — hw” (ows + pow) = g

a/f(ethzws + hw? (pows +ﬁeqw) = Ap

(3.6)

ou w est le déplacement normal relatif, ou f{eq et Peq sont respectivement le module de
compressibilité et la masse volumique du fluide équivalent a squelette « rigide », et ol les
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coeflicients D, p; et @ sont donnés par :

_ ER
12(1-2)
pr=ps+tépo 3.7
a= ¢(l+g).
R

L’équation de dispersion est donc donnée par :

Cszeqh3 2~ 14 B2 2 22 12 40 2 ~
D+ T hwPeqk™ — aKeqh”w pok” + h*w™ (05 — piPeq) = 0. 3.8)
Avec I’hypothese d’un solide tres rigide, E >> Keq, le modele peut encore étre simplifié
en:

Peq (3.9)
w

2

% pO
aveCc p° = pr — —.
eq

3.2.3 Modele d’ordre 1 sans phase fluide [3]

Dans [3], I’auteur présente une théorie d’ordre 1, semblable a la théorie de Reissner—
Mindlin, pour prédire la vibration d’une structure bicouche plaque+poreux.

L’auteur propose de prendre en compte le cisaillement dans la phase solide sous la
forme classique :

ow
”s(X,y, t) = _Za_y — Z[//x

0
vs(x,y, 1) = ﬂg_wy (3.10)
WS(X’ y’ t) = w

ou w représente le déplacement normal du feuillet moyen, z la coordonnée de 1’épaisseur
et ou ¥, et i, représentent les rotations des sections dans les plans (x, z) et (y, z) respecti-
vement. Les relations contraintes—déformations sont écrites sous la forme :

o= Ccp8 (3.1 1)
ou la matrice des constantes élastiques dans 1’hypothese des contraintes planes est :
1 v
v 1

(1-v)/2 (3.12)
(I-v)/2
(1-v)/2

. 3 T
et oul le vecteur des contraintes est noté o = (a‘x, Oy, Oxy, Oxz,s O'yz>
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Lauteur choisit une approche hamiltonienne pour calculer les équations du mouve-
ment. L’énergie cinétique T de la plaque est donnée par :

1
T=-—= f mw*w*dS (3.13)
2 s
Remarquons ici que I’hypothese de 1’auteur conduit a négliger la contribution de la rotation

de section a I’énergie cinétique. L’énergie élastique V est écrite comme la somme des
énergies élastiques du mouvement de flexion et de celle associée au cisaillement :

1 h/2 Ox
V= —ff <8xx,8yy,28xy> oy |dzdxdy
2 Js Jonp o
xy

(3.14)

contribution de la flexion

L f f’“ (cr)
+ = 2&y,,2€ dzdxdy .
2 Js —h/2< e Z> Ty:

contribution du cisaillement

De plus, I’énergie dissipée par frottement visqueux et par dissipation thermique dans la
phase fluide est négligée devant la dissipation ayant lieu dans le squelette. Cela consiste
donc a considérer le matériau poreux in vacuo.

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir les équations de la dynamique :

Dy V4w + DaV20 — mw*w = 0

DuV*w + D3V20 - C,0 =0 (3.15)

ou 6 = 9yr/dx+ Oy /Dy et ou les termes D; pour i € {2 : 4} et C; sont définis par (voir [3]) :

E 2
Dy = —> lezdz

IE'Vm <

2

Ds T mz zzl (z-z1)dz

E,:’" " (3.16)
Dy =——= || 2z—-zldz

l—vaZ
Cy =khy,—2— k=15/6

KA+ v,)

ol z; et 7o sont respectivement les coordonnées selon z des faces inférieure et supérieure et
ou m représente la masse surfacique du panneau.
L’équation de dispersion est donc donnée par I’équation :

(D3 — D2D3)K® — CrDok* + mw? D3k* + mw?*C, = 0. (3.17)

Structure multicouches Une structure composée d’une plaque métallique d’épaisseur
2z1 supporte une couche poroélastique d’épaisseur z, — z;. Dans ce cas, le modele précé-
dent peut étre complété en ajoutant I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle de la plaque
métallique. Celle-ci est modélisée par la théorie de Kirchhoff-Love.
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Finalement, 1’équation de dispersion est obtenue sous la forme :
(D] = DegD3)k® — CoDegk® + meq D3k* + meq®Cs = 0 (3.18)

ol meq = my + my est la masse surfacique de la structure, définie comme la somme des
masses surfaciques de chaque couche, et ou Deq = Dy + D, est la rigidité équivalente en
flexion de la structure composite.

3.3 Structure monocouche

Dans cette section, nous montrons que 1’analyse k-space est une technique pertinente et
efficace pour juger de la validité d’un modele. Nous nous intéressons au cas d’un matériau
monocouche poroélastique (matériau D, 2 cm d’épaisseur).

Dans le matériau poroélastique, 4 ondes se propagent avec une faible dissipation : 3
ondes « solidiennes » et 1 onde « fluide ». Les 3 ondes « solidiennes » sont 1’onde de
compression « solide », I’onde de cisaillement et I’onde de flexion.

Nous cherchons a déterminer si les modeles simplifiés permettent de prendre en compte
la dynamique du milieu, c’est-a-dire s’ils permettent de prédire les courbes de dispersion
du milieu. N’ayant pas de modele exact a disposition, nous considérerons que la méthode
WEE, en dépit des difficultés liés aux erreurs numériques, permet d’obtenir la valeur exacte
des nombres d’ondes. En effet, plusieurs travaux [109, 125] ont comparé les nombres
d’ondes obtenus par la méthode WFE et par des théories de plaque, et ont montré que
dans le cas de matériaux souples la WFE permet de retrouver les mémes résultats que les
théories d’ordre élevé.

3.3.1 Modele de solide équivalent

Dans un premier temps, nous simplifions le milieu poreux en le considérant comme
un solide équivalent. Les parametres équivalents de ce solide (coefficients de Lamé A et
U, dissipation hystérétique 7, masse volumique p) sont choisis identiques a ceux du milieu
poreux in vacuo , sauf pour sa densité qui est choisie en tenant compte de la présence du
fluide a I’intérieur des pores :

)
A= A—QT

R
p= N (3.19)
n= Tp

p= (1=¢)ps+dpo.

Les courbes de dispersion des ondes solidiennes obtenues sont présentées sur la fi-
gure 3.1. Une bonne ressemblance entre les courbes de dispersion obtenues par le modele
de Biot et par le modele de solide équivalent peut €tre observée. Les parties réelles des
nombres d’ondes sont trés proches, signifiant que la phase fluide ne contribue pas a la rigi-
dité du matériau. Au contraire, un décalage peut €tre observé entre les parties imaginaires
des nombres d’ondes : le modele de solide équivalent sous-estime la dissipation, cela si-
gnifie que la phase fluide est responsable d’une augmentation de la dissipation dans le
matériau.
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Figure 3.1 — Courbes de dispersion des ondes solidiennes. ( +—+) WFE2D et (—)
WFE2D sur solide in vacuo.

3.3.2 Modeles de plaque équivalente
La figure présente les courbes de dispersion de I’onde de flexion obtenues par la WFE

et par les différents modeles simplifiés.
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Figure 3.2 — Courbes de dispersion de ’onde de flexion pour les différents modeles.
(+—+) WFE2D (UP-b, PN); (---) Plaque poroélastique d’ordre 1 (ref.[3]); (— - —)
Plaque poroélastique d’ordre O [1]; (—) Plaque d’ordre O pour le solide équivalent.

Une bonne concordance des nombres d’ondes peut étre observée dans le domaine des
basses fréquences. Cette concordance est confirmée par I’allure de 1a déformée de 1’onde de
flexion a 200 Hz, pour laquelle les sections droites restent droites (figure 3.3a). Cependant,
une différence apparait pour des nombres d’ondes de flexion & tels que kL > 0.75, soit pour
ce matériau au-dela de 200 Hz. Pour des fréquences supérieures a cette valeur, I’effet dans
I’épaisseur de I’onde de cisaillement puis des ondes de compression devient visible sur le
champ de déformation (figure 3.3b). L’onde de flexion présente alors une composante dans
le plan transverse et la section droite est déformée. Ces effets sont donc parfois appelés
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effets hautes fréquences. Les matériaux poreux étant tres souples, la limite de validité des
modeles simplifiés est donc située des les basses fréquences acoustiques.
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(a) 200 Hz. (b) 2 kHz.

Figure 3.3 — Déformée de I’onde de flexion. (noir) : section droite non déformée ; (rouge)
déplacement de la phase solide ; (bleu) pression (affichée selon x). Echelles arbitraires in-
dépendantes pour le déplacement et la pression.

3.4 Composite bicouche

Nous considérons ici une structure plane composée d’une couche métallique supportant
une couche de matériau poroélastique (voir figure 3.4).

1

Matériau poreux

Plaque solide élastique T

Figure 3.4 — Schéma de la géométrie bicouche conisdérée.

La problématique de cette partie est de savoir s’il est possible de modéliser une struc-
ture composite de ce type par un modele de plaque équivalente homogene. En effet, si le
modele de plaque homogene est pertinent, il serait alors rapide de calculer la réponse de
la plaque double couche a partir des parametres équivalents identifiés sur les courbes de
dispersion. Cependant, le deuxieme aspect consiste & pouvoir déterminer les limites des
parametres (épaisseurs, matériaux) ne permettant pas I’application de ce modele.

Les données géométriques et matériaux sont issues de [3]. Les épaisseurs sont L; = 1
mm et Ly = 5 cm. Le matériau élastique est de I’aluminium (E = 69 GPa, v = 0.33,
n=0.01etp=2778 kg/ m?). Le matériau poreux est donné en Annexe A.1 (matériau G).
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Dans cette section, toutes les grandeurs référencées avec un indice « 1 » désigneront des
grandeurs associées a la plaque métallique, tandis que les grandeurs concernant la couche
poreuse sont notées avec un indice « 2 ».

Les courbes de dispersion de la structure composite sont présentées en figure 3.5.
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Figure 3.5 — Courbes de dispersion de la structure composite.

La partie réelle et I’opposé de la partie imaginaire des nombres d’ondes sont présentés
ici. Ce choix est fait afin de pouvoir tracer plus tard 1’axe y en échelle logarithmique. La
couleur des courbes représente la partie imaginaire : la couleur rouge foncé désigne des
ondes faiblement dissipées tandis que les ondes évanescentes sont colorées en bleu. Un
grand nombre d’ondes est présenté, nous remarquons la présence de plusieurs ondes de
section dont la fréquence de coupure est dans la plage de fréquence visée.

Dans les paragraphes suivants nous présenterons séparément les différents types
d’ondes.

3.4.1 Ondes longitudinales et transversales

Ces ondes sont des ondes faiblement dissipées et non dispersives dans les basses fré-
quences. Elles correspondent aux ondes quasi-longitudinales et transversales se propageant
dans le milieu homogene équivalent dont le module d’Young E.q, le second coefficient de
Lamé€ pieq, 1a masse volumique équivalente peq et la masse surfacique équivalente ;¢4 sont
donnés par :

Eeqq= (Ei1L1 + E2Lp)/(Ly + L)
Heq = (uiLi +poLn)/(Ly + Ly)
Veq = Eeq/z/,ueq -1 (3.20)

Peq = (p1L1 + p2L2)/(Ly + L)
(p1L1 + p2L2).

M.eq
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Les nombres d’ondes de 1’onde quasi-longitudinale k; et de 1’onde transversale kr peuvent
donc étre approchés par :

peq(l - ng)

Eeq (3.21)
w [P
Heq

Les courbes de dispersion obtenues avec la méthode WFE (formulation UP-b pour la
couche poroélastique) sont comparées avec le modele homogene sur la figure 3.6. Un bon
accord peut étre observé dans les basses fréquences, mais au-dela de 200 Hz, un écart signi-
ficatif est remarqué aussi bien sur la partie réelle que sur la partie imaginaire des nombres
d’ondes. En effet, aux alentours de 350 Hz, on passe d’un mode ot les deux faces latérales
vibrent en phase, a un mode pour lequel les deux faces vibrent en opposition de phase
(figure 3.7).
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Figure 3.6 — Courbes de dispersions pour les ondes quasi-longitudinales et transversales.
(o) WFE2D ; (—) Onde quasi-longitudinale ; (—) Onde transversale.

3.4.2 Onde de flexion solide

A ces deux ondes s’ajoute une troisiéme onde faiblement dissipée, et associée au mou-
vement du squelette. Cette onde est une onde dispersive correspondant a I’onde de flexion
du matériau homogene. Elle présente un mouvement asymétrique, c’est-a-dire que les deux
faces externes se déplacent en phase normalement au plan moyen.

Elle peut étre retrouvée en considérant que la flexion est majoritairement située dans la
plaque métallique. Le nombre d’onde de I’onde de flexion dans la plaque seule est donné

1
piL)*
k, = (w , /D_l] (3.22)
avec Dy = E\L3/12/(1 = v?).

En ce qui concerne la partie réelle des nombres d’ondes, un trés bon accord peut étre
observé entre les trois modeles jusqu’a 500 Hz, fréquence a laquelle survient un effet de

par :
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(a) Onde quasi-longitudinale a 30 Hz.
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(b) Onde quasi-longitudinale a 797 Hz.
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(c) Onde transversale a 30 Hz.
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(d) Onde transversale a 797 Hz.

Figure 3.7 — Déformées des ondes quasi-longitudinales et transversales a 30 Hz et 797 Hz.
Bleu : déplacement de la plaque élastique, rouge : déplacement de la phase solide de la
couche poreuse.

veering avec la premicre onde de section couplant flexion et cisaillement. Au-dela, dans le
domaine des hautes fréquences, les ondes de flexion se font avec cisaillement de la couche
poreuse, leur vitesse est donc égale a la vitesse des ondes de cisaillement dans le matériau
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poreux.
Au contraire, la partie imaginaire du nombre d’onde est largement sous-estimée en
considérant la vibration de la plaque libre. Le modele de plaque équivalente donne des
résultats satisfaisants.
Finalement, les déformées de 1’onde de flexion sont présentées en figure 3.8.
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(a) Onde de flexion a 30 Hz
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(b) Onde de flexion a 393 Hz
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(c) Onde de flexion a 797 Hz

Figure 3.8 — Déformées de I’onde de flexion. Bleu : déplacement de la plaque élastique,
rouge : déplacement de la phase solide de la couche poreuse.

Dans les basses fréquences, en-dessous de 500 Hz, la flexion se fait sans compres-
sion importante du matériau poroélastique. Le déplacement normal est approximativement
constant dans I’épaisseur, les sections restent droites a 90 Hz (figure 3.8a), mais sont cour-
bées a 393 Hz (figure 3.8b). Au-dela de 500 Hz, le matériau poreux subit I’essentiel de la
compression dans 1’épaisseur. La plaque élastique se déplace peu relativement a la couche
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poroélastique (figure 3.8c). Le modele de plaque équivalente d’ordre 1 n’est plus valide
a ces fréquences, justifiant I’écart entre les nombres d’ondes calculés par WFE et par ce
modele.

3.4.3 Effet de la phase fluide

Une onde propagative mais dissipée est apportée par la présence de la phase fluide.
Cette onde est une onde de compression, le couplage avec la plaque métallique se fait par
effet de Poisson. Les courbes de dispersion obtenues par WFE2D et celles de 1’onde lente
sont présentées sur la figure 3.9.
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Figure 3.9 — Courbes de dispersion pour I’onde associée a la phase fluide. (0) WFE2D ;
(—) onde lente.

Les déformées de cette onde sont présentée en figure 3.10.

Cette onde peut étre interprétée de plusieurs manieres en fonction de la fréquence.
Dans les basses fréquences (figure 3.10a) cette onde présente 1’aspect d’une onde de flexion
asymétrique. Cependant quand les fréquences augmentent, a 393 Hz, la déformée de I’onde
devient une déformée de flexion symétrique (figure 3.10a). Pour des fréquences encore
supérieures, il est difficile de savoir quelle onde est réellement I’onde fluide puisque celle-
ci se couple avec les ondes de section, notamment 1’onde de flexion symétrique.

Finalement, pour déterminer si la phase fluide a d’autres effets majeurs, nous proposons
de superposer les courbes de dispersion obtenues avec la formulation UP avec les courbes
obtenues avec un modele de solide équivalent in vacuo. Cette comparaison est présentée
figure 3.11.

Afin de mieux visualiser les petits nombres d’ondes, ces mémes courbes sont présentées
en échelle semilog en nombre d’onde figure 3.12.

Les courbes de dispersion des ondes quasi-longitudinales (L) et transversales (T) sont
parfaitement superposées pour les deux modeles. Le modele solide in vacuo permet d’obte-
nir les mémes courbes de dispersion de I’onde de flexion (Flex) en dessous de la fréquence
de veering, en sous-estimant 1égérement 1’amortissement cependant.
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(a) Onde fluide a 30 Hz

0.06 0.06

0.05 // f {

0.04 0.04 z; |
N ., 0.03
0.02 0.02
0.01

0

0

-2 0 2 4 0 0.05 0.1 0.15 0.2

X x107° X

(b) Onde fluide a 393 Hz

Figure 3.10 — Déformées de 1’onde fluide. Bleu : déplacement de la plaque élastique,
rouge : déplacement de la phase solide de la couche poreuse.
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Figure 3.11 — Courbes de dispersion calculées par WFE2D. Couche poroélastique modé-
lisée par : (o) formulation UPO1, (—) Solide in vacuo.

3.4.4 Parametres de plaque équivalente en flexion

Si la structure composite peut étre considérée globalement comme une plaque d’ordre
0, les équations de la plaque équivalente sont alors :

DegViw = meqw®w = 0 (3.23)
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Figure 3.12 — Courbes de dispersion calculées par WFE2D. Couche poroélastique modé-
lisée par : (o) formulation UP-b, (—) Solide in vacuo. Echelle log-log pour visualiser les
petits nombres d’ondes.

ol w est le déplacement normal de la plaque, Deq son module de rigidité en flexion et meq
sa masse surfacique. L’équation de dispersion s’écrit alors sous la forme :

1

m s

k = (wzﬂ) . (3.24)
Deq

La masse surfacique de la plaque équivalente peut étre calculée a partir des masses surfa-

ciques des différentes couches m; et m, respectivement, sous la forme :

Meq = My + my (3.25)

tandis que le module de rigidité en flexion peut étre évalué a partir du nombre d’onde de

flexion :

meqa)2

X

Le modele RKU (Ross, Kerwin et Ungar [126]) s’applique aux plaques multicouches
élastiques dont les épaisseurs sont fines. Dans ce modele, le module de rigidité en flexion
est obtenu par la somme des contributions de chaque couche :

Deq = (3.26)

DRKU = D1 + D2 (3.27)
avec Li/2 Ly /2+L
E 1 E 1/2+L
D, = ! > f 2dz, D, = 2 5 f Zdz. (3.28)
L=viJ-L2 1 =v3Jup

Dans le cas ou la dissipation dans le matériau est introduite sous la forme d’un amor-
tissement hystérétique 7eq, le module de rigidité en flexion est alors complexe : Deq =
Deq(1 + ineq)-

Le coefficient d’amortissement hystérétique de la plaque équivalente peut étre évalué
dans les basses fréquences a partir de 1’équation de dispersion :

1/4
phw?
kflex = | ———— 3.29
Fle (D(l +177eq)) (3.29)
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donc

B _ Im(k)
Neq = tan (4atan( —Re( 0 )) . (3.30)

Dans le cas d’un amortissement faible, si 7q < 1, I’amortissement de la plaque multi-
couche peut étre approximé en fonction du nombre d’onde & par :

Im(k)

eq X —4 . 31
Teq Re(k) (3.31)

L’évolution en fonction de la fréquence de la rigidité en flexion et de I’amortissement
hystérétique est donnée en figure 3.13.
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(a) Rigidité en flexion. (b) amortissement hystérétique.

Figure 3.13 — Parametres de la plaque équivalente.

Le coefficient d’amortissement de la plaque équivalente, dans son domaine de validité,
est situé pour cette configuration entre les coeflicients d’amortissements des deux couches
prises indépendamment. A partir de 400 Hz, I’échange d’énergie avec le mode de sec-
tion évanescent se traduit par une augmentation de la partie imaginaire du nombre d’onde
de flexion, le coefficient d’amortissement équivalent augmente donc. Nous retrouvons par
ailleurs le résultat classique de la surestimation du coefficient d’amortissement hystérétique
et du module de rigidité en flexion par la théorie RKU.

Dans un second temps, nous testons un autre matériau pour la méme configuration
géométrique (matériau H). Ce matériau est beaucoup plus souple, et son amortissement
hystérétique est plus faible. Les courbes de dispersion de I’onde de flexion sont alors pré-
sentées sur la figure 3.14.

Pour ce matériau, le couplage avec la premicre onde de section a lieu dans les fré-
quences plus basses puisque le matériau est plus souple. Si une bonne superposition entre
les courbes de dispersion est observée en dessous de 200 Hz, les effets de cisaillement et
de compressibilité deviennent prédominants au-dela de 200 Hz, invalidant les hypothéses
du modele simplifié.

Le coeflicient d’amortissement est cette fois de I’ordre de celui du matériau poreux,
mais la théorie RKU cette fois n’est plus valable pour ce matériau (figure 3.15).

Ces observations montrent que la comparaison des nombres d’ondes exacts calculés par
WEE avec ceux issus de modeles simplifiés permet de déterminer la gamme de fréquences
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Figure 3.14 — Courbes de dispersion avec un matériau plus souple.
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Figure 3.15 — Parametres de la plaque équivalente avec un matériau plus souple (matériau
H).

dans laquelle les approximations faites par ces modeles sont pertinentes. Ces domaines de
validité sont susceptibles de changer avec le matériau poroélastique et son épaisseur. Un
calcul initial par WFE permet donc d’estimer la valeur de la dissipation de la structure dans
la configuration choisie.

3.5 Composite tricouche

Enfin, le dernier exemple traite ici celui d’un matériau composite a cceur poroélastique
(voir figure 3.16).

Les dimensions sont L; = L3 = L, = 1 mm et L. = 2 cm. Les deux plaques sont
en aluminium (E, = 69 GPa, v, = 0.33, p, = 2778 kg/m?, 7, = 0.01). Le matériau
poroélastique est donné en Tab.A.1 (matériau I). Nous notons avec I’indice ¢ toutes les
grandeurs relatives au cceur. Les raideurs en cisaillement et en compression du cceur sont
définies par : K; = u./L. et K. = E;/L..
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Plaque solide élastique n.1

Figure 3.16 — Schema de la configuration sandwich.

Les résultats WFE ont été obtenus a partir d’un modele éléments finis développé sous
Matlab©. Le maillage dans I’épaisseur est constitué d’un élément pour chaque peau et
de 30 éléments pour le cceur (éléments quadratiques H27). La dimension de la cellule
périodique est L = 1 cm, de maniere a avoir au moins 6 éléments par longueur d’onde sans
&tre sujet a des erreurs numériques trop larges.

3.5.1 Courbes de dispersion

Les courbes de dispersions de cette structure sont données en figure 3.17.
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Figure 3.17 — Courbes de dispersion de la structure sandwich considérée, prédites par

WEFE2D.

Pour faciliter la lecture, les couleurs sont fonction de la partie imaginaire du nombre
d’onde. Cela permet visuellement de distinguer les ondes évanescentes (en bleu) des ondes
propagatives faiblement dissipées (en rouge).

La structure fait apparaitre des comportements tres différents. En effet, les longueurs
d’ondes associées aux peaux sont typiquement grandes, tandis que celles se propageant
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dans le cceur sont beaucoup plus petites. Ces différences de longueurs d’ondes sont visibles
sur la figure 3.17. Un groupe d’ondes faiblement dissipées a petit nombre d’onde existe,
ainsi qu’une onde tres courte mais peu dissipée. Enfin, la structure présente des ondes a
petites longueurs d’ondes mais tres dissipées ainsi que des ondes évanescentes.

L’analyse des ondes se propageant dans la structure est basée sur les résultats dévelop-
pés dans divers travaux [127, 128] dans le cas de matériaux élastiques. On cherchera alors
a comprendre plus particulierement I’influence de la phase fluide sur le mouvement de la
structure.

3.5.2 Ondes dominées par les peaux

Les ondes dominées par les peaux peuvent &tre classifiées en considérant les ondes
faiblement dispersives (onde quasi-longitudinale et onde de cisaillement transverse), et les
ondes dispersives (ondes de flexion).

3.5.2.1 Ondes faiblement dispersives

Parmi les ondes a faible nombre d’onde se trouvent deux ondes longitudinales (L) et
deux ondes transversales (T). Leur dynamique est dominée par les peaux (figure 3.18).
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Figure 3.18 — Déformées de la plaque (avec amortissement nul) sur deux périodes. Modes
a 1000 Hz. Bleu : déplacement des peaux, rouge : déplacement de la phase solide du coeur
poreux.
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Ondes en phase Les ondes longitudinales ou transversales en phase correspondent aux
ondes se propageant dans le milieu homogene équivalent, dans le domaine des basses fré-
quences. Dans ce domaine, la masse surfacique équivalente, la raideur axiale équivalente
et la raideur équivalente en cisaillement sont respectivement données par :

Meq = 2ppLy + pcLe
Deq = 2E,L, + E L, (3.32)
Geq = 2upLy + pcLe.

Les équations de dispersion des ondes LP et TP sont alors :

kip= w \/meq/Deq (3.33)
krp = (U\/meq/Geq

Ondes en opposition de phase Les nombres d’ondes des ondes longitudinales et trans-
versales en opposition de phase peuvent €tre retrouvés en interprétant la structure comme
deux guides d’ondes paralleles (les peaux) couplés par une raideur (figure 3.19) [127, 128].
Comme les peaux se déplacent en opposition de phase, il n’y a pas d’effet de masse ajoutée
par le coeur, contrairement aux ondes en phase.

Figure 3.19 — Interprétation des ondes LA et TA.

Les équations du mouvement sont alors :

EPLP 2)

1 Vz)u3 —pprw2u3 + Ks(uz —up) =0
Eprp o , (3.34)
mul - ppLyw uy + Ks(uy —uz) = 0.
—Vp

En posant w(x) = W(k)exp(—ik - x) et en appliquant la condition d’opposition de phase
u; = —us, on obtient I’équation de dispersion des ondes LA et TA [127, 128] :

1
- (szppp - 2K)(1 - V%) :
LA = T L
Per (3.35)
L (szppp - 21<S)2
TA= |————| -
MpLp

On peut observer sur la figure 3.20 un bon accord entre le modele analytique et les
résultats WFE. Les résultats divergent pour la partie imaginaire a partir de 1000 Hz, avec
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une sous-estimation de la dissipation par le modele analytique. Cela traduit a la fois les
effets de la compression du squelette et de la dissipation survenant dans la phase fluide.
Cela est dii au fait que dans les hautes fréquences, la section du cceur poroélastique est
soumis a des courbures importantes. L’énergie est alors majoritairement située dans le coeur
[128]. Le modele simplifié, ne tenant pas compte de la présence de fluide et ne prenant pas
en compte les effets de compressibilité, est donc tres pertinent malgré des hypotheses tres
fortes sur la cinématique.

Re(k)

500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
Figure 3.20 — Courbes de dispersions des ondes quasi-longitudinales et de cisaillement
transverse. (0) WFE, (—) Modeles analytiques.

3.5.2.2 Ondes de flexion des peaux couplées par le ceeur

A ces ondes s’ajoute trois ondes de flexion (F) avec mouvement des peaux en phase (P)
ou en anti-phase (A) (figure 3.21). La premiére correspond a une onde de flexion de plaque
homogene dans les basses fréquences. Les deux autres sont caractérisées par un mouve-
ment de flexion des peaux en anti-phase. Cependant, ’'une est évanescente sur toutes la
gamme de fréquences (FAe) tandis que 1’autre devient propagative au-dela de sa fréquence
de coupure (FAp). Ces deux ondes se traduisent par un mode de respiration avec dépla-
cement longitudinal du cceur. Ces modes sont donc couplés avec I’onde de compression
longitudinale se propageant dans la phase solide.

Onde de flexion avec peaux en phase Nilsson [129] a proposé les limites hautes fré-
quences et basses fréquences du nombre d’onde de 1’onde de flexion avec mouvement des
peaux en phase :

=

kpr = |w —ch;; 2hopp
o (3.36)
hypp ’
A _prp
o= Y\ D,
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Figure 3.21 — Déformées des ondes de flexion FA et FP a 1000 Hz. Bleu : déplacement
des peaux, rouge : déplacement de la phase solide du cceur poreux.

En basses fréquences, la structure sandwich se comporte comme une plaque équivalente
de module de rigidit€ en flexion D¢omp. En hautes fréquences, la flexion n’est portée que
par les peaux. Le coeur étant trés souple par rapport aux peaux, I’asymptote hautes fré-
quences est suffisante pour observer la réponse sur la gamme de fréquences d’intérét. Cela
est confirmé en figure 3.22 par la bonne superposition des nombres d’ondes de 1’onde FP
et de I’asymptote hautes fréquences kgyp.

Ondes de flexion avec mouvement en opposition de phase Deux ondes de flexion sy-
métrique, avec mouvement de flexion des peaux en opposition de phase existent. Elles sont
nommées ondes FAe et FAp par la suite, pour signifier que I’une est évanescente (FAe) tan-
dis que I’autre est propagative en hautes fréquences (FAp). Ces ondes peuvent étre prédites
par le modele suivant (voir figure 3.23).

Puisque les peaux sont fines, la théorie de Kirchhoft-Love peut étre appliquée. La rigi-
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Figure 3.22 — Courbes de dispersion des ondes de flexion. (0) WFE, (—) mode¢les analy-
tiques.

Figure 3.23 — Interprétation des modes de flexion.

dité en flexion de chacune des peaux est donnée par :

E,n}
D,=—1"-. (3.37)
12(1 = vy)
Les équations de la dynamique s’écrivent alors [127] :
DpwSY = pphpw?ws + Ke(ws —wy) = 0
pW3 " — Pphpw w3 + c(wz —wy) = (3.38)

A
Dpw(1 ) —pphpw2w1 + K.(w; —w3) = 0.

Dans le cas d’une structure symétrique et de mouvements en opposition de phase, la condi-
tion w3 = —w permet d’obtenir I’équation de dispersion (convention w(x) = W(k) exp(—ik-

X)) :
D,k - p,L,w* + 2K, =0, (3.39)

dont les 4 solutions permettent d’obtenir les ondes FAe et FAp, incidentes et réfléchies.

On remarque aussi 1’existence de 3 ondes évanescentes fortement dissipées. Elles cor-
respondent aux ondes de flexion en phase et en opposition de phase quand la longueur
d’onde de compression du squelette devient plus petite que 1’épaisseur du ceeur.

3.5.3 Onde associée a la phase fluide du ceeur

Enfin, il existe une onde associée a la présence de fluide dans le milieu poroélastique.
Cette onde est une onde quasi-longitudinale qui se propage principalement dans le coeur
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de la structure, mais aussi avec déplacements symétriques des peaux, celles-ci étant mises
en mouvement par la contraction du ceeur par effet de Poisson. Cet effet est lui-méme di
au couplage entre le fluide et le squelette dans le milieu poreux. Par conséquent, en basses
fréquences, il est raisonnable de modéliser cette onde de compression par 1’onde lente :

k = ksiow- (3.40)

La figure 3.24 montre que cette approximation est trés bonne en basses fréquences,
et qu’elle I’est aussi en hautes fréquences. Le domaine des moyennes fréquences de cette
onde se trouve ici autour de 500 Hz, avec un fort couplage entre 1’onde fluide et les ondes
de flexion avec mouvement des peaux en opposition de phase.
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Figure 3.24 — Courbes de dispersion pour 1’onde fluide. (0) WFE, (—) onde lente.

Cela est illustré en figure 3.25.

En basses fréquences et en hautes fréquences, I’onde se propage avec peaux presque
immobiles di fait de la discontinuité du déplacement fluide transverse aux interfaces et
du couplage faible avec la phase solide. Au contraire, autour de 500 Hz, I’amplitude de la
déformation normale est plus importante. Afin de mieux comprendre ces interactions, on
présente en figure 3.26 les déformées des trois ondes symétriques (FAp, FAe et onde fluide).
Les déformées modales sont tres proches les unes des autres, traduisant des échanges pos-
sibles.

3.6 Conclusion du chapitre

Dans cette partie, nous avons vu que la WFE permet de calculer les nombres d’ondes
existant dans des structures composites multicouches. La précision des modeles analytiques
dépend des hypotheses faites a priori. Ainsi, la comparaison des courbes de dispersion
prédites par WFE et obtenues par les modeles simplifiés permet de déterminer la plage de
validité des hypotheses.

D’autre part, nous avons vu dans le cas d’un matériau monocouche et dans le cas du
double couche que la phase solide est prépondérante. Modéliser la couche poroélastique
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Figure 3.25 — Déformées de I’onde associée a la phase fluide. Bleu : déplacement des
peaux, rouge : déplacement de la phase solide du coeur, magenta : champ de pression.

par un solide in vacuo permet de retrouver les courbes de dispersion et les modes propres.
La phase fluide dans ce cas n’a que peu d’influence sur la dynamique du milieu.

Dans le cas d’une structure composite bicouche ou sandwich, I’influence de la phase
fluide sur la dynamique du milieu reste faible. Les principales ondes, hormis 1’onde de
compression du fluide dans le coeur, sont bien approximées par les modeles analytiques
développés pour les plaques multicouches a cceur élastique. Cependant, la présence de la
phase fluide se traduit par une dissipation ajoutée. De plus, le mode quasi-longitudinal as-
socié a la propagation d’une onde de compression dans le coeur peut se coupler avec les
modes de flexion symétriques, menant a des déformations importantes dans 1’épaisseur. Ce
mode peut a ces fréquences contribuer au rayonnement acoustique de la structure compo-
site, a I’instar des ondes de flexion associée au squelette.
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4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment prédire les caractéristiques des
ondes qui se propagent dans un milieu, par une approche numérique. Dans cette partie, nous
nous intéressons a I’utilisation de ces ondes dans un formalisme de transfert pour simuler
la réponse vibratoire du milieu, notamment I’impédance de surface du matériau poroélas-
tique. Nous comparons cette méthode avec deux méthodes analytiques, une approche de
transfert basée sur le formalisme de Stroh et la méthode des matrices de transfert (TMM).

Les formulations de transfert font appel a la notion de vecteur d’état. Ce vecteur, noté
V contient les informations nécessaires permettant de connaitre 1’état d’un milieu en un
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point donné ainsi que son énergie. On définit ici le vecteur d’état par le vecteur contenant
les inconnues en déplacement q et en effort F :

(9
V= (F) @.1)

Ainsi ce type d’approche est complémentaire des approches de type raideur dynamique, ou
les efforts F en tout point sont exprimés en fonction des déplacements.

L’intérét du formalisme de transfert est qu’il permet naturellement d’exprimer les
échanges énergétiques existant au sein d’un milieu. Les relations générales présentées dans
ce paragraphe sont explicitées dans les paragraphes suivants.

On considere par la suite une géométrie tridimensionnelle cartésienne, et on choisit la
base orthonormale (x,y, z) telle que les sections du milieu sont paralleles au plan (X, y) et
de normale z. Le vecteur d’état vérifie la relation :

0
Ja_ZV(x’ ) Z) = HV()C, ) Z) (42)

ot la matrice J est la matrice symplectique (J> = —1I) :

0 I
J=(_I 0) 43)

et ou H est une matrice diagonale par blocs qui ne dépend pas de la coordonnée z dans le
cas de structures de section et de parametres matériaux constants dans la direction z. La
solution de I’équation (4.2) s’écrit alors sous la forme :

V(x,y,21) = exp [ - JH(z; - zO)]V(x, ¥, Z0) pour tout z;. 4.4)

quels que soient les points de coordonnées x et y du point considéré dans les sections
7 = zg et z = z;. La matrice T(z) = exp(—JHz) est appelée matrice de transfert reliant deux
sections séparées d’une distance z.

Ce formalisme mene directement a la notion d’onde, complémentaire de la notion de
mode stationnaire. Les modes d’ondes sont définis par les couples (®, 1) tels que :

TP = A()P. 4.5)

Les modes @ sont appelés modes de section ou modes d’ondes et caractérisent la déformée
de I’onde dans la section du guide d’ondes, tandis que A(z) est la constante de propagation,
reliée au nombre d’onde k par :

A(z) = exp(-ikz). (4.6)

Alors que les modes stationnaires dépendent des caractéristiques du matériau et des
conditions aux limites cinématiques, les modes d’ondes sont indépendants des conditions
aux limites dans leur direction de propagation. Ils peuvent donc étre calculés en supposant
le milieu infini dans la direction de propagation. Cependant, le vecteur d’état en une section
donnée résulte de la somme des ondes incidentes, c’est-a-dire se propageant dans la direc-
tion z > 0, et des ondes réfléchies, c’est-a-dire se propageant dans la direction z < 0. Dans
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le cas de guide d’ondes unidirectionnels de taille finie, ces deux types d’ondes se super-
posent de telle fagcon que le champ des déplacement prend la forme d’un mode stationnaire
quand la fréquence est égale a sa fréquence propre.

Ces ondes se propagent avec des caractéristiques propres a chacune. Pour les analyser,
il est utile d’observer la vitesse de phase c, la vitesse de groupe ¢, et le nombre d’onde. Ces
grandeurs sont définies entre elles, par rapport a la pulsation w et a leur longueur d’onde A
par:
w 2rm ow
= =g “@.7

L’analyse k-space consiste en 1’étude de ces caractéristiques, en vue de déterminer par
exemple les mécanismes prépondérants de propagation de 1’énergie ou de rayonnement.

Dans le cas de structures périodiques de période spatiale d, le terme de transfert
A = —JH dépend de z, mais est aussi périodique. Le théoreme de Floquet permet alors
d’écrire le vecteur d’état sous la forme de la combinaison linéaire de fonctions d’onde
périodiques de période d. Ces fonctions correspondent aux modes propres de la matrice
de transfert. Ainsi ce formalisme est particulierement bien adapté pour résoudre des pro-
blemes périodiques dans une direction donnée. Cela a mené & un grand nombre de travaux,
notamment par Mead [82, 83, 84, 85], dans lequel ces approches permettent de prédire le
comportement de structures de treés grandes dimensions, comme souvent observées dans
I’industrie, et permettent des développements analytiques. Dans la suite nous considérons
le cas d’une représentation cartésienne, cependant 1’approche peut étre adaptée sans dif-
ficulté au cas de géométries cylindriques, comme ce qui a été fait par Larbi et Deii pour
le calcul des fréquences propres de cylindres multicouches élastiques/piezoélectriques a
partir de la relation de transfert entre les parois internes et externes ([130]).

Dans les paragraphes suivants, nous proposons d’analyser différentes approches de
transfert. Dans un premier temps, 1’expression exacte de la matrice de transfert est calculée
dans le cas d’un matériau élastique, d’un fluide acoustique et d’un matériau poroélastique
utilisant le modele de Biot-Allard tel que décrit dans le chapitre 1. Ensuite, la méthode des
matrices de transfert (Transfer Matrix Method — TMM) est rappelée et comparée a 1’ap-
proche exacte. Finalement, nous montrons que ces deux méthodes sont équivalentes dans
le cadre de I’hypothese d’ondes planes. La théorie exacte permet de prendre en compte 1’in-
fluence des conditions aux limites latérales sur la réponse acoustique mais est limitée par
les expressions analytiques. La méthode WFE est une forme discrétisée par éléments finis
de la formulation de transfert, cette approche permet donc de calculer la réponse forcée de
structures de type guide d’ondes, tout en tenant compte des conditions aux limites.

4.2 Formulation exacte

Dans cette section, les étapes permettant de construire la matrice H sont détaillées.
Cette matrice permet de calculer la matrice de transfert T, les valeurs propres et les vecteurs
propres. A ce stade cependant, la matrice est exprimée comme une fonctionnelle, dépendant
des dérivées partielles spatiales du vecteur d’état. De maniere générale 1’opérateur H est
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diagonal par bloc, on I’écrira sous la forme :

H= 4.8)

H 0
0 H|

4.2.1 Cas d’un matériau linéaire élastique

Les relations de comportement de la structure s’écrivent dans le domaine fréquentiel

sous la forme :
V.o= —pwu

o= Ce 4.9)

T .
ouo = <0'xx, Oyys O 25 Oyz, Oz, o'xy> etu = (u,v,w)! sont respectivement le champ des
contraintes et le champ des déplacements dans la structure, et ou p et C sont respectivement
la masse volumique et le tenseur des constantes élastiques. Le vecteur & est donné par :

T
& = (8xx: Eyy, 822, 26y, 2642, 261y ) (4.10)
ou dv ow (Ov  ow\ (du ow\ [du ov\\!
=\ " o> -+ = s -— + — ) — + (411)
ox dy 0z \oz ody) \oz o0x) \dy ox

et la matrice des constantes élastiques est donnée pour le cas d’un matériau orthotrope par :

Chn Cpp Cz 0 O

Cp Cxn Cx 0 0

Ciz Cx Gz 0 O
0 0 0 Cu O
0 0 0 0 Css5 O
0 0 0 0 0 Ces

S O O O

(4.12)

Supposons une propagation dans la direction z, on définit alors le vecteur d’état V par :
T
V= (09,00, 0, 0y ) (4.13)

Les termes restants ne sont pas nécessaires puisqu’ils peuvent étre déterminés a partir du
vecteur propre V.

Pour exprimer 1’équilibre dynamique sous forme de transfert, il faut exprimer les dé-
rivées partielles par rapport a z en fonction de termes indépendants de z. Les relations de
comportement entre contraintes et déplacements permettent de calculer les variations selon
z des déplacements. En particulier, les 2 déplacements transverses vérifient :

o _ T v

9z Cuy Oy

b on B (4.14)
9z Css  Ox

tandis que le déplacement normal vérifie :

a_w Oz @ Co3

=== Oyy — — Oy, 4.15
9z Cy Cx © Cx ° (¢15)



4.2. Formulation exacte 101

Les variations selon z du vecteur d’état sont obtenues a partir des trois équations de
I’équilibre dynamique. La projection sur z donne :

O, 2 00 y; _ dory.
0z
Les variations selon z des contraintes transverses o, et o, sont obtenues apres plus de

calculs a partir des projections de 1’équilibre dynamique sur les directions x et y respecti-
vement. Celles-ci s’écrivent en effet :

(4.16)

60—)61 _ —wzpu _ 60-xx _ 80—){)}
0z ox dy

doy, ) doyy 0oy, (4.17)
oz YRV Tox Oy

alors que les termes o y,, 07y €t 0y, n’appartiennent pas au vecteur d’état. Il faut alors ex-
primer ces termes en fonction du vecteur d’état. On commence par donner leur expression
en fonction des déplacements :

ou ov ow
Ciiz—=+Cio—+Ci3—

O xx

N

u v w

, = Cipp— +Cpp— + Coz—

Oyy 128x+ 228y+ 23 oz (4.18)
o= C @+@

R dy ox)’

Le terme dw/dz est alors remplacé par son expression en fonction du vecteur d’état. On
obtient donc :

00, ) o’u d%u v Ci3 00,
—— = - —Ce6— —Cj,— —|C7, + Ce6) m—— — =———
0z @l 66 5y2 I gx2 ( 12 66) 0xdy Czz Ox (4.19)
doy; ) C ov o d%v (C* L C ) Pu  Cydo, '
= —Wpy - _— _— = _
0z P %8 5x2 22 9y2 12 66 0xdy Csz Oy
ol Cj| = C1j = C4/C33, Cyy = Cpp = C33/Ca3 et Cyy = Cpz — C13C23/C3.
Finalement, en organisant le vecteur d’état sous la forme :
T
V= <u7 v, Uzst'xz’O'yz,W> s (4.20)
les matrices H; et H, sont données par :
[ 0? 0? 0? Ci30
2 * *
- -C\— —Ce6— —(C7,+Ce6) 77— — — =
e gz~ % dy? (€12 + Ceo) dxdy Cs30x
0? i 9* Cy 0
Hi=| —(C,+Co)—— pa? - L el SR @2
! (€ 66)6}6(’)}/ pe 22 9y? 66 552 Cs3 dy
C13 0 C23 0
Cs3 0x C33 <9y Cs3
et
1 0
Cs ox
18
H,=| 0 -— —|. (4.22)
Cy Oy
0 0 )
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4.2.2 Cas d’un fluide

La masse volumique du fluide est notée p, sa célérité c, sa compressibilité K = pc?. La
pression est notée p, le déplacement q = (u, v, w)” . Le fluide vérifie donc :

2
w'q= V
porq=_Vp (4.23)
p= —-KV-q.
Le vecteur d’état est écrit comme : V = (p, w)T. Les variations selon z du vecteur d’état
sont donc données par :

Hp_ )

('3_z_ PWW

v p ou o (4.24)
9z~ K dx 9y

Les déplacements transverses doivent ensuite étre exprimés en fonction du vecteur d’état.
Cela est fait en utilisant les projections sur x et y de 1’équilibre dynamique. On obtient

alors :
dp

= pw*w
0z (4.25)
ow_ _p_ 1 (&p &p '
0z K pw?\ox2  9y2)

Finalement, les matrices H; et H, sont données dans le cas d’un fluide par :

2 2
Hl:[_l_L 3_+‘9_} (4.26)
K pw?\ox?  0y?

et
H, = [-pw?|. (4.27)

4.2.3 Cas d’un matériau poroélastique

La méme démarche que précédemment est entreprise dans le cas d’un matériau poroé-
lastique. On choisit la formulation UUt, car elle permet de définir un vecteur d’état continu
entre deux milieux poroélastiques et facilite la gestion des interfaces entre différents mi-
lieux :

V _ ~AS AS ~AS t T 4 28
—<u,v,0'ZZ,—p,0' o w,w> . (4.28)

xz° Y yz?

La convention du signe « - » pour la pression permet d’obtenir des matrices symétriques et
de pouvoir facilement calculer la valeur de la pression totale (on rappelle que o = §° — pI).
On rappelle les quatre équations du milieu :
e Equilibre de la phase solide :

V-8 = —0*pu’ — 0 Fpeqt (4.29)
e Equilibre de la phase fluide :

—Vp = KeqgVV - ' = —?FPequt® — wPequt’ (4.30)
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o Relations contraintes déformations pour la phase solide in vacuo :
&° = Ce(u®) (4.31)
e Relations contraintes déformations pour la phase fluide :
p=—-KV-u' (4.32)

ou les relations contraintes—déformations dans la phase solide sont écrites comme dans le
cas d’un matériau élastique (Eq. (4.12)). La matrice C désigne ici la matrice des constantes
élastiques du squelette in vacuo.

Les relations de comportement donnent les variations selon z des déplacements de la
phase solide :

Ou oy Ow
0z Css Ou
ov _ O-yz _ 5W 433
9z Cuyy Oy (4.33)
ow  0n 0o 0oy
9z  Cy  Ox dy
Le déplacement total normal vérifie :
o' 1 (2 0? ou 0
l:-i-—(—h—”)w(_%l). (4.34)
0z Keq  Peqw? \0x2  0y? ox Oy
La pression vérifie :
9 s .
a—lz) = wzypeqw + wzpeqwt . (4.35)
La contrainte normale &, vérifie :
65' 2~ 2~ ~ a@' 86—){)‘
a_ZZZ = —W PsW — W YPeqW' — a;x - a_y (4.36)

Finalement, comme pour le cas élastique, les variations des contraintes transverses se-
lon z font intervenir les contraintes &y, 0y, €t &y, ainsi que les déplacements totaux
transverses u’ et v'. Apres des développements similaires au cas élastique, on obtient :

0G ., N N u A, Pu A N 0 C1306.. _dp
oz _wZPM_C%a_yZ_C”@_(C]Z 66) d0xay _6‘_33 ox  Tox 4
95y, e oA OV A 0 A A\ OPu Cpdb, _dp 437
A N A N L
ol
Ci = Cu—ChL/Cs,
C;, = Cn-CL4/Cs, (4.38)

Ciy= Cip—C13C3/C,
p= pii=p1,/p2 = ps =¥ Peq-
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Les matrices H; et H, s’écrivent donc :

© oA 0P Cz 0 _d)
r (", +Cep)— ——— y—
! €1 66)6x(9y Cs3 Ox 7 ox
N oA 0P Cyx o _0
—(C, + C66)W I - = > 3
H, = A x0y R C33 0y 1, (4.39)
Cis 0 Cr3 0 1
C33 0x C33 0y Cs3
;9 59 o T
Vax )’ay 3
et ! 5
- 0 — 0
Css dx
0 ! 9 0
H, = 5 %‘44 dy , (4.40)
ox 5_)) ﬁswz ﬁeqi’wz
0 0 ﬁeqi’wz ﬁeqw2 |
ol éil = CA'“ - 6%3/633, ééz = 622 - 653/633 et 612 = élz - 613623/633, etou :
Y R
— 2 (~ ~2~ ’
I'= -w (Ps -y ,Oeq) - C“@ - C66a—yz,
- o ., 07 L P
Ty = —w?(Bs — ¥Peq) - Chag ~ Coo g (4.41)
1 1 ( * )
3= — + = —+—]-
Keq  Peqw? \0x%  0y?

4.3 Méthode des matrices de transfert (TMM)

On considere un milieu bidimensionnel plan de dimensions latérales infinies. Le milieu
est excité par des ondes planes se propageant dans le milieu fluide environnant :

pi(x,z,1) = piexp (i (wt — ksin x — k cos 67)) (4.42)
ol k = w/cg et ol O est I’angle d’incidence défini par rapport a la normale a I’interface.

La considération d’un probleme bidirectionnel n’est pas une hypothese restrictive dans
le cas de matériaux isotropes, comme ce qui est le cas le plus souvent, car on se place alors
dans le plan d’incidence de 1’onde source.

Soumis a cette excitation, le vecteur d’état du milieu peut s’écrire sous la forme d’une
somme d’ondes planes, ou le nombre d’ondes progressives est égal au nombre d’ondes
volumiques se propageant dans le milieu. Dans le cas d’un matériau poroélastique, nous
avons vu que 3 ondes se propagent : 2 ondes de compression et 1 onde de cisaillement.

La méthode est décrite dans le livre de référence de Allard et Atalla [16]. Les auteurs
font le choix de prendre la formulation UsUf. Ce choix ne permet pas d’obtenir une conti-
nuité entre les matériaux poroélastiques a cause de la discontinuité du déplacement normal
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Figure 4.1 — Schéma du systéme considéré par la TMM.

fluide aux interfaces. La méthode peut toutefois trés bien étre utilisée a partir de la formu-
lation UUt, permettant alors de simplifier le traitement des matériaux multicouches.

Chacun des termes du vecteur d’état est exprimé comme la somme des trois ondes
progressives incidentes (z croissants) et réfléchies (z décroissant). D autre part, la connais-
sance de la forme des modes propres grace aux coeflicients u (voir Chapitre 1) permet
d’exprimer de maniere exacte la relation entre le vecteur d’état en une section donnée V(z)
et ’amplitude des ondes progressives A7, i € {1,2,3} :

Af AT + A7

Ai Ai - A7

A AT+ A

— 2| — 2 2
V(i) =H Ag =T A; _AE . (4.43)

A; A; + A;

A3 AT - A5

La matrice H est déterminée analytiquement en fonction des nombres d’ondes k et des
coeflicients y associés aux ondes volumiques se propageant dans le matériau.
Alors que cette matrice fait intervenir des exponentielles, la matrice I' ne fait intervenir
que des cosinus et des sinus, permettant d’obtenir de meilleurs conditionnements.
L’écriture de cette relation sur la surface d’excitation z = —d et sur I’autre extrémité du
milieu z = 0 permet d’expliciter la relation de transfert entre les deux vecteurs d’état :

V(=d) = T(=d)['(0)"'V(0). (4.44)
Ainsi, la matrice de transfert associée a la distance d s’écrit :
T(d) = T(-d)T'(0)! (4.45)

ot la matrice I'(0)~! peut étre calculée une fois pour toutes, alors que la matrice I'(—d) est
évaluée pour chaque étude.

La méthode des matrices de transfert prend donc le contrepied du formalisme de Stroh.
Alors que celui-ci utilise les équations du milieu pour calculer la matrice de transfert, et
en dériver les ondes progressives, la méthode des matrices de transfert part de 1’expression
des nombres d’ondes et des modes d’ondes analytiques obtenus par la décomposition de
Helmholtz, pour calculer la matrice de transfert a partir de ces ondes.
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4.4 Expression de la réponse forcée

On développe dans cette partie les différentes méthodes permettant de prédire le com-
portement acoustique de I’interface dissipative en fonction de la méthode de transfert envi-
sagée.

4.4.1 Réponse forcée par approche de transfert analytique

Dans le chapitre précédent, nous avons détaillé deux méthodes analytiques basées sur le
formalisme de transfert. La méthode TMM est parfaitement équivalente au formalisme de
Stroh dans le cas de I’hypothése d’ondes planes. Ce dernier permet de relier la matrice de
transfert aux équations locales de la dynamique du matériau de maniere plus évidente que la
TMM, en particulier pour des cas anisotropes. Ce formalisme permet d’étendre 1I’hypothese
d’ondes planes dans des cas différents, par exemple quand le matériau est soumis a une
excitation modale.

On se place par la suite dans le cas tridimensionnel, permettant de prendre en compte
I’anisotropie éventuelle du milieu. Nous rappelons 1’expression des vecteurs d’état dans les
différents types de milieu :

e Milieu solide :

T
V= (v, 00, 0, 0y ) (4.46)
e Milieu poroélastique :
N A A 2 r
V= <u, V, Gy =Py Oxzy Oy, Wy W > . 4.47)
e Milieu fluide :
V= (p,w). (4.48)

Nous reprenons dans cette partie la démarche usuelle pour calculer la réponse du sys-
teme.

44.1.1 Cas d’un monocouche

Nous considérons ici un milieu monocouche de longueur finie. On note + et - les deux
sections extrémales. Les équations de la dynamique projetées dans I’espace d’état sont :

Vit =TV". (4.49)

ol V' et V™ sont respectivement les vecteurs d’état du matériau a ses deux extrémités. La
matrice T est la matrice de transfert dans 1’épaisseur du matériau.
Les conditions aux limites appliquées aux deux extrémités peuvent étre écrites sous la
forme suivante :
vHCchH = Vitnp, V(CT) = Vi_mp, etV-(I") #0. (4.50)
ou C*,C~, I et I sont les positions des lignes respectivement connues et inconnues des
vecteurs d’état V¥ et V™, et ol V;np et Vi‘mp contiennent les valeurs connues des vecteurs
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propres dans les section + et -. Les composantes inconnues du vecteur d’état V™ (I7) sont
alors données par :

V() =T(CH ) (Vi - T(C,.C)Vi, ). (4.51)

imp

Enfin, les composantes inconnues du vecteur d’état V*(I™) sont obtenues grace a :

VIt =TU",C7)V;,

imp

+ T, 1)V (I). (4.52)

A partir de la valeur du vecteur d’état, la valeur de I'impédance de surface, du coeffi-
cient d’absorption et du coefficient de transmission peuvent donc étre calculées.

Exemple : Considérons un échantillon poreux collé en z = 0 et soumis a une pression
uniforme et pjmp en z = L. Les composantes connues sont :

C*=(3,4,5,6) et C =(1,2,7,8)

4.53
VH(C*) = (0.0, ~pinp. O) et V(C7) = (0,0.0,0). @239
Le vecteur d’état en z = L est donc donné par :
Vi = <O, 0, —pimp,0> et VI(I") =TU", INT(CH, 1) 'vH(Ch (4.54)
et I'impédance de surface est donnée par :
—Pimp
Zy = ———. 4.55
* T iwV*(8) (4.55)

4.4.1.2 Cas d’une structure multicouche

Dans le cas d’une structure multicouche, la réponse dynamique peut étre déterminée a
partir des équations suivantes :
e Dans chaque couche i :

Vi =TV;. (4.56)

o A D’interface i séparant la couche i — 1 et la couche i, les champs peuvent étre
discontinus. Il faut donc écrire les conditions de continuité des déplacements et des
efforts par I’'intermédiaire de matrices d’interfaces (rectangulaires) telles que :

Lo,V +JioiV =0. 4.57)

Dans le cadre de la formulation (u®, u'), ces matrices sont données par :
o Interface poroélastique/poroélastique :

Lo =TetJi ;=L (4.58)
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o Interface poroélastique/solide (collé)

(1 0 0 0 0 0 0 O] (1 0 0 0 0 O]

01 00O0O0O0O 01 0 00O
00110000 001 00O
LLi;,=/0 00O 1 0 0 OjetJi1;,=—-]0 0 0 1 0 0]. (4.59)
000O0O0OT1O0DPO 00 0O0T1O0
000O0O0OO0OT1PO0 00 0001
0 00000 0 1] 0 0 0 0 0 1}

o Interface poroélastique/fluide acoustique
[0 00 000 0 0 8 8
000O0O0OO0OO0OQ O 0 0
001 00O0O0O
Ly = 00010000 etJi1i=— —01 8 : (4.60)
00 0O0T1O0O0O 0 0
0 00001 0 O] 0 1]
o Interface solide/fluide acoustique
0 0 0 00O [0 0
00 0O0O0O 0 0
001000 -1 0
L=l 0 0 1 0 of¥1="1o o (4-61)
000O0T1O0 0 O
0 0 0 0 0 1 |0 1

Un systeme global peut alors étre assemblé en prenant en compte toutes les relations
de transfert d’une interface a 1’autre ainsi que les relations de continuité aux interfaces.
On construit alors la matrice rectangulaire Dy traduisant 1’équilibre de toutes les sections
internes :

It JoiTy 0 .. 0 0
0 Iz JpT2 ... 0 0 - 0. (4.62)
00 0 L, LT,
)
Ajouter la condition d’excitation :
p —Zsiww =0 (4.63)

ainsi que la condition de terminaison (encastrement ou couche fluide infinie) permet alors
de calculer les caractéristiques acoustiques de la structure multicouche ([16]).
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4.4.2 Réponse forcée dans le cadre WFE1D

La méthode WFE présentée dans la section précédente (version unidirectionnelle) per-
met de calculer un ensemble de modes propres de section @ et de constantes de propagation
A. La matrices des déformées propres @ est décomposée sur ses composantes de déplace-
ment @, et sur ses composantes d’effort @ :

_|® ‘D;]
o [fl)j; o] (4.64)
Les exposants + et — sont déterminés par le module de la constante de propagation. On
note + les ondes progressives incidentes (exponentiellement décroissantes dans la direction
+z), ces ondes vérifient donc |1*| < 1. Au contraire les ondes réfléchies sont telles que

A~ =1/4a%,d’ol1 |A7| = 1. On définit alors la matrice u par :
p = (diag(uy)); avec p; = ()M = exp(-ik; L). (4.65)

ou d est la taille de la cellule utilisée pour le calcul WFE et L la longueur du guide d’ondes.
Cette matrice est donc telle que : ||ju|| < 1.

Il est possible de déterminer la réponse du systéme a partir du moment ot des condi-
tions cinématiques et/ou statiques sont imposées en deux sections. On se placera dans le
cadre de la formulation UULt.

4.4.2.1 Cas du probleme d’absorption

Le matériau est soumis a une force imposé€e Fiyp €n z = L et est parfaitement fixé€ en
z = 0. Si ¢ désigne les composantes bloquées du déplacement (c’est-a-dire le déplacement
solide et le déplacement total normal & I’interface), les conditions aux limites s’expriment :

q)q:Q+(0) + (Dq;Q_(O) =0

SN (4.66)
(I);Q+(L) + (I)FQ (L) = Fimp-
A ces équations s’ajoutent les conditions de transfert :
+ L — + 0
Q'L)= pQ*(©) 67

Q= pQ @).

Finalement, on essaiera de s’affranchir des ondes récessives, se traduisant par des coeffi-
cients exponentiellement croissants dans la direction z, de telle sorte qu’on choisira comme
inconnues les amplitudes Q*(0) et Q~(L). Celles-ci vérifient donc :

® + () Y +
[ i qcf‘] (Q_“”) - ( 0 ) (4.68)
()] FH ()] F Q (L) Fimp
Afin d’améliorer le conditionnement du systéme, en particulier quand les ordres de gran-

deur des efforts et des déplacements sont tres différents, il est préférable d’utiliser la forme
normalisée suivante [97] :

oy G e
[(cb;rlcb;u I Q) " @ iy (46)
~— ——

B C
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Le vecteur des amplitudes des ondes dans la section z = L est donc donné par :

Q') [1 0]({Q*©0)
(Q‘(O))_[O u} (Q‘(L))' “-70)
1

Finalement, les déplacements et les efforts en z = L sont déterminés en fonction de la force
appliquée par :
qr(L) =

F(L) = 4.71)

®; @, |I,B”'C
®; @.I;B'C’

4.4.2.2 Cas du probleme de transmission

Pour le cas d’un probléme de transmission acoustique a travers une interface, les dé-
placements sont inconnus de part et d’autres du matériau, mais les efforts exercés par la
pression externe sont connus. La méme expression que précédemment peut €tre obtenue en
remplagant la matrice B par la matrice :

I (@) '® p
B= Fe Fe 4.72
[@F)“@Fu I e
et le vecteur Fyy,p, par :
@'
C-= ( F lmp’l) (4.73)
(I)F Fimp,Z

ol Fimp,1 et Fimp 2 sont respectivement les vecteurs des efforts appliqués sur I’interface par
les deux cavités environnantes 1 et 2.

4.4.3 Stabilité des différentes approches

La méthode analytique ne permet pas de séparer les ondes progressives des ondes ré-
cessives. Cela peut causer des instabilités, dues a la multiplication des erreurs par un fac-
teur exponentiellement croissant selon I’épaisseur et la fréquence. Cela se traduit par des
oscillations parasites dans les hautes fréquences. Une méthode permettant de stabiliser la
méthode a été proposée récemment par Dazel [66].

Dans un premier temps, pour un matériau monocouche d’épaisseur égale a 5 cm, ex-
cité a incidence normale et encastré sur une paroi fixe a son autre extrémité, on compare les
coeflicients d’absorption calculés par les 3 méthodes : (i) TMM, (ii) approche exacte + ré-
solution directe (voir section 4.4.1.1) et (iii) approche exacte + résolution sur base d’ondes
(voir section 4.4.2). Les deux derniéres méthodes utilisent la méme matrice de transfert.
Cependant, la deuxieme calcule directement les caractéristiques acoustiques a partir de
cette matrice, tandis que dans la méthode (iii), la réponse du matériau est projetée sur les
ondes progressives, permettant ainsi de séparer les ondes incidentes et réfléchies.

La figure 4.2 montre que les 3 méthodes donnent des résultats similaires dans les basses
fréquences. Cependant, les deux premieres méthodes, qui utilisent la matrice de transfert,
ne sont pas stables dans les hautes fréquences. Au contraire, la projection sur base d’ondes
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Figure 4.2 — Coeflicient d’absorption a incidence normale pour le matériau E et pour les 3
méthodes.

et séparation des ondes incidentes et réfléchies permet de prédire correctement le coefficient
d’absorption dans les tres hautes fréquences.
On observe le méme comportement a incidence oblique (45°) (voir figure 4.3).
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Figure 4.3 — Coeflicient d’absorption a incidence oblique pour le matériau E et pour les 3
méthodes.

L’élimination des ondes récessives est donc nécessaire pour prédire les parametres
acoustiques d’un échantillon dans le domaine des tres hautes fréquences. Cependant, le
calcul par cette méthode de la réponse de matériaux multicouches est aussi sensiblement
plus difficile a programmer, la méthode TMM reste alors plus intéressante, d’autant plus
que dans la plupart des études de vibroacoustique, la TMM reste dans son domaine de
stabilité.

4.5 Influence des conditions aux limites latérales sur la propa-

gation d’ondes et sur la réponse acoustique

Dans cette partie, on s’intéresse a ’influence des conditions aux limites latérales sur la
propagation d’ondes et sur la réponse vibratoire d’un échantillon poroélastique. La confi-
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guration envisagée est celle d’un tube d’impédance ou de transmission, de section réduite,
de telle sorte que les conditions aux limites appliquées sur les faces latérales peuvent
avoir un effet sur la réponse acoustique. Des études expérimentales et numériques (FEM)
([131, 21, 132, 133] par exemple) ont déja été menées pour étudier I’influence sur la ré-
ponse acoustique des conditions aux limites entre le bati et I’interface dissipative. Dans
cette section, nous ne cherchons pas a observer les différences éventuelles de comportement
acoustique pour différentes conditions aux limites, mais bien a interpréter ces différences
en termes d’ondes progressant dans le matériau et de couplages entre ces ondes.

Trois classes de matériaux poreux sont envisagées : un matériau élastique (matériau
E), un matériau rigide (matériau B) et un matériau souple (matériau F). Leurs parametres
sont donnés en annexe A (tableau A.1). Alors que les deux phases solide et fluide sont bien
découplées pour les deux derniers matériaux, le premier exhibe de forts couplages entre
le squelette et la phase fluide, a cause de la rigidité plutot faible et de la résistivité plutot
grande du squelette. La taille de 1’échantillon considéré est (Ly, Ly) = (10 cm X 8 cm) et
son épaisseur et égale a L, = 5 cm. Nous considérons une propagation des ondes selon
I’axe z dirigé dans la direction de I’épaisseur. La face z = 0 est encastrée et 1’échantillon
est soumis a un champ de pression uniforme unitaire en z = L,.

Nous observerons les réponses acoustiques (coefficient d’absorption) des différents ma-
tériaux testés soumis a différentes conditions aux limites (glissante ou encastrée), et nous
montrerons que ces comportements peuvent étre interprétés en termes d’échanges d’éner-
gie entre les ondes progressives dans le milieu.

Concernant I’implémentation numérique, tous les résultats ont été obtenus sur un pro-
gramme développé sur Matlab®©. Les ondes ont été calculées en utilisant (10 x 8) éléments
pour la section de I’échantillon (éléments H8 linéaires), ainsi qu’une taille de la sous-
structure périodique égale a d = 0.1 mm. Ceci permet d’€tre certain de la convergence des
résultats WFE sur tout le domaine fréquentiel considéré. Pour les calculs éléments finis de
référence, 10 éléments ont été utilisés pour mailler I’épaisseur.

Pression imposée

f

Conditions aux limites latérales:

glissiere ou encastrement.

'Yy
N

SIS
Encastrement

Figure 4.4 — Schéma de I’expérience numérique.
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4.5.1 Matériau élastique

On considere ici un matériau €lastique et assez résistif (matériau E). Dans le cas de
conditions aux limites latérales glissantes, les premieres ondes progressives sont les ondes
longitudinales (solide et fluide), dont la déformée est uniforme sur la section. Par consé-
quent le maillage de la section n’a aucun effet sur leurs courbes de dispersion. La figure
4.5a montre que les conditions aux limites empéchent la propagation de I’onde de cisaille-

ment.
300, 300
250 Onde solide ) 250t —<— Onde fluide
200} | —— Onde fluide | 200 Onde solide
-~ 150 _~ 150
'E 100 ' 100
~ 50 artie réelle ~ 50 Partie réelle
—1% Partie imaginaire| —1% ********** Partie imaginaire
-20 =20
-30 1 -30
-40 : : -40 - :
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Condition aux limites glissante. (b) Condition aux limites encastrée.
Figure 4.5 — Courbes de dispersion pour le matériau E.
x10* x10°

0.1
0.05
y (m) 09 x (m)
(a) Onde fluide. (b) Onde solide.

Figure 4.6 — Partie réelle des déformées d’ondes avec condition latérale glissante a 1000 Hz
et le matériau E (configurations déformée et non déformée). Pointillé rouge : déplacement
de la phase solide ; + bleu : déplacement de la phase fluide ; blanc : non déformé.

Quand une condition d’encastrement latéral est appliqué, la branche correspondant a
I’onde solide disparait (figure 4.5b). Cela signifie que les conditions aux limites ont empé-
ché la propagation de cette onde, progressive méme dans les basses fréquences. Cependant,
une onde longitudinale Ly existe encore, a cause de la présence de la phase fluide. Cette
onde est en effet le résultat du couplage entre I’onde de compression se propageant dans
I’air, et de la premiére onde de section du squelette in vacuo. Quand une onde acoustique
se déplace dans le milieu, elle met en mouvement la phase solide sur sa déformée privilé-
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giée. Il en résulte une onde dont la déformée n’est pas uniforme sur la section, qui peut étre
appelée onde fluide (figure 4.7).

De plus, la premiere onde de section du squelette, si elle est excitée, met en mouvement
la phase fluide. Il en résulte une onde L;, qu’on appellera onde solide. Cette onde est
évanescente dans les basses fréquences, mais devient progressive mais dissipée au-dela de
300 Hz.

L’existence de ces deux ondes possédant des déformées et des nombres d’ondes simi-
laires est due au fort couplage entre les deux phases. Ce couplage est visible notamment
autour de 600 Hz, ol une bifurcation entre les deux ondes peut étre observée. Ce couplage
peut étre vu sur le déplacement de 1’onde fluide (voir figure 4.7b).

0.1

0.05 0.05
y(m 00 x(m)

0.05 :
y(m 00 x(m) y(m) 00 x@m)

(b)) A600Hz LO: k=285-189im',L1:k=19.0-59m™".

ym 00 x(m) ym 00 x(m)
(c)A800Hz. LO:k=388-13.1im", L1 :k=340-13.1im™".
Figure 4.7 — Partie réelle des déformées modales avec encastrement latéral (configurations

déformées et non déformées). Figures de gauche (rouge) : déplacement solide ; figures de
droite (bleu) : champ de pression.
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Finalement, les nombres d’ondes des ondes longitudinales obtenues avec des condi-
tions aux limites glissantes ou encastrées sont comparés en figure 4.8a. La condition aux
limites glissante permet de retrouver les ondes de compression de Biot. Cela signifie que
les ondes longitudinales prédites avec conditions aux limites glissantes ont le méme com-
portement que les ondes de Biot & incidence normale. Ce type de conditions aux limites
permet en effet de simuler des conditions aux limites infinies pour une incidence normale.

Au contraire, un encastrement latéral modifie fortement les vitesses et déformées des
ondes progressives. Le couplage entre la phase solide et la phase fluide est donc fort ; les
conditions aux limites ont une influence importante sur la réponse dynamique du matériau.

La figure 4.8b présente les coeflicients d’absorption prédits par la WFE, la FEM et la
TMM (incidence normale) pour les différentes conditions aux limites testées ici.

300 T T T T T
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-40 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
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(a) Courbes de dispersion pour 1’onde fluide. (—) : expression analytique ;
(+) : WFE, glissiere ; (—) : WFE, encastrement, ondes LO et L1.

0.8;
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(b) Coefficient d’absorption a incidence normale.

Figure 4.8 — Effets des conditions aux limites latérales sur le matériau E.

Une superposition parfaite peut étre observée entre FEM et réponse forcée sur base
d’ondes WFE pour les deux conditions aux limites. Un effet rigidifiant est obtenu avec
I’encastrement entre 500 Hz et 1000 Hz, I’encastrement supprime la premiére résonance du
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squelette menant a un minimum local. Cela est dii a la suppression de 1’onde longitudinale
solide. Cet effet se manifeste aussi dans la partie imaginaire des nombres d’ondes.

La partie réelle de I’onde lente est proche des ondes Lg et L; obtenues avec un encastre-
ment latéral. La plage de fréquence sur laquelle le nombre d’onde est différent en fonction
des conditions aux limites coincide avec celle observée sur le coefficient d’absorption.

Plus précisément, trois domaines peuvent étre distingués. Dans les basses fréquences,
I’onde Ly est I’onde progressive fluide. Elle se propage avec le méme nombre d’onde avec
une liaison latérale glissante ou encastrée, conduisant au méme coefficient d’absorption.
L’onde solide évanescente n’est pas trés excitée par la structure, son influence est limitée
au champ proche. Entre 500 Hz et 1000 Hz les deux modes L et L; obtenus avec la condi-
tion encastrée sont couplés par des échanges d’énergie, donc les nombres d’ondes et le
coefficient d’absorption sont différents du cas glissant. Cet échange d’énergie peut €tre vu
dans I’effet de veering survenant a 800 Hz. Finalement, au-dela de 1000 Hz, 1’onde fluide
se propageant avec glissiere latérale a le méme comportement que 1’onde L;. L’onde pro-
gressive fluide se propageant avec glissicre latérale a le méme nombre d’onde que I’onde
L;. Mace et Manconi [134] ont montré que I’effet veering correspond a un changement
de comportement des modes, de telle sorte qu’au-dela de cette fréquence la réponse acous-
tique est caractérisée par I’onde L. Cette onde possede le méme nombre d’onde que I’onde
fluide obtenue avec glissiere latérale, menant au méme coeflicient d’absorption.

La TMM a incidence normale permet de prédire correctement le cas avec glissiere, car
pour cette incidence et cette condition aux limites, la dynamique est la méme que dans
le cas infini. Au contraire, avec un encastrement latéral, les ondes n’ont plus les mémes
comportements. Le milieu n’a plus la méme dynamique que dans le cas infini, la TMM ne
permet donc pas de prédire ce cas.

4.5.2 Cas d’un matériau a squelette rigide

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas du matériau B, qui posséde un grand mo-
dule d’ Young et une faible résistivité. Avec condition de glissiere latérale, deux ondes lon-
gitudinales se propagent dans le matériau modélisé avec le modele de Biot, tandis qu’une
seule onde est permise par un encastrement latéral. Ces ondes sont similaires a celles ob-
tenues avec le matériau E. Les modes d’ondes obtenus sont trés proches de ceux obtenus
pour le matériau E, sauf que I’amplitude des déplacements de la phase solide est beaucoup
plus faible. L’onde solide qui se propage avec un encastrement latéral n’est pas tracée ici,
car tres dissipée. Elle ne se couple pas avec I’onde Ly, donc ce mode n’a pas d’influence
sur la réponse acoustique du systéme dans cette gamme de fréquences.

La figure 4.9a présente les nombres d’onde de I’onde fluide pour les trois conditions
aux limites. Les trois courbes sont superposées, signifiant que les liaisons latérales n’ont pas
d’effet sur la dynamique du matériau. Les coefficients d’absorption prédits par le éléments
finis (Biot-Allard), par projection sur base d’ondes (WFE) et par TMM sont tracés en figure
4.9b. La superposition parfaite des trois courbes est en accord avec la pertinence du modele
de fluide équivalent (modele rigide) pour ce matériau.
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Figure 4.9 — Effets des conditions aux limites sur un matériau a squelette immobile (maté-
riau B).

4.5.3 Cas d’un matériau a squelette souple

L’échantillon est maintenant fabriqué en matériau F. Ce matériau possede un faible
module d’ Young, un coefficient FSI (Frame Stiffness Influence, [61]) tel que FSI < 0.1, in-
diquant que le matériau peut étre modélisé par un fluide équivalent avec hypothese de sque-
lette souple (limp). La différence avec les autres matériaux est que, du fait de la tres faible
rigidité du squelette, les ondes se propagent trés lentement, c’est-a-dire avec de grands
nombres d’ondes et de petites longueurs d’ondes.

1
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expression analytique ; (+) : WFE, glissiere ; (0) :
WEE encastré.

Figure 4.10 — Effets des conditions aux limites pour un matériau « limp » (matériau F).

Pour de tels matériaux, le vecteur des contraintes normales dans la phase solide vaut
zéro, donc les efforts exercés dans la partie solide sont négligeables devant ceux exer-
cés dans la phase fluide. Les conditions aux limites de type glissiere et d’encastrement
conduisent donc aux mémes résultats, sauf pour les trés basses fréquences ou une réso-
nance du squelette peut étre observée.
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4.6 Conclusion du chapitre

Dans cette partie, nous avons montré que la TMM ne permet pas de prédire précisément
dans le cas général la réponse acoustique d’échantillons poreux de taille finie et soumis
a des conditions aux limites latérales imposées. Au contraire, une approche numérique,
comme la WFE, permet retrouver les résultats des éléments finis a partir de la connaissance
des ondes se propageant en présence de ces conditions aux limites.

Nous avons montré que les conditions aux limites latérales peuvent avoir un role sur
la dynamique du systeme. Leur influence est d’autant plus grande que les dimensions de
I’échantillon sont petites. De plus, elle dépend des matériaux. Suivant leurs parametres
élastiques et poroacoustiques, le couplage entre la phase fluide et la phase solide est plus
ou moins fort. La différence entre les deux conditions aux limites testées ne concernant
que la phase solide, et I’échantillon étant soumis a une excitation acoustique, les condi-
tions aux limites n’ont une influence que dans le cas d’un couplage fort entre les deux
phases, c’est-a-dire dans le cas d’un matériau « élastique ». Les ondes se propageant dans
ce milieu traduisent ce couplage et peuvent servir d’indicateur permettant de déterminer a
priori I'importance du role des conditions aux limites sur la réponse acoustique du sys-
teme.
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5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment calculer les modes d’ondes se
propageant dans un guide d’ondes unidirectionnel. Nous avons montré dans le chapitre 4
que ces ondes peuvent Etre utilisées pour calculer la réponse forcée du milieu soumis a une
excitation donnée.

Lutilisation des éléments finis dans le cadre de la méthode WFE permet de prendre
en compte les conditions aux limites latérales imposées sur le guide d’onde, comme une
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condition de glissieére ou un encastrement. L’influence de ces conditions aux limites est
visible sur les courbes de dispersion du matériau ainsi que sur les déformées de section des
ondes.

L’ écriture des conditions aux limites en déplacement et en effort dans les deux sections
finales du guide d’onde permet d’obtenir un systeme d’équations bien conditionné dont la
résolution permet de calculer les amplitudes des ondes, puis les valeurs des déplacements
et des efforts en toute section.

Dans ce chapitre, nous montrons que la démarche précédente peut étre généralisée au
cas d’un systéme couplé cavité acoustique — interface dissipative. Cette approche se traduit
par la condensation des degrés de liberté du milieu dissipatif sur ceux de la cavité acous-
tique. Cette condensation de type maitre—esclave permet de réduire la taille du probleme.
Cependant, nous verrons que le temps de calcul n’en est pas amélioré vraiment de maniere
significative. Pour améliorer ce point, nous envisageons le couplage de 1’approche en ondes
progressives pour I’interface avec la méthode de synthése modale pour la cavité acoustique.
Enfin, nous présentons deux approches permettant d’obtenir une réduction significative des
temps de calcul. La premiere est fondée sur la sélection des ondes progressives contribuant
a la dynamique de I'interface. La seconde est une approche de type interpolation en fré-
quences.

5.2 Condensation aux interfaces

Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu’il est possible de prédire la réponse
dynamique d’un systéme en projetant les variables sur ses ondes progressives. Ici, nous
verrons qu’il est possible d’utiliser ces résultats pour exprimer la réponse d’un systéme
vibroacoustique avec interface dissipative, sans utiliser d’inconnues pour I'interface. Ce
modele condensé est tres proche d’un modele d’impédance localisée, sauf qu’il permet
d’utiliser la valeur exacte de I’impédance au lieu d’une valeur fixée arbitrairement.

5.2.1 Probleme éléments finis vibroacoustique couplé

Commencons par rappeler la forme du probleme éléments finis. Nous considérons ici
un systeme composé d’une cavité acoustique a bords rigides, dans laquelle une couche de
matériau poroélastique est collée fermement sur un des murs (voir figure 5.1). Aucun effort
n’excite le squelette du matériau dissipatif. Le domaine acoustique est noté Q4, la pression
dans la cavité pa. Le domaine poroélastique est noté Qp et est modélisé par la formulation
UUt [26]. Linterface poroélastique/acoustique est notée I'. na et np sont les normales a I,
sortantes respectivement des domaines 4 et Qp. La formulation variationnelle du systéme
s’écrit dans le domaine fréquentiel :

e Pour la cavité acoustique :

Trouver py tel que pour tout dpy :

1 1 t 5.1)
fQA MVPAV5PA - IKC(%PAdpA dQa = fru 3 INJ NI
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e pour le domaine poroélastique :

Trouver u® et u' tels que pour tout su® et ou' :
j;zp (6’5 : 8(6u°) — W?P,u’ - u* — W yPequ’ - 5u5) dQp
+ pr (—pI : g(out) — w2)~,pequs . Sut — wzﬁequt . 5u‘) dQp = fr —panp - Su'dr.
5.2)

Domaine
poroélastique

Qp

Murs rigides

o Cavité acoustique

Qa
A = —7ip
—
Interface Source acoustiqu

T X

NONUONNNNNNNNN TN

Figure 5.1 — Géométrie du probléme poroacoustique.

Apres discrétisation par éléments finis, I’équilibre dynamique est obtenu sous la forme :

[DAA((U) Dap (PA(M)) _ (FA(CU)) (5.3)
DI, Dpp(w)|\gp(w) 0 '

ol pa et gp sont respectivement les vecteurs des pressions nodales dans la cavité et des
inconnues de déplacement dans le domaine poroélastique, ou les blocs D;; pour i=A,P sont
les matrices de rigidité dynamique des domaines acoustique et poroélastique, et ot Dap est
la matrice de couplage entre les deux domaines. Le probléme posseéde na degrés de liberté
pour la partie fluide et np degrés de liberté pour le domaine poroélastique.

Rumpler et coauteurs [31] ont montré que le coiit de calcul associé a la partie acoustique
peut &tre réduit par condensation aux interfaces, mais que le cofit reste important du fait du
grand nombre de degrés de liberté associés au domaine poroélastique.

Pour simuler la réponse du probleme couplé, I’approche la plus efficace est d’utiliser le
modele d’impédance dans le cadre de la méthode des éléments finis. Ainsi, aucune incon-
nue n’est nécessaire pour modéliser le domaine poroélastique, de sorte que des approches
modales sont trés performantes. Cependant, comme nous 1’avons vu dans la section précé-
dente, le modele d’impédance est basé sur la valeur de I'impédance calculée par TMM, qui
suppose que le domaine poroélastique est plat et de dimensions infinies.

5.2.2 Modele avec impédance localisée

Le terme source de I’équation (5.1) peut étre remplacé en fonction de 1I’'impédance
Z(w, kg, kg) de I’interface, calculée pour des angles d’incidences kg et kg a la pulsation w,
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en utilisant la relation (1.7) (Chapitre 1) sous la forme :

u-npopdl = ——— opdl. 5.4
fr‘ rop 1cuZ(a) kg,k?) fp P (>4

On définit alors la matrice de couplage Dcoyp telle que :

1
———— | pdpdl' ~ —pADeoupi(w)Pa- 5.5
iwZ (kg,k(?) pr p Pa coupl( )pA ( )
Le probléme couplé éléments finis (5.3) devient donc :

(DAA + Dcoupl) pa = Fa. (5.6)

Ce systeme ne posséde comme inconnues que les pressions nodales dans la cavité, ce qui
conduit a une grande efficacité des calculs. De plus, la matrice de couplage Dcoup €st pro-
portionnelle a une matrice constante en fonction de la fréquence. L’assemblage de cette
matrice est donc fait une fois pour toutes les fréquences.

Dans les paragraphes suivants, nous montrerons que pour des géométries planes, le
modele d’impédance localisée peut étre étendu a des cas ol la réponse n’est plus non-
localisée, en particulier dans le cas d’encastrements sur les faces latérales. Pour cela, nous
utiliserons les ondes calculées par WFE, prenant en compte les différents effets dans la
section, a la place des ondes volumiques utilisées par la TMM.

5.2.3 Probleme d’absorption

La procédure de condensation est d’abord présentée dans le cas d’un probléme d’ab-
sorption. Le milieu poroélastique est soumis a une pression par en z = L et est parfaitement
collé sur la face z = 0. Les conditions aux limites s’écrivent donc :

Fp(z=L)= Fa_p

Qriz=0)= 0 57

ou la force exercée par le fluide acoustique sur le matériau poreux est notée F_,p et vérifie :

f —parnp - Suldl ~ <6uST6utT> Faop. (5.8)
r

Finalement, le vecteur des forces nodales agissant sur le domaine poroélastique est :
T
Fap= _DAPPA- (59)

De méme que dans le chapitre précédent, les déplacements et les efforts dans les deux
sections extrémes sont projetés sur I’ensemble des modes progressifs :

@:Q*(0) + ®;Q ()= 0

5.10
®:Q*(L)+ ®;Q (L) = DL ps (5.10)
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de telle sorte que les amplitudes dans la section z = L sont données par :

(Q*(L))z[u OH I <<I>Z>‘1<I>;u}_l( 0 ) 5.11)
w0 1j@ple 1 (@) D,pa) '
———

I B-! Fimp

La matrice u est définie par :
p = (diag(uy); avec p; = (A7) = exp(-ik;L) (5.12)

ou d désigne la taille de la cellule élémentaire WFE permettant le calcul des modes d’onde.
Cette matrice est telle que ||g|| < 1.

En se référant aux équations Eq. (5.1) et Eq. (5.3), on peut remarquer que seuls les
degrés de liberté poroélastiques présents a I’interface contribuent a exciter la cavité acous-
tique. Ainsi, I’équilibre du fluide s’écrit :

Daapa(w) + Djpgpr(w) = Fo(w) (5.13)

ol DZP est la restriction de la matrice Dap aux degrés de liberté qpr situés sur I’interface
poroélastique—acoustique I'. Ces degrés de liberté étant placés dans la section z = Lp du
matériau poroélastique :

(L
Qpr = Qp,—, = | P, D | (8_2 L;) (5.14)

il est possible de voir que le vecteur des efforts imposés Fin, peut €tre €crit en fonction du
vecteur des pressions nodales de la cavité acoustique :

0

Fimp = o =C 5.15
P (((I)F) 1D£PPA) pA ( )

de sorte que 1’équilibre dynamique de la cavité acoustique s’écrit :

(DA + Deoupt) pa(@) = Fa(w) (5.16)

avec
Dcoupl = DZP [(I)+, (I)(;] ILB_] C. (517)

La démarche adoptée dans cette partie dans le cas de la formulation UUt peut facile-
ment &tre transposée au cas des autres formulations, notamment au cas du modele de fluide
équivalent.

5.2.4 Probléme de transmission

Ce travail peut aussi étre fait pour exprimer la matrice de couplage dans un probléme de
transmission acoustique, quand deux champs de pression sont appliqués de part et d’autre
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de I'interface. Les domaines acoustiques sont notés respectivement 1 (cavité émettrice) et
2 (cavité réceptrice). Le systeme d’équations issu d’une analyse éléments finis s’écrit :

Dii 0 Dip)(pa; F,
0 Dy Dapl|pa|(w) =|F:|(w) (5.18)
Dp; Dp> Dpp)l gp 0

ou les matrices Dy et Dy, sont respectivement les matrices acoustiques des domaines 1 et
2, et ou Dpp est la matrice de rigidité dynamique de I’échantillon poroélastique. Les blocs
antidiagonaux Djp pour i € {1, 2} sont les matrices de couplage telles que Dp; = Dyp’. La
méme forme que pour le cas du probleme d’absorption peut étre obtenue :

Dy 0 PA; LY
[( 0 D22) + Dcoupl (PAz) (w) - (FZ) (w) (519)

ol la matrice de couplage D¢oup €st donnée par :

*

D]P
*

DZP

+ g
D, D,

R
D, D,

B~ !C

) 5.20
LB~ !C (5-20)

Dcoupl =

Les matrices D7, pour i € {1,2} désignent respectivement la partie des matrices de couplage
Dip relative aux degrés de liberté poroélastiques situés sur 1’interface entre le domaine i et
le domaine poroélastique. La matrice C permet de calculer 1’effort exercé par chaque onde
en réponse a un champ de pression imposé sur chaque partie du domaine poreux. Elle est
donnée par :

-1
oY) D 0
C-= (®F) " De L (5.21)
0 —(®;) Dr]
La matrice B est calculée par :
1 @yl
B= [((I);)—l(ngﬂ I (5.22)
ol u = diag(y;) avec y; = (/l:r)L/d.
Finalement les matrices I; et I, sont données par :
I 0 u 0
I, = , Ih= . 5.23
1 [0 Il] 2 [0 I} (5.23)

5.2.5 Cas de matériaux composites

Dans le cas de matériaux composites ou différents matériaux sont utilisés dans la sec-
tion mais que leur arrangement ne varie pas dans 1’épaisseur, les équations précédentes
restent valides, puisque 1’aspect multimatériaux est pris en compte dans les modes d’onde.

Cependant, quand plusieurs couches de différents matériaux sont utilisées dans 1’épais-
seur, il faut ajouter aux équations précédentes les équations de continuité entre les diffé-
rentes couches.
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Tout d’abord, les modes d’onde de chaque couche sont évalués indépendamment. En-
suite, les équations de continuité des déplacements et des efforts normaux sont écrites aux
interfaces entre chaque couche i — 1 et 7, dont la position est z = L;.

Ces €quations peuvent €tre écrites en utilisant des matrices B, Br,C, et Cr sous la
forme :

qu)q,i—lQi—l(Li) - Cq(I)q,iQi(Li) =0

5.24
Br®ri-1Qi-1(L;) + CFr®r,Qi(L;)) = 0. (5:24)

Par exemple, dans le case de la transmission a travers un bicouche poroélastique (for-
mulation UUt), les modes d’onde dans les deux domaines sont respectivement donnés par
(@1, ) et (P2, u,), avec juy|l < 1 et |lu,l| < 1. La matrice de couplage Dcoupr €st alors
donnée par I’équation (5.20) en utilisant les expressions suivantes :

I ((I)FT)_I‘I)Fl_ﬂl 0 0
B - (B, @) (B, @y I ~(B,Dg)) ' (Cy®y3)  —(By @) (CqPy; )5
(Cr®r) " (Br®r )y, (Cr®r3) (Br®r)) I (Cr®r3)  (Cr®r) 1, |
0 0 ((DFE)_I(I)F;,UZ |
(5.25)
((I)FT)_I Dpg 0
0 0 I 0 0 0 0 0 p O
¢ 0 0 and I [0 w0 0}’ 2 [0 0 0 I]
-1
0 —(<I>F5) Dp;
(5.26)

Les matrices booléennes 8B,, Br, C,, Cr sont utilisées pour s€lectionner les compo-
santes des modes d’onde sur lesquelles s’applique la condition aux limites. Par exemple,
dans le cas d’un couplage entre deux matériaux poroélastiques modélisés par la formulation
UUt, la composante d’effort des modes d’onde @ est continue, conduisant a By = Cr = L
Au contraire, les déplacements totaux transverses ne sont pas continus. Si la normale est
portée par z, et si les degrés de liberté nodaux sont organisés de la facon suivante :

q= <ut, us Vv w, w“'> , (5.27)

les matrices B, et C, sont égales et sont telles que :

B,= (Bi-B;i--B,),
ol B;= 0sii=0[4]oui=0[1], (5.28)
etou B;(j) = ¢;; sinon.

5.2.6 Couplage avec une approche modale pour les domaines maitres

Nous avons vu qu’il est possible de prendre en compte 1’effet de I’interface sur les
domaines environnants en projetant sa dynamique sur les ondes s’y propageant. Cette mé-
thode permet de réduire le nombre de degrés de liberté dans I’interface acoustique, puisque
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cette contribution se traduit par une matrice de rigidité dynamique additionnelle. Pour cal-
culer celle-ci, il est toutefois nécessaire de résoudre un systeme dont le nombre d’incon-
nues, égal au nombre d’ondes se propageant dans les deux sens dans le guide d’ondes, est
deux fois le nombre de degrés de liberté dans la section de I’interface.

Le domaine extérieur, domaine maitre, est typiquement une cavité acoustique ou une
structure élastique. Pour réduire les cots associés a la résolution par éléments finis, des ap-
proches modales sont classiquement employées. On se référera par exemple a [135] pour
une description détaillées de ces approches. Au lieu de prendre en compte comme incon-
nues les degrés de liberté nodaux maitres, les inconnues sont les amplitudes des modes
stationnaires.

Dans ce manuscrit, la technique de synthése modale avec utilisation des modes a in-
terface fixe et des modes de frontiere est utilisée, cette méthode est rappelée en Annexe
B.

Le probleme initial éléments finis correspondant au probleme d’absorption par une
couche poroélastique insérée sur une face d’un volume fermé acoustique (figure 5.1) est
rappelé en Eq. (5.29)

[DAA((U) Dap ] (PA(w)) _ (F A(w))
T = . (5.29)
D,, Dpp(w)|\gp(w) 0

L utilisation des modes de la cavité acoustique maitresse permet de réduire le nombre
d’inconnues en utilisant la transformation :

PA = PAQa (5.30)

ou @4 est la matrice des modes de la cavité et Q, le vecteur de leurs amplitudes.
Le systeme d’équations Eq. (5.29) peut alors étre transformé en :

DD pu () Dy QZDAP] (QA@J)) _ (QXFA(”)). (531)

DI @, Dpp(w) [\ gp(w) 0

La complexité de ce probleme est alors principalement due & I’existence de 1’inter-
face dissipative. Cela signifie que cette méthode de réduction est efficace dans le cas ou le
nombre de degrés de liberté associés a I’interface dissipative est faible.

Il est alors intéressant de coupler 1’approche de condensation aux interfaces sur base
d’ondes et I’approche de synthese modale pour la partie maitresse. Ce couplage peut étre
fait naturellement en remplacant les matrices Daa, Dap, Dps par les matrices correspon-
dantes apres utilisation de la base modale, respectivement (I)XDAACI)A, (DgDAp,DpACI)A.
Finalement, le systeme a résoudre s’écrit :

|®2DAA(W)PA + Deoupi(@)|Qa(w) = PLFA(w). (5.32)

Ce probléme est de taille réduite par rapport au probléme initial, puisque le nombre d’in-
connues est égal au nombre de modes propres de la cavité acoustique.



5.3. Exemples de validation 127

5.3 Exemples de validation

Dans cette section, nous validons la méthode présentée précédemment par la compa-
raison avec un calcul éléments finis, dans deux cas : (i) la réponse acoustique d’une cavité
couplée a un domaine poroélastique sur une de ces faces (probleme d’absorption), et (ii)
la réponse acoustique d’un systeme de type « tube de transmission », dans lequel deux ca-
vités acoustiques sont séparées par une interface dissipative composée de deux matériaux
poroélastiques différents. Dans les deux cas, I'influence des conditions aux limites sera
observée.

Pour différencier 1’approche standard de I’approche présentée ici, nous proposons de
décrire la méthode utilisée pour modéliser chacun des domaines. L’approche standard
consiste a modéliser par éléments finis les deux domaines, cavité et traitement acoustique,
on la notera donc « FEM+FEM ». La méthode de réduction présentée dans la section précé-
dente est une condensation sur base d’onde, ne s’appliquant qu’au traitement acoustique ;
nous noterons donc cette approche « FEM+C.B.O. ».

5.3.1 Probleme d’absorption

On considere ici un systeme composé d’une cavité acoustique excitée par un déplace-
ment source, dans laquelle une face plane est recouverte d’une couche de matériau poroé-
lastique (figure 5.2).

L, L,

|

Cavité acoustique Milieu|ppreux

Déplacement source

Figure 5.2 — Schéma du probléme d’absorption.

La cavité acoustique a pour dimensions :
Ly=10cm,Ly, =8 cm, L, = 100 cm.

Une couche de 5 cm d’épaisseur de matériau E est appliquée sur la face z = 0.

La courbe du niveau de pression acoustique en fonction de la fréquence obtenue avec la
méthode condensée (FEM+C.B.O.) est parfaitement superposée avec la courbe obtenue a
partir de la résolution du systéme éléments finis complet (FEM+FEM), pour les deux types
de conditions aux limites appliquées (figure 5.3).

La figure 5.4 présente le module du terme D;; de la matrice de couplage. La diago-
nale i = j correspond aux termes localisés, tandis que les autres termes correspondent a
un couplage non localisé. D’apres la méthode des éléments finis, dans le cadre du modele
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Figure 5.3 — Niveaux de pression moyen dans la cavité acoustique.

d’impédance, la matrice de couplage est calculée comme somme d’intégrales sur les élé-
ments. Il y a donc naturellement des termes non localisés entre deux points appartenant au
méme élément (figure 5.4a). De plus, le nombre de valeurs non nulles pour chaque ligne
est égal au nombre de voisins du nceud considéré.

il

il

Jiy
'“‘ i

Y i |
60 N ‘_ I ‘Hhm

ik

' 100
0 50

i j 100

(a) Impédance localisée. (b) Condensation sur base d’ondes.

Figure 5.4 — Matrice de couplage traduisant I’effet de I’interface sur la cavité acoustique,
dans le cas de conditions limites latérales de type encastrement.

Dans le cas d’un encastrement latéral, des phénomenes non localisés apparaissent. Il y
a couplage entre des nceuds qui n’appartiennent pas au méme élément.
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5.3.2 Probleme d’absorption par interface multi-matériaux

On considere maintenant une interface dissipative constituée de deux matériaux po-
roélastiques différents. Les deux matériaux sont modélisés par des fluides équivalents a
squelette rigide, on négligera donc I’influence du squelette sur la dynamique du milieu. La
géométrie est donnée en figure 5.5. La cavité mesure (30 x 40 x 30) cm?, I’interface dissi-
pative mesure 5 cm d’épaisseur, 1’échantillon placé au centre de la face mesure (15 x 20)

Cm2.

Déplacement source

I
|
1
1
1 " .
1Cavité acoustique
I

Figure 5.5 — Probléme d’absorption avec interface multimatériaux.

Le modele éléments finis associé comprend 14739 degrés de liberté acoustiques (€lé-
ments linéaires H8) et 4624 degrés de liberté poroélastiques (fluide équivalent, éléments
linéaires H8). Le maillage dans la section du matériau induit la prédiction de 289 ondes se
propageant selon z>0 et autant se propageant selon z<0.

La figure 5.6 permet de constater une bonne concordance entre les résultats obtenus par
résolution du probleme éléments finis initial et les résultats obtenus avec condensation de
I’interface.

5.3.3 Probléme de transmission

On considere ici un probleme de transmission acoustique a travers une interface com-
posée de 5 cm de matériau J et de 3 cm de matériau K (voir figure 5.7).

Les dimensions du tube d’onde sont L, = 10 cm, L, = 8cm, L; = 5cm, L, = 3 cm,
L, = 45 cmet L, = 45 cm. Toutes les faces des deux domaines acoustiques sont supposées
rigides. Les niveaux de pression moyens mesurés dans chaque cavité acoustique sont tracés
en fonction de la fréquence sur la figure 5.8. Dans le cas de la condition aux limites de type
glissiere, on observe une parfaite superposition entre les 3 méthodes. Au contraire, dans
le cas d’une liaison latérale de type encastrement, la TMM n’est pas capable de prédire
correctement les ondes qui se propagent avec cette condition aux limites. L’algorithme
FEM+TMM ne permet pas de retrouver ce type de conditions aux limites, a la différence
des éléments finis et de I’algorithme présenté ici utilisant les ondes WFE.
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Figure 5.6 — Niveau de pression dans la cavité acoustique.
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Figure 5.7 — Schéma du probleme de transmission

50 - - - - - - - 0 = - - - - - -
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(a) Glissiere latérale. (—) : FEM+FEM, (+) : (b) Encastrement latéral. (—) : FEM+FEM, (+) :
FEM+C.B.O., (- - =) : FEM+TMM. FEM+C.B.O., (= - —) : glissiére latérale.

Figure 5.8 — Niveaux de pression moyens dans les deux cavités acoustiques. Rouge : cavité
émettrice et bleu : cavité réceptrice.
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5.4 Performance de la méthode présentée

On s’intéresse dans cette section aux temps de calcul nécessaires pour résoudre le pro-
bleme par les approches présentées dans ce manuscrit, dans le cas d’un probleme d’ab-
sorption. Plutdt que les temps de calcul CPU réels, qui dépendent entre autres de la ma-
chine utilisée, de I’architecture du programme, de la parallélisation éventuelle des tiches,
on présente ici une comparaison qualitative des gains obtenus par la méthode condensée
expliquée précédemment. Bien que ces gains peuvent &tre améliorés par une meilleure
programmation des algorithmes numériques, la comparaison des temps est ici pertinente
puisque les mémes algorithmes sont utilisés. Ainsi, méme si une programmation plus effi-
cace de la résolution du probleme éléments finis est programmée, des gains du méme ordre
de grandeur peuvent étre attendus pour la méthode condensée.

La figure 5.9 présente les temps de calcul observés pour résoudre le probleme d’ab-
sorption précédent. La méthode de condensation est en trois temps :

e Calcul des modes d’onde (WFE) :
Cette phase permet de calculer les modes d’onde se propageant dans une direction
du guide d’ondes. Elle devient numériquement onéreuse quand le maillage de la
section est tres riche et quand beaucoup de fréquences sont considérées. Ce calcul
cependant ne dépend pas de I’épaisseur.

e Calcul de la matrice de couplage :
Une fois que les modes d’onde a une fréquence donnée sont connus, la matrice de
couplage est calculée. Cette étape nécessite la résolution d’un systeme linéaire pour
calculer les amplitudes, et éventuellement certaines inverses de matrices afin de
normaliser correctement le probléme. Le colit numérique de cette étape augmente
donc avec le nombre d’ondes calculées, donc avec le maillage de la section. Le cofit
est cependant indépendant de 1’épaisseur.

e Résolution du probleéme :
Finalement, les pressions acoustiques sont obtenues par résolution d’un systéme
linéaire, ou la contribution de I’interface est présente sous la forme d’un bloc po-
tentiellement plein.

Pour les trois étapes, le colt est indépendant de I’épaisseur. Cela signifie que la mé-
thode est adaptée a des épaisseurs importantes et a des calculs répétés, par exemple pour
optimiser le placement du traitement acoustique, les épaisseurs ou I’arrangement des maté-
riaux dans un multicouche. La précision de I’approche ne dépendant pas du maillage utilisé
pour I’épaisseur, le calcul est convergé méme dans les hautes fréquences, si le maillage de
la section est suffisamment fin.

Au contraire, le colit des deux premicres phases augmente avec la richesse du maillage
de la section, qui induit I’existence d’un nombre plus important d’ondes.

Ces différents points peuvent étre observés sur la figure 5.9. La condensation sur base
d’ondes permet d’obtenir des temps de calcul réduits quand le nombre de degrés de liberté
dans I’épaisseur est grand et/ou quand le nombre de degrés de liberté dans la section est
petit. L’efficacité des différentes techniques est expliquée en terme de taille du systeme
matriciel et de type de matrices sur les schémas présentés en figure 5.10.

L utilisation de modes a interface fixe permet de réduire le temps de calcul par rapport
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Figure 5.9 — Temps de calcul (adimensionnels) obtenus par les différentes techniques, pour
19 itérations en fréquences et 50 modes internes sélectionnés pour la CMS.

au probléme couplé initial (figure 5.9). Cette technique est d’autant plus efficace qu’un
grand nombre degrés de liberté internes existent et qu’un petit nombre de modes est sélec-
tionné. Elle est limitée dans le cas de sections de grandes dimensions par le grand nombre
de modes d’attache. Enfin, ces modes €tant calculés indépendamment de la fréquence, le
gain de temps par rapport au probleme complet augmente avec le nombre d’itérations fré-
quentielles.

Cette réduction est cependant assez limitée par le grand nombre de degrés de liberté
associés au domaine poroélastique. Celui-ci concentre 1’essentiel de la complexité numé-
rique, limitant la performance de la réduction CMS sur la cavité acoustique (figure 5.10b).

La condensation de I’interface sur les degrés de liberté maitres par approche ondula-
toire se traduit par 1’ajout d’une matrice de couplage (figure 5.10c). La méthode n’est pas
nécessairement tres efficace, car le nombre de degrés de liberté reste important et la matrice
a inverser est potentiellement pleine, quand les effets non—localisés sont importants.

Il est donc intéressant de coupler les deux approches (figure 5.10d). La réduction du
nombre de degrés de liberté acoustiques par CMS est alors tres efficace. On observe des
facteurs de réduction des temps de calcul beaucoup plus importants (figure 5.9). Cette
réduction est d’autant plus grande que le nombre d’éléments dans 1’épaisseur est important.
Nous reviendrons sur les performances de la méthode dans les sections suivantes.

5.5 Réduction du nombre d’ondes a prendre en compte

Les cofits de calcul peuvent étre encore améliorés en réduisant le nombre d’ondes sé-
lectionnées pour calculer la matrice de couplage (voir Eq. (5.17) dans le cas d’un probléme
d’absorption). Nous avons vu précédemment qu’un type d’onde donné se propage dans les
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(a) FEM+FEM (Eq. (5.29)). (b) CMS+FEM (Eq. (5.31)).
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(c) FEM+C.B.O. (Eq. (5.16)). (d) CMS+C.B.O. (Eq. (5.32)).

Figure 5.10 — Schéma illustrant le principe de réduction de la méthode de condensation
sur base d’ondes.

deux directions, I’'une est I’onde incidente et I’autre 1’onde réfléchie. Les déformées et les
nombres d’onde de ces deux types d’ondes sont identiques, la seule différence est le sens de
propagation. Dans ce qui suit, le nombre d’ondes sélectionnées indiqué désigne le nombre
d’ondes incidentes sélectionnées. Il est sous-entendu que les ondes réfléchies correspon-
dant aux ondes incidentes sélectionnées sont aussi prises en compte dans le calcul.

5.5.1 Exemple

On considere ici le probleme d’absorption acoustique a travers un matériau mono-
couche (voir figure 5.2), modélisé par le modele de fluide équivalent «limp». La cavité
acoustique a pour dimensions 40 x 30 x 50 cm?, et est recouverte par une épaisseur de
5 cm de mousse poroélastique (matériau J). Le maillage utilisé pour la référence consiste
en 15 x 10 x 40 éléments hexaédriques pour la cavité acoustique. Dans le calcul FEM de
référence, 10 éléments sont utilisés dans 1’épaisseur du revétement poreux.

La méthode WFE permet alors de prédire 176 modes d’onde incidents et autant de
modes d’onde réfléchis.

Les résultats ont été€ obtenus en utilisant une condensation sur les modes internes de
la cavité acoustique, a interface fixe, a la fois pour 1’approche condensée et I’approche
FEM directe. Au lieu des 7216 degrés de liberté nodaux associés a ce maillage, 180 modes
internes sont retenus ainsi que 176 modes d’attache. Le mode dont la fréquence propre
est la plus élevée est situé a 2993 Hz, soit bien au-dela de la fréquence maximale d’étude
(1000 Hz). Le tableau 5.1 permet de comparer les temps de calcul obtenus par la méthode
présentée ici, en fonction du nombre d’ondes sélectionnées.

Il apparait sensiblement en figure 5.11 que toutes les ondes ne sont pas nécessaires a
prédire correctement la réponse vibroacoustique du systeéme dans 1’ensemble de la gamme
de fréquences. La question venant naturellement est la question du choix des ondes. En
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Figure 5.11 — Niveau de pression moyen dans la cavité en fonction du nombre d’ondes
sélectionnées.

effet, les amplitudes des ondes excitées par une source dépendent de la forme de la source,
et leur influence sur la réponse vibratoire dépend de leurs caractéristiques de propagation,
et donc de la longueur du guide d’onde. Loin de I’excitation, une onde évanescente faible-
ment excitée n’aura a priori pas d’influence sur la réponse dynamique. Au contraire, il est
difficile de prédire si une onde évanescente mais fortement excitée, ou au contraire qu’une
onde progressive faiblement atténuée mais faiblement excitée, influe de fagcon importante
sur le systéme. A proximité de 1’excitation, la réponse du systéme sera composée 2 la fois
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Méthode Nombre d’ondes sélectionnées | Facteur de réduction trgm/trEMLC.B.O.
FEM 1
FEM+C.B.O. 176 (toutes) 1.44
FEM+C.B.O. 5 5.8
FEM+C.B.O. 4 6.0
FEM+C.B.O. 3 6.2
FEM+C.B.O. 1 6.8

Tableau 5.1 — Temps de calcul en fonction du nombre d’ondes sélectionnées.

des contributions des ondes évanescentes et des ondes progressives, sans qu’il soit aisé de
discriminer la contribution de chacune. Par ailleurs, la contribution des ondes varie avec la
fréquence, il est donc probable qu’il faille une sélection a chaque fréquence.

5.5.2 Algorithme de sélection des ondes

Dans [97], I’auteur se base sur un critere d’erreur qu’il construit. La méthode proposée
consiste a évaluer un nombre d’allers-retours caractéristique N et de calculer I’amplitude
de chaque onde résultant de la sommation de ces amplitudes pour tout nombre d’allers-
retours de 0 a V. Les ondes sont alors classées par amplitude décroissante, et sélectionnées
en choisissant le nombre minimal permettant d’obtenir une erreur donnée. Si cet algorithme
peut étre facilement programmeé, il est limité par le temps de calcul, en particulier dans les
basses fréquences, ol les faibles amortissement induisent une grande valeur de N.

Deux criteres de classement des ondes apparaissent naturellement :

o Aspect progressif/évanescent :
On commence par ordonner les ondes par partie imaginaire d’amplitude croissante :

0 < [Im(ky)| < Im(ky)|- -+ < [Im(ky)| (5.33)

ol n est le nombre total d’ondes prédites par WFE. Le critere de sélection peut donc
étre écrit de plusieurs manieres équivalentes :

Im(k)| < @
ou |exp(Im(k)L)| > B (5.34)
ou Sélection des N premieres ondes(N < n).

e Amplitude des ondes :
L’amplitude des ondes soumises a deux conditions aux limites appliquées aux ex-
trémités peut étre calculée a partir de 1’expression de la continuité des déplacements
et des efforts (par exemple Eq. (4.71)). Le probleme est alors de connaitre les condi-
tions aux limites appliquées.

En observant la figure 5.11, il est visible que le nombre d’ondes nécessaires est lié au
nombre de modes de la structure maitresse. Les sections des deux milieux étant les mémes,
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les modes de section se propageant dans la mousse poroélastique (fluide équivalent) doivent
correspondre aux modes excités de la cavité. Par conséquent on observe que le nombre
d’ondes nécessaire est égal au nombre de modes de la structure maitresse. On propose
donc d’évaluer a la fréquence maximale d’intérét le nombre d’ondes qui contribuent a la
dynamique de I’interface. L’algorithme de résolution est donc le suivant :

1. Calcul des modes d’onde a toutes les fréquences.

2. Organisation des modes par dissipation croissante.

3. Résolution avec toutes les ondes a la fréquence maximale d’intéreét.

4. Sélection des ondes par leur amplitude. On définit alors le critere de sélection en

amplitude par :

i
Qmax

ol Omax est I’amplitude la plus forte mesurée, et ol les amplitudes sont données par
exemple par I’équation Eq. (4.71) pour le probléme d’absorption avec la formulation
UUL.

< Crit pour toutes les ondes i sélectionnées. (5.35)

5. Résolution a toutes les autres fréquences sur la base d’ondes sélectionnées.

5.5.3 Résultats

La figure 5.12 présente 1’évolution de I’erreur £ commise sur le niveau sonore a 2 kHz
en fonction du critere de sélection (Eq.(5.35)). Cette erreur correspond a I’erreur relative
entre la pression calculée avec touts les modes pex et celle calculée apres sélection p :

— ”f) - pex”

(5.36)
l[Pexll

Il apparait que I’erreur ne décroit pas linéairement avec le critere de sélection. Ajouter
des ondes, c’est-a-dire diminuer la valeur du critere de sélection, permet de diminuer I’er-
reur, mais cette diminution n’est pas forcément intéressante en termes de cofit de calcul.
Pour définir la valeur du critere Crit permettant de sélectionner le nombre minimal d’ondes,
on le fera varier de maniere a avoir une erreur inférieure a une valeur imposée par rapport
au calcul avec tous les modes d’onde. La tolérance est fixée a 0.2%, conduisant a choisir
dans le cas précédent Crit = 0.2.

Quand les fréquences augmentent, le champ de pression environnant se complexifie,
excitant de plus en plus d’ondes. La figure 5.13 présente I’évolution de 1’erreur commise
sur le champ de pression dans la cavité a 3500 Hz. La valeur du critere optimal pour la
méme erreur acceptable (0.2%) est dans ce cas : Crit = 0.1.

La figure 5.14 montre une bonne superposition des résultats FEM+FEM, CMS+FEM
et CMS+C.B.O., entre 2500 et 3000 Hz. 5 éléments sont utilisés pour mailler 1’épaisseur
du matériau poreux. Le maillage initial est constitué¢ de 15x10 éléments linéaires H8 dans
la section, ce qui induit la présence de 7216 degrés de liberté pour la cavité acoustique et
1056 degrés de liberté pour le milieu poreux (fluide équivalent « limp », matériau J).
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Figure 5.12 — Evolution de I’erreur commise sur le champ de pression en fonction du
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Figure 5.13 — Evolution de I’erreur commise sur le champ de pression en fonction du
critere de sélection, a 3500 Hz.

Pour la CMS, 800 modes internes sont retenus pour la CMS, permettant d’obtenir des
résultats convergés sur la gamme de fréquences étudiée. Le probleme a résoudre contient
alors 976 modes pour la cavité acoustique et 1056 degrés de liberté pour le milieu poreux.
La CMS permet de réduire les cofts de calcul par rapport aux éléments finis, avec un gain
faible, de ’ordre de x1,1. Ce gain est tres faible car beaucoup de degrés de liberté restent
associés au milieu poreux et car les matrices projetées sur base modale sont des matrices
pleines.

La condensation sur base d’ondes permet d’éliminer les 1056 degrés de liberté asso-

ciés a la partie poreuse. Cependant, a chaque fréquence, la matrice de couplage doit étre
calculée, ce qui nécessite la résolution d’un systeme possédant au plus 2x176=352 incon-
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Figure 5.14 — Niveaux sonores moyens dans la cavité pour les 3 méthodes numériques.

nues, nombre total d’ondes. Réduire le nombre d’ondes sélectionnées permet de réduire
de maniére importante le temps de calcul de cette matrice (ici, 32 ondes ont été sélection-
nées). Finalement, au lieu des 7216+1056 inconnues initiales, les inconnues du systéme a
résoudre pour connaitre le champ de pression a chaque fréquence sont seulement les am-
plitudes des modes de la cavité acoustique (976 modes). Le facteur de réduction des temps
de calcul est de I’ordre de x3. Ce facteur serait beaucoup plus important si plus d’éléments
avaient été utilisés pour mailler I’épaisseur. Il est important de remarquer que la technique
de condensation permet de donner a la méthode CMS toute son efficacité.

5.6 Application a une cavité non parallélépipédique

Dans les paragraphes précédents, un algorithme de sélection des modes a été proposé
et validé dans le cas d’une cavité parallélépipédique. Une relation directe entre le nombres
de modes dans la cavité et le nombre de modes d’onde qui contribuent a été observé. Pour
valider 1’approche dans un cas ol les modes d’onde n’ont pas nécessairement la méme
allure que les modes propres de la cavité on présente ici les résultats obtenus pour une cavité
a murs non paralleles recouverte sur une face par une couche d’un matériau poroélastique.

La géométrie et le maillage associé sont présentés en figure 5.15. La couche poroélas-
tique est maillée de maniere a assurer la conformité des éléments a I’interface, 10 éléments
sont utilisés dans 1’épaisseur.

5.6.1 Modele de fluide équivalent

Le matériau poreux est modélisé dans un premier temps par le modele de fluide équi-
valent limp. Le modele éléments finis consiste donc en 20812 degrés de liberté pour la
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Cavité acoustique
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0,2m’ —Couche poroélastique 1517, b

im

(a) Géométrie (b) Maillage de la cavité acoustique

Figure 5.15 — Géométrie et maillage.

cavité acoustique et 2662 degrés de liberté pour la couche poroélastique. 800 modes a
pression nulle sur les bords sont utilisés pour la CMS afin de réduire la taille du systeme
éléments finis initial.

La figure 5.16 présente le niveau sonore moyen dans la cavité obtenu par résolution du
probleme éléments finis (CMS+FEM) ou par résolution du probléme avec condensation et
choix des modes (CMS+Condensation base d’ondes sélection des modes).
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Figure 5.16 — Niveau de pression moyen dans la cavité.

Le critere de choix présenté permet de sélectionner 26 ondes parmi les 242 ondes pré-
dites par WFE. Une parfaite superposition entre le modele numérique sans condensation
et le modele avec condensation sur base d’ondes peut étre observée sur toute la gamme de
fréquences, pour un temps de calcul (sans calcul des modes) divisé par un facteur 3.
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Afin d’améliorer encore les temps de calcul, il faut encore travailler a la réduction du
nombre d’itérations fréquentielles. Il serait envisageable de réduire ce nombre, par exemple
avec des approximants de Padé. Ici, nous faisons I’hypothése que la matrice de couplage
assemblée sur base modale varie peu entre deux fréquences voisines. Puisque les formes
modales sont indépendantes de la fréquence, 1’effet de 1’interface dissipative sur leurs am-
plitudes ne dépend que des ondes se propageant dans I’interface. Leurs propriétés varient
en fonction de la fréquence. Cependant, il a été vu que cette dépendance est faible pour
deux fréquences suffisamment proches. L’idée est alors de calculer les modes d’onde pour
un nombre restreint de fréquences et de calculer la réponse du systeme en toutes les fré-
quences en interpolant (plus proche voisin) la valeur de la matrice de couplage.

La figure 5.17 présente le niveau sonore moyen dans la cavité avec I’approche éléments
finis avec CMS et avec I’approche présentée ici, combinant CMS, condensation sur base
réduite d’ondes progressives et réduction du nombre de fréquences de calcul des modes
d’onde. Une bonne superposition peut &tre observée sur 1’ensemble de fréquences, pour
un colit de calcul encore amélioré. Cette amélioration est peu efficace pour le calcul pro-
prement dit de la réponse forcée, car le calcul de la matrice de couplage est fait a partir
d’une base d’ondes fortement réduite. Dans le cas oll beaucoup d’ondes contribuent a la
dynamique du milieu, cette approche serait beaucoup plus intéressante.

Toutefois, cette approche permet de réduire de maniere importante le temps de calcul
des modes et la quantité de mémoire nécessaire au stockage des modes d’onde (phase
WEFE).
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Figure 5.17 — Niveau de pression moyen dans la cavité avec réduction du nombre d’ondes
progressives et réduction du nombre d’itérations en fréquence.

5.6.2 Formulation UUt

Dans ce paragraphe, on modélise la couche poroélastique avec la formulation UULt.
Le modele éléments finis consiste en 5368 degrés de liberté pour la cavité acoustique et
8052 degrés de liberté pour le domaine poroélastique (10 éléments dans 1’épaisseur). Une
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Méthode Phase Temps
FEM+FEM Résolution 960 s
CMS+FEM CMS 8s

Résolution 955 s
CMS+C.B.O. CMS 75s
Calcul des ondes (WFE) | 29450 s
Résolution 1955 s
CMS+C.B.O. CMS 7.5s
avec sélection (56 ondes) Calcul des ondes (WFE) | 29450 s
Choix des ondes ~15s
Résolution 155s
CMS+C.B.O. CMS 75s
avec sélection Calcul des ondes (WFE) 159 s
et interpolation (11 fréquences) : Choix des ondes ~15s
avec sélection (56 ondes) Résolution 29s
sans sélection (480 ondes) Résolution 36s

Tableau 5.2 — Temps de calcul des différentes phases.

condition glissante est appliquée sur les faces latérales du matériau. Le maillage de la
section induit donc la prédiction de 480 ondes progressives dans le matériau. Afin d’obtenir
une bonne convergence des résultats, 250 modes a interface fixe sont sélectionnés. Le calcul
est réalisé pour 2000 itérations fréquentielles, 11 fréquences centrales sont choisies pour
Iinterpolation.

Les temps de calcul nécessaires pour les différentes phases des différentes méthodes
sont indiqués dans le tableau 5.2. Le temps associé au choix des ondes est indiqué pour
avoir un ordre de grandeur, mais il faut avoir conscience que ce temps varie en fonction du
nombre d’ondes nécessaires a résoudre le probleme.

La figure 5.18 présente le niveau sonore dans la cavité pour les différentes approches.
Une tres bonne superposition des résultats peut étre observée sur ’ensemble des fré-
quences. Quelques erreurs existent notamment au voisinage de 500 et 650 Hz, c’est-a-dire
dans le voisinage de la fréquence de résonance du matériau poroélastique. Les valeurs de
la matrice de couplage y sont mal approximées. Pour corriger ces erreurs il suffirait de
calculer les modes d’onde se propageant a ces fréquences et de les utiliser pour calculer la
matrice de couplage.

Par ailleurs, il est moins évident de définir une valeur optimale pour le criteére d’erreur
avec la formulation UUt car des modes d’onde fortement évanescents pour la phase fluide
peuvent se coupler aux modes d’onde peu dissipés se propageant dans la phase solide
et réciproquement. La démarche consistant a sélectionner les N modes d’onde les moins
dissipés ne s’applique pas aussi bien que pour un fluide équivalent du fait de ce couplage
entre les deux phases.

Ici, pour cet exemple, la valeur autorisée de I’écart absolu entre le vecteur des pressions
acoustiques calculées avec I’ensemble des ondes et celui calculées avec une sélection ré-
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duite est fixée a 20 dB. Cela conduit a la sélection de 56 ondes. Ce faible nombre d’ondes
sélectionnées conduit a des erreurs importantes dans le domaine des hautes fréquences
considérées (au-dela de 1200 Hz), mais de treés bons résultats sont obtenus pour des fré-
quences inférieures a 1200 Hz.

160 T T T T T T T T T
150
140 c oz
1301 | -3 . 8
I i X 1 Ny
o + | [ H
& 120} ; : J -
Q !
- 1 i A
IERiFi A
110} I V b
g
1oor +  CMS+C.B.O.+Interpolation
------- CMS+C.B.O.+Choix+Interpolation
0r CMS+FEM ]
Fréquences de calcul des ondes
| | | |

80 | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Fréquence (Hz)

Figure 5.18 — Niveau de pression moyen obtenu avec la formulation UUt, condition latérale
glissante, pour les différentes approches numériques. La base d’ondes réduite est constituée
de 56 ondes parmi les 480 modes d’onde existants.

L’interpolation des modes d’onde pour le calcul de la matrice de couplage permet d’ac-
célérer de maniere importante les calculs. Comme le nombre de fréquences utilisé est 200
fois inférieur au nombre total de fréquences, le calcul WFE est accéléré d’un facteur 200.
Le temps de résolution est lui aussi amélioré car la matrice de couplage n’est calculée que
pour un nombre réduit de fréquences.

Un dernier aspect intéressant dans la technique est que les modes d’onde ne dépendent
pas de I’épaisseur. Si plusieurs calculs sont envisagés pour différentes épaisseurs de couche
poroélastique, un unique calcul WFE est nécessaire. La démarche est donc particulierement
intéressante dans une logique d’optimisation de 1’épaisseur.

5.7 Conclusion du chapitre

Dans cette partie, nous avons développé une méthode originale pour condenser un pro-
bléme poro-acoustique couplé. La méthode, basée sur I’utilisation des modes d’onde se
propageant dans I’épaisseur du matériau, permet d’obtenir un systeme similaire au systeme
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obtenu avec le modele d’impédance localisée, sauf qu’il permet de prendre en compte les
conditions aux limites latérales et les effets non localisés.

La méthode permet un gain important en temps de calcul, notamment quand le traite-
ment dissipatif nécessite beaucoup d’éléments dans 1’épaisseur et peu d’éléments dans la
section. Elle peut étre aisément couplée a des techniques de syntheése modale pour les struc-
tures maitres, et permettant ainsi de maximiser leur efficacité en supprimant la complexité
numérique liée au milieu poroélastique.

Cependant, la technique reste limitée par le colit numérique (temps et mémoire) né-
cessaire au calcul des modes a chaque fréquence. Ce coflit est proportionnel au nombre
d’itérations et devient treés important quand le maillage de la section considérée comporte
un grand nombre de degrés de liberté.

La réduction du nombre d’ondes permet une réduction du systeme matriciel a résoudre
pour calculer la matrice de couplage. Une démarche de sélection des modes a été proposée.
Cette démarche est bien adaptée au modele de fluide équivalent, mais atteint ses limites
avec la formulation UUt. De bons résultats peuvent néanmoins étre observés pour les basses
fréquences.

L’évaluation des modes d’onde et de la matrice de couplage en un nombre restreint de
fréquences permet une diminution tres importante des cofits de calcul. Il faut alors trouver
un compromis entre un grand nombre de fréquences de calcul pour réduire les erreurs et un
petit nombre de fréquences de calcul pour minimiser le temps de calcul. Une perspective
intéressante a ce travail consisterait au développement d’un critére de choix robuste des
fréquences d’évaluation des modes d’onde.






CHAPITRE 6

Conclusion générale

Dans ce travail, nous avions plusieurs objectifs : (1) discuter I’importance des méca-
nismes physiques survenant dans un matériau poroélastique, (2) permettre de choisir un
modele adapté au matériau, et (3) proposer une méthode numérique efficace pour traiter
des probleémes de vibroacoustique avec interface dissipative.

Les deux premiers points ont été discutés dans les chapitres 1, 3 et 4. Nous avons mon-
tré que les phases fluide et solide dans le matériau poroélastique peuvent se coupler de
maniere importante pour certaines valeurs de parametres, et que dans ce cas les modeles de
fluide équivalent ne permettent pas de prendre en compte la dynamique associée a la phase
solide et son influence sur la phase fluide. Le modele de fluide équivalent convient quand
les courbes de dispersion prédites par le modele sont superposées aux courbes de I’onde
fluide de Biot, et quand il n’y a pas d’excitation de la phase solide. Les modeles de plaque
équivalente sont limités aux basses fréquences. Il est possible d’étendre leur limite de vali-
dité en utilisant des modeles d’ordre plus élevé, limitant alors I’intérét de I’approche. Cette
limite est due a I’'influence des ondes de cisaillement et de compression, qui se propagent
également dans I’épaisseur du matériau a des fréquences élevées. Les déformées propres
font alors intervenir des effets de rotation des sections et de compressibilité du matériau.

Les observations précédentes ont été obtenues par 1’utilisation d’un modele numérique
basé sur des éléments finis. Ceux-ci ont été d’abord développés avec le logiciel Comsol©),
puis a I’aide d’un code personnel sur Matlab©. Le chapitre 2 a permis de valider 1’utili-
sation de cette technique pour étudier la propagation d’ondes dans les matériaux poroélas-
tiques. La question des conditions aux limites latérales a été discutée, et nous avons montré
que les diverses formulations permettant de modéliser un matériau poroélastique ne sont
pas équivalentes pour la WFE car les conditions aux limites naturelles qu’elles induisent
ne sont pas les mémes. Les ondes prédites n’ont alors pas forcément de caractere physique.
Dans le cas de structures poroélastiques couplées avec un milieu acoustique extérieur la
formulation UP-b semble adaptée. La question de la convergence de la méthode et de la
sensibilité aux erreurs numériques a également été discutée.

Le chapitre 4 a posé les bases de la réponse forcée d’une structure poroélastique par
projection sur base d’ondes se propageant dans une direction. La démarche a été étendue
dans le cadre de systemes vibroacoustiques couplés dans le chapitre 5. La projection sur
base d’ondes a fait apparaitre une condensation de type maitre—esclave, permettant d’éli-
miner les degrés de liberté associés a I'interface. Les performances de la méthode ont été
discutées. De plus, dans le cadre du modele de fluide équivalent, un algorithme efficace de
sélection des ondes a été proposé, permettant de réduire de facon importante les cofits de
calcul.

Le cofit numérique associé au calcul des modes d’ondes est la principale limitation
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de la méthode. Pour le réduire, nous avons proposé une approche de type interpolation
en fréquences de la matrice de couplage résultant de la condensation sur base d’ondes.
Lutilisation de cette technique permet d’obtenir des résultats treés proches du calcul exact
pour des cofits de calcul tres réduits.

Les travaux de cette these ont fait I’objet d’un article accepté au Journal of Sound
and Vibration et d’un second article soumis au méme journal, de trois présentations a des
congres internationaux (MEDYNA, Marrakech, avril 2013 ; ISMA, Leuven 2013 ; SAPEM
2014 Stockholm a venir), et de deux présentations a des congres nationaux (JJCAB, Le
Mans novembre 2012 et VISHNO 2014, Aix en Provence).

Afin de continuer a progresser sur le domaine de la propagation d’ondes, différents
travaux peuvent étre menés par la suite.

Tout d’abord, la question du choix des modes et des fréquences centrales pour le calcul
des modes doit étre approfondie.

Ensuite, il reste a tester la méthode de condensation sur base d’ondes dans le cas
d’interfaces multicouches et multimatériaux. En particulier, concernant le cas de structures
multicouches composées d’une structure élastique et de matériaux poreux, l’approche
développée ici permettrait de condenser le domaine poroélastique sur la structure élastique
qui la supporte. Il serait intéressant de poursuivre et d’étudier la validité de 1’approche.
Cette démarche permettrait alors de développer des modeles de structure équivalente,
permettant d’obtenir des cofits de simulation réduits. Ce travail peut étre envisagé de
maniere purement numérique, dans le cadre de la méthode des éléments finis, ou de ma-
niere purement analytique. Enfin, la généralisation de la méthode dans le cas d’interfaces
courbes reste a étudier.

Enfin, les résultats de la WFE2D n’ont été utilisés ici que de maniere qualitative, afin
de discuter la validit¢ de modeles analytiques. Il serait intéressant d’essayer de calculer
la réponse forcée d’une plaque par projection sur modes d’ondes 2D. Ainsi, la dynamique
dans I’épaisseur serait contenue dans les déformées des modes d’ondes tandis que la propa-
gation d’ondes donnerait I’amplitude en tout point de la surface de la plaque. Ceci pourrait
se faire par transformation des équations dans I’espace des nombres d’ondes (transformée
de Fourier bidimensionnelle) puis transformée inverse. La difficulté de 1’approche réside
dans le traitement des intégrations numériques. Une seconde possibilité serait d’utiliser
une approche de type source-image avec la fonction de Green de chaque onde.

Outre les difficultés numériques et de conditionnement, une difficulté majeure réside
dans le couplage avec le milieu extérieur. Ainsi, il a été constaté que la réponse de I'inter-
face dissipative dépend du champ de pression extérieur. Si une démarche en deux temps
(1/ calcul de vibrations pour I'interface dissipative seule, 2/ calcul par éléments finis ou de
frontiere du champ de pression acoustique) est envisageable, le couplage de fluide exté-
rieur sur I’interface dissipative peut avoir de I’influence sur la réponse des deux systemes,
notamment quand le traitement acoustique posséde une couche poreuse a 1’interface avec
I’air extérieur.

Ce genre d’approche serait alors adaptée pour prédire la réponse vibratoire d’une struc-
ture multicouche plane a cceur poroélastique, soumise a des efforts structuraux ponctuels.
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Cela permettrait de réduire la géométrie a une direction d’espace, d’ou des cofits de calculs
des modes et de la réponse forcée tres faibles. Les indicateurs acoustiques comme 1’effica-
cité de rayonnement et les pertes par transmission pourraient étre calculées rapidement, et
en tenant compte d’éventuelles conditions aux limites exercées aux bords de I’interface.
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ANNEXE A

Parametres matériaux

Le modele de Biot-Allard, dans le cadre de I’approximation de Johnson-Champoux-
Allard [13, 15], neuf coefficients sont nécessaires pour déterminer la réponse d’un matériau
poroélastique linéaire isotrope saturé d’air. Les valeurs de ces parametres sont donnés dans
le Tableau A.1.

Matériau Parametres acoustiques Parametres élastiques
Symbole 1) o Ao A Ar A u n Ps
Unité (] kN.s.m™* [ um um Pa Pa (] kg.m_3
A [80] 0.98 13.5 1.7 80 160 | 155769 103846 0.04 30
B [18] 0.99 10 1.0 120 120 0 50.10°  0.02 100
C[136] | 0.93 55 32 285 323.4 | 720000 180000 0.1 30
D [137] | 0.96 32 1.7 90 165 | 905357 264062 0.1 30
E[138] | 0.98 22 1.9 87 146 | 80556 120830 0.18 30
F[61] 0.95 23 1.0 541 1623 0 8500 0.1 58
G [3] 0.98 5.0 1.3 80 200 0 200000 0.15 40
H [28] 0.95 25 1.4 93 93 0 21000  0.05 30
1[56] 0.96 32 1.7 90 165 | 905357 264062 0.1 30
J[139] | 0937 50,485 2.57 5741 61.62 | 57037 24444 0.105 95.66
K[139] | 0.952 21,300 1.6 100 300 | 34420 10870  0.04 38.4

Tableau A.1 — Parametres des matériaux poreux utilisés.







ANNEXE B

Condensation aux interfaces pour
une cavité acoustique

Soit un domaine acoustique dont les équations éléments finis sont obtenues sous la
forme :
(K- w’M)py = Fa. (B.1)

On cherche a condenser la dynamique du domaine sur les modes internes a interface
fixe et sur ses modes d’attache. On définit alors I les surfaces maitresses du domaine acous-
tique A. Celles-ci sont composées des interfaces sur lesquelles sont situées les sources. On
définit de méme I = Qu \ I le domaine contenant les noeuds internes.

Les équations se mettent alors sous la forme :

KH - w2M11 Kﬁ - wZMH} (pAI) _ (FI)

(B.2)
Kﬁ — szﬁ Kﬁ - a)zMﬁ pAI 0

Les modes a interfaces fixes (w;, @7 = (®p),) sont définis comme les solutions du pro-
bleme aux valeurs propres obtenu avec la condition pg; = 0:

2

Ces modes ne permettent pas de prendre en compte des déplacements des interfaces.
Pour cela, on définit alors la matrice des modes d’attache Wy, définis a w = 0 par la réponse
de la cavité quand seul le déplacement du degré de liberté du nceud j de I’interface vaut 1 :

[y Kg|(hwg) = 0 = vy = KK, (B.4)

Le vecteur des inconnues nodales peut étre alors remplacé par le vecteur des amplitudes
modales en utilisant les relations :

P _ [¥5 ‘DI](G):
(PI) [II 0 |\p, *Q ®-5)

ou « est le vecteur des amplitudes des modes a interface fixe. Dans le cas ol tous les
modes a interface fixe ne sont pas retenus, cette décomposition modale est une expression
approchée du vecteur exact.

Cette approche permet de réduire le nombre de degrés de liberté si le nombre de modes
sélectionnés est inférieur au nombre de degrés de liberté éléments finis, ¢’est-a-dire si la
taille du vecteur des amplitudes Q est tres inférieure a la taille du vecteur des inconnues
nodales initiales.
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Le nombre de modes stationnaires @ peut €tre réduit en considérant le critere classique
de troncature modale :

fCD < 2fmax~ (B6)

Ainsi, il est possible de parvenir a la convergence si les modes dont la fréquence propre
Jo est supérieure a deux fois la fréquence maximale de la bande d’intérét f,.x ne sont pas
sélectionnés.

Plutot que d’utiliser ce critere dont le sens physique est parfois discuté, il est aussi
possible de prendre en compte une correction statique [140, 141].
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