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Résumé

La simulation numérique directe (DNS) a nombre de Reynolds élevé du comportement d’un fluide décrit
par les équations de Navier-Stokes est particuliérement cotiteuse, voire impossible, puisque les tailles de
maille et de pas de temps doivent étre adaptées aux plus petites échelles des fluctuations des champs de
vitesse et de pression ayant un impact sur la solution. Pour cette raison, on utilise des techniques comme
la méthode de simulation des grandes échelles (LES) ou 'on n’a pas besoin de résoudre l'intégralité de
toutes les échelles, mais ou l'effet des plus petites échelles sur les échelles résolues sera modélisé.

Dans cette thése, on s’intéresse au modéle de Smagorinksy, un des modéles les plus simples de LES et
parmi les plus utilisés dans les codes de calcul. Il exprime 'effet des petites échelles par un terme de
diffusion supplémentaire dont le coeflficient de viscosité turbulente est une fonction des échelles résolues.
Nous considérons ce modéle pour les équations instationnaires en dimension deux et stationnaires en
dimensions deux et trois.

On analyse ces problémes en introduisant les formulations variationnelles équivalentes. Ensuite on in-
troduit les problémes discrets correspondants en se basant sur la méthode des élements finis pour la
discrétisation en espace et sur le schéma d’Euler pour la discrétisation en temps. On établit une esti-
mation d’erreur a posteriori entre la solution des équations de Navier-Stokes originelles et la solution
discréte calculée. Cette estimation ne dépend que de la solution discréte calculée, de la géométrie du
maillage et des données du probléme ; elle fait apparaitre trois types d’indicateurs d’erreur : de discréti-
sation en espace, de filtrage di a la méthode LES et de discrétisation en temps dans la cas instationnaire
ou de linéarisation dans le cas stationnaire. Enfin, on montre des résultats numériques de validation ou
I’ensemble est implémenté & I'aide du logiciel FreeFem++.

Mots-clés : Navier-Stokes, Simulation des grandes échelles, méthode des éléments finis, Estimation
d’erreur a posteriori.



Abstract

The direct numerical simulation (DNS) at high Reynolds number of fluid behavior described by the
Navier-Stokes equations is particularly costly, if not impossible, since the mesh cells and time step sizes
must be adapted to the smallest scales of fluctuations in the velocity and pressure fields that have an
impact on the solution. For this reason, techniques such as the large eddy simulation method (LES)
are used where the entire scale range is not solved, but the effect of the smallest scales on the resolved
scales are modelled. In this thesis, we are interested in the Smagorinksy model, one of the simplest and
most widely used among the LES models. This model expresses the effect of the small scales through
an additional diffusion term, whose turbulent viscosity coefficient is a function of the resolved scales. We
consider this model for the time dependent Navier-Stokes problem in dimension two and for the statio-
nary Navier-Stokes problem in dimensions two and three.

These problems are analyzed by introducing the equivalent variational formulations. Then, the corres-
ponding discrete problems based on the finite element method for space discretization and on Euler’s
scheme for time discretization are introduced. An a posteriori estimate that measures the error between
the solution of the original Navier-Stokes system and the discrete computed solution is established. This
estimate only depends on the calculated solution, the geometry of the mesh and the data of the problem ;
three types of error indicators are involved : the first is related to the space discretization, the second to
the filtering of the LES method and the third to time discretization in the time dependent case and to
linearization in the stationary case. Finally, numerical investigations are shown where the whole process
is implemented with the FreeFem+-+ software.

Keywords : Large Eddy Simulation, Navier-Stokes, finite element method, a posteriori error estima-
tion.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Equations de Navier-Stokes

Il y a prés de deux siécles que le mathématicien anglais Sir George Gabriel Stokes [31] a clarifié la mise
en équations des écoulements de fluides visqueux introduite par le mathématicien et ingénieur francais
Claude Louis Marie Henri Navier [27], faisant suite notamment aux travaux du Suisse Leonhard Euler
qui n’avait pas pris en compte les effets de la viscosité.

L’étude et la classification des fluides reposent sur la loi choisie pour le tenseur S des contraintes qui
s’exercent sur le fluide. Ce tenseur s’écrit sous la forme suivante :

S(v,p)(t,x) = F(D(v)(t,%)) — p(t, x)L,

: N . . Vu + Vu?
ou p est la pression, I l'opérateur identité, F une fonction tensorielle, D = ———— le tenseur des

taux de déformation et u la vitesse du fluide. Toutes les quantités sont évaluées en fonction de (¢,x), ou
x = (;)1<i<q € R? désigne la position avec d = 2 ou 3 et ¢ € [0, T] représente le temps.

Un fluide en écoulement est newtonien lorsque la relation contrainte-taux de déformation est linéaire.
En terme mathématique, lorsque F est une application linéaire de D, le fluide est dit newtonien ; dans les
autres cas, le fluide est dit non-newtonien.

En ne considérant que les fluides newtoniens isotropes, la loi de comportement du tenseur S s’écrit :

S(u, p)(t,x) = 2uD(u)(t, x) — p(t, x)I,

ou p > 0 est la viscosité dynamique du fluide.
L’équation de la conservation de la masse s’écrit :
9p

§+V- (pu) = 0. (1.1)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

%(tvx) +V- (Pll ® u)(t7x) -V S(u,p)(t,x) =p f(t7x)v (1.2)

ou p est la densité du fluide, f une densité massique des forces extérieures agissant sur le fluide, u vitesse
eulérienne du fluide et p pression du fluide. Si & > 0 (cas d’un fluide visqueux), le systéme (1.1)—(1.2) est
appelé "équations de Navier-Stokes", ou "équations d’Euler" si 4 = 0 (cas d’un fluide parfait).



Le fluide est incompressible si la densité p est constante. On a alors :
divu(t,x) =V -u(t,x) = 0.

Dans le cas d’un fluide incompressible, et en utilisant le fait que V- (u®u) = (u- V)u+ (V- u)u et que
V -u =0, ’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

o (1,3) + u(t, x) - Va(t, x)) — ¥ -800,)(1,%) = p £(1,%). (+3)

Un écoulement est laminaire lorsque le mouvement des particules du fluide se fait de fagon réguliére
et ordonnée. Si le déplacement est irrégulier et des fluctuations aléatoires de vitesse se superposent au
mouvement, ’écoulement est turbulent. On définit le nombre de Reynolds par :

_ pUD
I

ou U et D sont respectivement les échelles de vitesse et longueur de 1’écoulement.

Re

On constate que ’écoulement est laminaire si Re < 2000. Plus le nombre de Reynolds augmente, plus
I’écoulement est probablement turbulent.

Un écoulement est stationnaire si toutes les variables décrivant le mouvement sont indépendantes du
temps. Ainsi la pression p, la vitesse u, la densité p d’un écoulement stationnaire sont des quantités
indépendantes du temps. Si les variables décrivant le mouvement sont dépendantes du temps, 1’écoule-
ment est dit instationnaire. Cette thése sera divisée en deux parties. Dans la premiére, on étudiera le
probléme instationnaire en dimension 2 et dans la deuxiéme, on étudiera le probléme stationnaire mais
en dimension 2 ou 3.

1.2 Présentation du probléme

Soit © ¢ RY, un ouvert borné connexe avec d = 2, 3 de frontiére correspondante I' = 9. On suppose que
la densité du fluide est constante (p = 1). On note f la densité massique des forces extérieures et v = =

la viscosité cinématique qui est une constante positive. Les inconnues sont la vitesse u et la pression p
du fluide.
Dans ce qui suit, on utilisera les notations habituelles :

¢ Hu 1 1. 0%u d
u-Vu:Zuiﬁ, V-]D)(u)ziAu:§ Eo sidivu=0 et divuzz
i=1 ' i=1 ' i=1

1=

8ui
8$¢ '

Le terme u - Vu est le terme de transport (ou de convection) et le terme —vAu est celui de diffusion. Ce
dernier est dii a I'existence des interactions au niveau moléculaire entre les particules et se traduit par
une dissipation d’énergie.

Pour l'existence et 'unicité de la solution du probléme continu, on peut se référer aux références [18,25,32]
pour le cas instationnaire et & [18] au cas stationnaire ou 'unicité sera conditionnée.

1.2.1 Cas instationnaire :

Dans le cas instationnaire, on choisit d = 2. Soit |0, T[ un intervalle de temps. Le mouvement d’un fluide
newtonien et incompressible dans € x [0, T est décrit par les équations de Navier-Stokes instationnaires :

ou

E(t,x) —vAu(t,x) + u(t,x) - Vu(t,x) + Vp(t,x) = £(t,x) dans |0, T[x,



avec la condition d’incompressibilité
divu(t,x) = 0 dans [0,T] x Q,
la condition au bord, du type Dirichlet homogéne
u(t,x) = 0 sur[0,7] x T,
et la condition initiale d’un fluide au repos

u(0,x) = 0 dans .

1.2.2 Cas stationnaire :

Ici d = 2 ou d = 3. Le mouvement d’un fluide newtonien et incompressible dans ) est décrit par les
équations de Navier-Stokes stationnaires :

—vAu(x) + u(x) - Vu(x) + Vp(x) = f(x) dans ,

avec la condition d’incompressibilité
divu(x) = 0 dans ,

la condition au bord, du type Dirichlet homogéne

u(x) =0sur I

1.3 Objectifs de la thése

En général, il est difficile ou trés souvent impossible de calculer la/une solution exacte du probléme;
pour cette raison on a recours & une méthode numérique qui consiste & approcher cette solution recher-
chée a I'aide d’un nombre fini d’inconnues discrétes. L’approche idéale est de calculer cette approximation
a laide d’une discrétisation des équations de Navier-Stokes (par exemple par la méthode des éléments
finis) permettant de résoudre tous les détails de 1’écoulement. Cette approche est nommée simulation
numeérique directe (DNS en anglais), dans laquelle tous les tourbillons persistants vont étre considérés.
L’inconvénient dans cette méthode est que lorsque le nombre de Reynolds devient de plus en plus grand,
des tourbillons de plus en plus petits vont apparaitre. La taille des tourbillons persistants, donnée par
Kolmogorov, est de Pordre de Re~'/2 en dimension 2 et Re~3/* en dimension 3. Par conséquent, pour cap-
turer tous les tourbillons persistants, on a besoin en dimension 3, d’un maillage de pas h qui est de 'ordre
de Re~3/4. Ainsi, le nombre total de mailles dans un maillage uniforme est de I'ordre de h—3 = Re%/4.
On peut conclure que cette méthode ne peut étre applicable que pour des nombres de Reynolds limités.

Lorsque 'on veut simuler des écoulements & grands nombres de Reynolds, la méthode de simulation des
grandes échelles (LES, pour Large Eddy Simulation en anglais) est bien adaptée. En effet, 'idée a lorigine
de cette méthode est de ne retenir que les structures de plus grande taille dans ’écoulement, en ignorant
volontairement les détails aux échelles les plus petites. Cela permet d’utiliser des maillages dont le pas n’a
besoin de résoudre correctement que les grandes échelles. Pour cela, on applique & la solution du probléme
d’origine un filtre qui lisse les hautes fréquences spatiales ; mathématiquement, il s’agit d’une convolution
avec une fonction dont la taille du support est inférieure ou égale a la taille des échelles que ’on souhaite
simuler (et donc de fait de 'ordre de la taille des cellules du maillage utilisé). Diverses possibilités sont
données dans la littérature pour le choix de ce filtre, mais ’expression finale du modéle utilisé dans cette
thése n’en dépend pas. Pour obtenir le modeéle filtré, on applique le filtre aux équations de Navier-Stokes.
Une premiére difficulté apparait prés de la frontiére I, lorsque le support du filtre vient déborder sur
Pextérieur de 2. Une seconde difficulté est liée a la convolution du terme non-linéaire u - Vu, qui n’est
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pas identique au terme non-linéaire appliqué a la solution filtrée, alors que pour les termes linéaires, les
dérivées commutent avec la convolution. Une discussion plus avancée sur ces difficultés est présentée au
chapitre 2; ces difficultés ne constituent toutefois pas le coeur de cette thése.

En effet, 'objectif principal de ce travail est I'obtention d’estimations a posteriori entre la solution
discréte calculée, c’est-a-dire la solution issue d’une simulation éléments finis du modéle de Navier-Stokes
auquel on a appliqué un filtre, et la solution exacte du modeéle d’origine (Navier-Stokes sans filtre). Un
second objectif est de se servir de ces estimateurs a posteriori pour réaliser des simulations adaptatives
dans lesquelles un compromis aussi bon que possible entre précision et temps de calcul est recherché.

Plus en détail, dans cette thése, on introduit le probléme filtré basé sur la méthode LES et on établit
une formulation variationnelle filtrée discréte basée sur le schéma d’Euler implicite pour la discrétisation
en temps pour le cas instationnaire et sur la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace
pour les 2 cas (stationnaire et instationnaire). On démontre 'existence et 'unicité de la solution filtrée
du probléme discret et on établit des inégalités de continuité correspondantes. Ensuite, on établit des
estimations d’erreurs a posteriori optimales. Les estimateurs sont de trois types : un premier estimateur
rend compte des erreurs de discrétisation spatiale, un deuxiéme des erreurs dues au changement de
modéle, et un troisiéme de la discrétisation temporelle dans le cas d’un probléme instationnaire ou de la
linéarisation lors de I'utilisation d’une méthode de type point-fixe pour la résolution des équations non-
linéaires dans le cas d’un probléme stationnaire. Enfin, on montre des résultats numériques de validation
obtenus a l'aide du logiciel FreeFem+-+ et des exemples de simulations dans lesquelles I'utilisation des
estimateurs permet d’obtenir un meilleur rapport précision sur temps de calcul.

Le plan de ce travail est le suivant :

1. Cas instationnaire

— Le chapitre 2 est consacré a 'application de la méthode de simulation des grandes échelles pour
les équations de Navier-Stokes.

— Le chapitre 3 est consacré a 1’étude des problémes continu et discret filtré.

— Dans le chapitre 4, on établit les estimations d’erreur a posteriori entre la solution exacte et la
solution numérique.

— Dans le chapitre 5, on établit les estimations d’erreur a posteriori entre la solution filtrée et la
solution numérique.

— Dans le chapitre 6, on établit les majorations des indicateurs.

— Dans le chapitre 7, on présente des expérimentations numériques.

2. Cas stationnaire :

— Dans le chapitre 8, on établit les estimations d’erreur a posteriori pour la méthode LES appliqué
au probléme de Navier-Stokes en dimension 2 ou 3 et on présente des simulations numériques.

11



Chapitre 2

Méthodes de Simulation des grandes
échelles pour les équations de
Navier-Stokes

Dans ce chapitre, on présente le probléme de Navier-Stokes noté (P). On commence par fixer les notations
puis on établit la formulation variationelle correspondante notée (F'V). D’autre part, on présente la
méthode de Simulation des grandes échelles puis on I’applique sur le probléme (P). On cloture avec le
modéle de Smagorinky.

2.1 Probléme continu (Navier-Stokes)

Soit Q un domaine ouvert borné connexe dans R?, de frontiére lipschitzienne I' = €, et on considére un
intervalle [0, 7] dans IR ou T est une constante positive.
Le probléme de Navier-Stokes dépendant du temps (P) est :

g—l;(t x) — vAu(t,x) + u(t,x) - Vu(t,x) + Vp(t,x) = f£(¢t,x) dans|0,T[xS,
divu(t,x) =0 dans [0,7] x Q,
u(t, x) =0 sur [0,7] x T,

u(0,x) =0 dans (2,

ou f représente la densité massique des forces extérieures, et v la viscosité qui est une constante positive.
Les inconnues sont la vitesse u et la pression p du fluide. On choisit cette condition au bord pour simplifier
les calculs.

2.1.1 Notations

Dans cette section, on introduit les espaces fonctionnels nécessaires pour notre travail et les normes
correspondantes.

1. Pour un entier p quelconque, on introduit I’espace suivant :

LP(Q) = {q mesurable dans 2, telle que / lg(z)|P dx < Jroo},
Q
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muni de la norme Y
p
lallzrey = ([ latordr) .

2. On introduit I'espace L*°(2) suivant :

L>*(Q) = { g mesurable dans (2 telle qu’il existe une constante C' > 0

vérifiant |g(x)| < C pp sur Q},

muni de la norme
lgll () = inf {C3 |g(x)| < C pp sur 2.

3. Pour un entier m quelconque, on introduit les espaces de Sobolev suivants :
wmwunz{veL%nyweLwavm4gm}

avec o = (o, -+ ,aq) vecteur d’entiers positifs oil |a| = a3 + -+ + g et la dérivée partielle 9
est définie par :
olel

= ai Qg
0t - 0

Ces espaces sont munis des semi-norme et norme suivantes :

8(1

1/p 1/p
thna =3 3 [1ov@Pdet et [pllnna=1q 3 0l
la=m 7€ k<m
On note H™(Q) = W™2(Q) et
[lEm) = [Vlmae  and  [[v]|Em @) = [[v]|m,2,0-

4. Pour un espace de Sobolev Y de norme associée ||.||y, on définit les espaces suivants :

(a) pour r € [1,00]
b
L (a,b;Y) = {v mesurable dans ]a, b, telle que / lo@®)|ly dt < —i—oo}7
a

muni de la norme
1
.

b
ol = ([ ool dt)

(b) pour r = 0o

L>*(a,b;Y) = {g mesurable dans ]a, b telle qu’il existe une constante C' > 0
vérifiant ||g(t)|ly < C pp sur ]a,b[},
muni de la norme

91l @ oy = nf {C3 lg(®)ly < C p sur Ja, b}

5. On introduit D(€Q) ensemble des fonctions & support compact dans € et indéfiniment dérivables
sur §2 et D’(€2) 'ensemble des distributions dans €.
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Remarque 2.1.1 Si Y est un espace de Banach alors L™ (a,b,Y) lest aussi.

On note (-, ) le produit scalaire de L?(2).

En tenant compte des conditions aux limites du systéme (P), on considére ’espace
HY}(Q) = {ve H(Q),v =0 sur T}

pour lequel la semi-norme de H'(£2) est une norme équivalente & la norme compléte grace a 'inégalité
de Poincaré.
De plus, on considére I’espace des fonctions dans L?(£2) & moyenne nulle sur

L) ={ve Lz(Q);/ v dz = 0}.
Q
— 7l(0)2 _72 : < Poa )
On note X = Hg(Q)* et M = L§(2). On intoduit 'espace :
V={veX;VgeM, / q(x) divv(x)dx =0},
Q

qui est un sous-espace fermé de X et qui coincide avec

V:{VEX; diVV:OsurQ}.

2.1.2 Formulation variationnnelle

Définition 2.1.2 On introduit la forme trilinéaire ¢ définie par :
c(u,v,w) = / (u-Vv)-wdx.
Q

On suppose que f appartient 4 L2(0,7; X’). On note u(t) = u(t,.), p(t) = p(t,.) et on considére la
formulation variationnelle dans ]0, 77 :

chercher u(t) € X et p(t) € M tels que :
Vv e X, %(u(t),v) +v(Vu(t), Vv) + c(u(t),u(t),v) — (divv,p(t)) =< £(t), v >,

Vg € M, (divu(t),q) =0,

u(0) = 0.

Proposition 2.1.3 Toute solution du probléme (FV') est une solution du probléme (P) ou les deux
premiéres équations sont vérifiées au sens des distributions [32]. De plus, la solution de (FV') vérifie la
relation suivante :

2
|7 (0.7:22(0)2) + VIullF20.7,x) < ;”fHQL?(O,T;X’)' (2.1)
Preuve de l’inegalité (2.1) :
On prend v = u dans (F'V), on aura :
5 e +@IZ = <fu>
2dt L2 X ’ (2.2)
< flLxefTallx-
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En intégrant entre 0 et ¢, on obtient :

t t
a7z = 1a(0)]1Z: () +2V/0 [Ju(s)[% < 2/0 ||l [[u]|x ds.

Ayant u(0)=0 et en appliquant Young, on obtient
2 ! 2 ! 2 1 2
O+ 20 [ lra(s) Feds < [ (ElelBe -+ 2l
1 .
Pour € = —, on obtient :
v

1
()72 + vllullFz,nx) < ;Hf||2L2(o,t;X/)-

Donc on a :
2 Licie Locne
la@®llz2@)2 < SIElIz20,6x0) < lIfllz20mx7), Yt €0, T,

Alors

HUH%W(O,T;Lz(Q)Z) < ;HfH%?(O,T;X/)' (2.3)
De méme 1

V||u||2L2(0,T;X) < ;||f||2L2(0,T;X/)' (2.4)

En additionnant (2.3) et (2.4), on obtient le résultat. O

Proposition 2.1.4 Pour tout f € L*(0,T; X"), le probleme (FV') admet une unique solution (u,p) (voir
e.g. Ladyzenskaya [23] et Lions [25] ).

2.2  Probléme continu filtré

2.2.1 Présentation de la méthode de Simulation des grandes échelles

La simulation des grandes échelles (LES en anglais) est une approche de la simulation des écoulements
turbulents qui repose sur la décomposition des quantités du fluide (vitesse, pression, force,...) en deux
parties :

1. Partie contenant les structures de grands débits (tourbillons de grandes tailles).
2. Partie contenant les structures de petits débits (tourbillons de petites tailles).

On prend les ouragans comme exemples, ot on s’intérresse au comportement des grands tourbillons étant
donné qu’ils sont plus dangereux. Il sera important de prévoir leur chemin afin de prendre des mesures
pour protéger les étres humains. De plus le comportement reél des petits tourbillons n’a pas d’interét
mais il influence le comportement des grands tourbillons. Par conséquent, la prédiction du comportement
des grands tourbillons n’est pas possible sans tenir compte des intéractions venant des petits tourbillons.

L’idée de cette méthode repose sur la simulation des structures de grandes tailles et la modélisation
des effets des petites structures supposées obéir aux hypothéses d’équilibre de la turbulence homogéne
isotrope. Alors elles peuvent étre modélisées par un terme supplémentaire assurant la dissipation de
I’énergie des structures de plus grandes tailles.

En LES, les structures de grands débits sont définies par une moyenne spatiale de la vitesse, la pression et
la force. Une méthode habituelle consiste a définir cette moyenne spatiale par convolution de ces quantités
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avec une fonction de filtre approprié de largeur notée § > 0.
Le champ de vitesse u(t, x) sera décomposé sous la forme :

u(t,x) = u(t,x) +u'(t,x),

avec u(t,x) la partie filtrée du champ de vitesse par le filtre F et u’(¢,x) = u(t,x) — u(¢,x), le résidu
destiné a étre modélisé.

2.2.2 Application de la LES aux équations de Navier-Stokes dépendant du
temps

La démarche commence par effectuer une convolution de la fonction filtre avec les équations de Navier-
Stokes. La commutation entre la différentiation et le filtre n’est pas évidente comme le domaine €2 est
borné. Alors on étendra le probléme sur IR? ot la commutation est applicable. Un terme supplémetntaire
apparait, nommé erreur de commutation, qui va étre négligé en pratique. D’autre part, la convolution
du terme non linéaire u - Vu n’est pas égale au terme non linéaire appliqué a la convolution u - Vu. La
différence entre ces deux termes conduit & un tenseur de contraintes de Reynolds dont les entrées vont
étre modélisées.

Définition 2.2.1 On définit un tenseur des contraintes de la facon suivante :

S(uap) = Vvu _pHa
avec I le tenseur unité.

On suppose que :
u(t,.) € H2(Q)?2 N HY(Q)2, p(t) € HY(Q) N L3(Y), Vt e [0,T).

Avec ces conditions, S(u, p)n € H'/?(T') ou n est la normale unitaire sortante de  sur sa frontiére T'.

En particulier, pour tout ¢ € [0,7], S(u,p)n € LI(T) avec 1 < ¢ < oo pour d = 2 (voir [15, chapitre 2,
theoréme 3.1].

Remarque 2.2.2 Pour pouvoir procéder & la convolution, on a besoin d’étendre les fonctions sur IR2.
On peut étendre u par 0 sur ]RZ/Q comme u est nulle sur T'. Alors, on peut définir :

a(t,x) = u(t, x), 1(0,x) = u(0,x), p(x) = p(x), f(x)=f(x) ¥x e
a(t,x) =0, a(0,x) =0, p(x) =0, f(x) =0 Vx c R?/Q.
Propriété 2.2.3 [19, page 26]
V-a=0 presque partout dans R?.

Mais on ne peut pas assurer que la solution @ soit dans H?(R?), ni que p soit dans H*(R?). Les fonctions
étendues possédent les régularités suivantes :

a(t) € HY(R?),p(t) € L3(R?), Vte[0,T].

Théoréme 2.2.4 Soit & € Cgo(]Rz)Q. Les fonctions u et p vérifient :

<(%‘;1 —vAu+1a-Va+ Vp)(t), ) = (£(t), ) + /F S(u, p)(t, s)n(s)®(s)ds. (2.5)
Soit au sens des distributions :
(%;1 —vAu+ua-Va+ Vp)(t) = f(t) + (S(u,p)nép)(t). (2.6)
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Preuve : Comme 11 et p ne sont pas nécessairement dans H2(IR?)? et H'(IR?)?, les termes At et Vj
doivent étre définis au sens des distributions. Soit ® € C°(IR?)2. Comme p = 0 sur R*\Q, pour tout
temps, on a :

(Vp(t), ®) = —(p(1), V - @)
—/ p(t,x) div ®(x)dx
R2

(2.7)

— / p(t,x) div &(x)dx
Q

= / O(x) - Vp(t,x)dx — /p(t,s) O(s) - n(s)ds.
Q

T

De la méme fagon, on a :

(Aa(t),®) = [ &(x)-Au(t,x)dx — [ @(s)- (V(u)(t,s)n(s))ds. (2.8)
Q

r

En utilisant le probléme (P) et les deux égalités (2.7) et (2.8), on obtient (2.5).

On appliquera la convolution & 1’équation (2.6) avec une fonction filtre F € C5°(IR?).

Définition 2.2.5 La convoluée H x ¢ d’une distribution H € D'(R"N) et d’une fonction test o € D(R™)
est la fonction test C™ sur RY définie par :

Hxp:x— (H px—")).

On note @ = ax F et p = p* F. Dans ce cas, la différentiation et la convolution commutent dans R2.
Par application de la convolution, on a :

((%—ltl —vAu+u-Vua+ Vﬁ)(t)) * F = (aa—;l —vAu+ua-Vua+ Vp)(t).
et 5 _
f+xF=f.
Donc, on a : -
% —vAl410-Va+Vp= f+/}‘(x— s)S(u, p)(t,s)n(s)ds. (2.9)
r

Remarque 2.2.6 La forme exacte du filtre importe peu dans notre cas. En outre, dans d’autres modéles
[1,14,16,24], les auteurs utilisent une approzimation de la transformation du Fourier de la fonction filtre.
Pour cela ils se basent sur un filtre gaussien de largeur 6 ot la fonction filtre est le produit de fonctions
filtres unidimensionnelles de la facon suivante :

ot

6
w2
Dans ces modéles, le filtre sera C™(Q2)? et on convoluera une distribution & support compact avec une
fonction C>(£2).

Filw) =\ g5 exp(— ), vi={1,2}
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Remarque 2.2.7 La moyenne en espace correcte des équations de Navier-Stokes dans un domaine borné
nécessite une intégrale supplémentaire sur le bord, As (S(u,p)). Cette intégrale nécessiterait une modéli-
sation puisque le tenseur de contraintes dépend de la solution inconnue et non de la solution filtrée.
L’omission de cette intégrale provoque une erreur de commutation.

Définition 2.2.8 L’erreur de commutation est définie de la forme suivante :

As(S(u, p))(t,x) := /F]-"(x —8)S(u, p)(t,s)n(s)ds. (2.10)

La référence [19, chap3] étudie la convergence de / F(x —s)¥(s)ds vers 0 pour ¥ € LP(T"),1 < p < o0
r

lorsque la largeur du filte § tend vers 0. Comme S(u, p)(t,s)n(s) € LP(I') pour 1 < p < oo, alors

As(S(u,p))(t,x) tend vers 0. Dans la suite, on néglige I’erreur de commutation et on considére le probléme
de la forme suivante :

%‘;fmmmwga ~ F dans |0, T[xQ,
diva = 0 dans|[0,7] x Q,
(2.11)
i = 0 sur[0,7]xT,
u(0,.) = 0 dans €.

Notre but maintenant est d’exprimer la moyenne filtrée du produit u - Vu en fonction de la vitesse filtrée.

Théoréme 2.2.9 En utilisant le fait que u-Vu =V - (uu?) = V - (uu”) puisque V - @ = 0, le systéme
(2.11) peut étre écrit sous la forme suivante :

ou

E—VAﬁJrV-(ﬁﬁT)JrV”]TJrVﬁ = f, dans]0,T[xQ,
diva = 0 dans[0,T] x Q,
(2.12)
u = 0 surl0,T]xT,
a(0,.) = 0 dansQ,

ou le tenseur des contraintes de Reynolds est définit par : T = uul — au’.

Remarque 2.2.10 Ce tenseur T doit étre modélisé en exprimant en fonction de la vitesse résolue u.
De trés nombreux travaux de physiciens et de mathématiciens sont consacrés o cette question. On peut
par exemple citer [20] et [26]). Nous retenons ici les approches qui permettent d’exprimer T par la forme

sutvante :
tr(T)

3
avec v¢(a) la viscosité turbulente qui dépend de l'inconnue u et dont l’expression différe selon les modéles.
Par ailleurs, tr(T) désigne de fagon standard la trace de T.

T —

I = —v,(a)D(a), (2.13)

Remarque 2.2.11 la trace de T est en géneral ajoutée o la pression filtrée. On définit un nouvelle

pression p de la fagon suivante :

tr(T)
5

p=p+ (2.14)

Pour la suite, on note a nouveau p par p.

18



En remplacant (2.13) et (2.14) dans la premiére équation du systéme (2.12), le systéme (2.12) peut étre
écrit sous la forme suivante :

g—ltl —vAu - V- (r(@D@)+a-V@)+Vp = f dans]0,T[xQ,
diva = 0 dans|0,7] x Q,
(P) _
a = 0 sur[0,T]xT,
ua(0,.) = 0 dansQ,

2.2.3 Le modéle de Smagorinsky

Le modéle de Smagorinksy est le plus simple modéle de LES qui utilise 'hypothése d’équilibre local
entre production et dissipation de I’énergie cinétique turbulente pour exprimer la viscosité turbulente en
fonction des grandes échelles résolues de I’écoulement (voir [19]).

Définition 2.2.12 La viscosité turbulente dans le modéle de Smagorinsky est de la forme suivante :
v = c8%||D(w)||p, (2.15)
ot ||A||F pour une matrice A, est donné par :

2

1Al = (D af)'/.

ij=1

Remarque 2.2.13 la moyenne filtrée du produit des vitesses peut étre décomposée en fonction du produit
des vitesses filtrées d’une autre fagon :

uu” = aa” + auw'” + vwal + uwu'’. (2.16)

le modéle est obtenu en 5 étapes :

1. Appliquer la transformation de Fourier F & (2.16) ou les termes F(q), F(u') et F(F) vont appa-
raitre.

Remplacer F(u') par une fonction de F(Q) vu qu’on désire travailler avec la vitesse filtrée.
Approximer la transformation de Fourier de la fonction filtre par une fonction simple.

Négliger les termes qui sont d’ordres superiérieure a 9.

AR NI

Appliquer la transformation de Fourier inverse.

De plus, il y a 2 points de vue différents dans le 3éme point. Dans le premier point de vue, Leonard
[24],Clark [14] et al, Aldama [1] approziment F(F) du filtre F par un développement polynomial de
Taylor qui repose sur :

F —kwa? 6(5*
(F) = 1y +0(3%),

ot on obtient : )

)
aa’ +au? 4 vw'al = aa’ + Q—VﬁVﬁT
gl

et
4

1672

vu? =

AaAa® + (%),
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alors que dans le deuziéme point de vue, Galdi and Layton [16], utilisent une approximation rationnelle
qui repose sur :

1
F(F) = W +6(6%),
1 262
+ 747
ot on obtient :
— - - O N ——
aa” +au” +wa? =an’ + —(I- —A)""Vava
2y 4y
et
54 52

wu'T = A)~H(AaAa”) + 0(59).

(-

1692 dy

Dans les 2 cas, en utilisant la Jéme etape, les approrimations du terme wu'T vont étre négligées. Mais

numeériquement, cela donne des résultats insatisfaisants. pour cela ils ont approximé ce terme par le mo-
déle de Smagorinsky.

On peut résumer tous les cas possibles par la forme suivante :

= 2
%? —Aa—-V-(y(@)b@)+ua-V@)+Vp+V- A(%VﬁVﬁT) =f dans |0, T[x,

avec vy et A changent selon le tableau suivant :

Nauvier-Stokes équations vy =0, A=0

Modele de Smagorinsky vy = cd?||D(a)||r, A=0
Modéle de Taylor LES v = c8?||ID)||F, A=1
Modele rationnel vy = c8?||D)||p, A= (I— fyA)_l

Il y a d’autres modéles qui se basent sur d’autres vy, différentes de celle de Smagorinksy (voir [19]). Etant
donné que la viscosité turbulente dépend de la solution, une difficulté supplémentaire apparait dans notre
travail. Le modéle de Smagorinsky est le plus simple parmi les modéles cités, on l’a choisi pour la suite
de notre thése.
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Chapitre 3

Probléme filtré continu et discret

Dans ce chapitre, on commence par donner un rappel de quelques théorémes et propositions. Puis on éta-
blit la formulation variationnelle filtrée correspondante notée (F'V'). Finalement, on introduit le probléme
variationnel discret (F'V,, ;) et on montre I'existence et I'unicité de la solution correspondante.

3.1 Probléme continu

Le probléme de Navier-Stokes filtré dépendant du temps est :

%—ltl —vAa - V- (n(@)D(@)+a-V(@)+Vp = f dans]0,T[xQ,
diva = 0 dans[0,7] x Q,
(P) _
a = 0 sur[0,7]xT,
ua(0,.) = 0 dansQ,

ou f représente la densité des forces extérieures filtrée, v la viscosité qui est une constante positive et
vi(1) = c¢6?||D(a)]|F la viscosité turbulente. Les inconnues sont la vitesse u et la pression p du fluide. On
note (-, ) le produit scalaire de L?(€2).

En tenant compte des conditions aux limites du systéme (P), on considére 1'espace
1,3 1,3
Wy () ={veW>(Q),v =0 sur I'}

On note Z = W, (Q)2.

3.1.1 Rappels

Dans ce paragraphe, on va énoncer quelques théorémes et propositions qui sont importants pour la suite.
On consideére les deux espaces de Hilbert défnis dans le chapitre 2, X = H}(Q)? et M = L3(Q2) de normes
respectivement || - ||x et || - ||ar, de produits scalaires respectivement (-,-)x et (-,-)as et de duaux X’ et
M’ avec le crochet de dualité < -, > .
b+ XxM — R
On donne une forme bilinéaire continue :
(v,q) — (divv,q)
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et on associe 'opérateur B : X — M’ et son dual B’ : M — X’ | tel que pour tout v e X et g € M, on
a:
b(V,q) =< Bv,q >y =< qu,V >XX -

V étant défini par :
V={veX;Vqe M;/ q(x) div v(x)dx = 0},
Q
on introduit les deux espaces suivants :

Vi={veX, VweV (v,w)x =0}
Ve = {VEX/, VWE‘/,<V,W>XI)X :0}

Théoréme 3.1.1 Théoréme de Babuska-Brezzi [18]
Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une constante 8 > 0 telle que

/q(x) div v(x) dx
inf sup £

q€EM yex [v]lxlgl|ar

> p. (3.1)

2. L’opérateur B’ est un isomorphisme de M sur V° et

Vg € M, ||B'qllx: > Bllall- (3.2)
3. L’opérateur B est un isomorphisme de V- sur M’ et

vv eV |[Bvl[ar > BlIv]|x. (3.3)

Proposition 3.1.2 Inégalité de Hélder

—_

1
Sih € LP(Q) et g € LI(Q) avec p et q conjugués (— —|—5 = 1), alors hg € L' (Q) et de plus on a

iS]

linégalité de Hélder suivante :
/th(x)g(w)ldx < [hllze@) gl Lace)- (3.4)
Proposition 3.1.3 Inégalité de Holder généralisée

1 1 1
SiheLP(Q), ge LIN) etw e L™() avec 1 < p,q, 7 <00 et —+ — + — =1, alors hgw € LY(Q) et de
p q T

plus on a l’inégalité suivante :

/th(x)g(x)w(w)\dﬂv < hllze@ lgllLa@llwllzr @) (3.5)

Proposition 3.1.4 On a les inégalités suivantes :

1. [29] Pour tout Q borné et connexe et p < 0o (d =2) oup < 6(d = 3), il existe une constante C
telle que pour tout ve X on a :
IVllzr@)e < Spllv]lx- (3.6)

2. Pour tout Q borné et connexe, il existe une constante C' telle que pour tout v € X

VI ()2 < ClIVV||L20)2- (3.7)
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3. En dimension 2 et pour chaque v € X

1/2 1/2
IVllzeye < 241V I1 5y VX (3:8)
(Pour la preuve, voir [32, page 295] )
4. Pour tout w,g € L*(Q)? et Vh € L*(Q)? on a :
| b < 1wl el e [l 220 (3.9
(Conséquence de (3.5) en prenantp=q=4 et r =2)
5. Pour tout u,v,w € X, on a
le(u, v, w)| < ST [[ulla o [v]]x 1wl )2 (3.10)

(Conséquence de (5.9) en se basant sur Uinjection de H'(Q) dans L*(Q))
6. Pour tout u,v € X tel que divua = 0. Alors

c(u,v,v) =0. (3.11)
3.1.2 Formulation variationnelle

On suppose que f appartient & L2(0,7; L?(2)?). On note u(t) = u(t,.), p(t) = p(t,.) et on considére la
formulation variationnelle :
chercher u(t) € Z et p(t) € M tel que :

v € 2, (10 9) 4 u(Va(0), 79) + (@D, D)) + c(a(), 1(0), )

(FV) —(divv, p(t)) = (£(t), V),

Vge Mettel0,T], (diva(t),q) =0,

(0) = 0.

Proposition 3.1.5 (Voir [19], page 75) o
En utilisant I’égalité (vi(a)D()(t), Vv) = (v:(0)D(w)(t), D(Vv)), toute solution du probleme (F'V') est une

solution du probleme (P) ou les deux premiéres équations sont vérifiées au sens des distributions. De plus,
elle vérifie les estimations suivantes pour T > 0 :

T
8T |2 < / B 2 e, (3.12)

T T T 2
()220 +2u/0 (VmVﬁ)dt—i—Q/o (ut(ﬁ)D(ﬁ)D(ﬁ))dth(/o IE@)|zapedt) - (3.13)

Preuve :
1. Preuve de l'inégalité (3.12) :

On prend v = @ dans (F'V), on aura :

%%(ﬁ, a) + v(Va, Va) + (cd?||D(a)||7)D(n), D(n)) = (f, 0). (3.14)
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En éléminant le deuxiéme et le troisiéme termes a gauche non négatifs, on obtient
_ d, _ 5 _
||Ul||L2(Q)2£||Ul|\L2(Q)2 < [lfllz2(@zl[al[L2(0)2-
En éléminant le terme [[af|z2(0)2 et en intégrant sur [0,7], on obtient (3.12).

2. Preuve de 'inégalité (3.13) :
On intégre sur [0, 7], 'égalité (3.14), on aura :

T T T
||11(T)||2L2(Q)2 +21//0 (Vu, Vﬁ)dt+2/0 (c52||D(ﬁ)\|F)D(ﬁ),D(ﬁ))dt:2/0 (f,a)dt. (3.15)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et U'inégalité (3.12), on majore le terme & droite par :

[ @war < [T 1O ([ R

([ 1Ol aar)”

En insérant la derniére inégalité dans (3.15), on obtient (3.13).

IN

IN

d

Proposition 3.1.6 Voir [19, page89]. Pour tout £ € L?(0,T; L?(R)), le probleme (FV') admet une unique
solution (Q,p).

3.2 Discrétisation

3.2.1 Discrétisation en temps

On suppose que 2 est un polyédre & frontiére lipschitzienne et que f appartient a C°(0,T; X’). Pour
décrire la discrétisation en temps avec un choix local de pas de temps adapté, on définit une partition de
Pintervalle [0, T] en sous-intervalles [t,—1,t,], 1 <n < N, tels que 0 =ty < t; < --- <ty =7T. On note
par 7, la longueur de [t,_1,t,], par 7 le N-uplet (7q,...,7n), par |7| le maximum de 7,,, 1 <n < N, et
finalement par o, le paramétre de régularité

Tn

(3.16)

0r = max .
2<n<N Tp_1
Dans ce qui suit, on travaille avec des familles de partitions réguliéres, c’est-a-dire, on suppose que o, est
borné indépendamment de 7.

On définit V'opérateur . (resp. m;,.) : pour tout espace de Banach Y et toute fonction g continue de
10,T] (resp. [0,T]) dans Y, on note par m,g (resp. m; -g) la fonction escalier qui est constante et égale a
g(tn) (resp. g(tn—1)) sur chaque intervalle |t,,_1,t,], 1 <n < N.

De la méme maniére, pour toute suite (¢n)o<n<ny dans Y, on associe la fonction escalier m,¢, (resp.
m,+¢r ) qui est constante et égale & ¢, (resp. ¢,—1) sur chaque intervalle |t,,—1,¢,], 1 <n < N.

chaque intervalle [t,,—1,t,], 1 < n<N , et égale a v, en t,, pour 0 < n < N. Plus précisément, cette
fonction est égale dans [t,—1,t,] &
bty ty —t

(Vn _ vnfl) 4 anl __n
Tn Tn

v (t) (v —v"h) v
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3.2.2 Discrétisation en espace

Pour tout n, 0 < n < N, soit (7T,p)n une famille réguliére de triangulations de €2 par des triangles, au
sens usuel tels que :

e pour tout A, Q est la réunion de tous les éléments de T, ;

e l'intersection de deux éléments distincts de 7Ty, est soit vide, soit un sommet, soit un coté entier de ces
2 éléments.

e le quotient du diameétre d’un élément k, de T, sur le diamétre du cercle inscrit dans x,, est majoré
par une constante qui ne dépend ni de n ni de h.

h est le plus grand diamétre des éléments de T, 0 < n < N, tandis que pour tout n, h, est le plus
grand diamétre des éléments de Typ. Pour tout x,, dans 7,5, et tout entier k non négatif, on note Py (ky,)
I’espace des restrictions sur k, des polyndémes & 2 variables et de degré au plus k.

Dans ce qui suit ¢,c’,C,C’,Cs, c1, ... sont des constantes qui varient d’'une ligne & I'autre mais qui sont
b ) ) ) ) )
toujours indépendantes de h,, et n.

A partir de maintenant, on appelle espace d’éléments finis associés a T, un espace de fonctions, telles
que leurs restrictions a tout élément k,, de T, appartiennent & un espace de polynémes de degré donné.

Pour tous n et h,, on associe & T,, deux espaces d’éléments finis conformes X,;, et My, qui sont
respectivement contenus dans Z et M, et tels que la condition inf-sup suivante soit vérifiée pour une
constante 8 > 0, indépendante de n et h,,,

/qh(x) div v, (x) dx

Yy € My, sup =2 > Bllan|l L2 ) (3.17)
VhEXnh ||VhHH5(Q)2

En effet, il existe plusieurs exemples d’espaces d’éléments finis vérifiant ces conditions. On donne un
exemple dans ce mémoire traitant des pressions discrétes continues. La vitesse est discrétisée par des
"mini éléments".

Xon = {vi € Co(Q); Ven € Tuns Valw, € Po(kn)? va|r =0},

ou lespace Py(ky,) est défini par des fonctions P;(k,,) et des fonctions bulles sur &, (pour tout élément
Kn, la fonction bulle est égale au produit des coordonnées barycentriques associées aux sommets de &y, ).
Les degrés de liberté de I'espace X, sont les valeurs sur les sommets et les centres des triangles.

La pression est discrétisée par les éléments finis continus classiques d’ordre 1.

Mnh = {qh € MﬂCO(Q)a v“n S 7;Lha thf{n S Pl("’{n)}

Les degrés de liberté de 'espace M,,;, sont les valeurs aux sommets des triangles. Comme d’habitude, on
note V5 le noyau suivant :

Vo = {vh € Xpn; Ygn € M, / qn(x) divvp(x)dx = 0}.
Q

3.2.3 Probléme discret

Pour la suite de notre travail, on suppose que la largeur du filtre § varie d’un triangle & un autre de facon a
ce qu’elle soit égale au diamétre du triangle considéré, noté h,,,. Comme la largeur n’est plus constante, la
commutation du filtrage et de la différentiation ne commutent plus. Un terme supplémentaire s’ajoutera
aux équations filtrées mais on le négligera pour simplifier nos calculs.

Définition 3.2.1 On introduit la forme trilinéaire suivante :

1
d(u,v,w) =c(u,v,w) + 5 / (divu) v - wdx.
Q
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Remarque 3.2.2 Le terme de stabilisation f/(div u)v - w est nul au niveau continu mais pas au
Q

niveau discret. Donc on ajoute un terme nul par rapport a notre probleme (F'V') et on remplace le terme

c(u,v,w) par d(u,v,w). De plus, on a : d(u,v,v) =0,Yu,v € X. En particulier pour up, vy € Xpp.

Le probléme discret associé & (F'V) est donné par :

ayant ﬁz_l € X,,—1p, chercher (@}, p}) € Xyp X My, solution de :

Y, € Xop,  — (W) — )t vi) +v(Vay, Vvy) + (v (a)hD(ay), D(vy))
+d@ytay, vi) — (pr, divvy) = (7, va),

VCIh S Mnha (le ﬁ;;) Qh) = Oa

en supposant que u?L = 0 et en prenant
f"(x) = f(tn,x), Vx€QetVnell,..N].

Théoréme 3.2.3 Soit m € {1,..,N}. Ayant 1’1’}?_1 € X_1n, le probleme (FV,, 1) admet une unique
solution (U}, pp) € Xmn X My,p. Cette solution vérifie :

105122 e +v D mll @i +2 ) m(ve(@))D(@R), D(ER)) < ellfllZe 0,7,22(0)2): (3.18)

n=1 n=1
ol ¢ est une constante positive.

Preuve : On note :

1
a(uj,vp) = T—(ﬁﬁ,vh) +v(Vup,Vvy) + (Vt(ﬁzil)D(ﬁZ),D(Vh)),
b(vthh) = (dilVVhaqh)a

, 1
et L(vp) = (", vp) + 7(1_12717‘%)

n
Le systéme (F'V,, ) s’écrit alors de la forme suivante

chercher (Q},py) € Xpnn X My, tel que

a(afl, vi) = b(vi, p}) +d(ay " afl,vi) = L(va), ¥vi € Xan, (3:.19)
b(ﬁZJZh) = 07 th € Mnh~
En dimension finie, pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution (ay,py) du probléme linéaire
(FVpp), il suffit de démontrer 1'unicité. En effet, si L(vy) = 0, alors en utilisant la remarque 3.2.2 et

pour v, =ujy, on a: a(uy,uy) = 0.
Comme (v(@) ")D(ap),D(a})) >0, on a :

o 1, _ _ _
0=a(uy,ap) > ;Iluﬁl\%z(mz + || VuR|[i2 ) > vllapl%.
n
Donc immédiatement uj = 0.

Tandis que pour démontrer I'unicité de la pression, on utilise le théoréme de Babuska-Brezzi. Comme
Dy € My, il existe un vy, € VnLh, unique et tel que : pour tout g5 € M, :

(le Vh, qh) = (Z_)Z7 Qh)
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Or (py,divvy) = 0. On aura donc py = 0.
D’autre part, on prend vy, = u} dans (F'V,, ), on utilise le fait que

_ el - 1 e _ e
;(uﬁ—uﬁ 1auﬁ):£(||uﬁ||%2(9)2—HUZ 1||%2(Q)2+||UZ—UZ 1||i2(9)2)

et on applique l'inégalité de Cauchy-schwarz et la formule de Young pour obtenir :

1 =n 1 —n— —n —n— —n —n
§||uh”2L2(Q)2 - §Huh 1||2L2(Q)2 +or|[Uf][% + 7 (v (W~ h)D(U]), D(ay))

TnC?
2¢e

Iy 1%

Tn€ |\ en
S5 E |72 ()2 +
2

c
On choisit € = — et on somme sur n allant de 1 jusqu’ au m, pour obtenir
v

1 —m v - =n - —n— —n —n
ST Beye + 5 D mallafl% + 3 (e )D(aR), D)
n=1

= n=1
m 2

TnC? =
< Z 2LV £ 172 (622

n=1

2 m

c —
L[ TP BEH

n=1

IN

AT, -
< %Hf.”%oo(o,T,Lz(Q)z)'

Ce qui implique U'inégalité de (3.18).
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Chapitre 4

Estimation d’erreur a posteriori

Le but de ce chapitre est de démontrer une estimation d’erreur a posteriori entre la solution exacte (u, p)
du probléme (F'V) et la solution numérique du probléme (F'V, p,).

4.1 Construction des indicateurs d’erreurs

On définit 'espace :
Zty, = {&n € L ()% Yin € Ton, Bals, € Po(ka)’},

ou / est plus petit que le degré des polyndémes dans X, et pour 1 < n < N, on fixe une approximation
f'{; de " dans Z,,. On prend ¢ = 1.

Pour tout élément k,, dans 7,5, on note par :

€k, l'ensemble des arétes de x, qui ne sont pas incluses dans T',

Ay, P'union des éléments de 7,5 qui ont un sommet commun avec Ky,

A., 'union des éléments de 7Ty,, qui ont e, comme aréte,

hy, le diamétre de k,, et h., le diamétre de 'aréte e,

[‘]e,, le saut sur chaque aréte e,, dans €,, (ce n’est pas nécessaire de préciser son signe)

et n, le vecteur unitaire normal sortant de ,, sur Oky,.

Pour la démonstration des théorémes suivants, on définit pour un élément x,, de 7,5, la fonction bulle
¥y, (resp. 1., pour e,) qui est égale au produit des coordonnées barycentriques associées de £, (resp.
des 2 coordonnées barycentriques associées aux sommets de e,,).

De plus, on considére L., 'opérateur de relévement définie sur les polynémes sur e,, s’annulant sur de,, en
des polynomes sur les deux éléments k,, et k], contenant e,, s’annulant sur d(k, Uk.,) \ e,. Cet opérateur
est réalisé par transformation affine & partir d’un opérateur fixe sur ’élément de référence.

On rappelle les propriétés suivantes de ( [33], lemme 3.3) :

Propriété 4.1.1 On note par P,.(k,) Uespace des polynomes de degré plus petit ou égal & v sur K,. On

a
1/2
Yo € Po(kin), cllvllze k) < ||7v11/)nn L2(sn) < CN0l22(k,), (4.1)
|U‘H1(Vm) < Chnn ||UHL2(/§,I,)-

Propriété 4.1.2 On note par P.(ey) U'espace des polynomes de degré plus petit ou égal & r sur e,. On
a:
VoePrlen),  cllvllizen < 1002z, < Clvllcze.

€n

et pour tout polynome v dans P.(e,) s’annulant sur de,, si k, est un élément qui contient e,

1Le, 0112000 + hew | Loyt a1 (en S e 2[0] 22 (e
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Proposition 4.1.3

Vh, <1,Vv € HS(Q)2, [lv — ]:nhVHHt(Q)Z < Chf,;t|V|Hs(Q)2,
ol Fpp, est lopérateur de Scott-Zhang associ€ a Tnn, C est une constante indépendante de h,, s et t sont
des entiers tels que : s €]3, 1[ et t € [0, s] (voir [7]).

Proposition 4.1.4

Vv € HZ(Q)27 |v — fnhV‘H'm(Q)Z < Chfl_m|V‘H2(Q)z7
o Fnn est Uopérateur de Scott-Zhang associ€ & Tpp, C est une constante indépendante de h,, d = 2,3
m et { sont des entiers tels que : m=0,1 et 0 < m < £ <2 (voir [30]).

De plus, on introduit 'opérateur de régularisation de Clément C,; [8] qui a les propriétés suivantes :
(voir [4] section IX.3 BMR) : pour toute fonction w dans H* ()2, C,,,w appartient a 'espace des éléments
finis affines et continus, vérifiant pour tout x, dans 7, et e, dans ¢, :

||W - CnhWHL?(mn)? S Ch,.% |W|H1(A,€”)2 et ||W - CﬂhW”LQ(en)? S Chi£2‘W|H1(A§n- (42)

De plus, on aura les mémes inégalités (4.2) pour w dans X = H}(Q)? (Voir [8] et [4], section IX.3 )
Pour l'etude de l'erreur a posteriori, on considére la fonction affine par morceau u; qui prend dans

lintervalle [t,,—1,t,], les valeurs :

U=t —n —n— —n—
() = U g - g (43
On a alors diun (1) )
Up —n —n—
i = ;(uh — uh 1). (44)

Et la fonction constante par morceaux py, qui est égale & pp sur U'intervalle |¢,—1,,]. On démontre une
estimation d’erreur a posteriori , en utilisant la norme :

[T = ] (ta) = (Ilalta) = (k)] 220
tn n tm 1/2 (45)
s ([ uo) = m@Fan Y [ o - mwmolar)

ou 7,1y, est la fonction escalier qui est constante et égale & @} sur chaque intervalle |t,_1,¢,],1 <n < N.

Pour pouvoir majorer les indicateurs, on a besoin d’une approximation polynomiale de v;(q). Pour cela
on 'approche par une constante dans chaque k,,, définie pour tout v € Z par :

Y = L 1 (V(X))dx
Vin(V)|kn = |’€n/nn +(V(x))dx. (4.6)

Pour prouver la borne supérieure, on suit I'idée utilisée par Bernardi et Verfiirth [6] ou Bernardi et Sayah
[5] afin de découpler les erreurs de temps et d’espace. On introduit un probléme auxiliaire correspondant
a la discrétisation en temps et on calcule une majoration d’erreur entre la solution du probléme auxiliaire
et la solution exacte, puis une majoration entre la solution du probléme auxiliaire et la solution discréte.
Finalement, en combinant les erreurs obtenues, on obtient la majoration d’erreur a posteriori desirée.
On introduit le probléme semi-discret en temps suivant :

Ayant u"~! € X, chercher (u™,p") € X x M solution de :

1
(Pos) WweX, —u'—-u"lv)+v(Vu",Vv) + (0" 'Vur,v) - (divv,p")
aux T”L

— <f7L, ‘,>7

Vg e M, (divu™,q)=0.
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Lemme 4.1.5 En supposant que u’ = 0, le probleme (P,..) admet une unique solution. De plus, on a :

1 m m n C/2
I 222 + 2 ) mallu® 5 < —lIfl[Fx o, r:x0)- (4.7)

n=1

Preuve : Méme preuve que la proposition 2.1.3 mais on a u”™ au lieu u et p™ au lieu de p.

O
On rappelle la définition de la fonction affine par morceaux u, qui prend ses valeurs dans 'intervalle

[tn—latn]
t— tn—l
= ——— (1

Tn Tn

u,(t) (u" —u" ) +u”, (4.8)

auT _ 1 n n—1
Alors oy —a(u u" ).

On définit p, égale & p™ dans lintervalle |¢,,_1,t,].

Lemme 4.1.6 En combinant les problémes (FV') et (Pyuz), on observe que le couple (u —u,;,p — p;)
vérifie que (u—u,)(0) = 0 dans Q, et que pour 1 <n < N, pourt dans |t,_1,tn], Vv € X et Vq(t) € M,

<%<u — ) (1), v) + v(V(u—u) (1), Vv) + (u(t) - Vu(t) — ur(t) - Vur(t), v)
—(divv(£), p(t) = pr(£) = (£(t) = £",v) + (R (u;)(£), V), (4.9)
[ attx) divtutt.x) = e (t.30) dx = .
avec R™(u,) est dans L?(0,T; L?(Q)?) et est défini par
(R7(ur)(t),v) = —v(V(ur — mu,) (1), VV) = (ur(t) - VU, (t) = m-ur(t) - Vaue(t),v).  (4.10)

Preuve : Soit t €]t,—1,t,], V1 < n < N et soit (v,q) € (X,M). On part du probléeme (FV') et on
intercale u, dans les trois premiers termes et p, dans le dernier terme de la premiére équation et on
intercale u, dans la deuxiéme équation, on aura :

(%(u —u,)(t),v)+v(V(a—u;)(t),Vv) + (u(t) - Vu(t) —u,(t) - Vu,(t),v)
—(divv,p(t) — pr (1))
= (£(t),v) (%(u‘r)(t)?v) —v(Vu,(t),Vv) = (ur(t) - Vu(t),v)

+(divv, p,(t)).

/ q(x) div(u(t,x) — u,(t,x)) dx = / q(x) divu,(t,x) dx.
Q Q
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En utilisant la définition de u, et p; et le systéme (P, ), on obtient :

(o

_(diV v, p(t) - Pr (t))

u—u.)(t),v)+v(Viu—u;)(t),Vv) + (u(t) - Vu(t) — u,(t) - Vu,(¢t),v)

=(f(t) —£",v) —v(V(u, — mru;)(t), Vv) — (u (t) - Vu,(t) — m ru(t) - Vrrug(t),v)

/ q(x) div(u(t,x) — u(t,x)) dx = 0.
Q

En utilisant (4.10) on obtient (4.9). O

Lemme 4.1.7 Pour t €]t,_1,t,], l’égalité(4.10) peut étre écrite sous la forme suivante :

t, —1
(R7(u;)(t),v) = v " V(" —u" ) (x) : Vv(x)dx
mleZTnh { /mn Tn

[ (60 T = w9 V) vl

t" —t n n—1 .
= Z {u/ﬁn V(u" —u" ) (x): Vv(t,x)dx (4.11)

kn€Tnn

# v v )

n

_t—::fl 3 {/Kn(u” Y Vs (%) vt x) dx}.

Preuve : On a pour ¢ €]t,—1,1,)

mur—u, = u'—u,

_ n t_tn—l( n_unfl)_unfl

Tn
= v —wt - T g gy
- (4.12)
_ Tn“i’tn—l*t( n_unfl)
Tn
_ tn — t(un _ unfl)
Tn

et on a m ,u, =u"" L

En remplacant les égalités ci-dessus dans (4.10), on obtient

tn — 1

(R7(ur)(t),v) = v( V(u" —u"1), Vv) = (ur(t) - Vur(t) — "7 (1) - Vu' (t),v)

Z Z//M fn — tV(u" —u" H(x) : Vv(x)dx

T
Kn€Tnh "

[ a0 T (0) v

n
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En utilisant le fait que

un71 . Vun —Ur- vuT = un—l : V(un - uT) + (un—l - un) : vuT + (un - uT) : vuT
t t
= = vt —u" ) + (u —u) - Vau,
Tn
th, —1
+ n (un_ n—l).vuT
Tn
tn, —1 t—t,—
= = L@t —u ) 4 (- uth( "1y . Vu,,
Tn Tn

on obtient le résultat.

Pour trouver une estimation a posteriori entre la solution u du probléme (F'V) et la solution uy cor-
respondante aux solutions uj de (FV 1), il est suffisant d’obtenir une estimation a posteriori entre la
solution u, du probléme (FP,,,) et la solution uy, et on applique une inégalité triangulaire en utilisant le
théoréme précédent.

Lemme 4.1.8 Pour toutv e X et vy, € Xy, on a :

— (0" —u" Y= (@ —ay "), v) +v(V" —u}),Vv) + (u" - Vu" —a} " Vay, v)

—§(div ﬁz_lﬁﬁ,v) — (divv,p™ —pp)
— (fr _ o1 (5 _ h2 (5 £ (4.13)
(67— B+ B () (6),v — i) + (RE2(@)(0), ) + (£~ )
et

/ q(t,x) div(u™ — ap)(x)dx = —/ q(t,x) div(ay)(x)dx.
Q Q

ot f11(t) est une approzimation de £* dans Z,p, les résidus R"(wy,) et R"%(1y) sont dans
L2(0,T; L*(Q)?) et sont définis par :

(RMM(@p) (), v —vi) = (£ — %(ﬁﬁ —up ), v = vp) + (div(v = Vi), By)
f(ﬁ;;—lvli;;, v—vp)— %(div ﬁﬁ_l(t)ﬁﬁ(t), v —Vp) (4.14)
UV}, V(v = 1)) = (v (8] )D(a}), DY — Vi)
~((ve(ay™") = van(u=1))D(up), D(v — va)),
(RM2(wp)(1),v) = (n(u;~")D(up), D(v)) (4.15)

Preuve : On effectue la différence entre les premiéres équations des problémes (Ppyy) et (F'V,, 1) et on
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intercale les termes (£, v — v,) et (f",v}), on obtient :

=0, v —vy) + (" =" vy)

= (=) = = () - ap Y, va) +u(V, TY)

Tn Tn

1
—v(Vag,Vvy) + (ut - vur,v) — (a7 vag, vy) — §(diV w, ' ag, vs)
—(n(EpHD(ap), D(va)) — (divv, p™) + (div vy, 7}) — B, v —va).

On additionne cette équation avec (4.14) et (4.15) pour obtenir la premiére égalité de (4.13).
On intercale 0} dans la deuxiéme équation de (Py,y,) pour obtenir la deuxiéme équation. O

Lemme 4.1.9 L’égalité (4.14) peut étre écrite sous la forme suivante :
(RM!(@n)(t),v — V)

ra 1
= > {/ (fr — —(@f — @) 4+ vAQ} + V- (v (W HD(@})) — ap ' - vap

T
Kn€Tnh "

(v ey ag - Tpp)(x) - (v(x) — va(0)dx (1.16)

3 X [ 109 (D) - D)) (vt o)~ vi(o) do

en€ep,

— Y @) — v (@ )D() : Dy — vy)dx.

kn€Tnn

ot o désigne les coordonnées tangentielles sur e.

Preuve : En intégrant par parties le deuxiéme, le cinquiéme et le sixiéme termes du membre droit de
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légalité (4.14), on obtient :
(R (n)(t), v = vn)

2

Kn €Tnh Tn
— [ V) - (v(x) — valx))dx + /a
- [ @t v - (vitx) - vatxix - 5 [

Yy /:n Aty - (v(x) = va(x))dx — v /8Hn

+/ (V- (e (8, H)D(@}))) - (v(x) = vi(x))dx

n

(F — i(ﬁZ — 1y )(x)) - (v(%) — vi(x))dx
7 0(0) - (v(0) — vi(0)) do
(div ﬁzflﬁﬁ)(x) - (v(x) = vp(x))dx

(Vuy) -n)(0) - (v(0) = va(o)) do

-/ ((ut<u2—1>uth<uz—1>>D<uz>>~D<v<x>w(x»dx}

m 1 =N
= Z {/ (fh_?(uh_
kn€Tnh fin "
L. —n—1l=n =N 1
§le aytay — V) (x) - (v(x) — vi(x))dx — 3 Z

en€eg

0(0)] - (v(0) = vi(0)) do - /

Kn

((ve(@y

=yt

) ) +vAuy + V- (v (wpHD(ap)) — a) - vay -

/ (VYV} + v (W) )D (@) — pyT)

Lemme 4.1.10 L’égalité (4.15) peut étre écrite sous la forme suivante :

(BR2(@) (1), v) = /(Vt(ﬁZ_l)D(ﬁZ):D(V(X))dX-

Kn€Tnh "

Preuve :
indicateurs d’erreurs suivants :

Définition 4.1.11 Pour chaque &,, dans Tnn,

(’r]:;,nn)z = Tn|ﬁ2 - ﬁz_1|ill(ﬁn)27

—n—Iyy=n
—u,” Vuy

D) -l e, e v @2 e+ 00 = v (@ DD e e

f 1 - =n —n— —n
OlET = R — (0 ) vAR - () D(R)
n
L. —n—1l=n =n 1 =n —n— =n
—3 diva)~'ay — Vph||%2(,€n)z + 3 Z he, ||[(vVQ} + v (W)~ HD(ay)
en€Ep,
(e, )? = e (@~ D@72,z

34

L’égalité (4.15) est écrite sous forme d’intégrale. O Tout ce travail aboutit a la définition des

(4.17)

(4.18)

(4.19)



Remarque 4.1.12

— Meéme si ces indicateurs sont un peu compliqués, chaque terme est calculé facilement puisqu’il

dépend uniquement de la solution discréte.
— Bien que le dernier terme de (4.18) est identique celui de (4.19), on préfére les garder tels qu’ils
sont au lieu de les séparer en un troisiéme indicateur et ceci pour la facilité du calcul dans la suite.

Lemme 4.1.13 On a les estimations suivantes pour tout 1 <n < N,

1. Pour tout ve X etvy =CppV :

1/2
(RMMn)ov —vil <02 Gk )?) " Ivilxe (4.20)
Kn€Tnh
2. Pour toutve X :
h,2 (= h,2 \2 1/2
(RP2 (), <030 @2 )?) Ivilx. (4.21)
Kn€Tnh

Preuve :
1. En appliquant Cauchy-Schwarz dans (4.16), on aura :

|<Rh’1(ﬁh),V*Vh>|

< 3 - @+ vAw V- (D) - ) Vg

= Vonlle2 )2 IV = Vil L2 k,)2

+5 Y Ve + v @)Dag) - FiDnllze, e [V = Vil

en €,

H (e (@) = ven (@ )D(ER) 25,252 [V = Vh|H1(ml)2}'

On choisit v, = Cp,, v et on utilise (4.2), pour avoir :

(R (aR), v = va)l

e 1 =N == =N =N =" —n— =N
< Y {ethn lIE! - — (@ — w7 + vAG] + V- (v (87)D(8])) — ;' Ve
’Qnelrnh n
1 n—
—5divay, Yy — Vi llrz ez VI (an,)2
> whP|[wVay + v (ap)D(@R) = L) - 0|l 2 (e, [V (ae,)?
€n€epp

(14 ea) || (e (1) = ven (@7 D)D) 22,252 [V 1 (1,2 }

ol ¢1 et co sont des constantes indépendantes de h et en utilisant le fait que : |v[y A, < |[V]1A,
i < |V]1,A,, En utilisant 'inégalité :

IN

Steta®) < ((Ca)2+@e)+ e ?)(se)”

< C’l(Z(a2 +c+ 62))1/2(Zb2)1/2

A
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et légalité (4.18), on obtient :

R ) v v < (YD @YD Mhinan2)

Kn€Tnh kn€Tnh

M

Par suite

(BRI ), v vl < OC Y (e ) F vl

kn€Tnn
Alors, on obtient (4.20).
2. En appliquant Cauchy-Schwarz dans (4.15), on aura :

(B2 (@), vl < Y e (@ D@22 1DV ] 22 (h, -

Kn€Tnh

En utilisant la définition (4.19), on obtient :

(RE2 ) I < (Y 02002 (X erlviing,)

Kkn€Tnh Kkn€Tnn

Nl=

Par suite

(B2() ) <O Y 002, 0%) vl

En€Tnn

4.2 Les majorations d’erreur a posteriori

Lemme 4.2.1 (Lemme de Gronwall) [34, page 292] ou [9, page 252] Soit :
1. f,g et k, fonctions intégrables et définies de RT™ — R,
2.9>0,k>0,

3. g€ Lo,
4. gk est intégrable sur R™.

Siu:RY — R satisfait
t

u(t) < f(t) +gt) [ k(r)u(r)dr, ¥t € RT (4.22)

alors on a :

) < £+ 9(0) | k) (e ( / k(s)g(s)ds) . (4.23)

Lemme 4.2.2 (Lemme de Gronwall discret) [9, page 254] Soit (yn)n, (fn)n€t (gn)n trois suites positives
qui vérifient :

n—1
V>0, Yo < fot Y Gk
k=0
Alors on a :
n—1 n—1
V=0, yn<fot > frge [ (L+95) (4.24)
k=0 j=k+1
et
n—1 n—1
Yn>0,  yn < faot Y frgr exp () ;). (4.25)
k=0 =k
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Preuve : On va démontrer par récurrence (4.24) et déduire immeédiatement (4.25) en utilisant l'inégalité
suivante :

n—1 n—1
II (+g) <exp (D))
j=k+1 Jj=k

Pour n = 0, (4.24) est vérifiée. Supposons qu’elle reste vraie jusqu’au rang n et démontrons pour n + 1.
En effet,

Ynt1 < f7n+1 + ngyk
k= 0

k—1
<fn+1+zglc flc"‘z.fzgz H 1+gj))
=0

J=i+1
n k—1

k—1
<fn+1+zgkfk+zzgkfzgz H 1+gj)

k=0 i=0 Jj=i+1
k—1

<fn+1+zgkfk+z Z gkfzgz H (1+gj)

=0 k=i+1 Jj=i+1

<fn+1+zgkfk+2fkgk Z gi H (1+g;)

i=k-+1 j=k+1

<fn+1+ngfk (1+ Z 9i H 1"’93)

i=k-+1 j=k+1
Or,

i—1

1+ Z gi H (1+95) =1+ grs1 + grr2(L+ gry1) + oo + G (1 + gg1)- (1 + gn—1)
i=k+1 j=k+1

= (14 gr41) (1 + gry2 + oo F gn(1 4 gryo)..(1 + 9n—1))

n

= ] a+gy.

j=k+1
Donc on aura :

n n
Ynt1 < frg1 + ngfk exp (Z gi)-

k=0 i=k

Théoréme 4.2.3 On suppose que u € L>(0,T; L3(Q)?). Il existe une constante C indépendante de h
telle qu’on ait la majoration d’erreur a posteriori suivante entre la vitesse u du probléme (FV) et la
vitesse u, associée & la solution (UW™)o<n<n du probléeme (Pyyy) : pour 1 <m < N,

tm
[a(tm) = ur (tm)l[Z2 () + V/o [[u(s) = ur(s)|[xds

< O(IIf = mofle 0 + 2o mallw” =G+ D0 (00,)%)-
n=1

n=1rknE€Tnn
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Preuve :
Soit t €ltp_1,tn],V1 < n < N. En prenant v = u — u, et ¢ = p — p, dans (4.9) et en effectuant la
différence entre les deux équations du systéme, on aura :

;thV()II%zm)erVHV(t)II?( = (£() =", v(1)) + (R (ur)(t), v(1))
(4.26)

—(v(O)Vu(t),v(t)) = (ur () Vv (), v(t).

On va chercher & majorer le coté droit de ’équation (4.26). Le dernier terme est nul et le troisiéme peut

étre majoré en utilisant (3.9) et (3.8) par :

(v(t) - Vu(t), v(t))

IN

a@®x V)74 02

IN

V2[[u(®)l|x] VO] L2 @2 IV (D) x-
En utilisant 'inégalité : (2ab) < a® + b%, on a
2 v
v(®) - Va@®),v®) < @IV OIL @2 + IVl

On majore de la méme facon le terme (f(¢) — f7, v(t)) par :

(£~ £2.v(0) < 16 — motle + TV

Par ailleurs, d’aprés Pequation (4.11), le terme résiduel dans la partie droite de 1’équation (4.26) peut
étre délimité de la fagon suivante :

(R7(u,)(1),v) = { / V(u" — wY)(x) : V(t,x) dx

("t Vv(t,x) - (u" —u"h) dx}
Q
t— t"—l n u” 1
- (u" — ) Vv(t,x) - u,(t,x)dx
Tn Q
= T+ 1> +1T;,

Avec Ty = fn — tl// Vu" —u" 1 (x): Vv(t,x)dx,
TTL

T, = / u" !l Vv(t,x) - (u" —u")dx

")
et T3 = R / (" —u" - Vv(t,x) - u (¢, x) dx.
Q

Tn
1/2

On multiplie et on divise par 7,,’ " pour majorer T} de la forme suivante :

—t _
Tl < 2t urd2 e — v

R

En utilisant le fait que ab < %aQ + ébz, on obtient :

—1 61 _ 1
R L s o e ([

Ty <
T < (2 o

232
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Avant de majorer T5, on intercale u(t,x) de la forme suivante :

ty, —t _ —
T, = /(u" b —u(t,x)) - Vv(t,x)(u™ —u™ 1)dx
Tn Q
tn, —t _
+ / u(t,x) - Vv(t,x)(u" — u" 1)dx
Tn 0
= Thq+Too.

En intercalant u,, on décompose T3, de la fagon suivante :

Ty = bn — ¢ / (u" ! —u,(t,x)) - Vv(t,x)(u" —u" dx
Tn Q
—l—t" ! / (u,(t,x) — u(t,x)) - Vv(t,x)(u™ — u" )dx
Tn Q
== T21’1 + T22’1.

t—tp— t—1Tp—
En utilisant que u, = — =L (0" —u" 1) +u""!, et que |—2=1| < 1 et on multiplie et on divise par
Tn T7L
1/2

o'~ alors, on a :

\T21|<| /2

372 [Tl PRYPNSI 17 Y T [P

€ 1
En utilisant le fait que ab < §a2 + —b2, on obtient :

€2
|T21|_| |2 Tn|[u"

1
nfl 4 2
72 [Laga)2 + TEQHVHX

On utilise (3.6) pour p = 4, on obtient

—t _ _ 1
ITy,] < | 372 Peamn/lu” — 0" |72 g [0 —u TR + — 5% vI%-
Or
™ —u" |72y < 2010|722 + 0" |72 (02)-

D’aprés le lemme 4.1.5, on a :

lu”" —u" |22 < e
Donc, on a :
17431 £ | Pesamal o w7+ VI
D’autre part :
T3] < \ |Tl/2||ur(t) —u(®)l[pa@pe[vlx/u® =" | L)
7!

1
En utilisant le fait que ab < %aQ + —b2, on obtient :

€3
\T21|_| 2

_ 1
372 | Tn||11r - u(t)||%4(9)2||u” —u” 1||2L4(Q)2 + EH"H%{-
Or,
1ty — 0] 2 el [0 — 02 g

< 2[fur — u(t)l[z2(@p2llur —u(@)l|x[[u" = w7 |L2(0) [0 — 0" x.
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En utilisant la proposition 2.1.3 et le lemme 4.1.5, on obtient :

lur —a(®)|[74 (g2l 0" = 0" M7 g < 2e]|v]x/[u" —u"|x.
€ 1
En utilisant le fait que ab < §a2 + 2—1)2 et en sommant sur k,,, on obtient :
15

_ 1 _
[ur — a7 llu” —u" L q) < EHV\& +2cieq|[u” —u" I

On déduit que :

th =t
3/

_ 1 €
racteasalfu” = u B + o VI + vl

D’ou : Ly
Toa| < |25 1P (cea + clesea) mal[u” — a7 HI%
Tn
oIV + 5 VIR + v
2e9 2es3 dey
Maintenant on majore |15 2| en prenant en considération que u € L°°(0,T, L3(12))

ln —

| 1/2
232

T3 2]

IN

\T ()]s @IV x 0™ = u™ | Loy

t 20255 n
|~ Tn|[u"™ —

o W v

2¢e5

Dot |Ty| est majoré de la fagon suivante :

tn—t)2

|T2| < 3/2
Tn

coE
(cea + cleses + %)Tnﬂu" —u" Y%

1 2 1 2 €3 2 1 2
e VI + g VB + 221k + 5 VI

Avant de majorer |T3|, on va le décomposer de la maniére suivante :

T3] = t_tn ! ‘/ ) - Vv(t,x)u,(t,x) dx.
< t_t” 1( / ) - Vv (t, %) (ur (t, %) — u(t, x))dx
t — t" ! ‘/ ) - Vv(t,x)u(t, x) dx.

En utilisant le fait que c(u,v,v) = 0 et en prenant en considération que u € L>(0,T, L3(Q2)) et on
multiplie et on divise par 7'71/ 2, on obtient :

t—t
5| < n- 1’/ —u" 1 - Vv (t,x)u(t,x) dx
t—tn_1 _
< C4] L alagee vl el = 0 ooy
t—tn_1 _
< ol gt [l - w s
Tn

‘t —tp—1 ’20536

_ 1
3/2 B malw =R+ vk
Tn

256
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Ainsi, on a :

th —t|12, 5¢ Co€ " —
(B (u)O.v(0) < |2 | (25 + esa + sz + E2 )l —w %
Tn
t—tn—1|?c586 n e
= [ Sl - (4.27)
Tn

+<1+1+1+53+1+1)|| 113
— t—F —+—+ — + —|||Vllx-
251 282 253 464 255 256 X

v
On cherche les ;,4 = {1,--- ,6} de sorte qu’ ils s’annulent avec le terme §||v||§(

24 288
Pour cela on prend : ¢; = —,i = {1,2,3,5,6} et e, = —-. Ainsi, on intégre 'équation (4.26) entre 0 et
v v

t, et on utilise les majorations précédentes pour obtenir
t
V()22 oy + v / Iv)Eds < Cu(JIf = mrflFaoicn + [17ru = mrulFax) )
2 2 2
+ [ S vz e dr
0
On applique le lemme de Gronwall (4.2.1) avec les fonctions données de la fagon suivante :
t
u(t) = [[V(O)[72 ()2 + V/ [Iv(s)l|%ds
0
ft)=C (Hf — o] F20,4,x0) + | Tru = 71'l,TuH2L2(o,t,X)>
g(t) =1
2

K(r) = ~|la(r)[[%-

On obtient : .
I1(t) =, Ol + [ 1) = ()

< Cr (lE = 78132 00 + e = 7l 20,0 )

t 9 to
# [ 102l e ([ 2 aGe) Rasyar

On utilise le fait que pour chaque 7 < ¢, f(7) < f(t) et on obtient :
t
I0(8) = - (Ol + [ [ju(r) = () e
< (11 = 7132 0 pxry + I1mr = 7l a1, x))
T t
<0 fexp ([ u)Bs) [ ular

T ¢
On utilise la proposition 2.1.3 pour majorer les termes exp/ [lu(s)||%ds et / a3 dr
0 0

u(t) —u, 2oz TV tUTiuTT Xdr
[[u(t) = ur(@)lZ2q) + /0 [ha() = ()l (4.28)

< Gy (118 = w1205y + e = w1l B ) )-
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On applique (4.28) pour ¢t = t,,, et on obtient :

tm
la(tm) = ur(tm)l72(qe2 + V/O [lu(r) = u(7)[[xdr

m (4.29)
< Co(JIF = et 20,0 + D mllu” — w7 ).
n=1
En utilisant I'inégalité triangulaire, on a :
lu” —u"Yx < [t —aplx + oy - o+ et - ok

En utilisant 'inégalité (a + b+ ¢)? < 3(a®? +b*> +¢?), on a :

" —ur % < 3([Jur —aplk +[lay - up R+ (et - ap TR ).
On multiplie par 7, et en utilisant (4.17) et la propriété 7,, < o,7,—1, on obtient :

mollwt =% <B(mlut — 0|k + D ()’ om0t — w1
kn€Tnh

En sommant surn=1,---m, on a :

m m m

domlut —uw g < 3> mlut -k 43 Y ()’

n=1 n=1 n=1kn€Tnn

m
33 ormoa|lu" — Y%
n=1
m m
< Gl =gk + Y > Oh)?):
n=1 n=1KknE€ETnn

d’out le résultat. O

Avant de trouver une estimation a posteriori entre la solution u, du probléme (P,,;) et la solution uy,

un lemme supplémentaire est nécessaire pour gérer le membre de droite de 1’égalité (4.13).
Soit IT 'opérateur de Stokes défini de X dans lui méme comme suit : Vv € X, IIv est la vitesse w qui
est la composante vitesse de 'unique solution faible (w,r) € X x M du probléme de Stokes.

Vte X, (Vw,Vt) — (divt,r) =0,
(4.30)
Vge M, (divw,q)= (divv,q).

Le lemme suivant cite quelques propriétés de I'opérateur II.

Lemme 4.2.4 L’opérateur I a les propriétés suivantes :
1. Vv eV, Ilv est nul,

2. Vv € X, on a les estimations suivantes :

1, ..
v = ¥llgo < vl et I0vllx < o divvllzago)
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8. VvpeVapetl<n<N,ona:
||th||L2(Q)2 < Ch}L/QHdiVVhHLz(Q).

Preuve :
Les preuves de 1. et 2. se trouvent dans [6] ou [5].

Pour trouver la derniére estimation, pour tout v, € V5, on introduit 'argument de dualité suivant :

—Az+ Vp=1Ilv, dans Q,
divz =0 dans €, (4.31)
z=0 sur 0f).

Ce probléme admet une unique solution (z, p) € H3/2t¢(Q)2 x H'/?4(Q) pour un certain € ot 0 < & <
1/2. De plus, cette solution vérifie la relation suivante :

12]| gra/242 ()2 + ol r12+e () < cl|TIva|[L2(o)2- (4.32)

En combinant les deux derniers problémes (4.30) et (4.31), on a :
||th||2L2(Q)2 = (lvp, lvy) = (Vz, V(IIvy)) — (divIvy, p) = (divz, r) — (div vy, p).
Comme div z est nulle et divIIvy, est égale & div vy, on a donc :
1TV |22 ()2 = —(div Vi, p).
En utilisant la définition de V,j et Yo, € My,

TV 20y = —(div Vi p— pn) < [l div vill2geyllo = pallzz)-

1
Or, en prenant py, = Fpp,t =0 et s = 3 + ¢ dans la proposition 4.1.3, on aura :

Vp € HY?*2(Q), llp = pill 120y < C'hal ol g/ o)

< Chal®|plaseve .

Finalement, en utilisant la relation (4.32) et I'inégalité 2., on aura le résultat.
O

On est maintenant dans la position de prouver une estimation a posteriori entre la solution u, du probléme
(Pau:v) et la solution up du probléme (FVn,h)

Théoréme 4.2.5 On suppose que h, < Cstp,Vn = 1,--- m et m € {1,--- ,N}. On a lestimation
d’erreur a posteriori entre les solutions u™ et up* du probleme (Puuz) et (FVy,5)
m
0™ — |72 + v Y Tallu” —up %
=1
" (4.33)
m
e 7 h h
<cd T ( > (B = e e + N = BTz + (e )* + (12)) > :
n=1 kn€Tnh
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Preuve : Pour ’abréviation on note :

n n -1 n V3

e"=u"—-up, 1<n<<m et e"=p" —pp, 1<n<m.
Pour tout n, 1 <n <m, on a
1 n2 1 n—12 1 n n—112 ni2
§||e 72002 — §||e [Z2(0)2 + §||e — €[22 +rTalle”|[x (434
=(e"—e" ! e") +vr,(Ve", Ver).
En intercalant Ile™ dans les deux termes du second membre de la derniére équation et en remarquant
que div(e™ —IIe™) = 0, on obtient :

(e" —en 1 em) +vr,(Ven,Ven) = (e” — e ! le") + v, (Ve™, V(Ile"))

(4.35)
+(e” — e ! e" —Ile") + v, (Ve",V(e” — Ile")) — 7, (div(e™ — [Te™),&™m).
En remplacant v par €™ — Ile™ dans I’équation (4.13), on aura pour tout vy, € X,
(e" —en 1 e") +vr,(Ven,Ven) = (e” — e ! le") + vr,(Ve", V(Ile™))
F T (f — £, v — Vi) + T (B — £, v) + T (RPN (@) (1), v — Vi) + 1o (R (1) (2), v) (4.36)

1
—Tp (U IVur - a) T vay, v) + §Tn(div ay'ay,v).

Maintenant, on majore tous les termes du second membre de (4.36) en utilisant 'inégalité ab < iaQ +b2 et
ab < %aQ + ébQ. En prenant en considération que Ile™ = —IIa} car ITu™ = 0 (Lemme 4.2.4 ), h,, < Cs7,
et en utilisant le lemme 4.2.4, le premier et le second termes peuvent étre majorés comme suit :

— n 1 n n— T
(e" —e" ! Tle") < i”e — " H[Z2 ()2 + |[T1e™]|72(q)2

1 - 4.
< glle" = ey + ¢ hall div aR| g (4.37)
1 _ . _n
< Z||en*en HI172()2 + ¢ Csmnl| divag|[72 ),
et
n n VTn n2 —n||2
vr,(Ve",V(lle")) < T6He 1% + 7l[Hup %
(4.38)
VTn ni|2 . =n2
< T6He 1% + erma|ldiv g [[72(q)-

Pour le troisiéme, quatriéme et cinquiéme termes du membre du droite de (4.36), on prend vj, = CppVv,
on utilise la définition de R™! et le lemme 4.2.4 pou v = e™ — IIe™ pour obtenir :

T (£ — f'{f, V = Con V) + 7o (F? — £, Cpupv)

Kn€Tnh
L L 1/2 (4.39)
<o 3 B2 =B I = FlRa02)) Vo
Kn€Tnh
C3Tn n  en n  en VTn || n
< » Z (h2,|If —fh||%2(nn)2+\|f —f ||%2(“")2)>+176||e 1%
Kkn€Tnh
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t (cf lemme 4.1.13)

1/2
r(R ),y vy < O Y Gl %) VIl
kn€Tnh
o (4.40)
UTp,
< = Y mll )P+ T e
Kn €Tnh

Le sixiéme terme peut &tre majoré sous la forme suivante (cf lemme 4.1.13)

1/2
Ta(RM2(@R) (1), v) < Cm( > (nZin)Q) [Iv]]x-
n T’V‘LL
- & (4.41)
UTnp n
< Z (nﬁin)2+fﬁ\le %
Kn€Tnh

Finalement, pour les deux derniers termes du second membre de (4.36), en intercalant

py
T (T 1Vu”,v) (dlv a)’~!'u",v), et en ajoutant le terme nul —E(dlv a" 'a",v), on a :

n el Tn
— 7, (0TI VU — wvay, v) + 5 2(divaytay, v)

= -7, (" IVu", v) + Tn(ﬁ”_1Vu", v) — Tn(ﬁ;ﬁ_1Vu” v) + Tn(ﬁz_lVﬁZ, v)

+%(divﬁzflﬁ2,v) ~-3 —(diva} '™, v) +In 5 = (divaytu",v) - 7—En(divﬁ"*lﬁ”,v)
= —7,(e" VU, v) — 7, (@) ' Ve, v) — 5 (dlv ay e, v) — 7;(div e tu",v).
Notons : -
A= A1+ Ay avec Ay = —1,(e""IVUu",v) et Ay = —%(dive"ilu”,v), et

h

B=—7,(u} Ve, v) — %(div ulte” v).
En utilisant I'inégalité (3.8), on a :

|A1] < camnlle™ a2 [lu™ || x [V s (o)

—1111/2 —1111/2
< csmalle | tgpe [ MY || x ([e"] e ey + 1T | (a2)
1/2 _ 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
< csmalle" | hlgpe 1" LI [ ||x (chlle || atgyelle™ 132 + ch[Tle™ |17, [TTe™|[Y).

En utilisant le lemme 4.2.4 et le fait que Ile™ =

—IIu}, on obtient

— 1/2 — 1/2 1/2 1/2 1/2 P
| Aa] < esmalle™ ] gy lle™ M2l [x (ch e [T qye 1" 1Y + ea(ha || divag || () /2
1/2
le"][3%).
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Or, on a

n—l||1/2

n—1111/2 1/2
L2(Q)2He 1H/ ;

1/2
Ve oty lle™ 1Y

C5ChTr|le

€1 _ _ 1
< ermallu™||x (11" M2z lle™ Hx + s—Ie” |22 (le" ] x)
2 281

€1 /€2 _ 1 T €3 1
S 1T 9 (§||e" "% + 2752” e" |7 Q)2||un”X) +C72; (5 5 lle™[1% + g”eﬂﬁz(n)z”un”%{)
<ec n—1 <1 . n—1 n Tn€3 | n
T || ||X+C7Tn4 1" Y22 (0pz2llu ||x+074 lle™|%

1 _ 1 _
term e Iz e 0% termlle" —e” I ol 0"

En prenant en considération que h, < Cs7,,¥n = 1...N et en utilisant (4.7), on a :

_ 1/2 _ 1/2 1/2
|2 e e I fu e (o

1/2
L2(Q)2 € 1/2||en||)((

C5CeTnlle || divay||z2(0))

<Tn2 ||d1vuh||L2(Q)He"HX+Tn*h1/2||u"||x\|e" Hlzazlle"lx

(&3] - €4 &5 _
< To || divag || 2" x + T (Sl R 0”5 + fIIU"H?(IIe" HIZ2(0)2)
2e4 2°2 €5

cg , 1 L €6 €4E€5
STnE(EHquZHQH(Q)+§\|en||§() + 7 9*” R

€4 _
+Tn2—€5llu”|\§g\le” 12202

Maintenant en utilisant l'inégalité (3.8), on obtient :

T _
|4s] < o[l Ix a1Vl

Tn (€7 _ 1
< e (5 1" MR + e[ L2y [0 x (e[| Zs () + [T |[Zaq)2))
22 2e7

g7 _ T
<oy [le" % + clzf;l\unllwmzIIU"IIxHe"Hm(Q)zHe”l\x

.
+Cﬁzf;||un\|L2(Q)2\|U"||X||Hen|\L2(Q)||He"HX-
En utilisant le lemme 4.2.4 et le fait que Ile” = —IIu}, on obtient

E7 _ T
|4s] < eromale™ I + clszIU"Hm(mZ‘\IU"llxlle”IIL2<m2IIB"IIX

+013h1/2 Hun||L2(Q [l [ divag || L2 o) lle™|lx-
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En utilisant que [[u”(|72g)> < ¢ d’aprés (4.7), on a :

€ _ Tn /€ 1 _
|As| <C10Tnz7|\e" 1”%{+Cl447;(*8||en||§(+g”en_en 1|\%2(Q)2||un|\§(

T, €9 .=
toms H |7 Q>2|\U”|Ix)+cls4;(2 IIe”H?x+ﬁ|\u”||§¢||dwuﬁlli2<m)
g7 _ T €8 1 _
SCanZHen 1||§(+014é(?||e"||§(—&—2—68||e" 1”?:2(9)2”“"”%()
Tn
tenmng—lle” =" Eapel I + exs 25 (Sl 4+ 5 div gl oy %)

Finalement on obtient :

Cs C157, . —ni2 C7€3 C8€6 C14€8 C15€9 ni2
Al < " diva}
A< o g Bl div g ey + (G0 + 520+ 2 + -2l k
Cr€1€2 C9E4E5 C10€7 _
7 (T o mallut i+ =0l Ik
(4.42)
Cr C14 _
(e + g e — e el
C7€1 Ccr €4 C14 _
+7n( — )| lle™ 72 a2

4eq 4e1e3  2e5  8ereg

Avant de majorer le terme B, on ’écrit de la maniére suivante en utilisant le fait que d(ﬁZ‘1

pour v = e" — Ile™

aV7V) =0

B = —Tn(ﬁZAV(e" —Ile™ + Ile"), e" — Ile™) — %(dlv a, (e" —Ile™ + IIe"), e" — Ile™)
= —Tn(ﬁZ_IVHe",e" —Tle™) — 7—?"(div ﬁZ_ll_[e",e” —IIe™)

= —7, (U ' VITe", e") — %(dw A" e, en).
Or en utilisant 'inégalité (3.8) et le lemme 4.2.4, on a :

7 (@)1 VITe™, &)

< cremall@) | Loz || div ag ||| L2 o) 1€ Lao)2

2
c
S 2511607—11HdlvuhHLQ(Q) + Tn||en||L4(Q ||u H%‘l(Q)Q
S €10 o o
SﬁTanlVUZH%Q(Q)+0177T"||e"|\L2(Q)2IIe"HXHuZ 1||L2(Q)2||uZ .

Or en majorant ||} '||12(q)2 par une constante d’aprés le théoréme 3.2.3, on a :

|7, (W) Ve, e)|

2
Ci6 €10 _ €11 5 112
S 2610Tn|‘dlvuh”L2 Q) +C/17 2 ( H TLHX 2811||en||L2(Q)2||uZ ||X)
cls ; €10 €11 n 1112 11
< diva = — le a
< 25107—”” iv hHL2 @ T cir—- 9 ( |le™||% + 50, || ||L2(Q)2H %)
+C/177—” ~le — e 1||L2(Q)2||uh 1HX,

4811
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et comme précédemment, on a :

\%L(div a) 'Tle™, e")|

< %(261 Hlellh 1‘|L2(Q)+€12‘|Huh||L4(Q |le" ||L4(Q)2)

< Eﬂdlvuh 1320 +018E4 ol |IIag |2 (@2 [|TTag || x[|e” || L2 ()2 |[€" ]| x

< %Ildivﬁfl”%%m + c1ohy/? zll ol div g |2 (o2 [|[TIUR [ x[|€" ][ L2 ()2 le" ]| x

< &Hdivuh 1720 +0208312 (513” n||X+2h | div k720 [0R 5]l [1Z2 0)2)
< e lldiv e e + 20 (Gl R + g Rl e Faaye)
P e — 0

8613

Finalement, on obtient

—-1y2
1220

Tn
Bl < d
B 107'n‘| IVU-hHLZ(Q de1y

€10 C20€12

+T"(C”T+s mllag R l[ugl X ]le” — e |2 oy
c13 (4.43)
c €10€11 €12€13
70 ( y Teo—g e "% + 7o 0208 = |lag 5 lle™ |72 0
+Tncl7 || BN I e

En sommant les majorations (4.37), (4.38), (4.39), (4.40), (4.41), (4.42) et (4.43), on obtient une majo-
ration du membre du droite de (4.36). Or le membre gauche de I'égalité (4.36) étant égale au membre
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droite de (4.34), alors en sommant sur n de 1 & m, on obtient :

1 m 1 - n n— = n
Sllem ey + 52 lle" — e MiZage Fr Y malle”lk
2 2 —~

n=1

%\H

m
C14 _
<32l ||L2<Q>2+Z T gl = e el

€10 020612 _ _ —
+an it el IRl e — e s oy

+ZC Tn||d1Vuh||L2(Q) + ZClTanIVUhHm(Q) + Z 7'7:Hd1"uh||L2(Q)

n=1 n=1
™ c
d _1 157, n d i
+7; —|| divuj, ||L2(Q)+Z 74 56+7855 [u”|[%)]| div hHL2(Q)
" s,
5 _ _
ey <hin||f"—fm|%2<,in>2+||f”—f"\|%2<,in>2>)
n=1 Kn€Tnh
m
C? 4quT,
> = D ) +Z - Y ) +Z ol %
n=1 K €Tnh kn€Tnh

0753 6856 C14€8 C15€9 n Z 017510511 €12€13 ni2
+Z e T et IR D (T e llet Ik

n=1

075152 095465 C10€7 —
+Z B+ =50l %

C7€1 Cr = C14 ni2 ||.n—1(2
+§jm o P o g Il e

€12 10
+ZT 020 ||uh||XHen 1HL2 2+ZTnC174 @y, IHXHe" 1HL2 Q)2

n=1 n=1

En utilisant le fait que Z anb, < Z an Z b, et Z ai < (Z an)2 et en se basant sur le théoréme 3.2.3
n n n n

et 'inégalité (4.7), on a :
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%\H

m m
Z — " M[Tage +v ) mlle"llk

1
§Hem\|2L2(Q)2
n=1

C7 C14 n_
2 1(46163 88758)He

"MLz

n=1

£ Co0€E _
22(6'17ﬁ + ca2 ;ZI;Q)HQ" —e" [Tz

+

Ms

1
- 2

+ Z sTnll leUh||L2(Q) + ZCITnH div uhHL2(Q) + Z TnH div uh||L2(Q)

3ﬁ

m

+Zn14 || divay™ HL%Q)"’Z

015021 )
45 46 88789

m
C3Tn n m n n
+Z—V (32 218" = FlEgeye + 1€ = ElEa e y2))

| div a7 0

n=1 kn€Tnh
4vT,

I e YD IR S

K:neTnh HneTnh n=1

C7€3 0886 C14€8 01589 cire10en1 €12€13
+ZTn + 3 e 7L||X+Z 1774‘6207)”6””%(

€4 €7 8

075152 09545r C10€7 _
+3 15 e+ T o

C7€1 C7 €4 Ci4 ni2 n—1112

— u e
+Z (i, * Tom 2o T e e I e
€12 10 _

3 wen 2 e s + 3 ek e 1 R e e

n=1 n=1
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En utilisant le changement de variable, on obtient :

1 1 m - m
§||em||%2(9)2 T Z le" —e™ 1||%2(Q)2 + VZTnHenH%(
n=1

n=1
i c c € C20€
7 14 / 10 20€12 —102
< + E [021( + ) + caa(c 177+0227)]||en —e” ||L2(Q)2
1 46163 85758 4611 8513
n=
" 3 T, c C15C
16 n 3 15C21 . —np2
+) [Cs tot+ o=t + + ]TanlvuZHL?(Q)
1 2510 4612 46466 86769
n—
" esT
37n n n mi|2
3N (R = B+ €~ E e, )
n=1 Kn€Tnh
+ v E Tn nn Kn + E E Tn nn nn
n=1 Kn€Tnh kn€Tnn
m /
V.o Cr€3 | Cg€e¢ | Ci4€8 | Ci15€9 | C17€10€11 €12€13 C7€1€2  C9E4fs
+) [f + + + + + 20 + o ( Ca1
= 4 4eq dey 8er 8er 4 8 4 4
C10€ iy cr€ c € c
10€7 n cré1 7 4 14 P12 (|2
+ } e"||% + E CoTn+1 + +t5—+ u ||z
m—1 c
€12 n+1 n2 10 ni2
+ E , +1Cac207|| HX”e ||L2(Q)2 + E Tn+1cacl74 [z |x|le HL2(Q)2'
n=0
. - C21 14 1
n(|2 h,1 )2 _ _
La relation || div uhHLz(nn) < (Mny,)° et en prenant g1 = 674/ - 2= g2 ) €3 = g E4 est un
1C7Co C7
) .. v VEY . Co1 v 2uey 2uey
nombre réel arbitraire, e5 = ———— g6 = —, ¢7 = min(3ci4y/ —, ———), €8 = ——,69 = ,
9cgCyCa164 9cg v 9cyc10 9c14 9c15

NG

N 2
€10 = W’ €11 = §\/V0227 €12 =

——— €13 = , on obtient
3c20C22 9co0e12

1 Ve
glle" o + 5 2 male”

Z Do (W =BG, e + E = G2, )2 + (ik,)? + (2 )%) )

M, K
Kn€Tnn

m—1

+Cs Y Taralle” 72y (Calw" ™ |I% + Csl[ug][ + Callay ™[] x) -
n=0

On applique le lemme de Gronwall 4.2.1 avec les fonctions données de la facon suivante :

m
m = ||emH%2(Q)2 + VZTnHenH%(a
n=1

m

Fo=CY 1 D> (B2 = 1120y + IE" = £ T2y + (k)7 + (2 )?) )
n=1 Kn€Tnn
et

9n = Tar (Collu™ |5 + Callup|[% + Culla %) -

o1



On obtient :

m
le™ 322 +v ) mulle”lIx

n=1
Gy (0D (I = B e + 1" = 1 e + (k)% + (02)) )
n=1 Kn 67_nh
m—1 m—1
+Cs Y faTnsr (Coll0" 1% + Csllap] |k + Callup %) exp (D 741 (Callw? %
n=0 j=n

+Cslag|% + Cullay ™ 1%)).

On utilise le fait que pour chaque n < m, f,, < f,, pour avoir :

m
e 2202 + 7 Y mlle™lI%

n=1

G n(D (R = Ay + I = E e + Ol )% + (02)%) )

kn€Tnh
m—1 m—1
+Cofm D Tt (Callw™ Y[ + Cal[ap I + Calla %) exp (D 7y41(Callu (%
n=0 =0

+Cs][uf |15 + Callag1%))-

En utilisant les théorémes 3.2.3 et le lemme 4.1.5, on aura :

m
le™F2 (2 +v ) mulle”lIx

n=1
Z > (B = 2 + " = BTz + (ln)* + (12 )7) )
n=1 Kn€Tnh

Cela conclut la preuve du théoréme 4.2.5 ol on a prouvé une estimation a posteriori entre la solution u,
du probléme (Pg,,) et la solution up du probléme (F'V, p). O

Remarque 4.2.6 La condition ajoutée h, < Cs7,,Yn = 1..m avec m € {1,--- N} dans le théoréme
4.2.5 est une condition technique. En effet certain termes dans nos équations sont accompagnés par h,, et
pour pouvoir les magjorer, nous avons utiliSe cette condition. A noter que la constante C est une constante
arbitraire indépendante de n et h ( elle ne doit pas étre nécessairement petite).

Lemme 4.2.7 On a l'inégalité :

m

1 & ~ 1+aT I
i —uh|\x<2/ lar(s) — wa() s < =573 mla —wpl (444)

n=1

Preuve : Le fait que u, — 0y, est affine par morceaux, égale & u" — 4} en t", donne en utilisant la
formule de Simpson :

Tn

| () = wnol s = 5 (o (t) = o 0l + ) = )

Jr(V(U-T(tn—l) —tp(tn-1)), V(ur(tn) — ﬁh(tn))))-
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1
En utilisant 'inégalité a.b > —ZaQ — b27 on obtient :

/ I (s) = (3)] Beds — 22 () = )

_ Tn _
> T5lur(tn) = tn(ta) [k + Srllur(tn1) — a(taa)lx

F DIV tn) — W) s — Vst 1) — 0t 1)

Donc,

tn
T’I’L — —
P 1)~ )l < [ Jhars) — an(o)] s,

tn—1

D’autre part, en partant de la formule de Simpson et en utilisant 'inégalité

1
a.b < §(a2 + b%), on obtient :
tn
[ el — (o) s
tn—1

_ Tn _
?Hll'r(tn) - uh(tn)”%( + §||u7(tn,1) - uh(tn,1)||§(

2 I (rtn) = Wt Bays + 2 ()IV 01 1) = B lt-1) e

Donc .
T, _ " _ _
Pl 1)~ wn)lf < [ Jhars) = an(o)lfds < B (Jhar () — wnln) |
tn—l
s (tn-1) = B (b2l )
En utilisant la relation 7, < ,;7,_1, et en sommant sur n, la derniére inégalité donne (4.44). O
Corollaire 4.2.8 On suppose que h, < Cs7,,,¥n = 1l..m avec m € {1,--- ,N}. On a lestimation a

posteriori suivante entre la vitesse u solution du probleme (FV) et la vitesse uy, correspondante aux
solutions Uy du probleme (FV,.p) :

tm
||11(tm) - ﬁhmH%P(Q)2 + V/ ||11(S) - uh ||X < C(Z Z Tn 77n mn + Tn(nn Hn)Q
0

n=1kn,E€Tnn

+(M ) ZTn Z e |If" —fg”%z(,{n)z + ||fn_fn”%2(nn)2)+Hf_7r7'f||2L2(0,tm,X’))'

Kn€Tnn

(4.45)

Preuve : La preuve est une conséquence directe des théorémes 4.2.3 et 4.2.5. Premiérement, on utilise
I'inégalité triangulaire :

tm
latn) — a5 ||Z2 )2 + V/o [lu(s) — an(s)[[xds
tm
< 2l[u(tm) = ur(tm)|[720)> + 21//0 [[u(s) = u-(s)|[xds

tm
20 (tn) = () B gz + 20 / ur (s) — 0 (s) % ds.
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Pour les deux premiers termes du second membre, on utilise le théoréme 4.2.3 et on obtient :

tm
It = 87 acaye v [ lluls) s Wds <2e(3° Y () +Zrn|\u" g

n=1kKknE€Tnn
tm
- = 2
+(If - 7TTf||%2(o,tm7X/)) +2[[ur (tm) — uh(tm)H%?(Q)z + 2”/0 [lur(s) — n(s)|[X ds.

D’autre part, on a u, — 4y, est affine par morceaux et est égal & u™ — u}, on en déduit, en utilisant le
lemme 4.2.7 que :

t771
IIU(tm)—ﬁL”\I%2(Q)z+V/O [lu(s) — @n(s)[[xds < 2¢( Z > (nw) +ZTnllu —a,1%

n=1 k., E€Tnn

1+o, - _
HIE = ol 0,0, 0) + 200 = BT e+ 20— Y mallu” — -

n=1

Puis, on utilise le théoréme 4.2.5 pour les deux derniers termes de cette inégalité et on obtient :

tm m
lutm) — @'l[Z2 ()2 + V/O [lu(s) = an(s)|kds < 2e(D - Y () + [1F = 7f 172000, x0)

n=1rn€Tnn

m
+2e(Y Tl D b I = B [Tage, 2 + B = B 11222 + (a2 + (2 )%))-
n=1

En€Tnn

Pour déduire la majoration globale, il reste & majorer la quantité :

m tn
S [ It - w0l
n=1"tn-1

Théoréme 4.2.9 On a lestimation a posteriori suivante entre u la solution du probléme (FV) et la
vitesse correspondante aux solutions U} du probléme (FV, ) :

Z / " lhu(s) - mon(s >||de<c</ u(s) — w(s)lZds + 3 Y <n;,ﬁn>2>. (4.46)

n=1kn,€Tnn

Preuve : On considére la vitesse u solution du probléme (F'V) et la vitesse correspondante aux solutions
u} du probléme (FV, ). Pour s €]t,_1,t,],

[[u(s) = mran ()% < (Ials) = wn(s)llx + [[an(s) - ah]|x)”

n

< (Ile) = (ol + )l — ap )

On utilise (a + b)? < 2(a? + b?),

u(s) — w9 < 2 (I an(o) B+ (=1 i~ w115 )
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En intégrant entre ¢,,_1 et ¢, et en sommant sur n, on obtient

" luls) — moan(s)|%ds
Sc(/o ||11(S)—uh(s)|de—|—nz_:1/tn_1 (

tm m
<c (/0 [u(s) = an(s)l3eds + > > mlty - ﬁﬁll?nzlm)z) :

h

)2 |ay —uz—w%(ds)

n=1KpETnn
O

En utilisant (4.17) on obtient( 4.46).
Dans une nouvelle étape, on majore la norme de la fonction
_ _ 1 . _
(u—up) +u-Vu—m u - Vra, — i(dlv T1,70p) 70y + V(p — Dp)

ot

Théoréme 4.2.10 On a l’estimation a posteriori suivante entre la solution (w,p) du probléme (FV)
.y N}
) )

(Qp, mrpr) associée auz solutions du probleme (F'V ., 1), pour 1 <n < m avec m € {1

stm, X7)

1
H—(u ap)+u-Vu—mu, - Vra, — 3 div(m zap) 70, + V(0 — Dn)l| 20,

T 2 2
(nn,ﬁn) ) + ||f - 7TTf||L2(07t7H7X/) (447)

< (Z Z Tn nnnn +Tn(77nnn)

n=1kn,ETnn
m 1
n m n n B
£33 I = Bl + I )
n=1knE€Tnn
Preuve : Les solutions des problémes (FV) et (FV,, ;) vérifient pour tout ¢ € |t,—1,t,] et Vv e X

(2 (0 ) 0):9) 4 V(¥ (1= ) (0. V() — (divv.p(t) — (1)
F(u(t) - Vut) = maan(t) - Vi an(t),v) — %(div T () (£), V)
(4.48)

L@ -t v) — (Y (mrm)(1), V() + (divy, pu(t))

(’R’l Tllh( )V’]T.,-ﬁh(t),v) — 1(le Wl’Tﬁh(t)’iT.,-ﬁh(t) V),

En effet on part de I’équation (F'V') et on intercale uy,(t) dans le premier terme, 7,y (t) dans le deuxiéme
terme, 7 -y (t)Vrray(t) dans le troixiéme terme et pp, (¢) dans le quatriéme terme et on intercale le terme

v). On obtient (4.48) en utilisant la définition de uy,
)D(u}),D(v)), on peut démontrer facilement

1(diV’J'K'lﬁ.rflh(15)71'7—171}1(t),
En intercalant ensuite (v;(u)~")D(a}),D(v)), et (v (u) "
que :
(£(t),v(t)) — %(ﬁz — ;" v) = v(V(rea)(t), Vv) + (div v, pu(t)
(4.49)

}((div -0 ()T ap(t), V),

(ﬂ'l,rﬁh(t) . Vﬂ'Tﬁh(t), V) —
+ RR2 (1) (8), V).

= (£(t) — £ + R () (2)
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Donc, on a :

(%(u — ﬁh)(t),v) + (u(t) -Vu(t) — m ap(t) - Vﬂ'Tl_lh(t),V) — %((div T ap (t)moan(t), v)

—(divv, (p = pn) (1)) (4.50)
= —v(V(u—7,0,)(t), Vv) + (£(t) — £ + R () (t) + R™?(an)(t),v).
Or,

||%(u —ap)(t) +u(t) - Vu(t) — mrus(t) - Vet (t) — %(diV T (t)) Tran(t) + V(p — pr) ()| x

)
= sup ||V1||X ((E(u —a,) (1), v) + (W(t)Vu(t) — m 0, () Vs (t), v)

—%(div s (87 8n (8), V) — (p(£) — Pa(t), div v))

~ —v(V(u—ma,)(t), V(v)) + (£(t) — £ + R (uy) (1) + R (1) (t), v) '

vex [Ivllx

Pour le premier terme du second membre, on a :
v(V(u—7ra,)(t), V(v)) < vlfut) — 7, t)]]x|[v]x.

Avant de majorer le deuxiéme terme du second membre, on a

(R (an)(t), va)l < (B — £, ).

Pour le deuxiéme terme, on intercale f” et f”, on utilise Cauchy-Schwarz, on obtient :
[(E(t) — £ + £ — £ + RM (@) () + R (w)(t), V)|
< (E(E) = £,9) |+ (7 = v = vi| + (€7 — B, va) |+ (R (1) (8), v — V)|
+[RM2 (@) (t), v)]-

On prend vy = Cppv et on utilise (4.2) :

[(£(t) — £ + £ — £ + R () () + R (@)(1), v))|

< ||f(t) — f””X/HVHX + Z Chml - f}?||L2(Kn)2|V|H1(nn)2 + Z c/||f" —_ ETLHL2(/<H)2|V‘H1(/<;”)2

Kn€Tnh KETnh

+O( Y @) P Iviix (Y @22 P lviixe

Kn€Tnh Kn€Tnh

Dot
0 _ _ _ 1 . _ _ _
||a(u — uh)(t) + u(t)Vu(t) — mﬁfuh(t)VﬂTuh(t) — 5 div m,Tuh(t)wTuh(t) + V(p — ph)(t)”X’
< (VH(U — ) (D% + 1) — 1% + Y (Rl = 51172 (n, )2 + CNE" = 71220, 02)
KETnh
+Cy > bk )P+ Cs > (nﬁ:in)z) g

Kn€Tnh Kn€Tnh
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On intégre sur t entre t,_1 et t,, on somme sur n allant de 0 & m, pour f* = 7.f et en utilisant le
théoréme 4.2.9 pour le premier terme du second membre, on obtient (4.47).

O
Corollaire 4.2.11 On suppose que hy, < Cs1,,Vn=1,--- ;m avecm € {1,--- ,N}. On a que la pression
et la vitesse vérifient la magjoration d’erreur a posteriori globale désirée suivante :
([0 — an]]* (tm)
_ _ 1. o _
+||—(u ) +uVu — 1 u, Vray, — 3 divm a0 + V(0 — i)l 22(0,6, x7)
) ) (4.51)
Z Z Tn nn nn + Tn(nn nn) + (n;,n”) ) + Hf - 7T‘Ff||L2(O,t,,“X’)
n=1rn€Tnn
m — —
+ Z Z (rahie 1€ = £ {172y + Tall€" = £7 (1720, )2))-
n=1Kn,€Tnn
Preuve : On part de la définition de [[u — @y]]%(¢,) :
0= @2 (t) = [[ultn) = 8a )| 220
tm
v max (/ u(t) — an(t)||% dt, Z/ lu(t) — wTﬁh(t)H?th).
0
En utilisant le théoréme 4.2.9, on obtient :
[0 =@l 2(tn) < [[altm) — 8 (tm) |2 e
t?n m
vevmax ([ ) - wOlkd Y 3 070):
0 n=1 Kk, E€Tnn
Or d’apres la définition de uy, le corollaire 4.2.8 et I'inégalité (4.47), on obtient le résultat. O
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Chapitre 5

Estimation d’erreur a posteriori entre
la solution filtrée et la solution filtrée
discreéte

Le but de cette section est de démontrer une estimation d’erreur a posteriori entre la solution exacte
filtrée (11, p) du probléme (FV) et la solution numérique iy, correspondante aux solutions i} du probléme
(FV ,,.1). Dans le chapitre 4, on a démontré une estimation d’erreur a posteriori entre la solution exacte
(u,p) du probléme (FV) et la solution numérique @y, correspondante aux solutions @} du probléme
(FV ). Pour arriver a notre but, on va utiliser I'inégalité triangulaire. Pour cela, on va commencer
par démontrer 'estimation a posteriori entre la vitesse u solution du probléme (FV) et la vitesse u du
probléme (FV).

5.1 Estimation d’erreur a posterior:

Théoréme 5.1.1 On suppose que u € H?(Q),D(a) € L>=(0,T;Q),D(u) € L>=(0,T;Q), hy, < ctp,c72 <
Tn,¥n = 1,---  m avec m € {1,--- ,N} et que h < hy ot hg est un réel suffisamment petit lié a la
viscosité v. On a Uestimation a posteriori suivante entre la vitesse u solution du probléeme (FV') et la
vitesse @ du probleme (FV) :

ti) = 6l [Zageys + / " lus) - a(s)|xds

< C( Z Z (T (e, )? + ma(nie )+ (e, )?) 11—l 220,000 (5.1)

n=1kn,E€Tnn

+||f — WTf“%Z(O,tm;X/) + Z Tn Z (hinn - E?H%?(nn)? + ||fn - an%z(,{n)z))

n=1 kn€Tnn

Preuve : En combinant les problémes (FV) et (FV), on remarque que le couple (it — u,p — p) vérifie
que (@ —u)(0) = 0 dans Q, et que pour 1 < n < m, pour ¢t dans |t,—1,t,], VvV € Z et Vq(t) € M,

0
(5

(W) (H)D(@)(1), D(v)) = (div v, p(t) — p(t)) = (E(t) - £(t),v), (5:2)

(a—u)(t),v)+v(V(a—u)(t),V(v)) + (u@)Va(t) —ut)Vu(t), v)

/ q(t,x) div(u(t,x) — u(t,x)) dx = 0.
Q
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En prenant v =u —u et ¢ = p — p dans (5.2), en effectuant la différence entre les deux équations du
systéme et en utilisant le fait que (a(t)Va(t) — u(t)Vu(t),v(t)) = (v(t)Vu(t), v(t)) + (a(t)Vv(t), v(t)),
on aura :

1d
S VOF2 02 + VIV
2 dt

(5.3)

= (£(t) = £(t),v()) = (v(O)Vu(t), v(t)) = (@) (O)D(w) (), D(v)(?)) — (u()Vv(t), v(1))-

On cherche & majorer le coté droit de I’équation (5.3). Le dernier terme est nul et le deuxiéme peut étre
majoré en utilisant (3.8) et (3.9) par :

(v®OVu®),v(t) < [[a®lxIvO7:q)
< V2llu@®)lx VOl L2 @pellv(t)lx-
En utilisant 'inégalité : (2ab) < a® + b%, on a

VOV (©) < ORIV + VO

()~ £, v(1) < 2JIEE) ~ £@IR + IV O

On intégre I’équation (5.3) entre ¢,—1 et ¢,. On utilise les majorations précédentes et on somme sur n
allant de 0 & m pour obtenir

It o+ [ IO Bs
< Ca(JIE = £llFag0.,0) + Emj | / (r((t))D(ut)), D(v(t)))dt (5.4)
+f "2 )l (6 2 ).
Par ailleurs, en intercalant (v (u)(t)D(u)(¢), D(v(t))) au terme (v (a)(t)D(w)(t), D(v(t))), on obtient :
(v (8) (D (@)(0). Dv(0)
— (@) OB(@) (1) — w4 (@) (D)0 D)) + () (OD(w) (1), DV(D).
= (i (B)(1) ~ 1 (@(O)B(E) (). D(V(E)) + (o1 () (D — w)(B). D(v(1) (55)

H(ve(w)(8) — v (@™ )D(W)(), D(v(2))) + (ve(@; ™ )D(@R), D(v(1)))
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Or,on a:
{(a)(t) - Vt(u)(t))D(ﬁ)(tLD(V<t))>‘
] / (e (@)(£) — v (W) ())D((t)) - D(v(t))dx(

e Y / h,{n(IID(ﬁ)(t)IIF—IID(u)(t)IIF)D(ﬁ(t)):D(V(t))dX’

kn€Tnh
csh? (u(t v X
< et Z;/ ID(a Olle [D(@E() : D(v(1))|d
<aif 3 Y [ Ipe - w @l D) : De(o)|ix

< e PP |D(())] | Lo ey [V ()% -
De la méme maniére on a :

(ve(w)(OD(@ — u)(1), D(v())) < crh?|ID(u(t))l] (o) |V () [%-

((ve(u)(t) = (8 )D(u)(t), D(v(1)) < erhi [[D(t))]] z= (o l[u(t) — a5 [ x|Iv(®)]]x-

En utilisant ’équation (4.21), on a :

(D). D) < o 3 2)2) VIl

En€Tnn
En utilisant 'inégalité inverse suivante :

1D, Iz < Chp D@22 (6,

On a:
(ve(apD(u(t) — apy), D(v(t))) < eshnl D) L2 (o l[ult) — aj]| x| [v(1)] x-

Comme D(u) € L*>(0,T;L>*(£)), D(u) € L*(0,T;L>°(2)) alors en intégrant entre t,_; et t, et en
utilisant Cauchy-Schwarz, et que h, < ¢, on a :

tn
/tnl
< P2 |ID(@) | 0., 0 VO 22, 1) + LR RO Lo 00 ) IV O[L20, 10, x)

) tn I 1/2 tn ) 1/2
a2 D) |z ([ Iult) = a5 ede) / [1v(t) dt
1 n—1

{vi(w)(1)D(w)(t), D(v (1)) ‘dt

n—

ra(m 2 @2 ([ voiga)”

Kn€Tnh

e tn ~ 1/2 tn 1/2
perrd 2t ([l - ailk) ([ vionf)
1

n—1 tn—
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En sommant sur n et en appliquant de nouveau Cauchy-Schwarz et en utilisant (3.18) pou majorer le
terme 7/ *(|D(@} )| 2 (0, on obtient :

>

n=1 n—1

mo ot o 172 , 0 ftn 1/2
< VO a0+ 4 (X [ It = wBedt) (X [ v
n=1"1tn-1 n=1"1n-1

+C2(§:Tn > (nﬁ:i,ﬁ)l/z(i[” ||v(t)\|§(dt)l/2
n=1 =i

(v (0)()D(w)(2), D(v(t)) ‘dt

Kn€Tnh
M fin ~ 1/2 , 2 [in 1/2
veant?(3 [ o - aiiz) (X [ Ivolka)
n=1"tn—1 n=1"7tn-1
2 b2
En utilisant que ab < @ + 8—,
2e 2

> [ @@, by

tn—l

1 n— C5&1
<RIV 0,0, x) + T&hiﬂu(t) — 20,0 x) F ThZHVHQLZ(o,tm,X)

1 i CgE2
+£ Z Tn Z (2 )* + THV(t)HQm(o,tm,x)
n=1

Kkn€Tnh
m tn
#30 [ Ial®) = I+ bl VOl )
n=1"7tn-1

/
c ¢ max(cr, ¢ v v . 7
En prenant h? < —,sh,sl = w,sg = et h < —————— et en intercalant U} dans le
c cscs 16¢¢ 16 max(c7, cs)

1
deuxiéme terme de 'inégalité précédente, on déduit que :

> /t n ‘<Vt(ﬁ)(t)D(ﬁ)(t),]D)(v(t))> dt

n—1

3v _ _ _ o
< VO[72(0,0,x) + collu(t) = 05117201, x) + €10 D TallUfy — 0 5
16

n=1
m
+C1OZTn Z (nfi:in)Q-
n=1

kn€Tnh

En combinant les résultats ci-dessus dans (5.4), on déduit que :

tm _ m
vt +v [ IV < Co(IF = + 2o 3 (2,

n=1  Kkn€Tnn

tm
+ / () BV (3)] 22 ol

m tn m
159 RO RS SEAEE a9
n=1 tn—1 n=1

61



En utilisant le théoréme 4.2.9 pour majorer ||u(t) — GZH%Q(O 1) €t Iégalité (4.17) on a :

tm B m
vt e+ [ Iv@Beds < Ca(IE= gy + 30 3 (k) + 0, )

n=1rknE€Tnn

tm
[ IR IV s
#3[ Iate) ~ wl):
n=1"tn-1
En utilisant le corollaire 4.2.8, on obtient :

t’HL m
HV(tm)Iliz(Q)mLV/o Iv(s)likds < C4<Z Y Tl + i )? + (07.,)%)

n=1k,E€Tnn

""Hf - fH%?(o,tm;X') + Hf 7TTf||L2 0,tm; X7)

my
tm

" / () 12 11V ()22l

m

3 3 I = Bl + 67 )

Kn€Tnh

En appliquant le lemme de Gronwall (4.2.1) avec les fonctions données dans chaque intervalle Jt,,_1, ;]
de la fagon suivante :

tm
u(tm) = [[v(Em)ll72(q)e +V/O Iv(s)lIxds

Pl = Ca( 3 S (ulilih )+ 70l (7)) + 1E = Bl
Kn€Tnn

n=1

FIE = 7oy + Dol Do BT = Bl ye + 6" = £ Fag,2))-

n=1 Kn€Tnh

On obtient :

a(t) — a(t >||L2W+u/0”\|u<s>—a<s>||_%(dss+cs(z 3l P, )
n=1kn€Tmn

m

(7)) E = 110,050 T 1E = o8l 20030y T D (T D BRI = B[ e

Kn€Tnh

tm tm
I P+ [ e ([ ) dr)ds).
On utilise le fait que pour chaque s < t,,, f(s) < f(tm), et on obtient :
tm
) = 6t gy +v [ ) = e s < o (t)

T tm
e ([ la)lBedr) [ G Bes).
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On utilise I'inégalité (2.1), pour obtenir

[(tm) = @tn) 2202 + v / " fu(s) — a(s)|%ds

<40( S ulalih 4 2P + () + 1 = B

n=1kn€Tnn
+If — 7T‘Ff||%2(0,tm;X’) + Z(Tn Z hinn - ﬁf”%z(nn)z + |[f" = fn”%z(nn)z))
n Kn€Tnn
D’ou on a l'inégalité (5.1). O

Corollaire 5.1.2 On se place sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 5.1.1. On a l'estimation
a posteriori suivante entre la vitesse U solution du probleme (FV) et la vitesse uy, correspondante aux
solutions U} du probleme (F'V ) :

t’VTL m —
) = 0| + [ 1)~ an(o)lfk < (ol X RN Bl
0 n=1 RnETnh
B m . 5.6
=R )+ 3 Y (Rl )2 + (1)) (56)
n=1k,E€Tnn
HIIE = 7t 20, 0y + 1E = 20,50 )
Preuve : D’aprés I'inégalité triangulaire, on a :
tm
_ — 2 — — 2 — 2
[a(tn) — Up'll72(0)2 +/0 l[a(s) — un(s)|[x < [[atm) —ualtm)||72(0)2
. . (5.7)
Hiatn) = 67 e+ [ 116~ u(e)lB o+ [ huts) - ans)
0 0
Or en utilisant le corollaire 4.2.8 et le théoréme 5.1.1 on obtient le résultat. O

Pour déduire la majoration globale, il reste & majorer la quantité :

Z/ " () — moan ()Xt

n=1

Théoréme 5.1.3 On a l'estimation a posteriori suivante entre @ la solution du probleme (FV) et la
vitesse correspondant auz solutions @} du probleme (FV ) :

Z / " () —muh<>||xds<c</ Ca) - an®lkds + > Zm;,,{)?). (5.8)

tn—1 n=1kKkETnn

Preuve : On consideére la vitesse @ solution du probléme (FV) et la vitesse correspondant aux solutions
a} du probléme (FV,, ;). Pour t €]t,_1,t,],

1) — ()1 < (108) a0 + ([ (6) — 1)
< (1100 - wn @l + [ g - a1
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On utilise (a + b)? < 2(a? + b?),

la(0) - mrun (1 <2 (J1a0) - a5 + () o - i )

n

En intégrant entre ¢, et t,, et en sommant sur n, on obtient :

Z/ " ) - mean () %ds

tn—1

tm
SC(/O [lat) —an(t ||Xd5+2/ Il -y 1IIXdS>
tn—1
tm
SC(/ \Iﬁ(t)—ﬁh(t)||§d5+z Y Tl = i, )2>-

0 n=1r,ETnn

En utilisant (4.17) on obtient (5.8). O
Dans ce qui suit, on majore la norme du terme :

0

ot
Théoréme 5.1.4 Sous les mémes hypothéses que dans le corollaire 5.1.2, on a l’estimation a posteriori
suivante entre la solution (@, p) du probleme (FV) et (@i, pp) associée aux solutions du probleme (FV ,, 1),
pour 1 <n <m, avecm € {1,.., N}

1
- flh) 4+u-Vua-— T+ Up - Vr.a, — 5 diV(le.,-ﬁh)TrTﬁh + V(ﬁ — ﬁh)

1
IIf(u — )+ u-Va—mu, - Vra, — 5 divm, raymray, + V(@ = r)ll22(0,t0,x7)

<0o(Y S bl P A P ()Y Y (ke

n=1kn,€Tnn n=1rn€Tnn

£ — 5[ 72,2

1
_ = = 2
+Tnhin”fn f;;LHLz Kn)zp‘f'Tan" _fn”Lz(l‘in ) + ||f_7r7'f|‘%2(07tm,x/) + Hf_ﬂ-’l'fH%z(O,tm,X’)) .

(5.9)
Preuve : Les solutions des problémes (F'V) et (F'V,, ;) vérifient pour tout ¢ € Jt,_1,,] et Vv(t) € Z,
(20— )(0), )+ U@ = 70 (1), V() — (v 9,5(0) (1)
+(u(t) - vVa(t) — m ap(t) - Vrran(t), v) — = (div m - ap () mak(t), v) + (e (0)D(a), D(v))
, (5.10)
= (B(6),%) — —(a — %)~ (T (w0, V(9)) + (v, ()

—(ﬂ'l -,—l_lh(t)Vﬂ’-,—l_lh(t),\_f) — %(div ﬂl’Tﬁh(t)ﬂ’Tl—lh(t),\_f).

En effet on part de I'équation (F'V) et on intercale @i, (t) dans le premier terme, 7,1 (¢) dans le deuxiéme
terme, m -0p(t) - Vrru,(t) dans le troixiéme terme et pp(t) dans le quatriéme terme et on intercale
le terme f(div 70, (E)7,ap(t), V). On obtient (5.10) en utilisant la définition de @,. En intercalant
(ve(uy,~ 1)D(ﬁﬁ),]D)(\7)) et (v,(a)")D(u}), D(¥)) on peut démontrer facilement que :

(£(1), ) = — (@ — ;™" 9) = v(V(mran) (1), V(9)) + (div ¥, pa(t))

—(map(t) - Varap(t), v) — %(div Uy ()70, (), V) (5.11)

= (f(t) — £ + R (ay)(t) + R™2 (1) (1), V).
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Donc, on a :
0

(5

—(div v, p(t) — pu(t))

U —1p)(1),9) + (A(t) - Va(t) — m () - Varag(t), v) — %(div -0 (8) T (1), V)

) ) (5.12)
= —v(V(@ - 7,0,)(t), V(V)) + (F(t) — £ + R"' () () + R™2(a,)(t), V)

H%(ﬁ —up)(t) +u(t) - va(t) — m-ap(t) - Vo (t) — % div m -ap(t) mran(t) + V(0 — pn) ()] x/
0

1 o _ _ _ _ _ _
= slelg Tl (a(u —ay,)(t),v) + (a(t) - va(t) — m - us(t) - Vrra,(t), v)

—_

(i T B (£)7, 8 (8),9) = (P() = (1), div \7)

= sup ——— (= v(V(@ - mw) (1), V(¥)) + (1) — T + B (w,) ()
vex [[Vl[x

+RM2 (1) (1), V) — (Vt(ﬁ)(t)D(ﬁ)(t)vD(V)))

Pour le premier terme du second membre, on a :

v((Va(t) =), VV) < vlja(t) — (0] x]19]]x

Par ailleurs, en intercalant (v (@)~ ")(¢t)D(a})(t), D(v(t))) dans le troisiéme terme (v (@) (t)D(w)(t), D(v)),
on obtient :

En prenant D(a) € L*>(0,T, L*°(£2)), on obtient :
(n(@)(OD@)(1),D(V) < Cip*|la) —a; = x|Iv]x
+CL D (i, )P) 3119l 1x

Kn€Tnh

+C3h|[a(t) — upflx|v]lx-
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Pour le deuxiéme terme, on intercale f”, on utilise Cauchy-Schwarz, on prend v, = C,,V et on uti-
lise (4.2), on obtient :

[(E(t) = £+ 7 = B+ RM (1) (1) + R2(,) (1), 9)|
< () — B, 9)] + 1" — B2, v — v+ [(RM (@) (), 7 — 9,
(R (a,)(0), 9)]

< B — [l [Vllx + Y chu,

KETph

oS ) I+ CE S 202 Ik

Kn€Tnh Kn€Tnh

7 — f}?HLz(Q)2H‘_’HL2(Hn)2

1 1
D’oil en prenant h? < ch et h < min(ﬁ, E)’ on a
1 O3

||%(ﬁ — ﬁh)(t) -+ ﬁ(t)Vﬁ - ’/leﬂ,-(t)flh(t)V’]TTﬁh(t) - % div 7Tl77ﬁh(t)7T7-flh(t) -+ V(f) - ﬁh)(t)HX/

SCé(\l(ﬁ—ﬂfﬁh)(t)llﬁ(+|If(t)—f”ll%+ Dok I = 6

kn€Tnn

O )P Y k2 P+l - apE + llade) - agli)

Kkn€Tnh Kn€Tnh

Nl

On intégre sur t entre t,_; et t,, on somme sur n allant de 1 & m, pour f* = 7.f et en utilisant le
théoréme 5.1.3 pour le premier terme du second membre et en intercalant @} au niveau du sixiéme terme
et en utilisant 5.1.2, on obtient (5.9).

O

5.2 Conclusion

Corollaire 5.2.1 Sous les mémes hypothéses que dans le corollaire 5.1.2, on a que la pression et la
vitesse filtrées vérifient la magjoration d’erreur a posteriori globale désirée suivante :

([0 = an]] (tm)

1
+||—(u — uh) +uVa —m TuhVﬂTuh — 5 div m supmeuy + V(p ph)”L?(O,tm,X')

< C Z Z Tn 77n Kn + Tn(ﬁﬁ,in) nn fc,, + Z Z Tnhiann - fi?”%?(nn)z

n=1kn,E€Tnn n=1KknE€Tnn

+Tnhin|‘?n - f}?HQLz(K”y + [|f" = f'n||2L2(m)2) +[If - 7TTfH%2(o,tm,X/) + ||f - ﬂTfH%Q(O,t,mX'))'

(5.14)

Preuve : On part de la définition de [[a — )] (¢,) :

[0 = ap]P(tm) < [10(tn) = Bn(tm)[[Z2(q)

romas ([ a0 - e ||th2/ la(t) — mean(e)| ).
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On utilise (5.8) et la définition de @y, on obtient :

([ = an]]? (tm)

< [[6(tm) = n () 13 g2 + v max / e - w0l Y S 07,7

n=1kn€Tnn

Or d’apres le corollaire 5.1.2 et ’équation (5.9), on obtient le résultat.

67



Chapitre 6

Les majorations des indicateurs

Dans ce chapitre, on démontre une majoration des indicateurs.

6.1 Majoration de (772:,1%)2

Dans la suite, pour pouvoir estimer l'indicateur (nff:,lw)Q, on vérifie la propriété suivante pour I'opérateur
défini dans (4.6) : Pour tout v; et vo appartenant & Z, on a :

vin (V1) = vin(V2)l| 2,y < chi, [ID((V1 = ¥2)(%))]] L2 (x.,)- (6.1)
En effet : )

e (V1) = ven(V2)ll£2(k,) = (/ lvin(V1) — Vth({’2)|2dx) .
Or,

Vi (V1) — vin(v2)| < ﬁ /Mut(w)(x)—ut(va)(xﬂdx

1

|#n

< / 2 |ID(¥) — 92)(x)||pdx.

Donc, en utilisant 'inégalité de Holder, on a

|/€n|1/2 1/2

chi D1 = ¥2) (¥ L2, ||

Kn

e (V1) = vin (Vo) 22 (x,) < o]

Théoréme 6.1.1 Soit D(u) € L>(0,T,9Q), hy, < cr,. On a Uestimation suivante :
Ta(me,)? < CsL(we,) (6.2)
ol
L(w

= (|ﬁ - ﬁZ\%z(tn,,l,tn,Hl(Wm +[|f - anZL?(tn,ht",H—l(W))Z + T Z hi;an - fﬁ”%?(,g;y
K EW

~

(6.3)

o, o _ _ 1., L o
+||a(u —u)+ua-Va—m,ua, Vi, — 3 divm om0, + V(P — ph)||i2(tn,1,tn,H*1(W)2)
+la - ﬁZ_l|2L2(tn_1,tn,H1(W)2) + [lne (1) — Vth(ﬁ)‘|%2(tn_1,tn,L2(W))>7
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et w,, désigne la réunion des éléments de 7,5 qui ont au moins une aréte commune avec £,.
Preuve : On procede en 4 étapes :

1. On considére ¢ €]t,_1,t,[ et on ajoute et on retranche les deux termes v (u) ')D(a(t)) et
ven (W) 1)D(a(t)) au quatriéme membre de (nl-} )? et on obtient :

(e (@) = ven (@ " ND@)Z2 e,y < 2@ ) — v (@~ ))D(@E — a®))ll7z )

+2[| (e (871 — v (@ ))D(())][7 2, -
(6.4)
On intercale v;(u(t))D(u(t)) et ven(u(t))D(a(t)) au niveau du dernier terme du membre de droite
(6.4) et on obtient :

(e (™) = ven (@ =)D 72,y < 201 (@ 1) = v (87 )D(E] = a(t))l[F2 s,
4| (e (@77 = (@E))D(AE) 2,0,y + 8l (e (@(1)) — v (8 )D(EE))][F2 e,

+8[[(ve(a(t)) — ven(a(t))D(A(t)|l72(,,.)-
(6.5)

En intégrant entre t,,_1 et t,, on majore le premier terme du membre droit de (6.5) par :

tn
/ (@) = v (DD — 65(8)][ 2,
tn—1

n—

B /t:nl (/Nn [(Chin D(ay ")|lF — ol / ch? ||D(a )||Fdx)]D)(ﬁZ - ﬁ(t))]zd")dt

tn
< DG ey [ D0 01,

tn—

En utilisant l'inégalité inverse, le fait que h,, < ¢, et 'équation (3.18), on a :

/ @) = v () DG — 6] 2t

tn—1

tn
< C'hnﬁnl\D(ﬁﬁ_l)l\%z(mn)/ D@} — a(6))lIZ2 () dt
1

n—

SN 32
< Clh/{n|uh u|L2(tn71,th1(i€n)2)'

En utilisant le fait que |[[D(@)|[ (0,7 0) est bornée, on majore le deuxiéme terme du membre droit
du (6.5) par :

/ @) = (@)D 2a e, dt

tn—1

) ([

n

(@)l — () D) dx)de

t’!L
< hd |ID()] |~ 0.2 / (@ — ) 22, dt
1

n—

4 |= —n 12
< thnn‘u |L2 tn—1,tn,H (kn)2)"
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De la méme maniére et en utilisant (6.1), on majore le troisiéme terme du membre de droite de

(6.5) par :
tn
/ (e () — v (=)D 22,
tnfl
b 1
< D@2 w010 / e (8(8)) — v (T2,
n—1
< c3hﬁn la — ﬁzfl|iz(tn_1,th1<nn)2)'
Enfin,

/ n (e (@(t)) = ven (WE)))D())[1 72,y < cal|ve(@) = vin(@) 2, 0 120s0))-

tn—1

En regroupant tous les inégalités precédantes, on obtient :

tn
/ (e (@) — v (@ ™D 22 e,y < cthi, 0] = WlT2g, 40 1002
tn—1 (66)

sty 0 = 05 o, g ey el (@) = ven @), 220

2. En utilisant 'équation (4.14), la solution @ du probléme (FV) et la solution i, associée & la solution
(0})o<n<m du probléme (FV,, ) vérifient : Vv € Z, v, =0 € X,p, et ¢ €]t,_1,t,],1 <n <m,

e 1 =N —n— S to (S AN —n— =N
(B — — (@, — ;™) ¥) + (div(v), pp) — (W - Vag, v)

(1) Premiérement, on prend :

e 1 =N —n— =N =N =n— =N =n— =N
(£ — ?(uh — ;) = Vpy + vAug + V- (v (" D(ug)) - ap - Vay,
n
_ 1
V=V, = —3 div ﬁzflﬁ}f) . SUT Ky,
0 sur Q\Ky,,
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avec 1, la fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées barycentriques associées de k.

En intégrant par parties, on a :

£ 1 - =N SNn— =N SN— ="
/ (f{; — —(ap —uy, HY+vAal + V- (ven (0, 1)D(uh)) —u 1 -Vay,

Tn

1
5 divey ey - Vp;;) (x)¥,, (£, x)dx

0 _ L o _
:/ (E(ﬁ_ﬁh)(t) +a(t)-va) —uy - vay - idlvuh lay +V(p—ph)(t))vKndx

(F(t) — F)9,., dx — / (" — £, dx

Kn

+/H uV(ﬁ(t)—ﬁﬁ)V(vﬁn)dxf/

n Kn

+/ (e (@()D(@)(¢) — ven (8 )D(@}))D (e, )lx.

n

En remplacant v, par sa valeur et en intégrant entre ¢,,_; et ¢,, on aboutit a :

e 1 =N —n— =N =n —n— =N —n— =n
ol (£ — ?(uh -4 1) = Vpp +vAuy + V- (v (T 1)D(uh)) -4, ' Vuy,
n

1
—5 div a2 2

t
n o, _ _ o T e L
< [ (15— w0+ (@ V) - Ve - G dva e+ V- p e
n—1
Vi |11 () + V10 = O 1 (o) Vi L1 () + E = =1 ey [V L1 ) + 1E™ = £ L2 )

tn
H"fnnllmm))dH/ [l (@) OD(@) () — ver (8 )D@ED)| 200, DT, ) 220, -

tno
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La relation de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

o 1 =n —n— —n =n —n— =n —n— ="
|l — — (W] — 07 ") — Vpj + vAdy + V- (s () )D(ay)) — u ' Vay

1
— g divay T e ¥ e, e

a = = = = =n— =M 1 o, mn—1l=on = =
< ||§(u —)(t) +a-Va-—u, . Vuy, — §d1Vuh 1uh +V(p _ph)||L2(tn717tn,H_1(fin)2)

tn

t
"o 1/2 _ _n _ 1/2
(/ (Wi [E1 (0)2) )" + w0 = R | L2ty 0 H ()2 (/ (Vi o1 () 2t
tn—1 tn—1
tn _ _ _ _ tn 1/2
+/ £ = £ | L2 (o) Vi || L2 s,y A + ||f—f"||L2(tn71,tn,H—1(mn)2)(/t (190 1 1,0) ) )
tn71 n—1

t
_ _ o n "o 1/2
[ (e (@) (D) (t) — ven (@ D@ 12601 t,2205m)) / [Vien [712 1, )202)

n—1

1
(@—uy)(t)+a-Va—ay ' vay - 5 div a)tay

=

SIS

< cg (T

3

1
2 |43 =N o
Hl(k,)2 T VTn |ll - uh|L2(tn,1,tn,H1(nn)2)-|Vn|H1(nn)2

V@ = D)l L2ty o =1 (50)2) | Vi
— — 1 _ — _
FTal I = £ L2 (o) [V |22 () + 72 1€ = £7 1 L2000yt 1 00)2) Vi [0 ()2
1 ~ B e _n B
77 || (W) ()D(@) () — ve (@) VDO L2001, 22 (0)) | Vi |11 ()2) -

En multipliant par hi" et en utilisant (4.1.1), on obtient :

— 1 _ _n =n S a? THE uy
mahi ||(£) — ?(flﬁ —up ) = Vi +vAuy + V- (v (upHD(ay)) — ap - Vag,

1. —n—1=-n
5 div, VU TR [ PA

1
(@—u,)(t)+a-Va-ay ' va) — 5 div a;) 'ay

Sl

SIS

< er(m
1 _
VD = P2t 1t 1 (100)2) P | Vi [ L2 (k)2 + 0T [0 = UR 220, 1t 1 (00)2) P ([ Vi | L2 (k)2
— — 1 _ —
TP, £ = 7112 (k)2 e | Vs L2 ()2 + 70 1 = £ 2200t 1 (00)2) Pt Vi | 22 ()2

1 o o _
+73¢ || (@) (OD(@) (1) — ven (@~ ID@E) |22t 2200 P [V || 22002 -
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1
La relation a.b < 2—a2 + %bz permet d’avoir :
€

_ 1 _ _n —_n —n
mh || (6 = = (83 — ) = VEf, + vAW; + V- (vin (8 )D(EF) - 67! - Vi

n

leUn 15 n) 1/2||L2 (Kn)?
= = =n—1 —n 1 di n—1—
(251” (@—u)(t) +u-Va—-u, - Vu, - 5 divag al!
_ 1
+V(p _ph)Hiz(tn_l,tn,H 1(kn)2) + Tnhi”||vﬁn||L2(n,L)2 —|— V|u uh|LZ(tn Lt HY (R0)?)
6727—7117'2 va H%2 2 + 77—71 an - fh ||L2 2 + Tnh2 H R ||%2 2
2 Kn n (Kn) 253 (Kn) 9 Kn n (Kn)

€4 _
he Vel 22,2

+£||f - fn||%2(tn717tn’H71(“n)2) +
1 _ _ n—
+2755||yf(u)(t)ID)(u)(t) 7th(uh 1)D(uh)”L2(tn 1t L2 (kn)) + Tn )gn”VKnHLZ(/@ )2)

On intercale v (@}~ ")D(ay) et v (a(t))D(ay) dans || (@) (H)D(a)(t) — l/th(ﬁz_l)D(ﬁZ)H%z(M) :

[l (@(8))D(R(E)) — i (8 HD(ED)|1Z 2,y < Cr (II(Vt(ﬁ(t)) = v(a D)D)z,
H (e () (D(a(t)) = D(@p)|[7z,,, + (@) — Vth(ﬁﬁfl))D(ﬁZ)llizmn))~

(6.10)

(6.11)

Or en intégrant entre t,_; et ,, et en utilisant I'inégalité inverse, I'inégalité (3.18) et le fait que h,, < c7y,

on majore le premier terme du membre droit du (6.11) par :

/ ") — v (@)D 2

tn—1

- /:1 (/n [Chin(HD(ﬁ(t))HF - IID(ﬁZ*1)||FD(ﬁg)rdx)dt

n

<ent, [ ([ [p@o -w e el a)a

n— n

tn
<t D ey [ D) = 0l

n—1

2 =~ —n—12
S ¢ hH"|u_ ‘Lz(tn lytn;H (Kn) )
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D’autre part, en utilisant que D(u) € L*°(0,T, ), le deuxiéme terme du membre droit du (6.11) peut
étre majoré de la facon suivante :

/t (@) (D) — D)2, dt

= [ ([ [ amaien - up) )i

n— n

tn
< R ID@ ey [ D) = 0B, i

n—1

274 1= =n|2
Sl =R i ()2

En utilisant (6.6) et en regroupant tous les inégalités précédantes, on obtient :

tn
/ [lve(a(t))D(u(t)) — v (@)~ D(@R)|[72(,, dt < C2(|‘_12 — 0720, e H (s0)2))
tn—1 (612)
= T e @) = @12 1))

En remplagant v,, par sa valeur et en utilisant la propriété (4.1.1) et (6.12), I'inégalité (6.10) sera de la
forme suivante :

e 1 — =n =N ST— =N ST— ="
erah? || (B = — (@, — ") = Vpj + vAuR + V- (v (8], )D(@]) - w7 - Vaj

1
5 divar a2, e

(251“ (@—u,) () +u-Va—u} - vay —idlvuz lay

1
_ _ 2 — —n|2 2 n
+V(p _ph)||L2(tn_17th—1(,{n)2) + mhl - uh|L2(tn,1,tn,H1(/-e,,L)Q) + %, Tnhnan — £ HLZ(M
_ - 1 _ €1 +éex+egzteg+te
2 . 1téx+eztegtes
+£\|f — L2t 1t 1 ()2) T £|u — W L2ty B (m)?) T B)

r 1 —n —n— —n =N n— a a~ ay
c’QTnhinH(fﬁ_?(uh—uh 1) = Vil +vAug + V- (v (0 )D(0f)) —up - Vg,

n

n—1l=n

1 1 _
g A B ) e,y + g () v e,y 220

.. & .
Et en choisissant €1 = €9 = €3 =¢4 = €5 = T s on obtient :
50c"? ¢y

e 1 = = =N =N —n— =N = =T
bl 16 = — (@) = 3 ™h) = Vpp, + vAu; + V- (v (0 )D(0)) — wy - Vag

; (6.13)
1 o =n—1=n\[2
— 5 divay )R, o < L)

ou la définition de L(W) est donnée par (6.3).
(2) Deuxiément : Pour tout e, € e,,, on note par | Pautre élément contenant e,. On introduit la
fonction :

RIL = [(vVay + v (uy)D(a)))n — pinle, . (6.14)
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On prend v = V., = L, (R}i t.,) qui se prolonge par 0 a Q dans (6.7). Par définition v, =
Le, (Rﬁin
qui contiennent e, . Par suite :

e, ) est Popérateur de relévement qui est & support sur au plus de deux éléments de 7,

—(u; — )+ VAT + V- (v (W HD(ay)) —ap - vay
~divay oy - Vp;;) (X)Ve, (x)dx — / Rl (RyL de,,)
0 — — — — —n—1 —n
- (a(u —w,)(t) + at) - Vat) — o)t vap —
kn UK,

5 diva] )+ V(5 - ﬁh)(t))\’/endx
+/ vV(u(t) —ap) : V(ve, )dx — /
kn UKL

w (F(t) — E")v, dx — /
+meywwwmww—wu

(6.15)
On obtient alors :
- / RiL (RUL We,)
€n

0
[y G

(@—ap)(t) +a(t) - vVa@®) —ay ' vay — % diva}~'uy +V(p - ﬁh)(t))vendx

+/ﬁn . UV (a(t) — al) : V(e )dx — /ﬁ » (E(t) — £")v. dx — / »

+/ (v (@) (OD(@)(£) — v (@ )D(}) : DV, )dx
kn UK,

(6.16)
m 1 =N =n—1 —n —n—
— (fh — —(ay —u," ) +vAuy + V- (np(ay
Kn UK’IN. Tn
1

tonn—lean L
*gdlvuh a, — Vp,

) (x)¥e. (£, x)dx.

(f" — £7)v,, dx

HD(ay) —a,

- =1
—u,”  -Vu,
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Or, en intégrant (6.16) entre ¢,_1 et ¢, et en appliquant Cauchy-Schwarz, on obtient :

1
Tal|Rive, (Ve )2 |72,

9 = = = — = = =n— =n 1 oy nt—1lsn
S ||a(u—uh)—|—V(p—ph)+u-Vu—uZ 1V-uh—§dlvuz 1uh||L2(tn717tn7H71(K/nU’{{n)z)

tn

tn 1 1
_ 2 _ _n _ 2
(/ Ve, |%—Il(nn Un;)zdt) +vla =y, st H(k, U rss)? (/ Ve, |12Hl(nn U/{’n)2dt)

tn—1 tn—1

tn 1
_ _ _ 2
HIIE = 71 21 050 U2 / Veu 35 ey o 202
-1

n

b r 1 =T —n—
vt + [ I~ (- )

n

tn ~
[ = Bl e,

thn—1 tn—1

— —n— = —n— — | —n —n
+vAT} + V- (v (0 HD(aR)) — up'vay — 3 diva)~'aj — VohllL2 (v, Unt )2
‘|‘78n||L2(anng)2dt
ln
= = —n— =n S 1/2
(@) (D) (8) = v (DR 220, 0,200, Ui / Vel e U g 2E)

n—1

En multipliant par he,, on obtient :

1
Tnle,, RZ:;L (Ye,)? ||%2(e”)

o - - P .
(ufuh)+V(pfph)+u~VufuZ 1V~uZ—fdlvuZ 1uZ||L2(tn71:tnsH71(NnU"Q;l)2)

< el

[\

1 - P
7_73 hen|‘_’en|H1(fin U~kl,)? + ||f - anL2(tn,1,tn,H_1(nn U, )2)7—T3 henlven‘Hl(nnUn/ )2
n n n

1 _ _ 1
70 he, [1E" = 71122 e Unr 2 T Ve 22 U st )2

1 - 1
e B — (0 — 0 )+ vAwg V- (v (D) - wp - Vag

n

1
—5 div flzilﬁz — vﬁZHL?(nnUn;l)zTT% ||‘78n||L2(Kn Us)2

1
o 1o
V[0 — Wy L2 (4t B (0 Un)?) T e [ Ven |22k U )2

[l (@) (OD(@)(E) — i (8D 201 022000 U g T e [[Ve, | 2200, U m;y)-
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1
On utilise 'inégalité a.b < 2—a2 + ng, pour le second membre, et on utilise I'inégalité (6.12), on obtient :
€

1
Tnhe, ||RZ in (Ye,)? H%Q(en

1 0 . e
11(ﬁ||§( a,) +V(p—pp)+a-Va-ay ' vay - le R Dt 5 U g)?)
€6 _
t Tnhgn Ve, %ﬂ(nnun 2 T 7||f fn”L?(tn Lt H= (5 Uns)2) T Tnh2 Vel H (rp U r},)?
1 2 n 1 n 1 —n —n—1
+TTnh 16" = £1172 0 U mr )2 + 2 TnHVenHB(MUH 2t a5z ngheanh - 7(‘1h —u, )

1
+vATG} + V- (v (apHD(ay)) —ap - vay — 5 div Wy — V[T, U2

1 €
_ —n2 10 2 15 |2
) G =03 Lo,y H (k0 Uns)?) T o5 The, Ve, [t (e, Unr )2

&9 = 2
g llVedl e en Unt + 3o

2
L (@) (@)|17
u-—u, Y —V
- L2t 1.t 1 (e Umi)?) T 51V L2 (s . L2(50)

€11 = 2
+77—nhen |V6n |H1(nn U K’T,,)z)

1 0 _ _ _ _ _ _ —n— — n—lgn
SC”(TQIQ(“—%HV@—M+U~Vu—uh ' vay - dlvuh M2yt e U )
1 - 2 1 2 n M2
4'2?7||f—f L2t 1t =1 (n Ut )2) T 2€8Tnh6"||f =2 e U )2

1 1 Lo
—|—£Tnh5n\|f}f — T—(ﬁZ ) ) +vAuy + V- (v () D)) —ap !t vay — d1V a; 'ay
eg + &g _ 2
Tn”ven”Lz(fcnUn’n)Z

*VpZHQm(M U~r?)?2 + ) |t — ﬁm%%tn,l,tn,Hl(M Urin)?) +

2(e10+€11

+€6+€7+€10+€11 B2 E |2 +L|ﬁ —n 1‘
5 Tnlle, Ve |H (k,, U k1,)2 2e11 L2(tp—1,tn,H (kn Us},)?)

1 — —\ 112
JrEHW(U) = ven (@220, 0,22 (s Unﬁl)))'
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1
Or d’apreés la propriété |[Le, V||L2(x,) + he,|Le, VIE (1) < €hé,||[V][L2(e,,), on aura :

1
Tn en”Rn en (q/jen)2 H%ﬁ(en)

1 9, — = = — — —n— —n L. —n—1l-n
13( ||8t( — )+ V(p—pr) +u-Va-—uy bvay - idlvuh 1uh||2L2(tn,1,tn,H*1(f@nUm;l)Q)
1 r mil|2 1 2 m mi|2

+7Hf =2t - (e Uy T %es The, 18" = 7117200, Unr )2

1
—i——Tnh2 £ — —(uy — uy 1)—|—VAuh+V (uth(ﬁzfl)ﬂ))(ﬁﬁ)) a, 1 -Vuay,

2e9 én '

1 — -2
—idlvuh ujy — VthLQK,LUm’)Q m\u—umL?(tnfl,tn,Hl(mUH;P)

€6+E7+€3+€9+€10+€1102

'I'L € R € ?
2 7|| TLE,L(,L/) n)

+ 1Z2(en)

1 1 2
JFEW*U \L2(tn Loty H (ki U K7, )2)+2 |[vs (1 )*Vth(u)||L2(tn,1,tn,L2(nnUW)))-

En utilisant la premiére propriété (4.1.2) et en remplagant RZ:}EH par sa valeur, en prenant e = €7 =

£g = &g = €19 = €11 = et en sommant sur 0k, on obtient :

28 ct C13

Tn ( Z he,,

en€ep,

(v + v (@, )D(@))n - pin e, ) < Llwy,). (6.17)

(3) Finalement comme diva =0, on a :

/ gt %) div(u(t, x) — i (t %)) dx = — / ot %) div i, (t, x)dx, (6.18)
Q Q
On prend

q(t) = qr,, (t) = divay,(t)Ex, -
ol &, est la fonction caractéristique de «,, on aura :

/ divay, (¢, x)(div(a(t,x) — ap(t,x))dx = 7/ (divay,(t,x))%dx.

D’aprés Cauchy-Schwarz, on aura :

|| div @ (¢, X)H%z < || div ﬁh(t>x)||L2(nn)H div(a(t,x) — ﬁht,X)Hsz(Hn)

(”in)
et par suite
|| div @y (¢, X)”L?(nn) < || div(a(t,x) — apt, X)‘|L2(nn)~

On intégre entre t,_1 et t,,

|| le ﬁh(t7 X) | |L2 (tn—htn 7L2(’Qn)) S || le(ﬁ(t, X) - ﬁht’ X) ‘ |L2(tn717tn7L2(”@n)) ‘

Or,
T div ey (30 g < 1@ st 2200
< [ div(a(t, x) — @nt %) 22y 0 L2000 (6.19)
< V2|t x) = Gp(EX) | L2 (81 b, HY (10)2)-

En combinant (6.6),(6.13), (6.17) et (6.19), on obtient les résultats désirées.

On estime maintenant le terme (/-2 )2.
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6.2 Majoration de (772:,2%)2

Théoréme 6.2.1 Soit D(a) € L>(0,T,Q). On a lestimation suivante :

Tn(’r]’rb,l{n)Q S 04 (hﬁn |ﬁ271 - ﬁ|%2(tn—1,tn,H1(Kn)2) (6 20)

R 0 = 0Ta g, (e T |‘Vt(ﬁ)D(ﬁ)||%2<tn71,tn,L2<m))'
<

Preuve : On intercale v;()(t)D(u)(t) dans (n-Z )? et on utilise le fait que (a + b)?
obtient :

2(a® + b?), on

e (@ D@72,y < 2@ D(@R) — v (@) OD@)(E)][Z2 (s, ) + 2 (@ OD@)@)]72 (s, )-

On intercale v, (1) (t)D(a}) dans le premier terme a droite

e (@ D@72,y < Al (ERY) = (@) (@)DE)IF 2,y + Al (@) OD(E] - 8(t))][72 .,

+2[[re (@) (D (@) (1)1 2, -

Or, en utilisant 'inégalité inverse :

() = @D g,y = [ (eh2, 1D = 50l D) dx

< hL D e, e [ DG~ (o) x
< IR D)2 05 = (0 s, e

De plus, en utilisant le fait que D(u) € L*>(0,T, Q)
2
(@D = a) e,y < [ (b, DG D]~ a(e)]) dx

Aht

Rn

IA

D) | 1D — a(t)Px

Rn

IN

hig D@ Foe e, 2 107 = Q) T, 2
Enfin en regroupant tous les inégalités précédentes, on a :
(@ D@72,y < AR D@20 1057 = 0lF (0,02
a2 hy (D) (0] (2 [05 — 00 (e, 2
+2[[ (@) (D (@) (1)1 72,2

En intégrant entre ¢,,_1 et ¢, et en utilisant que h, < c¢7,, on a :

t’!L
m(mz,)? < TnIID(ﬁZ)II%z(mz/ 4" b, [0 — A3, 2 dt
1

tn—

tn tn
HID@)[F e (0.7, / AKE [0 — UlF (02 + 2/ v (@)D (@)|[7 5, -
th—1

tn—1
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En utilisant (3.18) et que D(a) € L*°(0,T, )

Tn(nﬁ:in)Q < Cl(hnn

W = W, ety P @OD@| e, b, 220))
+hi§n lap — ﬁ\%z(tn_l,tn,Hl(nn)z))’
O

Remarque 6.2.2 Dans le théoréme 6.2.1, le terme \|V,5(1’1)]D)((1)||2L2(tn_1 tn L2 (1)) €SE UNE erreur prove-

nant du filtrage effectué au systéme de Navier-Stokes de départ. Il est de l’ordre de h (car il est au carré)
et on remarque qu’il est d’ordre plus grand que celui qui le précéde (h,{n|ﬁ271 - ﬁ|2L2(tn_1’th1(Kn)2)). On
peut le considérer comme une erreur de source provenant du filtrage du type Smagorinsky.

Pour finir les estimations des indicateurs, il nous reste a estimer le terme 7, . .

6.3 Majoration de (77,:’,%)2

Théoréme 6.3.1 Pourt € [t,_1,t,], on a lestimation suivante :

() < Cs (\ﬁ R R L Wfﬁhlizunfl,tn,Hl(m?))' (6:21)
Preuve : En utilisant la définition de uy,(t), on obtient V¢ € [t,—1,t,] :

t—tn —n —n—1

up(t) = mruy(t) = (ay —u, ™).

Tn

Alors :
t—tn

2|V — ) 0] < V(@ w) (630 + [V (@~ mew) (%))

n

En utilisant la relation (a + b)? < 2(a? + b?) et en intégrant sur x,, on obtient :

t—1y,

|T7\2||V(ﬁ2 - ﬁzfl)(X)HQm(nn) <2(|[V(@ = wn) (8, %) 72,y + V(@ = 7ran) (6, %)|[7 20, ))-

En intégrant entre t,,_1 et t,, :

(0 )* < 6(|1_1 — W72, ot g2y T O Wrﬁh|i2(tn,1,tn,H1(nn)2))~
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6.4 Conclusion

Sous les mémes hypothéses du théoréeme 5.1.1, la pression et la vitesse exactes et filtrées vérifient la
majoration suivante :

tm tm
o0 S0l ey + [ ) = s+ [l s
1 _
+|\*(u —Op) e Va - m ety Ve, — 5 diva Gy tn + Ve — i)l 0,6m,x)
tm tm
[ = i 0,1, 02002) + / a(s) = au(s)llds + / = e
0 0

1
+|\—(u —ap)+u-vVa—m 0, Vr.a, — = d1v T T, + V(P — ph)||2L2(0,t,,mX’)

m

( Z Z Tn nn Hn + Tn(nn ml) nn nn + Z Z Tnhiann - ?ZLLH%2(K”)2

n=1KknpETHh n=1KnETnh

+Tnhin”fn - fﬁ”%?(,{ny + 7|[f" — fn‘|%2(nn)2) +[1f — 71'7'f||%2(o_¢,,,r,x/) + ||f - Wrﬂ‘%%oytmyx/))»

(6.22)
ou C est une constante positive. Avec, les majorations (6.2), (6.20) et (6.21).Ce qui prouve 'équivalence
entre les indicateurs et l’erreur augmentée.
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Chapitre 7

Résultats numériques

Pour valider les résultats théoriques, on établit plusieurs simulations numériques en utilisant le logiciel
FreeFem+—+.
On considére le rectangle suivant :

A B E F
C_D

FIGURE 7.1 — Domaine de calcul Q2

ot AB=15, BC =DE=1,CD =025, EF =245, FG= AL =15, GH = LK = 0.4, H = K.J =
11, LG = KH = JI = 4.2.

1
On prend I' = 99, et v = — avec Re le nombre de Reynolds donné. On choisit la densité des forces

e
f égale & (—2,0) dans le rectangle LGHK and to (0,0) d’autre part. On implémente le schéma itératif
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suivant :

ayant ﬁ}fl € Xy,—1p, chercher (U}, p}) € Xpp X My, solution de :

1 =n —n— —n —n— =n
Vv € Xon, ?(uh*uﬁ 1,vh) +v(Vuay, Vvy) + (n(ay 1)ﬂ])(uh),]D)(vh))

n

+d(ﬁ2_1vﬁ27vh) - (ﬁ27dlv Vh) = <fnvvh>a

vqh S Mnh7 (le ﬁZJIh) = 07

On définit I'indicateur d’erreur global de discrétisation n” comme suit :

2

= ( > k) +Tn(n23in)2>

Kn€Tnh

ou
’m 1 =N =n— —n— —n —n— —n
(7723;1%)2 = hianh _7(uh_uh 1)+V'((2V+Vt(uh 1))D(uh))_uh 'Vay

n

1. _ .
_ileuZ tay, —VPZH%z(nn) + ||d1VuZ||2L2(nn)

5 30 bl + v )B() ~ D) 0]l

enEEky,

et
(207 = vy D) e, .

De méme on définit l'indicateur du temps #], suivant :

n£=< > (nlm)2> :

Kn€Tnh

avec

7.1 Reésultats sur maillages uniformes

7.1.1 Fonctions de courant

(7.1)

Dans cette section, le maillage uniforme est construit tel que les arétes du bord 02 sont découpées en
M segments par unité de longueur. De plus on choisit pour le calcul non-adaptatif un pas du temps fixe

1
7= —.0nprend T =5, M = 30 et Re = {200, 1000,5000} ou Re est le nombre de Reynolds. On va

M

tracer des comparaisons des fonctions de courant i pour le probléme de Navier-Stokes uniforme sans
et avec LES aux instants ¢t € {1,2,3,4,5}. En partant de la relation u = curly, on résout le probléme

suivant :
chercher ¢ € X tel que Vp € X,

(Vi Vp) = (V x u,p).
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On a choisi ’élément fini P1 bulle pour la vitesse et la fonction de courant, P1 pour la pression. Les
comparaisons sont dans les figures 7.2-7.7.
On voit que les fonctions de courant sont trés proches sans et avec LES pour Re = 200. La différence

n’apparait que pour des nombres de Reynolds élevés.
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3
3
b
3.
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JUDINOD &P eUB|| 4o 85584IA D| 8P BINPOW

200 et t €

FIGURE 7.3 — Module de la vitesse et lignes
de courant avec LES pour Re

{1,2,3,4,5}.

200 et t €

FIGURE 7.2 — Module de la vitesse et lignes

de courant sans LES pour Re

{1,2,3,4,5}.
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FIGURE 7.5 — Module de la vitesse et lignes

de courant avec LES pour Re

{1,2,3,4,5}.

1000 et t €

FIGURE 7.4 — Module de la vitesse et lignes

de courant sans LES pour Re

{1,2,3,4,5}.
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FIGURE 7.7 — Module de la vitesse et lignes

de courant avec LES pour Re

FIGURE 7.6 — Module de la vitesse et lignes
de courant sans LES pour Re

{1,2,3,4,5}.

5000 et t €

5000 et t €

{1,2,3,4,5}.
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7.1.2 Comparaison des indicateurs d’erreur pour des calculs avec ou sans
LES

On définit I'indicateur :

2

77n:< Z (777“-;”) +T’ﬂ(77nmn) +(n;,nn)2>

Kn€Tnh

Pour étudier ce qu’apporte ’ajout du terme de diffusion turbulente dans la méthode LES on compare les
indicateurs d’erreur en temps et en espace pour des simulations avec ou sans LES pour différents Re €
{200, 1000, 5000}, M € {8,16,32,64} et T € {1,2,3}. On choisit un pas de temps At = 0.25/M. On dé-

S5% n@hl)? SN mh?)? S )’

n kn€Tnn " Kn€Tnn " Kn€Tnh

- Nh,2 = — y e = - et n =
ZTn Um?{l(n) ZTn uZﬁfl(Q) Zm\u}’ilip(m
n n n

finit : np 1

Z(%)Z
ZTn\uMHl(Q)

temps tn, Nh,2 est notre deuxiéme indicateur lié a la diffusion turbulente qui provient de la transformation
de Navier-Stokes & Navier-Stokes filtré. Le dernier indicateur 7, est lié a la discrétisation temporelle qui
représente la différence de la solution numérique au temps t,,_1 et t,.

Les résultats figurent dans les tableaux 7.1, 7.2 et 7.3 pour T' = 1, dans les tableaux 7.4, 7.5 et 7.6 pour
T = 2 et dans les tableaux 7.7, 7.9 et 7.8 pour T' = 3.

On voit bien que les estimateurs en espace et en temps du probléme en utilisant la méthode LES sont
plus petits que ceux du probléme Navier-Stokes sans LES. De plus, ’amélioration est plus importante
pour des nombres de Reynolds élevés et pour des maillages grossiers, ce qui est une indication que la
méthode LES joue exactement le role qu’on attend d’elle. Toutefois, ces conclusions ne sont fondées que
sur I'observation des indicateurs ; pour confirmer cette tendance, nous allons mesurer directement 1’écart
entre les solutions numériques sur les différents maillages et des solutions de référence obtenues sur des
maillages les plus fins qu’il nous était possible d’utiliser étant donné les ressources informatiques a notre
disposition. Ceci fait I'objet de la section suivante.

Np,1 traduit Perreur de discrétisation en espace provenant du schéma numérique au
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NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M|y | e | r Ul CPU Th,1 Th,2 " U CPU
8 0.206 0 0.041 | 0.209 8.13225 0.188 0.0004 0.04 | 0.193 | 14.1472
16 | 0.105 0 | 0.0204 | 0.107 74.6725 0.102 0.00013 0.0204 | 0.104 | 111.864
32 | 0.052 0 | 0.0103 | 0.0532 | 582.173 | 0.0518 | 3.627e —05 | 0.01 | 0.053 | 819.992
64 | 0.0283 | 0 | 0.0052 | 0.0288 | 4884.11 0.028 | 9.494e — 06 | 0.0052 | 0.028 | 6543.35
TABLE 7.1 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=200 et T=1.
NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| 7h1 | %he Nr n CPU M1 Mh,2 Nr n CPU
8 0.389 0 | 0.0484 | 0.392 9.8823 0.293 0.0005 0.046 | 0.296 13.089
16 | 0.248 0 | 0.0248 | 0.2498 | 71.7714 | 0.203 0.0002 0.0241 | 0.203 100.23
32 101203 | 0 | 0.0122 | 0.1209 597.41 0.11 | 6.685e —05 | 0.0122 | 0.111 | 813.166
64 | 0.0588 | 0 | 0.0062 | 0.0059 | 4835.79 | 0.057 | 1.956e — 05 | 0.0062 | 0.0574 | 6717.37
TABLE 7.2 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=1000 et T=1.
NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| mna | 2 | 0r U CPU Th,1 Th,2 Uk U CPU
8 | 0468 | 0 | 0.0596 | 0.472 8.89518 0.33 0.0005 0.049 | 0.336 | 14.799
16 | 0.423 | 0 | 0.0353 | 0.424 71.3332 | 0.283 0.00023 0.0298 | 0.285 | 108.033
3210292 | 0 |0.0176 | 0.2924 582.989 | 0.204 | 9.152¢ — 05 | 0.016 | 0.204 | 826.214
64 | 0.168 | 0 | 0.0102 | 0.16867 | 4778.42 | 0.133 | 3.21e—05 | 0.009 | 0.134 | 6561.46

TABLE 7.3 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=5000 et T=1.
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NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| mh1 | 2 | 0r U CPU Th,1 Th,2 U U CPU
8 0.27 0 0.027 | 0.272 17.7876 0.22 0.0006 0.026 0.22 28.1919
16 | 0.127 0 0.0138 | 0.128 144.074 0.117 0.0002 0.0136 | 0.1186 | 211.396
3210059 | 0O 0.007 | 0.059 | 1127.75 | 0.0578 | 6.64e —05 | 0.007 | 0.058 | 1573.67
64 | 0.029 0 0.0035 | 0.029 9368.36 0.029 | 1.728¢ — 05 | 0.0036 | 0.029 13128

TABLE 7.4 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=200 et T=2.

NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| mna | m2 | U CPU Mh,1 Th.2 T U CPU
8 0.48 0 0.042 | 0.480 18.1907 0.33 0.00076 0.0342 | 0.333 26.0292
16 | 0.338 | 0 | 0.028 | 0.34 | 142.508 | 0.25 0.00029 0.0241 | 0.2514 | 199.113
320188 | 0 | 0.015 | 0.188 | 1167.17 | 0.15 0.00012 0.0145 | 0.156 | 1593.77
64 | 0.088 0 0.008 | 0.089 | 9604.63 | 0.082 | 3.557e — 05 | 0.008 0.082 13112.6

TABLE 7.5 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=1000 et T=2.

NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| mna | 2 | 0r U CPU Th,1 Th.2 T U CPU
8 0.54 0 0.057 | 0.546 | 19.0559 | 0.36 0.0007 0.038 | 0.364 | 27.1749
16 | 0.483 | 0 0.045 | 0.486 | 142.027 | 0.327 0.0003 0.0365 | 0.329 | 206.831
32 | 0.422 0 0.035 | 0.424 1153.93 | 0.284 0.00012 0.031 | 0.286 | 1624.97
640279 | 0 | 0.0238 | 0.28 | 9404.52 | 0.22 | 4.68¢ —05 | 0.022 | 0.21 | 12560.8

TABLE 7.6 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=5000 et T=2.
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NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M | mhy | Tz | 0r U CPU Th,1 Mh,2 T n CPU
8 0.324 0 0.028 | 0.325 28.5273 0.26 0.00075 | 0.0256 | 0.2617 | 42.2255
16 | 0.149 0 0.014 0.15 210.552 0.139 0.00026 0.014 | 0.1377 | 311.992
32 | 0.063 0 | 0.0078 | 0.0639 | 1701.84 | 0.0618 | 8.06e — 05 | 0.0078 | 0.0623 | 2333.48
64 | 0.0296 | 0 | 0.0041 | 0.0299 14858 0.0295 | 2.09¢ — 05 | 0.0041 | 0.0298 | 19350.1
TABLE 7.7 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=200 et T=3.
NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| 7h1 | %he Nr n CPU Mh,1 Mh,2 Nr n CPU
8 | 05107 O 0.041 | 0.512 26.9692 0.369 0.00081 0.035 | 0.371 39.589
16 | 0.393 0 0.038 | 0.395 215.8 0.289 0.00035 0.035 | 0.291 | 300.839
32| 0.215 0 | 0.0247 | 0.2167 | 1704.74 0.176 0.00013 0.024 | 0.178 | 2362.72
64 | 0.091 0 | 0.0134 | 0.0915 | 15069.2 | 0.0838 | 3.89¢ — 05 | 0.0134 | 0.0848 | 19630.4
TABLE 7.8 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=1000 et T=3.
NS sans LES NS avec LES
estimateurs temps (s) estimateurs temps(s)
M| mna |2 | e U CPU Th,1 Th,2 UG U CPU
8 10552 | 0 | 0.0598 | 0.5548 26.488 0.396 | 0.00082 | 0.039 | 0.398 | 39.3604
16 | 0.496 | 0 | 0.0466 | 0.498 216.863 | 0.357 | 0.00036 | 0.044 | 0.359 | 306.874
3210444 | O 0.036 | 0.445 1702.46 | 0.306 | 0.00016 | 0.035 | 0.308 | 2409.74
64 10292 | 0 0.024 | 0.293 14688.4 | 0.226 | 6.44e — 05 | 0.023 | 0.2276 | 18880.3

TABLE 7.9 — Comparaison entre les estimateurs sans LES et avec LES pour Re=5000 et T=3.
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7.2 Comparaisons d’erreurs

Dans cette section, on va comparer les écarts entre une solution de référence obtenue par une simulation
sans LES sur maillage fin (M = 256 et At = 0.25/M) et des simulations sur des maillages grossiers
sans LES d’une part et avec LES d’autre part pour différents nombres de Reynolds Re. Les résultats
sont dans les tableaux 7.10-7.18 pour Re € {200,1000,5000} et T € {1,2,3}. On note Mp = 256 le
nombre de segments par unité de longueur utilisés pour découper les arétes de 9€) dans le maillage fin
et Mg € {8,16,32,64} dans les maillages grossiers. Par ailleurs, on calcule également ’écart entre les
solutions avec et sans LES sur le maillage fin (ceci est noté Mp = 256 et Mg = 256 dans les tableaux
ci-dessous).

Les tableaux montrent une tendance générale indiquant que les écarts entre les simulations avec LES et la
solution de référence sont plus faibles que ceux observés avec les simulations sans LES. Cette tendance est
particuliérement remarquable pour les Reynolds élevés et les maillages grossiers. Sur les maillages les plus
fins, il semble que la tendance s’inverse lorsque 1" augmente. Ceci confirme globalement les observations
faites & partir des estimateurs d’erreur dans la section précédente.
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NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 0.58364 0.56753
Mp =256 et Mg = 16 0.33197 0.33015
Mp =256 et Mg =32 0.16778 0.16771
Mp =256 et Mg = 64 0.08661 0.08656
Mp =256 et Mg = 256 - 1.772e — 04

TABLE 7.10 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=200 et T=1.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =38 0.97082 0.79237
Mp =256 et Mg =16 0.65072 0.59706
Mp =256 et Mg = 32 0.3576 0.34949
Mp =256 et Mg =64 0.18616 0.18538
Mp =256 et Mg = 256 — 1.98e — 03

TABLE 7.11 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=1000 et T=1.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 1.29124 0.89235
Mp =256 et Mg =16 1.10653 0.80056
Mp =256 et Mg =32 0.74082 0.61767
Mp =256 et Mg =64 0.43194 0.40176
Mp =256 et Mg = 256 - 1.975e — 02

TABLE 7.12 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=5000 et T=1.
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NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 0.64752 0.55673
Mp =256 et Mg = 16 0.32659 0.3149
Mp =256 et Mg =32 0.15812 0.15741
Mp =256 et Mg = 64 0.07864 0.078667
Mp =256 et Mg = 256 - 3.5475¢ — 04

TABLE 7.13 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=200 et T=2.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =38 1.4351 0.81782
Mp =256 et Mg =16 0.87455 0.63058
Mp =256 et Mg = 32 0.45151 0.39638
Mp =256 et Mg =64 0.21619 0.20889
Mp =256 et Mg = 256 — 4.697e — 03

TABLE 7.14 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=1000 et T=2.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 2.30648 0.92682
Mp =256 et Mg =16 2.14681 0.85235
Mp =256 et Mg =32 1.38563 0.72945
Mp =256 et Mg =64 0.73238 0.56262
Mp =256 et Mg = 256 - 0.10534

TABLE 7.15 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=5000 et T=2.
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NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 0.74321 0.62851
Mp =256 et Mg = 16 0.35914 0.34885
Mp =256 et Mg =32 0.16411 0.16642
Mp =256 et Mg = 64 0.07842 0.079138
Mp =256 et Mg = 256 - 5.192¢ — 04

TABLE 7.16 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=200 et T=3.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =38 1.76676 0.91134
Mp =256 et Mg =16 1.15459 0.79498
Mp =256 et Mg = 32 0.5777 0.52928
Mp =256 et Mg =64 0.24551 0.2643
Mp =256 et Mg = 256 — 9.659¢ — 03

TABLE 7.17 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=1000 et T=3.

NS-Fin et NS-Grossier NS-Fin et LES Grossier
Mp =256 et Mg =28 3.05157 0.98355
Mp =256 et Mg =16 2.61722 0.96305
Mp =256 et Mg =32 1.61169 0.84025
Mp =256 et Mg =64 0.97493 0.69377
Mp =256 et Mg = 256 - 0.24583

TABLE 7.18 — Comparaison des écarts entre la solution du probléme NS fin et NS sans LES d’une part
et avec LES d’autre part pour Re=5000 et T=3.
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7.3 Comparaisons entre LES uniforme et adaptatif

Dans les sections précédentes, nous nous sommes assurés que les simulations avec LES sont plus pré-
cises que les simulations sans LES. Par conséquent, nous utilisons uniquement des simulations avec LES
dans section. Nous cherchons a présent a rendre les simulations plus précises en utilisant un algorithme
d’adaptation du maillage et du pas de temps a I'aide des estimateurs associés, en cherchant & équilibrer es-
timateur en temps et estimateur en espace. Nous proposons un algorithme d’adaptation décrit ci-dessous;
nous en mesurons 'efficacité en comparant les estimateurs calculés d’une part sur des maillages uniformes
et avec des pas de temps constants et d’autre part sur des maillages et avec des pas de temps adaptés a
I’aide de notre algorithme. Celui-ci est piloté par une tolérance notée € et fixée par 'utilisateur, qui sera
d’autant plus petite que la précision souhaitée est élevée.
A chaque pas de temps, connaissant u}, les opérations suivantes sont effectuées
1. on calcule (u}!, pith),
2. on calcule 1! et 7 définies dans (7.1) et (7.2),
3. Si la somme de 1 et 77 est supérieure & la tolérance ¢, on adapte en temps ou en espace :
(a) Si n < n7 et si le pas de temps 7, est supérieur & un pas de temps minimum (At)y,, on
adapte en temps de telle sorte que le prochain estimateur en temps soit légérement inférieur a
I'estimateur en espace

(b) Sint <nl et 7, = (At)min alors
i. Sinlh > 5, on adapte en espace.
ii. Sinon, 'adaptation en temps est impossible et I’adaptation en espace inutile. On ne fait
rien.
(c) Simy >,
i. Si le nombre de raffinements de maillage maximal n’est pas atteint, on adapte en espace
ii. Sinon on garde le calcul
4. Si nP + 17 < 0.9¢ on peut augmenter le pas de temps, en cherchant a équilibrer les estimateurs
5. Sinon on s’assure que les estimateurs sont équilibrés
(a) Sin? < nt, on augmente le pas de temps pour équilibrer les estimateurs, quitte & devoir raffiner
en espace a l'itération suivante.
(b) Si les estimateurs sont équilibrés, on ne fait rien.

Sur la figure 7.8, on compare les estimateurs en échelle logarithmique en fonction du nombre total de
degrés de liberté pour Re = 1000. La courbe uniforme a été obtenue par des simulations sur plusieurs
maillages uniformes avec des pas de temps constants. Pour chacun de ces maillages le nombre de degrés de
liberté est donc le produit du nombre de pas de temps par le nombre d’inconnues discrétisant le probléme
sur le maillage considéré. La courbe adaptative a été obtenue en choisissant plusieurs valeurs différentes
de ¢ (voir algorithme ci-dessus) et pour chacune de ces valeurs, on a additionné le nombre de degrés
de liberté & chaque pas de temps, celui-ci pouvant varier au cours du calcul lorsque ’algorithme décide
qu’une adaptation de maillage est nécessaire.
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FIGURE 7.8 — Comparaison d’erreur en échelle logarithmique en fonction du nombre total du degrés de
libertés.
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Chapitre 8

Estimation d’erreur a posterior: pour la
méthode LES appliquée au probléme de
Navier-Stokes stationnaire.

Le but de cette section est d’établir une estimation d’erreur a posteriori entre la solution exacte (u,p)
du probléme de Navier-Stokes stationnaire et la solution approchée ﬁﬁl du probléme filtré discret et
linéarisé en dimension d = 2,3. On commence par établir la formulation variationnelle correspondante au
probléme de Navier-Stokes. Ensuite on discrétise le probléme filtré correspondant en utilisant la méthode
des éléments finis. Enfin, on se base sur le théoréme de Pousin Rappaz pour établir ’estimation d’erreur
a posteriori désirée.

8.1 Probléme stationnaire continu (Navier-Stokes)

Soit © un domaine ouvert borné connexe dans R?, de frontiére lipschitzienne I' = 8. Le probléme de
Navier-Stokes stationnaire est :

—vAu(x) +u(x) - Vu(x) + Vp(x) = f(x) dans Q,
(PS) divu(x) =0 dans (2,
u(x) =0 sur I

ou f représente la densité massique des forces extérieures, et v la viscosité supposée étre une constante
positive. Les inconnues sont la vitesse u et la pression p du fluide.

On suppose que f appartient & X’ = H~1(Q)¢ qui est le dual de X = H}(Q)%. On garde la méme notation
de l'espace M = L3(2) et on note que son dual est lui méme. La formulation variationnelle associée au
probléme (PS) est donnée par :

chercher u € X et p € M tels que :
(FVS){ YWeX, v(Vu,Vv) +c(u,u,v) +b(v,p) =<f,v >,

Vg € M, b(u,q) =0.
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L’existence et l'unicité conditionnée de la solution du probléme (FV'S) sont prouvées dans [18, chapitre
4, section 2|. De plus, la solution vérifie la relation suivante :

Cc
[lullx < —1fllx (8.1)

Dans 'objectif d’établir une estimation d’erreur a posteriori, on introduit le systéme de Stokes défini de
la maniére suivante : Pour (f,g) € X' x M, on a:

—vAu(x)+ Vp(x) = f(x) dansQ,
(S) div u(x) = g dans Q,
u(x) =0 sur T

Le probléme (S) admet la formulation variationnelle suivante :

chercher u € X et p € M tels que :
(FVSS){ Vv e X, v(Vu,Vv) +b(v,p) =< f,v >,

Vge M, b(u,q)=(g,9)
On peut se référer a [18, Chapitre I, §4] pour l'existence et l'unicité de la solution (u,p) € X x M du

probléme (FV SS).
On introduit 'opérateur de Stokes S défini par :

S : X'xM — X xM
(f,g) = S(fvg):(waf)

ou (w,§) est la solution du probléme (FVSS). On a la majoration suivante (voir [18, chapitrel, section
5.1]) :

C
ISE 9lxxar < —[I(E; )l [xxnr- (8.2)

ol ¢ est une constante positive indépendante de f.
On définit aussi la fonction G donnée par
G : X — X'
w = Gw)=(w-V)w+ %(divw)w —f,
et on introduit 'application F' dans X x M telle que pour tout V = (v,q) € X x M, on a :
F(V)=V +S8(G(v),0).

Ainsi, le probléme (FVS) est équivalent a :

ou U = (u,p).
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Définition 8.1.1 On définit une solution non singulicre U du probleme (FVS) :
1. F(U)=0.
2. DF(U) est un isomorphisme de X x M,

ot DF(U) est la différentielle au sens de fréchet de F' au point U.

Proposition 8.1.2 I existe un réel L > 0 tel que lapplication DF(U) = Id + S(DG(u),0) est L-
lipschitzienne continue :

IDF(U) = DF(V)llz(xxm) < LU = Vl[xxnm- (8.4)
Preuve : Soit U = (u,p),V=(v,q) € X x M,ona:
[|[DF(U) = DF(V)||z(xxamy < |S(DG(u),0) — S(DG(v),0)|£(x x )
En utilisant (8.2) et pour Z = (z,£) € X x M, on a:

IS(DG(w),0) - Z) = S(DG(v),0) - Z)[l(xxar) < EI\DG(U) 2= DG(v) - z[|x.

Or,
1 1
DG(u)-z—DG(v)-z=2z-V(u—v)+ (u—v)-Vz+ 3 div(u —v)z + i(divz)(u — V).
Alors
IDG(u) -z — DG(v) - zl|x+ < 48F[[u — v||x||z]|x.
En combinant les équations précédentes, on obtient (8.4) avec L = 453. O

8.2 Probléme stationnaire continu filtré

Comme en dimension deux, le but est de capturer toutes les fluctuations des champs de vitesse et de
pression ayant un impact sur la solution, mais le cotit de cette méthode devient trés cher lorsque le nombre
de Reynolds est trés grand. Pour cela on utilise la méthode de simulation des grandes échelles qui repose
sur le fait de décomposer le fluide en 2 parties : grandes et petites structures. La vitesse associée aux
grandes structures sera notée u et elle est obtenue par convolution avec un filtre. On note u’ = u—1u qui
est le résidu dont l'effet est modélisé par une diffusion de viscosité v;(u). Le systéme de Navier-Stokes
filtré sera le suivant :

—div ((v + m(n))Va(x)) + a(x) - Vu(x) + Vp(x) = f(x) dansQ,
(PLS) div a(x) =0 dans Q,
ua(x) =0 sur I
d
ol v(a) = ¢8?||Val|p avec [|Vu||p = [ Z (aiﬁ-)2]1/2. Dans la suite, pour le probléme discrétisé, on
ij=1

prendra § = h,, pour tout élément x € 7T;,. On suppose que f appartient & X’ et on note Z = Wol’?’(Q)d7 V=
{v e X/divv =0} et V3 = {v € Z/divv = 0}. La formulation variationnelle associée au probléme
(PLS) est donnée par :

chercher 1 € Z et p € M tels que :
(FVLS){ Ve Z, ((v+wn(2)Va,Vv)+cu,u,v)+b(v,p) =<f,v >,

Vge M, b(a,q) =0.
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L’existence d’une solution du probléme (FVLS) est prouvée dans [21] et [22]. En remarquant que
c(u,v,w) est b(u,v,w) de [10] défini par (1.15), P'unicité a été établie dans [10] et [11] sous la condition
suivante :

N‘If3(0f) <v,

ou U3 est la fonction inverse de la fonction ®3 donnée par

b3 [0, OO[ — R
(8.5)
x o By(z) = va 4 c625 222,
et B
o f v _
N := sup 7|€(112, u,ﬁv)| ,Cy = sup |<7,v>\ et y3 = sup 7UVI|X :
avev [[allX[v][x vev [[V]lx vevs [[Vlls.0
De plus, Cette solution vérifie la relation suivante :
[[al|x < w3(Cy). (8.6)

8.2.1 Discrétisation

Pour la discrétisation, on découpe  en un nombre fini d’éléments qui sont des triangles si d =2 ou
tétragdres si d = 3, notés  fermés et on note 7;, = (J{x} 'ensemble de ces éléments couvrant 2 tel que

o= n
KETH

Pour tout h, on associe & T, deux espaces d’éléments finis conformes X, et M} qui sont respectivement
contenus dans Z et M, et qui satisfont la condition inf-sup uniforme suivante [2] :

/ qn(x) div vy (x) dx
Vg, € My, sup 2

vhEXp ||Vh|\H3(Q)d

> Bllanllz2 ), (8.7)

ou 3 > 0 est une constante indépendante de h.
On choisit les mémes espaces discrets considérés dans le cas instationnaire :

Xy = {viheCy(Q); Vi € T, Vilx € Po(k)% vi|r =0},
Vi = {vi € Xp; Vg, € My, (divvy,q) =0},
My, = {QhGMﬂCo(Q); VK € Tp, qh|n€P1(KJ)}.

Proposition 8.2.1 Pour tout v € H*(Q)?, on a

|V—PhV|H1(Q)d < Cph571|V‘Hs(Q)d,

ot Py, est un opérateur dans L(V,V},), Cp est une constante indépendante de h, s est un réel tel que :
s € [1,2] (voir [17, page 35]).

Proposition 8.2.2 Pour toute dimension d et pour tout entier non négatif r, il existe une constante ¢
telle que pour tout fonction polynomiale vy, de degré v sur k

- —d/2
Vil < ™ |[VallL2 (e (8.8)
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Proposition 8.2.3 Pour tout h <1 et p € H*(Q)?, on a :

lp = Fupllmeoys < C2b* " pl i ya,

ot Fy, est opérateur de Scott-Zhang associé a Ty, C, est une constante indépendante de h,, s et t sont
des entiers tels que : s €]3,1] et t € [0, s] (voir [30]).

Cependant, Fpp n’est pas necéssairement & moyenne nulle, mais une modification simple de F};, donne un
opérateur (On le note a nouveau par Fy) qui appartient a L(H®(Q) N L3(Q2), My,).
On introduit la formulation variationnelle discréte suivante associée au probléme (FVLS) :

chercher (@i, pr) € X x My, solution de :

Vv € Xn, v(Vuay, Vvy) + (ve(ar)Vay, Vvy) +d(g, g, vy)
(FVLSy)

+b(vh7ﬁh) = <f, Vh>7

Van € My, b(ap,qn) =0.

1
ot d(u,v,w) = c(u,v,w) + 3 / (divu) v - w.
Q

En remarquant que le d(u, v, w) dans notre cas, est égale a b(u, v w) de [10] défini par (2.3), 'existence
d’une solution du probléme (F'V LS}) est prouvée dans [10, page 6]. L’unicité a été établie aussi dans [10]
sous la condition suivante :

Np¥3(Cyn) < v,

ou U3 est déja définie par (8.5), et :

-
Nj, = sup — ~ _ et Cyp, = sup ‘<_’V>|.
avwev, [0 x|V x||w][x vev, |IVlx

|d(u, v, w)|

Le probléme (FV LS}) est non-linéaire. Dans l'objectif de calculer sa solution, on introduit le probléme
discret linéarisé associé a (F'V LS},) suivant : (a) est une valeur arbitraire donnée)

ayant @), ' € X, chercher (@,p}) € X;, x M, solution de :
Vi € Xp,  v(Vl, Vvy) + (n(al )V, Vvy,)

(FVLS; )
+dagt g, va) + b(va, By) = (£, ),

th S Mha b(ﬁZ,Qh) =0.

Théoréme 8.2.4 Pour une itération donnée i, ayant ﬁ}fl € X, le probléeme (FVLS; ) admet une
unique solution (@}, p;,) € Xp X My, qui vérifie la majoration suivante :

IR
lasllx < —[fllx- (8.9)

Preuve :

En dimension finie, pour démontrer ’existence et I'unicité de la solution (ﬁ};, ﬁ;L) du probléme linéaire
(FVLS; ), il suffit de démontrer I'unicité. Pour cela, on considére le systeme (F'V LS, ;) avec un second
membre nul (c’est & dire pour f = 0) et on choisit v, = @}, on aura en utilisant la remarque 3.2.2 :

V||V |[72 e + ((, 1) Vg, V) = 0.
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Comme (v,(0) ")V, Vvy,) > 0, on déduit que V||V |72 (qya = 0 et donc @), = 0. et ensuite I'unicité de
la solution. Pour démontrer l'unicité de la pression, on utilise le théoréme de Babuska-Brezzi (théoréme
3.1.1).

Pour démontrer I'inegalité (8.9), on choisit v, = @, dans (FV LS, 1) et on applique I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir :

I
-~

vllag [k + (v (3, ) Ve, Vag)

IN

[N
< - f‘ 2 ! D 71 2 .
< SRR + ol
1 . . .
Pour € = ~ s on obtient (8.9) en remarquant que (v;(u, ')Vai, Vaj) > 0. O

8.2.2 Convergence vers la solution continue

Dans cette section, on va démontrer que la solution 1’12 du probléme itératif (FVLS,; ) converge vers la
solution exacte u du probléme (FVS). On suppose que f tend vers f lorsque la largeur du filtre ¢ tend
vers 0.

Théoréme 8.2.5 On suppose que la solution u de (FVS) est dans H'*(Q)?, la pression p dans
H1/2+5*(Q)d pour un epsilon donné €, et que les données f et £ vérifient la condition suivante :

cS3 4+Vd)S3 -
B+ B D (8.10)

ot ¢ est la constante de (8.1) et Sy est la constante de (3.6). Dans ce cas, la solution @}, du probléme
(FVLS; ) converge vers la solution u du probleme (FV'S) de la maniére suivante :
Ve >0, 3h. > 0 /¥(Tp,) avec h < he, 3, tel que Vi > I, on a|ju—u}||x <e,

Preuve : Notons :

cS4 £l — (4+\f)

)53
D=(v- ————|lfllx")

et

(1+f)

52
! ||f||X’)||u||H1+f*(Q)d

2¢S?
L|f]x0 +
v

1
g(h) = (Coh=(2v+

R 2D R [ — Lo + OV

ou Sy est la constante de (3.6), ¢ constante de (8.1), C, constante de (8.2.1), C, constante de (8.2.3), ¢
constante de (8.2.2) et ¢s la constante de Smagorinsky.

Pl /2. (Q)) )

m

Soit & > 0 fixé, alors 3h, tel que Vh < he, g(h) < = en utilisant le fait que f tend vers f lorsque la largeur

[\

du filtre § tend vers 0. Considérons un maillage 7 tel que h < h.
En prenant v = v, € V;, et la différence entre (FV.S) et (FVLS, ), on obtient :

V(V(u—ﬁib),Vvh) (u-Vu-— u Vuh,vh) (z/t(ﬁﬁ;l)VﬁfL,Vvh) (®.11)

—§(div ﬁz_lﬁ};,vh) — (p,divvy) = (f — £, vy).
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On intercale VP,u dans le premier terme, ﬁ2_1Vu dans le deuxiéme terme de (8.11), F},p dans le denier
terme ou P, est Uopérateur défini dans (8.2.1) et F}, est I'opérateur de Scott-Zhang défini dans 4.1.3. On
aura :

v(V(Pyu—a},), Vvy) — (W, ! —u) - Vu,vy) — (w1 V(W) —u),va) — (n(w, 1)V, Vvy)
(8.12)

1 o
—i(div ﬁz_lﬁz,vh) — (p— Fypp,divvy) = (£ — £, vp) + v(V(Pru—u), Vvy).

1 .
On intercale Pyu dans le deuxiéme et le troisiéme termes de (8.12) et on ajoute —i(div uay, vy) qui est

un terme nul, puis on intercale le terme div P,u, on obtient :

v(V(Pyu — ), Vvy) — (@1 — Pyu) - Vu,v) — ((Pyu—u) - Vu, vy,)
—(u - v(al - Pyu),vy) — (@)1 V(Pau—u),vy,) — (n(a) ) vay, Vvy,)

| | | : | (8.13)
—§(div(ﬁ};1 — Pyu)uy,vy) — i(diV(Phu —u)uy, vy) — (p — Fpp,divvy)

={f —f,v;) + v(V(Pyu—u),Vvy).
On prend v, = P,u — u}, dans (8.13), on obtient
Vvl < l1Paa =@ | payallllx |1Vl sy + [ Poa = ul| s @ye [ullx [[Vall L4 @)
+||ﬁ;;1HL4(Q)d||ﬁZ — Ppul|x||val|La9)a
@y el | Pau — al|x [[Va]| ()
e (@, )V || p2ayaxal[vallx + %H div(w, " — Pow)||L2(ol185 || 25 @) [[Vh]] i (o)

1. . .
+§|| div(Ppu — u)||L2(Q)\|uh\|L4(Q)||VhHL4(Q)d + \/‘ﬂ lp — FhPHL2(Q)||VhHX

+If — £l x @ [IVallx + v|[Pou —ul[x|[va||x.

(8.14)
Or, en appliquant I'inégalité inverse (8.8), on a :
(@), VA pe(@axa < co Y B2V | poo (el VL[| 22
KEThH
~ _ _i— _; 8.15
< el Y BV o V8l e (8.15)
KEThH
< eseh? R x| |9 -
En utilisant (3.6), (8.9) et (8.1), on obtient :
S? - L cS? (2 +Vd)S3 .
= SElEu gl < @ R+ EEYO5 P
cS3 (2+Vd)S? . L
H e+ L ) [P - e (816)

CsC . o_ = e
+= 8|S+ I Bl + Vadllp ~ Fipll o).
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2

S
D’aprés (8.10), le terme Cf = v — —2||f|| x+ est strictement positif. Donc on aura en utilisant une inégalité
v

triangulaire :
\f ds?
(24 Vd)S; f d)

iy cS?
Cellu—u[lx < (2V+74||f|\X’ |[£]]x7)[| Pru — ul | x

cS? S2

+(“2 ]l + H[E L)l [P — |
CsC . o_ - -

IS8+ I1E = Bl 4+ Vallp — Fall 2o,

En utilisant une deuxiéme fois une inégalité triangulaire sur ||P,u — @, '||x, on aura :

_ 1+Vd
Cellu— il < (2t 228 gy 4 LY
cS? 2+\f

HE gy 4 YD

2¢52 52
: L|1£]1x)]| Pou — ul|x

52
)|l - @, x

CsC . o_ _ _
+ﬁh2 201813 + |If — £l x + Vllp — Fapll 2@

On étudie alors deux cas :

1. S’il existe i tel que :

2[)1

lu = Hx < [lu—0)||x,

alors

supllu— ! [x = max ([l —ap I, sup [l — w7 x)
i>10 i>ip+1

< sup Hu—ﬁﬁ;lﬂx.
i>ig+1

On applique l'inégalité (8.18) pour i > ig, on obtient :

s 2¢52 14 vVd)S?

Cella— il < v 28 e)1 + CEYDS ey P
52 (2+f)s . :
HER e+ 2D ) sup flu - g

’L’Lo

+§h2*d/2||f|\%« + 1 = Ellx + Vidllp = Fupllz2(0)-
En passant au sup de (8.19) pour i > ip, on aura :

cS? (4—!—\[)
B -

S3?
: ||f||X')Sup [Ju— [ x

(1+f)

(v—

S32
< (2v+ = [fllx)|[Phu — ul|x

2¢S?
1[£]x +
v

CsC o _ _
+—5 W2 8| + (1 = fllxr + Vallp — Fapll 20

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

Alors, en appliquant les propriétés de l'opérateur P, au premier terme et 'opérateur de Scott-

Zhang au dernier terme de (8.20), on obtient :

sup||u — @}, ||x < g(h).
i>i0

Et donc, on a :
, €
||u—ﬁ2||x S 5 Vi Z ’io.



2. Si un tel ig n’existe pas, alors pour tout i,
o — x> ju—uj[|x,

Dans ce cas, (||u— ) '||x)i>1 est une suite strictement décroissante et minorée par 0, donc elle
est convergente et on a :

cS;

w——ﬂwx—“+“3

d)S?
H{[El]x), T [[u - [

(1+f)

s2
1€ )| Pau — ul|x (8.21)

2
< (2v+ cSi
v

|[£]|x +
CsC o — _
+;h2 20|85 + I — fllx + Vdllp — Fapllr2()-

Et donc en appliquant les propriétés de 'opérateur P, au premier terme et celle de 'opérateur de Scott-
Zhang au dernier terme du membre de droite de (8.21), on a

A
Q

(h)

lim [[u — @} [ x
i—00

IN
M.\ ™

Donc il existe i1 tel que Vi > iy

. . €
—ul —li —u! < .
o ghllx ~ lim - wjllx <
Et alors
i . . €
= e < Jim Ju = u |+ 5 < =
11— 00 2
En prenant I = ¢g ou I = i; selon le cas, on obtient le résultat désiré. O

Théoréme 8.2.6 Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 8.2.5, on a la majoration suivante entre

la pression numérique P, solution du Probleme (FV LS; ) et la pression exacte p solution du Probleme
(FVS) :

12}, = plli2e) < 2C.hM/2Fe

Pllaisese. ) + CL(E, D) ([[u— @), |[x +[lu— ) '|x)
(8.22)
+02h27d/2||?”2xz + Cg”f — f”X’,

ot C est la constante de (8.2.3), C est une constante positive dépendant de f et £, Cy et C3 sont des
constantes positives.

Preuve : On considére la différence entre (FV'S) et (FV LS, 1), et on prend v = v, € X}, pour obtenir

(ph, —p,divvy) = v(V(a), —u),Vvy) + (1—12—1 -Vl —u-Vu,vp) + (z/t(ﬁfl_l)VﬁZ, Vvi)
(8.23)

1 ) )
+§(div a)ta, vy) + (f — £,vp).

On intercale Fpp dans le membre gauche et ﬁz_l - Vu dans le membre de droite, et on ajoute le terme
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1 ,
nul —E(div uu},, vi,) = 0 dans (8.23) pour obtenir :

(pi, — Frp,divvy) = (p— Fpp,divvy) +v(V(Q), —u), Vvy) + (1712_1 V(@) —u),vp)
+H(@ =) - Vu,vy) + (n(uhHvad, Vivy) + §(div(1_1;;1 —u)u}, vy)

+<f - f, Vh>.
(8.24)

Grace a la condition inf-sup (3.17) et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le membre de
droite de (8.24), on a

p v 52 y
1Py, = Frpllee) < Hp—]:thLZ(Q)+B|\UZ—U||X+*4||U§L1|\X||u2—u|\x

B

\/&SQ i
4 ||uh 1
2

Sz 1 e » »
+§4|qu P —ullxlul|x + Z vy )V L2 9), + — u|x [, |[x

B

1 _
+E|\f—f|\Xh

En utilisant (8.1), (8.9), (8.15), I'inégalité triangulaire ||p—p} || 22(q) < |5}, — Fapl|L2(0) + || Fap —pll L2000
et la Proposition 4.1.3, on obtient le résultat désiré. O

Remarque 8.2.7 Le théoréme 8.2.5 montre la convergence de la vitesse numérique i, solution du Pro-
bleme (FVLS; ) vers la vitesse eracte u solution du Probleme (FV'S) dans le sens ow il suffit tout
d’abord de prendre h suffisammment petit, puis, pour un maillage vérifiant ce critére sur le pas d’espace, de
prendre l'indice i suffisamment grand. De plus, le Théoréme 8.2.6 montre la convergence de la pression
numérique p, solution du Probléme (FV LS; 1) vers la pression ezacte p solution du Probleme (FVS).

8.3 Erreur a posteriori

Dans cette section, on désire établir une estimation d’erreur a posteriort entre la solution u du probléme
(FVS) et la solution u de (FVLS; ). On commence par définir quelques notations supplémentaires
afin de pouvoir construire les indicateurs d’erreur.

Pour tout élément x dans 7T, on note par :

e ¢, l'ensemble des arétes si d = 2 ou des faces de x si d = 3 qui ne sont pas incluses dans T,

hy le diamétre de k et h. le diamétre de I’aréte (ou la face) e,

[]e le saut sur chaque arréte (ou face) e,

n, le vecteur unitaire normal sortant de x sur Ok.

On commence par établir les indicateurs. Pour cela, on effectue la différence entre (FV'S) et (FV LS, 1)
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pour obtenir pour tout v € X et v, € X}, les relations suivantes :

1// Vu: Vvdx+/(u -Vu) - vdx — / pdivvdx — V/ Vi), : Vvdx — / (' vaj) - vdx
Q o Q Q o

1 ) ) )
—5/(dlvuz bHal - vdx — /yt(ﬁz_l)Vﬁz : Vvdx—k/ﬁ}l div vdx
Q Q Q

= (f,v) — (f,vp,) — V/ Vi, : V(v — vp,)dx — / (@, "t vap) - (v —vy)dx + / Py, div(v — vp,)dx
Q Q Q

1 . .
—3 / (div uz l)uh (v —vp)dx —/ Vt(ﬁz_l)Vﬁﬁl V(v —vp)dx
Q Q
(8.25)

et
b(u—1u},q) = / qdiv a} dx. (8.26)
Q

_ . 1 o , _
En intercalant /(ﬁ}I -Vay,) - vdx, 5 /Q(div u) ), - vdx et vy (6, ')Vl dans (8.25) et en utilisant la

Q
formule de Green, on obtient pour tout v € X et v, € X,

1//Vu:Vde+/(u-Vu)~de—/pdivvdx—z//Vﬁ%:Vde—/(ﬁZ-VﬁZ)de
Q Q Q Q Q

—5/(divﬁﬁl)ﬁz-vdx—i—/ﬁ}ldivvdx
Q

=y / f—Fvix+ Y / f—B)(v—vi)dx+ > {/ B + div((v + v (@, 1) VE,)

KETH KETH KETH
i ;1 1 i —imlygai =i
—(ai - v)ul, — B diva) 'aj, — Vpy)(v — vi,)dx — 5 Z /[(uVuh + v (@) )V, — ppl) (o) -
e€e, V€
v=vido} = 30 [ @) @)V Vv - vt [ (@7 - ) - Vi) - vax
KETh @

1 .
+7/div(ﬁz — ), - vdx + Z /Vt (@i hval, : Vvdx.

2 Ja KEThH

(8.27)
On définit I'indicateur de linéarisation (niL)N) I'indicateur de discrétisation (77 ') et Vindicateur de filtrage
(nf,.) de la maniére suivante : pour tout x € 7,

(nzL,n) = |ﬁ;1 - ﬁ;zil‘Hl(n)‘U (828)
_ ) ) ) . 1
() = Dol B+ div((v + ven (8,7 ) VL) — @37 - Vi, — o (divey " )ay, — Vo[,
1 i i -
t3 > B + vin(@ ) Vg, = pL) - 0]l 2 (e + || divag ]2z (8.29)

eCey
+||(Vt(ﬁ2_1)_yth(ﬁh ))vuhHH Ydxd>

et
(1) = I (8, ) V[ 2eyaea. (5.30)
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Théoréme 8.3.1 Soit U = (u,p) une solution non singulicre du probleme (F'V'S). Alors, il existe un
voisinage 0 de U dans X x M tel que toute solution U} = (i, p,) € Xy x My du probléeme itératif
(FV S 1) dans 0 satisfait la majoration d’erreur a posteriori suivante :

o =[x + [Ip = P}l

_ _ _ 1/2
S C( Z hin - th%z(m)d + Hf - f‘|%2(l<,)d =+ (nzl?f-:)z + (775@)2 + (7751»;)2) )
KETH

ot C est une constante dépendant de U mais indépendante de h.

Preuve : Soit U = (u, p) une solution non singuliére du probléme (FV'S) et U = (u},pi) € X5, x M),
la solution du probléeme (FVLS; ;). Ayant la proposition 8.1.2, alors d’aprés [28] et [33, Prop. 2.2, il
existe un voisinage ¢ de U tel que pour toute solution U? dans ce voisinage, on a :

U= Ujllxxnr < [0} +SG(),),0)]lxxar

< [0, +S(G(a},), 0) = U = S(G(w), 0)][xxm

IN

clIS(571(T}) + (G(,),0) = §7H(U) = (G(w), 0)) [x xar-
En utilisant (8.2), on a :

IU=Ujllxxn < C[STHUL) + (G(w}),0) = S7HU) = (G(w), 0)||x/x -

En utilisant (8.27) et (8.26), on obtient :

f—f,v)+(f—fh,v—vi) + (RE, v —vp) + (RZ,v)

U= Tjllxxar < Cu(sup

veX HVHX
v#0
/((ﬁ};l —1u})-va)) - vdx / qdival dx
+sup Q + sup 0
vex [Ivllx ger  lallr2 @) (8.31)
v#0 q#0
1 cmiel i
3 div(a, "~ —uy)uy, - vdx
+sup — ;
vex [Ivllx
v#0
ou
1 f : N N A o S AL pg i
(Rp,v—vn) = Z (fh + div((v + ven(Uy,)) V) — ), - Vg, — §(d1V w, " )a;, — Vpj,)
K

KE€Th

(v —wvp)dx — % Z /[(V + v (@) 1))V, — piI)(o)n] - (v — vy) do

eCEy
/(I/t(ﬁ’;b_1> — v (U )V, V(v — vh)dx} ,
et pour tout g € M,

(RZ,v) = Z v () Hvay, : Vvdx.
RE€Tp 71
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Le deuxiéme terme du membre de droite de (8.31) peut étre majoré de la maniére suivante :

IN

/Q((ﬁz_l —uj,) - Vuy,) - vdx 1w, = )| pa o) IVE | 20yl V] a0

IN

ST (D 1wy = 7 o) 2] x

KEThH

En utilisant (8.9), on obtient

/ (@, ' —w}) - Vag) - vdx .
/2

sup £ < C L2 .

D T SAGAY

veX
v#0 KETh

Apres application de Cauchy-Schwarz, Le troisiéme terme est majoré par I'indicateur de linéarisation.
De la méme maniére, le dernier terme du membre droite de (8.31) sera majoré par :

1 s rmiel i Lo i1 i
3 leV(uh P-up)ujvdx < 5 Il div(ay P w2l lza@lv] sao)

Vds?

5 Il (D Ty = ) 2 1]

KETh

A

IN

D’ou on obtient )
- Qdiv(ﬁﬁjl —u})u vdx Y
sup < CS( Z (Mil) ) .
b I P>
v#0 v

Pour le premier terme de (8.31), on choisit v, = C;v et on utilise (4.2), pour avoir I'estimation désirée.
O

Remarque 8.3.2 Le théoreme 8.3.1 énonce une estimation a posteriori lorsque la solution 62 = (1’1}'1,]32)
est dans un voisinage de U = (u,p). Or le théoréme de convergence 8.2.5 permet de garantir cette
hypothése dans un cas particulier.

8.4 Majoration des indicateurs

On commence par majorer (77, )2, 'indicateur provenant du filtrage qui sera utile pour pouvoir majorer
Pindicateur de discrétisation (1, )?.

Théoréme 8.4.1 On suppose que la solution u du probléme (FVS) est telle que Vu € L>®(Q). On aura
lestimation swivante :

(i.)? < C(hifdméfl —uffn oy + g, — w0 + ||1/t(u)Vu||%2(ﬁ)dxd>. (8.32)

ou C est une constante positive.
Preuve : On intercale v;(u)Vu dans (1f,)? et on utilise le fait que (a + b)? < 2(a® 4 b%). On obtient :

(0l )V 2 ey < 2l YV, = 24 (V2 + 2 (VU Fayiea. (8.33)

On intercale 14 (u)Va!, dans le premier terme du membre de droite de (8.33) :
(@) T Bagos < A0 — v0w) T e + AV (@ — )21

+2| |Vt<u>vu| |%2(,{)d><d-
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Or, en utilisant I'inégalité inverse :

. , . 02
005 )V s < [ (coh2I9 0~ il V) ax
< IV o e [ V(0 — Wb
< Ciéh’iid‘|Vﬁ2||iz(n)d|ﬁ§z—1 - uﬁ{l(n)d'

De plus, en utilisant le fait que la solution u du probléme (F'V'S) est telle que Vu € L>(2) on obtient

‘ » 2
< LTl e [ 1900, - w)Pdx
< IVl s oyaxa 0, — alF )0

Enfin en regroupant toutes les inégalités précédentes, on aura :
IEPI 3 N i
[l (), )Vuzllia(n)dxd < Ac?hy d|‘vuﬁ‘|i2(n)dxd|u2 - u|§{1(ﬁ)d
+ 402hi\|Vu||2m(K)dxd\ﬁ§L — u\fﬁ(n)d + 2H1/t(u)Vu|\2L2(m)dxd.

En utilisant (8.9) et que V(u) € L (), on obtient I’estimation désirée (8.32). O

Remarque 8.4.2 Le terme ||1/t(u)Vu||iz(K)dxd qui apparait dans (8.32), peut étre écrit de la forme
suwvante :

HVt(u)qu%%,;)dxd < 2||Vt(u)v(u*ﬁ)”%2(,§)dxd+2||Vt(u)Vﬁ||2L2(,.@)dxd

< 2m(u)V(a - ﬁ)Hiz(K)dxd + 4 |v(u — 1_1>V1_1H%2(,€)dxd + 4||Vt(ﬁ)Vﬁ|‘%2(n)dxd

IN

22 M ||V |7 < yaxalt = l3 0 + 4RIV oy axala = A

+4||Vt(ﬁ)v‘j||%2(,i)d><d~

En prenant Vu,Vu € L*(k), alors la quantité Hl/t(u)VuH%Q(K) sera magorée par ’erreur entre u et u et
le terme Hl/t(ﬁ)VﬁHiz(K)dxd provenant du filtrage.

L

Dans le théoréme suivant, on va majorer l'indicateur de linéarisation (nF, )? et 'indicateur de discrétisation
,

()%
Théoréme 8.4.3 On suppose que la solution u du probleme (FVS) est telle que Vu € L (). Pour
tout k € Ty, on a les estimations suivantes :

(mﬂ)z <2lu- ﬁ;z‘%{l(n)d +2u— ﬁz_llill(,g)d' (8.34)

(nB)? < L(wg). (8.35)

L) < Ol = Gl e+ D0 BEE = Bl Bagua + o = Bl e + Il = 1
K'eEW

11 (0) = () Yl g+ [0 Tl By )
(8.36)
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et w, désigne la réunion des éléments de T}, qui ont au moins une aréte (ou face pour d = 3) commune
avec K.

Preuve : On considére une cellule k € 7. En utilisant I'inégalité triangulaire aprés avoir intercalé
u dans (77{“7141)27 on obtient 'estimation (8.34).

Maintenant, on désire majorer (771-[’2)2 dont I'expression est donnée par (8.29). On procéde en 4 étapes :

1. On ajoute et on retranche le terme (v, (W, ') — v (@} '))Vu au dernier terme de nh, :

[[(ven (@) = v (@) VW [[r2gaxa < (e (@) = v (@) V(@) — )| 2(5)axa

(8.37)
+‘|(Vth(ﬁ§l_l) — Vt(ﬁfl_l))VuHLz(K)dxd.
On intercale v (u)Vu et 14 (u)Vu dans le deuxiéme terme de (8.37), on obtient :
1 wen (@) = ve (@, )V || L2eyaxe < [(wen () = ve(@y, )V (@), — w)l| L2 (eyixa
(e (], 1) = ven (0) V] 2y axa
(8.38)

HI(e(w) — ve(@, 1)) V| L2 (eyaxa
+[(ven (u) — ve(0)) V| L2 (yaxa-
On majore le premier terme de (8.38) par :

en () = va( ) V(] — )] 2uyins

= {/ [(Pli/cshiHVﬁZ1||Fdx—cshi||Vﬁ§l1||F>V(ﬁ}1_u)rdx}1/2

< 2eh ||V (W) )| oo yaxa W), — )| g1 (e

En utilisant I'inégalité inverse, on a :
1 (n (@), 1) = we() )V = w)[p2gaxa < 2ea8h2™ Y20} g oy [0, — 1l g o
En utilisant le fait que |[Vul||z~q) est bornée, on majore le deuxiéme terme de (8.38) par :
(ven (), 1) = ven (@) V| p2(yaxa < 2|V oo yaxal), = alg o).

De méme

| (ve(w) = v (@), 1)Vl [ L2 eyaxa < B2V | poo @yaxal @y = u| g e
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En regroupant les trois précédentes inégalités, on obtient :
(i (@) ) = we (W) )V | Lagayaxa < R0 ey [0, — ul g e
+2e B2 ||V | poo (paxa [0 — W) g1 )
R V|| Lo ([0, = W) (e

+|(ven(w) — v (w)) Vul|p2(gyaxa.

En utilisant la relation (8.9) et le fait que [|Vul[oc(q)yexa est bornée, on obtient :
[|(ven (@) = (@) ) Vg [ 2myaxa < Ca (hifdm\ﬁz — |1 (e + |0 =l g

1 (van (W) = () V[ 2gyasa ).
(8.39)

2. On prend v = 0 et on intercale /

(u-Vuy,) - vdx et le terme nul 3 / (divu)aj, - vdx dans (8.27),
Q Q

on obtient :
_ , _ , 1
Z f), + div((v + Vth(ﬁz_l))Vﬁz) — (ffh_1 -V)uj, — 5 div uh Lal — Vpi ) vdx
K/en K/
= y/ V(u—1u)Vvdx + / (u-V)(u—1u})vdx — / (p — pt) div vdx
Q Q

. 1 (8.40)
+/((u a, ') - V)alvdx + 5/ div(u — a} ")ulvdx — Z / (f — f,)vdx
) Q

k' E€Th

+= Z/ (v + v (a 1))Va;;—p,’l]1)(a)n]-vda—/uth(ﬁgfl)Vﬁ;’ldex.

CEE ’ Q

On intercale / ((u—ai ) - Vu) - vdx dans le quatriéme terme du membre de droite de (8.40)
Q

, o , . .
Z / (fh +div((v + v (u) ) Vay) —ul - val — i(div ), hul, — VpZ) vdx

K1E€Th

:V/V(u—ﬁﬁl):Vvdx—l—/(u-V(u—ﬁfJ)-vdx—/(p—ﬁ};)divvdx
Q Q Q

+/Q((u—u§l D). V(] —u)) -vdx—l—/g((u—ﬁﬁ;l)-Vu) - vdx o

1 ) )
+- / (div(u — ) ))uj, - vdx
2 Ja

_ Z/ (f - fhvdx—i—f > Z/ v+ v (0 )Vl — pil) (o) -n] - vdo

k1ETh R1E7-h e€ek

f/z/th(ﬁh Vi), : Vvdx.
Q
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On prend :
(£, — VP, + div((v + v (0} 1)) VaE) — @l - Vg,
1 . .
V=V, = —5 div ﬁz_lﬁﬁl)w,{ sur s,
0 sur Q\k,
avec v, la fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées barycentriques associées de k.

En remplagant v,; dans (8.41) par sa valeur et en utilisant la relation de Cauchy-Schwarz et le fait
que Vu € L>®(Q)4*4, on aboutit & :

_ ) . . . . 1 X )
1(fn = Vij, + div((v + ven (@, 1) VEE]) — w7 - Vi, — 5 (div )72 ey

< Cs <V|u = Wyl (w2 Vil eyt + ([0l ey [0 = Wh oy [Vl ey + [P = Phllz2(e)
Vilmrieye + [l =@, Loy 8], = ul ol Vill e eya + [Vl Lo [lu = @[ 22 (a
Villzaguye + 1 = 7 s s 105 sl Vil + 11 = Bl eyl vl 22
lven ()T gV i o ).

_ (8.42)
En intercalant v (@} ')V}, dans le dernier terme du membre droite de (8.42) on obtient

[lven (@) VG || 2 (eyaxa < lven (@) Vi, — v (W) VG| L2 geyaxa + ([0 Vg || L2 () axa-

En utilisant (8.39), la relation (8.32) et le fait que h,; est majoré par le diamétre de 2, on obtient :

en (85 )V ragegaxe < Co( 18 = ulr oo + 857 = ulas oy 53
11 (ven () = 12 (W) Ve + V(@) V| oyone ).
L’inégalité (8.42) sera de la forme suivante :
16— Vi + div((+ v () Vg) — 0V, — (v o)) .
<C7 (V|11 — ), 1 (eya [Vie L (ye = [0 Loy [0 = @G, [y | [Vl | L )
I = Dol 2 () [ Vi 1 ey + 10— 8L eya [0, — 0l g ey [Vl | gy + 100 = @[ 22 (o)
T T TIETT 1 Y[WA [e
116 = Eallzegeyellvill g + Co (18] = ulm e + 857" =l o
11 () = (W) V| gy + () a2y ) Vil e )

(8.44)
On multiplie cette inégalité par hZ; on utilise la deuxiéme inégalité de (4.1.1) pour majorer
hi|Vilmi(ya. De plus, on utilise le fait que v, est dans H(Q) et que son support est x pour
montrer que |[Vi||pa(eye = [|[Vil|lpa)e < SalVilmi)e = Sa|Vi|gi(sye. On utilise (3.6), (8.1) et le
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Théoreme 8.2.4 pour obtenir :
W2\ (Bn = V), + div((v + v () 1))VE,) — @, ' - Vi, — 5 le ) ) )22 e
< C8(|u = | 1 ey [Vl [ L2y + Pl |E = Bl | 22 (oya el [V [ £2 ()
+1p = Pyl 22y e 1Vl | L2 (1)
H[ = ull g bl [Vall 2o + 11 (e (0) = v (@) V]| 2 goyasa b [Vl 2 )
() V| geyaxalel Vil L2000 )

En remplacant v, par sa valeur et en utilisant la propriété (4.1.1), on obtient :
h2(|(By — Vi, + div((v + v (@i ) VaL) — al ' - va) — d1v w23
< CQ(HU uh||H1(K)d + hin fh||L2(,<)d + HP *152‘@2(;@) + IIﬁZ_l - uH%{l(n)d

1 an (W) = ()Yl 2 o + [ (0) V0] 2 g )
Donc, on a

211(E — I}, + div-(v + vin (0 )Vg) — w7t a3 divag 0ol s e < L(s).

(8.45)
ou la définition de L(WW) est donnée par (8.36)
3. On majore le deuxiéme terme de (n),)?. On réecrit (8.41) de la fagon suivante :
32 Y [l vt )V - Do)n v o =
K'ET e€e, ¥ €
_ , 1

Z / £, + div (v + v (@) 1)) Vay,) — (@) ' - V)aj, - 3 diva) 'aj, — Vp)vdx
K €Th
+y/ V(i —u): Vvdx + / (u-V)(al, —u)vdx + / (p — p}) div vdx (8.46)

Q Q Q

+/Q((a;;1 —w)-V(a, —u)) -vdx+/§2((a;‘;1 — W) V) - vix

1 .
+§/div(ﬁ2 u)al, vdx + Z / (f — 1) vdx—l—/z/th(uh )V, : Vvdx.
Q Q

k' €T

On prend :

Lo ([0 + vin (@) VE, = D@0l ) sur {57},
0 sur O\{xk U ~},

V=V, =

oil 9. désigne la fonction bulle sur I'arréte e et L. ,; est 'opérateur de relévement des polynomes
s’annulant sur de en des polynomes sur x s’annulant sur dx\e. En utilisant (8.43) et en remplagant
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Ve par sa valeur et en utilisant la relation de Cauchy-Schwarz et (8.43) pour le dernier terme, on
aboutit & :

10+ v ()98, — Dot

L2(e)d

< C1o(|\t_"h =V, + div((v + v (@, 1)) VEy,) - w7 - Vg, - %div W, || 2 (e Y e
IVellL2(eUmyr +vIa =) iy rya Vel e g aye + 10l Lage g myela — 0 [ g o 7)e
[VellLae gy + 1P = Bille2geUm) Vel e yaye + [Ju— Uy | paeym ), — Ul (e a)ye
VellawUrye + 10— G5 Ml p2eyryal | Vall o o) Vel l L2 (s U 7y

+%\u — 0, ey a0 ey myel Vel Lo urye + I = Bullz2 ey ayal Vel L2 (e Y e
+06(|f12 =l eyr)yd + oy, " — Ul (e yryd + 1@ (a) — v (0) V| e gyaxa

+||Vt(u)vu”L2(nU/%)d><d) |ve‘H1(nUR)d)-

En multipliant par h., on obtient :

he |+ vV, ~ gDl

L2(e)d
<Cs (herh — Vi, + div((v + v (0, 1)) Vay) —ay - vy, — %(diV W), 1)) || 22 (e U )
Vel L2 (e gy + [[u— ﬁﬁHHl(mUn/)dhe\ve\Hl(nUn/)d
+ ([0 =) [ g1y s + 10— 8 ey wya) el Vel Lo (e U )
P = D12 U wy el Vel 1 e e + 1185 =l o wyabel Vel L2 (o U )
HIE = Full L2y nyahellVell L2 (e U e + 11 (@) = v (0) V|| p2 e wyaxahe [ Ve e wye
+||Vt(u)vu”L2(NUn’)dth‘i'VelHl(nUn’)d)-
De la méme maniere faite ci-dessus pour v,, on a la majoration suivante :||Ve||pa(eynys <

S4lVelm1 (e Ensuite, on utilise les deux inégalités de la propriéte 4.1.2, 'inégalité (8.45),

L 1/2 1 . .,
on simplifie par he'“[|Ve|[ 12 (J )¢, On €léve au carre le résultat, et pour un £ donné, on somme
sur e € 9k ; pour obtenir :

Y hellv +ven(@y ) Vg, — gD ()]l 2o < Lws). (8.47)

e€ey

. Finalement comme divu =0, on a :

/ q(x) div(u(x) — a} (x)) dx = —/ q(x) div @}, (x)dx. (8.48)
Q Q

On prend _
q = ¢, = divug&,.
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ou &, est la fonction caractéristique de k, on aura :

/div al (div(u — a}))dx = — /(div al)%dx.

K

D’aprés Cauchy-Schwarz, on aura :
[ div @220y < [1iv ]2 o | divia — 85 |12

et par suite

ldivay|lze < [[div(a—,)]|z20)
(8.49)
< Vdl|(u = @)l g eye-
En regroupant (8.39), (8.45),(8.47) et (8.49), on obtient ’estimation désirée. O

8.5 [Equivalence entre erreurs et estimateurs

Nous avons donc prouvé dans les sections précédentes que, sous les hypothéses du théoréme 8.4.3, la
pression et la vitesse exactes vérifient la majoration suivante :

lw =0 |15 + [Ip = 2311720

o _ (8.50)
<O(Y P+ W) + () + BIIE = BallF o + 11 = Ell )

KETH

ou C est une constante positive et que, d’autre part, on a aussi les majorations inverses (8.32), (8.34) et
(8.35). Ceci prouve 'équivalence entre les indicateurs et U'erreur.

8.6 Simulations numériques

Dans cette section, on établit des simulations numériques en utilisant le logiciel FreeFem++-.

On va utiliser le méme exemple que dans le cas instationnaire. On considére le rectangle suivant :

ot AB=15, BC=DE=1,CD =0.25, EF =245 FG=AL=15,GH =LK =04, HI = KJ =
1.1, LG=KH =JI =4.2.

1
On prend I' = 99 et on choisit ¥ = — avec Re le nombre de Reynolds donné.

On divise chaque segment de 2 en N esegments. Dans nos expériences numériques, on choisit la densité
des forces f égale a (—1,0) dans le rectangle LGHK et a (0,0) d’autre part. Durant cette section, on
considére u) solution du probléme de Stokes avec conditions de Dirichlet homogenes. Pour résoudre le
probléme de Navier-Stokes, on implémente le schéma, itératif suivant :

Ayant uf;l € X, chercher (u},p}) € X, x M;, solution de :
Yy € Xp, v(Vul,Vvy) + du) "t ul, vi) — (B, divvy) = (£, vh), (8.51)
Yan € My, (divul,gqpn) = 0.

On définit I'indicateur de linéarisation 7° suivant :

it =" k)2

KETH

(8.52)
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FIGURE 8.1 — Domaine de calcul Q2

avec A _
(i) = [, — ) g geya
On définit le critéres d’arrét suivant :
ik <1076, (8.53)

On remarque que le schéma itératif (8.51) pour un maillage uniforme (N = 5,10, 20, 30) converge pour
Re < 135. Dans [3], les auteurs ont proposé une légére modification du schéma numérique (FV'S; ;) qui
a amélioré la convergence. Ils ont utilisé une méthode de relaxation dont le schéma itératif correspondant
est le suivant :

Ayant ﬁzfl € X, chercher (u},p}) € X x M), solution de :
i sl (v di - (f (8.54)
Vv € Xp, v(Vuj,Vvy) + d(a, " u), vi) — (p),,divvy) = (£, vp),

th S Mha (le u;w‘]h) = 07

et on pose ensuite
i
LWty
uh e —
2

En se basant sur ce nouveau probléme itératif et pour un maillage uniforme avec N = (10,20, 30), il y a
convergence pour Re < 2000.
Dans la suite, on considére cette moyenne dans tout le reste des tests numériques effectués, y compris
pour le probléme itératif correspondant a la méthode LES, qui sera le suivant :

Ayant 1:1271 € X}, chercher (@}, p}) € X x M), solution de :
Yvh € X, v(Vg, Vvi) + (0 )V, Vvy) + d(@, @, vi)

(8.55)
7(13% div Vh) = <fa Vh>,

VQh S Mh7 (le ﬁ}p qh) = 07
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et I’on pose ensuite

On introduit I'indicateur global de linéarisation 7} correspondant a (8.55) de la forme suivante :

_ _ 1
it = (Y (h)%)3, (8.56)
KETh
ou 4 ‘
(ﬁzLﬁ) = |ﬁz - ﬁz_l‘Hl(n)d'
En testant le schéma correspondant a (8.55) pour N = 20 et avec le critére d’arrét 77 < 1076, il converge

pour des grands valeurs de Re (on a testé jusqu’a Re = 50000).
Pour comparer les schémas (8.54) et (8.55), on introduit l'indicateur global de discrétisation :

1. Probléme (8.54) :
1
i’ = (> @h)%)3, (8.57)
KETH
ol
hi|[fr + div(uVuZ) — ﬁﬁl 1Vu2 — le uh uh VthLz
1 i i .
3 Z W2 [(vVj, —phﬂ) “n||p2(eya + [ divug,|[22(x).-

eC€ey

—
=
2 [~}
N
I

2. Probléme (8.55) :
07 = (Y- (@) + @f)%)? (8.58)

KETH
ou
(775,@) = h. Hfh—l—dlv((u—i—vt( “Hva,) -l tva), — *lellh al — vthL2(,{)d
oS B+ )T, — D) -l e+ v
ece,
et

(ﬁz}j‘n) = ||Vt(ﬁ;ll_1)Vﬁ7;L||L2(n)d

Les figures 8.2 et 8.3 montrent en échelle logarithmique les indicateurs d’erreur entre un probléme uniforme
(8.54) et uniforme LES (8.55) pour Re = 1000 et N = 20 en fonction des itérations. On remarque que
le schéma LES (8.55) converge pour un nombre d’itération plus faible et on attribue ceci a la viscosité
turbulente ajoutée dans le second cas.

Sur la figure 8.4 , on compare en échelle logarithmique les estimateurs d’erreur globaux entre un probléme
uniforme LES et uniforme NS pour Re = 1000 en fonction du nombre de degrés de liberté pour plusieurs
valeurs de N, multiplié par le nombre des itérations nécessaire pour atteindre la convergence. Suite a ces
figures, on conclut que le schéma LES (8.55) produit des résultats plus précis que le schéma NS (8.54).
Cependant, nous devons étre trés prudents puisque les indicateurs sont équivalents, mais ne sont pas les
erreurs réelles, et puisque des constantes inconnues sont impliquées dans les inégalités d’équivalence. Le
fait que les deux courbes ont la méme allure finale était prévu, puisque le raffinement dans le modéle
LES implique que la viscosité turbulente tend vers 0, et donc la viscosité totale sera proche de la viscosité
physique NS standard.
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Maintenant, on désire comparer le probléme LES uniforme et adaptatif en se basant sur les indicateurs
(8.58) et (8.56). On se référe a Palgorithme proposé dans [3] pour la stratégie de la méthode adaptative.
Les auteurs dans [3] utilise un nouveau critére d’arrét :

k<P (8.59)

ou v est un parameétre positif pour équilibrer entre ’erreur de discrétisation et de linéarisation. Ils ont
choisi v = 0.01 dans leurs simulations numériques. Ce nouveau critére d’arrét a été introduit dans [12,13]
ou les auteurs ont pris 7 = 0.1 dans leurs simulations numériques. Dans notre travail, on va prendre
~v = 0.01 (méme valeur que dans [3]).

On introduit 'algorithme itératif suivant : Connaissant a9 pour tout i > 1

1. (a) On résout (8.55) pour trouver u},
(b) On calcule 777 et 77
Sl

2. Si (8.59) est satisfait, on arréte la boucle et on passe a I'étape (3). Sinon, on prend w, ' = uj,
i =1+ 1 et on recommence 1'étape (1).

3. (a) Si 7P est inférieur a une tolérence fixée e, on arréte les itérations et 1’algorithme
(b) Sinon on effectue 'adaptation du maillage de la fagon suivante :
i. Si 7_7@‘1,),.; +175 .. est trés petite, on déraffine le maillage sur
ii. Si ﬁfﬁrﬁf .. est trés grande, on raffine le maillage autour de s
4. On prend i =i + 1 et on recommence ’étape (1).

Les figures 8.5-8.8 montrent ’évolution du maillage pour différents niveaux de raffinement pour Re = 1000
et N = 20. On remarque que d’une itération a 'autre, le raffinement est beaucoup plus concentré dans
la région ou la vitesse présente un profil complexe.

Pour Re = 1000, la figure 8.9 montre en échelle logarithmique les indicateurs d’erreur pour le probléme
sur maillage uniforme avec le critére d’arrét classique (8.53) et celui avec le nouveau critére (8.59) et le
probléme LES sur maillage adaptatif en fonction de nombre de degrés de liberté. Cette figure montre
Pefficacité de la méthode adaptative. Une autre fagon pour prouver ’amélioration avec les calculs adptatifs
est de regarder les résultats obtenus pour un maillage uniforme et un autre adptatif avec environ le méme
nombre de triangles. C’est ce qui est fait dans les figures 8.10 et 8.11 d’un c¢6té, ot le module de la vitesse
est tracé et dans les figures 8.12 et 8.13 d’un autre co6té, ol une coupe verticale du module de vitesse est
tracée. Les deux comparaisons montrent une meilleure précision des résultats avec les maillages adptatifs.
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Conclusion et perspectives

Cette thése a porté d’une part, sur la simulation des grandes échelles dans le cas instationnaire en dimen-
sion 2 ou un terme de diffusion supplémentaire avec une viscosité non-linéaire dépendante de la solution
est ajouté aux équations de Navier-Stokes ; d’autre part, dans le cas stationnaire en dimensions 2 et 3. Une
validation numérique des résultats théoriques obtenus a travers des exemples académiques est effectuée
dans les deux cas.

Un schéma numeérique a été proposé en utilisant la méthode d’Euler pour la discrétisation en temps et la
méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace. On a établi 'estimation d’erreur a posteriori
entre la solution exacte et la solution approchée. L’efficacité de ces estimateurs a été démontrée. Ensuite,
on a validé les résultats obtenus par des simulations numériques académiques. Les essais numériques ont
montré un gain en précision apporté par la méthode LES, en particulier sur des maillages grossiers et des
nombres de Reynolds élevés.

Une perspective naturelle de ce travail de recherche serait ’estimation d’erreur a posteriori pour la
simulation des grandes échellles au cas instationnaire en dimension 3, 'estimation d’erreur a posteriori
pour le couplage des équations de Navier-Stokes (avec ou sans modéle de LES) avec une équation décrivant
la thermique des écoulements.
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