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SIMULATION NUMERIQUE D’ECOULEMENTS GAZ-PARTICULES SUR MAILLAGE
NON STRUCTURE

SYNTHESE

Dans de nombreuses applications industrielles, la prédiction d’écoulements diphasiques de type
gaz-particules nécessite la mise en ceuvre d’algorithmes appropriés aux écoulements instation-
naires dans des géométries complexes. Dans ce but, on s’intéresse & la mise en ceuvre de schémas
volumes finis sur maillage non structuré utilisant des techniques décentrées. La modélisation
par 'approche Eulérienne conduisant a des systémes de convection non conservatifs pouvant
générer des états non hyperboliques, les techniques classiques de résolution des systémes hyper-
boliques issus de lois de conservation ne s’appliquent plus. A cette fin, des propositions basées
sur une extension du schéma de Roe au cadre non conservatif, ont été récemment faites.

On s’intéresse a4 un modeéle & deux fluides & quatre équations pour la simulation des écoulements
gaz-particules. Le systéme de convection associé est non conservatif et conditionnellement hy-
perbolique. On ne sait pas résoudre le probléme de Riemann unidimensionnel associé et 1’on ne
peut pas démontrer le respect du principe du maximum pour la variable fraction volumique.
On propose alors une méthode a pas fractionnaires pour la résolution de ce systeme de sorte
que le principe du maximum soit préservé dans chacun des sous-pas. Chaque sous-systéme est
alors résolu par un solveur de type Godunov ou Roe avec une discrétisation appropriée des
termes non conservatifs. Des tests bidimensionnels comprenant des ondes de détente et des
ondes de choc sont présentés et montrent que 1’algorithme traite correctement les chocs forts.
On présente ensuite les résultats de la simulation d’un écoulement stationnaire dans une tuyére
et des simulations fortement instationnaires de lits fluidisés denses. Ces simulations montrent
la capacité de 'algorithme a gérer les écoulements pour lesquels le taux de compactage des
particules peut avoisiner le maximum.

On étudie ensuite un modeéle homogene a trois équations qui suppose la vitesse de glissement
entre phases nulle. Le systéme de convection associé est alors inconditionnellement hyperbo-
lique et conservatif. Ceci nous permet de résoudre le probleme de Riemann monodimensionnel
associé et I’on montre que le respect du principe du maximum est assuré si la modélisation de la
pression intergranulaire est adéquate pour les régimes trés denses. De ce fait, plusieurs méthodes
de résolution basées sur des solveurs de Riemann exact ou approchés sont envisageables. On
choisit de mettre en ceuvre le schéma vfRoe, récemment proposé pour la résolution des systémes
hyperboliques complexes. Des simulations bidimensionnelles de type tube & choc sont présen-
tées et comparées avec les résultats obtenus avec le modele & deux fluides a quatre équations.
Les simulations de jets impactants vérifient le principe du maximum pour la variable fraction
volumique. La simulation d’un écoulement diphasique dans une tuyére montre par contre que
I’hypothese de vitesse de glissement nulle est inadéquate dans de telles configurations.

Mots clés: ECOULEMENT DIPHASIQUE - MODELE A DEUX FLUIDES - EQUATIONS Eu-
LER ISENTROPIQUE - SYSTEME HYPERBOLIQUE - SYSTEME NON LINEAIRE - SYSTEME NON
CONSERVATIF - METHODE VOLUME FINI - SCHEMA DECENTRE - SOLVEUR DE RIEMANN - Pas
FRACTIONNAIRE - PRINCIPE DU MAXIMUM.
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COMPUTATION OF GAS-SOLID FLOWS ON UNSTRUCTURED MESHES

EXECUTIVE SUMMARY

Accurate predictions of gas-solid flows in a wide range of industrial applications require defi-
ning suitable algorithms to cope with time-dependent evolutions in complex geometries. This
motivates investigating the feasability of finite-volume schemes on unstructured meshes, follo-
wing recent trends and using upwinding techniques in order to prevent spurious oscillations.
It is well known that troubles quickly occur when investigating two-phase flows, using the
two-fluid approach, essentially due to the fact that such sets of partial differential equations
involve non-conservative convective subsets, but also to the fact that the latter may become
non-hyperbolic in some time-space regions. Quite recently, some proposals based on Roe’s ideas
arose to overcome these difficulties.

This work is devoted to the presentation of a finite-volume scheme which allows the computation
of compressible two-phase flows on unstructured meshes. A four-equation two-fluid model is
chosen in order to describe evolutions of gas-solid flows. The convective part of the resulting set
of partial differential equations is a non-conservative conditionnaly hyperbolic set of equations.
One can’t solve the associated one-dimensional Riemann problem and can’t prove that solutions
of the latter system fulfill the maximum principle for the volumetric fraction. We propose
to solve the system with a fractional step method such that the maximum principle for the
volumetric fraction is fulfilled on the whole algorithm. The finite-volume scheme used 1s based on
Godunov’s and Roe’s schemes and accounts for non-conservative contributions in a suitable way.
Some two-dimensional test cases including shocks and rarefaction waves within both phases are
described and show that the scheme enables to handle strong shock simulations. Computational
results for the stationary state of a two-phase flow in a simple nozzle and simulations of dense
fluidized beds are displayed.

Afterwards, a three-equation model is chosen in order to describe evolutions of gas-solid flows,
assuming that there is no sliding velocity between the gas phase and the particle phase. As a
consequence, the set of governing partial differential equations contains a conservative convective
subset which is always hyperbolic. This is an interesting feature since it allows solving the
associated one dimensional Riemann problem for almost arbitrary initial data. It 1s proved
that solutions of the latter system fulfill the maximum principle for the volumetric fraction,
provided that the granular pressure is suitable. As a result, several numerical techniques may
be used, among which the vfRoe scheme which is a rough Godunov scheme recently proposed to
deal with complex hyperbolic systems. Some basic two dimensional computational results are
presented, which enable the comparison with results issuing from the two-fluid approach. Some
computations of impinging jets confirm that the maximum principle holds. But computations
of a two-phase flow in a nozzle show that the hypothesis of the relative velocity equal to zero
is not suitable in such cases.

Key words : Two-PHASE FLOW - TWO-FLUID MODEL - ISENTROPIC EULER EQUATIONS -
HYPERBOLIC SYSTEM - NON-LINEAR SYSTEM - NON-CONSERVATIVE SYSTEM - FINITE-VOLUME
METHOD - UPWIND SCHEME - RIEMANN SOLVER - FRACTIONAL STEP METHOD - MAXIMUM
PRINCIPLE.
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Introduction

De nombreuses applications industrielles font intervenir des écoulements diphasiques depuis
I’étude des moteurs & combustion (gaz-liquide), des centrales & charbon (gaz-particules), jus-
qu’aux réacteurs nucléaires (eau-vapeur). La simulation de ces écoulements souvent complexes
connait actuellement un essor important par la connaissance croissante de la modélisation de
tels écoulements et par la puissance de calculs désormais accessible qui commence a répondre
aux exigences de simulation. La prédiction de ces écoulements dépend de trois facteurs: leur
modélisation, le cadre mathématique dans lequel s’inserent ces modeles et la possibilité de les
simuler par I’outil numérique.

Si de nombreux modeéles sont proposés dans la littérature, il n’y pas a I'heure actuelle de
modele consensuel. Il existe une grande variété d’écoulements diphasiques et les mécanismes
qui régissent les interactions, les échanges, les réactions chimiques, les forces d’interface entre
phases, les interactions au sein d’une méme phase quand celle-ci est dispersée ou encore le
transport d’une phase par un écoulement porteur, etc... sont autant de phénomenes complexes
a modéliser. Notamment, dans le cadre des écoulements gaz-particules, les collisions inter-
particulaires et I'influence du mouvement turbulent d’une phase sur ’autre sont encore mal
connus et font 'objet de nombreuses propositions dans la littérature. Ces phénomeénes sont
d’autant plus importants que I’écoulement est constitué par les régimes denses, c’est a dire
ceux ou la fraction volumique des particules est tres élevée, soit de 1 & 65 % du volume total.
On s’attachera donc particulierement au cours de ce travail & la prise en compte des interactions
inter-particulaires qui est, comme on le verra, le garant du respect du principe du maximum de
la variable fraction volumique dans le modele continu :

0 < as < amar <1

ol ay désigne la fraction volumique de la phase particulaire. Pour la modélisation de tels
écoulements, on a retenu ’approche Eulérienne dont l’originalité, par rapport a D’approche
Lagrangienne, réside dans le fait qu’aprés avoir écrit les équations en moyenne statistique, les
deux phases sont vues comme des milieux continus fictifs ; c’est a dire que, lors de 1’établissement
des équations d’évolution des variables macroscopiques moyennes, on suppose qu’en chaque
point les deux phases peuvent cohabiter.

Outre les difficultés rencontrées pour la modélisation de tels écoulements, se rajoutent celles
liées a I’absence de résultats théoriques associés a ces modeéles mathématiques. En effet, la mo-
délisation de ces écoulements conduit 4 des systémes de convection non conservatifs et condi-
tionnellement hyperboliques pour lesquels, il est en général impossible de construire la solution
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du probléeme de Riemann. Ces modeéles ne s’inscrivent donc pas dans le cadre théorique des
systemes hyperboliques et les méthodes de résolution classiques volumes finis des systémes hy-
perboliques telles que les solveurs de Godunov ou de Roe sont inadaptées pour ces systémes. Le
solveur de Godunov, basé sur la résolution exacte de problémes de Riemann locaux, nécessite,
pour étre mis en ceuvre, de connaitre la solution du probléeme de Riemann exact unidimen-
sionnel associé ce qui est souvent impossible. Le schéma de Roe, quant a lui, est basé sur la
résolution approchée de problémes de Riemann locaux, mais nécessite de connaitre les valeurs
propres et les vecteurs propres analytiques de la matrice Jacobienne ou d’une matrice linéarisée
au sens de Roe. En outre, la détermination du probleme de Riemann linéarisé du probléme
initial, nécessite la vérification d’une propriété de consistance qui est souvent délicate. Or, il est
indispensable de surmonter ces difficultés numériques, car la simulation précise des phénomeénes
mis en jeu constitue un des rares éléments de validation a posteriori des modeéles mathématiques
proposés. Dans [Gal96b] et [Mas96], les auteurs proposent un schéma, appelé viRoe, qui per-
met de résoudre le probléme de Riemann associé 4 un systeme conservatif inconditionnellement
hyperbolique notamment dans les cas ou I’on ne peut pas mettre en ceuvre les solveurs de Go-
dunov ou de Roe, et qui ne nécessite pas la vérification d’une relation de type Roe. De plus, les
systemes hyperboliques ayant la particularité d’admettre des solutions avec des discontinuités,
on cherche en fait des solutions faibles du systeme, i.e. des solutions au sens des distributions.
Or, dans le cadre des systémes hyperboliques non conservatifs, on ne peut plus donner un sens
aux produits non conservatifs au sens des distributions et 1’on ne dispose plus de relations de
saut de type Rankine-Hugoniot qui caractérisent le comportement des quantités physiques a
la traversée d’une discontinuité. Quelques auteurs (Cf. [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai9bb])
ont fait des propositions pour définir le cadre théorique associé aux probléemes hyperboliques
non linéaires en forme non conservative. Quelques schémas ont été proposés récemment pour
une résolution correcte des systéemes diphasiques a deux fluides modélisant les évolutions d’un
gaz chargé en gouttelettes dans le cas dilué (Cf. [Sai95a]), et d’écoulements de type eau-vapeur
([Kum93] et [Tou96]). Ces derniers proposent de résoudre ce type de systéme par une linéarisa-
tion de type Roe associée a des relations de Rankine-Hugoniot approchées du systéme convectif
non conservatif global. D’autre part, dans le cadre d’écoulements eau-vapeur, une décomposi-
tion particuliére des termes de pression non conservatifs et une résolution du systéme au moyen
d’un schéma cinétique de type volumes finis, ont été proposées dans [Coq96] et [EIA97]. On
renvoie le lecteur & [Eco96] pour une revue de quelques techniques numériques récentes mises
en ceuvre dans le domaine des écoulements diphasiques.

La contribution qui est décrite dans ce mémoire est essentiellement numérique et concerne
la modélisation des écoulements gaz-solide sur maillage non structuré, pour pouvoir a terme
effectuer des simulations réalistes de lits fluidisés denses. Les schémas qui seront mis en ceuvre
seront spécifiques mais simples et ont trois objectifs privilégiés:

— (i) autoriser le calcul d’écoulements avec vitesses relatives élevées,

— (ii) traiter correctement les effets de compressibilité,

— (iil) permettre des calculs avec des taux de présence faibles & tres élevés.

Ces écoulements ayant également la caractéristique de mettre en contact des régions tres denses
ol les particules peuvent avoisiner le taux de compactage maximum, avec des régions treés diluées
(~107* %), on s’attachera particulierement au traitement numérique de ces ondes de choc. Le
dernier point nécessitera d’examiner en détail les propriétés de positivité de la masse volumique
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du gaz et du taux de présence volumique de phase. C’est peut-étre ici que se situe ’apport
principal de ce travail, ce probleme étant peu abordé dans la littérature dédiée.

Le présent document s’organise de la fagon suivante. Un premier chapitre est consacré a la
modélisation des écoulements diphasiques de type gaz-particules par une approche Eulérienne.
On obtient un modele & cing équations d’évolution des variables macroscopiques (deux équations
de conservation de masse, deux équations de quantité de mouvement et une équation d’évolution
de ’énergie cinétique turbulente des particules). Ce systéme est non conservatif et provient des
modeéles de [Bal95] et [Boe97]. On ferme le systéme et ’on dérive de ce modéle un modele
a quatre équations, en intégrant 1’équation d’évolution de I’énergie cinétique turbulente des
particules, plus simple mais qui présente les mémes pathologies mathématiques que le modele
initial. On compare ce modéle a ceux de la littérature.

Une deuxiéme partie est consacrée a des rappels sur la théorie associée aux systémes hyper-
boliques non linéaires issus de lois de conservation (Cf. [Har83a], [Lax57], [Lax72], [Smo83],
[Vil86], et [God92] pour le cas scalaire). On rappelle notamment la notion de solution faible
entropique et ’on traite en exemple la résolution du probléeme de Riemann associé au systéme
de la dynamique des gaz isentropique.

Le troisieme chapitre traite des schémas numériques volumes finis, a 'ordre un en temps et en
espace, sur maillage bidimensionnel non structuré de type INRIA, qui permettent naturellement
d’effectuer des simulations de systémes hyperboliques non linéaires issus de lois de conservation.
Dans le cadre hyperbolique, les schémas numériques basés sur des techniques de décentrement
sont décrits et analysés dans [God92], [Gal92], [Cha92], [Cha93] et [Eym97], dans le cadre
linéaire et non linéaire. Dans le cadre mixte convection-diffusion, on dispose également de
résultats de convergence d’un schéma volumes finis, sur maillage triangulaire régulier, pour une
loi de conservation scalaire (voir [Her95b]). Les schémas de Godunov et de Roe, basés sur la
résolution exacte ou approchée de problémes de Riemann locaux, sont rappelés. On présente
ensuite le schéma vfRoe pour les cas ol les schémas sus-cités ne peuvent pas étre mis en ceuvre.
On examine ensuite deux exemples de splitting dans le cadre hyperbolique monophasique, du
systeme de la dynamique des gaz isentropique, d’une part, et du systéeme de la dynamique des
gaz, d’autre part (Cf. [Bar91], [Bar92], [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97]). Ces techniques peuvent
permettre de relaxer la contrainte CFL qui limite le pas de temps et de s’affranchir d’une
correction entropique souvent nécessaire aux solveurs de type Roe ou Godunov. On présente
enfin différentes extensions possibles de ces schémas au cadre non conservatif. On rappelle
tout d’abord les travaux de [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai95a] pour I’analyse théorique des
systémes hyperboliques non conservatifs puis on expose deux classes de schémas numériques:
ceux basés sur la généralisation de la matrice linéarisée de Roe (Cf. [Sai95a], [Sai95b], [Tou89],
[Tou92], [Kum93] et [Tou96]) et ceux de type Roe, Godunov ou vfRoe, consistants, avec une
discrétisation spécifique des termes non conservatifs (Cf. [Her94c], [For95], [Lou95], [Her95al,
[Bru96], [For97] et [Mas97]).

Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse & I’analyse continue et & la résolution numérique
d’un modeéle a deux fluides d’écoulements diphasiques compressibles gaz-particules a quatre
équations (deux équations de conservation de masse et deux équations de quantité de mouve-
ment). Ce modéle qui correspond au modeéle A de Gidaspow [Gid93], est semblable & un des
modeéles examinés dans le cadre gaz-gouttelettes par Sainsaulieu [Sai9ba] et [Sai95b]. On ne
peut pas résoudre le probléeme de Riemann associé & ce systéme et on ne sait pas démontrer
la préservation du principe du maximum pour la variable fraction volumique. On donne une
caractérisation entropique du modele, et I’on décrit les conditions d’hyperbolicité et le respect a
priori des conditions de positivité des grandeurs ad hoc. La résolution numérique de ce systéme
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sur maillage non structuré doit autoriser des vitesses relatives entre phases élevées, un fonc-
tionnement en régime dilué ou dense, un traitement correct des discontinuités et une rigoureuse
conservation des masses partielles et de la quantité de mouvement moyenne. On propose une
méthode de résolution volumes finis basée sur une technique a pas fractionnaires qui décom-
pose le systéme de convection en deux sous-systémes inconditionnellement hyperboliques. On
associe des relations de saut approchées au sous-systéme non conservatif. On résout le pro-
bléme de Riemann dans chaque sous-systéme et ’on montre que le principe du maximum de
la variable fraction volumique est préservé sur ’ensemble de la méthode a pas fractionnaires.
On décrit ensuite les solveurs de type Roe ou Godunov mis en ceuvre dans chaque étape. Le
sous-systéme conservatif est résolu par les schémas classiques de Roe ou de Godunov et I’on
propose deux schémas de résolution pour le second sous-systéme, un schéma traitant les termes
non conservatifs et un schéma classique de Roe associé a un systéme conservatif équivalent dans
les zones réguliéres et dans les zones de choc sous ’hypothése du choix d’un chemin linéaire
pour la définition des relations de saut approchées. On présente enfin des tests effectués sur des
maillages bidimensionnels non structurés de type tube a choc, avec ou sans effets de trainée,
une simulation d’écoulement diphasique dans une tuyere et quelques tests de faisabilité pour la
simulation de lits fluidisés denses. On met en évidence la présence d’états non hyperboliques au
cours de ces derniéres simulations. Sur ’ensemble de ces tests, on montre le bon comportement
de la méthode proposée ; en outre on n’a pas constaté de perte du principe du maximum sur
I’ensemble de ces simulations.

Le cinquieme chapitre est consacré & I’étude d’un modéle homogeéne & trois équations (deux
équations de conservation de masse et une équation de conservation de quantité de mouvement
du mélange) qui ne suppose aucune vitesse de glissement entre les deux phases. Ce modele
est conservatif, inconditionnellement hyperbolique et admet une caractérisation entropique. On
résout le probléme de Riemann associé et I’on montre que le respect du principe du maximum
de la variable fraction volumique est intimement lié au choix de la pression intergranulaire.
On choisit de résoudre numériquement ce systéme par une variante du schéma vfRoe. On
présente ensuite des tests numériques de type tube a choc que I’on compare avec des simulations
du modele & deux fluides a quatre équations étudié précédemment, et 'on regarde enfin la
simulation d’un écoulement diphasique dans une tuyére.

Les traitements numériques bidimensionnels sur maillage non structuré ont été réalisés au sein
de la structure de code N3S-MUSCL (Cf. [Cha95] et [Der92]) avec recouvrement volumes finis
de type INRIA.

Le présent manuscrit comprend également deux annexes; une qui porte sur la mise en ceuvre
du schéma de Godunov pour la résolution du systéme de la dynamique des gaz isentropique
avec des tests de type tube & choc, et une sur ’analyse de stabilité linéaire des schémas associés
au modele a deux fluides a quatre équations dans les cas des méthodes & pas fractionnaires et
de splitting de flux.
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Chapitre 1

Rappels sur la modélisation
Eulérienne des écoulements
diphasiques compressibles de
type gaz-particules

Il existe deux grandes classes de méthodes de modélisation des écoulements diphasiques : les mé-
thodes Lagrangiennes et les méthodes Eulériennes. L’approche Lagrangienne consiste a suivre
des trajectoires d’inclusions (particules, gouttes, bulles) portées par un écoulement ; elle meéne
a la résolution des équations de Navier-Stokes pour le fluide porteur et a la résolution d’une
équation décrivant le mouvement d’une inclusion pour chaque inclusion injectée dans 1’écoule-
ment. Quant a la méthode Eulérienne, elle consiste a considérer les deux phases comme deux
milieux continus distincts avec interpénétration et a résoudre des équations qui gouvernent les
variables d’état moyennes de chacune des phases. Cette derniére approche est plus adaptée que
I’approche Lagrangienne aux situations de fort couplage entre phases.

On s’intéresse dans ce chapitre a la modélisation des écoulements diphasiques par une approche
Eulérienne a deux fluides. Un mélange diphasique peut étre assimilé & un ensemble de régions
purement monophasiques, séparées par des interfaces au travers desquelles s’opérent des trans-
ferts (de masse, quantité de mouvement et énergie) entre les phases. On écrit tout d’abord les
équations Eulériennes de bilan valables & I'intérieur de chaque région purement monophasique
(chaque phase étant considérée comme un milieu continu), puis, par processus de moyennes,
on étend les équations & tout le domaine et on modélise les transferts qui ont lieu aux inter-
faces entre les phases. On obtient un systéme ouvert pour lequel on recense quelques fermetures
extraites de la littérature.
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1.1 Rappels sur les distributions

Soient 2 un domaine de TR" et D(2) I'ensemble des fonctions de € infiniment dérivables, &
support compact :

D(Q) = {p € C™(Q) ; suppp compact}

ot suppp = {z €Q; p(z) #£0}

Définition 1.1 On appelle distribution T une fonctionnelle linéaire continue sur l’espace vec-
toriel D(Q), T : D(Q) —C.

L’espace des distributions est noté D'(Q).

Soit f une fonction localement sommable, i.e. f € Li (), c’est & dire, par définition, f|x €

loc
LYK) VK C Q, K compact.

Soit Ty une distribution associée & f, T est définie par:

< Tt >= /IR" flz) p(z) dz , Yo € D(Q)

Puisque la notion de distribution est une généralisation de fonction localement sommable, on
peut identifier f et 1}, ce qui nous permet d’écrire < f, ¢ > a la place de < T, ¢ >.

La distribution de Dirac en un point ¢ €  C IR est définie par:

< dg,p >= p(a), Yo € D(Q)

Dérivée d’une distribution:

Soit f une fonction continument différentiable; on a:

19} 19}
<6—£,¢>:—<f,a—£> Vg € D(Q)

(Vi e)y=—(f V), Yo e D(Q)

La dérivée distribution permet également de dériver une fonction discontinue.

Considérons, par exemple, la fonction de type Heaviside :
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1, sie>a,

hiw) = { 0, sinon

Evidemment, h € L} _(IR) et par conséquent h € D'(Q2), on calcule:

loc

On écrit donc formellement: A, = d,.

On veut maintenant la dérivée distribution d’une fonction f : IR — IR telle que sa dérivée
selon une composante 1 € IR existe et soit continue partout sauf en un point @ € IR. On
obtient :

; o
<3—§l’@> = [t etaras + [ Lo

ol nj est la premiére composante de la normale a la surface d’intégration 5.

Si on note (,?—1/{: la dérivée distribution de f et (,?—1/{: la distribution correspondant a la dérivée
usuelle de f selon z; pour tout #; € IR sauf en «a, alors ’équation ci-dessus s’écrit symbolique-

ment :

of _ of o
3x1 - 3x1 [f]a_ n 65

1.2 Modélisation des écoulements diphasiques par Dap-
proche Eulérienne

1.2.1 Equations de bilan Eulériennes monophasiques

Chaque phase est un milieu continu connexe (phase continue) ou multiplement connexe (phase
dispersée). Tout mélange diphasique peut étre assimilé & un ensemble de régions purement
monophasiques, dans lesquelles les équations locales de la mécanique des fluides s’appliquent,
ces régions étant séparées par des interfaces supposées infiniment minces et sans masse.

On rappelle les lois de conservation isentropiques usuelles en mécanique des fluides valides a
I'intérieur de la phase k ; elles sont basées sur les principes de la conservation de la masse et de
la quantité de mouvement :
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0

apk+v~(Pkﬂk) =0 (1.1a)
0
7 Pre) + V(e @ up +Ipp —1,) = pf (1.1b)

ou p désigne la masse volumique, U le vecteur vitesse, p la pression, T le tenseur des contraintes
visqueuses, f l’ensemble des forces extérieures et k Iindice de phase (=1 pour le gaz et 2 pour
les particules).

1.2.2 Extension des équations a tout le domaine

Soit ©, un domaine de IR", le domaine spatial de I’écoulement observé indépendant du temps.
Soit Q4 (t) C Q le domaine spatial occupé par la phase k£ dans le domaine de ’écoulement &
I'instant ¢. Q(¢) peut étre non connexe. On définit x; la fonction caractéristique de la phase k
par:

1 s1ze Qk(t),

0 sinon

Cette fonction discontinue aux interfaces permet d’étendre les équations (1.1) valides & I'inté-
rieur d’une phase, i.e. Vo € Q4 (%), & tout le domaine © de I’écoulement.

Y Vérifie au sens des distributions les égalités suivantes:
VXk = —ny 05
V(xkg) = xx Vg — g1y, 4 (1.2)
V.(xru) = xxV.u— uny d,
V.(xk0) = xs V.0 — a1y 55
oll ny, est le vecteur normal & I'interface s (s = 9y, (t)) extérieur & Qx(¢), g une fonction scalaire,

u une fonction vectorielle, o un tenseur et d; la fonction caractéristique de 'interface s.

Soit w, un vecteur vitesse de l'interface s, on a alors:

0
oy Xk = sy, s
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é( )= 9 +gw,.n o
g 9 Xk —Xkatg g W, .1y Os

ou ¢ est une fonction scalaire ou vectorielle.

On prémultiplie chacune des équations du systéme (1.1) relatives & la phase k par la fonction
caractéristique xy ; on obtient donc, a priori, des équations valides dans tout le domaine de
I’écoulement y compris aux interfaces (puisqu’elles sont supposées infiniment minces et sans
masse) et quel que soit le temps:

0
Xk (Epk —I—V.(pkgk)) = 0 (1.3a)
0
Xk (5(%%) + V. (pruy, © wy, + Ipp — ;k)) = kPt (1.3b)

La notion de dérivée au sens des distributions permet d’introduire la fonction caractéristique a
Iintérieur des opérateurs différentiels, les équations (1.3) deviennent alors:

0
%(kak) + V.(xepryy) + pe(uy, —w,)nds = 0 (1.4a)

d
a7 Ok Prets) + V- (ki © wy + XoLpk = Xk, )

=Pty (We-ng )05 + pr(wy @ wy) mpds + (Lpk — 2, )40 = Xeprf (1.4b)

Les équations (1.4) sont une extension des équations (1.1) & tout le domaine de I’écoulement ;
elles sont également valables aux interfaces entre les phases.

1.2.3 Equations sur les grandeurs moyennes
1.2.3.1 Approche statistique, définition des opérateurs de moyenne

Les équations des échanges locaux instantanés (1.3) & (1.4) ne peuvent étre résolues car on ne
connalt pas la position de l'interface qui est distribuée aléatoirement dans le temps et dans
I’espace. On écrit donc les équations en moyenne statistique, ce qui permet de reconstituer
deux milieux continus fictifs. On introduit donc cet opérateur < . > qui vérifie les propriétés
suivantes :

— la linéarité :
<a+b>=<a>+<b> et <la>=A<a>

— I'idempotence:

<<a>b>=<a><b>
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— la commutativité avec les opérateurs de dérivation et d’intégration :
0

<—>—i< > t<—>—2< >
3l‘ia - Ox; “ ¢ 3ta G “

On peut alors décomposer une variable locale instantanée quelconque a en une valeur moyenne
< a > et une fluctuation a’ qui vérifient :

a=<a>+ad et <a >=0

L’opérateur < . > peut étre défini comme la limite de la moyenne arithmétique sur un nombre
N de réalisations tendant vers I'infini du phénomene :

. 1
<oxs i w2

Par rapport 4 des moyennes spatiales, temporelles ou spatio-temporelles, la moyenne statistique
est la seule valable pour les écoulements non homogénes instationnaires.

1.2.3.2 Définition des grandeurs moyennes pour chaque phase

On définit oy le taux de présence de la phase k& comme la moyenne de la fonction caractéristique
de cette phase:

def
o =< Xk >

la variable ay est également appelée fraction volumique de la phase & ; elle peut se réécrire sous
la forme:

. < Vi >
ap = lim ————
Vs V

ou Vi C V est le volume occupé par la phase & :

VkI/Xde et <Vk>2/akdv
Vv Vv

On définit la moyenne Eulérienne phasique classique, notée < . >, d’une grandeur quelconque
@ par:
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< Xk Qg >

1
< ag D= — < Xk 0 >=
[a9X X < Xk >

L’examen des équations de bilan montre cependant qu’il est plus pratique de définir, pour les
écoulement compressibles, la moyenne de la vitesse comme une moyenne pondérée par la masse
volumique qui s’écrit :

1
<Up D= —— < Xk Pr O >
g Pr
en négligeant les fluctuations de py.

1.2.3.3 Equations sur les grandeurs moyennes

On applique 'opérateur de moyenne < . > aux équations (1.4), on obtient:

0
o <Pk > AV <Pt >+ < (e —w,).mds > =0 (1.5a)
0
G < XkPrly > +V. < Xpprlly @ Wy > V. < Xpdpr — XpI, > (1.5b)
— < prug (W, g )os >+ < prluy © wy).ngbs >+ < (Ipr — 7 )04 0s > = < xwprf >

On pose 'y la densité volumique des apports de masse a la phase k résultant des échanges aux
interfaces et égale a:

Ly =< pr(wp — w,) .0y, 05 >

Iy, vérifie I’équation de bilan aux interfaces :
2
S
k=1

et Iy, - Zzﬂlk =0

Iy = — < prug (W, .ny)0s > + < pr(uy, © wp).ngds > — < 1,040, >

on obtient donc:
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0
E(akpk) + v.(akpk < uy >k) +I'y = 0 (1.6&)
0
a(%pk <y >k)+ Vi(appr < uy @ uy >k)
+V < Xkpr >+ <pengds > V(g <1, >k)+ L = arpr < f >y (1.6b)

Tl est utile de remarquer qu’en appliquant I’équation (1.2) & une fonction g identiquement égale
a 1 et en la moyennant, on obtient I’égalité suivante :

Vap=—<n;d >

En décomposant py en la somme d’une pression moyenne Py et d'une fluctuation pj, (de sorte
que < Py >= Py et < pj, >=0), on obtient:
V < xppe >+ < pengds > = V(< xk > FPo)+ Pe <ngds >+ <pjngds >
= V(Oék Pk) — P.Va, + < p;cﬂk 05 >

= apVP, + < ppn,ds >

De méme, en décomposant u, en U, + u},, on obtient :

Vlagpe < wy, @uy >5) = VilagpelUy @ Uy) + Vi(agpe < wj, @ up, >5)

On définit alors la grandeur moyenne de la vitesse U, =< u; >, I, =<z, >ket F=<f>
Finalement, le systéme ouvert associé a la phase k s’écrit (en considérant le terme < p n, J, >
dans le terme interfacial I,):

0
E(akpk)—i—v.(akpkgk)—i—l“k = 0 (17&)
0
a7 (kpels) + V. (arpely © U)
—|—V.(Ozkpk < gfk ® @; >k) + ap VP, — V.(Oxk T:k) +1, = apppl (1.7b)

La classe des écoulements diphasiques qui nous intéresse est celle des écoulements constitués
d’une phase gazeuse et de particules sphériques indéformables. On considére alors que la phase
particulaire est & densité constante, i.e. p; = constante.

Il faut maintenant fermer le systeme.
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1.3 Lois de fermetures pour les écoulements de type gaz-
particules

Par définition, les variables fractions volumiques vérifient :

a1+a2:1

1.3.1 Termes d’échange de masse

La classe des écoulements diphasiques qui nous intéressent sont ceux de type gaz-particules
ou les phénomeénes d’interactions entre particules peuvent étre trés importants. On suppose
les particules sphériques, indéformables et toutes de méme diameétre. On ne considére aucun
échange de masse entre les deux phases. Ceci entraine que u,; et w, sont égaux & l'interface et
que T', = 0 pour k = 1 (gaz), 2 (particules).

1.3.2 Pression moyenne de ’écoulement

On suppose que la pression phasique Py n’est autre que la pression moyenne du mélange notée

P

Notons que p; dépend de P; a travers les effets thermodynamiques: équation d’état et transferts
d’énergie. On supposera par la suite que la masse volumique est liée & la pression par une loi
polytropique :

P/pi = K

K est une constante de référence positive de la forme P(pg)/pg, n 'exposant polytropique,
1 < n <, v l'indice adiabatique du gaz. L’utilisation d’une telle relation permet de ne pas
avoir a résoudre explicitement 1’équation de conservation de 1’énergie. Elle ne permet pas par
contre de rendre compte des transferts de chaleur et les effets de dissipation au sein de la phase
gazeuse. Dans la suite du document, on considérera n = 5. Dans [Gid93], "auteur retient, dans
certaines configurations n = 1 qui est la valeur pour un écoulement isotherme pour un gaz
parfait.

1.3.3 Prise en compte de la turbulence de la phase continue

Les composantes du tenseur de Reynolds de la phase gazeuse sont classiquement modélisées
par:
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2 2
<u @y >1= ] VU + VU = 5(V.Uy)Ld| + 2ei 1d

vt étant la viscosité turbulente et ¢? 1’énergie cinétique turbulente du gaz. On ne prend pas
en compte dans les simulations numériques la turbulence de I’écoulement porteur, le tenseur
turbulent de la phase gazeuse est donc supposé nul, soit < u} @ uj >1= 0.

La moyenne du tenseur T, se décompose en X_ la moyenne du tenseur des contraintes apparentes
et Qz la prise en compte des termes collisionnels. On se place dans le cadre dilué pour modéliser
le mouvement aléatoire associée & la phase dispersée.

1.3.4 Prise en compte du mouvement aléatoire de la phase dispersée

On veut donc modéliser le tenseur cinétique associé a la phase dispersée, dominant pour les
écoulements a faible concentration de particules, i.e. s < 0.001. Par analogie avec la modéli-
sation du tenseur de Reynolds associé au gaz, il s’écrit :

: 2 2
< wh O uh = —v5" | VU, + V'L, — (VL) Ld| + 243 1d

v§i" désignant la viscosité cinétique tenant compte du transport de quantité de mouvement par
le mouvement aléatoire des particules et g2 I’énergie cinétique turbulente des particules. Dans
ce qui suit, on ne consideére que les termes différentiels du premier ordre; on obtient donc le
terme sphérique suivant :

2
<uy @ uy >= gqgg

Dans [Bal95], les auteurs calculent I’énergie cinétique turbulente des particules ¢2 solution de
I’équation de transport suivante :

0 2
g(azqg) + V.(a2q3U,) + gazqgvﬂz =98 (1.8)

En utilisant I’équation de bilan de masse des particules, on obtient ¢2 par intégration de ’équa-
tion (1.8), en considérant un équilibre des termes sources S de production-dissipation, et en
négligeant les effets visqueux; on obtient alors:

¢3(az) =< ¢ >o a3/’

oll < ¢35 >¢ est une constante de dimension (m.s~1)%.
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1.3.5 Modélisation des effets collisionnels dans un milieu granulaire

Placons-nous maintenant dans le cadre dense; au niveau microscopique. On veut modéliser le
terme Qz qui prend en compte le mécanisme collisionnel des particules. Dans [Gol96b], les
auteurs présentent une modélisation des effets collisionnels entre particules en se placant dans
un milieu granulaire, en ’absence de gaz porteur. Ils considérent les équations de comportement
du milieu granulaire par la représentation Lagrangienne unidimensionnelle suivante :

01 0
o, an Y
0 0
EU—I—a—hP_O
0 F 0
EE-i—Pa—hU_[

avec la notation p = psas, m la masse, E ’énergie totale, P la pression granulaire et [ le
terme source prenant en compte la perte d’énergie cinétique due aux collisions, et la convention

On note e = E/m D’énergie interne et 1’on rééerit le systéme précédent en coordonnées Eulé-
riennes :

d d
ap'i‘a—x(PU)—O
d

9, . 0

0 0 0
57 Pe) + g (pel) + == (PU) = pl

Le systéme est ensuite fermé par la donnée d’un terme source I et d’une équation d’état de P.
Nous nous plagons dans le cadre de "approximation dite des «spheéres dures», qui suppose les
particules sphériques et les collisions instantanées sans déformation. On suppose de plus que les
chocs sont binaires, c’est a dire qu’ils ne font intervenir que deux particules a la fois. La vitesse
angulaire des particules au moment de chocs n’est pas prise en compte. On considére que les
transferts d’énergie entre les mouvements de rotation et de translation sont comptabilisés dans
un coefficient d’élasticité ou de restitution des collisions entre particules e, € [0, 1].

P e
; = §Ozt(1—|—20z2 (l—I—ec)g(az)) (19)

ol e, et ay sont des constantes absolues. Cette pression granulaire se compose d’une partie colli-
sionnelle et d’une partie cinétique. La fonction g(az) introduite est une fonction de distribution
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indépendante des propriétés collisionnelles des particules; elle représente "augmentation de la
probabilité de collisions binaires dues a ’encombrement. Elle doit avoir des valeurs supérieures
a 1 et etre croissante avec «s.

Dans un milieu élastique conservatif, les constantes e. et «; valent respectivement 1 et 4/3
(Cf. [Gol96b]) et il n’y a pas de terme source (I = 0). Dans ce cas, on va chercher une loi
isentropique, i.e. une solution de I’équation d’évolution de pe du type e = e(as) ; et I'on obtient :

Pas) = %Kzat(az)”o"/z exp (at(l + ec) /00‘2 g(a) da) (14 2a9(1 4+ ec)g(eva))

ol Ky est une constante d’intégration a déterminer. Pour plus de détails sur les calculs, on peut
se reporter & [Com96¢].

On retrouve formellement une loi d’état pour les écoulements dilués en considérant g(az) = 0:

2
P(O[z) = gpzlﬂz(az)s/S

Cette loi est de la méme forme que celle utilisée dans [Sai91] et [Sai95b] pour la modélisation
des écoulements gaz-gouttelettes en régime dilué.

Pour les écoulements denses, plusieurs modeles sont envisageables, on considére une loi proposée

par Lun et Savage (Cf. [Gol96b]) du type:

o= (1-322)

ol Qupqe désigne le taux de compactage maximum des particules, celles-ci étant supposées
sphériques et de méme diameétre. On obtient alors:

2 4 ma e
Plas) = §P2K2(0‘2)5/3 (14 2a2(1 + ec)g(aa)) exp{g(l + ec)(o;_ : (1 _ aaz ) }

Une valeur classiquement proposée pour ¢ est (Cf. [Gol96b]):

6= gam(w >1

Finalement, on considére un tenseur Q2 sphérique :

92 = E(Oxz) g
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avec, d’apres les développements précédents :

g E(ag) = P(as) (1.10)

Le modéle considéré par Sainsaulieu [Sai9ba], [Sai9bb] et [Rav95], pour les écoulements dilués
gaz-liquide, est tel que g(aa) = 0 et h(az2) = 1. Le modele proposé par Saurel ef al. [Sau94] ne
prend pas en compte les collisions intergranulaires (formellement: g(az) = 0 et h(asz) = 0).

1.3.6 Terme de transfert de quantité de mouvement interfacial

I, désigne le terme de transfert de quantité de mouvement interfacial de la phase k. On ne
consideére que les effets de la trainée et pas les effets de masse ajoutée et d’histoire (hypothese
classique dans le cadre des écoulements gaz-particules). I, vérifie la relation suivante:

Li=-I,=1
Les effets de trainée sont modélisés comme suit (Cf. [Bal95] et [Gid93]):

3 P1
l=—- Cqy — ||U..|| U
L= =70 Ca I L

ou plus formellement:

I=—aas Ko U, (1.11)
3C _ .
Zd_zdpl a7 2 UL sl as < 0.2
ou [(T =
a1 ds (az e + 1.75) [IU,]] sinon
d
avec Re = a1—2||QT||
vy
24 0Ty
R—(l +0.15 Re™") si Re < 1000
et Cy4= €
0.44 sinon

U, = U, — U, désigne la vitesse relative entre les deux phases, et Cy un coefficient de trai-
née. L’expression de Kp provient de la modélisation de la trainée d’une sphére isolée pour les
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écoulements dilués (si o < 0.2), de la loi d’Ergun pour les écoulements denses. Elle s’écrit en
fonction du nombre de Reynolds moyen Re associé aux particules. 11 représente la viscosité
du gaz et ds le diamétre moyen des particules, tous les deux étant supposés constants. Cette
modélisation du terme de trainée est équivalente & celle retenue dans [Gid93].

Dans [Bal95], [Bal93] et [Boe97], les auteurs ne considérent pas, dans I’expression de la force
de trainée, la vitesse relative U, mais une vitesse V., qui est la vitesse relative corrigée par une
vitesse de dispersion V ; prenant en compte la perturbation d’une particule due au transport
par la turbulence du fluide :

V,=0U

r

_Zd

r

Pour modéliser la vitesse de dispersion, Cf. [Bal95], les auteurs introduisent un coefficient de
dispersion fluide-particules D, :

1 1
V,=-D!, | —V —V
Y 12 (041 a1 + P 042)

1.3.7 Modélisation des effets de diffusion de la phase gazeuse et des
effets de dispersion de la phase particulaire

La turbulence du gaz que I'on a précédemment négligée (Cf. le paragraphe 1.3.3) est un effet
dominant par rapport a ceux de la diffusion du gaz ou de la dispersion des particules ; les tests
numériques présentés dans les chapitres 4 et 5 tiennent logiquement compte de ces ordres de
grandeur puisque les effets de la turbulence et de la diffusion du gaz ainsi que la dispersion des
particules ne sont pas considérés. On a néanmoins besoin de connaitre la modélisation des deux
derniers termes pour I’établissement de 'inégalité d’entropie qui permet de choisir la solution
physiquement admissible parmi un ensemble de solutions faibles du systeme (Cf. le paragraphe

2.5).

On modélise les tenseurs gk, k=12 (2, = T, et 22 =T

z T,— Qz)’ de facon classique :

2
T = (vgk YV, — g(v.gk)j:d) (1.12)

ol les coeflicients de viscosité du gaz 7; et de dispersion des particules 7, sont des constantes
positives.

Avec les hypotheses décrites ci-dessus, le systéme se réécrit :
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0
E(al n)+ViaplUy) = 0 (1.13a)
0
Eaz 4+ V~(042Q2) = 0 (113b)
0
o) +Viap Uy o Uy) + o VP(p1) = —L—aipy
V. (aZ,)  (1130)
0 Qs - 1
g7 (@2U) + V. (a2l @ Up) + —=VP(p1) +V(a2E(e2)) = — —aag
P2 P2
an
V.| —X 1.13d
<p2:2) ( )

Ce modele fermé «simple» a, entre autres, I'intérét de permettre le calcul d’écoulements dilués
ou denses en particules.

1.4 Quelques modeles a deux fluides simples issus de la
littérature

Certains auteurs privilégient la modélisation des écoulements dilués («p ~ 0); ainsi dans
[Sau94], les auteurs retiennent le modele suivant :

d
Epl—l-v.(plgl) =0 (114&)
d
aaz—l—v.(azgz) = 0 (1.14b)
d
(P U)+ V(U 0U)+VP = -1 (1.14c)

ot

0
(a2 lUs) +Vi(aa Uy @Usy) =

5 I (1.14d)

1
P2
Ce modele peut étre déduit du modele (1.13) en posant formellement oy = 1 dans les équations

de la phase gazeuse et en ne prenant en compte ni pression ni interactions entre les particules
dans les équations de la phase particulaire.

Dans [Gid93], 'auteur retient deux modeles, un modele équivalent & (1.13) et un second présenté
ci-dessous :
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d
a(alpl)—i—v.(alplgl) = 0 (1.15a)
d
o+ Viaslly) = 0 (1.15b)
d
—(1pU)+ V(e U, @U)+VPA = -1

ot

9
(e Us) +Vi(aa Uy @ Uy) + Glaz) Vas =

5 I (1.15¢)

1
P2
Ce modeéle est censé pouvoir décrire les écoulements denses et ne suppose pas d’effets de pression

sur la phase particulaire. Le terme G(«3) Vs prend en compte les effets collisionnels entre
particules.
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Chapitre 2

Quelques éléments sur les
systemes hyperboliques non
linéaires issus de lois de
conservation

On expose dans ce chapitre les caractéristiques essentielles des systemes hyperboliques non
linéaires issus de lois de conservation. On rappelle tout d’abord les définitions de systéme
hyperbolique, d’invariant de Riemann et d’entropie. Les systémes hyperboliques ayant la par-
ticularité d’admettre des solutions discontinues, on introduit la notion de solution faible. Cette
derniére ne s’accompagnant pas de 'unicité de la solution, on présente un critere basé sur la
notion d’entropie qui permet de sélectionner la solution physique parmi I’ensemble des solutions
faibles. On étudie ensuite la résolution du probléeme de Riemann monodimensionnel associé a
un systéeme hyperbolique de lois de conservation. Dans un cadre théorique, parmi les références
portant sur les systémes hyperboliques issus de lois de conservation, on s’appuiera notamment
sur [Har83a], [Laxb7], [Lax72], [Smo83], [Vil86], et [God92] pour le cas scalaire. On traite enfin
un exemple : la résolution du probléme de Riemann du systéme de la dynamique des gaz isentro-
pique en coordonnées Eulériennes. On renvoie le lecteur intéressé a [Smo83] pour la résolution
du probléeme de Riemann du systéme de la dynamique des gaz en coordonnées Eulériennes.

2.1 Hyperbolicité

Soient I’espace des états Q un domaine de IR? et W = W (z,t) = (w1, ..., wp)" un vecteur de
variables d’état & valeurs dans Q ot & = (z1,...,z4)" € IRY et t € [0, 4o0[.

On considére le systéeme suivant, constitué de p lois de conservation :



22 HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

||
(e}

(2.1)

QD|Q3

d
5,
WD g il

ou I;(W), j = 1,...,d, désigne la fonction de flux suffisamment réguliere de Q dans IR?,

siéme

associée a la j composante spatiale.

Formellement, le systéme (2.1) exprime la conservation des quantités wi, ..., w, ; en intégrant
celui-ci sur un domaine fixe arbitraire D de IR? et en appliquant le théoréme de la divergence,
on obtient une équation de bilan des quantités wq, ..., wy:
d d
E/Dwdmz/wﬂjm.nj ds = 0 (2.2)
j=1

avec 0D la frontiere du domaine D, s € IRY! la variable d’intégration sur 0D et n =
(n1,...,nq)" le vecteur normal & 9D extérieur & D. L’équation (2.2) exprime 1’égalité entre
la variation temporelle de W dans le domaine D et le flux de W & travers la surface 9D.

Soit éj (W) la matrice Jacobienne associée au flux F,(W), j =1,... ,d:

Soit A(W, n) la matrice Jacobienne associée & I’ensemble des flux F, (W), j = 1,... ,d, définie,
pour tout vecteur n = (ni,...,n4)" de IR¢ non nul, par:
d
AW ) = 3 4,00
]:

Définition 2.1 Le systéme (2.1) est hyperbolique si, pour tout W € Q et n € IR?, AW, n) a

— p valeurs propres réelles;

— p vecteurs propres linéairement indépendants.

De plus, si les valeurs propres sont deur ¢ deur distinctes alors le systéme (2.1) est strictement
hyperbolique.



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules... 23

2.2 Invariants de Riemann et caractéristiques a une di-
mension d’espace

On se place dans un cadre unidimensionnel, i.e. d = 1. Considérons un systeme hyperbolique
sur le modele du systéme (2.1), de matrice Jacobienne 4, (W), de valeurs propres associées

M), ... (), W e IRP, et de vecteurs propres & droite associés r,...,r

1—p*

Définition 2.2 Un j-invariant de Riemann est une fonction réguliére ¢(W) de IRY dans IR
telle que :

(Vpo(W),r;(W))y=0 VYWeIRF

ott {.,.) désigne le produit scalaire associé a IRP.

Cette définition signifie que ¢ est constant le long des trajectoires portées par le vecteur r;.

Proposition 2.1 Soit W, € IRP. Il existe, dans un voisinage de W, (p — 1) j-invariants de
Riemann dont les gradients V, ¢(W ) sont des formes linéaires indépendantes dans IRF.

Démonstration. Cf. [Smo83], page 321.

Proposition 2.2 Si ¢ est un j-invariant de Riemann pour tout j # ko, alors, pour toute
solution W réguliére du systéme (2.1), on a:

d d
STOT) + Xe, (W) 01 = 0

Démonstration. Cf. [Smo83], page 392.

Corollaire 2.1 Si p = 2, soient ¢ et ¢o les I- et 2-invariants de Riemann du systéme (2.1).
Alors le systéme (2.1) peut se diagonaliser sous la forme :

0 0
af/)l(w) + Az(ﬂ)a—ljbl(w) =0

0 0
af/)z(w) + /M(W)a—x(bz(w) =0

Définition 2.3 Soit W (x,t) une solution réguliére du systéme (2.1). On définit la j-caractéristique
z? issue de (wg,t0) € IR X IR par:

9 J (4 — J(4-
ot (l‘ (t’$0’t0)) - /\j(w (l‘ (t’$0’t0)’t)

2? (to; xo, to) = 2o
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Proposition 2.3 Si ¢ est un j-invariant de Riemann pour tout j # ko, alors, pour toute
solution W réguliére du systéme (2.1), ¢ est constant le long de la ko-caractéristique, i.e.:

d
—¢(W (2" (t),)) =0
SO (o), 1)
Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.
2.3 Solutions faibles du probleme de Cauchy
Considérons le probleme de Cauchy suivant, pour un systéme basé sur le modeéle du sys-

téme (2.1):

Trouver W : (z,t) € IR x [0, +00[— W (z,t) € Q, solution de:

QD|Q3

Zai W) =0 (2.3a)

et satisfaisant la condition initiale :
W(z,t=0)=W,(z),Ve € R’ (2.3b)
avec W, : IR — Q une fonction donnée.

W : R x [0, +oo[— Q est une solution réguliére du probléme de Cauchy (2.3) si W est une
fonction C1 (IR x [0, +00[) satisfaisant le systeme (2.3a) et la condition initiale (2.3b) associée.

La non linéarité du systéme (2.3a) a pour conséquence que des j-caractéristiques issues de
points différents a ¢t = ¢y, peuvent se rencontrer, ce qui rend impossible ’existence de solutions
régulieres (d’apres la proposition 2.3) (Cf. [Smo83], pages 241-245). On introduit alors la notion
de solution faible:

Définition 2.4 Soit W, une fonction (L2, (IR%))?. Une fonction W € (L2 (IR® x [0, 400[))?
est une solution faible du probléme de Cauchy (2.3) si W (x,t) € Q2 presque partout et si, pour
toute fonction ¢ € (CH(IR x [0, 400]))?, W satisfait :

[ e+

J

Il
=

<Ej(w),a%j¢> d@dt—l—/le(Eo(&)af(L 0)) de

1

ot (., .) désigne le produit scalaire Euclidien de IR? C’&(lex [0, +o0[) ’espace des fonctions C'*
a support compact dans IR* x [0, +o0] et Lf;’c(le) Uespace des fonctions mesurables localement
bornées.
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Par construction, une fonction réguliére du probléme de Cauchy (2.3) est aussi une solution
faible. On caractérise maintenant les solutions faibles :

Théoréme 2.1 Une fonction W(z,t), C1 par morceaur, est solution faible du probléme de
Cauchy (2.3) au sens des distributions sur IR*x]0, 400 si et seulement si les deuz conditions
sutvantes sont vérifiées :

= (i) W est une solution réguliére de (2.3) dans les zones ou W est C1;

- (it) W satisfait la relation de saut

d
cW] = n[E;(W)] (2.4)
j=1
le long des surfaces de discontinuité X(z,t).
v=(n=(ny,...,nq),—0)" désigne un vecteur normal unitaire a la surface ¥ et la notation
[W] le saut de la variable W de part et d’autre de la surface de discontinuité X :
[ﬂ] = E.F -W_

Wy (z 1) = lim W((z,1) £ en)

la normale n étant dirigée de — vers +.

Démonstration. Cf. [God92], page 29.

La relation (2.4) est appelée relation de saut de Rankine-Hugoniot. n € IR¢ et ¢ € IR peuvent
étre respectivement interprétées comme la direction et la vitesse de propagation de la disconti-
nuité X. Les discontinuités de W sont appelées des chocs.

Remarque 2.1 Sila fonction W est continue, la relation de saut de Rankine-Hugoniot (2.4)
est automatiquement vérifiée.

Tl est aisé de vérifier qu’une solution faible du probléeme de Cauchy (2.3) n’est pas nécessairement
unique. Nous avons donc besoin d’un critére qui nous permet de choisir la solution «physique»
parmi I’ensemble des solutions faibles. Ce critere, introduit ci-dessous, est basé sur la notion
d’entropie.

2.4 Entropie Mathématique

Définition 2.5 Une fonction réguliére n : € — IR est une entropie du systéme de lois de
conservation (2.1) s"l existe d fonctions régulieres appelées flur d’entropie I, : Q — IR
telles que :

(Vi By, (W) = (Vyn(W))' A

— J

(W) pourj=1,...,d (2.5)
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Corollaire 2.2 Les solutions réguliéres W du systéme (2.1) vérifient une loi de conservation
supplémentaire :

L)+ L p ) = 0 (2.

Démonstration. Immédiate en multipliant le systéeme (2.1) & gauche par (V,, n(W))".

On ne peut, en général, prouver D'existence d’entropies de systémes non linéaires de lois de
conservation, sauf dans le cas d’une loi de conservation scalaire (p = 1) pour laquelle toute fonc-
tion convexe est une entropie (Cf. [God92]) et dans le cas ot d = 1 et p = 2. On peut néanmoins
caractériser les systémes hyperboliques admettant une entropie mathématique (Cf. [God92]

pages 36-48).

2.5 Solution faible entropique

Comme les solutions faibles du systéme (2.1) ne sont pas uniquement déterminées par leur condi-
tion initiale, on sélectionne la solution «physiquement» admissible, définie comme la solution
limite, quand ¢ tend vers 0, de la solution W_ du systéme visqueux suivant :

d d
0 0 0 0
— —F. = — (D — P et 2.
A+ D G =<3 (B0 G ) e >0 e
ol Qj est la matrice de diffusion du systéme selon la ji*™¢ composante spatiale, j = 1,...,d,

L le flux convectif et éj la matrice Jacobienne de flux convectif.

Faisons I’hypothése que la solution faible du systéme (2.1) que nous voulons sélectionner est
la limite de solutions régulieres de (2.7). Multiplions alors cette équation par (V, n(W,))", il
vient :

) + Z o, ) :Z 5o (Tunw) o) (5w ) )
—Z (o) (S 2, 000) o,

Si on fait I’hypothése suivante de «consistance» de ’entropie avec les termes de diffusion :

Z'VywnW.).D.(W.)Z >0, V¥Z € IR, (2.8)

ww =

on obtient alors:
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D+ 3 o, 23 L (@ o). (Zu))

Sila fonction W, est bornée, le terme de droite tend vers zéro au sens des distributions quand
¢ tend vers zéro. On peut alors conclure, au sens des distributions:

Z % ) <0 (2.9)

On peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2 Si la fonction n(W) admet la propriété (2.8) et vérifie la loi de conserva-
tion (2.6), alors toute solution W du systéme (2.1), qui est la limite bornée des solutions du
systéme (2.7), satisfait Uinégalité (2.9) au sens des distributions.

Remarque 2.2 Si on considére le systéme (2.1) avec la perturbation visqueuse eAW, alors
Uhypothése de «consistance » de Uentropie avec la matrice de diffusion équivaut a une hypothése
de convexité de la fonction d’entropie n(W).

Définition 2.6 Une solution entropique du systéme (2.1) est une solution faible qui vérifie la
condition (2.9) pour toute entropie mathématique qui vérifie (2.8).

Corollaire 2.3 Sous les hypothéses du théoréme 2.2, si W est une fonction continue par mor-
ceaux alors, a travers chaque discontinuité, W satisfait :

d
=Yyl (W] 2 0 (210)

ot o est la vilesse de propagation de la discontinuité et la notation [W] représente le saut de la
vartable W a la traversée de la discontinuité.

Démonstration. Par intégration de I’équation (2.9) sur un domaine traversé par la discontinuité.

2.6 Résolution du probleme de Riemann unidimensionnel

Résoudre un probléme de Riemann équivaut & résoudre un probléme de Cauchy avec des condi-
tions initiales constantes de part et d’autre d’une discontinuité :



28 HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

Trouver W : (z,1) € IR x [0, +oo[— W (z,t) € ©, solution de:

W+ —FW)=0 (2.11a)
et satisfaisant la condition initiale:

W; siz<0
Wz, t=0)= (2.11b)
Wy sinon

avec W, Wp deux états constants de €.

On suppose que le systéme (2.11a) est strictement hyperbolique de valeurs propres ordonnées

AM(W) < < Ap(W), W eIRP, et de vecteurs propres a droite associés ry,...,r,.

2.6.1 Champs vraiment non linéaires et champs dégénérés

Définition 2.7 Le k**™¢ champ est linéairement dégénéré ou L.D. si:

(Ve (W), r(W)) =0 VW e€IRF

Définition 2.8 Le k**™¢ champ est vraiment non linéaire ou V.N.L. si:

(Ve (W), r (W) #0 VW € IRF

Dans la suite, on supposera que les champs sont soit V.N.L., soit L.D., et qu’a chaque famille de
caractéristiques Ag, k = 1,...,p (i.e. les droites da/dt = Ay (W (z,1)), correspondra une k-onde
de choc, une k-onde de détente ou une k-discontinuité de contact.

2.6.2 Onde de détente ou onde de raréfaction
On suppose que le k¥™¢ champ du systeme (2.11a) est V.N.L.

Définition 2.9 On appelle k-onde de détente ou k-onde de raréfaction, définie sur un domaine
& <& =/t <&, une fonction W (&) continue telle que:

&= M (W(E)) (2.12)

d—gw(é’) est colinéaire a1, (W (£)) (2.13)

Proposition 2.4 La fonction W(E), définie en (2.12) et (2.13) sur un domaine £, < € =
z/t < &g, est une solution réguliére du systéme (2.11a) reliant ’état W (£r) a Uétat W (éR).
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M(WL) A& (WRr)

F1G. 2.1 — Représentation d’une onde de détente dans le plan (x,1).

Proposition 2.5 Les k-invariants de Riemann sont constants le long d’une k-onde de détente;
réciproquement une courbe le long de laquelle les (p—1) j-invariants de Riemann sont constants
est une k-onde de détente.

Remarque 2.3 Les lignes formant ’<éventail » de la k-onde de raréfaction sur la figure [2.1]
sont les droites caractéristiques le long desquelles la solution W (€) définie en (2.12) et (2.13)
est constante. La vitesse de la k-caractéristique de début de détente dépend de Uétat W ; et vaut
A (W) alors que celle de la k-caractéristique de fin de détente dépend de Uétat W 5 et vaut
A (W)

2.6.3 Onde de choc et choc entropique

On suppose que le k'™ champ du systéme (2.11a) est V.N.L., et on cherche la solution discon-
tinue qui relie deux états constants W; et Wpg. Cette solution doit donc vérifier la condition
de Rankine-Hugoniot (2.4) et est alors de la forme suivante:

W; siz<ot
Wiz, t)= (2.14)
Wg siz>al

ol o est la vitesse du choc.

On caractérise maintenant les chocs entropiques pouvant relier deux états :

Proposition 2.6 Soit W; et Wy deux états constants de Q et (n, F,)) un couple entropie-flux
d’entropie du systéme (2.11a) «consistant» avec les termes de diffusion. Siles états W; et Wy

sont reliés par une k-onde de choc et si ’inégalité d’entropie (2.10), entre les états W; et W g,
est vérifice alors le choc est dit entropique.
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t A
M (W)

M (WR)

ol /

F1G. 2.2 — Représentation d’un choc dans le plan (z,t).

Un autre moyen d’éliminer les chocs non physiques est de considérer un choc admissible s’il
provient de la rencontre de deux k-caractéristiques (voir la figure [2.2]). Lax a proposé la
formulation suivante (Cf. [Lax72]):

Définition 2.10 Soit W (x,t) une solution faible du systéme (2.11a) discontinue le long d’une
caractéristique o = x/t et constante ailleurs. Soit W  (respectivement W) de Q, la valeur de
W a gauche (respectivement a droite) de la discontinuité. On dira que l’on a un choc admissible
sl existe k, 1 < k < p, tel que:

/\k(wR) <o < /\k(wL) (215)
et

Me—1(Wp) <o < Aepr (W) (2.16)

Les inégalités (2.15) et (2.16) sont appelées les conditions de choc de Lax. La proposition
suivante permet de faire le lien entre les conditions de Lax et 'inégalité d’entropie :

Proposition 2.7 Soit le choc, reliant les états constants W et W de 2, supposé faible (i.e.
[|Wp — Wgl| petit).

— Si ce choc vérifie les conditions de Lax (2.15) et (2.16), il vérifie alors l'inégalité d’en-
tropie (2.10) pour toute entropie du systéme (2.11a) «consistante» avec les termes de

diffusion.

— Si ce choc vérifie l'inégalité d’entropie (2.10) pour toute entropie du systéme (2.11a)
«consistante » avec les termes de diffusion, il vérifie alors les conditions de Lax (2.15)

et (2.16).
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2.6.4 Discontinuité de contact

On suppose que le k™€ champ du systeme (2.11a) est linéairement dégénéré. Soient W; et

Wy deux états constants de Q séparés par le k™€ champ. Par les définitions 2.7 et 2.2, on
obtient que A est un k-invariant de Riemann, i.e. Ay(W ;) = Ay (Wg). La solution W (xz,t) du
systéme (2.11a) qui relie les états W, et W est une discontinuité de contact qui vérifie :

W; siz<ot
w($’t) =
Wg siz>al

ou la vitesse de propagation du choc o est égale a la vitesse de la k-caractéristique en les états
W;et Wgiie o=AW;) = A (Wg). Au travers de cette discontinuité, la relation de saut
de Rankine-Hugoniot (2.4) est valable:

o(Wp—-W,)=EWg)-E(W,)
On peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 Soient W; et W g deux états constants de Q0 séparés par un k-champ linéaire-
ment dégénéré du systéme (2.11a). Alors les états W; et W g sont reliés ['un a lautre par une
discontinuité de contact de vitesse de propagation ¢ = A\y(W;) = A\e(Wg).

Démonstration. Cf. [Smo83], page 334.

Remarque 2.4 Soit (n, F,)) un couple entropie-flur d’entropie du systéme (2.11a) «consistant »
avec les termes de diffusion. Au travers d’une discontinuité de contact, on a:

c(Wg) —n(W,)) = F,(Wg) — Fy(W,)

2.7 Résolution du probleme de Riemann

La solution du probléme de Riemann (2.11) notée W(z/t;W; , Wpg), avec t > 0, est composée
de quatre types d’ondes élémentaires, précédemment définies et énumeérées ci-dessous :

— des états constants ;

— des ondes de choc;

— des ondes de détente ;

— des discontinuités de contact.
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Théoréme 2.4 Soit W; € Q un état constant. Supposons que le systéme (2.11a) est hyper-
bolique et que chaque champ caractéristique est soiwt vraiment non linéaire, soit linéairement
dégénéré. Alors, il existe Wy € Q tel que le probléme de Riemann (2.11) admet une solution.
Cette solution se compose d’au plus (p + 1) états constants reliés par des ondes de choe, des
ondes de détente ou des discontinuités de contact.

Démonstration. Cf. [Smo83], page 335.

t A
W(xto) (W) M (W)= M(W) o
M (W) o y

e S - T
| | /| |
| | / ] |

Wi A4l A% Wr
| | /o |
| | / | |
| | ( | -

X
| |
| |
. | |
| |
| |
| | | W2 |
| | | |

%%
| | | e
| | | I
X

F1G. 2.3 — Représentation de la solution d’un probléme de Riemann dans le plan (x,t) et pro-
gection sur Uarve x d’une variable w de W a un temps to fizé.

Sur la figure [2.3], on donne un exemple de solution de probléme de Riemann, de conditions
initiales W(x,0) = W, si @ < 0 et Wp si « > 0, pour un systéme hyperbolique admettant
trois valeurs propres distinctes A1 < As < Az. A; et Az identifient deux champs vraiment
non linéaires qui sont donc soit une onde de détente, soit une onde de choc, et As est ici un
champ linéairement dégénéré qui ne peut étre qu’une discontinuité de contact. On a choisi de
représenter une l-onde de détente et une 3-onde de choc de vitesse o. On donne tout d’abord
une représentation de la solution dans le plan (#,t); on y dénombre quatre états constants W, ,
W, W, et Wg séparés par les trois ondes. Puis on projette la solution, sur 'axe # a un temps
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ty fixé, d’une variable w de W qui n’est pas un invariant de Riemann de la 1-onde de détente
ni de la 2-discontinuité de contact (dans le cas contraire, la variable w resterait constante &
la traversée de la 1- ou 2-onde). La fonction w(z/to; W, W g) est réguliére par morceaux, les
discontinuités étant localisées aux traversées des 2- et 3-onde. Sur ’exemple de la figure [2.3],
la fonction définie par :

Wy siz/to < M (W)

Wix/to) siA(Wp) <w/to < A(Wy)
w (i;m,m) = w, si A (W) < o/to < (W)

W, siA(V,) <afty<o

Wg sio < x/to

est solution du systéme (2.11a), o étant donné par les relations de Rankine-Hugoniot (2.4) et
W(x/ty) étant la paramétrisation de la 1-onde de détente.

Dans le paragraphe suivant, on étudie la résolution exacte du probleme de Riemann du systéme
de la dynamique des gaz isentropique.

2.8 Etude d’un exemple: le systeme de la dynamique des
gaz isentropique

2.8.1 Le systéeme et ses propriétés
2.8.1.1 Le systéme de la dynamique des gaz isentropique

On rappelle les équations monodimensionnelles de la dynamique des gaz en variables conserva-
tives, c’est & dire en masse volumique et densité de flux de masse (p, pu)(z,t), en coordonnées
Eulériennes :

0 0
af T e =0
(2.17)
J d ., _
) + Fo(pu+P) =0

On ferme le systeme en utilisant une relation entre la pression et la masse volumique:

P = P(p) telle que P'(p) > 0 et P"(p) >0 (2.18)
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Si on néglige les effets dissipatifs, I’écoulement est isentropique et la relation devient :

P(p) = Kp? (2.19)

ou K est une constante positive caractéristique du fluide et ~, 'exposant isentropique du gaz
a les valeurs particuliéres de 5/3 pour un gaz monoatomique, 7/5 pour un gaz diatomique et
diminue avec I’atomicité.

Soit €2 'espace des états admissibles. On écrit le systéme matriciel associé au systéme conser-

vatif (2.17):

0 0
W+ S F(1W) = 0 VIV € Q

qui se réécrit de fagon équivalente dans les zones régulieres :

) )
S WA AW)5-W =0 VIV € ©

ot W(x,t) € Q est le vecteur d’état associé aux variables conservatives :

W = (p, pu)f

Q s’écrit alors:

Q= {(p,pu) €R? | p> 0}

avec le flux et la matrice Jacobienne :

o= () = (a7 )

ol c est la célérité du systeme définie par:

La célérité ne dépend donc que de la masse volumique. Les fonctions p et ¢(p) évoluent de facon
identique, i.e. ¢(p) est une fonction monotone croissante.
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2.8.1.2 Hyperbolicité du systéme
Le systéme de la dynamique des gaz isentropique monodimensionnel admet deux valeurs propres

Al (E) et AQ(E)

AM=u—c ; d=u-+ec

A1 et g sont donc réelles si la densité reste positive, 1.e. s1 W € Q. Les vecteurs propres a droite
associés ry (W) et r, (W) sont:

1 1
h = uU—c L= u-+c

Si l'on n’est pas en présence du vide, alors ry et r, engendrent IR?. Le systéme (2.17) est donc
inconditionnellement hyperbolique si la densité reste positive. On note enfin que les champs
associés aux vecteurs propres r; et r, sont vraiment non linéaires.

2.8.1.3 Invariants de Riemann

Pour le systéme de la dynamique des gaz isentropique monodimensionnel (p = 2), chaque j-onde
posséde un seul j-invariant de Riemann (voir la proposition 2.1).

Invariant de Riemann de la 1-onde:

Invariant de Riemann de la 2-onde:

Mmzu—/f@da

a

Dans le cas particulier de I'isentropique pour un gaz parfait, on obtient :

L) =u+ LG et @MW) =u-— 24

Remarque 2.5 D’apres le corollaire 2.1, on a:

[%Jr(uic)@%] (ui/op@da):o
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2.8.1.4 Entropie du systéme

On associe au systéme (2.17) le tenseur de diffusion, issu de la physique, suivant:

avec

oll v est un coefficient positif de viscosité. Le systéme (2.17) admet alors le couple entropie-
flux d’entropie (1, F;), «consistant» avec la matrice de diffusion (au sens de l'inégalité (2.8)),
suivant :

n(W) = $pu’ + p H(p)

B (W) = (n+ Pu

ot la fonction H (p) est définie par:

Appliqué & la relation isentropique (2.19), le couple entropie-flux d’entropie devient :

n(W) = tpu* + 1P

B (W) = (n+ Pu

Dans les zones non réguliéres (ondes de choc), 'inégalité d’entropie (2.10) doit étre vérifiée. En
utilisant les relations de Rankine-Hugoniot (2.4), on trouve que, dans le cas général, I'inégalité
d’entropie est équivalente a:

Dans le cas particulier de I'isentropique pour un gaz parfait, elle s’écrit :
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7 {_[P(p)] . P(_p)} <0
y—1 p

et, apres étude de signe du terme entre accolades, est équivalente a:

[u] <0

Cette expression simple caractérise donc le saut de la vitesse & la traversée du choc et nous
permettra de choisir la solution faible du systeme (2.17) physiquement réalisable.

2.8.2 Résolution du probléeme de Riemann

Ce paragraphe est consacré a la construction explicite de la solution du probléeme de Riemann
monodimensionnel pour les équations (2.17) de la dynamique des gaz isentropique sans aucune
restriction sur 'amplitude des états initiaux. Nous ne considérons pas le cas du vide sur un des
états initiaux. Le cas de 'apparition du vide sera traité a part.

Etant donnés deux états constants W; et Wy de Q,

Trouver W : IR x [0, +oo[— Q, W = (p, pu)’

solution du systéme (2.17) et tel que:

(2.20)
W; =<0
Wz, t=0)=
WR y & Z 0
Uy — €1 i
1-onde 2-onde
o
ur — €L
w,
w, Wg
x

Fia. 2.4 — Représentation de la solution du probleme de Riemann dans le cas du systéme de la
dynamique des gaz isentropique. Les états constants Wi et Wg sont connectés par une I-onde
de détente, un état intermédiaire Wy constant et une 2-onde de choc.

La figure [2.4] représente la solution dans le plan (#,t) d’un probléme de Riemann dans le cas
du systeme de la dynamique des gaz isentropique. On observe que deux ondes, séparées par un
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état intermédiaire constant W, correspondant respectivement aux champs u — ¢ et u 4 ¢, se
développent dés que ¢ > 0. Les deux champs étant vraiment non linéaires, les ondes développées
sont donc soit des ondes de détente, soit des ondes de choc. Sur la figure [2.4], on a choisi de
représenter une l-onde de détente et une 2-onde de choc.

2.8.2.1 Paramétrisation des ondes de détente

On cherche tout d’abord la paramétrisation de la 1-onde de détente qui relie I’état constant
W, a I’état constant intermédiaire W ,. Comme ¢!, le l-invariant de Riemann, est constant
par définition le long de la 1-onde de détente, on a:

o' (W) =" (W)

On introduit la paramétrisation suivante :

plzzlpL 3 ZIER+*
et ’on obtient :

Pr
u, = u, —1—/ cla) da (2.21)

a
1PL

On obtient le domaine de validité de la paramétrisation de la 1-onde de détente en vérifiant

I'inégalité de Lax, u, —e¢, <wu, —c¢, ; soit z, €]0,1].

De manieére identique, on cherche maintenant la paramétrisation de la 2-onde de détente qui relie
Iétat constant W p & Pétat constant intermédiaire W,. Comme ¢?, le 2-invariant de Riemann,
est constant le long de la 2-onde de détente, on a:

¢*(Wg) = ¢* (W)

En introduisant la paramétrisation

pR:Z2p1’Z2ER+*

on obtient :

Pr
Uy = U, —1—/ cla) da (2.22)
P



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules... 39

On obtient le domaine de validité de la paramétrisation de la 2-onde de détente en vérifiant
I'inégalité de Lax, u, + ¢, < up + ¢y, ; soit z, € [1, 4o0].

Remarque 2.6 Pour obtenir la solution (p, u) dans une onde de détente, on écrit que (p,u)(x,t) =
(p,u)(& = x/t); on obtient alors, pour le cas de isentropique pour les gaz parfaits :

— (i) solution W ,_jesrente(€) dans la 1-onde de détente :

4 —-1/2 v-1
pl) = [ - et (-1, +2e,)

W) = 7 2E+ G- Du, +2e,)

— (i) solution Wy_yerente(€) dans la 2-onde de détente :

(yE)~H? T

pl€) = | T (= DE = (= D, 4 26,)

W) = =7 26+ (= Dy —2c)

2.8.2.2 Paramétrisation des ondes de choc

Les équations de la dynamique des gaz isentropique, qui sont conservatives, admettent les
conditions de saut de Rankine-Hugoniot suivantes :

olp] = [pu]
(2.23)
alpu] = [pu?]+[P]

En écrivant ces conditions entre 1’état constant W; et I’état constant intermédiaire W,, on
trouve la paramétrisation de la 1-onde de choc:

P = %P

U =y - (Z —! P(leL)—P(pL)f

1
21 P

(2.24)

On obtient le domaine de validité de la paramétrisation de la 1-onde de choc en vérifiant
I'inégalité de Lax (2.15) (ou 'inégalité d’entropie (2.10)), u, —c, > o > u, —c, ;soit z, €]1, +o0].
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On écrit maintenant les conditions de Rankine-Hugoniot entre 1’état constant Wp et 1'état
constant intermédiaire W, on trouve alors la paramétrisation de la 2-onde de choc:

pR:Z2p1

Uy = u, — ((Z — 1 Plps) —P(pR/Z2))%

’ Pr

(2.25)

On obtient le domaine de validité de la paramétrisation de la 2-onde de choc en vérifiant
I'inégalité de Lax, u, + ¢, <o < u, +¢, ; soit z, €]0,1[.

2.8.2.3 Résolution du probléme de Riemann

On présente tout d’abord une synthese des paramétrisations des 1- et 2-onde de choc et de
détente, pour le cas d’un écoulement isentropique de gaz parfait :

2 y-1
_(1_,217) siz, <1
Py =20, -1
l-onde: ol h (z,) = 1
u, =, + e, h(z) I B G G2
vz, '
2 1—~ .
_(1_227) siz, > 1
Pr = 2P, v-1
2-onde : ot h,(z,) = 1
URIU1+CRh2(Z2) _{@(1_2—7)}2 s1z, <1
y : ’

On obtient alors le systéme non linéaire résolvant, & deux équations et deux inconnues (z,, z,),
suivant :

pR = pLZ2Z1 (226&)
Up — U, = Cha(Zz) + Cth(Zl) (226b)

On peut éliminer z, dans I’équation (2.26b) grace & (2.26a), on obtient alors:

p— U, =cphy(2,(2)) e, h(2) (2.27)

Le probleme revient donc & résoudre :

U(z,)=C" =coh,(2,(2,)) +c, h(z)
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Or ¥ est décroissante monotone et :

. 2
lim W¥(z,)= m(cL +cp)

2 =0t
lim ¥(z,) = —o0

Zy — 4o

Donc, dans le cas d’une loi d’état des gaz parfaits, le probléme (2.27) admet une solution unique
si et seulement si u, —u, < %(CR +c,).

Dans le cas plus général d’une loi d’état vérifiant (2.18), la fonction ¥(z,) = u, — u, est
décroissante monotone avec les limites suivantes :

lim W(z,) = /OpL (@) da—l—/OpR 49 44

2 =0t

Q ‘

lim ¥(z )= —o0
z1—>+<x>

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.8 Considérant le systéme de la dynamique des gaz isentropique (2.17), avec une
loi d’état pour P vérifiant (2.18), soit W; et Wy deux états constants quelconques, différents
du vide et conditions initiales du systéeme; alors il existe une unique solution entropique du
probléme de Riemann (2.20) & densité strictement positive si et seulement si:

uR—uL</0pL@da+/opR@da (2.28)

a a

Si (2.28) est violée alors il y a apparition du vide dans la solution (Cf. section 2.8.2.4).

Dans le cas ou les invariants de Riemann sont primitivables, comme par exemple quand on
consideére la loi d’état des gaz parfaits, le probléeme (2.27) pourra étre résolu numériquement
par une méthode de Newton (Cf. annexe A section A.1.2).

2.8.2.4 Traitement de ’apparition du vide

Si la condition (2.28) est violée par les conditions initiales alors le vide apparait dans la solution
a ’état intermédiaire.

On est en fait dans le cas d’une double détente ou I'on ”tire” sur le fluide jusqu’a ce que la
densité de I’état constant intermédiaire W, devienne nulle (ainsi donc que la célérité ¢, ). Le
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probléme vient du fait que la vitesse u; est alors indéfinie. On se trouve donc dans le cas ou
les deux ondes de détente sont raccordées par 1’état vide. On ne peut donc plus aborder le
probléme de maniére classique car on est dans 'impossibilité de relier analytiquement les deux
ondes de détente.

Remarque 2.7 Ce sont en fait les variables conservatives W, = (p1, (pu)1)" qui nous inté-
ressent pour la résolution du systéme et elles restent towjours définies (la densité py et le débit
(pu)1 sont nuls dans la zone de vide).

On considére le cas d’un écoulement isentropique de gaz parfait (2.19). Le schéma de Godunov
que 'on va mettre en pratique sur ce systéme (Cf. annexe A) nécessite la valeur du vecteur
d’état W sur la droite # = 0 de la figure [2.5] représentée dans le plan (z,t). On doit donc
connaitre la situation des ondes par rapport cette droite. Pour cela, on a besoin d’estimer les
caractéristiques limites des ondes de détente qui délimitent le cone associé a 1’état vide W .

Dans les cas différents du vide, la caractéristique de la 1-onde de détente précédant 1’état
intermédiaire W, est ¥ = u, —c,. Mais dans le cas du vide, u, est indéfinie et ¢, (p, = 0) = 0.

On veut néanmoins déterminer la caractéristique limite de la 1-onde qui précéde I’état vide W, :
£ =wu* —¢f =wu car ¢f =lime,(p,) = 0 quand p, tend vers 0. Pour cela, on écrit toujours

la conservation de I'invariant de Riemann sur la 1-onde de détente :

* _
c, =u, + c,

v —1
On obtient ainsi la caractéristique limite de la 1-onde de détente avant 1’état vide:

2 x

'y—ch:?

*_
u, =u, +

Il en est de méme pour la 2-onde de détente. Dans les cas différents du vide, la caractérisation

de la 2-onde précédant I'état W, est £ = u, + ¢,. Dans le cas du vide, on détermine la
caractéristique limite de la 2-onde de détente qui précede Iétat vide W, : & = u™* — 7" = u~

car ¢* = lime, (p,) = 0 quand p, tend vers 0F. On écrit la conservation de I'invariant de
Riemann sur la 2-onde de détente:

2
U =u ——C**IUR— Cr
1 1 y—171 y—1

La détermination de u? et u™™ permet de connaitre la position des 1 et 2-ondes par rapport a

la droite = 0 de la figure [2.5].
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ur + L UR — %CR

2
—C
uy, — CL, y—1 ~y—

1-snde W, 5 (

Fia. 2.5 — Représentation du probléme de Riemann dans le cas de Uapparition du vide.

La solution W(x,?) du probléme de Riemann s’écrit alors:

W, sie/t <u, —c,

: 2
wl—détente(x/t) SLu, —Cp S l‘/t S Uy + 7_1CL
x : 2 2
?'WLaWR): 0 stu, + 53¢, Sw/t Suy —5cg

wZ—détente(x/t) si Up — W%CR S l‘/t S Ug + Cr

Wg siz/t > u, + ¢,

D’autre part, si on a 1’égalité suivante :

alors les deux ondes de détente se rejoignent et le cone associé & W, est réduit a une caracté-

© . * 2 _ 2 Lk
ristique. On a alors u? = u, + 970 = U — 7o7Cr = U
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur les
schémas numeériques

L’objectif de ce chapitre est de décrire les techniques volumes finis de résolution de systémes
conservatifs hyperboliques de type (2.1) puis de proposer une extension de ces derniéres au
cadre des systémes non conservatifs et conditionnellement hyperboliques. A cette fin, on rap-
pelle tout d’abord le principe de la discrétisation spatiale par des volumes finis de type IN-
RIA (Cf. [Fez89]). Puis on présente des méthodes décentrées de type MUSCL (Monotonic
Upwind Scheme for Conservation Laws) de résolution de systémes conservatifs hyperboliques
(Cf. [Van77] pour I'idée originale). Ces derniéres sont basées sur la résolution exacte ou ap-
prochée de probleémes de Riemann locaux. Les solveurs de Godunov (Cf. [Godb9]) et de Roe
(Cf. [Roe81]) sont rappelés. Le schéma de Godunov est basé sur la résolution exacte du pro-
bléeme de Riemann associé au systeme pour chaque interface entre deux cellules et nécessite de
savoir résoudre analytiquement le probléme de Riemann monodimensionnel associé au systéme.
(est le schéma de référence puisqu’il consiste en la projection de la solution exacte a 'interface,
mais 1l est trés pénalisant en cotut calcul car il se ramene & la résolution a chaque interface d’un
systeme non linéaire. De plus, comme il dépend du fait que ’on sache résoudre le probléeme de
Riemann exact monodimensionnel associé au systéme, il est souvent difficile voire impossible
a mettre en ceuvre et est assez peu utilisé. Le schéma de Roe est, quant & lui, basé sur la
résolution du probleme de Riemann linéarisé localement et nécessite de trouver une moyenne
permettant de satisfaire des critéres de consistance ce qui peut étre délicat. Ces solveurs se
limitent au cadre des systémes conservatifs inconditionnellement hyperboliques et sont, dans
le cas général, difficiles voire impossibles 4 mettre en ceuvre. On présente un schéma introduit
dans [Gal96b] et [Mas96], appelé viRoe, qui permet de résoudre le probléme de Riemann associé
a un systéme conservatif inconditionnellement hyperbolique notamment dans les cas ou 1’on ne
peut pas mettre en ceuvre les solveurs de Godunov ou de Roe. On décrit ensuite une variante du
schéma vfRoe qui présente les mémes avantages que ce dernier et permet en outre de résoudre
le systéme considéré en conservant explicitement (par construction) des propriétés du systéme
continu (Cf. [Buf96] et [Buf97a]). On regarde ensuite une méthode de résolution a pas fraction-
naires ; on s’appuie sur les travaux décrits dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97] qui consistent en
I’étude d’un splitting de flux du systéme d’Euler. En vue du chapitre 4, on étudie, sur le méme
principe, un splitting de flux du systéme d’Euler isentropique. Des tests de type tubes a choc
sont présentés, les résultats et la convergence en norme L' sont comparés avec ceux du schéma
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de Godunov (Cf. I'annexe A). Cette technique permet notamment, comme on le verra dans le
chapitre 4, d’étendre les schémas précédemment présentés au cadre des systémes conservatifs
conditionnellement hyperboliques. Dans une derniere partie, on regarde plusieurs extensions
possibles de ces différentes méthodes au cadre des systémes non conservatifs. Plus précisément,
on rappelle les travaux décrits dans [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai9ba] pour I’analyse théo-
rique des systéemes hyperboliques non conservatifs puis on expose différentes méthodes pour leur
résolution numérique, issues de la littérature (Cf. [EIA97], [Her95a], [Mas97], [Lou95], [Sai95b]
et [Tou96]).

On se restreint & I’exposé de schémas a ’ordre 1 en temps et en espace. Les techniques les plus
connues de construction de schémas & ’ordre 2 en espace sont notamment exposés dans [Swe84]

et [VanT77].

3.1 Une approche en maillage non structuré pour des for-
mulations colocalisées de type volumes finis

Fia. 3.1 — Cellule volume fini de type INRIA en 2D non structuré

On présente, dans le cas bidimensionnel, une discrétisation spatiale sur maillage non structuré,

approche dite de type INRIA (Cf. [Fez89]).

Le domaine de I’écoulement D est supposé étre un domaine borné polygonal de IR?. On définit
le maillage Dy, approchant le domaine de calcul D. Soit 7, une triangulation standard de D
avec h la longueur maximum des arétes des triangles. L’ensemble des triangles T' € 7 forme
un recouvrement de Dy, :

Dy =Un Ty, Ty €Th

ol N, désigne le nombre d’éléments de la triangulation 7.
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Soit S; un des sommets d’un triangle 7' de 7Tp et K (i) I’ensemble des triangles admettant .S;
comme sommet. La méthode consiste en la définition d’un maillage dual de Djy. Celui-ci est
formé de cellules de controle C;, construites pour chaque nceud de la triangulation 7. Chaque
cellule C; (en grisé sur la figure [3.1]) est définie en joignant successivement les centres de gravité
des triangles T € K (%) et les milieux des arétes aboutissant en S;. L’ensemble des cellules C;
forme un autre recouvrement de Dy, :

N
Dy =0, 5C;

ot N désigne le nombre de sommets S; (qui est donc égal au nombre de cellules Cj).

3.2 Formulation volumes finis sur maillage non structuré
pour un systeme conservatif hyperbolique

On effectue ici la présentation de la méthode volumes finis pour un systeme conservatif hyper-
bolique possédant la propriété d’invariance par rotation.

On cherche W (z,t) solution du probleme de Cauchy suivant :

d d
EW‘F a_xﬂx(W)—i_%Ey(w):Q V(z=(x,9),t) € DxRT o)
w((xay)ao):wo(xay) V(l‘,y)ED

I, et F, désignant respectivement les flux suivant les directions spatiales x et y.

Soit C; une cellule du maillage Dj,. On note C; la frontiere de la cellule C; et n! = (ng,ny) le
vecteur normal extérieur unitaire a Cj.

Soit W, la solution approchée du probleme (3.1). Sur chaque cellule C;, on intégre le sys-
téme (3.1):

0 9 9
/C {awh + a—xﬂx(wh) + %Ey(wh)} dedy =10

On applique la formule de Green :

9,
/C awh dxdy-l—/ac {nxﬁw(wh)+nyﬂy(wh)} do =0

Ce qui revient a:
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0
| gwdedy+ [ FWw,mde=0 (3.2)
c, ot aC;
avec la notation F(W,n) = n. ' (W) + ny F', (W),

3.2.1 Schéma en temps

On rééerit 1’équation (3.2) sous la forme:

| gwidedy == [ Fw, ) do
c, Ot aC;

Or, pour un maillage fixe en temps, on a 1’égalité suivante :

0 0
W, drdy = — dr d
/Clatﬂhl‘y at/ClWhl‘y

On définit la valeur moyenne par élément C; a tout instant ¢ par:

1
E(C’i,t):m/cwh(x,t)dxdy

ou |Cy| désigne le volume de la cellule C;. Ce qui implique, lorsqu’on applique un schéma en
temps d’ordre 1 de type Euler explicite :

At n
S ( [ v, da) (3.3)

At désignant le pas de temps & la ni*™¢ itération, ’exposant n indiquant que le terme est calculé

a Dinstant ¢, "t = " + At et W7 désignant la valeur approchée de W (Cy, "), c’est & dire
une moyenne de W, sur la cellule C; au temps ¢".

3.2.2 Calcul des flux

Soit C; la cellule centrée sur le sommet S;, et K(i) ’ensemble des sommets voisins de S;. On
définit alors 0Cy; = 0C; N OC; ; par définition du maillage, on a I’équivalence suivante :

302']'75@, i¢j<:>5j6[((i)
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On définit également la frontiere du domaine Dy, :

Iy = al)h = Fparoi Ul

ol I'paro; désigne la paroi solide et I'y, la frontiere fluide du domaine.

Le flux F(WW,, n) se décompose respectivement en un flux interne, un flux & la paroi et un flux
a la frontiére entrée-sortie :

/ £(wh ’ ﬂ) dU = Z z(wha ﬂ) dU

jEK (i) 9%

+ [ EWomidet [ EOW, n)de
9C;NTparoi 8C;NT oo

Dans un premier temps, on s’intéressera uniquement au traitement du terme de flux interne.

3.3 Schéma de Godunov

Ce schéma, introduit par Godunov dans [God59], s’appuie sur la résolution exacte de problémes
de Riemann locaux. On se place tout d’abord dans le cadre monodimensionnel en espace. On
veut résoudre le systeme de lois de conservation hyperbolique non linéaire suivant :

2E+—F(w)zg, W=W(xt), r€lR, tcR"™ (3.4)

ou F est un vecteur de fonctions continues dans I’espace des états physiquement admissibles,
avec les conditions initiales:

W; siz<0
Wiz, 0) = (3.5)
Wy sinon

La solution du probléme de Riemann (3.4,3.5) dépend des états W; et Wpr et du rapport /¢
(Cf. chapitre 2); on la note W{z/t; W, , Wpg).

On considere un maillage régulier 1D de pas de discrétisation h, chaque cellule C; étant définie
par intervalle [j h, (j + 1) k] et centrée sur le point x; de coordonnée (j 4+ 1/2)h. Le schéma
de Godunov est construit en approximant W par une fonction W, constante par morceaux sur
chaque maille C; & des valeurs discretes du temps physique t”, n=0,1,...:
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W, (2,0") = W Vo € Cj

Pour calculer I’approximation de W au temps t"t! = ¢* + At, on doit donc résoudre le probleme
aux valeurs initiales suivant :

Owi Lpwy=0, seR, " <t <+ A

Wz, 1") = Wy(z,1") , z€IR

On note W _(#,1) la solution de (3.6). Chaque discontinuité de W, (x,1") nécessite la résolution
d’un probléeme de Riemann local.

Si At est déterminé par la condition de Courant-Friedrich-Levy (CFL):

At 1
—lal < 5 (3.7)

ol a désigne la vitesse maximum du signal, alors il n’y a aucune interaction entre deux problémes
de Riemann voisins et W (z,t) s’exprime exactement en termes de solutions de problémes de
Riemann locaux:

— g+ h/2
W (x,t) =W (%;ﬂ?,_‘?ﬂ) pour z; < x < x4 et 1" <t < ¢ H

On obtient une approximation W, (z,#"*1) constante par morceaux en moyennant W (z, " 1)
sur chaque cellule C; par une projection L, dans ’espace des fonctions constantes par morceaux :

1
w’?"'l:—/ W, (z, 1" dx
e IR A

Ce qui peut se réécrire comme la somme de solutions de problemes de Riemann locaux :

n 1 [mith/? z—(x;+h/2 " o
wott :E/ W(—( X )Swj’—j+1) dx

1 [ v—(z; —hf2) . n
AL (A )

(3.8)
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oll E(M W3, W, ) représente la solution exacte du probléeme de Riemann & l'inter-

face (de coordonnée x; + h/2) entre les cellules C; et C'j 11 au temps physique ¢"+1.

La forme conservative du schéma (3.8) s’obtient en intégrant la solution exacte sur chaque
volume C x [t",t"+1]:

Wit = Wi - —{F( (05 W3, Wiy1)) = E (W (0; 7, W) } (3.9)

On considéere donc le flux analytique F pris en les valeurs de W aux interfaces entre la cellule
C}; et les cellules voisines Cj_q et Cj41 ; ces valeurs s’obtiennent en résolvant exactement (Cf. le
chapitre 2) le probléme de Riemann associé & chaque interface (Cf. figure [3.2]).

Le schéma de Godunov satisfait la condition d’entropie:

/ 0 (W, (e, 07FY) de < hop(WT)  —ALE, (W (0; 107, W™,,))
el (3.10)

FALE, (W (0;WP_, W)

ou (n(W), F,(W)) désigne un couple entropie-flux d’entropie du systéme (3.4). Ceci implique
(Cf. [Dip83]) que, pour des conditions initiales données, le schéma de Godunov converge vers
une solution physiquement admissible du systéme (3.4).

Proposition 3.1 Etant donné un état initial wy faisant partie des états physiquement admis-
stbles. St le vide n’apparait pas dans la solution exacte du probléme de Riemann auz interfaces
avec les cellules C;_1 et Cj11, alors la valeur de W2 caleulée par le schéma (3.9) reste dans
Uespace des états admissibles. On dit que le schéma de Godunov conserve la positivité.

Démonstration. Cf. [Ein91].

Remarque 3.1 Cette propriété du schéma de Godunov n’est valable qu’en dimension un d’es-
pace.

Remarque 3.2 Cette propriété n’est pas vérifiée, en une dimension d’espace, par les schémas
linéarisés présentés ultérieurement.

On considere par exemple le systeme de la dynamique des gaz avec une loi d’état de gaz parfait.
La variable d’état conservative du systéme est W' = (p, pu, €) ol p désigne la densité, u la
vitesse et e I’énergie totale. On définit ’espace des états physiquement admissibles Q@ = {W | p >
0 et e >0} avec € = 2pe — (pu)? Dénergie interne. Le schéma de Godunov assure que Iétat
calculé wy+1, a partir d’un état initial wy de €, reste lui-méme dans €2 (sous réserve que le vide

z—(x;+h/2 n 7
Ll )

n’apparaisse pas dans la solution exacte des problémes de Riemann W ( Wi,

ot W(M WL W),
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wh (x’ tn) | | |
n | | | n
ri-1 | | n | j+2
| ! Wit
| | |
| | |
| | |
Cj-1 : Cj : Ci+1 : Cjsz
T
h
cellule d’intégration
[
tn+1 T T T
| | |
| | |
| | |
| | |
At | | |
| | |
| | |
| | |
| | |
n : : :
Lj-1 T Tit1 xr

Fia. 3.2 — Représentation du schéma de Godunov en termes de résolution de problémes de
Riemann locauz : conditions wnitiales au temps 1" et développement des ondes a chaque interface
entre les cellules (et sans interaction) jusqu’au temps t"1,



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules... 53

On présente maintenant une extension du schéma de Godunov au cadre bidimensionnel. On
considere le systéme suivant invariant par rotation, constitué de p lois de conservation :

0
Lt W)+ 5 By (W) =0, W=W((.y),1), (z,y) €D, t €RY

ou F (W) et F (W) désignent les fonctions de flux, suffissamment réguliéres, associées aux
directions spatiales = et y. On résout le probléeme de Riemann & l'interface entre deux cellules
adjacentes C; et C; séparant deux états constants W' et W7 de Q; on note n;; = (ng, ny)t le
vecteur normal unitaire & la discontinuité et extérieur & Cj :

0 0
EW-I— %z(waﬂji) =0
Wi s <0
Wi, i) =
Wi siE>0

ou F(W, @ji) =n. I (W)+ ny I, (W) désigne le flux physique dans la direction n; (la contri-
bution dans la direction tangente & I'interface étant supposée nulle) et £ la variable spatiale
dont la direction est portée par la normale n;; a I'interface. Le schéma de Godunov s’écrit :

wj"'l =W; - Z;)mf(w(O;Wj,wi),ﬂji) (3.11)
ieV(j

ol V(j) caractérise l'ensemble des cellules C; adjacentes & C}.

Remarque 3.3 Dans le cadre multidimensionnel, on perd la convergence du schéma de Godu-
nov. On ne peut pas prouver que, pour une méme cellule, la résolution de deux problémes de
Riemann, situés a des interfaces ayant un sommet en commun, n’interagissent pas. La condition
CFL (3.7) ne s’étend pas au cadre multidimensionnel.

On trouve dans ’annexe A un exemple de mise en ceuvre du solveur de Godunov pour la
résolution du systéme de la dynamique des gaz isentropique dans un cadre purement monodi-
mensionnel avec un traitement & part des configurations ou le vide apparait. Plusieurs cas tests
sont présentés : tests de tube a choc avec forts rapports de pression, tests de double détente sans
apparition du vide dans la solution et tests de double choc forts. Les courbes de comparaison
des simulations avec la solution exacte sont bonnes mais deux probléemes non résolus sont mis
en évidence :

— Le comportement de ’algorithme dans la configuration de double détente proche du vide.
Le vide apparait dans la solution alors qu’il ne le devrait pas au vu des conditions initiales.
Les problémes semblent donc apparaitre au voisinage du vide, 1.e. quand la densité inter-
médiaire tend vers zéro. On dispose de peu de références dans ce domaine, néanmoins, le
lecteur intéressé pourra se reporter aux articles [Ein91] et [Mun94].
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— On constate d’autre part la présence d’oscillations «stables» dans les doubles chocs im-
portants.

Le principal inconvénient du schéma de Godunov réside dans le fait qu’il nécessite la construc-
tion de la solution exacte du probleme de Riemann, ce qui est en pratique tres difficile voire
impossible. De plus, du fait que la solution est moyennée sur chaque cellule, on n’utilise pas
toute I'information contenue dans la solution exacte du probléme de Riemann ; seule la solution
aux interfaces est retenue. Enfin, quand on peut le mettre en ceuvre, il conduit souvent a l'uti-
lisation de techniques de type Newton pour inverser la fonction résolvante non linéaire, ce qui
pénalise fortement le cott calcul. Ceci a incité plusieurs auteurs a développer des schémas basés
sur des solveurs de Riemann approchés. Ces schémas sont appelés schémas de type Godunov et
sont présentés ci-dessous.

3.4 Schémas de type Godunov

Ces schémas ont été introduits dans [Osh84] et [Har83b]. On considére un maillage régulier 1D
de pas de discrétisation h, chaque cellule C;; est définie par l'intervalle [j h, (j 4 1) h] et centrée
sur le point z; de coordonnée (j + 1/2)h.

On consideére le probléeme de Riemann suivant :

%er %E(ﬂ):g, W=W(xt), R, t"<t<¢H (3.12a)
W t") =W?, x€Cj (3.12b)

ot F(W) est un vecteur de fonctions continues dans I’espace des états physiquement admissibles
et w; la moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ¢”. Un schéma de type Godunov
s’obtient par une projection Lz d’une solution approchée W, de (3.12) dans l’espace des
fonctions constantes par cellules et s’écrit sous la forme suivante :

zith/2 x— (x; +h/2)
J . n n
[, () a

J

1 [T — (x; — h/2
+_/ W (l‘ (l’] /);_?_1’w?) dx

PV At

(3.13)

Cette approche ne nous donne pas de fagon immédiate une forme conservative telle que celle
que 'on obtient par un schéma de Godunov (voir I’équation (3.9)). En effet, du fait que I'on
considere une solution approchée W, ,, on ne peut plus intégrer les lois de conservation du
systéme (3.12a) sur chaque cellule. Pour obtenir une formulation conservative, on a besoin de
satisfaire une relation de consistance avec la forme intégrale des lois de conservation (3.12a):
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A L= (l‘] + h/2) . n n
/x' wapp ( At awjawj+1 dx

’ (3.14)

= SO 4 W) - AEWS,,) — E(W))

si la condition CFL (3.7) est respectée ; ce qui permet de définir le flux numérique que 'on va
associer au schéma. On obtient de plus un résultat de convergence vers la solution physique si
le schéma est consistant avec la forme intégrale de la condition d’entropie, qui s’écrit :

A L= (l‘] + h/2) . n n
/xv U (EW (T,% Wi )| de

(n(W57) +n(Wiy)) — AUF, (Wit,) — Fy (W7))

(3.15)

[Nl

<

ou (7, F,)) désigne un couple entropie-flux d’entropie associé au systéme (3.12a). Ces principes
sont détaillés dans [Har83b]. Le schéma est alors de la forme:

With= Wi — = {IR(WJ, Wjy,) — (7, W)}

avec le flux numérique :

n 1 mith2 r— (l‘ +h/2) n n h n
F(W)_—/x Wonp (#;ﬂj,_ﬂq) dx-l—m_j

IP(W5, W5L,) =

n 1 fott T — (l‘] + h/2) n n h n
PWin) + 25 /xj+h/zﬂapp <T5Wy’ Wity | de— o070 Wi

3.5 Schéma de Roe

Le solveur de Riemann le plus populaire est le schéma de Roe. La présentation originale de Roe,
Cf. [Roe81], concerne le systéme inconditionnellement hyperbolique de la dynamique des gaz
parfaits et I’on doit ’extension de ce schéma au cadre de systemes hyperboliques quelconques
a Harten (Cf. [Har83a]). Ce n’est pas un schéma de type Godunov car il n’est pas consistant
avec 'inégalité d’entropie (3.15). On se place tout d’abord dans le cadre monodimensionnel en
espace. On considere un maillage régulier de pas de discrétisation h, chaque cellule C; étant
représentée par 'intervalle [j h, (j + 1) h] et centrée sur le point z; de coordonnée (j + 1/2)h.
On veut résoudre, a l'interface entre deux cellules C; et €41, le probleme de Riemann suivant
d’un systéme de p lois de conservation hyperbolique non linéaire :
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w; siz €C} (3.16)

Wit siw€Cip
ol F est un vecteur de fonctions continues dans ’espace des états physiquement admissibles et
wy la moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ¢". Le principe du solveur de Roe

est de remplacer la résolution du probléme de Riemann (3.16) du systéme non linéaire par la
résolution d’un probléme de Riemann d’un systéme linéarisé :

d 9

Wisiz e (3.17)
W(a,t") =

wy_l_l stz € Ciqq

La matrice A(W" W), & déterminer, représente localement une matrice linéarisée de la
Jacobienne du flux A(W) = V, F(WW). Harten dans [Har83a] définit les critéres & respecter
pour le choix de cette derniere :

Définition 3.1 Le systéme (3.16) peut étre linéarisé au sens de Roe si, pour tout W et W |
de lespace des états admissibles, il existe A(W" WL 1) telle que:

(i) [E(w)];j+1 = A(W?,_?H) [w]?,jﬂ

(i) AW, W)= VwF(W)

([

(W3, W72.1) a des valeurs propres réelles et les vecteurs

propres associés engendrent IRF .

avec la notation [W]"

_ n n
i1 = Wiy — Wy

La condition (i) correspond au respect de la consistance du systéme (3.17) avec la forme intégrale
du systeme (3.16). En effet, la forme intégrale associée au probléeme non linéaire (3.16) s’écrit :

/ /+ {athr aiF(W)} d dt

= [T )~ W) de A (EOE) - EO))

J
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et celle associée au probleme linéarisé (3.17):

(L

Ti+t N . . P
V= /tn / %WJré(Wj’_m)@—xw dz dt

7

T4
= [ Wl ) = W)} e AW, W) (08, - W)

J

ot Wg,. désigne la solution approchée par le solveur de Roe du probléme linéarisé (3.17) et
At le pas de temps tel que t"t! = " + At. La consistance entre ces deux formes intégrales
se traduit par la condition (7). La condition (iii) entraine que tout vecteur d’état W peut se
décomposer dans la base des vecteurs propres de la matrice de Roe é(ﬂ;,_;+1)

On peut alors résoudre exactement le probleme linéarisé (3.17). Soient A; = /\1(W W" 1) <

< A = MW, WE L) les valeurs propres ordonnées de la matrice A(W” ]+1) et
vy = r (W7, W), k= 1,...,p les vecteurs propres a droite associés. La solutlon exacte

du probléeme de Riemann (3.17) est composée d’une succession d’états W, = W, (W7, W7, ,),
k = 0,...,p constants séparés par des discontinuités de contact (Cf. la figure [3.3]), elle est
donnée par :

wozwy sia/t <X

pour
Wp,.(2,t) = w, sl A <aft <)
T; < T < Tjt1

w (=l W ) =

et
wW._, 51 Ao < zft< Ay

w,= —;’L+1 siA, < z/ft

On déduit des relations de Rankine-Hugoniot, valables & chaque discontinuité de contact, que
Wlk—1k, k = 1,...,p, est vecteur propre a droite de la matrice A(W W', ,) associé a la
valeur propre Aj. Le calcul des états intermédiaires est donc immédiat:

k
Wy =W;+> i k=1,...,p
=1

oll ay,...,ap sont des réels entierement déterminés par la relation :

Wi — § :O‘l o
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y
t
A2
Ap—1
w,

)‘1 —p—1 )\p
W, =10, W, =W,
x;+ h/2 *

F1G. 3.3 — Représentation dans le plan (x,t) de la solution d’un probléme de Riemann linéarisé.

Le probléme consiste alors en la détermination de la linéarisée de Roe, en la résolution du
systéme approché linéaire (3.17) et enfin en la construction du flux et du schéma de Roe.

On rappelle tout d’abord un résultat du 4 Harten :

Proposition 3.2 S5i le systéme associé ¢ (3.16) admet une entropie, alors il admet une linéa-
risée de Roe.

Démonstration Cf. [Har83a].

Ce résultat assure l’existence mais ne fournit pas un moyen de détermination de la matrice
de Roe, en outre, il n’y a pas unicité de la matrice de Roe. Une technique de construction de
la linéarisée de Roe A(W W7, ;) est de 'assimiler & la Jacobienne A(W) = Vw F(W) du

systéme prise en un état moyen W dépendant des états wy et w?+1, de sorte que:

AW W) = AGV(W], Wiys))

Dans ce cas (i) et (i1} sont automatiquement vérifiées. On introduit, pour simplifier, la notation

Wi = W(w?’—?+1)~

—J

En se plagant sur la cellule C; délimitée & droite et & gauche par les interfaces avec les cellules
Cj_1 et Cj41, on peut projeter la juxtaposition des deux solutions Wg,. du probléme (3.17)
aux deux interfaces, sous le respect de la condition CFL qui assure la non interaction des ondes:

n 1 frith/? z—(x;+h/2 S
Wittt = —/ Wroe (%;Ej,_‘jﬂ) dx

J

1 [ r—(x; —h/2)
- W T A oW d
+ /xj—h/Z ¥ Roe ( At y X g1, j L

(3.18)
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qui peut encore s’écrire :

_]’

n n At n n n
wj-l—l = w] - 7 {ERoe W Wj+1) ]FRoe(W] 1, XX W )} (319)

Le flux numérique IF (W7, W7, ) de Roe est consistant et défini par:

n 7 n 1 with/2 r— (l‘ +h/2) 7 7 h 7
ERoe(wj ’—j+1) —(w]) At / wRoe (+ wj ’—j+1) + mw]

, . B/2 , . T
En décomposant la solution wﬁoe(w Wi W?) sur chacun des états intermédiaires,
on peut écrire le flux de Roe des trois maniéres dlfferentes équivalentes suivantes:

ERoe(w‘?’—?ﬂ-l) = E(w?) é (W] ]+1) [W];j-l-l

n n

(_;'L+1) - é-l— (Ej,j+1)~ [w]j,j-pl

|
=

1 n n 1 n
= 5 {E(Wj) + E(—j+1)} - 5 ‘é(w] ]+1)‘ [W]J’,j+1
avec les notations A= PDP™' At =1 {A—I— |A|} A = % A- |A|} et |A| P |£| g_l
ou P désigne la matrice des Vecteurs propres a droite et D la matrice diagonale des valeurs

propres de A.

Remarque 3.4 Le schéma de Roe, comme d’autres schémas basés sur la résolution de pro-
blémes de Riemann locauz, nécessite une correction entropique du fait de Dapparition d’une
solution non entropique dans les champs vraiment non linéaires.

Sous I’hypotheése d’invariance par rotation du systéme non linéaire, le schéma de Roe s’étend
naturellement au cadre bidimensionnel non structuré. Supposons que ’on veuille résoudre le
probléme de Cauchy bidimensionnel suivant :

W?si(z,y) € Cs (3.20)

7

wy si(x,y) € C;

ou F, et F, désignent les fonctions de flux associées aux directions x et y, suffisamment

régulieres de l’espace des états dans IR?, C; et C; deux cellules adjacentes et W3 la valeur
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moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ™. Soit n;; = (ng,ny)" le vecteur normal &
I'interface entre les cellules C; et C;, extérieur & C;. Sous I’hypothese d’invariance par rotation,
on projette le systeme dans la direction portée par n;; = (nz,ny), et résoudre le probléme de
Riemann (3.20) revient & résoudre le probleme de Riemann monodimensionnel suivant, écrit
dans le repere local (&, ﬂij) orthogonal & I'interface :

0 0
Ew—i— %_(wa _z]) Q
W? sie<0
(g’tn) =
WP sié>0

avec le flux associé a la direction n,;, F(W, n;;) = ng ', (W) +ny ', (W). Le solveur de Roe rem-
place la résolution de ce probléme de Riemann monodimensionnel non linéaire par le probléme

linéarisé suivant :

| @

1 n n 0 _
W? o sié<0
W ) =
W7 sig>0

J

avec la matrice linéarisée de Roe A(W WJ ,n”) qu’il faut déterminer. On la définit par
(Cf. [Har83a]) :

Définition 3.2 Le systeme (3.20) peut étre linéarisé au sens de Roe si, pour tout (Wi, W)
de lespace des étals admissibles, il existe .A(W” W2 on,.)= nxA Wi, wy) + nyA W, wy)

P B
telle que :

(i) [EW) = A (W7 W3). W]

(ii) A (W, W)=VwF, (W)

(iii) nxé:v(wf,w?) + nyA (W3, W?) a des valeurs propres réelles et les vecteurs

propres associés engendrent IRF .
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En pratique, on prend la matrice linéarisée de Roe A(Wfaﬂ?,ﬂm) égale a la Jacobienne
AW, n;;) = nxéw(w) + nyéy (W) prise en un état moyen E(wf,ﬂ?), A et éy désignant

les matrices Jacobiennes Vi F (W) et Vwl, (W) du systeme (3.20):

AW WY ny) = AW(W?, W2, ny;)

Dans ce cas (i) et (i1} sont automatiquement vérifiées. On introduit, pour simplifier, la notation

Wi, = W(W7, W)

Le flux étant défini sur le probleme quasi-unidimensionnel, le bilan sur une cellule C; nécessite
le retour aux coordonnées (z,y) par rotation. On obtient alors I’expression suivante du flux de
Roe a l'interface entre les cellules C; et Cj :

IE poe (W' W5, i) = E(WS nyy) + A7 (W, ). (W]

ol encore de facon équivalente :

ERoe(w?aw?aﬂij) =X nﬂzg)_é+(@:;aﬂzg)[w]n

ij
~n

(EO07, ) + E007 )} — 5 A0, )| 0T

1, J L)

Avec les notations A = 222_1, ou P désigne la matrice des vecteurs propres a droite et D
la matrice diagonale des valeurs propres de A, et é"’ = % {é—l— |é|}, A™ = % {é— |é|} et
Al=2 (D[ 2

Le solveur de Roe s’écrit alors avec un schéma en temps de type Euler:

m“:m—@ > W, (W), W7 ;) (3.21)

JEV()

3.6 Schéma viRoe

On présente maintenant un solveur de Riemann linéarisé, le schéma viRoe, introduit dans
[Gal96b] et [Mas96]. Ce schéma ne pas nécessite pas la vérification de conditions de type Roe.
On veut résoudre, a l'interface entre deux cellules C; et €41, le probleme de Riemann suivant
d’un systéme hyperbolique non linéaire de p lois de conservation :
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Wisiz e (3.22)

wy_l_l stz € Ciqq

ol F est un vecteur de fonctions continues dans ’espace des états physiquement admissibles et
wy la valeur moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ¢”. Le principe du solveur
viRoe est de prendre comme flux ngmérique IF,  poe (W3, W51 1), pour la résolution .numérique
du probléme de Riemann (3.22) & I'interface entre les cellules C; et Cj11, le flux physique F(W)
en la solution exacte & 'interface du probléme de Riemann linéarisé suivant :

0 n toon 0
§W+A(W(Wj’_j+1))a—xwz 0
wy siz €C} (3.23)

wy_l_l stz € Ciqq

La matrice A(W(W" W;L_H)) est la matrice Jacobienne du flux A(W) = V,, F(W) prise en
I’état moyen W(W" W7 .1) qui doit appartenir au domaine d’hyperbolicité du systéme non

linéaire pour que é(w(wy , Wi, 1)) soit diagonalisable. Le choix de I’état moyen W(W" Wi
conditionne la stabilité et la convergence du schéma vfRoe. Dans la pratique (Cf. [Mas97]) le
choix de la moyenne arithmétique s’est souvent avéré pertinent :

(W" +Wii)

Remarque 3.5 Les conditions (ii) et (iii) de la linéarisée de Roe sont automatiquement véri-

fiées par la matrice é(ﬂ(ﬂ?,_yﬂ))

On peut alors résoudre exactement le probleme linéarisé (3.23). Soient A} = Ay (W(W” Wi <

< Ap=A (W(W" W;L_H)) les valeurs propres ordonnées de la matrice é(ﬂ(ﬂ?,ﬂyﬂ)) et
Ty = rk(W(W" W73.1)), k=1,...,ples vecteurs propres a droite associés. La solution exacte
du probleme de Riemann (3.23) est composée d'une succession d’états W, = W, (W’ W', ),
k = 1,... p constants séparés par des discontinuités de contact (Cf. la figure [3.3]), elle est
donnée par :
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wozwy siaft <A\
wv oe )i, j+1 —
(W proc)i w, si AL < 2/t < Ao
z—(z;+h/2) 1/ n _
w ( e W ’—j+1) - (3.24)
pour z; < x < Zj41 W, sl Apo1 < z/t < Ap
et t7 < ¢ < 2l W,=Wi, si) </t

On déduit des relations de Rankine-Hugoniot, valables & chaque discontinuité de contact, que
(Wlk-1k, k=1,...,p, est vecteur propre & droite de la matrice A(W (W7, W7, ,)) associé a la
valeur propre Aj. Le calcul des états intermédiaires est donc immédiat:

k
Wy =W} +> o k=1,...,p
=1

oll ay,...,ap sont des réels entierement déterminés par la relation :

P
n n __
Vit _Ej = E apry
=1

Le schéma s’écrit :

n n At n n n n
wj-l—l = w] - 7 {Evaoe(W' —j+1) _EufRoe(wj—l’wj)} (325)

e

avec le flux:

E(Wy, _?+1) = E((wvaoe)jyj‘Fl)

ott (W, tRoe)jj+1 désigne la solution exacte (3.24) du probléeme de Riemann linéarisé (3.23) a
I'interface z = #; + h/2. Le schéma (3.25) est donc conservatif et consistant par construction.

Sous I’hypothése d’invariance par rotation du systéme non linéaire, le schéma vfRoe s’étend
naturellement au cadre bidimensionnel non structuré. Supposons que ’on veuille résoudre le
probléme de Riemann bidimensionnel suivant :
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(3.26)

ou I, et I, désignent les fonctions de flux associées aux directions z et y, suffisamment
régulieres de l’espace des états dans IR”, C; et C; deux cellules adjacentes et W3 la valeur
moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ™. Soit n;; = (ng,ny)" le vecteur normal &
I'interface entre les cellules C; et C;, extérieur & C;. Sous I’hypothese d’invariance par rotation,
on projette le systeme dans la direction portée par n;; = (ne, ny)t, et résoudre le probleme de
Riemann (3.26) revient & résoudre le probleme de Riemann monodimensionnel suivant, écrit

dans le repere local (&, ﬂij) orthogonal & I'interface :

d d
EE—F %_(E_”) =0
W sié<0
W(E, ") =
WP sig>0

avec le flux associé a la direction n;;, F(W,n;;) = neF (W) + nyF, (W). Le principe du
schéma vfRoe est de prendre comme flux numérique IF, ;5. (W3, W7, n;;), pour la résolution

numérique du probleme de Riemann (3.26), le flux physique E(W,n,;) en la solution exacte
Ww(0; wf,w?) a 'interface du probléeme de Riemann linéarisé suivant :

WP osic<0 (3.27)
W(f,t") =
W3 si&>0

ol la matrice é(ﬂ(wf,wy ,ﬂij) = Zd A (w(wf,w;)) est la matrice Jacobienne du

m=1 =y,

flux ém(w) =V, F, (W), m=1,...d, prise en I’état moyen E(ﬂ?,ﬂ;)

Le schéma s’écrit :

n n At n n
wi = WZ - 7 Z Evaoe(wi ’W' nl]) (328)

_] 3=
JEV(I)

avec le flux:
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IFWY W2) = E(W, ¢ roe)igh i)

ott (W, ¢Roe)ij désigne la solution exacte du probléme de Riemann linéarisé (3.27) & I'interface
entre les deux cellules, W (0; wi, _?+1).

3.7 Schéma vfRoe en variables non conservatives

Une variante du schéma viRoe est présentée et appliquée au cadre des gaz réels dans [Buf96].
L’idée est toujours de prendre le flux numérique comme le flux physique en un état solution d’un
probléme linéarisé mais en effectuant préalablement un changement de variables. Supposons
donc que 'on veuille résoudre, & l'interface entre deux cellules C; et C;4q, le probleme de
Riemann suivant d’un systéme hyperbolique non linéaire de p lois de conservation :

Wisiz e (3.29)

Wit siw€Cip
ol F est un vecteur de fonctions continues dans ’espace des états physiquement admissibles et

wy la moyenne de la variable W sur la cellule C); au temps ¢”. On effectue le changement de
variable suivant :

W — Z(W)

et Ion réécrit, pour des solutions réguliéres, le systéme sous la forme:

— 7+ B(2)

0

ou B(Z) = (VQE(Z))_l Vi '(W(Z)) V,W(Z). On associe alors, au systeme (3.30), le pro-

bléme hyperbolique linéaire suivant :

Z7 six ey (3.31)

Zipsiw € Cip
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ou les états Z se déduisent de Z(W7). La matrice B(Z(Z” Z7,1)) est considérée en I’état

moyen Z(Z Z]+1) qui est pris en pratique égal a la moyenne arithmétique :

Z(Zn Zip) = mj,j+1

1 n
J =g+ Z; +Z]+1)

74

Le probléme linéarisé (3.31) se résout trés simplement. Le schéma conservatif s’écrit toujours :

Wn+1 Wn { =vfRoe—modif (EJ’W]-I—l) ]vaRoe—modif (—?—1’w?)} (332)

ot le flux numérique IF, ¢ oo poair (W5, W7,1) est le flux physique F(W) considéré en la
solution exacte Z(0;Z7,Z;,,) a l'interface du probléme de Riemann linéarisé (3.31).

(W], Wiyy) = E(W(Z(0; 25, Z341)))

Cette définition du flux est consistante. L’intérét de cette variante est dans le choix possible du
changement de variables. Dans [Buf96], les auteurs proposent deux principes :

Principe 1: La variable Z est choisie de sorte que les invariants de Riemann des champs
linéairement dégénérés du systéme associé au probléme (3.29) non linéaire soient préservés par
le solveur linéarisé.

En effet, soit z une composante du vecteur Z, si z est invariant de Riemann d’un champ
lindairement dégénéré du systeme associé au probleme (3.29), alors z est invariant de Riemann
du probleme linéarisé (3.31), et est discrétement préservé par construction puisque le probleme

linéarisé (3.31) est résolu exactement.

Principe 2: La variable Z est choisie de sorte que les relations de saut exvactes associées au
systéme non linéaire du probléme (3.29):

—U[W];jﬂ + [F(W)]] J+1

et les relations de saut assocides au systéme linéarisé du probléme (3.31) :

—olZ]};11 + B ((Z);L]-I-l) (2]} 41 =0

sotent équivalentes.

Dans le cadre de la dynamique des gaz isentropique, Cf. [Buf97a], ’auteur base son changement
de variable sur la conservation de la positivité de la variable densité intermédiaire, W = (p, pu)?

et Z = (u,c)'.
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-5.0 ‘

<&----<> Godunov Erreur p
6.0 F-----8 Godunov Erreur pu
/5—72\ VFRoe Erreur p
V— VFRoe Erreur p u

Ln(Erreur Ll)
Q
o

-8.0

-10.0 -9.0 -8.0 -1.0 -6.0 -5.0
Ln(h)

<&----<> Godunov Erreur p
6.0 F-----8 Godunov Erreur p u
/5—72 VFRoe Erreur p
\V—~ VFRoe Erreur p u

Ln(Erreur Ll)
Q
o

-8.0

9.0 | | | |
-10.0 -9.0 -8.0 -7.0 -6.0 -5.0

Ln(h)

Fia. 3.4 — D’aprés des stmulations du systéeme de la dynamique des gaz tsentropique par un
schéma de vfRoe dans les variables (u,c), étude de la convergence L' dans le cas du tube & choc
de Sod (en haut) et d’un tube a choc supersonique ; comparaison avec le schéma de Godunov.
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&----<> Godunov Erreur p
[3-----2 Godunov Erreur pu
/A—72 VFRoe Erreur p
V—~ VFRoe Erreur pu

Ln(Erreur Ll)
o

7 \ ! !
-9 -8 -7 -6 -5

Ln(h)

Fia. 3.5 — D’aprés des stmulations du systéme de la dynamique des gaz tsentropique par un
schéma de vfRoe dans les variables (u,c), étude de la convergence L' dans le cas d’une double
détente symétrique ; comparaison avec le schéma de Godunov.
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Les figures [3.4] et [3.5] donnent la courbe de convergence en norme L' de ce schéma dans le cas
du tube & choc de Sod (u, =u, =0,p, = let p, = 0.3kgm~3poury = 2et K = 1), d’un tube
a choc supersonique (p, = 1073 kg.m~3) et d’une double détente symétrique (u, = —u, =5
m.s~let p, = p, = 10 kg.m~3). Les maillages considérés ont 250, 500, 1000, 2000, 4000 et 8000
cellules. Les courbes représentent ’erreur normalisée E en norme L' associée aux variables p
et pu en fonction du logarithme du pas de discrétisation spatiale, h = 1/nombre de cellules, du
maillage considéré. On observe que, dans les cas du tube a choc de Sod et de la double détente
symétrique, ’ordre de convergence du schéma vfRoe est similaire a celui du schéma de Godunov
(Cf. Pannexe A). On note que, dans le cas du tube & choc supersonique (avec un rapport de
pression égal & 10%), 'ordre de convergence du schéma vfRoe est 1égérement inférieur & celui du

schéma de Godunov (Cf. la figure [A.7] de 'annexe A).

Remarque 3.6 L’extension au cadre multidimensionnel est naturelle sous [’hypothése d’inva-
riance par rotation du systéme non linéaire.

3.8 Techniques de splitting

Les techniques de splitting d’opérateurs d’un systeme hyperbolique sont fréquemment utilisées
et visent a relaxer la contrainte de type CFL sur le pas de temps ou a se ramener a la résolution
de sous-systémes physiques plus simples. On verra également, dans le cadre de la résolution nu-
mérique de modeles & deux fluides pour les écoulements diphasiques dont la partie de convective
est conditionnellement hyperbolique (Cf. le chapitre 4), que la technique & pas fractionnaires
peut nous ramener a la résolution numérique de sous-systémes inconditionnellement hyperbo-
liques.

3.8.1 Un exemple de splitting du systéme de la dynamique des gaz
isentropique

On s’intéresse au systéme de la dynamique des gaz isentropique, soit :

0 0
Pt Pu) =0
(3.33)

Low+ oo+ Pp)) =0

avec

P(p) = Kp?

On considére la décomposition de flux suivante (Cf. le chapitre 4-section 4.4 pour une extension
de cette décomposition a un modele & deux fluides & quatre équations pour des écoulements
diphasiques gaz-particules) :
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sous-systéme 1 :

9
ol =
(3.34)
Slowt o) =0
at V¥ e Pt =
sous-systéme 2 :
0 0
5Pt pu)=0
(3.35)

0 0
et 5 Plp)=0

On reconnait ici la méthode qui décompose les «ondes de pression» (deuxieme étape) et les
«ondes de convection pure» (premiére étape), trés usitée dans les codes de mécanique des fluides
monophasiques compressibles. Le schéma associé, dont on fait ’analyse de stabilité linéaire L2
dans I’annexe B, paragraphe B.5, est rappelé en (B.7) et (B.8) ; il s’agit d’un schéma de Godunov
dans la premieére étape et d’un schéma de Roe dans la deuxiéme. Les tests numériques considérés,
par une méthode & pas fractionnaires ou par une méthode de splitting de flux, sont extraits de
I’annexe A et comportent le tube & choc de Sod, un tube a choc supersonique et une double
détente symétrique. Les conditions initiales sont les suivantes :

Sod supersonique || double détente
L R|L R L R
plkgm™ 1 03| 1 1073 10 10
Ulms™] |0 0 |0 0 —b 5

ol les états «L» et «R» représentent les valeurs & gauche et a droite d’une variable de part et
d’autre de la discontinuité initiale qui est centrée par rapport au domaine. Les simulations ont
été réalisées avec y =2, K = 1.

On compare les résultats numériques obtenus par la méthode & pas fractionnaires, la méthode de
splitting de flux, le schéma de Godunov du systéme sans décomposition de flux (Cf. 'annexe A)
et la solution exacte (Cf. les figures [3.6], [3.8] et [3.9]). On remarque que les trois schémas se
comportent de fagon & peu pres équivalente. Les états intermédiaires et les vitesses de choc du
tube & choc de Sod sont bien prédites (Cf. la figure [3.6]). Sur la figure [3.8] de la simulation
du tube & choc supersonique, on retrouve le probleme de la relative mauvaise prédiction de la
vitesse de choc avec la méthode & pas fractionnaires (probléeme déja évoqué dans le cadre du
solveur de Godunov, Cf. I'annexe A); mais des tests sur des maillages raffinés montrent que
I’algorithme converge bien vers la solution exacte. On remarque que, contrairement aux schémas
de Godunov et de Roe du systéme (3.33) non décomposé (Cf. ’annexe A), la méthode & pas
fractionnaires ne présente pas de choc non entropique au point de Mach égal & 1 (ce résultat
a déja été signalé dans [Buf93a] dans le cadre d’une méthode & pas fractionnaires du systéme
de la dynamique des gaz). Dans le cas de la double détente symétrique (Cf. la figure [3.9]),
les trois algorithmes présentent la caractéristique de converger vers 1’état constant de densité
intermédiaire par valeurs inférieures. On note également que les méthodes a pas fractionnaires et
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de splitting de flux diffusent un peu plus que le schéma de Godunov. On a remarqué cependant
que la méthode de splitting de flux se comportait moins bien que la méthode a pas fractionnaires
dans les cas séveres de tube & choc, de double détente et de double choc (notamment le test de
la double détente symétrique qui explose pour une vitesse au-dela de 5 m.s™! et le test du tube
& choc supersonique qui affiche des problémes au niveau du raccordement des ondes).

Il est important de noter, dans le cadre de I’étude du probléme continu, que la condition de non
apparition du vide du systéme de la dynamique des gaz isentropique (3.33) (sans décomposition
de flux), qui s’écrit, pour une double détente symétrique (p, = pn, uy = —u, > 0) (Cf. le
paragraphe 2.8):

2
lug| <
o

est différente de celle associée & la décomposition (3.34,3.35) (Cf. le paragraphe 4.4.3 pour la
condition d’existence de solution associée & I’étape (3.35), il n’y a pas de condition d’existence
de solution associé & I’étape (3.34)):

2
lug| < —— cp
v+ 1

Ceci se traduit, pour une densité p, fixée, par une apparition du vide pour des modules de
vitesses |u,| plus faibles avec les méthodes associées & la décomposition (3.34,3.35) qu’avec
le systéme (3.33) non décomposé. Ainsi, avec p, = 10 kg.m™3 v = 2 et K = 1, la vitesse
limite initiale avant I’apparition du vide est u, ~ 8.94 m.s~! dans le cas du systéme non
décomposé, alors qu’elle vaut u,, ~ 2.98 m.s~! dans le cas des méthodes & pas fractionnaires
ou de décomposition de flux (3.35). Ainsi la condition initiale u,, =4 m.s~! est non admissible
pour ’étape (3.35) (on ne sait par contre pas conclure pour la séquence des deux étapes).

Le solveur de Roe, contrairement & un solveur exact (tel que celui de Godunov), peut introduire
des états intermédiaires qui peuvent étre non physiques (i.e. ici & densité négative). Dans le cas
d’une double détente symétrique, la valeur de la densité p* a 1’état intermédiaire constant,
calculée par le solveur de Roe associé au systéme (3.33) non décomposé tout comme celui
associé a "étape (3.35), s’écrit :

* |uR|
— 1 Erl
P PR< c,

Ainsi, le solveur de Roe génére une densité p* admissible tant que le nombre de Mach est
inférieur & 1. En considérant I’exemple de la double détente symétrique, u, ~ 4.47 m.s~! est
donc la valeur limite supérieure pour laquelle le solveur de Roe rend une solution admissible.

Les figures [3.7] et [3.10] donnent la courbe de convergence en norme L' des méthodes & pas
fractionnaires et de splitting de flux dans le cas du tube & choc de Sod et du tube & choc
supersonique. Les maillages considérés ont 250, 500, 2000, 4000, 8000 ou 16000 cellules et les
simulations ont été réalisées avec une CFL de 0.5. Les courbes représentent ’erreur normalisée
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Fia. 3.6 — Simulation du systéme de la dynamique des gaz isentropique, test de tube a choc

de Sod avec les conditions initiales: p, = 1, p, = 0.3 kg.m™3, u,, = u, = 0 m.s~%, avec un
maillage de 250 éléments, une CFL €éqgale a 0.5, au temps final t = 0.176 s. Comparaison entre
les méthodes a pas fractionnaires, de splitting de fluz, le schéma de Godunov et la solution

eracte. On observe les variables p (en haut) et u.
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Fia. 3.7 — D’aprés des simulations du systéme de la dynamique des gaz isentropique, étude de
la convergence L1 des méthodes & pas fractionnaires (en haut) et de splitting de flur dans le cas

du tube a choc de Sod.
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Fia. 3.8 — Simulation du systéme de la dynamique des gaz isentropique, test de tube a choc
supersonique avec les conditions initiales: p, = 1, p, = 1072 kg.m™3, u, = u, = 0 m.s7 !,
avec un maillage de 500 éléments, une CFL égale a 0.5, au temps final t = 0.176 s. Comparaison
entre la méthode a pas fractionnaires, le schéma de Godunouv et la solution exacte. On observe

les variables p (en haut) et u.
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Fia. 3.9 — Simulation du systéme de la dynamique des gaz isentropique, test de double détente
avec les conditions initiales: p, = p,, =10 kg.m™3, u,, = —u, =5 m.s~%, avec un maillage de
500 éléments, une CFL égale a 0.5, au temps final t = 0.026 s. Comparaison entre les méthodes
a pas fractionnaires, de splitting de fluz, le schéma de Godunov et la solution exacte. On observe
les variables p (en haut) et u.
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Fia. 3.10 — D’aprés des simulations du systeme de la dynamique des gaz isentropique, étude de
la convergence L1 des méthodes & pas fractionnaires (en haut) et de splitting de flur dans le cas
d’une double détente symétrique.
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en norme L' associée aux variables p, u et pu en fonction du logarithme du pas de discrétisation
spatiale, h = 1/nombre de cellules, du maillage considéré. Pour le tube & choc de Sod, par la
méthode & pas fractionnaires comme par la méthode de splitting de flux, on trouve que 'ordre
de convergence atteint 0.89 pour la variable débit et 0.85 pour les variables p et u (on rappelle
que lerreur du schéma de Godunov du systéme (3.33) non décomposé présenté dans I’annexe A
est en O(h%?) pour la variable débit et en O(h"®%) pour les variables p et u). Dans le cas de la
double détente symétrique, on obtient que I'erreur est en O(h% ™) pour les variable p, u et pu
(elle est en O(h%®) pour le schéma de Godunov associé au systéme (3.33)). On note que I’ordre
de convergence des méthodes & pas fractionnaires et de splitting de flux (avec un schéma de
Godunov dans la premiére étape et un schéma de Roe dans la deuxiéme) est comparable & celui
des schémas vfRoe ou Godunov du systeme non décomposé.

3.8.2 Un exemple de splitting du systeme de la dynamique des gaz

La résolution numérique des équations d’Euler par le schéma de Roe pose des problémes du fait
de la correction entropique nécessaire dans les champs vraiment non linéaires et des probléemes
de mauvais conditionnement du probleme aux valeurs propres pour les écoulements a faible
nombre de Mach. Dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97], les auteurs s’intéressent & la mise en
ceuvre d’une technique & pas fractionnaires pour la résolution de ce systéeme que ’on rappelle
ci-dessous :

0 0

2’ T a—x(PU)—O

0 0 9

il _ = 3.36
8t(pu)+6x(pu +P)=0 (3.36)
0 0

avec la lo1 d’état :

P=(y—-1) (E— %puz)

~ désigne l'indice adiabatique du gaz, p la densité, u la vitesse, P la pression et E 1’énergie
totale volumique. Les valeurs propres de la matrice Jacobienne associée sont :

AM=u—c¢c, a=u, Ag=u+c

oll ¢ désigne la célérité, ¢> = yP/p. La matrice Jacobienne est diagonalisable mais, a faible

nombre de Mach, la condition CFL qui limite le pas de temps est fortement dominée par le
module des célérités des ondes acoustiques |u & ¢|, |As| << |A13]. Si les champs vraiment non
linéaires associés & A; et Az sont bien prédits par les schémas de type Roe, on sait que, par
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contre, la diffusion de ces méthodes entraine une mauvaise prédiction de ’onde lente associée
a Ag. Dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97], les auteurs proposent une décomposition en deux
sous-systémes qui résout séparément la partie convection pure et la partie propagation :

sous-systéme 1 :

d d
Frias 3—x(PU) =0

Sow+ iy =0 (3.37)

0 0

sous-systéme 2 :

0 0
E(p u) + 3_1‘P =0 (3.38)

o 0
S E+ - (wP) =0

Le sous-systéme (3.37) est dégénéré, la vitesse u est valeur propre d’ordre 3 et la matrice
Jacobienne du flux n’est pas diagonalisable. Le sous-systeme (3.38) est hyperbolique de valeurs
propres :

—1)c? —1)c?
H1 = — (Py ) a/’LZIOa/'LSI (Py )

v v

Le sous-systéme (3.37) est résolu par une méthode de type Roe (Cf. [Buf93al]) et le sous-
systéme (3.38) par un solveur classique de Roe. Comparé & un solveur de Roe du systéme
complet (3.36), les auteurs ont constaté la bonne qualité des résultats de la méthode & pas
fractionnaires (vitesse de convergence quasiment identique) et la disparition du choc non en-
tropique dans les champs vraiment non linéaires. La méthode & pas fractionnaires permet donc
ici de s’affranchir de la correction entropique nécessaire a la résolution du systéme complet par
un schéma de Roe.

3.9 Schémas de résolution de systemes hyperboliques non
conservatifs

On présente maintenant quelques techniques de résolution de systémes hyperboliques non
conservatifs qui s’inspirent des schémas présentés précédemment dans le cadre conservatif. On
introduit tout d’abord le cadre théorique associé aux systemes hyperboliques non conservatifs

(Cf. [Lef88], [Lef92b], [Dal9b] et [Saidbal).
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3.9.1 Le cadre non conservatif

La modélisation de phénomenes issus de la physique peut conduire naturellement & des systémes
hyperboliques écrits sous forme non conservative (comme la modélisation des écoulements di-
phasiques par des modeles & deux fluides). Considérons, par exemple, un systéme instationnaire
de dimension p qui ne prend en compte que les effets convectifs (i.e. qui ne comprend que des
termes différentiels d’ordre 1):

0 0
—W+BW)—W =20 3.39
3t_+:(_)3x_ - ( )
ot W(x,t) est une fonction vectorielle de TR x IR' dans Iespace des états Q inclus dans IRP
et B(W) une fonction réguliere de Q dans IR* . On dit alors que le systéme (3.39) est non

conservatif si on ne peut ’écrire, dans les zones régulieres, sous la forme d’une divergence d’un
flux :

c’est & dire si il n’existe pas une fonction suffisamment réguliere F (W) de I’espace des états 2
dans IR? telle que:

Le systeme (3.39) est hyperbolique si la matrice B(W) a des valeurs propres réelles et si les
vecteurs propres associés engendrent IR? . Mais ce caractére hyperbolique du systeme fait que les
solutions peuvent aussi posséder des points de discontinuité. Le probléme mathématique lié a
ces systémes vient donc de la difficulté pour définir les solutions non réguliéres, le produit d’une
fonction discontinue par la dérivée d’une fonction discontinue n’étant pas défini au sens usuel
des distributions. On ne peut donc plus connecter les états de part et d’autre d’une discontinuité
par des relations de saut de type Rankine-Hugoniot.

Plusieurs auteurs se sont intéressés & donner un sens au produit non conservatif suivant :

Soit W, et W g, les états dans IR? de la variable W de part et d’autre d’une discontinuité. Dans
[Dal95], les auteurs proposent une définition du produit non conservatif au sens des mesures
boréliennes suivant une famille de chemin ¢ localement lipschitziens, c’est a dire une famille

d’applications localement lipschitziennes ¢(.; W, W) de [0, 1] x IR” x IR” dans IR”, satisfaisant
les propriétés de consistance et de régularité suivantes:
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(O, W, Wge)=W,, ¢(1; W, Wg)=Wpg pour tout W, et Wy dans IR?,

é(s; W, W) = W pour tout W dans IRF et s dans [0, 1],

pour tout ensemble borné V' de IRF | il existe une constante k > 0 telle que:

(3.40)

0 0
B0 Wy Wg) = 5oo(si W W) | < & |(W, — W) — (Wp — W)

pour tout W, , W, W, W' dans V et presque pour tout s dans [0, 1].

Le produit non conservatif défini & partir d’une famille de chemin ¢ est noté:

A partir de cette définition de chemin, les auteurs de [Dal95] définissent la notion de solution
faible du systeme (3.39) hyperbolique non linéaire non conservatif :

Définition 3.3 Soit ¢ une famille de chemins lipschitziens dans IR' satisfaisant (3.40). Une
fonction W de L™ (Ja, b[x IRT, IRPY (" BV (Ja, b[x IRT | IR") est une solution faible du systéme (3.39)

par rapport au chemin ¢ si elle vérifie :

W
tolg

=0

%w + [g(w)

au sens des mesures boréliennes bornées sur |a, b[x IR*.

L’espace BV (]a,b[,IR") désigne I’espace des fonctions W de L!(]a,b[,IR?) dont la dérivée pre-
miére %w coincide au sens des distributions avec une mesure borélienne bornée A sur Ja, b|,
c’est a dire:

/ 0 (x)W (x)dx = —/ 0(x)d\(x) pour tout & € Ci(]a, b[, IRF)
Ja,b[ Ja,b[

Le membre de gauche est vu comme une intégrale de Lebesgue, tandis que le membre de droite
est une intégrale par rapport a la mesure borélienne A.

On définit alors des relations de saut de Rankine-Hugoniot généralisées. Soit ¥ une ligne de
discontinuité paramétrée par z(t) = xg + o(t)t (o(t) désigne donc la vitesse de propagation de
la discontinuité). Soit W; et Wg les limites de W & gauche et & droite de la discontinuité ¥
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en un point (#g,%p). La définition du produit non conservatif au point de discontinuité (zg, )
de W et de la paramétrisation de 3, conduit & la définition des relations de saut généralisées
suivante :

~olto)Wa = Wy)+ [ B W) 5ol Wy Wekds =0 (341)

Ainsi W (z,t) est solution du systéme non conservatif (3.39) si elle vérifie la relation de saut (3.41)
a4 chaque point de discontinuité (xg,%p) et si elle est solution faible de (3.39) dans les zones
régulieres. Par extension du cas des systemes conservatifs, la solution du systéme non conserva-
tif (3.39) auquel on associe un chemin de régularisation ¢ qui vérifie les propriétés (3.40), est
dans la classe des solutions formées d’états constants séparés par des discontinuités de contact,
des chocs (dont on vient de définir le sens) ou des ondes de détente.

Un choix naturel de famille de chemin ¢ est celui des lignes droite qui est défini par:

S (s W, Wg) =W, +s(Wgp—-W,;)

Le produit non conservatif associé au chemin QSS coincide avec avec le produit de Volpert :

(W~ W) + S (BOV,) + BV ) (W ~ W) = 0

On présente maintenant quelques méthodes numériques pour la résolution de systémes hyper-
boliques non conservatifs. On retient deux catégories de méthodes: une premiere qui définit un
schéma de Roe généralisé pour les systémes non conservatifs et une seconde qui se base sur les
schémas de Godunov, Roe ou vfRoe avec un traitement adéquat des termes non conservatifs.

3.9.2 Schémas basés sur des matrices linéarisées généralisées de type
Roe

Dans [Tou89], [Tou92], [Kum93] et [Tou96], les auteurs proposent une extension de la notion
de matrice linéarisée de Roe a des systémes hyperboliques non conservatifs qu’ils appliquent
au cadre des modeéles & deux fluides d’écoulements diphasiques. Soit le systéme non conservatif
inconditionnellement hyperbolique de dimension p suivant, écrit en une dimension d’espace :

0 0
—W+BW).—W=20 3.42
3t_+:(_) e ( )
ot B(W) est une fonction réguliere de I'espace des états dans IR” x IR”. Soit C; une cellule du
domaine. On veut résoudre le probleme de Riemann associé au systéme (3.42) et aux conditions
initiales suivantes:
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wy stz € C
w(x’tn) =

Wiy sia€Cin

ol wy désigne la moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ¢*. Par extension du
schéma de Roe au cadre non conservatif, les auteurs proposent de résoudre & l'interface entre
les cellules C; et Cj41, le systéme linéarisé suivant :

19}
) 92

|

W+ BWT Wi,

_]’

W=0 (3.43)

D

it
ol E(ﬂ?,w?+l) est la matrice linéarisée de Roe généralisée qui est définie par :
Définition 3.4 La matrice E(ﬂ?,_ﬁ_ﬁ est appelée linéarisée de Roe généralisée si:

— (i) Elle est diagonalisable avec des valeurs propres réelles et les vecteurs propres associés
engendrent IRF .

— (it} Elle posséde la propriété de consistance suivante :

|5

(W, W) = B(W)

= (i11) Pour tout W7 et W7, dans Uespace des états, tels que W7 # W7, elle satisfait
la propriété :

1
n n 0 n 7 T n 7 n n
[ B W) e W W) s = BV W) (W - W)

La propriété (iii) traduit la consistance des relations de saut du probléme linéarisé avec les
relations de saut généralisées du systeme non linéaire non conservatif. C’est une généralisation
de la condition de Roe pour un systéme hyperbolique conservatif de flux F (W) et de Jacobienne

AW) =V, F(W):

FWi) = FW3) = AWS Wi (Wi, — W7)

La matrice linéarisée de Roe généralisée dépend donc du chemin de régularisation ¢. Pour la

construction de cette derniére, les auteurs utilisent le chemin des lignes droite qui est défini
par:

S (s W Wg) =W, +s(Wp—-W;)
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Le schéma est basé sur la forme non conservative du schéma de Roe et s’écrit alors:

w‘?-l—l = wy {]FRoe Gen(W?’—?+1) + EI-I%oe—Gen( Wn)} (344)

]1’

;. + . . - .
Le flux numérique EROS_GSH(W W]_H) écrit sous forme non conservative, est défini par:

sE n n n n
Elzgoe—Gen(W W]+1) = é (WJ aﬂj{—l) (wj+1 _E])

8|} 5 =3 {6 |B[} et B = 2 |D] 2

ou P désigne la matrice des vecteurs propres a droite et D la matrice diagonale des valeurs

avec les notations E = ggg_l, B = %{E""

propres de B. Ce schéma est, par construction, limité a ’ordre 1 en espace.

3.9.3 Schémas basés sur les solveurs de Godunov, Roe ou vfRoe

Soient W le vecteur des variables d’état et z = (z1,...,24)" un vecteur quelconque de 'es-
pace IR?. Soit le systéme non conservatif inconditionnellement hyperbolique suivant, écrit en
dimension d d’espace :

QWJFZC!: I (W)MNC(W)i
ot = duyy T = 0

LTm

G, (1)} =0 (3.45)

avec F'_ (W) les fonctions de flux suffisamment réguliéres associées aux directions spatiales m,
et Aﬁc( ) o 2-G,. (W) les vecteurs des termes non conservatifs. Le systéme s’écrit de facon
équivalente dans les zones réguliéres :

) a )
= B -
5+ m;:m(m G W =0
ol B (W) =V I (W) + ATC (W)Y, G (W)
Soient C; une cellule du domaine, V(i) I’ensemble des cellules adjacentes a C; et n;; = (n1, ... , ng)t

le vecteur normal & 'interface entre deux cellules C; et C;, extérieur & C;. On veut résoudre le
I
probléme de Riemann associé au systéme (3.45) et aux conditions initiales suivantes:

W six e

13

w; Si@EC]’
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ou W7 désigne la moyenne de la variable W sur la cellule C; au temps ¢".

Soit le flux physique selon la direction portée par n; :

On réécrit localement le systéme (3.45) selon la direction normale & U'interface :

|
3
+
-
3

G (W

d
W, n;) + Z T éﬁc(_)

m=1

)=0 (3.46)

%IQD

On consideére alors le schéma suivant qui se compose d'un terme de flux IF(W} W7 n,;) a
chaque interface entre deux cellules C; et C}; et d’un terme pour la discrétisation des termes
non conservatifs :

W = w Z (wzaw]aﬂz])

e &0
(3.47)

it

m
Cim=1

ot V(i) désigne ’ensemble des cellules C; adjacentes & C;. Les différentes méthodes exposées ci-
dessous sont basées sur le choix d’un chemin linéaire pour connecter les termes non conservatifs
de part et d’autre d’une discontinuité ; ils trouvent leur source dans les solveurs de Godunov et
de Roe et proposent un traitement spécifique des termes non conservatifs. Le probleme, outre
le fait de définir un flux consistant, est de calculer 'intégrale des termes non conservatifs.

Une proposition basée sur le schéma de Godunov

Dans le cadre de la modélisation numérique de la turbulence compressible, il a été proposé
un schéma basé sur le solveur de Godunov pour la résolution de systémes hyperboliques non

conservatifs (Cf. [Her94c], [For95], [Lou95] et [For97]).

Soit (W,,.)i; = W (O;E?,w?) la solution exacte du probléeme de Riemann a l'interface entre
les cellules C; et C); que ’'on obtient en définissant des relations de saut approchées basées sur
le chemin linéaire pour connecter les états de part et d’autre d’une discontinuité :

L)

d
—o W] + [EW, ngls + Y ANC (EZ) [m G, (W) =0

Le flux numérique IF(W3*, W7, n, ) considéré est le flux physique F (W, n,;) pris en la solution

exacte (W,.)i; & Uinterface entre les cellules Cj et C
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(W, W5 ni5) = F(Wew)ijh nig) (3.48)

L’intégrale des termes non conservatifs est discrétisée en gelant les matrices ANC(E) sur la
cellule Cj et en considérant les vecteurs G, (W) en la solution exacte (W, ,);; &1’ mterface entre

les cellules C; et Cj :

d

/n+1/ S i ANC (W) 3mem(m dedt=Y" {nm @i Qm(@ex)ij)} (3.49)

Cim=1 m=1

avec la moyenne des termes non conservatifs sur la cellule C; prise comme la moyenne des
solutions exactes des problemes de Riemann de chaque interface :

—

égc)l - card{V Z ANC Wer)ii) (3.50)
JEV(i

Une proposition basée sur le schéma vfRoe

On présente maintenant une autre technique, appliquée dans le cadre des écoulement dipha-
siques (Cf. [Mas97]), identique & la précédente sauf qu’elle considére la solution d’un probleme
linéarisé. Cette technique s’appuie sur le schéma vfRoe. Le principe est donc de prendre comme
flux numérique IF, ; g, (ﬂ?,ﬂ?,@lj), pour la résolution numérique du probléme de Riemann
non linéaire, le flux physique F(W, ﬂij) en la solution a l'interface du probléme de Riemann
linéarisé suivant :

d d d
S W+ 223 B, (W(WF,Wi,), ni) 5= W =0
(3.51)
w? stz e C
W(z,t") =
wy six € Cj

Les matrices B (E(ﬂf,ﬂ;)) sont les matrices de tous les termes de convection B ()
prises en I’état moyen W (W', W) qui doit appartenir au domaine d’hyperbolicité du systeme
non linéaire pour que B (W(W}, W) soit diagonalisable. Dans la pratique, on considere la
moyenne arithmétique E(wf, W) = %(W” +W7).

Soit (W, tRee)ij la solution exacte a l'interface entre les cellules C; et C; du probleme de
Riemann linéarisé (3.51):

(wvaoe)ij = w ((Lw;l’wgl)
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Le flux numérique IF(W3*, W7, n,;) que I'on consideére est le flux physique F(W, n,;) pris en la
solution exacte (W, ;g )ij du probleme de Riemann linéarisé :

(W3, W2 n5) = F(Wo s goe)ijs i) (3.52)

L’intégrale des termes non conservatifs est discrétisée en gelant les matrices éﬁc(ﬂ) sur la
cellule C; et en considérant les vecteurs G, (JW) en la solution exacte (W, ;g )ij du probleme
de Riemann linéarisé :

d

[ S g eai= 3 o T G0} 553

Cim=1 m=1

avec la moyenne des termes non conservatifs sur la cellule C; prise comme la moyenne des
solutions exactes & chaque interface des problemes de Riemann linéarisés :

—

—~co 1

ANCY = 2 : ANC ; .54
=m ) card{V( } & —vaoe) ]) (35)
)

Une proposition basée sur le schéma de Roe

On propose enfin un schéma s’inspirant du schéma de Roe. Ce schéma que ’on met en ceuvre
dans le chapitre 4 dans le cadre de la résolution numérique d’un modele a deux fluides a égale-
ment été testé dans le cadre des systemes hyperboliques non conservatifs issus de la turbulence

compressible (Cf. [Her95a] et [Bru96]).

Le flux numérique IF (W7, W” ”) s’inspire du flux de Roe; il comprend le flux physique
F (W, n;;) centré plus un terme de correction ‘é(w? W ng )

les termes de convection :

[E]Z qui prend en compte tous

IE(W3, W5, n;;) =

FEW? ng;) + EW?, n,;))

LA a_m

N | —
o

(3.55)
L5 n n n
— S |Bowr Wy n)| g

avec B(W" W, n;;) la matrice linéarisée de Roe du systéme (3.45) qui respecte le critere de
Roe suivant, base sur la théorie des chemins linéaires pour la définition des relations de saut
approchées :

d (3.56)
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et Eij = %(E? +E§1)

On prend B (wf,wn) B (E(ﬂf,ﬂ;)) ou la moyenne E(wf,ﬂ?) est déterminée par
la relation (3 56).

Les termes non conservatifs sont discrétisés en gelant les matrices éﬁc (W) sur la cellule C;
puis en considérant la valeur centrée des vecteurs G, (W) :

J.

=3 [ b, e, 0}

m=1

(L

/anANC )8a (W) dz dt

Tm
’ml

(3.57)

On note que la stabilité des termes non conservatifs est prise en compte dans le terme de
correction de flux.

Les trois méthodes présentées ci-dessus donnent des résultats trés satisfaisants. Une autre tech-
nique, pas décrite ici, consiste a appliquer un schéma classique au systéme non conservatif réécrit
sous forme conservative (Cf. [Kum93] et [Sai95b]). On envisagera cette solution alternative dans
le chapitre 4.
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Chapitre 4

Un modele a deux fluides a
quatre équations pour la
simulation des écoulements
diphasiques de type
gaz-particules

On s’intéresse dans ce chapitre a4 D'analyse et la résolution numérique d’un modeéle a deux
fluides & quatre équations (deux équations de conservation de masse et deux équations de
quantité de mouvement) modélisant les évolutions d’écoulements diphasiques compressibles de
type gaz-particules. Le systeme de convection associé est non conservatif, conditionnellement
hyperbolique et admet une caractérisation entropique. On ne peut pas résoudre le probléme
de Riemann associé et on ne sait pas démontrer la préservation du principe du maximum
pour la variable fraction volumique. Pour la résolution numérique de ce systéme, on propose
alors une méthode a pas fractionnaires qui décompose le systeme de convection en deux sous-
systemes inconditionnellement hyperboliques. On associe des relations de saut approchées au
deuxieme sous-systéme qui est non conservatif. On résout le probléme de Riemann dans chaque
sous-systéme et ’on montre que le principe du maximum de la variable fraction volumique est
préservé sur ’ensemble de la méthode & pas fractionnaires. On propose ensuite une discrétisation
spatiale par volumes finis. Le premier sous-systeme est résolu par les schémas classiques de Roe
ou de Godunov et I’on propose un schéma de résolution pour le second prenant en compte les
termes non conservatifs. On présente enfin des tests effectués sur des maillages bidimensionnels
non structurés de type tube a choc, une simulation d’écoulement diphasique dans une tuyére
et quelques tests de faisabilité pour la simulation de lits fluidisés denses.
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4.1 Présentation du modele

On considére ci-dessous un modeéle & quatre équations pour la modélisation des écoulements
compressibles diphasiques de type gaz-solide en régime dilué comme chargé. Ce modéle a deux
fluides FEulérien (modeéle A proposé par Gidaspow Cf. [Gid93], pages 150-151) comprend deux
équations de conservation de masse et deux équations de quantité de mouvement :

d
E(alpl)—i—v.(alplgl) = 0 (4.1a)
d
aaz —|—v.(0z2Q2) = 0 (41b)
d
wlap U )+ Vi(aip Uy @U )+ a1 VP(p1) = —I—aipig

ot

V. (algl) (4.1¢)

0 a I
~(aalls) + Vi(aolly @ Us) + —VP(p1) + V(asE(as)) = = —asg
ot P2 P2
6]
V.| —X 4.1d
(Pz :2) (4.1d)

L’indice 1 représente la phase gazeuse et 'indice 2 la phase des particules. Les variables ag, pg
et U, désignent respectivement les moyennes statistiques locales de la fraction volumique, de la
densité et du vecteur vitesse de la phase k. La phase particulaire est supposée incompressible
(p2 constant) contrairement & la phase gazeuse. Les fractions volumiques vérifient :

o]+ as = 1 (42)

La pression moyenne de I’écoulement est supposée indépendante de 1’écoulement des particules.
Elle est définie par une loi de pression de gaz:

P(p:) = Kp} (4.3)

K est une constante de référence positive de la forme P(pg)/pg, v I'exposant isentropique du
gaz. g désigne le vecteur accélération de la pesanteur. Si on ne prend pas en compte I’éventuel
caractére turbulent de l’écoulement porteur, on considére par contre les effets collisionnels au
sein de la phase particulaire :

Z(az) = 3 < a3 >0 03/°(1 + g(az)) hle) (4.4)
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4 2 g R
avec logh(az) = 3 (1+e) Mjaﬁ (1 — oz:fw) (4.5a)
s — S man
et glaz) = 2y (1 — ) (1+e) (4.5b)
amal‘

e. est une constante pour la prise en compte des collisions interparticulaires non élastiques
(0 < ec < 1), tmaz est le taux de compactage maximum des particules supposées sphériques
(que I'on prend en pratique égal & 0.64) et < g3 >¢ est une constante de dimension (m.s=1)2.
On note que le cas limite oy = gy n'est pas une solution admissible du systéme (4.1) car
dans ce cas E(oe = amqy) = +00. On renvoie & [Bal95] et [Gol96b] pour une analyse fine de
ces phénomenes de pression intergranulaire ; on détaille dans le chapitre 1 plusieurs lois pour g
(h étant déduite explicitement de g, en considérant une forme intégrale de I’équation d’énergie
interparticulaire) associées a différentes propositions issues de la littérature (voir [Gol96b]). Ces

lois sont telles que Z(az) est monotone croissante, E(as = qmgy) = +00 et Z(ay = 0) = 0.

I désigne le terme de transfert de quantité de mouvement interfacial ; on ne considére pas les
effets de masse ajoutée et d’histoire (hypothése classique dans le cadre des écoulements gaz-
particules) et les effets de trainée statique sont modélisés comme suit (Cf. [Bal95] et [Gid93]):

l: —Q] o [{T Qr (46&)
3C _ .
Zd_zdpl o 2'7||Qr|| sl ag < 0.2
Kp = (4.6b)
P (4,150 |
a1 ds (az e —1—1.75) [|IU,.|| sinon
ds
avec Re= a1—||U,|| (4.6¢)
%41
24 I
—(1+0.15 Re”") si Re < 1000
et Cy= Re (4.6d)
0.44 sinon

U, = U, —U, désigne la vitesse relative entre les deux phases. v représente la viscosité du gaz
et do le diameétre moyen des particules, tous les deux étant supposés constants.

Les tenseurs visqueux Ek, k=1, 2, sont modélisés de facon classique, les coefficients de viscosité
N, étant des constantes positives:

2
z =-m (vgk F VU, — g(VQk)g) (4.7)

Ce modele fermé «simple» a, entre autres, I'intérét de permettre le calcul d’écoulements dilués
ou denses en particules.
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4.2 Quelques propriétés du systeme global
4.2.1 Entropie du systeme

On trouvera la définition de I'entropie mathématique dans le paragraphe 2.4. On donne ici un
résultat analogue & celui publié par Sainsaulieu dans le cas d’écoulements gaz-liquide dilués

(Cf. [Sai91]). On pose:

1 1
no= gaip 1L |1 + 5 @2 P2 || |* 4 a2 p2 Ha(az) 4+ a1 p1 Hi(p1) (4.8a)
1 2 1 2
r, = 5 Q1P U4 17U, + 5 Q22 U IUs + P(p1) (a1 Uy + a2 Us)
+a1 p1 Hi(p1) Uy + as pa(Ha(az) + E(a2)) Uy (4.8b)

ot les fonctions I (p1) et Ha(as) sont telles que:

pi Hi(p1) = P(p1) et ag Hy(az) = E(az) (4.9)

Soit le vecteur d’état W' = (a1 p1, a2, a1 p1 Uy, as Uy). On peut vérifier que le couple
(n(W), F',,(W)) définit un couple entropie-flux d’entropie pour le systéeme (4.1). L’entropie (W)
d’une solution réguliere W du systéme (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4, 4.6,
4.7), vérifie:

0
En—l— V'En + V(1 U, ;1 +042Q2§2) = én(ﬂ)

Le terme source éﬂ (W) s’écrit :

S,UV) = T8, + (VL + V'Ly) +

=n

T8, (VU + VL) + LU~ L)

On vérifie simplement 'inégalité d’entropie (2.10) éﬂ (W) < 0 dés lors que a2 € [0,1]. On lui

associe la limite non visqueuse suivante :

0
— Fo<
6tn+v—”—0

On peut noter que I'inégalité d’entropie, ne nous fournit pas, dans ce cas, un critére simple
de sélection de solution admissible & la traversée des ondes de choc (on rappelle que dans le
cas de la dynamique des gaz isentropique, I'inégalité d’entropie est équivalente & [U.n] < 0
oll n désigne le vecteur normal & la discontinuité, Cf. le paragraphe 2.8.1.4). On observera le
comportement numérique de I'inégalité d’entropie dans les zones de choc sur une simulation
numeérique bidimensionnelle.
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4.2.2 Principe du maximum et positivité

Les systemes a deux fluides & quatre équations en général imposent les conditions de réalisabilité
suivantes :

— (i) respect du principe du maximum pour la variable fraction volumique:

0< as < amee < 1 (4.10)

mae désigne le taux de compactage maximum des particules supposées sphériques et de
meéeme diameétre. Dans les applications, on considérera au,q, = 0.64.

— (ii) respect de la positivité des densités:

pr > 0et py >0

Dans la condition (i), on considére que 'on ne peut pas atteindre le taux de compactage
maximum car &g = Qmqg D'est pas une solution du systéme (4.1). Dans le cas limite oli a2 tend
VErS maz, §(a2) tend vers Uinfini et I’énergie turbulente des particules devient infinie. Dans le
cas qui nous intéresse la condition (ii) se restreint & la positivité de la densité du gaz puisque
I’on suppose incompressible la phase des particules.

On peut démontrer le respect du principe du maximum (4.10) dans le cas ol les deux phases
sont incompressibles, a4, égal & 1 et avec une hypothése de régularité correcte des champs de
vitesse. En effet, dans ce cas, la matrice en temps n’est plus inversible, on réécrit les équations
de conservation de masse sous la forme:

Z=1—-a)U;+a2U, (4.11a)
V.Z=0 (4.11b)
0

Ea2+v. (aaUy) =0 (4.11¢)

On a alors le résultat suivant:

Proposition 4.1 On suppose que U, € (L*°(D x [0,T]))? et que (V.U,) € L=(D x [0,T])
pour k = 1, 2, d la dimension spatiale du probléme, D le domaine de ’écoulement et T un
temps positif. Si les conditions initiales et auxr limites pour la variable fraction volumique sont
telles que :

as(z,1=0)>0 ; az(z,t=0)<1

ag(z €T9,t>0)>0 ; a(zel,t>0)<1
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ou

I'i={zedD|U;,.n<0} ; Ty={z€dD|U,.n<0}
alors la fraction volumique reste réalisable.

Démonstration. On pose 3 = 1 — a, ce qui entraine, d’aprés les équations (4.11):

0 0
ETL A T =V (2Uy)=V.(Z-08U,) =-V.(BU,)

ce qui peut encore s’écrire :

0
§6+6V~Q1 +U,. V=0
On obtient le résultat voulu par le lemme suivant :

Lemme 4.1 On consitdére la loi de conservation sutvante sur un domaine D de dimension d
et de frontiére 0D =T_ Uy :

%(b—i—Q.V(b—l—(bV.Q:O (4.12)

ott ¢(z,t) est une fonction scalaire telle que p(x € D, =0) >0 et g(z €T_,t>0) > 0.

Si la vitesse U est telle que |V . Ul(x € D,t > 0) < 400, alors ¢(x € D,t > 0) > 0.

Démonstration. On pose ¢ = ¢+ — ¢~ ol les fonctions ¢T et ¢~ sont définies par ¢T(z,t) =
sup(¢(z,t),0) et ¢~ (2,1) = |inf(0,¢(z,1))|. En multipliant I’équation de conservation (4.12)
par ¢~ , on obtient:

ST UV 267V U =

OnposeX(t):/(qS_)ZdD,F_:{@ED|Q.Q<0}etf+:{QED|Q.@ZO};onadonc:
D
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Or, par hypothése ¢(z € T_ 1) > 0, ce qui entraine ¢~ (x € T_,t) = 0, et donc:

d _ _
EX:—/mQﬂ(fb )ZdF-—/D(as )’V.UdD

Par définition de I't, on obtient alors :

d
2x <= [P VLD < Wamioromy [ (7)2dD
D D

et par intégration :

0 < X(t) < X(0)exp (t]|U]]Le(px[o,r]))

Dés lors, X(0) = 0 entraine que X (¢) = 0 pour tout ¢ € [0,77, d’ot1 le lemme.

On s’intéresse maintenant au cas ou la phase continue est compressible. On ne peut pas démon-
trer que I’on a préservation du principe du maximum pour le systéme (4.1). Pour des solutions
suffisamment réguliéres du systéme (4.1), on peut néanmoins établir le résultat suivant :

Proposition 4.2 On suppose que U, € (L°°(D x [0,T]))? et que (V.U,) € L=(D x [0,7])
pour k = 1, 2, d la dimension spatiale du probléme, D le domaine de ’écoulement et T un
temps positif. Si les conditions initiales et auzr limites pour les variables fraction volumique et
fraction massique sont telles que :

az(z €Ty,t>0)>0 ; arpi(z€ly,t>0)>0

ou

I'M={zedD|U;.n<0} ; To={z€dD|U,.n<0}

alors la solution sera telle que:

ag(z,t>0)>0 et a;p(2,t>0)>0 (4.13)

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le lemme 4.1 aux équations de conservation de masse (4.1a)

et (4.1b).
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On n’a donc pas démontré que le systéme (4.1) respecte le principe du maximum (4.10); ce
qui peut poser un probléme dans les cas denses en particules (i.e. quand as tend vers 1),
dans la mesure ou le terme de gradient de pression «y V P(p1) nécessite le calcul des variables
intermédiaires o et pp, définies par:

a p1
1—0[2

ap=1—aset py = ,

le non respect du principe du maximum (4.10) peut entrainer des états oy et p; négatifs. On
revient sur ce point fondamental dans les propositions 4.4 et 4.5.

4.3 Etude de ’hyperbolicité du systeme de convection

Le systéme de convection associé & (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4) s’écrit :

d
E(al n)+VieappUy) = 0 (4.14a)
d
502t Vi(aals) = 0 (4.14b)
d
glor L)+ Vil p Uy @Uy) + a1 VP(pr) = 0 (4.14c)
d
gr(02 Ua) + V(a2 Uy ©Ug) + 2 VP(p) + V(aa Sfaz) = 0 (414d)
2

Ce systéme est donc non conservatif du fait de la présence du terme oV P(p1) dans les équa-
tions de quantité de mouvement. Par contre, 1’équation de quantité de mouvement du mélange
(a1 p1 Uy + ag pa U,) est, quant & elle, conservative. Rappelons que les modéles proposés
par Saurel et al [Sau94] et Gidaspow [Gid93] (modéle B, pages 150-151) sont conservatifs. Un
inconvénient du modeéle B de Gidaspow est que les particules ne sont pas sensibles au gradient
de pression du gaz, ce qui conduit & des configurations non physiques lorsque la densité des
particules est relativement faible. Soit {2 ’espace des états physiquement admissibles et d la
dimension spatiale du probleme :

Q= {EE [Rz(d+1)a 1 Z Oa 0 S g < amax}

On définit le vecteur unitaire n € IR?. On introduit les deux célérités suivantes définies tant

que W € Q:

¢ = (P(p)) et & = (2 E(z)) (4.15)
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Il est important de noter que tant que le principe du maximum (4.10) est vérifié, la célérité cq
est définie dans IR car la fonction Z(«y) issue de I'équation (4.4) est telle que (a2 Z(a2))’ > 0.

On introduit la notation Uy, = U.n, k = 1, 2, pour tout n. Dans le cadre bidimensionnel, le
polynéme caractéristique de la matrice Jacobienne associée au systéme (4.14) s’écrit :

PHO. ) = U = N0 =) [ (42 = 2)? = ) (@ = 27 = ) = 22 L2k, =y

Le polynoéme Ps(W, n, A) admet deux solutions immédiates:

Al :L{let/\z qu

On ne peut obtenir l'expression analytique des quatre autres valeurs propres. Cependant,
en étudiant le polynéme caractéristique Py(WW,n, A) défini par Ps(W,n,A) = (U2 — A) (U1 —
A)P4(WW, n, A), on obtient les conditions suffisantes d’hyperbolicité suivantes (en définissant la
vitesse relative U, = U,..n):

1
_ 1 4.1
p1 (W) 5" o >0 (4.16a)
(W) = ! (ﬁ + M) >0 (4.16b)
H2) = 4 2 aypo '

2 2
wsv) = (2229 ) 1o (%)) 21 s (4.16¢)
a2 p1 €Y C1

Chacune de ces conditions peut étre plus ou moins contraignante suivant le type d’écoulement
choisi, ici gaz-solide, suivant que ’on est dans un cadre d’écoulement dense (¢; < ¢q2) ou dilué
(ca & ¢1), avec des particules trés lourdes (p2 > p1) et une vitesse relative entre phases
plus ou moins importante. On ne peut, en outre, pas démontrer que la solution W (z,t) du
systéme (4.14) vérifie y; > 0,4 =1,...,3, pour tout z € IR? et & tout instant ¢ > 0.

Au voisinage des états physiques caractérisés par une vitesse relative nulle; et dans un cadre bi-
dimensionnel, on peut écrire la forme approchée suivante des valeurs propres du systéme (4.14):

AM=U, Aa=Us
/\374 IUM:I:(H\/(X-I')—FO(UT)
/\576IUM:|261\/(X_)+0(U7«)

avec la vitesse du mélange Uy = Upyp.n = %(Ql +Us,).net, Xt et X~ les racines du polynome
bi-carré suivant issu du polynome Py :
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2
51 P2 a1

9 9
¢ o o ¢
P(X)=X?- <_2+W) X 42
1
Du fait que I’on n’a pas I’expression analytique des valeurs propres, le systéme (4.14) est condi-

tionnellement hyperbolique et le probleme de Riemann unidimensionnel associé ne peut étre
résolu pour des conditions initiales arbitraires.

Remarque 4.1 St l'on se place dans un cadre de particules infiniment denses, i.e. ps tend
vers {infini, alors le terme O‘—jVP(pl) peut étre négligé, le systéme associé a la phase 2 pouvant
s’identifier exactement au systéme d’Euler isentropique. On se retrouve de plus dans un cadre
inconditionnellement hyperbolique (dés lors que P'(p1) et (a2 E(aa)) restent positifs) et le
systeme admet en dimension 2 les valeurs propres suivantes :

Al :Lﬁ Az IUQ

/\374 :Lﬁ :|:Cl /\5,6 IUQ :|:Cz

Remarque 4.2 Le probléme aux valeurs propres est mal conditionné tant dans le cadre d’écou-
lements dilués, ou l'on a ¢y < ¢y, que dans le cadre d’écoulements denses, c¢1 < c3.

Remarque 4.3 Le modéle proposé dans [Sau94], réservé a un cadre d’écoulement trés dilué
sans prise en compte des interactions particulaires ni des effets de la pression moyenne de
Uécoulement sur la phase dispersée, est un systéme conservatif inconditionnellement hyperbo-
lique. Le modéle B proposé par Gidaspow [Gid93], pour les écoulements denses ou dilués avec
prise en compte des interactions entre particules, est également un systéme conservatif incon-
ditionnellement hyperbolique.

4.4 Proposition d’un splitting du systeme de convection

Dans ce paragraphe, on propose un splitting du systéme de convection (4.1) en justifiant ce
choix. Puis I’on construit la solution exacte du probléeme de Riemann pour chaque sous-systeme.
Pour cela, on définit des relations de saut approchées pour connecter les états des termes
non conservatifs de part et d’autre d’une discontinuité. Sous cette hypothese, on introduit un
systéme conservatif équivalent au systeme non conservatif. On donne un théoréeme d’existence
et d’unicité de solution du probleme de Riemann pour chaque sous-systéme et ’on examine le
respect du principe du maximum (4.10).

4.4.1 Principe de la méthode et proposition d’un splitting

On ne considére ici que les effets dominants et on néglige les effets de diffusion. On réécrit
le systéme (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4, 4.6), sous forme matricielle en
dimension d d’espace :
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G+ D | o BP0+ g ) 4 AT W) PR ) | = S0) (44)

On rappelle le vecteur d’état :

M = (a1 P1, @2, 01 01 Qh (&3] Qz)

(P14 F5)" (W) désigne le flux convectif selon la m™e direction, éﬁc (W) la matrice des termes
non conservatifs associés & la m®™¢ direction et S(W) les termes source (trainée statique I et
gravité).

Du fait de I’hyperbolicité conditionnelle et de la non conservativité du systéme de convection
associé, le cadre théorique des systémes hyperboliques ne s’applique pas & ce dernier. Diverses
propositions, s’appuyant sur la théorie de résolution des systémes hyperboliques, ont été faites
pour résoudre ce type de systéme dans [Sai95a], [Tou96] et [Kum93] notamment. On souhaite
ici développer une méthode numérique instationnaire qui autorise les simulations comportant
de fortes vitesses relatives, de forts ou de faibles taux de présence volumiques sur des maillages
non structurés. Pour cela, on choisit de mettre en ceuvre une méthode a pas fractionnaires qui
résout séparément d’une part le systéme convectif et les termes sources, mais qui décompose
également la partie convective en deux étapes :

— Convectlon :
) 9
Etape 1 Ew + mzz:l Bz Frw)=0
Etape 2 gw-i- Zd: { 0 E3 (W) + AT (W)—a E?(ﬂ)} =0
i 8l‘m NC al‘m

— Prise en compte des termes sources :

Etape 3 W =5W)

7 W

D

Pour la détermination de F7' (W) et de F7'(W), on impose le respect des critéres suivants:

— préserver la forme «conservatives,

— préserver ’hyperbolicité, i.e. que les deux sous-systémes associés aux étapes 1 et 2 n’aient
pas des domaines d’hyperbolicité plus restreints que celui associé au systeme (4.14),

— préserver 'invariance par rotation,

— préserver la positivité des fractions massiques, et éventuellement, s’il y a lieu, le principe
du maximum (4.10).
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Pour répondre & ce dernier critére, on examinera la solution du probleme de Riemann unidi-
mensionnel associé & chaque étape de convection.

Au vu de ces critéres, la décomposition que 1’on propose est la suivante :

— Etape 1, avec les lois de fermeture (4.5b, 4.4):

0

E(al p)=0 (4.18a)
0
EOZZ"FV'(O[? QZ) =0 (418b)
0
gl L) +Vi(ap Uy 0Uy) =0 (4.18c¢)
0 -
a(az U+ Vi Uy @Uy) + V(e E(a2)) =0 (4.18d)
— Etape 2, avec les lois de fermeture (4.2, 4.3):
0
E(al )+ Vi U))=0 (4.19a)
0
0 =10 (4.19b)
0
gle1 )+ a1 VP(pr) =0 (4.19¢)
9 s U,) + 229 P(p1) = 0 (4.19d)
6t 222 p2 pl T ’

Les termes non conservatifs sont regroupés dans 1’étape 2. Dans I’étape 1, les deux phases
sont découplées, les équations sur la phase 2 pouvant étre exactement identifiées aux équations
d’Euler isentropique. Le sous-systéme associé a la deuxiéme étape est partiellement découplé :
on résout le systéme (4.19a-4.19¢) qui détermine la solution pour ay U, via I’équation (4.19d).
On reconnait dans (4.19a,4.19¢), lorsque o1 = 1, le sous-systéme de propagation acoustique
classique dans le cadre monophasique compressible.

Remarque 4.4 On peut noter que le splitting proposé (4.18,4.19) n’est pas admissible (ou
consistant) au sens de Chalabi et Vila [Cha91] car Uentropie ({.8a) du systéme complet (§.1)
ne caractérise pas une entropie du sous-systéme ({.18) ni du sous-systéme (4.19).

4.4.2 Etude du probléme de Riemann monodimensionnel associé a
P’étape 1

Dans le systéme (4.18), les deux phases sont découplées. En effet, soient, en une dimension
d’espace :
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Wy a1 P g
W = avec W, = et W, =
Ez a1 P1 Uy oo Uy

Le systéme (4.18) s’écrit sous forme non conservative :

0
= A W=
et de facon équivalente:
o [ B A W) 0 o [ W
a + . 3_l‘ =0
w, 0 AW W,
ol
0 0 0 1
AW, = et A, (W,) =
~-U? 20, —U24¢3 20,

On peut donc étudier séparément le probléeme de Riemann associé au sous-systéme (4.18a,4.18c¢)
et celui associé au sous-systeme (4.18b,4.18d).

4.4.2.1 Etude du probléme de Riemann associé a la phase continue

On étudie le probléeme de Riemann associé au sous-systeme (4.18a,4.18c¢). Soit wtl = (o1 p1, a1 p1 U1)
le vecteur des variables d’état conservatives. On veut résoudre le probléeme suivant :

Trouver W, (x,t) solution de (4.18a,4.18¢) et tel que:

(W) siz<0
Wy(e,t=0)=
(W,)r sinon

avec (W1)r, (W;)r deux états constants admissibles.

Le systéme est (4.18a,4.18¢) inconditionnellement hyperbolique et la Jacobienne associée A ()
admet en dimension 1 les valeurs propres suivantes :
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/\1:0€tA2:2U1

Le champ associé a A; est linéairement dégénéré et celui associé a A, est vraiment non linéaire.

Les invariants de Riemann sont donnés par :

l-onde: ¢1 =a1p; U12

2-onde: ¢2 = ay p1

et les relations de Rankine-Hugoniot associées au systeme sont :

olarp1] =0

o oy p1 Uh] = a1 p1 UF]

La paramétrisation des ondes en présence de discontinuités conduit a:

l-onde: [agp U] =0
2-onde: [a1p] =0

0':2U1

La fraction massique oy p1 est stationnaire (Cf. I’équation (4.18a)).

Le systeme admet le couple entropie-flux d’entropie suivant :

n(W,) = (a1 p1)??UT

4
Fn(W ):gﬁUl

Soit Ztl = (a1 p1, U1) un vecteur de variables d’état et Z7 1’état intermédiaire constant reliant
la 1-onde & la 2-onde. La paramétrisation globale des ondes s’écrit alors:

- Si (Uy)r < 0et (Up)r > 0 alors on est en présence d’une 2-onde de détente qui englobe
Iaxe 2/t = 0 (et donc la discontinuité de contact). Il n’y a alors pas d’état intermédiaire
Z7 et la solution est :
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(Zl)L sl l‘/t<2(U1)L<0
Zy(e/t; Wy, Wg) =19 (Zi)actente(/t) si 2(U1)r <@/t <2(U1)r
(Zl)R s1 l‘/t>2(U1)R>0

(a1p1)r siaz/t<O0
(a1 p1)(z/t) =

o Zy(x/t) = (a1p1)r siz/t>0

(U)(z/t) =a/2t i 2(U) <2/t <2(U1)r

On définit la vitesse (Uy)r g suivante:

- Si (U1)L,R < 0 alors Z7 =

- Si (U1)L,R > 0 alors 27 =

o Jlaip)r
(Ul) B (Oé1P1)L(U1)R

A la traversée dune 2-détente Uy (z/t) = /2t et la vitesse associée a un 2-choc est o = 2U].

4.4.2.2 Etude du probléme de Riemann associé a la phase dispersée

On étudie le probleme de Riemann associé au sous-systeme (4.18b,4.18d). Soit W} = (az, as Us)
le vecteur des variables d’état. On veut résoudre le probléme suivant :

Trouver W, (x,t) solution de (4.18b,4.18d) et tel que:

(W, siz<0
W, (et =0) =
(W,)r sinon

avec (Ws)r, (W,)r deux états constants admissibles.
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En identifiant terme & terme, on reconnait dans le systeme (4.18b,4.18d), le systéme de la
dynamique des gaz isentropique :

0
(4.180) <— Ep-I—V.(pQ):O

(118d) = S(U)+ V(L U) + VP(p) = 0

ou

(042, QZa a2E(a2)) <~ (pa U, P(p))

Dans la section 2.8 du chapitre 2, on a étudié la résolution du probléme de Riemann exact du
systeme de la dynamique des gaz isentropique auquel on a associé une loi d’état qui vérifie:

P(p) telle que P'(p) > 0 et P"(p) >0

On vérifie que la fonction as Z(ay) telle qu’elle est définie en (4.4) a bien ces propriétés. On a
démontré alors le résultat suivant :

Proposition 4.3 Le probléme de Riemann unidimensionnel, selon la direction portée par le
vecteur n, associé au systéme (4.18b,4.18d) admet une solution entropique unique si et seule-
ment si:

(Us)r = (Us)r < (X(a2))r + (X(a2))r (4.22)

(o2)i = 7
avec (X (o)) = / M de , i=1L, R
0

ott Us = Us.n et () et (.)r désignent respectivement l’état de la variable () & gauche et a
droite de la discontinuité initiale.

Si Uinégalité (4.22) n'est pas vérifiée, le vide de particules (g = 0) apparait.

Remarque 4.5 Les invariants de Riemann associés au systéme (4.18b,4.18d) avee la loi d’état
définie en ({.4) ne sont pas intégrables analytiquement. On ne peut donc pas résoudre analy-
tiquement le probleme de Riemann associé et mettre en cuvre de schéma de Godunov pour
la résolution de ce systeme. On chowsira donc de résoudre ce systéme par un schéma de Roe
(Cf. la section 4.5.1.2). On trouvera néanmoins, dans l'annexe A, des simulations du sys-
téme (4.18b,4.18d) résolu par un schéma de Godunov pour une loi réservée aur écoulements
dilués ag E(as) = % < ¢% >g ag/?’ (que Uon peut identifier terme & terme avec une loi d’état de
type gaz parfait P(p) = Kp7).
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4.4.2.3 Récapitulatif, condition d’existence et d’unicité de solution et principe du
maximum

Le systéme (4.18) associé & ’étape 1 est inconditionnellement hyperbolique car (s Z(a2))’
est positif (tant que le principe du maximum (4.10) est respecté) et admet en dimension 2 les
valeurs propres suivantes (en notant Uy = Uy.n):

/\1:0 /leuz—Cz
Ao=U1 po=U

Az = 2U; s =Us +co
On a le résultat suivant :

Proposition 4.4 Le probléme de Riemann unidimensionnel (selon la direction associée ¢ n)
associé au systéme ({.18) admet une solution unique si:

(Us)r = (Us)r < (X(a2))r + (X(a2))r (4.23)

(a2)i = 7
avec (X (o)) = / M de , i=L, R
0

5]

ott (.)r et (.)r désignent respectivement U’état de la variable () & gauche et & droite de la
discontinuité initiale.

On a les résultats suivants :

— (i) les variables ay p1 et ao restent positives,

— (ii) la positivité de (1 — aa) est assurée si g(az) est définie par Uexpression ({.5b) ou une
expression de méme type (Cf. [Gol96b]) qui est telle que g(as = amay) = +00).

Si Uinégalité (4.23) n'est pas vérifiée, le vide de particules (g = 0) apparait.

Démonstration. L’existence et 'unicité d’une solution entropique pour les variables de la phase
gazeuse W, est inconditionnelle alors que pour les variables de la phase dispersée, elle dépend du
respect de I'inégalité (4.23) par les conditions initiales. Ceci est démontré dans la construction de
la solution du probléme de Riemann associé au sous-systéme de la phase dispersée. La positivité
de la variable aj p; est immédiate puisque, d’apres I’équation (4.18a), elle est stationnaire sur
cette étape. Pour montrer que la variable as reste positive, il suffit d’appliquer le lemme 4.1 a
I’équation de conservation de la masse (4.18b).
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Pour montrer, le respect du principe du maximum (4.10) pour la variable a2, considérons les
relations de saut associées au sous-systéme (4.18b,4.18d); on obtient la relation suivante:

(a2)" (@2)1 = = [az E(a2)]r « (4.24)

valable & la traversée d’une discontinuité associée & la 1-onde entre ’état initial (W,) et I’état
intermédiaire (W,)*. Pour simplifier, plagons-nous dans le cas d’un double choc symétrique
((Us)p = —(Ua2) R, (@2)r = (2)r et U3 = 0); la relation (4.24) devient alors:

et l'on a:

min ((02)" (02)2) = (@2)] et max ((02)” — (@2)z) = A

Supposons que ’énergie cinétique initiale des particules est infinie, alors (a2)* Z((ev2)*) devra
absorber cette énergie infinie et comme, d’aprés la modélisation de la pression intergranu-
laire (4.4,4.5a,4.5b), s E(cv2) tend vers I'infini quand oy tend vers gz, on aura donc:

max ((a2)*) = tmag

On a donc montré que le principe du maximum (4.10) est préservé par le systéme (4.18b,4.18d)
si la pression intergranulaire est infinie au voisinage du taux de compactage maximum des
particules.

4.4.3 Etude du probléeme de Riemann associé a ’étape 2

On rappelle les équations associées a 1’étape 2:

d d
E(Ozl pl) + 6_x(a1 P1 Ul) =0 (425&)
%az =0 (4.25h)
d d
E(al P1 Ul) + oy 8_1‘P(p1) =0 (425C)

8 9 8 _
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Soit W' = (a1 p1, o, a1 p1 Uy, as Us) le vecteur des variables d’état. On veut résoudre le
probléme de Riemann suivant :

Trouver W : (#,1) € IR x [0, +oo[— W (x,t) € Q, solution de (4.25)
tel que:
W; siz<0

Wz, t=0)= (4.26a)
Wy sinon

avec W;, Wp deux états constants de Q.

Le systeme (4.25) associé & ’étape 2 est inconditionnellement hyperbolique (non strict) et
admet, en dimension 1, les valeurs propres suivantes :

AM=—c1, A3z=0 M=c

Les 1- et 4-champs sont vraiment non linéaires et le champ associé a la 2-3 onde est linéairement
dégénérée. Les invariants de Riemann sont donnés par:

P1
l-onde: ¢! = <a1 , p1 Uy —1—/ cr(a)da , p2Us — p1 Ul)
0

2-onde: ¢? = (p1, arp1 Ui, p2Us)

3-onde: ¢% = (p1, a1, a1 p1 U1)
P1

4-onde: ¢* = (al , pr U —/ ci(a)da , pa Uz — py U1)
0

Le systéme (4.25) est non conservatif ; on lui associe les relations de saut approchées suivantes
pour connecter les états de part et d’autre d’une discontinuité (Cf. la section 3.9.1 pour le cadre
théorique) :

olarpr] = a1 pr Ud] (4.27a)
ol] = 0 (4.27b)
olaip U] = @r[P(p1)] (4.27¢)

o [z Us] [P(p1)] (4.27d)



108 HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

ol © désigne la moyenne arithmétique, [.] le saut d’une variable & la traversée d’une discontinuité.

La paramétrisation des ondes en présence de discontinuités conduit a:

1-onde: [y] = 0
[P(p1)] = olpUi]
[p1 U —p2Us] = 0
o= — [P(pl)] et [pl] > 0
[p1]
2-3-onde: [p1]=[a1p1 U] = 0
4-onde : [y] = 0
[P(p1)] = olp Ui
[p1 U —p2Us] = 0
o=+ [P(pl)] et [pl] <0
[p1]

Le systeme admet le couple entropie-flux d’entropie suivant :

1 1
= U+ —P
n=a1p <2P1 h +’Y+1 (Pl))

Fy =aipi P(p) Uy

Et I'inégalité d’entropie (2.10) peut s’écrire de la fagon suivante:

o o1 _[P(p1)] P(p1)
7+10[p1]{ [p1] M 2 }<0

ce qui est équivalent & (Cf. I'inégalité d’entropie associée au systéme de la dynamique des gaz
isentropique, section 2.8):

[p1Ur] = o [p1] <0
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109

Notons que, pour étre consistante, cette entropie nécessite de considérer une perturbation vis-

queuse du systeme de la forme:

0 0
o (01 p1) + 5o (e p Un) =0

et non

2OzzIO

ot

0 0 0 0
E(al nU)+a 8_xp(p1):8_x (ual plﬁ_xUl)

A 23= 0
t A
o ci((pD2) <1 (PR

| >
X

Fia. 4.1 — Représentation de la solution d’un probléme de Riemann associé a l'étape 2 dans le

plan (x,t) dans la configuration d’une I-onde de choc et d’une 4-onde de détente.

Soit W, I'état intermédiaire constant reliant la 1-onde & la 2-3-onde et W, I’état intermédiaire
constant reliant la 2-3-onde & la 4-onde (Cf. figure [4.1]). La paramétrisation globale des ondes

s’écrit alors:
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londe:  (p1)1 =2, (p1)L
(pr U1 = (p1 U1), + (pre1) halz,)
[a1]r1 =0

le2Uslea = [pa Uilea

2-3-onde: [prli2=[a1p1U1]12=0

d-onde:  (p1)r = 2z, (p1)2
(P1 U1) g = (prUn)a + (1 c1) g ha(z,)
[a1]2,r = 0
[p2 Uz]2,r = [p1 Utlo,r

ol les fonctions hy(z,) et ha(z,) sont définies par:

2 y+1 . .
—_— (1 — ZT) si détente, 1.e. 2, <1
v+l '
hl(zl) =
1
—¢—(z1 —1)(z) = 1) sichoc,ie. z, >1
v
2 a4t . .
(1 —z ) si détente, i.e. 2z, > 1
v+ 1 ’
ha(z,) =
TSR : .
—z, 7% 4/ =(2) = 1)(2, = 1) sichoc,ie. z, <1

v

On connecte les états W, et W, et 'on obtient le systéme résolvant a deux équations et deux
inconnues z, et z, suivant:

(pl)R =z % (pl)L
(4.28)

(1prUr)y — (a1 p1 Ur), = (a1 p1e1)ghalz,) + (a1 prer), hi(z,)

Le systéme (4.28) peut se ramener & un systéme & une équation et une inconnue en éliminant

Z,:

(1p1Ut)r — (a1 p1 Ur), = (a1 p1e1) phe <(p1)R Zi) + (@1 p1e1) ha(z,)
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Soit la fonction ¥(z,) = (a1 p1 U1), — (1 p1 U1),, 'étude des variations de cette derniére nous
montre qu’elle est monotone décroissante et qu’elle admet les limites suivantes :

lim ¥(z,)= L((Oq pre1)p +(@rprer),)

2, —ot vt L
lim ¥(z,)=—o0
z1—>+<x>

On a donc unicité de la solution du probléme de Riemann dés lors que les conditions initiales
vérifient :

(a1 prUr)y — (a1 p1 Ur), < ((arprer), + (a1prer)y)

v+1

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.5 Avec les relations de saut ({.27), le probléme de Riemann unidimensionnel
(selon la direction associée & n) associé au systeme ({.25) admet une solution unique si:

2
(a1 prUi)r — (a1 prUh) L < m((m prei)r + (a1 pici)r) (4.29)

avec la notation Uy = U;.n. On a de plus la préservation de la positivité de aq p1.

Si Uinégalité (4.29) n'est pas vérifide, le vide de gaz (p1 = 0} apparait.

Démonstration. Pour montrer que la variable «y p; reste positive, il suffit d’appliquer le lemme 4.1
a I’équation de conservation de la masse.

On note, que dans ce systéme, la variable ay Uy n’intervient pas dans la condition d’existence
d’une solution du probléeme de Riemann.

Tl est évident que le principe du maximum (4.10) pour la fraction volumique est satisfait puisque
«g est stationnaire dans cette étape. Sous I'hypothése de la décomposition en (4.18,4.19), des
relations de saut (4.27) associées & (4.19) et si g(az) est telle que g(as = amar) = +00, on a alors
préservation du principe du maximum (4.10) pour as et de la positivité de p; sur I’ensemble des
pas fractionnaires. Ceci ne permet toutefois pas d’affirmer que le principe du maximum (4.10) est
vérifié pour le systéme continu complet (4.17) (il faudrait pour cela démontrer que ’algorithme
global est convergent).

Avant de détailler ’algorithme, il faut remarquer que le systéme conservatif suivant :
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0
gyl p) + V(a1 p1 Uy) =0 (4.30a)
%Oq = (4.30b)
0
E(pl U)+VP(p1)=0 (4.30¢)
0
a(pz Qz —pP1 Ql) =0 (430d)

est équivalent au systéme (4.25) dans les zones régulieres et admet les relations de saut équiva-
lentes & (4.27). On pourra donc, dans le cas unidimensionnel et sous réserve que les conditions
initiales vérifient (4.23), et (4.29), préserver numériquement les propriétés de positivité (p1 > 0
et 0 < ag < umag), en utilisant un solveur de Godunov dans chaque pas étape, le systéme (4.25)
étant réécrit sous la forme (4.30).

4.5 Schéma de résolution par une méthode a pas fraction-
naires

Pour mettre en ceuvre cet algorithme de résolution en dimension 2 d’espace (I’extension au cas
tridimensionnel étant naturelle), on choisit un maillage bidimensionnel non structuré composé
de cellules de type INRIA construites & partir d’une triangulation du domaine de 1’écoulement
(Cf. figure [3.1], paragraphe 3.1). On décrit ci-dessous une formulation volumes finis des deux
étapes de convection et de ’étape de prise en compte des termes source de la méthode & pas
fractionnaires a partir de solveurs de Godunov, de Roe et de type Roe, et on applique un
schéma en temps d’ordre 1 de type Euler explicite de pas de temps At. Le choix de la méthode
a pas fractionnaires par rapport a la méthode de splitting de flux vient du fait que: d’une part,
dans un cadre monophasique pur (a; = 1) (Cf. le paragraphe 3.8.1), le schéma associé & la
décomposition considérée semble mieux se comporter avec une méthode a pas fractionnaires
et, d’autre part, dans le cadre diphasique, 1’étude de stabilité linéaire L? (Cf. annexe B) du
schéma associé & la décomposition (4.18,4.19) met en évidence le comportement singulier d’une
des valeurs propres de la matrice de gain associée a la méthode de splitting de flux.

Soient C; une cellule du maillage, de volume |C;], V (7) 'ensemble des cellules ayant une frontiere
commune avec Cj et ;i le vecteur normal & l'interface entre les cellules C; et C;, extérieur &

C; (@ij = —jS). Le vecteur n;; est tel que:

/ ndl’
_Jacy,
Ny = —F
/ ar
8C;

I'interface 9C;; entre les cellules C; et C; étant un bi-segment (Cf. figure [3.1]).
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On calcule la valeur moyenne de W par cellule C; a la ni*™ itération, c’est a dire au temps

physique ¢ tel que "+t =" + At, et on pose: W(z € Cy;, t") = W7.

On a également besoin de certaines valeurs de W a l'interface dCj; entre les cellules Cj et
C, on introduit alors les notations suivantes: [W];; = W, — W, le saut de W a l'interface,

Elj = E(wl, wj) la moyenne au sens de Roe et Elj = (ﬂﬂ—ﬂﬂ/? la moyenne arithmétique.

4.5.1 Schéma associé a ’étape 1

Soit U le vecteur vitesse de composante U sur ’axe z et V sur 'axe y. Comme les systémes
(4.18a,4.18¢) et (4.18b,4.18d) sont découplés, on résout séparément les deux phases:

0
E(al p)=0 (4.31a)
2( U)—i—i( U2)+i( Uy Vi) =0 (4.31b)
ot oy p1 U o ap o1 Ug ayalpl 1 V1) = .
Q(Q V)—I—i(oz UV)—i—i(a Vi) =0 (4.31c)
ot 1P/ o 1prli a By 1p1 Vi) = .
et
0 0 0
EO{Q + 8_x(a2 U2) + %(0[2 Vz) =0 (432&)
2(a U)—I—i(a UZ + as E(a ))—I—i(a Us Va) =0 (4.32b)
8152289022 2~28y222— .
9 (s Vo) + (s Us Vi) + (s V2 + a5 E(az)) = 0 (4.320)
6t Q9 Vo 8x 9 2 Vo ay 9 9 Qg S g = . C

4.5.1.1 Schéma associé a la phase continue

On choisit de mettre en ceuvre un schéma de Godunov (Cf. paragraphe 3.3) pour résoudre le
systéme (4.31) associé & la phase gazeuse. On pose wt = (a1 p1, a1 p1 Uy, a1 p1 V1) le vecteur
des variables d’état. On réécrit le systéme (4.31):

ou F, et I, désignent les flux suivant les directions x et y. Le schéma s’écrit avec W? la valeur
de W, calculée au temps intermédiaire ¢* :
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wr=wr -2t Y

F(W. W.
|Ci| | .~ (
JEV (i)

E —za_]aﬂij)

ou E(wi,wj,ﬂlj) désigne le flux de Godunov a l'interface entre les cellules C; et Cj. 1l est
égal au flux analytique Z(W, n) = n, I, (W) + ny I, (W) pris en la solution exacte W (z/t* =
O;Ei,wj) du probléme de Riemann & I'interface entre les cellules C; et C;. On obtient alors
Iexpression de IF(W,, wj,ﬂij) d’aprés la résolution du probléme de Riemann effectuée dans le

paragraphe 4.4.2.1; c’est un flux décentré suivant le signe de (L?l)ij :

0 si (Uy)ing; <0et (Uy)j.n; >0
E(Ei,ﬂj,ﬂlj) = Z(EZ,E”) si (al)ij >0
F(W;,n,;) si (al)ij <0

ot F(W,n) a pour expression :

£(EZ, Eij) = (Q1)zﬂz j

i | U

arp Vi

7

avec (Ur)i; = (Ql)ij .n;; la vitesse définie par:

()i = (VarplUy): + (Varpily);
= (a1 p1);

Remarque 4.6 [l est intéressant de noter que les schémas de Godunov et de Roe conduisent
dans ce cas précis au méme flur numérique sauf dans le cas d’une double détente englobant
la caractéristique x/t = 0 (i.e. (Uy)in; < 0 et (Uy);n;; > 0), pour lequel le schéma de
Godunov impose un flux nul, contrairement au schéma de Roe, ce qui peut poser des problemes
de positivité de la variable oy p1 st l'on ne fait pas de correction entropique.

4.5.1.2 Schéma associé & la phase dispersée

On décrit maintenant le schéma associé au systeme (4.32) de la phase dispersée. On travaille
avec les variables W' = (s, asUs, asVh); on peut identifier le systeme (4.32) au systeme
de la dynamique des gaz isentropique. La simulation de ce dernier & 'aide d’un schéma de
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Godunov est présentée dans I’annexe A (pour un cadre dilué avec g(as) = 0). On présente ici
la formulation utilisant un schéma de Roe. On écrit, tout d’abord, le systéme (4.32) sous forme
conservative :

mals aussi sous forme non conservative :

0 0
atw+éw(w)~8—$w+éy(W)~%W—Q

ou I, désigne le flux convectif dans la direction 2 et A la matrice Jacobienne associée (idem
dans la direction y).

Soient Y =U.n, FW,n) =n, F (W) + nyﬂy(w) et AW,n)=n, A (W)+n, A (W).

— A\ i —_—y \——

La matrice A(W, n) s’écrit :

0 Ng Ny

[~

W,n) = A((Us,c2),n) = nycd — Uslls ngUs + Us nyUs

nyc3 — Valls Ne Vo ny Vo 4+ Us

La matrice A est diagonalisable, elle admet les valeurs propres :

o =Us —co, pa =Us , p3 =Us + c2

et les vecteurs propres a droite associés sont :

1 0 1
eg =] Us—nger , €9 = Ny s es=| Us+ngco
Va — nyea —Ng Va + nyea

Le schéma de Roe s’écrit :

At
Wi=Wwp——4¢ > W, W, n;)
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ou IF(W,, W, ﬂij) désigne le flux numérique, a I'interface entre les cellules C; et C;, qu’il faut
déterminer.

On cherche maintenant une matrice satisfaisant les critéres de Roe (Cf. le paragraphe 3.5).
Pour cela, on considére la matrice Jacobienne A((Us,, ¢2), n) du systéme prise en un état moyen
((Qz)ij, (€2)i;) que on va déterminer. L'expression de ces états moyens aux interfaces est un
résultat connu de la dynamique des gaz isentropique :

(dz)ij = (;z)ij.ﬂij avec (;Z)ij = (\/a_z/—(%zil i (\/(i)gz)]

[2Z(a2)];;
5 [ao];; #0
(¢2)7; = 2]

((a2 E(a2))'); sinon

Quatre configurations d’écoulement sont envisageables, & savoir deux configurations superso-
niques et deux subsoniques (Cf. figure [4.2]); cependant en pratique on aura fréquemment un
comportement supersonique. On choisit donc un flux de Roe décentré a gauche ou a droite
suivant le signe de Us, 3 I'interface JdC;;, auquel on rajoute un terme de correction de flux dans
les cas subsoniques. Soient (fi1)i;, (fi2)i; et (fia)i;, les valeurs propres prises en ’état moyen
((Qz)ij, (€2)i;), on décentre alors le flux suivant la configuration dans laquelle on se trouve:

F (W, ;) si(fi1)i; >0

F(Win55) + A (Do) (2)is), ). W15 st (fin)ig < 0 et (fia)ij >0
F(W,, W, n;) = R

F(Wj,n55) = AT (((Us)ig, (€2)ij), mig) W15 si (fin)ij <0 et (fiz)ij > 0

£(Ej,ﬂlj) s1 ([Lg)ij <0

9 0
£(W2,ﬂ”) = (Qz)z SNy az Us + (O‘Z E(O@))i Ny

(0%} V2 i Ny

et les matrices é"’ et A~ sont définies a partir de A = 222_1 (avec P la matrice des vecteurs
propres & droite et D la matrice diagonale des valeurs propres de A) de la fagon suivante :

At =
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t H K2

i3 i1 >0

T

fi1 t iz
3

i <0
fta >0

T

2 t 3
1

fta < 0
fta >0

z

o A3 ¢

/]1 /]3 <0

T

FiGg. 4.2 — Les différentes configurations possibles de ’écoulement de la phase dispersée dans le
premier pas fractionnaire.
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et ’on obtient :

A (@2)ig @2)ig)mig) Vs = 5 (@l ey, s, =)oy W0, ()

A ((@abi ()i ) W8 = 2L (=l )iy D))

[\]
—_

C2)ij

4.5.2 Schéma associé a ’étape 2

4.5.2.1 Un schéma de type Roe associé au systéme non

On rappelle le systeme associé a I’étape 2:

0
Eal =0
0
gl p)+Vi(arp Uy) =0
0
gl P Uy) + a1 VP(p1) =0

conservatif

(4.33a)

(4.33b)

(4.33¢)

(4.33d)

Il est non conservatif en raison de la présence de la fraction volumique devant le gradient de

pression dans les équations de la dynamique. On propose, pour résoudre celui-ci, un solveur
de type Roe a flux discontinu. Un schéma analogue a également été testé dans un cadre de
systémes hyperboliques non conservatifs issus de la turbulence compressible (Cf. [Her95a] et

[Bru96]).

Soit le vecteur des variables d’état: W' = (a1, a1p1, a1 p1 Uy, a3lU,). On rééerit le sys-

téme (4.33) sous forme matricielle en dimension 2 :

4, 4, 4,

—W+—F W)+ —F, (W

3t_+ 8x_x(_) + 3y_y(_) + a1 VP(p1)
@2
p

=V P(p1)
2

Il
=

(4.34)
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ou, dans les zones réguliéres :

w+§w(W).iW+B

d

ou F, et F, désignent les flux suivant les directions z et y. On note que les matrices éx et éy
comprennent les Jacobiennes des flux I/, et I, et les termes non conservatifs.

On propose, a chaque interface entre deux cellules C; et C;, de résoudre, & la place de (4.34),
le systéme localement linéarisé suivant :

|

W+ B (W, W)W+ B (W(W,W,) 2w =0

D

t

ou les matrices éw et éy sont considérées en un état moyen W qui ne dépend que des états W,
et W,. Soit la matrice B(W, n) = n, %(ﬂ) + ny éy (). L’état moyen est déterminé de sorte
la matrice B(W,n) = B((c1, p1,a1), n) satisfait, pour tout vecteur n, le critére de Roe suivant :

P2 ij

On trouve alors que é(&, n) = B((é1,p,,@1),n), les états moyens des variables p; et oy étant

équivalents & la moyenne arithmétique (i.e. Um = %(()Z +(.);)) et:

[P(p)]is
(¢1)i; = [p1lij

(P'(p1))i st (pr)i = (p1);

st [p1]i; # 0

On propose alors le schéma explicite centré suivant :
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0
A 0
i
W= wr - 2L (W7 W5 ) - At [ dz
|Cil jEZV%Z.) ci | a1 VP(p)
(8%
—VP(p)

P2
avec le flux numérique :
* * 1 * *
IF (W5 awjaﬂij) = 5 (Z(EZ aﬂz’j) + £(E],ﬂ”))

[BOV(WF W5, )| V]

ij

l\DI»—k

ot W* désigne la valeur du vecteur d’état J¥ au temps intermédiaire t*, obtenu aprés la réso-
lution de la premiere étape. Le flux F est défini par n, F (W) + n, F, (W), soit :

(a1, Q1)i~ﬂzj
F(W;,n;) =

—1) =17

0

0

Au temps t*, on gele le terme non conservatif ay sur la cellule C; et on prend la moyenne centrée
de P(p1) a 'interface 0Cj; :

/c, ap VP(p1)de = (ag)i /C VP (p1)dz = (ap)i /ac,P(pl)ﬂdU

=k 3 [ Plynde= (o) X PHI,

JEV (i) JEV (i)

Cette prise en compte des termes non conservatifs fait que la contribution due a la résolution
du probléeme de Riemann & l'interface 0C}; sera différente suivant que l’on itere sur la cellule
C; (o est gelé sur la cellule C;) ou sur la cellule C; (ay est gelé sur la cellule Cj).

Remarque 4.7 Un schéma de résolution prenant en compte les termes non conservatifs a été
présenté dans [Her94a], mais dont les déficiences dans le cadre de solutions avec chocs ont été
exhibées dans [Her95a]. Celte méthode est identique a celle qui est présentée ici a la différence
prées que l'on geéle le terme non conservatif ay, non plus sur la cellule C;, mais en la moyenne

centrée (ak)ij = %((ak)z + (ag);) ; c’est a dire:
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1l est clair que dans ce cas, la contribution numérique due a la résolution du probléme de
Riemann a Uinterface 0C;; affectée a la cellule C; est la méme que celle affectée a la cellule Cj.

La matrice B est diagonalisable B = 222_1 (avec P la matrice des vecteurs propres a droite
et D la matrice diagonale des valeurs propres de B) et I’on obtient la matrice |B| par I’expression

|§|_: P|D| P, soit:

0 0 0 0 0 0
P16l ¢ 0 0 0 0
0 0 clni C1 Mg Ny 0 0
|B((é,7,,@),0)|=| o 0 &1 ng ny & n? 0 0
1-— 1-—
0 0 &G—tn2 H5—"lnn, 0 0
P2 a1 P2
_1l—-= o l—7
0 0 ¢ — Ng Ny 1 — 0 0
P2 aq P2

La matrice B prend ainsi en compte les termes conservatifs et non conservatifs pour stabiliser
le schéma. Le flux complet (flux centré plus correction), au temps ¢*, s’écrit alors:

0
0
(a1);; (o1l
(a1 p1 Uy)y; -y 1 !
E(Wza Wj, 77,”) = . - 5 (Cl)zy ([al 1 Ql]lj ﬂ”)ﬂ”
1—(a1);
0 — ([a1p1 Uy lij - 1) my
(al)z’j P2

auquel 1l faut rajouter le terme suivant, pour obtenir la contribution totale de la résolution du
probleme de Riemann a U'interface 0C;; sur le vecteur d’état W, associé a la cellule C :
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(a1)i (P(p1))i; nj

1— (al)i
P2

(P(pl))ij n;;

4.5.2.2 Un schéma de Roe associé a4 un systéme conservatif «équivalent

On propose maintenant une autre méthode de résolution de ce systéme en considérant le sys-
téme «conservatifs (4.30) que ’on résout avec un solveur de Roe classique. Ces deux algorithmes
donnent des résultats identiques (Cf. le paragraphe 4.6.1). On rappelle que ce systéme conser-
vatif est équivalent au systéme (4.33) dans les zones réguliéres comme dans les chocs :

0
(1 p) + V(a1 p1 Uy) =0 (4.35a)
0
51 L) +VP(p1) =0 (4.35b)
%al =0 (4.35¢)
0
g2 Ue—p Uy) =0 (4.35d)

sous ’hypotheése du choix d’un chemin linéaire équipondéré pour connecter, dans les relations
de saut (4.27), les états de la fraction volumique de part et d’autre de la discontinuité.

Soit W' = (a1p1,p1Ur, p1Vi, o) le vecteur des variables d’état. On réécrit le systéme (4.35)
sous forme matricielle privée de 1’équation (4.35d) qui sera résolue séparément & partir de la
valeur précédemment calculée de p; U; :

Soient Uy, =U,.n, k=1,2,
EW,n) =ne (W) + ny F,, (W)

et AW,n) =n.A (W) +n,A (W)

Alors
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0 NeQy N0y p1ldy
2 2
nxc—1 0 0 —Nyg G
aq aq
AW, n) = Al((er, p1, a1, prlhy), n) = ,
o _, anm
Ny o 0 0 Ny o
0 0 0 0

La matrice A admet les valeurs propres suivantes :

/\12—61,/\2,320,/\4261

et les vecteurs propres a droite associés sont :

aq 0 101 aq
—NgC —Ty —p1U1 NgC1
Ql = ) QZ = ) QS = ) Q4 =
—nyCy Ng —m Wi nyCy
0 0 a1 0

La matrice A est diagonalisable, 4 =P D P! avec D la matrice diagonale des valeurs propres

et P la matrice des vecteurs propres a droite.

On va construire un schéma de Roe. Pour cela, on va chercher la matrice de Roe sous la forme
de la matrice Jacobienne A prise en un certain état moyen des variables ¢, p1, a1 et p1id;. On
trouve I’expression des I’états moyens suivante :

[P(pl)]ij

sl [pl]ij #0
()i = il

(P'(p1)); sinon

et les moyennes des variables p1, a1 et p1lU; correspondant a la moyenne arithmétique entre les
états W, et w,.

Pour calculer le flux du schéma de Roe, on a besoin de ’expression de la matrice correction

Al =2DIp
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1 0 0 !
p1lly
0 Ny nxny Ny
ay
|é((51ap_1a aq, p1U1),@)| =c
0 n.n 2 on p1lly
vy y Yo
0 0 0 0
Le terme de correction dans le solveur de Roe |é| Séerit alors -
ot [p1]
G BT o ol " 1
|é<(cl’p1’a1’p1u1)’ﬂ)|'[w]:Cl azl[alplul]ﬂ
0

On écrit done le schéma de Roe pour le vecteur W' = (a1p1,mUq, 1) :

Al -
JEV(I)

EV, W) = 5 (FOVny) + 0V, n,))

soit :
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Puis on résout I’équation (4.35d) qui exprime la conservation dans le temps de la quantité
pa2 Uy — p1 Uy L’équation est discrétisée de la fagon suivante:

(p2Us);" = (p1Uy); + (p2lls — p1Uy)7

Du fait que («2) + = (1) = 0, et en décomposant les vitesses, on peut réécrire 1’équation sous
la forme:

o o :F o * o :F *
(2p2Us)i" = Eaj;* (1p1Uq)7™ + (aapals); — on;’»‘ (a1p1Uy)7

ans la section 4.6.1, sont présentées des simulations numériques de ce schéma qui sont com-
D 1 tion 4.6.1, t tées d lat d h t
parées avec les simulations issues du schéma associé au systéme non conservatif (4.33).

4.5.3 Traitement des termes sources

On s’intéresse maintenant, dans une troisieme étape de la méthode a pas fractionnaires, a la
prise en compte des termes sources (effets de trainée et gravité):

0
E(Ofl p) = 0 (4.36a)
0
%% = 0 (4.36b)
0
E(Ofl prlUy) = —I—aipyg (4.36¢)
0 1
a7 = —1I- 4.36d
o (a2 Us) P (4.36d)
ol I = —ayas Kp U, la vitesse relative U, étant égale & (U, — U;) et le terme Kp = K¢ (W)

étant modélisé dans ’équation (4.6).

Soit W' = (a1 p1, o, ay pr Uy, as Uy) le vecteur des variables d’état. Durant ’étape de ré-
solution des termes source, seules les variables de quantité de mouvement sont modifiées. Les
termes sources sont discrétisés selon une formulation volumes finis semi-implicite :

0 0
0 0
Wit = W — At(ay az K7);* — At
—(U, )t (a1p1)i"g

(U7 pe (2)i"g
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Aprés inversion du systéme résolvant, on obtient :

(p)itt = (ap)f”
()i = ()i
(1 Uit = (aap Uy);" — At (arp1)i™ g
~a (o) po 22 (o
st () 220 0
(2 Us)Pt = (apUs)i™ — At (as)f™ g

oy ay Kp)r*
+At ((O@)?*( : zﬁ*T)Z )(a1 P1Q1)?*

aq g Kp)t*
~at (282D (a1

ot (Kr)¥* est la valeur moyenne de la fonction Kp (W) sur la cellule C; au temps t** elle vaut
Krp(W:") et H* le terme d’expression :

HP = HW;™, At) = (az pa a1 p1 + At oy az Ko (W) (a1 pr + a2 p2))i”

Il faut noter que d’autres propositions ont été faites récemment pour traiter les termes sources

(Cf. [Sai95b]).

4.5.4 Traitement des conditions aux limites

On a explicité dans la section précédente le traitement des flux & une interface entre deux cellules
internes au domaine, on détaille maintenant celui-ci pour une cellule adjacente & une frontiére
du domaine; cette frontiére étant de type paroi ou de type entrée-sortie de I’écoulement.

4.5.4.1 Flux a la paroi

Pour les conditions aux limites de paroi, on introduit une cellule fictive état miroir de la cellule
C; qui a une frontiere commune avec la paroi (Cf. la figure [4.3]). Soit S; un nceud de paroi
auquel est associée la cellule C;. Soit la variable d’état, composée par exemple d’un scalaire
p et d’une variable vectorielle U = (U, V)!, associée a la cellule C; intérieure au domaine
bidimensionnel W, = (p;, Us, Vi) dans le repére habituel (z,y). Plagons nous dans le repere
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(n, ) de la paroi, n désignant le vecteur normal et r le vecteur tangentiel & la paroi. Le vecteur
d’état devient alors W, = (p;,U;.n, U;.7). La variable d’état associée & la cellule miroir sera
alors W* = (p;, —U,.n, U;.7). 1l vient alors naturellement une condition de glissement a la
paroi, U.n = 0. Toutes les variables sont considérées a un méme temps ¢. On choisit de calculer
le flux & l'interface entre I’état intérieur et 1’état miroir a4 "aide d’un flux de Roe dans le cas
d’une accumulation de particules ou de gaz (i.e. I’équivalent du double choc symétrique) et,
un flux de Godunov dans le cas de disparition de particules ou de gaz (i.e. I’équivalent de la
double détente symétrique). On effectue si cela est nécessaire des approximations quand les
invariants de Riemann ne sont pas primitivables (cas de la pression intergranulaire Z(az) telle
qu’elle est définie par exemple en (4.4)). Cette formulation des conditions aux limites de paroi
est essentielle pour assurer le respect du principe du maximum (4.10) du taux de présence. Le
flux ainsi calculé, de Godunov ou de Roe suivant la configuration, agit, comme on va le voir,
dans le sens physique de 1’écoulement. Ce principe, proposé par J.-M. Hérard, a été mis en
ceuvre dans [Lea95] pour la simulation d’un écoulement compressible lors de ’ouverture d’une
soupape de générateur de vapeur.

Cellule miroir

Cellule intérieure au domaine

FiGc. 4.3 — Etat miroir en paroi.

Etape 1 - phase continue

Soit W' = (a1 p1, a1 p1 Uy) le vecteur des variables d’état. Le flux de Godunov qui est le flux
analytique associé au systéme (4.31) est (Cf. le paragraphe 4.5.1.1):

FW,n)=(U;.n)| a1p1 U1

ar;m Vi

Appliqué a I’état miroir, on obtient un flux numérique nul a la paroi, soit :

Etape 1 - phase dispersée
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Soit W' = (aa, as Us, a2 V3) le vecteur des variables d’état. Si W, est tel qu’il y a apparition
du vide & la paroi (Cf. "équation (4.22)), i.e.:

on prend alors un flux numérique nul, soit :

Remarque 4.8 Si la fonction E(w2) est de la forme (4.4), (4.5a), ({.5b) alors fo(%)' %‘La)da
n’est pas intégrable analytiquement et l'on doit faire des approrimations pour déterminer si il
y a apparition du vide ou pas.

Si on se trouve dans le cas ou:

a

(062)1
—/ <29 4, ¢ ()i <0
0

on est alors dans une configuration de double détente symétrique et 1’on prend le flux de
Godunov qui est le flux analytique pris en la solution de W a 'interface, soit, avec les hypotheéses
associées a ’état miroir:

IE(W,;, Wi, n)= (a2 Z(a2))God | 7
Ny

Si on est par contre dans une configuration de double choc symétrique, i.e.:

0<(Usy)in

on considére alors, par souci de simplicité de mise en ceuvre, le flux de Roe (Cf. le para-
graphe 3.5), soit apres calculs:

(W, Wi, n) = {asE(a2) + az (Uy.n) (Uyn+ ez(az)}i [ ne

LAGVSIRA SVl L}

Ny
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Remarque 4.9 Dans le cas de la disparition de particules en paroi (qui se traduit par une
configuration de double détente symétrique, (U,);.n < 0), la «pression» de paroi PL,, obtenue
par un flur de Godunov a pour expression :

Pgoq = (@2 E(a2))goa < (a2 E(as));

alors que par un flur de Roe, elle serait d’expression :
)

Phoe = {a2E(as) + @z (Uy.n) (ca(az) + Usn)bi

Le probléme de cette formulation dans cette configuration est que, si:

alors :

Plifioe > (a2 E(az))l

Cette «pression» a tendance a «chasser» les particules de la paroi et peut conduire a des taur
de présence négatifs.

Pour une configuration a trés fort tauxr de détente, nombre de «Mach» supérieur a 1, ay en
paroi décroit et l'on peut approcher le vide de particules, ce qui entraine ca(as) petit devant
|U,.n| et done Pf,. > (a2 E(an))i > Pl 4. Ainsi, dans cette configuration, utiliser le fluz de
Roe augmente la probabilité d’atteindre le vide «non physique» de particules.

Etape 2

On consideére le systéme conservatif (4.35) équivalent au systéme non conservatif (4.33). Soit
Wt = (a1 p1, a1 p1, Ur, a1 p1, Vi, aq) le vecteur des variables d’état. Si W, est tel qu’il y a
apparition du vide & la paroi (Cf. I’équation (4.29)), i.e.:

2
v+1

—(ay p1 Uj.n); > (a1 prei(pr))i

alors on prend un flux numérique nul, soit :
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Si on se trouve dans le cas ou:

2
v+1

(a1 prei(pr))i < (a1 pr Upm)i <0

on est alors dans une configuration de double détente symétrique et, comme pour la phase
dispersée dans la premieére étape, on prend le flux de Godunov, soit, avec les hypotheses liées a
I’état miroir:

(W, W3, n) = P((p1)God)

(p1)Goa est donné par:

e (()an) = (1) + (o) ea((p))

Remarque 4.10 On a:

P((p1)cod) < P((p1)i)-

Si on est par contre dans une configuration de double choc symétrique, i.e.:

0<(a1pU;.n);

on considere alors le flux de Roe, soit apres calculs:

F(W,; Wi, n) = (P(p1)+ p1ci(pr) (Us.n));
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4.5.4.2 Flux i la frontiére fluide

Les conditions aux limites d’entrée et de sortie du domaine de 1’écoulement sont traitées de
facon similaire au domaine intérieur. Pour chaque cellule adjacente & une frontiere fluide du
domaine, on introduit une cellule fictive extérieure sur laquelle on impose un état W (appelé
condition réservoir) puis on calcule le flux & I'interface entre ces deux cellules de la méme maniére
qu’un flux interne en le décentrant suivant que ’on est dans une configuration subsonique ou
supersonique. Pour que le probléme soit bien posé dans L? au sens de Kreiss, il faut imposer
autant de conditions que 'on a d’ondes qui entrent dans le domaine. Cette formulation simple
d’application des flux décentrés aux conditions aux limites tient naturellement compte des
entrées et sorties subsoniques ou supersoniques si le flux numérique est calculé en la valeur
exacte de I’état a l'interface (ce qui est le cas du schéma de Godunov). Mais ceci n’est plus
valable deés lors que le flux numérique est calculé & partir d’une linéarisation du probleme de
Riemann (celle effectuée par le schéma de Roe par exemple). On peut alors se trouver dans des
configurations oti les ondes calculées & partir du probléme de Riemann linéarisé ne correspondent
pas, au sens entrantes ou sortantes du domaine, aux ondes associées a la résolution exacte du

probléme de Riemann & la frontiere (Cf. [Dub87], [Bar91], [Bar92] et [Ben95]).

Remarque 4.11 On note que cette formulation des conditions aux limites d’entrée-sortie équi-
vaut au calcul d’un flux a linterface entre un état imposé W et un état intérieur au domaine
de calcul ; ce qui n’est pas équivalent au fait d’tmposer un flur d’entrée.

On note de plus que la méthode a pas fractionnaires peut engendrer des problémes de conditions
aux limites entrée-sortie qui perturbent la premiére maille de calcul & I'intérieur du domaine
de 1’écoulement. Ces problémes sont dus au fait que ’on considére le méme état réservoir que
I’on calcule les flux associés aux conditions aux limites de la premiere étape ou ceux associés a
la deuxieme étape.

4.6 Tests numériques

On présente quelques simulations numériques sur des maillages bidimensionnels non structurés
avec des cellules volumes finis de type INRIA. Les traitements informatiques ont été effectués
dans la structure du code N3S-MUSCL de simulation d’écoulements compressibles bidimen-
sionnels ou tridimensionnels (Cf. [Cha95]). Dans tous les cas, les effets visqueux sont négligés
(m = n2 = 0). Le pas de temps est adapté en fonction d’une condition CFL basée sur les céléri-
tés d’ondes |Ug =% cx|, k =1, 2, qui constituent une bonne approximation des ondes associées au
systéme de convection (4.14) quand py est grand devant p; (Cf. remarque 4.1). Tous les calculs
ont été réalisés sur station de travail HP9000-735. Pour un calcul diphasique explicite, d’ordre
1 en temps et en espace, avec effets de trainée, une adaptation du pas de temps et un controle
de la réalisabilité de la solution & chaque itération, on obtient un temps CPU pour 1000 nceuds
par pas de temps de 0.08 secondes (& titre comparatif, en utilisant la méme structure de donnée
et le méme algorithme a pas fractionnaires pour un écoulement compressible monophasique
(az = 0), on obtient un temps CPU de 0.04 s). On effectuera tout d’abord, dans un cadre
purement monodimensionnel, une comparaison des deux schémas de résolution numérique, pré-
sentés dans la section 4.5.2, du sous-systéme non conservatif (4.19) pour des tests de type tube
a choc. On considérera ensuite des tests de type «tube & choc diphasique», avec ou sans effets
de trainée, du systéme convectif avec la méthode a pas fractionnaires décrite précédemment.
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Ces tests a priori unidimensionnels sont effectués dans une configuration bidimensionnelle non
structurée. Il est clair que certains de ces tests de type tube & chocs sont plutot académiques
et ne sont pas expérimentalement réalisables; ils ont cependant ’avantage d’étre fréquemment
cités dans la littérature, notamment pour observer le comportement d’un schéma numérique
dans certaines configurations d’ondes. On présentera ensuite une simulation d’écoulement di-
phasique compressible dans une tuyére. Enfin, on regardera le comportement du schéma dans
le cadre de la simulation de lits fluidisés denses.

4.6.1 Comparaison de deux schémas de résolution numeérique du sous-
systéme non conservatif

On renvoie a la section 4.5.2 pour une description du schéma de type Roe associé au sous-systeme
non conservatif (4.33) et du schéma de Roe classique associé & son «équivalent» conservatif (4.35)
(sous hypothése du choix de chemin linéaire équipondéré). On souhaite comparer ces deux
schémas dans un cadre purement monodimensionnel. On propose deux tests de type tube a
choc avec les conditions initiales suivantes :

Cln'l Cln 2
G D D
oy 099041099 04
pilkgm=3]| 1 |05 1 |5.1073
Ui[m.s=1] | =50 | 50 0 0

ou les états «G» et «D» représentent les valeurs & gauche et & droite d’une variable de part
et d’autre de la discontinuité initiale qui est centrée par rapport au domaine. On note que
la variable oy appartient & lintervalle ]0,1[. Les simulations ont été réalisées avec v = 7/5,
K = 10° sur un maillage de 480 noeuds et une CFL égale & 0.375.

Quel que soit le systéme simulé (i.e. (4.33) ou (4.35)) et la configuration dans laquelle on se
trouve, on doit vérifier, & la traversée de la discontinuité de contact stationnaire, que les variables
p1 et a1 prU7 sont constantes et, bien sur, que la variable a reste stationnaire en temps.

La figure [4.4] présente une simulation du schéma associé au systéme conservatif «équivalent»
(4.35) avec les conditions initiales n’ 1ot une 1-onde et une 3-onde de détente se développent ; la
figure [4.6] présente la méme simulation par le schéma associé au systéme non conservatif (4.33).
On remarque que les résultats obtenus sont, «a I’ceil nu», identiques et ’on peut vérifier que
les états intermédiaires sont correctement prédits par rapport a la théorie associée au chemin
linéaire.

La figure [4.5] présente une simulation du schéma associé au systéme conservatif «équivalent»
(4.35) avec les conditions initiales n~ 2 ot une l-onde de détente et une 3-onde de choc se
développent ; la méme simulation associée au systéme non conservatif (4.33) n’est pas présentée
mais rend également des résultats identiques.

On présente maintenant des simulations par la méthode a pas fractionnaires précédemment
décrite du modele & deux fluides (4.1) dans un cadre bidimensionnel non structuré.
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4.6.2 Tests de type tube a choc diphasique

On présente tout d’abord des simulations bidimensionnelles de type tube & choc monodimen-
sionnel du systéme de convection associé & (4.1) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b) et:

=(0z) = = < 43 >0 02(1 4 g(a) (4.37)

Le maillage étant non structuré, la solution numérique verra se développer des effets bidimen-
sionnels (transverses). Les dimensions du domaine sont (en m.): z x y € [—0.9,0.9] x [0, 0.1].
Le maillage primal, constitué de triangles, comporte 11 x 1000 nceuds sommets et présente une
symétrie par rapport & la droite y = 0 (Cf. la figure [4.7]).

y=+A

y=0

11 noeuds

y=-A

1 000 noeuds

FiGg. 4.7 -
Triangulation du domaine de calcul avant construction des cellules INRIA.

Les résultats sont tracés sur cet axe de symétrie. On a retenu des conditions aux limites de type
«paroi» en y = A, de maniére & conserver le mieux possible le caractére unidimensionnel de
la solution. Ces tests de tube & choc sont traités tout d’abord sans effets de trainée (I = 0).
On présente quelques résultats réalisés a partir des valeurs d’initialisation décrites dans le
tableau 4.1. Ces simulations ont été réalisées avec une CFL égale a 0.5; U désigne la vitesse
selon z de la phase k et, dans tous les cas, Vi = V5 = 0. La densité est toujours exprimée en

kg.m™3 et la vitesse en m.s™!.

CIn’ CIn’ CIn’3
G | G | G| D
p1 [kgm=3 | 1 [0.3 1 103 1 1
g 05106 05|05 | 05|06
Uy [ms™1Y 0 0 0 0 0 0
Us [m.s™1 0 0 0 0 0 0
Les tests ont été réalisés avec les constantes physiques suivantes: v = 7/5, K = 107, % <

q% >o=b5m?s7 2, dy = 107* m, py = 2500 kg.m ™3, 00 = 0.64 et ¢, = 1. On se place dans
des configurations trés denses, i.e. ag > 0.5, car sinon ca(az) < ¢1(p1) et les ondes assimilées &
la phase 2 sont tres lentes par rapport & celles de phase 1.



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

1.0

0.5

0.0

\
-0.5
\

0 [
2
4
6
300
200
100 -

1.0

0.5

0.0

\
-0.5

0.65

-1.0
0.8 —
0.6 —
04 -

<
—

0.60
0.55 -
0.50 -
0.45

Fig. 4.8 -
Test de tube a choc diphasique avee les conditions initiales n” 1.

0.2

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

137



138

HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

0.1
0 1 ‘ \ ‘

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

250

200

150

100

50

30+

20

10

-10

Ul (m./s) V1 (m./s)
218 27.1
[ 196 . 5.0
. 174 . 1.0
152 0.1
131 20.1
109 -1.0
87 -5.0
065 27.1
44
22
0

Fic. 4.9 -
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Test de tube & choc diphasique avec les conditions initiales n” 2.
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Test de tube & choc diphasique avec les conditions initiales n” 3.
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Test de tube a choc diphasique comportant quatre ondes de choc (conditions initiales no4).
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Fic. 4.13 -
Comportement de l'inégalité d’entropie —o[n) + [F,] < 0 sur le cas test du tube & choc
diphasique comportant quatre ondes de choc (conditions initiales no4).

On voit, sur la figure [4.8] issue de la simulation du tube & choc de conditions initiales n”1,
quatre ondes se développer : deux ondes de choc (les 2- et 4-ondes) et deux ondes de détente (les
1- et 3-ondes). Les ondes rapides (les 1- et 4-ondes) peuvent étre approximativement assimilées
aux ondes de phase 1 isolées (i.e. de vitesse U; & ¢1) et les ondes lentes (les 2- et 3-ondes)
aux ondes de phase 2 isolées (i.e. de vitesse Uy £ ¢2). On remarque d’ailleurs que ces deux
derniéres sont treés difficiles & distinguer quand 1’énergie cinétique turbulente < g2 >q est plus
faible. On note également que la phase 1 perturbe peu les variables de phase 2 (voir les courbes
associées & az et Us). On constate toutefois, en observant Us, un léger accroissement de vitesse
de phase 2 pour x € [—0.65,—0.3] (effet lié principalement au gradient de pression P(p;)
pondéré par as/pa2); de méme, on enregistre un choc de faible amplitude pour # = 0.73 m.
La méme expérience numérique, réalisée a 1’aide du méme schéma dans un cadre réellement
unidimensionnel permet de vérifier que la légére sur-vitesse observée sur U; avant la 4-onde
de choc est due au maillage non structuré. Il en est de méme pour la perturbation de I’état
constant intermédiaire sur Us, au voisinage de la 2-onde de choc pour & ~ —0.1 m. Si on effectue
une expérience monophasique pure ne comportant que des particules (p; = 0), en retenant les
meémes conditions initiales pour as et Us, on obtient un écoulement pratiquement identique.
L’effet inverse est évidemment beaucoup plus net, si ’on observe les variables p; et U;. Pour s’en
convaincre, il suffit de réaliser une simulation analogue monophasique pure (a2 = 0, a3 = 1)
en retenant les mémes conditions initiales pour p; et U;. Pour cette expérience, le nombre de
«Mach» maximal, My = |Ug|/cg associé & la phase k, vaut 0.078 pour la phase 2 et 0.65 pour
la phase 1.
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FiGg. 4.14 -
Evolution de la célérité ea(as) des particules (en m.s™1) par rapport & la célérité du gaz pour

plzl.

On observe sur la figure [4.9] les effets bidimensionnels qui se manifestent par une vitesse
transverse V7 (mais aussi V3) non nulle & la traversée des ondes de détente et de choc, dés que
I’on s’écarte de ’axe de symétrie y = 0. Cette vitesse transverse est tres faible dans les zones
de détente mais vaut & peu prés 10 % en module du saut de la vitesse U1 en pied de choc, i.e.
Vi vaut environ 5 m.s~! pour [U;] ~ 60 m.s~! & la traversée du 2-choc (z ~ —0.1 m) et environ
27 m.s~! pour [U1] ~ 218 m.s~! & la traversée du 4-choc (x ~ 0.7 m).

On considére maintenant la simulation présentée sur la figure [4.10], effectuée & partir des
conditions initiales n°2 qui ne comprennent qu’une discontinuité sur la variable p;. On voit
une l-onde de détente et des 2-, 3- et 4-ondes de choc se développer. La perturbation des
variables de phase 2 sur les variables de phase 1 n’est pas visible a cette échelle visuelle. Les
vitesses des ondes de phase 1 (i.e. les 1- et 4-ondes) et 1’état intermédiaire sont superposables
a la solution obtenue, dans un cadre monophasique pur (az = 0, ay = 1), par un tube & choc
avec des conditions initiales identiques sur les variables p; et U;. Par couplage, le déséquilibre
de gaz met les particules en mouvement. Les variables de phase 2 sur lesquelles on distingue
tres nettement les quatre ondes, ne sont, en module, pas beaucoup perturbées, i.e. a5 varie sur
Uintervalle 0.5 4+ 0.12 % et Us entre 0 et 0.1 m.s~'.

La figure [4.11] résulte de la simulation de tube & choc avec les conditions initiales n’3 qui ne
comprennent qu’une discontinuité sur la variable 5. On voit se développer des 1-, 3- et 4-ondes
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Cas test de tube a choc diphasique comportant quatre ondes de choc dans un cadre trés dense ;
vérification du respect du principe du mazimum (conditions initiales n 5).
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Test de tube & choc diphasique comportant quatre ondes de détente (conditions initiales n’ 6).
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Cln'4 CIn'b CIn'6
G[D]GI[DJ|G][D
p1 kgem™7] [ 1 1 1 1 1 1
as 0.5 | 05 | 0630631 05]0.5
Uy [ms= | 700 | -700 5 -5 515
Us [m.s] 5 -5 5 -5 515

TaB. 4.1 - Conditions wnitiales des tests de type tube a choc diphasique, ot les états «G» et «D»
représentent les valeurs a gauche et a droite d’une variable de part et d’autre de la discontinuité
wnitiale qui est centrée en @ = 0 par rapport au domaine.

de détente et une 2-onde de choc. On reconnait cette fois un tube & choc monophasique sur les
variables de phase 2 sur lesquelles I’échelle de visualisation ne permet pas de discerner les 1-
et 4-ondes de phase 1. La phase gazeuse, bien que mise en mouvement par le déséquilibre des
particules, est assez peu perturbée. En effet p; varie sur l'intervalle 1 kg.m™3 4+ 0.4 % et U
entre les valeurs -2 et 5 m.s™ 1.

On considére maintenant un cas test symétrique comportant quatre ondes de choc (Cf. la
figure [4.12] et les conditions initiales n“4). On observe une accumulation de particules au
centre du domaine avec préservation du principe du maximum sur la fraction volumique: as <
mae = 0.64. Le maillage bidimensionnel étant non structuré, on note que les résultats ne sont
pas parfaitement symétriques.

On reprend le test précédent, mais avec la fonction Z(as) définie de la fagon suivante:

an
1 — <2

Amazx

2
asZ(ag) = = < g2 > (4.38)

3

Cette fonction Z(az) présente les mémes caractéristiques que celle définie dans I’équation (4.37),
a savoir qu’elle modélise les écoulements denses Z(az = amqy) = +00; mais, contrairement
a (4.37), sa forme simplifiée permet d’exhiber la fonction Ha(aaq) telle quelle est définie dans
I’équation (4.9). Sur lafigure [4.13], on observe que l'inégalité d’entropie discréte —o[n]+[F,] < 0
est respectée au niveau des quatre ondes de choc (o désigne la vitesse du choc) méme si les
effets bidimensionnels perturbent les résultats (notamment au niveau de la 3-onde de choc).

On se place maintenant dans une configuration tres dense en particules as = 0.63, toujours
avec quatre ondes de choc, pour laquelle ca(az) > ¢1(p1), de sorte que les ondes assimilées &
la phase 2 soient plus rapides que celles de phase 1 (figure [4.15], conditions initiales n’5). On
voit en effet sur la figure [4.14] qu’au dela de as ~ 0.621, dans des conditions normales pour
la phase gazeuse (i.e. py ~ 1 kg.m™3) et les mémes constantes physiques que précédemment,
on a ca(az) > e1(p1 = 1) et donc généralement |Us + ¢a| > |Uy £ ¢1|. Contrairement au cas
plus «dilué» de la figure [4.12] (conditions initiales n"4, as = 0.5), les quatre ondes de choc se
distinguent trés nettement sur les variables de phase 1. On note que as atteint la valeur de
0.633 (on rappelle que amqr = 0.64); le principe du maximum (4.10) est respecté (du fait que
E(oe = ttmaz) = +00). Les 1- et 4-ondes de choc sont assimilées aux ondes de phase 2 (¢3 ~ 850
m.s~! pour as = 0.63 et e5 ~ 1400 m.s™! pour as ~ 0.633) et les 2- et 3-ondes de choc & la
phase 1 (¢; ~ 375 m.s™! pour p; variant entre 1 et 1.02 kg.m=3).

On présente enfin sur la figure [4.16], les résultats d’une simulation effectuée & partir des condi-
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tions initiales n°6, qui voit se développer quatre ondes de détente. Du fait que 'on a une
disparition des particules au niveau des 2- et 3-ondes (a2 ~ 0.33), on a ca(@2) < c1(p1) et les
2- et 3-ondes sont trés lentes par rapport aux 1- et 4-ondes. On note que la décroissance de la
fraction volumique «» des particules engendre une légére accumulation de gaz.

On s’intéresse maintenant aux effets de trainée sur certains de ces cas tests diphasiques de type
tube & choc.

4.6.3 Tests de type tube a choc avec trainée

On s’intéresse & la simulation du systéme (4.1) (comprenant les effets de trainée, mais sans
diffusion ni gravité) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.37, 4.6). Le terme de trainée
nécessite la connaissance du diamétre des particules ds, ce terme sera d’autant plus important
que ’on sera dans un cas dense en particules et que leur diamétre sera petit. Dans les simulations
suivantes, on prendra des particules de diamétre 10~ & 107° m, la fraction volumique des
particules égale & 0.5 et les mémes constantes physiques que précédemment, & savoir: v = 7/5,
K =10°, % < q% >o=5m%s72, vy = 107° m%s7!, py = 2500 kg.m ™3, apar = 0.64 et e, = 1.
Pour ce régime dense en particules, la trainée tend a annuler la vitesse relative U; — U, et 'on
comparera, dans le chapitre 5, ces résultats avec des simulations d’un modeéle homogene & trois
équations qui suppose la vitesse relative entre phases nulle.

On considére d’abord une simulation avec les conditions initiales n"1 (Cf. la figure [4.17]). On
visualise les effets de la trainée en comparant cette courbe avec la figure [4.8] provenant de
la méme simulation sans effets de trainée. Sur la figure [4.17], qui compare une simulation
avec des particules de diamétre 10~* m et la méme pour des particules de diametre 107° m,
on note que les variables de la phase gazeuse ont tendance a s’aligner sur les variables de la
phase particulaire, i.e. que ’écoulement de la phase gazeuse est dominé par le mouvement des
particules. La vitesse relative |Us — Uy | atteint 2.5 m.s~! pour des particules de diamétre 10~%
m et n’est plus que de I'ordre de 1073 m.s~! pour des particules de diamétre 10~° m.

On observe également des simulations avec les conditions initiales n”5 et 6 (Cf. les figures [4.18]
et [4.19]), que 'on peut comparer aux simulations des figures [4.15] et [4.16], effectuées sans
effets de trainée.

On reprendra ces trois simulations dans le chapitre 5 pour montrer que, dans certaines configu-
rations, ce modeéle & deux fluides & quatre équations, avec hypothese de glissement d’une phase
par rapport a ’autre, donne des résultats comparables &4 un modeéle homogéne a trois équations
supposant la vitesse relative entre les deux phases nulle. Ce dernier modéle est conservatif incon-
ditionnellement hyperbolique et le probleme de Riemann associé admet un résultat d’existence
et d’unicité de solution ; la comparaison nous offre des éléments de validation de I'algorithme
a pas fractionnaires et des schémas numeériques proposés pour la résolution du systéme non
conservatif et conditionnellement hyperbolique (4.1). On effectue maintenant des tests ot les
effets bidimensionnels sont significatifs.

4.6.4 Ecoulement diphasique dans une tuyere

On s’intéresse ici a un écoulement diphasique compressible dans une demi-tuyeére. Le test qui

suit a été réalisé avec les constantes physiques suivantes: v = 7/5, K = 10°, % < q2 >o=5
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Fia. 4.17
Effets de trainée sur le cas test de tube a choc diphasique de la figure 4.8 ; stmulation avec des
particules de diamétre d» = 107 et 107% m.
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Effets de trainée sur le cas test de tube a choc diphasique comportant quatre ondes de choc
(conditions initiales n 5); simulation avec des particules de diamétre 1075 m.
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Effets de trainée sur le cas test de tube & choc diphasique comportant quatre ondes de détente ;
simulation avec des particules de diamétre do = 10™% et 107% m.
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m%s72 vy =107° m?s7!, po = 2500 kgm ™3, apper = 0.64, do = 107" m, e, =1l et g =0. On
observe la simulation numérique bidimensionnelle d’un écoulement diphasique dans une demi-
tuyere, incluant les effets de trainée (systeme (4.17) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b,
4.4, 4.6)). Le maillage associé est de I'ordre de 8500 nceuds. Un zoom du maillage primal (i.e.
triangulation avant construction des cellules INRIA) du convergent de la tuyére est présenté
sur la figure [4.21]. Le calcul est effectué avec une CFL égale & 0.3. Les conditions initiales
a l'intérieur de la tuyere et les conditions aux limites que ’on impose, sont détaillées dans le
tableau 4.2. Du fait que ’on ne considére pas de terme de diffusion, on traite les conditions aux
limites de I’axe de symétrie comme des conditions aux limites de paroi (avec une hypothése de
glissement).

| C.I. Intérieur || C.L. Entrée || C.L. Sortie |
P11 = 1 g = 10-° P11 = 1.1 g = 10-2 P11 = 1 g = 10-°
Ur=0 Uy;=0 U =200 Us =200 Ur=0 Uy;=0
Vi=0 Vo=0 Vi=0 Vo =0 Vi=0 Vo=0

TaB. 4.2 — Conditions initiales de la simulation d’écoulement diphasique dans une tuyére. Les
composantes horizontale et verticale de la vitesse U, = (Ug, Vi)' de la phase k sont exprimées

en m.s~t et la densité du gaz en kg.m™3.

On considére initialement, dans la tuyére, un mélange trés dilué (ay = 107%) et au repos
(U; = U, = 0). On impose des conditions aux limites d’entrée supersoniques & partir d’un
état infini amont constant pour un écoulement comprenant 1 % de particules en volume; les
conditions aux limites de sortie, imposées a partir d’un état infini aval constant du mélange
tres dilué et au repos, peuvent étre comparées ici a des conditions aux limites libres.

On observe sur les figures [4.22] & [4.26] un historique des variables as, p1, Us, Uy et U, =
Uy — Uy. On remarque une trés importante accumulation de particules au niveau de la paroi
du convergent de la tuyére ainsi qu’au niveau de ’axe de symétrie a ’aval du col de la tuyére.
Sur la projection de la solution de la fraction volumique a4 sur 'axe de symétrie, on observe
un choc trés important (de 1072 & 0.6) situé & I’aval du col de la tuyere. Les zones d’entrée de
tuyere et de proche paroi dans le divergent restent appauvries en particules (de 'ordre de 1072).
Les valeurs maximales atteintes par la fraction volumique (max(az) = 0.627) sont trés proches
du taux de compactage maximum g, = 0.64 mais le principe du maximum (4.10) n’est pas
violé. A D’état stationnaire, le maximum de ay vaut 0.623 pour ce maillage. Ce transfert de
particules de la paroi du convergent vers ’axe de symétrie perturbe trés fortement 1’écoulement
de la phase gazeuse comparé & une simulation monophasique. La figure [4.23] montre qu’il y
a accumulation de gaz dans le convergent de la tuyere ce qui différe de ce qui est obtenu en
écoulement monophasique (qui se caractérise par une densité constante dans le convergent,
une onde de détente au passage du col suivi d’une onde de choc en aval du col accompagnée
d’une sur-vitesse (Mach égal & 1)). Sur la figure [4.24], on observe la vitesse des particules
sur ’axe de symétrie ; celle-ci est de I’ordre de 190 m.s~! en début de tuyere, elle affiche une
discontinuité trés marquée (i.e. de 40 m.s~1) au col et reste & peu prés constante (de I’ordre
de 140 m.s~!) dans le divergent. On remarque la présence, dans la zone de proche paroi en
début de divergent, d’une zone d’arrét des particules (Uz = 0). La vitesse du gaz, comme dans
une tuyére monophasique, croit dans le convergent (de 50 & 225 m.s~!) et traverse une onde
choc (on elle perd environ 20 % en module); elle atteint par contre une vitesse de 'ordre de
430 m.s~! en proche paroi du début du divergent dans une zone trés appauvrie en particules.
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La figure [4.26] confirme bien la présence d’une vitesse relative trés élevée (de 'ordre de 400
m.s~1) dans cette zone. On peut voir sur la figure [4.27] 'importance de la pression gazeuse
P(p1) par rapport & la pression intergranulaire psasZ(asz); la pression totale subit les effets
des collisions interparticulaires dans les régions trés denses. La figure [4.28] montre les débits
(en kg.m~3) de gaz et de particules dans le convergent de la tuyére. Le débit des particules est
dominé par le transfert de ces derniéres de la paroi du convergent vers ’axe de symétrie. La
figure [4.20] montre d’une part I’évolution du pas de temps adapté au cours de la simulation,
qui varie de facon conséquente jusqu’a ce que le gaz et les particules atteignent la sortie de la
tuyere, et I’évolution des résidus de masse qui atteignent approximativement 10~* au bout de
30000 itérations et 107'% au bout de 120000 itérations. La trés forte variation du pas de temps,
aux alentours de la 2000%™¢ itération, est liée & la formation d’un «cluster» sur la paroi dans
le convergent (o2 ™~ @pay, ce qui entraine co = 400 et pénalise trés fortement le pas de temps
dont la valeur est limitée par le module des vitesses ||U|| + cx, k=1, 2).

Remarque 4.12 Au cours du régime transitoire, aucune perte de positivité discréte des va-
riables aa, (1 — ag) et p1 n'a été enregistrée.

Remarque 4.13 Cette simulation met en évidence des vitesses relatives localement trés im-
portantes (zone de proche paroi en début de divergent), ||[Uy, — U4||/c1 pouvant atteindre I par
endroits (Cf. la figure [{.29], dans la zone d’arrét des particules en proche paroi du début du
divergent).

4.6.5 Simulation de lits fluidisés denses

Le cadre de ces écoulements est une enceinte ou foyer dans laquelle des particules subissent
des réactions chimiques ou de combustion. Le principe des lits fluidisés denses est de soulever
cette masse compacte de particules, appelée lit, par une circulation de gaz pour mélanger
les particules. Les lits fluidisés denses constituent notamment une partie de I'installation des
chaudiéres a lit fluidisé circulant. Le régime de ces écoulements est trés dense, le volume des
particules pouvant occuper jusqu’a 64 % du volume total. La simulation numérique de ces
écoulements, outre son caractére prédictif, a pour objectif ’optimisation de la géométrie du foyer
et du débit de gaz pour mélanger au mieux ’ensemble des particules (recherche de rentabilité
et de réduction des émissions polluantes par exemple).

L’expérience consiste en la «fluidisation» d’une masse de particules reposant sur la grille d’une
colonne par injection d’un flux de gaz ascendant. Les particules sont donc maintenues en sus-
pension par deux phénomeénes en compétition qui doivent en fin de compte s’équilibrer : I’entrai-
nement des particules par ’écoulement porteur et ’action de la gravité sur ces derniéres. Les
particules peuvent étre momentanément entrainées hors du lit mais, sous 'action de la gravité,
elles doivent toujours finir par y retomber. Ainsi, la circulation de gaz doit étre suffisamment
importante pour soulever le lit de particules mais la vitesse d’entrainement de ces dernieéres doit
rester de 'ordre de la vitesse de chute.

La configuration typique des lits fluidisés denses réside en un lit compact parcouru par un
courant d’air ascendant qui passe majoritairement par des zones trés appauvries en particules,
tandis qu’au sommet du lit, on observe des instabilités importantes. Le régime de 1’écoulement
est caractérisé par la vitesse de fluidisation. Pour les faibles vitesses de fluidisation, on distingue
deux vitesses limites qui sont la vitesse minimale de fluidisation et la vitesse minimale d’ap-
parition de bulles. La vitesse minimale de fluidisation est la vitesse du gaz (calculée hors du
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lit sous la grille) pour laquelle la force de trainée sur les particules, produite par la circulation
ascendante de gaz, est égale au poids des particules. La vitesse minimale d’apparition des bulles
est supérieure a la vitesse minimale de fluidisation excepté dans le cas de particules de diameétre
supérieur a 100 pm. Pour des vitesses de fluidisation plus élevées, on observe un comportent
tres agité du lit. Dans les simulations qui vont suivre, on s’intéresse a un régime d’écoulement
instationnaire précis, le régime a bulles, qui se caractérise par la formation dans le lit de bulles
de gaz pres de la grille de fluidisation. Ces bulles, qui peuvent coalescer entre elles; traversent
le it en grossissant jusqu’a la surface de ce dernier qu’elles perturbent en éclatant ; en outre, le
flux de gaz circule principalement & I'intérieur de celles-ci. Si ces écoulements se caractérisent
par des zones trés appauvries en particules, leur fraction volumique étant de I’ordre de 1072
dans les bulles, ils s’accompagnent également de clusters de particules, dans lesquels la fraction
volumique atteint pratiquement le taux de compactage maximum. Le régime a bulles, que I’on
veut simuler, se situe entre le régime particulaire, pour lequel on observe une petite expansion
homogéne du lit dont la surface est bien définie, et le régime a piston, pour lequel la taille des
bulles approche la largeur de la colonne de fluidisation, leur passage faisant monter et descendre
de facon réguliere la surface du lit. Au-dela du régime a piston, on atteint des régimes turbulents
pour lesquels il devient difficile de distinguer les bulles et la surface du lit.

En de nombreux points, on peut comparer les lits fluidisés a bulles & un liquide peu visqueux
parcouru par des bulles. En effet des poches d’air dans un milieu granulaire et des bulles dans
un liquide présentent des similitudes comme leur forme sphérique, ’écoulement autour d’elles,
leur vitesse et le fait qu’elles peuvent coalescer ou réagir au contact d’une paroi.

Les tests qui vont suivre ont pour but de montrer que la simulation numérique de lits fluidisés
denses, par des techniques volumes finis pour des systémes hyperboliques et sur maillage non
structuré, est possible. On regardera le comportement qualitatif sur des temps d’intégration
trés longs de certaines grandeurs moyennes telles que la hauteur de lit, la fraction volumique
moyenne dans le lit et la vitesse de fluidisation ; mais aussi 1’évolution des résidus massiques
témoins de 'instationnarité de I’écoulement et certaines caractéristiques des bulles comme leur
taille, leur vitesse ou le taux de particules a 'intérieur. D’un point de vue numérique on regardera
notamment la dépendance de I’algorithme au maillage et 1’on constatera la présence d’états non
hyperboliques situés a l'intérieur des bulles de gaz. L’algorithme mis en ceuvre peut s’étendre a
un modéle & cing équations (comprenant en plus une équation d’évolution de I’énergie cinétique
des particules). Ce systéme présente en effet les mémes caractéristiques que le modéle & quatre
équations (issu du modele & cing équations par intégration de ’équation d’énergie cinétique des
particules) comme ’hyperbolicité conditionnelle et la présence de termes non conservatifs dans
le systeme de convection associé. En outre, I’ajout des termes de diffusion ne remet pas en cause
la méthode numérique présentée précédemment pour la résolution du systéme de convection et
des termes sources.

Pour simuler des lits fluidisés denses, ’algorithme mis en ceuvre doit pouvoir gérer des taux de
fraction volumique trés importants ou tres faibles, mais également tenir compte du caractére
fortement compressible, au sens «s variable, de I’écoulement des particules. Quand des bulles
apparaissent, on met en contact des régions trés appauvries en particules comme l'intérieur des
bulles ol a3 =~ 1072 ou dans la colonne au-dessus du lit oll as ~ 107° avec des régions trés
denses, la fraction volumique dans le lit pouvant avoisiner par endroits le taux de compactage
maximum ., = 0.64. On n’a pas constaté sur les simulations présentées de violation du
principe du maximum de la variable fraction volumique, méme si1 on atteint par endroit un
taux de compactage de 63.9 %. Mais cette variable nécessite d’étre réajustée a une valeur
proche de zéro (fixée & 107° dans nos applications) quand elle devient négative dans le haut de
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la colonne qui ne cesse, par ’action de la gravité, de s’appauvrir en particules. On note que,
par contre, la compressibilité du gaz pourrait étre négligée pour ce régime d’écoulement.

Pour les simulations suivantes, on considére le modeéle & deux fluides (4.1) avec les mémes
hypotheses et lois de fermeture que précédemment, a savoir :

— la phase gazeuse est supposée compressible ;

— les effets de la diffusion sont négligés ;

— la turbulence de I’écoulement porteur n’est pas prise en compte;

— la pression moyenne de I’écoulement porteur ne dépend que de py (Cf. I’équation (4.3));

— les collisions inter-particulaires sont modélisées par (4.4) avec h(az) =1 et (4.5b);

la force de trainée est modélisée par I’équation (4.6)

et les effets de la gravité sont pris en compte.

Les tests ont été réalisés pour un écoulement de gaz caractérisé par v = 7/5, K = 10° et
v1 = 107° m?s7!; et des particules de charbon de densité p; = 2500 kg.m™3, de diamétre
dy =5.107% m, apmae = 0.64 et e, = 1. La force gravitationnelle est g=1(0,981 m.s~ %)t

Comme il est précisé plus haut, le modeéle (4.1) est issu d’un modele & cingq équations pour
lequel on a intégré 1’équation d’évolution de I’énergie cinétique des particules (¢2)((x,y),t) et
abouti aux relations de fermeture (4.4), (4.5b) et (4.5a). Par intégration, il vient alors une
constante < ¢% >p, caractéristique de I’agitation des particules, dont on doit déterminer la
valeur. L’expérience montre que (¢3)((z,y),t) varie beaucoup suivant la région considérée : &
lintérieur du lit ot (¢3)((z,y),t) =~ 1073 m?.s72 & la surface du lit ol (¢3)((z,y),{) = 1 m%.s~2,
et dans la partie supérieure du foyer appauvrie en particules ot (¢3)((z,y),t) ~ 107° m%.s™%
On regardera dans notre cas I'influence de < ¢5 >q sur I’écoulement.

Suivant ’application industrielle considérée, I’enceinte peut avoir un volume de plusieurs di-
zaines de metres cube et le rapport entre la hauteur et la largeur de la colonne a des conséquences
sur les caractéristiques de I’écoulement. Le domaine bidimensionnel de calcul D que ’on consi-
dére est une colonne de 0.5 m de large par 1.5 m de haut, avec des conditions aux limites de
paroi sur les parois verticales de la colonne, des conditions aux limites de sortie en haut et, sur
la grille située & la base du foyer, des conditions aux limites d’entrée pour le gaz et de paroi
pour les particules. La quantité de particules dans le domaine doit étre conservée durant toute
la simulation.

On initialise les calculs avec un lit de particules de hauteur yo < 1.5 m. au repos (U, = U, = 0).
On considére deux cas qui se différencient par la valeur initiale de la fraction volumique dans le
lit : soit as est relativement loin du taux de compactage maximum, i.e. as = 20 % et le début
de la simulation numérique se caractérise par la formation du lit dense, soit a5 est prés du taux
de compactage maximum, as = 63 %. Les conditions initiales sont décrites dans le tableau 4.3 ;
on note que la vitesse V] d’entrée donnée est différente de la vitesse de fluidisation, elle désigne
ici la vitesse du gaz en amont de la grille hors de la cheminée & partir de laquelle on va calculer
un flux (Cf. le paragraphe 4.5.4.2 sur les conditions aux limites et notamment les conditions
réservoirs).
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C.L. Entrée C.I. Intérieur C.L. Sortie
y=0,t>0 ye[0,1.5],t=01|y=15¢>0

p1=1kgm™3 p1=1 p1=1
Gaz U1:0 U1:0 U1:0
Vi parametre Vi=0 V1=0
C.I. Intérieur C.L. Sortie
0<y<wyo,t=0 Jy<y<lbst=0[y=151>0
Casn’1 Casn'2
as = 0.2 as = 0.63 g = 106 g = 2.10-6
Particules | yo = 0.5 | yog = 0.476 Yo suivant cas
Q2:Q QQIQ Q2:Q QZIQ

TaB. 4.3 — Conditions initiales et aur limites pour la simulation des lits fluidisés denses.

Les calculs sont effectués avec une CFL égale & 0.5. On précise la définition de plusieurs quantités
comme la quantité de particules dans le domaine:

Mo = [[ atan).0 deay

La hauteur du lit est une quantité moyenne intéressante car elle apporte des renseignements
significatifs sur le régime de 1’écoulement. On la définit de la fagon suivante:

2 as((x,y),t) y de dy
H(t) = //D 0

On présente sur les courbes qui suivent une hauteur de lit normalisée par rapport a la hauteur
de lit initiale Hy = H(t = 0), i.e. H(t) = H(t)/Hy. On veut également suivre ’évolution de la
fraction volumique moyenne des particules dans le lit, elle est définie par :

M(t)
(0‘2)m0y(t) - H(t) % LD

ou Lp désigne la largeur du domaine. La vitesse de fluidisation est également un parametre
important puisque c’est elle qui va imposer le régime de I’écoulement. La facon dont sont mises
en ceuvre les conditions aux limites d’entrée (Cf. le paragraphe 4.5.4.2) dans le code ne permet
pas d’imposer la vitesse de fluidisation puisque ’on utilise des conditions de type réservoir
(V1 |Entrée) pour lesquelles on impose un état infini amont mais pas le flux (Cf. la remarque 4.11).
Par conservation des débits, on peut néanmoins estimer la vitesse de fluidisation correspondant
& nos simulations & partir du débit moyen du gaz (a1p1V1)moy(t) sur les cellules du domaine
adjacentes a la grille d’entrée. Soit Cgpgree 1’ensemble des cellules du maillage adjacentes a la
grille de fluidisation T'gntrée ([T'Entree| = Lp), on définit alors le débit moyen (a1 p1 Vi) moy(t) :
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1
(a1p1V1)moy (1) = s Z / (a1p1V1)(z € C; 1) d=
D ¢ieCoatre. ¥ €N Bniree

Soit V(1) la vitesse de fluidisation qui est la vitesse d’injection du gaz calculée hors du lit sous
la grille d’entrée. On écrit la relation de conservation du débit de gaz entre les débits avant la
grille (monophasique avec a; = 1 et p; = 1kg.m™2) et juste apreés, i.e. Vi (t) = (191 V1 )moy (1)
Plusieurs expressions sont proposées dans la littérature pour le calcul de la vitesse minimum de
fluidisation Vp,; (Cf. [Boe97] et [Kun91] notamment pour une étude plus détaillée). On utilise
ici une formulation, dérivant de la loi d’Ergun, qui est basée sur le calcul de la chute de pression
au seuil de fluidisation. V,,; est alors solution de:

150 avppaz 1

Vi + 1.75p V2 4.39
del f 1 f ( )

ng(l - amax)SdZ =

La premiere simulation effectuée concerne la formation d’un lit dense, la condition initiale
associée au cas n’ 1 considérant un lit dans lequel les particules occupent 20 % du volume total. A
vitesse d’injection de gaz nulle et dans des conditions réelles d’expérience, les particules doivent
tomber, sous D'action de la gravité, jusqu’a former un «tas de sable», dans lequel as = apus
et U, = 0. Le systéme (4.1) ne peut pas atteindre cet état stationnaire car ag = gy n'est
pas solution de ce systéme. En effet, si as = aumqy alors g(az) = +oo ce qui donne une
pression granulaire as Z(az) infinie. On effectue néanmoins cette simulation pour voir d’une
part comment D'algorithme va gérer la disparition de particules dans la partie supérieure de
la colonne et ’accumulation de ces derniéres sur la grille, mais aussi pour voir comment le
systéme (4.1) va approcher ’état «tas de sable». On représente sur la figure [4.30] le profil de la
fraction volumique des particules suivant la hauteur de la colonne. Au temps intermédiaire, on
observe trois phases dans I’écoulement : un état intermédiaire constant, ay = 0.2, qui concerne
les particules qui subissent juste la gravité sans rentrer en collisions avec d’autres particules
(vitesse de chute d’environ 1.4 m.s~!), un trés fort gradient en bas de colonne vers un état trés
dense d’accumulation des particules, ay = 0.6, et une détente qui relie la zone quasiment vide
de particules, as = 107, & I’état intermédiaire. A I’état «quasi» stationnaire, les particules ont
compacté en un lit dense, ay = 0.6, de 0.2 m de hauteur. On a tracé également 1’évolution des
résidus massiques . On observe une instationnarité «désorganisée» de ceux-ci jusqu’aux environs
de la 50000%™¢ itération (temps physique environ 0.7 s.), ce qui correspond & la phase de
formation du lit dense et, au-dela, des oscillations régulieres de période environ 30000 itérations
(temps physique environ 0.42 s.) qui correspondent a de légéres oscillations du lit invisibles
a Doeil nu qui maintiennent le systéme a un état «quasi» stationnaire de lit dense sans que
numériquement le principe du maximum soit violé. Sur le profil de vitesse des particules, & I’état
«quasi» stationnaire, tracé a deux instants différents, on observe que la vitesse est quasiment
nulle dans le lit, qu’elle subit de tres forts gradients & la surface du lit mais qu’elle subit
également des instabilités qui sont les manifestations des oscillations des résidus massiques. Sur
cette simulation, effectuée avec % < 2 >o=10"2m?.572, le taux de compactage des particules
atteint en bas de colonne est de 60 % ; on verra sur les simulations suivantes que la valeur de
< g3 >¢ a des répercussions importantes sur le taux de compactage que peuvent atteindre les
particules.

1. Le résidu temporel massique associé & la phase k, entre les temps t™ et t?T1, est calculé par
llog** ppt! —ap opl
Rrtl — ko Pi % Prllp2
K Moy pgllz2
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On effectue ensuite la simulation avec les conditions initiales associées au cas n’ 1 avec V; |[Entrée =
8m.s~! pour trois valeurs de % < q2 >q différentes, & savoir 1072, 1073 et 10=*m?.572 et sur
un maillage plutot grossier de 20 x 60 éléments. On montre sur la figure [4.31] I’évolution
temporelle de la fraction volumique moyenne des particules dans le lit, des résidus de masse et
de la hauteur de lit et sur la figure [4.32] trois images instantanées de répartition des particules
dans le lit. On déduit le comportement suivant: pour de grandes valeurs de < ¢2 >¢, i.e.
< g3 >0 /||Us||? = 107, les particules compactent moins (max(c2) = 0.58 et (as)moy = 0.32)
et le lit est moins perturbé; en outre, on constate surtout une expansion homogene du lit
et si des bulles de gaz sont formées, la concentration volumique des particules a l'intérieur
reste élevée (10 % < az < 20 %). Inversement, pour de petites valeurs de < ¢35 >q, i.e.
< ¢2 >¢ /||Us]|? ~ 1076, I’écoulement est beaucoup plus «explosifs, les particules compactent
beaucoup plus pouvant pratiquement atteindre le taux de compactage maximum, le lit est trés
perturbé et la concentration volumique des particules dans les bulles de gaz est de I’ordre de 1 %.
Dans les simulations suivantes, on considérera une valeur de < ¢2 >q de 'ordre de 10~ m?.s~2.
Des études de sensibilité par rapport au maillage (Cf. [Boe97]) montrent que le diamétre des
particules par rapport a la largeur des cellules du maillage (que I’on note Az) est un critére
important. On effectue alors une simulation sur deux maillages différents : un maillage régulier
assez grossier de 20 x 60 éléments (Az = 0.025 m) et un maillage non structuré raffiné en
bas du foyer prés de la grille, de 9400 éléments (obtenu par un algorithme Voronoi) représenté
sur la figure [4.34] (Az = 0.01 m). La simulation est effectuée avec les conditions initiales
assoclées au cas n02, une vitesse d’entrée Vi|gneree = 14 m.s~! et % < q% >o= 2.10"%m?.s72.
On compare sur la figure [4.33] les résultats obtenus avec deux maillages différents. On note
que le maillage influence la présence ou I’absence de bulles dans la simulation. En effet, dans le
cas du maillage grossier, I’évolution de la hauteur de lit montre une expansion de ce dernier en
début de simulation puis une quasi stabilité, le flux de gaz traversant le lit de facon homogeéne en
cheminant entre les particules. La hauteur de lit est controlée par la concentration de particules
dans le lit mais également par le volume des bulles (qui est compris dans le calcul de H(2)) et
I’évolution de la hauteur de lit associée a la simulation avec le maillage raffiné montre bien par
ses variations qu’il y a formation de bulles. Ainsi la physionomie de ’écoulement est tres affectée
par la résolution du maillage. Les maillages qualifiés de grossiers favorisent donc ’expansion
du lit et la non apparition de bulles, la circulation des particules s’organisant autour de grands
tourbillons dans le lit. Le rapport entre la largeur de la colonne et la hauteur du lit étant environ
égal & 1, I’échelle spatiale de ces tourbillons de recirculation des particules dans le lit est liée
a la largeur de la colonne. D’autres simulations parmi celles déja décrites nous ont également
permis de mettre en évidence que les grosses mailles influencent aussi la fraction volumique
des particules qui compactent moins dans le lit et qui restent trop importantes a I'intérieur des
bulles de gaz. L’échelle de longueur caractéristique des instabilités dans le lit est notamment
liée au diametre des particules. Cette échelle est d’autant plus petite que les particules sont
fines et elle nécessite un maillage fin pour que les instabilités soient captées (d’ou le raffinement
proche de la grille ot apparaissent les bulles).

On présente maintenant sur les figures [4.35] & [4.42] les résultats d’une simulation effectuée &
partir des conditions initiales associées au cas n’2 avec Vi lEntree = 14 m.s~! et % < q% >o0=
10~*m?2.s72 avec le maillage non structuré raffiné représenté sur la figure [4.34] et pour un temps
d’intégration de 10 s. On voit sur la figure [4.35] que ["écoulement est trés fortement perturbé
par la formation de bulles ; la hauteur de lit, initialement égale & 0.5 m, varie entre 0.6 et 0.7 m;
le débit moyen (a1 p1 V1 )moy (t) en entrée du domaine est d’environ 0.8 m.s~! ce qui correspond a
une vitesse de fluidisation d’environ 0.8 m.s~'. Ce résultat est cohérent avec la vitesse minimum
de fluidisation calculée a partir de (4.39) qui est d’environ 0.24 m.s™! pour ce cas mais aussi
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avec les résultats obtenus dans [Bal95] & partir de simulations du modeéle & cing équations
pour les mémes caractéristiques des particules. La fraction volumique moyenne des particules
est controlée par I’expansion du lit mais aussi par le volume des bulles présentes dans le lit, en
moyenne as est égal & 0.5 dans le lit. Sur la figure [4.36], on observe la formation, I’évolution puis
I’éclatement en surface du lit de deux bulles (0.05 s. environ séparent deux images successives),
le temps physique associé étant entre 4.675 et 5.325 s. On constate qu’elles sont de forme
allongée dans la zone de formation proche de la grille, plutot arrondie dans le lit et aplatie
quand elles s’approchent de la surface du lit. La hauteur de lit n’est pas suffisante pour calculer
précisément la vitesse de ces bulles; on estime néanmoins leur vitesse & environ 1.15 m.s™! et
leur diametre de 'ordre d’une quinzaine de centimetres. La fraction volumique des particules
est supérieure a 0.6 dans les régions homogeénes sans bulle. On constate que la formation des
bulles perturbe fortement 1’écoulement pour les temps d’intégration a suivre puisque 1’on voit
la formation d’une instabilité ressemblant & une cheminée (out @y > 0.2) qui se forme dans le
sillage de la seconde bulle. Comme dans le cas de bulles de gaz dans un liquide, on montre sur
la figure [4.37] la coalescence de deux bulles le temps physique associé étant entre 2.9 et 3.4 s.
Sur la figure [4.38], on superpose les débits de gaz et de particules & la fraction volumique des
particules dans le lit. On constate que le gaz circule dans le sens ascendant et majoritairement
dans les zones appauvries en particules, telles que les bulles, alors que les particules fluidisées
par ’écoulement porteur et poussées par les bulles circulent dans de grands tourbillons autour
des bulles. On montre sur la figure [4.39] le profil de concentration des particules au centre de
la colonne dans une région homogéne dense, oll as est environ égal & 0.6, et dans une bulle, ou
ay atteint 0.05. On note un treés fort gradient, de type choc, de la concentration dans la partie
inférieure (d’otl encore une fois la nécessité d’avoir un maillage suffisamment fin) et d’un gradient
beaucoup plus régulier (zone de détente) dans la partie supérieure de la bulle. [Boe97] met en
évidence I'importance du coefficient d’inélasticité e., de ’expression de la pression granulaire,
sur la grosseur des bulles et la hauteur du lit. Des valeurs plus faibles de e, entrainent que =(a»)
décroit, une formation de bulles plus grosses et une hauteur de lit plus faible car les particules
compactent plus. Sur la figure [4.40], on montre que les lignes isobares, au sens P(p;), sont
régulierement espacées dans les zones homogeénes mais déformées autour des bulles. La pression
a la base du lit est fonction de la masse totale du lit, la pression au-dessus du lit étant égale
a la pression dans la colonne. La décroissance linéaire de la pression suivant la hauteur est
perturbée, dans le lit, par la présence de bulles et I’explosion de ces derniéres & la surface. La
figure [4.41] montre que la pression totale Proy = P(p1) + o2 p2 Z(v2) équivaut & la pression de
I’écoulement porteur P(p;) dans les zones homogeénes et qu’elle est perturbée par la pression
granulaire as E(cv2) dans les zones trés denses (ag ~ 0.64). Sur cette simulation, le maximum
atteint par as est 0.639 et le principe du maximum (4.10) n’a pas été violé. On constate sur
la figure [4.42] que I'on a des états non hyperboliques, la condition suffisante d’hyperbolicité
p3 > 0 décrite dans I’équation (4.16) n’est pas respectée et deux valeurs propres sont complexes
conjuguées. Ces états sont situés dans des zones appauvries en particules, i.e. les bulles (dans
le lit, en formation ou bien quand elles éclatent), dans des régions on la vitesse relative est la
plus importante mais surtout ou la célérité ¢, est tres faible. Deux des valeurs propres associées
sont complexes, le systeme est donc elliptique dans ces régions. Néanmoins, la présence de ces
états non hyperboliques pour le systéme global de convection associé au systéme (4.1) ne semble
pas déstabiliser la méthode a pas fractionnaires (les deux sous-systémes (4.18) et (4.19) étant
inconditionnellement hyperboliques).
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FiG. 4.20 -
Simulation d’écoulement dans une tuyére : en fonction du nombre d’itérations, (a) évolution
du pas de temps (en s.), (b) résidus de masse par phase.
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FiGg. 4.21 — Maillage primal du col de la tuyére.
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FiG. 4.22 — Ecoulement dans une tuyére : fraction volumique des particules.
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Fia. 4.23 — Ecoulement dans une tuyére: densité du gaz.
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FiGg. 4.24 — Ecoulement dans une tuyére : composante horizontale de la vitesse des particules.
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Fia. 4.25 — Ecoulement dans une tuyere : composante horizontale de la vitesse du gaz.
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Projection sur I’axe de symétrie
20 000 itérations
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Fia. 4.26 — Ecoulement dans une tuyére: module de la vitesse relative.
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(©)

p202=(a2) pP1 (P1) Ptotal (a2,p1)
4708010 389312 5061730
. 1500 . 362243 . 500000
. 1333 335174 . 457625
. 1167 308105 415250
1000 281036 372874
(a) 833 (b) 253968 (©) 330499
667 226899 288124
500 199830 245749
. 333 . 172761 . 203373
. 167 145692 160998
. 0 . 118623 . 118623

F1G. 4.27 — Ecoulement dans une tuyére : comparaison pression gazeuse P(p1) et pression par-
ticulaire py as =(as).
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Fic. 4.28 — Ecoulement dans une tuyére : débits de gaz oy p1 U, et de particules as po U, dans
le convergent de la tuyére.
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Fia. 4.29 — Ecoulement dans une tuyere : module de la vitesse relative normée par cy.



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

0.6

0.5

0.4

s 0.3

0.2

0.1

0.0

Residus Massiques

Simulation a vitesse dingection nulle : formation du lit dense jusqu’a un état «quasi»

\
Fraction volumique des particules

— — Condition Initiale
Etat Intermediaire
Etat quasi-stationnaire

Hauteur [m]

0 = I
F Vitesse des particules | |
1 |
2L
3L ]
_4 L L | I L B
0.00 0.25 0.50 A
!
1.0

1.5

— gaz
particules

Lo ol Lol Lo

=)

\
100000
Nombre d’Iterations

50000 150000

Fic. 4.30 —

200000
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stationnaire. Conditions initiales: cas n’ 1 avec < qg >o= 1072 m?.s72% et VilEntree = 0. Profil
de la fraction volumique et de la vitesse des particules selon la hauteur de la colonne a trots
instants différents et évolution (en fonction du nombre d’itérations) des résidus massiques.

Mazillage primal régulier 20 x 60 points.
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Fig. 4.31 -

Comparaison de simulations de lits fluidisés denses avec des valeurs de < q2 >o différentes.
Conditions initiales: cas n’ 1 avec % <¢2>0=1072,1073, et 107* m%.s72 et
Vil Entree = 8m.s~t. Fvolution temporelle (en s.) de la fraction volumique moyenne des
particules dans le lit, des résidus massiques et de la hauteur de lit. Maillage régulier 20 x 60

ponts.
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Fic. 4.32 -

Comparaison de simulations de lits fluidisés denses avec des valeurs de < q2 >q différentes.
Conditions initiales: cas n’ 1 avec % <¢2>0=1072,1073, et 107* m%.s72 et
Vilentréee = 8 m.s~1. Maillage régulier 20 x 60 points.
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Fic. 4.33 -

Comparaison de simulations de lits fluidisés denses sur deur maillages différents. Conditions
initiales : cas n” 2 avec % < q% >o=2.10"% m?.s72, Vil gntree = 14 m.s~1. Bvolution temporelle
(en s.} des résidus massiques, de la fraction volumique moyenne des particules dans le lit et
de la hauteur de lit. Maillage régulier 20 x 60 points et maillage raffiné non structuré

d’environ 9400 éléments (Cf. figure [4.34]).
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FiGg. 4.34 -
Mazillage primal d’une colonne pour la simulation de lits fluidisés denses. Ce maillage non
structurée, d’environ 9400 éléments, est généré par un algorithme Voronoi et se caractérise par
un raffinement en bas du foyer ou se forment les bulles.
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FiGg. 4.35 -

2 2

Simulation d’un lit fluidisé dense. Conditions initiales: cas n” 2 avec % <2 >o=10"% m?.5~
et Vi|antree = 14 m.s~1. Bvolution temporelle (en s.} de la fraction volumique moyenne des
particules dans le lit, des résidus massiques, de la vitesse de fluidisation et de la hauteur de

lit. Maillage non structuré [4.34].
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Fic. 4.36 —

Formation, évolution et explosion de bulles de gaz d’aprés une simulation d’un lit fluidisé

2 1

dense. Conditions initiales: cas n” 2 avec % < q% >0=10"% m?.s72 et VilEntree = 14m.s™t.
On observe la répartition des particules dans le lit. Environ 0.05 s. séparent chaque image.
Maillage non structuré [{.34].
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0.13
0.06

0.00

FiGg. 4.37 -
Coalescence de deux bulles de gaz d’aprés une simulation d’un lit fluidisé dense. Conditions
initiales : cas n’ 2 avec % < q% >0=10"% m?.572 et Vil Entree = 14 m.s~ L. On observe la
répartition des particules dans le lit. Environ 0.05 s. séparent chaque image. Maillage non

structuré [{.34].
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débit gaz [kg/m”"2.s] débit particules [kg/m”2.s]
—1 — 1000

FiG. 4.38 -
Superposition de la répartition des particules et des débits de gaz et de particules dans un lit
fluidisé dense en régime a bulles. Conditions initiales: cas n” 2 avec % < ¢ >0=10""* m%.s7?
et Vi|gniree = 14m.s~. Maillage non structuré [{.34].
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FiGg. 4.39 -
Visualisation, dans un lit fluidisé dense, du profil de concentration de la fraction volumique
des particules dans une bulle. Conditions initiales: cas n” 2 avec % <¢2>q=10"* m?.s7% et
Vil Entree = 14m.s™1. Maillage non structuré [4.34].
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Déformation des isolignes de pression P(p1) autour d’une bulle dans un lit fluidisé dense.
Conditions initiales: cas n” 2 avec % < q% >0=10"% m?.s72 et Vil Entree = 14 m.s~1. Maillage

non structuré [4.34].



180 HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

1033

102554
101797
101039
100282

0.58
0.51
0.45
0.38
0.32
0.26
0.19
0.13
0.06 §
0.00 |

103

102700
101894
101088
100282

Fic. 4.41 -

Importance de la pression intergranulaire as=(as) et de la pression de [’écoulement porteur
P(p1) sur la pression totale Ptot = P(p1) + aaB(aa) dans un lit fluidisé dense en régime a
bulles. Conditions initiales : cas n” 2 avec % < q% >0=10"% m?.5s7? et Vil Entree = 14 m.s~t.

Maillage non structuré [4.34].
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u3<0

Fic. 4.42 —

Visualisation d’états non hyperboliques (pus < 0) situés dans une bulle de gaz d’un lit fluidisé

dense. Conditions initiales: cas n” 2 avec % < q% >0=10"% m?.s72 et Vil Entree = 14 m.s~ L.

Maillage non structuré [{.34].
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Chapitre 5

Un modele homogene a trois
équations pour les écoulements
diphasiques de type
gaz-particules

On s’intéresse maintenant & un modéle homogéne & trois équations (deux équations de conser-
vation de masse et une équation de conservation de quantité de mouvement du mélange) qui ne
suppose aucune vitesse de glissement entre les deux phases. Ce modeéle est conservatif, incondi-
tionnellement hyperbolique et admet une caractérisation entropique. On résout le probleme de
Riemann associé et 1’on montre que le respect du principe du maximum de la variable fraction
volumique est intimement lié au choix de la pression intergranulaire. On choisit de résoudre
numériquement ce systéme par un solveur de Riemann linéarisé, le schéma vfRoe, dont 'idée
originale est présentée dans [Gal96b] et [Mas96]. Le schéma utilisé ici présente une modification
qui a été introduite dans [Buf96] dans le cadre des gaz réels (Cf. le chapitre 3). On présente
ensuite trois tests numériques de type tube a choc que ’'on compare avec des simulations du
modele a deux fluides & quatre équations étudié dans le chapitre 4, et 'on regarde enfin la
simulation d’un écoulement diphasique dans une tuyére.

5.1 Présentation du modele

On considére le systéme ci-dessous pour la modélisation des écoulements diphasiques de type
gaz-particules :
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%(alpl)—i—v.(alplg) =0 (5.1a)
0
EO[Q—FV.(O[QQ) IO (51b)
D (1) + V(p Lo ) + VP(az,pr) = —pg — V.(Z) (5.1c)

ot

ol p = aip1 + azps et U désignent la masse volumique et la vitesse du mélange, a1 et py
la fraction volumique et la densité du gaz et ay et py la fraction volumique et la densité
des particules. Ce systéme suppose que la phase gazeuse est compressible; la phase dispersée
incompressible (p2 constant), et qu’il n’y a pas de vitesse glissement d’une phase par rapport &
Iautre. Un modele similaire a été étudié dans [Gav96].

Les fractions volumiques vérifient :

a1+ as = 1 (52)

La pression moyenne totale de I’écoulement P(as, p1) comprend deux composantes : une pres-
sion du milieu continu porteur (la phase gazeuse) et une pression granulaire qui modélise les
écoulements dilués ou denses. On la définit par:

Pag, p1) = Pi(p1) + paPa(as) (5.3)

ol
Pi(p1) = Kp] (5.4)

et

2
Pofas) = 5 < 43 >0 @231+ g(a2)) h(az) (5.5)
avec

1 h( ) _ é(l + ) 20[me 1 g 1_%Oémaa: (5 6 )
8 @)= 3 c 5amax -2 Umax o

amax

glas) = 2as (1_ a2 )_MW(HQ) (5.6b)
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Le terme Py(p1) désigne la pression moyenne de la phase gazeuse et Py(as) prend en compte
les collisions interparticulaires. K est une constante de référence positive de la forme P(pg)/pg
avec v l'indice adiabatique du gaz, e. est une constante pour la prise en compte des collisions
interparticulaires inélastiques (0 < e < 1), tumar est le taux de compactage maximum des
particules indéformables supposées sphériques (que l’on prend en pratique égal & 0.64) et <

q3 >o est une constante de dimension [m.s™1]%.

Les termes de diffusion sont modélisés par (avec p la viscosité dynamique du mélange) :

2

L=-n (vngth— 3

(v 14) 5.7

Remarque 5.1 Le modéle (5.1) peut étre dérivé du modéle ¢ deux fluides a quatre équations
étudié dans le chapitre 4. On rappelle celui-ci:

0
glarp) +Vilaply) = 0
0
aaz + V.(azgz) = 0
0
a(al prU)+ViapUy@U))+a1 VPi(p1) = —L—aipg
0 Qs I
E(O@Qz) + Vi, ® Uy) + —=VPi(p1) + VPa(a2) = = —azg
P2 P2

On wntroduit les variables masse volumique du mélange p = a1 p1 + ay ps, vitesse du mélange
U, = (U, +U,)/2 et vitesse relative U, = (U, — U,). On réécerit le systéme en fonction de
U, et U, en ne conservant qu’une équation de conservation de la quantité de mouvement du
mélange (obtenue en sommant les équations de quantité de mouvement de chaque phase) :

0 1
g(al p1) +Vilarp U,) = §V~(Ofl pU,)

0 1
aaz + V.(az Qm) = —§V.(a2 Qr)

E(P Uyn) +Vilp Uy @ Uy) + V(Pi(p1) + p2 Pa(as))

N | —

0 1 U
gllarp —az p2) Up) + 5V ((a1 pr—azp2) U, @ <2Qm - _77«)) —-ry

On note que le terme de trainée I disparait dans la sommation des deur équations de quantité
de mouvement. On fait alors Uhypothése que la vitesse relalive entre les deuxr phases U, est
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nulle ; le systéme comprend alors deuxr équations de conservation de masse et une équation de
conservation de quantité de mouvement moyenne, et s’écrit:

0
E(Ofl p1) +Vi(arpl,,) =0

0
aaz + V(azgm) = 0

0 U) + V(0L ©10,) + V(Pr(p) + Pof02) =~y

Le systéme (5.1) n’est néanmoins pas un sous-systéme de (4.1) pour U, = 0.

On définit les célérités ¢ et ¢y suivantes:

0
ci(as, p1) = %P(az,m) >0
(5.9)

0
pa c3(az, p1) = Tazp(az’pl) >0

Elles sont liées par la relation de compatibilité suivante :

J _ 9
aT.[201(042,P1) = p2 %Cz(az,m)

Les conditions de réalisabilité physique imposent :

0<as <amaer <1
(5.9)
0<p

5.2 Quelques propriétés du systeme global

Le systéme (5.1) est conservatif, invariant par rotation et rentre dans le cadre classique des
systemes hyperboliques.

5.2.1 Entropie du systeme

Soit W le vecteur des variables d’état conservatives :
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W' = (a1 p1, az, pU)

On généralise tout d’abord le résultat a une fonction P(az, p1) quelconque. Soit (n(WW), I, (W))
un couple entropie-flux d’entropie du systéme (5.1), il est donné par:

W) = 5 p 1P + s, 1) o E (W) = (04 Plao, pi)) U (5.10)

ol la fonction (e, p1) est définie implicitement de la facon suivante:

0 0
P(as, p1) = —¥(ag, p1) + az@w(az’pl) + 2_116—p11/)(a2’p1) (5.11)

On obtient alors la caractérisation entropique suivante du systéme (5.1) en présence de termes
visqueux du second ordre (en négligeant les effets de la gravité):

Sn(IT) + V.E, (W) + V(1) = £, (1)

Le signe de éﬂ (W) est déterminé, puisque :

5,00) = 5

S (VU+VU) <0

On associe a cette caractérisation la limite non visqueuse suivante :

d
o)+ V.E, () < 0

Si on considére la pression P(aq, p1) suivante:

P(as,p1) = Pi(p1) + p2 Pa(as),

la forme admissible de la fonction (g, p1) est alors:

P(oe, p1) = arp11(p1) + aapatba(as) (5.12)



188 HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules...

avec

d _ Pilp)
_dp1 1/)1 (pl) = p% (513&)
d P
o Gartalaz) = % (5.13b)

Remarque 5.2 On note que cette caractérisation entropique est formellement semblable a celle
du modéle a deur fluides & quatre équations (4.1) étudiée dans le paragraphe 4.2.1 alors que le
modéle homogéne (5.1) a trois équations n’est pas un sous-systéme de ce dernier.

A la traversée d’un choc (de vitesse o), I'inégalité d’entropie nous permet de choisir la solution
physiquement admissible:

Elle est équivalente & :

[1/)(042’ Pl)]

(1/)(042,P1)+P(042,P1)+ﬁ )

<o

Si la pression P(aaq,p1) est de la forme (5.3,5.4,5.5,5.6) et la fonction ¢ (e, p1) conforme &
(5.12,5.13), on peut alors montrer que I'inégalité d’entropie est équivalente a:

[U]<0 (5.14)

5.2.2 Principe du maximum

On précise tout d’abord que 'on désignera par loi de pression granulaire «diluée», une fonction
P3(a2) du méme type que celle utilisée dans [Sai95a], [Sai9bb] et [Rav95] pour les écoulements
dilués gaz-liquide (i.e. telle que g(asz) = 0 et h(az) = 1 dans le formalisme des équations (5.5)
et (5.6)), & savoir, une loi Ps(as) monotone croissante et bornée. On désignera par loi de
pression granulaire «dense», une fonction Pa(«z) monotone croissante et non bornée (i.e. telle
que Po(tmaz) = +00) du méme type que celle décrite en (5.5) et (5.6).

On a montré dans le chapitre 4 que, sur la base d'un modéle & deux fluides & quatre équations
(deux équations de conservation de masse et deux équations de quantité de mouvement), on
peut préserver numériquement le principe du maximum pour la variable fraction volumique en
utilisant une méthode a pas fractionnaires et des schémas de Godunov dans chaque sous-pas,
deés lors que I'on considére une loi de pression granulaire de type «dense». Néanmoins, ceci ne
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permet pas de conclure que le principe du maximum est valable dans le cas continu puisque
I’on ne sait pas montrer que la méthode a pas fractionnaires est convergente. Par contre, dans
le cadre du modéle homogene & trois équations (5.1), I’étude du probleme de Riemann associé
va nous permettre de montrer qu’avec une loi de pression intergranulaire de type «diluée», on
vérifie que:

0<ay<1 (5.15)

alors que, dans le cas d’une loi «dense», on a:

0<as < amar <1 (5.16)

Si I'on applique le lemme 4.1 aux équations de conservation de la masse (5.1a) et (5.1b), on
obtient déja la positivité des variables as et aqp;.

5.3 Etude de ’hyperbolicité du systeme de convection

Le systeme de convection associé & (5.1) admet, en dimension 2 d’espace, les valeurs propres
suivantes (en notant i = U.n):

Al =U—c
A2z =U
A4 :L{—i—c
ou
= W’l Gt o (5.17)
a1 p

Les champs associés aux ondes Ay et A4 sont vraiment non linéaires et ceux associés a Ag et As
sont linéairement dégénérés (cq et co étant définis dans ’équation (5.8)).

Le systeme de convection associé & (5.1) est donc inconditionnellement hyperbolique dés lors
que les conditions de réalisabilité physiques (5.9) sont respectées.

Remarque 5.3 La célérité ¢ n'est pas la moyenne des célérités ¢y et co, car:

9_
c1 = ¢y entraine ¢* = ci (1 + w)
a1p
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5.4 Résolution du probleme de Riemann

On rappelle le vecteur des variables d’état conservatives W' = (a1 p1, o2, pU).

On veut résoudre le probleme de Riemann suivant :

Trouver W (x,t), solution du systeme de convection associé a (5.1),
tel que:
W, siz<0 (5.18)

Wpr sinon

avec W;, Wp deux états constants réalisables.

Le systéme de convection associé & (5.1) admet, en une dimension, trois valeurs propres, A; =

U—c,da=Uet A3=U+ec.

Soit b le rapport des masses partielles:

a1 p1
Q202

b=

On considére ¢ la célérité définie en (5.17) comme fonction de p; et b, c(az, p1) = ¢(p1,b). Les
invariants de Riemann de chaque champ sont :

o1 c(a b)
1-d:<I>:b,U—|—/ —’d)
oncer M ( o a(l+a(psb) )

2-onde: &y = (P(ag,p1), U)

P c(a,b) )
3-onde: ®5=(b,U— — 7y
oncer ( / a1+ a(pab)—1)

Soit ¢ la vitesse d’une discontinuité et [.] = (.)g — (.)z le saut de la variable (.) de part et
d’autre de la discontinuité. Les relations de saut de Rankine-Hugoniot sont :

olarpr] = [aap U] (5.19a)
olas] = [a2U] (5.19b)

o[pU] = [pU?] + [P(az, py)] (5.19¢)
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La 2-3-discontinuité de contact se caractérise par:

[U] = [P(as, p1)] = 0

Apres quelques manipulations algébriques, on montre qu’a travers un champ vraiment non
linéaire, on a:

aslaipr] = @rprlas)

ou encore :

[Zl—g] =[] =0 (5.20)

Cette derniére relation est essentielle. On vient de montrer que la quantité b ne varie pas a
la traversée des 1- et 3-ondes (que I’on soit en choc ou en détente). On peut alors affirmer
que la fraction volumique restera inférieure & 1 (si p; reste réalisable). En effet, si on écrit la
conservation de la quantité b a la traversée de la 1-onde qui relie I’état initial connu W; a un
premier état intermédiaire W* & déterminer, on obtient :

b(as, p7) = b((a2)r, (p1)r) = b

soit encore :

*
aszs = — P1
Pi+ p2br

Comme by, est positif, on obtient donc que o est élément de I'intervalle [0, 1] si p} est réalisable
(i.e. positif). De maniére analogue, si on écrit la conservation de la quantité b & la traversée de

la 3-onde qui relie le second état intermédiaire W** & déterminer & 1’état initial connu W g, on
obtient :

b(a3™, p17) = b((a2)r, (P1)R) = br

soit encore :

* %

ok P1
P + p2br
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br étant positif, on obtient que a3™ est compris entre 0 et 1 si p7™ est réalisable. On a donc
montré que la solution du probléme de Riemann, associé & des états initiaux W; et Wp réali-
sables, vérifiait pour tout (z,t) € IR x IRT™, as(z,t) € [0, 1]. Mais pour obtenir le principe du
maximum (5.16), il nous reste & démontrer que o} et b sont inférieurs & aq, quand celui-ci
est inférieur a 1.

Remarque 5.4 L’invariance de la quantité b peut étre assimilée a 'invariance d’une quan-
tité physique comparable ¢ la concentration aaps/p (d la traversée des champs vraiment non
linéaires).

En éliminant o de la relation de saut (5.19c¢), cette derniére peut se réécrire de la fagon suivante :

pr pr[UT* = [p] [P(az, p1)] (h.21)

ou encore :

as pr pr [U]* = 7 loo] [Pz, p1)] (5.22)

On rappelle que la solution du probleme de Riemann monodimensionnel verra se développer 3
ondes séparées par deux états intermédiaires W* et W** & déterminer. On effectue la paramé-
trisation des ondes associées aux champs vraiment non linéaires en exprimant la conservation
des invariants de Riemann pour les ondes de détente, et par les relations (5.20) et (5.21) pour
les ondes de choc, soit :

* pT * [ % .
l-onde of = ——— =« , b en détente ou choc
2 05+ pabr 2(p1,b1)
U =U +/<m clabe) détente, pt < (p1)
= a en détente, pt <
P all+alpsbr) Y Pr= e

en choc, 7 > (p1)z

v W = p1)(Plat pi) = P((az)s. (pr)u)
P PL

2-onde U* =U**

Plag, p7) = Pla3”, pi7)

* % pT* kK [ wok .
3-onde ayf = — =« ,br en détente ou choc
2 PT* +P2bR 2 (pl )
U =U /WR cla,bp) détente, pi* < (p1)
= — a en détente, <
T S all 4 alpabr) ™) LR

v ¢ (er = ) (Pl (p1)m) = PUS D) oc e s (o)

P**PR
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Or af = a%(pt,br) et, par définition, p* = p* (a3, pi) , on a donc p* = p* (a5 (pT,br), 7).
De méme, P(af, pt) = P(ak(pT,br), p1).
De fagon analogue, on a pr = pr(br, (p1)1) et P((e2)r, (p1)r) = P(br, (p1)r).

D’ou pour la 1-onde en choc ou détente :

U* =Ur — fi(pT; ((p1)r, br))

et de maniére analogue entre les états W™ et Wy

U™ =Ugr+ fZ(PT*Q ((pl)R’ bR))

On effectue ensuite la connexion des ondes par la variable p; :

Plas(pi,be), pi) = Pla3™(pi™, br), p17) (5.23a)
Ur — UL =—=f1(p5; ((p1)r, b)) — f2(p3%5 ((p1) Ry bR)) (5.23b)

L’équation (5.23a) nous permet de déduire p7* = pi*(p7). On montre que pi et pi™ varient de
facon identique :

*
Qg

(M ap+ap)(

dpy  das  Ops

’ - - __|_ a** *ok * ’ *ok *
P1):P1 dp’ 3P1 das 3p1)( 2 (P1 (P1)) £1 (P1))

Or

0 0
——P(as,p1) =¢f >0 et 8TP(0¢2,P1) = pac > 0
2

dp1
%0 % 2 bL
was(pl)= 75" 20
551 *2 ) = Gt oy
*% [ x% P2 bR
— =— >0
o ) = Gy 2

On obtient donc:

0
*% * >0
3p”1‘ 1 (P1) z
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Et ’équation (5.23b) peut se réduire & une fonction de p7 :

Ur = U = p(((@2)z, (p1)1), (a2) R, (p1)R), PT) (5.24)

En détente comme en choc, on vérifie que:

%mp;; ((p1)1.b1)) > 0
(1 (1) b)) > 0
dp* 2001 s UUP1)RyOR)) 2

On montre donc que la fonction p(p7) est décroissante :

d d d d
- * — _—*f *\ — *ok * **f *ok
dplﬂ(m) dp 1(P1) dpt 1 (P1) dp 2(P1 )

et qu’elle admet comme limites:

ot ot

. C(Cl,bL) c(a,bR)
Lim p(p}) = —/ da—/ da
VD=7 o, T aloab ) ™ S a0+ alpabi) )

2, —ot

lim p(p7) = —co

p’{—>+<x>

On obtient donc Pexistence et I'unicité de la solution de I’équation non linéaire (5.24) deés lors
que:

ot ot
cla,br) / c(a,bR)
Up —U <—/ da — da
BT e a0+ alpabn) ) T S a1+ alpabr) )

On a démontré précédemment que o et ab* sont positives, il nous reste a prouver qu’elles sont

inférieures & apqy. Pour vérifier le principe du maximum dans un double choc, I’équation (5.22)
dit que la pression totale P(az, p1) de I’état intermédiaire devra absorber une énergie infinie si
I’énergie cinétique initiale du fluide tend vers I'infini. On distingue deux cas:

— si la pression granulaire Py(o2) est de type «diluéer, on aura alors:
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max(Pa(az)) = Pa(tmas) # +00

(C’est donc la pression du gaz qui absorbera cette énergie. On aura donc pj qui tend vers
400, et donc:

*
max(aj) = lim {*P71} =
pi—+oo | p] + pabr
— alors que dans le cas d’une pression granulaire P(a2) de type «dense», on aura:

max(o3) = Omagz

et

aspabp | Qmae p2bL
1—a3 -

o
max(p}) = _lim 1
%y FUmag — ®mazx

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 5.1 Le probléme de Riemann unidimensionnel, dans la direction n, associé au
systéme (5.1} admet une unique solution entropique & densité py positive et a tauzr de présence
as € [0, mag] dés lors que les conditions initiales vérifient :

U)p — U)a < Xa + Xp (5.25)

avec

£1)
X; = / _deb) L i—Gop
l-l-a(pzb) )

(g et (.)p désignant respectivement U’état de la variable (\) a gauche et a droite de la discon-
tinuité wnitiale.

La résolution exacte du probléeme de Riemann nous permet d’envisager la mise en ceuvre d’un
schéma de Godunov pour calculer les flux numériques. Mais le cout CPU serait bien supérieur
a ceux nécessaires aux solveurs de Riemann approchés d’autant plus que ’hypothése d’une loi
de pression granulaire «dense» nous laisse peu d’espoir d’intégrer analytiquement les invariants
de Riemann. On choisit donc de mettre en ceuvre un solveur de Riemann approché et, plus
particulierement, le schéma vfRoe modifié.
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5.5 Résolution par un schéma vfRoe modifié

Le domaine de calcul est composé de cellules volumes finis INRIA (Cf. les paragraphes 3.1 et
4.5). Le schéma volumes finis que 1’on va mettre en ceuvre s’appuie sur un solveur de Riemann
linéarisé, le schéma vfRoe, décrit dans le paragraphe 3.6 et présenté dans [Gal96b] et [Mas96].
Ce schéma qui trouve sa source dans les schémas de Godunov et de Roe (Cf. les paragraphes 3.3
et 3.5) a l’avantage, par rapport au schéma de Roe, de ne pas nécessiter de trouver une moyenne.
L’algorithme décrit ci-dessous présente une modification par rapport & 1’idée originale qui est
introduite dans [Buf96] et dont le principe est de résoudre le probléme de Riemann linéarisé
dans des variables autres que les variables conservatives (Cf. le paragraphe 3.7). A cet effet, on
introduit le vecteur des variables d’état non conservatives suivant :

Z' = (a2, p1,U)

Le vecteur des variables d’état conservatives étant W = W (Z):

W' = (as, ay p1, a1 p1 U)

ot U' = (U, V). Soient C; une cellule du maillage, de volume |C;|, V(i) I'ensemble des cellules
ayant une frontiere commune avec C; et n;j le vecteur normal & 'interface entre les cellules C;
et Oy, extérieur a C; (n;; = —ny,).

On calcule la valeur moyenne de W par cellule C; a la ni®™ itération, c’est a dire au temps
physique 7, et l'on pose: W(z € Cy,t") = W?. On a également besoin de certaines valeurs
de W a linterface 9Cj; entre les cellules C; et €, on introduit alors les notations suivantes:
(Wlij = W, — W, le saut de W a I'interface et Eij = (W, + W,)/2 la moyenne arithmétique.

Le schéma d’intégration sur la cellule C;, d’ordre un en temps et en espace, du systéme conser-
vatif (5.1), s’écrit en deux dimensions d’espace :

At n teon
il Z E(Ei,ﬂj,ﬂij)

JEV()

Wittt =Wy —

(5.26)

At désigne le pas de temps tel que "t = " 4+ At et F(W3, Wi n,;) le flux numérique
qui est égal au flux analytique F(W,n) = n,F, + nyF, pris en un certain état moyen
Wil Z; (W, W2 n,;;)) que I'on doit déterminer (ot I, et [, désignent les flux du systeme
(5.1) associés aux directions spatiales z et y). Le flux numérique s’écrit donc:

IF(W3 Wi n;) = F(Wi (Zy; W3 W5 ng5)), n5) (5.27)

_— ) —17

le flux analytique étant défini par :
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aq p1 (Qﬂ)
an (Qﬂ)
F(W,n) = (5.28)
p(U.n) U+ P(az, p1)n

p(U.n)V + P(as, p1)ny

On écrit alors le systéeme de convection associé & (5.1) dans les variables non conservatives
(aa, p1,U) et dans le repére habituel (z,y):

%Ozz + (U V)Oéz +a, V.U=0 (529&)
0
atpl + (U V)p1 —|— — V U=0 (5.29b)
0
aU—I— (U. V)U—I— VP(az,p1) =0 (5.29¢)

ans ce repére, les composantes

Soit le repere local orthonormé (n, 7), on rééerit le systeme (5.29) d
= U.r, en négligeant les variations

du vecteur vitesse devenant (U,,U;)t ou U, = U.n et U,
selon la direction tangente :

L0 Uy U = 0 (5.302)
%(m)—I—Una%pl—l-Z—lla%Un =0 (5.30b)
%Un + Una%Un + % %P(az,m) =0 (5.30¢)
%UT + Una%UT =0 (5.30d)

On considére alors le systeéme linéaire hyperbolique tangent suivant, obtenu en gelant localement
la Jacobienne sur I’état moyen (.) :

(0%} U_n i _2 0 (0%}

9 P1 0 n pi/on 0 d 1

el - — - —_— =0 5.31
Ur 0 0 0 U, Ur

Avec les moyennes suivantes :
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p=a1p1+aaps (5.32a)

ar=1-az (5.32b)

2 = ci(az,p1) k=1,2 (5.32¢)

2= —1¥+§;—2ng (5.32d)
1

Le systéme résultant (5.31) peut étre résolu pour des conditions initiales données par:

Z;=2W;) , Z; = Z(W;) (5.33)

Pour cela, on a besoin des vecteurs propres a droite associés :

— =

] oy ci 0 a1 g
S N I S B I O I B ) (5.34)
LA —aje 12— 0 » 13 — 0 4 — ac .
0 0 1 0

On considere la moyenne arithmétique & 'interface entre les cellules C; et Cj, i.e. U = Um =
%(()Z +(.);) pour (.) = a1, a2 ou p1. La solution du probleme de Riemann linéarisé (5.31,5.33)
se compose de trois ondes linéairement dégénérées (les 2- et 3-ondes étant confondues) séparées

par deux états intermédiaires constants Z* et Z** qui s’obtiennent simplement :

I =Zitaoir, , 27 =2 —uar, (5.35)

ol w1 et x4 résultent du systéme linéaire suivant :
Zj— Z; = 210y + Tory + T3rg + Xary

aprés résolution de ce systéme linéaire, on obtient les expressions suivantes :

_ 1 = — __
Ty = sa7e {Cz p2 [oo] + ¢f [p1] — pe [Un]} (5.36a)

1 (= _
vy = ——= ¢ p2[aa] + i [p1] +ﬁ5[Un]} (5.36b)
2a1pec
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ou []=1[]ij=(); — ()i

La résolution compléte nécessite I'estimation des vitesses U,, +¢ des ondes associées au probléme
de Riemann approché (5.31), et d’évaluer ’état Z;; a 'interface z/t = 0 dans le repere local.
Cet état dépend de la configuration des ondes par rapport & la caractéristique a/t = 0 et s’écrit :

si 0< (Un) — Cij

7 si 0< (Un),
7. = (5.37)
Z** s1 —Cij < (Un) <0

7 sl (Un)"+5ij<0

On a donc déterminé complétement le flux numérique IF & I'interface entre les cellules C; et C;.

Remarque 5.5 On note que l'on aurait pu retenir le vecteur des variables d’état non conser-
vatives Z' = (1/p, P(as,p1), U), et le schéma conserverait naturellement, par construction,
les invariants de Riemann P(az, p1) et U.n du 2-3-champ linéairement dégénéré du systéme
de convection associé a (5.1). Cette formulation vérifie alors le premier principe proposé dans
[Buf96] et est détaillée dans [Com96¢]. Le probléme est alors de retrouver les variables az et py
a partir de la fonction fortement non linéaire P(as, p1). Cette formulation accroit fortement le

temps calcul du schéma et l'on préférera la premiére définition de Z.

Remarque 5.6 Pour les conditions aux limites de paroi, on wntroduit une cellule fictive Cj»
état murowr de la cellule C; qui a une frontiére commune avec la paroi. On choisit de calculer
le fluz numérique entre la cellule intérieure et la cellule miroir comme un flur interne. Cette
formulation d’état miroir respecte naturellement la condition de glissement (Cf. le paragraphe
4.5.4). Par symétrie, on se trouve dans une configuration double détente symétrique ou double
choc symétrique et les états intermédiaires Z* et Z** associés sont donc identiques. On résout
le probléme linéarisé (5.31) a Uinterface entre la cellule interne C; et la cellule miroir Cy«
associée, et l'on obtient I'état 7~ :

o = (as); (1 n %) (5.38a)
Z (5.38b)
= (1422 (5.38¢)

On obtient le flur numérique du schéma en considérant le flur analytique du systeme en la
valeur Z,;. qui vaut ict Z*. Par la condition de glissement, on obtient donc :
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On déduit des équations (5.38) que la valeur calculée de o est réalisable si (Up + ¢); > 0 et
celle de p} si (Up+a1c); > 0. On choisit done de modifier la pression de paroi P(a%, pt) si l'une
ou lautre des deur inégalités n’est pas respectée ; a savoir, si (Up + ¢); < 0 alors les valeurs o
mais aussi pi caleulées sont négatives et l’on prend P(a%, p7) = 0 et si (Uy + a1¢); < 0 alors
la valeur p} calculée est négative et l’on prend P(as, pt) = Pa(a3).

Les conditions aux limites d’entrée du domaine de [’écoulement sont traitées de facon similaire
au domaine intérieur. Pour chaque cellule C; adjacente a une frontiere d’entrée du domaine, on
wintroduit une cellule fictive extérieure sur laquelle on tmpose un état W, dont on dédwit Z__,
puts on détermine la solution Z; ., du systéme linéarisé (5.31) de la méme maniére qu’un flur
wnterne, i.e. en le décentrant suivant le signe des valeurs propres A, k = 1,2,3, considérées
en [’état moyen (/\k)i,oo’ Pour prendre correctement en compte la configuration subsonique ou
supersonique de la sortie, on choisit donc de baser le décentrement du flur non pas sur le signe
de (Ag) mais plutot sur le signe de (Ap);.

7,00

Remarque 5.7 En décrivant le chowr des conditions aux limites de paroi dans la remarque
5.6, on a mus en évidence les conditions de positivité des variables as et p1 associées au schéma
vfRoe modifié dans les cas particuliers d’un double choc symétrique ou d’une double détente
symétrique. On donne, dans le cas général, les états intermédiaires calculés par le schéma a
partir des valeurs initiales réalisables Z; et Z; :

Dans le cas dilué, i.e. ay ~ 1, on obtient :

~prdl— =
Pr=p1 { 90,

On retrouve donc, dans le cas dilué, la méme condition de positivité de l'état intermédiaire pj
que, dans le cas monophasique pur, du systéme de la dynamique des gaz résolu par un solveur

de Roe (Cf. le paragraphe 3.8.1).



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules... 201

5.6 Tests numériques

On présente quelques simulations numériques sur des maillages bidimensionnels non structurés
avec des cellules volumes finis de type INRIA. Les traitements informatiques ont été effectués
dans la structure du code N35-MUSCL. Le pas de temps est adapté en fonction d’une condition
CFL basée sur les célérités d’ondes |U =+ ¢| associées au systeme de convection de (5.1). Tous les
calculs ont été réalisés sur station de travail HP9000-735. Pour un calcul diphasique explicite,
d’ordre 1 en temps et en espace, avec adaptation du pas de temps, on obtient un temps CPU
pour 1000 neceuds par pas de temps de 0.06 secondes. On effectuera tout d’abord des tests de
type «tube & choc diphasique» du systéme convectif que I’on comparera & des simulations avec
trainée du modéle & deux fluides & quatre équations (avec hypothése de glissement d’une phase
par rapport & l’autre) étudié dans le chapitre 4. On présentera enfin une simulation d’écoulement
dans une tuyere.

5.6.1 Tests de type tube a choc et comparaison avec le modele a deux
fluides a quatre équations

On présente tout d’abord des simulations bidimensionnelles de type tube & choc monodimen-
sionnel du systéme de convection associé & (5.1) avec les lois de fermeture (5.2, 5.3, 5.4, 5.6b)
et :

2
Pyfas) = 5 < 43 >0 @23 (1 + g(as)) (5.39)

Le maillage étant non structuré, la solution numérique verra se développer des effets bidimen-
sionnels (transverses). Les dimensions du domaine sont (en m.): z x y € [—0.9,0.9] x [0, 0.1].
Le maillage primal, constitué de triangles, comporte soit 11 x 1000, soit, pour les besoins d’une
solution vraiment convergée en maillage, 3 x 10000 nceuds sommets et présente une symétrie
par rapport & la droite y = 0 (Cf. la figure [5.1]).

11 noeuds
«
Il
o

1 000 noeuds

Fig. 5.1 -
Triangulation du domaine de calcul avant construction des cellules INRIA.

Les résultats sont tracés sur cet axe de symétrie. On a retenu des conditions aux limites de type
«paroi» en y = A, de maniére & conserver le mieux possible le caractére unidimensionnel de
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la solution. On présente deux simulations réalisées a partir des valeurs d’initialisation décrites
dans le tableau 5.1. Ces simulations ont été réalisées avec une CFL égale &4 0.5; U (resp. V)
désigne la vitesse selon # (resp. y) du mélange et, dans tous les cas, V = 0.

Cln'1 Cln 2 Cln 3

G[DJ|]G]D G [ D
prkgem™3] [ 1 J03] I | L 1 1.
a9 05]1061 05|05 | 0.63]0.63
U [m.s™!] 0 0 515 5 -5

TaB. 5.1 - Conditions wnitiales des tests de type tube a choc diphasique, ot les états «G» et «D»
représentent les valeurs a gauche et a droite d’une variable de part et d’autre de la discontinuité
wnitiale qui est centrée en @ = 0 par rapport au domaine.

Comme dans le cas du modéle & quatre équations (4.1) étudié dans le chapitre 4, les tests ont
été réalisés avec les constantes physiques suivantes: v = 7/5, K = 10, % < q2 >p=5 m2s2

p2 = 2500 ke m ™3, aae = 0.64 et e, = 1.

On effectue une premiére simulation subsonique avec les conditions initiales n” 1 et ’on présente
les résultats sur les figures [5.2] et [5.3]. Une l-onde de choc et une 3-onde de détente se
développent. On vérifie que U et P(as, p1) ne varient pas a la traversée de la 2-discontinuité de
contact et que asps/p, i.e anpa/a1pr, est constant a la traversée des 1- et 3-ondes. Le caractére
unidimensionnel de la solution est correctement préservé. Les courbes [5.3] & [5.5] ont pour objet
de faire la comparaison des résultats issus du modele & trois équations avec ceux issus du modele
a quatre équations avec trainée (4.1) (Cf. la figure [4.17]) qui suppose une vitesse de glissement
entre les deux phases. Ce modéle a quatre équations nécessite les données supplémentaires du
diametre des particules ds et de la viscosité du fluide vy afin d’effectuer le calcul du coefficient de
trainée statique qui donne explicitement le transfert de quantité de mouvement entre phases. Les
conditions initiales retenues pour le modele a quatre équations sont décrites dans le chapitre 4
référencées par le n” 1. Sur la figure [5.3], on superpose les simulations, effectuées sur le maillage
3 x 10000 éléments, du modele a trois équations a ceux du modele & quatre équations pour des
particules de diamétre ds = 10~* m. Concernant le modele 4 deux fluides, la force de trainée
tend & annuler la vitesse relative entre les deux phases et 1’on note sur les variables ay et p; que
les résultats tendent & converger vers ceux du modele a trois équations. On retrouve notamment,
pour la variable ay qui est monotone croissante, les champs vraiment non linéaires du modele
a trois équations avec la méme vitesse de propagation et les mémes états intermédiaires. Cette
tendance est moins marquée sur la variable p;. On remarque également que la quantité b est
un peu perturbée a la traversée a la traversée de la 1-onde de choc mais qu’elle ne varie pas
dans la 3-onde de détente et que la pression totale P(wg,p1) prédite par le modéle & deux
fluides se superpose aux résultats du modéle a trois équations. L’adéquation des résultats des
deux modeéles est encore plus marquée quand on considére des particules de plus petit diamétre,
ie. dy = 107% m. Ceci est dii au fait que le coefficient de trainée est d’autant plus important
que les particules sont fines. On constate effectivement sur la figure [5.4], pour une solution
convergée en maillage (3 x 10000 noeuds), que les résultats des deux modéles sont quasiment
identiques. On montre effectivement sur la figure [5.5] que si la vitesse relative du modéle &
deux fluides atteint encore 6 m.s~! pour des particules de diamétre 100 um, elle n’atteint plus
que 1073 m.s~! pour des particules de diametre 1 gm. On effectue la méme comparaison dans
le cas d’une double détente symétrique (conditions initiales 1”2 pour le modele & trois équations
et n’6 pour le modele & deux fluides, Cf. les figures [5.6] & [5.8]) et d’un double choc symétrique
(conditions initiales n’3 pour le modele & trois équations et n°5 pour le modéle & deux fluides,
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Cf. les figures [5.9] & [5.11]).

On déduit de ceci que dans certaines configurations monodimensionnelles, avec les mémes condi-
tions initiales et pour des particules de petit diameétre, le modeéle & deux fluides avec effets de
trainée «converge» vers le modele a trois équations homogene.

5.6.2 Ecoulement dans une tuyere et comparaison avec le modele a
deux fluides a quatre équations

On s’intéresse ici a un écoulement diphasique compressible dans une demi-tuyére. La simulation
présentée a été réalisée avec les constantes physiques suivantes: y = 7/5, K = 105, % <q¢?>0=5
m?%.s72, py = 2500 kg.m ™3, appep = 0.64, €. = 1 et g=20.

On observe la simulation numérique bidimensionnelle d’un écoulement diphasique dans une
demi-tuyeére (systéme (5.1) avec les lois de fermeture (5.2, 5.3, 5.4, 5.6b) et:

2
Pyfas) = 5 < 43 >0 a3 (1 + g(an)) (5.40)

Le maillage associé est de I'ordre de 8500 nceuds. Un zoom du maillage primal (i.e. triangulation
avant construction des cellules INRIA) du convergent de la tuyére est présenté sur la figure [4.21]
du chapitre 4. Le calcul est effectué avec une CFL égale a 0.5. Les conditions initiales a 'intérieur
de la tuyere et les conditions aux limites que I’on impose, sont détaillées dans le tableau 5.2. Du
fait que I’on ne consideére pas de terme de diffusion, on traite les conditions aux limites de ’axe
de symétrie comme des conditions aux limites de paroi (avec une hypothése de glissement).

| C.L. Entrée || C.I. Intérieur || C.L. Sortie |
P11 = 1.1 as= 10-2 P11 = 1 as= 106 P11 = 1 as= 106
U=200 V=0 U=0 V=0 U=0 V=0
TaB. 5.2 — Conditions initiales de la simulation d’un écoulement diphasique dans une demi-
tuyére. Les composantes horizontale et verticale de la vitesse U = (U, V) sont exprimées en
m.s~1 et la densité du gaz en kg.m™3.
On considére initialement, dans la tuyére, un mélange trés dilué (ay = 107%) et au repos

(U = 0). On impose des conditions aux limites d’entrée supersoniques & partir d’un état infini
amont constant pour un écoulement comprenant 1 % de particules en volume; les conditions
aux limites de sortie, imposées a partir d’un état infini aval constant du mélange tres dilué et
au repos, peuvent étre comparées, pour cet écoulement, & des conditions aux limites libres.

On observe sur la figure [5.12], ’évolution des résidus massiques (norme L?). On note que I’on
obtient un régime numériquement stationnaire, avec une convergence quasi linéaire, les résidus
atteignant 1073 au bout de 50000 itérations. On note sur les résidus un léger phénomene de
pompage de période environ 0.075 s., soit 8000 itérations. Ce phénomeéne ne se manifeste pas
de fagon visible sur les variables et doit étre dii, & pression totale P(as,p1) constante, & un
transfert entre la pression granulaire Pa(az) et la pression du gaz isolé Pi(p1). Toujours sur
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Simulation, par le systéme a trois équations, du cas test de tube a choc diphasique de
conditions initiales n’ 1.
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Comparaison du modéle ¢ deux fluides a quatre équations avec trainée et des particules de

diamétre dy = 107% m et du systéme homogéne a trois Equations pour le cas test de tube a

’ ) . - o
choc diphasique de conditions initiales n 1.
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Comparaison du modéle a deur fluides & quatre équations avec trainée et des particules de
diamétre dy = 107% m el du systéme homogéne & trois équations pour le cas test de tube a
’ . o o
choc diphasique de conditions initiales n 1.
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Comparaison des vitesses obtenues par le modéle a deur fluides a quatre équations avec
trainée et des particules de diamétre do = 1078 m et du systéme homogéne a trois équations
. ; ) I . a
pour le cas test de tube a choc diphasique de conditions initiales n 1.
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Sitmulation, par le systéme a trois équations, du cas test de double détente symétrique

diphasique de conditions initiales n’ 2.
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Fiec. 5.7 -
Comparaison du modéle a deux fluides a quatre équations avec trainée et des particules de
diamétre dy = 1075 m et du systéme homogéne d trois équations pour le cas test de double
détente symétrique diphasique de conditions initiales n’ 2.
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Fic. 5.8 -
Comparaison des vitesses obtenues par le modeéle a deux fluides a quatre équations avec
trainée et des particules de diametre dy = 107% m et du systéme homogéne a trois équations
pour le cas test de double détente symétrique diphasique de conditions initiales n” 2.
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Sitmulation, par le systéme a trots équations, du cas test de double choc symétrique diphasique
de conditions initiales n’ 3.
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Comparaison du modéle @ deur fluides a quatre équations avec trainée et des particules de
diamétre dy = 10~% m et du systéme homogéne a trois équations pour le cas test de double
choc symétrique diphasique de conditions initiales n 3.
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Fig. 5.11 -
Comparaison des vitesses obtenues par le modeéle a deux fluides a quatre équations avec
trainée et des particules de diamétre dy = 107% m et du systéme homogéne a trois équations
pour le cas test de double choc symétrique diphasique de conditions initiales n’ 3.
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la figure [5.12], on montre 1’évolution du pas de temps au cours du régime transitoire qui se
stabilise dés que I’écoulement a atteint un régime quasi stationnaire.

Sur la figure [5.13], on montre & ’état quasi stationnaire la répartition dans la tuyere des
variables scalaires par phase as, p1 et de la densité p du mélange. Il est évident que les résultats
sont tres différents de ceux obtenus avec le modéle & deux fluides avec trainée (Cf. les figures
[4.22] & [4.29]). Dans le cas présent, les évolutions de a3 et p; dans la tuyére sont identiques,
I’écoulement diphasique tendant & se comporter comme un écoulement monophasique. Ceci est
confirmé par la figure [5.14] d’aprés laquelle on constate que 1’écoulement est subsonique dans
le convergent, sonique! au niveau du col puis supersonique régulier dans le divergent. La méme
simulation & partir du modéle & deux fluides avec trainée (Cf. le paragraphe 4.6.4), qui a mis
en évidence la présence de vitesses relatives localement trés importantes, montre bien que le
choix du modéle homogene a trois équations est inadéquat dans ce cas ou, avec des particules
de diametre relativement grand, les effets bidimensionnels sont importants.

1. On définit le nombre de Mach a partir de la vitesse du mélange U et de la célérité définie en 5.17, Mach=

S

c
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Fig. 5.12 -
Simulation d’écoulement dans une tuyére : en fonction du nombre d’itérations, (a) évolution
du pas de temps (en s.) en fonction du nombre d’itérations, (b} résidus de masse par phase en
fonction du temps physique (en s.).
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F1G. 5.13 — Feoulement dans une tuyére : fraction volumique des particules, densité du gaz (en
kg.m=3) et densité du mélange (en kg.m=3).



HE-41/97/042/A - Simulation numérique d’écoulements gaz-particules... 217

8]
212
179
550 145
200 112
150 7
100 45
50 12
0

20

12

3

-5

debit 13
§§§§\:::zzzzzz§§§§§ ._22

2 S EE=EE=E=E=E=Z=Z=Z=Z=zZzz =z =z = = 230

Fic. 5.14 — Ecoulement dans une tuyére : nombre de Mach, vitesse du mélange (en m.s71) et
débit du mélange (en kg.m=2.s71).
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Conclusion

Au cours de ce travail, on s’est intéressé 4 I'analyse et a la résolution numérique par des mé-
thodes volumes finis sur maillage non structuré de modeles Eulériens d’écoulements diphasiques
compressibles de type gaz-particules. Ces modeéles ont pour principales caractéristiques d’étre
non conservatifs et conditionnellement hyperboliques, de sorte que:

— ils ne rentrent pas dans le cadre théorique classique des modeéles hyperboliques issus de
lois de conservation ;

— la présence de termes non conservatifs nécessite une redéfinition de la notion de solution
faible du probléme de Riemann (Cf. notamment les travaux de Le Floch [Lef88], [Lef92a],
[Lef92b]) ;

— et les techniques volumes finis classiques de résolution des systemes hyperboliques ne
s’appliquent donc pas.

Il faut rajouter enfin que I'on ne sait pas démontrer que le modele préserve le principe du
maximum pour la variable fraction volumique.

Pour examiner ces différents problémes, on a retenu un modele a deux fluides a quatre équa-
tions (une équation de conservation de masse et une équation de quantité de mouvement par
phase) pour la description des évolutions d’écoulements compressibles de type gaz-particules.
Ce modele simple est issu de ceux proposés dans [Bal93] et correspond & un modéle proposé
dans [Gid93]. Tl présente toutes les pathologies énumérées ci-dessus et permet de modéliser les
écoulements denses comme dilués.

Afin de résoudre le probléeme lié & ’hyperbolicité conditionnelle, il a été proposé, de résoudre
le modele & deux fluides par une méthode a pas fractionnaires dont chacun des sous-pas est
inconditionnellement hyperbolique et pour chacun desquels on sait résoudre le probléme de
Riemann monodimensionnel associé. On a montré, en outre, que la décomposition proposée
préserve, de facon continue, le principe du maximum dans chacun des sous-pas en associant des
relations de Rankine-Hugoniot approchées au systéme non conservatif. Parallelement, on s’est
intéressé & un modeéle homogéne & trois équations (une équation de conservation de masse par
phase et une équation de conservation de quantité de mouvement du mélange) qui suppose la
vitesse de glissement entre les deux phases nulle. Le systeme de convection associé est conservatif
et inconditionnellement hyperbolique et ’on sait résoudre le probleme de Riemann associé pour
des valeurs initiales quelconques. En outre, on a démontré que le principe du maximum de
la variable fraction volumique est préservé si le terme de prise en compte des collisions inter-
particulaires est modélisé de fagon adéquate. De fagon plus précise, la préservation du principe
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du maximum nécessite que la pression intergranulaire soit non bornée, i.e. qu’elle tende vers
I'infini quand la fraction volumique des particules tend vers le taux de compactage maximum.

D’un point de vue numérique, les solveurs de Riemann exact ou approchés étant basés sur
une formulation conservative des équations, 'utilisation de ces solveurs est impossible dans
le cadre des modeles non conservatifs. Il a alors été proposé de résoudre le sous-systéme non
conservatif par un schéma de type Roe qui traite de fagon adéquate les termes non conservatifs.
Ce schéma a également été testé dans le cadre de la turbulence compressible (Cf. [Her95a] et
[Uhl97]). On a comparé ce schéma avec un schéma de Roe classique de résolution du systéme
conservatif équivalent au sous-systéme non conservatif, en associant des relations de Rankine-
Hugoniot approchées. Ces deux schémas donnent des résultats similaires. Comme il a déja
été constaté dans le cadre monophasique (Cf. [Buf93a]), la méthode & pas fractionnaires a
I’avantage de faire disparaitre le choc non entropique présent dans les champs vraiment non
linéaires inhérent aux solveurs de Riemann exact ou approchés. Les tests effectués de type tube
a choc dans une configuration bidimensionnelle montrent le bon comportement de ’algorithme,
notamment dans les zones trés denses ot le principe du maximum est numériquement préservé.
On a également présenté quelques simulations de lits fluidisés denses qui montrent la faisabilité
de telles simulations par des algorithmes destinés aux écoulements compressibles. En outre, ces
écoulements mettent en présence des régions trés denses en particules et aucune violation du
principe du maximum n’a été numériquement constatée.

Pour la résolution du modéle a trois équations, on a mis en ceuvre, d’aprés une proposition
récente (Cf. [Gal96b] et [Mas96]), un schéma basé sur la résolution de problémes de Riemann
locaux qui ne nécessite pas la vérification, souvent ardue, d’une propriété de type Roe. Ce
schéma, adapté a la résolution de systémes hyperboliques complexes, a été initialement mis en
ceuvre dans le cadre des écoulements diphasiques en conduites pétrolieres (Cf. [Mas97]) et est
actuellement testé dans le cadre des gaz réels (Cf. [Buf96]). On a constaté que dans certaines
configurations avec une force de trainée trés importante, le modeéle & deux fluides & quatre
équations tendait a se comporter comme le modeéle & trois équations. Ceci nous conforte dans
I'idée que la modélisation de la pression intergranulaire est prépondérante pour le respect du
principe du maximum de la fraction volumique des particules. Il est cependant bien clair que le
modele & trois équations ne peut pas remplacer le modele & deux fluides ; ceci est notamment mis
en évidence par une simulation d’écoulement diphasique dans une tuyeére ou la vitesse relative
et les effets bidimensionnels sont trés importants.

D’un point de vue modélisation physique, en vue d’une comparaison des résultats avec des
expériences, 1’évolution naturelle de ce travail consiste en la considération d’un modeéle a deux
fluides & cing équations qui comprend en plus une équation d’évolution de I’énergie turbulente
des particules (Cf. [Bal93]). On note que 'algorithme proposé pour la résolution du modéle &
deux fluides & quatre équations s’étend a la résolution du modeéle a cing équations car ces deux
modeles présentent les mémes caractéristiques a savoir qu’il sont tout deux non conservatifs
conditionnellement hyperboliques avec le méme domaine d’hyperbolicité et qu’ils admettent
la méme caractérisation entropique (Cf. [Her94a]). Une autre évolution souhaitable serait la
prise en compte de phénomeénes physiques tels que I'influence de la turbulence des particules
sur ’écoulement porteur. Cette modélisation plus fine des collisions interparticulaires et leur
influence sur ’écoulement porteur permettrait, entre autres, de poursuivre les simulations de
lits fluidisés denses.

D’un point de vue numérique, il est souhaitable de poursuivre I’étude de schémas de résolution
de systémes hyperboliques non conservatifs. D’autres points restent a perfectionner, tels que
la prise en compte des conditions aux limites dans une méthode a pas fractionnaires et le
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traitement des termes sources. D’autre part, le probleme, sur le sens a donner aux simulations
qui mettent en évidence des états non hyperboliques, subsiste. La solution reste réalisable mais
le calcul, localement, des valeurs propres montre que ’on peut alors se trouver dans le domaine
elliptique. On rappelle que les simulations présentées ici ont été effectuées dans le cadre non
visqueux mais I’on peut se demander si le probléme reste mal posé en présence de termes sources
et des termes visqueux 2.

Enfin, dans des travaux récents de [Boi96], les auteurs proposent une discrétisation par des mé-
thodes volumes finis sur maillage non structuré des équations de Navier-Stokes incompressibles
couplées avec une équation de type convection-diffusion d’un scalaire passif. Ils montrent que
cette discrétisation préserve numériquement le principe du maximum des grandeurs scalaires et
une extension de cette méthode au cadre diphasique incompressible est actuellement envisagée.

2. voir a ce propos l'article de N. Bedjaoui et L. Sainsaulieu, Analysis of a non hyperbolic system modeling
two-phase flows - Part 1: the effects of diffusion and relaxation, Mathematical Methods in the Applied Sciences,
1997, Vol. 20, p. 783-803
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Annexe A

Schéma de Godunov pour la
résolution du systeme de la
dynamique des gaz isentropique

On présente ici un schéma de Godunov pour la résolution des équations de la dynamique
des gaz isentropique monodimensionnelles. On rappelle que les propriétés et caractéristiques
fondamentales de ce systéme sont décrites dans le paragraphe 2.8 ot I’on construit également une
paramétrisation des ondes résolvantes (4 savoir des ondes de détente ou de choc) du probleme
de Riemann monodimensionnel. On a montré alors que la résolution de ce dernier équivaut a
chercher les zéros d’une fonction non linéaire (2.27) dépendant d’un seul paramétre et que, si les
conditions initiales vérifient I'inégalité (2.28), ce probléme scalaire admet une unique solution
entropique sur ’espace des états admissibles. On choisit ici de résoudre chaque probléme de
Riemann local par une méthode de Newton. Les problémes rencontrés dans la mise au point
de la méthode de Newton sont évoqués. Plusieurs cas test sont présentés: tests de tube a
choc avec forts rapports de pression, tests de double détente avec apparition du vide dans la
solution et tests de double choc forts. La convergence obtenue sur un maillage & 500 éléments
est satisfaisante.

A.1 Mise en ceuvre numérique du schéma de Godunov

A.1.1 Schéma de Godunov

Les fondements et propriétés du schéma de Godunov sont décrits dans le paragraphe 3.3.

On rappelle tout d’abord les équations monodimensionnelles de la dynamique des gaz isentro-
pique en variables conservatives W = (p, pu)’ et coordonnées Eulériennes :
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avec

EWw) = ( o Plp) )

On associe au systéme la loi d’état des gaz parfaits:

P(p) = Kp' (A1)

et I'on définit la célérité associée :

¢*=P'(p) = 7@

On considére un maillage régulier 1D. Soient At et h les pas de discrétisation temporelle et
spatiale. Chaque cellule C; est représentée par U'intervalle [j h, (j + 1) h] et centrée sur le point
z; de coordonnée (j + 1/2)h. La solution w‘?‘H, constante par maille Cj, est évaluée au temps
"t =" + At par le schéma suivant :

. . Al
wj“ =W7 - T (E(Ej-u/z) _E(wj—lﬁ))

ou le flux analytique F' est calculé en la valeur Witi/s a l'interface entre les cellules C; et
Cj+1, et en la valeur W;_,,, a l'interface entre les cellules C;_1 et Cj, ces valeurs s’obtenant
en résolvant exactement le probleme de Riemann associé a chaque interface.

Une itération du schéma de Godunov revient donc a résoudre un probléeme de Riemann par cel-
lule, car, pour une cellule donnée Cj, le probleme de Riemann & I'interface entre les cellules C;_;
et Cj a déja été résolu lors de litération sur la cellule Cj_q (i.e. E(W;_y/5) = —E(W;_1y41/2))-

Enfin, le pas de temps est déterminé par la condition de Courant-Friedrichs-Levy (3.7) de sorte
que deux problémes de Riemann voisins n’interagissent pas avant le temps t” 4+ At.

On explicite maintenant I’algorithme de résolution du probléme de Riemann exact a I'interface
entre deux cellules par une méthode de Newton.

A.1.2 Algorithme de résolution d’un probléme de Riemann exact

On veut résoudre le probleme de Riemann suivant :
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d
EW-F _xE(W) =0

W; siz<0
Wz, t=0)=

Wp sinon

o W; et Wp sont deux états admissibles constants.

On a établi dans le paragraphe 2.8 que la résolution exacte du probléme de Riemann ci-dessus
équivaut a la résolution du probléme suivant :

Trouver z, € Q tel que:

avee () = eahy(n(z)) Feh(z) et ()= Pt
Pr

Q est lespace des valeurs admissibles de z,, 11 dépend de la configuration d’onde dans laquelle
on se trouve (donc des conditions initiales). Les valeurs de la fonction z,(z,) doivent coincider
avec les valeurs admissibles de z,. On déduit donc l’espace des états admissibles de z, suivant:

1pn/p:,1] , en 1-détente/2-choc

1L pa/p.] , en 1-choc/2-détente

ok
Il

Jmax(p,/p,,1),+o0[ , en l-choc/2-choc

10, min(p,/p,,1)] , en 1-détente/2-détente

On va résoudre le probléme (A.2) par une méthode de Newton.
On pose  f(z,) =¥(z,) — (u, —u,)

La résolution de (A.2) équivaut & la résolution du probléme suivant :

Trouver z, € Q tel que:
(A.3)
f(z)=0
On rappelle brievement 1’algorithme de la méthode de Newton :

(z,)0 €Q

(z)nt1 = ()0 — m
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oll (z,)n est I'itéré de Newton approximant la solution z, cherchée.

La fonction f est C’l(Q) et admet une solution unique dés lors que la condition (2.28) est vérifiée
(i.e. si le vide n’apparait pas).

Il faut débuter ’algorithme de Newton avec une initialisation (z, )y € Q convenable. Pour cela,
on détermine, en début d’algorithme, la configuration d’onde dans laquelle on se trouve. Cette
derniere dépend des conditions initiales considérées et se déduit des variations de la fonction ¥

(Cf. le paragraphe 2.8.2.3):

1-détente <+— 2z, <1

<
Inversement :
1-choc = Up — Uy <CRh2(pR/pL)

De facon analogue, on étudie les variations de la fonction ¢ définie par:

D(z,) = ephy(2) + e by (7,(2))

qui s’obtient en éliminant z, dans I’équation (2.26b) grace & (2.26a). ® est croissante monotone
et :

lim @(z,) = 2(e, +c,)

y—1
22—>+oo
lim ®(z,) = —
22—>+0+
On obtient alors:
2-détente <— =z, >1
<~ ry%l(cR+cL)>uR_uLZq)(z2:1):CLh1(pR/pL)

Inversement :

2-choc <= u, —u, <c, h (p./p,)

Remarque A.1 Dans la configuration d’onde 1-délente/2-détente, la solution de l’équation
U(z,) = u, —u, est explicite et ne nécessite donc pas de résolution numérique. La valeur de
W a l’état constant intermédiaire est alors :

uR+uL €L — Cgr
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A.2 Tests

Trois catégories de tests sont présentées: le tube a choc, la double détente et le double choc.
Les simulations ci-apres ont été réalisées avec un seuil de convergence de la méthode de Newton

fixé &4 10~% et une CFL de 0.5:

At
0. .0 —
mCEJ?XWjiCﬂ A <CFL=05

Les courbes présentées ci-apres sont tracées dans le plan (z, V) otz € [0,1]et V € {p, pu,u, M =
|u]/c}. On compare les résultats des simulations avec la solution exacte, cette derniére, tracée
en pointillés sur les courbes, est obtenue en résolvant exactement le probleme de Riemann ini-
tial (i.e. une seule itération temporelle sur un maillage & deux éléments) puis en calculant la
solution au temps final de la simulation.

A.2.1 Cas test du tube a choc

Le test du tube & choc est un cas test du type «rupture de barrage». Il est utilisé notamment
pour les phases d’initialisation de calculs. On présente une série de tests avec y = 2 (référence
aux équations de Saint-Venant). On considére les conditions initiales suivantes :

Y,p, =1kgm™?

U, =u, =0m.s

et ’on va faire varier le rapport de pression P(p,)/P(p,) au moyen de p.

On commence par se placer dans les conditions du tube a choc de Sod, c’est a dire avec un rap-
port de pression égal & 10 ce qui implique p,, = 0.3 kg.m~3. Puis, afin d’étudier le comportement
du solveur sur de forts rapports de pression, on diminue la valeur de p,, :

pr [kgm™] | Pp,)/P(px)
0.3 ~ 10
10-* 102
103 106
105 1010
10-7 1014

On analyse alors les résultats obtenus & un temps physique final égal & 0.176 s. Pour le test
subsonique (p, = 0.3 kg.m~3, figure [A.1]), on constate, sur un maillage & 500 éléments, que
I’état des variables a 1’état constant W, est trés bien approché. Les ondes de 1-détente et
de 2-choc sont trés bien prédites par rapport a la courbe théorique. On estime également
bien la vitesse de choc ¢. On retrouve sur le bord du domaine, i.e. aux abscisses pas encore
perturbées par la discontinuité initiale, les états constants initiaux W; et W . Afin d’examiner
la convergence de l'algorithme, on effectue la méme simulation au méme temps physique sur
un maillage & 2000 éléments. Les résultats sont présentés sur la figure [A.2]. La convergence est
excellente sauf bien sir au voisinage des discontinuités C1.
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On observe maintenant des simulations supersoniques & p, = 10!, 1073, 107° et 1077 kg.m ™3

sur les figures [A.3] &4 [A.12]. On constate ’apparition d’un léger choc non entropique & I’abscisse
correspondant & M = 1 sur les maillages & 500 éléments (CT. figures [A.3], [A.5], [A.8] et [A.10]).
Les variables conservatives présentent une convergence correcte et 1’état constant W, est bien
estimé jusqu’a p, = 1073 kg.m ™2 puis devient visuellement inexistant pour p,, < 107° kg.m=3.
On ne voit plus le 2-choc car il est devenu trop faible par rapport & notre échelle de visualisation.
Cependant & p,, = 1075 kg.m~3, figure [A.8], on constate que sur la variable débit le choc est
décalé par rapport a la courbe théorique. Ceci signifie que la vitesse du 2-choc ¢ est mal estimée.
Cette observation est beaucoup plus nette sur les variables non conservatives, u et M, car I’état
constant W, reste visible & p, = 107° ou 1077 kg.m™3 (Cf. les figures [A.8] et [A.10]). On
constate d’autre part que la vitesse simulée n’atteint pas la valeur plateau u, théorique et que
le choc n’est pas bien situé. Ceci est encore plus visible sur la courbe du nombre de Mach.

Les figures [A.4], [A.6], [A.9] et [A.11] représentent les mémes tests repris sur un maillage & 2000
éléments et observés au méme temps physique que précédemment. On remarque tout d’abord
sur les figures [A.4] et [A.6] que le nombre de points contenus dans le 2-choc reste identique &
celui du maillage & 500 éléments. On note ensuite "atténuation du choc non entropique situé a
M = 1. On observe enfin sur le test & p, = 107° kg.m ™2, figure [A.9], une meilleure convergence,
c’est & dire une meilleure estimation de la vitesse du 2-choc et des valeurs de W,. Par contre
la convergence du test 4 p,, = 1077 kg.m ™3, figure [A.11], bien qu’améliorée, n’est toujours pas
trés bonne ; mais le méme test passé sur un maillage & 8000 éléments, figure [A.12], montre que
I’on converge bien vers la solution théorique.

La figure [A.7] donne la courbe de convergence en norme L' du schéma de Godunov dans le
cas du tube & choc de Sod (p, = 0.3) et d’un tube & choc supersonique (p, = 1073). Les
maillages considérés ont 250, 500, 2000, 4000 et 8000 nceuds. Les courbes représentent ’erreur
normalisée F en norme L' associée aux variables p, u et pu en fonction du logarithme du pas de
discrétisation spatiale, h = 1/nombre de cellules, du maillage considéré. Pour le tube & choc de
Sod, on trouve que ’ordre de convergence atteint 0.9 pour la variable débit, alors que D'erreur est
en O(hY8%) pour les variables p et u. Dans le cas du tube & choc supersonique, on veut vérifier
que la mauvaise prédiction de la vitesse du choc ne détériore pas trop 'ordre de convergence
du schéma. Dans ce cas, on obtient que ’erreur est en O(h%®) pour la variable p, O(h%7) pour
la variable u et O(h®7%) pour la variable débit.
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A.2.2 Cas test de la double détente

On regarde maintenant le comportement du schéma dans la configuration 1-détente/2-détente
qui permet de simuler des zones de dépressurisation. Les tests de double détente présentés ici
sont pour v = 2 et symétriques:

pL:pR7UL<07uL:_uR

La figure [A.13] présente un historique & trois pas de temps différents (temps final égal & 0.026
s.), sur un maillage & 500 éléments, du test : p, = 10 kg.m™? et u, = —5 m.s™*. On retrouve bien
les deux ondes de détente mais on constate qu’il faut laisser les ondes se développer suffisamment
avant d’avoir un état intermédiaire W, & peu prés constant. Sur la figure [A.14], on constate que
la convergence des ondes de détente est trés satisfaisante mais que la convergence vers p, se fait
par valeurs inférieures (p, theorique = 1.94 kg.m_?’). On remarque une légere perte de monotonie
de la variable u au voisinage de la valeur nulle, c’est & dire au voisinage de la connexion des
ondes de détente avec ’état constant W,. De facon plus importante les valeurs du nombre de
Mach associées & ’état W, ne forment pas un état constant. La figure [A.15] montre le méme
test au méme temps physique sur un maillage & 2000 éléments. La convergence sur les variables
p, pu et u est excellente. L’oscillation du nombre de Mach sur I’état W, est toujours visible
mais est tres atténuée. La figure [A.16] sur un maillage & 8000 éléments présente un état W, a
peu prés constant.

La figure [A.17] donne la courbe de convergence en norme L' du schéma de Godunov dans le
cas de la double détente symétrique. Les maillages considérés ont 250, 500, 2000, 4000 et 8000
nceuds. Les courbes représentent 1’erreur normalisée E en norme L' associée aux variables p, u
et pu en fonction du logarithme du pas de discrétisation spatiale, h = 1/nombre de cellules, du
maillage considéré. On trouve que l'ordre de convergence atteint 0.8 pour les variables p, u et

pu.

On a voulu voir ensuite le comportement de 'algorithme dans le cas d’une double détente
proche du vide. La valeur limite de |ug| avant de violer I'inégalité (2.28) est d’environ 8.94
m.s~! pour p, = p, = 10 kg.m™3. On s’intéresse alors au cas u, = —8.3 m.s~! sur lequel
théoriquement le vide ne doit pas étre atteint (p, théorique = 0.052 kg.m~?). La figure [A.18]
montre une simulation de ce cas a quatre instants différents sur un maillage & 500 éléments, et
la figure [A.19] la comparaison avec la solution exacte associée au dernier pas de temps. On ne
constate a priori rien d’anormal sur les variables conservatives p et pu, on converge bien vers
I’état constant W, . Par contre on observe sur la vitesse une tres forte discontinuité au voisinage
de I'état W, ou la vitesse devrait étre nulle. Cette discontinuité est précédée de trés fortes
variations et d’une perte de monotonie de la vitesse. En fait des tests placés dans le programme
montrent, qu’a chaque pas de temps, ’état du vide a été atteint sur une ou plusieurs cellules
alors que cela n’aurait pas du étre le cas. Ce phénomeéne peut étre expliqué par le fait que
I’algorithme converge vers ’état W, par valeurs inférieures (Cf. figure [A.13]); mais on dispose
de peu de références dans ce domaine mis & part les articles [Ein91] et [Mun94].
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A.2.3 Cas test du double choc

On s’intéresse maintenant & la simulation de la rencontre de deux jets, c’est a dire a des tests
dans la configuration 1-choc/2-choc. On considére des doubles choc &4 v = 2 et symétriques,
c’est a dire avec des conditions initiales telles que:

pL:pR7UL>07uL:_uR

La figure [A.20] représente une simulation avec pour conditions initiales p, = 10 kg.m~3 et
u, = 5 m.s~! sur un maillage & 500 éléments & un temps physique final égal & 0.052 s. On
constate que les vitesses des 1- et 2-onde de choc sont bien estimées ainsi que 1’état constant
W, . On remarque également la transformation de 1’énergie cinétique en énergie de pression qui,
par la loi d’état P(p) = Kp7, ne dépend que de la densité.

Sur la figure [A.21] est présentée la simulation d’un double choc avec u, = 50 m.s™! et sur un
maillage a 500 éléments a un temps physique final égal & 0.036 s. On remarque que les 1- et
2-onde de choc sont bien placées et que ’état W, est bien estimé. Cependant une oscillation est
visible sur 1’état constant W, au voisinage des chocs. Cette oscillation ne vient pas du choix du
nombre de CFL (le pas de temps est fixé au début de la simulation en fonction des conditions
initiales avec un nombre de CFL égal & 0.5). On constate d’autre part la persistance mais
pas 'aggravation de ces oscillations quand on raffine le maillage ou quand on laisse les ondes
se développer plus longtemps. On en déduit que ce phénomeéne ne vient pas d’une instabilité
numérique mais serait plutot du au comportement du schéma numeérique en présence de chocs
importants, mais on manque de références sur ce point.
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A.2.4 Convergence de la méthode de Newton

La méthode de Newton converge vite: en moyenne 4 itérations pour un seuil de convergence
fixé & une erreur relative de la variable z, inférieure & 107°.

Pour avoir une symétrie parfaite dans les résultats, on a choisi d’effectuer les calculs de la confi-
guration 1-choc/2-détente dans la configuration 1-détente/2-choc au moyen de la transformation
suivante :

ﬁL%pR ﬁRFpL

Uy < —Up U < —u

o Z désigne la variable # dans la configuration 1-choc/2-détente.

On obtient la solution du probléme initial en opérant la transformation inverse sur les résultats
obtenus dans la configuration 1-détente/2-choc.

Le principal probléme rencontré au cours de la mise au point du programme est 1ié & la résolution
du probleme de Riemann entre deux états W3 et W7, | voisins, c’est & dire W' ~ WP, . L’erreur
machine entraine des divisions par zéro dans ’algorithme de Newton car f'((z,),) tend vers
zéro. D’autre part Pespace des valeurs admissibles Q =)pi+1/pi, 1] de z,, dans la configuration
1-détente/2-choc, est trés réduit car p11/p; ~ 1. On a donc fixé un seuil d’états voisins au-dela
duquel, au lieu d’effectuer des itérations de Newton, on approche 'état W, en moyennant les
états W' et W' . Dans les tests présentés précédemment, on a fixé le seuil des états voisins a
107, c’est & dire que I’on considére voisins les états W3 et W7, | si:

(Wi, — WY

— <1071
||

Le test porte sur la variable p dans la configuration 1-détente/2-choc et on calcule I’état W, en
moyennant de la fagon suivante :

p, = 3(pi + piy1)
y—1
2
weur iz (1= (3r52) )

De méme, dans la configuration 1-choc/2-choc, le test porte sur les variables p et u et on calcule
I’état W, en moyennant de la facon suivante:

u, = (Ui + wig1)

po= i (1 2=
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Sur une simulation de N mailles, les cellules considérées avec des états voisins se situent no-
tamment au voisinage du raccordement des ondes de détente avec les états constants.

On considére maintenant I'importance de I'initialisation de la méthode de Newton. En fait,
Iéquation f(z,) =0, z, € IR1*, admet deux solutions: la solution entropique z, € Q et une
solution non entropique sur lintervalle IR*T* \Q La figure [A.22] représente le tracé de la
fonction f(z,), z, € IR**, dans le cas du tube & choc ayant pour conditions initiales p, = 1,
pr =107  kgm™3 u, =u, = 0ms~! v =2et Ky = 1. On est donc dans la configuration
1-détente/2-choc et I’espace des valeurs admissibles de z, est Q =)zmin, 1] OU Zmin = pit1/pi-
On retrouve ’analyse théorique des variations de la fonction ¥(z,) = f(z,) + u, — u, (Cf le
paragraphe 2.8.2.3), & savoir que f(z,) est décroissante sur Q. On constate d’autre part la
présence d’une solution de I’équation f(z,) = 0 sur z, €]zmin, 1]. Cette solution est appelée
solution entropique car c’est I'unique solution sur l’espace € des valeurs admissibles de z,. Par
contre sur 'intervalle |0, 2, [ 1a fonction f(z,) est croissante et ’équation f(z,) = 0 admet une
autre solution. Cette solution est dite non entropique car elle ne fait pas partie des solutions

admissibles. On remarque d’autre part la présence d’une asymptote verticale f(z,) — —o0
quand z, — 0",

On a donc un critére théorique pour rejeter la solution non entropique (i.e. z, & Q), mais on
veut assurer la convergence de l'algorithme vers la solution entropique. Quand I’algorithme
ne converge pas vers la solution entropique c’est que, soit il a convergé vers la solution non
entropique, soit le calcul a explosé si I'algorithme de Newton a renvoyé un itéré (z,), < 0 &
cause de "asymptote verticale. Ces deux issues sont dues a une initialisation de la méthode de
Newton (z,), € Q A droite de la solution entropique. Dans ce cas, si la solution est trop pres de
la borne inférieure de l'intervalle des valeurs admissibles de z,, le premier itéré de Newton étant
[, la fonction
f(z,) est croissante, I’algorithme va alors converger vers la solution non entropique et risque en

assez imprécis, il est possible qu’il soit hors de cet espace. Or sur I'intervalle |0, z_,
plus de diverger a cause de ’asymptote verticale. On rencontre notamment ce probleme lorsque
deux états sont trés voisins car p;y1/p; = 1 et Iespace des valeurs admissibles est alors trés
restreint.

L’1déal est donc d’initialiser la méthode de Newton entre la borne inférieure et la solution
entropique pour assurer que l'algorithme ne sort pas de l'intervalle des espaces admissibles.
On ne peut pas garantir cette initialisation mais on peut rendre le programme plus robuste en
adoptant le critere des états voisins et ainsi approcher z, en moyennant les états W, et W,
au lieu d’effectuer des itérations de Newton (on aurait également pu procéder par dichotomie).

On examine maintenant le temps CPU de ce solveur de Godunov. Toutes les simulations ont
été effectuées sur station en réels double précision. D’autre part, si W; = W, au sens de la
précision machine, on pose W, = W, ; ceci permet de ne pas effectuer d’itérations inutiles sur
les cellules qui n’ont pas encore été perturbées par les ondes. En moyenne, le temps CPU est
de ’ordre de 2.10~? secondes pour 1000 cellules par pas de temps.
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Annexe B

Stabilité linéaire L? du schéma
assoclié au modele a deux fluides
a quatre équations

Nous étudions dans ce chapitre la stabilité linéaire L? du schéma volumes finis monodimen-
sionnel associé au modeéle 4 deux fluides a quatre équations, dans le cas d’une méthode a pas
fractionnaires puis dans le cas d’une méthode de splitting de flux. Nous effectuons tout d’abord
I’étude de stabilité dans le cas de la phase gazeuse i1solée car celle-ci revient, comme on va le
démontrer a étudier la stabilité du systeme diphasique.

B.1 Rappel du systeme

On considére la partie convective du modéle & deux fluides & quatre équations (4.1) en se placant
dans un cadre monodimensionnel:

%(01P1)+%(Q1P1 U1)) =0 (B.1a)

(s + (0 l2) =0 (B.1b)

i pr U)o UF) + o1 - Ppr) =0 (B.1¢)
{02l + (2 U7 +anZ(an) + 22 L P() =0 (B.1d)

avec des lois de fermeture, qu’il n’est pas nécessaire de préciser ici, modélisant la pression
moyenne de 1’écoulement P(p;) et la prise en compte des collisions interparticulaires =(as).
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La méthode numérique choisie pour résoudre le systéme (B.1) instationnaire est une technique
de décomposition de flux faisant appel soit a la technique des pas fractionnaires soit a la tech-
nique de splitting de flux ; le choix de 'une ou de autre étant basé sur des critéres numériques,
notamment sur la stabilité linéaire L2.

On rappelle la décomposition du flux convectif que ’on a retenu :

Etape 1:
L farp) =0 (B.22)
8t a1 p1) = .2a
0 0
E(az) + 8_x(a2 Uz) =0 (B.2b)
0 0
(1P ) + 501 UF) =0 (B.2¢)
2( U)—I—i( U 4+ asE(as)) =0 (B.2d)
8t Qg Ug 81‘ a9 Uqy Qg (g = .
Etape 2:
0 0
glorp) + g-(arpiUn) =0 (B.3a)
0
5,02 =0 (B.3b)
D (a1 p1 U2) + 01 2P(ps) = 0 (B.50)
g ay p1 U1 al@x P1) = .oC
8 9 8 _

Dans ’étape 1, les deux phases sont découplées, les équations sur la phase 2 pouvant étre exacte-
ment 1dentifiées aux équations d’Euler isentropique. On rappelle que les termes non conservatifs
sont regroupés dans ’étape 2 et que le systeme associé & I’étape 2 admet un systéme conservatif
équivalent sous I’hypotheése d’un chemin linéaire équipondéré pour relier les états de la fraction
volumique de part et d’autre d’une discontinuité (Cf. le paragraphe 4.4.3).

B.2 Rappel du principe des méthodes a pas fractionnaires
et de splitting de flux

On rappelle tout d’abord, dans un cadre monodimensionnel le principe de la mise en ceuvre de
ces deux méthodes sur le systéme de convection non conservatif suivant :

d d d
EW + 8_90E1 (W) + 8_90E2 (W) + A(W) 8_xw =0
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ou W désigne le vecteur des variables d’état, /| et F, une décomposition du flux convectif
global du systeme et, A la matrice des termes non conservatifs (A est nulle si le systeme est
conservatif). On va resoudre séparément les deux sous-systémes suivants (en regroupant par
exemple tous les termes non conservatifs dans le méme sous-systéme) :

W+ L (W) AQW) S = 0
- xr

Soit W la valeur approchée de W sur la cellule C; au temps {", avec {"T1 = " + At. L’algo-
rithme de la méthode & pas fractionnaires, associé par exemple & un schéma d’Euler en temps
et une discrétisation volumes finis en espace, s’écrit alors:

Pour W" donné,

Etape 1: W" — W~

. oom A 9 "
wi =t - i { [ mw def

Etape 2: W™ — wrtt
AL d ) i
n+1 * -~ -~

X

oll 'exposant * désigne un temps intermédiaire fictif entre 7 et **!. Ce qui revient i:

Wt = o {/ F B (W }n - @—; {/C (381‘_ (W) —I—A(W);xW) dx}*

Sous les mémes hypothéses; la méthode de splitting de flux s’écrit :

Pour W™ donné,

n - t 0 At 0 0 "
witt=wy - 2 Dy - S [ (Smw)+ amw) d)

B.3 Rappels sur la stabilité linéaire L?

Dans le cas d’un systeme linéaire :
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|

d
W+ .8—96&—9

)
[

t

la stabilité L? du schéma est facile & étudier au moyen de la transformée de Fourier sous réserve
de la linéarité du schéma.

On suppose que le schéma est linéaire de la forme:

E;H—l —W? n,n+1
TJFZQU.% =0 (B.4)
Cj

ol les cellules C; sont les cellules qui ont une frontiere commune avec la cellule C;. On rappelle
la, définition de la stabilité L? selon Von Neumann: le schéma est L2-stable si il existe une
constante B > 0 indépendante de At telle que:

W |22 < ClIW|lgz, n=0,1...

Reprenons le schéma (B.4) dans lequel on introduit une perturbation harmonique de la forme:

WP = W" exp(jkih) , j* = —1

On obtient la récurrence suivante :

wn-l—l — Q(At/h, g)wn

ou ¢ = kh caractérise la fréquence associée au mode de Fourier k et G 1a matrice d’amplification
du schéma. On peut alors montrer que la condition de Von Neumann :

p(G(At/h,0)) <1,V0€IR

est une condition suffisante de stabilité linéaire au sens L2.

Si lopérateur du schéma est non linéaire, on définit un critére de stabilité locale en le linéarisant
a l'ordre 0, ce qui autorise le recours a ’analyse de Fourier. Ces criteres locaux entrainent une
stabilité globale mais ne permettent pas la convergence dans L2.

On applique maintenant cette méthode au schéma de Roe standard.
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B.4 Stabilité linéaire L? du schéma de Roe standard

Soit le systeme hyperbolique suivant de dimension p:

ot W(x,t) est le vecteur des variables d’état et F'(W) le flux associé.

On linéarise le systeme en posant F(W) = AW, o A est une matrice localement constante
s’identifiant avec la Jacobienne du flux prise en un certain état constant. Soit W7 la valeur
approchée de W(x,t"), » € C;, on écrit le schéma de Roe:

wirtt =Wy - e (FW3 Wihy) — F(WE, W)

ou:

On peut donc réécrire le schéma de Roe de la fagon suivante:

At L=
wevt =y - 5 (AR

Wi, + Wi =27
h \& 2

2

En initialisant dans I’algorithme le vecteur W7 par W9 = V exp(jkih), k € R (j*> = —1), on
obtient la récurrence suivante :

= p \= 2 B

At ikh) — exp(—jkh
Zn“:(I__ (Ael‘P(J ) — exp(—jkh) A :

4 PR  cap(—jhh) - 2)) o

En posant @ = kh, on obtient :

At
yntl = (1— - (1 = cos@)|A] —|—isinﬁé)) V"

La matrice d’amplification admet donc des valeurs propres p; complexes:

At
up(0) =1— 7((1 —cosO)|Ag| +isind Ag)  k=1,...,p
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ol Ag désigne les valeurs propres de la Jacobienne é La condition de stabilité maxi<x<p lug| < 1

est équivalente & %|/\k| < 1, soit:

ot p(A) désigne le rayon spectral de la matrice A.

B.5 Stabilité linéaire L? du schéma associé A la phase ga-
zeuse isolée

Le systeme homogeéne monodimensionnel associé & la phase gazeuse 1solée s’obtient en posant
a1 = 1 et az = 0 dans le systéme (B.1):

d d
Frias 3—x(PU)—0
d

L o)+ U+ P(e) = 0

La décomposition en deux sous-systémes, équivalents & (B.2,B.3), s’écrit alors:

Sous-systéme 1:

0
o’ ="
(B.5)
0 0 .
P U+ 5 (U7 =0
Sous-systéme 2:
0 0
P T PU)=0
(B.6)
0 0
P U+ 5 (P(p)) =0

B.5.1 Etude de stabilité du schéma associé au sous-systeme (B.5)

Le schéma volumes finis monodimensionnel de Godunov associé au sous-systéme (B.5) s’écrit :

n+1 _ n
i = P

(pU)Ptt = (PU)?—T(FH%_FZ'—%)H
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avec le flux numérique Fz’+§ a l'interface entre les cellules C; et Ciqq:

0 SiU;<0et Uiy >0

={ (pU?); siU; 01 >0

S5

(PU)ig1 siU ;41 <0

et la vitesse pondérée :

_ i Ui+ /it Ui

U,
+ Pi41

S5

On linéarise par rapport & la vitesse U = U, ot U est une constante positive (le cas U négatif

étant traité de fagon identique). On obtient alors le schéma linéarisé suivant :

P =
n . At n
P+ = ()} = 5 ((pU)s = (pU)im1)

La matrice d’amplification du sous-systeme (B.5) de la phase gazeuse est donc donnée par :

1 0
o= (o 1)

ouD=1-— %U(l—cos@—l—isin@).

La stabilité du schéma est dictée par la condition de Von Neumann |D| < 1, soit :
At
—|U] <1

B.5.2 Etude de stabilité du schéma associé au sous-systeme (B.6)

On écrit maintenant le schéma volumes finis monodimensionnel de type Roe associé au sous-
systéme (B.6):

n
1 1 1
P = - (R -y

(B.8)
U+ = ()~ S0 (R~ R
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avec les flux de Roe:

1 -
Fl .= ) {(pU)i + (pU)it1 — Ci+%[p]i+%}

1 -
F2, = 3 {P(Pi) + P(piy1) — Ci+§[PU]i+%}

z+;
ol [Jiz1 = .i41 — ., et la moyenne de Roe de la célérité :
[P(p))it s
[] 12 Sl[p]z+%¢0
6?+L = Plivs
2

(P'(p))i  sipi=piy1

AR

On linéarise par rapport a la moyenne de Roe de la célérité ¢,, 1 = ¢, ou ¢ est une constante
.o, . . ’, 3 ’ . ’ . 2
positive. On obtient alors le schéma linéarisé suivant :

n . At n At n
pith = pp — 55 ((PU)ixr = (pU)i=1)" + e (pits — 2pi + pi-1)

At

(PU)I 1= (pU); = 3¢ (pivs = pit)™ + e ((00)igr = 2(pU)i + (pU)i-1)

La matrice d’amplification du sous-systéme (B.5) de la phase gazeuse est donc donnée par:

([ A B
(na1 =\ ic?B A

ou A=1- %c (1 —cosf) et B= —% sin . Les valeurs propres de la matrice Q(H) , sont:

I

At
Ay =1-— TC(l—COSHiiSing)

La stabilité du schéma est dictée par la condition de Von Neumann |[A+| < 1, soit:
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Fic. B.1 — Modules des valeurs propres de la matrice d’amplification associée a la méthode des
pas fractionnaires, avec N, = 0.5.
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MAX(|N1|, |ﬂ2|) -

MAX(|pa], [p2]) —

Fic. B.2 — Module et Iso-contours du rayon spectral de la matrice d’amplification associée a la
méthode des pas fractionnaires, avec N. = 0.5.
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B.5.3 Etude de stabilité du schéma associé a la méthode des pas frac-
tionnaires

La matrice de gain associée & la méthode des pas fractionnaires des systémes (B.5) et (B.6)
s’obtient en faisant le produit des matrices de gain associées aux schémas linéarisés des deux
étapes de la méthode :

A 1BD
g(PF).l - g([[).l 'Q(I).l - ( 2B AD )

La matrice G admet des valeurs propres u complexes, de la forme:

(PF).1

A1+ D)+ VA
=

ot A = A%(1+ D)? —4(c?B? + A%)D.

La stabilité du schéma est dictée par la condition de Von Neumann |ug| < 1.

Remarque B.1 La stabilité du schéma dépend uniquement des paramétres nombre de Mach
M et nombre de Courant N.. En effet,

At N
— = et M = —
h U+e c
alors :
N, M.N. ..
A=1- (1—cosf) etD=1-— (1 —cosf + isinb)
M+1 M+1
Le coefficient B, quant a lui, peut s’écrire B = _c(ﬁ—il) sin . Alors A et donc py ne dépendent

que des variables nombre de Courant, nombre de Mach et nombre d’onde.
Remarque B.2 On atteint la limite de stabilité, |u| = 1, pour tout 8§, pour N. =1 et M = 0.

Les figures [B.1] & [B.4] représentent les variations des modules des valeurs propres de la matrice
d’amplification Q(PF L associée a la méthode des pas fractionnaires, en fonction du nombre de

Mach (variant de 0 & 2), du nombre de Courant (égal & 0.5 ou 1) et du nombre d’onde (variant
de 0 & 7). On observe bien que le rayon spectral de la matrice est inférieur & 1 (Cf. Fig. [B.2]
et [B.4]) avec une limite de stabilité atteinte pour un nombre de Courant égal 4 1 et un nombre
de Mach tendant vers zéro (Cf. Fig. [B.4]). On remarque également que les deux valeurs propres
ont un comportement assez homogene (Cf. Fig. [B.1] et [B.3]) et que le rendement n’est jamais
nul mis & part au point (M, 0, N¢) = (1.0, 7, 1.0) (Cf. Fig. [B.3]).
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Fia. B.3 — Module des valeurs propres de la matrice d’amplification associée a la méthode des
pas fractionnaires, avec N, = 1.0.
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MAX(|N1|, |ﬂ2|) -

MAX(|N1|, |ﬂ2|) —

Fic. B.4 — Module et iso-contours du rayon spectral de la matrice d’amplification associée a la
méthode des pas fractionnaires, avec N. = 1.0.
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Fia. B.5 — Module des valeurs propres de la matrice d’amplification associée a la méthode de
splitting de fluz, avec N, = 0.5.
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MAX(|v1], |va]) —

MAX (v, lva]) —

Fia. B.6 — Module et iso-contours du rayon spectral de la matrice d’amplification associée a la
méthode de splitting de fluz, avec N. = 0.5.
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B.5.4 Etude de stabilité du schéma associé a la méthode de splitting
de flux

La matrice de gain associée a la méthode de splitting de flux s’obtient en faisant la somme
des matrices de gain associées aux schémas linéarisés des deux étapes de la méthode et en
soustrayant la matrice 1dentité :

A iB
+§um1_£—<i&3 A+D—1)

La matrice Q(SF) L admet des valeurs propres v complexes, de la forme:

244+ D—1++VA
vy = 2

ot A= 24+ D —1)2—4(A(A+ D — 1)+ 2B?).

La stabilité du schéma est dictée par la condition de Von Neumann |vy| < 1.

Remarque B.3 De méme que dans la remarque B.1 sur la méthode des pas fractionnaires, les
valeurs propres de la matrice de gain Q(SF) L€l donc la stabilité linéaire du schéma dépendent
uniquement des variables nombre de Courant, nombre de Mach et nombre d’onde.

Remarque B.4 On atteint la limite de stabilité, |v| = 1, pour tout 8, pour N, =1 et M = 0.

Les figures [B.5] & [B.8] représentent les variations des modules des valeurs propres de la matrice
d’amplification Q(SF)J associée a la méthode de splitting de flux, en fonction du nombre de
Mach (variant de 0 & 2), du nombre de Courant (égal & 0.5 ou 1) et du nombre d’onde (variant
de 0 & 7). On observe bien que le rayon spectral de la matrice est inférieur & 1 (Cf. Fig. [B.6]
et [B.8]) avec une limite de stabilité atteinte pour un nombre de Courant égal & 1 et un nombre
de Mach tendant vers zéro (Cf. Fig. [B.8]). On remarque cependant que les deux valeurs propres
ont un comportement trés hétérogéne (Cf. Fig. [B.5] et [B.7]) et qu’une valeur propre est bloquée
a la valeur zéro quel que soit le nombre de Mach pour un nombre de Courant égal & 0.5 (Cf.
Fig. [B.5]), ce qui signifie que I'un des modules a un rendement nul. On tiendra compte de
ces deux derniers points dans les criteres du choix entre la méthode a pas fractionnaires et la
méthode de splitting de flux, bien que I’analyse de stabilité linéaire L? de ces systémes fortement
non linéaires ne procure qu’une condition de stabilité locale.
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Fia. B.7 — Module des valeurs propres de la matrice d’amplification associée a la méthode de
splitting de fluz, avec N, = 1.0.
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MAX(|v1], |va]) —

MAX(jnal, Jval) —

Fia. B.8 — Module et iso-contours du rayon spectral de la matrice d’amplification associée a la
méthode de splitting de fluz, avec N. = 1.0.
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B.6 Stabilité linéaire L? du schéma associé au systeme
diphasique

B.6.1 Etude de stabilité du schéma associé a ’étape (B.2)

Soit wt(x,t) = (a1p1,a1p1 U1, g, als) le vecteur des variables d’état du systéme et W7 la
valeur approchée de W(x;,t"). Le schéma volumes finis monodimensionnel associé au sous-
systéme (B.2), de Godunov pour les variables de la phase continue et de type Roe pour les
variables de la phase dispersée, s’écrit :

At n
n+1 _ n
R L N T Y
avec le flux numérique @' = (B, By, B3, By):
(q)l)z'+l =0

(1piUf)i st (Ui)igs >0

(@1p1Uf)ip1 i (U1)iyr <0

P4 asls 1 ~ [as] )
_ R — AW, )]s
( P4 )z’+§ ( asU3 + E(a) )i+1 2|:(_’ﬂ)|2+5 ( [v2l2] i+3

avec les notations (7); 11 = (i 4 .iq1) eb [Jig2 = 41 — ., la vitesse pondérée :

- (a1p1)i (Ur)i + /(@1p1)it1 (Uh)iga

(U 1)Z+% =
(a1p1)i41
et les moyennes:
(U2)iy = (@2pa)i (Us)i + v/ (@ap2)its (Us)igs
z+% ==
V(aaps)i + 1/ (asps)its
[a2 E(az)]i+1
2 . ) ) 0
(53)'4_1 = [OZZ]H_% 51 [a2]2+5 ;é

(a2 E(a2))i  si(az)i = (a2)i
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et la matrice de Roe:

o 1 [ |t — |t | —|pm |+ [t )
AW, 0)|ips = o LN i
A 2les = 5535 (S

ou ﬂi (ﬁ2)z’+§ + (52)i+l~

2

Il est clair que dans le systeme (B.2), les deux phases sont découplées. On peut donc calculer
séparément la matrice de gain de chacune des deux phases: g(f) | et Q(I) . la matrice de gain

globale du systéme (B.2) se présentant alors sous la forme:

On linéarise le schéma associé & la phase gazeuse par rapport a la vitesse (Uy)! = Uy, ou Uy
est une constante positive (on suppose également que (U 1)?4_; est positif) (le cas négatif étant
2

traité de fagon identique). Le schéma ainsi linéarisé est équivalent & celui obtenu pour le premier
sous-systéme dans le cas de la phase gazeuse isolée (en identifiant p & ayp1):

(a1p1)it! = (a1p1)f
At n
(1o Uit = (apaln)} — - Ui ((aap1 )i = (@1prUn)i-1)

La matrice d’amplification associée s’écrit donc :

ouD=1- %Ul(l—cosﬁ—l—isinﬁ).

Le schéma associé a la phase dispersée est un schéma de Roe classique. On étudie la stabilité
linéaire L? du schéma de Roe standard en linéarisant ce dernier par rapport & la matrice de Roe
AW, n)|?, . = |A| (Cf. le paragraphe B.4). On obtient la matrice d’amplification suivante :
4 L= 12

At o
(I).2 — I- 7((1 - C059)|é| + Zsmﬁé)

ol |A| désigne la matrice de Roe figée et A la Jacobienne figée du systeme.
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La matrice G admet donc deux valeurs propres p; et ps complexes:

(I).2

At
i =1-— 7((1 —cos0)|A;| + isind A;)

ou A\; = Uy xco, 2 = 1,2 désigne les valeurs propres de la Jacobienne.

Du fait de la structure diagonale par blocs de G Y I’ensemble de ses valeurs propres est donc la

réunion de celles de g X et de g . On obtient donc deux conditions de stabilité du schéma

() (1)

global :
At At
7|U1| <let 7|U2 +ea <1

B.6.2 Etude de stabilité du schéma associé a ’étape (B.3)

On consideére le systéme conservatif (4.35) équivalent au systéme non conservatif (4.33), sous
I’hypothése du choix d’un chemin linéaire équipondéré (Cf. le paragraphe 4.5.2.2).

Soit wt(x,t) = (a1p1, p1U1, @, palUa) le vecteur des variables d’état du systéme. Le schéma
volumes finis 1D de type Roe associé au sous-systéme (4.35) s’écrit :

At

witt =wr - 2, ey (B.9)
avec le flux numérique QH_% au temps n:
(a1p1Uy) [p1]
_ P(p1) e [arp1Uh] Jox
Qi1 = 0 5(E1)ivs 0
P(p1) i+1 [1p1 U] Jon i+l
et la moyenne de Roe de la célérité
[Ple)livy
EOTE gy 20
(5%)“-1 - [pl]i+%

(P/(Pl))i si (Pl)z’ = (pl)i+1

On linéarise le schéma par rapport a la moyenne de Roe de la célérité (51)&% =c¢; (1 est une

constante positive) et par rapport a la fraction volumique (a1); = (aq)ix1 = a1.

Remarque B.5 La linéarisation que Uon effectue par rapport a oy est trés forte (Cf. par
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exemple les simulations du schéma non linéaire de propagation, présentés dans le paragraphe

4.6.1).

On obtient alors le schéma linéarisé suivant :

(rp)ith =(ap)) =28 {on ((pU)igs — (01 U)ic1)

—c1 ((p1)igr = 2(arpr)i + (1p1)i-1)}”
(prU)FT = (U7 =5t {((eap1)ipr = (@1p1)io1) 1/

—(prUr)ip1 + 2(prl1)i = (prUr)i-a }"
()i * = ()}

(p2Ua) = (paUs)? —%Fer {((enp1)igr — (1p1)iza) e1/en

—(p1U1)it1 +2(p1U1)i — (p1U1)s-1 )"

La matrice d’amplification du sous-systéme (4.35) est donc donnée par :

!
i(u)q 0
Coun =
Hy, 1
on G' est une matrice semblable a la matrice d’amplification G associée au deuxieme

(I1).1 (I1).1
sous-systéme de la phase gazeuse isolée (ce qui est dii au changement de variables pour passer
du systeme non conservatif (4.33) au systéme conservatif (4.35)):

G/ _ A iOle
=(n.1" \ iciB/ay A
ot A=1- %cl (1 —cosf) et B= —% sin 6,
et i(n) la matrice de couplage entre la phase gazeuse et la phase particulaire :

=

3 0 0
Zun = \ ic?Bja; A

La matrice Q; étant triangulaire par blocs, ses valeurs propres sont celles de la matrice

(11)

identité [ et de la matrice i’ réunies. Or les matrices G’ | et G

! S, sont semblables,

(I1)1
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ce qui implique qu’elles ont des valeurs propres identiques. Il est, d’autre part, intéressant de

noter que le couplage des deux phases au moyen de la matrice g(n) n’influe pas sur la stabilité

du schéma linéarisé.

Les valeurs propres de la matrice i’(n) | sont donc:

At
Ay =1-— e (1 —cosf +isinb)

Et 'on obtient la condition de stabilité suivante :

TClgl

B.6.3 Etude de stabilité du schéma associé a la méthode des pas frac-
tionnaires

La matrice de gain associée a la méthode des pas fractionnaires s’écrit :

CinaCn, L
& =G .G, =
=(PF) =(1) " =)
LG, Siys
Soit Q(PF) L= i’(n) 1.2(1) L La matrice Q(PF) , est une matrice semblable & la matrice

d’amplification associée & la méthode des pas fractionnaires dans le cas de la phase gazeuse

1solée Q(PF)J :

o 3 A i DB
=Pr)1 = \ icB/a;  AD

Du fait que la matrice G est triangulaire par blocs, elle a pour valeurs propres la réunion

(PF)
. !

de celles des matrices i(PF).l et Q(U

part, celles déja exposées pour la méthode des pas fractionnaires dans le cas de la phase gazeuse

isolée (puisque Q(PF)J et Q(PF)J sont semblables et ont donc des valeurs propres identiques)

et, d’autre part, celle provenant de la matrice G c’est a dire %|U2 +oeo| < 1.

. Les conditions de stabilité du schéma sont donc, d’une

(I).2°

B.6.4 Etude de stabilité du schéma associé a la méthode de splitting
de flux

La matrice de gain associée a la méthode de splitting de flux s’écrit :
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Q(I) Tt g(u) 1 L 0
Gy =4y + Gy — L= .
£ =Z(1).2
Soit Q(SF) = g(f)i —1—2’(11).1 — 1. La matrice Q(SF)J est une matrice semblable & la matrice

d’amplification associée 4 la méthode de splitting de flux dans le cas de la phase gazeuse isolée

Gy

G, _ A iOle
=(sF) ~ \ ic}B/ay A+D-1

est triangulaire par blocs, elle a pour valeurs propres I’ensemble

sy €8 Gy
donc, d’une part, celles déja exposées pour la méthode de splitting de flux dans le cas de la phase
gazeuse isolée (puisque Q(SF) L et Q(SF) , sont semblables) et, d’autre part, celle provenant de

cCest a dire §|Us + ¢2] < 1.

Du fait que la matrice Q(SF)

des valeurs propres des matrices G’ ,- Les conditions de stabilité du schéma sont

la matrice Q(I)E’



