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Dans de nombreuses applications industrielles, la pr�ediction d'�ecoulements diphasiques de type

gaz-particules n�ecessite la mise en �uvre d'algorithmes appropri�es aux �ecoulements instation-

naires dans des g�eom�etries complexes. Dans ce but, on s'int�eresse �a la mise en �uvre de sch�emas

volumes �nis sur maillage non structur�e utilisant des techniques d�ecentr�ees. La mod�elisation

par l'approche Eul�erienne conduisant �a des syst�emes de convection non conservatifs pouvant

g�en�erer des �etats non hyperboliques, les techniques classiques de r�esolution des syst�emes hyper-

boliques issus de lois de conservation ne s'appliquent plus. A cette �n, des propositions bas�ees

sur une extension du sch�ema de Roe au cadre non conservatif, ont �et�e r�ecemment faites.

On s'int�eresse �a un mod�ele �a deux uides �a quatre �equations pour la simulation des �ecoulements

gaz-particules. Le syst�eme de convection associ�e est non conservatif et conditionnellement hy-

perbolique. On ne sait pas r�esoudre le probl�eme de Riemann unidimensionnel associ�e et l'on ne

peut pas d�emontrer le respect du principe du maximum pour la variable fraction volumique.

On propose alors une m�ethode �a pas fractionnaires pour la r�esolution de ce syst�eme de sorte

que le principe du maximum soit pr�eserv�e dans chacun des sous-pas. Chaque sous-syst�eme est

alors r�esolu par un solveur de type Godunov ou Roe avec une discr�etisation appropri�ee des

termes non conservatifs. Des tests bidimensionnels comprenant des ondes de d�etente et des

ondes de choc sont pr�esent�es et montrent que l'algorithme traite correctement les chocs forts.

On pr�esente ensuite les r�esultats de la simulation d'un �ecoulement stationnaire dans une tuy�ere

et des simulations fortement instationnaires de lits uidis�es denses. Ces simulations montrent

la capacit�e de l'algorithme �a g�erer les �ecoulements pour lesquels le taux de compactage des

particules peut avoisiner le maximum.

On �etudie ensuite un mod�ele homog�ene �a trois �equations qui suppose la vitesse de glissement

entre phases nulle. Le syst�eme de convection associ�e est alors inconditionnellement hyperbo-

lique et conservatif. Ceci nous permet de r�esoudre le probl�eme de Riemann monodimensionnel

associ�e et l'on montre que le respect du principe du maximumest assur�e si la mod�elisation de la

pression intergranulaire est ad�equate pour les r�egimes tr�es denses. De ce fait, plusieurs m�ethodes

de r�esolution bas�ees sur des solveurs de Riemann exact ou approch�es sont envisageables. On

choisit de mettre en �uvre le sch�ema vfRoe, r�ecemment propos�e pour la r�esolution des syst�emes

hyperboliques complexes. Des simulations bidimensionnelles de type tube �a choc sont pr�esen-

t�ees et compar�ees avec les r�esultats obtenus avec le mod�ele �a deux uides �a quatre �equations.

Les simulations de jets impactants v�eri�ent le principe du maximum pour la variable fraction

volumique. La simulation d'un �ecoulement diphasique dans une tuy�ere montre par contre que

l'hypoth�ese de vitesse de glissement nulle est inad�equate dans de telles con�gurations.
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Computation of gas-solid flows on unstructured meshes

Executive Summary

Accurate predictions of gas-solid ows in a wide range of industrial applications require de�-

ning suitable algorithms to cope with time-dependent evolutions in complex geometries. This

motivates investigating the feasability of �nite-volume schemes on unstructured meshes, follo-

wing recent trends and using upwinding techniques in order to prevent spurious oscillations.

It is well known that troubles quickly occur when investigating two-phase ows, using the

two-uid approach, essentially due to the fact that such sets of partial di�erential equations

involve non-conservative convective subsets, but also to the fact that the latter may become

non-hyperbolic in some time-space regions. Quite recently, some proposals based on Roe's ideas

arose to overcome these di�culties.

This work is devoted to the presentation of a �nite-volume scheme which allows the computation

of compressible two-phase ows on unstructured meshes. A four-equation two-uid model is

chosen in order to describe evolutions of gas-solid ows. The convective part of the resulting set

of partial di�erential equations is a non-conservative conditionnaly hyperbolic set of equations.

One can't solve the associated one-dimensional Riemann problem and can't prove that solutions

of the latter system ful�ll the maximum principle for the volumetric fraction. We propose

to solve the system with a fractional step method such that the maximum principle for the

volumetric fraction is ful�lled on the whole algorithm.The �nite-volume scheme used is based on

Godunov's and Roe's schemes and accounts for non-conservative contributions in a suitable way.

Some two-dimensional test cases including shocks and rarefaction waves within both phases are

described and show that the scheme enables to handle strong shock simulations. Computational

results for the stationary state of a two-phase ow in a simple nozzle and simulations of dense

uidized beds are displayed.

Afterwards, a three-equation model is chosen in order to describe evolutions of gas-solid ows,

assuming that there is no sliding velocity between the gas phase and the particle phase. As a

consequence, the set of governing partial di�erential equations contains a conservative convective

subset which is always hyperbolic. This is an interesting feature since it allows solving the

associated one dimensional Riemann problem for almost arbitrary initial data. It is proved

that solutions of the latter system ful�ll the maximum principle for the volumetric fraction,

provided that the granular pressure is suitable. As a result, several numerical techniques may

be used, among which the vfRoe scheme which is a rough Godunov scheme recently proposed to

deal with complex hyperbolic systems. Some basic two dimensional computational results are

presented, which enable the comparison with results issuing from the two-uid approach. Some

computations of impinging jets con�rm that the maximum principle holds. But computations

of a two-phase ow in a nozzle show that the hypothesis of the relative velocity equal to zero

is not suitable in such cases.

Key words : Two-phase flow - Two-fluid model - Isentropic Euler equations -

Hyperbolic system - Non-linear system - Non-conservative system - Finite-volume

method - Upwind scheme - Riemann solver - Fractional step method - Maximum

principle.
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Introduction

De nombreuses applications industrielles font intervenir des �ecoulements diphasiques depuis

l'�etude des moteurs �a combustion (gaz-liquide), des centrales �a charbon (gaz-particules), jus-

qu'aux r�eacteurs nucl�eaires (eau-vapeur). La simulation de ces �ecoulements souvent complexes

connâ�t actuellement un essor important par la connaissance croissante de la mod�elisation de

tels �ecoulements et par la puissance de calculs d�esormais accessible qui commence �a r�epondre

aux exigences de simulation. La pr�ediction de ces �ecoulements d�epend de trois facteurs : leur

mod�elisation, le cadre math�ematique dans lequel s'ins�erent ces mod�eles et la possibilit�e de les

simuler par l'outil num�erique.

Si de nombreux mod�eles sont propos�es dans la litt�erature, il n'y pas �a l'heure actuelle de

mod�ele consensuel. Il existe une grande vari�et�e d'�ecoulements diphasiques et les m�ecanismes

qui r�egissent les interactions, les �echanges, les r�eactions chimiques, les forces d'interface entre

phases, les interactions au sein d'une même phase quand celle-ci est dispers�ee ou encore le

transport d'une phase par un �ecoulement porteur, etc... sont autant de ph�enom�enes complexes

�a mod�eliser. Notamment, dans le cadre des �ecoulements gaz-particules, les collisions inter-

particulaires et l'inuence du mouvement turbulent d'une phase sur l'autre sont encore mal

connus et font l'objet de nombreuses propositions dans la litt�erature. Ces ph�enom�enes sont

d'autant plus importants que l'�ecoulement est constitu�e par les r�egimes denses, c'est �a dire

ceux o�u la fraction volumique des particules est tr�es �elev�ee, soit de 1 �a 65 % du volume total.

On s'attachera donc particuli�erement au cours de ce travail �a la prise en compte des interactions

inter-particulaires qui est, comme on le verra, le garant du respect du principe du maximumde

la variable fraction volumique dans le mod�ele continu :

0 < �

2

< �

max

< 1

o�u �

2

d�esigne la fraction volumique de la phase particulaire. Pour la mod�elisation de tels

�ecoulements, on a retenu l'approche Eul�erienne dont l'originalit�e, par rapport �a l'approche

Lagrangienne, r�eside dans le fait qu'apr�es avoir �ecrit les �equations en moyenne statistique, les

deux phases sont vues commedes milieux continus �ctifs ; c'est �a dire que, lors de l'�etablissement

des �equations d'�evolution des variables macroscopiques moyennes, on suppose qu'en chaque

point les deux phases peuvent cohabiter.

Outre les di�cult�es rencontr�ees pour la mod�elisation de tels �ecoulements, se rajoutent celles

li�ees �a l'absence de r�esultats th�eoriques associ�es �a ces mod�eles math�ematiques. En e�et, la mo-

d�elisation de ces �ecoulements conduit �a des syst�emes de convection non conservatifs et condi-

tionnellement hyperboliques pour lesquels, il est en g�en�eral impossible de construire la solution
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du probl�eme de Riemann. Ces mod�eles ne s'inscrivent donc pas dans le cadre th�eorique des

syst�emes hyperboliques et les m�ethodes de r�esolution classiques volumes �nis des syst�emes hy-

perboliques telles que les solveurs de Godunov ou de Roe sont inadapt�ees pour ces syst�emes. Le

solveur de Godunov, bas�e sur la r�esolution exacte de probl�emes de Riemann locaux, n�ecessite,

pour être mis en �uvre, de connâ�tre la solution du probl�eme de Riemann exact unidimen-

sionnel associ�e ce qui est souvent impossible. Le sch�ema de Roe, quant �a lui, est bas�e sur la

r�esolution approch�ee de probl�emes de Riemann locaux, mais n�ecessite de connâ�tre les valeurs

propres et les vecteurs propres analytiques de la matrice Jacobienne ou d'une matrice lin�earis�ee

au sens de Roe. En outre, la d�etermination du probl�eme de Riemann lin�earis�e du probl�eme

initial, n�ecessite la v�eri�cation d'une propri�et�e de consistance qui est souvent d�elicate. Or, il est

indispensable de surmonter ces di�cult�es num�eriques, car la simulation pr�ecise des ph�enom�enes

mis en jeu constitue un des rares �el�ements de validation a posteriori des mod�eles math�ematiques

propos�es. Dans [Gal96b] et [Mas96], les auteurs proposent un sch�ema, appel�e vfRoe, qui per-

met de r�esoudre le probl�eme de Riemann associ�e �a un syst�eme conservatif inconditionnellement

hyperbolique notamment dans les cas o�u l'on ne peut pas mettre en �uvre les solveurs de Go-

dunov ou de Roe, et qui ne n�ecessite pas la v�eri�cation d'une relation de type Roe. De plus, les

syst�emes hyperboliques ayant la particularit�e d'admettre des solutions avec des discontinuit�es,

on cherche en fait des solutions faibles du syst�eme, i.e. des solutions au sens des distributions.

Or, dans le cadre des syst�emes hyperboliques non conservatifs, on ne peut plus donner un sens

aux produits non conservatifs au sens des distributions et l'on ne dispose plus de relations de

saut de type Rankine-Hugoniot qui caract�erisent le comportement des quantit�es physiques �a

la travers�ee d'une discontinuit�e. Quelques auteurs (Cf. [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai95b])

ont fait des propositions pour d�e�nir le cadre th�eorique associ�e aux probl�emes hyperboliques

non lin�eaires en forme non conservative. Quelques sch�emas ont �et�e propos�es r�ecemment pour

une r�esolution correcte des syst�emes diphasiques �a deux uides mod�elisant les �evolutions d'un

gaz charg�e en gouttelettes dans le cas dilu�e (Cf. [Sai95a]), et d'�ecoulements de type eau-vapeur

([Kum93] et [Tou96]). Ces derniers proposent de r�esoudre ce type de syst�eme par une lin�earisa-

tion de type Roe associ�ee �a des relations de Rankine-Hugoniot approch�ees du syst�eme convectif

non conservatif global. D'autre part, dans le cadre d'�ecoulements eau-vapeur, une d�ecomposi-

tion particuli�ere des termes de pression non conservatifs et une r�esolution du syst�eme au moyen

d'un sch�ema cin�etique de type volumes �nis, ont �et�e propos�ees dans [Coq96] et [ElA97]. On

renvoie le lecteur �a [Eco96] pour une revue de quelques techniques num�eriques r�ecentes mises

en �uvre dans le domaine des �ecoulements diphasiques.

La contribution qui est d�ecrite dans ce m�emoire est essentiellement num�erique et concerne

la mod�elisation des �ecoulements gaz-solide sur maillage non structur�e, pour pouvoir �a terme

e�ectuer des simulations r�ealistes de lits uidis�es denses. Les sch�emas qui seront mis en �uvre

seront sp�eci�ques mais simples et ont trois objectifs privil�egi�es :

{ (i) autoriser le calcul d'�ecoulements avec vitesses relatives �elev�ees,

{ (ii) traiter correctement les e�ets de compressibilit�e,

{ (iii) permettre des calculs avec des taux de pr�esence faibles �a tr�es �elev�es.

Ces �ecoulements ayant �egalement la caract�eristique de mettre en contact des r�egions tr�es denses

o�u les particules peuvent avoisiner le taux de compactage maximum, avec des r�egions tr�es dilu�ees

(' 10

�4

%), on s'attachera particuli�erement au traitement num�erique de ces ondes de choc. Le

dernier point n�ecessitera d'examiner en d�etail les propri�et�es de positivit�e de la masse volumique
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du gaz et du taux de pr�esence volumique de phase. C'est peut-être ici que se situe l'apport

principal de ce travail, ce probl�eme �etant peu abord�e dans la litt�erature d�edi�ee.

Le pr�esent document s'organise de la fa�con suivante. Un premier chapitre est consacr�e �a la

mod�elisation des �ecoulements diphasiques de type gaz-particules par une approche Eul�erienne.

On obtient un mod�ele �a cinq �equations d'�evolution des variables macroscopiques (deux �equations

de conservation de masse, deux �equations de quantit�e de mouvement et une �equation d'�evolution

de l'�energie cin�etique turbulente des particules). Ce syst�eme est non conservatif et provient des

mod�eles de [Bal95] et [Boe97]. On ferme le syst�eme et l'on d�erive de ce mod�ele un mod�ele

�a quatre �equations, en int�egrant l'�equation d'�evolution de l'�energie cin�etique turbulente des

particules, plus simple mais qui pr�esente les mêmes pathologies math�ematiques que le mod�ele

initial. On compare ce mod�ele �a ceux de la litt�erature.

Une deuxi�eme partie est consacr�ee �a des rappels sur la th�eorie associ�ee aux syst�emes hyper-

boliques non lin�eaires issus de lois de conservation (Cf. [Har83a], [Lax57], [Lax72], [Smo83],

[Vil86], et [God92] pour le cas scalaire). On rappelle notamment la notion de solution faible

entropique et l'on traite en exemple la r�esolution du probl�eme de Riemann associ�e au syst�eme

de la dynamique des gaz isentropique.

Le troisi�eme chapitre traite des sch�emas num�eriques volumes �nis, �a l'ordre un en temps et en

espace, sur maillage bidimensionnel non structur�e de type INRIA, qui permettent naturellement

d'e�ectuer des simulations de syst�emes hyperboliques non lin�eaires issus de lois de conservation.

Dans le cadre hyperbolique, les sch�emas num�eriques bas�es sur des techniques de d�ecentrement

sont d�ecrits et analys�es dans [God92], [Gal92], [Cha92], [Cha93] et [Eym97], dans le cadre

lin�eaire et non lin�eaire. Dans le cadre mixte convection-di�usion, on dispose �egalement de

r�esultats de convergence d'un sch�ema volumes �nis, sur maillage triangulaire r�egulier, pour une

loi de conservation scalaire (voir [Her95b]). Les sch�emas de Godunov et de Roe, bas�es sur la

r�esolution exacte ou approch�ee de probl�emes de Riemann locaux, sont rappel�es. On pr�esente

ensuite le sch�ema vfRoe pour les cas o�u les sch�emas sus-cit�es ne peuvent pas être mis en �uvre.

On examine ensuite deux exemples de splitting dans le cadre hyperbolique monophasique, du

syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, d'une part, et du syst�eme de la dynamique des

gaz, d'autre part (Cf. [Bar91], [Bar92], [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97]). Ces techniques peuvent

permettre de relaxer la contrainte CFL qui limite le pas de temps et de s'a�ranchir d'une

correction entropique souvent n�ecessaire aux solveurs de type Roe ou Godunov. On pr�esente

en�n di��erentes extensions possibles de ces sch�emas au cadre non conservatif. On rappelle

tout d'abord les travaux de [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai95a] pour l'analyse th�eorique des

syst�emes hyperboliques non conservatifs puis on expose deux classes de sch�emas num�eriques :

ceux bas�es sur la g�en�eralisation de la matrice lin�earis�ee de Roe (Cf. [Sai95a], [Sai95b], [Tou89],

[Tou92], [Kum93] et [Tou96]) et ceux de type Roe, Godunov ou vfRoe, consistants, avec une

discr�etisation sp�eci�que des termes non conservatifs (Cf. [Her94c], [For95], [Lou95], [Her95a],

[Bru96], [For97] et [Mas97]).

Dans le quatri�eme chapitre, on s'int�eresse �a l'analyse continue et �a la r�esolution num�erique

d'un mod�ele �a deux uides d'�ecoulements diphasiques compressibles gaz-particules �a quatre

�equations (deux �equations de conservation de masse et deux �equations de quantit�e de mouve-

ment). Ce mod�ele qui correspond au mod�ele A de Gidaspow [Gid93], est semblable �a un des

mod�eles examin�es dans le cadre gaz-gouttelettes par Sainsaulieu [Sai95a] et [Sai95b]. On ne

peut pas r�esoudre le probl�eme de Riemann associ�e �a ce syst�eme et on ne sait pas d�emontrer

la pr�eservation du principe du maximum pour la variable fraction volumique. On donne une

caract�erisation entropique du mod�ele, et l'on d�ecrit les conditions d'hyperbolicit�e et le respect a

priori des conditions de positivit�e des grandeurs ad hoc. La r�esolution num�erique de ce syst�eme
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sur maillage non structur�e doit autoriser des vitesses relatives entre phases �elev�ees, un fonc-

tionnement en r�egime dilu�e ou dense, un traitement correct des discontinuit�es et une rigoureuse

conservation des masses partielles et de la quantit�e de mouvement moyenne. On propose une

m�ethode de r�esolution volumes �nis bas�ee sur une technique �a pas fractionnaires qui d�ecom-

pose le syst�eme de convection en deux sous-syst�emes inconditionnellement hyperboliques. On

associe des relations de saut approch�ees au sous-syst�eme non conservatif. On r�esout le pro-

bl�eme de Riemann dans chaque sous-syst�eme et l'on montre que le principe du maximum de

la variable fraction volumique est pr�eserv�e sur l'ensemble de la m�ethode �a pas fractionnaires.

On d�ecrit ensuite les solveurs de type Roe ou Godunov mis en �uvre dans chaque �etape. Le

sous-syst�eme conservatif est r�esolu par les sch�emas classiques de Roe ou de Godunov et l'on

propose deux sch�emas de r�esolution pour le second sous-syst�eme, un sch�ema traitant les termes

non conservatifs et un sch�ema classique de Roe associ�e �a un syst�eme conservatif �equivalent dans

les zones r�eguli�eres et dans les zones de choc sous l'hypoth�ese du choix d'un chemin lin�eaire

pour la d�e�nition des relations de saut approch�ees. On pr�esente en�n des tests e�ectu�es sur des

maillages bidimensionnels non structur�es de type tube �a choc, avec ou sans e�ets de trâ�n�ee,

une simulation d'�ecoulement diphasique dans une tuy�ere et quelques tests de faisabilit�e pour la

simulation de lits uidis�es denses. On met en �evidence la pr�esence d'�etats non hyperboliques au

cours de ces derni�eres simulations. Sur l'ensemble de ces tests, on montre le bon comportement

de la m�ethode propos�ee ; en outre on n'a pas constat�e de perte du principe du maximum sur

l'ensemble de ces simulations.

Le cinqui�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude d'un mod�ele homog�ene �a trois �equations (deux

�equations de conservation de masse et une �equation de conservation de quantit�e de mouvement

du m�elange) qui ne suppose aucune vitesse de glissement entre les deux phases. Ce mod�ele

est conservatif, inconditionnellement hyperbolique et admet une caract�erisation entropique. On

r�esout le probl�eme de Riemann associ�e et l'on montre que le respect du principe du maximum

de la variable fraction volumique est intimement li�e au choix de la pression intergranulaire.

On choisit de r�esoudre num�eriquement ce syst�eme par une variante du sch�ema vfRoe. On

pr�esente ensuite des tests num�eriques de type tube �a choc que l'on compare avec des simulations

du mod�ele �a deux uides �a quatre �equations �etudi�e pr�ec�edemment, et l'on regarde en�n la

simulation d'un �ecoulement diphasique dans une tuy�ere.

Les traitements num�eriques bidimensionnels sur maillage non structur�e ont �et�e r�ealis�es au sein

de la structure de code N3S-MUSCL (Cf. [Cha95] et [Der92]) avec recouvrement volumes �nis

de type INRIA.

Le pr�esent manuscrit comprend �egalement deux annexes ; une qui porte sur la mise en �uvre

du sch�ema de Godunov pour la r�esolution du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique

avec des tests de type tube �a choc, et une sur l'analyse de stabilit�e lin�eaire des sch�emas associ�es

au mod�ele �a deux uides �a quatre �equations dans les cas des m�ethodes �a pas fractionnaires et

de splitting de ux.
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Chapitre 1

Rappels sur la mod�elisation

Eul�erienne des �ecoulements

diphasiques compressibles de

type gaz-particules

Il existe deux grandes classes de m�ethodes de mod�elisation des �ecoulements diphasiques : les m�e-

thodes Lagrangiennes et les m�ethodes Eul�eriennes. L'approche Lagrangienne consiste �a suivre

des trajectoires d'inclusions (particules, gouttes, bulles) port�ees par un �ecoulement ; elle m�ene

�a la r�esolution des �equations de Navier-Stokes pour le uide porteur et �a la r�esolution d'une

�equation d�ecrivant le mouvement d'une inclusion pour chaque inclusion inject�ee dans l'�ecoule-

ment. Quant �a la m�ethode Eul�erienne, elle consiste �a consid�erer les deux phases comme deux

milieux continus distincts avec interp�en�etration et �a r�esoudre des �equations qui gouvernent les

variables d'�etat moyennes de chacune des phases. Cette derni�ere approche est plus adapt�ee que

l'approche Lagrangienne aux situations de fort couplage entre phases.

On s'int�eresse dans ce chapitre �a la mod�elisation des �ecoulements diphasiques par une approche

Eul�erienne �a deux uides. Un m�elange diphasique peut être assimil�e �a un ensemble de r�egions

purement monophasiques, s�epar�ees par des interfaces au travers desquelles s'op�erent des trans-

ferts (de masse, quantit�e de mouvement et �energie) entre les phases. On �ecrit tout d'abord les

�equations Eul�eriennes de bilan valables �a l'int�erieur de chaque r�egion purement monophasique

(chaque phase �etant consid�er�ee comme un milieu continu), puis, par processus de moyennes,

on �etend les �equations �a tout le domaine et on mod�elise les transferts qui ont lieu aux inter-

faces entre les phases. On obtient un syst�eme ouvert pour lequel on recense quelques fermetures

extraites de la litt�erature.
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1.1 Rappels sur les distributions

Soient 
 un domaine de IR

n

et D(
) l'ensemble des fonctions de 
 in�niment d�erivables, �a

support compact :

D(
) = f' 2 C

1

(
) ; supp' compactg

o�u supp' = fx 2 
 ; '(x) 6= 0g

D�e�nition 1.1 On appelle distribution T une fonctionnelle lin�eaire continue sur l'espace vec-

toriel D(
), T : D(
) �! IC.

L'espace des distributions est not�e D

0

(
).

Soit f une fonction localement sommable, i.e. f 2 L

1

loc

(
), c'est �a dire, par d�e�nition, f j

K

2

L

1

(K) 8K � 
; K compact.

Soit T

f

une distribution associ�ee �a f , T

f

est d�e�nie par :

< T

f

; ' >=

Z

IR

n

f(x) '(x) dx ; 8' 2 D(
)

Puisque la notion de distribution est une g�en�eralisation de fonction localement sommable, on

peut identi�er f et T

f

, ce qui nous permet d'�ecrire < f; ' > �a la place de < T

f

; ' >.

La distribution de Dirac en un point a 2 
 � IR est d�e�nie par :

< �

a

; ' >= '(a) ; 8' 2 D(
)

D�eriv�ee d'une distribution :

Soit f une fonction continûment di��erentiable, on a :

�

@f

@x

i

; '

�

= �

�

f;

@'

@x

i

�

; 8' 2 D(
)

hrf; 'i = �hf;r'i ; 8' 2 D(
)

La d�eriv�ee distribution permet �egalement de d�eriver une fonction discontinue.

Consid�erons, par exemple, la fonction de type Heaviside :
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h(x) =

�

1; si x � a ;

0; sinon

Evidemment, h 2 L

1

loc

(IR) et par cons�equent h 2 D

0

(
), on calcule :

hh

0

a

; 'i = �hh

a

; '

0

i = �

Z

IR

h

a

(x) '

0

(x) dx = �

Z

+1

a

'

0

(x) dx

= �['(x)]

+1

a

= '(a) = h�

a

; 'i 8' 2 D(
)

On �ecrit donc formellement : h

0

a

= �

a

.

On veut maintenant la d�eriv�ee distribution d'une fonction f : IR

n

�! IR telle que sa d�eriv�ee

selon une composante x

1

2 IR existe et soit continue partout sauf en un point a 2 IR. On

obtient :

�

@f

@x

1

; '

�

=

Z

S

[f ]

a

+

a

�

'(a) ds +

Z

R

n

@f

@x

1

' dx

o�u n

1

est la premi�ere composante de la normale �a la surface d'int�egration S.

Si on note

@f

@x

1

la d�eriv�ee distribution de f et

@

^

f

@x

1

la distribution correspondant �a la d�eriv�ee

usuelle de f selon x

1

pour tout x

1

2 IR sauf en a, alors l'�equation ci-dessus s'�ecrit symbolique-

ment :

@f

@x

1

=

@

^

f

@x

1

+ [f ]

a

+

a

�

n

1

�

s

1.2 Mod�elisation des �ecoulements diphasiques par l'ap-

proche Eul�erienne

1.2.1 Equations de bilan Eul�eriennes monophasiques

Chaque phase est un milieu continu connexe (phase continue) ou multiplement connexe (phase

dispers�ee). Tout m�elange diphasique peut être assimil�e �a un ensemble de r�egions purement

monophasiques, dans lesquelles les �equations locales de la m�ecanique des uides s'appliquent,

ces r�egions �etant s�epar�ees par des interfaces suppos�ees in�niment minces et sans masse.

On rappelle les lois de conservation isentropiques usuelles en m�ecanique des uides valides �a

l'int�erieur de la phase k ; elles sont bas�ees sur les principes de la conservation de la masse et de

la quantit�e de mouvement :
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@

@t

�

k

+r:(�

k

u

k

) = 0 (1.1a)

@

@t

(�

k

u

k

) +r:(�

k

u

k


 u

k

+ Ip

k

� �

k

) = �

k

f (1.1b)

o�u � d�esigne la masse volumique, U le vecteur vitesse, p la pression, � le tenseur des contraintes

visqueuses, f l'ensemble des forces ext�erieures et k l'indice de phase (=1 pour le gaz et 2 pour

les particules).

1.2.2 Extension des �equations �a tout le domaine

Soit 
, un domaine de IR

n

, le domaine spatial de l'�ecoulement observ�e ind�ependant du temps.

Soit 


k

(t) � 
 le domaine spatial occup�e par la phase k dans le domaine de l'�ecoulement �a

l'instant t. 


k

(t) peut être non connexe. On d�e�nit �

k

la fonction caract�eristique de la phase k

par :

�

k

(x; t) =

8

<

:

1 si x 2 


k

(t);

0 sinon

Cette fonction discontinue aux interfaces permet d'�etendre les �equations (1.1) valides �a l'int�e-

rieur d'une phase, i.e. 8x 2 


k

(t), �a tout le domaine 
 de l'�ecoulement.

�

k

v�eri�e au sens des distributions les �egalit�es suivantes :

r�

k

= �n

k

�

s

r(�

k

g) = �

k

rg � g n

k

�

s

(1.2)

r:(�

k

u) = �

k

r:u� u:n

k

�

s

r:(�

k

�) = �

k

r:� � �:n

k

�

s

o�u n

k

est le vecteur normal �a l'interface s (s = @


k

(t)) ext�erieur �a 


k

(t), g une fonction scalaire,

u une fonction vectorielle, � un tenseur et �

s

la fonction caract�eristique de l'interface s.

Soit w

s

un vecteur vitesse de l'interface s, on a alors :

@

@t

�

k

= w

s

:n

k

�

s
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@

@t

(g �

k

) = �

k

@

@t

g + g w

s

:n

k

�

s

o�u g est une fonction scalaire ou vectorielle.

On pr�emultiplie chacune des �equations du syst�eme (1.1) relatives �a la phase k par la fonction

caract�eristique �

k

; on obtient donc, a priori, des �equations valides dans tout le domaine de

l'�ecoulement y compris aux interfaces (puisqu'elles sont suppos�ees in�niment minces et sans

masse) et quel que soit le temps :

�

k

�

@

@t

�

k

+r:(�

k

u

k

)

�

= 0 (1.3a)

�

k

�

@

@t

(�

k

u

k

) +r:(�

k

u

k


 u

k

+ Ip

k

� �

k

)

�

= �

k

�

k

f (1.3b)

La notion de d�eriv�ee au sens des distributions permet d'introduire la fonction caract�eristique �a

l'int�erieur des op�erateurs di��erentiels, les �equations (1.3) deviennent alors :

@

@t

(�

k

�

k

) +r:(�

k

�

k

u

k

) + �

k

(u

k

� w

s

):n

k

�

s

= 0 (1.4a)

@

@t

(�

k

�

k

u

k

) +r:(�

k

�

k

u

k


 u

k

+ �

k

Ip

k

� �

k

�

k

)

��

k

u

k

(w

s

:n

k

)�

s

+ �

k

(u

k


 u

k

):n

k

�

s

+ (Ip

k

� �

k

)n

k

�

s

= �

k

�

k

f (1.4b)

Les �equations (1.4) sont une extension des �equations (1.1) �a tout le domaine de l'�ecoulement ;

elles sont �egalement valables aux interfaces entre les phases.

1.2.3 Equations sur les grandeurs moyennes

1.2.3.1 Approche statistique, d�e�nition des op�erateurs de moyenne

Les �equations des �echanges locaux instantan�es (1.3) �a (1.4) ne peuvent être r�esolues car on ne

connâ�t pas la position de l'interface qui est distribu�ee al�eatoirement dans le temps et dans

l'espace. On �ecrit donc les �equations en moyenne statistique, ce qui permet de reconstituer

deux milieux continus �ctifs. On introduit donc cet op�erateur < : > qui v�eri�e les propri�et�es

suivantes :

{ la lin�earit�e :

< a+ b >=< a > + < b > et < �a >= � < a >

{ l'idempotence :

<< a > b >=< a >< b >
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{ la commutativit�e avec les op�erateurs de d�erivation et d'int�egration :

h

@

@x

i

ai =

@

@x

i

< a > et h

@

@t

ai =

@

@t

< a >

On peut alors d�ecomposer une variable locale instantan�ee quelconque a en une valeur moyenne

< a > et une uctuation a

0

qui v�eri�ent :

a = < a > + a

0

et < a

0

> = 0

L'op�erateur < : > peut être d�e�ni comme la limite de la moyenne arithm�etique sur un nombre

N de r�ealisations tendant vers l'in�ni du ph�enom�ene :

< a >= lim

N�!+1

1

N

X

N

a

Par rapport �a des moyennes spatiales, temporelles ou spatio-temporelles, la moyenne statistique

est la seule valable pour les �ecoulements non homog�enes instationnaires.

1.2.3.2 D�e�nition des grandeurs moyennes pour chaque phase

On d�e�nit �

k

le taux de pr�esence de la phase k comme la moyenne de la fonction caract�eristique

de cette phase :

�

k

def

=< �

k

>

la variable �

k

est �egalement appel�ee fraction volumique de la phase k ; elle peut se r�e�ecrire sous

la forme :

�

k

= lim

V�!0

< V

k

>

V

o�u V

k

� V est le volume occup�e par la phase k :

V

k

=

Z

V

�

k

dV et < V

k

>=

Z

V

�

k

dV

On d�e�nit la moyenne Eul�erienne phasique classique, not�ee < : >

k

, d'une grandeur quelconque

a par :
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< a

k

>

k

=

1

�

k

< �

k

a

k

>=

< �

k

a

k

>

< �

k

>

L'examen des �equations de bilan montre cependant qu'il est plus pratique de d�e�nir, pour les

�ecoulement compressibles, la moyenne de la vitesse comme une moyenne pond�er�ee par la masse

volumique qui s'�ecrit :

< u

k

>

k

=

1

�

k

�

k

< �

k

�

k

a

k

>

en n�egligeant les uctuations de �

k

.

1.2.3.3 Equations sur les grandeurs moyennes

On applique l'op�erateur de moyenne < : > aux �equations (1.4), on obtient :

@

@t

< �

k

�

k

> +r: < �

k

�

k

u

k

> + < �

k

(u

k

�w

s

):n

k

�

s

> = 0 (1.5a)

@

@t

< �

k

�

k

u

k

> +r: < �

k

�

k

u

k


 u

k

> +r: < �

k

Ip

k

� �

k

�

k

> (1.5b)

� < �

k

u

k

(w

s

:n

k

)�

s

> + < �

k

(u

k


 u

k

):n

k

�

s

> + < (Ip

k

� �

k

)n

k

�

s

> = < �

k

�

k

f >

On pose �

k

la densit�e volumique des apports de masse �a la phase k r�esultant des �echanges aux

interfaces et �egale �a :

�

k

=< �

k

(u

k

�w

s

):n

k

�

s

>

�

k

v�eri�e l'�equation de bilan aux interfaces :

2

X

k=1

�

k

= 0

et I

k

:

P

2

k=1

I

k

= 0

I

k

= � < �

k

u

k

(w

s

:n

k

)�

s

> + < �

k

(u

k


 u

k

):n

k

�

s

> � < �

k

:n

k

�

s

>

on obtient donc :
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@

@t

(�

k

�

k

) +r:(�

k

�

k

< u

k

>

k

) + �

k

= 0 (1.6a)

@

@t

(�

k

�

k

< u

k

>

k

) +r:(�

k

�

k

< u

k


 u

k

>

k

)

+r < �

k

p

k

> + < p

k

n

k

�

s

> �r:(�

k

< �

k

>

k

) + I

k

= �

k

�

k

< f >

k

(1.6b)

Il est utile de remarquer qu'en appliquant l'�equation (1.2) �a une fonction g identiquement �egale

�a 1 et en la moyennant, on obtient l'�egalit�e suivante :

r�

k

= � < n

k

�

s

>

En d�ecomposant p

k

en la somme d'une pression moyenne P

k

et d'une uctuation p

0

k

(de sorte

que < P

k

>= P

k

et < p

0

k

>= 0), on obtient :

r < �

k

p

k

> + < p

k

n

k

�

s

> = r(< �

k

> P

k

) + P

k

< n

k

�

s

> + < p

0

k

n

k

�

s

>

= r(�

k

P

k

)� P

k

r�

k

+ < p

0

k

n

k

�

s

>

= �

k

rP

k

+ < p

0

k

n

k

�

s

>

De même, en d�ecomposant u

k

en U

k

+ u

0

k

, on obtient :

r:(�

k

�

k

< u

k


 u

k

>

k

) = r:(�

k

�

k

U

k


 U

k

) +r:(�

k

�

k

< u

0

k


 u

0

k

>

k

)

On d�e�nit alors la grandeur moyenne de la vitesse U

k

=< u

k

>

k

, �

k

=< �

k

>

k

et F =< f >

k

.

Finalement, le syst�eme ouvert associ�e �a la phase k s'�ecrit (en consid�erant le terme < p

0

k

n

k

�

s

>

dans le terme interfacial I

k

) :

@

@t

(�

k

�

k

) +r:(�

k

�

k

U

k

) + �

k

= 0 (1.7a)

@

@t

(�

k

�

k

U

k

) +r:(�

k

�

k

U

k


 U

k

)

+r:(�

k

�

k

< u

0

k


 u

0

k

>

k

) + �

k

rP

k

�r:(�

k

�

k

) + I

k

= �

k

�

k

F (1.7b)

La classe des �ecoulements diphasiques qui nous int�eresse est celle des �ecoulements constitu�es

d'une phase gazeuse et de particules sph�eriques ind�eformables. On consid�ere alors que la phase

particulaire est �a densit�e constante, i.e. �

2

= constante.

Il faut maintenant fermer le syst�eme.
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1.3 Lois de fermetures pour les �ecoulements de type gaz-

particules

Par d�e�nition, les variables fractions volumiques v�eri�ent :

�

1

+ �

2

= 1

1.3.1 Termes d'�echange de masse

La classe des �ecoulements diphasiques qui nous int�eressent sont ceux de type gaz-particules

o�u les ph�enom�enes d'interactions entre particules peuvent être tr�es importants. On suppose

les particules sph�eriques, ind�eformables et toutes de même diam�etre. On ne consid�ere aucun

�echange de masse entre les deux phases. Ceci entrâ�ne que u

k

et w

s

sont �egaux �a l'interface et

que �

k

= 0 pour k = 1 (gaz), 2 (particules).

1.3.2 Pression moyenne de l'�ecoulement

On suppose que la pression phasique P

k

n'est autre que la pression moyenne du m�elange not�ee

P :

P

1

= P

2

= P

Notons que �

1

d�epend de P

1

�a travers les e�ets thermodynamiques : �equation d'�etat et transferts

d'�energie. On supposera par la suite que la masse volumique est li�ee �a la pression par une loi

polytropique :

P

1

=�

n

1

= K

K est une constante de r�ef�erence positive de la forme P (�

0

)=�

n

0

, n l'exposant polytropique,

1 < n � ,  l'indice adiabatique du gaz. L'utilisation d'une telle relation permet de ne pas

avoir �a r�esoudre explicitement l'�equation de conservation de l'�energie. Elle ne permet pas par

contre de rendre compte des transferts de chaleur et les e�ets de dissipation au sein de la phase

gazeuse. Dans la suite du document, on consid�erera n = . Dans [Gid93], l'auteur retient, dans

certaines con�gurations n = 1 qui est la valeur pour un �ecoulement isotherme pour un gaz

parfait.

1.3.3 Prise en compte de la turbulence de la phase continue

Les composantes du tenseur de Reynolds de la phase gazeuse sont classiquement mod�elis�ees

par :
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< u

0

1


 u

0

1

>

1

= ��

t

1

�

rU

1

+r

t

U

1

�

2

3

(r:U

1

):Id

�

+

2

3

q

2

1

Id

�

t

1

�etant la viscosit�e turbulente et q

2

1

l'�energie cin�etique turbulente du gaz. On ne prend pas

en compte dans les simulations num�eriques la turbulence de l'�ecoulement porteur, le tenseur

turbulent de la phase gazeuse est donc suppos�e nul, soit < u

0

1


 u

0

1

>

1

= 0.

La moyenne du tenseur �

2

se d�ecompose en �

2

la moyenne du tenseur des contraintes apparentes

et �

2

la prise en compte des termes collisionnels. On se place dans le cadre dilu�e pour mod�eliser

le mouvement al�eatoire associ�ee �a la phase dispers�ee.

1.3.4 Prise en compte du mouvement al�eatoire de la phase dispers�ee

On veut donc mod�eliser le tenseur cin�etique associ�e �a la phase dispers�ee, dominant pour les

�ecoulements �a faible concentration de particules, i.e. �

2

< 0:001. Par analogie avec la mod�eli-

sation du tenseur de Reynolds associ�e au gaz, il s'�ecrit :

< u

0

2


 u

0

2

>

2

= ��

cin

2

�

rU

2

+r

t

U

2

�

2

3

(r:U

2

):Id

�

+

2

3

q

2

2

Id

�

cin

2

d�esignant la viscosit�e cin�etique tenant compte du transport de quantit�e de mouvement par

le mouvement al�eatoire des particules et q

2

2

l'�energie cin�etique turbulente des particules. Dans

ce qui suit, on ne consid�ere que les termes di��erentiels du premier ordre ; on obtient donc le

terme sph�erique suivant :

< u

0

2


 u

0

2

>=

2

3

q

2

2

Id

Dans [Bal95], les auteurs calculent l'�energie cin�etique turbulente des particules q

2

2

solution de

l'�equation de transport suivante :

@

@t

(�

2

q

2

2

) +r:(�

2

q

2

2

U

2

) +

2

3

�

2

q

2

2

r:U

2

= S (1.8)

En utilisant l'�equation de bilan de masse des particules, on obtient q

2

2

par int�egration de l'�equa-

tion (1.8), en consid�erant un �equilibre des termes sources S de production-dissipation, et en

n�egligeant les e�ets visqueux ; on obtient alors :

q

2

2

(�

2

) =< q

2

2

>

0

�

2=3

2

o�u < q

2

2

>

0

est une constante de dimension (m:s

�1

)

2

.
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1.3.5 Mod�elisation des e�ets collisionnels dans un milieu granulaire

Pla�cons-nous maintenant dans le cadre dense, au niveau microscopique. On veut mod�eliser le

terme �

2

qui prend en compte le m�ecanisme collisionnel des particules. Dans [Gol96b], les

auteurs pr�esentent une mod�elisation des e�ets collisionnels entre particules en se pla�cant dans

un milieu granulaire, en l'absence de gaz porteur. Ils consid�erent les �equations de comportement

du milieu granulaire par la repr�esentation Lagrangienne unidimensionnelle suivante :

@

@t

1

�

�

@

@h

U = 0

@

@t

U +

@

@h

P = 0

@

@t

E

m

+ P

@

@h

U = I

avec la notation � � �

2

�

2

, m la masse, E l'�energie totale, P la pression granulaire et I le

terme source prenant en compte la perte d'�energie cin�etique due aux collisions, et la convention

� =

@

@x

h.

On note e = E=m l'�energie interne et l'on r�e�ecrit le syst�eme pr�ec�edent en coordonn�ees Eul�e-

riennes :

@

@t

� +

@

@x

(�U ) = 0

@

@t

(�U ) +

@

@x

(�U

2

) +

@

@x

P = 0

@

@t

(�e) +

@

@x

(�eU ) +

@

@x

(PU ) = �I

Le syst�eme est ensuite ferm�e par la donn�ee d'un terme source I et d'une �equation d'�etat de P .

Nous nous pla�cons dans le cadre de l'approximation dite des ((sph�eres dures)), qui suppose les

particules sph�eriques et les collisions instantan�ees sans d�eformation. On suppose de plus que les

chocs sont binaires, c'est �a dire qu'ils ne font intervenir que deux particules �a la fois. La vitesse

angulaire des particules au moment de chocs n'est pas prise en compte. On consid�ere que les

transferts d'�energie entre les mouvements de rotation et de translation sont comptabilis�es dans

un coe�cient d'�elasticit�e ou de restitution des collisions entre particules e

c

2 [0; 1].

P

�

=

e

2

�

t

(1 + 2�

2

(1 + e

c

) g(�

2

)) (1.9)

o�u e

c

et �

t

sont des constantes absolues. Cette pression granulaire se compose d'une partie colli-

sionnelle et d'une partie cin�etique. La fonction g(�

2

) introduite est une fonction de distribution
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ind�ependante des propri�et�es collisionnelles des particules ; elle repr�esente l'augmentation de la

probabilit�e de collisions binaires dues �a l'encombrement. Elle doit avoir des valeurs sup�erieures

�a 1 et être croissante avec �

2

.

Dans un milieu �elastique conservatif, les constantes e

c

et �

t

valent respectivement 1 et 4=3

(Cf. [Gol96b]) et il n'y a pas de terme source (I = 0). Dans ce cas, on va chercher une loi

isentropique, i.e. une solution de l'�equation d'�evolution de �e du type e = e(�

2

) ; et l'on obtient :

P (�

2

) =

�

2

2

K

2

�

t

(�

2

)

1+�

t

=2

exp

�

�

t

(1 + e

c

)

Z

�

2

0

g(a) da

�

(1 + 2�

2

(1 + e

c

)g(�

2

))

o�u K

2

est une constante d'int�egration �a d�eterminer. Pour plus de d�etails sur les calculs, on peut

se reporter �a [Com96c].

On retrouve formellement une loi d'�etat pour les �ecoulements dilu�es en consid�erant g(�

2

) = 0 :

P (�

2

) =

2

3

�

2

K

2

(�

2

)

5=3

Cette loi est de la même forme que celle utilis�ee dans [Sai91] et [Sai95b] pour la mod�elisation

des �ecoulements gaz-gouttelettes en r�egime dilu�e.

Pour les �ecoulements denses, plusieurs mod�eles sont envisageables, on consid�ere une loi propos�ee

par Lun et Savage (Cf. [Gol96b]) du type :

g(�

2

) =

�

1�

�

2

�

max

�

��

o�u �

max

d�esigne le taux de compactage maximum des particules, celles-ci �etant suppos�ees

sph�eriques et de même diam�etre. On obtient alors :

P (�

2

) =

2

3

�

2

K

2

(�

2

)

5=3

(1 + 2�

2

(1 + e

c

)g(�

2

)) exp

(

4

3

(1 + e

c

)

�

max

� � 1

�

1�

�

2

�

max

�

1��

)

Une valeur classiquement propos�ee pour � est (Cf. [Gol96b]) :

� =

5

2

�

max

> 1

Finalement, on consid�ere un tenseur �

2

sph�erique :

�

2

= �(�

2

) Id
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avec, d'apr�es les d�eveloppements pr�ec�edents :

�

2

�(�

2

) = P (�

2

) (1.10)

Le mod�ele consid�er�e par Sainsaulieu [Sai95a], [Sai95b] et [Rav95], pour les �ecoulements dilu�es

gaz-liquide, est tel que g(�

2

) = 0 et h(�

2

) = 1. Le mod�ele propos�e par Saurel et al. [Sau94] ne

prend pas en compte les collisions intergranulaires (formellement : g(�

2

) = 0 et h(�

2

) = 0).

1.3.6 Terme de transfert de quantit�e de mouvement interfacial

I

k

d�esigne le terme de transfert de quantit�e de mouvement interfacial de la phase k. On ne

consid�ere que les e�ets de la trâ�n�ee et pas les e�ets de masse ajout�ee et d'histoire (hypoth�ese

classique dans le cadre des �ecoulements gaz-particules). I

k

v�eri�e la relation suivante :

I

1

= �I

2

= I

Les e�ets de trâ�n�ee sont mod�elis�es comme suit (Cf. [Bal95] et [Gid93]) :

I = �

3

4

�

2

C

d

�

1

d

2

jjU

r

jj U

r

ou plus formellement:

I = ��

1

�

2

K

T

U

r

(1.11)

o�u K

T

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

3

4

C

d

d

2

�

1

�

�2:7

1

jjU

r

jj si �

2

< 0:2

�

1

�

1

d

2

�

�

2

150

Re

+ 1:75

�

jjU

r

jj sinon

avec Re = �

1

d

2

�

1

jjU

r

jj

et C

d

=

8

>

<

>

:

24

Re

(1 + 0:15Re

0:7

) si Re < 1000

0:44 sinon

U

r

= U

2

� U

1

d�esigne la vitesse relative entre les deux phases, et C

d

un coe�cient de trâ�-

n�ee. L'expression de K

T

provient de la mod�elisation de la trâ�n�ee d'une sph�ere isol�ee pour les
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�ecoulements dilu�es (si �

2

< 0:2), de la loi d'Ergun pour les �ecoulements denses. Elle s'�ecrit en

fonction du nombre de Reynolds moyen Re associ�e aux particules. �

1

repr�esente la viscosit�e

du gaz et d

2

le diam�etre moyen des particules, tous les deux �etant suppos�es constants. Cette

mod�elisation du terme de trâ�n�ee est �equivalente �a celle retenue dans [Gid93].

Dans [Bal95], [Bal93] et [Boe97], les auteurs ne consid�erent pas, dans l'expression de la force

de trâ�n�ee, la vitesse relative U

r

mais une vitesse V

r

qui est la vitesse relative corrig�ee par une

vitesse de dispersion V

d

prenant en compte la perturbation d'une particule due au transport

par la turbulence du uide :

V

r

= U

r

� V

d

Pour mod�eliser la vitesse de dispersion, Cf. [Bal95], les auteurs introduisent un coe�cient de

dispersion uide-particules D

t

12

:

V

d

= �D

t

12

�

1

�

1

r�

1

+

1

�

2

r�

2

�

1.3.7 Mod�elisation des e�ets de di�usion de la phase gazeuse et des

e�ets de dispersion de la phase particulaire

La turbulence du gaz que l'on a pr�ec�edemment n�eglig�ee (Cf. le paragraphe 1.3.3) est un e�et

dominant par rapport �a ceux de la di�usion du gaz ou de la dispersion des particules ; les tests

num�eriques pr�esent�es dans les chapitres 4 et 5 tiennent logiquement compte de ces ordres de

grandeur puisque les e�ets de la turbulence et de la di�usion du gaz ainsi que la dispersion des

particules ne sont pas consid�er�es. On a n�eanmoins besoin de connâ�tre la mod�elisation des deux

derniers termes pour l'�etablissement de l'in�egalit�e d'entropie qui permet de choisir la solution

physiquement admissible parmi un ensemble de solutions faibles du syst�eme (Cf. le paragraphe

2.5).

On mod�elise les tenseurs �

k

, k=1, 2 (�

1

= �

1

et �

2

= �

2

� �

2

), de fa�con classique :

�

k

= ��

k

�

rU

k

+r

t

U

k

�

2

3

(r:U

k

):Id

�

(1.12)

o�u les coe�cients de viscosit�e du gaz �

1

et de dispersion des particules �

2

sont des constantes

positives.

Avec les hypoth�eses d�ecrites ci-dessus, le syst�eme se r�e�ecrit :
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@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0 (1.13a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0 (1.13b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +r:(�

1

�

1

U

1


 U

1

) + �

1

rP (�

1

) = �I � �

1

�

1

g

�r:

�

�

1

�

1

�

(1.13c)

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) +

�

2

�

2

rP (�

1

) +r(�

2

�(�

2

)) =

I

�

2

� �

2

g

�r:

�

�

2

�

2

�

2

�

(1.13d)

Ce mod�ele ferm�e ((simple)) a, entre autres, l'int�erêt de permettre le calcul d'�ecoulements dilu�es

ou denses en particules.

1.4 Quelques mod�eles �a deux uides simples issus de la

litt�erature

Certains auteurs privil�egient la mod�elisation des �ecoulements dilu�es (�

2

' 0) ; ainsi dans

[Sau94], les auteurs retiennent le mod�ele suivant :

@

@t

�

1

+r:(�

1

U

1

) = 0 (1.14a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0 (1.14b)

@

@t

(�

1

U

1

) +r:(�

1

U

1


 U

1

) +rP = �I (1.14c)

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) =

1

�

2

I (1.14d)

Ce mod�ele peut être d�eduit du mod�ele (1.13) en posant formellement �

1

= 1 dans les �equations

de la phase gazeuse et en ne prenant en compte ni pression ni interactions entre les particules

dans les �equations de la phase particulaire.

Dans [Gid93], l'auteur retient deux mod�eles, un mod�ele �equivalent �a (1.13) et un second pr�esent�e

ci-dessous :
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@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0 (1.15a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0 (1.15b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +r:(�

1

�

1

U

1


 U

1

) +rP

1

= �I

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) +G(�

2

)r�

2

=

1

�

2

I (1.15c)

Ce mod�ele est cens�e pouvoir d�ecrire les �ecoulements denses et ne suppose pas d'e�ets de pression

sur la phase particulaire. Le terme G(�

2

)r�

2

prend en compte les e�ets collisionnels entre

particules.



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 21

Chapitre 2

Quelques �el�ements sur les

syst�emes hyperboliques non

lin�eaires issus de lois de

conservation

On expose dans ce chapitre les caract�eristiques essentielles des syst�emes hyperboliques non

lin�eaires issus de lois de conservation. On rappelle tout d'abord les d�e�nitions de syst�eme

hyperbolique, d'invariant de Riemann et d'entropie. Les syst�emes hyperboliques ayant la par-

ticularit�e d'admettre des solutions discontinues, on introduit la notion de solution faible. Cette

derni�ere ne s'accompagnant pas de l'unicit�e de la solution, on pr�esente un crit�ere bas�e sur la

notion d'entropie qui permet de s�electionner la solution physique parmi l'ensemble des solutions

faibles. On �etudie ensuite la r�esolution du probl�eme de Riemann monodimensionnel associ�e �a

un syst�eme hyperbolique de lois de conservation. Dans un cadre th�eorique, parmi les r�ef�erences

portant sur les syst�emes hyperboliques issus de lois de conservation, on s'appuiera notamment

sur [Har83a], [Lax57], [Lax72], [Smo83], [Vil86], et [God92] pour le cas scalaire. On traite en�n

un exemple : la r�esolution du probl�eme de Riemann du syst�eme de la dynamique des gaz isentro-

pique en coordonn�ees Eul�eriennes. On renvoie le lecteur int�eress�e �a [Smo83] pour la r�esolution

du probl�eme de Riemann du syst�eme de la dynamique des gaz en coordonn�ees Eul�eriennes.

2.1 Hyperbolicit�e

Soient l'espace des �etats 
 un domaine de IR

p

et W = W (x; t) = (w

1

; : : : ; w

p

)

t

un vecteur de

variables d'�etat �a valeurs dans 
 o�u x = (x

1

; : : : ; x

d

)

t

2 IR

d

et t 2 [0;+1[.

On consid�ere le syst�eme suivant, constitu�e de p lois de conservation :
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@

@t

W +

d

X

j=1

@

@x

j

F

j

(W ) = 0 (2.1)

o�u F

j

(W ), j = 1; : : : ; d, d�esigne la fonction de ux su�samment r�eguli�ere de 
 dans IR

p

,

associ�ee �a la j

i�eme

composante spatiale.

Formellement, le syst�eme (2.1) exprime la conservation des quantit�es w

1

; : : : ; w

p

; en int�egrant

celui-ci sur un domaine �xe arbitraire D de IR

d

et en appliquant le th�eor�eme de la divergence,

on obtient une �equation de bilan des quantit�es w

1

; : : : ; w

p

:

d

dt

Z

D

W dx+

d

X

j=1

Z

@D

F

j

(W ):n

j

ds = 0 (2.2)

avec @D la fronti�ere du domaine D, s 2 IR

d�1

la variable d'int�egration sur @D et n =

(n

1

; : : : ; n

d

)

t

le vecteur normal �a @D ext�erieur �a D. L'�equation (2.2) exprime l'�egalit�e entre

la variation temporelle de W dans le domaine D et le ux de W �a travers la surface @D.

Soit A

j

(W ) la matrice Jacobienne associ�ee au ux F

j

(W ), j = 1; : : : ; d :

A

j

(W ) = r

W

F

j

(W )

Soit A(W;n) la matrice Jacobienne associ�ee �a l'ensemble des ux F

j

(W ), j = 1; : : : ; d, d�e�nie,

pour tout vecteur n = (n

1

; : : : ; n

d

)

t

de IR

d

non nul, par :

A(W;n) =

d

X

j=1

n

j

A

j

(W )

D�e�nition 2.1 Le syst�eme (2.1) est hyperbolique si, pour tout W 2 
 et n 2 IR

d

, A(W;n) a :

{ p valeurs propres r�eelles ;

{ p vecteurs propres lin�eairement ind�ependants.

De plus, si les valeurs propres sont deux �a deux distinctes alors le syst�eme (2.1) est strictement

hyperbolique.
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2.2 Invariants de Riemann et caract�eristiques �a une di-

mension d'espace

On se place dans un cadre unidimensionnel, i.e. d = 1. Consid�erons un syst�eme hyperbolique

sur le mod�ele du syst�eme (2.1), de matrice Jacobienne A

1

(W ), de valeurs propres associ�ees

�

1

(W ); : : : ; �

p

(W ), W 2 IR

p

, et de vecteurs propres �a droite associ�es r

1

; : : : ; r

p

.

D�e�nition 2.2 Un j-invariant de Riemann est une fonction r�eguli�ere �(W ) de IR

p

dans IR

telle que :

hr

W

�(W ); r

j

(W )i = 0 8W 2 IR

p

o�u h : ; : i d�esigne le produit scalaire associ�e �a IR

p

.

Cette d�e�nition signi�e que � est constant le long des trajectoires port�ees par le vecteur r

j

.

Proposition 2.1 Soit W

0

2 IR

p

. Il existe, dans un voisinage de W

0

, (p � 1) j-invariants de

Riemann dont les gradients r

W

�(W

0

) sont des formes lin�eaires ind�ependantes dans IR

p

.

D�emonstration. Cf. [Smo83], page 321.

Proposition 2.2 Si � est un j-invariant de Riemann pour tout j 6= k

0

, alors, pour toute

solution W r�eguli�ere du syst�eme (2.1), on a :

@

@t

�(W ) + �

k

0

(W )

@

@x

�(W ) = 0

D�emonstration. Cf. [Smo83], page 392.

Corollaire 2.1 Si p = 2, soient �

1

et �

2

les 1- et 2-invariants de Riemann du syst�eme (2.1).

Alors le syst�eme (2.1) peut se diagonaliser sous la forme :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

�

1

(W ) + �

2

(W )

@

@x

�

1

(W ) = 0

@

@t

�

2

(W ) + �

1

(W )

@

@x

�

2

(W ) = 0

D�e�nition 2.3 Soit W (x; t) une solution r�eguli�ere du syst�eme (2.1). On d�e�nit la j-caract�eristique

x

j

issue de (x

0

; t

0

) 2 IR� IR par :

8

>

<

>

:

@

@t

�

x

j

(t;x

0

; t

0

)

�

= �

j

(W

�

x

j

(t;x

0

; t

0

); t

�

x

j

(t

0

;x

0

; t

0

) = x

0
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Proposition 2.3 Si � est un j-invariant de Riemann pour tout j 6= k

0

, alors, pour toute

solution W r�eguli�ere du syst�eme (2.1), � est constant le long de la k

0

-caract�eristique, i.e. :

d

dt

�(W (x

k

0

(t); t)) = 0

D�emonstration. D'apr�es la proposition 2.2.

2.3 Solutions faibles du probl�eme de Cauchy

Consid�erons le probl�eme de Cauchy suivant, pour un syst�eme bas�e sur le mod�ele du sys-

t�eme (2.1) :

Trouver W : (x; t) 2 IR

d

� [0;+1[�!W (x; t) 2 
; solution de :

@

@t

W +

d

X

j=1

@

@x

j

F

j

(W ) = 0 (2.3a)

et satisfaisant la condition initiale :

W (x; t = 0) = W

0

(x); 8x 2 IR

d

(2.3b)

avec W

0

: IR

d

�! 
 une fonction donn�ee.

W : IR

d

� [0;+1[�! 
 est une solution r�eguli�ere du probl�eme de Cauchy (2.3) si W est une

fonction C

1

(IR

d

� [0;+1[) satisfaisant le syst�eme (2.3a) et la condition initiale (2.3b) associ�ee.

La non lin�earit�e du syst�eme (2.3a) a pour cons�equence que des j-caract�eristiques issues de

points di��erents �a t = t

0

, peuvent se rencontrer, ce qui rend impossible l'existence de solutions

r�eguli�eres (d'apr�es la proposition 2.3) (Cf. [Smo83], pages 241-245). On introduit alors la notion

de solution faible :

D�e�nition 2.4 Soit W

0

une fonction (L

1

loc

(IR

d

))

p

. Une fonction W 2 (L

1

loc

(IR

d

� [0;+1[))

p

est une solution faible du probl�eme de Cauchy (2.3) si W (x; t) 2 
 presque partout et si, pour

toute fonction � 2 (C

1

0

(IR

d

� [0;+1[))

p

, W satisfait :

Z

+1

0

Z

IR

d

0

@

hW;

@

@t

�i+

d

X

j=1

hF

j

(W );

@

@x

j

�i

1

A

dxdt+

Z

IR

d

hW

0

(x); �(x; 0)i dx = 0

o�u h : ; : i d�esigne le produit scalaire Euclidien de IR

p

, C

1

0

(IR

d

�[0;+1[) l'espace des fonctions C

1

�a support compact dans IR

d

� [0;+1[ et L

1

loc

(IR

d

) l'espace des fonctions mesurables localement

born�ees.
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Par construction, une fonction r�eguli�ere du probl�eme de Cauchy (2.3) est aussi une solution

faible. On caract�erise maintenant les solutions faibles :

Th�eor�eme 2.1 Une fonction W (x; t), C

1

par morceaux, est solution faible du probl�eme de

Cauchy (2.3) au sens des distributions sur IR

d

�]0;+1[ si et seulement si les deux conditions

suivantes sont v�eri��ees :

{ (i) W est une solution r�eguli�ere de (2.3) dans les zones o�u W est C

1

;

{ (ii) W satisfait la relation de saut

�[W ] =

d

X

j=1

n

j

[F

j

(W )] (2.4)

le long des surfaces de discontinuit�e �(x; t).

� = (n = (n

1

; : : : ; n

d

);��)

t

d�esigne un vecteur normal unitaire �a la surface � et la notation

[W ] le saut de la variable W de part et d'autre de la surface de discontinuit�e � :

[W ] = W

+

�W

�

avec

W

�

(x; t) = lim

"�!0

W ((x; t)� "n)

la normale n �etant dirig�ee de � vers +.

D�emonstration. Cf. [God92], page 29.

La relation (2.4) est appel�ee relation de saut de Rankine-Hugoniot. n 2 IR

d

et � 2 IR peuvent

être respectivement interpr�et�ees comme la direction et la vitesse de propagation de la disconti-

nuit�e �. Les discontinuit�es de W sont appel�ees des chocs.

Remarque 2.1 Si la fonction W est continue, la relation de saut de Rankine-Hugoniot (2.4)

est automatiquement v�eri��ee.

Il est ais�e de v�eri�er qu'une solution faible du probl�eme de Cauchy (2.3) n'est pas n�ecessairement

unique. Nous avons donc besoin d'un crit�ere qui nous permet de choisir la solution ((physique))

parmi l'ensemble des solutions faibles. Ce crit�ere, introduit ci-dessous, est bas�e sur la notion

d'entropie.

2.4 Entropie Math�ematique

D�e�nition 2.5 Une fonction r�eguli�ere � : 
 �! IR est une entropie du syst�eme de lois de

conservation (2.1) s'il existe d fonctions r�eguli�eres appel�ees ux d'entropie F

�

j

: 
 �! IR

telles que :

(r

W

F

�

j

(W ))

t

= (r

W

�(W ))

t

A

j

(W ) pour j = 1; : : : ; d (2.5)
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Corollaire 2.2 Les solutions r�eguli�eres W du syst�eme (2.1) v�eri�ent une loi de conservation

suppl�ementaire :

@

@t

�(W ) +

d

X

j=1

@

@x

j

F

�

j

(W ) = 0 (2.6)

D�emonstration. Imm�ediate en multipliant le syst�eme (2.1) �a gauche par (r

W

�(W ))

t

.

On ne peut, en g�en�eral, prouver l'existence d'entropies de syst�emes non lin�eaires de lois de

conservation, sauf dans le cas d'une loi de conservation scalaire (p = 1) pour laquelle toute fonc-

tion convexe est une entropie (Cf. [God92]) et dans le cas o�u d = 1 et p = 2. On peut n�eanmoins

caract�eriser les syst�emes hyperboliques admettant une entropie math�ematique (Cf. [God92]

pages 36-48).

2.5 Solution faible entropique

Comme les solutions faibles du syst�eme (2.1) ne sont pas uniquement d�etermin�ees par leur condi-

tion initiale, on s�electionne la solution ((physiquement)) admissible, d�e�nie comme la solution

limite, quand " tend vers 0, de la solution W

"

du syst�eme visqueux suivant :

@

@t

W

"

+

d

X

j=1

@

@x

j

F

j

(W

"

) = "

d

X

j=1

@

@x

j

�

D

j

(W

"

):

@

@x

j

W

"

�

; 8W

"

2 IR

p

et " > 0 (2.7)

o�u D

j

est la matrice de di�usion du syst�eme selon la j

i�eme

composante spatiale, j = 1; : : : ; d,

F

j

le ux convectif et A

j

la matrice Jacobienne de ux convectif.

Faisons l'hypoth�ese que la solution faible du syst�eme (2.1) que nous voulons s�electionner est

la limite de solutions r�eguli�eres de (2.7). Multiplions alors cette �equation par (r

W

�(W

"

))

t

, il

vient :

@

@t

�(W

"

) +

d

X

j=1

@

@x

j

F

�

j

(W

"

) ="

d

X

j=1

@

@x

j

�

�

r

W

�(W

"

)

�

t

D

j

(W

"

):

�

@

@x

j

W

"

��

�"

d

X

j=1

�

@

@x

j

W

"

�

t

:

�

r

WW

�(W

"

):D

j

(W

"

)

�

@

@x

j

W

"

Si on fait l'hypoth�ese suivante de ((consistance)) de l'entropie avec les termes de di�usion :

Z

t

(r

WW

�(W

"

):D

j

(W

"

))Z � 0 ; 8Z 2 IR

p

; (2.8)

on obtient alors :
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@

@t

�(W

"

) +

d

X

j=1

@

@x

j

F

�

j

(W

"

) � "

d

X

j=1

@

@x

j

�

�

r

W

�(W

"

)

�

t

D

j

(W

"

):

�

@

@x

j

W

"

��

Si la fonction W

"

est born�ee, le terme de droite tend vers z�ero au sens des distributions quand

" tend vers z�ero. On peut alors conclure, au sens des distributions :

@

@t

�(W

"

) +

d

X

j=1

@

@x

j

F

�

j

(W

"

) � 0 (2.9)

On peut �enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.2 Si la fonction �(W ) admet la propri�et�e (2.8) et v�eri�e la loi de conserva-

tion (2.6), alors toute solution W du syst�eme (2.1), qui est la limite born�ee des solutions du

syst�eme (2.7), satisfait l'in�egalit�e (2.9) au sens des distributions.

Remarque 2.2 Si on consid�ere le syst�eme (2.1) avec la perturbation visqueuse "�W , alors

l'hypoth�ese de ((consistance )) de l'entropie avec la matrice de di�usion �equivaut �a une hypoth�ese

de convexit�e de la fonction d'entropie �(W ).

D�e�nition 2.6 Une solution entropique du syst�eme (2.1) est une solution faible qui v�eri�e la

condition (2.9) pour toute entropie math�ematique qui v�eri�e (2.8).

Corollaire 2.3 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2.2, si W est une fonction continue par mor-

ceaux alors, �a travers chaque discontinuit�e, W satisfait :

�[�(W )]�

d

X

j=1

n

j

[F

�

j

(W )] � 0 (2.10)

o�u � est la vitesse de propagation de la discontinuit�e et la notation [W ] repr�esente le saut de la

variable W �a la travers�ee de la discontinuit�e.

D�emonstration. Par int�egration de l'�equation (2.9) sur un domaine travers�e par la discontinuit�e.

2.6 R�esolution du probl�eme de Riemann unidimensionnel

R�esoudre un probl�eme de Riemann �equivaut �a r�esoudre un probl�eme de Cauchy avec des condi-

tions initiales constantes de part et d'autre d'une discontinuit�e :
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Trouver W : (x; t) 2 IR� [0;+1[�!W (x; t) 2 
; solution de :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 (2.11a)

et satisfaisant la condition initiale :

W (x; t = 0) =

8

<

:

W

L

si x � 0

W

R

sinon

(2.11b)

avec W

L

; W

R

deux �etats constants de 
:

On suppose que le syst�eme (2.11a) est strictement hyperbolique de valeurs propres ordonn�ees

�

1

(W ) < : : : < �

p

(W ), W 2 IR

p

, et de vecteurs propres �a droite associ�es r

1

; : : : ; r

p

.

2.6.1 Champs vraiment non lin�eaires et champs d�eg�en�er�es

D�e�nition 2.7 Le k

i�eme

champ est lin�eairement d�eg�en�er�e ou L.D. si :

hr

W

�

k

(W ); r

k

(W )i = 0 8W 2 IR

p

D�e�nition 2.8 Le k

i�eme

champ est vraiment non lin�eaire ou V.N.L. si :

hr

W

�

k

(W ); r

k

(W )i 6= 0 8W 2 IR

p

Dans la suite, on supposera que les champs sont soit V.N.L., soit L.D., et qu'�a chaque famille de

caract�eristiques �

k

, k = 1; : : : ; p (i.e. les droites dx=dt = �

k

(W (x; t)), correspondra une k-onde

de choc, une k-onde de d�etente ou une k-discontinuit�e de contact.

2.6.2 Onde de d�etente ou onde de rar�efaction

On suppose que le k

i�eme

champ du syst�eme (2.11a) est V.N.L.

D�e�nition 2.9 On appelle k-onde de d�etente ou k-onde de rar�efaction, d�e�nie sur un domaine

�

L

< � = x=t < �

R

, une fonction W (�) continue telle que :

� = �

k

(W (�)) (2.12)

d

d�

W (�) est colin�eaire �a r

k

(W (�)) (2.13)

Proposition 2.4 La fonction W (�), d�e�nie en (2.12) et (2.13) sur un domaine �

L

< � =

x=t < �

R

, est une solution r�eguli�ere du syst�eme (2.11a) reliant l'�etat W (�

L

) �a l'�etat W (�

R

).
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WL WR

t

x

λk ( WR )λk ( WL )

Fig. 2.1 { Repr�esentation d'une onde de d�etente dans le plan (x; t).

Proposition 2.5 Les k-invariants de Riemann sont constants le long d'une k-onde de d�etente ;

r�eciproquement une courbe le long de laquelle les (p�1) j-invariants de Riemann sont constants

est une k-onde de d�etente.

Remarque 2.3 Les lignes formant l'((�eventail )) de la k-onde de rar�efaction sur la �gure [2.1]

sont les droites caract�eristiques le long desquelles la solution W (�) d�e�nie en (2.12) et (2.13)

est constante. La vitesse de la k-caract�eristique de d�ebut de d�etente d�epend de l'�etat W

L

et vaut

�

k

(W

L

) alors que celle de la k-caract�eristique de �n de d�etente d�epend de l'�etat W

R

et vaut

�

k

(W

R

).

2.6.3 Onde de choc et choc entropique

On suppose que le k

i�eme

champ du syst�eme (2.11a) est V.N.L., et on cherche la solution discon-

tinue qui relie deux �etats constants W

L

et W

R

. Cette solution doit donc v�eri�er la condition

de Rankine-Hugoniot (2.4) et est alors de la forme suivante :

W (x; t) =

8

<

:

W

L

si x < �t

W

R

si x � �t

(2.14)

o�u � est la vitesse du choc.

On caract�erise maintenant les chocs entropiques pouvant relier deux �etats :

Proposition 2.6 Soit W

L

et W

R

deux �etats constants de 
 et (�; F

�

) un couple entropie-ux

d'entropie du syst�eme (2.11a) ((consistant )) avec les termes de di�usion. Si les �etats W

L

et W

R

sont reli�es par une k-onde de choc et si l'in�egalit�e d'entropie (2.10), entre les �etats W

L

et W

R

,

est v�eri��ee alors le choc est dit entropique.
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WR

t

x

σ
λk ( WL )

λk ( WR )

WL

Fig. 2.2 { Repr�esentation d'un choc dans le plan (x; t).

Un autre moyen d'�eliminer les chocs non physiques est de consid�erer un choc admissible s'il

provient de la rencontre de deux k-caract�eristiques (voir la �gure [2.2]). Lax a propos�e la

formulation suivante (Cf. [Lax72]) :

D�e�nition 2.10 Soit W (x; t) une solution faible du syst�eme (2.11a) discontinue le long d'une

caract�eristique � = x=t et constante ailleurs. Soit W

L

(respectivement W

R

) de 
, la valeur de

W �a gauche (respectivement �a droite) de la discontinuit�e. On dira que l'on a un choc admissible

s'il existe k, 1 < k < p, tel que :

�

k

(W

R

) < � < �

k

(W

L

) (2.15)

et

�

k�1

(W

L

) < � < �

k+1

(W

R

) (2.16)

Les in�egalit�es (2.15) et (2.16) sont appel�ees les conditions de choc de Lax. La proposition

suivante permet de faire le lien entre les conditions de Lax et l'in�egalit�e d'entropie :

Proposition 2.7 Soit le choc, reliant les �etats constants W

L

et W

R

de 
, suppos�e faible (i.e.

jjW

L

�W

R

jj petit).

{ Si ce choc v�eri�e les conditions de Lax (2.15) et (2.16), il v�eri�e alors l'in�egalit�e d'en-

tropie (2.10) pour toute entropie du syst�eme (2.11a) ((consistante )) avec les termes de

di�usion.

{ Si ce choc v�eri�e l'in�egalit�e d'entropie (2.10) pour toute entropie du syst�eme (2.11a)

((consistante )) avec les termes de di�usion, il v�eri�e alors les conditions de Lax (2.15)

et (2.16).
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2.6.4 Discontinuit�e de contact

On suppose que le k

i�eme

champ du syst�eme (2.11a) est lin�eairement d�eg�en�er�e. Soient W

L

et

W

R

deux �etats constants de 
 s�epar�es par le k

i�eme

champ. Par les d�e�nitions 2.7 et 2.2, on

obtient que �

k

est un k-invariant de Riemann, i.e. �

k

(W

L

) = �

k

(W

R

). La solution W (x; t) du

syst�eme (2.11a) qui relie les �etats W

L

et W

R

est une discontinuit�e de contact qui v�eri�e :

W (x; t) =

8

<

:

W

L

si x < �t

W

R

si x � �t

o�u la vitesse de propagation du choc � est �egale �a la vitesse de la k-caract�eristique en les �etats

W

L

et W

R

, i.e. � = �

k

(W

L

) = �

k

(W

R

). Au travers de cette discontinuit�e, la relation de saut

de Rankine-Hugoniot (2.4) est valable :

�(W

R

�W

L

) = F (W

R

)� F (W

L

)

On peut �enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.3 Soient W

L

et W

R

deux �etats constants de 
 s�epar�es par un k-champ lin�eaire-

ment d�eg�en�er�e du syst�eme (2.11a). Alors les �etats W

L

et W

R

sont reli�es l'un �a l'autre par une

discontinuit�e de contact de vitesse de propagation � = �

k

(W

L

) = �

k

(W

R

).

D�emonstration. Cf. [Smo83], page 334.

Remarque 2.4 Soit (�; F

�

) un couple entropie-ux d'entropie du syst�eme (2.11a) ((consistant ))

avec les termes de di�usion. Au travers d'une discontinuit�e de contact, on a :

�(�(W

R

)� �(W

L

)) = F

�

(W

R

) � F

�

(W

L

)

2.7 R�esolution du probl�eme de Riemann

La solution du probl�eme de Riemann (2.11) not�ee W (x=t;W

L

;W

R

), avec t > 0, est compos�ee

de quatre types d'ondes �el�ementaires, pr�ec�edemment d�e�nies et �enum�er�ees ci-dessous :

{ des �etats constants ;

{ des ondes de choc ;

{ des ondes de d�etente ;

{ des discontinuit�es de contact.



32 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

Th�eor�eme 2.4 Soit W

L

2 
 un �etat constant. Supposons que le syst�eme (2.11a) est hyper-

bolique et que chaque champ caract�eristique est soit vraiment non lin�eaire, soit lin�eairement

d�eg�en�er�e. Alors, il existe W

R

2 
 tel que le probl�eme de Riemann (2.11) admet une solution.

Cette solution se compose d'au plus (p + 1) �etats constants reli�es par des ondes de choc, des

ondes de d�etente ou des discontinuit�es de contact.

D�emonstration. Cf. [Smo83], page 335.

WL WRW1 W2

t

t0

x

x

w ( x /t0;WL,WR )

wL

w1

w2

wR

σλ2 ( W1 ) =  λ2 ( W2 )
λ1 ( W1 )

λ1 ( WL )

w(x/t0)

W ( x/t0 )

Fig. 2.3 { Repr�esentation de la solution d'un probl�eme de Riemann dans le plan (x; t) et pro-

jection sur l'axe x d'une variable w de W �a un temps t

0

�x�e.

Sur la �gure [2.3], on donne un exemple de solution de probl�eme de Riemann, de conditions

initiales W (x; 0) = W

L

si x < 0 et W

R

si x � 0, pour un syst�eme hyperbolique admettant

trois valeurs propres distinctes �

1

< �

2

< �

3

. �

1

et �

3

identi�ent deux champs vraiment

non lin�eaires qui sont donc soit une onde de d�etente, soit une onde de choc, et �

2

est ici un

champ lin�eairement d�eg�en�er�e qui ne peut être qu'une discontinuit�e de contact. On a choisi de

repr�esenter une 1-onde de d�etente et une 3-onde de choc de vitesse �. On donne tout d'abord

une repr�esentation de la solution dans le plan (x; t) ; on y d�enombre quatre �etats constants W

L

,

W

1

, W

2

et W

R

s�epar�es par les trois ondes. Puis on projette la solution, sur l'axe x �a un temps
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t

0

�x�e, d'une variable w de W qui n'est pas un invariant de Riemann de la 1-onde de d�etente

ni de la 2-discontinuit�e de contact (dans le cas contraire, la variable w resterait constante �a

la travers�ee de la 1- ou 2-onde). La fonction w(x=t

0

;W

L

;W

R

) est r�eguli�ere par morceaux, les

discontinuit�es �etant localis�ees aux travers�ees des 2- et 3-onde. Sur l'exemple de la �gure [2.3],

la fonction d�e�nie par :

W

�

x

t

0

;W

L

;W

R

�

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

W

L

si x=t

0

� �

1

(W

L

)

W (x=t

0

) si �

1

(W

L

) � x=t

0

� �

1

(W

1

)

W

1

si �

1

(W

1

) � x=t

0

� �

2

(W

1

)

W

2

si �

2

(W

1

) � x=t

0

� �

W

R

si � � x=t

0

est solution du syst�eme (2.11a), � �etant donn�e par les relations de Rankine-Hugoniot (2.4) et

W (x=t

0

) �etant la param�etrisation de la 1-onde de d�etente.

Dans le paragraphe suivant, on �etudie la r�esolution exacte du probl�eme de Riemann du syst�eme

de la dynamique des gaz isentropique.

2.8 Etude d'un exemple : le syst�eme de la dynamique des

gaz isentropique

2.8.1 Le syst�eme et ses propri�et�es

2.8.1.1 Le syst�eme de la dynamique des gaz isentropique

On rappelle les �equations monodimensionnelles de la dynamique des gaz en variables conserva-

tives, c'est �a dire en masse volumique et densit�e de ux de masse (�; �u)(x; t), en coordonn�ees

Eul�eriennes :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

� +

@

@x

(�u) = 0

@

@t

(�u) +

@

@x

(�u

2

+ P ) = 0

(2.17)

On ferme le syst�eme en utilisant une relation entre la pression et la masse volumique :

P = P (�) telle que P

0

(�) > 0 et P

00

(�) > 0 (2.18)
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Si on n�eglige les e�ets dissipatifs, l'�ecoulement est isentropique et la relation devient :

P (�) = K�



(2.19)

o�u K est une constante positive caract�eristique du uide et , l'exposant isentropique du gaz

a les valeurs particuli�eres de 5=3 pour un gaz monoatomique, 7=5 pour un gaz diatomique et

diminue avec l'atomicit�e.

Soit 
 l'espace des �etats admissibles. On �ecrit le syst�eme matriciel associ�e au syst�eme conser-

vatif (2.17) :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 8W 2 


qui se r�e�ecrit de fa�con �equivalente dans les zones r�eguli�eres :

@

@t

W +A(W )

@

@x

W = 0 8W 2 


o�u W (x; t) 2 
 est le vecteur d'�etat associ�e aux variables conservatives :

W = (�; �u)

t


 s'�ecrit alors :


 =

�

(�; �u) 2 IR

2

j � > 0

	

avec le ux et la matrice Jacobienne :

F (W ) =

�

�u

�u

2

+ P (�)

�

A(W ) =

�

0 1

c

2

� u

2

2u

�

o�u c est la c�el�erit�e du syst�eme d�e�nie par :

c

2

= c

2

(�) = P

0

(�)

La c�el�erit�e ne d�epend donc que de la masse volumique. Les fonctions � et c(�) �evoluent de fa�con

identique, i.e. c(�) est une fonction monotone croissante.
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2.8.1.2 Hyperbolicit�e du syst�eme

Le syst�eme de la dynamique des gaz isentropique monodimensionnel admet deux valeurs propres

�

1

(W ) et �

2

(W ) :

�

1

= u� c ; �

2

= u+ c

�

1

et �

2

sont donc r�eelles si la densit�e reste positive, i.e. si W 2 
. Les vecteurs propres �a droite

associ�es r

1

(W ) et r

2

(W ) sont :

r

1

=

�

1

u� c

�

; r

2

=

�

1

u+ c

�

Si l'on n'est pas en pr�esence du vide, alors r

1

et r

2

engendrent IR

2

. Le syst�eme (2.17) est donc

inconditionnellement hyperbolique si la densit�e reste positive. On note en�n que les champs

associ�es aux vecteurs propres r

1

et r

2

sont vraiment non lin�eaires.

2.8.1.3 Invariants de Riemann

Pour le syst�eme de la dynamique des gaz isentropique monodimensionnel (p = 2), chaque j-onde

poss�ede un seul j-invariant de Riemann (voir la proposition 2.1).

Invariant de Riemann de la 1-onde :

�

1

(W ) = u+

Z

�

0

c(a)

a

da

Invariant de Riemann de la 2-onde :

�

2

(W ) = u�

Z

�

0

c(a)

a

da

Dans le cas particulier de l'isentropique pour un gaz parfait, on obtient :

�

1

(W ) = u+

2 c

�1

et �

2

(W ) = u�

2 c

�1

Remarque 2.5 D'apr�es le corollaire 2.1, on a :

�

@

@t

+ (u� c)

@

@x

�

(u �

Z

�

0

c(a)

a

da) = 0
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2.8.1.4 Entropie du syst�eme

On associe au syst�eme (2.17) le tenseur de di�usion, issu de la physique, suivant :

@

@t

W + A(W )

@

@x

W =

@

@x

�

D(W )

@

@x

W

�

avec

D(W ) =

�

�

�

0 0

�u 1

�

o�u � est un coe�cient positif de viscosit�e. Le syst�eme (2.17) admet alors le couple entropie-

ux d'entropie (�; F

�

), ((consistant)) avec la matrice de di�usion (au sens de l'in�egalit�e (2.8)),

suivant :

8

<

:

�(W ) =

1

2

�u

2

+ � H(�)

F

�

(W ) = (� + P )u

o�u la fonction H(�) est d�e�nie par :

H

0

(�) =

P (�)

�

2

Appliqu�e �a la relation isentropique (2.19), le couple entropie-ux d'entropie devient :

8

<

:

�(W ) =

1

2

�u

2

+

1

�1

P

F

�

(W ) = (� + P )u

Dans les zones non r�eguli�eres (ondes de choc), l'in�egalit�e d'entropie (2.10) doit être v�eri��ee. En

utilisant les relations de Rankine-Hugoniot (2.4), on trouve que, dans le cas g�en�eral, l'in�egalit�e

d'entropie est �equivalente �a :

[u] �

(

�

[�H(�)]

[�]

+

�H(�) + P (�)

�

)

< 0

Dans le cas particulier de l'isentropique pour un gaz parfait, elle s'�ecrit :
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�

 � 1

[u]

(

�

[P (�)]

[�]

+ 

P (�)

�

)

< 0

et, apr�es �etude de signe du terme entre accolades, est �equivalente �a :

[u] < 0

Cette expression simple caract�erise donc le saut de la vitesse �a la travers�ee du choc et nous

permettra de choisir la solution faible du syst�eme (2.17) physiquement r�ealisable.

2.8.2 R�esolution du probl�eme de Riemann

Ce paragraphe est consacr�e �a la construction explicite de la solution du probl�eme de Riemann

monodimensionnel pour les �equations (2.17) de la dynamique des gaz isentropique sans aucune

restriction sur l'amplitude des �etats initiaux. Nous ne consid�erons pas le cas du vide sur un des

�etats initiaux. Le cas de l'apparition du vide sera trait�e �a part.

Etant donn�es deux �etats constants W

L

et W

R

de 
,

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Trouver W : IR� [0;+1[�! 
; W = (�; �u)

t

solution du syst�eme (2.17) et tel que :

W (x; t = 0) =

8

<

:

W

L

; x < 0

W

R

; x � 0

(2.20)

-

x

6

t

W

L

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

u

L

� c

L

@

@

@

@

@

@

@

1-onde

J

J

J

J

J

J

J

J

u

1

� c

1

W

1

�

�

�

�

�

�

�

�

2-onde

�

W

R

Fig. 2.4 { Repr�esentation de la solution du probl�eme de Riemann dans le cas du syst�eme de la

dynamique des gaz isentropique. Les �etats constants W

L

et W

R

sont connect�es par une 1-onde

de d�etente, un �etat interm�ediaire W

1

constant et une 2-onde de choc.

La �gure [2.4] repr�esente la solution dans le plan (x; t) d'un probl�eme de Riemann dans le cas

du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique. On observe que deux ondes, s�epar�ees par un
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�etat interm�ediaire constant W

1

, correspondant respectivement aux champs u � c et u + c, se

d�eveloppent d�es que t > 0. Les deux champs �etant vraiment non lin�eaires, les ondes d�evelopp�ees

sont donc soit des ondes de d�etente, soit des ondes de choc. Sur la �gure [2.4], on a choisi de

repr�esenter une 1-onde de d�etente et une 2-onde de choc.

2.8.2.1 Param�etrisation des ondes de d�etente

On cherche tout d'abord la param�etrisation de la 1-onde de d�etente qui relie l'�etat constant

W

L

�a l'�etat constant interm�ediaire W

1

. Comme �

1

, le 1-invariant de Riemann, est constant

par d�e�nition le long de la 1-onde de d�etente, on a :

�

1

(W

L

) = �

1

(W

1

)

On introduit la param�etrisation suivante :

�

1

= z

1

�

L

; z

1

2 IR

+�

et l'on obtient :

u

1

= u

L

+

Z

�

L

z

1

�

L

c(a)

a

da (2.21)

On obtient le domaine de validit�e de la param�etrisation de la 1-onde de d�etente en v�eri�ant

l'in�egalit�e de Lax, u

L

� c

L

� u

1

� c

1

; soit z

1

2]0; 1].

De mani�ere identique, on cherche maintenant la param�etrisation de la 2-onde de d�etente qui relie

l'�etat constant W

R

�a l'�etat constant interm�ediaire W

1

. Comme �

2

, le 2-invariant de Riemann,

est constant le long de la 2-onde de d�etente, on a :

�

2

(W

R

) = �

2

(W

1

)

En introduisant la param�etrisation

�

R

= z

2

�

1

; z

2

2 IR

+�

on obtient :

u

R

= u

1

+

Z

�

R

�

R

=z

2

c(a)

a

da (2.22)
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On obtient le domaine de validit�e de la param�etrisation de la 2-onde de d�etente en v�eri�ant

l'in�egalit�e de Lax, u

1

+ c

1

� u

R

+ c

R

; soit z

2

2 [1;+1[.

Remarque 2.6 Pour obtenir la solution (�; u) dans une onde de d�etente, on �ecrit que (�; u)(x; t) =

(�; u)(� = x=t) ; on obtient alors, pour le cas de l'isentropique pour les gaz parfaits :

{ (i) solution W

1-d�etente

(�) dans la 1-onde de d�etente :

�(�) =

�

(K)

�1=2

 + 1

(�( � 1) � + ( � 1)u

L

+ 2 c

L

)

�

2

�1

u(�) =

1

 + 1

(2 � + ( � 1)u

L

+ 2 c

L

)

{ (ii) solution W

2-d�etente

(�) dans la 2-onde de d�etente :

�(�) =

�

(K)

�1=2

 + 1

(( � 1) � � ( � 1)u

R

+ 2 c

R

)

�

2

�1

u(�) =

1

 + 1

(2 � + ( � 1)u

R

� 2 c

R

)

2.8.2.2 Param�etrisation des ondes de choc

Les �equations de la dynamique des gaz isentropique, qui sont conservatives, admettent les

conditions de saut de Rankine-Hugoniot suivantes :

8

<

:

�[�] = [�u]

�[�u] = [�u

2

] + [P ]

(2.23)

En �ecrivant ces conditions entre l'�etat constant W

L

et l'�etat constant interm�ediaire W

1

, on

trouve la param�etrisation de la 1-onde de choc :

�

1

= z

1

�

L

u

1

= u

L

�

�

z

1

� 1

z

1

P (z

1

�

L

) � P (�

L

)

�

L

�

1

2

(2.24)

On obtient le domaine de validit�e de la param�etrisation de la 1-onde de choc en v�eri�ant

l'in�egalit�e de Lax (2.15) (ou l'in�egalit�e d'entropie (2.10)), u

L

�c

L

> � > u

1

�c

1

; soit z

1

2]1;+1[.
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On �ecrit maintenant les conditions de Rankine-Hugoniot entre l'�etat constant W

R

et l'�etat

constant interm�ediaire W

1

, on trouve alors la param�etrisation de la 2-onde de choc :

�

R

= z

2

�

1

u

R

= u

1

�

�

(z

2

� 1)

P (�

R

)� P (�

R

=z

2

)

�

R

�

1

2

(2.25)

On obtient le domaine de validit�e de la param�etrisation de la 2-onde de choc en v�eri�ant

l'in�egalit�e de Lax, u

R

+ c

R

< � < u

1

+ c

1

; soit z

2

2]0; 1[.

2.8.2.3 R�esolution du probl�eme de Riemann

On pr�esente tout d'abord une synth�ese des param�etrisations des 1- et 2-onde de choc et de

d�etente, pour le cas d'un �ecoulement isentropique de gaz parfait :

1-onde :

8

<

:

�

1

= z

1

�

L

u

1

= u

L

+ c

L

h

1

(z

1

)

o�u h

1

(z

1

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

2

 � 1

�

1� z

�1

2

1

�

si z

1

� 1

�

�

(z

1

� 1)(z



1

� 1

z

1

�

1

2

si z

1

> 1

2-onde :

8

<

:

�

R

= z

2

�

1

u

R

= u

1

+ c

R

h

2

(z

2

)

o�u h

2

(z

2

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

2

 � 1

�

1� z

1�

2

2

�

si z

2

� 1

�

�

(z

2

� 1)



�

1� z

�

2

�

�

1

2

si z

2

< 1

On obtient alors le syst�eme non lin�eaire r�esolvant, �a deux �equations et deux inconnues (z

1

; z

2

),

suivant :

�

R

= �

L

z

2

z

1

(2.26a)

u

R

� u

L

= c

R

h

2

(z

2

) + c

L

h

1

(z

1

) (2.26b)

On peut �eliminer z

2

dans l'�equation (2.26b) grâce �a (2.26a), on obtient alors :

u

R

� u

L

= c

R

h

2

(z

2

(z

1

)) + c

L

h

1

(z

1

) (2.27)

Le probl�eme revient donc �a r�esoudre :

	(z

1

) = C

ste

= c

R

h

2

(z

2

(z

1

)) + c

L

h

1

(z

1

)
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Or 	 est d�ecroissante monotone et :

lim 	(z

1

) =

2

 � 1

(c

L

+ c

R

)

z

1

!0

+

lim 	(z

1

) = �1

z

1

!+1

Donc, dans le cas d'une loi d'�etat des gaz parfaits, le probl�eme (2.27) admet une solution unique

si et seulement si u

R

� u

L

<

2

�1

(c

R

+ c

L

).

Dans le cas plus g�en�eral d'une loi d'�etat v�eri�ant (2.18), la fonction 	(z

1

) = u

R

� u

L

est

d�ecroissante monotone avec les limites suivantes :

lim 	(z

1

) =

Z

�

L

0

c(a)

a

da+

Z

�

R

0

c(a)

a

da

z

1

!0

+

lim 	(z

1

) = �1

z

1

!+1

On peut donc �enoncer la proposition suivante :

Proposition 2.8 Consid�erant le syst�eme de la dynamique des gaz isentropique (2.17), avec une

loi d'�etat pour P v�eri�ant (2.18), soit W

L

et W

R

deux �etats constants quelconques, di��erents

du vide et conditions initiales du syst�eme ; alors il existe une unique solution entropique du

probl�eme de Riemann (2.20) �a densit�e strictement positive si et seulement si :

u

R

� u

L

<

Z

�

L

0

c(a)

a

da+

Z

�

R

0

c(a)

a

da (2.28)

Si (2.28) est viol�ee alors il y a apparition du vide dans la solution (Cf. section 2.8.2.4).

Dans le cas o�u les invariants de Riemann sont primitivables, comme par exemple quand on

consid�ere la loi d'�etat des gaz parfaits, le probl�eme (2.27) pourra être r�esolu num�eriquement

par une m�ethode de Newton (Cf. annexe A section A.1.2).

2.8.2.4 Traitement de l'apparition du vide

Si la condition (2.28) est viol�ee par les conditions initiales alors le vide apparâ�t dans la solution

�a l'�etat interm�ediaire.

On est en fait dans le cas d'une double d�etente o�u l'on "tire" sur le uide jusqu'�a ce que la

densit�e de l'�etat constant interm�ediaire W

1

devienne nulle (ainsi donc que la c�el�erit�e c

1

). Le
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probl�eme vient du fait que la vitesse u

1

est alors ind�e�nie. On se trouve donc dans le cas o�u

les deux ondes de d�etente sont raccord�ees par l'�etat vide. On ne peut donc plus aborder le

probl�eme de mani�ere classique car on est dans l'impossibilit�e de relier analytiquement les deux

ondes de d�etente.

Remarque 2.7 Ce sont en fait les variables conservatives W

1

= (�

1

; (�u)

1

)

t

qui nous int�e-

ressent pour la r�esolution du syst�eme et elles restent toujours d�e�nies (la densit�e �

1

et le d�ebit

(�u)

1

sont nuls dans la zone de vide).

On consid�ere le cas d'un �ecoulement isentropique de gaz parfait (2.19). Le sch�ema de Godunov

que l'on va mettre en pratique sur ce syst�eme (Cf. l'annexe A) n�ecessite la valeur du vecteur

d'�etat W sur la droite x = 0 de la �gure [2.5] repr�esent�ee dans le plan (x; t). On doit donc

connâ�tre la situation des ondes par rapport cette droite. Pour cela, on a besoin d'estimer les

caract�eristiques limites des ondes de d�etente qui d�elimitent le cône associ�e �a l'�etat vide W

1

.

Dans les cas di��erents du vide, la caract�eristique de la 1-onde de d�etente pr�ec�edant l'�etat

interm�ediaire W

1

est

x

t

= u

1

� c

1

. Mais dans le cas du vide, u

1

est ind�e�nie et c

1

(�

1

= 0) = 0.

On veut n�eanmoins d�eterminer la caract�eristique limite de la 1-onde qui pr�ec�ede l'�etat vide W

1

:

x

t

= u

�

1

� c

�

1

= u

�

1

car c

�

1

= limc

1

(�

1

) = 0 quand �

1

tend vers 0

+

. Pour cela, on �ecrit toujours

la conservation de l'invariant de Riemann sur la 1-onde de d�etente :

u

�

1

= u

�

1

+

2

 � 1

c

�

1

= u

L

+

2

 � 1

c

L

On obtient ainsi la caract�eristique limite de la 1-onde de d�etente avant l'�etat vide :

u

�

1

= u

L

+

2

 � 1

c

L

=

x

t

Il en est de même pour la 2-onde de d�etente. Dans les cas di��erents du vide, la caract�erisation

de la 2-onde pr�ec�edant l'�etat W

1

est

x

t

= u

1

+ c

1

. Dans le cas du vide, on d�etermine la

caract�eristique limite de la 2-onde de d�etente qui pr�ec�ede l'�etat vide W

1

:

x

t

= u

��

1

� c

��

1

= u

��

1

car c

��

1

= limc

1

(�

1

) = 0 quand �

1

tend vers 0

+

. On �ecrit la conservation de l'invariant de

Riemann sur la 2-onde de d�etente :

u

��

1

= u

��

1

�

2

 � 1

c

��

1

= u

R

�

2

 � 1

c

R

On obtient ainsi la caract�eristique limite de la 2-onde de d�etente avant l'�etat vide :

u

��

1

= u

R

�

2

 � 1

c

R

=

x

t

La d�etermination de u

�

1

et u

��

1

permet de connâ�tre la position des 1 et 2-ondes par rapport �a

la droite x = 0 de la �gure [2.5].
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c

L
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1

=

�

0

0

�
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�

�

�

�
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�

�

�
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�

�

�

�
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R
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c

R
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R

Fig. 2.5 { Repr�esentation du probl�eme de Riemann dans le cas de l'apparition du vide.

La solution W (x; t) du probl�eme de Riemann s'�ecrit alors :

W (x; t) = W

�

x

t

;W

L

;W

R

�

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

W

L

si x=t � u

L

� c

L

W

1-d�etente

(x=t) si u

L

� c

L

� x=t � u

L

+

2

�1

c

L

0 si u

L

+

2

�1

c

L

� x=t � u

R

�

2

�1

c

R

W

2-d�etente

(x=t) si u

R

�

2

�1

c

R

� x=t � u

R

+ c

R

W

R

si x=t � u

R

+ c

R

D'autre part, si on a l'�egalit�e suivante :

u

R

� u

L

=

2

 � 1

(c

L

+ c

R

)

alors les deux ondes de d�etente se rejoignent et le cône associ�e �a W

1

est r�eduit �a une caract�e-

ristique. On a alors u

�

1

= u

L

+

2

�1

c

L

= u

R

�

2

�1

c

R

= u

��

1

.
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Chapitre 3

Rappels et compl�ements sur les

sch�emas num�eriques

L'objectif de ce chapitre est de d�ecrire les techniques volumes �nis de r�esolution de syst�emes

conservatifs hyperboliques de type (2.1) puis de proposer une extension de ces derni�eres au

cadre des syst�emes non conservatifs et conditionnellement hyperboliques. A cette �n, on rap-

pelle tout d'abord le principe de la discr�etisation spatiale par des volumes �nis de type IN-

RIA (Cf. [Fez89]). Puis on pr�esente des m�ethodes d�ecentr�ees de type MUSCL (Monotonic

Upwind Scheme for Conservation Laws) de r�esolution de syst�emes conservatifs hyperboliques

(Cf. [Van77] pour l'id�ee originale). Ces derni�eres sont bas�ees sur la r�esolution exacte ou ap-

proch�ee de probl�emes de Riemann locaux. Les solveurs de Godunov (Cf. [God59]) et de Roe

(Cf. [Roe81]) sont rappel�es. Le sch�ema de Godunov est bas�e sur la r�esolution exacte du pro-

bl�eme de Riemann associ�e au syst�eme pour chaque interface entre deux cellules et n�ecessite de

savoir r�esoudre analytiquement le probl�eme de Riemann monodimensionnel associ�e au syst�eme.

C'est le sch�ema de r�ef�erence puisqu'il consiste en la projection de la solution exacte �a l'interface,

mais il est tr�es p�enalisant en coût calcul car il se ram�ene �a la r�esolution �a chaque interface d'un

syst�eme non lin�eaire. De plus, comme il d�epend du fait que l'on sache r�esoudre le probl�eme de

Riemann exact monodimensionnel associ�e au syst�eme, il est souvent di�cile voire impossible

�a mettre en �uvre et est assez peu utilis�e. Le sch�ema de Roe est, quant �a lui, bas�e sur la

r�esolution du probl�eme de Riemann lin�earis�e localement et n�ecessite de trouver une moyenne

permettant de satisfaire des crit�eres de consistance ce qui peut être d�elicat. Ces solveurs se

limitent au cadre des syst�emes conservatifs inconditionnellement hyperboliques et sont, dans

le cas g�en�eral, di�ciles voire impossibles �a mettre en �uvre. On pr�esente un sch�ema introduit

dans [Gal96b] et [Mas96], appel�e vfRoe, qui permet de r�esoudre le probl�eme de Riemann associ�e

�a un syst�eme conservatif inconditionnellement hyperbolique notamment dans les cas o�u l'on ne

peut pas mettre en �uvre les solveurs de Godunov ou de Roe. On d�ecrit ensuite une variante du

sch�ema vfRoe qui pr�esente les mêmes avantages que ce dernier et permet en outre de r�esoudre

le syst�eme consid�er�e en conservant explicitement (par construction) des propri�et�es du syst�eme

continu (Cf. [Buf96] et [Buf97a]). On regarde ensuite une m�ethode de r�esolution �a pas fraction-

naires ; on s'appuie sur les travaux d�ecrits dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97] qui consistent en

l'�etude d'un splitting de ux du syst�eme d'Euler. En vue du chapitre 4, on �etudie, sur le même

principe, un splitting de ux du syst�eme d'Euler isentropique. Des tests de type tubes �a choc

sont pr�esent�es, les r�esultats et la convergence en norme L

1

sont compar�es avec ceux du sch�ema
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de Godunov (Cf. l'annexe A). Cette technique permet notamment, comme on le verra dans le

chapitre 4, d'�etendre les sch�emas pr�ec�edemment pr�esent�es au cadre des syst�emes conservatifs

conditionnellement hyperboliques. Dans une derni�ere partie, on regarde plusieurs extensions

possibles de ces di��erentes m�ethodes au cadre des syst�emes non conservatifs. Plus pr�ecis�ement,

on rappelle les travaux d�ecrits dans [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai95a] pour l'analyse th�eo-

rique des syst�emes hyperboliques non conservatifs puis on expose di��erentes m�ethodes pour leur

r�esolution num�erique, issues de la litt�erature (Cf. [ElA97], [Her95a], [Mas97], [Lou95], [Sai95b]

et [Tou96]).

On se restreint �a l'expos�e de sch�emas �a l'ordre 1 en temps et en espace. Les techniques les plus

connues de construction de sch�emas �a l'ordre 2 en espace sont notamment expos�es dans [Swe84]

et [Van77].

3.1 Une approche en maillage non structur�e pour des for-

mulations colocalis�ees de type volumes �nis

Fig. 3.1 { Cellule volume �ni de type INRIA en 2D non structur�e

On pr�esente, dans le cas bidimensionnel, une discr�etisation spatiale sur maillage non structur�e,

approche dite de type INRIA (Cf. [Fez89]).

Le domaine de l'�ecoulement D est suppos�e être un domaine born�e polygonal de IR

2

. On d�e�nit

le maillage D

h

approchant le domaine de calcul D. Soit T

h

une triangulation standard de D

avec h la longueur maximum des arêtes des triangles. L'ensemble des triangles T 2 T

h

forme

un recouvrement de D

h

:

D

h

= [

N

T

j=1

T

j

; T

j

2 T

h

o�u N

T

d�esigne le nombre d'�el�ements de la triangulation T

h

.
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Soit S

i

un des sommets d'un triangle T de T

h

et K(i) l'ensemble des triangles admettant S

i

comme sommet. La m�ethode consiste en la d�e�nition d'un maillage dual de D

h

. Celui-ci est

form�e de cellules de contrôle C

i

, construites pour chaque n�ud de la triangulation T

h

. Chaque

cellule C

i

(en gris�e sur la �gure [3.1]) est d�e�nie en joignant successivement les centres de gravit�e

des triangles T 2 K(i) et les milieux des arêtes aboutissant en S

i

. L'ensemble des cellules C

i

forme un autre recouvrement de D

h

:

D

h

= [

N

S

i=1

C

i

o�u N

S

d�esigne le nombre de sommets S

i

(qui est donc �egal au nombre de cellules C

i

).

3.2 Formulation volumes �nis sur maillage non structur�e

pour un syst�eme conservatif hyperbolique

On e�ectue ici la pr�esentation de la m�ethode volumes �nis pour un syst�eme conservatif hyper-

bolique poss�edant la propri�et�e d'invariance par rotation.

On cherche W (x; t) solution du probl�eme de Cauchy suivant :

8

>

<

>

:

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) = 0 8 (x = (x; y); t) 2 D � IR

+

W ((x; y); 0) =W

0

(x; y) 8 (x; y) 2 D

(3.1)

F

x

et F

y

d�esignant respectivement les ux suivant les directions spatiales x et y.

Soit C

i

une cellule du maillage D

h

. On note @C

i

la fronti�ere de la cellule C

i

et n

t

= (n

x

; n

y

) le

vecteur normal ext�erieur unitaire �a C

i

.

Soit W

h

la solution approch�ee du probl�eme (3.1). Sur chaque cellule C

i

, on int�egre le sys-

t�eme (3.1) :

Z

C

i

�

@

@t

W

h

+

@

@x

F

x

(W

h

) +

@

@y

F

y

(W

h

)

�

dx dy = 0

On applique la formule de Green :

Z

C

i

@

@t

W

h

dx dy +

Z

@C

i

�

n

x

F

x

(W

h

) + n

y

F

y

(W

h

)

	

d� = 0

Ce qui revient �a :
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Z

C

i

@

@t

W

h

dx dy +

Z

@C

i

F(W

h

; n) d� = 0 (3.2)

avec la notation F(W;n) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ).

3.2.1 Sch�ema en temps

On r�e�ecrit l'�equation (3.2) sous la forme :

Z

C

i

@

@t

W

h

dx dy = �

Z

@C

i

F(W

h

; n) d�

Or, pour un maillage �xe en temps, on a l'�egalit�e suivante :

Z

C

i

@

@t

W

h

dx dy =

@

@t

Z

C

i

W

h

dx dy

On d�e�nit la valeur moyenne par �el�ement C

i

�a tout instant t par :

W (C

i

; t) =

1

jC

i

j

Z

C

i

W

h

(x; t) dx dy

o�u jC

i

j d�esigne le volume de la cellule C

i

. Ce qui implique, lorsqu'on applique un sch�ema en

temps d'ordre 1 de type Euler explicite :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

�

Z

@C

i

F(W

h

; n) d�

�

n

(3.3)

�t d�esignant le pas de temps �a la n

i�eme

it�eration, l'exposant n indiquant que le terme est calcul�e

�a l'instant t

n

, t

n+1

= t

n

+�t et W

n

i

d�esignant la valeur approch�ee de W (C

i

; t

n

), c'est �a dire

une moyenne de W

h

sur la cellule C

i

au temps t

n

.

3.2.2 Calcul des ux

Soit C

i

la cellule centr�ee sur le sommet S

i

, et K(i) l'ensemble des sommets voisins de S

i

. On

d�e�nit alors @C

ij

= @C

i

\ @C

j

; par d�e�nition du maillage, on a l'�equivalence suivante :

@C

ij

6= ; ; i 6= j () S

j

2 K(i)
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On d�e�nit �egalement la fronti�ere du domaine D

h

:

�

h

= @D

h

= �

paroi

[ �

1

o�u �

paroi

d�esigne la paroi solide et �

1

la fronti�ere uide du domaine.

Le ux F(W

h

; n) se d�ecompose respectivement en un ux interne, un ux �a la paroi et un ux

�a la fronti�ere entr�ee-sortie :

Z

@C

i

F(W

h

; n)d� =

X

j2K(i)

Z

@C

ij

F(W

h

; n)d�

+

Z

@C

i

\�

paroi

F(W

h

; n)d� +

Z

@C

i

\�

1

F(W

h

; n)d�

Dans un premier temps, on s'int�eressera uniquement au traitement du terme de ux interne.

3.3 Sch�ema de Godunov

Ce sch�ema, introduit par Godunov dans [God59], s'appuie sur la r�esolution exacte de probl�emes

de Riemann locaux. On se place tout d'abord dans le cadre monodimensionnel en espace. On

veut r�esoudre le syst�eme de lois de conservation hyperbolique non lin�eaire suivant :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 ; W = W (x; t) ; x 2 IR ; t 2 IR

+�

(3.4)

o�u F est un vecteur de fonctions continues dans l'espace des �etats physiquement admissibles,

avec les conditions initiales :

W (x; 0) =

8

<

:

W

L

si x < 0

W

R

sinon

(3.5)

La solution du probl�eme de Riemann (3.4,3.5) d�epend des �etats W

L

et W

R

et du rapport x=t

(Cf. chapitre 2) ; on la note W (x=t;W

L

;W

R

).

On consid�ere un maillage r�egulier 1D de pas de discr�etisation h, chaque cellule C

j

�etant d�e�nie

par l'intervalle [j h; (j + 1)h] et centr�ee sur le point x

j

de coordonn�ee (j + 1=2)h. Le sch�ema

de Godunov est construit en approximantW par une fonction W

h

constante par morceaux sur

chaque maille C

j

�a des valeurs discr�etes du temps physique t

n

, n=0,1,... :
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W

h

(x; t

n

) = W

n

j

8x 2 C

j

Pour calculer l'approximation de W au temps t

n+1

= t

n

+�t, on doit donc r�esoudre le probl�eme

aux valeurs initiales suivant :

8

>

<

>

:

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 ; x 2 IR ; t

n

� t � t

n

+�t

W (x; t

n

) =W

h

(x; t

n

) ; x 2 IR

(3.6)

On note W

e

(x; t) la solution de (3.6). Chaque discontinuit�e de W

h

(x; t

n

) n�ecessite la r�esolution

d'un probl�eme de Riemann local.

Si �t est d�etermin�e par la condition de Courant-Friedrich-Levy (CFL) :

�t

h

jaj <

1

2

(3.7)

o�u a d�esigne la vitesse maximumdu signal, alors il n'y a aucune interaction entre deux probl�emes

de Riemann voisins et W

e

(x; t) s'exprime exactement en termes de solutions de probl�emes de

Riemann locaux :

W

e

(x; t) = W

�

x� (x

j

+ h=2)

t � t

n

;W

n

j

;W

n

j+1

�

pour x

j

< x < x

j+1

et t

n

� t � t

n+1

On obtient une approximationW

h

(x; t

n+1

) constante par morceaux en moyennantW

e

(x; t

n+1

)

sur chaque cellule C

j

par une projection L

2

dans l'espace des fonctions constantes par morceaux :

W

n+1

j

=

1

h

Z

C

j

W

e

(x; t

n+1

) dx

Ce qui peut se r�e�ecrire comme la somme de solutions de probl�emes de Riemann locaux :

W

n+1

j

=

1

h

Z

x

j

+h=2

x

j

W

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

�

dx

+

1

h

Z

x

j

x

j

�h=2

W

�

x� (x

j

� h=2)

�t

;W

n

j�1

;W

n

j

�

dx

(3.8)
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o�u W (

x�(x

j

+h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

) repr�esente la solution exacte du probl�eme de Riemann �a l'inter-

face (de coordonn�ee x

j

+ h=2) entre les cellules C

j

et C

j+1

au temps physique t

n+1

.

La forme conservative du sch�ema (3.8) s'obtient en int�egrant la solution exacte sur chaque

volume C

j

� [t

n

; t

n+1

] :

W

n+1

j

= W

n

j

�

�t

h

�

F

�

W

�

0;W

n

j

;W

n

j+1

��

� F

�

W

�

0;W

n

j�1

;W

n

j

��	

(3.9)

On consid�ere donc le ux analytique F pris en les valeurs de W aux interfaces entre la cellule

C

j

et les cellules voisines C

j�1

et C

j+1

; ces valeurs s'obtiennent en r�esolvant exactement (Cf. le

chapitre 2) le probl�eme de Riemann associ�e �a chaque interface (Cf. �gure [3.2]).

Le sch�ema de Godunov satisfait la condition d'entropie :

Z

C

j

�

�

W

e

(x; t

n+1

)

�

dx � h �(W

n

j

) ��tF

�

�

W

�

0;W

n

j

;W

n

j+1

��

+�tF

�

�

W

�

0;W

n

j�1

;W

n

j

��

(3.10)

o�u (�(W ); F

�

(W )) d�esigne un couple entropie-ux d'entropie du syst�eme (3.4). Ceci implique

(Cf. [Dip83]) que, pour des conditions initiales donn�ees, le sch�ema de Godunov converge vers

une solution physiquement admissible du syst�eme (3.4).

Proposition 3.1 Etant donn�e un �etat initial W

n

j

faisant partie des �etats physiquement admis-

sibles. Si le vide n'apparâ�t pas dans la solution exacte du probl�eme de Riemann aux interfaces

avec les cellules C

j�1

et C

j+1

, alors la valeur de W

n+1

j

calcul�ee par le sch�ema (3.9) reste dans

l'espace des �etats admissibles. On dit que le sch�ema de Godunov conserve la positivit�e.

D�emonstration. Cf. [Ein91].

Remarque 3.1 Cette propri�et�e du sch�ema de Godunov n'est valable qu'en dimension un d'es-

pace.

Remarque 3.2 Cette propri�et�e n'est pas v�eri��ee, en une dimension d'espace, par les sch�emas

lin�earis�es pr�esent�es ult�erieurement.

On consid�ere par exemple le syst�eme de la dynamique des gaz avec une loi d'�etat de gaz parfait.

La variable d'�etat conservative du syst�eme est W

t

= (�; � u; e) o�u � d�esigne la densit�e, u la

vitesse et e l'�energie totale. On d�e�nit l'espace des �etats physiquement admissibles 
 = fW j � >

0 et � > 0g avec � = 2�e � (�u)

2

l'�energie interne. Le sch�ema de Godunov assure que l'�etat

calcul�eW

n+1

j

, �a partir d'un �etat initialW

n

j

de 
, reste lui-même dans 
 (sous r�eserve que le vide

n'apparaisse pas dans la solution exacte des probl�emes de RiemannW (

x�(x

j

+h=2)

t�t

n

;W

n

j

;W

n

j+1

)

et W (

x�(x

j

�h=2)

t�t

n

;W

n

j�1

;W

n

j

)).
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6

W

h

(x; t

n

)

W

n

j�1

C

j�1

W

n

j

C

j

-�

h

cellule d'int�egration

W

n

j+1

C

j+1

W

n

j+2

C
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Fig. 3.2 { Repr�esentation du sch�ema de Godunov en termes de r�esolution de probl�emes de

Riemann locaux : conditions initiales au temps t

n

et d�eveloppement des ondes �a chaque interface

entre les cellules (et sans interaction) jusqu'au temps t

n+1

.
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On pr�esente maintenant une extension du sch�ema de Godunov au cadre bidimensionnel. On

consid�ere le syst�eme suivant invariant par rotation, constitu�e de p lois de conservation :

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) = 0 ; W = W ((x; y); t) ; (x; y) 2 D ; t 2 IR

+

o�u F

x

(W ) et F

y

(W ) d�esignent les fonctions de ux, su�samment r�eguli�eres, associ�ees aux

directions spatiales x et y. On r�esout le probl�eme de Riemann �a l'interface entre deux cellules

adjacentes C

i

et C

j

s�eparant deux �etats constants W

n

i

et W

n

j

de 
 ; on note n

ji

= (n

x

; n

y

)

t

le

vecteur normal unitaire �a la discontinuit�e et ext�erieur �a C

j

:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@�

F(W;n

ji

) = 0

W (�; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si � < 0

W

n

i

si � � 0

o�u F(W;n

ji

) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ) d�esigne le ux physique dans la direction n

ji

(la contri-

bution dans la direction tangente �a l'interface �etant suppos�ee nulle) et � la variable spatiale

dont la direction est port�ee par la normale n

ji

�a l'interface. Le sch�ema de Godunov s'�ecrit :

W

n+1

j

= W

n

j

�

X

i2V (j)

�t

jC

j

j

F

�

W

�

0;W

n

j

;W

n

i

�

; n

ji

�

(3.11)

o�u V (j) caract�erise l'ensemble des cellules C

i

adjacentes �a C

j

.

Remarque 3.3 Dans le cadre multidimensionnel, on perd la convergence du sch�ema de Godu-

nov. On ne peut pas prouver que, pour une même cellule, la r�esolution de deux probl�emes de

Riemann, situ�es �a des interfaces ayant un sommet en commun, n'interagissent pas. La condition

CFL (3.7) ne s'�etend pas au cadre multidimensionnel.

On trouve dans l'annexe A un exemple de mise en �uvre du solveur de Godunov pour la

r�esolution du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique dans un cadre purement monodi-

mensionnel avec un traitement �a part des con�gurations o�u le vide apparâ�t. Plusieurs cas tests

sont pr�esent�es : tests de tube �a choc avec forts rapports de pression, tests de double d�etente sans

apparition du vide dans la solution et tests de double choc forts. Les courbes de comparaison

des simulations avec la solution exacte sont bonnes mais deux probl�emes non r�esolus sont mis

en �evidence :

{ Le comportement de l'algorithme dans la con�guration de double d�etente proche du vide.

Le vide apparâ�t dans la solution alors qu'il ne le devrait pas au vu des conditions initiales.

Les probl�emes semblent donc apparâ�tre au voisinage du vide, i.e. quand la densit�e inter-

m�ediaire tend vers z�ero. On dispose de peu de r�ef�erences dans ce domaine, n�eanmoins, le

lecteur int�eress�e pourra se reporter aux articles [Ein91] et [Mun94].



54 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

{ On constate d'autre part la pr�esence d'oscillations ((stables)) dans les doubles chocs im-

portants.

Le principal inconv�enient du sch�ema de Godunov r�eside dans le fait qu'il n�ecessite la construc-

tion de la solution exacte du probl�eme de Riemann, ce qui est en pratique tr�es di�cile voire

impossible. De plus, du fait que la solution est moyenn�ee sur chaque cellule, on n'utilise pas

toute l'information contenue dans la solution exacte du probl�eme de Riemann; seule la solution

aux interfaces est retenue. En�n, quand on peut le mettre en �uvre, il conduit souvent �a l'uti-

lisation de techniques de type Newton pour inverser la fonction r�esolvante non lin�eaire, ce qui

p�enalise fortement le coût calcul. Ceci a incit�e plusieurs auteurs �a d�evelopper des sch�emas bas�es

sur des solveurs de Riemann approch�es. Ces sch�emas sont appel�es sch�emas de type Godunov et

sont pr�esent�es ci-dessous.

3.4 Sch�emas de type Godunov

Ces sch�emas ont �et�e introduits dans [Osh84] et [Har83b]. On consid�ere un maillage r�egulier 1D

de pas de discr�etisation h, chaque cellule C

j

est d�e�nie par l'intervalle [j h; (j + 1)h] et centr�ee

sur le point x

j

de coordonn�ee (j + 1=2)h.

On consid�ere le probl�eme de Riemann suivant :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 ; W =W (x; t) ; x 2 IR ; t

n

� t � t

n+1

(3.12a)

W (x; t

n

) = W

n

j

; x 2 C

j

(3.12b)

o�u F (W ) est un vecteur de fonctions continues dans l'espace des �etats physiquement admissibles

et W

n

j

la moyenne de la variableW sur la cellule C

j

au temps t

n

. Un sch�ema de type Godunov

s'obtient par une projection L

2

d'une solution approch�ee W

app

de (3.12) dans l'espace des

fonctions constantes par cellules et s'�ecrit sous la forme suivante :

W

n+1

j

=

1

h

Z

x

j

+h=2

x

j

W

app

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

�

dx

+

1

h

Z

x

j

x

j

�h=2

W

app

�

x� (x

j

� h=2)

�t

;W

n

j�1

;W

n

j

�

dx

(3.13)

Cette approche ne nous donne pas de fa�con imm�ediate une forme conservative telle que celle

que l'on obtient par un sch�ema de Godunov (voir l'�equation (3.9)). En e�et, du fait que l'on

consid�ere une solution approch�ee W

app

, on ne peut plus int�egrer les lois de conservation du

syst�eme (3.12a) sur chaque cellule. Pour obtenir une formulation conservative, on a besoin de

satisfaire une relation de consistance avec la forme int�egrale des lois de conservation (3.12a) :



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 55

Z

x

j+1

x

j

W

app

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

�

dx

=

h

2

(W

n

j

+W

n

j+1

)��t(F (W

n

j+1

)� F (W

n

j

))

(3.14)

si la condition CFL (3.7) est respect�ee ; ce qui permet de d�e�nir le ux num�erique que l'on va

associer au sch�ema. On obtient de plus un r�esultat de convergence vers la solution physique si

le sch�ema est consistant avec la forme int�egrale de la condition d'entropie, qui s'�ecrit :

Z

x

j+1

x

j

�

�

W

app

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

��

dx

�

h

2

(�(W

n

j

) + �(W

n

j+1

)) ��t(F

�

(W

n

j+1

) � F

�

(W

n

j

))

(3.15)

o�u (�; F

�

) d�esigne un couple entropie-ux d'entropie associ�e au syst�eme (3.12a). Ces principes

sont d�etaill�es dans [Har83b]. Le sch�ema est alors de la forme:

W

n+1

j

= W

n

j

�

�t

h

�

IF(W

n

j

;W

n

j+1

)� IF(W

n

j�1

;W

n

j

)

	

avec le ux num�erique :

IF(W

n

j

;W

n

j+1

) =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

F (W

n

j

)�

1

�t

Z

x

j

+h=2

x

j

W

app

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

�

dx+

h

2 �t

W

n

j

F (W

n

j+1

) +

1

�t

Z

x

j+1

x

j

+h=2

W

app

�

x� (x

j

+ h=2)

�t

;W

n

j

;W

n

j+1

�

dx�

h

2 �t

W

n

j+1

3.5 Sch�ema de Roe

Le solveur de Riemann le plus populaire est le sch�ema de Roe. La pr�esentation originale de Roe,

Cf. [Roe81], concerne le syst�eme inconditionnellement hyperbolique de la dynamique des gaz

parfaits et l'on doit l'extension de ce sch�ema au cadre de syst�emes hyperboliques quelconques

�a Harten (Cf. [Har83a]). Ce n'est pas un sch�ema de type Godunov car il n'est pas consistant

avec l'in�egalit�e d'entropie (3.15). On se place tout d'abord dans le cadre monodimensionnel en

espace. On consid�ere un maillage r�egulier de pas de discr�etisation h, chaque cellule C

j

�etant

repr�esent�ee par l'intervalle [j h; (j + 1)h] et centr�ee sur le point x

j

de coordonn�ee (j + 1=2)h.

On veut r�esoudre, �a l'interface entre deux cellules C

j

et C

j+1

, le probl�eme de Riemann suivant

d'un syst�eme de p lois de conservation hyperbolique non lin�eaire :
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8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.16)

o�u F est un vecteur de fonctions continues dans l'espace des �etats physiquement admissibles et

W

n

j

la moyenne de la variable W sur la cellule C

j

au temps t

n

. Le principe du solveur de Roe

est de remplacer la r�esolution du probl�eme de Riemann (3.16) du syst�eme non lin�eaire par la

r�esolution d'un probl�eme de Riemann d'un syst�eme lin�earis�e :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

)

@

@x

W = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.17)

La matrice

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

), �a d�eterminer, repr�esente localement une matrice lin�earis�ee de la

Jacobienne du ux A(W ) = r

W

F (W ). Harten dans [Har83a] d�e�nit les crit�eres �a respecter

pour le choix de cette derni�ere :

D�e�nition 3.1 Le syst�eme (3.16) peut être lin�earis�e au sens de Roe si, pour tout W

n

j

et W

n

j+1

de l'espace des �etats admissibles, il existe

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) telle que :

(i) [F (W )]

n

j;j+1

=

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

): [W ]

n

j;j+1

(ii)

~

A(W;W ) = r

W

F (W )

(iii)

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) a des valeurs propres r�eelles et les vecteurs

propres associ�es engendrent IR

p

:

avec la notation [W ]

n

j;j+1

= W

n

j+1

�W

n

j

.

La condition (i) correspond au respect de la consistance du syst�eme (3.17) avec la forme int�egrale

du syst�eme (3.16). En e�et, la forme int�egrale associ�ee au probl�eme non lin�eaire (3.16) s'�ecrit :

0 =

Z

t

n+1

t

n

Z

x

j+1

x

j

�

@

@t

W +

@

@x

F (W )

�

dx dt

=

Z

x

j+1

x

j

�

W (x; t

n+1

)�W (x; t

n

)

	

dx+�t

�

F (W

n

j+1

) � F (W

n

j

)

�
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et celle associ�ee au probl�eme lin�earis�e (3.17) :

0 =

Z

t

n+1

t

n

(

Z

x

j+1

x

j

@

@t

W +

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

)

@

@x

W

)

dx dt

=

Z

x

j+1

x

j

�

W

Roe

(x; t

n+1

)�W (x; t

n

)

	

dx+�t

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) (W

n

j+1

�W

n

j

)

o�u W

Roe

d�esigne la solution approch�ee par le solveur de Roe du probl�eme lin�earis�e (3.17) et

�t le pas de temps tel que t

n+1

= t

n

+ �t. La consistance entre ces deux formes int�egrales

se traduit par la condition (i). La condition (iii) entrâ�ne que tout vecteur d'�etat W peut se

d�ecomposer dans la base des vecteurs propres de la matrice de Roe

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

).

On peut alors r�esoudre exactement le probl�eme lin�earis�e (3.17). Soient �

1

= �

1

(W

n

j

;W

n

j+1

) <

: : : < �

p

= �

p

(W

n

j

;W

n

j+1

) les valeurs propres ordonn�ees de la matrice

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) et

r

k

= r

k

(W

n

j

;W

n

j+1

), k = 1; : : : ; p les vecteurs propres �a droite associ�es. La solution exacte

du probl�eme de Riemann (3.17) est compos�ee d'une succession d'�etats W

k

= W

k

(W

n

j

;W

n

j+1

),

k = 0; : : : ; p constants s�epar�es par des discontinuit�es de contact (Cf. la �gure [3.3]), elle est

donn�ee par :

W

Roe

(x; t) =

W
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+h=2)
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W

1
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2

: : :

W

p�1
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p

W
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= W

n

j+1

si �

p

< x=t
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x

j

< x < x

j+1

et

t

n

� t � t

n+1

On d�eduit des relations de Rankine-Hugoniot, valables �a chaque discontinuit�e de contact, que

[W ]

k�1;k

, k = 1; : : : ; p, est vecteur propre �a droite de la matrice

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) associ�e �a la

valeur propre �

k

. Le calcul des �etats interm�ediaires est donc imm�ediat:

W

k

= W

n

j

+

k

X

l=1

�

l

r

l

k = 1; : : : ; p

o�u �

1

; : : : ; �

p

sont des r�eels enti�erement d�etermin�es par la relation :
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n
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�W

n

j

=

p

X
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l
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l
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Fig. 3.3 { Repr�esentation dans le plan (x; t) de la solution d'un probl�eme de Riemann lin�earis�e.

Le probl�eme consiste alors en la d�etermination de la lin�earis�ee de Roe, en la r�esolution du

syst�eme approch�e lin�eaire (3.17) et en�n en la construction du ux et du sch�ema de Roe.

On rappelle tout d'abord un r�esultat dû �a Harten :

Proposition 3.2 Si le syst�eme associ�e �a (3.16) admet une entropie, alors il admet une lin�ea-

ris�ee de Roe.

D�emonstration Cf. [Har83a].

Ce r�esultat assure l'existence mais ne fournit pas un moyen de d�etermination de la matrice

de Roe, en outre, il n'y a pas unicit�e de la matrice de Roe. Une technique de construction de

la lin�earis�ee de Roe

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

) est de l'assimiler �a la Jacobienne A(W ) = r

W

F (W ) du

syst�eme prise en un �etat moyen

~

W d�ependant des �etats W

n

j

et W

n

j+1

, de sorte que :

~

A(W

n
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;W

n

j+1

) = A(

~

W (W
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j

;W

n

j+1

))

Dans ce cas (ii) et (iii) sont automatiquement v�eri��ees. On introduit, pour simpli�er, la notation

~

W

n

j;j+1

=

~

W (W

n

j

;W

n

j+1

).

En se pla�cant sur la cellule C

j

d�elimit�ee �a droite et �a gauche par les interfaces avec les cellules

C

j�1

et C

j+1

, on peut projeter la juxtaposition des deux solutions W

Roe

du probl�eme (3.17)

aux deux interfaces, sous le respect de la condition CFL qui assure la non interaction des ondes :
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(3.18)
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qui peut encore s'�ecrire :
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(3.19)

Le ux num�erique IF

Roe

(W

n

j

;W

n

j+1

) de Roe est consistant et d�e�ni par :
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En d�ecomposant la solution W
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i

;W

n

j

) sur chacun des �etats interm�ediaires,

on peut �ecrire le ux de Roe des trois mani�eres di��erentes �equivalentes suivantes :

IF

Roe

(W

n

j

;W

n

j+1

) = F (W

n

j

) +A

�

(

~

W

n

j;j+1

): [W ]

n

j;j+1

= F (W

n

j+1

) �A

+

(

~

W

n

j;j+1

): [W ]

n

j;j+1

=

1

2

�

F (W

n

j

) + F (W

n

j+1

)

	

�

1

2

�

�

�

A(

~

W

n

j;j+1

)

�

�

�

: [W ]

n

j;j+1

avec les notations A = P DP

�1

, A

+

=

1

2

�

A +

�

�

A

�

�

	

, A

�

=

1

2

�

A�

�

�

A

�

�
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A

�

�

= P

�

�

D

�

�

P

�1

o�u P d�esigne la matrice des vecteurs propres �a droite et D la matrice diagonale des valeurs

propres de A.

Remarque 3.4 Le sch�ema de Roe, comme d'autres sch�emas bas�es sur la r�esolution de pro-

bl�emes de Riemann locaux, n�ecessite une correction entropique du fait de l'apparition d'une

solution non entropique dans les champs vraiment non lin�eaires.

Sous l'hypoth�ese d'invariance par rotation du syst�eme non lin�eaire, le sch�ema de Roe s'�etend

naturellement au cadre bidimensionnel non structur�e. Supposons que l'on veuille r�esoudre le

probl�eme de Cauchy bidimensionnel suivant :
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(3.20)

o�u F

x

et F

y

d�esignent les fonctions de ux associ�ees aux directions x et y, su�samment

r�eguli�eres de l'espace des �etats dans IR

p

, C

i

et C

j

deux cellules adjacentes et W

n

i

la valeur
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moyenne de la variableW sur la cellule C

i

au temps t

n

. Soit n

ij

= (n

x

; n

y

)

t

le vecteur normal �a

l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, ext�erieur �a C

i

. Sous l'hypoth�ese d'invariance par rotation,

on projette le syst�eme dans la direction port�ee par n

ij

= (n

x

; n

y

)

t

, et r�esoudre le probl�eme de

Riemann (3.20) revient �a r�esoudre le probl�eme de Riemann monodimensionnel suivant, �ecrit

dans le rep�ere local (�; n

ij

) orthogonal �a l'interface :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@�

F(W;n

ij

) = 0

W (�; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si � < 0

W

n

j

si � � 0

avec le ux associ�e �a la direction n

ij

, F(W;n

ij

) = n

x

F

x

(W )+n

y

F

y

(W ). Le solveur de Roe rem-

place la r�esolution de ce probl�eme de Riemann monodimensionnel non lin�eaire par le probl�eme

lin�earis�e suivant :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

~

A(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)

@

@�

W = 0

W (�; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si � < 0

W

n

j

si � � 0

avec la matrice lin�earis�ee de Roe

~

A(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) qu'il faut d�eterminer. On la d�e�nit par

(Cf. [Har83a]) :

D�e�nition 3.2 Le syst�eme (3.20) peut être lin�earis�e au sens de Roe si, pour tout (W

n

i

;W

n

j

)

de l'espace des �etats admissibles, il existe

~

A(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = n

x

~

A

x

(W

n

i

;W

n

j

) +n

y

~

A

y

(W

n

i

;W

n

j

)

telle que :

(i) [F

x

(W )]

n

ij

=

~

A

x

(W

n

i

;W

n

j

): [W ]

n

ij

�

F

y

(W )

�

n

ij

=

~

A

y

(W

n

i

;W

n

j

): [W ]

n

ij

(ii)

~

A

x

(W;W ) = r

W

F

x

(W )

~

A

y

(W;W ) = r

W

F

y

(W )

(iii) n

x

~

A

x

(W

n

i

;W

n

j

) + n

y

~

A

y

(W

n

i

;W

n

j

) a des valeurs propres r�eelles et les vecteurs

propres associ�es engendrent IR

p

:
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En pratique, on prend la matrice lin�earis�ee de Roe

~

A(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) �egale �a la Jacobienne

A(W;n

ij

) = n

x

A

x

(W ) + n

y

A

y

(W ) prise en un �etat moyen

~

W (W

n

i

;W

n

j

), A

x

et A

y

d�esignant

les matrices Jacobiennes r

W

F

x

(W ) et r

W

F

y

(W ) du syst�eme (3.20) :

~

A(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = A(

~

W (W

n

i

;W

n

j

); n

ij

)

Dans ce cas (ii) et (iii) sont automatiquement v�eri��ees. On introduit, pour simpli�er, la notation

~

W

n

ij

=

~

W (W

n

i

;W

n

j

).

Le ux �etant d�e�ni sur le probl�eme quasi-unidimensionnel, le bilan sur une cellule C

i

n�ecessite

le retour aux coordonn�ees (x; y) par rotation. On obtient alors l'expression suivante du ux de

Roe �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

:

IF

Roe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = F(W

n

i

; n

ij

) + A

�

(

~

W

n

ij

; n

ij

): [W ]

n

ij

o�u encore de fa�con �equivalente :

IF

Roe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = F(W

n

j

; n

ij

)� A

+

(

~

W

n

ij

; n

ij

): [W ]

n

ij

=

1

2

�

F(W

n

i

; n

ij

) + F(W

n

j

; n

ij

)

	

�

1

2

�

�

�

A(

~

W

n

ij

; n

ij

)

�

�

�

: [W ]

n

ij

Avec les notations A = P DP

�1

, o�u P d�esigne la matrice des vecteurs propres �a droite et D

la matrice diagonale des valeurs propres de A, et A

+

=

1

2

�

A+

�

�

A

�

�

	

, A

�

=

1

2

�

A�

�

�

A

�

�

	

et

�

�

A

�

�

= P

�

�

D

�

�

P

�1

.

Le solveur de Roe s'�ecrit alors avec un sch�ema en temps de type Euler :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

8

<

:

X

j2V (i)

IF

Roe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)

9

=

;

(3.21)

3.6 Sch�ema vfRoe

On pr�esente maintenant un solveur de Riemann lin�earis�e, le sch�ema vfRoe, introduit dans

[Gal96b] et [Mas96]. Ce sch�ema ne pas n�ecessite pas la v�eri�cation de conditions de type Roe.

On veut r�esoudre, �a l'interface entre deux cellules C

j

et C

j+1

, le probl�eme de Riemann suivant

d'un syst�eme hyperbolique non lin�eaire de p lois de conservation :
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8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.22)

o�u F est un vecteur de fonctions continues dans l'espace des �etats physiquement admissibles et

W

n

j

la valeur moyenne de la variable W sur la cellule C

j

au temps t

n

. Le principe du solveur

vfRoe est de prendre comme ux num�erique IF

vfRoe

(W

n

j

;W

n

j+1

), pour la r�esolution num�erique

du probl�eme de Riemann (3.22) �a l'interface entre les cellules C

j

et C

j+1

, le ux physique F (W )

en la solution exacte �a l'interface du probl�eme de Riemann lin�earis�e suivant :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

))

@

@x

W = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.23)

La matrice A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) est la matrice Jacobienne du ux A(W ) = r

W

F (W ) prise en

l'�etat moyen

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

) qui doit appartenir au domaine d'hyperbolicit�e du syst�eme non

lin�eaire pour que A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) soit diagonalisable. Le choix de l'�etat moyen

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)

conditionne la stabilit�e et la convergence du sch�ema vfRoe. Dans la pratique (Cf. [Mas97]), le

choix de la moyenne arithm�etique s'est souvent av�er�e pertinent :

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

) = (W )

n

j;j+1

=

1

2

(W

n

j

+W

n

j+1

)

Remarque 3.5 Les conditions (ii) et (iii) de la lin�earis�ee de Roe sont automatiquement v�eri-

��ees par la matrice A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)).

On peut alors r�esoudre exactement le probl�eme lin�earis�e (3.23). Soient �

1

= �

1

(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) <

: : : < �

p

= �

p

(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) les valeurs propres ordonn�ees de la matrice A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) et

r

k

= r

k

(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)), k = 1; : : : ; p les vecteurs propres �a droite associ�es. La solution exacte

du probl�eme de Riemann (3.23) est compos�ee d'une succession d'�etats W

k

= W

k

(W

n

j

;W

n

j+1

),

k = 1; : : : ; p constants s�epar�es par des discontinuit�es de contact (Cf. la �gure [3.3]), elle est

donn�ee par :
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(W

vfRoe

)

j;j+1

=

W

�

x�(x

j

+h=2)

t�t

n

;W

n

j

;W

n

j+1

�

=

pour x

j

< x < x

j+1

et t

n

� t � t

n+1

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

W

0

= W

n

j

si x=t < �

1

W

1

si �

1

< x=t < �

2

: : :

W

p�1

si �

p�1

< x=t < �

p

W

p

= W

n

j+1

si �

p

< x=t

(3.24)

On d�eduit des relations de Rankine-Hugoniot, valables �a chaque discontinuit�e de contact, que

[W ]

k�1;k

, k = 1; : : : ; p, est vecteur propre �a droite de la matrice A(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

)) associ�e �a la

valeur propre �

k

. Le calcul des �etats interm�ediaires est donc imm�ediat:

W

k

= W

n

j

+

k

X

l=1

�

l

r

l

k = 1; : : : ; p

o�u �

1

; : : : ; �

p

sont des r�eels enti�erement d�etermin�es par la relation :

W

n

j+1

�W

n

j

=

p

X

l=1

�

l

r

l

Le sch�ema s'�ecrit :

W

n+1

j

= W

n

j

�

�t

h

�

IF

vfRoe

(W

n

j

;W

n

j+1

) � IF

vfRoe

(W

n

j�1

;W

n

j

)

	

(3.25)

avec le ux :

IF(W

n

j

;W

n

j+1

) = F ((W

vfRoe

)

j;j+1

)

o�u (W

vfRoe

)

j;j+1

d�esigne la solution exacte (3.24) du probl�eme de Riemann lin�earis�e (3.23) �a

l'interface x = x

j

+ h=2. Le sch�ema (3.25) est donc conservatif et consistant par construction.

Sous l'hypoth�ese d'invariance par rotation du syst�eme non lin�eaire, le sch�ema vfRoe s'�etend

naturellement au cadre bidimensionnel non structur�e. Supposons que l'on veuille r�esoudre le

probl�eme de Riemann bidimensionnel suivant :
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8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) = 0

W ((x; y); t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si (x; y) 2 C

i

W

n

j

si (x; y) 2 C

j

(3.26)

o�u F

x

et F

y

d�esignent les fonctions de ux associ�ees aux directions x et y, su�samment

r�eguli�eres de l'espace des �etats dans IR

p

, C

i

et C

j

deux cellules adjacentes et W

n

i

la valeur

moyenne de la variableW sur la cellule C

i

au temps t

n

. Soit n

ij

= (n

x

; n

y

)

t

le vecteur normal �a

l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, ext�erieur �a C

i

. Sous l'hypoth�ese d'invariance par rotation,

on projette le syst�eme dans la direction port�ee par n

ij

= (n

x

; n

y

)

t

, et r�esoudre le probl�eme de

Riemann (3.26) revient �a r�esoudre le probl�eme de Riemann monodimensionnel suivant, �ecrit

dans le rep�ere local (�; n

ij

) orthogonal �a l'interface :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@�

F(W;n

ij

) = 0

W (�; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si � < 0

W

n

j

si � � 0

avec le ux associ�e �a la direction n

ij

, F(W;n

ij

) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ). Le principe du

sch�ema vfRoe est de prendre comme ux num�erique IF

vfRoe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

), pour la r�esolution

num�erique du probl�eme de Riemann (3.26), le ux physique F(W;n

ij

) en la solution exacte

W (0;W

n

i

;W

n

j

) �a l'interface du probl�eme de Riemann lin�earis�e suivant :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +A(

^

W (W

n

i

;W

n

j

); n

ij

)

@

@�

W = 0

W (�; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si � < 0

W

n

j

si � � 0

(3.27)

o�u la matrice A(

^

W (W

n

i

;W

n

j

); n

ij

) =

P

d

m=1

A

m

(

^

W (W

n

i

;W

n

j

)) est la matrice Jacobienne du

ux A

m

(W ) = r

W

F

m

(W ), m = 1; : : :d, prise en l'�etat moyen

^

W (W

n

i

;W

n

j

).

Le sch�ema s'�ecrit :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

h

8

<

:

X

j2V (i)

IF

vfRoe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)

9

=

;

(3.28)

avec le ux :
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IF(W

n

i

;W

n

j

) = F((W

vfRoe

)

ij

; n

ij

)

o�u (W

vfRoe

)

ij

d�esigne la solution exacte du probl�eme de Riemann lin�earis�e (3.27) �a l'interface

entre les deux cellules, W

�

0;W

n

j

;W

n

j+1

�

.

3.7 Sch�ema vfRoe en variables non conservatives

Une variante du sch�ema vfRoe est pr�esent�ee et appliqu�ee au cadre des gaz r�eels dans [Buf96].

L'id�ee est toujours de prendre le ux num�erique comme le ux physique en un �etat solution d'un

probl�eme lin�earis�e mais en e�ectuant pr�ealablement un changement de variables. Supposons

donc que l'on veuille r�esoudre, �a l'interface entre deux cellules C

j

et C

j+1

, le probl�eme de

Riemann suivant d'un syst�eme hyperbolique non lin�eaire de p lois de conservation :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.29)

o�u F est un vecteur de fonctions continues dans l'espace des �etats physiquement admissibles et

W

n

j

la moyenne de la variable W sur la cellule C

j

au temps t

n

. On e�ectue le changement de

variable suivant :

W �! Z(W )

et l'on r�e�ecrit, pour des solutions r�eguli�eres, le syst�eme sous la forme:

@

@t

Z + B(Z)

@

@x

Z = 0 (3.30)

o�u B(Z) = (r

Z

W (Z))

�1

r

W

F (W (Z)) r

Z

W (Z). On associe alors, au syst�eme (3.30), le pro-

bl�eme hyperbolique lin�eaire suivant :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

Z +B(

^

Z(Z

n

j

; Z

n

j+1

))

@

@x

Z = 0

Z(x; t

n

) =

8

<

:

Z

n

j

si x 2 C

j

Z

n

j+1

si x 2 C

j+1

(3.31)
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o�u les �etats Z

n

j

se d�eduisent de Z(W

n

j

). La matrice B(

^

Z(Z

n

j

; Z

n

j+1

)) est consid�er�ee en l'�etat

moyen

^

Z(Z

n

j

; Z

n

j+1

) qui est pris en pratique �egal �a la moyenne arithm�etique :

^

Z(Z

n

j

; Z

n

j+1

) = (Z)

n

j;j+1

=

1

2

(Z

n

j

+ Z

n

j+1

)

Le probl�eme lin�earis�e (3.31) se r�esout tr�es simplement. Le sch�ema conservatif s'�ecrit toujours :

W

n+1

j

= W

n

j

�

�t

h

�

IF

vfRoe�modif

(W

n

j

;W

n

j+1

)� IF

vfRoe�modif

(W

n

j�1

;W

n

j

)

	

(3.32)

o�u le ux num�erique IF

vfRoe�modif

(W

n

j

;W

n

j+1

) est le ux physique F (W ) consid�er�e en la

solution exacte Z(0;Z

n

j

; Z

n

j+1

) �a l'interface du probl�eme de Riemann lin�earis�e (3.31).

IF(W

n

j

;W

n

j+1

) = F (W (Z(0;Z

n

j

; Z

n

j+1

)))

Cette d�e�nition du ux est consistante. L'int�erêt de cette variante est dans le choix possible du

changement de variables. Dans [Buf96], les auteurs proposent deux principes :

Principe 1 : La variable Z est choisie de sorte que les invariants de Riemann des champs

lin�eairement d�eg�en�er�es du syst�eme associ�e au probl�eme (3.29) non lin�eaire soient pr�eserv�es par

le solveur lin�earis�e.

En e�et, soit z une composante du vecteur Z, si z est invariant de Riemann d'un champ

lin�eairement d�eg�en�er�e du syst�eme associ�e au probl�eme (3.29), alors z est invariant de Riemann

du probl�eme lin�earis�e (3.31), et est discr�etement pr�eserv�e par construction puisque le probl�eme

lin�earis�e (3.31) est r�esolu exactement.

Principe 2 : La variable Z est choisie de sorte que les relations de saut exactes associ�ees au

syst�eme non lin�eaire du probl�eme (3.29) :

��[W ]

n

j;j+1

+ [F (W )]

n

j;j+1

= 0

et les relations de saut associ�ees au syst�eme lin�earis�e du probl�eme (3.31) :

��[Z]

n

j;j+1

+ B

�

(Z)

n

j;j+1

�

[Z]

n

j;j+1

= 0

soient �equivalentes.

Dans le cadre de la dynamique des gaz isentropique, Cf. [Buf97a], l'auteur base son changement

de variable sur la conservation de la positivit�e de la variable densit�e interm�ediaire,W = (�; �u)

t

et Z = (u; c)

t

.
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Fig. 3.4 { D'apr�es des simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique par un

sch�ema de vfRoe dans les variables (u; c), �etude de la convergence L

1

dans le cas du tube �a choc

de Sod (en haut) et d'un tube �a choc supersonique ; comparaison avec le sch�ema de Godunov.
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Fig. 3.5 { D'apr�es des simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique par un

sch�ema de vfRoe dans les variables (u; c), �etude de la convergence L

1

dans le cas d'une double

d�etente sym�etrique ; comparaison avec le sch�ema de Godunov.
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Les �gures [3.4] et [3.5] donnent la courbe de convergence en norme L

1

de ce sch�ema dans le cas

du tube �a choc de Sod (u

L

= u

R

= 0, �

L

= 1 et �

R

= 0:3 kg.m

�3

pour  = 2 etK = 1), d'un tube

�a choc supersonique (�

R

= 10

�3

kg.m

�3

) et d'une double d�etente sym�etrique (u

R

= �u

L

= 5

m.s

�1

et �

L

= �

R

= 10 kg.m

�3

). Les maillages consid�er�es ont 250, 500, 1000, 2000, 4000 et 8000

cellules. Les courbes repr�esentent l'erreur normalis�ee E en norme L

1

associ�ee aux variables �

et �u en fonction du logarithme du pas de discr�etisation spatiale, h = 1=nombre de cellules, du

maillage consid�er�e. On observe que, dans les cas du tube �a choc de Sod et de la double d�etente

sym�etrique, l'ordre de convergence du sch�ema vfRoe est similaire �a celui du sch�ema de Godunov

(Cf. l'annexe A). On note que, dans le cas du tube �a choc supersonique (avec un rapport de

pression �egal �a 10

6

), l'ordre de convergence du sch�ema vfRoe est l�eg�erement inf�erieur �a celui du

sch�ema de Godunov (Cf. la �gure [A.7] de l'annexe A).

Remarque 3.6 L'extension au cadre multidimensionnel est naturelle sous l'hypoth�ese d'inva-

riance par rotation du syst�eme non lin�eaire.

3.8 Techniques de splitting

Les techniques de splitting d'op�erateurs d'un syst�eme hyperbolique sont fr�equemment utilis�ees

et visent �a relaxer la contrainte de type CFL sur le pas de temps ou �a se ramener �a la r�esolution

de sous-syst�emes physiques plus simples. On verra �egalement, dans le cadre de la r�esolution nu-

m�erique de mod�eles �a deux uides pour les �ecoulements diphasiques dont la partie de convective

est conditionnellement hyperbolique (Cf. le chapitre 4), que la technique �a pas fractionnaires

peut nous ramener �a la r�esolution num�erique de sous-syst�emes inconditionnellement hyperbo-

liques.

3.8.1 Un exemple de splitting du syst�eme de la dynamique des gaz

isentropique

On s'int�eresse au syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, soit :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

� +

@

@x

(� u) = 0

@

@t

(� u) +

@

@x

(� u

2

+ P (�)) = 0

(3.33)

avec

P (�) = K�



On consid�ere la d�ecomposition de ux suivante (Cf. le chapitre 4-section 4.4 pour une extension

de cette d�ecomposition �a un mod�ele �a deux uides �a quatre �equations pour des �ecoulements

diphasiques gaz-particules) :
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sous-syst�eme 1 :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

� = 0

@

@t

(� u) +

@

@x

(� u

2

) = 0

(3.34)

sous-syst�eme 2 :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

�+

@

@x

(� u) = 0

@

@t

(� u) +

@

@x

P (�) = 0

(3.35)

On reconnâ�t ici la m�ethode qui d�ecompose les ((ondes de pression)) (deuxi�eme �etape) et les

((ondes de convection pure)) (premi�ere �etape), tr�es usit�ee dans les codes de m�ecanique des uides

monophasiques compressibles. Le sch�ema associ�e, dont on fait l'analyse de stabilit�e lin�eaire L

2

dans l'annexe B, paragraphe B.5, est rappel�e en (B.7) et (B.8) ; il s'agit d'un sch�ema de Godunov

dans la premi�ere �etape et d'un sch�ema de Roe dans la deuxi�eme. Les tests num�eriques consid�er�es,

par une m�ethode �a pas fractionnaires ou par une m�ethode de splitting de ux, sont extraits de

l'annexe A et comportent le tube �a choc de Sod, un tube �a choc supersonique et une double

d�etente sym�etrique. Les conditions initiales sont les suivantes :

Sod supersonique double d�etente

L R L R L R

� [kg:m

�3

] 1 0:3 1 10

�3

10 10

U [m:s

�1

] 0 0 0 0 �5 5

o�u les �etats ((L)) et ((R)) repr�esentent les valeurs �a gauche et �a droite d'une variable de part et

d'autre de la discontinuit�e initiale qui est centr�ee par rapport au domaine. Les simulations ont

�et�e r�ealis�ees avec  = 2, K = 1.

On compare les r�esultats num�eriques obtenus par la m�ethode �a pas fractionnaires, la m�ethode de

splitting de ux, le sch�ema de Godunov du syst�eme sans d�ecomposition de ux (Cf. l'annexe A)

et la solution exacte (Cf. les �gures [3.6], [3.8] et [3.9]). On remarque que les trois sch�emas se

comportent de fa�con �a peu pr�es �equivalente. Les �etats interm�ediaires et les vitesses de choc du

tube �a choc de Sod sont bien pr�edites (Cf. la �gure [3.6]). Sur la �gure [3.8] de la simulation

du tube �a choc supersonique, on retrouve le probl�eme de la relative mauvaise pr�ediction de la

vitesse de choc avec la m�ethode �a pas fractionnaires (probl�eme d�ej�a �evoqu�e dans le cadre du

solveur de Godunov, Cf. l'annexe A) ; mais des tests sur des maillages ra�n�es montrent que

l'algorithme converge bien vers la solution exacte. On remarque que, contrairement aux sch�emas

de Godunov et de Roe du syst�eme (3.33) non d�ecompos�e (Cf. l'annexe A), la m�ethode �a pas

fractionnaires ne pr�esente pas de choc non entropique au point de Mach �egal �a 1 (ce r�esultat

a d�ej�a �et�e signal�e dans [Buf93a] dans le cadre d'une m�ethode �a pas fractionnaires du syst�eme

de la dynamique des gaz). Dans le cas de la double d�etente sym�etrique (Cf. la �gure [3.9]),

les trois algorithmes pr�esentent la caract�eristique de converger vers l'�etat constant de densit�e

interm�ediaire par valeurs inf�erieures. On note �egalement que les m�ethodes �a pas fractionnaires et
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de splitting de ux di�usent un peu plus que le sch�ema de Godunov. On a remarqu�e cependant

que la m�ethode de splitting de ux se comportait moins bien que la m�ethode �a pas fractionnaires

dans les cas s�ev�eres de tube �a choc, de double d�etente et de double choc (notamment le test de

la double d�etente sym�etrique qui explose pour une vitesse au-del�a de 5 m.s

�1

et le test du tube

�a choc supersonique qui a�che des probl�emes au niveau du raccordement des ondes).

Il est important de noter, dans le cadre de l'�etude du probl�eme continu, que la condition de non

apparition du vide du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique (3.33) (sans d�ecomposition

de ux), qui s'�ecrit, pour une double d�etente sym�etrique (�

L

= �

R

, u

R

= �u

L

> 0) (Cf. le

paragraphe 2.8) :

ju

R

j <

2

 � 1

c

R

est di��erente de celle associ�ee �a la d�ecomposition (3.34,3.35) (Cf. le paragraphe 4.4.3 pour la

condition d'existence de solution associ�ee �a l'�etape (3.35), il n'y a pas de condition d'existence

de solution associ�e �a l'�etape (3.34)) :

ju

R

j <

2

 + 1

c

R

Ceci se traduit, pour une densit�e �

R

�x�ee, par une apparition du vide pour des modules de

vitesses ju

R

j plus faibles avec les m�ethodes associ�ees �a la d�ecomposition (3.34,3.35) qu'avec

le syst�eme (3.33) non d�ecompos�e. Ainsi, avec �

R

= 10 kg.m

�3

,  = 2 et K = 1, la vitesse

limite initiale avant l'apparition du vide est u

R

� 8:94 m.s

�1

dans le cas du syst�eme non

d�ecompos�e, alors qu'elle vaut u

R

� 2:98 m.s

�1

dans le cas des m�ethodes �a pas fractionnaires

ou de d�ecomposition de ux (3.35). Ainsi la condition initiale u

R

= 4 m.s

�1

est non admissible

pour l'�etape (3.35) (on ne sait par contre pas conclure pour la s�equence des deux �etapes).

Le solveur de Roe, contrairement �a un solveur exact (tel que celui de Godunov), peut introduire

des �etats interm�ediaires qui peuvent être non physiques (i.e. ici �a densit�e n�egative). Dans le cas

d'une double d�etente sym�etrique, la valeur de la densit�e �

�

�a l'�etat interm�ediaire constant,

calcul�ee par le solveur de Roe associ�e au syst�eme (3.33) non d�ecompos�e tout comme celui

associ�e �a l'�etape (3.35), s'�ecrit :

�

�

= �

R

�

1�

ju

R

j

c

R

�

Ainsi, le solveur de Roe g�en�ere une densit�e �

�

admissible tant que le nombre de Mach est

inf�erieur �a 1. En consid�erant l'exemple de la double d�etente sym�etrique, u

R

� 4:47 m.s

�1

est

donc la valeur limite sup�erieure pour laquelle le solveur de Roe rend une solution admissible.

Les �gures [3.7] et [3.10] donnent la courbe de convergence en norme L

1

des m�ethodes �a pas

fractionnaires et de splitting de ux dans le cas du tube �a choc de Sod et du tube �a choc

supersonique. Les maillages consid�er�es ont 250, 500, 2000, 4000, 8000 ou 16000 cellules et les

simulations ont �et�e r�ealis�ees avec une CFL de 0.5. Les courbes repr�esentent l'erreur normalis�eeE
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Fig. 3.6 { Simulation du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, test de tube �a choc

de Sod avec les conditions initiales : �

L

= 1, �

R

= 0:3 kg.m

�3

, u

R

= u

L

= 0 m.s

�1

, avec un

maillage de 250 �el�ements, une CFL �egale �a 0.5, au temps �nal t = 0:176 s. Comparaison entre

les m�ethodes �a pas fractionnaires, de splitting de ux, le sch�ema de Godunov et la solution

exacte. On observe les variables � (en haut) et u.
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Fig. 3.7 { D'apr�es des simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, �etude de

la convergence L

1

des m�ethodes �a pas fractionnaires (en haut) et de splitting de ux dans le cas

du tube �a choc de Sod.
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Fig. 3.8 { Simulation du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, test de tube �a choc

supersonique avec les conditions initiales : �

L

= 1, �

R

= 10

�3

kg.m

�3

, u

R

= u

L

= 0 m.s

�1

,

avec un maillage de 500 �el�ements, une CFL �egale �a 0.5, au temps �nal t = 0:176 s. Comparaison

entre la m�ethode �a pas fractionnaires, le sch�ema de Godunov et la solution exacte. On observe

les variables � (en haut) et u.
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Fig. 3.9 { Simulation du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, test de double d�etente

avec les conditions initiales : �

L

= �

R

= 10 kg.m

�3

, u

R

= �u

L

= 5 m.s

�1

, avec un maillage de

500 �el�ements, une CFL �egale �a 0.5, au temps �nal t = 0:026 s. Comparaison entre les m�ethodes

�a pas fractionnaires, de splitting de ux, le sch�ema de Godunov et la solution exacte. On observe

les variables � (en haut) et u.
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Fig. 3.10 { D'apr�es des simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique, �etude de

la convergence L

1

des m�ethodes �a pas fractionnaires (en haut) et de splitting de ux dans le cas

d'une double d�etente sym�etrique.
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en norme L

1

associ�ee aux variables �, u et �u en fonction du logarithme du pas de discr�etisation

spatiale, h = 1=nombre de cellules, du maillage consid�er�e. Pour le tube �a choc de Sod, par la

m�ethode �a pas fractionnaires comme par la m�ethode de splitting de ux, on trouve que l'ordre

de convergence atteint 0.89 pour la variable d�ebit et 0.85 pour les variables � et u (on rappelle

que l'erreur du sch�ema de Godunov du syst�eme (3.33) non d�ecompos�e pr�esent�e dans l'annexe A

est en O(h

0:9

) pour la variable d�ebit et en O(h

0:86

) pour les variables � et u). Dans le cas de la

double d�etente sym�etrique, on obtient que l'erreur est en O(h

0:79

) pour les variable �, u et �u

(elle est en O(h

0:8

) pour le sch�ema de Godunov associ�e au syst�eme (3.33)). On note que l'ordre

de convergence des m�ethodes �a pas fractionnaires et de splitting de ux (avec un sch�ema de

Godunov dans la premi�ere �etape et un sch�ema de Roe dans la deuxi�eme) est comparable �a celui

des sch�emas vfRoe ou Godunov du syst�eme non d�ecompos�e.

3.8.2 Un exemple de splitting du syst�eme de la dynamique des gaz

La r�esolution num�erique des �equations d'Euler par le sch�ema de Roe pose des probl�emes du fait

de la correction entropique n�ecessaire dans les champs vraiment non lin�eaires et des probl�emes

de mauvais conditionnement du probl�eme aux valeurs propres pour les �ecoulements �a faible

nombre de Mach. Dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97], les auteurs s'int�eressent �a la mise en

�uvre d'une technique �a pas fractionnaires pour la r�esolution de ce syst�eme que l'on rappelle

ci-dessous :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t

� +

@

@x

(� u) = 0

@

@t

(� u) +

@

@x

(� u

2

+ P ) = 0

@

@t

E +

@

@x

(u(E + P )) = 0

(3.36)

avec la loi d'�etat :

P = ( � 1)

�

E �

1

2

�u

2

�

 d�esigne l'indice adiabatique du gaz, � la densit�e, u la vitesse, P la pression et E l'�energie

totale volumique. Les valeurs propres de la matrice Jacobienne associ�ee sont :

�

1

= u� c ; �

2

= u ; �

3

= u+ c

o�u c d�esigne la c�el�erit�e, c

2

= P=�. La matrice Jacobienne est diagonalisable mais, �a faible

nombre de Mach, la condition CFL qui limite le pas de temps est fortement domin�ee par le

module des c�el�erit�es des ondes acoustiques ju� cj, j�

2

j << j�

1;3

j. Si les champs vraiment non

lin�eaires associ�es �a �

1

et �

3

sont bien pr�edits par les sch�emas de type Roe, on sait que, par
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contre, la di�usion de ces m�ethodes entrâ�ne une mauvaise pr�ediction de l'onde lente associ�ee

�a �

2

. Dans [Buf93a], [Buf93b] et [Buf97], les auteurs proposent une d�ecomposition en deux

sous-syst�emes qui r�esout s�epar�ement la partie convection pure et la partie propagation :

sous-syst�eme 1 :
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(� u

2

) = 0

@

@t

E +

@

@x

(u E) = 0

(3.37)

sous-syst�eme 2 :

8
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>

>

:
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@t

� = 0

@

@t

(� u) +

@

@x

P = 0

@

@t

E +

@

@x

(u P )) = 0

(3.38)

Le sous-syst�eme (3.37) est d�eg�en�er�e, la vitesse u est valeur propre d'ordre 3 et la matrice

Jacobienne du ux n'est pas diagonalisable. Le sous-syst�eme (3.38) est hyperbolique de valeurs

propres :

�

1

= �

s

( � 1)c

2



; �

2

= 0 ; �

3

=

s

( � 1)c

2



Le sous-syst�eme (3.37) est r�esolu par une m�ethode de type Roe (Cf. [Buf93a]) et le sous-

syst�eme (3.38) par un solveur classique de Roe. Compar�e �a un solveur de Roe du syst�eme

complet (3.36), les auteurs ont constat�e la bonne qualit�e des r�esultats de la m�ethode �a pas

fractionnaires (vitesse de convergence quasiment identique) et la disparition du choc non en-

tropique dans les champs vraiment non lin�eaires. La m�ethode �a pas fractionnaires permet donc

ici de s'a�ranchir de la correction entropique n�ecessaire �a la r�esolution du syst�eme complet par

un sch�ema de Roe.

3.9 Sch�emas de r�esolution de syst�emes hyperboliques non

conservatifs

On pr�esente maintenant quelques techniques de r�esolution de syst�emes hyperboliques non

conservatifs qui s'inspirent des sch�emas pr�esent�es pr�ec�edemment dans le cadre conservatif. On

introduit tout d'abord le cadre th�eorique associ�e aux syst�emes hyperboliques non conservatifs

(Cf. [Lef88], [Lef92b], [Dal95] et [Sai95a]).



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 79

3.9.1 Le cadre non conservatif

La mod�elisation de ph�enom�enes issus de la physique peut conduire naturellement �a des syst�emes

hyperboliques �ecrits sous forme non conservative (comme la mod�elisation des �ecoulements di-

phasiques par des mod�eles �a deux uides). Consid�erons, par exemple, un syst�eme instationnaire

de dimension p qui ne prend en compte que les e�ets convectifs (i.e. qui ne comprend que des

termes di��erentiels d'ordre 1) :

@

@t

W +B(W )

@

@x

W = 0 (3.39)

o�u W (x; t) est une fonction vectorielle de IR � IR

+

dans l'espace des �etats 
 inclus dans IR

p

et B(W ) une fonction r�eguli�ere de 
 dans IR

2p

. On dit alors que le syst�eme (3.39) est non

conservatif si on ne peut l'�ecrire, dans les zones r�eguli�eres, sous la forme d'une divergence d'un

ux :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0

c'est �a dire si il n'existe pas une fonction su�samment r�eguli�ere F (W ) de l'espace des �etats 


dans IR

p

telle que :

B(W ) = r

W

F (W )

Le syst�eme (3.39) est hyperbolique si la matrice B(W ) a des valeurs propres r�eelles et si les

vecteurs propres associ�es engendrent IR

p

. Mais ce caract�ere hyperbolique du syst�eme fait que les

solutions peuvent aussi poss�eder des points de discontinuit�e. Le probl�eme math�ematique li�e �a

ces syst�emes vient donc de la di�cult�e pour d�e�nir les solutions non r�eguli�eres, le produit d'une

fonction discontinue par la d�eriv�ee d'une fonction discontinue n'�etant pas d�e�ni au sens usuel

des distributions. On ne peut donc plus connecter les �etats de part et d'autre d'une discontinuit�e

par des relations de saut de type Rankine-Hugoniot.

Plusieurs auteurs se sont int�eress�es �a donner un sens au produit non conservatif suivant :

B(W )

@

@x

W

SoitW

L

et W

R

, les �etats dans IR

p

de la variableW de part et d'autre d'une discontinuit�e. Dans

[Dal95], les auteurs proposent une d�e�nition du produit non conservatif au sens des mesures

bor�eliennes suivant une famille de chemin � localement lipschitziens, c'est �a dire une famille

d'applications localement lipschitziennes �(:;W

L

;W

R

) de [0; 1]�IR

p

�IR

p

dans IR

p

, satisfaisant

les propri�et�es de consistance et de r�egularit�e suivantes :
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�(0;W

L

;W

R

) = W

L

; �(1;W

L

;W

R

) = W

R

pour tout W

L

et W

R

dans IR

p

;

�(s;W;W ) = W pour tout W dans IR

p

et s dans [0; 1];

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

pour tout ensemble born�e V de IR

p

, il existe une constante k > 0 telle que :

�

�

�

�

@

@s

�(s;W

L

;W

R

)�

@

@s

�(s;W

0

L

;W

0

R

)

�

�

�

�

� k

�

�

(W

L

�W

0

L

)� (W

R

�W

0

R

)

�

�

pour tout W

L

;W

R

;W

0

L

;W

0

R

dans V et presque pour tout s dans [0; 1]:

(3.40)

Le produit non conservatif d�e�ni �a partir d'une famille de chemin � est not�e :

�

B(W )

@

@x

W

�

�

A partir de cette d�e�nition de chemin, les auteurs de [Dal95] d�e�nissent la notion de solution

faible du syst�eme (3.39) hyperbolique non lin�eaire non conservatif :

D�e�nition 3.3 Soit � une famille de chemins lipschitziens dans IR

p

satisfaisant (3.40). Une

fonction W de L

1

(]a; b[�IR

+

; IR

p

)

T

BV (]a; b[�IR

+

; IR

p

) est une solution faible du syst�eme (3.39)

par rapport au chemin � si elle v�eri�e :

@

@t

W +

�

B(W )

@

@x

W

�

�

= 0

au sens des mesures bor�eliennes born�ees sur ]a; b[�IR

+

.

L'espace BV (]a; b[; IR

p

) d�esigne l'espace des fonctions W de L

1

(]a; b[; IR

p

) dont la d�eriv�ee pre-

mi�ere

@

@x

W co��ncide au sens des distributions avec une mesure bor�elienne born�ee � sur ]a; b[,

c'est �a dire :

Z

]a;b[

�

0

(x)W (x)dx = �

Z

]a;b[

�(x)d�(x) pour tout � 2 C

1

0

(]a; b[; IR

p

)

Le membre de gauche est vu comme une int�egrale de Lebesgue, tandis que le membre de droite

est une int�egrale par rapport �a la mesure bor�elienne �.

On d�e�nit alors des relations de saut de Rankine-Hugoniot g�en�eralis�ees. Soit � une ligne de

discontinuit�e param�etr�ee par x(t) = x

0

+ �(t) t (�(t) d�esigne donc la vitesse de propagation de

la discontinuit�e). Soit W

L

et W

R

les limites de W �a gauche et �a droite de la discontinuit�e �
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en un point (x

0

; t

0

). La d�e�nition du produit non conservatif au point de discontinuit�e (x

0

; t

0

)

de W et de la param�etrisation de �, conduit �a la d�e�nition des relations de saut g�en�eralis�ees

suivante :

��(t

0

)(W

R

�W

L

) +

Z

1

0

B(�(s;W

L

;W

R

))

@

@s

�(s;W

L

;W

R

)ds = 0 (3.41)

AinsiW (x; t) est solution du syst�eme non conservatif (3.39) si elle v�eri�e la relation de saut (3.41)

�a chaque point de discontinuit�e (x

0

; t

0

) et si elle est solution faible de (3.39) dans les zones

r�eguli�eres. Par extension du cas des syst�emes conservatifs, la solution du syst�eme non conserva-

tif (3.39) auquel on associe un chemin de r�egularisation � qui v�eri�e les propri�et�es (3.40), est

dans la classe des solutions form�ees d'�etats constants s�epar�es par des discontinuit�es de contact,

des chocs (dont on vient de d�e�nir le sens) ou des ondes de d�etente.

Un choix naturel de famille de chemin � est celui des lignes droite qui est d�e�ni par :

�

S

(s;W

L

;W

R

) =W

L

+ s(W

R

�W

L

)

Le produit non conservatif associ�e au chemin �

S

co��ncide avec avec le produit de Volpert :

��(W

R

�W

L

) +

1

2

(B(W

L

) +B(W

R

))(W

R

�W

L

) = 0

On pr�esente maintenant quelques m�ethodes num�eriques pour la r�esolution de syst�emes hyper-

boliques non conservatifs. On retient deux cat�egories de m�ethodes : une premi�ere qui d�e�nit un

sch�ema de Roe g�en�eralis�e pour les syst�emes non conservatifs et une seconde qui se base sur les

sch�emas de Godunov, Roe ou vfRoe avec un traitement ad�equat des termes non conservatifs.

3.9.2 Sch�emas bas�es sur des matrices lin�earis�ees g�en�eralis�ees de type

Roe

Dans [Tou89], [Tou92], [Kum93] et [Tou96], les auteurs proposent une extension de la notion

de matrice lin�earis�ee de Roe �a des syst�emes hyperboliques non conservatifs qu'ils appliquent

au cadre des mod�eles �a deux uides d'�ecoulements diphasiques. Soit le syst�eme non conservatif

inconditionnellement hyperbolique de dimension p suivant, �ecrit en une dimension d'espace :

@

@t

W +B(W ):

@

@x

W = 0 (3.42)

o�u B(W ) est une fonction r�eguli�ere de l'espace des �etats dans IR

p

� IR

p

. Soit C

j

une cellule du

domaine. On veut r�esoudre le probl�eme de Riemann associ�e au syst�eme (3.42) et aux conditions

initiales suivantes :
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W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

j

si x 2 C

j

W

n

j+1

si x 2 C

j+1

o�u W

n

j

d�esigne la moyenne de la variable W sur la cellule C

j

au temps t

n

. Par extension du

sch�ema de Roe au cadre non conservatif, les auteurs proposent de r�esoudre �a l'interface entre

les cellules C

j

et C

j+1

, le syst�eme lin�earis�e suivant :

@

@t

W +

~

B(W

n

j

;W

n

j+1

)

@

@x

W = 0 (3.43)

o�u

~

B(W

n

j

;W

n

j+1

) est la matrice lin�earis�ee de Roe g�en�eralis�ee qui est d�e�nie par :

D�e�nition 3.4 La matrice

~

B(W

n

j

;W

n

j+1

) est appel�ee lin�earis�ee de Roe g�en�eralis�ee si :

{ (i) Elle est diagonalisable avec des valeurs propres r�eelles et les vecteurs propres associ�es

engendrent IR

p

.

{ (ii) Elle poss�ede la propri�et�e de consistance suivante :

~

B(W;W ) = B(W )

{ (iii) Pour tout W

n

j

et W

n

j+1

dans l'espace des �etats, tels que W

n

j

6= W

n

j+1

, elle satisfait

la propri�et�e :

Z

1

0

B(�(s;W

n

j

;W

n

j+1

))

@

@s

�(s;W

n

j

;W

n

j+1

) ds =

~

B(W

n

j

;W

n

j+1

) (W

n

j+1

�W

n

j

)

La propri�et�e (iii) traduit la consistance des relations de saut du probl�eme lin�earis�e avec les

relations de saut g�en�eralis�ees du syst�eme non lin�eaire non conservatif. C'est une g�en�eralisation

de la condition de Roe pour un syst�eme hyperbolique conservatif de ux F (W ) et de Jacobienne

A(W ) = r

W

F (W ) :

F (W

n

j+1

)� F (W

n

j

) =

~

A(W

n

j

;W

n

j+1

):

�

W

n

j+1

�W

n

j

�

La matrice lin�earis�ee de Roe g�en�eralis�ee d�epend donc du chemin de r�egularisation �. Pour la

construction de cette derni�ere, les auteurs utilisent le chemin des lignes droite qui est d�e�ni

par :

�

S

(s;W

L

;W

R

) = W

L

+ s(W

R

�W

L

)
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Le sch�ema est bas�e sur la forme non conservative du sch�ema de Roe et s'�ecrit alors :

W

n+1

j

= W

n

j

�

�t

h

�

IF

�

Roe�Gen

(W

n

j

;W

n

j+1

) + IF

+

Roe�Gen

(W

n

j�1

;W

n

j

)

	

(3.44)

Le ux num�erique IF

�

Roe�Gen

(W

n

j

;W

n

j+1

), �ecrit sous forme non conservative, est d�e�ni par :

IF

�

Roe�Gen

(W

n

j

;W

n

j+1

) =

~

B

�

(W

n

j

;W

n

j+1

) (W

n

j+1

�W

n

j

)

avec les notations

~

B = P DP

�1

,

~

B

+

=

1

2

n

~

B +

�

�

�

~

B

�

�

�

o

,

~

B

�

=

1

2

n

~

B �

�

�

�

~

B

�

�

�

o

et

�

�

�

~

B

�

�

�

= P

�

�

D

�

�

P

�1

o�u P d�esigne la matrice des vecteurs propres �a droite et D la matrice diagonale des valeurs

propres de

~

B. Ce sch�ema est, par construction, limit�e �a l'ordre 1 en espace.

3.9.3 Sch�emas bas�es sur les solveurs de Godunov, Roe ou vfRoe

Soient W le vecteur des variables d'�etat et x = (x

1

; : : : ; x

d

)

t

un vecteur quelconque de l'es-

pace IR

d

. Soit le syst�eme non conservatif inconditionnellement hyperbolique suivant, �ecrit en

dimension d d'espace :

@

@t

W +

d

X

m=1

�

@

@x

m

F

m

(W ) + A

NC

m

(W )

@

@x

m

G

m

(W )

�

= 0 (3.45)

avec F

m

(W ) les fonctions de ux su�samment r�eguli�eres associ�ees aux directions spatiales m,

et A

NC

m

(W )

@

@x

m

G

m

(W ) les vecteurs des termes non conservatifs. Le syst�eme s'�ecrit de fa�con

�equivalente dans les zones r�eguli�eres :

@

@t

W +

d

X

m=1

B

m

(W ):

@

@x

m

W = 0

o�u B

m

(W ) = r

W

F

m

(W ) +A

NC

m

(W )r

W

G

m

(W ).

SoientC

i

une cellule du domaine,V (i) l'ensemble des cellules adjacentes �a C

i

et n

ij

= (n

1

; : : : ; n

d

)

t

le vecteur normal �a l'interface entre deux cellules C

i

et C

j

, ext�erieur �a C

i

. On veut r�esoudre le

probl�eme de Riemann associ�e au syst�eme (3.45) et aux conditions initiales suivantes :

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si x 2 C

i

W

n

j

si x 2 C

j



84 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

o�u W

n

i

d�esigne la moyenne de la variable W sur la cellule C

i

au temps t

n

.

Soit le ux physique selon la direction port�ee par n

ij

:

F(W;n

ij

) =

d

X

m=1

n

m

F

m

(W )

On r�e�ecrit localement le syst�eme (3.45) selon la direction normale �a l'interface :

@

@t

W +

@

@�

F(W;n

ij

) +

d

X

m=1

n

m

A

NC

m

(W )

@

@�

G

m

(W ) = 0 (3.46)

On consid�ere alors le sch�ema suivant qui se compose d'un terme de ux IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) �a

chaque interface entre deux cellules C

i

et C

j

et d'un terme pour la discr�etisation des termes

non conservatifs :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

X

j2V (i)

IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)

�

�t

jC

i

j

Z

t

n+1

t

n

Z

C

i

d

X

m=1

n

m

A

NC

m

(W )

@

@x

m

G

m

(W ) dx dt

(3.47)

o�u V (i) d�esigne l'ensemble des cellules C

j

adjacentes �a C

i

. Les di��erentes m�ethodes expos�ees ci-

dessous sont bas�ees sur le choix d'un chemin lin�eaire pour connecter les termes non conservatifs

de part et d'autre d'une discontinuit�e ; ils trouvent leur source dans les solveurs de Godunov et

de Roe et proposent un traitement sp�eci�que des termes non conservatifs. Le probl�eme, outre

le fait de d�e�nir un ux consistant, est de calculer l'int�egrale des termes non conservatifs.

Une proposition bas�ee sur le sch�ema de Godunov

Dans le cadre de la mod�elisation num�erique de la turbulence compressible, il a �et�e propos�e

un sch�ema bas�e sur le solveur de Godunov pour la r�esolution de syst�emes hyperboliques non

conservatifs (Cf. [Her94c], [For95], [Lou95] et [For97]).

Soit (W

ex

)

ij

= W

�

0;W

n

i

;W

n

j

�

la solution exacte du probl�eme de Riemann �a l'interface entre

les cellules C

i

et C

j

que l'on obtient en d�e�nissant des relations de saut approch�ees bas�ees sur

le chemin lin�eaire pour connecter les �etats de part et d'autre d'une discontinuit�e :

��[W ]

n

ij

+ [F(W;n

ij

]

n

ij

+

d

X

m=1

A

NC

m

�

W

n

ij

�

[n

m

G

m

(W )]

n

ij

= 0

Le ux num�erique IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) consid�er�e est le ux physique F(W;n

ij

) pris en la solution

exacte (W

ex

)

ij

�a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

:
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IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = F((W

ex

)

ij

; n

ij

) (3.48)

L'int�egrale des termes non conservatifs est discr�etis�ee en gelant les matrices A

NC

m

(W ) sur la

cellule C

i

et en consid�erant les vecteurs G

m

(W ) en la solution exacte (W

ex

)

ij

�a l'interface entre

les cellules C

i

et C

j

:

Z

t

n+1

t

n

Z

C

i

d

X

m=1

n

m

A

NC

m

(W )

@

@x

m

G

m

(W ) dx dt =

d

X

m=1

�

n

m

(A

NC

m

)

i

G

m

((W

ex

)

ij

)

�

(3.49)

avec la moyenne des termes non conservatifs sur la cellule C

i

prise comme la moyenne des

solutions exactes des probl�emes de Riemann de chaque interface :

(A

NC

m

)

i

=

1

cardfV (i)g

X

j2V (i)

A

NC

m

((W

ex

)

ij

) (3.50)

Une proposition bas�ee sur le sch�ema vfRoe

On pr�esente maintenant une autre technique, appliqu�ee dans le cadre des �ecoulement dipha-

siques (Cf. [Mas97]), identique �a la pr�ec�edente sauf qu'elle consid�ere la solution d'un probl�eme

lin�earis�e. Cette technique s'appuie sur le sch�ema vfRoe. Le principe est donc de prendre comme

ux num�erique IF

vfRoe

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

), pour la r�esolution num�erique du probl�eme de Riemann

non lin�eaire, le ux physique F(W;n

ij

) en la solution �a l'interface du probl�eme de Riemann

lin�earis�e suivant :

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

d

X

m=1

B

m

(

^

W (W

n

j

;W

n

j+1

); n

ij

)

@

@x

W = 0

W (x; t

n

) =

8

<

:

W

n

i

si x 2 C

i

W

n

j

si x 2 C

j

(3.51)

Les matrices B

m

(

^

W (W

n

i

;W

n

j

)) sont les matrices de tous les termes de convection B

m

(W )

prises en l'�etat moyen

^

W (W

n

i

;W

n

j

) qui doit appartenir au domaine d'hyperbolicit�e du syst�eme

non lin�eaire pour que B

m

(

^

W (W

n

i

;W

n

j

)) soit diagonalisable. Dans la pratique, on consid�ere la

moyenne arithm�etique

^

W (W

n

i

;W

n

j

) =

1

2

(W

n

i

+W

n

j

).

Soit (W

vfRoe

)

ij

la solution exacte �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

du probl�eme de

Riemann lin�earis�e (3.51) :

(W

vfRoe

)

ij

= W

�

0;W

n

i

;W

n

j

�
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Le ux num�erique IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) que l'on consid�ere est le ux physique F(W;n

ij

) pris en la

solution exacte (W

vfRoe

)

ij

du probl�eme de Riemann lin�earis�e :

IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = F((W

vfRoe

)

ij

; n

ij

) (3.52)

L'int�egrale des termes non conservatifs est discr�etis�ee en gelant les matrices A

NC

m

(W ) sur la

cellule C

i

et en consid�erant les vecteurs G

m

(W ) en la solution exacte (W

vfRoe

)

ij

du probl�eme

de Riemann lin�earis�e :
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(A
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((W

vfRoe
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ij

)
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(3.53)

avec la moyenne des termes non conservatifs sur la cellule C

i

prise comme la moyenne des

solutions exactes �a chaque interface des probl�emes de Riemann lin�earis�es :

(A
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m

)

i

=

1

cardfV (i)g

X

j2V (i)

A

NC

m

((W

vfRoe

)

ij

) (3.54)

Une proposition bas�ee sur le sch�ema de Roe

On propose en�n un sch�ema s'inspirant du sch�ema de Roe. Ce sch�ema que l'on met en �uvre

dans le chapitre 4 dans le cadre de la r�esolution num�erique d'un mod�ele �a deux uides a �egale-

ment �et�e test�e dans le cadre des syst�emes hyperboliques non conservatifs issus de la turbulence

compressible (Cf. [Her95a] et [Bru96]).

Le ux num�erique IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) s'inspire du ux de Roe ; il comprend le ux physique

F(W;n

ij

) centr�e plus un terme de correction

�

�

�

~

B(W

n

i
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)

�

�

�

[W ]

n

ij

qui prend en compte tous

les termes de convection :
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(3.55)

avec

~

B(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) la matrice lin�earis�ee de Roe du syst�eme (3.45) qui respecte le crit�ere de

Roe suivant, bas�e sur la th�eorie des chemins lin�eaires pour la d�e�nition des relations de saut

approch�ees :
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m = 1; : : : ; d (3.56)



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 87

et W

n

ij

=

1

2

(W

n

i

+W

n

j

).

On prend

~

B

m

(W

n

i
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n

j

) = B

m

(

~

W (W

n

i

;W

n

j

)) o�u la moyenne

~

W (W

n

i

;W

n

j

) est d�etermin�ee par

la relation (3.56).

Les termes non conservatifs sont discr�etis�es en gelant les matrices A

NC

m

(W ) sur la cellule C

i

puis en consid�erant la valeur centr�ee des vecteurs G

m

(W ) :
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n
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(3.57)

On note que la stabilit�e des termes non conservatifs est prise en compte dans le terme de

correction de ux.

Les trois m�ethodes pr�esent�ees ci-dessus donnent des r�esultats tr�es satisfaisants. Une autre tech-

nique, pas d�ecrite ici, consiste �a appliquer un sch�ema classique au syst�eme non conservatif r�e�ecrit

sous forme conservative (Cf. [Kum93] et [Sai95b]). On envisagera cette solution alternative dans

le chapitre 4.
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Chapitre 4

Un mod�ele �a deux uides �a

quatre �equations pour la

simulation des �ecoulements

diphasiques de type

gaz-particules

On s'int�eresse dans ce chapitre �a l'analyse et la r�esolution num�erique d'un mod�ele �a deux

uides �a quatre �equations (deux �equations de conservation de masse et deux �equations de

quantit�e de mouvement) mod�elisant les �evolutions d'�ecoulements diphasiques compressibles de

type gaz-particules. Le syst�eme de convection associ�e est non conservatif, conditionnellement

hyperbolique et admet une caract�erisation entropique. On ne peut pas r�esoudre le probl�eme

de Riemann associ�e et on ne sait pas d�emontrer la pr�eservation du principe du maximum

pour la variable fraction volumique. Pour la r�esolution num�erique de ce syst�eme, on propose

alors une m�ethode �a pas fractionnaires qui d�ecompose le syst�eme de convection en deux sous-

syst�emes inconditionnellement hyperboliques. On associe des relations de saut approch�ees au

deuxi�eme sous-syst�eme qui est non conservatif. On r�esout le probl�eme de Riemann dans chaque

sous-syst�eme et l'on montre que le principe du maximum de la variable fraction volumique est

pr�eserv�e sur l'ensemble de la m�ethode �a pas fractionnaires. On propose ensuite une discr�etisation

spatiale par volumes �nis. Le premier sous-syst�eme est r�esolu par les sch�emas classiques de Roe

ou de Godunov et l'on propose un sch�ema de r�esolution pour le second prenant en compte les

termes non conservatifs. On pr�esente en�n des tests e�ectu�es sur des maillages bidimensionnels

non structur�es de type tube �a choc, une simulation d'�ecoulement diphasique dans une tuy�ere

et quelques tests de faisabilit�e pour la simulation de lits uidis�es denses.
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4.1 Pr�esentation du mod�ele

On consid�ere ci-dessous un mod�ele �a quatre �equations pour la mod�elisation des �ecoulements

compressibles diphasiques de type gaz-solide en r�egime dilu�e comme charg�e. Ce mod�ele �a deux

uides Eul�erien (mod�ele A propos�e par Gidaspow Cf. [Gid93], pages 150-151) comprend deux

�equations de conservation de masse et deux �equations de quantit�e de mouvement :
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) +r:(�
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) = 0 (4.1a)
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(4.1d)

L'indice 1 repr�esente la phase gazeuse et l'indice 2 la phase des particules. Les variables �

k

, �

k

et U

k

d�esignent respectivement les moyennes statistiques locales de la fraction volumique, de la

densit�e et du vecteur vitesse de la phase k. La phase particulaire est suppos�ee incompressible

(�

2

constant) contrairement �a la phase gazeuse. Les fractions volumiques v�eri�ent :

�

1

+ �

2

= 1 (4.2)

La pression moyenne de l'�ecoulement est suppos�ee ind�ependante de l'�ecoulement des particules.

Elle est d�e�nie par une loi de pression de gaz :

P (�

1

) = K�



1

(4.3)

K est une constante de r�ef�erence positive de la forme P (�

0

)=�



0

,  l'exposant isentropique du

gaz. g d�esigne le vecteur acc�el�eration de la pesanteur. Si on ne prend pas en compte l'�eventuel

caract�ere turbulent de l'�ecoulement porteur, on consid�ere par contre les e�ets collisionnels au

sein de la phase particulaire :

�(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

2=3

2

(1 + g(�

2

))h(�

2

) (4.4)
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avec logh(�
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(4.5a)

et g(�

2

) = 2�

2

�

1�

�

2

�
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�

�

5

2

�

max

(1 + e

c

) (4.5b)

e

c

est une constante pour la prise en compte des collisions interparticulaires non �elastiques

(0 < e

c

< 1), �

max

est le taux de compactage maximum des particules suppos�ees sph�eriques

(que l'on prend en pratique �egal �a 0.64) et < q

2

2

>

0

est une constante de dimension (m:s

�1

)

2

.

On note que le cas limite �

2

= �

max

n'est pas une solution admissible du syst�eme (4.1) car

dans ce cas �(�

2

= �

max

) = +1. On renvoie �a [Bal95] et [Gol96b] pour une analyse �ne de

ces ph�enom�enes de pression intergranulaire ; on d�etaille dans le chapitre 1 plusieurs lois pour g

(h �etant d�eduite explicitement de g, en consid�erant une forme int�egrale de l'�equation d'�energie

interparticulaire) associ�ees �a di��erentes propositions issues de la litt�erature (voir [Gol96b]). Ces

lois sont telles que �(�

2

) est monotone croissante, �(�

2

= �

max

) = +1 et �(�

2

= 0) = 0.

I d�esigne le terme de transfert de quantit�e de mouvement interfacial ; on ne consid�ere pas les

e�ets de masse ajout�ee et d'histoire (hypoth�ese classique dans le cadre des �ecoulements gaz-

particules) et les e�ets de trâ�n�ee statique sont mod�elis�es comme suit (Cf. [Bal95] et [Gid93]) :
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(4.6d)

U

r

= U

2

�U

1

d�esigne la vitesse relative entre les deux phases. �

1

repr�esente la viscosit�e du gaz

et d

2

le diam�etre moyen des particules, tous les deux �etant suppos�es constants.

Les tenseurs visqueux �

k

, k=1, 2, sont mod�elis�es de fa�con classique, les coe�cients de viscosit�e

�

k

�etant des constantes positives :
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(r:U
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):Id
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(4.7)

Ce mod�ele ferm�e ((simple)) a, entre autres, l'int�erêt de permettre le calcul d'�ecoulements dilu�es

ou denses en particules.
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4.2 Quelques propri�et�es du syst�eme global

4.2.1 Entropie du syst�eme

On trouvera la d�e�nition de l'entropie math�ematique dans le paragraphe 2.4. On donne ici un

r�esultat analogue �a celui publi�e par Sainsaulieu dans le cas d'�ecoulements gaz-liquide dilu�es

(Cf. [Sai91]). On pose :
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o�u les fonctions H

1
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) et H
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) sont telles que :
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Soit le vecteur d'�etat W

t

= (�

1

�

1

; �

2

; �

1

�

1

U

1

; �

2

U

2

). On peut v�eri�er que le couple

(�(W ); F

�

(W )) d�e�nit un couple entropie-ux d'entropie pour le syst�eme (4.1). L'entropie �(W )

d'une solution r�eguli�ere W du syst�eme (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4, 4.6,

4.7), v�eri�e :
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Le terme source S
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On v�eri�e simplement l'in�egalit�e d'entropie (2.10) S

�

(W ) � 0 d�es lors que �

2

2 [0; 1]. On lui

associe la limite non visqueuse suivante :

@

@t

� +r:F

�

� 0

On peut noter que l'in�egalit�e d'entropie, ne nous fournit pas, dans ce cas, un crit�ere simple

de s�election de solution admissible �a la travers�ee des ondes de choc (on rappelle que dans le

cas de la dynamique des gaz isentropique, l'in�egalit�e d'entropie est �equivalente �a [U:n] � 0

o�u n d�esigne le vecteur normal �a la discontinuit�e, Cf. le paragraphe 2.8.1.4). On observera le

comportement num�erique de l'in�egalit�e d'entropie dans les zones de choc sur une simulation

num�erique bidimensionnelle.
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4.2.2 Principe du maximum et positivit�e

Les syst�emes �a deux uides �a quatre �equations en g�en�eral imposent les conditions de r�ealisabilit�e

suivantes :

{ (i) respect du principe du maximum pour la variable fraction volumique :

0 � �

2

< �

max

� 1 (4.10)

�

max

d�esigne le taux de compactage maximum des particules suppos�ees sph�eriques et de

même diam�etre. Dans les applications, on consid�erera �

max

= 0:64.

{ (ii) respect de la positivit�e des densit�es :

�

1

� 0 et �

2

� 0

Dans la condition (i), on consid�ere que l'on ne peut pas atteindre le taux de compactage

maximum car �

2

= �

max

n'est pas une solution du syst�eme (4.1). Dans le cas limite o�u �

2

tend

vers �

max

, g(�

2

) tend vers l'in�ni et l'�energie turbulente des particules devient in�nie. Dans le

cas qui nous int�eresse la condition (ii) se restreint �a la positivit�e de la densit�e du gaz puisque

l'on suppose incompressible la phase des particules.

On peut d�emontrer le respect du principe du maximum (4.10) dans le cas o�u les deux phases

sont incompressibles, �

max

�egal �a 1 et avec une hypoth�ese de r�egularit�e correcte des champs de

vitesse. En e�et, dans ce cas, la matrice en temps n'est plus inversible, on r�e�ecrit les �equations

de conservation de masse sous la forme :
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(4.11a)

r : Z = 0 (4.11b)
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On a alors le r�esultat suivant :

Proposition 4.1 On suppose que U
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d

et que (r : U

k

) 2 L

1

(D � [0; T ])

pour k = 1, 2, d la dimension spatiale du probl�eme, D le domaine de l'�ecoulement et T un

temps positif. Si les conditions initiales et aux limites pour la variable fraction volumique sont

telles que :
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o�u

�

1

= fx 2 @D j U

1

: n < 0g ; �

2

= fx 2 @D j U

2

: n < 0g

alors la fraction volumique reste r�ealisable.

D�emonstration. On pose � = 1� �

2

, ce qui entrâ�ne, d'apr�es les �equations (4.11) :
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ce qui peut encore s'�ecrire :
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On obtient le r�esultat voulu par le lemme suivant :

Lemme 4.1 On consid�ere la loi de conservation suivante sur un domaine D de dimension d

et de fronti�ere @D = �
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o�u �(x; t) est une fonction scalaire telle que �(x 2 D; t = 0) > 0 et �(x 2 �

�

; t � 0) > 0.

Si la vitesse U est telle que jr : U j(x 2 D; t � 0) < +1, alors �(x 2 D; t > 0) > 0.

D�emonstration. On pose � = �
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(x; t) = jinf(0; �(x; t))j. En multipliant l'�equation de conservation (4.12)
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Or, par hypoth�ese �(x 2 �

�

; t) > 0, ce qui entrâ�ne �
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d

d t

X = �

Z

�

+

U:n (�

�

)

2

d�

�

�

Z

D

(�

�

)

2

r : U dD

Par d�e�nition de �

+

, on obtient alors :

d

d t

X � �

Z

D

(�

�

)

2

r : U dD � jjU jj

L

1

(D�[0;T ])

Z

D

(�

�

)

2

dD

et par int�egration :

0 � X(t) � X(0) exp

�

t jjU jj

L

1

(D�[0;T ])

�

D�es lors, X(0) = 0 entrâ�ne que X(t) = 0 pour tout t 2 [0; T ], d'o�u le lemme.

On s'int�eresse maintenant au cas ou la phase continue est compressible. On ne peut pas d�emon-

trer que l'on a pr�eservation du principe du maximum pour le syst�eme (4.1). Pour des solutions

su�samment r�eguli�eres du syst�eme (4.1), on peut n�eanmoins �etablir le r�esultat suivant :

Proposition 4.2 On suppose que U

k

2 (L

1

(D � [0; T ]))

d

et que (r : U

k

) 2 L

1

(D � [0; T ])

pour k = 1, 2, d la dimension spatiale du probl�eme, D le domaine de l'�ecoulement et T un

temps positif. Si les conditions initiales et aux limites pour les variables fraction volumique et

fraction massique sont telles que :

�

2

(x; t = 0) � 0 ; �

1

�

1

(x; t = 0) � 0

�

2

(x 2 �

2

; t > 0) � 0 ; �

1

�

1

(x 2 �

1

; t > 0) � 0

o�u

�

1

= fx 2 @D j U

1

: n < 0g ; �

2

= fx 2 @D j U

2

: n < 0g

alors la solution sera telle que :

�

2

(x; t � 0) � 0 et �

1

�

1

(x; t � 0) � 0 (4.13)

D�emonstration. Il su�t d'appliquer le lemme 4.1 aux �equations de conservation de masse (4.1a)

et (4.1b).
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On n'a donc pas d�emontr�e que le syst�eme (4.1) respecte le principe du maximum (4.10) ; ce

qui peut poser un probl�eme dans les cas denses en particules (i.e. quand �

2

tend vers 1),

dans la mesure o�u le terme de gradient de pression �

k

rP (�

1

) n�ecessite le calcul des variables

interm�ediaires �

1

et �

1

, d�e�nies par :

�

1

= 1� �

2

et �

1

=

�

1

�

1

1� �

2

;

le non respect du principe du maximum (4.10) peut entrâ�ner des �etats �

1

et �

1

n�egatifs. On

revient sur ce point fondamental dans les propositions 4.4 et 4.5.

4.3 Etude de l'hyperbolicit�e du syst�eme de convection

Le syst�eme de convection associ�e �a (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4) s'�ecrit :

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.14a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0 (4.14b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +r:(�

1

�

1

U

1


 U

1

) + �

1

rP (�

1

) = 0 (4.14c)

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) +

�

2

�

2

rP (�

1

) +r(�

2

�(�

2

)) = 0 (4.14d)

Ce syst�eme est donc non conservatif du fait de la pr�esence du terme �

k

rP (�

1

) dans les �equa-

tions de quantit�e de mouvement. Par contre, l'�equation de quantit�e de mouvement du m�elange

(�

1

�

1

U

1

+ �

2

�

2

U

2

) est, quant �a elle, conservative. Rappelons que les mod�eles propos�es

par Saurel et al [Sau94] et Gidaspow [Gid93] (mod�ele B, pages 150-151) sont conservatifs. Un

inconv�enient du mod�ele B de Gidaspow est que les particules ne sont pas sensibles au gradient

de pression du gaz, ce qui conduit �a des con�gurations non physiques lorsque la densit�e des

particules est relativement faible. Soit 
 l'espace des �etats physiquement admissibles et d la

dimension spatiale du probl�eme :


 =

n

W 2 IR

2(d+1)

; �

1

� 0; 0 � �

2

< �

max

o

On d�e�nit le vecteur unitaire n 2 IR

d

. On introduit les deux c�el�erit�es suivantes d�e�nies tant

que W 2 
 :

c

2

1

= (P (�

1

))

0

et c

2

2

= (�

2

�(�

2

))

0

(4.15)
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Il est important de noter que tant que le principe du maximum (4.10) est v�eri��e, la c�el�erit�e c

2

est d�e�nie dans IR car la fonction �(�

2

) issue de l'�equation (4.4) est telle que (�

2

�(�

2

))

0

> 0.

On introduit la notation U

k

= U:n, k = 1; 2, pour tout n. Dans le cadre bidimensionnel, le

polynôme caract�eristique de la matrice Jacobienne associ�ee au syst�eme (4.14) s'�ecrit :

P

6

(W;n; �) = (U

2

� �)(U

1

� �)

�

�

(U

2

� �)

2

� c

2

2

� �

(U

1

� �)

2

� c

2

1

�

�

�

1

�

2

�

2

�

1

c

2

1

(U

1

� �)

2

�

Le polynôme P

6

(W;n; �) admet deux solutions imm�ediates :

�

1

= U

1

et �

2

= U

2

On ne peut obtenir l'expression analytique des quatre autres valeurs propres. Cependant,

en �etudiant le polynôme caract�eristique P

4

(W;n; �) d�e�ni par P

6

(W;n; �) = (U

2

� �)(U

1

�

�)P

4

(W;n; �), on obtient les conditions su�santes d'hyperbolicit�e suivantes (en d�e�nissant la

vitesse relative U

r

= U

r

:n) :

�

1

(W ) =

1

2

�

jU

r

j

c

1

> 0 (4.16a)

�

2

(W ) =

1

4

�

�

c

2

2

c

2

1

+

�

2

�

1

�

1

�

2

�

> 0 (4.16b)

�

3

(W ) =

�

�

1

�

2

c

2

2

�

2

�

1

c

2

1

+ 1

�

 

1�

�

U

r

c

1

�

2

!

� 1 > 0 (4.16c)

Chacune de ces conditions peut être plus ou moins contraignante suivant le type d'�ecoulement

choisi, ici gaz-solide, suivant que l'on est dans un cadre d'�ecoulement dense (c

1

� c

2

) ou dilu�e

(c

2

� c

1

), avec des particules tr�es lourdes (�

2

� �

1

) et une vitesse relative entre phases

plus ou moins importante. On ne peut, en outre, pas d�emontrer que la solution W (x; t) du

syst�eme (4.14) v�eri�e �

i

> 0, i = 1; : : : ; 3, pour tout x 2 IR

d

et �a tout instant t > 0.

Au voisinage des �etats physiques caract�eris�es par une vitesse relative nulle, et dans un cadre bi-

dimensionnel, on peut �ecrire la forme approch�ee suivante des valeurs propres du syst�eme (4.14) :

�

1

= U

1

; �

2

= U

2

�

3;4

= U

M

� c

1

p

(X

+

) +O(U

r

)

�

5;6

= U

M

� c

1

p

(X

�

) + O(U

r

)

avec la vitesse du m�elange U

M

= U

M

:n =

1

2

(U

1

+U

2

):n et, X

+

et X

�

les racines du polynôme

bi-carr�e suivant issu du polynôme P

4

:
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P (X) = X

2

�

�

c

2

2

c

2

1

+

�

2

�

1

+ �

1

�

2

�

2

�

1

�

X +

c

2

2

c

2

1

Du fait que l'on n'a pas l'expression analytique des valeurs propres, le syst�eme (4.14) est condi-

tionnellement hyperbolique et le probl�eme de Riemann unidimensionnel associ�e ne peut être

r�esolu pour des conditions initiales arbitraires.

Remarque 4.1 Si l'on se place dans un cadre de particules in�niment denses, i.e. �

2

tend

vers l'in�ni, alors le terme

�

2

�

2

rP (�

1

) peut être n�eglig�e, le syst�eme associ�e �a la phase 2 pouvant

s'identi�er exactement au syst�eme d'Euler isentropique. On se retrouve de plus dans un cadre

inconditionnellement hyperbolique (d�es lors que P

0

(�

1

) et (�

2

�(�

2

))

0

restent positifs) et le

syst�eme admet en dimension 2 les valeurs propres suivantes :

�

1

= U

1

�

2

= U

2

�

3;4

= U

1

� c

1

�

5;6

= U

2

� c

2

Remarque 4.2 Le probl�eme aux valeurs propres est mal conditionn�e tant dans le cadre d'�ecou-

lements dilu�es, o�u l'on a c

2

� c

1

, que dans le cadre d'�ecoulements denses, c

1

� c

2

.

Remarque 4.3 Le mod�ele propos�e dans [Sau94], r�eserv�e �a un cadre d'�ecoulement tr�es dilu�e

sans prise en compte des interactions particulaires ni des e�ets de la pression moyenne de

l'�ecoulement sur la phase dispers�ee, est un syst�eme conservatif inconditionnellement hyperbo-

lique. Le mod�ele B propos�e par Gidaspow [Gid93], pour les �ecoulements denses ou dilu�es avec

prise en compte des interactions entre particules, est �egalement un syst�eme conservatif incon-

ditionnellement hyperbolique.

4.4 Proposition d'un splitting du syst�eme de convection

Dans ce paragraphe, on propose un splitting du syst�eme de convection (4.1) en justi�ant ce

choix. Puis l'on construit la solution exacte du probl�eme de Riemann pour chaque sous-syst�eme.

Pour cela, on d�e�nit des relations de saut approch�ees pour connecter les �etats des termes

non conservatifs de part et d'autre d'une discontinuit�e. Sous cette hypoth�ese, on introduit un

syst�eme conservatif �equivalent au syst�eme non conservatif. On donne un th�eor�eme d'existence

et d'unicit�e de solution du probl�eme de Riemann pour chaque sous-syst�eme et l'on examine le

respect du principe du maximum (4.10).

4.4.1 Principe de la m�ethode et proposition d'un splitting

On ne consid�ere ici que les e�ets dominants et on n�eglige les e�ets de di�usion. On r�e�ecrit

le syst�eme (4.1), avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.4, 4.6), sous forme matricielle en

dimension d d'espace :
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@

@t

W +

d

X

m=1

�

@

@x

m

F

m

1

(W ) +

@

@x

m

F

m

2

(W ) +A

m

NC

(W ):

@

@x

m

F

m

3

(W )

�

= S(W ) (4.17)

On rappelle le vecteur d'�etat :

W

t

= (�

1

�

1

; �

2

; �

1

�

1

U

1

; �

2

U

2

)

(F

1

+F

2

)

m

(W ) d�esigne le ux convectif selon lam

i�eme

direction, A

m

NC

(W ) la matrice des termes

non conservatifs associ�es �a la m

i�eme

direction et S(W ) les termes source (trâ�n�ee statique I et

gravit�e).

Du fait de l'hyperbolicit�e conditionnelle et de la non conservativit�e du syst�eme de convection

associ�e, le cadre th�eorique des syst�emes hyperboliques ne s'applique pas �a ce dernier. Diverses

propositions, s'appuyant sur la th�eorie de r�esolution des syst�emes hyperboliques, ont �et�e faites

pour r�esoudre ce type de syst�eme dans [Sai95a], [Tou96] et [Kum93] notamment. On souhaite

ici d�evelopper une m�ethode num�erique instationnaire qui autorise les simulations comportant

de fortes vitesses relatives, de forts ou de faibles taux de pr�esence volumiques sur des maillages

non structur�es. Pour cela, on choisit de mettre en �uvre une m�ethode �a pas fractionnaires qui

r�esout s�epar�ement d'une part le syst�eme convectif et les termes sources, mais qui d�ecompose

�egalement la partie convective en deux �etapes :

{ Convection :

Etape 1

@

@t

W +

d

X

m=1

@

@x

m

F

m

1

(W ) = 0

Etape 2

@

@t

W +

d

X

m=1

�

@

@x

m

F

m

2

(W ) +A

m

NC

(W ):

@

@x

m

F

m

3

(W )

�

= 0

{ Prise en compte des termes sources :

Etape 3

@

@t

W = S(W )

Pour la d�etermination de F

m

1

(W ) et de F

m

2

(W ), on impose le respect des crit�eres suivants :

{ pr�eserver la forme ((conservative)),

{ pr�eserver l'hyperbolicit�e, i.e. que les deux sous-syst�emes associ�es aux �etapes 1 et 2 n'aient

pas des domaines d'hyperbolicit�e plus restreints que celui associ�e au syst�eme (4.14),

{ pr�eserver l'invariance par rotation,

{ pr�eserver la positivit�e des fractions massiques, et �eventuellement, s'il y a lieu, le principe

du maximum (4.10).
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Pour r�epondre �a ce dernier crit�ere, on examinera la solution du probl�eme de Riemann unidi-

mensionnel associ�e �a chaque �etape de convection.

Au vu de ces crit�eres, la d�ecomposition que l'on propose est la suivante :

{ Etape 1, avec les lois de fermeture (4.5b, 4.4) :

@

@t

(�

1

�

1

) = 0 (4.18a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0 (4.18b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +r:(�

1

�

1

U

1


 U

1

) = 0 (4.18c)

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) +r(�

2

�(�

2

)) = 0 (4.18d)

{ Etape 2, avec les lois de fermeture (4.2, 4.3) :

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.19a)

@

@t

�

2

= 0 (4.19b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

rP (�

1

) = 0 (4.19c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

�

2

�

2

rP (�

1

) = 0 (4.19d)

Les termes non conservatifs sont regroup�es dans l'�etape 2. Dans l'�etape 1, les deux phases

sont d�ecoupl�ees, les �equations sur la phase 2 pouvant être exactement identi��ees aux �equations

d'Euler isentropique. Le sous-syst�eme associ�e �a la deuxi�eme �etape est partiellement d�ecoupl�e :

on r�esout le syst�eme (4.19a-4.19c) qui d�etermine la solution pour �

2

U

2

via l'�equation (4.19d).

On reconnâ�t dans (4.19a,4.19c), lorsque �

1

= 1, le sous-syst�eme de propagation acoustique

classique dans le cadre monophasique compressible.

Remarque 4.4 On peut noter que le splitting propos�e (4.18,4.19) n'est pas admissible (ou

consistant) au sens de Chalabi et Vila [Cha91] car l'entropie (4.8a) du syst�eme complet (4.1)

ne caract�erise pas une entropie du sous-syst�eme (4.18) ni du sous-syst�eme (4.19).

4.4.2 Etude du probl�eme de Riemann monodimensionnel associ�e �a

l'�etape 1

Dans le syst�eme (4.18), les deux phases sont d�ecoupl�ees. En e�et, soient, en une dimension

d'espace :
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W =

0

@

W

1

W

2

1

A

avec W

1

=

0

@

�

1

�

1

�

1

�

1

U

1

1

A

et W

2

=

0

@

�

2

�

2

U

2

1

A

Le syst�eme (4.18) s'�ecrit sous forme non conservative :

@

@t

W + A(W ) :

@

@x

W = 0

et de fa�con �equivalente :

@

@t

0

@

W

1

W

2

1

A

+

0

@

A

1

(W

1

) 0

0 A

2

(W

2

)

1

A

:

@

@x

0

@

W

1

W

2

1

A

= 0

o�u

A

1

(W

1

) =

0

@

0 0

�U

2

1

2U

1

1

A

et A

2

(W

2

) =

0

@

0 1

�U

2

2

+ c

2

2

2U

2

1

A

On peut donc �etudier s�epar�ement le probl�eme de Riemann associ�e au sous-syst�eme (4.18a,4.18c)

et celui associ�e au sous-syst�eme (4.18b,4.18d).

4.4.2.1 Etude du probl�eme de Riemann associ�e �a la phase continue

On �etudie le probl�eme de Riemann associ�e au sous-syst�eme (4.18a,4.18c). SoitW

t

1

= (�

1

�

1

; �

1

�

1

U

1

)

le vecteur des variables d'�etat conservatives. On veut r�esoudre le probl�eme suivant :

Trouver W

1

(x; t) solution de (4.18a,4.18c) et tel que :

W

1

(x; t = 0) =

8

<

:

(W

1

)

L

si x � 0

(W

1

)

R

sinon

avec (W

1

)

L

; (W

1

)

R

deux �etats constants admissibles.

Le syst�eme est (4.18a,4.18c) inconditionnellement hyperbolique et la Jacobienne associ�ee A

1

(W )

admet en dimension 1 les valeurs propres suivantes :
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�

1

= 0 et �

2

= 2U

1

Le champ associ�e �a �

1

est lin�eairement d�eg�en�er�e et celui associ�e �a �

2

est vraiment non lin�eaire.

Les invariants de Riemann sont donn�es par :

1-onde : �

1

= �

1

�

1

U

2

1

2-onde : �

2

= �

1

�

1

et les relations de Rankine-Hugoniot associ�ees au syst�eme sont :

� [�

1

�

1

] = 0

� [�

1

�

1

U

1

] = [�

1

�

1

U

2

1

]

La param�etrisation des ondes en pr�esence de discontinuit�es conduit �a :

1-onde : [�

1

�

1

U

2

1

] = 0

2-onde : [�

1

�

1

] = 0

� = 2U

1

La fraction massique �

1

�

1

est stationnaire (Cf. l'�equation (4.18a)).

Le syst�eme admet le couple entropie-ux d'entropie suivant :

�(W

1

) = (�

1

�

1

)

3=2

U

2

1

;

F

�

(W

1

) =

4

3

� U

1

Soit Z

t

1

= (�

1

�

1

; U

1

) un vecteur de variables d'�etat et Z

�

1

l'�etat interm�ediaire constant reliant

la 1-onde �a la 2-onde. La param�etrisation globale des ondes s'�ecrit alors :

{ Si (U

1

)

L

< 0 et (U

1

)

R

> 0 alors on est en pr�esence d'une 2-onde de d�etente qui englobe

l'axe x=t = 0 (et donc la discontinuit�e de contact). Il n'y a alors pas d'�etat interm�ediaire

Z

�

1

et la solution est :
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Z

1

(x=t;W

L

;W

R

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

(Z

1

)

L

si x=t < 2(U

1

)

L

< 0

(Z

1

)

d�etente

(x=t) si 2(U

1

)

L

< x=t < 2(U

1

)

R

(Z

1

)

R

si x=t > 2(U

1

)

R

> 0

o�u Z

1

(x=t) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

(�

1

�

1

)(x=t) =

8

<

:

(�

1

�

1

)

L

si x=t < 0

(�

1

�

1

)

R

si x=t � 0

(U

1

)(x=t) = x=2t si 2(U

1

)

L

< x=t < 2(U

1

)

R

On d�e�nit la vitesse (

^

U

1

)

L;R

suivante :

(

^

U

1

)

L;R

�

s

(�

1

�

1

)

L

(�

1

�

1

)

R

(U

1

)

L

+ (U

1

)

R

{ Si (

^

U

1

)

L;R

< 0 alors Z

�

1

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

(�

1

�

1

)

�

= (�

1

�

1

)

R

(U

1

)

�

=

s

(�

1

�

1

)

L

(�

1

�

1

)

R

(U

1

)

L

{ Si (

^

U

1

)

L;R

> 0 alors Z

�

1

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

(�

1

�

1

)

�

= (�

1

�

1

)

L

(U

1

)

�

=

s

(�

1

�

1

)

R

(�

1

�

1

)

L

(U

1

)

R

A la travers�ee d'une 2-d�etente U

1

(x=t) = x=2t et la vitesse associ�ee �a un 2-choc est � = 2U

1

.

4.4.2.2 Etude du probl�eme de Riemann associ�e �a la phase dispers�ee

On �etudie le probl�eme de Riemann associ�e au sous-syst�eme (4.18b,4.18d). SoitW

t

2

= (�

2

; �

2

U

2

)

le vecteur des variables d'�etat. On veut r�esoudre le probl�eme suivant :

Trouver W

2

(x; t) solution de (4.18b,4.18d) et tel que :

W

2

(x; t = 0) =

8

<

:

(W

2

)

L

si x � 0

(W

2

)

R

sinon

avec (W

2

)

L

; (W

2

)

R

deux �etats constants admissibles.
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En identi�ant terme �a terme, on reconnâ�t dans le syst�eme (4.18b,4.18d), le syst�eme de la

dynamique des gaz isentropique :

(4:18b) ()

@

@t

� +r:(�U ) = 0

(4:18d) ()

@

@t

(�U ) +r:(�U 
 U) +rP (�) = 0

o�u

(�

2

; U

2

; �

2

�(�

2

)) () (�; U; P (�))

Dans la section 2.8 du chapitre 2, on a �etudi�e la r�esolution du probl�eme de Riemann exact du

syst�eme de la dynamique des gaz isentropique auquel on a associ�e une loi d'�etat qui v�eri�e :

P (�) telle que P

0

(�) > 0 et P

00

(�) > 0

On v�eri�e que la fonction �

2

�(�

2

) telle qu'elle est d�e�nie en (4.4) a bien ces propri�et�es. On a

d�emontr�e alors le r�esultat suivant :

Proposition 4.3 Le probl�eme de Riemann unidimensionnel, selon la direction port�ee par le

vecteur n, associ�e au syst�eme (4.18b,4.18d) admet une solution entropique unique si et seule-

ment si :

(U

2

)

R

� (U

2

)

L

< (X(�

2

))

L

+ (X(�

2

))

R

(4.22)

avec (X(�

2

))

i

=

Z

(�

2

)

i

0

p

(x�(x))

0

x

dx ; i = L; R

o�u U

2

= U

2

:n et (:)

L

et (:)

R

d�esignent respectivement l'�etat de la variable (:) �a gauche et �a

droite de la discontinuit�e initiale.

Si l'in�egalit�e (4.22) n'est pas v�eri��ee, le vide de particules (�

2

= 0) apparâ�t.

Remarque 4.5 Les invariants de Riemann associ�es au syst�eme (4.18b,4.18d) avec la loi d'�etat

d�e�nie en (4.4) ne sont pas int�egrables analytiquement. On ne peut donc pas r�esoudre analy-

tiquement le probl�eme de Riemann associ�e et mettre en �uvre de sch�ema de Godunov pour

la r�esolution de ce syst�eme. On choisira donc de r�esoudre ce syst�eme par un sch�ema de Roe

(Cf. la section 4.5.1.2). On trouvera n�eanmoins, dans l'annexe A, des simulations du sys-

t�eme (4.18b,4.18d) r�esolu par un sch�ema de Godunov pour une loi r�eserv�ee aux �ecoulements

dilu�es �

2

�(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

5=3

2

(que l'on peut identi�er terme �a terme avec une loi d'�etat de

type gaz parfait P (�) = K�



).
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4.4.2.3 R�ecapitulatif, condition d'existence et d'unicit�e de solution et principe du

maximum

Le syst�eme (4.18) associ�e �a l'�etape 1 est inconditionnellement hyperbolique car (�

2

�(�

2

))

0

est positif (tant que le principe du maximum (4.10) est respect�e) et admet en dimension 2 les

valeurs propres suivantes (en notant U

k

= U

k

:n) :

�

1

= 0 �

1

= U

2

� c

2

�

2

= U

1

�

2

= U

2

�

3

= 2U

1

�

3

= U

2

+ c

2

On a le r�esultat suivant :

Proposition 4.4 Le probl�eme de Riemann unidimensionnel (selon la direction associ�ee �a n)

associ�e au syst�eme (4.18) admet une solution unique si :

(U

2

)

R

� (U

2

)

L

< (X(�

2

))

L

+ (X(�

2

))

R

(4.23)

avec (X(�

2

))

i

=

Z

(�

2

)

i

0

p

(x�(x))

0

x

dx ; i = L; R

o�u (:)

L

et (:)

R

d�esignent respectivement l'�etat de la variable (:) �a gauche et �a droite de la

discontinuit�e initiale.

On a les r�esultats suivants :

{ (i) les variables �

1

�

1

et �

2

restent positives,

{ (ii) la positivit�e de (1��

2

) est assur�ee si g(�

2

) est d�e�nie par l'expression (4.5b) ou une

expression de même type (Cf. [Gol96b]) qui est telle que g(�

2

= �

max

) = +1).

Si l'in�egalit�e (4.23) n'est pas v�eri��ee, le vide de particules (�

2

= 0) apparâ�t.

D�emonstration. L'existence et l'unicit�e d'une solution entropique pour les variables de la phase

gazeuse W

1

est inconditionnelle alors que pour les variables de la phase dispers�ee, elle d�epend du

respect de l'in�egalit�e (4.23) par les conditions initiales. Ceci est d�emontr�e dans la construction de

la solution du probl�eme de Riemann associ�e au sous-syst�eme de la phase dispers�ee. La positivit�e

de la variable �

1

�

1

est imm�ediate puisque, d'apr�es l'�equation (4.18a), elle est stationnaire sur

cette �etape. Pour montrer que la variable �

2

reste positive, il su�t d'appliquer le lemme 4.1 �a

l'�equation de conservation de la masse (4.18b).
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Pour montrer, le respect du principe du maximum (4.10) pour la variable �

2

, consid�erons les

relations de saut associ�ees au sous-syst�eme (4.18b,4.18d); on obtient la relation suivante :

(�

2

)

�

(�

2

)

L

[U

2

]

2

L;�

[�

2

]

L;�

= [�

2

�(�

2

)]

L;�

(4.24)

valable �a la travers�ee d'une discontinuit�e associ�ee �a la 1-onde entre l'�etat initial (W

2

)

L

et l'�etat

interm�ediaire (W

2

)

�

. Pour simpli�er, pla�cons-nous dans le cas d'un double choc sym�etrique

((U

2

)

L

= �(U

2

)

R

, (�

2

)

L

= (�

2

)

R

et U

�

2

= 0) ; la relation (4.24) devient alors :

(�

2

)

�

(�

2

)

L

(U

2

)

2

L

[�

2

]

L;�

= [�

2

�(�

2

)]

L;�

et l'on a :

min((�

2

)

�

(�

2

)

L

) � (�

2

)

2

L

et max((�

2

)

�

� (�

2

)

L

) = �

max

Supposons que l'�energie cin�etique initiale des particules est in�nie, alors (�

2

)

�

�((�

2

)

�

) devra

absorber cette �energie in�nie et comme, d'apr�es la mod�elisation de la pression intergranu-

laire (4.4,4.5a,4.5b), �

2

�(�

2

) tend vers l'in�ni quand �

2

tend vers �

max

, on aura donc :

max((�

2

)

�

) = �

max

On a donc montr�e que le principe du maximum (4.10) est pr�eserv�e par le syst�eme (4.18b,4.18d)

si la pression intergranulaire est in�nie au voisinage du taux de compactage maximum des

particules.

4.4.3 Etude du probl�eme de Riemann associ�e �a l'�etape 2

On rappelle les �equations associ�ees �a l'�etape 2 :

@

@t

(�

1

�

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.25a)

@

@t

�

2

= 0 (4.25b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

@

@x

P (�

1

) = 0 (4.25c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

�

2

�

2

@

@x

P (�

1

) = 0 (4.25d)
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Soit W

t

= (�

1

�

1

; �

2

; �

1

�

1

U

1

; �

2

U

2

) le vecteur des variables d'�etat. On veut r�esoudre le

probl�eme de Riemann suivant :

Trouver W : (x; t) 2 IR� [0;+1[�!W (x; t) 2 
; solution de (4.25)

tel que :

W (x; t = 0) =

8

<

:

W

L

si x � 0

W

R

sinon

(4.26a)

avec W

L

; W

R

deux �etats constants de 
:

Le syst�eme (4.25) associ�e �a l'�etape 2 est inconditionnellement hyperbolique (non strict) et

admet, en dimension 1, les valeurs propres suivantes :

�

1

= �c

1

; �

2;3

= 0 �

4

= c

1

Les 1- et 4-champs sont vraiment non lin�eaires et le champ associ�e �a la 2-3 onde est lin�eairement

d�eg�en�er�ee. Les invariants de Riemann sont donn�es par :

1-onde : �

1

=

�

�

1

; �

1

U

1

+

Z

�

1

0

c

1

(a) da ; �

2

U

2

� �

1

U

1

�

2-onde : �

2

= (�

1

; �

1

�

1

U

1

; �

2

U

2

)

3-onde : �

3

= (�

1

; �

1

; �

1

�

1

U

1

)

4-onde : �

4

=

�

�

1

; �

1

U

1

�

Z

�

1

0

c

1

(a) da ; �

2

U

2

� �

1

U

1

�

Le syst�eme (4.25) est non conservatif ; on lui associe les relations de saut approch�ees suivantes

pour connecter les �etats de part et d'autre d'une discontinuit�e (Cf. la section 3.9.1 pour le cadre

th�eorique) :

� [�

1

�

1

] = [�

1

�

1

U

1

] (4.27a)

� [�

1

] = 0 (4.27b)

� [�

1

�

1

U

1

] = �

1

[P (�

1

)] (4.27c)

� [�

2

U

2

] =

�

2

�

2

[P (�

1

)] (4.27d)
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o�u�: d�esigne la moyenne arithm�etique, [:] le saut d'une variable �a la travers�ee d'une discontinuit�e.

La param�etrisation des ondes en pr�esence de discontinuit�es conduit �a :

1-onde : [�

1

] = 0

[P (�

1

)] = � [�

1

U

1

]

[�

1

U

1

� �

2

U

2

] = 0

� = �

s

[P (�

1

)]

[�

1

]

et [�

1

] > 0

2-3-onde : [�

1

] = [�

1

�

1

U

1

] = 0

4-onde : [�

1

] = 0

[P (�

1

)] = � [�

1

U

1

]

[�

1

U

1

� �

2

U

2

] = 0

� = +

s

[P (�

1

)]

[�

1

]

et [�

1

] < 0

Le syst�eme admet le couple entropie-ux d'entropie suivant :

8

>

>

<

>

>

:

� = �

1

�

1

�

1

2

�

1

U

2

1

+

1

 + 1

P (�

1

)

�

F

�

= �

1

�

1

P (�

1

)U

1

Et l'in�egalit�e d'entropie (2.10) peut s'�ecrire de la fa�con suivante :

�

1

�

1

 + 1

� [�

1

]

(

�

[P (�

1

)]

[�

1

]

+ 

P (�

1

)

�

1

)

< 0

ce qui est �equivalent �a (Cf. l'in�egalit�e d'entropie associ�ee au syst�eme de la dynamique des gaz

isentropique, section 2.8) :

[�

1

U

1

] = � [�

1

] < 0
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Notons que, pour être consistante, cette entropie n�ecessite de consid�erer une perturbation vis-

queuse du syst�eme de la forme :

@

@t

(�

1

�

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

) = 0

@

@t

�

2

= 0

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

@

@x

P (�

1

) =

@

@x

�

� �

1

@

@x

(�

1

U

1

)

�

et non

@

@t

(�

1

�

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

) = 0

@

@t

�

2

= 0

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

@

@x

P (�

1

) =

@

@x

�

� �

1

�

1

@

@x

U

1

�

WL W R

t

x

c1 ( (ρ1) 2) c1 ( (ρ1) R)

W 2W 1

σ

λ 2,3 = 0

Fig. 4.1 { Repr�esentation de la solution d'un probl�eme de Riemann associ�e �a l'�etape 2 dans le

plan (x; t) dans la con�guration d'une 1-onde de choc et d'une 4-onde de d�etente.

Soit W

1

l'�etat interm�ediaire constant reliant la 1-onde �a la 2-3-onde et W

2

l'�etat interm�ediaire

constant reliant la 2-3-onde �a la 4-onde (Cf. �gure [4.1]). La param�etrisation globale des ondes

s'�ecrit alors :
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1-onde : (�

1

)

1

= z

1

(�

1

)

L

(�

1

U

1

)

1

= (�

1

U

1

)

L

+ (�

1

c

1

)

L

h

1

(z

1

)

[�

1

]

L;1

= 0

[�

2

U

2

]

L;1

= [�

1

U

1

]

L;1

2-3-onde : [�

1

]

1;2

= [�

1

�

1

U

1

]

1;2

= 0

4-onde : (�

1

)

R

= z

2

(�

1

)

2

(�

1

U

1

)

R

= (�

1

U

1

)

2

+ (�

1

c

1

)

R

h

2

(z

2

)

[�

1

]

2;R

= 0

[�

2

U

2

]

2;R

= [�

1

U

1

]

2;R

o�u les fonctions h

1

(z

1

) et h

2

(z

2

) sont d�e�nies par :

h

1

(z

1

) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

2

 + 1

�

1� z

+1

2

1

�

si d�etente, i.e. z

1

� 1

�

r

1



(z

1

� 1)(z



1

� 1) si choc, i.e. z

1

> 1

h

2

(z

2

) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

2

 + 1

�

1� z

�

+1

2

2

�

si d�etente, i.e. z

2

� 1

�z

�

+1

2

2

r

1



(z



2

� 1)(z

2

� 1) si choc, i.e. z

2

< 1

On connecte les �etats W

1

et W

2

et l'on obtient le syst�eme r�esolvant �a deux �equations et deux

inconnues z

1

et z

2

suivant :

8

<

:

(�

1

)

R

= z

1

z

2

(�

1

)

L

(�

1

�

1

U

1

)

R

� (�

1

�

1

U

1

)

L

= (�

1

�

1

c

1

)

R

h

2

(z

2

) + (�

1

�

1

c

1

)

L

h

1

(z

1

)

(4.28)

Le syst�eme (4.28) peut se ramener �a un syst�eme �a une �equation et une inconnue en �eliminant

z

2

:

(�

1

�

1

U

1

)

R

� (�

1

�

1

U

1

)

L

= (�

1

�

1

c

1

)

R

h

2

�

(�

1

)

R

(�

1

)

L

1

z

1

�

+ (�

1

�

1

c

1

)

L

h

1

(z

1

)
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Soit la fonction 	(z

1

) = (�

1

�

1

U

1

)

R

� (�

1

�

1

U

1

)

L

, l'�etude des variations de cette derni�ere nous

montre qu'elle est monotone d�ecroissante et qu'elle admet les limites suivantes :

lim 	(z

1

) =

2

 + 1

((�

1

�

1

c

1

)

R

+ (�

1

�

1

c

1

)

L

)

z

1

!0

+

lim 	(z

1

) = �1

z

1

!+1

On a donc unicit�e de la solution du probl�eme de Riemann d�es lors que les conditions initiales

v�eri�ent :

(�

1

�

1

U

1

)

R

� (�

1

�

1

U

1

)

L

<

2

 + 1

((�

1

�

1

c

1

)

L

+ (�

1

�

1

c

1

)

R

)

On peut alors �enoncer le r�esultat suivant :

Proposition 4.5 Avec les relations de saut (4.27), le probl�eme de Riemann unidimensionnel

(selon la direction associ�ee �a n) associ�e au syst�eme (4.25) admet une solution unique si :

(�

1

�

1

U

1

)

R

� (�

1

�

1

U

1

)

L

<

2

 + 1

((�

1

�

1

c

1

)

L

+ (�

1

�

1

c

1

)

R

) (4.29)

avec la notation U

1

= U

1

:n. On a de plus la pr�eservation de la positivit�e de �

1

�

1

.

Si l'in�egalit�e (4.29) n'est pas v�eri��ee, le vide de gaz (�

1

= 0) apparâ�t.

D�emonstration. Pour montrer que la variable�

1

�

1

reste positive, il su�t d'appliquer le lemme 4.1

�a l'�equation de conservation de la masse.

On note, que dans ce syst�eme, la variable �

2

U

2

n'intervient pas dans la condition d'existence

d'une solution du probl�eme de Riemann.

Il est �evident que le principe du maximum(4.10) pour la fraction volumique est satisfait puisque

�

2

est stationnaire dans cette �etape. Sous l'hypoth�ese de la d�ecomposition en (4.18,4.19), des

relations de saut (4.27) associ�ees �a (4.19) et si g(�

2

) est telle que g(�

2

= �

max

) = +1, on a alors

pr�eservation du principe du maximum (4.10) pour �

2

et de la positivit�e de �

1

sur l'ensemble des

pas fractionnaires. Ceci ne permet toutefois pas d'a�rmer que le principe du maximum(4.10) est

v�eri��e pour le syst�eme continu complet (4.17) (il faudrait pour cela d�emontrer que l'algorithme

global est convergent).

Avant de d�etailler l'algorithme, il faut remarquer que le syst�eme conservatif suivant :
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@

@t

(�

1

�

1

) +r(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.30a)

@

@t

�

1

= 0 (4.30b)

@

@t

(�

1

U

1

) +rP (�

1

) = 0 (4.30c)

@

@t

(�

2

U

2

� �

1

U

1

) = 0 (4.30d)

est �equivalent au syst�eme (4.25) dans les zones r�eguli�eres et admet les relations de saut �equiva-

lentes �a (4.27). On pourra donc, dans le cas unidimensionnel et sous r�eserve que les conditions

initiales v�eri�ent (4.23), et (4.29), pr�eserver num�eriquement les propri�et�es de positivit�e (�

1

> 0

et 0 < �

2

< �

max

), en utilisant un solveur de Godunov dans chaque pas �etape, le syst�eme (4.25)

�etant r�e�ecrit sous la forme (4.30).

4.5 Sch�ema de r�esolution par une m�ethode �a pas fraction-

naires

Pour mettre en �uvre cet algorithme de r�esolution en dimension 2 d'espace (l'extension au cas

tridimensionnel �etant naturelle), on choisit un maillage bidimensionnel non structur�e compos�e

de cellules de type INRIA construites �a partir d'une triangulation du domaine de l'�ecoulement

(Cf. �gure [3.1], paragraphe 3.1). On d�ecrit ci-dessous une formulation volumes �nis des deux

�etapes de convection et de l'�etape de prise en compte des termes source de la m�ethode �a pas

fractionnaires �a partir de solveurs de Godunov, de Roe et de type Roe, et on applique un

sch�ema en temps d'ordre 1 de type Euler explicite de pas de temps �t. Le choix de la m�ethode

�a pas fractionnaires par rapport �a la m�ethode de splitting de ux vient du fait que : d'une part,

dans un cadre monophasique pur (�

1

= 1) (Cf. le paragraphe 3.8.1), le sch�ema associ�e �a la

d�ecomposition consid�er�ee semble mieux se comporter avec une m�ethode �a pas fractionnaires

et, d'autre part, dans le cadre diphasique, l'�etude de stabilit�e lin�eaire L

2

(Cf. annexe B) du

sch�ema associ�e �a la d�ecomposition (4.18,4.19) met en �evidence le comportement singulier d'une

des valeurs propres de la matrice de gain associ�ee �a la m�ethode de splitting de ux.

Soient C

i

une cellule du maillage, de volume jC

i

j, V (i) l'ensemble des cellules ayant une fronti�ere

commune avec C

i

et n

ij

le vecteur normal �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, ext�erieur �a

C

i

(n

ij

= �n

ji

). Le vecteur n

ji

est tel que :

n

ij

=

Z

@C

ij

nd�

Z

@C

ij

d�

;

l'interface @C

ij

entre les cellules C

i

et C

j

�etant un bi-segment (Cf. �gure [3.1]).
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On calcule la valeur moyenne de W par cellule C

i

�a la n

i�eme

it�eration, c'est �a dire au temps

physique t

n

tel que t

n+1

= t

n

+�t, et l'on pose : W (x 2 C

i

; t

n

) = W

n

i

.

On a �egalement besoin de certaines valeurs de W �a l'interface @C

ij

entre les cellules C

i

et

C

j

, on introduit alors les notations suivantes : [W ]

ij

= W

j

� W

i

le saut de W �a l'interface,

~

W

ij

=

~

W (W

i

;W

j

) la moyenne au sens de Roe etW

ij

= (W

i

+W

j

)=2 la moyenne arithm�etique.

4.5.1 Sch�ema associ�e �a l'�etape 1

Soit U le vecteur vitesse de composante U sur l'axe x et V sur l'axe y. Comme les syst�emes

(4.18a,4.18c) et (4.18b,4.18d) sont d�ecoupl�es, on r�esout s�epar�ement les deux phases :

@

@t

(�

1

�

1

) = 0 (4.31a)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

2

1

) +

@

@y

(�

1

�

1

U

1

V

1

) = 0 (4.31b)

@

@t

(�

1

�

1

V

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

V

1

) +

@

@y

(�

1

�

1

V

2

1

) = 0 (4.31c)

et

@

@t

�

2

+

@

@x

(�

2

U

2

) +

@

@y

(�

2

V

2

) = 0 (4.32a)

@

@t

(�

2

U

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

2

+ �

2

�(�

2

)) +

@

@y

(�

2

U

2

V

2

) = 0 (4.32b)

@

@t

(�

2

V

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

V

2

) +

@

@y

(�

2

V

2

2

+ �

2

�(�

2

)) = 0 (4.32c)

4.5.1.1 Sch�ema associ�e �a la phase continue

On choisit de mettre en �uvre un sch�ema de Godunov (Cf. paragraphe 3.3) pour r�esoudre le

syst�eme (4.31) associ�e �a la phase gazeuse. On pose W

t

= (�

1

�

1

; �

1

�

1

U

1

; �

1

�

1

V

1

) le vecteur

des variables d'�etat. On r�e�ecrit le syst�eme (4.31) :

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) = 0

o�u F

x

et F

y

d�esignent les ux suivant les directions x et y. Le sch�ema s'�ecrit avec W

�

i

la valeur

de W

i

calcul�ee au temps interm�ediaire t

�

:
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W

�

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

8

<

:

X

j2V (i)

IF(W

i

;W

j

; n

ij

)

9

=

;

n

o�u IF(W

i

;W

j

; n

ij

) d�esigne le ux de Godunov �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

. Il est

�egal au ux analytique F(W;n) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ) pris en la solution exacte W (x=t

�

=

0;W

i

;W

j

) du probl�eme de Riemann �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

. On obtient alors

l'expression de IF(W

i

;W

j

; n

ij

) d'apr�es la r�esolution du probl�eme de Riemann e�ectu�ee dans le

paragraphe 4.4.2.1 ; c'est un ux d�ecentr�e suivant le signe de (

^

U

1

)

ij

:

IF(W

i

;W

j

; n

ij

) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0 si (U

1

)

i

:n

ij

< 0 et (U

1

)

j

:n

ij

> 0

F(W

i

; n

ij

) si (

^

U

1

)

ij

> 0

F(W

j

; n

ij

) si (

^

U

1

)

ij

< 0

o�u F(W;n) a pour expression :

F(W

i

; n

ij

) = (U

1

)

i

:n

ij

0

B

B

B

B

@

0

�

1

�

1

U

1

�

1

�

1

V

1

1

C

C

C

C

A

i

avec (

^

U

1

)

ij

= (

^

U

1

)

ij

:n

ij

la vitesse d�e�nie par :

(

^

U

1

)

ij

=

(

p

�

1

�

1

U

1

)

i

+ (

p

�

1

�

1

U

1

)

j

p

(�

1

�

1

)

j

Remarque 4.6 Il est int�eressant de noter que les sch�emas de Godunov et de Roe conduisent

dans ce cas pr�ecis au même ux num�erique sauf dans le cas d'une double d�etente englobant

la caract�eristique x=t = 0 (i.e. (U

1

)

i

:n

ij

< 0 et (U

1

)

j

:n

ij

> 0), pour lequel le sch�ema de

Godunov impose un ux nul, contrairement au sch�ema de Roe, ce qui peut poser des probl�emes

de positivit�e de la variable �

1

�

1

si l'on ne fait pas de correction entropique.

4.5.1.2 Sch�ema associ�e �a la phase dispers�ee

On d�ecrit maintenant le sch�ema associ�e au syst�eme (4.32) de la phase dispers�ee. On travaille

avec les variables W

t

= (�

2

; �

2

U

2

; �

2

V

2

) ; on peut identi�er le syst�eme (4.32) au syst�eme

de la dynamique des gaz isentropique. La simulation de ce dernier �a l'aide d'un sch�ema de
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Godunov est pr�esent�ee dans l'annexe A (pour un cadre dilu�e avec g(�

2

) = 0). On pr�esente ici

la formulation utilisant un sch�ema de Roe. On �ecrit, tout d'abord, le syst�eme (4.32) sous forme

conservative :

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) = 0

mais aussi sous forme non conservative :

@

@t

W +A

x

(W ):

@

@x

W + A

y

(W ):

@

@y

W = 0

o�u F

x

d�esigne le ux convectif dans la direction x et A

x

la matrice Jacobienne associ�ee (idem

dans la direction y).

Soient U = U:n , F(W;n) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ) et A(W;n) = n

x

A

x

(W ) + n

y

A

y

(W ).

La matrice A(W;n) s'�ecrit :

A(W;n) = A((U

2

; c

2

); n) =

0

B

B

B

B

@

0 n

x

n

y

n

x

c

2

2

� U

2

U

2

n

x

U

2

+ U

2

n

y

U

2

n

y

c

2

2

� V

2

U

2

n

x

V

2

n

y

V

2

+ U

2

1

C

C

C

C

A

La matrice A est diagonalisable, elle admet les valeurs propres :

�

1

= U

2

� c

2

; �

2

= U

2

; �

3

= U

2

+ c

2

et les vecteurs propres �a droite associ�es sont :

e

1

=

0

B

B

B

B

@

1

U

2

� n

x

c

2

V

2

� n

y

c

2

1

C

C

C

C

A

; e

2

=

0

B

B

B

B

@

0

n

y

�n

x

1

C

C

C

C

A

; e

3

=

0

B

B

B

B

@

1

U

2

+ n

x

c

2

V

2

+ n

y

c

2

1

C

C

C

C

A

Le sch�ema de Roe s'�ecrit :

W

�

i

=W

n

i

�

�t

jC

i

j

8

<

:

X

j2V (i)

IF(W

i

;W

j

; n

ij

)

9

=

;

n
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o�u IF(W

i

;W

j

; n

ij

) d�esigne le ux num�erique, �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, qu'il faut

d�eterminer.

On cherche maintenant une matrice satisfaisant les crit�eres de Roe (Cf. le paragraphe 3.5).

Pour cela, on consid�ere la matrice Jacobienne A((U

2

; c

2

); n) du syst�eme prise en un �etat moyen

((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

) que l'on va d�eterminer. L'expression de ces �etats moyens aux interfaces est un

r�esultat connu de la dynamique des gaz isentropique :

(

~

U

2

)

ij

= (

~

U

2

)

ij

:n

ij

avec (

~

U

2

)

ij

=

(

p

�

2

U

2

)

i

+ (

p

�

2

U

2

)

j

p

(�

2

)

i

+

p

(�

2

)

j

(~c

2

)

2

ij

=

8

>

>

<

>

>

:

[�

2

�(�

2

)]

ij

[�

2

]

ij

si [�

2

]

ij

6= 0

((�

2

�(�

2

))

0

)

i

sinon

Quatre con�gurations d'�ecoulement sont envisageables, �a savoir deux con�gurations superso-

niques et deux subsoniques (Cf. �gure [4.2]) ; cependant en pratique on aura fr�equemment un

comportement supersonique. On choisit donc un ux de Roe d�ecentr�e �a gauche ou �a droite

suivant le signe de

~

U

2

, �a l'interface @C

ij

, auquel on rajoute un terme de correction de ux dans

les cas subsoniques. Soient (~�

1

)

ij

, (~�

2

)

ij

et (~�

3

)

ij

, les valeurs propres prises en l'�etat moyen

((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

), on d�ecentre alors le ux suivant la con�guration dans laquelle on se trouve :

IF(W

i

;W

j

; n

ij

) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

F(W

i

; n

ij

) si (~�

1

)

ij

> 0

F(W

i

; n

ij

) + A

�

(((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

); n

ij

): [W ]

ij

si (~�

1

)

ij

< 0 et (~�

2

)

ij

> 0

F(W

j

; n

ij

)� A

+

(((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

); n

ij

): [W ]

ij

si (~�

2

)

ij

< 0 et (~�

3

)

ij

> 0

F(W

j

; n

ij

) si (~�

3

)

ij

< 0

o�u

F(W

i

; n

ij

) = (U

2

)

i

: n

ij

0

B

B

B

B

@

�

2

�

2

U

2

�

2

V

2

1

C

C

C

C

A

i

+ (�

2

�(�

2

))

i

0

B

B

B

B

@

0

n

x

n

y

1

C

C

C

C

A

ij

et les matrices A

+

et A

�

sont d�e�nies �a partir de A = P DP

�1

(avec P la matrice des vecteurs

propres �a droite et D la matrice diagonale des valeurs propres de A) de la fa�con suivante :

A

+

=

1

2

�

A+

�

�

A

�

�

	

; A

�

=

1

2

�

A�

�

�

A

�

�

	

;

�

�

A

�

�

= P

�

�

D

�

�

P

�1
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~�

3
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-

x
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3

@

@

@

@

@

@

@

~�

2

H

H

H

H

H

H

H~�

1

~�

2

< 0

~�

3

> 0

-

x

6

t

























~�

3

J

J

J

J

J

J

J

J

~�

2

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

~�

1

~�

1

< 0

~�

2

> 0

-

x

6

t

J

J

J

J

J

J

J

J

~�

1

























~�

2

�

�

�

�

�

�

�

~�

3

~�

1

> 0

-

x

6

t

�

�

�

�

�

�

�

~�

1

�

�

�

�

�

�

�

~�

2

�

�

�

�

�

�

� ~�

3

Fig. 4.2 { Les di��erentes con�gurations possibles de l'�ecoulement de la phase dispers�ee dans le

premier pas fractionnaire.



118 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

et l'on obtient :

A

�

(((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

); n

ij

): [W ]

ij

=

(~�

1

)

ij

2(~c

2

)

ij

�

(

~

U

2

+ ~c

2

; �n

x

; �n

y

)

ij

: [W ]

ij

�

(~e

1

)

ij

A

+

(((

~

U

2

)

ij

; (~c

2

)

ij

); n

ij

): [W ]

ij

=

(~�

3

)

ij

2(~c

2

)

ij

�

(~c

2

�

~

U

2

; n

x

; n

y

)

ij

: [W ]

ij

�

(~e

3

)

ij

4.5.2 Sch�ema associ�e �a l'�etape 2

4.5.2.1 Un sch�ema de type Roe associ�e au syst�eme non conservatif

On rappelle le syst�eme associ�e �a l'�etape 2 :

@

@t

�

1

= 0 (4.33a)

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.33b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

rP (�

1

) = 0 (4.33c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

�

2

�

2

rP (�

1

) = 0 (4.33d)

Il est non conservatif en raison de la pr�esence de la fraction volumique devant le gradient de

pression dans les �equations de la dynamique. On propose, pour r�esoudre celui-ci, un solveur

de type Roe �a ux discontinu. Un sch�ema analogue a �egalement �et�e test�e dans un cadre de

syst�emes hyperboliques non conservatifs issus de la turbulence compressible (Cf. [Her95a] et

[Bru96]).

Soit le vecteur des variables d'�etat : W

t

= (�

1

; �

1

�

1

; �

1

�

1

U

1

; �

2

U

2

). On r�e�ecrit le sys-

t�eme (4.33) sous forme matricielle en dimension 2 :

@

@t

W +

@

@x

F

x

(W ) +

@

@y

F

y

(W ) +

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

0

�

1

rP (�

1

)

�

2

�

2

rP (�

1

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= 0 (4.34)
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ou, dans les zones r�eguli�eres :

@

@t

W + B

x

(W ):

@

@x

W + B

y

(W ):

@

@y

W = 0

o�u F

x

et F

y

d�esignent les ux suivant les directions x et y. On note que les matrices B

x

et B

y

comprennent les Jacobiennes des ux F

x

et F

y

et les termes non conservatifs.

On propose, �a chaque interface entre deux cellules C

i

et C

j

, de r�esoudre, �a la place de (4.34),

le syst�eme localement lin�earis�e suivant :

@

@t

W + B

x

(

~

W (W

i

;W

j

)):

@

@x

W + B

y

(

~

W (W

i

;W

j

)):

@

@y

W = 0

o�u les matrices B

x

et B

y

sont consid�er�ees en un �etat moyen

~

W qui ne d�epend que des �etats W

i

et W

j

. Soit la matrice B(W;n) = n

x

B

x

(W ) + n

y

B

y

(W ). L'�etat moyen est d�etermin�e de sorte

la matrice B(W;n) = B((c

1

; �

1

; �

1

); n) satisfait, pour tout vecteur n, le crit�ere de Roe suivant :

[F(W;n)]

ij

+

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

0

�

1

[P (�

1

)]n

�

2

�

2

[P (�

1

)]n

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

ij

= B(

~

W (W

i

;W

j

); n

ij

):[W ]

ij

On trouve alors que B(

~

W;n) = B((~c

1

; �

1

; �

1

); n), les �etats moyens des variables �

1

et �

1

�etant

�equivalents �a la moyenne arithm�etique (i.e. (:)

ij

=

1

2

((:)

i

+ (:)

j

)) et :

(~c

1

)

ij

=

8

>

>

<

>

>

:

[P (�

1

)]

ij

[�

1

]

ij

si [�

1

]

ij

6= 0

(P

0

(�

1

))

i

si (�

1

)

i

= (�

1

)

j

On propose alors le sch�ema explicite centr�e suivant :
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W

��

i

= W

�

i

�

�t

jC

i

j

8

<

:

X

j2V (i)

IF(W

�

i

;W

�

j

; n

ij

)

9

=

;

��t

Z

C

i

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

0

�

1

rP (�

1

)

�

2

�

2

rP (�

1

)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

dx

avec le ux num�erique :

IF(W

�

i

;W

�

j

; n

ij

) =

1

2

�

F(W

�

i

; n

ij

) +F(W

�

j

; n

ij

)

�

�

1

2

�

�

�

B(

~

W (W

�

i

;W

�

j

); n

ij

)

�

�

�

:[W ]

�

ij

o�u W

�

d�esigne la valeur du vecteur d'�etat W au temps interm�ediaire t

�

, obtenu apr�es la r�eso-

lution de la premi�ere �etape. Le ux F est d�e�ni par n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W ), soit :

F(W

i

; n

ij

) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

(�

1

�

1

U

1

)

i

:n

ij

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Au temps t

�

, on g�ele le terme non conservatif �

k

sur la cellule C

i

et on prend la moyenne centr�ee

de P (�

1

) �a l'interface @C

ij

:

Z

C

i

�

k

rP (�

1

) dx = (�

k

)

i

Z

C

i

rP (�

1

) dx = (�

k

)

i

Z

@C

i

P (�

1

)nd�

= (�

k

)

i

X

j2V (i)

Z

@C

ij

P (�

1

)nd� = (�

k

)

i

X

j2V (i)

(P (�

1

))

ij

n

ij

Cette prise en compte des termes non conservatifs fait que la contribution due �a la r�esolution

du probl�eme de Riemann �a l'interface @C

ij

sera di��erente suivant que l'on it�ere sur la cellule

C

i

(�

k

est gel�e sur la cellule C

i

) ou sur la cellule C

j

(�

k

est gel�e sur la cellule C

j

).

Remarque 4.7 Un sch�ema de r�esolution prenant en compte les termes non conservatifs a �et�e

pr�esent�e dans [Her94a], mais dont les d�e�ciences dans le cadre de solutions avec chocs ont �et�e

exhib�ees dans [Her95a]. Cette m�ethode est identique �a celle qui est pr�esent�ee ici �a la di��erence

pr�es que l'on g�ele le terme non conservatif �

k

, non plus sur la cellule C

i

, mais en la moyenne

centr�ee (�

k

)

ij

=

1

2

((�

k

)

i

+ (�

k

)

j

) ; c'est �a dire :



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 121

Z

C

i

�

k

rP (�

1

) dx =

X

j2V (i)

(�

k

)

ij

Z

@C

ij

P (�

1

)nd� =

X

j2V (i)

(�

k

)

ij

(P (�

1

))

ij

n

ij

Il est clair que dans ce cas, la contribution num�erique due �a la r�esolution du probl�eme de

Riemann �a l'interface @C

ij

a�ect�ee �a la cellule C

i

est la même que celle a�ect�ee �a la cellule C

j

.

La matrice B est diagonalisable B = P DP

�1

(avec P la matrice des vecteurs propres �a droite

et D la matrice diagonale des valeurs propres de B) et l'on obtient la matrice jBj par l'expression

jBj = P jDjP

�1

, soit :

�

�

B((~c

1

; �

1

; �

1

); n)

�

�

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 0 0 0 0 0

�

1

~c

1

~c

1

0 0 0 0

0 0 ~c

1

n

2

x

~c

1

n

x

n

y

0 0

0 0 ~c

1

n

x

n

y

~c

1

n

2

y

0 0

0 0 ~c

1

1� �

1

�

1

�

2

n

2

x

~c

1

1� �

1

�

1

�

2

n

x

n

y

0 0

0 0 ~c

1

1� �

1

�

1

�

2

n

x

n

y

~c

1

1� �

1

�

1

�

2

n

2

x

0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

La matrice B prend ainsi en compte les termes conservatifs et non conservatifs pour stabiliser

le sch�ema. Le ux complet (ux centr�e plus correction), au temps t

�

, s'�ecrit alors :

IF(W

i

;W

j

; n

ij

) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

(�

1

�

1

U

1

)

ij

: n

ij

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

1

2

(~c

1

)

ij

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

(�

1

)

ij

[�

1

]

ij

([�

1

�

1

U

1

]

ij

: n

ij

)n

ij

1� (�

1

)

ij

(�

1

)

ij

�

2

([�

1

�

1

U

1

]

ij

: n

ij

)n

ij

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

auquel il faut rajouter le terme suivant, pour obtenir la contribution totale de la r�esolution du

probl�eme de Riemann �a l'interface @C

ij

sur le vecteur d'�etat W

i

associ�e �a la cellule C

i

:
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0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

0

(�

1

)

i

(P (�

1

))

ij

n

ij

1� (�

1

)

i

�

2

(P (�

1

))

ij

n

ij

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

4.5.2.2 Un sch�ema de Roe associ�e �a un syst�eme conservatif ((�equivalent))

On propose maintenant une autre m�ethode de r�esolution de ce syst�eme en consid�erant le sys-

t�eme ((conservatif)) (4.30) que l'on r�esout avec un solveur de Roe classique. Ces deux algorithmes

donnent des r�esultats identiques (Cf. le paragraphe 4.6.1). On rappelle que ce syst�eme conser-

vatif est �equivalent au syst�eme (4.33) dans les zones r�eguli�eres comme dans les chocs :

@

@t

(�

1

�

1

) +r(�

1

�

1

U

1

) = 0 (4.35a)

@

@t

(�

1

U

1

) +rP (�

1

) = 0 (4.35b)

@

@t

�

1

= 0 (4.35c)

@

@t

(�

2

U

2

� �

1

U

1

) = 0 (4.35d)

sous l'hypoth�ese du choix d'un chemin lin�eaire �equipond�er�e pour connecter, dans les relations

de saut (4.27), les �etats de la fraction volumique de part et d'autre de la discontinuit�e.

Soit W

t

= (�

1

�

1

; �

1

U

1

; �

1

V

1

; �

1

) le vecteur des variables d'�etat. On r�e�ecrit le syst�eme (4.35)

sous forme matricielle priv�ee de l'�equation (4.35d) qui sera r�esolue s�epar�ement �a partir de la

valeur pr�ec�edemment calcul�ee de �

1

U

1

:

@

@t

W +A

x

(W ):

@

@x

W + A

y

(W ):

@

@y

W = 0

Soient U

k

= U

k

:n ; k = 1; 2,

F(W;n) = n

x

F

x

(W ) + n

y

F

y

(W )

et A(W;n) = n

x

A

x

(W ) + n

y

A

y

(W )

Alors
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A(W;n) = A((c

1

; �

1

; �

1

; �

1

U

1

); n) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 n

x

�

1

n

y

�

1

�

1

U

1

n

x

c

2

1

�

1

0 0 �n

x

c

2

1

�

1

�

1

n

y

c

2

1

�

1

0 0 �n

y

c

2

1

�

1

�

1

0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

La matrice A admet les valeurs propres suivantes :

�

1

= �c

1

; �

2;3

= 0 ; �

4

= c

1

et les vecteurs propres �a droite associ�es sont :

e

1

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

1

�n

x

c

1

�n

y

c

1

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

; e

2

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

�n

y

n

x

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

; e

3

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

1

�

1

��

1

U

1

��

1

V

1

�

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

; e

4

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

1

n

x

c

1

n

y

c

1

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

La matrice A est diagonalisable,A = P DP

�1

, avec D la matrice diagonale des valeurs propres

et P la matrice des vecteurs propres �a droite.

On va construire un sch�ema de Roe. Pour cela, on va chercher la matrice de Roe sous la forme

de la matrice Jacobienne A prise en un certain �etat moyen des variables c

1

, �

1

, �

1

et �

1

U

1

. On

trouve l'expression des l'�etats moyens suivante :

(~c

2

1

)

ij

=

8

>

>

<

>

>

:

[P (�

1

)]

ij

[�

1

]

ij

si [�

1

]

ij

6= 0

(P

0

(�

1

))

i

sinon

et les moyennes des variables �

1

, �

1

et �

1

U

1

correspondant �a la moyenne arithm�etique entre les

�etats W

i

et W

j

.

Pour calculer le ux du sch�ema de Roe, on a besoin de l'expression de la matrice correction

jAj = P jDjP

�1

:
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�

�

A((~c

1

; �

1

; �

1

; �

1

U

1

); n)

�

�

= c

1

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 ��

1

0 n

2

x

n

x

n

y

n

x

�

1

U

1

�

1

0 n

x

n

y

n

2

y

n

y

�

1

U

1

�

1

0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Le terme de correction dans le solveur de Roe jAj s'�ecrit alors :

�

�

A

�

(~c

1

; �

1

; �

1

; �

1

U

1

); n

�
�

�

: [W ] = ~c

1

0

B

B

B

B

B

@

�

1

[�

1

]

1

�

1

[�

1

�

1

U

1

] n

0

1

C

C

C

C

C

A

On �ecrit donc le sch�ema de Roe pour le vecteur W

t

= (�

1

�

1

; �

1

U

1

; �

1

) :

W

��

i

= W

�

i

�

�t

jC

i

j

8

<

:

X

j2V (i)

IF(W

�

i

;W

�

j

; n

ij

)

9

=

;

le ux de Roe, au temps

�

, s'�ecrivant :

IF(W

i

;W

j

; n

ij

) =

1

2

�

F(W

i

; n

ij

) +F(W

j

; n

ij

)

�

�

1

2

�

�

�

A

��

(~c

1

)

ij

; (�

1

)

ij

; (�

1

)

ij

; (�

1

U

1

)

ij

�

; n

ij

�

�

�

�

:[W ]

ij

soit :

IF(W

i

;W

j

; n

ij

) =

0

B

B

B

B

@

(�

1

�

1

U

1

)

ij

: n

ij

(P (�

1

))

ij

n

ij

0

1

C

C

C

C

A

�

1

2

(~c

1

)

ij

0

B

B

B

B

B

B

@

(�

1

)

ij

[�

1

]

ij

1

(�

1

)

ij

�

[�

1

�

1

U

1

]

ij

: n

ij

�

n

ij

0

1

C

C

C

C

C

C

A
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Puis on r�esout l'�equation (4.35d) qui exprime la conservation dans le temps de la quantit�e

�

2

U

2

� �

1

U

1

. L'�equation est discr�etis�ee de la fa�con suivante :

(�

2

U

2

)

��

i

= (�

1

U

1

)

��

i

+ (�

2

U

2

� �

1

U

1

)

�

i

Du fait que (�

2

)

;t

= (�

1

)

;t

= 0, et en d�ecomposant les vitesses, on peut r�e�ecrire l'�equation sous

la forme :

(�

2

�

2

U

2

)

��

i

=

(�

2

)

�

i

(�

1

)

�

i

(�

1

�

1

U

1

)

��

i

+ (�

2

�

2

U

2

)

�

i

�

(�

2

)

�

i

(�

1

)

�

i

(�

1

�

1

U

1

)

�

i

Dans la section 4.6.1, sont pr�esent�ees des simulations num�eriques de ce sch�ema qui sont com-

par�ees avec les simulations issues du sch�ema associ�e au syst�eme non conservatif (4.33).

4.5.3 Traitement des termes sources

On s'int�eresse maintenant, dans une troisi�eme �etape de la m�ethode �a pas fractionnaires, �a la

prise en compte des termes sources (e�ets de trâ�n�ee et gravit�e) :
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) = 0 (4.36a)
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= 0 (4.36b)
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, la vitesse relative U

r

�etant �egale �a (U

2

�U

1

) et le terme K

T

= K

T

(W )

�etant mod�elis�e dans l'�equation (4.6).
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; �
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�
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U

1

; �

2

U
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) le vecteur des variables d'�etat. Durant l'�etape de r�e-

solution des termes source, seules les variables de quantit�e de mouvement sont modi��ees. Les

termes sources sont discr�etis�es selon une formulation volumes �nis semi-implicite :
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Apr�es inversion du syst�eme r�esolvant, on obtient :
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est la valeur moyenne de la fonction K
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(W ) sur la cellule C

i

au temps t
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Il faut noter que d'autres propositions ont �et�e faites r�ecemment pour traiter les termes sources

(Cf. [Sai95b]).

4.5.4 Traitement des conditions aux limites

On a explicit�e dans la section pr�ec�edente le traitement des ux �a une interface entre deux cellules

internes au domaine, on d�etaille maintenant celui-ci pour une cellule adjacente �a une fronti�ere

du domaine ; cette fronti�ere �etant de type paroi ou de type entr�ee-sortie de l'�ecoulement.

4.5.4.1 Flux �a la paroi

Pour les conditions aux limites de paroi, on introduit une cellule �ctive �etat miroir de la cellule

C

i

qui a une fronti�ere commune avec la paroi (Cf. la �gure [4.3]). Soit S

i

un n�ud de paroi

auquel est associ�ee la cellule C

i

. Soit la variable d'�etat, compos�ee par exemple d'un scalaire

� et d'une variable vectorielle U = (U; V )

t

, associ�ee �a la cellule C

i

int�erieure au domaine

bidimensionnel W

i

= (�

i

; U

i

; V

i

) dans le rep�ere habituel (x; y). Pla�cons nous dans le rep�ere
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(n; � ) de la paroi, n d�esignant le vecteur normal et � le vecteur tangentiel �a la paroi. Le vecteur

d'�etat devient alors W

i

= (�

i

; U

i

:n; U

i

:� ). La variable d'�etat associ�ee �a la cellule miroir sera

alors W

�

i

= (�

i

;�U

i

:n; U

i

:�). Il vient alors naturellement une condition de glissement �a la

paroi, U:n = 0. Toutes les variables sont consid�er�ees �a un même temps t. On choisit de calculer

le ux �a l'interface entre l'�etat int�erieur et l'�etat miroir �a l'aide d'un ux de Roe dans le cas

d'une accumulation de particules ou de gaz (i.e. l'�equivalent du double choc sym�etrique) et,

un ux de Godunov dans le cas de disparition de particules ou de gaz (i.e. l'�equivalent de la

double d�etente sym�etrique). On e�ectue si cela est n�ecessaire des approximations quand les

invariants de Riemann ne sont pas primitivables (cas de la pression intergranulaire �(�

2

) telle

qu'elle est d�e�nie par exemple en (4.4)). Cette formulation des conditions aux limites de paroi

est essentielle pour assurer le respect du principe du maximum (4.10) du taux de pr�esence. Le

ux ainsi calcul�e, de Godunov ou de Roe suivant la con�guration, agit, comme on va le voir,

dans le sens physique de l'�ecoulement. Ce principe, propos�e par J.-M. H�erard, a �et�e mis en

�uvre dans [Lea95] pour la simulation d'un �ecoulement compressible lors de l'ouverture d'une

soupape de g�en�erateur de vapeur.

Paroi

n

τSiCi

Ci*

Cellule intérieure au domaine

Cellule miroir

Fig. 4.3 { Etat miroir en paroi.

Etape 1 - phase continue

Soit W
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; �
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�

1

U

1

) le vecteur des variables d'�etat. Le ux de Godunov qui est le ux

analytique associ�e au syst�eme (4.31) est (Cf. le paragraphe 4.5.1.1) :
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Appliqu�e �a l'�etat miroir, on obtient un ux num�erique nul �a la paroi, soit :

IF(W

i

;W

�

i

; n) = 0

Etape 1 - phase dispers�ee
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Soit W

t

= (�

2

; �

2

U

2

; �

2

V

2

) le vecteur des variables d'�etat. Si W

i

est tel qu'il y a apparition

du vide �a la paroi (Cf. l'�equation (4.22)), i.e. :

Z

(�

2

)

i

0

c

2

(a)

a

da � �(U

2

)

i

:n � 0

on prend alors un ux num�erique nul, soit :

IF(W

i

;W

�

i

; n) = 0

Remarque 4.8 Si la fonction �(�

2

) est de la forme (4.4), (4.5a), (4.5b) alors

R

(�

2

)

i

0

c

2

(a)

a

da

n'est pas int�egrable analytiquement et l'on doit faire des approximations pour d�eterminer si il

y a apparition du vide ou pas.

Si on se trouve dans le cas o�u :
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i

:n � 0

on est alors dans une con�guration de double d�etente sym�etrique et l'on prend le ux de

Godunov qui est le ux analytique pris en la solution deW �a l'interface, soit, avec les hypoth�eses

associ�ees �a l'�etat miroir:
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Si on est par contre dans une con�guration de double choc sym�etrique, i.e. :

0 < (U

2

)

i

:n

on consid�ere alors, par souci de simplicit�e de mise en �uvre, le ux de Roe (Cf. le para-

graphe 3.5), soit apr�es calculs :
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Remarque 4.9 Dans le cas de la disparition de particules en paroi (qui se traduit par une

con�guration de double d�etente sym�etrique, (U

2

)

i

:n < 0), la ((pression )) de paroi P

�

God

obtenue

par un ux de Godunov a pour expression :
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God

= (�

2

�(�

2

))

God

� (�
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2
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i

alors que par un ux de Roe, elle serait d'expression :
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Le probl�eme de cette formulation dans cette con�guration est que, si :
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Cette ((pression )) a tendance �a ((chasser )) les particules de la paroi et peut conduire �a des taux

de pr�esence n�egatifs.

Pour une con�guration �a tr�es fort taux de d�etente, nombre de ((Mach )) sup�erieur �a 1, �

2

en

paroi d�ecrô�t et l'on peut approcher le vide de particules, ce qui entrâ�ne c

2

(�

2

) petit devant

jU

2

:nj et donc P

�

Roe

> (�

2

�(�

2

))

i

> P

�

God

. Ainsi, dans cette con�guration, utiliser le ux de

Roe augmente la probabilit�e d'atteindre le vide ((non physique )) de particules.

Etape 2

On consid�ere le syst�eme conservatif (4.35) �equivalent au syst�eme non conservatif (4.33). Soit
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i

est tel qu'il y a

apparition du vide �a la paroi (Cf. l'�equation (4.29)), i.e. :
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Si on se trouve dans le cas o�u :
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on est alors dans une con�guration de double d�etente sym�etrique et, comme pour la phase

dispers�ee dans la premi�ere �etape, on prend le ux de Godunov, soit, avec les hypoth�eses li�ees �a

l'�etat miroir:
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4.5.4.2 Flux �a la fronti�ere uide

Les conditions aux limites d'entr�ee et de sortie du domaine de l'�ecoulement sont trait�ees de

fa�con similaire au domaine int�erieur. Pour chaque cellule adjacente �a une fronti�ere uide du

domaine, on introduit une cellule �ctive ext�erieure sur laquelle on impose un �etat W

1

(appel�e

condition r�eservoir) puis on calcule le ux �a l'interface entre ces deux cellules de la mêmemani�ere

qu'un ux interne en le d�ecentrant suivant que l'on est dans une con�guration subsonique ou

supersonique. Pour que le probl�eme soit bien pos�e dans L

2

au sens de Kreiss, il faut imposer

autant de conditions que l'on a d'ondes qui entrent dans le domaine. Cette formulation simple

d'application des ux d�ecentr�es aux conditions aux limites tient naturellement compte des

entr�ees et sorties subsoniques ou supersoniques si le ux num�erique est calcul�e en la valeur

exacte de l'�etat �a l'interface (ce qui est le cas du sch�ema de Godunov). Mais ceci n'est plus

valable d�es lors que le ux num�erique est calcul�e �a partir d'une lin�earisation du probl�eme de

Riemann (celle e�ectu�ee par le sch�ema de Roe par exemple). On peut alors se trouver dans des

con�gurations o�u les ondes calcul�ees �a partir du probl�eme de Riemann lin�earis�e ne correspondent

pas, au sens entrantes ou sortantes du domaine, aux ondes associ�ees �a la r�esolution exacte du

probl�eme de Riemann �a la fronti�ere (Cf. [Dub87], [Bar91], [Bar92] et [Ben95]).

Remarque 4.11 On note que cette formulation des conditions aux limites d'entr�ee-sortie �equi-

vaut au calcul d'un ux �a l'interface entre un �etat impos�e W

1

et un �etat int�erieur au domaine

de calcul ; ce qui n'est pas �equivalent au fait d'imposer un ux d'entr�ee.

On note de plus que la m�ethode �a pas fractionnaires peut engendrer des probl�emes de conditions

aux limites entr�ee-sortie qui perturbent la premi�ere maille de calcul �a l'int�erieur du domaine

de l'�ecoulement. Ces probl�emes sont dus au fait que l'on consid�ere le même �etat r�eservoir que

l'on calcule les ux associ�es aux conditions aux limites de la premi�ere �etape ou ceux associ�es �a

la deuxi�eme �etape.

4.6 Tests num�eriques

On pr�esente quelques simulations num�eriques sur des maillages bidimensionnels non structur�es

avec des cellules volumes �nis de type INRIA. Les traitements informatiques ont �et�e e�ectu�es

dans la structure du code N3S-MUSCL de simulation d'�ecoulements compressibles bidimen-

sionnels ou tridimensionnels (Cf. [Cha95]). Dans tous les cas, les e�ets visqueux sont n�eglig�es

(�

1

= �

2

= 0). Le pas de temps est adapt�e en fonction d'une condition CFL bas�ee sur les c�el�eri-

t�es d'ondes jU

k

� c

k

j, k =1, 2, qui constituent une bonne approximation des ondes associ�ees au

syst�eme de convection (4.14) quand �

2

est grand devant �

1

(Cf. remarque 4.1). Tous les calculs

ont �et�e r�ealis�es sur station de travail HP9000-735. Pour un calcul diphasique explicite, d'ordre

1 en temps et en espace, avec e�ets de trâ�n�ee, une adaptation du pas de temps et un contrôle

de la r�ealisabilit�e de la solution �a chaque it�eration, on obtient un temps CPU pour 1000 n�uds

par pas de temps de 0.08 secondes (�a titre comparatif, en utilisant la même structure de donn�ee

et le même algorithme �a pas fractionnaires pour un �ecoulement compressible monophasique

(�

2

= 0), on obtient un temps CPU de 0.04 s). On e�ectuera tout d'abord, dans un cadre

purement monodimensionnel, une comparaison des deux sch�emas de r�esolution num�erique, pr�e-

sent�es dans la section 4.5.2, du sous-syst�eme non conservatif (4.19) pour des tests de type tube

�a choc. On consid�erera ensuite des tests de type ((tube �a choc diphasique)), avec ou sans e�ets

de trâ�n�ee, du syst�eme convectif avec la m�ethode �a pas fractionnaires d�ecrite pr�ec�edemment.
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Ces tests a priori unidimensionnels sont e�ectu�es dans une con�guration bidimensionnelle non

structur�ee. Il est clair que certains de ces tests de type tube �a chocs sont plutôt acad�emiques

et ne sont pas exp�erimentalement r�ealisables ; ils ont cependant l'avantage d'être fr�equemment

cit�es dans la litt�erature, notamment pour observer le comportement d'un sch�ema num�erique

dans certaines con�gurations d'ondes. On pr�esentera ensuite une simulation d'�ecoulement di-

phasique compressible dans une tuy�ere. En�n, on regardera le comportement du sch�ema dans

le cadre de la simulation de lits uidis�es denses.

4.6.1 Comparaison de deux sch�emas de r�esolution num�erique du sous-

syst�eme non conservatif

On renvoie �a la section 4.5.2 pour une description du sch�ema de type Roe associ�e au sous-syst�eme

non conservatif (4.33) et du sch�ema de Roe classique associ�e �a son ((�equivalent)) conservatif (4.35)

(sous hypoth�ese du choix de chemin lin�eaire �equipond�er�e). On souhaite comparer ces deux

sch�emas dans un cadre purement monodimensionnel. On propose deux tests de type tube �a

choc avec les conditions initiales suivantes :

CI n

o

1 CI n

o

2

G D G D

�

1

0:99 0:4 0:99 0:4

�

1

[kg:m

�3

] 1 0:5 1 5:10

�3

U

1

[m:s

�1

] �50 50 0 0

o�u les �etats ((G)) et ((D)) repr�esentent les valeurs �a gauche et �a droite d'une variable de part

et d'autre de la discontinuit�e initiale qui est centr�ee par rapport au domaine. On note que

la variable �

1

appartient �a l'intervalle ]0,1[. Les simulations ont �et�e r�ealis�ees avec  = 7=5,

K = 10

5

sur un maillage de 480 n�uds et une CFL �egale �a 0.375.

Quel que soit le syst�eme simul�e (i.e. (4.33) ou (4.35)) et la con�guration dans laquelle on se

trouve, on doit v�eri�er, �a la travers�ee de la discontinuit�e de contact stationnaire, que les variables

�

1

et �

1

�

1

U

1

sont constantes et, bien sûr, que la variable �

1

reste stationnaire en temps.

La �gure [4.4] pr�esente une simulation du sch�ema associ�e au syst�eme conservatif ((�equivalent))

(4.35) avec les conditions initiales n

o

1 o�u une 1-onde et une 3-onde de d�etente se d�eveloppent ; la

�gure [4.6] pr�esente la même simulation par le sch�ema associ�e au syst�eme non conservatif (4.33).

On remarque que les r�esultats obtenus sont, ((�a l'�il nu)), identiques et l'on peut v�eri�er que

les �etats interm�ediaires sont correctement pr�edits par rapport �a la th�eorie associ�ee au chemin

lin�eaire.

La �gure [4.5] pr�esente une simulation du sch�ema associ�e au syst�eme conservatif ((�equivalent))

(4.35) avec les conditions initiales n

o

2 o�u une 1-onde de d�etente et une 3-onde de choc se

d�eveloppent ; la même simulation associ�ee au syst�eme non conservatif (4.33) n'est pas pr�esent�ee

mais rend �egalement des r�esultats identiques.

On pr�esente maintenant des simulations par la m�ethode �a pas fractionnaires pr�ec�edemment

d�ecrite du mod�ele �a deux uides (4.1) dans un cadre bidimensionnel non structur�e.
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Fig. 4.4 { Simulation du sch�ema associ�e au syst�eme conservatif ((�equivalent )) avec les conditions

initiales n

o

1.
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4.6.2 Tests de type tube �a choc diphasique

On pr�esente tout d'abord des simulations bidimensionnelles de type tube �a choc monodimen-

sionnel du syst�eme de convection associ�e �a (4.1) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b) et :

�(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

2=3

2

(1 + g(�

2

)) (4.37)

Le maillage �etant non structur�e, la solution num�erique verra se d�evelopper des e�ets bidimen-

sionnels (transverses). Les dimensions du domaine sont (en m.) : x � y 2 [�0:9; 0:9]� [0; 0:1].

Le maillage primal, constitu�e de triangles, comporte 11� 1000 n�uds sommets et pr�esente une

sym�etrie par rapport �a la droite y = 0 (Cf. la �gure [4.7]).

x

y

1 000 noeuds

1
1
 n

o
eu

d
s

y=0

y=+A

y=-A

Fig. 4.7 {

Triangulation du domaine de calcul avant construction des cellules INRIA.

Les r�esultats sont trac�es sur cet axe de sym�etrie. On a retenu des conditions aux limites de type

((paroi)) en y = �A, de mani�ere �a conserver le mieux possible le caract�ere unidimensionnel de

la solution. Ces tests de tube �a choc sont trait�es tout d'abord sans e�ets de trâ�n�ee (I = 0).

On pr�esente quelques r�esultats r�ealis�es �a partir des valeurs d'initialisation d�ecrites dans le

tableau 4.1. Ces simulations ont �et�e r�ealis�ees avec une CFL �egale �a 0.5 ; U

k

d�esigne la vitesse

selon x de la phase k et, dans tous les cas, V

1

= V

2

= 0. La densit�e est toujours exprim�ee en

kg.m

�3

et la vitesse en m.s

�1

.

CI n

o

1 CI n

o

2 CI n

o

3

G D G D G D

�

1

[kg.m

�3

] 1 0.3 1 0.3 1 1

�

2

0.5 0.6 0.5 0.5 0.5 0.6

U

1

[m.s

�1

] 0 0 0 0 0 0

U

2

[m.s

�1

] 0 0 0 0 0 0

Les tests ont �et�e r�ealis�es avec les constantes physiques suivantes :  = 7=5, K = 10

5

,

2

3

<

q

2

2

>

0

= 5 m

2

.s

�2

, d

2

= 10

�4

m, �

2

= 2500 kg.m

�3

, �

max

= 0:64 et e

c

= 1. On se place dans

des con�gurations tr�es denses, i.e. �

2

� 0:5, car sinon c

2

(�

2

)� c

1

(�

1

) et les ondes assimil�ees �a

la phase 2 sont tr�es lentes par rapport �a celles de phase 1.
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Test de tube �a choc diphasique avec les conditions initiales n
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1.
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Test de tube �a choc diphasique comportant quatre ondes de choc (conditions initiales n

o

4).
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Comportement de l'in�egalit�e d'entropie ��[�] + [F

�

] � 0 sur le cas test du tube �a choc

diphasique comportant quatre ondes de choc (conditions initiales n

o

4).

On voit, sur la �gure [4.8] issue de la simulation du tube �a choc de conditions initiales n

o

1,

quatre ondes se d�evelopper : deux ondes de choc (les 2- et 4-ondes) et deux ondes de d�etente (les

1- et 3-ondes). Les ondes rapides (les 1- et 4-ondes) peuvent être approximativement assimil�ees

aux ondes de phase 1 isol�ees (i.e. de vitesse U

1

� c

1

) et les ondes lentes (les 2- et 3-ondes)

aux ondes de phase 2 isol�ees (i.e. de vitesse U

2

� c

2

). On remarque d'ailleurs que ces deux

derni�eres sont tr�es di�ciles �a distinguer quand l'�energie cin�etique turbulente < q

2

2

>

0

est plus

faible. On note �egalement que la phase 1 perturbe peu les variables de phase 2 (voir les courbes

associ�ees �a �

2

et U

2

). On constate toutefois, en observant U

2

, un l�eger accroissement de vitesse

de phase 2 pour x 2 [�0:65;�0:3] (e�et li�e principalement au gradient de pression P (�

1

)

pond�er�e par �

2

=�

2

) ; de même, on enregistre un choc de faible amplitude pour x = 0:73 m.

La même exp�erience num�erique, r�ealis�ee �a l'aide du même sch�ema dans un cadre r�eellement

unidimensionnel permet de v�eri�er que la l�eg�ere sur-vitesse observ�ee sur U

1

avant la 4-onde

de choc est due au maillage non structur�e. Il en est de même pour la perturbation de l'�etat

constant interm�ediaire sur U

2

, au voisinage de la 2-onde de choc pour x ' �0:1 m. Si on e�ectue

une exp�erience monophasique pure ne comportant que des particules (�

1

= 0), en retenant les

mêmes conditions initiales pour �

2

et U

2

, on obtient un �ecoulement pratiquement identique.

L'e�et inverse est �evidemment beaucoup plus net, si l'on observe les variables �

1

et U

1

. Pour s'en

convaincre, il su�t de r�ealiser une simulation analogue monophasique pure (�

2

= 0, �

1

= 1)

en retenant les mêmes conditions initiales pour �

1

et U

1

. Pour cette exp�erience, le nombre de

((Mach)) maximal,M

k

= jU

k

j=c

k

associ�e �a la phase k, vaut 0.078 pour la phase 2 et 0.65 pour

la phase 1.
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Evolution de la c�el�erit�e c

2

(�

2

) des particules (en m.s

�1

) par rapport �a la c�el�erit�e du gaz pour

�

1

= 1.

On observe sur la �gure [4.9] les e�ets bidimensionnels qui se manifestent par une vitesse

transverse V

1

(mais aussi V

2

) non nulle �a la travers�ee des ondes de d�etente et de choc, d�es que

l'on s'�ecarte de l'axe de sym�etrie y = 0. Cette vitesse transverse est tr�es faible dans les zones

de d�etente mais vaut �a peu pr�es 10 % en module du saut de la vitesse U

1

en pied de choc, i.e.

V

1

vaut environ 5 m.s

�1

pour [U

1

] ' 60 m.s

�1

�a la travers�ee du 2-choc (x ' �0:1 m) et environ

27 m.s

�1

pour [U

1

] ' 218 m.s

�1

�a la travers�ee du 4-choc (x ' 0:7 m).

On consid�ere maintenant la simulation pr�esent�ee sur la �gure [4.10], e�ectu�ee �a partir des

conditions initiales n

o

2 qui ne comprennent qu'une discontinuit�e sur la variable �

1

. On voit

une 1-onde de d�etente et des 2-, 3- et 4-ondes de choc se d�evelopper. La perturbation des

variables de phase 2 sur les variables de phase 1 n'est pas visible �a cette �echelle visuelle. Les

vitesses des ondes de phase 1 (i.e. les 1- et 4-ondes) et l'�etat interm�ediaire sont superposables

�a la solution obtenue, dans un cadre monophasique pur (�

2

= 0, �

1

= 1), par un tube �a choc

avec des conditions initiales identiques sur les variables �

1

et U

1

. Par couplage, le d�es�equilibre

de gaz met les particules en mouvement. Les variables de phase 2 sur lesquelles on distingue

tr�es nettement les quatre ondes, ne sont, en module, pas beaucoup perturb�ees, i.e. �

2

varie sur

l'intervalle 0.5 � 0.12 % et U

2

entre 0 et 0.1 m.s

�1

.

La �gure [4.11] r�esulte de la simulation de tube �a choc avec les conditions initiales n

o

3 qui ne

comprennent qu'une discontinuit�e sur la variable �

2

. On voit se d�evelopper des 1-, 3- et 4-ondes
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Cas test de tube �a choc diphasique comportant quatre ondes de choc dans un cadre tr�es dense ;

v�eri�cation du respect du principe du maximum (conditions initiales n

o

5).



H

E

-

4

1

/

9

7

/

0

4

2

/

A

-

S

i

m

u

l

a

t

i

o

n

n

u

m

�
e

r

i

q

u

e

d

'

�
e

c

o

u

l

e

m

e

n

t

s

g

a

z

-

p

a

r

t

i

c

u

l

e

s

.

.

.

1

4

5

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.970

0.980

0.990

1.000

ρ1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

α2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-6.0

-4.0

-2.0

0.0

2.0

4.0

6.0

U1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-6.0

-4.0

-2.0

0.0

2.0

4.0

6.0

U2

F

i

g

.

4

.

1

6

{

T

e

s

t

d

e

t

u

b

e

�a

c

h

o

c

d

i

p

h

a

s

i

q

u

e

c

o

m

p

o

r

t

a

n

t

q

u

a

t

r

e

o

n

d

e

s

d

e

d

�
e

t

e

n

t

e

(

c

o

n

d

i

t

i

o

n

s

i

n

i

t

i

a

l

e

s

n

o

6

)

.



146 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

CI n

o

4 CI n

o

5 CI n

o

6

G D G D G D

�

1

[kg.m

�3

] 1 1 1 1 1 1

�

2

0.5 0.5 0.63 0.63 0.5 0.5

U

1

[m.s

�1

] 700 -700 5 -5 -5 5

U

2

[m.s

�1

] 5 -5 5 -5 -5 5

Tab. 4.1 { Conditions initiales des tests de type tube �a choc diphasique, o�u les �etats ((G )) et ((D ))

repr�esentent les valeurs �a gauche et �a droite d'une variable de part et d'autre de la discontinuit�e

initiale qui est centr�ee en x = 0 par rapport au domaine.

de d�etente et une 2-onde de choc. On reconnâ�t cette fois un tube �a choc monophasique sur les

variables de phase 2 sur lesquelles l'�echelle de visualisation ne permet pas de discerner les 1-

et 4-ondes de phase 1. La phase gazeuse, bien que mise en mouvement par le d�es�equilibre des

particules, est assez peu perturb�ee. En e�et �

1

varie sur l'intervalle 1 kg.m

�3

� 0.4 % et U

1

entre les valeurs -2 et 5 m.s

�1

.

On consid�ere maintenant un cas test sym�etrique comportant quatre ondes de choc (Cf. la

�gure [4.12] et les conditions initiales n

o

4). On observe une accumulation de particules au

centre du domaine avec pr�eservation du principe du maximum sur la fraction volumique: �

2

<

�

max

= 0:64. Le maillage bidimensionnel �etant non structur�e, on note que les r�esultats ne sont

pas parfaitement sym�etriques.

On reprend le test pr�ec�edent, mais avec la fonction �(�

2

) d�e�nie de la fa�con suivante :

�

2

�(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

2

1�

�

2

�

max

(4.38)

Cette fonction �(�

2

) pr�esente les mêmes caract�eristiques que celle d�e�nie dans l'�equation (4.37),

�a savoir qu'elle mod�elise les �ecoulements denses �(�

2

= �

max

) = +1 ; mais, contrairement

�a (4.37), sa forme simpli��ee permet d'exhiber la fonction H

2

(�

2

) telle qu'elle est d�e�nie dans

l'�equation (4.9). Sur la �gure [4.13], on observe que l'in�egalit�e d'entropie discr�ete ��[�]+[F

�

] � 0

est respect�ee au niveau des quatre ondes de choc (� d�esigne la vitesse du choc) même si les

e�ets bidimensionnels perturbent les r�esultats (notamment au niveau de la 3-onde de choc).

On se place maintenant dans une con�guration tr�es dense en particules �

2

= 0:63, toujours

avec quatre ondes de choc, pour laquelle c

2

(�

2

) > c

1

(�

1

), de sorte que les ondes assimil�ees �a

la phase 2 soient plus rapides que celles de phase 1 (�gure [4.15], conditions initiales n

o

5). On

voit en e�et sur la �gure [4.14] qu'au del�a de �

2

' 0:621, dans des conditions normales pour

la phase gazeuse (i.e. �

1

' 1 kg.m

�3

) et les mêmes constantes physiques que pr�ec�edemment,

on a c

2

(�

2

) > c

1

(�

1

= 1) et donc g�en�eralement jU

2

� c

2

j � jU

1

� c

1

j. Contrairement au cas

plus ((dilu�e)) de la �gure [4.12] (conditions initiales n

o

4, �

2

= 0:5), les quatre ondes de choc se

distinguent tr�es nettement sur les variables de phase 1. On note que �

2

atteint la valeur de

0.633 (on rappelle que �

max

= 0:64) ; le principe du maximum (4.10) est respect�e (du fait que

�(�

2

= �

max

) = +1). Les 1- et 4-ondes de choc sont assimil�ees aux ondes de phase 2 (c

2

' 850

m.s

�1

pour �

2

= 0:63 et c

2

' 1400 m.s

�1

pour �

2

' 0:633) et les 2- et 3-ondes de choc �a la

phase 1 (c

1

' 375 m.s

�1

pour �

1

variant entre 1 et 1.02 kg.m

�3

).

On pr�esente en�n sur la �gure [4.16], les r�esultats d'une simulation e�ectu�ee �a partir des condi-
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tions initiales n

o

6, qui voit se d�evelopper quatre ondes de d�etente. Du fait que l'on a une

disparition des particules au niveau des 2- et 3-ondes (�

2

' 0:33), on a c

2

(�

2

) < c

1

(�

1

) et les

2- et 3-ondes sont tr�es lentes par rapport aux 1- et 4-ondes. On note que la d�ecroissance de la

fraction volumique �

2

des particules engendre une l�eg�ere accumulation de gaz.

On s'int�eresse maintenant aux e�ets de trâ�n�ee sur certains de ces cas tests diphasiques de type

tube �a choc.

4.6.3 Tests de type tube �a choc avec trâ�n�ee

On s'int�eresse �a la simulation du syst�eme (4.1) (comprenant les e�ets de trâ�n�ee, mais sans

di�usion ni gravit�e) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b, 4.37, 4.6). Le terme de trâ�n�ee

n�ecessite la connaissance du diam�etre des particules d

2

, ce terme sera d'autant plus important

que l'on sera dans un cas dense en particules et que leur diam�etre sera petit. Dans les simulations

suivantes, on prendra des particules de diam�etre 10

�4

�a 10

�6

m, la fraction volumique des

particules �egale �a 0.5 et les mêmes constantes physiques que pr�ec�edemment, �a savoir :  = 7=5,

K = 10

5

,

2

3

< q

2

2

>

0

= 5 m

2

.s

�2

, �

1

= 10

�5

m

2

.s

�1

, �

2

= 2500 kg.m

�3

, �

max

= 0:64 et e

c

= 1.

Pour ce r�egime dense en particules, la trâ�n�ee tend �a annuler la vitesse relative U

1

�U

2

et l'on

comparera, dans le chapitre 5, ces r�esultats avec des simulations d'un mod�ele homog�ene �a trois

�equations qui suppose la vitesse relative entre phases nulle.

On consid�ere d'abord une simulation avec les conditions initiales n

o

1 (Cf. la �gure [4.17]). On

visualise les e�ets de la trâ�n�ee en comparant cette courbe avec la �gure [4.8] provenant de

la même simulation sans e�ets de trâ�n�ee. Sur la �gure [4.17], qui compare une simulation

avec des particules de diam�etre 10

�4

m et la même pour des particules de diam�etre 10

�6

m,

on note que les variables de la phase gazeuse ont tendance �a s'aligner sur les variables de la

phase particulaire, i.e. que l'�ecoulement de la phase gazeuse est domin�e par le mouvement des

particules. La vitesse relative jU

2

�U

1

j atteint 2.5 m.s

�1

pour des particules de diam�etre 10

�4

m et n'est plus que de l'ordre de 10

�3

m.s

�1

pour des particules de diam�etre 10

�6

m.

On observe �egalement des simulations avec les conditions initiales n

o

5 et 6 (Cf. les �gures [4.18]

et [4.19]), que l'on peut comparer aux simulations des �gures [4.15] et [4.16], e�ectu�ees sans

e�ets de trâ�n�ee.

On reprendra ces trois simulations dans le chapitre 5 pour montrer que, dans certaines con�gu-

rations, ce mod�ele �a deux uides �a quatre �equations, avec hypoth�ese de glissement d'une phase

par rapport �a l'autre, donne des r�esultats comparables �a un mod�ele homog�ene �a trois �equations

supposant la vitesse relative entre les deux phases nulle. Ce dernier mod�ele est conservatif incon-

ditionnellement hyperbolique et le probl�eme de Riemann associ�e admet un r�esultat d'existence

et d'unicit�e de solution ; la comparaison nous o�re des �el�ements de validation de l'algorithme

�a pas fractionnaires et des sch�emas num�eriques propos�es pour la r�esolution du syst�eme non

conservatif et conditionnellement hyperbolique (4.1). On e�ectue maintenant des tests o�u les

e�ets bidimensionnels sont signi�catifs.

4.6.4 Ecoulement diphasique dans une tuy�ere

On s'int�eresse ici �a un �ecoulement diphasique compressible dans une demi-tuy�ere. Le test qui

suit a �et�e r�ealis�e avec les constantes physiques suivantes :  = 7=5, K = 10

5

,

2

3

< q

2

2

>

0

= 5
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E�ets de trâ�n�ee sur le cas test de tube �a choc diphasique comportant quatre ondes de choc

(conditions initiales n

o

5) ; simulation avec des particules de diam�etre 10

�6
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m

2

.s

�2

, �

1

= 10

�5

m

2

.s

�1

, �

2

= 2500 kg.m

�3

, �

max

= 0:64, d

2

= 10

�4

m, e

c

= 1 et g = 0. On

observe la simulation num�erique bidimensionnelle d'un �ecoulement diphasique dans une demi-

tuy�ere, incluant les e�ets de trâ�n�ee (syst�eme (4.17) avec les lois de fermeture (4.2, 4.3, 4.5b,

4.4, 4.6)). Le maillage associ�e est de l'ordre de 8500 n�uds. Un zoom du maillage primal (i.e.

triangulation avant construction des cellules INRIA) du convergent de la tuy�ere est pr�esent�e

sur la �gure [4.21]. Le calcul est e�ectu�e avec une CFL �egale �a 0.3. Les conditions initiales

�a l'int�erieur de la tuy�ere et les conditions aux limites que l'on impose, sont d�etaill�ees dans le

tableau 4.2. Du fait que l'on ne consid�ere pas de terme de di�usion, on traite les conditions aux

limites de l'axe de sym�etrie comme des conditions aux limites de paroi (avec une hypoth�ese de

glissement).

C.I. Int�erieur C.L. Entr�ee C.L. Sortie

�

1

= 1 �

2

= 10

�6

�

1

= 1:1 �

2

= 10

�2

�

1

= 1 �

2

= 10

�6

U

1

= 0 U

2

= 0 U

1

= 200 U

2

= 200 U

1

= 0 U

2

= 0

V

1

= 0 V

2

= 0 V

1

= 0 V

2

= 0 V

1

= 0 V

2

= 0

Tab. 4.2 { Conditions initiales de la simulation d'�ecoulement diphasique dans une tuy�ere. Les

composantes horizontale et verticale de la vitesse U

k

= (U

k

; V

k

)

t

de la phase k sont exprim�ees

en m.s

�1

et la densit�e du gaz en kg.m

�3

.

On consid�ere initialement, dans la tuy�ere, un m�elange tr�es dilu�e (�

2

= 10

�6

) et au repos

(U

1

= U

2

= 0). On impose des conditions aux limites d'entr�ee supersoniques �a partir d'un

�etat in�ni amont constant pour un �ecoulement comprenant 1 % de particules en volume; les

conditions aux limites de sortie, impos�ees �a partir d'un �etat in�ni aval constant du m�elange

tr�es dilu�e et au repos, peuvent être compar�ees ici �a des conditions aux limites libres.

On observe sur les �gures [4.22] �a [4.26] un historique des variables �

2

, �

1

, U

2

, U

1

et U

r

=

U

2

� U

1

. On remarque une tr�es importante accumulation de particules au niveau de la paroi

du convergent de la tuy�ere ainsi qu'au niveau de l'axe de sym�etrie �a l'aval du col de la tuy�ere.

Sur la projection de la solution de la fraction volumique �

2

sur l'axe de sym�etrie, on observe

un choc tr�es important (de 10

�2

�a 0.6) situ�e �a l'aval du col de la tuy�ere. Les zones d'entr�ee de

tuy�ere et de proche paroi dans le divergent restent appauvries en particules (de l'ordre de 10

�2

).

Les valeurs maximales atteintes par la fraction volumique (max(�

2

) = 0:627) sont tr�es proches

du taux de compactage maximum �

max

= 0:64 mais le principe du maximum (4.10) n'est pas

viol�e. A l'�etat stationnaire, le maximum de �

2

vaut 0.623 pour ce maillage. Ce transfert de

particules de la paroi du convergent vers l'axe de sym�etrie perturbe tr�es fortement l'�ecoulement

de la phase gazeuse compar�e �a une simulation monophasique. La �gure [4.23] montre qu'il y

a accumulation de gaz dans le convergent de la tuy�ere ce qui di��ere de ce qui est obtenu en

�ecoulement monophasique (qui se caract�erise par une densit�e constante dans le convergent,

une onde de d�etente au passage du col suivi d'une onde de choc en aval du col accompagn�ee

d'une sur-vitesse (Mach �egal �a 1)). Sur la �gure [4.24], on observe la vitesse des particules

sur l'axe de sym�etrie ; celle-ci est de l'ordre de 190 m.s

�1

en d�ebut de tuy�ere, elle a�che une

discontinuit�e tr�es marqu�ee (i.e. de 40 m.s

�1

) au col et reste �a peu pr�es constante (de l'ordre

de 140 m.s

�1

) dans le divergent. On remarque la pr�esence, dans la zone de proche paroi en

d�ebut de divergent, d'une zone d'arrêt des particules (U

2

= 0). La vitesse du gaz, comme dans

une tuy�ere monophasique, crô�t dans le convergent (de 50 �a 225 m.s

�1

) et traverse une onde

choc (o�u elle perd environ 20 % en module) ; elle atteint par contre une vitesse de l'ordre de

430 m.s

�1

en proche paroi du d�ebut du divergent dans une zone tr�es appauvrie en particules.
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La �gure [4.26] con�rme bien la pr�esence d'une vitesse relative tr�es �elev�ee (de l'ordre de 400

m.s

�1

) dans cette zone. On peut voir sur la �gure [4.27] l'importance de la pression gazeuse

P (�

1

) par rapport �a la pression intergranulaire �

2

�

2

�(�

2

) ; la pression totale subit les e�ets

des collisions interparticulaires dans les r�egions tr�es denses. La �gure [4.28] montre les d�ebits

(en kg.m

�3

) de gaz et de particules dans le convergent de la tuy�ere. Le d�ebit des particules est

domin�e par le transfert de ces derni�eres de la paroi du convergent vers l'axe de sym�etrie. La

�gure [4.20] montre d'une part l'�evolution du pas de temps adapt�e au cours de la simulation,

qui varie de fa�con cons�equente jusqu'�a ce que le gaz et les particules atteignent la sortie de la

tuy�ere, et l'�evolution des r�esidus de masse qui atteignent approximativement 10

�4

au bout de

30000 it�erations et 10

�10

au bout de 120000 it�erations. La tr�es forte variation du pas de temps,

aux alentours de la 2000

i�eme

it�eration, est li�ee �a la formation d'un ((cluster)) sur la paroi dans

le convergent (�

2

' �

max

, ce qui entrâ�ne c

2

= +1 et p�enalise tr�es fortement le pas de temps

dont la valeur est limit�ee par le module des vitesses jjU

k

jj+ c

k

, k=1, 2).

Remarque 4.12 Au cours du r�egime transitoire, aucune perte de positivit�e discr�ete des va-

riables �

2

, (1� �

2

) et �

1

n'a �et�e enregistr�ee.

Remarque 4.13 Cette simulation met en �evidence des vitesses relatives localement tr�es im-

portantes (zone de proche paroi en d�ebut de divergent), jjU

2

� U

1

jj=c

1

pouvant atteindre 1 par

endroits (Cf. la �gure [4.29], dans la zone d'arrêt des particules en proche paroi du d�ebut du

divergent).

4.6.5 Simulation de lits uidis�es denses

Le cadre de ces �ecoulements est une enceinte ou foyer dans laquelle des particules subissent

des r�eactions chimiques ou de combustion. Le principe des lits uidis�es denses est de soulever

cette masse compacte de particules, appel�ee lit, par une circulation de gaz pour m�elanger

les particules. Les lits uidis�es denses constituent notamment une partie de l'installation des

chaudi�eres �a lit uidis�e circulant. Le r�egime de ces �ecoulements est tr�es dense, le volume des

particules pouvant occuper jusqu'�a 64 % du volume total. La simulation num�erique de ces

�ecoulements, outre son caract�ere pr�edictif, a pour objectif l'optimisation de la g�eom�etrie du foyer

et du d�ebit de gaz pour m�elanger au mieux l'ensemble des particules (recherche de rentabilit�e

et de r�eduction des �emissions polluantes par exemple).

L'exp�erience consiste en la ((uidisation)) d'une masse de particules reposant sur la grille d'une

colonne par injection d'un ux de gaz ascendant. Les particules sont donc maintenues en sus-

pension par deux ph�enom�enes en comp�etition qui doivent en �n de compte s'�equilibrer : l'entrâ�-

nement des particules par l'�ecoulement porteur et l'action de la gravit�e sur ces derni�eres. Les

particules peuvent être momentan�ement entrâ�n�ees hors du lit mais, sous l'action de la gravit�e,

elles doivent toujours �nir par y retomber. Ainsi, la circulation de gaz doit être su�samment

importante pour soulever le lit de particules mais la vitesse d'entrâ�nement de ces derni�eres doit

rester de l'ordre de la vitesse de chute.

La con�guration typique des lits uidis�es denses r�eside en un lit compact parcouru par un

courant d'air ascendant qui passe majoritairement par des zones tr�es appauvries en particules,

tandis qu'au sommet du lit, on observe des instabilit�es importantes. Le r�egime de l'�ecoulement

est caract�eris�e par la vitesse de uidisation. Pour les faibles vitesses de uidisation, on distingue

deux vitesses limites qui sont la vitesse minimale de uidisation et la vitesse minimale d'ap-

parition de bulles. La vitesse minimale de uidisation est la vitesse du gaz (calcul�ee hors du
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lit sous la grille) pour laquelle la force de trâ�n�ee sur les particules, produite par la circulation

ascendante de gaz, est �egale au poids des particules. La vitesse minimale d'apparition des bulles

est sup�erieure �a la vitesse minimale de uidisation except�e dans le cas de particules de diam�etre

sup�erieur �a 100 �m. Pour des vitesses de uidisation plus �elev�ees, on observe un comportent

tr�es agit�e du lit. Dans les simulations qui vont suivre, on s'int�eresse �a un r�egime d'�ecoulement

instationnaire pr�ecis, le r�egime �a bulles, qui se caract�erise par la formation dans le lit de bulles

de gaz pr�es de la grille de uidisation. Ces bulles, qui peuvent coalescer entre elles, traversent

le lit en grossissant jusqu'�a la surface de ce dernier qu'elles perturbent en �eclatant ; en outre, le

ux de gaz circule principalement �a l'int�erieur de celles-ci. Si ces �ecoulements se caract�erisent

par des zones tr�es appauvries en particules, leur fraction volumique �etant de l'ordre de 10

�2

dans les bulles, ils s'accompagnent �egalement de clusters de particules, dans lesquels la fraction

volumique atteint pratiquement le taux de compactage maximum. Le r�egime �a bulles, que l'on

veut simuler, se situe entre le r�egime particulaire, pour lequel on observe une petite expansion

homog�ene du lit dont la surface est bien d�e�nie, et le r�egime �a piston, pour lequel la taille des

bulles approche la largeur de la colonne de uidisation, leur passage faisant monter et descendre

de fa�con r�eguli�ere la surface du lit. Au-del�a du r�egime �a piston, on atteint des r�egimes turbulents

pour lesquels il devient di�cile de distinguer les bulles et la surface du lit.

En de nombreux points, on peut comparer les lits uidis�es �a bulles �a un liquide peu visqueux

parcouru par des bulles. En e�et des poches d'air dans un milieu granulaire et des bulles dans

un liquide pr�esentent des similitudes comme leur forme sph�erique, l'�ecoulement autour d'elles,

leur vitesse et le fait qu'elles peuvent coalescer ou r�eagir au contact d'une paroi.

Les tests qui vont suivre ont pour but de montrer que la simulation num�erique de lits uidis�es

denses, par des techniques volumes �nis pour des syst�emes hyperboliques et sur maillage non

structur�e, est possible. On regardera le comportement qualitatif sur des temps d'int�egration

tr�es longs de certaines grandeurs moyennes telles que la hauteur de lit, la fraction volumique

moyenne dans le lit et la vitesse de uidisation ; mais aussi l'�evolution des r�esidus massiques

t�emoins de l'instationnarit�e de l'�ecoulement et certaines caract�eristiques des bulles comme leur

taille, leur vitesse ou le taux de particules �a l'int�erieur. D'un point de vue num�erique on regardera

notamment la d�ependance de l'algorithme au maillage et l'on constatera la pr�esence d'�etats non

hyperboliques situ�es �a l'int�erieur des bulles de gaz. L'algorithme mis en �uvre peut s'�etendre �a

un mod�ele �a cinq �equations (comprenant en plus une �equation d'�evolution de l'�energie cin�etique

des particules). Ce syst�eme pr�esente en e�et les mêmes caract�eristiques que le mod�ele �a quatre

�equations (issu du mod�ele �a cinq �equations par int�egration de l'�equation d'�energie cin�etique des

particules) comme l'hyperbolicit�e conditionnelle et la pr�esence de termes non conservatifs dans

le syst�eme de convection associ�e. En outre, l'ajout des termes de di�usion ne remet pas en cause

la m�ethode num�erique pr�esent�ee pr�ec�edemment pour la r�esolution du syst�eme de convection et

des termes sources.

Pour simuler des lits uidis�es denses, l'algorithme mis en �uvre doit pouvoir g�erer des taux de

fraction volumique tr�es importants ou tr�es faibles, mais �egalement tenir compte du caract�ere

fortement compressible, au sens �

2

variable, de l'�ecoulement des particules. Quand des bulles

apparaissent, on met en contact des r�egions tr�es appauvries en particules comme l'int�erieur des

bulles o�u �

2

' 10

�2

ou dans la colonne au-dessus du lit o�u �

2

' 10

�6

, avec des r�egions tr�es

denses, la fraction volumique dans le lit pouvant avoisiner par endroits le taux de compactage

maximum �

max

= 0:64. On n'a pas constat�e sur les simulations pr�esent�ees de violation du

principe du maximum de la variable fraction volumique, même si on atteint par endroit un

taux de compactage de 63.9 %. Mais cette variable n�ecessite d'être r�eajust�ee �a une valeur

proche de z�ero (�x�ee �a 10

�6

dans nos applications) quand elle devient n�egative dans le haut de
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la colonne qui ne cesse, par l'action de la gravit�e, de s'appauvrir en particules. On note que,

par contre, la compressibilit�e du gaz pourrait être n�eglig�ee pour ce r�egime d'�ecoulement.

Pour les simulations suivantes, on consid�ere le mod�ele �a deux uides (4.1) avec les mêmes

hypoth�eses et lois de fermeture que pr�ec�edemment, �a savoir :

{ la phase gazeuse est suppos�ee compressible ;

{ les e�ets de la di�usion sont n�eglig�es ;

{ la turbulence de l'�ecoulement porteur n'est pas prise en compte ;

{ la pression moyenne de l'�ecoulement porteur ne d�epend que de �

1

(Cf. l'�equation (4.3)) ;

{ les collisions inter-particulaires sont mod�elis�ees par (4.4) avec h(�

2

) = 1 et (4.5b) ;

{ la force de trâ�n�ee est mod�elis�ee par l'�equation (4.6)

{ et les e�ets de la gravit�e sont pris en compte.

Les tests ont �et�e r�ealis�es pour un �ecoulement de gaz caract�eris�e par  = 7=5, K = 10

5

et

�

1

= 10

�5

m

2

.s

�1

; et des particules de charbon de densit�e �

2

= 2500 kg.m

�3

, de diam�etre

d

2

= 5:10

�4

m, �

max

= 0:64 et e

c

= 1. La force gravitationnelle est g = (0; 9:81m:s

�2

)

t

.

Comme il est pr�ecis�e plus haut, le mod�ele (4.1) est issu d'un mod�ele �a cinq �equations pour

lequel on a int�egr�e l'�equation d'�evolution de l'�energie cin�etique des particules (q

2

2

)((x; y); t) et

abouti aux relations de fermeture (4.4), (4.5b) et (4.5a). Par int�egration, il vient alors une

constante < q

2

2

>

0

, caract�eristique de l'agitation des particules, dont on doit d�eterminer la

valeur. L'exp�erience montre que (q

2

2

)((x; y); t) varie beaucoup suivant la r�egion consid�er�ee : �a

l'int�erieur du lit o�u (q

2

2

)((x; y); t) ' 10

�3

m

2

.s

�2

, �a la surface du lit o�u (q

2

2

)((x; y); t) ' 1 m

2

.s

�2

,

et dans la partie sup�erieure du foyer appauvrie en particules o�u (q

2

2

)((x; y); t) ' 10

�5

m

2

.s

�2

.

On regardera dans notre cas l'inuence de < q

2

2

>

0

sur l'�ecoulement.

Suivant l'application industrielle consid�er�ee, l'enceinte peut avoir un volume de plusieurs di-

zaines de m�etres cube et le rapport entre la hauteur et la largeur de la colonne a des cons�equences

sur les caract�eristiques de l'�ecoulement. Le domaine bidimensionnel de calcul D que l'on consi-

d�ere est une colonne de 0.5 m de large par 1.5 m de haut, avec des conditions aux limites de

paroi sur les parois verticales de la colonne, des conditions aux limites de sortie en haut et, sur

la grille situ�ee �a la base du foyer, des conditions aux limites d'entr�ee pour le gaz et de paroi

pour les particules. La quantit�e de particules dans le domaine doit être conserv�ee durant toute

la simulation.

On initialise les calculs avec un lit de particules de hauteur y

0

< 1:5 m. au repos (U

1

= U

2

= 0).

On consid�ere deux cas qui se di��erencient par la valeur initiale de la fraction volumique dans le

lit : soit �

2

est relativement loin du taux de compactage maximum, i.e. �

2

= 20 % et le d�ebut

de la simulation num�erique se caract�erise par la formation du lit dense, soit �

2

est pr�es du taux

de compactage maximum, �

2

= 63 %. Les conditions initiales sont d�ecrites dans le tableau 4.3 ;

on note que la vitesse V

1

d'entr�ee donn�ee est di��erente de la vitesse de uidisation, elle d�esigne

ici la vitesse du gaz en amont de la grille hors de la chemin�ee �a partir de laquelle on va calculer

un ux (Cf. le paragraphe 4.5.4.2 sur les conditions aux limites et notamment les conditions

r�eservoirs).
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C.L. Entr�ee C.I. Int�erieur C.L. Sortie

y = 0, t � 0 y 2 [0; 1:5], t = 0 y = 1:5, t � 0

�

1

= 1 kg.m

�3

�

1

= 1 �

1

= 1

Gaz U

1

= 0 U

1

= 0 U

1

= 0

V

1

param�etre V

1

= 0 V

1

= 0

C.I. Int�erieur C.L. Sortie

0 < y < y

0

, t = 0 y

0

< y < 1:5, t = 0 y = 1:5, t � 0

Cas n

o

1 Cas n

o

2

�

2

= 0:2 �

2

= 0:63 �

2

= 10

�6

�

2

= 2:10

�6

Particules y

0

= 0:5 y

0

= 0:476 y

0

suivant cas

U

2

= 0 U

2

= 0 U

2

= 0 U

2

= 0

Tab. 4.3 { Conditions initiales et aux limites pour la simulation des lits uidis�es denses.

Les calculs sont e�ectu�es avec une CFL �egale �a 0.5. On pr�ecise la d�e�nition de plusieurs quantit�es

comme la quantit�e de particules dans le domaine :

M (t) =

ZZ

D

�

2

((x; y); t) dx dy

La hauteur du lit est une quantit�e moyenne int�eressante car elle apporte des renseignements

signi�catifs sur le r�egime de l'�ecoulement. On la d�e�nit de la fa�con suivante :

H(t) =

2

ZZ

D

�

2

((x; y); t) y dx dy

M (t)

On pr�esente sur les courbes qui suivent une hauteur de lit normalis�ee par rapport �a la hauteur

de lit initiale H

0

= H(t = 0), i.e.

^

H(t) = H(t)=H

0

. On veut �egalement suivre l'�evolution de la

fraction volumique moyenne des particules dans le lit, elle est d�e�nie par :

(�

2

)

moy

(t) =

M (t)

H(t)� L

D

o�u L

D

d�esigne la largeur du domaine. La vitesse de uidisation est �egalement un param�etre

important puisque c'est elle qui va imposer le r�egime de l'�ecoulement. La fa�con dont sont mises

en �uvre les conditions aux limites d'entr�ee (Cf. le paragraphe 4.5.4.2) dans le code ne permet

pas d'imposer la vitesse de uidisation puisque l'on utilise des conditions de type r�eservoir

(V

1

j

Entr�ee

) pour lesquelles on impose un �etat in�ni amont mais pas le ux (Cf. la remarque 4.11).

Par conservation des d�ebits, on peut n�eanmoins estimer la vitesse de uidisation correspondant

�a nos simulations �a partir du d�ebit moyen du gaz (�

1

�

1

V

1

)

moy

(t) sur les cellules du domaine

adjacentes �a la grille d'entr�ee. Soit C

Entr�ee

l'ensemble des cellules du maillage adjacentes �a la

grille de uidisation �

Entr�ee

(j�

Entr�ee

j = L

D

), on d�e�nit alors le d�ebit moyen (�

1

�

1

V

1

)

moy

(t) :
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(�

1

�

1

V

1

)

moy

(t) =

1

L

D

X

C

i

2C

Entr�ee

Z

C

i

\�

Entr�ee

(�

1

�

1

V

1

)(x 2 C

i

; t) dx

Soit V

f

(t) la vitesse de uidisation qui est la vitesse d'injection du gaz calcul�ee hors du lit sous

la grille d'entr�ee. On �ecrit la relation de conservation du d�ebit de gaz entre les d�ebits avant la

grille (monophasique avec �

1

= 1 et �

1

= 1kg:m

�3

) et juste apr�es, i.e. V

f

(t) ' (�

1

�

1

V

1

)

moy

(t).

Plusieurs expressions sont propos�ees dans la litt�erature pour le calcul de la vitesse minimum de

uidisation V

mf

(Cf. [Boe97] et [Kun91] notamment pour une �etude plus d�etaill�ee). On utilise

ici une formulation, d�erivant de la loi d'Ergun, qui est bas�ee sur le calcul de la chute de pression

au seuil de uidisation. V

mf

est alors solution de :

�

2

g(1 � �

max

)

3

d

2

=

150�

max

�

1

d

2

�

1

V

mf

+ 1:75 �

1

V

2

mf

(4.39)

La premi�ere simulation e�ectu�ee concerne la formation d'un lit dense, la condition initiale

associ�ee au cas n

o

1 consid�erant un lit dans lequel les particules occupent 20 % du volume total. A

vitesse d'injection de gaz nulle et dans des conditions r�eelles d'exp�erience, les particules doivent

tomber, sous l'action de la gravit�e, jusqu'�a former un ((tas de sable)), dans lequel �

2

= �

max

et U

2

= 0. Le syst�eme (4.1) ne peut pas atteindre cet �etat stationnaire car �

2

= �

max

n'est

pas solution de ce syst�eme. En e�et, si �

2

= �

max

alors g(�

2

) = +1 ce qui donne une

pression granulaire �

2

�(�

2

) in�nie. On e�ectue n�eanmoins cette simulation pour voir d'une

part comment l'algorithme va g�erer la disparition de particules dans la partie sup�erieure de

la colonne et l'accumulation de ces derni�eres sur la grille, mais aussi pour voir comment le

syst�eme (4.1) va approcher l'�etat ((tas de sable)). On repr�esente sur la �gure [4.30] le pro�l de la

fraction volumique des particules suivant la hauteur de la colonne. Au temps interm�ediaire, on

observe trois phases dans l'�ecoulement : un �etat interm�ediaire constant, �

2

= 0:2, qui concerne

les particules qui subissent juste la gravit�e sans rentrer en collisions avec d'autres particules

(vitesse de chute d'environ 1.4 m.s

�1

), un tr�es fort gradient en bas de colonne vers un �etat tr�es

dense d'accumulation des particules, �

2

= 0:6, et une d�etente qui relie la zone quasiment vide

de particules, �

2

= 10

�6

, �a l'�etat interm�ediaire. A l'�etat ((quasi)) stationnaire, les particules ont

compact�e en un lit dense, �

2

= 0:6, de 0.2 m de hauteur. On a trac�e �egalement l'�evolution des

r�esidus massiques

1

. On observe une instationnarit�e ((d�esorganis�ee)) de ceux-ci jusqu'aux environs

de la 50000

i�eme

it�eration (temps physique environ 0.7 s.), ce qui correspond �a la phase de

formation du lit dense et, au-del�a, des oscillations r�eguli�eres de p�eriode environ 30000 it�erations

(temps physique environ 0.42 s.) qui correspondent �a de l�eg�eres oscillations du lit invisibles

�a l'oeil nu qui maintiennent le syst�eme �a un �etat ((quasi)) stationnaire de lit dense sans que

num�eriquement le principe du maximum soit viol�e. Sur le pro�l de vitesse des particules, �a l'�etat

((quasi)) stationnaire, trac�e �a deux instants di��erents, on observe que la vitesse est quasiment

nulle dans le lit, qu'elle subit de tr�es forts gradients �a la surface du lit mais qu'elle subit

�egalement des instabilit�es qui sont les manifestations des oscillations des r�esidus massiques. Sur

cette simulation, e�ectu�ee avec

2

3

< q

2

2

>

0

= 10

�2

m

2

:s

�2

, le taux de compactage des particules

atteint en bas de colonne est de 60 % ; on verra sur les simulations suivantes que la valeur de

< q

2

2

>

0

a des r�epercussions importantes sur le taux de compactage que peuvent atteindre les

particules.

1: Le r�esidu temporel massique associ�e �a la phase k, entre les temps t

n

et t

n+1

, est calcul�e par

R

n+1

k

=

jj�

n+1

k

�

n+1

k

��

n

k

�

n

k

jj

L

2

jj�

n

k

�

n

k

jj

L

2
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On e�ectue ensuite la simulation avec les conditions initiales associ�ees au cas n

o

1 avec V

1

j

Entr�ee

=

8m:s

�1

pour trois valeurs de

2

3

< q

2

2

>

0

di��erentes, �a savoir 10

�2

, 10

�3

et 10

�4

m

2

:s

�2

et sur

un maillage plutôt grossier de 20 � 60 �el�ements. On montre sur la �gure [4.31] l'�evolution

temporelle de la fraction volumique moyenne des particules dans le lit, des r�esidus de masse et

de la hauteur de lit et sur la �gure [4.32] trois images instantan�ees de r�epartition des particules

dans le lit. On d�eduit le comportement suivant : pour de grandes valeurs de < q

2

2

>

0

, i.e.

< q

2

2

>

0

=jjU

2

jj

2

' 10

�4

, les particules compactent moins (max(�

2

) = 0:58 et (�

2

)

moy

= 0:32)

et le lit est moins perturb�e ; en outre, on constate surtout une expansion homog�ene du lit

et si des bulles de gaz sont form�ees, la concentration volumique des particules �a l'int�erieur

reste �elev�ee (10 % < �

2

< 20 %). Inversement, pour de petites valeurs de < q

2

2

>

0

, i.e.

< q

2

2

>

0

=jjU

2

jj

2

' 10

�6

, l'�ecoulement est beaucoup plus ((explosif)), les particules compactent

beaucoup plus pouvant pratiquement atteindre le taux de compactage maximum, le lit est tr�es

perturb�e et la concentration volumique des particules dans les bulles de gaz est de l'ordre de 1 %.

Dans les simulations suivantes, on consid�erera une valeur de < q

2

2

>

0

de l'ordre de 10

�4

m

2

:s

�2

.

Des �etudes de sensibilit�e par rapport au maillage (Cf. [Boe97]) montrent que le diam�etre des

particules par rapport �a la largeur des cellules du maillage (que l'on note �x) est un crit�ere

important. On e�ectue alors une simulation sur deux maillages di��erents : un maillage r�egulier

assez grossier de 20 � 60 �el�ements (�x = 0:025 m) et un maillage non structur�e ra�n�e en

bas du foyer pr�es de la grille, de 9400 �el�ements (obtenu par un algorithme Vorono��) repr�esent�e

sur la �gure [4.34] (�x = 0:01 m). La simulation est e�ectu�ee avec les conditions initiales

associ�ees au cas n

o

2, une vitesse d'entr�ee V

1

j

Entr�ee

= 14m:s

�1

et

2

3

< q

2

2

>

0

= 2:10

�4

m

2

:s

�2

.

On compare sur la �gure [4.33] les r�esultats obtenus avec deux maillages di��erents. On note

que le maillage inuence la pr�esence ou l'absence de bulles dans la simulation. En e�et, dans le

cas du maillage grossier, l'�evolution de la hauteur de lit montre une expansion de ce dernier en

d�ebut de simulation puis une quasi stabilit�e, le ux de gaz traversant le lit de fa�con homog�ene en

cheminant entre les particules. La hauteur de lit est contrôl�ee par la concentration de particules

dans le lit mais �egalement par le volume des bulles (qui est compris dans le calcul de H(t)) et

l'�evolution de la hauteur de lit associ�ee �a la simulation avec le maillage ra�n�e montre bien par

ses variations qu'il y a formation de bulles. Ainsi la physionomie de l'�ecoulement est tr�es a�ect�ee

par la r�esolution du maillage. Les maillages quali��es de grossiers favorisent donc l'expansion

du lit et la non apparition de bulles, la circulation des particules s'organisant autour de grands

tourbillons dans le lit. Le rapport entre la largeur de la colonne et la hauteur du lit �etant environ

�egal �a 1, l'�echelle spatiale de ces tourbillons de recirculation des particules dans le lit est li�ee

�a la largeur de la colonne. D'autres simulations parmi celles d�ej�a d�ecrites nous ont �egalement

permis de mettre en �evidence que les grosses mailles inuencent aussi la fraction volumique

des particules qui compactent moins dans le lit et qui restent trop importantes �a l'int�erieur des

bulles de gaz. L'�echelle de longueur caract�eristique des instabilit�es dans le lit est notamment

li�ee au diam�etre des particules. Cette �echelle est d'autant plus petite que les particules sont

�nes et elle n�ecessite un maillage �n pour que les instabilit�es soient capt�ees (d'o�u le ra�nement

proche de la grille o�u apparaissent les bulles).

On pr�esente maintenant sur les �gures [4.35] �a [4.42] les r�esultats d'une simulation e�ectu�ee �a

partir des conditions initiales associ�ees au cas n

o

2 avec V

1

j

Entr�ee

= 14m:s

�1

et

2

3

< q

2

2

>

0

=

10

�4

m

2

:s

�2

avec le maillage non structur�e ra�n�e repr�esent�e sur la �gure [4.34] et pour un temps

d'int�egration de 10 s. On voit sur la �gure [4.35] que l'�ecoulement est tr�es fortement perturb�e

par la formation de bulles ; la hauteur de lit, initialement �egale �a 0.5 m, varie entre 0.6 et 0.7 m;

le d�ebit moyen (�

1

�

1

V

1

)

moy

(t) en entr�ee du domaine est d'environ 0.8 m.s

�1

ce qui correspond �a

une vitesse de uidisation d'environ 0.8 m.s

�1

. Ce r�esultat est coh�erent avec la vitesse minimum

de uidisation calcul�ee �a partir de (4.39) qui est d'environ 0.24 m.s

�1

pour ce cas mais aussi
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avec les r�esultats obtenus dans [Bal95] �a partir de simulations du mod�ele �a cinq �equations

pour les mêmes caract�eristiques des particules. La fraction volumique moyenne des particules

est contrôl�ee par l'expansion du lit mais aussi par le volume des bulles pr�esentes dans le lit, en

moyenne �

2

est �egal �a 0.5 dans le lit. Sur la �gure [4.36], on observe la formation, l'�evolution puis

l'�eclatement en surface du lit de deux bulles (0.05 s. environ s�eparent deux images successives),

le temps physique associ�e �etant entre 4.675 et 5.325 s. On constate qu'elles sont de forme

allong�ee dans la zone de formation proche de la grille, plutôt arrondie dans le lit et aplatie

quand elles s'approchent de la surface du lit. La hauteur de lit n'est pas su�sante pour calculer

pr�ecis�ement la vitesse de ces bulles ; on estime n�eanmoins leur vitesse �a environ 1.15 m.s

�1

et

leur diam�etre de l'ordre d'une quinzaine de centim�etres. La fraction volumique des particules

est sup�erieure �a 0.6 dans les r�egions homog�enes sans bulle. On constate que la formation des

bulles perturbe fortement l'�ecoulement pour les temps d'int�egration �a suivre puisque l'on voit

la formation d'une instabilit�e ressemblant �a une chemin�ee (o�u �

2

> 0:2) qui se forme dans le

sillage de la seconde bulle. Comme dans le cas de bulles de gaz dans un liquide, on montre sur

la �gure [4.37] la coalescence de deux bulles le temps physique associ�e �etant entre 2.9 et 3.4 s.

Sur la �gure [4.38], on superpose les d�ebits de gaz et de particules �a la fraction volumique des

particules dans le lit. On constate que le gaz circule dans le sens ascendant et majoritairement

dans les zones appauvries en particules, telles que les bulles, alors que les particules uidis�ees

par l'�ecoulement porteur et pouss�ees par les bulles circulent dans de grands tourbillons autour

des bulles. On montre sur la �gure [4.39] le pro�l de concentration des particules au centre de

la colonne dans une r�egion homog�ene dense, o�u �

2

est environ �egal �a 0.6, et dans une bulle, o�u

�

2

atteint 0.05. On note un tr�es fort gradient, de type choc, de la concentration dans la partie

inf�erieure (d'o�u encore une fois la n�ecessit�e d'avoir un maillage su�samment �n) et d'un gradient

beaucoup plus r�egulier (zone de d�etente) dans la partie sup�erieure de la bulle. [Boe97] met en

�evidence l'importance du coe�cient d'in�elasticit�e e

c

, de l'expression de la pression granulaire,

sur la grosseur des bulles et la hauteur du lit. Des valeurs plus faibles de e

c

entrâ�nent que �(�

2

)

d�ecrô�t, une formation de bulles plus grosses et une hauteur de lit plus faible car les particules

compactent plus. Sur la �gure [4.40], on montre que les lignes isobares, au sens P (�

1

), sont

r�eguli�erement espac�ees dans les zones homog�enes mais d�eform�ees autour des bulles. La pression

�a la base du lit est fonction de la masse totale du lit, la pression au-dessus du lit �etant �egale

�a la pression dans la colonne. La d�ecroissance lin�eaire de la pression suivant la hauteur est

perturb�ee, dans le lit, par la pr�esence de bulles et l'explosion de ces derni�eres �a la surface. La

�gure [4.41] montre que la pression totale P

tot

= P (�

1

) + �

2

�

2

�(�

2

) �equivaut �a la pression de

l'�ecoulement porteur P (�

1

) dans les zones homog�enes et qu'elle est perturb�ee par la pression

granulaire �

2

�(�

2

) dans les zones tr�es denses (�

2

' 0:64). Sur cette simulation, le maximum

atteint par �

2

est 0.639 et le principe du maximum (4.10) n'a pas �et�e viol�e. On constate sur

la �gure [4.42] que l'on a des �etats non hyperboliques, la condition su�sante d'hyperbolicit�e

�

3

� 0 d�ecrite dans l'�equation (4.16) n'est pas respect�ee et deux valeurs propres sont complexes

conjugu�ees. Ces �etats sont situ�es dans des zones appauvries en particules, i.e. les bulles (dans

le lit, en formation ou bien quand elles �eclatent), dans des r�egions o�u la vitesse relative est la

plus importante mais surtout o�u la c�el�erit�e c

2

est tr�es faible. Deux des valeurs propres associ�ees

sont complexes, le syst�eme est donc elliptique dans ces r�egions. N�eanmoins, la pr�esence de ces

�etats non hyperboliques pour le syst�eme global de convection associ�e au syst�eme (4.1) ne semble

pas d�estabiliser la m�ethode �a pas fractionnaires (les deux sous-syst�emes (4.18) et (4.19) �etant

inconditionnellement hyperboliques).
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Fig. 4.20 {

Simulation d'�ecoulement dans une tuy�ere : en fonction du nombre d'it�erations, (a) �evolution

du pas de temps (en s.), (b) r�esidus de masse par phase.
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Fig. 4.21 { Maillage primal du col de la tuy�ere.
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Fig. 4.22 { Ecoulement dans une tuy�ere : fraction volumique des particules.
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Fig. 4.23 { Ecoulement dans une tuy�ere : densit�e du gaz.
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Fig. 4.24 { Ecoulement dans une tuy�ere : composante horizontale de la vitesse des particules.
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Fig. 4.25 { Ecoulement dans une tuy�ere : composante horizontale de la vitesse du gaz.
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Fig. 4.26 { Ecoulement dans une tuy�ere : module de la vitesse relative.
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Fig. 4.29 { Ecoulement dans une tuy�ere : module de la vitesse relative norm�ee par c
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Simulation �a vitesse d'injection nulle : formation du lit dense jusqu'�a un �etat ((quasi ))

stationnaire. Conditions initiales : cas n

o

1 avec < q

2

2

>

0

= 10

�2

m

2

.s

�2

et V

1

j

Entr�ee

= 0. Pro�l

de la fraction volumique et de la vitesse des particules selon la hauteur de la colonne �a trois

instants di��erents et �evolution (en fonction du nombre d'it�erations) des r�esidus massiques.

Maillage primal r�egulier 20� 60 points.
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Comparaison de simulations de lits uidis�es denses avec des valeurs de < q
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. Evolution temporelle (en s.) de la fraction volumique moyenne des

particules dans le lit, des r�esidus massiques et de la hauteur de lit. Maillage r�egulier 20� 60

points.
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Comparaison de simulations de lits uidis�es denses avec des valeurs de < q
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. Maillage r�egulier 20� 60 points.
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Fig. 4.33 {

Comparaison de simulations de lits uidis�es denses sur deux maillages di��erents. Conditions

initiales : cas n

o

2 avec

2

3

< q
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2

>

0

= 2:10

�4

m

2

.s

�2

, V
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j

Entr�ee

= 14m:s

�1

. Evolution temporelle

(en s.) des r�esidus massiques, de la fraction volumique moyenne des particules dans le lit et

de la hauteur de lit. Maillage r�egulier 20� 60 points et maillage ra�n�e non structur�e

d'environ 9400 �el�ements (Cf. �gure [4.34]).



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 173

Fig. 4.34 {

Maillage primal d'une colonne pour la simulation de lits uidis�es denses. Ce maillage non

structur�e, d'environ 9400 �el�ements, est g�en�er�e par un algorithme Vorono�� et se caract�erise par

un ra�nement en bas du foyer o�u se forment les bulles.
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Simulation d'un lit uidis�e dense. Conditions initiales : cas n
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. Evolution temporelle (en s.) de la fraction volumique moyenne des

particules dans le lit, des r�esidus massiques, de la vitesse de uidisation et de la hauteur de

lit. Maillage non structur�e [4.34].
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Formation, �evolution et explosion de bulles de gaz d'apr�es une simulation d'un lit uidis�e

dense. Conditions initiales : cas n
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.

On observe la r�epartition des particules dans le lit. Environ 0.05 s. s�eparent chaque image.

Maillage non structur�e [4.34].
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Coalescence de deux bulles de gaz d'apr�es une simulation d'un lit uidis�e dense. Conditions

initiales : cas n
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. On observe la

r�epartition des particules dans le lit. Environ 0.05 s. s�eparent chaque image. Maillage non

structur�e [4.34].
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Superposition de la r�epartition des particules et des d�ebits de gaz et de particules dans un lit
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. Maillage non structur�e [4.34].
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Visualisation, dans un lit uidis�e dense, du pro�l de concentration de la fraction volumique

des particules dans une bulle. Conditions initiales : cas n
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. Maillage non structur�e [4.34].
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D�eformation des isolignes de pression P (�
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) autour d'une bulle dans un lit uidis�e dense.
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>

0

= 10

�4

m

2

.s

�2

et V

1

j

Entr�ee

= 14m:s

�1

.

Maillage non structur�e [4.34].
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Fig. 4.42 {

Visualisation d'�etats non hyperboliques (�

3

< 0) situ�es dans une bulle de gaz d'un lit uidis�e

dense. Conditions initiales : cas n

o

2 avec

2

3

< q

2

2

>

0

= 10

�4

m

2

.s

�2

et V

1

j

Entr�ee

= 14m:s

�1

.

Maillage non structur�e [4.34].



182 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 183

Chapitre 5

Un mod�ele homog�ene �a trois

�equations pour les �ecoulements

diphasiques de type

gaz-particules

On s'int�eresse maintenant �a un mod�ele homog�ene �a trois �equations (deux �equations de conser-

vation de masse et une �equation de conservation de quantit�e de mouvement du m�elange) qui ne

suppose aucune vitesse de glissement entre les deux phases. Ce mod�ele est conservatif, incondi-

tionnellement hyperbolique et admet une caract�erisation entropique. On r�esout le probl�eme de

Riemann associ�e et l'on montre que le respect du principe du maximum de la variable fraction

volumique est intimement li�e au choix de la pression intergranulaire. On choisit de r�esoudre

num�eriquement ce syst�eme par un solveur de Riemann lin�earis�e, le sch�ema vfRoe, dont l'id�ee

originale est pr�esent�ee dans [Gal96b] et [Mas96]. Le sch�ema utilis�e ici pr�esente une modi�cation

qui a �et�e introduite dans [Buf96] dans le cadre des gaz r�eels (Cf. le chapitre 3). On pr�esente

ensuite trois tests num�eriques de type tube �a choc que l'on compare avec des simulations du

mod�ele �a deux uides �a quatre �equations �etudi�e dans le chapitre 4, et l'on regarde en�n la

simulation d'un �ecoulement diphasique dans une tuy�ere.

5.1 Pr�esentation du mod�ele

On consid�ere le syst�eme ci-dessous pour la mod�elisation des �ecoulements diphasiques de type

gaz-particules :
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@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U ) = 0 (5.1a)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U ) = 0 (5.1b)

@

@t

(�U ) +r:(�U 
 U ) +rP (�

2

; �

1

) = �� g �r:(�) (5.1c)

o�u � = �

1

�

1

+ �

2

�

2

et U d�esignent la masse volumique et la vitesse du m�elange, �

1

et �

1

la fraction volumique et la densit�e du gaz et �

2

et �

2

la fraction volumique et la densit�e

des particules. Ce syst�eme suppose que la phase gazeuse est compressible, la phase dispers�ee

incompressible (�

2

constant), et qu'il n'y a pas de vitesse glissement d'une phase par rapport �a

l'autre. Un mod�ele similaire a �et�e �etudi�e dans [Gav96].

Les fractions volumiques v�eri�ent :

�

1

+ �

2

= 1 (5.2)

La pression moyenne totale de l'�ecoulement P (�

2

; �

1

) comprend deux composantes : une pres-

sion du milieu continu porteur (la phase gazeuse) et une pression granulaire qui mod�elise les

�ecoulements dilu�es ou denses. On la d�e�nit par :

P (�

2

; �

1

) = P

1

(�

1

) + �

2

P

2

(�

2

) (5.3)

o�u

P

1

(�

1

) = K�



1

(5.4)

et

P

2

(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

5=3

2

(1 + g(�

2

))h(�

2

) (5.5)

avec

logh(�

2

) =

4

3

(1 + e

c

)

2�

max

5�

max

� 2

�

1�

�

2

�

max

�

1�

5

2

�

max

(5.6a)

g(�

2

) = 2�

2

�

1�

�

2

�

max

�

�

5

2

�

max

(1 + e

c

) (5.6b)
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Le terme P

1

(�

1

) d�esigne la pression moyenne de la phase gazeuse et P

2

(�

2

) prend en compte

les collisions interparticulaires. K est une constante de r�ef�erence positive de la forme P (�

0

)=�



0

avec  l'indice adiabatique du gaz, e

c

est une constante pour la prise en compte des collisions

interparticulaires in�elastiques (0 < e

c

< 1), �

max

est le taux de compactage maximum des

particules ind�eformables suppos�ees sph�eriques (que l'on prend en pratique �egal �a 0.64) et <

q

2

2

>

0

est une constante de dimension [m:s

�1

]

2

.

Les termes de di�usion sont mod�elis�es par (avec � la viscosit�e dynamique du m�elange) :

� = ��

�

rU +r

t

U �

2

3

(r:U):Id

�

(5.7)

Remarque 5.1 Le mod�ele (5.1) peut être d�eriv�e du mod�ele �a deux uides �a quatre �equations

�etudi�e dans le chapitre 4. On rappelle celui-ci :

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

1

) = 0

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

2

) = 0

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +r:(�

1

�

1

U

1


 U

1

) + �

1

rP

1

(�

1

) = �I � �

1

�

1

g

@

@t

(�

2

U

2

) +r:(�

2

U

2


 U

2

) +

�

2

�

2

rP

1

(�

1

) +rP

2

(�

2

) =

I

�

2

� �

2

g

On introduit les variables masse volumique du m�elange � = �

1

�

1

+ �

2

�

2

, vitesse du m�elange

U

m

= (U

1

+ U

2

)=2 et vitesse relative U

r

= (U

2

� U

1

). On r�e�ecrit le syst�eme en fonction de

U

m

et U

r

en ne conservant qu'une �equation de conservation de la quantit�e de mouvement du

m�elange (obtenue en sommant les �equations de quantit�e de mouvement de chaque phase) :

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

m

) =

1

2

r:(�

1

�

1

U

r

)

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

m

) = �

1

2

r:(�

2

U

r

)

@

@t

(� U

m

) +r:(� U
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 U

m

) +r(P

1

(�

1

) + �

2

P

2

(�

2

))

=

1

2

@

@t

((�

1

�

1

� �

2

�

2

) U

r

) +

1

2

r:

�

(�

1

�

1

� �

2

�

2

) U

r




�

2U

m

�

U

r

2

��

� � g

On note que le terme de trâ�n�ee I disparâ�t dans la sommation des deux �equations de quantit�e

de mouvement. On fait alors l'hypoth�ese que la vitesse relative entre les deux phases U

r

est
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nulle ; le syst�eme comprend alors deux �equations de conservation de masse et une �equation de

conservation de quantit�e de mouvement moyenne, et s'�ecrit :

@

@t

(�

1

�

1

) +r:(�

1

�

1

U

m

) = 0

@

@t

�

2

+r:(�

2

U

m

) = 0

@

@t

(�U

m

) +r:(�U

m


 U

m

) +r(P

1

(�

1

) + P

2

(�

2

)) = �� g :

Le syst�eme (5.1) n'est n�eanmoins pas un sous-syst�eme de (4.1) pour U

r

= 0.

On d�e�nit les c�el�erit�es c

1

et c

2

suivantes :

c

2

1

(�

2

; �

1

) =

@

@�

1

P (�

2

; �

1

) � 0

�

2

c

2

2

(�

2

; �

1

) =

@

@�

2

P (�

2

; �

1

) � 0

(5.8)

Elles sont li�ees par la relation de compatibilit�e suivante :

@

@�

2

c

2

1

(�

2

; �

1

) = �

2

@

@�

1

c

2

2

(�

2

; �

1

)

Les conditions de r�ealisabilit�e physique imposent :

0 � �

2

< �

max

� 1

0 � �

1

(5.9)

5.2 Quelques propri�et�es du syst�eme global

Le syst�eme (5.1) est conservatif, invariant par rotation et rentre dans le cadre classique des

syst�emes hyperboliques.

5.2.1 Entropie du syst�eme

Soit W le vecteur des variables d'�etat conservatives :
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W

t

= (�

1

�

1

; �

2

; � U )

On g�en�eralise tout d'abord le r�esultat �a une fonction P (�

2

; �

1

) quelconque. Soit (�(W ); F

�

(W ))

un couple entropie-ux d'entropie du syst�eme (5.1), il est donn�e par :

�(W ) =

1

2

� jjU jj

2

+  (�

2

; �

1

) ; F

�

(W ) = (� + P (�

2

; �

1

))U (5.10)

o�u la fonction  (�

2

; �

1

) est d�e�nie implicitement de la fa�con suivante :

P (�

2

; �

1

) = � (�

2

; �

1

) + �

2

@

@�

2

 (�

2

; �

1

) +

�

1

�

1

@

@�

1

 (�

2

; �

1

) (5.11)

On obtient alors la caract�erisation entropique suivante du syst�eme (5.1) en pr�esence de termes

visqueux du second ordre (en n�egligeant les e�ets de la gravit�e) :

@

@t

�(W ) +r:F

�

(W ) +r:(� U ) = S

�

(W )

Le signe de S

�

(W ) est d�etermin�e, puisque :

S

�

(W ) =

1

2

� :

�

rU +r

t

U

�

� 0

On associe �a cette caract�erisation la limite non visqueuse suivante :

@

@t

�(W ) +r:F

�

(W ) � 0

Si on consid�ere la pression P (�

2

; �

1

) suivante :

P (�

2

; �

1

) = P

1

(�

1

) + �

2

P

2

(�

2

);

la forme admissible de la fonction  (�

2

; �

1

) est alors :

 (�

2

; �

1

) = �

1

�

1

 

1

(�

1

) + �

2

�

2

 

2

(�

2

) (5.12)
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avec

d

d�

1

 

1

(�

1

) =

P

1

(�

1

)

�

2

1

(5.13a)

et

d

d�

2

 

2

(�

2

) =

P

2

(�

2

)

�

2

2

(5.13b)

Remarque 5.2 On note que cette caract�erisation entropique est formellement semblable �a celle

du mod�ele �a deux uides �a quatre �equations (4.1) �etudi�ee dans le paragraphe 4.2.1 alors que le

mod�ele homog�ene (5.1) �a trois �equations n'est pas un sous-syst�eme de ce dernier.

A la travers�ee d'un choc (de vitesse �), l'in�egalit�e d'entropie nous permet de choisir la solution

physiquement admissible :

��[�(W )] + [F

�

(W )] � 0

Elle est �equivalente �a :

�

 (�

2

; �

1

) + P (�

2

; �

1

) + �

[ (�

2

; �

1

)]

[�]

�

[U ] � 0

Si la pression P (�

2

; �

1

) est de la forme (5.3,5.4,5.5,5.6) et la fonction  (�

2

; �

1

) conforme �a

(5.12,5.13), on peut alors montrer que l'in�egalit�e d'entropie est �equivalente �a :

[U ] � 0 (5.14)

5.2.2 Principe du maximum

On pr�ecise tout d'abord que l'on d�esignera par loi de pression granulaire ((dilu�ee)), une fonction

P

2

(�

2

) du même type que celle utilis�ee dans [Sai95a], [Sai95b] et [Rav95] pour les �ecoulements

dilu�es gaz-liquide (i.e. telle que g(�

2

) = 0 et h(�

2

) = 1 dans le formalisme des �equations (5.5)

et (5.6)), �a savoir, une loi P

2

(�

2

) monotone croissante et born�ee. On d�esignera par loi de

pression granulaire ((dense)), une fonction P

2

(�

2

) monotone croissante et non born�ee (i.e. telle

que P

2

(�

max

) = +1) du même type que celle d�ecrite en (5.5) et (5.6).

On a montr�e dans le chapitre 4 que, sur la base d'un mod�ele �a deux uides �a quatre �equations

(deux �equations de conservation de masse et deux �equations de quantit�e de mouvement), on

peut pr�eserver num�eriquement le principe du maximumpour la variable fraction volumique en

utilisant une m�ethode �a pas fractionnaires et des sch�emas de Godunov dans chaque sous-pas,

d�es lors que l'on consid�ere une loi de pression granulaire de type ((dense)). N�eanmoins, ceci ne
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permet pas de conclure que le principe du maximum est valable dans le cas continu puisque

l'on ne sait pas montrer que la m�ethode �a pas fractionnaires est convergente. Par contre, dans

le cadre du mod�ele homog�ene �a trois �equations (5.1), l'�etude du probl�eme de Riemann associ�e

va nous permettre de montrer qu'avec une loi de pression intergranulaire de type ((dilu�ee)), on

v�eri�e que :

0 � �

2

� 1 (5.15)

alors que, dans le cas d'une loi ((dense)), on a :

0 � �

2

< �

max

� 1 (5.16)

Si l'on applique le lemme 4.1 aux �equations de conservation de la masse (5.1a) et (5.1b), on

obtient d�ej�a la positivit�e des variables �

2

et �

1

�

1

.

5.3 Etude de l'hyperbolicit�e du syst�eme de convection

Le syst�eme de convection associ�e �a (5.1) admet, en dimension 2 d'espace, les valeurs propres

suivantes (en notant U = U:n) :

�

1

= U � c

�

2;3

= U

�

4

= U + c

o�u

c =

s

�

1

c

2

1

+ �

1

�

2

�

2

c

2

2

�

1

�

(5.17)

Les champs associ�es aux ondes �

1

et �

4

sont vraiment non lin�eaires et ceux associ�es �a �

2

et �

3

sont lin�eairement d�eg�en�er�es (c

1

et c

2

�etant d�e�nis dans l'�equation (5.8)).

Le syst�eme de convection associ�e �a (5.1) est donc inconditionnellement hyperbolique d�es lors

que les conditions de r�ealisabilit�e physiques (5.9) sont respect�ees.

Remarque 5.3 La c�el�erit�e c n'est pas la moyenne des c�el�erit�es c

1

et c

2

, car :

c

1

= c

2

entrâ�ne c

2

= c

2

1

�

1 +

(2� �

2

)�

2

�

1

�

1

�

�
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5.4 R�esolution du probl�eme de Riemann

On rappelle le vecteur des variables d'�etat conservatives W

t

= (�

1

�

1

; �

2

; � U ).

On veut r�esoudre le probl�eme de Riemann suivant :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Trouver W (x; t); solution du syst�eme de convection associ�e �a (5.1);

tel que :

W (x; t = 0) =

8

<

:

W

L

si x � 0

W

R

sinon

avec W

L

; W

R

deux �etats constants r�ealisables.

(5.18)

Le syst�eme de convection associ�e �a (5.1) admet, en une dimension, trois valeurs propres, �

1

=

U � c, �

2

= U et �

3

= U + c.

Soit b le rapport des masses partielles :

b =

�

1

�

1

�

2

�

2

On consid�ere c la c�el�erit�e d�e�nie en (5.17) comme fonction de �

1

et b, c(�

2

; �

1

) = c(�

1

; b). Les

invariants de Riemann de chaque champ sont :

1-onde : �

1

=

�

b ; U +

Z

�

1

0

c(a; b)

a(1 + a(�

2

b)

�1

)

da

�

2-onde : �

2

= (P (�

2

; �

1

) ; U )

3-onde : �

3

=

�

b ; U �

Z

�

1

0

c(a; b)

a(1 + a(�

2

b)

�1

)

da

�

Soit � la vitesse d'une discontinuit�e et [:] = (:)

R

� (:)

L

le saut de la variable (:) de part et

d'autre de la discontinuit�e. Les relations de saut de Rankine-Hugoniot sont :

�[�

1

�

1

] = [�

1

�

1

U ] (5.19a)

�[�

2

] = [�

2

U ] (5.19b)

�[�U ] = [�U

2

] + [P (�

2

; �

1

)] (5.19c)
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La 2-3-discontinuit�e de contact se caract�erise par :

� = U

[U ] = [P (�

2

; �

1

)] = 0

Apr�es quelques manipulations alg�ebriques, on montre qu'�a travers un champ vraiment non

lin�eaire, on a :

�

2

[�

1

�

1

] = �

1

�

1

[�

2

]

ou encore :

�

�

1

�

1

�

2

�

2

�

= [b] = 0 (5.20)

Cette derni�ere relation est essentielle. On vient de montrer que la quantit�e b ne varie pas �a

la travers�ee des 1- et 3-ondes (que l'on soit en choc ou en d�etente). On peut alors a�rmer

que la fraction volumique restera inf�erieure �a 1 (si �

1

reste r�ealisable). En e�et, si on �ecrit la

conservation de la quantit�e b �a la travers�ee de la 1-onde qui relie l'�etat initial connu W

L

�a un

premier �etat interm�ediaire W

�

�a d�eterminer, on obtient :

b(�
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; �

�

1

) = b((�

2

)

L

; (�

1

)

L

) = b

L

soit encore :

�

�

2

=

�

�

1

�

�

1

+ �

2

b

L

Comme b

L

est positif, on obtient donc que �

�

2

est �el�ement de l'intervalle [0; 1] si �

�

1

est r�ealisable

(i.e. positif). De mani�ere analogue, si on �ecrit la conservation de la quantit�e b �a la travers�ee de

la 3-onde qui relie le second �etat interm�ediaire W

��

�a d�eterminer �a l'�etat initial connu W

R

, on

obtient :

b(�

��

2

; �

��

1

) = b((�

2

)

R

; (�

1

)

R

) = b

R

soit encore :

�

��

2

=

�

��

1

�

��

1

+ �

2

b

R
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b

R

�etant positif, on obtient que �

��

2

est compris entre 0 et 1 si �

��

1

est r�ealisable. On a donc

montr�e que la solution du probl�eme de Riemann, associ�e �a des �etats initiaux W

L

et W

R

r�eali-

sables, v�eri�ait pour tout (x; t) 2 IR� IR

+�

, �

2

(x; t) 2 [0; 1]. Mais pour obtenir le principe du

maximum (5.16), il nous reste �a d�emontrer que �

�

2

et �

��

2

sont inf�erieurs �a �

max

quand celui-ci

est inf�erieur �a 1.

Remarque 5.4 L'invariance de la quantit�e b peut être assimil�ee �a l'invariance d'une quan-

tit�e physique comparable �a la concentration �

2

�

2

=� (�a la travers�ee des champs vraiment non

lin�eaires).

En �eliminant � de la relation de saut (5.19c), cette derni�ere peut se r�e�ecrire de la fa�con suivante :

�

L

�

R

[U ]

2

= [�] [P (�

2

; �

1

)] (5.21)

ou encore :

�

2

�

R

�

L

[U ]

2

= � [�

2

] [P (�

2

; �

1

)] (5.22)

On rappelle que la solution du probl�eme de Riemann monodimensionnel verra se d�evelopper 3

ondes s�epar�ees par deux �etats interm�ediaires W

�

et W

��

�a d�eterminer. On e�ectue la param�e-

trisation des ondes associ�ees aux champs vraiment non lin�eaires en exprimant la conservation

des invariants de Riemann pour les ondes de d�etente, et par les relations (5.20) et (5.21) pour

les ondes de choc, soit :

1-onde �

�

2

=

�

�

1

�

�

1

+ �

2

b

L

= �

�

2

(�

�

1

; b

L

) en d�etente ou choc

U

�

= U

L

+

Z

(�

1

)

L

�

�

1

c(a; b

L

)

a(1 + a(�

2

b

L

)

�1

)

da en d�etente, �

�

1

� (�

1

)

L

U

�

= U

L

+

s

(�

�

� �

L

)(P (�

�

2

; �

�

1

) � P ((�

2

)

L

; (�

1

)

L

))

�

�

�

L

en choc, �

�

1

� (�

1

)

L

2-onde U

�

= U

��

P (�

�

2

; �

�

1

) = P (�

��

2

; �

��

1

)

3-onde �

��

2

=

�

��

1

�

��

1

+ �

2

b

R

= �

��

2

(�

��

1

; b

R

) en d�etente ou choc

U

��

= U

R

�

Z

(�

1

)

R

�

��

1

c(a; b

R

)

a(1 + a(�

2

b

R

)

�1

)

da en d�etente, �

��

1

� (�

1

)

R

U

��

= U

R

�

s

(�

R

� �

��

)(P ((�

2

)

R

; (�

1

)

R

)� P (�

��

2

; �

��

1

))

�

��

�

R

en choc, �

��

1

� (�

1

)

R
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Or �

�

2

= �

�

2

(�

�

1

; b

L

) et, par d�e�nition, �

�

= �

�

(�

�

2

; �

�

1

) , on a donc �

�

= �

�

(�

�

2

(�

�

1

; b

L

); �

�

1

):

De même, P (�

�

2

; �

�

1

) = P (�

�

2

(�

�

1

; b

L

); �

�

1

):

De fa�con analogue, on a �

L

= �

L

(b

L

; (�

1

)

L

) et P ((�

2

)

L

; (�

1

)

L

) = P (b

L

; (�

1

)

L

):

D'o�u pour la 1-onde en choc ou d�etente :

U

�

= U

L

� f

1

(�

�

1

; ((�

1

)

L

; b

L

))

et de mani�ere analogue entre les �etats W

��

et W

R

:

U

��

= U

R

+ f

2

(�

��

1

; ((�

1

)

R

; b

R

))

On e�ectue ensuite la connexion des ondes par la variable �

1

:

P (�

�

2

(�

�

1

; b

L

); �

�

1

) = P (�

��

2

(�

��

1

; b

R

); �

��

1

) (5.23a)

U

R

� U

L

= �f

1

(�

�

1

; ((�

1

)

L

; b

L

))� f

2

(�

��

1

; ((�

1

)

R

; b

R

)) (5.23b)

L'�equation (5.23a) nous permet de d�eduire �

��

1

= �

��

1

(�

�

1

). On montre que �

�

1

et �

��

1

varient de

fa�con identique :

�

@�

�

2

(�

�

1

)

@�

�

1

@P

@�

2

+

@P

@�

1

�

(�

�

2

(�

�

1

); �

�

1

) =

d�

��

1

(�

�

1

)

d�

�

1

�

@�

��

2

(�

��

1

)

@�

��

1

@P

@�

2

+

@P

@�

1

�

(�

��

2

(�

��

1

(�

�

1

)); �

��

1

(�

�

1

))

Or

@

@�

1

P (�

2

; �

1

) = c

2

1

� 0 et

@

@�

2

P (�

2

; �

1

) = �

2

c

2

2

� 0

@

@�

�

1

�

�

2

(�

�

1

) =

�

2

b

L

(�

�

1

+ �

2

b

L

)

2

� 0

@

@�

��

1

�

��

2

(�

��

1

) =

�

2

b

R

(�

��

1

+ �

2

b

R

)

2

� 0

On obtient donc :

@

@�

�

1

�

��

1

(�

�

1

) � 0
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Et l'�equation (5.23b) peut se r�eduire �a une fonction de �

�

1

:

U

R

� U

L

= �(((�

2

)

L

; (�

1

)

L

); ((�

2

)

R

; (�

1

)

R

); �

�

1

) (5.24)

En d�etente comme en choc, on v�eri�e que :

d

d�

�

1

f

1

(�

�

1

; ((�

1

)

L

; b

L

)) � 0

d

d�

��

1

f

2

(�

��

1

; ((�

1

)

R

; b

R

)) � 0

On montre donc que la fonction �(�

�

1

) est d�ecroissante :

d

d�

�

1

�(�

�

1

) = �

d

d�

�

1

f

1

(�

�

1

)�

d

d�

�

1

�

��

1

(�

�

1

)

d

d�

��

1

f

2

(�

��

1

)

et qu'elle admet comme limites :

lim �(�

�

1

) = �

Z

0

+

(�

1

)

L

c(a; b

L

)

a(1 + a(�

2

b

L

)

�1

)

da�

Z

0

+

(�

1

)

R

c(a; b

R

)

a(1 + a(�

2

b

R

)

�1

)

da

z

1

!0

+

lim �(�

�

1

) = �1

�

�

1

!+1

On obtient donc l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation non lin�eaire (5.24) d�es lors

que :

U

R

� U

L

< �

Z

0

+

(�

1

)

L

c(a; b

L

)

a(1 + a(�

2

b

L

)

�1

)

da�

Z

0

+

(�

1

)

R

c(a; b

R

)

a(1 + a(�

2

b

R

)

�1

)

da

On a d�emontr�e pr�ec�edemment que �

�

2

et �

��

2

sont positives, il nous reste �a prouver qu'elles sont

inf�erieures �a �

max

. Pour v�eri�er le principe du maximumdans un double choc, l'�equation (5.22)

dit que la pression totale P (�

2

; �

1

) de l'�etat interm�ediaire devra absorber une �energie in�nie si

l'�energie cin�etique initiale du uide tend vers l'in�ni. On distingue deux cas :

{ si la pression granulaire P

2

(�

2

) est de type ((dilu�ee)), on aura alors :
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max(P

2

(�

2

)) = P

2

(�

max

) 6= +1

C'est donc la pression du gaz qui absorbera cette �energie. On aura donc �

�

1

qui tend vers

+1, et donc :

max(�

�

2

) = lim

�

�

1

!+1

�

�

�

1

�

�

1

+ �

2

b

L

�

= 1

{ alors que dans le cas d'une pression granulaire P

2

(�

2

) de type ((dense)), on aura :

max(�

�

2

) = �

max

et

max(�

�

1

) = lim

�

�

2

!�

max

�

�

�

2

�

2

b

L

1� �

�

2

�

=

�

max

�

2

b

L

1� �

max

On peut alors �enoncer le r�esultat suivant :

Proposition 5.1 Le probl�eme de Riemann unidimensionnel, dans la direction n, associ�e au

syst�eme (5.1) admet une unique solution entropique �a densit�e �

1

positive et �a taux de pr�esence

�

2

2 [0; �

max

] d�es lors que les conditions initiales v�eri�ent :

(U)

D

� (U)

G

< X

G

+X

D

(5.25)

avec

X

i

=

Z

(�

1

)

i

0

c(a; b

i

)

a(1 + a(�

2

b

i

)

�1

)

da ; i = G; D

(:)

G

et (:)

D

d�esignant respectivement l'�etat de la variable (:) �a gauche et �a droite de la discon-

tinuit�e initiale.

La r�esolution exacte du probl�eme de Riemann nous permet d'envisager la mise en �uvre d'un

sch�ema de Godunov pour calculer les ux num�eriques. Mais le coût CPU serait bien sup�erieur

�a ceux n�ecessaires aux solveurs de Riemann approch�es d'autant plus que l'hypoth�ese d'une loi

de pression granulaire ((dense)) nous laisse peu d'espoir d'int�egrer analytiquement les invariants

de Riemann. On choisit donc de mettre en �uvre un solveur de Riemann approch�e et, plus

particuli�erement, le sch�ema vfRoe modi��e.
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5.5 R�esolution par un sch�ema vfRoe modi��e

Le domaine de calcul est compos�e de cellules volumes �nis INRIA (Cf. les paragraphes 3.1 et

4.5). Le sch�ema volumes �nis que l'on va mettre en �uvre s'appuie sur un solveur de Riemann

lin�earis�e, le sch�ema vfRoe, d�ecrit dans le paragraphe 3.6 et pr�esent�e dans [Gal96b] et [Mas96].

Ce sch�ema qui trouve sa source dans les sch�emas de Godunov et de Roe (Cf. les paragraphes 3.3

et 3.5) a l'avantage, par rapport au sch�ema de Roe, de ne pas n�ecessiter de trouver une moyenne.

L'algorithme d�ecrit ci-dessous pr�esente une modi�cation par rapport �a l'id�ee originale qui est

introduite dans [Buf96] et dont le principe est de r�esoudre le probl�eme de Riemann lin�earis�e

dans des variables autres que les variables conservatives (Cf. le paragraphe 3.7). A cet e�et, on

introduit le vecteur des variables d'�etat non conservatives suivant :

Z

t

= (�

2

; �

1

; U )

Le vecteur des variables d'�etat conservatives �etant W = W (Z) :

W

t

= (�

2

; �

1

�

1

; �

1

�

1

U )

o�u U

t

= (U; V ). Soient C

i

une cellule du maillage, de volume jC

i

j, V (i) l'ensemble des cellules

ayant une fronti�ere commune avec C

i

et n

ij

le vecteur normal �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, ext�erieur �a C

i

(n

ij

= �n

ji

).

On calcule la valeur moyenne de W par cellule C

i

�a la n

i�eme

it�eration, c'est �a dire au temps

physique t

n

, et l'on pose : W (x 2 C

i

; t

n

) = W

n

i

. On a �egalement besoin de certaines valeurs

de W �a l'interface @C

ij

entre les cellules C

i

et C

j

, on introduit alors les notations suivantes :

[W ]

ij

= W

j

�W

i

le saut de W �a l'interface et W

ij

= (W

i

+W

j

)=2 la moyenne arithm�etique.

Le sch�ema d'int�egration sur la cellule C

i

, d'ordre un en temps et en espace, du syst�eme conser-

vatif (5.1), s'�ecrit en deux dimensions d'espace :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

X

j2V (i)

IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) (5.26)

�t d�esigne le pas de temps tel que t

n+1

= t

n

+ �t et IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) le ux num�erique

qui est �egal au ux analytique F(W;n) = n

x

F

x

+ n

y

F

y

pris en un certain �etat moyen

W

ij

(Z

ij

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)) que l'on doit d�eterminer (o�u F

x

et F

y

d�esignent les ux du syst�eme

(5.1) associ�es aux directions spatiales x et y). Le ux num�erique s'�ecrit donc :

IF(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

) = F(W

ij

(Z

ij

(W

n

i

;W

n

j

; n

ij

)); n

ij

) (5.27)

le ux analytique �etant d�e�ni par :
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F(W;n) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�

1

�

1

(U:n)

�

2

(U:n)

� (U :n)U + P (�

2

; �

1

)n

x

� (U :n)V + P (�

2

; �

1

)n

y

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(5.28)

On �ecrit alors le syst�eme de convection associ�e �a (5.1) dans les variables non conservatives

(�

2

; �

1

; U) et dans le rep�ere habituel (x; y) :

@

@t

�

2

+ (U:r)�

2

+ �

2

r:U = 0 (5.29a)

@

@t

�

1

+ (U:r)�

1

+

�

1

�

1

r:U = 0 (5.29b)

@

@t

U + (U:r)U +

1

�

rP (�

2

; �

1

) = 0 (5.29c)

Soit le rep�ere local orthonorm�e (n; �), on r�e�ecrit le syst�eme (5.29) dans ce rep�ere, les composantes

du vecteur vitesse devenant (U

n

; U

�

)t o�u U

n

= U:n et U

�

= U:� , en n�egligeant les variations

selon la direction tangente :

@

@t

�

2

+ U

n

@

@n

�

2

+ �

2

@

@n

U

n

= 0 (5.30a)

@

@t

(�

1

) + U

n

@

@n

�

1

+

�

1

�

1

@

@n

U

n

= 0 (5.30b)

@

@t

U

n

+ U

n

@

@n

U

n

+

1

�

@

@n

P (�

2

; �

1

) = 0 (5.30c)

@

@t

U

�

+ U

n

@

@n

U

�

= 0 (5.30d)

On consid�ere alors le syst�eme lin�eaire hyperbolique tangent suivant, obtenu en gelant localement

la Jacobienne sur l'�etat moyen (:) :

@

@t

0

B

B

@

�

2

�

1

U

n

U

�

1

C

C

A

+

0

B

B

@

U

n

0 �

2

0

0 U

n

�

1

=�

1

0

�

2

c

2

2

=� c

2

1

=� U

n

0

0 0 0 U

n

1

C

C

A

@

@n

0

B

B

@

�

2

�

1

U

n

U

�

1

C

C

A

= 0 (5.31)

Avec les moyennes suivantes :
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� = �

1

�

1

+ �

2

�

2

(5.32a)

�

1

= 1� �

2

(5.32b)

c

2

k

= c

2

k

(�

2

; �

1

) k = 1; 2 (5.32c)

c

2

=

�

1

c

2

1

+ �

1

�

2

�

2

c

2

2

�

1

�

(5.32d)

Le syst�eme r�esultant (5.31) peut être r�esolu pour des conditions initiales donn�ees par :

Z

i

= Z(W

i

) ; Z

j

= Z(W

j

) (5.33)

Pour cela, on a besoin des vecteurs propres �a droite associ�es :

r

1

=

0

B

B

@

�

1

�

2

�

1

��

1

c

0

1

C

C

A

; r

2

=

0

B

B

@

c

2

1

��

2

c

2

2

0

0

1

C

C

A

; r

3

=

0

B

B

@

0

0

0

1

1

C

C

A

; r

4

=

0

B

B

@

�

1

�

2

�

1

�

1

c

0

1

C

C

A

(5.34)

On consid�ere la moyenne arithm�etique �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

, i.e. (:) = (:)

ij

=

1

2

((:)

i

+(:)

j

) pour (:) = �

1

, �

2

ou �

1

. La solution du probl�eme de Riemann lin�earis�e (5.31,5.33)

se compose de trois ondes lin�eairement d�eg�en�er�ees (les 2- et 3-ondes �etant confondues) s�epar�ees

par deux �etats interm�ediaires constants Z

�

et Z

��

qui s'obtiennent simplement:

Z

�

= Z

i

+ x

1

r

1

; Z

��

= Z

j

� x

4

r

4

(5.35)

o�u x

1

et x

4

r�esultent du syst�eme lin�eaire suivant :

Z

j

� Z

i

= x

1

r

1

+ x

2

r

2

+ x

3

r

3

+ x

4

r

4

apr�es r�esolution de ce syst�eme lin�eaire, on obtient les expressions suivantes :

x

1

=

1

2�

1

� c

2

n

c

2

2

�

2

[�

2

] + c

2

1

[�

1

]� � c [U

n

]

o

(5.36a)

x

4

=

1

2�

1

� c

2

n

c

2

2

�

2

[�

2

] + c

2

1

[�

1

] + � c [U

n

]

o

(5.36b)
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o�u [:] = [:]

ij

= (:)

j

� (:)

i

.

La r�esolution compl�ete n�ecessite l'estimation des vitesses U

n

�c des ondes associ�ees au probl�eme

de Riemann approch�e (5.31), et d'�evaluer l'�etat Z

ij

�a l'interface x=t = 0 dans le rep�ere local.

Cet �etat d�epend de la con�guration des ondes par rapport �a la caract�eristique x=t = 0 et s'�ecrit :

Z

ij

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Z

i

si 0 � (U

n

)

ij

� c

ij

Z

�

si 0 � (U

n

)

ij

� c

ij

Z

��

si � c

ij

� (U

n

)

ij

� 0

Z

j

si (U

n

)

ij

+ c

ij

� 0

(5.37)

On a donc d�etermin�e compl�etement le ux num�erique IF �a l'interface entre les cellules C

i

et C

j

.

Remarque 5.5 On note que l'on aurait pu retenir le vecteur des variables d'�etat non conser-

vatives Z

t

= (1=�; P (�

2

; �

1

); U ), et le sch�ema conserverait naturellement, par construction,

les invariants de Riemann P (�

2

; �

1

) et U:n du 2-3-champ lin�eairement d�eg�en�er�e du syst�eme

de convection associ�e �a (5.1). Cette formulation v�eri�e alors le premier principe propos�e dans

[Buf96] et est d�etaill�ee dans [Com96c]. Le probl�eme est alors de retrouver les variables �

2

et �

1

�a partir de la fonction fortement non lin�eaire P (�

2

; �

1

). Cette formulation accrô�t fortement le

temps calcul du sch�ema et l'on pr�ef�erera la premi�ere d�e�nition de Z.

Remarque 5.6 Pour les conditions aux limites de paroi, on introduit une cellule �ctive C

i

�

�etat miroir de la cellule C

i

qui a une fronti�ere commune avec la paroi. On choisit de calculer

le ux num�erique entre la cellule int�erieure et la cellule miroir comme un ux interne. Cette

formulation d'�etat miroir respecte naturellement la condition de glissement (Cf. le paragraphe

4.5.4). Par sym�etrie, on se trouve dans une con�guration double d�etente sym�etrique ou double

choc sym�etrique et les �etats interm�ediaires Z

�

et Z

��

associ�es sont donc identiques. On r�esout

le probl�eme lin�earis�e (5.31) �a l'interface entre la cellule interne C

i

et la cellule miroir C

i

�

associ�ee, et l'on obtient l'�etat Z

�

:

�

�

2

= (�

2

)

i

�

1 +

U

n

c

�

i

(5.38a)

(5.38b)

�

�

1

= (�

1

)

i

�

1 +

U

n

�

1

c

�

i

(5.38c)

On obtient le ux num�erique du sch�ema en consid�erant le ux analytique du syst�eme en la

valeur Z

ii

�

qui vaut ici Z

�

. Par la condition de glissement, on obtient donc :
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IF(W

i

;W

�

i

; n) = P (�

�

2

; �

�

1

)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

n

x

n

y

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

On d�eduit des �equations (5.38) que la valeur calcul�ee de �

�

2

est r�ealisable si (U

n

+ c)

i

� 0 et

celle de �

�

1

si (U

n

+�

1

c)

i

� 0. On choisit donc de modi�er la pression de paroi P (�

�

2

; �

�

1

) si l'une

ou l'autre des deux in�egalit�es n'est pas respect�ee ; �a savoir, si (U

n

+ c)

i

< 0 alors les valeurs �

�

2

mais aussi �

�

1

calcul�ees sont n�egatives et l'on prend P (�

�

2

; �

�

1

) = 0 et si (U

n

+ �

1

c)

i

< 0 alors

la valeur �

�

1

calcul�ee est n�egative et l'on prend P (�

�

2

; �

�

1

) = P

2

(�

�

2

).

Les conditions aux limites d'entr�ee du domaine de l'�ecoulement sont trait�ees de fa�con similaire

au domaine int�erieur. Pour chaque cellule C

i

adjacente �a une fronti�ere d'entr�ee du domaine, on

introduit une cellule �ctive ext�erieure sur laquelle on impose un �etat W

1

, dont on d�eduit Z

1

,

puis on d�etermine la solution Z

i;1

du syst�eme lin�earis�e (5.31) de la même mani�ere qu'un ux

interne, i.e. en le d�ecentrant suivant le signe des valeurs propres �

k

, k = 1; 2; 3, consid�er�ees

en l'�etat moyen (�

k

)

i;1

. Pour prendre correctement en compte la con�guration subsonique ou

supersonique de la sortie, on choisit donc de baser le d�ecentrement du ux non pas sur le signe

de (�

k

)

i;1

mais plutôt sur le signe de (�

k

)

i

.

Remarque 5.7 En d�ecrivant le choix des conditions aux limites de paroi dans la remarque

5.6, on a mis en �evidence les conditions de positivit�e des variables �

2

et �

1

associ�ees au sch�ema

vfRoe modi��e dans les cas particuliers d'un double choc sym�etrique ou d'une double d�etente

sym�etrique. On donne, dans le cas g�en�eral, les �etats interm�ediaires calcul�es par le sch�ema �a

partir des valeurs initiales r�ealisables Z

i

et Z

j

:

�

�

2

= �

2

(

1 +

1

2

�

1

c

2

1

�

2

�

1

� c

2

[�

1

] +

1

2

c

2

1

� c

2

[�

1

]�

1

2c

[U

n

]

)

�

�

1

= �

1

(

1 +

1

2

�

2

c

2

2

�

1

� c

2

[�

2

]�

1

2

�

2

�

2

c

2

2

�

1

� c

2

[�

1

]�

1

2�

1

c

[U

n

]

)

Dans le cas dilu�e, i.e. �

1

' 1, on obtient :

�

�

1

' �

1

�

1�

[U

n

]

2c

1

�

On retrouve donc, dans le cas dilu�e, la même condition de positivit�e de l'�etat interm�ediaire �

�

1

que, dans le cas monophasique pur, du syst�eme de la dynamique des gaz r�esolu par un solveur

de Roe (Cf. le paragraphe 3.8.1).
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5.6 Tests num�eriques

On pr�esente quelques simulations num�eriques sur des maillages bidimensionnels non structur�es

avec des cellules volumes �nis de type INRIA. Les traitements informatiques ont �et�e e�ectu�es

dans la structure du code N3S-MUSCL. Le pas de temps est adapt�e en fonction d'une condition

CFL bas�ee sur les c�el�erit�es d'ondes jU � cj associ�ees au syst�eme de convection de (5.1). Tous les

calculs ont �et�e r�ealis�es sur station de travail HP9000-735. Pour un calcul diphasique explicite,

d'ordre 1 en temps et en espace, avec adaptation du pas de temps, on obtient un temps CPU

pour 1000 n�uds par pas de temps de 0.06 secondes. On e�ectuera tout d'abord des tests de

type ((tube �a choc diphasique)) du syst�eme convectif que l'on comparera �a des simulations avec

trâ�n�ee du mod�ele �a deux uides �a quatre �equations (avec hypoth�ese de glissement d'une phase

par rapport �a l'autre) �etudi�e dans le chapitre 4. On pr�esentera en�n une simulation d'�ecoulement

dans une tuy�ere.

5.6.1 Tests de type tube �a choc et comparaison avec le mod�ele �a deux

uides �a quatre �equations

On pr�esente tout d'abord des simulations bidimensionnelles de type tube �a choc monodimen-

sionnel du syst�eme de convection associ�e �a (5.1) avec les lois de fermeture (5.2, 5.3, 5.4, 5.6b)

et :

P

2

(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

5=3

2

(1 + g(�

2

)) (5.39)

Le maillage �etant non structur�e, la solution num�erique verra se d�evelopper des e�ets bidimen-

sionnels (transverses). Les dimensions du domaine sont (en m.) : x � y 2 [�0:9; 0:9]� [0; 0:1].

Le maillage primal, constitu�e de triangles, comporte soit 11� 1000, soit, pour les besoins d'une

solution vraiment converg�ee en maillage, 3 � 10000 n�uds sommets et pr�esente une sym�etrie

par rapport �a la droite y = 0 (Cf. la �gure [5.1]).

x

y

1 000 noeuds

1
1
 n

o
eu

d
s

y=0

y=+A

y=-A

Fig. 5.1 {

Triangulation du domaine de calcul avant construction des cellules INRIA.

Les r�esultats sont trac�es sur cet axe de sym�etrie. On a retenu des conditions aux limites de type

((paroi)) en y = �A, de mani�ere �a conserver le mieux possible le caract�ere unidimensionnel de
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la solution. On pr�esente deux simulations r�ealis�ees �a partir des valeurs d'initialisation d�ecrites

dans le tableau 5.1. Ces simulations ont �et�e r�ealis�ees avec une CFL �egale �a 0.5 ; U (resp. V )

d�esigne la vitesse selon x (resp. y) du m�elange et, dans tous les cas, V = 0.

CI n

o

1 CI n

o

2 CI n

o

3

G D G D G D

�

1

[kg.m

�3

] 1 0.3 1 1. 1 1.

�

2

0.5 0.6 0.5 0.5 0.63 0.63

U [m.s

�1

] 0 0 -5 5 5 -5

Tab. 5.1 { Conditions initiales des tests de type tube �a choc diphasique, o�u les �etats ((G )) et ((D ))

repr�esentent les valeurs �a gauche et �a droite d'une variable de part et d'autre de la discontinuit�e

initiale qui est centr�ee en x = 0 par rapport au domaine.

Comme dans le cas du mod�ele �a quatre �equations (4.1) �etudi�e dans le chapitre 4, les tests ont

�et�e r�ealis�es avec les constantes physiques suivantes :  = 7=5, K = 10

5

,

2

3

< q

2

2

>

0

= 5 m

2

.s

�2

,

�

2

= 2500 kg.m

�3

, �

max

= 0:64 et e

c

= 1.

On e�ectue une premi�ere simulation subsonique avec les conditions initiales n

o

1 et l'on pr�esente

les r�esultats sur les �gures [5.2] et [5.3]. Une 1-onde de choc et une 3-onde de d�etente se

d�eveloppent. On v�eri�e que U et P (�

2

; �

1

) ne varient pas �a la travers�ee de la 2-discontinuit�e de

contact et que �

2

�

2

=�, i.e �

2

�

2

=�

1

�

1

, est constant �a la travers�ee des 1- et 3-ondes. Le caract�ere

unidimensionnel de la solution est correctement pr�eserv�e. Les courbes [5.3] �a [5.5] ont pour objet

de faire la comparaison des r�esultats issus du mod�ele �a trois �equations avec ceux issus du mod�ele

�a quatre �equations avec trâ�n�ee (4.1) (Cf. la �gure [4.17]) qui suppose une vitesse de glissement

entre les deux phases. Ce mod�ele �a quatre �equations n�ecessite les donn�ees suppl�ementaires du

diam�etre des particules d

2

et de la viscosit�e du uide �

1

a�n d'e�ectuer le calcul du coe�cient de

trâ�n�ee statique qui donne explicitement le transfert de quantit�e de mouvement entre phases. Les

conditions initiales retenues pour le mod�ele �a quatre �equations sont d�ecrites dans le chapitre 4

r�ef�erenc�ees par le n

o

1. Sur la �gure [5.3], on superpose les simulations, e�ectu�ees sur le maillage

3� 10000 �el�ements, du mod�ele �a trois �equations �a ceux du mod�ele �a quatre �equations pour des

particules de diam�etre d

2

= 10

�4

m. Concernant le mod�ele �a deux uides, la force de trâ�n�ee

tend �a annuler la vitesse relative entre les deux phases et l'on note sur les variables �

2

et �

1

que

les r�esultats tendent �a converger vers ceux du mod�ele �a trois �equations. On retrouve notamment,

pour la variable �

2

qui est monotone croissante, les champs vraiment non lin�eaires du mod�ele

�a trois �equations avec la même vitesse de propagation et les mêmes �etats interm�ediaires. Cette

tendance est moins marqu�ee sur la variable �

1

. On remarque �egalement que la quantit�e b est

un peu perturb�ee �a la travers�ee �a la travers�ee de la 1-onde de choc mais qu'elle ne varie pas

dans la 3-onde de d�etente et que la pression totale P (�

2

; �

1

) pr�edite par le mod�ele �a deux

uides se superpose aux r�esultats du mod�ele �a trois �equations. L'ad�equation des r�esultats des

deux mod�eles est encore plus marqu�ee quand on consid�ere des particules de plus petit diam�etre,

i.e. d

2

= 10

�6

m. Ceci est dû au fait que le coe�cient de trâ�n�ee est d'autant plus important

que les particules sont �nes. On constate e�ectivement sur la �gure [5.4], pour une solution

converg�ee en maillage (3 � 10000 n�uds), que les r�esultats des deux mod�eles sont quasiment

identiques. On montre e�ectivement sur la �gure [5.5] que si la vitesse relative du mod�ele �a

deux uides atteint encore 6m:s

�1

pour des particules de diam�etre 100 �m, elle n'atteint plus

que 10

�3

m:s

�1

pour des particules de diam�etre 1 �m. On e�ectue la même comparaison dans

le cas d'une double d�etente sym�etrique (conditions initiales n

o

2 pour le mod�ele �a trois �equations

et n

o

6 pour le mod�ele �a deux uides, Cf. les �gures [5.6] �a [5.8]) et d'un double choc sym�etrique

(conditions initiales n

o

3 pour le mod�ele �a trois �equations et n

o

5 pour le mod�ele �a deux uides,
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Cf. les �gures [5.9] �a [5.11]).

On d�eduit de ceci que dans certaines con�gurations monodimensionnelles, avec les mêmes condi-

tions initiales et pour des particules de petit diam�etre, le mod�ele �a deux uides avec e�ets de

trâ�n�ee ((converge)) vers le mod�ele �a trois �equations homog�ene.

5.6.2 Ecoulement dans une tuy�ere et comparaison avec le mod�ele �a

deux uides �a quatre �equations

On s'int�eresse ici �a un �ecoulement diphasique compressible dans une demi-tuy�ere. La simulation

pr�esent�ee a �et�e r�ealis�ee avec les constantes physiques suivantes :  = 7=5,K = 10

5

,

2

3

< q

2

2

>

0

= 5

m

2

.s

�2

, �

2

= 2500 kg.m

�3

, �

max

= 0:64, e

c

= 1 et g = 0.

On observe la simulation num�erique bidimensionnelle d'un �ecoulement diphasique dans une

demi-tuy�ere (syst�eme (5.1) avec les lois de fermeture (5.2, 5.3, 5.4, 5.6b) et :

P

2

(�

2

) =

2

3

< q

2

2

>

0

�

5=3

2

(1 + g(�

2

)) (5.40)

Le maillage associ�e est de l'ordre de 8500 n�uds. Un zoom du maillage primal (i.e. triangulation

avant construction des cellules INRIA) du convergent de la tuy�ere est pr�esent�e sur la �gure [4.21]

du chapitre 4. Le calcul est e�ectu�e avec une CFL �egale �a 0.5. Les conditions initiales �a l'int�erieur

de la tuy�ere et les conditions aux limites que l'on impose, sont d�etaill�ees dans le tableau 5.2. Du

fait que l'on ne consid�ere pas de terme de di�usion, on traite les conditions aux limites de l'axe

de sym�etrie comme des conditions aux limites de paroi (avec une hypoth�ese de glissement).

C.L. Entr�ee C.I. Int�erieur C.L. Sortie

�

1

= 1:1 �

2

= 10

�2

�

1

= 1 �

2

= 10

�6

�

1

= 1 �

2

= 10

�6

U = 200 V = 0 U = 0 V = 0 U = 0 V = 0

Tab. 5.2 { Conditions initiales de la simulation d'un �ecoulement diphasique dans une demi-

tuy�ere. Les composantes horizontale et verticale de la vitesse U = (U; V )

t

sont exprim�ees en

m.s

�1

et la densit�e du gaz en kg.m

�3

.

On consid�ere initialement, dans la tuy�ere, un m�elange tr�es dilu�e (�

2

= 10

�6

) et au repos

(U = 0). On impose des conditions aux limites d'entr�ee supersoniques �a partir d'un �etat in�ni

amont constant pour un �ecoulement comprenant 1 % de particules en volume; les conditions

aux limites de sortie, impos�ees �a partir d'un �etat in�ni aval constant du m�elange tr�es dilu�e et

au repos, peuvent être compar�ees, pour cet �ecoulement, �a des conditions aux limites libres.

On observe sur la �gure [5.12], l'�evolution des r�esidus massiques (norme L

2

). On note que l'on

obtient un r�egime num�eriquement stationnaire, avec une convergence quasi lin�eaire, les r�esidus

atteignant 10

�13

au bout de 50000 it�erations. On note sur les r�esidus un l�eger ph�enom�ene de

pompage de p�eriode environ 0.075 s., soit 8000 it�erations. Ce ph�enom�ene ne se manifeste pas

de fa�con visible sur les variables et doit être dû, �a pression totale P (�

2

; �

1

) constante, �a un

transfert entre la pression granulaire P

2

(�

2

) et la pression du gaz isol�e P

1

(�

1

). Toujours sur
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Simulation, par le syst�eme �a trois �equations, du cas test de tube �a choc diphasique de

conditions initiales n

o

1.
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Comparaison des vitesses obtenues par le mod�ele �a deux uides �a quatre �equations avec

trâ�n�ee et des particules de diam�etre d
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pour le cas test de double choc sym�etrique diphasique de conditions initiales n
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3.
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la �gure [5.12], on montre l'�evolution du pas de temps au cours du r�egime transitoire qui se

stabilise d�es que l'�ecoulement a atteint un r�egime quasi stationnaire.

Sur la �gure [5.13], on montre �a l'�etat quasi stationnaire la r�epartition dans la tuy�ere des

variables scalaires par phase �

2

, �

1

et de la densit�e � du m�elange. Il est �evident que les r�esultats

sont tr�es di��erents de ceux obtenus avec le mod�ele �a deux uides avec trâ�n�ee (Cf. les �gures

[4.22] �a [4.29]). Dans le cas pr�esent, les �evolutions de �

2

et �

1

dans la tuy�ere sont identiques,

l'�ecoulement diphasique tendant �a se comporter comme un �ecoulement monophasique. Ceci est

con�rm�e par la �gure [5.14] d'apr�es laquelle on constate que l'�ecoulement est subsonique dans

le convergent, sonique

1

au niveau du col puis supersonique r�egulier dans le divergent. La même

simulation �a partir du mod�ele �a deux uides avec trâ�n�ee (Cf. le paragraphe 4.6.4), qui a mis

en �evidence la pr�esence de vitesses relatives localement tr�es importantes, montre bien que le

choix du mod�ele homog�ene �a trois �equations est inad�equat dans ce cas o�u, avec des particules

de diam�etre relativement grand, les e�ets bidimensionnels sont importants.

1:On d�e�nit le nombre de Mach �a partir de la vitesse du m�elange U et de la c�el�erit�e d�e�nie en 5.17, Mach=

jjU jj

c
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Simulation d'�ecoulement dans une tuy�ere : en fonction du nombre d'it�erations, (a) �evolution

du pas de temps (en s.) en fonction du nombre d'it�erations, (b) r�esidus de masse par phase en

fonction du temps physique (en s.).
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Conclusion

Au cours de ce travail, on s'est int�eress�e �a l'analyse et �a la r�esolution num�erique par des m�e-

thodes volumes �nis sur maillage non structur�e de mod�eles Eul�eriens d'�ecoulements diphasiques

compressibles de type gaz-particules. Ces mod�eles ont pour principales caract�eristiques d'être

non conservatifs et conditionnellement hyperboliques, de sorte que :

{ ils ne rentrent pas dans le cadre th�eorique classique des mod�eles hyperboliques issus de

lois de conservation ;

{ la pr�esence de termes non conservatifs n�ecessite une red�e�nition de la notion de solution

faible du probl�eme de Riemann (Cf. notamment les travaux de Le Floch [Lef88], [Lef92a],

[Lef92b]) ;

{ et les techniques volumes �nis classiques de r�esolution des syst�emes hyperboliques ne

s'appliquent donc pas.

Il faut rajouter en�n que l'on ne sait pas d�emontrer que le mod�ele pr�eserve le principe du

maximum pour la variable fraction volumique.

Pour examiner ces di��erents probl�emes, on a retenu un mod�ele �a deux uides �a quatre �equa-

tions (une �equation de conservation de masse et une �equation de quantit�e de mouvement par

phase) pour la description des �evolutions d'�ecoulements compressibles de type gaz-particules.

Ce mod�ele simple est issu de ceux propos�es dans [Bal93] et correspond �a un mod�ele propos�e

dans [Gid93]. Il pr�esente toutes les pathologies �enum�er�ees ci-dessus et permet de mod�eliser les

�ecoulements denses comme dilu�es.

A�n de r�esoudre le probl�eme li�e �a l'hyperbolicit�e conditionnelle, il a �et�e propos�e, de r�esoudre

le mod�ele �a deux uides par une m�ethode �a pas fractionnaires dont chacun des sous-pas est

inconditionnellement hyperbolique et pour chacun desquels on sait r�esoudre le probl�eme de

Riemann monodimensionnel associ�e. On a montr�e, en outre, que la d�ecomposition propos�ee

pr�eserve, de fa�con continue, le principe du maximumdans chacun des sous-pas en associant des

relations de Rankine-Hugoniot approch�ees au syst�eme non conservatif. Parall�element, on s'est

int�eress�e �a un mod�ele homog�ene �a trois �equations (une �equation de conservation de masse par

phase et une �equation de conservation de quantit�e de mouvement du m�elange) qui suppose la

vitesse de glissement entre les deux phases nulle. Le syst�eme de convection associ�e est conservatif

et inconditionnellement hyperbolique et l'on sait r�esoudre le probl�eme de Riemann associ�e pour

des valeurs initiales quelconques. En outre, on a d�emontr�e que le principe du maximum de

la variable fraction volumique est pr�eserv�e si le terme de prise en compte des collisions inter-

particulaires est mod�elis�e de fa�con ad�equate. De fa�con plus pr�ecise, la pr�eservation du principe
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du maximum n�ecessite que la pression intergranulaire soit non born�ee, i.e. qu'elle tende vers

l'in�ni quand la fraction volumique des particules tend vers le taux de compactage maximum.

D'un point de vue num�erique, les solveurs de Riemann exact ou approch�es �etant bas�es sur

une formulation conservative des �equations, l'utilisation de ces solveurs est impossible dans

le cadre des mod�eles non conservatifs. Il a alors �et�e propos�e de r�esoudre le sous-syst�eme non

conservatif par un sch�ema de type Roe qui traite de fa�con ad�equate les termes non conservatifs.

Ce sch�ema a �egalement �et�e test�e dans le cadre de la turbulence compressible (Cf. [Her95a] et

[Uhl97]). On a compar�e ce sch�ema avec un sch�ema de Roe classique de r�esolution du syst�eme

conservatif �equivalent au sous-syst�eme non conservatif, en associant des relations de Rankine-

Hugoniot approch�ees. Ces deux sch�emas donnent des r�esultats similaires. Comme il a d�ej�a

�et�e constat�e dans le cadre monophasique (Cf. [Buf93a]), la m�ethode �a pas fractionnaires a

l'avantage de faire disparâ�tre le choc non entropique pr�esent dans les champs vraiment non

lin�eaires inh�erent aux solveurs de Riemann exact ou approch�es. Les tests e�ectu�es de type tube

�a choc dans une con�guration bidimensionnelle montrent le bon comportement de l'algorithme,

notamment dans les zones tr�es denses o�u le principe du maximumest num�eriquement pr�eserv�e.

On a �egalement pr�esent�e quelques simulations de lits uidis�es denses qui montrent la faisabilit�e

de telles simulations par des algorithmes destin�es aux �ecoulements compressibles. En outre, ces

�ecoulements mettent en pr�esence des r�egions tr�es denses en particules et aucune violation du

principe du maximum n'a �et�e num�eriquement constat�ee.

Pour la r�esolution du mod�ele �a trois �equations, on a mis en �uvre, d'apr�es une proposition

r�ecente (Cf. [Gal96b] et [Mas96]), un sch�ema bas�e sur la r�esolution de probl�emes de Riemann

locaux qui ne n�ecessite pas la v�eri�cation, souvent ardue, d'une propri�et�e de type Roe. Ce

sch�ema, adapt�e �a la r�esolution de syst�emes hyperboliques complexes, a �et�e initialement mis en

�uvre dans le cadre des �ecoulements diphasiques en conduites p�etroli�eres (Cf. [Mas97]) et est

actuellement test�e dans le cadre des gaz r�eels (Cf. [Buf96]). On a constat�e que dans certaines

con�gurations avec une force de trâ�n�ee tr�es importante, le mod�ele �a deux uides �a quatre

�equations tendait �a se comporter comme le mod�ele �a trois �equations. Ceci nous conforte dans

l'id�ee que la mod�elisation de la pression intergranulaire est pr�epond�erante pour le respect du

principe du maximumde la fraction volumique des particules. Il est cependant bien clair que le

mod�ele �a trois �equations ne peut pas remplacer le mod�ele �a deux uides ; ceci est notammentmis

en �evidence par une simulation d'�ecoulement diphasique dans une tuy�ere o�u la vitesse relative

et les e�ets bidimensionnels sont tr�es importants.

D'un point de vue mod�elisation physique, en vue d'une comparaison des r�esultats avec des

exp�eriences, l'�evolution naturelle de ce travail consiste en la consid�eration d'un mod�ele �a deux

uides �a cinq �equations qui comprend en plus une �equation d'�evolution de l'�energie turbulente

des particules (Cf. [Bal93]). On note que l'algorithme propos�e pour la r�esolution du mod�ele �a

deux uides �a quatre �equations s'�etend �a la r�esolution du mod�ele �a cinq �equations car ces deux

mod�eles pr�esentent les mêmes caract�eristiques �a savoir qu'il sont tout deux non conservatifs

conditionnellement hyperboliques avec le même domaine d'hyperbolicit�e et qu'ils admettent

la même caract�erisation entropique (Cf. [Her94a]). Une autre �evolution souhaitable serait la

prise en compte de ph�enom�enes physiques tels que l'inuence de la turbulence des particules

sur l'�ecoulement porteur. Cette mod�elisation plus �ne des collisions interparticulaires et leur

inuence sur l'�ecoulement porteur permettrait, entre autres, de poursuivre les simulations de

lits uidis�es denses.

D'un point de vue num�erique, il est souhaitable de poursuivre l'�etude de sch�emas de r�esolution

de syst�emes hyperboliques non conservatifs. D'autres points restent �a perfectionner, tels que

la prise en compte des conditions aux limites dans une m�ethode �a pas fractionnaires et le
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traitement des termes sources. D'autre part, le probl�eme, sur le sens �a donner aux simulations

qui mettent en �evidence des �etats non hyperboliques, subsiste. La solution reste r�ealisable mais

le calcul, localement, des valeurs propres montre que l'on peut alors se trouver dans le domaine

elliptique. On rappelle que les simulations pr�esent�ees ici ont �et�e e�ectu�ees dans le cadre non

visqueux mais l'on peut se demander si le probl�eme reste mal pos�e en pr�esence de termes sources

et des termes visqueux

2

.

En�n, dans des travaux r�ecents de [Boi96], les auteurs proposent une discr�etisation par des m�e-

thodes volumes �nis sur maillage non structur�e des �equations de Navier-Stokes incompressibles

coupl�ees avec une �equation de type convection-di�usion d'un scalaire passif. Ils montrent que

cette discr�etisation pr�eserve num�eriquement le principe du maximumdes grandeurs scalaires et

une extension de cette m�ethode au cadre diphasique incompressible est actuellement envisag�ee.

2: voir �a ce propos l'article de N. Bedjaoui et L. Sainsaulieu, Analysis of a non hyperbolic system modeling

two-phase ows - Part 1 : the e�ects of di�usion and relaxation,Mathematical Methods in the Applied Sciences,

1997, Vol. 20, p. 783-803
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Annexe A

Sch�ema de Godunov pour la

r�esolution du syst�eme de la

dynamique des gaz isentropique

On pr�esente ici un sch�ema de Godunov pour la r�esolution des �equations de la dynamique

des gaz isentropique monodimensionnelles. On rappelle que les propri�et�es et caract�eristiques

fondamentales de ce syst�eme sont d�ecrites dans le paragraphe 2.8 o�u l'on construit �egalement une

param�etrisation des ondes r�esolvantes (�a savoir des ondes de d�etente ou de choc) du probl�eme

de Riemann monodimensionnel. On a montr�e alors que la r�esolution de ce dernier �equivaut �a

chercher les z�eros d'une fonction non lin�eaire (2.27) d�ependant d'un seul param�etre et que, si les

conditions initiales v�eri�ent l'in�egalit�e (2.28), ce probl�eme scalaire admet une unique solution

entropique sur l'espace des �etats admissibles. On choisit ici de r�esoudre chaque probl�eme de

Riemann local par une m�ethode de Newton. Les probl�emes rencontr�es dans la mise au point

de la m�ethode de Newton sont �evoqu�es. Plusieurs cas test sont pr�esent�es : tests de tube �a

choc avec forts rapports de pression, tests de double d�etente avec apparition du vide dans la

solution et tests de double choc forts. La convergence obtenue sur un maillage �a 500 �el�ements

est satisfaisante.

A.1 Mise en �uvre num�erique du sch�ema de Godunov

A.1.1 Sch�ema de Godunov

Les fondements et propri�et�es du sch�ema de Godunov sont d�ecrits dans le paragraphe 3.3.

On rappelle tout d'abord les �equations monodimensionnelles de la dynamique des gaz isentro-

pique en variables conservatives W = (�; �u)

t

et coordonn�ees Eul�eriennes :

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0 ; W = W (x; t)



230 HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules...

avec

F (W ) =

�

�u

�u

2

+ P (�)

�

On associe au syst�eme la loi d'�etat des gaz parfaits :

P (�) = K�



(A.1)

et l'on d�e�nit la c�el�erit�e associ�ee :

c

2

= P

0

(�) = 

P (�)

�

On consid�ere un maillage r�egulier 1D. Soient �t et h les pas de discr�etisation temporelle et

spatiale. Chaque cellule C

j

est repr�esent�ee par l'intervalle [j h; (j + 1)h] et centr�ee sur le point

x

j

de coordonn�ee (j + 1=2)h. La solution W

n+1

j

, constante par maille C

j

, est �evalu�ee au temps

t

n+1

= t

n

+�t par le sch�ema suivant :

W

n+1

j

=W

n

j

�

�t

h

�

F (W

j+1=2

)� F (W

j�1=2

)

�

o�u le ux analytique F est calcul�e en la valeur W

j+1=2

�a l'interface entre les cellules C

j

et

C

j+1

, et en la valeur W

j�1=2

�a l'interface entre les cellules C

j�1

et C

j

, ces valeurs s'obtenant

en r�esolvant exactement le probl�eme de Riemann associ�e �a chaque interface.

Une it�eration du sch�ema de Godunov revient donc �a r�esoudre un probl�eme de Riemann par cel-

lule, car, pour une cellule donn�ee C

j

, le probl�eme de Riemann �a l'interface entre les cellules C

j�1

et C

j

a d�ej�a �et�e r�esolu lors de l'it�eration sur la cellule C

j�1

(i.e. F (W

j�1=2

) = �F (W

(j�1)+1=2

)).

En�n, le pas de temps est d�etermin�e par la condition de Courant-Friedrichs-Levy (3.7) de sorte

que deux probl�emes de Riemann voisins n'interagissent pas avant le temps t

n

+�t.

On explicite maintenant l'algorithme de r�esolution du probl�eme de Riemann exact �a l'interface

entre deux cellules par une m�ethode de Newton.

A.1.2 Algorithme de r�esolution d'un probl�eme de Riemann exact

On veut r�esoudre le probl�eme de Riemann suivant :
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8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

@

@t

W +

@

@x

F (W ) = 0

W (x; t = 0) =

8

<

:

W

L

si x � 0

W

R

sinon

o�u W

L

et W

R

sont deux �etats admissibles constants.

On a �etabli dans le paragraphe 2.8 que la r�esolution exacte du probl�eme de Riemann ci-dessus

�equivaut �a la r�esolution du probl�eme suivant :

8

<

:

Trouver z

1

2

~


 tel que :

u

R

� u

L

= 	(z

1

)

(A.2)

avec 	(z

1

) = c

R

h

2

(z

2

(z

1

)) + c

L

h

1

(z

1

) et z

2

(z

1

) =

�

R

�

L

z

�1

1

.

~


 est l'espace des valeurs admissibles de z

1

, il d�epend de la con�guration d'onde dans laquelle

on se trouve (donc des conditions initiales). Les valeurs de la fonction z

2

(z

1

) doivent co��ncider

avec les valeurs admissibles de z

2

. On d�eduit donc l'espace des �etats admissibles de z

1

suivant :

~


 =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

]�

R

=�

L

; 1] ; en 1-d�etente/2-choc

]1; �

R

=�

L

] ; en 1-choc/2-d�etente

]max(�

R

=�

L

; 1);+1[ ; en 1-choc/2-choc

]0;min(�

R

=�

L

; 1)] ; en 1-d�etente/2-d�etente

On va r�esoudre le probl�eme (A.2) par une m�ethode de Newton.

On pose f(z

1

) = 	(z

1

) � (u

R

� u

L

)

La r�esolution de (A.2) �equivaut �a la r�esolution du probl�eme suivant :

8

<

:

Trouver z

1

2

~


 tel que :

f(z

1

) = 0

(A.3)

On rappelle bri�evement l'algorithme de la m�ethode de Newton :

(z

1

)

0

2

~




(z

1

)

n+1

= (z

1

)

n

�

f((z

1

)

n

)

f

0

((z

1

)

n

)

; n = 0; 1; : : :
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o�u (z

1

)

n

est l'it�er�e de Newton approximant la solution z

1

cherch�ee.

La fonction f est C

1

(

~


) et admet une solution unique d�es lors que la condition (2.28) est v�eri��ee

(i.e. si le vide n'apparâ�t pas).

Il faut d�ebuter l'algorithme de Newton avec une initialisation (z

1

)

0

2

~


 convenable. Pour cela,

on d�etermine, en d�ebut d'algorithme, la con�guration d'onde dans laquelle on se trouve. Cette

derni�ere d�epend des conditions initiales consid�er�ees et se d�eduit des variations de la fonction 	

(Cf. le paragraphe 2.8.2.3) :

1-d�etente () z

1

� 1

()

2

�1

(c

R

+ c

L

) > u

R

� u

L

� 	(z

1

= 1) = c

R

h

2

(�

R

=�

L

)

Inversement :

1-choc () u

R

� u

L

< c

R

h

2

(�

R

=�

L

)

De fa�con analogue, on �etudie les variations de la fonction � d�e�nie par :

�(z

2

) = c

R

h

2

(z

2

) + c

L

h

1

(z

1

(z

2

))

qui s'obtient en �eliminant z

1

dans l'�equation (2.26b) grâce �a (2.26a). � est croissante monotone

et :

lim �(z

2

) =

2

�1

(c

L

+ c

R

)

z

2

!+1

lim �(z

2

) = �1

z

2

!+0

+

On obtient alors :

2-d�etente () z

2

� 1

()

2

�1

(c

R

+ c

L

) > u

R

� u

L

� �(z

2

= 1) = c

L

h

1

(�

R

=�

L

)

Inversement :

2-choc () u

R

� u

L

< c

L

h

1

(�

R

=�

L

)

Remarque A.1 Dans la con�guration d'onde 1-d�etente/2-d�etente, la solution de l'�equation

	(z

1

) = u

R

� u

L

est explicite et ne n�ecessite donc pas de r�esolution num�erique. La valeur de

W �a l'�etat constant interm�ediaire est alors :

u

1

=

u

R

+ u

L

2

+

c

L

� c

R

 � 1

�

1

= �

L

�

�(u

R

� u

L

)

 � 1

4 c

L

+

1

2

�

c

R

c

L

+ 1

��

2

�1
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A.2 Tests

Trois cat�egories de tests sont pr�esent�ees : le tube �a choc, la double d�etente et le double choc.

Les simulations ci-apr�es ont �et�e r�ealis�ees avec un seuil de convergence de la m�ethode de Newton

�x�e �a 10

�6

et une CFL de 0.5 :

max

C

j

ju

0

j

� c

0

j

j

�t

h

� CFL = 0:5

Les courbes pr�esent�ees ci-apr�es sont trac�ees dans le plan (x; V ) o�u x 2 [0; 1] et V 2 f�; �u; u;M =

juj=cg. On compare les r�esultats des simulations avec la solution exacte, cette derni�ere, trac�ee

en pointill�es sur les courbes, est obtenue en r�esolvant exactement le probl�eme de Riemann ini-

tial (i.e. une seule it�eration temporelle sur un maillage �a deux �el�ements) puis en calculant la

solution au temps �nal de la simulation.

A.2.1 Cas test du tube �a choc

Le test du tube �a choc est un cas test du type ((rupture de barrage)). Il est utilis�e notamment

pour les phases d'initialisation de calculs. On pr�esente une s�erie de tests avec  = 2 (r�ef�erence

aux �equations de Saint-Venant). On consid�ere les conditions initiales suivantes :

u

L

= u

R

= 0 m.s

�1

; �

L

= 1 kg.m

�3

et l'on va faire varier le rapport de pression P (�

L

)=P (�

R

) au moyen de �

R

.

On commence par se placer dans les conditions du tube �a choc de Sod, c'est �a dire avec un rap-

port de pression �egal �a 10 ce qui implique �

R

= 0:3 kg.m

�3

. Puis, a�n d'�etudier le comportement

du solveur sur de forts rapports de pression, on diminue la valeur de �

R

:

�

R

[kg.m

�3

] P (�

L

)=P (�

R

)

0:3 � 10

10

�1

10

2

10

�3

10

6

10

�5

10

10

10

�7

10

14

On analyse alors les r�esultats obtenus �a un temps physique �nal �egal �a 0.176 s. Pour le test

subsonique (�

R

= 0:3 kg.m

�3

, �gure [A.1]), on constate, sur un maillage �a 500 �el�ements, que

l'�etat des variables �a l'�etat constant W

1

est tr�es bien approch�e. Les ondes de 1-d�etente et

de 2-choc sont tr�es bien pr�edites par rapport �a la courbe th�eorique. On estime �egalement

bien la vitesse de choc �. On retrouve sur le bord du domaine, i.e. aux abscisses pas encore

perturb�ees par la discontinuit�e initiale, les �etats constants initiauxW

L

et W

R

. A�n d'examiner

la convergence de l'algorithme, on e�ectue la même simulation au même temps physique sur

un maillage �a 2000 �el�ements. Les r�esultats sont pr�esent�es sur la �gure [A.2]. La convergence est

excellente sauf bien sûr au voisinage des discontinuit�es C

1

.
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On observe maintenant des simulations supersoniques �a �

R

= 10

�1

, 10

�3

, 10

�5

et 10

�7

kg.m

�3

sur les �gures [A.3] �a [A.12]. On constate l'apparition d'un l�eger choc non entropique �a l'abscisse

correspondant �aM = 1 sur les maillages �a 500 �el�ements (Cf. �gures [A.3], [A.5], [A.8] et [A.10]).

Les variables conservatives pr�esentent une convergence correcte et l'�etat constant W

1

est bien

estim�e jusqu'�a �

R

= 10

�3

kg.m

�3

puis devient visuellement inexistant pour �

R

� 10

�5

kg.m

�3

.

On ne voit plus le 2-choc car il est devenu trop faible par rapport �a notre �echelle de visualisation.

Cependant �a �

R

= 10

�5

kg.m

�3

, �gure [A.8], on constate que sur la variable d�ebit le choc est

d�ecal�e par rapport �a la courbe th�eorique. Ceci signi�e que la vitesse du 2-choc � est mal estim�ee.

Cette observation est beaucoup plus nette sur les variables non conservatives, u et M , car l'�etat

constant W

1

reste visible �a �

R

= 10

�5

ou 10

�7

kg.m

�3

(Cf. les �gures [A.8] et [A.10]). On

constate d'autre part que la vitesse simul�ee n'atteint pas la valeur plateau u

1

th�eorique et que

le choc n'est pas bien situ�e. Ceci est encore plus visible sur la courbe du nombre de Mach.

Les �gures [A.4], [A.6], [A.9] et [A.11] repr�esentent les mêmes tests repris sur un maillage �a 2000

�el�ements et observ�es au même temps physique que pr�ec�edemment. On remarque tout d'abord

sur les �gures [A.4] et [A.6] que le nombre de points contenus dans le 2-choc reste identique �a

celui du maillage �a 500 �el�ements. On note ensuite l'att�enuation du choc non entropique situ�e �a

M = 1. On observe en�n sur le test �a �

R

= 10

�5

kg.m

�3

, �gure [A.9], une meilleure convergence,

c'est �a dire une meilleure estimation de la vitesse du 2-choc et des valeurs de W

1

. Par contre

la convergence du test �a �

R

= 10

�7

kg.m

�3

, �gure [A.11], bien qu'am�elior�ee, n'est toujours pas

tr�es bonne ; mais le même test pass�e sur un maillage �a 8000 �el�ements, �gure [A.12], montre que

l'on converge bien vers la solution th�eorique.

La �gure [A.7] donne la courbe de convergence en norme L

1

du sch�ema de Godunov dans le

cas du tube �a choc de Sod (�

R

= 0:3) et d'un tube �a choc supersonique (�

R

= 10

�3

). Les

maillages consid�er�es ont 250, 500, 2000, 4000 et 8000 n�uds. Les courbes repr�esentent l'erreur

normalis�ee E en norme L

1

associ�ee aux variables �, u et �u en fonction du logarithme du pas de

discr�etisation spatiale, h = 1=nombre de cellules, du maillage consid�er�e. Pour le tube �a choc de

Sod, on trouve que l'ordre de convergence atteint 0.9 pour la variable d�ebit, alors que l'erreur est

en O(h

0:86

) pour les variables � et u. Dans le cas du tube �a choc supersonique, on veut v�eri�er

que la mauvaise pr�ediction de la vitesse du choc ne d�et�eriore pas trop l'ordre de convergence

du sch�ema. Dans ce cas, on obtient que l'erreur est en O(h

0:8

) pour la variable �, O(h

0:7

) pour

la variable u et O(h

0:76

) pour la variable d�ebit.
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Fig. A.7 { D'apr�es les simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique par un

sch�ema de Godunov, �etude de la convergence L

1

dans le cas du tube �a choc de Sod (en haut) et le

cas d'un tube �a choc supersonique (conditions initiales :�
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= 1, �
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= 10
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, u
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= u

R

= 0

m.s
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A.2.2 Cas test de la double d�etente

On regarde maintenant le comportement du sch�ema dans la con�guration 1-d�etente/2-d�etente

qui permet de simuler des zones de d�epressurisation. Les tests de double d�etente pr�esent�es ici

sont pour  = 2 et sym�etriques :

�

L

= �

R

; u

L

< 0 ; u

L

= �u

R

La �gure [A.13] pr�esente un historique �a trois pas de temps di��erents (temps �nal �egal �a 0.026

s.), sur un maillage �a 500 �el�ements, du test : �

L

= 10 kg.m

�3

et u

L

= �5 m.s

�1

. On retrouve bien

les deux ondes de d�etente mais on constate qu'il faut laisser les ondes se d�evelopper su�samment

avant d'avoir un �etat interm�ediaireW

1

�a peu pr�es constant. Sur la �gure [A.14], on constate que

la convergence des ondes de d�etente est tr�es satisfaisante mais que la convergence vers �

1

se fait

par valeurs inf�erieures (�

1

th�eorique

= 1:94 kg.m

�3

). On remarque une l�eg�ere perte de monotonie

de la variable u au voisinage de la valeur nulle, c'est �a dire au voisinage de la connexion des

ondes de d�etente avec l'�etat constant W

1

. De fa�con plus importante les valeurs du nombre de

Mach associ�ees �a l'�etat W

1

ne forment pas un �etat constant. La �gure [A.15] montre le même

test au même temps physique sur un maillage �a 2000 �el�ements. La convergence sur les variables

�, �u et u est excellente. L'oscillation du nombre de Mach sur l'�etat W

1

est toujours visible

mais est tr�es att�enu�ee. La �gure [A.16] sur un maillage �a 8000 �el�ements pr�esente un �etat W

1

�a

peu pr�es constant.

La �gure [A.17] donne la courbe de convergence en norme L

1

du sch�ema de Godunov dans le

cas de la double d�etente sym�etrique. Les maillages consid�er�es ont 250, 500, 2000, 4000 et 8000

n�uds. Les courbes repr�esentent l'erreur normalis�ee E en norme L

1

associ�ee aux variables �, u

et �u en fonction du logarithme du pas de discr�etisation spatiale, h = 1=nombre de cellules, du

maillage consid�er�e. On trouve que l'ordre de convergence atteint 0.8 pour les variables �, u et

�u.

On a voulu voir ensuite le comportement de l'algorithme dans le cas d'une double d�etente

proche du vide. La valeur limite de ju

0

j avant de violer l'in�egalit�e (2.28) est d'environ 8.94

m.s

�1

pour �

L

= �

R

= 10 kg.m

�3

. On s'int�eresse alors au cas u

L

= �8:3 m.s

�1

sur lequel

th�eoriquement le vide ne doit pas être atteint (�

1

th�eorique

= 0:052 kg.m

�3

). La �gure [A.18]

montre une simulation de ce cas �a quatre instants di��erents sur un maillage �a 500 �el�ements, et

la �gure [A.19] la comparaison avec la solution exacte associ�ee au dernier pas de temps. On ne

constate a priori rien d'anormal sur les variables conservatives � et �u, on converge bien vers

l'�etat constant W

1

. Par contre on observe sur la vitesse une tr�es forte discontinuit�e au voisinage

de l'�etat W

1

o�u la vitesse devrait être nulle. Cette discontinuit�e est pr�ec�ed�ee de tr�es fortes

variations et d'une perte de monotonie de la vitesse. En fait des tests plac�es dans le programme

montrent, qu'�a chaque pas de temps, l'�etat du vide a �et�e atteint sur une ou plusieurs cellules

alors que cela n'aurait pas dû être le cas. Ce ph�enom�ene peut être expliqu�e par le fait que

l'algorithme converge vers l'�etat W

1

par valeurs inf�erieures (Cf. �gure [A.13]) ; mais on dispose

de peu de r�ef�erences dans ce domaine mis �a part les articles [Ein91] et [Mun94].
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Fig. A.17 { D'apr�es les simulations du syst�eme de la dynamique des gaz isentropique par un

sch�ema de Godunov, �etude de la convergence L

1

dans le cas d'une double d�etente sym�etrique

(conditions initiales : �

L

= �

R

= 10 kg.m

�3

, u

R

= �u

L

= 5 m.s

�1

,  = 2, K = 1).
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A.2.3 Cas test du double choc

On s'int�eresse maintenant �a la simulation de la rencontre de deux jets, c'est �a dire �a des tests

dans la con�guration 1-choc/2-choc. On consid�ere des doubles choc �a  = 2 et sym�etriques,

c'est �a dire avec des conditions initiales telles que :

�

L

= �

R

; u

L

> 0 ; u

L

= �u

R

La �gure [A.20] repr�esente une simulation avec pour conditions initiales �

L

= 10 kg.m

�3

et

u

L

= 5 m.s

�1

sur un maillage �a 500 �el�ements �a un temps physique �nal �egal �a 0.052 s. On

constate que les vitesses des 1- et 2-onde de choc sont bien estim�ees ainsi que l'�etat constant

W

1

. On remarque �egalement la transformation de l'�energie cin�etique en �energie de pression qui,

par la loi d'�etat P (�) = K�



, ne d�epend que de la densit�e.

Sur la �gure [A.21] est pr�esent�ee la simulation d'un double choc avec u

L

= 50 m.s

�1

et sur un

maillage �a 500 �el�ements �a un temps physique �nal �egal �a 0.036 s. On remarque que les 1- et

2-onde de choc sont bien plac�ees et que l'�etatW

1

est bien estim�e. Cependant une oscillation est

visible sur l'�etat constant W

1

au voisinage des chocs. Cette oscillation ne vient pas du choix du

nombre de CFL (le pas de temps est �x�e au d�ebut de la simulation en fonction des conditions

initiales avec un nombre de CFL �egal �a 0.5). On constate d'autre part la persistance mais

pas l'aggravation de ces oscillations quand on ra�ne le maillage ou quand on laisse les ondes

se d�evelopper plus longtemps. On en d�eduit que ce ph�enom�ene ne vient pas d'une instabilit�e

num�erique mais serait plutôt dû au comportement du sch�ema num�erique en pr�esence de chocs

importants, mais on manque de r�ef�erences sur ce point.
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A.2.4 Convergence de la m�ethode de Newton

La m�ethode de Newton converge vite : en moyenne 4 it�erations pour un seuil de convergence

�x�e �a une erreur relative de la variable z

1

inf�erieure �a 10

�6

.

Pour avoir une sym�etrie parfaite dans les r�esultats, on a choisi d'e�ectuer les calculs de la con�-

guration 1-choc/2-d�etente dans la con�guration 1-d�etente/2-choc au moyen de la transformation

suivante :

~�

L

 � �

R

~�

R

 � �

L

~u

L

 � �u

R

~u

R

 � �u

L

o�u ~x d�esigne la variable x dans la con�guration 1-choc/2-d�etente.

On obtient la solution du probl�eme initial en op�erant la transformation inverse sur les r�esultats

obtenus dans la con�guration 1-d�etente/2-choc.

Le principal probl�eme rencontr�e au cours de la mise au point du programme est li�e �a la r�esolution

du probl�eme de Riemann entre deux �etatsW

n

i

etW

n

i+1

voisins, c'est �a direW

n

i

' W

n

i+1

. L'erreur

machine entrâ�ne des divisions par z�ero dans l'algorithme de Newton car f

0

((z

1

)

n

) tend vers

z�ero. D'autre part l'espace des valeurs admissibles

~


 =]�

i+1

=�

i

; 1] de z

1

, dans la con�guration

1-d�etente/2-choc, est tr�es r�eduit car �

i+1

=�

i

' 1. On a donc �x�e un seuil d'�etats voisins au-del�a

duquel, au lieu d'e�ectuer des it�erations de Newton, on approche l'�etat W

1

en moyennant les

�etats W

n

i

et W

n

i+1

. Dans les tests pr�esent�es pr�ec�edemment, on a �x�e le seuil des �etats voisins �a

10

�4

, c'est �a dire que l'on consid�ere voisins les �etats W

n

i

et W

n

i+1

si :

jW

n

i+1

�W

n

i

j

jW

n

i

j

< 10

�4

Le test porte sur la variable � dans la con�guration 1-d�etente/2-choc et on calcule l'�etat W

1

en

moyennant de la fa�con suivante :

8

>

>

<

>

>

:

�

1

=

1

2

(�

i

+ �

i+1

)

u

1

= u

i

+

2c

i

�1

�

1�

�

1

2

+

�

i+1

2�

i

�

�1

2

�

De même, dans la con�guration 1-choc/2-choc, le test porte sur les variables � et u et on calcule

l'�etat W

1

en moyennant de la fa�con suivante :

8

>

<

>

:

u

1

=

1

2

(u

i

+ u

i+1

)

�

1

= �

i

�

1�

u

i+1

�u

i

2c

i

�
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Sur une simulation de N mailles, les cellules consid�er�ees avec des �etats voisins se situent no-

tamment au voisinage du raccordement des ondes de d�etente avec les �etats constants.

On consid�ere maintenant l'importance de l'initialisation de la m�ethode de Newton. En fait,

l'�equation f(z

1

) = 0, z

1

2 IR

+�

, admet deux solutions : la solution entropique z

1

2

~


 et une

solution non entropique sur l'intervalle IR

+�

n

~


. La �gure [A.22] repr�esente le trac�e de la

fonction f(z

1

), z

1

2 IR

+�

, dans le cas du tube �a choc ayant pour conditions initiales �

L

= 1,

�

R

= 10

�1

kg.m

�3

, u

L

= u

R

= 0 m.s

�1

,  = 2 et K

0

= 1. On est donc dans la con�guration

1-d�etente/2-choc et l'espace des valeurs admissibles de z

1

est

~


 =]z

min

; 1] o�u z

min

= �

i+1

=�

i

.

On retrouve l'analyse th�eorique des variations de la fonction 	(z

1

) = f(z

1

) + u

R

� u

L

(Cf. le

paragraphe 2.8.2.3), �a savoir que f(z

1

) est d�ecroissante sur

~


. On constate d'autre part la

pr�esence d'une solution de l'�equation f(z

1

) = 0 sur z

1

2]z

min

; 1]. Cette solution est appel�ee

solution entropique car c'est l'unique solution sur l'espace

~


 des valeurs admissibles de z

1

. Par

contre sur l'intervalle ]0; z

min

[ la fonction f(z

1

) est croissante et l'�equation f(z

1

) = 0 admet une

autre solution. Cette solution est dite non entropique car elle ne fait pas partie des solutions

admissibles. On remarque d'autre part la pr�esence d'une asymptote verticale f(z

1

) �! �1

quand z

1

�! 0

+

.

On a donc un crit�ere th�eorique pour rejeter la solution non entropique (i.e. z

1

=2

~


), mais on

veut assurer la convergence de l'algorithme vers la solution entropique. Quand l'algorithme

ne converge pas vers la solution entropique c'est que, soit il a converg�e vers la solution non

entropique, soit le calcul a explos�e si l'algorithme de Newton a renvoy�e un it�er�e (z

1

)

n

< 0 �a

cause de l'asymptote verticale. Ces deux issues sont dues �a une initialisation de la m�ethode de

Newton (z

1

)

0

2

~


 �a droite de la solution entropique. Dans ce cas, si la solution est trop pr�es de

la borne inf�erieure de l'intervalle des valeurs admissibles de z

1

, le premier it�er�e de Newton �etant

assez impr�ecis, il est possible qu'il soit hors de cet espace. Or sur l'intervalle ]0; z

min

[, la fonction

f(z

1

) est croissante, l'algorithme va alors converger vers la solution non entropique et risque en

plus de diverger �a cause de l'asymptote verticale. On rencontre notamment ce probl�eme lorsque

deux �etats sont tr�es voisins car �

i+1

=�

i

' 1 et l'espace des valeurs admissibles est alors tr�es

restreint.

L'id�eal est donc d'initialiser la m�ethode de Newton entre la borne inf�erieure et la solution

entropique pour assurer que l'algorithme ne sort pas de l'intervalle des espaces admissibles.

On ne peut pas garantir cette initialisation mais on peut rendre le programme plus robuste en

adoptant le crit�ere des �etats voisins et ainsi approcher z

1

en moyennant les �etats W

i

et W

i+1

au lieu d'e�ectuer des it�erations de Newton (on aurait �egalement pu proc�eder par dichotomie).

On examine maintenant le temps CPU de ce solveur de Godunov. Toutes les simulations ont

�et�e e�ectu�ees sur station en r�eels double pr�ecision. D'autre part, si W

i

= W

i+1

au sens de la

pr�ecision machine, on pose W

1

= W

i

; ceci permet de ne pas e�ectuer d'it�erations inutiles sur

les cellules qui n'ont pas encore �et�e perturb�ees par les ondes. En moyenne, le temps CPU est

de l'ordre de 2:10

�2

secondes pour 1000 cellules par pas de temps.
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Fig. A.22 { Trac�e de la fonction f(z

1

) dans le cas du tube �a choc : �

L

= 1, �

R

= 10

�1

kg.m

�3

,

u

L

= u

R

= 0 m.s

�1

,  = 2, K = 1.
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Annexe B

Stabilit�e lin�eaire L

2

du sch�ema

associ�e au mod�ele �a deux uides

�a quatre �equations

Nous �etudions dans ce chapitre la stabilit�e lin�eaire L

2

du sch�ema volumes �nis monodimen-

sionnel associ�e au mod�ele �a deux uides �a quatre �equations, dans le cas d'une m�ethode �a pas

fractionnaires puis dans le cas d'une m�ethode de splitting de ux. Nous e�ectuons tout d'abord

l'�etude de stabilit�e dans le cas de la phase gazeuse isol�ee car celle-ci revient, comme on va le

d�emontrer �a �etudier la stabilit�e du syst�eme diphasique.

B.1 Rappel du syst�eme

On consid�ere la partie convective du mod�ele �a deux uides �a quatre �equations (4.1) en se pla�cant

dans un cadre monodimensionnel:

@

@t

(�

1

�

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

) = 0 (B.1a)

@

@t

(�

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

) = 0 (B.1b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

2

1

) + �

1

@

@x

P (�

1

) = 0 (B.1c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

2

+ �

2

�(�

2

)) +

�

2

�

2

@

@x

P (�

1

) = 0 (B.1d)

avec des lois de fermeture, qu'il n'est pas n�ecessaire de pr�eciser ici, mod�elisant la pression

moyenne de l'�ecoulement P (�

1

) et la prise en compte des collisions interparticulaires �(�

2

).
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La m�ethode num�erique choisie pour r�esoudre le syst�eme (B.1) instationnaire est une technique

de d�ecomposition de ux faisant appel soit �a la technique des pas fractionnaires soit �a la tech-

nique de splitting de ux ; le choix de l'une ou de l'autre �etant bas�e sur des crit�eres num�eriques,

notamment sur la stabilit�e lin�eaire L

2

.

On rappelle la d�ecomposition du ux convectif que l'on a retenu :

Etape 1 :

@

@t

(�

1

�

1

) = 0 (B.2a)

@

@t

(�

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

) = 0 (B.2b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

2

1

) = 0 (B.2c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

@

@x

(�

2

U

2

2

+ �

2

�(�

2

)) = 0 (B.2d)

Etape 2 :

@

@t

(�

1

�

1

) +

@

@x

(�

1

�

1

U

1

) = 0 (B.3a)

@

@t

�

2

= 0 (B.3b)

@

@t

(�

1

�

1

U

1

) + �

1

@

@x

P (�

1

) = 0 (B.3c)

@

@t

(�

2

U

2

) +

�

2

�

2

@

@x

P (�

1

) = 0 (B.3d)

Dans l'�etape 1, les deux phases sont d�ecoupl�ees, les �equations sur la phase 2 pouvant être exacte-

ment identi��ees aux �equations d'Euler isentropique. On rappelle que les termes non conservatifs

sont regroup�es dans l'�etape 2 et que le syst�eme associ�e �a l'�etape 2 admet un syst�eme conservatif

�equivalent sous l'hypoth�ese d'un chemin lin�eaire �equipond�er�e pour relier les �etats de la fraction

volumique de part et d'autre d'une discontinuit�e (Cf. le paragraphe 4.4.3).

B.2 Rappel du principe des m�ethodes �a pas fractionnaires

et de splitting de ux

On rappelle tout d'abord, dans un cadre monodimensionnel le principe de la mise en �uvre de

ces deux m�ethodes sur le syst�eme de convection non conservatif suivant :

@

@t

W +

@

@x

F

1

(W ) +

@

@x

F

2

(W ) +A(W )

@

@x

W = 0
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o�u W d�esigne le vecteur des variables d'�etat, F

1

et F

2

une d�ecomposition du ux convectif

global du syst�eme et, A la matrice des termes non conservatifs (A est nulle si le syst�eme est

conservatif). On va r�esoudre s�epar�ement les deux sous-syst�emes suivants (en regroupant par

exemple tous les termes non conservatifs dans le même sous-syst�eme) :

@

@t

W +

@

@x

F

1

(W ) = 0

@

@t

W +

@

@x

F

2

(W ) + A(W )

@

@x

W = 0

Soit W

n

i

la valeur approch�ee de W sur la cellule C

i

au temps t

n

, avec t

n+1

= t

n

+�t. L'algo-

rithme de la m�ethode �a pas fractionnaires, associ�e par exemple �a un sch�ema d'Euler en temps

et une discr�etisation volumes �nis en espace, s'�ecrit alors :

Pour W

n

donn�e,

Etape 1 : W

n

�!W

�

W

�

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

@

@x

F

1

(W ) dx

�

n

Etape 2 : W

�

�!W

n+1

W

n+1

i

= W

�

i

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

�

@

@x

F

2

(W ) + A(W )

@

@x

W

�

dx

�

�

o�u l'exposant

�

d�esigne un temps interm�ediaire �ctif entre t

n

et t

n+1

. Ce qui revient �a :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

@

@x

F

1

(W ) dx

�

n

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

�

@

@x

F

2

(W ) +A(W )

@

@x

W

�

dx

�

�

Sous les mêmes hypoth�eses, la m�ethode de splitting de ux s'�ecrit :

Pour W

n

donn�e,

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

@

@x

F

1

(W ) dx

�

n

�

�t

jC

i

j

�

Z

C

i

�

@

@x

F

2

(W ) + A(W )

@

@x

W

�

dx

�

n

B.3 Rappels sur la stabilit�e lin�eaire L

2

Dans le cas d'un syst�eme lin�eaire :
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@

@t

W +A :

@

@x

W = 0

la stabilit�e L

2

du sch�ema est facile �a �etudier au moyen de la transform�ee de Fourier sous r�eserve

de la lin�earit�e du sch�ema.

On suppose que le sch�ema est lin�eaire de la forme:

W

n+1

i

�W

n

i

�t

+

X

C

j

B

ij

:W

n;n+1

j

= 0 (B.4)

o�u les cellules C

j

sont les cellules qui ont une fronti�ere commune avec la cellule C

i

. On rappelle

la d�e�nition de la stabilit�e L

2

selon Von Neumann : le sch�ema est L

2

-stable si il existe une

constante B > 0 ind�ependante de �t telle que :

jjW

n

jj

L

2
� C jjW

0

jj

L

2
; n = 0; 1 : : :

Reprenons le sch�ema (B.4) dans lequel on introduit une perturbation harmonique de la forme:

W

n

i

= W

n

exp(jkih) ; j

2

= �1

On obtient la r�ecurrence suivante :

W

n+1

= G(�t=h ; �)W

n

o�u � = kh caract�erise la fr�equence associ�ee au mode de Fourier k et G la matrice d'ampli�cation

du sch�ema. On peut alors montrer que la condition de Von Neumann :

�

�

G(�t=h ; �)

�

� 1 ; 8� 2 IR

est une condition su�sante de stabilit�e lin�eaire au sens L

2

.

Si l'op�erateur du sch�ema est non lin�eaire, on d�e�nit un crit�ere de stabilit�e locale en le lin�earisant

�a l'ordre 0, ce qui autorise le recours �a l'analyse de Fourier. Ces crit�eres locaux entrâ�nent une

stabilit�e globale mais ne permettent pas la convergence dans L

2

.

On applique maintenant cette m�ethode au sch�ema de Roe standard.
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B.4 Stabilit�e lin�eaire L

2

du sch�ema de Roe standard

Soit le syst�eme hyperbolique suivant de dimension p :

@W

@t

+

@F (W )

@x

= 0

o�u W (x; t) est le vecteur des variables d'�etat et F (W ) le ux associ�e.

On lin�earise le syst�eme en posant F (W ) = A:W , o�u A est une matrice localement constante

s'identi�ant avec la Jacobienne du ux prise en un certain �etat constant. Soit W

n

i

la valeur

approch�ee de W (x; t

n

), x 2 C

i

, on �ecrit le sch�ema de Roe :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

h

�

F(W

n

i

;W

n

i+1

)� F(W

n

i�1

;W

n

i

)

�

o�u :

F(U; V ) =

1

2

(AU + AV ) �

1

2

jAj(V � U )

On peut donc r�e�ecrire le sch�ema de Roe de la fa�con suivante :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

h

�

A

W

n

i+1

�W

n

i�1

2

� jAj

W

n

i+1

+W

n

i�1

� 2W

n

i

2

�

En initialisant dans l'algorithme le vecteur W

n

i

par W

0

i

= V

0

exp(jkih), k 2 IR (j

2

= �1), on

obtient la r�ecurrence suivante :

V

n+1

=

�

I �

�t

h

�

A

exp(jkh) � exp(�jkh)

2

� jAj

exp(jkh) + exp(�jkh) � 2

2

��

V

n

En posant � = kh, on obtient :

V

n+1

=

�

I �

�t

h

((1� cos �)jAj+ i sin � A)

�

V

n

La matrice d'ampli�cation admet donc des valeurs propres �

k

complexes :

�

k

(�) = 1�

�t

h

((1� cos �)j�

k

j+ i sin � �

k

) ; k = 1; :::; p
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o�u �

k

d�esigne les valeurs propres de la Jacobienne A. La condition de stabilit�e max

1�k�p

j�

k

j � 1

est �equivalente �a

�t

h

j�

k

j � 1, soit :

�(A)

�t

h

� 1

o�u �(A) d�esigne le rayon spectral de la matrice A.

B.5 Stabilit�e lin�eaire L

2

du sch�ema associ�e �a la phase ga-

zeuse isol�ee

Le syst�eme homog�ene monodimensionnel associ�e �a la phase gazeuse isol�ee s'obtient en posant

�

1

= 1 et �

2

= 0 dans le syst�eme (B.1) :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

�+

@

@x

(� U ) = 0

@

@t

(� U ) +

@

@x

(� U

2

+ P (�)) = 0

La d�ecomposition en deux sous-syst�emes, �equivalents �a (B.2,B.3), s'�ecrit alors :

Sous-syst�eme 1 :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

� = 0

@

@t

(� U ) +

@

@x

(� U

2

) = 0

(B.5)

Sous-syst�eme 2 :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

@

@t

� +

@

@x

(� U ) = 0

@

@t

(� U ) +

@

@x

(P (�)) = 0

(B.6)

B.5.1 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e au sous-syst�eme (B.5)

Le sch�ema volumes �nis monodimensionnel de Godunov associ�e au sous-syst�eme (B.5) s'�ecrit :

8

>

<

>

:

�

n+1

i

= �

n

i

(�U )

n+1

i

= (�U )

n

i

�

�t

h

�

F

i+

1

2

� F

i�

1

2

�

n

(B.7)
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avec le ux num�erique F

i+

1

2

�a l'interface entre les cellules C

i

et C

i+1

:

F

i+

1

2

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0 si U

i

< 0 et U

i+1

> 0

(�U

2

)

i

si

^

U

i+

1

2

� 0

(�U

2

)

i+1

si

^

U

i+

1

2

< 0

et la vitesse pond�er�ee :

^

U

i+

1

2

=

p

�

i

U

i

+

p

�

i+1

U

i+1

p

�

i+1

On lin�earise par rapport �a la vitesse U

n

i

= U , o�u U est une constante positive (le cas U n�egatif

�etant trait�e de fa�con identique). On obtient alors le sch�ema lin�earis�e suivant :

8

>

<

>

:

�

n+1

i

= �

n

i

(�U )

n+1

i

= (�U )

n

i

�

�t

h

U ((�U )

i

� (�U )

i�1

)

n

La matrice d'ampli�cation du sous-syst�eme (B.5) de la phase gazeuse est donc donn�ee par :

G

(I):1

=

�

1 0

0 D

�

o�u D = 1�

�t

h

U (1� cos � + i sin �).

La stabilit�e du sch�ema est dict�ee par la condition de Von Neumann jDj � 1, soit :

�t

h

jU j � 1

B.5.2 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e au sous-syst�eme (B.6)

On �ecrit maintenant le sch�ema volumes �nis monodimensionnel de type Roe associ�e au sous-

syst�eme (B.6) :

8

>

>

<

>

>

:

�

n+1

i

= �

n

i

�

�t

h

�

F

1

i+
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avec les ux de Roe :
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o
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� :

i

, et la moyenne de Roe de la c�el�erit�e :
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On lin�earise par rapport �a la moyenne de Roe de la c�el�erit�e ~c

i+

1

2

= c, o�u c est une constante

positive. On obtient alors le sch�ema lin�earis�e suivant :
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La matrice d'ampli�cation du sous-syst�eme (B.5) de la phase gazeuse est donc donn�ee par :

G

(II):1

=

�

A iB

ic

2

B A

�

o�u A = 1�

�t

h

c (1� cos �) et B = �

�t

h

sin �. Les valeurs propres de la matrice G

(II):1

sont :

�

�

= 1�

�t

h

c (1� cos � � i sin �)

La stabilit�e du sch�ema est dict�ee par la condition de Von Neumann j�

�

j � 1, soit :

�t

h

c � 1
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Fig. B.1 { Modules des valeurs propres de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode des

pas fractionnaires, avec N

c

= 0:5.
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Fig. B.2 { Module et Iso-contours du rayon spectral de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la

m�ethode des pas fractionnaires, avec N

c

= 0:5.
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B.5.3 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a la m�ethode des pas frac-

tionnaires

La matrice de gain associ�ee �a la m�ethode des pas fractionnaires des syst�emes (B.5) et (B.6)

s'obtient en faisant le produit des matrices de gain associ�ees aux sch�emas lin�earis�es des deux

�etapes de la m�ethode :

G

(PF ):1

= G

(II):1

: G

(I):1

=

�

A iBD

ic

2

B AD

�

La matrice G

(PF ):1

admet des valeurs propres � complexes, de la forme:

�

�

=

A(1 +D) �

p

�

2

o�u � = A

2

(1 +D)

2

� 4(c

2

B

2

+ A

2

)D.

La stabilit�e du sch�ema est dict�ee par la condition de Von Neumann j�

�

j � 1.

Remarque B.1 La stabilit�e du sch�ema d�epend uniquement des param�etres nombre de Mach

M et nombre de Courant N

c

. En e�et,

�t

h

=

N

c

U + c

etM =

U

c

alors :

A = 1�

N

c

M + 1

(1� cos �) et D = 1�

M:N

c

M + 1

(1� cos � + i sin �)

Le coe�cient B, quant �a lui, peut s'�ecrire B = �

N

c

c(M+1)

sin �. Alors � et donc �

�

ne d�ependent

que des variables nombre de Courant, nombre de Mach et nombre d'onde.

Remarque B.2 On atteint la limite de stabilit�e, j�j = 1, pour tout �, pour N

c

= 1 et M = 0.

Les �gures [B.1] �a [B.4] repr�esentent les variations des modules des valeurs propres de la matrice

d'ampli�cation G

(PF ):1

associ�ee �a la m�ethode des pas fractionnaires, en fonction du nombre de

Mach (variant de 0 �a 2), du nombre de Courant (�egal �a 0.5 ou 1) et du nombre d'onde (variant

de 0 �a �). On observe bien que le rayon spectral de la matrice est inf�erieur �a 1 (Cf. Fig. [B.2]

et [B.4]) avec une limite de stabilit�e atteinte pour un nombre de Courant �egal �a 1 et un nombre

de Mach tendant vers z�ero (Cf. Fig. [B.4]). On remarque �egalement que les deux valeurs propres

ont un comportement assez homog�ene (Cf. Fig. [B.1] et [B.3]) et que le rendement n'est jamais

nul mis �a part au point (M; �;N

C

) = (1:0; �; 1:0) (Cf. Fig. [B.3]).
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Fig. B.3 { Module des valeurs propres de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode des

pas fractionnaires, avec N

c

= 1:0.
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Fig. B.4 { Module et iso-contours du rayon spectral de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la
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Fig. B.5 { Module des valeurs propres de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode de

splitting de ux, avec N

c

= 0:5.
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B.5.4 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a la m�ethode de splitting

de ux

La matrice de gain associ�ee �a la m�ethode de splitting de ux s'obtient en faisant la somme

des matrices de gain associ�ees aux sch�emas lin�earis�es des deux �etapes de la m�ethode et en

soustrayant la matrice identit�e :

G

(SF ):1

= G

(I):1

+ G

(II):1

� I =

�

A iB

ic

2

B A +D � 1

�

La matrice G

(SF ):1

admet des valeurs propres � complexes, de la forme :

�

�

=

2A+D � 1�

p

�

2

o�u � = (2A+D � 1)

2

� 4(A(A +D � 1) + c

2

B

2

).

La stabilit�e du sch�ema est dict�ee par la condition de Von Neumann j�

�

j � 1.

Remarque B.3 De même que dans la remarque B.1 sur la m�ethode des pas fractionnaires, les

valeurs propres de la matrice de gain G

(SF ):1

et donc la stabilit�e lin�eaire du sch�ema d�ependent

uniquement des variables nombre de Courant, nombre de Mach et nombre d'onde.

Remarque B.4 On atteint la limite de stabilit�e, j�j= 1, pour tout �, pour N

c

= 1 et M = 0.

Les �gures [B.5] �a [B.8] repr�esentent les variations des modules des valeurs propres de la matrice

d'ampli�cation G

(SF ):1

associ�ee �a la m�ethode de splitting de ux, en fonction du nombre de

Mach (variant de 0 �a 2), du nombre de Courant (�egal �a 0.5 ou 1) et du nombre d'onde (variant

de 0 �a �). On observe bien que le rayon spectral de la matrice est inf�erieur �a 1 (Cf. Fig. [B.6]

et [B.8]) avec une limite de stabilit�e atteinte pour un nombre de Courant �egal �a 1 et un nombre

de Mach tendant vers z�ero (Cf. Fig. [B.8]). On remarque cependant que les deux valeurs propres

ont un comportement tr�es h�et�erog�ene (Cf. Fig. [B.5] et [B.7]) et qu'une valeur propre est bloqu�ee

�a la valeur z�ero quel que soit le nombre de Mach pour un nombre de Courant �egal �a 0.5 (Cf.

Fig. [B.5]), ce qui signi�e que l'un des modules a un rendement nul. On tiendra compte de

ces deux derniers points dans les crit�eres du choix entre la m�ethode �a pas fractionnaires et la

m�ethode de splitting de ux, bien que l'analyse de stabilit�e lin�eaire L

2

de ces syst�emes fortement

non lin�eaires ne procure qu'une condition de stabilit�e locale.



HE-41/97/042/A - Simulation num�erique d'�ecoulements gaz-particules... 277

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 0:2

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 0:4

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 0:6

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 0:8

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 1:0

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 1:5

j�

2

j

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

�

j�

1

j

M = 2:0

j�

2

j

Fig. B.7 { Module des valeurs propres de la matrice d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode de

splitting de ux, avec N

c

= 1:0.
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B.6 Stabilit�e lin�eaire L

2

du sch�ema associ�e au syst�eme

diphasique

B.6.1 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a l'�etape (B.2)

Soit W

t

(x; t) = (�

1

�

1

; �

1

�

1

U

1

; �

2

; �

2

U

2

) le vecteur des variables d'�etat du syst�eme et W

n

i

la

valeur approch�ee de W (x

i

; t

n

). Le sch�ema volumes �nis monodimensionnel associ�e au sous-

syst�eme (B.2), de Godunov pour les variables de la phase continue et de type Roe pour les

variables de la phase dispers�ee, s'�ecrit :

W

n+1

i

= W

n

i
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��
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et la matrice de Roe :

jA(

~

W;n)j

i+

1

2

=

1

2(~c

2

2

)

i+

1

2

�

j�

�

j�

+

� j�

+

j�

�

�j�

�

j+ j�

+

j

�

+

�

�

(j�

�

j � j�

+

j) ��

�

j�

�

j+ �

+

j�

+

j

�

o�u �

�

= (

~

U

2

)

i+

1

2

� (~c

2

)

i+

1

2

.

Il est clair que dans le syst�eme (B.2), les deux phases sont d�ecoupl�ees. On peut donc calculer

s�epar�ement la matrice de gain de chacune des deux phases : G

(I):1

et G

(I):2

; la matrice de gain

globale du syst�eme (B.2) se pr�esentant alors sous la forme:

G

(I)

=

0

B

@

G

(I):1

0

0 G

(I):2

1

C

A

On lin�earise le sch�ema associ�e �a la phase gazeuse par rapport �a la vitesse (U

1

)

n

i

= U

1

, o�u U

1

est une constante positive (on suppose �egalement que (

~

U

1

)

n

i+

1

2

est positif) (le cas n�egatif �etant

trait�e de fa�con identique). Le sch�ema ainsi lin�earis�e est �equivalent �a celui obtenu pour le premier

sous-syst�eme dans le cas de la phase gazeuse isol�ee (en identi�ant � �a �

1

�

1

) :

8

>

<

>

:

(�

1

�

1

)

n+1

i

= (�

1

�

1

)

n

i

(�

1

�

1

U

1

)

n+1

i

= (�

1

�

1

U

1

)

n

i

�

�t

h

U

1

((�

1

�

1

U

1

)

i

� (�

1

�

1

U

1

)

i�1

)

n

La matrice d'ampli�cation associ�ee s'�ecrit donc :

G

(I):1

=

�

1 0

0 D

�

o�u D = 1�

�t

h

U

1

(1� cos � + i sin �).

Le sch�ema associ�e �a la phase dispers�ee est un sch�ema de Roe classique. On �etudie la stabilit�e

lin�eaire L

2

du sch�ema de Roe standard en lin�earisant ce dernier par rapport �a la matrice de Roe

jA(

~

W;n)j

n

i�

1

2

= jAj (Cf. le paragraphe B.4). On obtient la matrice d'ampli�cation suivante :

G

(I):2

= I �

�t

h

((1� cos �)jAj+ i sin � A)

o�u jAj d�esigne la matrice de Roe �g�ee et A la Jacobienne �g�ee du syst�eme.
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La matrice G

(I):2

admet donc deux valeurs propres �

1

et �

2

complexes :

�

i

= 1�

�t

h

((1� cos �)j�

i

j+ i sin � �

i

)

o�u �

i

= U

2

� c

2

, i = 1; 2 d�esigne les valeurs propres de la Jacobienne.

Du fait de la structure diagonale par blocs de G

(I)

, l'ensemble de ses valeurs propres est donc la

r�eunion de celles de G

(I):1

et de G

(I):2

. On obtient donc deux conditions de stabilit�e du sch�ema

global :

�t

h

jU

1

j � 1 et

�t

h

jU

2

+ c

2

j � 1

B.6.2 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a l'�etape (B.3)

On consid�ere le syst�eme conservatif (4.35) �equivalent au syst�eme non conservatif (4.33), sous

l'hypoth�ese du choix d'un chemin lin�eaire �equipond�er�e (Cf. le paragraphe 4.5.2.2).

Soit W

t

(x; t) = (�

1

�

1

; �

1

U

1

; �

2

; �

2

U

2

) le vecteur des variables d'�etat du syst�eme. Le sch�ema

volumes �nis 1D de type Roe associ�e au sous-syst�eme (4.35) s'�ecrit :

W

n+1

i

= W

n

i

�

�t

h

(�

i+

1

2

� �

i�

1

2

)

n

(B.9)

avec le ux num�erique �

i+

1

2

au temps n :

�

i+

1

2

=

0

B

B

@

(�

1

�

1

U

1

)

P (�

1

)

0

P (�

1

)

1

C

C

A

i+

1

2

�

1

2

(~c

1

)

i+

1

2

0

B

B

@

[�

1

]

[�

1

�

1

U

1

]=�

1

0

[�

1

�

1

U

1

]=�

1

1

C

C

A

i+

1

2

et la moyenne de Roe de la c�el�erit�e :

(~c

2

1

)

i+

1

2

=

8

>

>

<

>

>

:

[P (�

1

)]

i+

1

2

[�

1

]

i+

1

2

si [�

1

]

i+

1

2

6= 0

(P

0

(�

1

))

i

si (�

1

)

i

= (�

1

)

i+1

On lin�earise le sch�ema par rapport �a la moyenne de Roe de la c�el�erit�e (~c

1

)

i�

1

2

= c

1

(c

1

est une

constante positive) et par rapport �a la fraction volumique (�

1

)

i

= (�

1

)

i�1

= �

1

.

Remarque B.5 La lin�earisation que l'on e�ectue par rapport �a �

1

est tr�es forte (Cf. par
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exemple les simulations du sch�ema non lin�eaire de propagation, pr�esent�es dans le paragraphe

4.6.1).

On obtient alors le sch�ema lin�earis�e suivant :
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1
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�
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)
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� (�

1

�

1

)
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)

i+1
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1

U
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1

U

1

)
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n
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)
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i
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i
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1
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La matrice d'ampli�cation du sous-syst�eme (4.35) est donc donn�ee par :

G

(II)

=

0

B

@

G

0

(II):1

0

H

(II)

I

1

C

A

o�u G

0

(II):1

est une matrice semblable �a la matrice d'ampli�cation G

(II):1

associ�ee au deuxi�eme

sous-syst�eme de la phase gazeuse isol�ee (ce qui est dû au changement de variables pour passer

du syst�eme non conservatif (4.33) au syst�eme conservatif (4.35)) :

G

0

(II):1

=

�

A i�

1

B

ic

2

1

B=�

1

A

�

o�u A = 1�

�t

h

c

1

(1� cos �) et B = �

�t

h

sin �,

et H

(II)

la matrice de couplage entre la phase gazeuse et la phase particulaire :

H

(II)

=

�

0 0

ic

2

1

B=�

1

A

�

La matrice G

(II)

�etant triangulaire par blocs, ses valeurs propres sont celles de la matrice

identit�e I et de la matrice G

0

(II):1

r�eunies. Or les matrices G

0

(II):1

et G

(II):1

sont semblables,
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ce qui implique qu'elles ont des valeurs propres identiques. Il est, d'autre part, int�eressant de

noter que le couplage des deux phases au moyen de la matrice H

(II)

n'inue pas sur la stabilit�e

du sch�ema lin�earis�e.

Les valeurs propres de la matrice G

0

(II):1

sont donc :

�

�

= 1�

�t

h

c

1

(1� cos � � i sin �)

Et l'on obtient la condition de stabilit�e suivante :

�t

h

c

1

� 1

B.6.3 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a la m�ethode des pas frac-

tionnaires

La matrice de gain associ�ee �a la m�ethode des pas fractionnaires s'�ecrit :

G

(PF )

= G

(II)

: G

(I)

=

0

B

@

G

0

(II):1

:G

(I):1

0

H

(II)

:G

(I):2

G

(I):2

1

C

A

Soit G

0

(PF ):1

= G

0

(II):1

:G

(I):1

. La matrice G

0

(PF ):1

est une matrice semblable �a la matrice

d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode des pas fractionnaires dans le cas de la phase gazeuse

isol�ee G

(PF ):1

:

G

0

(PF ):1

=

�

A i�

1

DB

ic

2

1

B=�

1

AD

�

Du fait que la matrice G

(PF )

est triangulaire par blocs, elle a pour valeurs propres la r�eunion

de celles des matrices G

0

(PF ):1

et G

(I):2

. Les conditions de stabilit�e du sch�ema sont donc, d'une

part, celles d�ej�a expos�ees pour la m�ethode des pas fractionnaires dans le cas de la phase gazeuse

isol�ee (puisque G

0

(PF ):1

et G

(PF ):1

sont semblables et ont donc des valeurs propres identiques)

et, d'autre part, celle provenant de la matrice G

(I):2

, c'est �a dire

�t

h

jU

2

+ c

2

j � 1.

B.6.4 Etude de stabilit�e du sch�ema associ�e �a la m�ethode de splitting

de ux

La matrice de gain associ�ee �a la m�ethode de splitting de ux s'�ecrit :
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G

(SF )

= G

(I)

+ G

(II)

� I =

0

B

@

G

(I):1

+ G

0

(II):1

� I 0

H

(II)

G

(I):2

1

C

A

Soit G

0

(SF )

= G

(I):1

+G

0

(II):1

� I . La matrice G

0

(SF ):1

est une matrice semblable �a la matrice

d'ampli�cation associ�ee �a la m�ethode de splitting de ux dans le cas de la phase gazeuse isol�ee

G

(SF ):1

:

G

0

(SF )

=

�

A i�

1

B

ic

2

1

B=�

1

A +D � 1

�

Du fait que la matrice G

(SF )

est triangulaire par blocs, elle a pour valeurs propres l'ensemble

des valeurs propres des matrices G

0

(SF ):1

et G

(I):2

. Les conditions de stabilit�e du sch�ema sont

donc, d'une part, celles d�ej�a expos�ees pour la m�ethode de splitting de ux dans le cas de la phase

gazeuse isol�ee (puisque G

0

(SF ):1

et G

(SF ):1

sont semblables) et, d'autre part, celle provenant de

la matrice G

(I):2

, c'est �a dire

�t

h

jU

2

+ c

2

j � 1.


