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Introduction

Le controle non destructif (CND) est un procédé permettant de caractériser I'état d’in-
tégrité d’une structure sans l'altérer. Il est fortement utilisé dans de nombreux domaines
industriels comme ’aéronautique, 'aérospatial et 1’énergie nucléaire. Parmi les techniques
utilisées, citons les ultrasons, 1’électromagnétisme (les courants de Foucault), la thermogra-
phie et la radiographie. Le CND par ultrasons consiste & émettre des ondes ultrasonores
(ondes acoustiques comprises entre 20 kHz et 10 GHz) et a détecter leurs interactions
avec les défauts éventuellement présents dans la piéce, dans le but de les caractériser.
Notamment l'utilisation d’ondes guidées, des ondes qui se propagent a longue distance
sans s’atténuer, permet de controler des zones peu accessibles dans des structures élancées
(plaques, poutres, tubes, ...).

Lorsque les capteurs sont intégrés de maniére permanente dans ou sur les structures
d’intérét et quand le controle se fait in situ et en temps réel, il s’agit de controle santé intégré
(SHM: Structural Health Monitoring). Le SHM est une technique de controle de plus en
plus populaire et souvent utilisée en aéronautique, les capteurs étant positionnés dans des
sous-parties de I'avion. Par exemple, il peut étre utilisé dans les ailes ou la coque, dans ces
cas, les structures sont souvent complexes et les matériaux sont composites stratifiés. De
maniére générale, de tels controles sont difficiles & cause de ’anisotropie, de la stratification,
ainsi que la présence éventuelle de défauts spécifiques aux matériaux utilisés (par exemple
les défauts de corrosion pour les matériaux métalliques et les défauts de délaminage pour
les matériaux composites).

Dans ce contexte, la simulation numérique des phénoménes de propagation ainsi que
des phénoménes d’interactions avec les milieux et les défauts peut étre utilisée pour I'in-
terprétation des signaux obtenus expérimentalement, ’aide a la conception des protocoles
de controéle, ou encore ’'aide au design de capteurs.

Ces travaux de thése s’inscrivent dans le cadre d’une collaboration entre le CEA LIST
(DISC), le laboratoire POEMS (CNRS-INRIA-ENSTA Paris) et 'EPI M=DISIM de I'Inria
Saclay. Depuis de nombreuses années, le Département Imagerie Simulation pour le Controle
(DISC) au sein du CEA LIST développe et commercialise a 1’échelle internationale la pla-
teforme CIVA, spécifiquement dédiée a la simulation pour le CND tandis que le laboratoire
POEMS est spécialisé dans la modélisation mathématique et numérique de phénomeénes de
propagation d’ondes. Par ailleurs, le CEA LIST collabore également avec ’'EPI M=DISIM
et le laboratoire POEMS au sujet de la construction d’autres outils numériques pour la
propagation d’ondes en régime temporel, la modélisation des capteurs piézoélectriques, ...

Le but de cette thése est de développer un outil de simulation efficace permettant de modé-
liser la propagation des ondes émises, leur interaction avec les défauts et leur réception, lors
d’un contréle de type SHM d’une plaque composite stratifiée présentant potentiellement
des défauts. Le travail a été organisé suivant deux axes :



(1)

(2)

Le calcul du champ incident modélisant la propagation d’une onde élastique générée
par un capteur piézoélectrique émetteur dans une plaque saine. La question ici est de
développer une méthode numérique efficace qui peut prendre en compte la richesse
paramétrique des configurations de controles (type de source, fréquence des signaux,
stratifications, ...) tout en étant robuste par rapport a 1’épaisseur du milieu de pro-
pagation. En effet, le principal point critique de notre probléme est que ’épaisseur
des plaques considérées est trés faible devant la longueur d’onde la plus petite. Cet
axe de travail est motivé par les deux aspects suivants :

(i) Un calcul en force de I’équation élastique tridimensionnelle en régime temporel
discrétisée par un schéma explicite en temps est trop cotiteux car la CFL est
contrainte par la taille de I’épaisseur. Par ailleurs, les schémas complétement
implicites ne présentent pas cette limitation mais sont proscrits (sans traitement
particulier) étant donnée la taille des problémes considérés.

(ii) Une alternative aurait pu étre le recours aux modéles asymptotiques ([31; 3; 30;
72]). Cependant, 'utilisation des modéles de plaques classiques, par exemple
les modéles de type Reissner-Mindlin ou Kirchhoff-Love ne semble pas évidente
pour notre application. En effet, ces modéles n’ont pas été construits et justifiés
pour des problémes transitoires de propagation d’ondes dans des plaques strati-
fices (un grand nombre de travaux sont réalisés en statique pour des matériaux
homogenes isotropes).

La principale contribution de cette partie est donc de proposer et analyser une mé-
thode numérique qui couple un schéma implicite dans ’épaisseur & un schéma expli-
cite dans les autres directions. Des résultats numériques seront présentés, montrant
Iefficacité et la précision de I’approche proposée sur des applications réalistes.

La simulation de l'interaction du champ incident avec un ou plusieurs défauts est
décrite par une équation élastique en régime temporel dans une plaque. Le domaine
de propagation étant considéré grand par rapport a la taille du défaut et par rapport
aux longueurs d’ondes, il devient nécessaire de restreindre les calculs autour des zones
défectueuses. De nombreuses stratégies existent pour traiter le cas acoustique scalaire,
élastique isotrope, et quelques stratégies pour des configurations plus compliquées
(par exemple anisotrope).

Mentionnons tout d’abord les conditions aux limites absorbantes (CLA) qui ont été
introduites dans les années 70 dans [13] et étendues ou analysées par la suite par
de nombreux auteurs [11; 50; 53| (voir [47; 48] pour une review). Ces techniques
visent & borner le domaine de calcul en écrivant une relation, faisant intervenir des
opérateurs locaux et éventuellement des inconnues auxiliaires, satisfaite approxima-
tivement par les traces de la solution au bord du domaine. Ces stratégies, bien que
généralement trés efficaces, présentent quelques désavantages, tout d’abord leur ex-
tension a des géométries non droites est non triviale (voir [4]), leur stabilité n’est
pas systématiquement garantie (voir tout de méme [52]), mais surtout leur écriture
est trés dépendante de 1’équation sous-jacente (voir [23] pour une extension de ces
techniques au cas d’ondes convectées).

Une stratégie concurrente, les PML [13] puis [29], développée dans les années 90,
consiste & entourer le domaine de calcul par des milieux absorbants parfaitement
adaptés au sens ol une onde se propage du domaine de calcul vers le milieu ab-
sorbant sans réflexions. De par leur simplicité d’implémentation, leur précision et
la, possibilité de les construire (au moins formellement) pour des systémes généraux




[5], ces techniques ont connu un fort succeés et de nombreuses extensions ont suivi
[415 24; 25; 10; 39]. Concernant l'utilisation des PML pour 'élasticité, ’analyse pro-
posée dans [22] fait date, elle montre que pour certains milieux élastiques orthotropes
les stratégies PML classiques sont instables. A ce jour la question de construire des
PML stables pour ces cas-la est encore ouverte.

Une troisiéme stratégie, plus en lien avec ce qui sera proposé dans ce manuscrit,
est la technique des potentiels retardés [51]. Ici, la connaissance de la fonction de
Green du milieu extérieur est utilisée pour réduire les calculs & effectuer aux bords
d’un obstacle. Il s’ensuit un probléme ot des opérateurs non-locaux espace-temps,
possédant de bonnes propriétés mathématiques sont définis sur la frontiére du do-
maine, et doivent étre inversés. Pour ce faire, une stratégie efficace est I'utilisation
de la fast convolution quadrature method (CQM) [9; 8] qui s’appuie sur l'utilisation
de la transformée en Z (voir aussi [65]). Notons que le couplage de ces méthodes
avec une zone ol un schéma éléments finis est utilisé, est possible (voir [1]) mais ne
permet pas de facon évidente d’utiliser les techniques d’accélération s’appuyant sur
la transformée en Z. De plus, comme mentionné, 'utilisation des équations intégrales
nécessite la connaissance (ou le calcul) de la fonction de Green du milieu qui, dans
le cas de plaques stratifiées, est loin d’étre évidente (ou potentiellement trop coliteux).

Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés a la méthode des demi-espaces rac-
cordés (Halfspace Matching (HsM) method) inspirée des travaux de doctorat de S.
Fliss [44] et J. Coatleven [33; 34|, puis développée dans la thése de A. Tonnoir [76; 19]
et Y. Tjandrawidjaja [75; 18] dans un cadre fréquentiel.

Plus précisément, 'idée clé de cette méthode a été initialement développée lors des
travaux de these [44] de S. Fliss sur les milieux périodiques bidimensionnels en régime
harmonique, puis J. Coatleven [33; 34] a proposé une extension au cadre temporel,
A. Tonnoir [76; 19] I'a étendue au cadre des équations élastiques en milieu bidi-
mensionnel infini anisotrope en régime harmonique. Finalement, ’extension de cette
méthode & des plaques tridimensionnelles, infinies dans deux directions et bornées
dans la troisiéme direction a été ensuite développée dans la thése de doctorat de Y.
Tjandrawidjaja [75; 18].

Dans la continuité de ces travaux, ’objectif de ce deuxiéme axe de travail consiste a
poursuivre les travaux de J. Coatleven [33; 34] et d’étendre cette méthode au régime
temporel pour traiter le probléme de 'interaction d’un défaut avec une onde incidente
dans une plaque élastique anisotrope stratifiée. Bien que nous nous concentrions sur
le cas des ondes acoustiques en milieu isotrope ou anisotrope 2D, la méthode est
construite avec un souci de généralité qui nous permettra de I’étendre naturellement
au cas des systémes d’équations d’ondes tel que ’élasticité.

Le travail réalisé a été valorisé et intégré de la fagon suivante :

e Ecriture et analyse de convergence d’un schéma implicite-explicite robuste et efficace
pour la propagation d’ondes dans des plaques stratifiées : ce schéma a été implémenté
en C+- a partir du code existant au CEA LIST et une version industrielle est intégrée
dans la version commerciale de la plateforme de calcul CIVA.

e Extension de la méthode HsM au cas temporel en acoustique isotrope et aniso-
trope : cette extension a été implémentée dans ’environnement de développement

XLIFE++.




e Participation & deux conférences avec soumission de Proceedings avec comité de

lecture (WAVES 2019 et NDT Aerospace 2019).

e L’écriture d’un article associé aux développements de ’axe de travail I est en cours.

Nous détaillons maintenant chacune des deux parties du manuscrit qui sont liées a ces axes
de travail.

(I) Méthode numérique pour la propagation d’ondes dans des plaques strati-
fiées
Dans la premiére partie de ce manuscrit, nous nous concentrons sur la partie émission
c’est-a~dire le calcul du champ incident modélisant la propagation d’ondes générées
par un capteur piézoélectrique émetteur dans une plaque saine (sans défauts). Dans
notre application, ce capteur est un patch mince placé sur la surface supérieure de
la plaque que nous pouvons modéliser par un chargement surfacique (agissant sur
la surface supérieure de la plaque) ayant une composante nulle dans la direction de
I’épaisseur. Le principal point critique de notre probléme est que 1’épaisseur de la
plaque est trés faible devant la longueur d’onde la plus petite. Par exemple, lors-
qu’on utilise un schéma explicite, le choix du pas de temps est fortement lié & la
faible épaisseur de la plaque (la condition de stabilité de ce schéma dépend de la
discrétisation dans I’épaisseur et donc de I'épaisseur), ce qui rend ce schéma trés coi-
teux en termes de temps de calcul lorsque I’épaisseur devient trés petite. Un schéma
purement implicite, ne peut étre résolu directement, étant donnée la taille des pro-
blémes considérés, et des méthodes itératives préconditionnées doivent étre utilisées.
Etablir un préconditionneur efficace pour ce schéma implicite est une question dif-
ficile. Nous proposons dans le chapitre 1 un schéma implicite-explicite dont nous
analysons la convergence dans le chapitre 2. Soit dit en passant ce schéma nous a
permis de proposer un préconditionneur efficace pour le schéma implicite. Néanmoins
cette stratégie reste cotliteuse par rapport a la stratégie implicite-explicite efficace que
nous détaillerons.

Dans le chapitre 1, nous commencons par présenter les équations du probléme modéle
(section 1.1). Ce probléme modéle est posé sur un domaine mince dont 1'épaisseur
est proportionnelle & un petit parameétre §. Aprés avoir remis ce probléme a 1’échelle
dans la section 1.2 (c’est-a-dire aprés écriture des équations sous-jacentes dans un
domaine indépendant du petit paramétre ¢), nous présentons, dans la sous-section
1.3.1, une stratégie de discrétisation en espace basée sur des éléments finis spectraux
anisotropes (c’est-a-dire avec des ordres d’approximations différents dans le plan tan-
gent et dans la direction de ’épaisseur).

Ensuite dans la sous-section 1.3.2, nous revenons sur les schémas de discrétisation
en temps explicite et implicite usuels et nous proposons le schéma implicite-explicite
combinant ces deux approches. Les formes bilinéaires ne faisant intervenir que des
dérivées spatiales le long de I’épaisseur sont discrétisées implicitement tandis que les
autres termes (termes n'incluant que des dérivées dans le plan tangent et les termes
croisés) sont discrétisés explicitement. Gréace aux propriétés de condensation de masse
des éléments finis spectraux, les systémes linéaires a inverser, & chaque itération, sont
découplés suivant la direction de I’épaisseur et ne font intervenir que les degrés de
liberté dans I’épaisseur.

L’objectif est que I’approche proposée pallie aux défauts des schémas purement ex-
plicite et purement implicite et offre ainsi une alternative robuste et efficace lorsque




(IT)

I'épaisseur de la plaque est faible (0 petit), ou le nombre de stratifications est élevé.
Notons que cette approche combine la stratégie présentée dans les travaux de T. Ry-
lander [68] ou des méthodes implicites-explicites pour des problémes en électroma-
gnétisme sont présentées avec des stratégies de splitting proposées par M. Hochbruch
(alternating direction implicit method) [54].

Dans la sous-section 1.3.3, une analyse par technique d’énergie des schémas mention-
nés est réalisée. Cette analyse confirme les bonnes propriétés du schéma implicite-
explicite en obtenant, notamment, une condition de stabilité indépendante du petit
paramétre §. Dans les sous-sections 1.4.1 & 1.4.3, nous revenons en détail sur les
estimations de stabilité de la sous-section 1.3.3 en estimant de maniére précise (c’est-
a-dire en prenant en compte la discrétisation spatiale et la géométrie du probléme)
les quotients de Rayleigh qui interviennent.

La sous-section 1.4.4 est dédiée a la présentation d’un préconditionneur pour le
schéma implicite. Ce préconditionneur a été imaginé & partir de la construction et
I’étude du schéma implicite-explicite. Bien que nous n’ayons pas pu montrer théori-
quement sa robustesse, les résultats numériques de la section suivante la montrent
en pratique. Finalement, dans la section 1.5, des résultats numériques sont présentés
et ils montrent que, pour atteindre une précision raisonnable donnée et pour des
épaisseurs de plaques faibles (d petit) : le schéma explicite a un coit élevé et in-
versement proportionnel a §, le schéma implicite préconditionné est robuste (cott
observé trés peu dépendant de §), mais reste néanmoins bien moins efficace que
le schéma implicite-explicite. Par ailleurs, les résultats numériques montrent que le
schéma implicite-explicite converge a l'ordre 2 en temps en norme L™ en temps et
L? en espace, a § fixé.

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés a l'analyse de convergence des sché-
mas complétement discrétisés. Nous avons dans un premier temps, dans les sous-
sections 2.2.1 et 2.2.2, rappelé les éléments classiques de ’analyse pour les schémas
explicite et implicite. Cette analyse préliminaire nous a permis deux choses. Tout
d’abord, nous avons explicité la dépendance en § dans I’analyse de ces deux schémas
(cet aspect n’est pas traité dans la littérature a notre connaissance car il est spécifique
a notre probléme). Par ailleurs, cette étape prépare I’analyse du cas implicite-explicite
qui est plus complexe et présentée en sous-section 2.2.3. Un résultat important de
I’analyse de ce schéma est que nous avons montré une convergence en temps d’ordre
1 uniforme en ¢ au prix d’une hypothése () sur la solution du probléme continu, &
savoir que sa dérivée le long de I’épaisseur est en O(d).

Finalement dans la derniére section de cette partie, nous investiguons ’hypothése
(H) faite sur la solution du probléme continu pour obtenir la convergence uniforme.
Pour cela, nous nous plagons dans un domaine infini dans le plan tangent et utilisons
une stratégie d’analyse asymptotique pour trouver sous quelles conditions sur les
données du probléme (coefficients matériaux et source) ’hypotheése (H) est vérifiée.

La méthode des demi-espaces raccordés en transitoire

Dans le chapitre 3, nous rappelons le principe de la méthode des demi-espaces raccor-
dés (HsM: Halfspace Matching), pour une équation elliptique a coefficients constants
posée dans un domaine non borné (typiquement R?). L’idée clé de la méthode HsM
est que 'on peut exprimer (via la transformée de Fourier pour les milieux homogénes
ou la transformée de Floquet-Bloch pour les milieux périodiques) toute solution dans
un demi-plan en fonction de sa trace sur le bord. L’approche consiste ensuite & utiliser




plusieurs représentations analytiques de la solution dans des demi-plans entourant
la région d’intérét bornée et d’imposer que ces représentations coincident 1a ot elles
existent (des quarts de plan dans notre cas). Dans la zone d’intérét, une représen-
tation EF peut étre utilisée et doit étre couplée également aux représentations dans
les demi-espaces. Les inconnues de la formulation sont les restrictions de la solution
dans la zone bornée et ses traces aux bords des demi-espaces. Cela conduit & une
formulation couplant via des opérateurs intégraux, a la fois la solution dans la ré-
gion bornée et ses traces sur les bords des demi-plans. La méthode a été justifiée
rigoureusement dans [19] pour des problémes harmoniques avec dissipation (i.e. des
problémes elliptiques) et dans [17] pour des problémes harmoniques sans dissipation.
L’analyse numérique a été effectuée dans [76]. Nous rappelons dans ce chapitre ces
résultats.

Dans le chapitre 4, nous étudions ’extension de la méthode HsM pour des problémes
temporels. Comme déja mentionné, nous nous concentrons, pour une bonne partie de
ce chapitre, sur I’équation des ondes scalaires dans un milieu homogéne et isotrope (a
des perturbations locales prés). Nous rappelons tout de méme que bien que d’autres
méthodes de type PML par exemple ou CLA marchent dans ce cas et soient plus
simples, la méthode HsM va s’étendre dans des situations oil les méthodes classiques
ne marchent pas. Dans la section 4.2, la méthode HsM en temps est présentée dans
le cadre du calcul transitoire et continu de la solution d’une équation d’onde a I'exté-
rieur d’un carré : on parlera d’un probléme extérieur. Par opposition au cas statique,
les opérateurs faisant intervenir les traces font intervenir une convolution (en temps)
avec des fonctions de Green. La stratégie la plus naturelle serait de discrétiser en
temps les équations obtenues. Cependant, cette approche présente deux problémes :
d’une part, il n’est pas clair que le probléme discrétisé en temps soit stable, d’autre
part on utilise ici une expression explicite de la fonction de Green. Cet aspect va a
I’encontre de la volonté de proposer une méthode généralisable a d’autres physiques.
Nous prenons donc un contre-pied : nous utilisons une stratégie introduite dans
[6] et utilisée notamment dans [7] pour 1’équation de Schrédinger mais aussi dans
[14; 15; 16; 62] pour des équations ou des systémes d’équations dispersives unidi-
mensionnelles et enfin dans [33; 34] pour I’équation des ondes scalaires en milieux
périodiques. Plus précisément, alors qu’habituellement nous semi-discrétisons tout
d’abord en espace (voir aussi chapitres 1 et 2), ici nous semi-discrétisons en temps
(par un schéma implicite) le probléme (qui reste continu en espace), auquel nous
appliquons les idées de la méthode HsM. A la place de la fonction de Green du mi-
lieu, nous devons calculer (numériquement et pour chaque variable de Fourier) des
fonctions dites canoniques solutions de problémes de demi-lignes avec données de
Dirichlet aux bords. Les opérateurs de traces obtenus font intervenir une convolution
discréte avec ces fonctions canoniques. Le caractére bien posé du probléme obtenu
est une conséquence directe de I’équivalence entre le probléme obtenu par la HsM et
le probléme de départ. Dans les sections 4.4 et 4.5, les aspects de discrétisation en
espace et en Fourier sont discutés et des résultats numériques sont présentés. Une
des difficultés pratiques de la méthode est liée au colit de calcul des produits de
convolution qui interviennent. Une stratégie envisagée en section 4.6 pour remédier
a ce probléme est 'utilisation de la transformée en Z.

Dans la section 4.7, nous nous intéressons a la résolution de I’équation des ondes dans
un domaine non borné quelconque discrétisé par un schéma implicite et pour lequel
la formulation HsM est couplée & une méthode EF. Nous introduisons les équations




couplées et présentons des résultats numériques. Finalement en section 4.8, nous
montrons que la méthode s’étend naturellement au cas des milieux anisotropes.
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CHAPITRE 1

Construction d’un schéma implicite-explicite

Nous commencons par présenter les équations du probléme modéle qui est posé sur un do-
maine mince dont ’épaisseur est proportionnelle & un petit paramétre §. Aprés avoir remis
ce probléme & I’échelle, nous présentons une stratégie de discrétisation en espace basée sur
des éléments finis spectraux anisotropes.

Ensuite, nous revenons sur les schémas de discrétisation en temps explicite et implicite
usuels et nous proposons le schéma implicite-explicite combinant ces deux approches. Les
formes bilinéaires ne faisant intervenir que des dérivées spatiales le long de 1’épaisseur sont
discrétisées implicitement tandis que les autres termes sont discrétisés explicitement. Grace
aux propriétés de condensation de masse des éléments finis spectraux, les systémes linéaires
& inverser, a chaque itération, sont découplés suivant la direction de 1’épaisseur et ne font
intervenir que les degrés de liberté dans I’épaisseur. L’objectif de ’approche est de proposer
une alternative robuste et efficace lorsque  est petit.

Une analyse par technique d’énergie des schémas mentionnés est réalisée. Cette analyse
confirme les bonnes propriétés du schéma implicite-explicite en obtenant, notamment, une
condition de stabilité indépendante de §. Puis, nous présentons des estimations de stabilité
en estimant de maniére précise les quotients de Rayleigh qui interviennent.

Par ailleurs, nous nous intéressons & la présentation d’un préconditionneur pour le schéma
implicite. Ce préconditionneur a été imaginé a partir de la construction et ’étude du
schéma implicite-explicite. Bien que nous n’ayons pas pu montrer théoriquement sa robus-
tesse, on 'observe numériquement. Finalement, des résultats numériques sont présentés
et ils montrent que, pour atteindre une précision raisonnable donnée et pour § petit : le
schéma, explicite a un cott élevé et inversement proportionnel & J, le schéma implicite
préconditionné est robuste (cotit observé trés peu dépendant de J), mais reste néanmoins
bien moins efficace que le schéma implicite-explicite. De plus, ils montrent que le schéma
implicite-explicite converge a 'ordre 2 en temps en norme L™ en temps et L? en espace.
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1.1. Présentation du probléme modéle

1.1 Présentation du probléme modéle

Notre objectif est de construire une discrétisation efficace en espace et en temps, en tenant
compte de la petite épaisseur. Afin de rendre explicite la dépendance de notre probléme
vis-a-vis de I’épaisseur de la plaque, nous noterons d la demi-épaisseur de la plaque, qui
apparaitra comme un paramétre dans la suite. Le domaine de la plaque est noté Q° =
¥ x (=4,0) avec ¥ C R? sa surface médiane.

Nous considérons le probléme élastodynamique

pd2® —div (Ce(u’)) =0 dans Q° x R,

Cle(u’)n = (g+)6 sur T x R, (L1)
Cle(u’)n=0 sur 896\Fi x RT, '
u’(.,0) = 9,u’(.,0) =0 dans €,

ol F‘i est la face supérieure de la plaque (voir Figure 1.1).

La densité p du milieu est indépendante de § (contrairement & ce qui est fait dans [31;
3; 305 72], on il est supposé que p5 = §2p sans justification précise). Nous supposons que
p € L®(R3 R) et qu’il existe deux constantes p~ et p* telles que

p~ = inf p(x), p* = sup p(x). (1.2)
x€Q? x€Q9

o _ .
Le terme source (g*)° vérifie

(g")’ =d(gf. 95,00 =og", (1.3)

ot g, g5 € I/Vllo’cl(R“L; LQ(Fi)). Nous verrons a la Remarque | que 'hypothése de la dé-
pendance du terme source en ¢ garantit que les solutions sont bornées lorsque d tend vers
0.

Le tenseur de déformations linéarisé € = (£45)1<4,j<3 est défini sous les hypothéses de petites
déformations par

2811)1
e(v) = % (Vv + (Vv)") = % Oov1 + O1v2 20,02
O3v1 + O1v3  O3v9 + vy 20303

Enfin, nous considérons un milieu stratifié dans la direction de I’épaisseur, modélisé par
C? le tenseur de rigidité d’ordre 4 vérifiant

Co(x1, w2, 23) = C(x1, 9, 73/5),

avec C = (Cjjr)1<ij k<3 un tenseur de rigidité indépendant de ¢ potentiellement hétéro-
géne. La propriété de symétrie du tenseur C nous permet de simplifier sa représentation
en une matrice C de taille 6 x 6 dont les composantes s’identifient dans les notations de
Voigt comme .

Coiijypety = Cijit V1 <04,5,k, 1 <3,

ou p est une fonction définie par
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Dans les notations de Voigt, le tenseur de déformations linéarisé ¢ est représenté par &
défini par

~ ¢

€ = (e11 €22 €33 2623 2e13 2e12)’,

et le tenseur de rigidité C est représenté par C qui vérifie
éltéé:g = CEl L &9,
et qui s’écrit
e pour un milieu anisotrope

€11 €12 €13 C14 Ci5 C16
Cl2 C22 C23 C24 C25 C26
€13 €23 €33 C34 €35 C36

O
Il

Cl4 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 (35 C45 C55 Cs6

Cle €26 C36 C46 C56 C66

e pour un milieu orthotrope

ci1 c2 a3 0

Cl2 C22 €23

€13 €23 (33
0 0 0 cy
0 0 0 0 C55
0 0 0 0 0 C66

)

Il
o O O O
o O O O O

e pour un milieu isotrope

)

11 12 €12

C12 €11 €12

ciz2 ci2 ci1 0
0 0 0 C4q4
0 0 0 0 cy4
0 0 0 0 0 cyq

O
Il
o O O O

o O O o o

avec c11 = A+ 2u, c12 = A et cgqg = pou A et pu sont appelés les coefficients de Lamé.
De plus, nous supposons que C vérifie

e une propriété de coercivité : il existe une constante o > 0 telle que

ale? < Ce:e, Ve e LR, (1.5)

e une propriété de continuité : il existe une constante g > 0 telle que

|ICe| < Blel, Vee LR, (1.6)
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1.2. Mise a I’échelle du probléme modéle, caractére bien posé et stabilité du probléme
continu

ot Ls(R3) est I'espace des tenseurs symétriques sur R? et | - | est la norme définie par

3
e? = > leyl? Ve e L(RY).

,j=1

A partir de cette norme, nous définissons la norme || - || L2(05)3x3

”5H%2(Qa)3x3 —/ ]2 dQ°, Ve e L2(Q°)3%3,
Qo

L’objectif de ce chapitre est de proposer un schéma de discrétisation avec des proprié-
tés de stabilité et de consistance indépendantes de 4.

1.2 Mise a I’échelle du probléme modéle, caractére bien posé
et stabilité du probléme continu
1.2.1 Mise a I’échelle du probléme modéle

Afin de définir la solution sur un domaine fixe indépendant de 1’épaisseur, le probléme
(1.1) est mis a 'échelle de fagon a transformer le domaine d’épaisseur 2§ en un domaine
d’épaisseur 2.

Changement de variables et équations mises a ’échelle

l ./
| e T JR——— A
s ) — L >
Q0 =3 x (=4,6) O =%x (~1,1)
(x1, 22, 023) € (x1,22,23) € O

FIGURE 1.1 — Transformation du domaine de plaque d’épaisseur 29 en un domaine d’épaisseur 2

Nous transformons chaque point (x1,29,dx3) € Q° = ¥ x (=6,6) en un point x =
(z1,72,23) € Q = ¥ x (—1,1). Nous notons I'y la face supérieure de Q. Soit @’ le dé-
placement mis & I’échelle défini sur un domaine fixe

ﬁ(s(xlax%x&t) = u(s(xlax%dx?nt) (351,.%’2,.7)3) € Qv te R+'

Ce changement de variable aura pour effet de transférer la dépendance en ¢ de la géométrie
aux opérateurs différentiels. En effet, les dérivées partielles en espace 9;u® s’écrivent

0,0° (x4, 2, 73, 1) = O’ (21, T2, 03, 1) i =1,2,
2/\5( 2,03, 1) ’ (5 T ') (71,22,23) €Q, t €RT.
030’ (21, r2, x3,t) = 030’ (21, T2, 03, 1),
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Pour simplifier I’écriture des équations, nous introduisons le tenseur de déformations linéa-
risé mis & ’échelle

20111
e(v) = % D1 + 010 20,05 . (1.7)
5 10501 + O1vs 6 103v9 + Dovs 201 O5v3
qui se décompose sous la forme
(V) = e, (v) + 0 e, (v), (1.8)

ol ¢, est le tenseur associé aux dérivées dans le plan tangent

2611)1
e (V) = % Ogv1 + vz 20202 . | | (1.9)
O1v3 Ovz 0

et e, est le tenseur correspondant a la dérivée dans la direction de 1’épaisseur

e(v)== 0 0 : . (1.10)

332}1 631)2 2832}3

Formulation faible du probléme mis a 1’échelle

Supposons que u’ est une solution réguliére du probléme (1.1) et soit v® une fonction test
dans H'(Q°)3. En utilisant la formule de Green et le fait que Ce®(W°) est symétrique, nous
avons

52 0
/ p 61; 0 dQ° +/ Coe(u) : e(v®) dQ° = / (%) v0 dFi.
Ot Qs s

En utilisant le changement de variables introduit dans la sous-section , hous obtenons

2730
(5/pau -VdQ+(5/C€6(ﬁ5):€6(V)dQ:(5 (97, 95,0)" - v dl.
o Ot Q r.

En introduisant V. = H!(Q)3, la formulation variationnelle du probléme mis & I’échelle
consiste alors a trouver 6’ (t) € V, pour tout ¢t > 0, vérifiant pour tout v € V

d2
@m(ﬁ‘;,v) +d’ (W, v) = {(v), (1.11)

oll pour tous w, v € V, nous avons
m(w,v) = / pw v dS) : la forme bilinéaire est dite de masse, (1.12)
Q

ad(w,v) = / Ced(w): €(v) dQ : la forme bilinéaire est dite de rigidité, (1.13)
Q

(W)= [ (of 08,00 v L. (1.14)
+
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1.2. Mise a I’échelle du probléme modéle, caractére bien posé et stabilité du probléme
continu

Remarque 1. L’écriture de la formulation variationnelle (1.11) nous rassure sur le choix
(1.3) de la dépendance du terme source en § car si nous avions pris un terme source
indépendant de &, la forme linéaire associée a ce terme source aurait été proportionnelle a

61 et par conséquent la famille de solutions G° aurait explosé lorsque & tend vers 0.

Remarque 2. (Formulation forte du probléme mis a I’échelle) En utilisant le chan-
gement de variables introduit dans la sous-section , le probleme (1.1) que nous cher-
chons a résoudre devient
p 820° — div® (Ce’(0?)) =0 dans Q x RY,
Ce’(W)n = (¢7,97,0)
COT)n=0 sur OO\I'y x RT,
@ (-,0) = 9,a’(-,0) = 0 dans §Q,

sur 'y x RT,
(1.15)

ol
. . 1 .
9109, (W) + 0y09,(0%) + 5530(1;3(115)

. o~ ~ ~ 1 ~
div’(Ce*(@)) = | D108,(W) + D03, (W) + 5530‘253(11‘5)

- - 1 -
0108, (0°) + 920%,(0°) + 533033(115)

Décomposition de la forme bilinéaire de rigidité o’
En utilisant la décomposition du tenseur de déformations linéarisé mis a ’échelle ((1.8),
(1.9) et (1.10)), la forme bilinéaire de rigidité a® peut se réécrire

a®(u,v) = arr(0,v) + 671 (a7, (0, v) + apr (0, v)) + 6 2a,, (0, v), (1.16)
avec a,, la forme bilinéaire associée aux opérateurs différentiels dans le plan tangent, a,, la

forme bilinéaire correspondant aux opérateurs différentiels dans la direction de 1’épaisseur,
ary et ay, les formes bilinéaires associées aux opérateurs différentiels mixtes, définis par

arr(u,v) = /QCaT(u): er(v) dS, (1.17)
ary(u,v) = /QC&“T(U): en(v) dQ,  ay-(u,v) = ar(v,u), (1.18)
ayy(u,v) = /QCEZ,(LI): ey (v) dd. (1.19)
Remarque 3. Pour un milieu orthotrope, les formes bilinéaires définies dans (1.17), (1.18)

et (1.19) s’écrivent en utilisant (1.1)
arr(u,v) = / €1101u101v1 + €2202u202v2 + c12(02u201v1 + O1u102v2)
Q
+ €4402u309v3 + c5501 U301 v3 + 666(82U1 + 61u2)(82’l)1 + (91’02) dsQ,

ary(u,v) = / (c1301u1 + €2302u2) 0303 + c4402u303v2 + c5501u303v1 dS2,
Q

ay(u,v) = / c55 0310301 + c44 O3u203v2 + ¢33 O3u303v3 dfL.
Q
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

1.2.2 Caractére bien posé et stabilité du probléme continu

Nous supposons g, g5 € I/Vli’cl(R"'r; L?(T)). D’aprés [59], le probléme (1.11) admet une
unique solution
@ e CYR LA Q)3 NCORT; HLU(Q)?). (1.20)

D’autres hypothéses de régularité sur gf et g; pourraient garantir ’existence et I'unicité
de U’ mais cette hypothése suffit pour notre étude.

Inégalité de Korn pour le probléme mis a I’échelle

Nous présentons maintenant des outils nécessaires pour la suite. Rappelons que I'inégalité
de Korn nous assure 'existence d’une constante C' > 0, ne dépendant que de la géométrie
du domaine telle que

HVHHI(Q)S <C (”E(V) ‘LQ(Q)3><3 + HVHL2(Q)3) , Vve Hl(Q)3. (1.21)

Notre but est d’écrire une inégalité de Korn pour le probléme mis a ’échelle ( ), ou la
constante ne dépend pas de §. Pour cela, introduisons

v
s(v) = v; . VYve HY(Q)?, (1.22)
dvg
et
20111
/15(V) = % Oav1 + 0102 20719 ) . Vve Hl(Q)3,

571(83111 + 61’03) 571(831}2 + 821}3) 2(57283’03

de maniére a avoir

E(v) =r2((v), VveH(Q)>. (1.23)

Lemme 1. Pour tout § € (0,1), il existe une constante Cx > 0 indépendante de & telle
que

1" ey < Cr (1€ + 18 Wll2@p) . Vve HY@  (1.24)

Démonstration. En appliquant I'inégalité de Korn ( ) pour s’(v) € HY(Q)3, 3Cx >0
indépendante de § vérifiant

I5° )l oy < C (=6 (0D 2@y + 18 ()l zeqeye) -
Par ailleurs, pour ¢ € (0, 1), nous avons
le(wllzayes < IR0 2gyes, Vue H'(Q),

Par suite, il suffit d’utiliser (1.23) pour conclure. O
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1.2. Mise a I’échelle du probléme modéle, caractére bien posé et stabilité du probléme
continu

Identité d’énergie et stabilité du probléme continu

Notre objectif est de montrer que 1’énergie du probléme continu mis a 1’échelle ( ) est
finie, et majorée par une constante indépendante de §. Pour cette démonstration, nous
allons utiliser 'inégalité de Korn définie dans le Lemme | et supposer que la solution est
plus réguliére qu’attendu.

Soit W’ € C'(RT; L2(2)3) n CO(R*; H'(Q)?) solution de (1.11). Introduisons les énergies
cinétique et potentielle du probléme ( ) définies respectivement par
K(t) = %m(ataé,atﬁé), P(t) = %a‘i(ﬁé,aﬁ), vt eRY, (1.25)
de sorte que I’énergie totale du probléme ( ) s’exprime comme
E(t)=K(t)+P(t), VteRT. (1.26)

Lemme 2. Soit W solution de (1.11), satisfaisant les hypothéses de régularité

i’ € C2(RY; L3(0)%) n CY(RT; HL(Q)?). (1.27)
Pour tout T > 0, il existe une constante Cp > 0 telle que pour tout § € (0,1)
I8° @) < Cr sup €Y2(8), Vi e (0.1), (1.28)
te(0,T)

ot E(t) est 'énergie définie en (1.20).

Démonstration. L’application de l'inégalité de Korn (1.24) a s°(1®) donne

I° @)1y < Cie (165" @)z + 18°@ gz ) . (1:29)

Nous cherchons maintenant & majorer les deux termes & droite de I’estimation précédente
par E/2 (t). Concernant le premier, en utilisant la propriété de coercivité (1.5) du tenseur
C ainsi que la définition (1.26) de I'énergie, nous avons

2 2

0 (0 (530 O (36

15°(s°(@°))[72(0yaxa = [1€° (@) [|72(paxa < S Py = - &), (1.30)
Concernant le second terme de ( ), nous commengons par remarquer que § < 1 implique

Is° (@) | 2 (s < 110l 22 (e

Ensuite, afin de faire apparaitre ’énergie cinétique (), nous utilisons I'inégalité intégrale
de Minkowski (en tenant compte des conditions initiales nulles)

t t
180 220 = | /0 0, (-, 5) ds| 2 < /0 10,87 2y ds.

En utilisant (1.2), nous obtenons l'estimation suivante

R 2 [t 2 [t
Huﬂ|L2(Q)3g,// KY2(s) ds < (| — / EV2(s) ds,
P Jo P 0

nous conduisant &
~ 2
18°(W)]| p2(ys < 1/ — T sup EY2(2). (1.31)
P t(0,T)
En utilisant (1.29), (1.30) et (1.31), nous obtenons résultat (1.28). O

19



Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Le lemme introduit ci-dessus nous permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit W solution de (1.11), satisfaisant les hypothéses de régularité (1.27).
Supposons de plus que

g" =(91,93.0) € C'RTLX (L)), (1.32)
Pour tout T' > 0, il existe une constante Cs(T") > 0 indépendante de ¢ telle que
E(t) < Cs(T), te(0,T), (1.33)

ot E(t) est Iénergie définie en (1.20).

Démonstration. La solution i® du probléme variationnel ( ) satisfait I'identité d’énergie

de (t) _< " 865>
at ~\B 0t ) g,

En tenant compte des conditions initiales nulles, cette identité est équivalente a

! + §
E(t):/o (g , 05U )LQ(F+)3 ds,

t t
_ + 56 _ + 56 + Lp+. 72 3
= [(g , )L2(F+)3]O /0 (c%g ,u )L2(F+)3 ds (carg” € C'(RT;L*(T'4)?)),

t
— (ot O _ + 6 d =5 _
(g ,u )L2(F+)3 /0 (85g ,u )LQ(F+)3 s (car u’(.,0) =0),

t
_ (ot S0 _ + (s +_
= (g ,s°(u ))L2(F+)3 /0 (8Sg ,s°(u )>L2(F+)3 ds (car g3 =0).

Une inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet d’écrire

t
E@) < llg¥ N2,y I8 (@)l 2y ) +/0 10s&™ | 2(rys 118° (@)]| 2, ys ds.
En notant Cr, la constante de continuité de 'opérateur trace sur I';, nous avons

15° @)l 71/2(r,y3 < Cr [18° (@) |1y

Ensuite, en utilisant le Lemme 2, nous obtenons

t
E(t) < Cr, Or sup EV2(t) <||g+HL2(F+)3 +/ 1058 | L2(r, )2 d8> ;
te(0,T) 0

impliquant

sup E(t) <
te(0,T)

t
Cr, Cr sup EV2(t) ( sup ||g+||L2(p+)3 + sup / \|8sg+||Lz(p+)3 ds). (1.34)
te(0,T) te(0,T) te(0,7) JO

Par ailleurs, ’hypothése de régularité ( ) de gt nous permet d’assurer l'existence de

Cy(T) > 0 vérifiant

t
sup llg*llzar,ys + sup / 10ugH |2 ys ds < Co(T). (1.35)
te(0,T) te(0,T7) JO
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

De plus, nous avons

E(t) < sup E(t) = EV3(t) < (sup £(t)"/?,

t€(0,7) t€(0,7)
ou encore
sup EY2(t) < (sup E(t)Y2 (1.36)
te(0,T) te(0,T)

Finalement, en partant de (1.31) et en utilisant (1.30) et (1.35), nous arrivons au résultat

(1.33). O

1.3 Discrétisation du probléme mis a 1’échelle

1.3.1 Semi-discrétisation en espace

Nous considérons un maillage extrudé, c’est-a-dire que le maillage le long de ’épaisseur
est obtenu par reproduction d’un maillage de la surface tangente . Le maillage dans le
volume 2 posséde ainsi une structure en couches dans la direction de I’épaisseur. Dans un
premier temps, nous décrivons le maillage de la surface . Puis, nous expliquons comment
obtenir le maillage volumique de toute la plaque. Ensuite, nous passons aux propriétés
géométriques des triangulations construites & partir de quadrilatéres ou d’hexaédres.

Maillage de la surface X

Soit une famille de triangulations 7, paramétrée par le pas de maillage h > 0. Pour chaque
h, Ty, est une collection de Nj, 57 quadrilateres fermés. Chaque quadrilatére est noté xy avec
te[1,Npyx] et on a

Y= U ke, h = max (hy) ot hy = diam(ky).
ke€Th
Ke€Th
Chaque quadrilatére xy € Tp, est défini par ses sommets {Sg}?:o C R?, avec £ € [1, Ny x].
A chaque kg, on peut associer une unique transformation f, de & = [0, 1]? dans R?, qui
appartient a Q1 (k) et qui satisfait
fg(//%) = Ky.

Cette transformation est donnée par

avec

Obtention du maillage volumique de la plaque par extrusion

Nous construisons maintenant une triangulation 73, de 2 = ¥ x (—1,1), par extrusion.
Pour 0 < 1 < 1, on se donne une subdivision de 'intervalle (—1, 1) telle que

LT=2Netl s pNe s > 2l=—1, p= max |2™— 2"
me[1,Nc]
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Pour chaque kg, nous définissons ensuite N, hexaédres
Ko = kg x [2™, 2™ Vm € [1,N.].

La triangulation 7}, est construite comme I’ensemble des hexaédres Ky ,, avec £ € [1, Nj, x|
et m € [1, N.]. Par construction, chaque Ky ,, est un hexaédre ayant pour sommets

{( j),je[[o,i%]], ke[[m,m+1]]}.

A chaque K, ¢,m» IOus pouvons associer une unique transformation Fy ., de K= [0,1]% dans
R3, appartenant a Q1 (K) et vérifiant

~

Fo(K) =K.

Cette transformation est donnée par

(7.7 ~
By (1,5 33) — £(@1,72) . Y(ELEnE € R, (1.37)
(1 —23)z; + T3 zit1

Propriétés géométriques des triangulations utilisées
Nous définissons la matrice Jacobienne VFy .,
L 1l Ll L 1l
8901F€,m a3732 Ff,m axSFK,m
VF(m(T1,22,23) = t%lFfm Q@Fzm 8§3Fg27m . V(Z1,72,73) € K,

% Fp, 08,Fp,, 05,F7,

m

et le Jacobien Jy,,
Jom(T1, T, T3) = det VF (71,2, 73),  V(71,72,73) € K.

Notre objectif est d’écrire des bornes "uniformes" (dans un sens a préciser) sur la matrice
Jacobienne VFy,, , son inverse (VFy,,)™!, le Jacobien Jy,, et son inverse I, 711 Nous
aurons besoin de ces estimations pour ’analyse des schémas numériques que nous présen-
terons ultérieurement. Ces estimations vont dépendre des paramétres de triangulation, par
exemple h et n ainsi que d’autres que nous définissons maintenant.

¢

Pour chaque ky € Ty, soit Tf le sous-triangle de ky de sommets Si 1,

' s§ et s§ 41 avec
j € Z/4Z. Nous introduisons py le diamétre du cercle inscrit au sous-triangle Tf, ainsi que
pe et oy (le facteur d’aspect) définis par
; h
pe =2 min (p}), or= -t

1.38
J€[0,3] pe ( )

Nous introduisons deux hypothéses sur nos triangulations concernant leur quasi-uniformité.

Quasi-uniformité de 7,
La triangulation 7; est dite quasi-uniforme s’il existe deux constantes o > 0 et 7 > 0
indépendantes de h et de £, telles que

Th < hy <ops,, Ve [[LNh,Z]]' (1.39)

L’inégalité Th < hy < h, pour tout ¢ € [1, N}, »], nous assure que toutes les mailles ont
quasiment le méme diameétre. Grace a 'inégalité a droite de ( ), le facteur d’aspect oy
ne dégénére pas, lorsqu’on raffine le maillage.
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

Quasi-uniformité d’une subdivision de l’intervalle (—1,1)
Une subdivision de l'intervalle (—1,1) est dite quasi-uniforme s’il existe une constante
w > 0 telle que

pn < 2™ — 2" <n, o Wmoe [1,N]. (1.40)

Pour tout ¢ € [1, Nj x|, nous définissons la matrice Jacobienne Vfy

O 1 Oz, f}

Vi (z1,72) = (
Oz, 2 0x, f?

) , V(T1,72) €R,

et le Jacobien jp
Je(T1,72) = det VI (71,72), V(71,72) €.

Pour tout domaine D de dimension d (d = 2 ou 3), nous introduisons la norme || - || p
définie par

M
Ml = sup MG 1Mol = sup L g € oo, e,
’ x€D vzo v
ot || - || désigne la norme euclidienne. Par ailleurs nous introduisons la norme | - |  ,, définie

par
lal, p = supla(x)|, Yae€ C°(D,R).
’ xeD
D’apres la référence [16], nous avons les estimations suivantes : il existe une constante
géométrique Cy > 0 indépendante de ¢ telle que

IVl < Cohu, ldeloo < Cghf, (1.41)
Hsz—lnoo,H < Cghé/Pﬁv |jg_1|oo,n < Cg/P?- (1.42)
En revenant sur la définition de la matrice Jacobienne VFy ,, et I'expression ( ) de Fy .

nous déduisons que

Vi
VEypm = (Vi) . (1.43)
‘ Zerl —gm
Le Jacobien Jy ,, est donné par
Jom = Je (zmJrl —2™), V(,m)e[l,Nyx] x[1,N]. (1.44)

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme suivant

Théoréme 2. Pour tout ({,m) € [1, Ny x] x [1, N.], nous avons

||VFZ,m||OOj€ < Cghﬂ + 1, ’Jf,m|ooj€ < Cgh% , (145>
IVF plloe.sc < Cohe/pi +1/(un), [ gmloo.rc < Co/ (7 pm). (1.46)
Démonstration. D’aprés (1.13), nous avons
IVE vl 98 )] L = 2ol
Il vl vl

Trois cas se présentent :
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

e Sivg =0 et (vy,v2) # 0, alors

IV vl V8 (0, v)
vl T(or, 02)1]

e Siwvg #0 et (v1,v2) =0, alors

IVE vl (274 = 2oy

vl |03

e Siwz #0et (v,v2) # 0, alors

IVEemvl _ IV (o1 02)']] |74 — 2™
vl = [l(or,v2)*] |vs]

Ces trois cas nous permettent de déduire
IVEmll o 7 < Voo + 1,

et donc la premiére inégalité de (1.15) grace a la premiére estimation de (1.411). De méme,
noOuUS avons

IVF vl [VE (01, 09)f
em¥ll Ve, (01, v2)"]] _ |03!m W0,
v v [zt —zm] [|v]]
En s’appuyant sur les trois cas présentés ci-dessus et en utilisant ( ) et I'estimation a

gauche de (1.12), nous montrons

IVE oz < IVE  loos + 1/ (k) < Cghe/pf + 1/ (um).-

Les inégalités a droite de (1.15) et (1.10) se démontrent facilement en utilisant (1.11),

(1.42), (1.40) et (1.44). N

Construction de ’espace éléments finis et formulation faible discréte

Nous définissons p; (respectivement p,) l'ordre des éléments finis dans le plan tangent
(respectivement dans la direction de I’épaisseur). Nous considérons @y, p, (/) I'espace des
polynomes sur K de degré au plus p, dans le plan (€1,€2) et p, dans la direction €3

Qp,p, (K) = Vect{Z{Z)75, (i, j, k) € N?, max(i,j) < pr et k < p,}.

Dans la suite, afin d’alléger I'écriture, nous notons Fx = Fy,,, ot £ et m sont tels que
K = Kinm.
A partir de cet espace local, nous construisons ’espace de discrétisation suivant

Vi ={un, € C°(Q) | VK € Thypy valy © Fic € Qp, p, (K)},

et nous définissons
Vh:VhXVhXVh.

Il est possible de vérifier que cette définition implique nécessairement que V}, est un sous-
espace de dimension finie de H'(f2). La formulation faible semi-discréte associée au pro-
bléme ( ) consiste & trouver ﬁ‘fb(t) € V), vérifiant pour tout v, € Vy,

2 ~
@m(ui, Vi) + (T, vp) = £(vy). (1.47)
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

L’utilisation d’une méthode de Galerkin avec des éléments finis de Lagrange nous donne une
matrice de masse généralement multi-diagonale, a inverser & chaque itération du schéma
aux différences finies que nous comptons utiliser pour la discrétisation en temps. Cette
étape est cotiiteuse en termes de temps de calcul et de stockage, et est prohibitive dans la
perspective d’adresser des cas 3D réalistes.

Nous choisissons d’utiliser des éléments finis spectraux d’ordre élevé avec condensation
de masse (voir [35]). Le choix de cette méthode est justifié par ses performances en termes
de précision et de coiit de calcul. Plus précisément, nous noterons nj la dimension de
I’espace V3, qui est généré par ’ensemble des fonctions de base de Lagrange

Vi, = vect{p;} .
Les fonctions de base ; sont construites a partir des points d’interpolation
Ih = {é.] ?il C ﬁ?

avec
©i(&5) = 05, Vi, 5 € [1,n4].

L’ensemble des points d’interpolation est construit & partir des points d’interpolation sur
I’élément de référence. Plus précisément

n
= |J UFx@). avecni=(pr+1)2p, +1),
KeTh,, I=1

ou l’ensemble

{&rfim C K
est construit par tensorisation des points de quadrature de Gauss-Lobatto (quadrature
d’ordre 2p, — 1 dans le plan tangent et 2p, — 1 dans la direction de I’épaisseur (voir [58])).

Il est important de remarquer que si on définit ’ensemble des fonctions de base sur ’élément
de référence

{(/’5]}?:1 - QPT,PV (I?)7 @I(&J) = 61J7 V[, J e [[Lﬁ]]v (148)
alors
V(K,i) € Thy x [1,np], K Csupp(p;) = I e[L,n], vi, o Fx=00r. (1.49)
En fait, nous pouvons ainsi définir une fonction

I: 771,7] X [[th]] — [[]wﬁ]]a

qui réalise une correspondance entre les degrés de liberté exprimés au niveau local vers les
degrés de liberté exprimés au niveau global.

Théoréme 3. Il existe une constante C' indépendante de h et de n telle que

'rﬁllax]] card{K € Ty, K C supp(p;)} < C.
€ 1l,np

Nous nous référons a [32] pour la preuve de ce théoréme.
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Comme nous avons choisi des points d’interpolation qui coincident avec les points de qua-
drature de Gauss-Lobatto, nous pouvons approcher la forme bilinéaire m(-, ) en utilisant
la formule de quadrature de Gauss-Lobatto correspondante et obtenir ainsi une forme
bilinéaire mp(-,-) dont le représentant matriciel est diagonal. La formule de quadrature

satisfait
GL

/ f@)d~ [ f) do,
Q Q
ol
GL Mp
i fla) dQ =" f(&)w;,
=1

pour une fonction scalaire f € CY(€2) et o1 les poids w; sont strictement positifs. Lorsque la
fonction scalaire f est continue sur chaque élément K (f étant éventuellement globalement
discontinue), la formule de quadrature s’écrit

GL GL
f@ie= 3 [ ) i,

Q

KeThy
ou
GL n R R
(2) dK = fi,c o Fr(&r) Jx(&r) @,
K I=1
avec @y sont les poids de la formule de Gauss-Lobatto sur le carré [0, 1]2.
En notant
$i = (90i1u ‘piz’@is)ta Vie [[th]]gv
ot (@i, )iz=1.m, sont les fonctions de base de V},, nous avons
m(pi, P3) ~ mu(Pi, Pj),
avec
GL %
ma (i, p3) = / pei-pyd= > mf (e 05), (1.50)
£ KT,
ou
3 GL 3 n R R
mp (i, ¢5) = Z/K PpPia i AK =" (piy 0301 © Fr(&r) Jx (€r) Dy
d=1 d=1I=1

Gréce a la formule de quadrature et en utilisant (1.18) et (1.19), nous avons
mh(‘Pia<Pj):0, i;'éj

Avec cette technique, la perte de précision sur la méthode numérique est minimale mais le
gain en efficacité est important (voir [12| pour plus de détails). Finalement, nous cherchons

ﬁz(t) € V), vérifiant la formulation variationnelle discréte approchée pour tout vy € Vy,

mp(0FA9, vi,) + ad (WS, vy) = £(vy), (1.51)

avec my, est la forme bilinéaire associée a la matrice de masse diagonale et ai est une
approximation de a’ par Putilisation de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto, définie
par

GL
4
ai(soi,w):/g Ce'(1): () = > ap (1, 03), (1.52)
KeThy
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

ou

GL
o o) = [ € ) ) dK

De méme, nous noterons aj rr, ah v, Gh v €t ap - les approximations de arr, .y, ar, et

Qyr :

GL
nreline) = [ Cerlip)i ) = Yl (or )
& KeTh.n

GL
ah,w(soi,cpj)z/ Cer(): e(is) 2= > af (1, 95),
Q KeTh.,

anvr (i, ©5) = anrv(Pj, Pi)s

GL
ah,uu(‘Pia‘Pj):/ Cey(pi): au(epy) d2= > ap,, (1,95,
& KeTh.,

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

ot les ahK S ahK - et afw sont les contributions élémentaires aux formes bilinéaires données

plus haut et satisfont

GL
ool = [ Corlgn): erlep ar

GL
oS (pin o) = /K Cer(1): e (iy) dE,

GL
oS, (o1 05) = /K Ce(3): 2(epy) dE.

Il est facile de remarquer que

K3 _ _
ay, " (@3, ¢5) = aprr (i 5) + 07 (ah, (1, 05) + af (01, 05)) + 0 2ah,, (@4, #5)-

1.3.2 Discrétisation totale et présentation des schémas explicite, impli-

cite et implicite-explicite

Soit At le pas de temps de discrétisation. Pour tout n € N, nous cherchons

up ~ G (t" = nAt).

Dans la suite, nous notons pour tout n € N

et

(87)"() =g (1" = nAt),

()= [ (6 )0 v T

(1.57)

Dans cette sous-section, nous proposons trois discrétisations en temps du systéme ( ),
deux standards et une plus originale (qui représente la contribution de cette partie) :
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Schéma explicite — Schéma Saute-Mouton

En utilisant un schéma de différences finies explicite centré en temps, le probléme discret
& résoudre est

n+1 n n—1
w, " — 2uy + u,

A2 7Vh) + ai(uZ,Vh) = g(tn’vh)7 (158)

my,

olt my, a et £ sont respectivement définis dans (1.50), (1.52) et (1.57). A chaque itération
du schéma, il faut résoudre le probléme

mp (Wit vy) = 00(vy),  Yvy € Vi, Vn € N, (1.59)

oll /™% est une forme linéaire qui dépend des itérations précédentes, du terme source, de
At et de §. Comme mentionné, le probléme (1.59) est facile & résoudre si la stratégie de
condensation de masse est utilisée. C’est un schéma qui présente 'avantage d’étre explicite
mais, nous verrons que la condition de positivité de I’énergie associée & ce schéma va
dépendre de § et dégénérer lorsque  tend vers 0 ce qui est pénalisant.

Schéma implicite — #-schéma
Soit 8 € R. Nous introduisons une approximation de ﬁi(nAt) notée {u} }y et définie par
{u}e = 0uytt + (1 —20)u)f + guy L. (1.60)

Le probleéme (1.51) est discrétisé de la fagon suivante
uZ“ —2up + uZ_l

5 Vi) +ad({ulte, vi) = L™, vy), VYn e N* (1.61)

mp(

Cette discrétisation correspond au #-schéma appliqué au probléme ( ). A chaque itéra-
tion du schéma, il faut résoudre le probléme

az,im(uz+17 Vh) = gnﬁ(vh)a vVh € Vh, (162)

ou
az,im('a') = mh('v') +9At2az('7')v (]‘63)

et ™% est une forme linéaire qui dépend des itérations précédentes, du terme source, de
At, de 0 et de §. L’énergie associée au schéma ( ) est inconditionnellement positive pour
6 > 1/4. Cependant, le probléme ( ) nécessite la résolution d’un systéme linéaire creux
dont le conditionnement dépend de §. Nous proposons ultérieurement un préconditionneur
robuste pour diminuer le cotit de calcul de la méthode.

Schéma implicite-explicite

La construction de ce schéma hybride a été inspirée par [68], mais aussi par [40; 26]. En
particulier, dans [68] ce sont les équations de Maxwell qui sont discrétisées. Comme en
général, une méthode FTDT (Finite Difference Time Domain) explicite ne peut pas étre
utilisée dans une géométrie complexe, elle est couplée a une discrétisation éléments finis en
espace et implicite en temps utilisée au niveau des bords ou des interfaces du domaine.

Dans notre cas, I'idée clé consiste & discrétiser implicitement les termes ne faisant intervenir

que des dérivées le long de I'épaisseur (la partie pénalisante de la forme bilinéaire az,
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

A savoir 572%,1/1/) en utilisant ’approximation ( ), tandis que les autres termes sont

discrétisés explicitement. Nous obtenons ainsi le probléme discret suivant
n+1 n n—1
u —2u} +u
h h h -1
Af2 ,Vh) + (a’h,’TT +0 (ah,TV + ah,m’)) (uZ, Vh)

+ 6 2, ({u g, vi) = L7, V), Vn €N, (1.64)

my,

ott § > 1/4. A chaque itération du schéma, il faut résoudre le probléme

ai,im—ex(uz+lu Vh) = gn76(vh)u vvh € Vha (165)

ou
ai,im—ex(W ) = mh('a ) + 0At2672ah,w/('7 '>7 (166)

et 09 est une forme linéaire qui dépend des itérations précédentes, du terme source, de At,
de 0 et de 6. On verra que le schéma ( ) posséde une condition de positivité de I’énergie
associée indépendante de § si 6 > 1/4, tout en étant efficace en coiit de calcul. De plus,
nous verrons que si une formule de quadrature de Gauss-Lobatto est utilisée pour le calcul
de ap,yy, alors le probleme ( ) peut étre résolu en inversant des petits systémes linéaires
creux. Il est & noter que les bonnes propriétés du schéma implicite-explicite découlent des
propriétés particuliéres de la géométrie de notre probléme (le domaine §2 est construit par
extrusion de la surface tangente).

1.3.3 Identités d’énergies et propriétés des énergies discrétes

Dans cette sous-section, nous nous intéressons aux relations d’énergies associées aux sché-
mas explicite (1.58), implicite (1.01) et implicite-explicite (1.61) ainsi que les propriétés
des énergies discrétes. Cette étude est assez classique pour les deux premiers schémas mais
nous la rappelons, dans un but pédagogique. Nous verrons que la condition de positivité
de D’énergie associée au schéma implicite-explicite est uniforme par rapport a § (lorsque
6 > 1/4) alors qu’elle dégénére pour le schéma explicite.

Nous verrons que les conditions de positivité obtenues nous permettront, dans le chapitre
suivant, d’assurer la convergence et donc la stabilité des schémas.

Schéma explicite

Dans ce paragraphe, nous montrons qu’une énergie discréte associée au schéma explicite
est conservée. Cette énergie est constituée des termes cinétiques et potentiels, qui sont les
représentants discrets de (1.25).

Introduisons les énergies cinétique et potentielle discrétes définies respectivement par

1 Wty wtt —uwn 1
ic”“/?:mh< g I ) e = L, (167

h 2 At T At
de sorte & pouvoir définir une fonctionnelle énergie discréte

grL — g2 L prtl 2 gy e N, (1.68)

ex, h ex, h

Lemme 3. (Identité d’énergie pour le schéma explicite) L énergie satisfait

5:+}1L/2 — g:_i/g a™t!t — gt
X, X, +\n h h N*
(g ) ’ AL s Vn € .
L2(Iy)3

At
L’énergie est donc conservée en absence de source.

n+1/2
gex,h
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un+1 o un—l
Démonstration. En choisissant vj, = —2 SAL h__ dans I’équation (1.58), nous obtenons
+1 1 ntl -1 +1 -1 41 1
mh( Z B 2uh + uZ uZ uz ) + 05 (un u;LL — uZ ) _ E(tn uz — u;LL )
At2 T 2At YN’ ©2At
En utilisant la symétrie de ai(-, -), nous avons
n+1 n—1
§eon Un T U, 1 ( § (il 5 n—1 )
ap (uy, = ay(uy™,u}) —aj(ul,u , 1.69
h( h 2At ) 2At h( h h) h( h h ) ( )
et en remarquant que
n+1 —out 4+ u? 1 un+1 - un—l ,Cn+1/2 . ]Cn—l/Q
mh( S c . ) h g ) = . ) (]‘70)
At? 2At At
nous obtenons le résultat recherché. O
Notons que le signe de 'énergie potentielle discréte définie en ( ), n’est a priori pas

connu. Ceci empéche donc de conclure directement sur la positivité de 1’énergie discréte
(1.68). Pour pallier a cette difficulté, nous réécrivons le terme potentiel de ’énergie en

5 1
h(uz+ uy) =

+1 n+1 +1 +1
o u," +uy +up | A2 o0 u " —u} up —uf (L71)
h 2 2 4" At At T

et nous rappelons que le terme ai(vh, v,) défini dans (1.52) est positif pour tout vy € Vy,
n+1/2

(les poids de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto sont positifs). La quantité &,
définie en (1.68) peut se réécrire alors

entt/z _ 1 mthﬂa& A
ex, b 2 4 h At ’ At
n+1 n+1
+ +
+ai< ; u W, 5 uh)}, (1.72)

ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant

Lemme 4. (Positivité d’énergie pour le schéma explicite) L’énergie associée au
schéma explicite, définie dans ( ), est positive sous la condition

-1
)
A < 4 ( - <>> | 1.73)

vp,eV, Mh (Vh, Vh)

. . ) . 1/2 e . e
Démonstration. L’énergie 5;;+h/ est positive si et seulement si la forme bilinéaire

At?
mp — Tah

est positive, c’est-a-dire, pour tout v;, € Vy,

At?

mp(Vih, Vi) — Ve (ai(vhavh» >0,
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ce qui est équivalent a ( ), car Vj, étant de dimension finie donc le sup est atteint et
-1 -1
( a9 (Vi, vn) ) B ad (Vh, i)
sup | —————~ =| sup ———= .
vieVy, \Mn(Vh, Vi) vieVy, Ma(Vi, Vi)

Nous rappelons I'expression (1.16) de af (v, vp)
(W, v) = arr (W, v) + 6 (ary (0, v) + apr (1, v)) + 6 2a,,(u, v)
Dans cette expression, le terme 5_2ah,uu(vha vy) est le plus pénalisant et il implique natu-
rellement At = O(6). Il en résulte que le choix du pas de temps est fortement li¢ a la faible
épaisseur de la plaque, ce qui rend ce schéma trés coliteux en termes de temps de calcul
lorsque § tend vers 0 et & fenétre en temps fixée.
Schéma implicite

Nous introduisons 1’énergie potentielle discréte associée au schéma implicite

+1 n n+1 n
172 1 umt —uf ulm —u
prilz_ 2 <ai(uz+1,u2) + 9At2ai< h h —h h)) ,

im0 At At
et nous utilisons la définition (1.67) de I'énergie cinétique discréte ICZH/ ?. La fonctionnelle
énergie associée a ce schéma est définie par
n+1/2 _ n+1/2 n+1/2
Em g =Ky, + Pim,no> YneN. (1.74)

Lemme 5. (Identité d’énergie pour le schéma implicite) L’énergie 5:;}/92 satisfait

n+1/2  on—1/2 1 -1
gim,h,e gim,hﬁ _ <(g+)n M) Vn € N*.
At 2At LQ(I‘+)3

L’énergie est donc conservée en absence de source.

un+1 _ unfl
Démonstration. En choisissant v, = W dans l'équation (1.61) et en utilisant
(1.70), nous obtenons
n+1/2 n—1/2 +1 —1 +1 -1
’Ch - ICh + aé({un}e uZ - uZ ) _ E(tn uZ - uZ )
At PATRIT oA T 2A¢
En utilisant la définition (1.60) de {u}}, nous obtenons
n+1 n—1 n+1 n—1
Sy, Y~ Y S(an Un T Up
u T A = u T
ap({uy o AL ) = aj(uj, IAL )
un+1 _ unfl
+ad(f(up ™ —2u} +uph), b h ). (1.75)
2At
En utilisant (1.69) et en remarquant que le dernier terme dans (1.75) se réécrit
n+1 n—1
s +1 -1y U T Uy
1 't —uw u -y ' —ur !l ur— !

—— | 0A2a (2 h —h hy —At2a)(——h— —h k) ) o (1.76)

2At At At At At
nous obtenons le résultat recherché. O
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

En utilisant (1.71) pour reformuler le terme af (u™!, u) de 'énergie potentielle, la
quantité 5;;’_}/ 92 définie en (1.71) peut se réécrire sous la forme suivante

+1 n n+1 n
nt1j2 1 At? 5 T —up ouy —uy
. = — my — —— ]. - 40
Gim 10 = 5 { < pe ) At At

+1 +1
+ad (u;; 2—|—u27u2 ;uz)}. (1.77)

Lemme 6. (Positivité d’énergie pour le schéma implicite)

e Pour tout 0 > 1/4, l’énergie associée au schéma implicite est inconditionnellement
positive.

e Pourtout§ < 1/4, l’énergie associée au schéma implicite est positive sous la condition

-1
1 —460)al (v, v
A2 <4 | sup ( Jan (Vi vh) | (1.78)
VREV) ma(Vh, Va)
Démonstration. L’énergie Eﬁ }L/ 92 est positive si et seulement si la forme bilinéaire mj —

ATt(l — 40)@2 est positive, c’est-a-dire, pour tout v;, € Vy, nous avons I'inégalité suivante

At?

ma (i, vi) = == (1= 40)a (va,va) ) = 0, (1.79)

qui est vérifiée, pour tout § > 1/4, sans condition sur le choix de At. Dans le cas ou
0 < 1/4, I'inégalité (1.79) est équivalente & (1.78). O

Nous avons intérét a considérer le cas ou 6 > 1/4 pour ne pas avoir un pas de temps
dépendant de I’épaisseur de la plaque, et par conséquent, pénalisant la méthode.

Schéma implicite-explicite

Comme précédemment, nous nous intéressons & établir une identité d’énergie pour le
schéma implicite-explicite, dans la perspective d’une étude de propriétés de 1’énergie dis-
créte associée.

En s’inspirant des énergies potentielles discrétes pour les schémas explicite et implicite,
nous introduisons 1’énergie potentielle discréte associée au schéma implicite-explicite

P e =5 <a;§(ug+1,uz) + 672000y, (S ST )

im—ex, h,0 — 2 At At
et nous utilisons la définition (1.67) de I'énergie cinétique discréte ICZH/ ?. La fonctionnelle
énergie associée a ce schéma est donc
n+1/2 _ nt1/2 n+1/2
Eimex. ho = Kp + Pimex.ng V0 EN. (1.80)

Lemme 7. (Identité d’énergie pour le schéma implicite-explicite) L énergie E;LI:)/(Z}L
satisfait

n+1/2 n—1/2 _
gim—ex, ho gim—ex, ho _ \n M v N*
L3(T4)3
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1.3. Discrétisation du probléme mis & 1’échelle

Démonstration. En choisissant v, = dans I’équation (1.61) et en utilisant

(1.70), nous obtenons

ICn+1/2 - ICn—l/Q n+1 n—1

_ _ u —u
h At h + (ah,TT + o 1ah,‘rl/ + d lG’h,VT)(uZ; %)
+1 -1 +1 —1
2At ’

En utilisant la définition (1.60) de {u} }4, nous obtenons

+ 5_26Lh71,,/({u2}9,

(ah,TT + 5_1ah,ﬂ/ + 6_1ah7'/7')(u2’

n uZ+1 _uZ_l 52 o(u™t! — 2um n—1 ‘. h
ap(uy, oAt )+ ap(B(uy™ = 2uy +up™),

En remarquant que le dernier terme dans (1.31) se réécrit sous la forme suivante

6 2ap (Ut — 2uf +ul ™),

1
2At

(5—29At2ah,w(

n_ .n—1 n_ n—1
—57200ay, ,, (T h . T = S )), (1.82)

At AL
et en utilisant la symétrie de af(-,-) dans (1.81), nous obtenons le résultat recherché. [

Comme pour les schémas précédents, le signe du terme potentiel dans I’énergie discréte

n’est pas assuré. Nous utilisons (1.71) pour reformuler le terme ai(uﬁ“,uﬁ) de I'énergie
potentielle. La quantité 517111:;/(2}1 o définie en ( ) peut se réécrire alors
n+1/2
gim—ex, h,0 —
1 At? -~ - Wt —ur wt
2 { (1m0 51 e 297 s 40720~ 0)00) ( A A
' u? w4
+a;i< h h —h hi)lb. (1.83)
2 2
Lemme 8. (Positivité d’énergie pour le schéma implicite-explicite) L’énergie as-
sociée au schéma implicite-explicite, définie dans ( ), est positive sous la condition
At? <
-1
, 261 V) + (1 —46)672 ,
i sup an,rr (Vi Vi) + (Vi Vi) + ( )0~ anp(Vh Vi) | (1.84)
VHEV), mi(Vh, Vi)

. . y s . n+1/2
Démonstration. L’énergie Simf& h.o

est positive si et seulement si la forme bilinéaire
At? _ _
mp — T(ah’” +28 Yap .+ (1—460)6 2 ap,.)
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

est positive, c¢’est-a-dire, pour tout v;, € Vj, nous avons l'inégalité

At? _ _
mp(Vi, Vi) — e (ahrr (Vi Vi) + 26 Lap (Vi vi) + (1= 40) 62 apu (Vi, Vi) > 0,
qui est équivalente a (1.81). O

Comme on peut le voir, pour § > 1/4, le terme proportionnel & 62 dans la condition
(1.81) est négatif, impliquant la relation

sup
vpEV) mh(Vh, Vh)

1
AtQ <4 ( ah,TT(V/th)+25_1ah,7'l/(vhavh)> ,

qui constitue une condition suffisante pour que 1’énergie associée au schéma implicite-
explicite soit positive. Par conséquent, At est au pire en O(v/4), ce qui est déja mieux que
le schéma explicite (nous rappelons que pour ce schéma nous avons At = O(9)).

En fait, nous avons un meilleur résultat pour § > 1/4. Dans ce cas, nous pouvons prouver
que le pas de temps peut étre choisi indépendamment de §.

Commengons par la premiére étape de la preuve de ce résultat qui consiste & montrer que
les termes mixtes aj . et ap,, sont controlés par une combinaison des termes aj ,r et

appy-
Lemme 9. Pour tout € > 0 et pour tout v, € Vy, nous avons l’inégalité suivante

1
2ah,‘ru (Vh, Vh) < Eah;rr (Vh, Vh) + € Qh,pv (Vha Vh)' (185)

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat en supposant que C est continu. La
preuve du cas ol C est continu sur chaque maille se déduit aisément.

Nous rappelons les expressions (1.54), (1.53) et (1.50) des formes bilinéaires ap 71, ap -+ €t
ap, en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Lobatto

GL n

ahr(Vi,vh) = A Cer(vp): ev(vy) dQ = Z(C€T(Vh)i ev(vn)) (&) wi,
ar .

nrrlvnva) = [ Cerlva)i £r(va) d =3 (Cor(wi): er(vi))(6) v
Q i=1
GL np

apu(Vh, Vh) = / Cey(vp): eu(vy) dQ = Z(Cay(vh): ev(vp)) (&) wi.
Q i=1

Il faut maintenant remarquer que, par définition, C(z) pour tout x € Q définit un produit
scalaire sur R3*3 et donc pour tous e, o € R3*3, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis de
Young nous permettent d’écrire qu’il existe € > 0 tel que

1 _
|C(z)e: o| < Q—C(x)s: €+ %C(w)a: o, Vrel.
€
En particulier, pour € = £,(vy) et 0 = £,(vy), nous avons

(Cer(vn): ev(va)) (2) <

%(C&(Vh): er(vp))(z) + %(Csy(vh): e(vp))(z), VzeQ,
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impliquant
i(CET(Vh)3 ev(vn)) (&) wi <
% éhl(CeT(Vh)i er(vi)) (&) wi + ;i(c&;(vh)i e (Vi) (&) wi,
ce qui nous donne le résultat (1.55). -

Théoréme 4. (Positivité d’énergie pour le schéma implicite-explicite indépen-
damment de §) Pour 6 > 1/4, l’énergie associée au schéma implicite-explicite, définie
dans ( ), est positive sous une condition indépendante de §

—1

1 1 ahrr(Vhs Vi)
At? <A4(1+ sup ———= . 1.86
( 46 — 1> <vhe€h mu(Vh, Vi) (1.86)

Démonstration. En utilisant le Lemme 9, nous avons pour tout v € Vy,

26  ap (Vi Vi) — (40 — 1)0 % ap (Vi vi) <

6_1(5—1 athT(Vh,Vh) + (65_1 — (49 — 1)(5_2) ahyyy(vh,vh).

Nous choisissons € = 6§~ 1(46 — 1), avec § > 1/4, ce qui nous permet d’obtenir pour tout
v € Vh

e (Vi Vi) + 20" ap (Vi Vi) — (40 — 1)6 2 ap o (Vi, vi) <

1
1 .
( + 1) ahrr(Vh, Vi)

Par conséquent, si At satisfait (1.80), alors la condition (1.81) de positivité de 1’énergie
discréte associée au schéma implicite-explicite est vérifiée. ]

Grace a ce théoréme, le pas de temps peut étre choisi indépendamment des paramétres
de discrétisation le long de I’épaisseur et surtout, il peut étre choisi indépendamment de 4.
En d’autres termes, le choix de At ne dépend que de la discrétisation dans le plan tangent.

1.4 Estimations de quotients de Rayleigh, des CFL et des
conditionnements

1.4.1 Estimations de quotients de Rayleigh

Proposition 1. I existe une constante C' strictement positive telle que pour tout h nous

avons

sup PtV V) o2 (1.87)

vREV) mp (vh7 Vh)

Démonstration. Nous introduisons l'espace des fonctions polynomiales par morceaux et
éventuellement discontinues entre chaque maille

Vi = {vi, € LX(Q)® | VK € Thy, Vi, © Fr € Qpr p, (K)1.
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Soit
ahrr(Vi, Vi)
rR,= sup ———.
vLEV) mh(Vh,Vh)
Comme my, et ap .- sont des formes bilinéaires bien définies sur VI;L (car la formule de
quadrature n’utilise que la valeur des fonctions & l'intérieur des mailles, y compris les

bords) et Vj, C V?L alors nous avons

r, <1, (1.88)
ou )
a Vi,V
W sup 2rr (VR V) (1.89)
vuevt Mh(Vh, Vi)
Montrons dans un premier temps que
rh < T, (1.90)
ou X
rp = max sup Uhrr (Vi V1)
h —_— 1, .
KeThy VhGVZ mhK(Vh,Vh)
D’un autre c6té, nous avons
rmk > aff Vv, € V3, VK € T;
rh mh (Vhavh) - ah,‘r‘r(vhvvh)a Vh S h» € h,n»
alors nous obtenons
K K
T;; Z mp (Vh,Vh) > Z ah,TT(Vhavh)> vVh € Vlbw
KeTy,y KeTy,y
et donc
5 (Vi Vi) > aprr (Vi Vi), Vv € VD,
ce qui implique (1.90). Nous rappelons que
X GL
Ahrr(Vhy Vi) = / Cer(vp): e-(vp) dK,
K
ou
201vp,1
1
er(vp) = 3 Oovp 1 + Ovpo 200vp 0
O3 Oovpz 0
11 est facile de voir qu’il existe une constante C' > 0 telle que
K 3. [GL 4 9
a7 (Vhy Vi) < CZ/ H( 1 ) V|| dK, (1.91)
i=1 7K 0

ot vi, = (Vp,1,Uh2, p3)". Or nous avons

LN ) v

’ dK—/AGL|JK| <110)(VFK)’TV(QJMOFK)HQ dE  (1.92)
K

2
GL
—[ x|
K

V(vnioFg)|| dEK. (1.93)
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La deuxiéme estimation de (1.15) et la premiére estimation de (1.12) nous permet d’écrire

3 GL 1 2 hé 2 3 GL R
Z/ H( ; )wh,i dK < Ch2y <2> Z/A IV (v 0 Fo)||? dE,
i=1 7K 0 py/) S JK

Oou encore

2 2 hy 2 et 2 47>
dK<Chm<2> | Ivno R k.
Py K

> [, v

Nous arrivons au résultat
hf 2 GL N
ahK’TT(vh,vh) < ChZn <p2) /f( IV(vioF)|? dK, Vv, € V). (1.94)
¢
D’un autre c6té, nous avons

GL GL
m (v, vi) = / plvall? dK > inf p(x) / Ivall? dE,
K xeK K

et
GL GL , -
[ vl are = [l va o Bl dR
K K
GL R
> inf |Jx| v, o Fr|? dE.
ReK K
Or d’apreés (1.11), la deuxiéme estimation de (1.12) et (1.40), nous avons

|JK| = |jf| |zm+1 - Zm|7 NS [[LNh,E]]v Vm € [[LNC]]
> Cunpy, VL€ [1,Nyx].

Nous obtenons donc

GL

m¥ (vy, vy) > C/mp?/ |vhoFr|? dK, Yvi, € V. (1.95)

Ainsi, en utilisant (1.94) et (1.95), nous avons

Ghorr (Vo) _ b BTV (v o Fi)|* dE

< —, Vvh S VZ,
m (Vi, Vi) [ vy 0 Fi|)? dR
ou encore (en utilisant (1.38))
K 6 GL 2 1
ap 77 (Vhy Vi) of JRTIV(vhoFg)|” dK b
Ko vy =G 2T ar 2 = 0 "VhEVh
my (Vi Vi) phi  [Z7 v o Fi|? dK

Or

~

Vh‘K © FK € QPnPu(K)v

et 'espace Qp, p, ([A( ) ne dépend pas de h. Par conséquent, il existe une constante C' telle
que

ap - (Vh, Vi) <c of

<C—L, Vv, eV
mhK(Vh,vh) uh?
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Comme g est la constante de quasi-uniformité définie dans ( ) et oy < o avec o la
constante de quasi-uniformité définie dans (1.39), alors nous déduisons

aﬁf” (Vh, Vh)
sup ————

7 < Ch™>.
vaeve My (Va, Vi)

En utilisant (1.90) et (1.88), nous obtenons le résultat (1.87). O

Proposition 2. Il existe une constante c strictement positive telle que pour tout h nous
avons
a Vi,V
ch? < sup hrr(Vhs Vi)

_— 1.96
viev, Mu(Vh, Vi) (1.96)

Démonstration. 11 est facile de remarquer que

sup ah,r+(Vh, Vi) S sup ah,rr(Vh, Vi)

vieVe Mh(Vi, Vi) T v=0.0.0)ev, Mh(Vi, Vi)

En utilisant I'expression de ay ;-, nous obtenons

GL 2 2
sup ahrr(Vh, Vi) > C sup Jo  (020)* + (O10)

L
V}L=(0707<P)€Vh mh(Vh, Vh) pEV, fg 902 dQ

> C fQGL(alSOj)Q + (Daipj)? dQ
- JSE o2 dn

)

ol ¢; est une fonction de base de I'espace V},. Or nous avons

GL N GL .
/ngde: > pj A

KeTh,y
K Csupp(p;)
GL
SR A
KeTh,,
K Csupp(¢;)
GL
< SUE‘JK‘ Z / SOI(KJ)
XeK KETh,,
KCsuPp(wj)

qui, en utilisant la deuxiéme estimation de (1.15), devient

GL GL
/ A< Chin Y. / Pl d (1.97)

Q@ KeThy
KC supp(wj)

D’un autre cété, nous avons

/GL(also»%(awj)Q aQ > /GL [("1,) v ax

Q *
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ou K* C supp(p;).

GL 1 9 GL 1 T 2 N
/ [("rg) ves] dK*:/A e[| (ry) (VFse) T Ve | aR
K* K

GL (V)T N -
/ | Jrc+ | V@I || K

0

GL
— /K i | [(VE) TV, 2,81 2 AR

GL
> inf |Ji| inf |[(VE)] / I3 22810, I? AR
xeK xeK K

1 oL 9 15
> inf ]JK*]/ |V, 2,P1 en  |I7 dE,
eR sup|(VE)|*> Jg "0
XeK
car Vf; est continu et I'inf est atteint. La premiére estimation de (1.11) et la deuxiéme

inégalité de (1.10) nous permettent d’écrire
“r 2 2 2 2 [F 2 7>
/Q (O1p:)” + (O24p5)” d2 > Cpyum by /IA( Va1, @1 e 5 |7 A

Par conséquent, nous obtenons

GL - PN
7 (Vs Vh) o o P JZ V3, 3,810 I A

- GL ~o =
mp(Vh, Vi) 2ot g @, dK
KeThy ’
K C supp(¢;)

D’aprés le théoréme 3, le nombre de mailles K tel que K C supp(y;) est indépendant de
h. En conclusion, il existe une constante C telle que

an,rr(Vh, Va) 7

mp(Vi,ve) T hioR
En utilisant hy < h et 0, < o (d’aprés la relation (1.39)) ot o est la constante de quasi-
uniformité définie dans (1.39) et p est la constante de quasi-uniformité définie dans (1.10),
nous obtenons le résultat (1.96). O

Proposition 3. [l existe deux constantes ¢ et C' strictement positives telles que pour tout
7 NOus aVons
a Vi,V
677_2 < sup h,l/l/( h h)

<Cn2 (1.98)
vpeV, Mp (Vha Vh)

Démonstration. La étapes de cette preuve sont identiques a celles des démonstrations des
propositions 1 et 2. Nous allons juste indiquer les changements a effectuer. Bien évidem-
ment, nous remplacons les indices en 7 par v.

Commencons par la majoration. Nous remplagons dans (1.91) et (1.92)

(ry) por ("o,
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ce qui nous donne dans (1.93)

0
(%) om0 -
P e
Puis, en utilisant (1.10), nous obtenons
1 2 GL R
@1t (Vs Vi) < Chif () / IV(vioFi)|* dK,  ¥vi €V}, (1.99)
M1 K
et en utilisant (1.99) et (1.95), nous avons
ah,l/y Vh,Vh) h’ﬁ f[? ||V(Vh o FK)H vvh c Vb
mi (viovi) © Bp? (G5 v, o Bl dR "
ou encore (d’aprés (1.39))
CLK (V v ) 2 GL F 2 I/(\—
hov(Vhs Vi o ff( IV(vpoFg)|* d Vv, € vt
mf(vi,vi) 3 (Gl v, o Fi|? dK "

Avec les mémes arguments donnés dans la preuve de la proposition |, on montre qu’il existe
une constante C' indépendante de h telle que

K 2
a \% V

h,z/u( Vi) <C (37 2 ;VhEV?L'
my (Vi, Vi) w2 n

Passons a la minoration. En utilisant I’expression de ay, ,,,, nous obtenons

GL 2
0 df
sup ahuw(Vhs Vi) > ¢ sup 22 (030)

ar
va=(0,0.0)eVy, Th(Vhs Vi) eV [T 02 dQ

>0 o (035)? dO
— fGL 2 dQ
0 ¥

9

oll ¢; est une fonction de base de I'espace V},. Or

[ ooz [T(*0, ) v ax

K*

ou K* C supp(yp;).

GL & 5 GL o 5
LUyl o - [ ) o 75 o
* K
2
GL 0 .
_ /A k] Vor,| A&
GL R
>0 2 inf |[Jg| | IVa,@re I dE (dapres (1.40)).
xeK K
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La deuxiéme inégalité de (1.16) nous permet d’écrire

“r 2 oy [F 2 7>
| @) a0z o™ [ 95, I R (1.100)
Par conséquent, en utilisant (1.97) et ( ) nous obtenons

GL o =
ah,mx(vhavh) > p%iu f]? ||v53901(1<* J)”z dK

= GL/\ ES
mp(Va, Vi) 2y J{Ue ., di
KeThq
K C supp(¢;)

ou encore (d’apres (1.39))

GL o =
ah,wj(vhvvh) > 2 f[? ||v553901(1(* )H2 dK

mp(Vi,ve) T o223 fGL@Q,(K)
KeTh
K C supp(p;)

On conclut comme dans la démonstration de la proposition 2 qu’il existe une constante C
telle que
ahpu(Vh, Vi)
mp(Vi, Vi)

1

o3n

>0 1.

O]

Proposition 4. Il existe une constante C strictement positive telle que pour tout h nous
avons

1)
ad (vp,v _
sup AN/ C(h2+6272), (1.101)
vRLEV) mh(Vh, Vh)
Démonstration. En utilisant les Propositions 1, 3 et le Lemme O (avec € = §1), nous
obtenons le résultat ( ). O

Proposition 5. Pour tout milieu orthotrope hétérogéne, il existe une constante c stricte-
ment positive telle que pour tout h nous avons

)
ay (Vp, v
c(h+ 6% < sup lVEVH) (1.102)
vieVy, Mn(Vh, Vi)
Démonstration. Pour un milieu orthotrope hétérogéne, la minoration ( ) est facile-

ment obtenue. En effet, considérer v, = (0,0,v3) implique que le terme mixte (ap -, +
ap,u7)(0,0,v3) est nul. Par conséquent, en utilisant les Propositions 2 et 3, nous obtenons
le résultat ( ). O

1.4.2 Estimation du pas de temps pour le schéma explicite

Proposition 6. [l existe une constante C' strictement positive telle que, pour tout h, l’éner-
gie associée au schéma explicite (définie dans ( )) est positive sous la condition

AP <C(h™ 2+ 22~ (1.103)
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Démonstration. Nous rappelons la condition de positivité de ’énergie associée au schéma

explicite
1
1)
al (vp, Vv

v EV, Mh (Vh, Vh)

En utilisant la Proposition 4, nous avons

-1
)
C(h_2+6_277_2)_1 < ( sup ah(vh’vh)> .

vieVy, M (Vh, Vi)
Si At satisfait ( ), alors la positivité de I’énergie est vérifiée. O

Remarque 4. Nous pouvons constater que le choix de n ~ 61, c’est-a-dire une discréti-
sation trés grossiére a travers ’épaisseur, nous permet d’obtenir une condition de positivité
de l’énergie discréte associée au schéma explicite satisfaisante, mais ce n’est pas toujours
possible pour au moins deux raisons : si 'on veut construire des solutions de référence ; si
le milieu varie (généralement stratifié) le long de l’épaisseur. Dans ces cas, ( ) pénalise
fortement les calculs.

1.4.3 Estimation de la CFL pour le schéma implicite-explicite

Nous avons vu dans le Théoréme | que pour § > 1/4, I’énergie associée au schéma implicite-
explicite, définie dans ( ), est positive sous une condition indépendante de ¢. Nous nous
concentrons ici a la condition CFL pour le cas limite § = 1/4.

Proposition 7. Si 0 = 1/4, il existe une constante C' strictement positive telle que, pour
tout h, l’énergie associée au schéma implicite-explicite (définie dans (1.83)) est positive
sous la condition

-1

AP <C(h2+5 (R 2 +n7?) (1.104)

Démonstration. Pour § = 1/4, nous rappelons que la positivité de I’énergie associée au
schéma, implicite-explicite est vérifiée sous la condition

(1.105)

—1
AtQ <4 sup ah,TT(Vh? Vh) + 2 5_1ah,7'1/(vh7 Vh) .
vpEV) mh(Vh, Vh)

En utilisant le Lemme 9 avec € = 1, nous avons
2an,7(Vh, Vi) < @hyrer (Vi Vi) + apn (Vi, Va).
Nous en déduisons que

ahrr (Vi Vi) + 20 ap (i, via) < (1467 anrr (Vi Vi) + 8t an (i, vi). (1.106)

En utilisant ( ), (1.87) et (1.98), nous montrons qu’il existe une constante telle que

—1
_ 2461
C(h2+6 h24n72) ' < ( sup St (Vm Vi) +29 “h’f”(vh’vh)> .

VhEV), my(Vh, Vi)
Par conséquent, si At satisfait ( ), alors la condition de positivité ( ) de I'énergie
associée au schéma implicite-explicite est vérifiée. O

Remarque 5. Cette estimation nous montre une amélioration par rapport & l’estimation
( ), car At est au pire en O(V/9).

42



1.4. Estimations de quotients de Rayleigh, des CFL et des conditionnements

1.4.4 Préconditionnement pour le schéma implicite
A chaque itération, le systéme suivant doit étre résolu

ai’im(uzﬂ,vh) =0"(vy), Vv € Vp,
ou

@i () = ma (-, ) + 0AEa) (-, ),
et Z”"S(Vh) se calcule & partir des itérations précédentes et du terme source
"(vy) = 2my(ul, vi,) — A (1 — 20)a (uf, vy
- (mh(uz_l, vi) + 9At2a2(u2_1, Vh)> + ALt V).

Pour un systéme de grande taille, nous pouvons utiliser une méthode itérative (voir [19; 69])
pour inverser le systéme, par exemple la méthode de gradient conjugué préconditionné

(notons que le systéme algébrique correspondant est symétrique, défini et positif). La
convergence de cette méthode dépend du conditionnement du systéme.

Un simple préconditionnement

Si la matrice de masse (associée a la forme bilinéaire my(+,)) est utilisée comme une
matrice de préconditionnement, alors le conditionnement y du systéme résultant est défini
par
§ 6
ah,im(vh’ Vi) ah,im(vhv Vi)
X= sup ———— inf ———
vV, Ma(Vi, Vi) [ vieVie mp(Vi, Vi)

Proposition 8. (Estimation de x) Il eziste une constante C strictement positive telle
que le conditionnement x vérifie

x> C(1+0A2 (2 + 5727 2)). (1.107)
Démonstration. Nous avons
ag,im(vhﬁvh) -1+ 9At2 ai(Vh,Vh) ]
mp(Vh, Vi) mp(Vh, Vi)

5
Comme le terme @, (Vh,Vh) est positif et en utilisant des fonctions constantes qui sont dans

mp(Vh,Vh)
V), et dans le noyau de af (-, ), nous obtenons le résultat

é
inf (VA vh) (1.108)
VEVL Mp(Vh, V)
impliquant
a1 (Vs Vi)
jnf im0 TR (1.109)

VeV, mp (v, Vi)
Par ailleurs, en utilisant la Proposition 5, nous déduisons qu’il existe une constante C' telle
que
@) i (Vi Vi) 201 -2 2, —2
sup ———— > C(1+0At*(h™ =+ 6 “n 7)). (1.110)
VeV, Mn(Vhs Vi)

Le résultat ( ) est directement obtenu en utilisant ( ) et ( ). O
On remarque que le conditionnement x explose lorsque d tend vers 0. Par conséquent,

on ne garantit pas, dans ce cas, qu'une méthode itérative utilisée avec la matrice de masse
comme préconditionneur soit efficace.
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

Une technique de préconditionnement robuste

Nous montrons ici que le schéma implicite-explicite pourrait étre utilisé pour précondition-
ner le systéme a résoudre associé au schéma implicite. Dans la sous-section précédente, nous
avons utilisé la matrice de masse comme préconditionneur. Maintenant, nous proposons

d’utiliser la matrice associée a la forme bilinéaire ai iy définie dans (1.66) par
)

az,im—ex(” ) = mh(', ) + 9At25_2ah,VV('a )

Nous rappelons qu’en raison de la technique de condensation de masse (utilisation de
la formule de quadrature de Gauss-Lobatto pour approcher la forme bilinéaire de masse
m), le représentant matriciel de la forme bilinéaire my, est diagonal. Par ailleurs, nous
avons choisi d’utiliser aussi la formule de quadrature de Gauss-Lobatto ot les points de
quadrature coincident avec les points d’interpolation pour calculer la forme bilinéaire ay, ., .
Or seules les dérivées dans la direction de I'épaisseur interviennent dans ay, ,,,. De plus, nous
rappelons que le domaine de la plaque est construit par extrusion de la surface tangente.
Par conséquent, l'inversion de la matrice associée a ai imex €5t facile car cela revient a
inverser des petits systémes linéaires découplés, ot Chaqhe systéme correspond & un point
d’interpolation dans le plan tangent de la plaque.

Le conditionnement du systéme qui en résulte est donné par

ai,im(% Vi) / . ai,im(Vh, Vi)

inf )

Xr = Sup 5
VhEVh ah,im—ex(vh’ Vh)

vLEV a;slvimfx(vha Vh)
Proposition 9. ] existe une constante C indépendante de § telle que

ald . (vp,v
sup him (Vh: V1) < C(1+0At2h732).

vRLEV) ah,im—ex <Vh’ vh)

Démonstration. Nous avons
ap i (Vi, Vi)  mu(va, Vi) + 0AE% A (Vi Vi)
ag’im_ex(vh, vi)  mp(ve, V) + 0A20 2ay, 1, (Vi, Vi)

OAL* (aprr(Vi, Vi) + 26  apr (Vi V1))
mp(Vi, Vi) + 0AL262ap, 1, (v, Vi)

D’apreés le Lemme 9, nous avons que pour tout € > 0

1
2ap v (Vh, V) < Eah,ﬂ-(vha Vi) + €anu(Vh, V).

Nous choisissons € = § 1
26 a1 (Vi Vi) < aner (Vs Vi) + 6 ap (Vi Vi)

Nous obtenons alors

a(];jm(vha Vh) 29At2ah777(vh, Vh) + A2 62 Ohpv (Vh, Vh)

@ inex (Vi Vi) mp(Vi, Vi) + 08262 ap 1, (Vi, Vi)

20At2ah,‘rr (Vh, Vh)
mh(vh, Vh) + 9At25*2ah7yy(vh, Vh)

<2+

29At2ah,77 (Vh ) Vh)

<2
=2 mp(Vh, Vi)
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1.5. Résultats numériques

En utilisant la Proposition |, nous déduisons qu’il existe une constante C strictement
positive telle que pour tout h

al. (vp,v
sup him (Vh: V1) <C(1+0At2h72).

VhEVA @ i ex(Vhs Vi)

Malheureusement, il n’est pas évident de prouver que le terme

@) (Va, V)
inf

VhEVH a(fSL,im—ex (vh’ Vh)

est théoriquement indépendant de J, bien qu’on observe 'indépendance de x, par rapport
a 0 dans les résultats numériques.

1.5 Résultats numériques

Nous avons développé un code en C++, en nous basant sur un solveur par éléments finis
nommé Ondomatic qui est déja développé au sein du Département Imagerie Simulation
pour le Controéle (DISC) du CEA LIST. Notre code a été ensuite intégré dans la plateforme
CIVA.

Dans cette section, nous nous concentrons sur les résultats numériques du schéma implicite-
explicite. Pour nos simulations, nous utilisons le terme source

fe(z1, 29, m3,1) = fR(t) * f5 (21, m2, 3).

La dépendance en temps f}, est une fonction de Ricker (fonction indéfiniment dérivable en
temps) comme suit

o) = (1.5 F?740.25 F* 3) exp(—0.25 F 72),

ou F représente la fréquence centrale et 7 = t — ty avec ty 'origine en temps. Pour la
dépendance spatiale, nous choisissons

[ (w1, w9, 23) = —(H(d+ 1) — H(d +r0)) — (H(d — 1) — H(d —11)),

ot d = /(1 — 25)2 + (22 — 25)2, H est la fonction Heaviside régularisée, (z, x5, 0) sont
les coordonnées du centre du capteur, rg et r; représentent les rayons interne et externe
du capteur.

Nous choisissons tg = 25 us, F' = 100w kHz, r¢ = 5 mm et r; = 10 mm. Par ailleurs,
pour le schéma implicite-explicite, nous prenons § = 1/2.

1.5.1 Validation des propriétés de convergence et de robustesse du schéma
implicite-explicite

Notre objectif est d’analyser les propriétés de convergence du schéma implicite-explicite en
prenant comme solution de référence celle du schéma explicite.

Tout d’abord, nous devons nous concentrer sur le calcul du pas de temps At pour chaque
schéma. Rappelons que At} px > Atgpx oit Aty px et Atgx sont respectivement les pas
de temps des schémas implicite-explicite et explicite, vérifiant respectivement les conditions
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Chapitre 1. Construction d’un schéma implicite-explicite

(1.81) et (1.73) de positivité des énergies discrétes associées. Dans nos simulations, nous
voulons comparer les solutions des deux schémas aux mémes instants sans imposer le méme
pas de temps (le plus petit étant Atgx) pour les deux méthodes. Dans cette sous-section,
nous choisissons Atp.px = kAtgx avec k le plus grand entier tel que Atfy; px > FAtEX.
Nous cherchons & analyser le comportement de ’erreur relative

sup [[(up)ivex — (W)Ex] 1203
o n€[0,N]

o sup (W™ ex || 12 )3 N
n€l0,N]
en termes de § et h. Dans ( ), (u})mv-Ex (respectivement (uj)gx) représente la solu-
tion du probléme discrétisée par le schéma implicite-explicite (respectivement le schéma
explicite).
La figure montre que l'erreur err** diminue en suivant err** ~ h? ~ At? | oy, & 0 fixé.
[ [
—— 0 =0.002
1072 | o 6=0.001 []
I —e—§ =0.0005 ||

1073

1074

25 50 100 200
1/h

F1GURE 1.2 — Comportement de I'erreur relative err** en fonction de h avec différentes valeurs de §
pour une plaque isotrope homogéne avec des paramétres de discrétisation p, = 6 et (n,p,) = (4, 5).

D’aprés le tableau 1.1, nous constatons que lorsque § diminue, l'erreur err** augmente
un peu mais pour de trés faibles valeurs de J, erreur err™ reste approximativement
constante, ce qui confirme que le phénomeéne de verrouillage numérique (qui signifie que
la constante d’erreur explose lorsque ’épaisseur de la plaque passe a zéro) ne semble pas
significatif lorsque la méthode implicite-explicite est utilisée.

1035 1 0.75 0.5 0.375 0.25 0.125

103err** | 0.701018 | 0.813895 | 1.01474 | 0.925119 | 1.02194 | 1.01887

TABLE 1.1 — Comportement de l'erreur relative err** en fonction de § pour une plaque isotrope

homogéne avec des parameétres de discrétisation (h, p,) = (0.01,6) et (n,p,) = (9, 5).
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1.5.2 Comparaisons des temps de calcul

Nous cherchons & comparer les cotits de calcul des schémas explicite, implicite avec un
simple préconditionnement, (IM—y), implicite avec un préconditionnement robuste IM—y;,
et implicite-explicite. Notons que nous avons choisi une discrétisation en espace qui nous
semble raisonnable (suffisamment fine dans la direction de ’épaisseur sans étre trés péna-
lisante pour le schéma explicite).

Tout d’abord, nous rappelons que ’énergie discréte associée au schéma implicite est incon-
ditionnellement positive pour § > 1/4. Par conséquent, le pas de temps pour ce schéma
peut étre choisi indépendamment des paramétres de discrétisation le long de 1’épaisseur et
surtout il peut étre choisi indépendamment de §. Dans nos simulations, nous utilisons le
méme pas de temps que celui de la méthode implicite-explicite, premiérement, pour des
raisons de consistance (le pas de temps ne doit pas étre trop grand), deuxiémement pour
pouvoir comparer facilement les deux méthodes.

EX IM—y IM—y, IM-EX
10°At | CPU* | 10°At | CPU* | 10°At | CPU* | 10°At | CPU*
§=0.002 | 2.16 120 25.5 423 25.5 89 25.5 11
§=0.001 | 1.08 242 25.5 730 25.5 96 25.5 11
§ =0.0005 | 0.54 486 25.5 | 1122 | 25.5 103 25.5 11

()

TABLE 1.2 — Tableau comparatif des temps de calcul des schémas explicite, implicite avec un simple
préconditionnement, implicite-explicite et implicite avec un préconditionnement robuste, pour une
plaque homogeéne isotrope avec des paramétres de discrétisation (h, p,) = (0.02, 4) et (n, p,) =
(2/3, 4).

Le tableau nous montre pour le schéma explicite que plus J est petit, plus le pas
de temps est faible et donc plus le temps de calcul de la méthode est élevé. On retrouve
numériquement 'estimation At = O(4) (Proposition 0).

Pour le schéma implicite avec un simple préconditionnement (IM — x), nous constatons
que plus d est petit, plus le temps de calcul est élevé en raison du nombre d’itérations de
la méthode du gradient conjugué qui augmente. En effet, le conditionnement du systéme
a inverser augmente lorsque d devient petit (voir Iestimation ( ) de x). Remarquons
que le temps de calcul est encore plus grand que celui du schéma explicite. Par ailleurs,
I'utilisation du préconditionnement robuste proposé dans la sous-section peut réduire
considérablement le temps de calcul pour le schéma implicite IM—y,.. Finalement, comme
prévu, le schéma implicite-explicite est considérablement le moins cotiteux.

En effet, nous rappelons qu’a chaque itération pour le schéma implicite-explicite, nous
avons a résoudre

mh(uZJrl, vi) + 9At2572ahjw(uz+l, vp) = gn,é(vh)’ Vv € V.

En raison de la technique de condensation de masse (utilisation de la formule de quadra-
ture de Gauss-Lobatto pour approcher la forme bilinéaire de masse m), la matrice associée
a la forme bilinéaire my, est diagonale. Par ailleurs, nous avons choisi d’utiliser aussi la
formule de quadrature de Gauss-Lobatto ou les points de quadrature coincident avec les
points d’interpolation pour calculer la forme bilinéaire ay, ,,,. Or seules les dérivées dans la
direction de I’épaisseur interviennent dans ay_,,. De plus, nous rappelons que le domaine
de la plaque est construit par extrusion de la surface tangente. Par conséquent, I'inversion
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de la matrice associée a ai imex €St facile car cela revient a inverser des petits systeémes
b}

linéaires découplés, ol chaque systéme correspond & un point d’interpolation dans le plan
tangent de la plaque. Cette étape est trés efficace et peut étre réalisée en paralléle, ce qui
justifie le cott de calcul faible de cette méthode par rapport aux autres schémas.

Dans la suite de cette sous-section, nous nous intéressons & un cas plus réaliste dans lequel
nous utilisons une plaque composite stratifiée (composée de 2 matériaux orthotropes) de
24 couches alternées.

Nous représentons sur la figure 1.3 'amplitude du champ de déplacements obtenu avec le
schéma, implicite-explicite & deux instants différents t1 et to.

l 1.5e-36

[ 1.5e-36

(b)t:t2>t1

FIGURE 1.3 — Amplitude du champ de déplacements obtenu avec le schéma implicite-explicite a
deux instants différents t1 et to, pour une plaque composite stratifiée (composée de 2 matériaux
orthotropes) de 24 couches alternées avec 0 = 0.002 et des paramétres de discrétisation (h,p;) =
(00176) et (777191/) = (5/12,2)

Les solutions obtenues avec les schémas explicite et implicite-explicite sont superposées,
comme lillustre la figure |.4.
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1073
T T T T T T T
T IM-EX a
6% .
5% ]
4% ]

| | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

x2 (mm)

T T T T T T T T T

TF—IM-EX

0 = ¥4

| | | | | |

| | |
300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

xg (mm)

FIGURE 1.4 — Extraction des amplitudes des champs de déplacement obtenus avec les schémas
explicite et implicite-explicite, suivant la droite 1 = 400 mm, x3 = 0 mm et a U'instant ts.
L’échantillon est une plaque composite stratifiée (composée de 2 matériaux orthotropes) de 24
couches alternées avec 6 = 0.002 et des paramétres de discrétisation (h,p,) = (0.01,6) et (n,p,) =
(6/12,2).
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La relation entre les variations de d, le pas de temps et le temps de calcul pour les
méthodes explicite et implicite-explicite est illustrée dans le tableau 1.3. La derniére ligne
de ce tableau nous montre que le cotit de calcul du schéma implicite-explicite est & peu
prés 11 fois plus petit que celui du schéma explicite.

EX IM-EX

10°At | CPU (s) | 105At | CPU (s)

0 = 0.002 1.7 2996.18 | 4.779 | 1097.54

0 =0.001 | 0.852 | 5901.17 | 4.779 | 1099.56

0 =0.0005 | 0.426 | 11706.8 | 4.779 1090.6

TABLE 1.3 — Tableau comparatif des temps de calcul des schémas explicite et implicite-explicite a
t = t1, pour une plaque composite stratifiée (composée de 2 matériaux orthotropes) de 24 couches
alternées avec des parametres de discrétisation (h, p,) = (0.01,6) et (n,p,) = (6/12,2).
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CHAPITRE 2

Analyse de convergence

Nous nous intéressons & l'analyse de convergence des schémas explicite, implicite et

implicite-explicite. Nous rappelons dans un premier temps les éléments classiques de ’ana-
lyse pour les schémas explicite et implicite. D’une part, cette étape préliminaire nous per-
met d’expliciter la dépendance en § dans 'analyse de ces deux schémas (cet aspect n’est
pas traité dans la littérature a notre connaissance car il est spécifique a notre probléme).
D’autre part, elle prépare I'analyse du cas implicite-explicite qui est plus complexe. Un
résultat important de ’analyse de ce schéma est la convergence en temps d’ordre 1 uni-
forme en ¢ au prix d’une hypothése (H) sur la solution du probléme continu, & savoir que
sa dérivée le long de I'épaisseur est en O(9).
Finalement dans la derniére section de ce chapitre, nous investiguons ’hypothése (H)
faite sur la solution du probléme continu pour obtenir la convergence uniforme. Pour cela,
nous nous placons dans un domaine infini dans le plan tangent et utilisons une stratégie
d’analyse asymptotique pour trouver sous quelles conditions sur les données du probléme
(coefficients matériaux et source) I'hypothése (H) est vérifiée.

Sommaire




Chapitre 2. Analyse de convergence

2.1 Analyse de convergence du probléme semi-discrétisé en

espace

Nous rappelons que le domaine modéle mis & I’échelle est noté Q = ¥ x (—1,1) avec ¥ C R?
sa surface médiane. Nous cherchons W (t) € V = H'(Q)3, pour tout ¢ > 0, vérifiant pour

tout v € V, le probléme (1.11)

oil pour tous w,v € H' ()3, nous avons

m(w, V) ::/pw v dS,
Q

EWVI: 6W26V
o (w,v) /QCs()e()dQ,

() = [ (o of. 0 vars.
Iy

La densité p € L>(R3R) satisfait

p~ = inf p(x), p* = sup p(x).
xed xeQd

De plus, nous rappelons que C vérifie

e une propriété de coercivité : il existe une constante a > 0 telle que

ale* < Ce:e, Ve € L(R?),

e une propriété de continuité : il existe une constante g > 0 telle que

|ICe| < Blel, Ve € Ly(R?).

Pour rappel, le tenseur €° se décompose sous la forme

E(v) = e, (v) + 01, (v),

ol

2611]1

er(v) = % Oov1 + O1vg 20209 :

Ohv3 Osv3 0
et

0

1
“(v) = |

63?11 831}2 2632}3

ce qui nous a permis de réécrire la forme bilinéaire a’

(0, v) = arr (0, v) + 67 (ary (0, v) + apr(u,v)) + 6 2a,,(u, v),

(2.1)

(2.2)
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2.1. Analyse de convergence du probléme semi-discrétisé en espace

arr(u,v) = /QC&(u): er(v) dQ,

ary(u,v) = /QCST(u): ey(v) dQ, ayr(u,v) =ar,(v,u),

ay(u,v) = /QC5V(u): ev(v) dd.

Nous rappelons aussi que la formulation faible semi-discréte associée au probléme (2.1)
consiste a trouver ﬁz(t) € V;, C V vérifiant pour tout v, € Vy,

d2

@m(ﬁg, Vi) + (W, vy) = £(vy). (2.5)

De plus, @ et ﬁz vérifient des conditions initiales nulles.

Dans ce chapitre, pour simplifier ’analyse, nous n’étudions pas la quadrature c’est-a-dire
qu’on suppose que My = M, Gprr = Grry Ohry = Gryy Ohpr = Gur, Gh oy = Gy et donc
a‘,sl = a’. Les résultats du chapitre précédent s’étendent sans difficulté & ce cas qui est plus
simple.

Par ailleurs, afin d’alléger I’écriture des équations, nous allons utiliser respectivement les
notations u® et uy au lieu de @’ et 6.

Dans cette section, nous cherchons une estimation de Perreur entre la solution exacte u® du
probléme (2.1) et la solution ui du probléme semi-discrétisé en espace (2.5), en fonction de
h et §. Il s’agit de ’analyse de consistance, étape préliminaire & 1’étude de la convergence
globale. Nous introduisons 'erreur

e (t) = u’(t) —uj(t), Vte (0,7).

Nous cherchons & montrer que cette erreur converge vers 0, lorsque h tend vers 0, en norme
[II - [[ls définie par

I[alll} = llull 72y + I (W)l 72(qpxa,  Yu € H(Q)?, (2.6)

et qui dépend donc de §. Pour cela, nous introduisons un outil fondamental & notre analyse.
Cet outil est classique, nous attirons seulement 'attention du lecteur sur le fait que les
constantes sont indépendantes de §.

Pour tout u € V, on note P, u l'unique solution du probléme

m(u— Pyu,vp) +ad’(u—Pyu,vy) =0, Vv, € Vy, (2.7)
ou Py, est 'opérateur de projection elliptique de V sur Vy,.
Lemme 10. Le probléeme (2.7) est bien posé dans V.

Démonstration. En utilisant la continuité (2.1) du tenseur de rigidité C et la définition
(2.2) de p*, nous avons l'inégalité suivante

m(a — Pyu,vy) + a‘s(u — Pyu,vp) <

£ (vn)|

1
ot Il = Pyl (s [Vallzqys + B|=7(u = Pw) P

L2 (Q)3><3
Nous en déduisons aisément par définition (2.6) de ||| - |||s

m(u — Pyu,vy) + aé(u — Pyu,vp) < 2max(p+,ﬁ)|Hu — Ppullls [[Ivallls,

93



Chapitre 2. Analyse de convergence

prouvant la continuité par rapport a la norme ||| - |||s. Par ailleurs, la définition (2.2) de
p~ et la coercivité (2.3) du tenseur de rigidité C nous permettent de montrer

m(u— P,u,u— Pyu) +a’(u— P,u,u— P,u) >
2

— 2 )
o Il = Py + o[ = P [

ou encore
m(u — P,u,u — Pyu) 4+ a®(u — Pyu,u — Pyu) > min(p,a) |Hu—PhuH\§.

Par conséquent, le probléme (2.7) est coercif en norme [||-|||s. Le théoréme de Lax-Milgram
nous permet de conclure le caractére bien posé du probléme (2.7). O

Lemme 11. [l existe une constante C > 0 indépendante de & telle que

lla=Peullls <€ inf [llu—valll;, vae H(Q). (2.8)
vRhEV)

B est la constante de continuité du tenseur C (définie dans (2.1)) et « est la constante de
coercivité du tenseur C (définie dans (2.3))

Démonstration. Par définition de I'opérateur de projection elliptique, nous montrons que
m(u— Ppu,u— Ppu) +a5(u—Phu,u—Phu) =
m(u— P,u,u—vy) + aé(u — Pyu,u—vy), VYvi € Vy.
La continuité et la coercivité du probléme (2.7) nous permettent de déduire
min(p™, a) ||l — Pyl < max(s*, B)l[[u - Pyullls[lla — vallls, ¥va € Vi,
et donc le résultat souhaité. O
Nous introduisons
no(t) =ul(t) — Poud(t) et €(t) =ul(t) — Pyu’(t), VteRY,

de sorte que
ed(t) =md(t) — € (t), VteteRT, (2.9)

Nous introduisons également I'énergie &, () associée a lerreur de projection a l'instant ¢
par

1 1
En(t) = gm(Diel, Ore)) + 5a’(e] €)), Vi €RT. (2.10)

Théoréme 5. Pour tout T > 0, supposons que u® solution de (2.1) est dans
C*((0,7); LX(Q)*) N C((0,T); H(Q)?).

1l existe une constante C' > 0 indépendante de h et § telle que

1/2 2.6 5
sup &/°(t) <CT su 0, + ) . 2.11
te(O,I;“) w0 te(()%) <H mh‘ L2(Q)3 th‘ L2(Q)3 ( )
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2.1. Analyse de convergence du probléme semi-discrétisé en espace

Démonstration. En soustrayant les deux équations (2.1) et (2.5) vérifiées respectivement
par u’ et ug et en utilisant (2.9), nous obtenons

2 2
m(0; e%,vh) + a‘s(ez,vh) = m(0; nfl,vh) + a‘s(ng,vh), Vv € V.
En choisissant vy, = 8t62, nous obtenons 'identité suivante

dEn(t)
dt

= m(9;ny, Ovep) + a’ (i, Oyey). (2.12)
Comme 3,562 € Vy, la définition (2.7) de l'opérateur de projection elliptique P}, nous

permet de réécrire l'identité (2.12)

dén(t) _
dt

m(07m), — ), Oreh).
Par conséquent, nous avons l'inégalité

a&n(t
M) < ot (108l + ) 190 s

2
100€d | 20y < \/7_ &7 (t), (2.13)

nous obtenons, par le lemme de Gronwall
a8, (1) _ ;
dt (H tnh Q)3 + th L2(Q)3> '

En utilisant le fait que 5,1/ %(0) (car les conditions initiales sont nulles), nous déduisons

En remarquant que

£ (1) |mh d
2p 2(0)3+ Ml L2 gys
impliquant
+
1/2 p T s
sup &,/°(t) < sup <H8 n _+ Hn > . 2.14
te(0,T) w0 v/ 2p™ te(o,T) R VEIOE MlL2(o)s ( )

O

L’estimation du Théoréme 5 est ’estimation de base qui nous permet de déduire que
Perreur e‘}SL est controlée en norme L™ en temps et en norme L? en espace.

Corollaire 1. Supposons que ud solution de (2.1) est dans C%((0,T); H'(Q)?). Il existe
une constante C' > 0 indépendante de h et § telle que

4
sup |[[ef(1)][]s <
te(0,T)

C sup <(T—|—T2) inf |||8t2u6—vh|\|5—i— (1+T—|—T2) inf ||u5—vh|||5>.
te(0,T) VREV) vpEV)
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Démonstration. Dans cette preuve, la constante C' peut varier d’une ligne & une autre.
En utilisant 'inégalité triangulaire, nous avons

lledllls < Hlmpllls + lllellls:
D’apreés la définition (2.6) de la norme ||| - |||5, nous avons
é S (.90
llenllls < llenllr2ays + 11€° (€h) |l 2(qysxs-

Or en utilisant (2.13), la coercivité (2.3) du tenseur de rigidité C et le fait que les conditions
initiales sont nulles, nous montrons que

llellls < C(A+T) sup £7(t),
te(0,T)

ou encore (en utilisant (2.11))

llehllls < C(T+T12) sup_([1020] 20y + il 202 -
te(0,T)

Comme u® € C?((0,T); H'(22)?) donc on peut appliquer P, au terme 62u®. En utilisant
(2.8), nous avons

10773 L2eps < N1OFmllls < C_inf [[|07u’ — val|ls,
VREV)
ainsi que
13 1 : 6
mhllzay < [llmllls < € il [[[u® = wa[ls.

Nous en déduisons

sup [lledllls < C (T +T2) sup (\Hafua-VhJH64— ing \Hué—-vh|H5>7
te(0,T) te(0,T) vREVH

impliquant le résultat

sup [l ®llls < C sup QT+T%

inf ][0’ — val[[s
te(0,T) te(0,T7) Vi

Vi E
+(1+T+T? inf [[u’ - vh!||5> :
VLEV)
O

Le corollaire | est bien un résultat de convergence. En effet, nous avons

inf o _ <C6 1 inf |lu® —
o hH!u villls < v;gvhHu Vil a1 Q)3

donc si on utilise des éléments finis Qy, et si la solution est réguliére (de classe H*T! en
espace) alors on s’attend a avoir

inf [|Ju’ — Y
b l[u® = vallls <

On a la méme estimation pour in‘ff |[|07u® —v4]||s, en supposant que u® est suffisamment
VREV)

réguliére en temps.
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2.2. Analyse de convergence du probléme totalement discrétisé

2.2 Analyse de convergence du probléme totalement discré-
tisé
Pour étudier la convergence globale, nous allons procéder par inégalité triangulaire
1) 1) 1) 1)
a®(t") — upl[r2(0)s < [[0°(E") = up ()| L2)s + lup (") — upllL2(9)s-

Le premier terme du membre de droite est estimé dans la section précédente 2.1. Dans cette
section, notre objectif est de montrer que les 3 schémas en temps (schéma explicite ( ),
schéma implicite (1.01) et schéma implicite-explicite (1.61)) approchent convenablement le
probléme semi-discret (2.5), c’est-a-dire qu’ils constituent des approximations consistantes.
Plus précisément, nous nous intéressons a I'analyse de ’énergie discréte associée a ’erreur
de convergence de chaque schéma.

Nous introduisons I'erreur

el :=u)(t") —u}, neN,

ot ud (") est la solution du probléme semi-discret (2.5) et u} correspond 4 la solution du
probléme discret associé au schéma explicite (1.58)

n+1 n n—1
u, " —2up +u,

m( A i) + a® (a, vi) = £(t", V), (2.15)
ou au schéma implicite (1.61)
u’ —ou? 4 ul!
m(—L h T h v+ a®({ult}, vi) = £(t", vy), (2.16)

At?

ou au schéma implicite-explicite (1.61)

n+1 n n—1
w, " —2up +u,
At?

m( Vi) + (aTT +671 (ary + aw)) (UZ> Vi)

+ 5_2aw,({u2}9,vh) =L(t",vp). (2.17)

2.2.1 Convergence du schéma explicite

L’analyse de la consistance du schéma explicite est classique mais pour des raisons péda-
gogiques, nous la rappelons.

Par analogie avec ( ), en remplacant uj, par e}, avec i =n —1,n,n+ 1, nous définissons
I’énergie discréte associée & l'erreur de convergence pour le schéma explicite

En+1/2 _ 1 _— Aiﬂaé eZ-H —ep eZ‘H —ep
ex, h 2 4 At At

n+1 n n+l n
+a® (eh O Ch +eh>}. (2.18)

2 ’ 2

Lemme 12. Supposons que u‘fL solution de (2.5) est dans C*(RT; V). Pour tout n > 1,
il existe un instant t™* €)1 "L tel que

n+1/2 n—1/2 2 4.8 n+1 n—1
Boon —Eah ™ A2 o'u)(t™*) ept! — e

At =" a T oA

(2.19)
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n+1 n—1
€ e

Démonstration. En utilisant (2.5) et (2.15) et en prenant vj, = SA7

, nous obtenons

que e vérifie

en+1 — 2¢e" + en—l en+1 _ en—l en+1 _ en—l
m( h h h ’ h h )—i—aé(ez, h h ):
At? 2At 2At
- +1 -1
SR — 2ul0) £ w7 Pui(e) et e
At? oz’ 2At
En s’inspirant des calculs faits pour le schéma explicite en sous-section , 1l est facile

de retrouver l'identité d’énergie

En+1/2 . En—1/2

ex, h ex, h

At

whH) — 2 () ) Puier) et -l
At? oz’ 2At ’

m (2.20)

Ensuite, en additionnant les développements en temps de uf (t"~1) et ud (t"*!) a I'ordre
4, donnés par le théoréme de Taylor-Lagrange, nous savons qu’il existe un instant t™* €
=1 L tel que

ui(t"“) — 2u2(t") + ui(t”‘l) _ 82u2(t”) At? 84u2(t”’*)
At? ot? 12 ot

(2.21)

Enfin, en injectant cette expression dans (2.20), nous obtenons (2.19). O

Théoréme 6. Supposons que uy, solution de (2.5) est dans C*(R*;V},) et T > 0. 11 existe
une constante C' > 0 indépendante de h, §, At et T telle que pour tout Yex satisfaisant

AtQ 4
ox = ( sup a(v"vh)) <1, (2.22)

4 VREV) m(vhavh)

nous avons l’estimation de l’énergie E:XJr,ll/?, pour tout nAt < T,

ceer
VEVTY? < T us A2 2.23
ex,h — T — -~ Yex ( )
o

CS = sup (2.24)

‘a4uz<t>
te(0,T)

ot

L2(Q)3 .

Démonstration. La condition ( ) nous permet d’écrire

2 k+1 ko k+1 k k41 ko k+1 k
At o (eh —ep e —eh> < e (eh —e; e —eh>
ex .

4 At 7 At At At

Ensuite, en utilisant la définition (2.18), nous obtenons

k+1 ko k+1 k
1 — vex m €, —€, eh+ — € < Ek+1/2
2 At At = Texh o
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2.2. Analyse de convergence du probléme totalement discrétisé

impliquant
k+1 k
€~ ©h

2A¢t

1 k+1/2
) \ Ean/ (2.25)

L2(0)3 V207 (1= 7ex

Soit th* e)th=1 th+H1[ et P+ < T. Grace a la régularité de ud en temps, nous avons

4.0 (1k,x 4.0
‘ O (7) < sup [ 22a0) (= ). (2.26)
ot 23 teor) |l Ot L2(Q)3
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (2.19) donne
k+1/2 k—1/2
Ee)j:h/ B Eex7 h/ < At? Cl(_sl e2+1 - eﬁ + ez - efz_l
At - 12 2At . 2A¢t ]
LQ(Q)d LQ(Q)J
ce qui nous permet d’écrire
k+1/2 k—1/2
Eex’h — Eex,h - At? Cg \/ k+1/2 \/Ek 1/2 (2.27)
At — — — ex, h ex, h '
12/2p~ (1~ Yex)
ce qui implique directement
\/Ek+1/2 \/Ek 12 _ s A
ex, h ex,h — 2p_ (1 — ’Yex)

En sommant de 1 & n cette relation, nous obtenons

[nt1/2 _ [12 coT
ex+}lz/2 ei?h \/7” At2‘ (2'28)
ex

En tenant compte des conditions initiales nulles, nous arrivons au résultat du théoréme. [

Corollaire 2. Supposons que uz solution de (2.5) est dans C*(R*;V},) et T > 0. Suppo-
sons que la condition (2.22) est vérifiée. Le schéma explicite (2.15) est consistant a ’ordre
2 en temps avec le probléme semi-discret (2.5), c¢’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0
indépendante de h, At et T telle que

cCoT?
lerll 2y < 1711 At?, YnAt <T. (2.29)
T lex
Démonstration. En remarquant que
n—1
e =) (eiﬂ - eﬁ) ; (2.30)
k=0

et en utilisant (2.25) et (2.28) nous avons pour tout nAt < T

n—1

el <2 At VERY? < A2,
ol @y < mz ool = 12p 1—'yex

ce qui termine la preuve de la consistance de second ordre en temps du schéma explicite. [J

Remarque 6. On pourrait améliorer les estimations (2.23) et (2.29) afin de faire dispa-
raitre le terme (1 — Yex) ™1 (voir [57; 27]). En d’autres termes, la convergence du schéma
explicite ne se détériore pas lorsque Yex tend vers 1.
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2.2.2 Convergence du schéma implicite

L’analyse de consistance du schéma implicite est assez classique mais nous la rappelons,
pour mieux comprendre 'analyse de la consistance du schéma implicite-explicite.

Par analogie avec ( ), en remplacant u}"1 par eﬁl avec i = n — 1,n,n+ 1, nous définissons
I’énergie discréte totale associée a 'erreur de convergence pour le schéma implicite

1 At? et —en entl _en
E@+1/2 _ = _ 1—460)a® h h Ch h
im, h,0 9 m 4 ( )CL At ) At

n+1 n n+l n
i (eh —&-eh7 e, —l—eh) } C(@231)

2 2

Lemme 13. Supposons que ud solution de (2.5) est dans C*(R*;V},). Pour tout n > 1,
il existe des instants t™* t™** €|t" L "] tel que

En+1/2 En—1/2

im,h,0 = im, h,0 _
At
A2 Ml (1) et — el ! o%ud (tm**) ert! —en!
m( h( )7 h h )+9At2a6( h( )’ h h ) (2'32)
12 ott 2At ot? 2At
n+1 n—1
, : - e, —ep
Démonstration. En utilisant (2.5) et (2.10) et en prenant vj, = SAL , nous obtenons
I'équation vérifiée par ej.
+1 -1 _n+l -1 +1 ~1
m(eZ _292—'—97}: ez _ez )+a6({en}€ ez _ez )=
At2 T 2At APV’
SR 20 () () e — el
m _
At? o2 2At
5( 10 A T
t" — t"
() — i 17), )
n+1/2

L’énergie E; ', vérifie

n+1/2 n—1/2 _ _
Einng — Eimno m(ui(tnﬂ) —2u) (") +u) (") DPuf(t") ept! —ep !

At N At? o2 2At )
en+1_en—1
+a’ ({u) (") }o — uj(¢"), ). (233)

Le premier terme de (2.32) est donné par (2.21). Par ailleurs, en additionnant les dé-
veloppements en temps de u‘,sl(t"_l) et ui(t"“‘l) a ordre 2, donnés par le théoréme de
Taylor-Lagrange, nous montrons qu’il existe un instant ¢™** €]t"~1 "+1] tel que

82 ui (tn,** )

w) (1) — 2uf (") + uf () = AR,

(2.34)

ce qui nous permet de déduire le second terme de ( ). ]
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Théoréme 7. Supposons que ui solution de (2.5) est dans C*(R*;Vy) et T > 0. Il existe
une constante C' > 0 indépendante de h, At et T telle que, pour tout nAt < T,

VERY? < Arc (903 4T (Cg n ecé)) , (2.35)

ot la constante CS est définie dans (2.21) et
o2ul (t 83
C% = max | sup ’ uhz( ) H 3 . (2.36)
t€(0,T) ot 5 te 0 T at 5

Démonstration. Notre point de départ est I'identité (2.32). Pour tout (£¥)r—o_n et (€5)r=0..n
dans R3*3, I'intégration par parties nous donne

n—1
k k+1 k—1
251:(52+ —& )=
k=1
n—2
SN k) (T ) ey (e — el (b ed). (2.37)
k=1

82u2(tk’**) ot &0 eﬁ

BT ) et € (m) et en intégrant

En remplagant respectivement ¥ et &5 par Ce(

sur €2, nous obtenons

n—1 2.8 ( 4k sk k+1 k—1
5, 07w (17) e — ey

g aar )
k=1
n—2
1 82ul (tk+1,**) o2u’ (tk’**) k:+1 +e
_ 5 h h .6 h
__Z/QCz; (At( o - )).s( %) 6

k=1
1 a2u6 (tn—l,**) en+en—1
L C S h . 6/"h h dQ
+ a7 | () () an,

oil nous avons utilisé le fait que les conditions initiales sont nulles (e) = e} = 0). En
utilisant la propriété de continuité (2.1) de C, nous montrons que tout vp(t) € H'(Q2)3
vérifie

IC° (va(t))ll2(ysxs < Bl (V) zzysxs < BIIVA®)]]s- (2.38)

Grace a la régularité de vy, en temps, nous obtenons

| =" vate)|

< B su v (t . 2.39
ayes <0500 [0l (2.39)

82 ui (tn,** )

Nous rappelons que t™** €]t"~1 ¢"*1[. En remplacant vy (t) par 52 dans (2.39),
nous montrons que
82116 (tn,**) ‘ ‘ 32
Ced (7 < B su : 2.40
H ( 8t2 ) L2(Q)3%3 ﬁte 0% 8t2 5 ( )
D’autre part, la régularité de u‘fL nous permet d’écrire
82 5 tk+1 *ok 82115 tk’** a3u(5 t
> ) _ h(2 )) < sup h( ) (241)
at ot s te(0,T) ot 5
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(82ui(tk“’**) B %l (k)
) At ot? ot?
égalité précédente, nous obtenons
Cé_ﬁ i(aQU(fSL (tk—i-l,**) B 82u2(tk,**) )
At ot? ot?

En remplacant v, (t) par ) dans (2.38) et en utilisant 'in-

< B sup
L2(9)3%3 tE(OT

75

a3 |||,

Par ailleurs, la propriété de coercivité (2.3) de C ainsi que la définition (2.31) nous per-

mettent d’écrire
it /2
1m h,0"

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous montrons que

-1
n 82u6 (tk’**) ek+1 _ e C&\f ,BC(;\@ —

) h h h / ghi2 POy [ n—1/2
Z a( oz 2At Z im, .0 Aty/a B, no-

k=1

k:+1
+ eh

5
s( 5

LQ(Q 3x3

. . PP ) . k+1/2
Par ailleurs, d’aprés la définition ( ) de I'énergie Einir h/ o> lOUS avons

k+1 k

e, —e 1 [ k4172

N < E. 2.42
2AL —= — im, h,0° ( )

L2(Q)3 2p
et en utilisant (2.20), nous obtenons
At? (a4ug(tn,*) el eg—l) § A2 \/ EL2 \/ Zh1/2 (2.43)
m :
12 Ot4 ’ 2AL ~ 192 2p_ im, h,0 im, h,0

Par conséquent, en injectant (2.13) dans (2.32), nous obtenons

k+1/2 k—1/2
B no — Eim no < At2 C‘S gEri2 ke
At im, A, 9 im, h,0
82u2(tk’**) ei-ﬁ-l _ ez—l

245
+ 0At=a’( 52 , SAL ).

En sommant de 1 & n — 1 cette relation, nous obtenons

—1/2
Egn,h/,e At205 ”z:l (\/Ek+1/2+\/Ek 1/2)
im, h,0 im, h,0
At 12\/2,) —
092 2 /2 -
+one (2 V2 Z\/Efnflh/%ﬁ V\f\/Efjn 2
Va 0T AL oy
Or nous avons
n—1 n—1
k+1/2 k—1/2 [ k4172
Z <\/E1m h/9 + \/Elm h/9> < 22 Eim,h/,e’
k=1 k=0

impliquant

3 o )
Epe < <6A\t/2% PN Lok \f)Z / BN+ oa? TS 50 f r B2 (2.44)
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Ensuite, en utilisant I'inégalité d’Young, nous obtenons la relation suivante

é é
o S T < (o PRE)

que nous injectons dans ( )

n—1/2 AL CY, BCIV2\ « . k+1/2 50 \[ 12
Er ol < (Gm N - S B h/9+ OAL2 B2,

k=0

Par conséquent, nous déduisons

2 n—1
n—1/2 _ 2 BCIV2 3 Ca Cd\f [ pht1/2
Enn h,0 = <9At \/a + 24t \/7 \/> 1m h,0"

k=0

Par ailleurs, nous écrivons la version discréte du lemme de Gronwall (voir [28]). Soit une
suite (r"™)nmen & termes positifs et A et B deux réels positifs tels que pour tout m > 2 on
ait

m—1
1 <A+B Z \/77“,

alors pour tout m > 2, nous avons

Vim=1 < \/A+ (m —1)B + BV10.

SRRTS _ 2 603\/5>2 — oA 505f _
L’application de ce lemme pour A = (GAt NG , B =2At <6\/7 +6 ), m =

1/2
netr® = E;:lrh/(w nous donne

§ 3 o 0
VER < 9At2w+2(n APCL | gap 2 :
i, va 620 va

1)
2p
) ) )
\/El’jn}/3<At2 aﬁcvﬁ+2T Cu +Hﬁcv\/§ .
Va 6+/20~ Va

ou encore

O]

Corollaire 3. Supposons que ul solution de (2.5) est dans C*(R*; V) et T > 0. Le
schéma implicite ( ) est consistant & l'ordre 2 en temps avec le probléme semi-discret
(2.5), c’est-a-dire qu’il existe une constante C > 0 indépendante de h, At et T telle que

lefll 2 (qys < APCT (acé 4T (03 + 903)) ., VnAt<T.

Démonstration. En utilisant (2.30), (2.42) et (2.35) nous avons, pour tout nAt < T,

Z\/ Bty <2 =

ce qui termine la preuve de la consistance de second ordre en temps du schéma implicite. [

eIz < 2 At c(vcy+7(ch+6c3)),

Remarque 7. Les constantes C3 et Co définies respectivement dans (2.36) et (2.26) sont
bornées indépendamment de § si la source g* est réguliere en temps car les normes ||| p2(q)
et |||-|||s (définie dans (2.0)) sont contrélées par l’énergie du probléme mis a l’échelle. Cette
propriété de stabilité se démontre de la méme facon que le Théoréme
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2.2.3 Convergence du schéma implicite-explicite

Par analogie avec ( ), en remplacant uj, par e}, avec i = n —1,n,n+ 1, nous définissons
I’énergie discréte totale associée a I'erreur de convergence en utilisant un schéma implicite-
explicite

+1/2
Ei?nﬂax,h,@ -
1 At2 - - el —en el _en
2{<m— Ve (arr +26 "z, +07%(1 —49)‘11/”)) < " At ke At ;
1 1
I (eT 2+ o eh’ 2+ eZ) } . (2.45)

Pour # > 1/4, nous rappelons que la positivité de 'énergie associée au schéma implicite-
explicite est vérifiée sous la condition CFL (1.86)

—1
1 -1 a’TT(Vh Vh)
At? < 4(1+ sup ——— 2.46
( 40 — 1> <Vh€Vh mh(vh,vh) ( )

Lemme 14. Supposons que ui solution de (2.5) est dans C*(R";Vy,). Pour tout n > 1,
il existe des instants t™*, t"** €]t" =1 "] tel que

n+1/2 n—1/2 N _
B 1o ™ Pimex, ho _ At2m<84u2(t”’ ) eptt —ef 1)
At 12 ott T 2At
o2u’ (tn,**) entl _ gn—l1
252 h h h
+ OAL* 5 2y, ( 02 ' 9Ap ). (2.47)
en+1 _ en—l
) , o _ & h . .
Démonstration. En utilisant (2.5) et (2.17) et en prenant v, = SAL , ous obtenons
I'équation vérifiée par ej.
m(eZ“ —2e} + ezfl eZH — ezfl)
At? T2A¢
B B en+1 . en—l B en+1 . en—l
+ (aTT +90 larzx +90 laVT)(ezL? %) +9 2&,,,,({62}9’ L N K ) =
- 1 ~1
m ui(t”“) — 2u2(t") + ui(t" h B GQui(t") eZ+ —ey )
At? otz 2At
B en+1 _ enfl
2 (7))o~ uf (), ) (2

) . 1/2 -
L’énergie E:giei 5o Satisfait

n+1/2 n—1/2 B ~

Eimﬂex, ho Eimfx,h,@ _ m(ug(tn+1) — 2ug(t”) + uz(t" 1) B 62uh eZ—H - eZ 1)
At At? o2’ 2At

en+1 _ en—l

6 Zap (u (1)} — i, T

) (249)

En utilisant (2.21) et (2.31), nous obtenons (2.17) O
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2.2. Analyse de convergence du probléme totalement discrétisé

On voit que le terme 62a,,(-,-) dans l'identité d’énergie (2.47) n’est pas un terme
n+1/2

qu’on controle naturellement dans la définition (2.45) de I'énergie E. "'~ 4.

Lemme 15. Nous supposons que 6 > 1/4. Il existe une constante C' indépendante de h et
At telle que si

2
(1) At 1 aTT(Vha Vh)
: = 14 sup ———= | < 1, 2.50
71n1—ex 4 ( 460 — 1) vhe{)/h m(Vh,Vh) ( )
nous avons l’estimation
k+1 k
e, —e ¢ 9 k+1/2
(S ) S INC S (251)
At L2(Q)3%3 0 — 0~ At
ot 0* €13, 0] et défini par
0
o = . (2.52)
40(1 = 7o) o) + Ve

Démonstration. On peut montrer que 6* défini dans (2.52) vérifie la relation

At? 1 arr(Vi, Vi)
1 ——= | =1 2.
O+ 1) <vslel€h m(Vh, Vi) (253

L’énergie (2.15) peut se réécrire alors sous la forme

+1 n n+1 n
n+1/2  _ mt1/2 1 2:-2 * e, —e, e —ep
Eim—ex, ho = Ec,h + 5 {At 1) (9 -0 )ayu ( At ; At
en+1 + e en+1 1 el
+ a6 h h’ h h ’ (254)
2 2
ou
n+1/2
Ec,h -

n+1 n+1

1 At? —1 -2 * e, —e, e —e
5 { (m - T (aTT + 24 ary + 0 (1 — 40 )aw/)> ( At y At . (255)

Grace a ( ) et les éléments de la preuve du Théoréme /| du chapitre précédent, nous
avons

+1/2
EITY? >0, (2.56)
impliquant
L\ 25-200 _ g ey —ej ey —ej 172
FALT0 = 0)ayy ( A A < B he (2.57)
En utilisant la propriété de coercivité (2.3) du tenseur C ainsi que 'inégalité (2.57), nous
obtenons X
n+ n
- 2 J
51/(76}1 AL eh) < \[/079* AV E?n:ifh 0 (2.58)
L2(Q)3%3 va B
U

65



Chapitre 2. Analyse de convergence

Lemme 16. Soit 7.(2)

1m—ex

défini par

Atz TT 25_1 TV 5_2 1 _40 vy ’
@ AP, (k2 H A dan) i) ) )
4 VhGVh m(Vh,Vh)
Alors nous avons
F)/l(ri)—ex < 71(111)—6)(’ (26())

(2

et St Virex < 1, nous avons pour tout n € N
TL+1 n
e 1
Sh_"Sh < VERE (2.61)
AL ~ 1) im—ex, h,
2@ /207 (1= Vi)
Démonstration. L’inégalité (2.60) est obtenue en utilisant les éléments de la preuve du

Théoréme ‘. Par ailleurs, par analogie avec ( ), nous montrons pour tout n € N

1_
im—ex, h,0? '
2At \/2,0 1_ %m_ex) v
impliquant le résultat (2.61). O

Théoréme 8. Supposons que u solution de (2.5) est dans C*(R*;Vy,). Il existe une
(1)

constante C > 0 indépendante de h, 6, At et T telle que telle que pour tout 7, .. satis-
faisant (2.50), nous avons Uestimation de ’énergie Emir—ifh
VELYE  <CT At? + \/%At , VnAt<T, (2.63)
V1 'YmHaX
ot CS est définie dans (2.24) et
08 =51 sup H33 0; uh)H . (2.64)

t(0,T) L2(Q)3

Démonstration. En utilisant la propriété de continuité (2.1) de C, nous montrons que pour
tout v (t) € H(Q2)3

1Ces (Va(E)ll2@)sxs < Bllew (Vi ()|l L2 ()sxs- (2.65)

Soit th** |th=1 tk+1] Grace a la régularité de ui en temps, nous obtenons

2.0 tk’** 2..6 t
HCEl’(auh(z)) < f sup 5,,(8 uh2( )) , (2.66)
8t L2(Q)3><3 tE(O,T) at L2(Q)3><3
impliquant (en utilisant la définition (2.61))
82 é tk’**
Hcey(“hg)) < B, (2.67)
at L2(Q)3><3
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2.2. Analyse de convergence du probléme totalement discrétisé

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet en utilisant (2.67) et (2.58) d’écrire

aQud (tk’**) ek+1 _ ek: 6069 o 1/2
OAL%62a,, (L h__“hy < S At\ELT?, 2.68
w5 " aar )= Jaa @ —07) e 6 (268)
De méme, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (2.20) et (2.61), nous obtenons

AtQm(G‘lqu(tk’*) iﬂ e§*1)<
12 ott 7 2At -

A2 CY k+1/2 k—1/2
(\/ mT—ei h,0 + \/Elm—efc h 0) (269)
12\/2p 'ylm_ex)

En injectant (2.69) et (2.68) dans (2.17), nous avons

pEty2  pk-1/2

im—ex, h,0 im—ex, h,0

At

<

At 05 Ccl0
+ alS: <\/ ﬁr:{fh 0T \/Ell:n—le{fh 9) (2.70)
P (1= )

Par conséquent, nous obtenons

é 0
\/E’““/2 \/Ek V2 < AP AtCy L PG50 C@7)
im—ex, h,0 im—ex, h,0 1) \/20[ 0 — 9*)
12\/2p 1 —7

1m4€X

En sommant de 1 & n — 1 cette relation et en tenant compte des conditions initiales, nous

obtenons

5 0

VELYE, < A+ ﬁ—s*At . (272)
12\/2,) — ) 2a.(0 - 0%)

O]

Corollaire 4. Supposons que ug solution de (2.5) est dans C*(R*;V},). Supposons que
la relation (2.59) est satisfaite. Si C§ définie dans (2.61) est bornée indépendamment de
d, alors le schéma implicite-explicite ( ) est consistant & ordre 1 en temps avec le
probléme semi-discret (2.5), uniformément par rapport & 0, c’est-a-dire qu’il existe une
constante C' > 0 indépendante de h, §, At et T telle que

T? C30
e}l 202 < A+ — 37 At . (2.73)

_\/1 Vo) e \/1 Vo) ve—¢

Démonstration. En utilisant (2.30), (2.61) et (2.63) nous avons pour tout nAt < T

1 S
len Lz <2 At > \/m (2.74)
\/2p PYlm—ex k=0
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ou encore
27? o BC20
HehHL2 Q)3 < 2 mAt s (275)
\/2p L - /ylm%)x 12\/2p /ylm%)x)
ce qui termine la preuve de la consistance de premier ordre en temps du schéma implicite-
explicite. 0
Commentaires

La convergence du schéma implicite-explicite semble se détériorer quand i, ex €t 6*
tendent respectivement vers 1 et 6. Or les deux comportements sont liés. En effet, 6*
tend vers 6 lorsque iy ex vers 1 (voir la définition (2.52)). Par conséquent, en utilisant les
mémes techniques pour faire disparaitre le terme (1 — o)~ ! dans les estimations (2.23)
et (2.29) (voir [57; 27]), on montre que la convergence du schéma implicite-explicite ne se
détériore pas lorsque 7imex tend vers 1.

On a montré la convergence en At sous réserve que C§ définie dans (2.61) soit bornée
indépendamment de §, or nous avons

5! HagugH <5 H83u5H (2.76)

2Qp3 +67 Hag(u6 B ui)’

L2(Q)3 L2(Q)3

On a vu que le terme

Jostu = b

est controlé par I'erreur de discrétisation spatiale. Il faut donc vérifier que

e

L2(Q)3

est borné uniformément par rapport a 9. Cela sera I'objectif du prochain chapitre. En fait,
il nous faut le résultat sur 9307 u’ mais ce résultat peut étre déduit de l'estimation sur
d3u’ si le terme source est régulier, a support compact en temps et les données initiales
sont nulles. Pour finir, on pourrait montrer une propriété de convergence en 6+ At? pour
la norme ||| - |||s. Dans nos simulations numériques, on observe une convergence en At?
pour la norme L?(02)? uniforme, & ¢ fixé.

2.3 Estimation uniforme de §~!||0su’| 2(q)» par rapport a ¢

Nous supposons dans la suite que = ¥ x (—1,1) ott ¥ = R?, ce qui simplifie I’analyse
(sinon il y aurait des termes de couches limites).

Rappel du probléme a résoudre et des hypothéses considérées
Nous rappelons que la formulation variationnelle du probléme mis & 1’échelle consiste &
trouver u’(t) € V vérifiant des conditions initiales nulles et pour tout v € V

d? s

Zam(u’ V) + a®(u®,v) = £(v), (2.77)
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otl pour tous w,v € H'(Q)3, nous avons

m(w,v) ::/pw v dQ,
Q

6WVI: 6WI5V
o (w,v) ‘Lcw< ): e (v) dg,

()= [ (ot .gb.0) var.
Iy

Nous rappelons les hypothéses en relation avec notre application :

e Le milieu considéré est une plaque stratifiée a travers I’épaisseur et chaque couche
de stratification correspond a un milieu orthotrope homogéne. En d’autres termes,
le tenseur de rigidité C est constant par morceaux (couches de stratification) dans
la direction de I’épaisseur,

osupngZx{l}etg;:O.

2.3.1 Préliminaires
Une premiére estimation par analyse énergétique

Pour 'analyse de notre probléme, nous avons besoin de comprendre la dépendance de la
solution en x3. En particulier, nous cherchons & montrer que ||03u’| r2(q)3 est d’ordre 6.

Lemme 17. Soit u® solution du probléme continu (1.11), alors pour tout T > 0 il existe
une constante C(T) indépendante de 0 telle que

105u3 | 120y + 195Ul 20y + 6 105l 20y < C(T), VYt € (0,T).

Démonstration. En utilisant (1.30), (1.31) et (1.33), nous montrons qu'il existe une constante
C telle que

122 ()| 2(@yoxs + 18 () 12y < C(T).

D’une part, en utilisant (1.24), nous obtenons

I1s° () | g2 ()5 < C(T), (2.78)
impliquant
VUl || L2aysxs + | VUl p2(aysxs < C(T), (2.79)
D’autre part, nous obtenons
0 M |05u3 | L2y < C(T). (2.80)
O

Remarque 8. En utilisant Hs‘s(u‘s)HLz(msxs <C(T), on a

5 |0suf + 601uf | 20y + 0 |Osud + 602uf | 20y + 6|05l 20y < C(T).
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Le Lemme (17) nous permet de controler 6~ *d3ug en norme L? mais ne nous donne pas
de I'information sur 6 'd3uf et 6~1d3us. Méme en utilisant la Remarque ¢, nous n’arrivons
pas a obtenir la propriété voulue.

Pour montrer que 5_1||03u‘f||L2(Q) et 5_1H83ug||L2(Q) sont bornées indépendamment de
d, nous allons construire de maniére formelle le développement asymptotique en § de u®

u’ = u® + su + §52u® + 0(5%), (2.81)

(u(o), u® et u® seront introduits dans la suite), puis nous montrons qu’il existe une
constante C indépendante de ¢ telle que

[u® —u®@ — suM|| g < C6 et [[u]| g < C.

0)

On verra notamment que u(®) ne dépend pas de z3 et on aura donc

Osud = 505ult) + 02(8), i=1,2,

ce qui nous permettra de conclure. On pourrait également utiliser que
ol = 0l + 072(5), i=1,2,

ce qui d’aprés la Remarque 8 nous permettrait aussi de conclure.

2.3.2 Développements asymptotiques formels

Nous supposons que le champ de déplacements u’ vérifie 'ansatz ( ). Dans un premier
temps, nous allons caractériser les termes u(®, u™ et u® du développement asymptotique
puis nous justifierons rigoureusement ce développement grace & des estimations d’erreurs
dans la sous-section suivante. Pour cela, nous injectons l'ansatz (2.81) dans ’équation
( ) satisfaite par u’. En identifiant formellement les puissances de 8, nous obtenons

e 3 l'ordre —2:
/ Ce,(u®): e,(v)d2 =0, VYveV, (2.82)
Q

e al'ordre —1:
/ Ce,(u): g, (v) dQ +/ Ce, (u): e, (v) dQ
Q

Q
+/ Ce,(u): 6,(v)dQ2 =0, VYveV, (2.83)
Q

e & lordre O :

/ p&2u® . v dQ + / Ce,(u): e,(v) dQ + / Ce.(uM): g,(v) dQ
Q Q Q
+/ Ce,(uM): e, (v) dQ—i—/ Ce,(u?): g,(v) dO
0 Q

—/ gh-vdl'y =0, YveV. (284)
ry

De I'équation ( ), on déduit facilement la proposition suivante

70
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Proposition 10. Le terme ul® est indépendant de xs.

Démonstration. 1’équation (2.32) correspond a l’équation ( ) dans I’Annexe avec u =
u®. Le Lemme 19 dans ’Annexe nous donne directement le résultat voulu. ]

En tenant compte de ce résultat, 'équation (2.83) se réécrit

/ Ce,(uM): g,(v) dQ = —/ Ce,(u): e, (v)dQ, VYveV. (2.85)
Q Q

11 est facile de voir que cette formulation variationnelle est équivalente & une équation
différentielle par rapport a la variable x3 ou les variables transverses jouent le role de
paramétres. Comme €, est un opérateur différentiel par rapport a la variable z3, cette
équation nous donne une relation entre u® et u(® a une fonction de variables transverses
pres. Ce résultat est résumé dans la proposition ci-dessous.

Nous introduisons la notation x,. = (z1,x2) et Vo = (01, 02)".

Proposition 11. I existe une fonction A qui ne dépend que de x, ett telle que u®
s’écrit
ull(x,, 23, 1) = 0 (x,, 1) + 0 (23, V) u (x,., 1)
ot ©W) (23, V1) est une matrice 3 x 3 donnée par
0 0 —XI3 81
O (25, V) = % 0 0 —y By

—041(.%3)81 —ag(xg)az O

avec 2 2
aq(x3) :/ Cﬁdazg et ag(ws) :/ cﬁdzng.
0 €33 0 €33
Démonstration. La relation (2.85) correspond a ’équation ( ) dans I’Annexe avec u =
u et w = u®. Le Lemme 20 dans ’Annexe nous permet d’obtenir le résultat souhaité.
O
L’équation (2.81) se réécrit pour tout v € V

/ pdtu® . v dQ —|—/ Ce,(u): e.(v) dQ +/ Ce,(uV): g, (v) dQ
@ @ @ (2.86)

+ / Ce,(uM): e.(v) dQ + / Ce,(u?): g, (v) dQ = / gt vdlr,

Q Q Iy

Dans un premier temps, nous cherchons des équations vérifiées par u(®). En prenant des
fonctions tests indépendantes de x3, les termes comportant €,(v) s’annule dans (2.80) et
on obtient pour tout v € V

/pafuw) ~de+/ Ce.(u): e, (v) dQ+/ Ce,(uM): e, (v) dQ =
Q Q Q

/g+-vdr+. (2.87)
T+
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En utilisant les expressions des composantes de u() (Proposition 11), nous montrons

1 0 0

2 2
—81u§0) —f)gugo) —&aﬂLgO) — ﬁaguéo)
C33 C33

Nous rappelons que

281u§0) .
5T(u(0)) — % 82u§0) + 81ug)) 2821;50)

81 uéo) 82U:(30) 0

En définissant le tenseur £(u(®) par

nous obtenons

281u50) )
0 0 0
2 )
2 2
0 0 —ﬂﬁlugo) — Eﬁgugo)
C33 C33
et nous avons
/ p&?ul® . v dQ +/ Ce(u): e, (v) dQ = / gh-vdly, Vv, (2.89)
Q Q Iy
ol
Cé(u?) =
2
(011 . Zﬁ)alugo) n (012 B 613623)82ug0)
33 C33 9
C66<82U§0) + 31ug))) (612 — 013623)81u§0) + (622 — %)(%uéo)
C33 €33
0 0 0
(2.90)

De cette équation ( ), on déduit tout d’abord le résultat suivant :

Proposition 12. La troisiéme composante uéo) du terme u®) est nulle.

(0)

Démonstration. Nous cherchons a déterminer us” donc il est naturel de prendre comme
fonction test v = (0,0, v3(x,)) ce qui nous donne

0
1
ET(V) = 5 0 0 o, Vv= (0?07U3(XT))t' (291)
81’03 32’03 0
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Par conséquent, nous obtenons
/ Cé(u): e (v) d2=0, Vv =(0,0,v3(x,))".
Q
Par conséquent, I’équation (2.87) devient
/ p@fugo)vg dQ) = / g3 vg dl
Q r,
Or notre terme source g* a la composante g; nulle donc nous obtenons la relation suivante

/ 8t2u§0)1)3 dQ) =0,
Q

qui se réécrit sous la forme

Y =o.

Cette derniére relation est vraie pour tout vs3(x,), ce qui nous permet d’écrire dfuy’ =
Or les conditions initiales sont nulles donc

ulY) = 0. (2.92)
0

Remarque 9. Attention la Proposition 12 n’est vraie que pour le cas de conditions initiales
nulles et un terme source g* ayant la composante g;j nulle.

Ensuite, on va déduire une équation d’ondes satisfaite par les composantes transverses
de u®, en utilisant ’expression de u® en fonction u(® (Propositions 11 et 12).

(0) . (0)

Théoréme 9. Le vecteur ul®) = (uy”,us ')t des composantes transverses du terme d’ordre

T
0 vérifient I’équation

/Epafug)) v, dY +/E <C,> 6T(uTO)): ep(vy)dE =

1
5 /E g;_ “Vr ax, vVT(XT) = (vl(XT)aUZ(XT))tv (2'93)
ot gf (x,,t) = (9] (x5, 1,1), g5 (x,,1,1)), e, est le tenseur de déformations linéarisé 2D
défini par
( ) 1 281111 .
e (v,) == ,
e 2 Oovy + O1v9 20909
et
1 1
<C,>= 2/ C, dxs, (2.94)
-1
avec C,, le tenseur 2D représenté dans les notations de Voigt par la matrice
0%3 C13€23
Ccl1]1 — — - 0
33 €33
C, = 2 : 2.95
T clg — C13C23 Cog — Cﬁ O ( )
33 €33
0 0 C66
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Chapitre 2. Analyse de convergence

Démonstration. En utilisant Pexpression (2.90) de C&(u(®), nous remarquons que nous
pouvons écrire

CEu®): e, (v) = Cp ey (D) £, (v,),

ou u(TO), v,, €, et C, sont définis dans I’énoncé du théoréme. Par conséquent, I’équation

(2.89) se réécrit

/Qpﬁfugo) Vv, dQ—&—/QCT er(u): e, (v,) d :/F gl v, dly, Vv,.(x.), (2.96)
+

ou g est défini dans I’énoncé du théoréme. En utilisant la définition de < C, >, nous
obtenons

2/p8t2u(TO).vT d2+2/ <C,> 5T(uTo)): er(vy) dE:/gI-vT ¥, Vv,(xp).
) by s

O]

Proposition 13. Le tenseur C, défini dans les notations de Voigt par la matrice CT
donnée par ( ) est continu, coercif et correspond & un milieu orthotrope bidimensionnel.

Démonstration. Le caractére orthotrope est évident lorsqu’on regarde la forme du tenseur
dans les notations de Voigt. La continuité du tenseur C,, est évidente aussi car le tenseur
C est continu. Pour montrer le caractére coercif, il suffit de montrer que la matrice C,.
donnée par (2.95) est définie positive. Ceci n’est obtenu que si et seulement si cgg > 0 et
la matrice

2
Ci3 C13C23
C11 — Cf C12 — c
33 33
2ol (2.97)
2

C13C23 C
C22

€12 —
€33 €33

est définie positive. Or la matrice représentative dans les notations de Voigt du tenseur de
rigidité C est définie positive donc cgg > 0 et nous avons la matrice

€11 C12 (€13
Ci2 C22 (23

C13 (€23 (33

définie positive (voir [74]). En effectuant un complément de Schur, nous obtenons que la

matrice
C11 C12 C13 -1
- C33 | C13 C23
Cl2 €22 €23

est définie positive qui n’est rien d’autre que la matrice donnée par (2.97). O

Remarque 10. Evidemment, le tenseur < C,. > défini dans (2.91) va hériter des mémes
propriétés de continuité et de coercivité du tenseur C,..

Corollaire 5. Supposons que gt € L, (R"; L*(R?)?), le probleme (2.93) admet une unique
solution
ul? e CY(R*; L3(R%)?) N CO(RT; H(R?)?). (2.98)
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2.3. Estimation uniforme de 5_1||63u6”L2(Q)3 par rapport a ¢

0)

Aprés avoir déterminé ul , nous pouvons maintenant nous concentrer sur u® qui

vérifie I’équation
/ Cey(u?): ) (v) d2 = — / Ce,(uD): ey (v) d2 — / Cz(u®): £, (v) dO
Q Q Q

- / potu® . v dQ+/ gt vdly (2.99)
Q ry

On montre de nouveau que cette formulation variationnelle n’est rien d’autre qu’une équa-
tion différentielle par rapport & la variable x3 ot les variables transverses jouent le role de
parameétres. En d’autres termes, nous pouvons calculer explicitement u® en fonction de
u®, u® et gt, a une fonction de variables transverses prés. Le résultat est résumé de
maniére abstraite dans la proposition suivante et démontré en Annexe.

Proposition 14. Il eziste une fonction U qui ne dépend que de x, ett telle que u®
s’écrit

u®(x,, 23, 1) = 0% (x,, 1) + O (23, Vi) 1 (., 1)
+ 0 (w3, Vr) ul (x, 1) + H(ws)g" (x;, 1,1)

ot O (3, V) est définie dans la Proposition 11, ©2) (x3, V1) est une matrice 3 x 3 telle

que pour tout ) € R?, (@(2) (:C3,’I7))ij est un polynome de degré 2 dont les coefficients sont

des fonctions de x5 (voir I’Annexe pour plus de détails) et H est une matrice 3 X 3 qui ne
dépend que de x3.

2.3.3 Régularité des correcteurs et estimations d’erreurs pour le pro-
bléme continu

Dans cette sous-section, on va supposer que les fonctions GV et @@ sont nulles, cela ne
changera ni les estimations ni les résultats finaux.

Nous posons

e =ul —u® — sul,

L’équation vérifice par €9 s’écrit
/ pdied v dQ+/ Cel(e%): 9(v) d
Q Q
= / Ce,(u?): g, (v) dQ2 — 5/ p&2u) . v dQ — 5/ Ce,(uM): e, (v) d.
Q Q Q

En utilisant €, (v) = d¢°(v) — de,(v), nous montrons que

/ pdie’.v dQ+/ Cel(e%): 9(v) dQ = (5/ Ce,(u?): (v) dQ—é/ p&2ul).v d0
Q Q Q Q
- 5/ Ce,(u?): e.(v) d2 — (5/ Cer(uV): e.(v) dQ, (2.100)
Q Q

et en posant
h=—p 81:211(1) —div, (Cs,,(u(2))) —div, (CeT(u(l))> ,

I’équation ( ) se réécrit sous la forme

/ pdked.v dQ—i—/ Ce'(e?): 9(v) d2 = (5/ h-v dQ—|—5/ Ce,(u?): (v) dQ (2.101)
Q Q Q Q
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Chapitre 2. Analyse de convergence

Théoréme 10. Si h € C°((0,T); L*(Q)?) et Ce,(u®) € C1((0,T); L*(Q)**3), alors il

existe une constante C > 0 indépendante de § telle que

Hate(SH%Q(QP < §°C, (2.102)

<C55(e5),55(e‘5))L2(Q)3X3 < §C. (2.103)

Démonstration. L’erreur €° satisfait I'identité d’énergie

9 é
declt) _ 5 (h, 86) ) (cgy(u@)),gﬁ(a‘e)) , (2.104)
dt 87’5 LQ(Q)g 8t L2(Q)3><3

ol & (t) est 'énergie a l'instant ¢ définie par

Ee(t) = % (p €, 8te‘5) ;(Q)S + % (Céé(e5),€5(e5)>L2(Q)3X3 : (2.105)
En considérant les conditions initiales nulles, cette identité ( ) est équivalente a
t t
E(t) =0 /0 (h, 83e5)L2(Q)3 ds+ 06 /O (Csy(u(Q)), 55(ase5))p(m3x3 ds.  (2.106)

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
|(h, 31e”) 12| < Ihl 72 1006 || 120y

Par ailleurs, en tenant compte des conditions initiales nulles et en intégrant par parties en
temps, nous avons

/Ot (Csy(u(g)),e‘s(@se‘s)> ds = — /Ot (Csl,(c'?su@)),s(s(eé)) ds

L2(Q)3><3

+ (Ce ) (1)

L2 (Q)SXS

L2(Q)3x3

En utilisant la propriété de continuité (2.1) de C, nous montrons qu'’il existe une constante
C indépendante de ¢ telle que

t
E.(1) <6 /0 Il 2y 105€° | 2gays ds
t
+5c/ e (Beu®) [ z2qqyees [€3(e0) | 2qgyaes ds
0
+0C ey (@) 2(03xs [|€° ()] L2 (qyxs-

La définition ( ) ainsi que la propriété de coercivité (2.3) de C nous permettent d’écrire

t
&.0) <30 [ (IBllzap + @) l2yo ) £12(5)ds
0
+0C ey (u®) || 2(qaxs EX2(t).  (2.107)

Ensuite, en utilisant I'inégalité d’Young, nous avons la relation suivante

2
5Ceu (0| 2q@yees £47(0) < 5 (5CNe @)l zqayoes) + 5elt),
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2.3. Estimation uniforme de 5_1||63u6”L2(Q)3 par rapport a ¢

que nous injectons dans ( ) pour obtenir

t
E.(t) < 6C / (Il + e (@)l 2(yoes ) E1/%(s) ds
0
+82C e (u®)|[72 gy xs-
Par conséquent, 'utilisation du lemme de Gronwall nous permet d’avoir la relation suivante
t 2
&u)<5%7</’mmL%m3+Haxauﬂhmpmpwds+Ha4wﬂnu%m$@>.
0

Sous les hypothéses h € C%((0,7); L*(Q)3) et Ce,(u®) € C((0,T); L*(2)3*3), nous
obtenons

E.(t) < 6%C, (2.108)
impliquant les résultats ( ) et ( ) (en utilisant la définition ( ) de I'énergie
E.(1). 0

Corollaire 6. Si h € C°(0,7); L>(Q)3) et Ce,(u®) € C((0,T); L*(Q)%*3), alors il
existe une constante C' > 0 indépendante de § telle que

sup ]]83u6\|L2(Q)3 < (0. (2.109)
te(0,7)
Démonstration. En utilisant la relation ( ) et la propriété de coercivité (2.3) de C,
nous avons
1£°(€%)| L2 (s < OC, (2.110)
impliquant
1033l 12(q) < C6% < C5  (car § < 1). (2.111)

Nous rappelons la définition (1.22) de s?(v) pour tout v € H'(Q)?

U1
V)= v |- (2.112)
0v3

En nous basant sur les éléments de la preuve du Lemme 2 du chapitre précédent et en

utilisant la relation ( ), nous montrons que pour 7" > 0, il existe une constante Cr
telle que

Is° (&) rr1 ()2 < 6 Crr, (2.113)
impliquant

Vel |l L2y + IVedll Loy < 6 Cr,

ou encore
193€] || 20 < 6 Cp, pour i=1,2. (2.114)

Par conséquent, en s’appuyant sur ( ) et ( ) nous arrivons au résultat
105€° || 2 (s = 193(u® — 6uV)||2(q)s < 3 O
Finalement, en utilisant I'inégalité triangulaire nous obtenons
10500 | 12(0)2 < 6 (Cr + [|05u™ || r2(q2),

impliquant le résultat voulu ( ). O
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Chapitre 2. Analyse de convergence

Pour finir, il faut donc démontrer que
h=—p 8t2u(1) — div, (Cg,,(u(2))) —div, (CET(u(l))> ,

est dans CO((0,7); L*(Q)3) et que Ce,(u®) € C*((0,T); L*(2)%*3).
En utilisant 'expression de u(!) (Proposition 11) en fonction de u(® (en tenant compte de
la Proposition 12), on a que

?u (x,, x3,t) = OW (x5, V1) 02u (x., 1),

qui appartient & C°((0,7T); L2(Q) ) si ul® e C%((0,T); L*(R?)?) (car toutes les fonctions

T
de 3 qui apparaissent dans ©() (3, VT) sont bornees)
On a de la méme fagon, div, (Ce,(uM))) € CO((0,7); L2(Q)?3) si

ul® € ¢°((0,7); HA(R%)?).

Enfin en utilisant l'expression de u(® (Proposition 11) en fonction de u® et g™, on a

div, (Ce,(u®)) € C°((0,T); L2(2)?) si

u(TO) e CY((0,T); H3(R?)?) (car toutes les fonctions qui apparaissent dans ©) (z3, V)
sont de dérivées bornées)

e gt € CY(0,T); HY(T'1)?) (car toutes les fonctions qui apparaissent dans H sont de
dérivées bornées).

De plus, on a Ce,(u?) € C1((0,T); L*(Q)3*?) si
e ul9 e C((0,7); H?(R?)?),
e g € CL((0,T); LT )?).
En utilisant le Corollaire 5, on peut écrire toutes ces hypothéses en fonction de g™

g € C%(0,7); H'(I1)*) N CH((0,T); L*(I'+)°).

Il est intéressant de constater que le résultat de convergence est valide méme lorsque le
tenseur de rigidite C est discontinu dans la direction de I’épaisseur. Par ailleurs, une estima-
tion de H@g(@t H L2(0)? peut étre obtenue de la méme facon si g™ posséde suffisamment
de régularité en temps
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Annexe

Probléme canonique

Nous introduisons le probléme canonique : pour tous f € L2(Q)3, g € L?(I'y)? et w €
H1(9)3, nous cherchons u vérifiant

/QCEZ,(U):ey(v)dQ:/Qf-de+/F+g-vdF+
—/CsT(w):sy(v) dQ, Vve HY Q)3 (2.115)
Q

Ce probléme constitue le probléme modéle pour notre analyse asymptotique. D’abord, nous
étudions son caractére bien posé. Ensuite, nous donnons la forme de la solution en fonction
des données de notre probléme, dans des cas bien précis qui vont nous servir & définir les
éléments de notre analyse asymptotique.

Caractére bien posé
Supposons qu’une solution u du probléme ( ) existe. En choisissant la fonction test v
indépendante de 3, nous obtenons

1
/ f das + g(x1,29,1) =0, (2.116)
—1

ce qui constitue la condition de compatibilité du probléme ( ). Nous montrons que c’est
la condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution. Par ailleurs, nous montrons
de fagon classique (notamment en utilisant une inégalité de type Poincaré-Wirtinger) le
lemme suivant :

Lemme 18. Supposons que £ € L*(Q)3, g € L*(T'1)? et w € H(Q)3. Le probléeme ( )
admet une solution dans H = {u € L?(Q)? tel que d3u € L?(Q)3}, sous la condition de
compatibilité ( ). Cette solution est unique & une fonction indépendante de x3 prés.

Structure de la solution

Notre objectif n’est pas de trouver une forme générale de la solution du probléme ( )
mais plutot d’étudier des cas particuliers pour f, g et w (les données de notre probléme).
En effet, les seconds membres des équations vérifiées par les composantes des correcteurs
d’ordre 0, 1 et 2 seront facilement identifiés & travers les cas décrits ci-dessous.

Pour désigner les coordonnées transverses, nous utilisons la notation x, = (x1,z2).



Lemme 19. Lorsque f = w =0 et g = 0, toute fonction indépendante de x3 est solution
du probléme ( ).

Démonstration. Lorsque f = w =0 et g = 0, ’équation vérifiée par u est
/ Cep(u): ey(v) dQ2 = 0. (2.117)
Q

En choisissant v = u et en utilisant la propriété de coercivité (1.5) de C, nous obtenons

ey(u) =0,
impliquant
u= u(XT)
O
Lemme 20. Lorsque f =0, g =0 et w est indépendante de x3, la fonction donnée par
ur (X, w3) = u1(x,0) — w3 rws(x,), (2.118a)
ua(x,, w3) = ua(x,,0) — x3 daws(x,), (2.118b)
Bag "eas
uz(x,, x3) = uz(x,,0) — Aw; —= dx's — Dawo —= da, (2.118c)
0 €33 0 €33
est solution du probléeme ( ).
Démonstration. Dans notre cas, nous avons la relation suivante
/ Cep(u): gy(v) dQ2 = —/ Cer(w): gy(v) d9, (2.119)
Q Q

qui ce réécrit sous la forme

/(01331101 + c2302w2 + €3303u3)03v3
Q
+ 044(82w3 =+ 83’112)03’02 + C55(61’LU3 + 83U1)03’U1 dQ) = 0.

Nous rappelons que les coefficients cqq et cs5 sont strictement positifs et que w est indé-
pendant de x3. Ensuite, en choisissant

v; = x301w3 + U1,

vy = x30w3 + U2,

x3 x3 3
/ / /
v3 = 0w / c13 dxs + Orws / cog drg + O3u3 / c33 dxss,
0 0 0

nous obtenons
8111)3 + 83U1 = 07

Oows + O3ug = 0,
c1301w1 + ca302w2 + c3303u3 = 0,

impliquant ( ), ( ) et ( ). O
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Lemme 21. Lorsque f =0, g = 0, wy, we indépendants de x3 et ws € P1 par morceaux
en x3, la fonction donnée par

u1 (XT7 1"3) = Ul(XT, 0) — T3 81’11)3( 583)7 (2120&)
UQ(XT, 1,‘3) = UQ(XT, 0) — I3 8271)3( (2.120b)
3
us(x,, 3) = us(x,, 0) — dywi (x / @ daly — Dyws(x,., 0)/ B gal, (21200
€33 0 €33
est solution du probléme ( ).

Démonstration. Dans notre cas, la solution u vérifie I’équation suivante
/ Cey(u): gy(v) d2 = —/ Cer(w): gy(v) d, (2.121)
Q Q

que nous réécrivons sous la forme

/ C55 (83”&1 + 81103)831)1 + c44 (83U2 + 6211)3)831;2
Q
+ (c1301w1 + 2302w + ¢33 O3u3z)O3v3 d2 = 0.
Ensuite, en choisissant
z3
V1 = Uy —I—/ Ows dxg,
0

z3
/
Vo = Uy +/ Oaws d.CC3,
0

x3 z3 3
/ / /
V3 = / C33 U3 d(I}3 + 01wy / c13 Cl.%'3 + Ohwo / 23 d$3,
0 0 0

nous obtenons

83u1 = —81w3(xT, xg),
83“2 = —ngg(xT, xg),
O3uz = —cﬁaﬂm(XT,O) - %3211}2@%,0)-
C33 €33
Nous en déduisons ( ), ( ) et ( ). O

Lemme 22. Lorsque g =0, w =0 et f3 =0, la fonction donnée par

T3 q xh
u1(x,,x3) = u1(x,,0) + / - / f1dxy daf, (2.122a)
55
u2(x,,x3) = ua(x,,0) + / / fo dx dal, (2.122b)
C44
ug(x,,x3) = uz(x,), (2.122c)
est solution du probleme ( ).

Démonstration. Dans notre cas, ’équation vérifiée par u est la suivante

/ Cey(u): gy(v) dQ2 = / f-vdQ, (2.123)
Q Q
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qui se réécrit comme suit
/ 55 03110301 + €44 O3u203v2 + €33 O3u303v3 dS) = / fro1 dQ + / f2v2 dS.
Q Q Q

Ensuite, en choisissant les fonctions v7 = 0, v9 = 0 et v3 = ug et en se rappelant que
c33 > 0, nous obtenons
Ozuz =0 sur €, (2.124)

impliquant ( ).

Par conséquent, en utilisant ( ) et en choisissant v9 = 0, en intégrant par parties et se
rappelant que le tenseur de rigidité C ne varie que dans la direction de 1’épaisseur, nous
obtenons

— / (93(655 83U1)1)1 dQ) +/ Cs5 83U1 U1 dF+ —/ Cs5 83u1 (%1 dl'_ = / f1 V1 df).
Q Iy Q

(2.125)
En choisissant v; € D(2), nous obtenons
d5(cs5 O3u1) = f1, (2.126)
Le terme a droite de I’équation ( ) est constant par rapport a x3 dans chaque stratifi-
cation de la plaque. En revenant sur ( ) et en utilisant ( ), nous déduisons
/ C55 83u1 (%] dI‘+ — / Cs5 03’111’01 dl'_ = 0,
ry _
qui se réécrit sous la forme
/ (655 83U1 U1)|m3:1 — (055 63’&1 Ul)\m3=—1 d¥x = 0. (2.127)
b
: r3+1 \ :
Ensuite, nous prenons v; = 5 ®(x,) ot @ € D(X) pour avoir finalement
cs5503u1 =0 sur 'y, (2.128)
En utilisant ( ) et ( ) et en prenant v; € D(X), nous arrivons au résultat
cs503u1 =0 sur I'_. (2.129)

Les équations ( ) et ( ) impliquent
3
c55 O3u1 =/ frdxy,
—1

ce qui nous permet d’obtenir ( ).
En suivant les mémes techniques pour obtenir les équations vérifiées par 11, nous montrons

les relations
83(644 83U2) = fQ sur Q,

C44 83UQ =0 sur P+,

Cq4 83UQ =0 sur P_,

impliquant ( ). O
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1
Lemme 23. Lorsque f = —3 g ot g(x,,73) = g(x,,1) et w=0, la fonction donnée par

1 (™ (ah+ 1

Uy (XTvCUZS) - ul(XT7 O) +5 9 / M xéa (21303‘)
27" Jo C55
17 (41

u2(x,, x3) = u2(x,,0) + = 92/ (@3 +1) da’y, (2.130b)
2 0 C44

us (XT,.’L‘g) = U3(XT). (2.130C)

est solution du probleme ( ).

Démonstration. Dans notre cas, ’équation satisfaite par la solution u est la suivante
1
/ Cey(u): ey(v) dQ = —/ g-v dQ+/ g-vdly, (2.131)
Q 2 Ja r.

que nous réécrivons sous la forme

1 . -
/ 55 0310301 + €44 O3u203v2 + €33 O3uz03v3 dS) = —3 / g1v1 + gov2 dS)
Q Q

+/ 9101 + gov2 dl' 4.
Iy

En utilisant une intégration par parties, nous obtenons

1. 1.
- /0(83(655 O3up) — 591) v1 + (03(caa O3us) — 592) v dS2

+/ (055 Osu1 — gl)’U1 + (644 O3ug — gz)’l)g dl'y
ry

- / C55 6311,12}1 + C44 83UQ’02 dl'_ + / C33 83U383’L)3 ds) = 0.
Q

Ensuite, en choisissant les fonctions v; = 0, v = 0 et v3 = ug et en se rappelant que
c33 > 0, nous obtenons

Osuz =0  sur (Q, (2.132)

impliquant ( ).
Par conséquent, en utilisant ( ) et en choisissant vo = 0 et v1 € D(2), nous obtenons

1.
/(83(055 8311,1) — igl) U1 dQ) = 0, Vv € D(Q),
Q

impliquant .
83(055 8311,1) = 5 gl sur €. (2.133)

Par ailleurs, en utilisant ( ) et ( ) et en choisissant ve = 0, nous obtenons

/ (55 O3u1 — gy)v1 dl'y — / cs5 0zuivy dI'- =0,
r, r

qui se réécrit sous la forme

/ ((055 83U1 - gl)vl)‘m:l — (655 83U1’U1)‘x3=_1 d> = 0.
%
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3+ 1

Ensuite, nous prenons v; = ®(x,) o & € D(X) pour avoir finalement

2
cs5 03up = gy sur I'j. (2.134)
En utilisant ( ), ( ) et ( ), nous arrivons au résultat
cs503u; =0 sur I'_. (2.135)

Les équations ( ) et ( ) impliquent

(wg + 1) -
55 O3u1 = —5 9
ce qui nous permet d’obtenir ( ).
En suivant les mémes techniques pour obtenir les équations vérifiées par 11, nous montrons
les relations suivantes

1.
O5(caa O3uz) = 5 gy sur &,
a4 O3uz = go sur I'y,
c44 O3uz =0 sur I'_,
impliquant ( ). O

Expressions des composantes du terme u®

Nous rappelons que 'équation vérifice par u® s’écrit

/Q Ce,(u?): g, (v) dQ = — /Q Ce,(uM): g,(v) dQ — /Q Cé(u): e, (v) dQ

—/p@fu(0)~vd9+/ gt -vdly. (2.136)
Q r,

2)

La linéarité de cette équation nous permet de décomposer la solution u® sous la forme

u® = a® 4 §@,

vérifiant respectivement les équations

/ Ce,(a?): e, (v) dQ = — / Ce.(uM): g,(v) dQ, (2.137)
Q Q

[ caa®): ey da =~ [ cou®: v dn - [ popu® v ao
Q Q Q

+/ gh-vdly. (2.138)
Ly
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(2)

Théoréme 11. Les composantes du terme u'\*) vérifient

11%2)( a2 )(X 0,t) acg 81ug )(XT,O,t)

Uq
Cl3 2! 023 o da!
+ o1 1u1 / / d T3+ o1 2u2 / / dl’3, (2.139&)
0 033 0 033

al? )(X 0,t) x382ug )(XT,O,t)

XT,.’Bg,t)

qu) (XT » L3, t)

U
+ Dyl / / s g Y daly + 0 ou) / / o ol daly,  (2.139b)
0 033 o Jo 033
(2 (2 1 C13
ué)(XT,:Eg,t):ué)(xT,(),t)—Glug)(xT,O,t)/ drh
0 €33
) (1) C23 '
— Oqus ' (x,,0,1) dxs (2.139¢)
0 €33

Démonstration. La relation ( ) correspond & l’équation ( ) avec u = a® et w =
u®. Le Lemme 21 nous permet de déduire les résultats ( ), ( ) et ( ), en
utilisant les expressions des composantes de u(!) (Proposition 11 en tenant compte de la
Proposition 12). O

Théoréme 12. Les composantes du terme u'? vérifient

1352) (XTa xs3, ) ng )(XT7 O t + 81 1U1 / - / Cll _ 1o xg d$g

+ ({')17211,50) / & / [012 - 613623] dmg dxg

T3 1
((92 2u1 —|— 0o, 1u(0) / / [ce6 d$3 dIL‘3 —I- / M 3, (2.140)
C55 C55

. - z3 1 e
&52) (X, x3,t) = ﬂgQ)(xT,OJ) + 8271u§0)/0 o /1 [c12 — 613623] dz’y dl

33
+82,2u / / 022—*d//d3
cas

T3 /+1
+(812u1 01,1 ugo)/ 044/ [ce] dy day + = 92/ (xgc44)dxg, (2.141)

i) (x,, 3,) = a5 (%), (2.142)

ou la notation [£(c;j)] désigne, pour toute fonction £ des composantes c¢;j du tenseur de
rigidité C d’un milieu orthotrope hétérogéne,

1
e = 3 [ (o) dna — 2(cs).

Démonstration. En tenant compte du fait que 93 =0, u(o) = 0 et du Théoréme ( ),
Nnous avons

/p@fu(0)~vd9+/C€(u(0)):ET(V) dQ:/ gt vdly, Vv=v(x,). (2.143)
Q Q r,
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Nous posons

1 1
<C>:/ C dzs.
2/

Or ul® est indépendant de z3 donc la relation ( ) se réécrit

2/p5‘t2u(0)-vd2+2/ <C>u): e (v) dZ—/g+~vdE, Vv =v(x,)
b ) )

Par conséquent, nous obtenons la relation suivante sur X

1
pdtu® —div, <C> u®) = §g+

Nous définissons la fonction g™ & partir de g™

ng(XT,.’L';g,t) =8 (XTa 17t)

Ensuite, pour tout v nous avons

/pafu<0>.vd9+/ <C>u"): g,(v) dQ =
Q Q

ce qui nous permet d’écrire

/ Cé(u): e (v) — 92u? . v d0 +/ gt vdly
Q

Ty

:/(<C>—C)§(u(0)):67(v)d§2—1/g+-vdﬂ+/ gt vdly
Q 2 Jo r.

Nous obtenons finalement

/CEV(l:l(z)): e,(v) dQ :/ (<C> —C)é(u): e (v) dO
Q Q

1
—/g+~vd9+/ gh-vdly. (2.144)
2 Ja .,

Gréace a la linéarité de 'équation ( ), la solution u(® s’écrit sous la forme d’une somme
de deux solutions u(®* et u®** (a une constante en x3 prés) vérifiant respectivement les
équations suivantes

/ Ce,(0P*): g,(v) dQ = / (<C> — C)é(uM): e (v) de, (2.145)
1
/Csl, ** ):en(v )dQ——/g -de—i—/ gt vdl,. (2.146)
2 Jo T,
Résolvons d’abord 1’équation suivante ( ). Nous définissons le tenseur [C]
[C]=<C> —C.

Nous remarquons que ce tenseur met en évidence I'hétérogénéité de la plaque dans la
direction de I’épaisseur car pour un matériau homogéne a travers l’épaisseur, il sera a
coefficients nuls. Par conséquent, nous réécrivons la relation ( ) sous la forme

/Q Ceu(@87): &, (v) dO = /Q div- ([Cl®)) - v de (2.147)
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ce qui correspond a ’équation (
f a pour composantes

) avec u = u®* et f = div, ([C]E(u®)). Le vecteur

c13¢
fi= e — 7]81 1U§0) + [c12 — ﬁ]amugo) + [066](82,216&0) + 32,116%0))7
€33 €33
2
c13¢
fo=[e1o — 2 23]82,1U§0) + [c22 — ﬁ]amugo) + [066](81,21550) + 8171u§0)),
C33 €33
f3=0.
Le Lemme 22 nous donne directement les expressions suivantes

= (2)x*

=(2
uy (XT,J/‘S,t):ug (x,,0,t) + Oy 1u1 / - / 011—— | dxy dxfy
0 C13€23
+ 6172“5 : / — / [c12 — | daf day
0 655 J-1 3

T3 q
+ (3272140) + 8271u§0)) / —
0

a3
/ [ce6] dxy dafy, (2.149)
€55 J -1

C13C23 1"
|dx
3
3

< (2) - (2)« T[T
i (x,, w3, 1) = 052 (x,,0,8) + Oy qul” / o / [c19 — da

+822u2 / 644/ 622—7 d ”d T3

*(XT, x3,t) = ﬁg)*(x

T?t)'

Passons maintenant & la relation
ﬁ(2)**’ g

= (2) %%

Uy (XT7x37t)

Z(2)%*
ug) (XT7:B37t)

ag2)*>k

(XT’x37t)

En utilisant (
sions ( )s (

+ (8172u§0)

=gt et g=g". Le Lemme

:ul

o [ 1 [
+8171u2 )/ — / {066] dl‘g diﬂg, (2150)
0o Cua J

(2.151)
( ) qui correspond a ’équation ( ) avec u =
nous permet de déduire
~ s 1 T3 / 1
i (x,,0, 1) + gf/ (st 1) , (2.152)
2 0 Cs5
~ o 1 T3 / 1
a5 (x4, 0,1) + g;/ @) g (2.153)
2 0 Cq4
a2 (%, 1), (2.154)
), ( ), ( ) et ( ) nous obtenons les expres-

O]
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Deuxiéme partie

La méthode des demi-espaces
raccordés en transitoire






CHAPITRE 3

Rappel de la méthode des demi-espaces raccordés
dans le cas stationnaire

Dans ce chapitre, nous rappelons le principe de la méthode des demi-espaces raccordés,
que nous noterons dans la suite la méthode HsM (Halfspace Matching), pour une équation
elliptique & coefficients constants posée dans un domaine non borné (typiquement R?).
La méthode a été introduite dans les travaux de S. Fliss et Patrick Joly [44; 45] qui
traitent des ondes scalaires en régime harmonique dans des milieux périodiques localement
perturbés. Elle a ensuite été développée dans la thése d’A. Tonnoir [76] pour traiter le cas
des équations des ondes élastiques dans des milieux anisotropes 2D. Dans la thése d’ Y.
Tjandrawidjaja [75], il s’agissait d’étendre la méthode a des plaques élastiques anisotropes
3D. Dans toutes ces situations, il n’est pas simple de restreindre le probléme & une région
d’intérét. Toutes les méthodes pour construire des conditions transparentes, absorbantes
ou les méthodes PML échouent pour des milieux périodiques ou des milieux élastiques
anisotropes.

L’idée clé de la méthode HsM est que I'on peut exprimer (via la transformée de Fourier pour
les milieux homogenes ou la transformée de Floquet-Bloch pour les milieux périodiques)
toute solution dans un demi-plan en fonction de sa trace sur le bord. L’approche consiste a
coupler plusieurs représentations analytiques de la solution dans des demi-plans entourant
la région d’intérét bornée. Dans la zone d’intérét, une représentation EF peut étre utilisée.
La difficulté est d’assurer la compatibilité de ces représentations dans les régions ou elles
coincident en particulier dans les intersections infinies des demi-plans. Cela conduit & une
reformulation couplant via des opérateurs intégraux, a la fois la solution dans la région
bornée et ses traces sur les demi-plans. La méthode a été justifiée rigoureusement dans [19]
pour des problémes harmoniques avec dissipation (i.e. des problémes elliptiques). L’analyse
numérique a été effectuée dans [76]. Nous rappelons dans ce chapitre ces résultats.
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3.1. Probléme modéle

3.1 Probléme modéle

Soit @ un domaine borné de R%. Le probléme que nous cherchons a résoudre dans ce
chapitre est le suivant

—Au+ou=f dans R?\ O,

. . (3.1)
Condition aux limites sur 90,

oll f est le terme source supposé dans L?(R?\ O) et a support compact et « € C\ R_. En

appliquant le théoréme de Lax-Milgram, nous déduisons que le probléme (3.1) admet une

solution unique dans H'(R?\ O).

Soit a > 0 tel que O C (—a,a)? et supp(f) C (—a,a)?. Nous définissons

e Oy = (—a,a)?\ O : le domaine intérieur,
e O =R?\ (—a,a)? : le domaine extérieur (zone saine).

Dans le but d’expliquer la méthode HsM dans un cadre simplifié, nous allons considérer
les 2 problémes suivants

(1) La méthode HsM a l’extérieur d’un carré : Nous cherchons a résoudre le pro-
bléeme (3.1) posé dans le domaine extérieur 2 (ce qui revient en quelque sorte a
considérer O = (—a,a)?), sans terme source f et avec des conditions de Dirichlet
non-homogénes imposées sur le bord. Ceci nous permet de nous concentrer sur le
systéme d’équations de la méthode HsM. Nous décomposons le domaine §2 en 4
demi-plans s’appuyant sur les 4 bords du carré (—a, a)?. 11 est possible de représen-
ter analytiquement la restriction de la solution a chaque demi-plan, & partir de sa
trace sur le bord. En s’assurant que ces différentes représentations sont compatibles
dans les intersections des demi-plans, nous nous ramenons a un systéme d’équations
couplées dont les inconnues sont les traces de la solution sur les bords des demi-plans.

(2) Couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments finis : Il est
question de résoudre maintenant le probléme (3.1) en présence de terme source et
de perturbations. A I'extérieur du carré (—a,a)?, nous utilisons ce que nous avons
fait précédemment et dans une zone bornée contenant les perturbations, il est ques-
tion d’utiliser une formulation variationnelle qui sera discrétisée par la méthode des
éléments finis. Les inconnues sont alors les 4 traces de la solution sur les bords des
demi-plans et la restriction de la solution dans la zone bornée. Toutes ces inconnues
sont couplées par un systéme d’équations qui assurent la compatibilité de toutes les
représentations de la solution.

Nous présenterons a la fin de ce chapitre différentes extensions de la méthode HsM.

3.2 La méthode HsM pour un probléme posé a l’extérieur
d’un carré

Nous considérons le probléme suivant

— Au+au =0 dans {,
(3.2)
u=g sur 0f2,

oil g est une donnée appartenant a H/2(9%).
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Chapitre 3. Rappel de la méthode des demi-espaces raccordés dans le cas stationnaire

3.2.1 Notations

Le domaine © est I'union de 4 demi-plans Q; ( avec j € [0, 3]) s’appuyant sur les 4 bords
du carré (—a,a)?.

9]
]

T
: le

a
1 I'y

N
G

Yo
Q PT)T 061 . %
Y2

s Qe

]
r Y3
T3 FO

Q3

F1GURE 3.1 — Représentation schématique de la décomposition du domaine extérieur au défaut en
un domaine borné et 4 demi-plans

La numérotation des demi-plans est choisie dans le sens trigonométrique en partant du
s
cOté droit d’indice j = 0, avec un angle de rotation de — pour passer d’'un demi-plan au

demi-plan suivant. En utilisant un systéme de coordonnées locales dans chaque demi-plan

Q;
rj | _ co.s 0; sind; x , avec 0 — jir7
Yj —sinf; cosb; Yy 2

nous définissons le domaine €2; comme suit

Qj ={z; > a} x {y; €R}.

Nous notons I'; sa frontiere
I'y ={z; =a} x {y; € R},
que nous décomposons en une partie intérieure
If ={z; = a} x {y; € [-a,q]},
et en une partie extérieure formée de
Fj:{xj:a}x{yj>a} etF;:{xj:a}x{yj<—a},
qui représentent les demi-droites externes de I'; situées de part et d’autre de I'Y. Remar-

quons que l'union des 4 segments I'} n’est rien d’autre que la frontiere du carré (—a,a)?,
que nous notons

3
r*=0 T
j=0

Par ailleurs, nous introduisons les notations suivantes, pour tout j € [0, 3]

Uj 1= U, et ;= U, -
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3.2. La méthode HsM pour un probléme posé a l'extérieur d’un carré

3.2.2 Principe de la méthode

L’idée clé de la méthode est de calculer analytiquement la solution dans chaque demi-plan,
a partir de sa trace sur le bord, en utilisant la transformée de Fourier. Les différentes
représentations de la solution doivent étre compatibles dans les intersections des demi-
plans. Ainsi, nous obtenons un systéme d’équations couplant les 4 traces de la solution sur
les bords des demi-plans.

3.2.3 Calcul analytique des représentations de la solution dans les demi-
plans

Dans cette partie, notre objectif est de calculer analytiquement la représentation de la
solution dans le demi-plan §2;, a partir de la trace ¢; sur le bord, pour tout j € [0, 3].
La restriction u; de u a ; est I'unique solution dans H*(€;) du probléme

— Auj +ou; =0 dans ), (3.3)
Uj = pj sur I';. '

Pour toute fonction ¢ € L?(R), nous définissons la transformée de Fourier dans la direction
y par

~

1 iey
PO = = /R by) e dy.

En appliquant la transformée de Fourier au systéme (3.3) dans la direction y;, nous obte-
nons le probléme suivant pour presque tout £ € R

0% + (—a —&Hu; =0, z; > a,

PO (3.4)
Uj = ng, wj =a,

dont la solution générale s’écrit sous la forme
j(xj,6) = A;j(§) e VET* @m0l 4 By(¢) eVt (wma),

avec la convention Re(,/z) > 0 pour tout nombre complexe z. Nous cherchons u; € H'(£2;),
cela implique
B;j(§) =0, VEER,

et donc

(2, 6) = §,() e Ve s,

En appliquant la transformée de Fourier inverse, nous obtenons
1 -~ —v/E24a (z;—a) ,ily;
wilaxs: L) — . e J e Y d .
(5, Y5) /727_[_/'R<70.7(£) 3

Nous avons donc exprimé la restriction de la solution dans chaque demi-plan & partir de
sa trace sur le bord. Plus généralement, la solution notée U;(p) € H'();) du probléme
de demi-plan (3.3) et de trace ¢ € H'/2(T;) sur le bord est donnée par la représentation
intégrale

Uj (o) (xj,y5) = ¢127r /R P(&) e VETa(@ima) city; ge, (3.5)

Nous avons bien évidemment

uj; = Uj(@j)? Vj € [[073]] (36)
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Chapitre 3. Rappel de la méthode des demi-espaces raccordés dans le cas stationnaire

3.2.4 Relations de compatibilité des représentations de la solution

Nous avons donc exprimé les représentations de la solution dans les 4 demi-plans en fonction
des traces sur les bords. Toutes ces représentations doivent coincider 1a ot elles coexistent

c’est-a-dire dans les intersections des demi-plans

Uj = Uj+1 dans Qj N jSlv v] € Z/4Z7

qui donnent en particulier que

Uj = Uj+] SUur 8(Qj N Qj:tl)7 Vj e Z/AZ.
0 O
Ty Ty Ty Iy
Ul = U2 Up = U1 Up = U2,.... Koo U0 = UL
I I I ~ - I
Oy Qo — Qo
U3 = U uo = U3 ’LL3 = U2 ..... } ( ...... uo = UB
I’y Iy I'y Iy
Q3 Q3

(3.7)

(3.8)

F1GURE 3.2 — Compatibilité des représentations de la solution dans les intersections des quatre

demi-plans

Afin de pouvoir écrire (3.8) en termes des traces, nous nous concentrons sur l’exemple

de 9(Qp N Q), ou la relation (3.8) s’écrit
ug =wup sur 9(2p N NQ),

ou encore

ug=u1 sur Q1 NITyet QoNIh.

Or d’apres la définition de la trace ¢g et en utilisant (3.0), nous avons

Uy = $o

sur €3 NI,
ur = Ui(p1)

ce qui nous permet de déduire
wo = Ui(p1) sur Q3 NTy.
De méme, nous avons

up = $1

sur o NIy,
uo = Up(o)

donc nous obtenons
01 = Up(pp) sur QoNTy.

(3.9)
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3.2. La méthode HsM pour un probléme posé a l'extérieur d’un carré

Plus généralement, nous avons

itt|g or,., = Uilei|g ., VI €2/4Z
Précisons comment s’écrit la relation ( ) pour j = 0.
M
FQ T F[)
el Uo(0) = 1
IR I,
Yo

0y Toag

I's

I's

Uo(po) = ¢3

Q3

FIGURE 3.3 — Relations de compatibilité dans €

(3.10)

Sur Q9 N T, @1 s’exprime en fonction de la variable spatiale y; et Up(pg) s’écrit en
fonction de zg. Or tout point de g N I'; peut étre représenté & partir des coordonnées

locales (zg,y0 = a) ou (x1 = a,y1) et nous avons

y1 = —x9 sur QoNIy.

De méme, sur Q9 NI, @3 s’exprime en fonction de la variable spatiale y3 et Up(pg) s’écrit
en fonction de xg. Or tout point de g N I's peut étre représenté a partir des coordonnées

locales (zg,yo = —a) ou (x3 = a,y3) et nous avons
ys =x9 sur QoNIs.

Par conséquent, les relations de compatibilité ( ) s’écrivent dans €

1 -~ — a(xo—a) i€a
erl=e0) = <= [ Byl€) VIR ) i g,

27
1 ~ —VE&+a (zo—a) ,—ifa
Tg) = — e e dg,
eafan) = o= [ B e ¢
La relation (3.10) se réécrit sous la forme

Pjt1 = Dj,j:l:l (pj sur Qj N Fj:l:l; Vi€ 2/427
ot Dj j+1 est I'opérateur défini pour tout ¢» € HY/?(T;) par

Dj j1 ¢ = Uj(?/})mmjil, Vj € Z/AZ,

Vxy > a.

(3.11)

(3.12)
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Chapitre 3. Rappel de la méthode des demi-espaces raccordés dans le cas stationnaire

ou plus précisément
1 n —v/ a(z;j—a) i&(+a .
[Dj, j1¥](x5) = \/ﬂ/RIﬂ(ﬁ) emVETalrma) (€ta) ge Ya; > a, Vj € Z/4Z. (3.13)

Notons que dans notre cas correspondant & un milieu isotrope, nous manipulons unique-
ment deux opérateurs différents notés D et D_ définis par

(D ¢](z o / P(€) e VEFa =) (itEa) ge vz > q.
Mais ce n’est plus le cas en général (en particulier pour un milieu anisotrope).

Par ailleurs, la condition aux limites vérifiée par u dans le systéme (3.2) nous permet
d’écrire

J|pa = g‘l—“;‘

Afin d’alléger I’écriture, nous utilisons la notation [ pour désigner H?:o-
Finalement, le probleme satisfait par les traces () cqo31 € [1 H 1/2(1;) est le suivant

¢j = Dj1,j pj—1 sur 1 Ny,

pj = Dj+1,j @j+1 Sur Qj+1 N Fj, Vj S Z/4Z (314)
=9 sur I'f,
Proposition 15. Le systéme d’équations (3.11) est équivalent au probléeme initial (3.2).

La preuve de cette équivalence est donnée dans [76; 19]. Nous redonnons néanmoins les
éléments de la preuve qui nous permettent de comprendre comment a partir de la solution
(¢4)jefo0,3) de (3.12), nous reconstruisons la solution du probléeme de départ (3.2).
Supposons que (¢;)jefo,3] € [[ H 1/2(T;) est solution de (3.12). Introduisons les fonctions

€ H'/2(Q;) pour tout j € [0, 3], définies par

v; = Uj(p;),

ot nous rappelons que Uj(¢;) est solution du probléme de demi-plan (3.3) de trace ¢; sur
le bord. Nous avons que si (¢;);c[o,3) Vérifie les 2 premiéres équations de (3.11), alors

v; = vj41 dans Q; N4, Vi€ Z/AZ.

Détaillons par exemple pourquoi vy = v1 dans Q9N (la preuve des autres égalités étant
trés similaire). Nous avons que vy — vy vérifie, par linéarité,

— A(vg —v1) + a(vg —v1) =0 dans Qo N Q. (3.15)
De plus, nous avons
vg—v1 =0 sur Q1 NI,

car o = D1,0 o1 = Ui(e1) {Q Ao sur 21 Ny d’apres la deuxiéme équation du

“eunro
systéme (3.11) pour j = 0. Nous avons également

vg—v1 =0 sur QoNIy,

car @1 = Do 1 po = Up(¢o) ‘Q ary = Y0guar, SW Qo NIy d’aprés la premiére équation du
0 1
systéme ( ) pour j = 1. Finalement, nous obtenons
vo—v; =0 sur 8(90 N Ql). (316)
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3.2. La méthode HsM pour un probléme posé a l'extérieur d’un carré

D’aprés (3.15) et (3.16), comme le probléme de Dirichlet dans le quart d’espace Qy Ny
est bien posé (o € C\ R_), nous concluons que

vo—v1 =0 dans QyN Q.
Enfin la fonction u définie par
=v;, Vj€[0,3],

u‘Qj

est bien définie et dans H'(€2). Elle est solution de la premiére équation de (3.2) et vérifie
la condition aux bords de €2 car
vj € [0,3].

“laynry = |y T oy T

re’
J

Nous avons donc bien reconstruit la solution de (3.2).

3.2.5 Formulation variationnelle

Notre objectif est d’écrire une formulation variationnelle du systéme (3.11). Nous allons
chercher les traces (¢;);eo,3] dans ] L*(T';) plutot que [T1HY*(T;) car le probléme sera
plus simple a discrétiser. L’opérateur D; j4+1 est bien défini et continu de LQ(F?) dans
L%(Q; NTj11) (voir [19] pour la preuve). Notons quil n’est plus évident de montrer que
le probléme qui consiste a trouver (¢;);eo,3) € [1L*(T';) vérifiant (3.11) est équivalent au
probléme de départ (3.2), puisque nous avons changé les espaces fonctionnels.

Nous introduisons finalement

~ e osur QNTyar,
P = VjeZ/4Z,
i 0 sur I'Y, J /
et G = (gj)jefo,3) tel que
_ 0 surl;U F;‘, ,
g; = a VJ € [[073]]a
g surly,
de sorte que
w; =9 +g;, Vjelo,3]. (3.17)

Ainsi, le probléme se réécrit en utilisant les inconnues (4;)jefo,3] € [ 1 L*(T;) sous la forme

| @ = (Dj—1,5 @j—1+ Djy1,5 @j+1) = Dj_1,j Gj—1 + Djy1,5 Gj11, Vi€ Z/4Z, (3.18)
ot les fonctions Dj+1 j @j+1 et Djt1 §}F . appartenant a LZ(FJ- N§2j+1) sont prolongées
jE1

par 0 pour étre identifiées a des fonctions de L*(T';).
Nous introduisons ’espace V' défini par

V ={¥ = () e € [[L2(T), ¥ pe =0, V5 € [0,3]).

Il est facile de montrer que la formulation variationnelle associée au probléme (3.15) est :
trouver ® = ($;);e[o,3) € V' vérifiant pour tout W = (1) ;0,31 € V' le systéme suivant

3 o 3 o
JZ_;/FJ_((I —D)®); ¥, drI'; :JZ_;/FJ_(DG)J- U, dTj, (3.19)
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avec pour tout W = (¢;) epo,31 € [1L*(T;)

(DW); = Dj—1,j ¥j—1 + Djs1,j ¥j1,

(10); = b, Vj € Z/4Z. (3.20)

Dans [19], il est démontré que opérateur | —D est la somme d’un opérateur coercif et d’'un
opérateur compact. D’aprés I'alternative de Fredholm, il suffisait de montrer I'unicité de la
solution pour avoir le caractére bien posé du probléme (3.19). Ceci est démontré dans [19]
et permet de conclure a ’équivalence avec le probléme de départ. Notons que la difficulté
de la preuve réside dans le fait que les traces (¢;);e[o,3] sont cherchées dans [] L*(T) et

non pas dans [[ H'/2(T;). En particulier, si (%) jelo0,3) € V est solution de (3.19) alors
est dans [[ HY/2(T;) et est solution de (3.12). De plus, la solution de (3.2) est donnée par

u)g, = Us(es), Vi €[0,3)

(voir la fin de la sous-section pour les explications).

3.3 Couplage de la méthode HsM avec la méthode des élé-
ments finis

Nous considérons le probléme suivant

—Au+ou=f dansR?\ O, (3.21)
Vu-v=20 sur 00,

avec v le vecteur unité normal a 90O, sortant par rapport & O. Nous avons imposé une
condition de Neumann homogéne sur le bord de O mais toute autre condition au bord
peut étre considérée.

Soit b > 0 tel que a < b. Nous introduisons les notations suivantes

o« = (~bb)2\0,

o ' = {x; =b} x {y; € [-b,b]}, pour tout j € [0, 3],

B; = Q, N : la zone de recouvrement entre 2, et €2,

® Up = U\Qb'
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O
I'y

I
1 I'y

Q9 o IeIrg Qo

I3 Qe
0b

Iy

Q3

FIGURE 3.4 — Recouvrement entre le domaine intérieur €, et le domaine extérieur )

Ces notations introduites nous permettent de décomposer le domaine R? \ O en sous-
domaines , et €, avec j € [0,3]. Comme up, est la restriction de u dans €, alors

satisfait
— Aup + aup = [ dans €y,
% =0 sur 00. (3.22)
ov
Pour écrire une formulation variationnelle pour wuy, il faut imposer une condition au bord
de . D’aprés la sous-section précédente, la restriction u; de la solution dans 2; peut étre
représentée a partir de sa trace sur le bord et les traces ¢; de u sur les droites I'; doivent
vérifier
pj = Dj-1,5 pj—1 sur Q1 NIy,

Vj € Z/4Z. (3.23)
¢j = Dji1,5 pjr1 sur Q1 Ny,

Il manque une condition sur ¢; en I';. Comme u, et u; (avec j € [0, 3]) sont deux représen-
tations de la méme fonction u, elles doivent coincider 1a ou elles coexistent. En particulier,
nous avons par exemple

Ub a :uj a?
Ia Ia
s s vj € [0,3], (3.24)

Vub.yj‘rb :Vuj -I/j‘Fb,

J J

avec v; le vecteur unité normal a F? et extérieur a QP.

Notons qu’en absence de recouvrement (a = b), les relations (3.2) représentent les condi-
tions de transmission classiques qui nous assurent le raccord en trace et en dérivée normale
entre up et uj sur I'y = F?. Ces équations doivent étre écrites en termes de ;. La premiére
relation nous donne

Ub|p = 3]s VI € 03]
J

re’
J

Pour exprimer la deuxiéme équation en terme de ¢;, introduisons pour tout j € [0, 3]
I'opérateur A; défini pour tout 1 € Hl/g(Fj) par

Ajp = VU; () - i (3.25)
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ou Uj (1) est la solution du probléme de demi-plan (3.3), de trace 9 sur le bord, dont I'ex-
pression est donnée dans (3.5). Ces opérateurs A; sont également des opérateurs intégraux
qui dans notre cas de milieu isotrope correspondent a A; = A ot A est donné pour tout
¢ € H'Y*(T;) par

AY(y) VE +a)p(€) e VET=0) ity ge vy e (—b,b).

=7 bt

Dans le cas des milieux anisotropes par exemple, ces opérateurs A; seront deux a deux
différents.

3.3.1 Reformulation du probléme en fonction de {uy, po, @1, 2, ©3}

En utilisant (3.22), (3.23), (3.21) et (3.25), nous obtenons un systéme d’équations qui
couplent la restriction de la solution dans le domaine borné €2, et ses traces sur les bords des
demi-plans. Le probléme initial (3.1) est équivalent a trouver uy € H' (%) et (¢5) eo,3] €
[1HY*(T;) tels que

— Aup + aup, = f  dans Q,

Vup-v=0 sur 00,

Up = @j sur I'j, Vj € [0,3], (3.26)
Vuy - v; = Ajo; sur F?, Vi € [o, 3],

Yit1 = Dj,jil p; sur Qj N Fjil, Vj € Z/4Z.

La démonstration de cette équivalence est donnée dans [19].

3.3.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléme (3.20) ne s’écrit que dans le cas b > a. En
effet, lorsque a = b, nous avons une difficulté liée aux coins ([76; 19]). Nous introduisons 7

3
'opérateur trace de H'(£),) dans L?( .UO I';) tel que pour tout u, € H'(£) nous ayons
]:
3 r— 1t
0 swr U (I';ULY),

o
yup = ! (3.27)
up  sur U F“
7=0

Dans la suite, nous notons v;u, la restriction de yuy sur I';
Viub = Yup ‘Fj’ Vi € [0,3]. (3.28)
Comme dans la sous-section précédente, en écrivant

Y = [ﬁj + Vi Ub, Vj € [[073]]7 (329)

la formulation variationnelle du probléme (3.20) s’écrit : trouver (ub,fb = (@j)je[[o,?)}]) €
H () x V vérifiant pour tous (vy, ¥) € H(Q) x V le probléme

3

Vuy,. Vuy, d€, +Oé/ up Up A€ — Z (/Fb Aj('yjub) ’UT,dF? — /Fb Angj Q}[,df?)
j J

Q =

+Z/ (1 - D)&), T dr, —Z/ () Tty = | 750y, (3.0

Qp
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ou | et D sont définis dans (3.20).
Dans [19], il est démontré que le probléme (3.30) est bien posé. En effet, il reléve encore
de l'alternative de Fredholm. La solution u de (3.21) est donnée par

Up dans €,
Uj(p;) dans Q;, Vj € [0,3].

u =

3.4 Discrétisation et estimations d’erreurs

Pour discrétiser la formulation variationnelle (3.19) en utilisant une méthode de Galerkin,
il s’agit tout d’abord d’introduire des espaces d’approximation de V = [] L*(T;). Il faut
tout d’abord "tronquer" les lignes I'; et introduire les segments

I} ={(zj = a,y;) €T, y; € [-T,T]}, Vj € [0,3],

ot T est un premier paramétre de discrétisation qu’on appelle la troncature en espace.
Notons qu’'une troncature différente pour chaque ligne I'; peut étre utilisée mais nous
n’avons pas exploré cette possibilité. Chaque ligne tronquée I‘JT est ensuite maillée par des

segments [M;M ;H] (avec i € [1, N;]) de taille maximale notée h. Finalement I’espace V4
avec h = (T, h, k) est construit a partir d’éléments finis de type Lagrange de degré k

Vh = {(¥jn)jefo3) €V | Pk (aging € Pk([M;M;H]), Vi e [1,N;], Vj € [0,3]},

et _ _
Vo=Vn NV.

On peut donc déduire la formulation variationnelle discréte de (3.19). Dans cette formula-
tion variationnelle discréte, interviennent notamment les formes bilinéaires suivantes, liées
aux opérateurs intégraux

T
. <wh,¢h>:¢127r / /R Bu(E) e VET ) i€ gy () de dr,

ol ¢n et ¥y sont des fonctions polynomiales de degré k par morceaux. Ces intégrales ne
peuvent pas étre calculées explicitement méme si ¢y, et ¢, sont polynomiales par morceaux.
Nous les approchons en tronquant 'intégrale de Fourier

T T
+ (¢n,¥n) & dy 7 (¢n,¥n) = \/12—%/ /_f Pu() e VETa 0 (80 gy () dg dar.

La solution de la formulation variationnelle discréte approchée associée est notée

P 7 = (9)n7)sel031-
Dans [18], il est montré que si p; € H*(I';) pour tout j € [0,3] avec s > 0, alors il existe

une constante C' telle que

[®—@ < g + Ce~CaT 4 opmin(s,k+1),
S

hf”v =

ou C, est une constante qui dépend de a.. Enfin, en pratique les intégrales méme tronquées
en Fourier ne peuvent pas étre calculées. Il faut utiliser une formule de quadrature

dx (pn,Yn) ~ dy 7y, (Pn,Yn) = Z/ wy Pu(&,) e VEiTe @) i Ea) () da.

103



Chapitre 3. Rappel de la méthode des demi-espaces raccordés dans le cas stationnaire

L’analyse numérique apreés cette étape est encore une question ouverte.

Pour le couplage avec un probléme intérieur, il suffit de coupler les éléments de discréti-
sation précédents et introduire I’espace d’approximation W;, C H'(€),) qui est construit &
partir d’éléments finis de type Lagrange de degré k. Pour discrétiser la forme bilinéaire as-
sociée a l'opérateur DtN, il suffit d’utiliser aussi une troncature dans l'intégrale de Fourier
et une formule de quadrature.

3.5 Extensions de la méthode HsM

Evidemment, d’autres méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre le probléme coercif
présenté dans ce chapitre (les PML, les équations intégrales, ...). La méthode HsM sert a
traiter des problémes plus difficiles :

e Milieux anisotropes : L’opérateur —A- est remplacé par —div(AV:) dans le pro-
bléme modéle (3.1), avec A une matrice définie positive modélisant ’anisotropie du
milieu. Ce qui change c’est que les opérateurs D; j+1 et A; vont dépendre de j.

e Equation des ondes élastiques dans un milieu isotrope ou anisotrope : La
différence est dans la résolution des problémes de demi-espace ol aprés avoir appliqué
la transformée de Fourier, la résolution de la simple EDO (3.1) est remplacée par la
résolution d’un systéme d’EDO couplées.

e Plaques élastiques : Dans [75], PEDO est remplacée par un probléme de demi-
guide élastique anisotrope paramétré par la variable de Fourier. Chaque probléme de
demi-guide est résolu par une décomposition modale.

e Milieux stratifiés : La méthode HsM a déja été utilisée dans [66] pour traiter des
jonctions 2D de guides d’ondes ouverts. Il faut remplacer la transformée de Fourier
par une transformée de Fourier généralisée (voir [20])

e Milieux périodiques : Il faut utiliser la transformée de Floquet-Bloch & la place de
la transformée de Fourier et la résolution des EDO est remplacée par la résolution
de problémes de demi-guide paramétrés par la variable de Floquet.

e Equation des ondes en régime harmonique (sans dissipation) : D'un point
de vue numérique, la méthode appliquée naivement au cas o = —w? et en choisissant
la solution sortante dans chaque demi-espace, marche trés bien. Cependant, il y a
des difficultés pour justifier théoriquement la méthode. La difficulté vient du fait que
le probléme n’est pas coercif. La définition méme de la solution physique dans les
cas évoqués plus haut est délicate. Mais dans le cas des ondes scalaires, il est bien
connu que la condition de Sommerfeld [73| permet de définir la solution. Des premiers
résultats théoriques sur la méthode HsM dans ce cas ont été obtenus dans [75; 17].
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CHAPITRE 4

La méthode des demi-espaces raccordés en régime
temporel

Nous étudions dans ce chapitre 'extension de la méthode HsM pour des problémes tem-
porels. Dans [33; 34], le cas des milieux périodiques a été en partie traité et notre méthode
s’inscrit dans la continuité de ce travail. Nous nous concentrons sur 1’équation des ondes
scalaires dans un milieu homogeéne et isotrope (a des perturbations locales prés) méme si
évidemment d’autres méthodes de type PML par exemple ou CLA marchent dans ce cas
et sont plus simples. Mais comme nous le montre le chapitre précédent, nous savons que
cette méthode va marcher dans des situations ot les méthodes classiques ne marchent pas.
Citons ’exemple de milieux périodiques, des équations de 1’élastodynamique en milieux
anisotropes ainsi que celles dans des plaques isotropes ou anisotropes.

Ce travail est réalisé en collaboration avec Maryna Kachanovska.

Sommaire

4.1 Problémemodéle . ... ... ... .. 00t i e 107

4.2 Formulation de la méthode HsM a I’extérieur d’un carré pour
le probléme continu . . ... ... ... 0000000 e ., 108
4.2.1 Notations . . . . . . . . o L e 109
1.2.2  Principe de la méthode . . . . . .. ... L oL 110
1.2.3  Expression analytique de u; dans Q;, pour i € {0,1,2,3} . . . .. 110
4.2.4 Relations de compatibilité des représentations de la solution . . . 112
1.2.5 Caractére bien posé . . . . . . .. L. o e 114
4.2.6 Conclusion . .. . ... L o e 116

4.3 Formulation de la méthode HsM a l’extérieur d’un carré pour
le probléme semi-discrétisé en temps. . . . ... ... ... ... 117
1.3.1 Semi-discrétisation en temps . . . ... .. Lo 117
4.3.2 Expression analytique de u}" dans €);, pour ¢ € {0,1,2,3} . ... 118
1.3.3 Relations de compatibilité . . . . . ... ... ... .. ...... 120
1.3.4 Formulation variationnelle du probléme des traces . .. ... .. 121
4.3.5 Caractére bien posé . . . . . . . . e e e 122
4.4 Aspects numériques et algorithmiques . . . . . . ... ... ... 125
4.4.1 Discrétisation en espace de la méthode HsM semi-discréte . . . . 125

1.4.2  Algorithme de résolution de la méthode HsM discréte en temps
l)
et eN ESPACE . . . . . . e e e e e e e e e e 126

4.5 Résultats numériques . . . . . . v v v v i it e e e e e e e e 128



Chapitre 4. La méthode des demi-espaces raccordés en régime temporel

4.6

4.7

4.8

4.5.1 Validation qualitative de la méthode . . . . . .. .. ... .. .. 128
4.5.2 Validation quantitative de la méthode . . . . . ... .. .. ... 132

Résolution de la méthode HsM en utilisant une transformée

2 4 T/ 136
4.6.1 Principe . . . . . . e 136
4.6.2 Discrétisation . . . . . ... Lo s 137
4.6.3 Algorithme . . . . . . . ... 138

Couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments

5101 T 138
4.7.1 Semi-discrétisation en temps . . . . ... ..o 139
4.7.2  Reformulation du probléeme en fonction de {uy, (¢})j=0.3} . .. 140
4.7.3 Formulation variationnelle . . . . . .. .. ... ... 0L 140
4.7.4 Résultats numériques . . . . . .. ... oo 141

Cas de milieu anisotrope . . . . ¢ v v ¢ ¢t v v v vt v v bttt .. 141
4.8.1 Semi-discrétisation en temps . . . . . .. ... 0. 142
4.8.2 Expression analytique de u? dans Q;, pour i € {0,1,2,3} . ... 142
4.8.3 Relations de compatibilité et formulation variationnelle . . . . . 144
4.8.4 Récapitulation . . ... ... .. e 145
4.8.5 Résultats numériques . . . . . . ... L Lo oo 145

106



4.1. Probléme modéle

4.1 Probléme modéle

Nous cherchons a résoudre I’équation des ondes en régime temporel

2
g;(x,t) — Au(x,t) = f(x,t) x€R*\ O, teR",
Condition aux limites x € 00, t € RT, 1)
u(x,0) = u®(x) LR\ O, -
0
5 6x,0) = ulV (x) x € R\ O,

ot O un domaine borné de R%. Le terme source f et les données initiales (u(®), u(1)) sont
supposés a support compact. Soit @ > 0 tel que O C (—a,a)? et les supports de la source
ainsi que des données initiales de notre probléme sont inclus dans (—a,a)?. Nous introdui-
sons comme au chapitre précédent

o Qo =(—a,a)*\ O,
e O =R?\ (—a,a)? : le domaine extérieur (zone saine).

Notre objectif est d’étendre la méthode HsM présentée au chapitre précédent a ce probléme
d’évolution. Une premiére idée est de 1'appliquer sur le probléme (.1), d’obtenir des équa-
tions de compatibilité espace-temps puis de discrétiser en espace et en temps ces équations
(voir la section 4.2). Cependant, nous allons voir qu’il serait assez délicat de construire des
discrétisations stables de ces équations (voir la sous-section ). Pour assurer la stabi-
lité, nous avons choisi de discrétiser d’abord en temps le probléme (4.1) puis d’appliquer
la méthode HsM au probléme semi-discret en temps (voir la section 1.3). Nous allons voir
que la méthode marche bien mais qu’elle est assez coiiteuse si on la compare aux PML,
mais évidemment généralisable au cas ol les PML ne marchent pas. Une premiére piste
d’amélioration serait d’utiliser la transformée en Z, ceci est présenté a la section

Afin de se concentrer tout d’abord sur la méthode HsM, nous traitons un probléme posé &
'extérieur du carré (—a, a)?. Dans un second temps, comme dans le cas stationnaire, nous
décrivons comment coupler cette méthode & une méthode éléments finis.

Plus précisément, dans ce chapitre, nous allons décrire

(1) La méthode HsM a I’extérieur d’un carré appliquée a un probléme continu :
Dans un premier temps, nous nous intéressons a la résolution du probléme (1.1) posé
dans le domaine extérieur  (ce qui revient & considérer O = (—a,a)?), sans terme
source f et avec des conditions initiales nulles (u(®) = u(}) = 0) et des conditions
de Dirichlet non-homogénes imposées sur le bord. Nous appliquons la méthode HsM
pour ce probléme. Nous expliquons la difficulté d’assurer la stabilité du probléme
discret, avec cette démarche. La méthode est décrite dans la section

(2) La méthode HsM a l’extérieur d’un carré appliquée a un probléme semi-
discret en temps : Nous cherchons a résoudre le méme probléme mais nous com-
mencons par le semi-discrétiser en temps. Ensuite, nous passons & ’application de la
méthode HsM au probléme semi-discret en temps. En d’autres termes, nous expri-
mons la solution & chaque pas de temps et dans chaque demi-plan en fonction de sa
trace sur le bord du demi-plan & cet instant ainsi qu’aux instants précédents. Les re-
présentations de la solution a chaque pas de temps et dans chaque demi-plan doivent
étre compatibles dans les intersections des demi-plans. Par conséquent, nous obte-
nons une formulation qui couple les traces de la solution sur les bords des demi-plans
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a chaque pas de temps, en fonction des mémes quantités aux instants précédents.
Nous étudierons en particulier le cotit de calcul de la méthode et nous montrons qu’il
augmente de maniére quadratique en fonction du pas de temps a cause d’un produit
de convolution discret. Enfin, nous discrétisons en espace le systéme a résoudre. La
méthode est décrite dans les sections 4.3, et

(3) Couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments finis : Nous
cherchons a calculer cette fois-ci la solution du probléme (1.1). Nous prenons en
compte ces perturbations en utilisant la méthode des éléments finis (EF) dans une
zone bornée délimitant les perturbations. En s’inspirant de 'approche précédente,
notre démarche consiste d’abord & semi-discrétiser le probléme en temps puis a cou-
pler la méthode HsM avec la méthode des éléments finis, 4 chaque pas de temps.
Ainsi, nous obtenons un probléme qui couple les 4 traces de la solution sur les bords
des demi-plans avec la représentation EF de la solution dans le domaine borné entou-
rant les perturbations, & chaque pas de temps, en fonction des mémes quantités aux
instants précédents. Le couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments
finis est détaillé dans la section

(4) Extension de la méthode HsM a un milieu anisotrope : Tout ce qui est fait
dans ce chapitre s’étend de maniére évidente & I’équation des ondes

2

u , +
PoE div(uVu) = f, dans Q xR

ou p et u sont bornés inférieurement par des constantes strictement positives, appar-
tiennent & L>°(Q2) et sont des perturbations compactes de fonctions constantes.
Notons aussi que comme dans le cas stationnaire, la méthode est construite pour
s’étendre a 1’équation des ondes en milieu anisotrope (voir la section 4.8).

4.2 Formulation de la méthode HsM & l’extérieur d’un carré
pour le probléme continu

Nous cherchons la solution du probléme extérieur suivant

82

Tg—AuzO dans Q x RT,

u(-,0) =0 dans ©,

9u (4.2)
E(-,O) =0  dansQ,

u=gq sur 9Q x R,

Nous supposons que g € C?(RT; HY/2(9Q)) telle que g(-,t = 0) = %(-,t = 0) = 0. Nous

rappelons un résultat de caractére bien posé de ce probléme qui est assez classique mais
pas évident a cause de la condition aux bords non homogéne. Nous donnons la preuve
également dans I’Annexe . Nous définissons

HY(A,Q) = {u € H(Q) tel que Au € L*(Q)}.

Proposition 16. Le probleme (1.2) admet une unique solution forte dans C*(R*; L2(Q))N
CHRT; HH(Q) N CORT; HY(A,Q)) (voir [56], [77] et [67]). Pour tout t > 0, nous avons
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4.2. Formulation de la méthode HsM & l'extérieur d’un carré pour le probléme continu

les estimations

ou 2
5ren] A ITue e < C e+ DY s
L2(Q) k=0 S€[0,]
2 8k
e Dl ey < C @241 sup (-,s>H ,
2@ kZ::O sefo.4) || 0 H/2(69)

ot C' est une constante.

4.2.1 Notations

Dans cette sous-section, nous rappelons les notations déja introduites dans

kg
7('7 S) y (43)
sk H/2(6Q)
(4.4)
. Le do-

maine (2 est 'union de 4 demi-plans ; ( avec j € [0, 3]) s’appuyant sur les 4 bords du
carré (—a, a)?. La numérotation des demi-plans est choisie dans le sens trigonométrique en

b
partant du c6té droit d’indice j = 0, avec un angle de rotation de — pour passer d’un demi-

plan au demi-plan suivant. En utilisant un systéme de coordonnées locales dans chaque

demi-plan €2,

cosf; sinf;

M

nous définissons le domaine €2;

M

Q; ={z; > a} x {y; € R}.

—sinf; cos0;

Nous notons I'; sa frontiere

[j={zj = a} x{y; €R},

que nous décomposons en une partie intérieure

F? = {xj = a} X {yj € [_aaa]}v

et en une partie extérieure formée de

, avec 0 = 5

g

[T ={z;=a} x{y; >a} et T = {2; = a} x {y; < —a},

qui représentent les demi-droites externes de I'; situées de part et d’autre de I';. Remar-

quons que l'union des 4 segments I'; n’est rien d’autre que la frontiére du carré (—a,a)?,

que nous notons

3
r*=u re
j=0 7

Par ailleurs, nous introduisons les notations suivantes, pour tout j € [0, 3]

* Uuj 1= U,

[ ] QD] = U"F-'

J

La représentation schématique de la décomposition du domaine extérieur en 4 demi-plans

est illustrée dans la Figure
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4.2.2 Principe de la méthode

Nous rappelons que 'idée clé de la méthode consiste & calculer analytiquement la solution
dans chaque demi-plan, & partir de sa trace sur le bord, en utilisant la transformée de
Fourier. Les différentes représentations de la solution doivent étre compatibles dans les
intersections des demi-plans. Ainsi, nous obtenons un systéme d’équations couplant les 4
traces de la solution sur les bords des demi-plans.

4.2.3 Expression analytique de u; dans 2;, pour i € {0,1,2,3}

Nous rappelons que u; est la restriction de la solution u a €2; donc elle satisfait

%—Aujzo dans €2; x RT,

lg(-, 0)=0 dans €, (45)
%(-,0) =0 dans €,

Ul =P sur I'; x RT.

Dans cette section, nous allons chercher une expression de u; en fonction de ¢;. L’idée est
d’utiliser la transformée de Fourier de u; dans la direction y; pour (z;,t) € (a,+00) x RT
définie par

. 1 itus
uj(xj,f,t):m/Ruj(xj,yj,t)e 3z dy;, VEeR.

En appliquant la transformée de Fourier au systéme (1.5) dans la direction y;, nous obte-
nons le probléme suivant pour presque tout £ € R

atQ—aTjQ"‘rf’UJj:O acj>a,t€R,

15]£~,§,0) =0 rj > a, (4.6)
U

a—;(-,{,O):O xj > a,

ﬁj(ajj:a,ﬁ,t):@j(ﬁ,t) T =a, tERJr.

Nous devons maintenant résoudre une EDP dans (a, +00) x RT paramétrée par la variable
de Fourier ¢ (dans le cas stationnaire nous rappelons qu’il fallait résoudre une EDO dans

(a,+00) (voir la sous-section )). Introduisons G¢ la fonction de Green de 'EDP sur
R x R définie par
0?G 0*G
8t2£ (z,t) — awf (z,t) + Ge(x,t) =0 x €R, t €RT,
Ge(2,0) =0 z €R, (4.7)
oG,
a75(95,0) = () zeR.

Pout tout ¢ € R, la fonction G¢ s’écrit (voir [2])

Ge(a,t) = %H(t) H(t— |2) Jo(eVE —2?), z€R, t €RT, (4.8)

avec H la fonction de Heaviside et Jy la fonction de Bessel. Nous remarquons que la fonction
Ge(x,t) est la transformée de Fourier dans la direction y de la fonction de Green G(z,y,t)
(voir [56]).
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4.2. Formulation de la méthode HsM & l'extérieur d’un carré pour le probléme continu

Proposition 17. La solution w; du probléme (1.5) s’exprime a partir de la fonction de
Green G¢ grdce a une représentation intégrale

oG .
wiepuy )= [ [ O 0t =60 0 dsde, vieloal (49

Démonstration. Notons tout d’abord

~

uj(zj,t) =vj(z; —a,t), Va; >a, t >0, (4.10)
ot v; est solution de (1.0) avec a = 0. Nous allons exprimer v; grace & une représentation
intégrale & partir de la fonction de Green G£D du probléme de demi-ligne satisfaisant une
condition de Dririchlet en x = 0. Plus précisément, G'gD (+,+;x4) vérifie pour presque tout
J}j Z 0

82G? 82GD 2 + +
G?(I,O,:Ej) =0 z € RT,
96D (4.11)
3 N — . +
5 (2,0,25) = 6(z — z;) x €RT,
GP(0,t2;) =0 t e RT.

La fonction G?(-, -, x;) peut étre construite a partir de la fonction de Green G¢. En effet,
pour presque tout x; > 0, la fonction de Green G? est donnée par

G?(m,t;xj) = Ge(lx — zj|,t) — Ge(|z + z4],t), =z €R, teR".

En multipliant ( ) par U; et en intégrant en espace sur (0,400) et en temps sur (0,t),
nous obtenons

too 32GD +00 aQGD
// 852 (x,t—s;25)v(x, &, s) de ds— // 8:02 (x,t—s;25)v5(x, &, s) do ds

+§2/0 0 TGP (@t — syy)0i(x,6u5) dods = 0. (4.12)

En utilisant ’équation vérifiée par v; dans (4.0) (avec a = 0) multipliée par G? , la relation
(1.12) se réécrit

+o00 aQGD t ptoo 927
. D Yj
&82 (x,t—s;25)v(x, €, 8) ds do — N Gy (m,t—s;mj)ﬁ(x,f,s) ds dx
+oo 32GD R t p+oo I 82@'
8:1:2 (x,t—s;25)v(x, €, 5) do ds + A G¢ (z,t—s; :Uj)@(x, &, s) dx ds
=0. (4.13)
Compte tenu des conditions initiales vérifiées par v; et G? , ous avons

275

¢ 0*v
(x,t = s;25)v5(x, &, s) ds—/o GgD(x,t—s;x]) 552 (x &,s)ds
i)\j(ﬂ?j,f,t), Vr € (0,+OO) (414)

t9°GP
0 682
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Chapitre 4. La méthode des demi-espaces raccordés en régime temporel

D’un autre cété, nous avons

+o0 82G£D too 325],
t_;'/\'aad_ Gat_;‘ a?dv
/0 52 (z, s;25)05(x, &, s) do i £ (x CH) 50 (z,&,s) dz
oGP oD
= (0.t = 52);(0,€.8) + GP(0,t = 512) 52 (0,€.9),
oGP )
= —W(O,t — 5;2;5)05(0,€, 5).
En injectant les relations (4.14) et (4.15) dans (4.13), nous obtenons
N t 8G? N )
Uj(xj>§7t): 0 W(()?t_s;xj) (pj(‘fas) ds, Vje€ [[073]] (416>
Enfin, si « proche de 0, z > 0 et x; > 0 alors |v — zj| = —x + zj et |z + 2| = x + z;. Par
conséquent
oGP oG
3 . _ £
W(O,t — S,l’j) = —2%(%,15 — S).
Nous avons finalement
~ toa ~ .
Dlon&t) =2 [ Tt -9)gies) ds, Vi€ [0.3]
0
En utilisant la notation (1.10), nous obtenons
. L OG, . ,
uj(xjaé.at) =2 0 %(ZC] _a7t_8) (Pj(gas) ds, Vje [[073]] (417>
En appliquant la transformée de Fourier inverse au (1.17), nous arrivons au résultat (1.9).
O

Remarque 11. La relation (1.9) n’est rien d’autre qu’une représentation intégrale a partir
d’un potentiel retardé de type double couche (voir [70]).

Plus généralement, la solution notée U;(¢) du probléme de demi-plan (4.5) et de trace
@ sur le bord est donnée par

t9G A
[Uj(0))(x5,y5,t) = —;Q?/R i T;(mj—a,t—s) P&, s) €% ds de, V€ [0,3]. (4.18)

Nous avons bien évidemment

u; = Uj(pj), Vje[0,3].

4.2.4 Relations de compatibilité des représentations de la solution

Nous avons donc exprimé les représentations de la solution dans les 4 demi-plans en fonction
des traces sur les bords. Toutes ces représentations doivent coincider 1a ou elles coexistent
(voir Figure 3.2), ce qui se traduit par la relation suivante

uj = uj+1  dans ; N Q4 X R+, VjeZ/4Z, (4.19)
impliquant en particulier

u; =ujp1 sur 9(Q; N Q) x R, Vj € Z/4Z. (4.20)
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4.2. Formulation de la méthode HsM & l'extérieur d’un carré pour le probléme continu

Nous avons montré dans la sous-section du chapitre précédent que la relation de
compatibilité (1.20) s’exprime en variables ¢;

i1 =Uj(p;) sur Q;NTu x RT, Vj € Z/4Z. (4.21)

Le principe pour obtenir ces relations de compatibilité est donc le méme que dans le cas
stationnaire. Précisons que les différences sont que les fonctions dépendent du temps et les
représentations des restrictions u; font intervenir une convolution en temps. Nous allons
préciser, comme dans le cas stationnaire (voir la sous-section ), comment s’écrit la
relation (1.21) pour j = 0 (voir Figure 3.3). Sur Q¢ NI';, ¢1 s’exprime en fonction de la
variable spatiale y; et Uy(pp) s’écrit en fonction de zg. Or tout point de Qy N Ty peut étre
représenté a partir des coordonnées locales (zg,yp = a) ou (1 = a,y;) et nous avons

y1 = —x9 sur QoNIy.
De méme, sur QyNT'3, @3 s’exprime en fonction de la variable spatiale y3 et Uy(pg) s’écrit
en fonction de zg. Or tout point de 2y N I'3 peut étre représenté a partir des coordonnées
locales (zg,yo = —a) ou (x3 = a,y3) et nous avons

ys =x9 sur QoNIs.

Par conséquent, les relations de compatibilité ( ) s’écrivent dans g

oG, 4
o, (—20,1) = m// O (w0 — a,t — 8) By (€, ) € dis de,
oG )
oylant) = - / / TEE (w0 — a,t — 5) By (€, ) €71 ds de,

Vg > a, t > 0.

Nous introduisons 'opérateur D](f)jﬂ défini pour tout ¢ € CY(R¥; HI/Q(F]-)) par

DY = Uj(¥) Vj € 2/4Z, (4.22)

‘Q]ﬂF]-il’
ou plus précisément
[ gy:ﬁ:lw} (‘ij )—
8G5 ~ £(+a) .
\/T —a,t—s)P(&, s) eCFD ds de, Vr; >a, VjeZ/4Z. (4.23)
s

Pour un milieu isotrope, le nombre d’opérateurs différents se réduit a deux définis par

[D?@ZJ} (z,t) = \ﬁ// 8G§ a,t—s)iz(g,) €+9) gs d¢,  Va > a.

Cependant, ce n’est plus le cas pour un milieu anisotrope.
Nous rappelons la condition aux limites vérifiée par v dans le systéme (1.2) qui se réécrit

pj=g sur]x RT. (4.24)

Nous rappelons qu’afin d’alléger ’écriture, nous utilisons la notation [] (introduite dans
le chapitre précédent) pour désigner H?ZO.
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Finalement, en utilisant (1.21), (1.22) et (1.21), le probléme satisfait par les traces s’écrit :
trouver (¢;)jeqo,3) € [1CH(RT; H'Y2(T;)) telles que Vj € Z/4Z nous avons

Y; = D](-?Lj Yji—1 sur Qj,1 N Fj X R+,
t
Y5 = DJ('-")-LJ' Pi+1 sur Qj-‘rl N Fj X R+, (4.25>
pj=9g sur I'Y x RT,
0i(-,t=0)=0 pj(-,t=0)=0 surl}.

De maniére similaire au cas stationnaire, le cadre fonctionnel [T C1(R*; L?(T';)) est utilisé
plutot que []CH(Rt; HY/2(T;)).
Nous introduisons

~ ¢; sur (I UI‘;.") x RT,

§ = Vi € [0,3],
7o sur T x RY, jelo.s]

et
3
. - + +
- 0 sur ng(Fj UT) xR,
g = 3 .
U TI'?YxR
g sur Y x R™,
de sorte que
spj:@j—kg‘rj, vy € [0, 3].

Ainsi, le probleme (1.25) se réécrit en utilisant les inconnues ($;) jeqo,31 € [1C*H(RT; L2(T)))
sous la forme

~ )~ )~ )~ )  ~
B~ (D ; @i+ DY 5 Gy = D I, TP+ 9|
$i(t=0) =0 p;(-,t =0) =0,

Ve Z/4Z, (4.26)

ou les fonctions D](QL j Qj+1 et DJ(»QL j ﬁ‘ P sont prolongées par 0 pour étre identifiées a

des fonctions de I'; x R*. 1l est équivalent de considérer que les ¢; € C1(R; L*(T';)) sont
causales en temps c’est-a-dire ¢;(+,t) = 0 pour tout ¢ < 0.

4.2.5 Caractére bien posé

Nous rappelons qu’une fonction f est dite au plus exponentiellement croissante en temps
s’il existe une constante 5 > 0 telle que

()] < e
Théoréme 13. Il existe une unique solution du probléme (1.25) dans [[CY(RT; L*(T;))
causale en temps avec une croissance en temps qui est au plus exponentielle.
Démonstration.
1. Existence
Nous venons de démontrer par construction que si
u e C*RT; LA(Q)NCHRY HY(Q) N CO(RT; HY(A, Q)
est la solution de (1.2), alors ¢; = wjp; est la solution de (1.25) dans CY(RT; H'/2(T)).
En utilisant les estimations (1.3) et (1.1) de u, nous avons pour tout j € [0, 3]

2

i Co Dl grrr2qryy < C (L4413 sup
k—0 S€E[0,1]

kg
sk ('78) .
H1/2(0Q)
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2. Unicité

Supposons que les p; € [[CH(RT; L?(T';)) sont causales, satisfont le comportement

s (- Dllz2r,) < Ce™, Vi e [0,3], (4.27)
et vérifient
pj = DJ('?LJ' pj—1 sur Qj—l N Fj X R+,
Y; = D](:)-l j Pj+1 Sur Qj+1 N Fj X R+, Vj € Z/4Z (428)

p;j =0 sur I x RT,

Montrons que ¢; = 0, pour tout j € [0,3]. Il suffit d’utiliser la transformée de Laplace
(nous nous référons a [77] et [71] pour sa définition) pour se ramener & un probléme
stationnaire. Pour toute fonction v assez réguliére, causale et vérifiant le comportement
(1.27), la transformée de Laplace est définie par

“+00

ZLY(p) = ; Y(t) e P dt, VpeC, Re(p) > B.

En appliquant la transformée de Laplace a ( ), nous obtenons pour tout j € Z/4Z

ZLoj(,p) = 2D} i 1)(p) sur Q;_1NTy, ¥p € C, Re(p) > B,

Z@j(7p) = X(D](:)-L] @]Jrl)(’p) sur QjJrl N F]a Vp S Ca Re(p) > ﬁ) (429>

Zoi(,p) =0 sur I'}, Vp € C, Re(p) > 3.

De plus, pour tout ¢ € C1(RT; L?(T;)), d’aprés la formule de Fubini et la propriété de
la transformée de Laplace (la transformée de Laplace d’un produit de convolution est le
produit des transformées de Laplace), nous avons pour tout j € Z/4Z

2DV d)(ajp) =
—2 [ O(ZLGe)
\/% R 8x

ou ZG¢ est bien défini car G¢ est borné en temps (voir I'expression (1.8)). Afin d’évaluer

0(ZLGy)

(xj —a,p) gi(f,p) eFa) ge Vx> a, Vp € C, Re(p) > B, (4.30)

, il suffit de revenir au probléme (1.7) et lui appliquer la transformée de Laplace.

x
Nous obtenons alors pour presque tout p € C avec Re(p) > 8

‘_Wx&

5 + (PP +E) LG =6(x) xR

ZG¢(x,p) n'est rien d’autre que la solution fondamentale de I’équation stationnaire pré-
cédente. Nous avons donc

ZLGe(x,p) = _ e~ VPl (4.31)

2 /{2 +p2
ce qui nous donne

9(ZLGe) (xj —a,p) = —%6_\’ 4% (zj—a) Vz; > a. (4.32)

ox
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En injectant (1.32) dans (1.30), nous obtenons

LDV ) (ws.p) =
b / Lip(€,p) e VEP (@5=a) (ib(Fa) ge vy >, Ve Z/4Z.
V27 JR

Rappelons I'expression (3.13) de l'opérateur Dji1 ; (introduit dans le cas stationnaire
(voir la sous-section )) qui est dépendant d’un paramétre a et qui est défini pour
toute fonction v € L*(T;) par

[Dj, j+1 ¥)(z5) = \/12? /R D) e VETA[@=a) (6D ge > a, Ve Z/4Z. (4.33)

En utilisant (1.33), le probléme (1.29) se réécrit pour tout j € [0, 3]

ZLj(-,p) = Dj1,j(ap)) Lj-1(-,p) sur Q1 NIy, Vp e C, Re(p) > B,
Z¢i(-p) = Djy1,j(alp)) Lojra(-,p) sur Qi1 NIy, Vp € C, Re(p) > B, (434)
Zoi(,p) =0 sur I'j, Vp € C, Re(p) > B,

avec

o(p) = p*.

Le probléme (4.31) correspond au probléme stationnaire (3.141) sans terme source et avec
(ZLji(-,p)); les inconnues. Le caractére bien posé de (3.11) implique

Zi(-,p) =0, Vjel[0,3], Vp e C tel que Re(p) > .
La transformée de Laplace inverse de .Z¢; s’écrit

c+iR @;i(-t) t>0

-1 (. _L : . Dt _
[ (fwg)](,t)—%iéggo o ZLoi(-,p) e dp = 0 <0

ol ¢ > f. Par conséquent, nous déduisons
pj =0 dans C'(R; L*(Ty)), Vj € [0,3]
O

Remarque 12. Il est possible de montrer l'unicité pour des inconnues qui sont des dis-
tributions tempérées en temps, a valeurs dans LQ(F]-) en espace et causales, en raisonnant
avec des fonctions test. Cependant, pour simplifier, nous supposons que les inconnues sont
réguliéres en temps.

La stabilité du probléme (1.25) reste une question ouverte.

4.2.6 Conclusion

Nous ne sommes pas allés plus loin dans I’analyse du probléme ( ) car nous anticipions
qu’il serait difficile de proposer une discrétisation stable de ce probléme et plus précisément
des opérateurs intégraux donneés dans (1.23). Les difficultés sont similaires a celles rencon-
trées dans la discrétisation des équations intégrales espace-temps (potentiels retardés) (voir
[37; 38]). Nous ne disons pas que c’est impossible de proposer un schéma stable du pro-
bléme ( ) mais il est plus simple d’adapter la stratégie de la section suivante. D’autant
plus que pour le cas des équations de ’élastodynamique dans des milieux anisotropes, la
fonction de Green n’a pas d’expression simple et explicite.
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4.3 Formulation de la méthode HsM a ’extérieur d’un carré
pour le probléme semi-discrétisé en temps

Comme il est délicat de discrétiser les équations de la méthode HsM obtenues & partir
du probléme continu, nous utilisons une stratégie introduite dans [6] et utilisée notam-
ment dans |7] pour I’équation de Schrodinger mais aussi dans [14; 15; 16; 62] pour des
équations ou des systémes d’équations dispersives unidimensionnelles et enfin dans [33; 34]
pour I’équation des ondes scalaires en milieux périodiques. Cette stratégie consiste & semi-
discrétiser en temps le probléme de départ et construire la méthode sur le probléme semi-
discret.

4.3.1 Semi-discrétisation en temps

Soit At le pas de discrétisation en temps. Nous rappelons la définition de la f-approximation
(introduite dans (1.60)) qui consiste & approcher u(-, nAt) par {u"}y(-) avec

{u"}g = Ou™ + (1 — 20)u™ + Gu™ 1, (4.35)
L’inconnue devient alors (u"),en. Dans la suite, nous notons pour tout n € N
o g"()) := g(:, nAb),
° gp? = u&j,
o uj =g .

Nous supposons que pour tout n € N, g" € H1/2(8Q) avec g° = g' = 0. Le probléme (4.2)
semi-discrétisé par un #-schéma s’écrit

n+1 — o n—1
4 Aljf?—i_u — A{u"}yg =0 dans Q, n € N7,

C=ut=0 dans Q,

uw=u =
u = g" sur 992, n € N.

(4.36)

Nous rappelons un résultat classique de caractére bien posé de ce probléme mais il n’est
pas évident de trouver dans la littérature exactement le résultat que nous cherchons. La
preuve de la proposition ci-dessous se trouve en Annexe

Proposition 18. Pour tout 0 > 1/4, la solution du probléme (1.30) vérifie les estimations
pour tout n € N

[u"[|L2(0) <
)

C(n?At* +1) sup
te(0,nAt)

0?g(t
‘mg)H + sup Hg(t)HHl/?(aQ)>, (4.37)
H/2(5Q)  te(0,nAt)

[Vu"|| L2(q)s <

te(0,nAt)

d?g(t
C’(nAt—i—l)( sup ‘ 9(t) + sup Hg(t)||H1/2(3Q)). (4.38)

ot? HH1/2(8§2) t€(0,nAA¢)

Pour tout 6 > 1/4, le schéma implicite (1.30) est inconditionnellement stable. Nous
supposons dans la toute le suite que 6 > 1/4.
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4.3.2 Expression analytique de ' dans €;, pour i € {0,1,2,3}

Nous introduisons les opérateurs dépendant de 6 et At

A(6,At) : HY(A,Q) — L*(Q)

u — u — 0 At? Au, (4.39)
B(0,At) : HY(A,Q) — L*(Q
| | u | | — 2u(+ )(1 —20) At* Au, (4.40)
de sorte que notre probléme (1.30) se réécrit
A0, At)u" T = B(0, At)u™ — A(A, At)u""" dans Q, n € N¥,
wW=ul=0 dans €, (4.41)

u =g" sur 992, n € N.
Notre objectif est de calculer analytiquement la représentation de la solution dans le demi-
plan Q;, pour tout j € [0, 3], & chaque pas de temps. La restriction (u])nen de (u")nen &
Qj vérifie

A6, At) u;-”rl = B(0, At) uj — A(0, At) u;“l dans 5, n € N,

u? =uj=0 dans €25, (4.42)

uy = ¢y sur I';, n € N.

En appliquant la transformée de Fourier dans la direction y; pour le probléme ( ), nous
obtenons

A0, Aty al ! = B0, At) Tl — A0, At) " Va; >a, EER, neEN,

=)= Vej >0 €€R, (4.43
uj(z; = a,8) = 95 (8) VEER, neN,
ot les opérateurs A(6, At) et B(0, At) sont définis pour tout @ € L2(R; H([a, +))
A0, At) : T — T — 0 AL 020+ 0 At® 20, (4.44)
B0, At) 1 T — 20+ (1 — 20) A2 920 — (1 — 20) At €20 (4.45)

La difficulté du probléme (1.13) est que le second membre n’est pas nul (sauf pour n = 1).
En effet, il est facile de calculer la solution du systéme ( ) pour n =1, qui s’écrit

W2(2;,€) = §2(E) ¢ Vaar H (7). (4.46)

J

Pour n > 1, le second membre dépend de la solution aux instants précédents. Par récur-
rence, nous allons pouvoir dégager une structure de la solution.

~

Définition 1. Nous introduisons une famille particuliére de fonctions (X™)p>_2 que nous
appelons la famille de fonctions canoniques dans la suite. Cette famille vérifie pour tous
r>aetfeER

A0, At) X" = B0, At) X" — A0, At) X" n > —1,
X"z = a,€) = o n €N, (4.47)
X 1=0et X 2= 0,

avec 6,0 le symbole de Kronecker qui vaut 1 sin =0 et 0 sinon.
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Pour tous x > a et £ € R, les fonctions X0 et X! ont pour expressions

RO(z,6) = ¢ Viam € (@), (4.484)
XY(z,€) = (z—a) ¢ Vap 1€ (@ma) (4.48b)

202A8% ) jam + &2

L’introduction de cette famille de fonctions nous permet d’établir la structure de la famille
de solutions (uf);j=0.3 pour n € N et de mettre en évidence un produit de convolution
discret.

Proposition 19. Pour tout n € N tel que n > 2, les expressions analytiques des représen-
tations de la solution u™ dans les quatre demi-plans s’écrivent

W, y5) = fz [ X w0 B e ag viels) @

Démonstration. Commengons par montrer par récurrence la relation

uy(xj,§) = ZX” F(x,€) 90](5) Vr; >a, E€R,n>2. (4.50)

k=2
En utilisant ( ) et (1.40), il est facile de voir que la formule (4.50) est vraie pour n = 2.
Supposons maintenant que ( ) est vérifiee au rang n. Montrons qu’elle reste vraie au

rang n+ 1. En remplagant u'! 7 et u" ! dans (1.13) par leurs expressions données par (1.50),
nous obtenons I’équation

n

A0, At T (2,6) = B0, AY) S X" H(25,€) Fh(¢)

k=2
= A0, A8) Y X", €) §i(€) Va2 a, EER n>2,
k=2
qui se réécrit
n—1 R R R
A, A @ (w5,6) = > (B0, A8 X"y, €) — A(6, At) X" F(a,€)) BH(E)
k=2
+ B(0,At) X%(x;,€) §7(€) Vaj>a, EER, n>2.
Ensuite en utilisant les équations (1.17) vérifiées par X1k of X1 nous obtenons

A0, A A (x7,6) = A0, At) X (2,€) F(E)

+ ) A0, A) X R, 6) B(€) Vo >a, E€R n>2,

ce qui nous donne

3

A(6, At) (a;+1(xj,§) — N X R (g, €) @?(g)) =0 Va;>a, E€R,n>2.
k=2
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Or la solution du probléme
A0, AT =0 Va; > a, € €R,
07 (25 = a,€) = §J(E) VEER,
s’écrit
T (2,€) = @) e VE T ) s g ceR,
qui n’est rien d’autre que

0 (g, €) = X0, G E) Vay >a, E€R

Par conséquent, nous en déduisons

n+1
U (g, € ZX”“ M(2;,) @5(&) Va;>a, EER n>2.

Ainsi nous avons montré par récurrence le résultat ( ). En appliquant la transformée de
Fourier inverse sur (1.50), nous obtenons (1.19). O

En notant
d)n = (Sok)k‘=2.,n7

la solution générale du probléme de demi-plan ( ) et de trace ¢* sur le bord a l'instant
k pour tout k£ < n est donnée par

U (") (), y5) = jﬂ > /R X" R (w;, &) @) ¢ dg,  Vj € [0,3]. (4.51)
k=2

Nous avons bien évidemment

=Ur(¢D), Vi e[0,3], (4.52)

ou

4.3.3 Relations de compatibilité

Les différentes représentations de la solution doivent étre compatibles dans les intersections
des quatre demi-plans. Cela revient & imposer la relation suivante

ufy =ufyy dans Q5 N Qj1q, Vj€Z/4Z, n e N. (4.53)

En particulier, nous avons

uy =uiyy sur (N Qyy1), Vi€ Z/4Z, neN. (4.54)

En utilisant I'expression analytique ( ) de u? dans le demi-plan €2; en fonction de
q’)? = (goé“) k=2.n, la relation de compatibilité ( ) s’exprime en variables ¢?

n _rm/n .
gpjil’ﬂjmrjil = Uj (¢j)‘ﬂjﬂpji1’ \V/'] € Z/4Z, Vn € N, n > 2, (455)
que nous réécrivons sous la forme
oy = ZD”]ﬂ oF, sur Q;NTy, Vj€Z/4Z, YneN, n>2, (4.56)
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4.3. Formulation de la méthode HsM & l'extérieur d’un carré pour le probléme
semi-discrétisé en temps

avec D;’:‘jil l'opérateur défini pour tout v € Hl/z(Fj) par
DTy 0 / X™(x5,€) (&) €3 de, Vi e Z/4Z, ¥m € N. (4.57)

Nous rappelons la condition aux limites vérifiée par u dans le systéme ( ) qui se réécrit

e = 9" Vj € [0,3], Vn e N.

re’
J

Finalement, le probleme satisfait par les traces consiste a trouver (¢7);=0.3 € [[ H 12(1;)
pour tout n € N telles que Vj € Z/4Z nous avons

n
©i = ZD” 1 (p] 1 osur Q1 NIy, n>2,
k=2
n
o = ZDJ-H j <p]+1 sur Q41 N, n> 2, (4.58)
k=2
sp?:spjl =0 sur I';,
i =4g", sur 'Y, n € N.

4.3.4 Formulation variationnelle du probléme des traces

Notre objectif est d’écrire une formulation variationnelle du probléme des traces (1.58).
Comme dans le cas stationnaire, nous considérons les traces (4,0?) j=0..3 dans [] L*(T'j) pour
tout n € N. Nous définissons ¢ par

Tosur QN 4,
~Jn _ P J JEl (4.59)
0 sur I‘?,
ot G" = @}z)je[[OB]} tel que
. 0 sur F]-_UF;F, vj € [0, 3] (4.60)
L= 6 Y ) '
& g"  sur I'j, g
de sorte que
el =3+ Vje[0,3], VneN. (4.61)

Ainsi, le probléme (1.55) se réécrit en utilisant les inconnues (¢7')efo,3] € [T1L*(T;) pour
tout n € N sous la forme

~ 0 ~ 0 ~ 0~ 0 =
of — (Dj 1,j Pie1+ Dja ©i41) = D1 5 951 + Djja 95

Z i— 1 J (P] 1 +g] 1) +D]+1 J (()0]+1 +g]+1)) n = 27 Vj € Z/4Z7 (462>

‘Pj = @j =0
ou les fonctions Diyy ; cﬁ]’?ﬂ et Dy, ; 5;?&1 sont prolongées par 0 pour étre identifiées a
des fonctions de I';j, pour tous m € N et n € N. Le probléme des traces ( ) se réécrit
sous forme matricielle

n—1
(1-D%®" =D"G" + > D" H&* +G*) n=>2,

k=2
3 = =0,
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ou
" = (40, p1, @2, 93). G"=1(90 91" 92"+ 93) ,
et ) }
1 0 00 0 DYy 0 Dj,
01 00 Dy 0 Dy 0
| = , Dr= | 9t 21 , Vn e N. (4.63)
0010 0 Dy 0 Di,
0 001 Dgs 0 Dig O
Nous rappelons la définition de I’espace 1% (introduit dans )
V={¥ = ()jepz € [ [ L2T)) | ¥, =0, ¥j € [0,3]}. (4.64)

Par conséquent, nous montrons que la formulation variationnelle du probléme des traces
consiste a trouver ®" € V pour tout n € N vérifiant pour tout ¥ € V le systéme suivant

Z/ —D%®"); U, dIj =
3

Z/ (D°G™); 0, dr; + / (D" k(@ + G*)); T, dl; n>2,
- r;
J

3 n—1
=071 =0 k=271

(4.65)

0 =Pl = 0.

4.3.5 Caractére bien posé

Théoréme 14. Il existe une unique solution du probleme (1.53) dans [[ L*(T;) causale
(c’est-a-dire @i =0 pour tout n < 0) et vérifiant le comportement

H90}1”L2(r]-) <Cer, vje [0, 3], Vn € N, (4.66)
ot C et B sont des constantes strictement positives.
Démonstration.
1. Existence

Nous venons de démontrer par construction que si u™ € H'(2) est la solution de (1.36),
alors (¢7') je[o,3] est la solution dans [THY2(T;) de (1.58), telle que ©y = u&j pour tout
n € N. En utilisant les estimations (1.37) et (1.38) de u", nous déduisons pour tous

j €[0,3] et n € N*

loT ervjaqry <

C(14nAt+n2At?) | sup
te(0,nAt)

d%g(t)
ot?

+ sup ”g(t)HH1/2(8§2)>7 (4.67)
HY/2(0Q)  te(0,nAt)

ou C est une constante.

2. Unicité
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4.3. Formulation de la méthode HsM & l'extérieur d’un carré pour le probléme
semi-discrétisé en temps

Supposons que les fonctions (¢]')je[o,3) € [TL%(T;) sont causales, satisfaisant (1.60) et
solutions du probléeme

n
o = ZD” 1 goj 1 osur Q1 NTy, n>2,
k=2
n
@ = ZDJH j (p]_H sur Q1 Ny, n>2, (4.68)
k=2
(p‘?:(p;zo sur 1—“7,
¢j =0, sur 'Y, n € N.

Notre objectif est de prouver que cpjn =0, Vj € [0,3], ¥n € N. Nous allons appliquer la
transformée en Z (nous nous référons a [61] pour la définition et les propriétés de cette
transformeée) et utiliser le résultat d’unicité obtenu pour un probléme stationnaire (voir la
sous-section ). Pour toute suite (Yy),~ assez réguliére et causale telle que

IYell2 < CePk, Wk eN,

nous définissons sa transformée en Z par la fonction de la variable complexe z comme suit

Z ((Yk)k>0) =Y 2Ry, VzeC, fzl >
k>0

Dans la suite, pour toute suite (Yj),~, nous utilisons la notation {Yj} pour la désigner,
afin d’alléger I’écriture.
En appliquant la transformée en Z au systéme (1.08), nous obtenons pour tout j € Z/4Z

n

Z{o}} (- 2) = Z{ZD;L 1k] @f_l} (,2) sur Q1 NTy, V2 €C, |z > €°,
k=2

,  (469)
Z{np] ZDH]cpJH (,2) sur Qi NIy, V2 eC, |z] > €7,

Z{pf} (,2) =0 sur I'y, Vz € C, [2] > el

Pour tout ¢* € L%(I';) avec k € N, nous avons

]

Or la transformée en Z d’un produit de convolution est le produit des transformées en
7, avec une région de convergence qui est 'intersection des domaines de convergence des
transformées. Nous obtenons alors

{ZDj,j:I:I } J:j7z):

\/%/R Z{X"Y(xs, €, 2) Z{Y"}H (€, 2) €650 dg, ¥z € ROC; NROCy, Vj € Z/4Z, (4.71)

L = vn—k(,. . Tk i€(+a) .
— Z{gx <x3,5>¢<§>}e de. Vjez/aZ. (470)
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ot ROC; et ROCy sont respectivement les régions de convergence de Z {)? "}et Z {zZ”}
Nous avons besoin d’évaluer Z{X"}. Nous rappelons quelques propriétés de la transformée
en Z d’une suite {Yj}

Z{Yk1} = 2 Z{Yr} — 2Yo, (4.72)
Z{Y_1}=2"1Z{Y;}. (4.73)

Nous revenons au systéme (1.17) que satisfait {X"} et nous y appliquons la transformée
en 7, ce qui nous permet d’obtenir ’équation suivante

A0, At) Z{X"1} = B(6, At) Z{X"} — A6, At) Z{X"" '}, (4.74)

ol les opérateurs A(0, At) et B(6, At) sont définis dans (1.11) et (1.15). En utilisant les
propriétés (1.72) et (1.73), la relation (1.71) se réécrit

—oz ) + (8 ey 2% =0 (4.75)
avec - (Z _ 1)2 - 1
W& = G T T2 0 . (z 11 N

4(z —1)2

Puisque nous considérons le cas # > 1/4, les cas possibles qui se présentent sont

~_1\?
e Pour 0 =1/4, v(z) =4 <z n 1) . Pour |z| > 1, Re(yy(2)) > 0.

e Pour § > 1/4, 3R > 0 tel que Vz € C et |z| > R nous avons Re(vy(2)) > 0.

Nous en déduisons pour R assez grand

~ (2)
Z{Xn}(x¢£7z) = 6_\/@@_@ Vz € C, |Z| > R. (476)

9

En notant Ry = max(R, e?), nous obtenons

{Z o w’f} (25,2) =
—~ (2) .
\T / Z{pnM (€, 2) eV am TEE0) i) ge vy e ¢ |2| > Ry, Vi € Z/4Z,
m™JR

ou encore (d’apres la définition (3.13) de 'opérateur D;4; ; introduite dans la sous-section

)

{ZD CER } (2;,2) = Dj1 i((2)) Z{"}(z;,2), Yz €C, |z| > Ry, Vj € Z/4Z,

avec )
Yo%
a(z) = .
(2) = A2
Par conséquent, le probléme (1.09) se réécrit sous la forme

Z{p}'} (2) = Dj1,j(a(2) Z{pf 1} (2) sur Q1 NTy, Vze€C, [2| > Ry,
Z{p}} (-,2) = Djg1,5(a(2)) Z{@} 1} (,2) sur Q1 NLy, V2 €C, |2| > Ry, (4.77)
Z{Sajn} (’,Z) = 07 sur F?, Vz € C, |Z| > Ro,
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Le systéme (1.77) correspond au probléme stationnaire (3.11) sans terme source et avec
(Z{¢j}(-;2)); les inconnues. Le caractére bien posé du probléme stationnaire (3.14) im-
plique

Z{pi}(y2) =0, sur Ty, Vz€C, |z > Ro, Vj €[0,3], Vn € N.

La transformée en Z inverse est donnée par

1
Z_I{Z{Spjn}}() = miZ{@Jn}(',Z)Zn_le, sur Fja \V/j € [[0,3]], Vn € N,

ol C est un chemin fermé parcouru dans le sens trigonométrique et inclus dans le domaine
de convergence |z| > Ry.
Par conséquent, nous obtenons

i =0, Vjel0,3], ¥n €N.

4.4 Aspects numériques et algorithmiques

4.4.1 Discrétisation en espace de la méthode HsM semi-discréte

Pour la discrétisation en temps, nous considérons un temps final 7' et un pas de temps At
tels que Ty = Ny At avec N; € N.

Nous allons utiliser la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace de la
formulation variationnelle du probléme des traces ( ). Nous rappelons dans cette sous-
section les paramétres de discrétisation en espace déja introduits dans le régime stationnaire
(plus précisément dans la sous-section 3.1).

Afin de calculer numériquement toutes les intégrales définies sur les quatre droites I';
avec i € [0, 3], ces droites doivent étre tronquées a une distance 7' supérieure & a, d’ou
I'introduction des segments

I'T ={a; =a} x {y; €[-T,T]}, Vjelo0,3].

Nous utilisons des segments [M. ;M;H} (avec i € [1, N;]) de taille maximale notée h pour
mailler les segments F]T. Soit Vi, avec h = (T, h, k) l'espace d’approximation de V =
[1L?(T;), construit & partir d’éléments finis de type Lagrange de degré k

Vh = {(#jn)jepz €V | ik i) € PR([M; M), Vi€ [1, Ny, V5 € [0,3]},

et _ _
Vb=VnNV.

Passons au calcul approché des formes bilinéaires o apparaissent des opérateurs intégraux

1 T r ,
& () = 7= / /R Rz, €) Gnl€) €4 g (z) de dx, V€ [0, N, — 2,

avec ¢ et ¥ des fonctions polynomiales de degré k par morceaux. Afin d’approcher
I'intégrale de Fourier, nous allons la tronquer sur un intervalle [T, T

d% (#n:¥n) = d7 7 (Pn, ¥n) =

1 T T N ‘
\/ﬂ/ /TXR(%&) Pn(é) oi(£a) Yn(x) dédx, Vn e [0, Ny — 2].
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Ensuite, l'utilisation d’'une méthode de quadrature (par exemple de Gauss) nous permet
de calculer en pratique 'intégrale de Fourier tronquée

di (¢n,¥n) = df 7 (Pn ) =
qul / wy X™(2,&) Pn(&y) €ED Yy(x) dv, Vn € [0,Ny—2], (4.78)

ol les wy et §; sont respectivement les poids et les nceuds de la quadrature.

Enfin, il faut calculer )?"(a:,fq), pour tous n € [0, N; — 2] et ¢ € [1, N¢]. Afin de pouvoir
calculer les fonctions de la famille canonique, nous allons tronquer le calcul sur un intervalle
[a, L] avec L > T. Ce segment est maillé par des segments [M*M*] (avec i € [1, Npc])
de taille maximale notée hpc. Nous utilisons des éléments finis de Lagrange 1D de degré
k' pour construire 'espace Vi, re avec hpe = (L, hpe, k')

Vire = {Xnpe € Hi([a, L) | X e P¥([M*M*Y), Vi e [1, Npol}.

hro ‘[MiMHl]

Par conséquent, la relation ( ) est approchée par

di (o0, ¥n) = d 7 oy (P00 ¥n) =

N¢ T
1 v ~ i a
Tﬂz / wy Xpt o (2,6) Pu(&y) €50 ¢y (2) dv,  Wn € [0,N, —2]. (4.79)
g=1"¢

4.4.2 Algorithme de résolution de la méthode HsM discréte en temps
et en espace

L’algorithme associé a la formulation variationnelle (4.65) du probléme des traces est le
suivant
Données :

~ 3
e Le vecteur G} est une donnée a l'instant n sur 'UO r,
1=

0 — pl —
[ ] @h — (ph — 0.
Instructions :
e Boucle sur tous les points de quadrature §; : Pour g allant de 1 a ¢

e Boucle sur le temps : Pour n allant de 0 & NV,

e Calcul des fonctions canoniques X hec (&)
o Assemblage de la matrice DY
e Inversion de la matrice Z — D°
e Boucle sur le temps : Pour n allant de 2 & Ny
e Assemblage de la matrice D"!

~ n—1 ~ ~
o Assemblage du second membre b =DV G+ > D" F (@F + GF)
k=2

e Calcul de @} = (Z —D%)'b
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La forme des matrices D" avec n € [0, Ny — 2] est donnée par (1.63) ou chaque bloc est
calculé a partir des formes bilinéaires d’} (-, -).

L’avantage de cet algorithme est qu’il n'y a qu’une seule matrice & inverser et que l'in-
version peut se faire avant la boucle en temps. L’inconvénient est qu’a chaque pas de
temps, il faut assembler une nouvelle matrice et la stocker pour pouvoir I'utiliser aux pas
de temps ultérieurs. Un autre inconvénient est que pour assembler le second membre a
chaque pas de temps, il faut calculer un produit de convolution. Pour des paramétres de
discrétisation donnés, nous avons représenté le temps de calcul pour les étapes :

e Assemblage des matrices (voir Figure ),
e Convolution (voir Figure ).
. 600 | 1
00| ] <]
) °Z; &
£ 400 |- cg®
= B
O , &0
<5}
= 200 | a
g 200 - I
% L ]
=
| | | | | |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Itération Itération
(a) Assemblage des matrices (b) Convolution

FIGURE 4.1 — Temps de calcul de ’assemblage des matrices et de la convolution a chaque pas de
temps

D’aprés la Figure , on voit que le temps de calcul de ’assemblage des matrices est le
méme a chaque itération. La Figure nous montre qu’a n fixé, le cotit de calcul de la
convolution est en O(n).

Par ailleurs, nous avons tracé respectivement dans les Figures et I’évolution du
temps de calcul pour chacune des étapes en fonction du temps final. Si Ny est le temps
final, le temps de calcul des produits de convolution est donc en O(N?), comme le montre
la Figure . C’est le facteur limitant du calcul.
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. 4
8000 o - 10 T
O ° o °
- o
5 6000 =
= ° 2 o
(9]
= 4000 | .
wn
2, ) 1 |
% 2000 |- J - °
-] °
(-] = P
O o © —
| | | | | |
50 100 150 50 100 150
Itération finale Itération finale
(a) Assemblage des matrices (b) Convolution

FIGURE 4.2 — Temps de calcul de I'assemblage des matrices et de la convolution en fonction du
temps final
4.5 Reésultats numériques

Les résultats numériques présentés dans cette section sont obtenus a 1’aide de la biblio-
théque d’éléments finis XLiIFE-++ [63].

4.5.1 Validation qualitative de la méthode

Nous voulons dans un premier temps valider la méthode & partir d’une solution exacte.

4.5.1.1 Calcul d’une solution exacte

Nous cherchons la solution du probléme

2
%—Au:() dans Q x RT,
u(-,0) =0 dans Q,
5y (4.80)
a(-,@) =0 dans €,
u=g sur 9Q x R,

ot  =R?\ (—a,a)? et
0
g(-,t=0) = —g(~,t =0)=0 sur .

ot

Notre but est de trouver une expression particuliére de la donnée g qui nous permet d’ob-
tenir une expression analytique de la solution du probléme.

Nous rappelons que la solution fondamentale G de 1’équation des ondes en dimension 2
(voir [56])

2
%}g(x,t)—AG(x,t)—O x € R% t € RT,
G(x,0) =0 x € R?,
%(X,O) = 0(x) x € R?,
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est

1 1
Glx,t) = —
0= o A=

G(x,t) =0 si ||x|| > t.

st ||x]| <t

Pour tout v() € H?(R?), la solution du probléme

v 9 n
@(X,t)—AU(X,t):O x € R%, teR™,

v(x,0) =0 x € R?, (4.81)
g: (x,0) = vV (x) x € R%,

s’écrit

1 / v (x —y)
v(x,t) = — ——————dy.
0ot = on Ivli<t /2 = lly|l?

Notons qu’en choisissant la fonction v(!) satisfaisant v(")(x) = 0 dans Q et en prenant

9(x,t) = v(x, t)\BQ)

nous avons de maniére évidente que la solution u de (1.80) est égale a v la solution de
( ). Nous choisissons ensuite une expression spécifique de v qui nous permet d’avoir
un calcul analytique de la solution

vW(x) = e—lXI® yx e R?,

u
—(x,0) suffisamment petit

ot

ol « est un réel positif suffisamment grand de maniére & avoir

pour tout x € €. Nous obtenons alors

e—allx= yII2

1
v(x,t):/ £
21 Jijy|<t /12 Hyll2

En notant x = (Rx cos(fx), Rxsin(fx)) et y = (Ry cos(by ), Ry sin(fy)) avec 0 < 6y, < 27
et Ry <t, nous avons

2w a(R%+R2)+2aRx Ry cos(0x—0y)
u(x, 1) AR, db,,
27'(' / / /t2 — R2 y Yy
a(R2+R2)
/ R / 2aRnyCOS(9 —0 )d0 dR
2 - R 21 v

R2+R2
/ R / 2aRny cos(by )de dR

\/7}%2277

Nous rappelons la définition de la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre

0 (voir [78])
1 2m
In(z) = 27r/0 e*<s9 dp.

Par conséquent, la solution du probléme ( ) est donnée par

R2+R2
(x,1) / 0(2aRx Ry ) dRy. (4.82)

J*RQ
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Nous posons

Io(Ry, Ry, ) = In(2aRy Ry )e~*FxtHy), (4.83)
et
f(Ry, R at)—Lf(R Ry, q) (4.84)
yo dix, &, - t+Ry o\{vy, Lix, ) .

ce qui nous permet d’écrire

o) /fR , Ry, ozt)dRy’

f (t— Ry,Rx,a,t)
VEy
_ /t f(t = Ry, Rx,a,t) — f(t, Rx, a0, t) + f(t, Rx, v, t)
_ /t f(t — Ry, Ry, a,t) — f(t, Rx, a,t)
vy

dRy,

dRy,

dRy + 2Vt f(t, Ry, i, ).

Nous utilisons la méthode des trapézes pour approcher le calcul de I'intégrale définie sur
[0,1]

— f(t — nAt*, Ry, a,t) — f(t, Ry, o, 1)
vVnAt*

At* f(t, Ry, t)

9 ﬁ +2\/£f(taRX7avt)'

Nous nous sommes ensuite donnés

g(x,t) = v(x,1) 90 (4.85)

et nous avons appliqué la méthode HsM discréte avec les données suivantes : hpo = 0.001,
h = 0.005, At = 0.005, T = 50,a=0.5,T=25L=45,0=025et Ty = 2.

Dans la Figure 4.3, nous représentons le solution exacte ¢ et la partie réelle de la solution
calculée wg,h sur Far pour plusieurs pas de temps. Nous observons une superposition des
courbes, ce qui valide notre méthode.
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10-2 n =100 n = 200
T I I I 15 F T -
—— Solution approchée
= —— Solution exacte |
6l % | 10 - -
4 - |
5 - ]
2 - |
0 \ . 0 -
| | | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 0.5 1 1.5 2 2.5
Yo Yo
n = 300 n = 400
C T 7 T
12 10 |- i
10 - =
8 - ]
8 I |
6 | —
6 [ |
4 i
4 - |
2 427 B
0 . 0 -
| | | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 0.5 1 1.5 2 2.5
Yo Yo

FI1GURE 4.3 — Comparaison de la restriction de la partie réelle de $p p, sur F(J{ avec la solution
exacte @ sur Far, aux instants n = 100, n = 200, n = 300 et n = 400.

Dés que les traces sont calculées, on peut reconstruire une approximation de la solution
dans chaque demi-espace €2; en utilisant I’expression ( ). Notez que cette reconstruction
nécessite un coiit de calcul conséquent. Dans les zones d’intersection des demi-espaces, on
peut choisir I'une ou l'autre des représentations de demi-espaces puisqu’elles coincident (&
une erreur de discrétisation prés). Dans la Figure .1, nous représentons la solution exacte
et la partie réelle de la solution reconstruite dans les domaines

Qgrec = [a7T7"ec] X [_TT667TT'66] et Q?’Trec = [_a> a] X [ayTrec];

oll Ty. est la distance a laquelle nous construisons. Nous utilisons les données suivantes :
hrc =0.005, h =0.01, At =0.01, T =50, a = 0.5, T = 2.5, L = 4.5,0 = 0.25 et Ty = 1.5.
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n=50et Tye.=1 n =100 et Trec = 1,5 n =150 et Ty = 2

14401
[12
10
—8
-6

1.4e+01

[12

10
-8
—6
4

I 2
-5.40-04

4

I 2
-6.4e-04

Partie réelle
de la solution reconstruite

1.4e+01

| I

1.4e+01

[12

Solution exacte

FIGURE 4.4 — Validation de la reconstruction de la solution approchée

4.5.2 Validation quantitative de la méthode

Nous définissons 'erreur relative

sup ”(Son)a roch — Pexact (nAt)” 3
neloNg Y L2(9 )
err = , (4.86)
Sup  ||@exact (RAL)|| s
nef0,N:] L2(9;l5)

ol (¢} )approch (respectivement @exact(nAt)) représente la solution approchée calculée par
la méthode HsM (respectivement la solution exacte).

Nous n’avons pas fait ’analyse numérique de la méthode. Des estimations d’erreurs ont
été obtenues dans [18]. Ici, nous voulons dans un premier temps étudier le comportement
de Derreur relative en fonction des paramétres de discrétisation suivants

e hpc : le pas de discrétisation du segment [a, L] sur lequel le calcul de la famille
canonique est approché,

e h : le pas de discrétisation du domaine extérieur au défaut,

e At : le pas de temps,

o T : la distance laquelle le calcul des intégrales de Fourier est tronqué,
e T : la distance a laquelle le calcul des traces est tronqué.

Nous prenons a = 0.5, T'= 2.5, L = 2.5, 6 = 0.25 et Ty = 1. Pour le calcul de I'intégrale
de Fourier tronquée, nous utilisons une quadrature de Gauss d’ordre 3 avec un pas égal
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4.5. Résultats numériques

& 1. Pour la résolution du probléme des fonctions canoniques, nous utilisons des éléments
finis d’ordre k¥’ = 1. Concernant la discrétisation en espace de la formulation variationnelle
du probléme des traces, des éléments finis d’ordre k = 3 sont utilisés.

Influence de hpc

Dans la Figure 1.5, nous tragons log;,(err) en fonction de log,o(hrc). Nous constatons
que le calcul de la famille canonique influe fortement sur le calcul de la solution. On
s’attend a une erreur d’ordre 2 (puisqu’on utilise des éléments finis d’ordre & = 1) mais
on trouve une erreur d’ordre 1. En effet, dans notre code, on est mené & utiliser une
approximation constante par morceaux pour évaluer )/(\'ﬁFC (x,&4) en une valeur z € [a, L]
dans la relation ( ). Par conséquent, un point d’amélioration de notre code consiste a
utiliser une quadrature encore plus précise.

T T T T
——h = 0.005 et At =0.005

-0.5 .

-1 |
©
o
L

S 1.5+ y
o0
2

—9 .

—25 .

\ \ \ \ \ \
-3.5 -3 —-2.5 -2 -1.5 -1

logo(hrc)

FIGURE 4.5 — Influence de hpc

Influence de h

La figure 1.6 nous montre 1’évolution de log;,(err) en fonction de log;,(h), pour différentes
valeurs de hpc. Comme prévu, plus h est petit, plus 'erreur relative décroit jusqu’a devenir
constante (un palier constant di aux autres paramétres de discrétisation). On s’attend &
un ordre de convergence en norme L? égal & 4 puisqu’on utilise des éléments finis d’ordre
3.
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I I I I I
08 L —— At = 0.005 et hpc = 0.005 et P3 |
7| | —— At =0.005 et hpc = 0.001 et P3
-1+ .|
—1.2 - 2
—14 —
T
S —1.6 |- f
S
o -1s) y
9 N
—2.2 —
—24 —
—2.6 |- —
| | | | | | | |
—-24 =22 -2 -1.8 -16 -14 -1.2 -1
logyo(h)
FIGURE 4.6 — Influence de h
Influence de At
Dans la Figure 1.7, nous représentons log,,(err) en fonction de log;y(At), pour différentes

valeurs de hpc. Comme on peut le voir, erreur relative évolue en O(At?). Le palier
constant est dii aux autres paramétres de discrétisation.

—O 5 [ I I I ]
"l | ——h=0.005 et hpe = 0.005
—e—h = 0.005 et hpe = 0.001
,1 - |
=
S —15f -
2
a0
=]
_92 .
—25 |
| | | | |
-3 —2.5 -2 -15 -1
loglo(At)

FIGURE 4.7 — Influence de At
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4.5. Résultats numériques

Influence de T

La figure nous montre que 'erreur relative err décroit exponentiellement en fonction
de la distance de troncature T" jusqu’a devenir constante (un palier constant dit aux autres
paramétres de discrétisation).

[ [ [ [ [
e h = 0.005, At = 0.005 et hrc = 0.005
=05 1 . B =0.005, At = 0.005 et hpc = 0.001 ||

logo(err)
L
ot
I
|

—2.5 |- .

|
0 20 40 60 80 100
T

FIGURE 4.8 — Influence de T

4.5.2.1 Influence de T

La figure 4.9 nous montre que le choix de la distance de troncature 7" est lié & la décroissance
de la solution de notre probléme. En effet, il est inutile de tronquer & une distance supérieure
au support de la solution.
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I I I I I I I
—o—h = 0.005, At = 0.005 et hrc = 0.005 | |
—+—h =0.005, At = 0.005 et hrc = 0.001 | |

—2.2

—24 -

—2.6 |- =

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
FIGURE 4.9 — Influence de T’

4.6 Reésolution de la méthode HsM en utilisant une transfor-
mée en 7

4.6.1 Principe

Comme nous 'avons dit dans la section précédente, les produits de convolution a calculer
a chaque pas de temps cofitent extrémement cher. Une idée naturelle et déja utilisée dans
la preuve du théoréme 14 est d’utiliser la transformée en Z.

Nous rappelons que pour toute suite (Yj),~, assez réguliere et causale telle que

||le€||L2 < Ceﬁka Vk € Na

sa transformée en 7 s’écrit

Z ((Yk)kz()) (2) =3 =7*Y,, VzeC, o] >
k>0

Rappelons aussi la notation {Yj} pour désigner la suite (Y}),~o. On se place dans la suite
dans le cas ou § = 0. Nous supposons

lg"l2 <C, VneN et ROC(Z{g"}) = {1}.

En appliquant la transformée en Z au systéme ( ), nous obtenons pour tout j € Z/4Z

n

Z{pj'} (2) = Z{Z DIl sojl-“_l} (,2) sur Q1 NTy, Vz€C, [2] > 1,

o

Z{(pjn} (’Z) = Z{ZD?_:ﬁ] 90]]‘11} (',Z) sur Qj+1 ﬂl“j, Vz € C, |Z’ > 1,
o

Z{e}} (2) = Z{g"} (-, 2) sur I, Vz € C, |2 > 1.
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4.6. Reésolution de la méthode HsM en utilisant une transformée en Z

Pour simplifier nos calculs, nous supposons que § = 1/4. Avec les mémes arguments donnés
dans la preuve du théoréme 14, nous montrons

Z{SD]TL} (-,2) = Dj—1,5((z)) Z{gojn_l} (,2) sur Q1 NIy, V2eC, |z| > 1,
Z{QD;Z} (-,Z) = Dj+1,j(Oé(Z)) Z{go;-l_,d} (~,Z) sur Qj+1 N Fj, Vz € C, |Z| > 1,
Z{ej} (2) = 2{g"} (-, ) sur 'Y, Vz € C, [2] > 1,

ol

avec

Pour chaque z, nous sommes donc ramenés a la résolution d’un probléme stationnaire
elliptique paramétré par z. Pour reconstruire les 7, il suffit ensuite d’utiliser la transformée
en 7 inverse qui s’écrit

1
() = 7{ Z{cp;l}(-,z)z”_ldz, sur I';, Vj € [0,3], Vn €N,
Cr

T 2mi
ot Cr est un cercle orienté dans le sens trigonométrique de rayon |z| > 1 (il est donc inclus
dans le domaine de convergence de Z {cpjn ). Cette formule d’inversion est liée au fait que
¢ est le nieme coefficient du développement en série de Laurent de Z{p]'} et est basée
sur une formule de Cauchy.

4.6.2 Discrétisation

A z fixé, il faut résoudre un probléme stationnaire. Pour cela, on utilise la discrétisation
expliquée & la sous-section . On suppose que les paramétres de discrétisation h, k, T,
T et N¢ sont indépendants de z. Notons qu’on pourrait aussi les faire dépendre de z.

Il faut calculer la transformée en Z de {g"}. A z fixé, il est possible d’évaluer la somme en
utilisant une Fast Fourier Transform (FFT).

Remarque 13. Il n’y a pas de solution de problémes canoniques a calculer ici donc le
parameétre de discrétisation hpo n’apparait pas.

Pour évaluer ¢, en le réécrivant sous la forme

n 27 ) )
of () = 2/ Z{p}( Re?) e do, surT;, Vj e [0,3], ¥n €N,
T Jo
on remarque qu’il faut tout d’abord choisir R. On voit dans la formule que le calcul peut
étre délicat pour des n grands car R > 1 apparait a la puissance n.
Pour la formule de quadrature, il suffit d’utiliser une méthode de trapézes qui pour des
fonctions périodiques réguliéres est d’ordre arbitrairement grand. Si nous notons

2
nous avons
R" M—1 ' '
o () =17 > Z{pf}(,Re) ™, sur Ty, Vi€ [0,3], ¥ne[0,N].  (4.87)
p=0

Dans [64], il est montré qu’il faut choisir M = 2N, et R = e ar pour avoir une erreur de la
formule de quadrature en O(€). Enfin pour évaluer efficacement (1.87), on voit qu’on peut
utiliser une iFFT (inverse FFT).
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4.6.3 Algorithme

Le nombre de pas de temps doit étre fixé.
Instructions :

e Calcul de Z{g"} (-, 2) par FFT pour 2, = Re' 5F et M = 2N,

AR = Yo
e Pour chaque z,, on résout le probléme stationnaire associé
(1 - D) Z{&ﬁ} - Dz{é”} :
oit Z{(f)"} - (Z{@ﬂ})jéﬂo ) e Z{gojn} - Z{&}“} n Z{gjﬂ}, vj € [0,3]. Rap-

pelons que ¢ et g;' sont définis dans (1.59) et (1.60). Les opérateurs | et D sont
donnés dans (3.20)

e On évalue ¢ pour tous j € [0,3] et n € [0, N¢] en utilisant (1.57) avec une iFFT.

Notons que 'avantage de cet algorithme est qu’il n y a plus de produit de convolution a cal-
culer. L’inconvénient est qu’il faut inverser autant de matrices que de points de quadrature
zp. Cependant ceci peut étre fait en parallele.

4.7 Couplage de la méthode HsM avec la méthode des élé-
ments finis

Nous cherchons a résoudre le probléme modéle (4.1) avec une condition de Neumann ho-
mogéne sur le bord de O et des conditions initiales nulles

82
Tg—Au:f dans R?\ O x RT,
Vu-v=>0 sur 00 x RT,
) (4.88)
u(-,0) =0 dans R*\ O,
0
8—1:(-,0) =0 dans R?\ O.
avec v le vecteur unité normal a 90, sortant par rapport a O.
Rappelons les notations que nous avons déja introduites dans pour traiter le probléme

de couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments finis dans le cas stationnaire.
Soit b > 0 tel que a < b. Nous notons

o Oy = (=b,b)2\0,
. Fg’- = {z; = b} x {y; € [-b,b]}, pour tout j € [0, 3],
o I'? :fﬁ ré

]:
e B =0, N : la zone de recouvrement entre €2, et €2,
o upy = UQ,.

La représentation schématique du recouvrement entre le domaine intérieur €2y et le domaine
extérieur §2 est illustrée dans la Figure
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4.7.1 Semi-discrétisation en temps

Nous notons f™(:) = f(-,nAt) pour tout n € N. Le probléme (1.85) semi-discretisé par un
f-schéma s’écrit

unJrl — U™ + unfl

— A{u"}g = f* dans R?\ O, n € N*,

At? A
uw =ut=0 dans R?\ O, (4.89)
Vu" v =0 sur 00, n € N.

avec f"(-) = f(-,nAt), pour tout n € N. En notant u la restriction de u" dans €, pour
tout n € N, (up )nen satisfait le probléme suivant

n+l 2um n—1
% Aqil; tu Afupte = f" dans Q, n € N*,
u) =up =0 dans €y, (4.90)
Vuy -v=0 sur 00, n € N.

Par ailleurs, d’aprés la formulation de la méthode HsM dans la sous-section précédente,
pour tous j € [0,3] et n € N, nous avons u solution du probléme de demi-plan ( ) et
nous avons montré que les traces 7 de u” sur les droites I'; doivent vérifier (4.55). Comme
uy et u} (avec j € [0, 3]) sont des représentations de la méme solution u™ pour tout n € N
donc elles doivent coincider 14 ol elles coexistent. Afin de simplifier nos explications, nous
choisissons les conditions de compatibilité dans la zone de recouvrement

V3 € [0,3], ¥n € N,

n n
Up | e — Uj
J (e’

J J

V{“b}e'l’j|m :V{uj}g-l/j‘rb, V4 € [0,3], ¥n € N,
J J

avec v; le vecteur unité normal a I'? et extérieur a QP

Notons qu’en absence de recouvrement (a = b), les relations (1.91) représentent les condi-
tions de transmission qui nous assurent le raccord en trace et en dérivée normale entre u;
et u? sur F;‘ = F?, a chaque pas de temps n.

En utilisant (1.52) et (1.51), nous rappelons l'expression de uj

1 — - ,
uxi,yi) = — X"k (z;, &) 3R (&) ¥ de, Vi e o,3].
o) = =2 [ X B0 ¢ s e [0
Nous en déduisons la relation

V{ujYo v =
n+1

> ¢127r /R 0 {X" Yo (b, €) §E(€) €V de, Wy e (—b,b), Vj € [0,3], Vn €N,
k=2

qui se réécrit
n+1
V{u]}g - Vil = > AR e [0,3], Vn €N, (4.92)
T k=2

ou lopérateur A™ est défini pour tout ¢ € HI/Q(Fj) par

A™p(y) =
jﬂ /R DR Wb ) D) 0 de. Yy € (—b.b). Vj € [0.3]. ¥im € N.
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4.7.2 Reformulation du probléme en fonction de {uy, (¢});=0.3}

En utilisant (1.90), (4.50), (1.91), (1.92) et en notant ¢} = (gpf)kzg,_n, nous obtenons un
systéme d’équations qui couplent, & chaque pas de temps n, (¢§L) j=0..3 et la restriction wuj
de la solution dans le domaine borné €. Le probléme initial (1.89) est équivalent & trouver

up € H'(SY) et (¢})j=0.3 € [1HY*(T;) pour tout n € N tels que

u;’lﬂ _ QAUE’; +uy 1 — A{uytg = f" dans Q, Vn € N*,
Vup -v=0 sur 90, Vn € N,
uy = @ sur I'}, Vj € [0,3], ¥n €N,
n+1

Viuple vy =Y ATTIhGE sur ', Vj € [0,3], Vn €N, (4.93)

§ k=2
‘P?ﬂ:l = ZD?,;le go? sur Q; Ny, Vj€Z/4Z, n > 2,

k=2

ug = ué =0 dans €,
gpg:gp}:o sur I';, Vj € [0, 3].

4.7.3 Formulation variationnelle

Comme dans le cas stationnaire, la formulation variationnelle du probléme (1.93) ne s’écrit
que dans le cas b > a (voir la sous-section ). Nous écrivons
90? = &]n +’7ju27 Vj e [[07 3]]7 n €N (494)

3
ot v est opérateur trace de H'(€2) dans LQ(.U0 I';) défini dans (3.27) et yjuy est la
j:
restriction de yuy sur I'; pour tous j € [0,3] et n € N (v; est introduit dans (3.28)). Ainsi,
en notant ®" = (p7');=0.3 pour tout n € N, la formulation variationnelle du probléme
(1.93) consiste a trouver <u§, 5”) € H'(Q) x V vérifiant pour tous (vy, ¥) € HY(Qy) x V

le systéme suivant

3
1 / 1 / I — 0, 1 — b
— w oy dQp +0 | VurT NV, dQy, — g Ay Ty dIY
At2 Q b Q b = F? 2% J

3 3
+Z/Fb AO@y+1%dP§+Z/F (1= D%)®" 1), T, dr;
j=0"1; =013

3 3 n
3 [ O T ary = 03 [ 0@ ), T
=071 i

7=0 k=2
S An+1_k k — de R An—l—l—ka — dI‘\b (495)
2.2/, Yy T dlG =D | 7w
=0 k=217 7=0 k=2"1;

2 /
+ — uy Uy dy — (1 — 26 Vuy Vug dQ,
A2 Qb b ( ) Qb b
1

_At2/ uy o d — 0 [ Vup T Vopdy + | opdQ Vi€ N
Qb Qb

Qp
u) =up =0 dans Q,
@?:&;:0 sur Fj, \V/je [[0,3]],
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4.8. Cas de milieu anisotrope

ou D" et | sont définis dans (1.63).

4.7.4 Reésultats numériques

Dans cette sous-section, nous représentons les résultats numériques pour le probléme de
couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments finis, avec une condition de
Neumann sur le bord 90

5 —Au=0 dans R*\ O x RT,

Vu-v=g sur 90 x RT,
u(-,0) =0 dans R?\ O,

(27:(-,0) =0 dans R*\ O,

(4.96)

avec v le vecteur unité normal a 00O, sortant par rapport & R? \ O. Dans nos résultats
numeériques, nous choisissons § = Vg - v avec g la fonction définie dans (1.85) et O un
disque de rayon r. Les valeurs de nos données sont : hpe = 0.01, h = 0.05, At = 0.05,
T = 50, 7 = 04,a =05,T =25, L =25,0=0.25et Ty = 1. La Figure 4.10 nous
montre la partie réelle de la solution calculée & I'extérieur du domaine O & deux instants
n=9etn=18.

O 7.4e+00

[c

5
4
-3
—2

1
[ 0.0e+00

[ ]

5.7e+00

real_part_term_phi
|
N
o
real_part_term_phi

(a)n=9 (b) n =18

FIGURE 4.10 — Représentation de la partie réelle de la solution du probléme de couplage de la
méthode HsM avec la méthode des éléments finis, & deux instants
4.8 Cas de milieu anisotrope

Notre méthode est construite de maniére a s’étendre a 1’équation des ondes en milieu
anisotrope. Nous généralisons le probléme (1.2) au cas anisotrope

@ —div(VAu) =0 dans Q x RT,

o2 B

u(-,0) =0 dans ©,

N (4.97)
a(',O) =0 dans Q,

U=y sur 9Q x R,
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ou A est une matrice modélisant 1’anisotropie du milieu, supposée définie positive et
constante dans 2. Nous posons
ap asg
A= )
asz az

Notons que pour le cas isotrope, A correspond & la matrice identité.

4.8.1 Semi-discrétisation en temps

Nous discrétisons le probléme (4.97) par un #-schéma

n+1 _ 2 n n—1
- AZQ o — div(AV{u"}g) =0 dans Q, n € N,

wW=ul=0 dans (2,
u =g" sur 02, n € N.

(4.98)

4.8.2 Expression analytique de u! dans ;, pour i € {0,1,2,3}

Nous généralisons les expressions des opérateurs A(6, At) et B(6, At) (données respective-
ment dans (1.39) et (1.10)) au cas anisotrope

A0, At) - HY(A, Q) — L*(Q)
u — u — 0 At? div(AVau),

B(#,At) : HY(A,Q) — L*(Q)
u — 2u + (1 — 260) At? div(AVau).
Considérons tout d’abord le probléme de demi-espace posé dans €2y. En appliquant la

transformée de Fourier dans la direction yg (qui correspond a la direction y dans le plan
Ozy) au probléme que vérifie (uf)nen (la restriction de (u™)nen & Qo) et qui s’écrit

A0, At)ugt = B(0, At)uly — A0, At)ul~!  dans Qg, n € N¥,

uy =uy =0 dans Q, (4.99)
uy = @i sur I'g, n € N,

nous obtenons
Ao(0, At)an+t = By(0, At)al — Ao(6, At TR~ Vag >a, £ €R, n e N*,
Uy = g = 0 Vo > a, £ €R, (4.100)
g (zo = a,&) = gy(§) VEER, neN,

ot les opérateurs Ag (0, At) et By(6, At) sont définis pour tout @ € L2(R; H!([a,+o0]) par

Ao(0, At) 1 T T — a1 OAE2O2 T — 2a3i€0 At® 8,0 T + a0 At* €74,

Bo(8, At) : @ 20 + a1 (1 — 20) A2 92 @ + 2a3i€ (1 — 20) At? 9,00 — az(1 — 20)At% €24,

Proposition 20. La solution du probléeme ( ) a Uinstant n = 2, s’écrit

2
—ifZg’—\/; N +€27a1a{f—a3 > (zo—a)
ﬂﬁ(wo,ﬁ)Zcﬁg(&)e( e (s ) . (4.101)
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Démonstration. A l'instant n = 2, le probléme ( ) est une équation différentielle ordi-
naire & coefficients constants

— a1 0 At? 02 U5 — 2a3i0 At? 0pug + (1 + a2 At> E2)a =0 Vao > a, £ ER,

j(zo = a,€) = G(E) vEER.
(4.102)
Le polynome caractéristique de ( ) est
— a1 0 A r? — 203160 At? 1 + (1 + ap 0 At? €2) = 0, (4.103)

Comme ajag — a% > 0 (car la matrice A est définie positive), donc le discriminant

1 aias — a2
A = da; 02 At? 2172 73
“ <9At2+§ al

est positif. Le polynéome ( ) posséde alors deux racines

(1) Af) — i az i 1 2a1a2—a§
r& (9’ t) Zfal \/a1 <9At2 +£ al ’

2
(2) At) = —i as 1 1 2a1a2 — asg
re (0, At) = =it \/a1 <9At2 )

La solution générale de ( ) s’écrit donc sous la forme

~ 1 (0,At) (zo— 2)(0,At) (zo—
To(w0,€) = fo(€) e's #AD 0 4 go(g) ¢ (04N (roa)
Or nous cherchons une solution qui n’explose pas & I'infini ce qui nous permet d’écrire

90(§) = 0.

Par conséquent, nous pouvons déduire le résultat ( ). ]

~

Définition 2. La famille de fonctions canoniques (X )n>—2, généralisée au cas anisotrope,
vérifie pour tous g > a et £ €R

Ao(6, At) X = Bo(0, At) X — Ao(0, At) X7~ n > —1,
X (w0 =a,€) = b neN, (4.105)
X;t=0et X;2 =0,

avec Op 0 le symbole de Kronecker qui vaut 1 sin =0 et 0 sinon.

Pour tous z¢p > a et £ € R, la fonction )/(\'8 est donnée par

2
~ —ifzg’—\/al R > (xo—a)
X0(20,8) = e< e (e ) . (4.106)

L’expression de uq dans €2 est différente et fait intervenir une autre famille de fonctions
canoniques. Pour pouvoir appliquer la transformée de Fourier dans la direction y; (qui
correspond & la direction —z dans le plan Ozy), nous définissons les opérateurs

AL(0,At) 1 T T — a20AE202 U + 2a3i60 At® 9,1 + a10AE €24,

Bi(0, At) : U — 20 + ap(1 — 20)At202 1 — 2azi€ (1 — 20) At? 9,0 — ar (1 — 20)At? €74

En suivant la méme démarche de la preuve de la proposition (20), nous montrons
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Chapitre 4. La méthode des demi-espaces raccordés en régime temporel

Proposition 21. La solution u? s’écrit
) , (z&i\/é (9;2 +52‘”“§2“§)> (1-a)
uy(z1,§) = @1(§) e : (4.107)

Définition 3. Par analogie a (2), nous introduisons la famille de fonctions canoniques
(XT)n>—2 vérifiant pour tous x1 > a et £ € R
A0, At) X7 = B (0, At) X' — A, (0, At) X7 n > —1,
X1 =a,8) = 6np neN, (4.108)
Xit=0et X72=0.

Pour tous x1 > a et £ € R, la fonction )/(:? est donnée par

P e
Xi(z1,§) =€ . (4.109)

Une fois que nous avons défini les deux familles canoniques ()?5‘)”2_2 et ()?{L)nz_g qui
interviennent dans le cas anisotrope, nous pouvons donner l'expression analytique de u}
dans le demi-plan €25, pour tout j € [0, 3].

Proposition 22. Pour tout n € N tel que n > 2, les expressions analytiques des représen-
tations de la solution u™ dans les quatre demi-plans s’écrivent

N ::Aj;i - vn—k(,. . ~k i€y, .
’LL] (mjay]) m é/RXO (:E]?g) 80] (g) € Y dga V] € {072}7 (4110&)
I [ N i€y ,
uj(zj,y;) = mkz/RX{‘—’“(xj, €) §5(¢) v dg, Wi e {1,3). (4.110D)
=2

4.8.3 Relations de compatibilité et formulation variationnelle

Les relations de compatibilité sont obtenues de la méme maniére que dans le cas isotrope.
Nous rappelons qu’elles s’écrivent sous la forme

n
i1 = ZD?JL goj sur Q; N4, VjeZ/4Z, Vne N, n > 2, (4.111)
k=2

ot D", est I'opérateur défini pour tout € L*(T;) par

DTy Wi / XM(x;,€) () €429 de,  Vj € 2/4Z, ¥m € N, (4.112)
avec
Xm=Xm
0 A2 Vm € N.
Xl = X3 5

Dans notre cas anisotrope, il s’agit de 4 opérateurs différents notés Dg',, Dg'_, D", et
D7'_ définis par

DO:I:w 27r/X0 xfi) ¢(+a) df, Yz > a,

Dy, /X1 (2,€) (&) 4D de. vz > a.
V2or
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4.8. Cas de milieu anisotrope

En résumé, la formulation variationnelle de la méthode HsM en milieu anisotrope s’écrit :
trouver (¢7);j=0.3 € [TL*(T;) pour tout n € N telles que Vj € Z/4Z nous avons

n
80? = ZD;I:{CJ (p?_l sur ;,_1 NI, n>2,
k=2
n
e => Dif ok, s QT n>2, (4.113)
k=2
909:%1 =0 sur I';,
i =4g", sur 'y, n € N.

4.8.4 Reécapitulation

Que le milieu soit isotrope ou anisotrope, la méthode HsM est la méme. Ce qui change c’est
que dans le cas anisotrope, nous devons introduire deux familles canoniques différentes
pour dégager la structure de la solution du probléme & résoudre. Dans les relations de
compatibilité puis la formulation variationnelle, nous avons 4 opérateurs différents qui
interviennent.

4.8.5 Résultats numériques

Dans cette sous-section, nous représentons les résultats numériques pour le probléme de
couplage de la méthode HsM avec la méthode des éléments finis, en milieu anisotrope, avec
une condition de Dirichlet sur le bord 0O

82u . 2 +
@—dw(Avu)zo dans R\ O x R™,
= 00 x Rt
u=g sur x RT, (4.114)
u(-,0) =0 dans R?\ O,
ou 9
E(-,O) =0 dans R*\ O.

Dans nos résultats numériques, nous choisissons O un disque de rayon r et
g(x,t) = A sin(27t F) e(—ellzll®), (x,t) € 00 x RT,

ou A = 1012A, F =2 et a = 100. Les valeurs de nos données sont : hpo = 0.01, h = 0.05,
At =0.05,T =50,7r=0.5,a=0.6,T =2.6, L =2.6,0 =0.25 et Ty = 1. Pour la matrice
modélisant "anisotropie du milieu , nous prenons

A:< 1 —0.8>.
—08 1

La Figure nous montre la partie réelle de la solution calculée a I'extérieur du domaine
O & deux instants n =9 et n = 18.
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Chapitre 4. La méthode des demi-espaces raccordés en régime temporel

1.5e+00
12

1.2e+00
1
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—06 4 02 ¢
— 04 5 o 5
- o} 0 5}
0 5 02 5
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59601 89601
(a) n=9 (b) n =18

FIGURE 4.11 — Représentation de la partie réelle de la solution du probléme de couplage de la
méthode HsM avec la méthode des éléments finis, en milieu anisotrope, & deux instants
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Annexe

Formulation de la méthode HsM a l’extérieur d’un carré pour
un probléme continu

Nous rappelons que nous cherchons la solution du probléme extérieur (4.2)

2
%—Auzo dans Q x RT,
u(-,0) =0 dans €,
ou
ot
U=y sur 9Q x R,

(4.115)
(,0)=0 dans €,

Proposition 23. Le probleme ( ) admet une unique solution forte dans
C*(R™; L*(Q)) N C'(RY; Hy () NCO(RT; HY(A, ).

Pour tout t > 0, nous avons les estimations
2

()l g2y < C (2 +1) ) sup
k=0 S€[0,]

2

+ IVu(, )l 2 < C(E+1) sup
L2(9) e kzzo w2[0]

ou 0%g
E('at) Ik

as’f( 5

9

: ‘
H1/2(0Q)

k
99 )

sk

Y
H1/2(0Q)

ot C est une constante.

Démonstration.

e Etape 1 : Relévement

Si g € C?(RT; H'/2(9Q)) alors la solution u, du probléme

ug — Aug =0 dans 2 x RT,

4.116
Ug =g sur 9Q x R, ( )

est dans C2(R*; HY(Q)) N C?(R*; HY(A,Q)) et nous montrons que pour tout s > 0

[[ug (-, S)HHI(Q) < Cllg(, 5)||H1/2(aQ) ) (4.117)
2 2

|G| <o|Shes | (1118)
s H(Q) s HY/2(0%)




ot C' est une constante. Soit % = u — uy alors 4 satisfait

0% - 0%uy I
ﬁ—Au——W—Fug dans €2 x R™,
(-, 0) = f;f(.,o) — 0 dansQ, (car g(-t=0) = gj(-,t _oy—o) &1
u=20 sur 99 x RT.

Puisque —87uy + uy € C°(RT; H'(Q)) nous pouvons utiliser le théoréme de Hille-Yosida
(voir [67], [21] et [12]) : il existe une unique solution classique

@ e C*RT; L2(Q)) N CYRT; HL Q) N CO(RT; HY(A, Q).
e Etape 2 : Identité d’énergie

La solution @ vérifie 'identité d’énergie

d d%u, otu
@B = (GEeo o gen)

ou I'énergie E(t,u) du probléme ( ) est définie par

. 1]|oa 2 1, 5
Bt,1) = = | ()| 4 IVl Dl - (4.120)
2|0t 2 2
L2(Q)
e Etape 3 : Estimation d’énergie
Comme les conditions initiales sont nulles alors I’énergie initiale du probléme ( ), notée
FEy vérifie
Ey =0.
En intégrant entre 0 et ¢ la relation ( ) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
nous obtenons
H o2 ot
Bt < [ |50 + o) : ds.
0 0s L2(Q) aS L2(Q)

Or d’apres la définition ( ) de I'énergie E(t,u)

‘8&
Oug

51 (1) < V2 EY(t,1).
E(t, i \fH - 8) + ug(-, 5)

L2(Q)

Par suite, nous déduisons

EY2(s,@)ds.
L2(9)

Nous rappelons le lemme de Gronwall (voir [55]) :
Soit v €]0,1[, C' > 0 et ((t) et m(t) deux fonctions continues et positives définies sur R™
et satisfaisant

<C+/m 5)%ds, t€RT,

alors nous avons

1

() < <cl-a +(1-a) /Otm(s)ds> T tert
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En appliquant le lemme de Gronwall pour ((t) = E(t,a), o = %, C =0etm(t) =
2
\f' 0 1;9 t) 4+ ug(:, 1) , nous obtenons
ot 12(@)
1 B 0%y ’
E(t,u) < = — 4.121
(t,u)_2 /0 8S2(,3)+ug(,s) ) ds | , ( )
L2(Q)
e Etape 4 : Conclusions
La relation ( ) nous conduit aux estimations
ou /t 52ug
—(-,t < ,8) + ug(-, s ds, 4.122
500, < [ | EEes v, (1.122)
o 02w
IVa(, )l 2y </ 5 2, 8) + ug(-, ) ds. (4.123)
0 § L2(Q)
ou ou ou
Seo| <|Geo] |G| |
‘ ot iz 1087 iz 108 Tl
190Dl 2y < IV pz(ys + [Vt (D)l s
impliquant en utilisant ( ) et ( )
ou /t 0%uy ’ ou
— (-t < — 5 8) Fug(-,s ds + || 52 (-t ;
500 = [ Eenruen)| s |GEen|
B 9%y
Hvu('vt)HL2(Q)3 < / - 2 ('73) + ug('vs) ds + Hvug('7t)HL2(Q)3 '
ol Os 12(9)
D’un autre coté, d’aprés ( ) et NOUS avons
[0 H
ot L2(Q H12(00)

||Vug(-,t)HL2(Q)3 < Hug('vt)HHl(Q) <C ||g('7t)||H1/2(8Q) )

ce qui nous permet de déduire

du /t 9Py Hag '
= 0t < ,8) 4 ug(-, s ds+C || = (-t ,
|5 >\L2(m [|-enrucs|, I
t 32ug
[Vu(, 82y < 5s2 (+s8) +ug(-s8) ds+ Cllg(, )| 20y »
0 S L2(9)
Oou encore
ou
7(.,75) <
ot
ot sup |29 + sup lg( )l o %)
“9 . " 99, ’
sefo,q || 9s? HY/20Q)  s€[0,t] HY/2(00) ot H1/2(50Q)
Hvu('7t)HL2(Q)3 <
2
Ct ( sup W('as) + sup ”g('aS)HHl/?(aQ)) +C‘|g('7t)||H1/2(8Q)'
se(0,4) 1108 H/2(8Q)  s€l0,]
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En utilisant @(-,0) = 0 et I'inégalité intégrale de Minkowski, on trouve

ot
il = | [ e ds )
Q) 5 L2(Q)
impliquant l’estimation suivante en utilisant ( )
82u
[a(, t)ll L2 5 (1) +ug(,7) dr ds,
L2(Q)
qui se réécrit en utilisant une intégration par parties comme suit
t 0%u
i Ol < [ (¢ 6) |-G +ugtn)| as
0 L2(Q)
Nous en déduisons
- 2 0*ug
a(-,t)l 12y <t | sup 5 (59) + sup Jlug(,8)llr2(e) | -
s
s€[0,4] L2(Q)  s€0]
D’aprés ( ) et ( ), on conclut que
2 ’g
1@l )2 ) < C° | sup |155(s) + sup [lg( 8) /20y |- (4124)
s€[0,t] H/2(8Q)  s€[0,t]

ot C est une constante. Or
w2y < a2 + lug(, D)l L2 ()
ce qui nous permet d’écrire en utilisant ( ), ( ) et ( )

[u(, )l L2(0) <

Ct*| sup
s€[0,t]

H T sup ||g<-,s>HH1/2(am> +Cllgl )l
HY2(0Q)  s€[0,t]

O

Caractére bien posé du probléme semi-discrétisé en temps
Nous rappelons que le probléme (1.30) s’écrit

un—l—l — 2" n—1

A tu A{u"}p =0 dans Q, n e N*,

W =ul=0 dans €2, (4.125)

u = g" sur 092, n € N,
oll nous supposons que pour tout n € N, g™ € Hl/Q(OQ) avec ¢° = ¢! = 0.
Proposition 24. Pour tout @ > 1/4, la solution du probleme ( ) vérifie les estimations

pour tout n € N

|| HL2 < C(n AL + 1) < sup
te(0,nAt)

9%g(t) ”
YR + sup |lg(? / ,
ot? H1/2(89) te(o,nAt)H Ol

[Vu"[| 23 < C(n At +1) ( sup
te(0,nAt)

029@)”
— + sup ||g(t .
ot? H1/2(59) te(o,nAt)H )lz172(00
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Démonstration.

e Etape 1 : Relévement

Pour traiter la donnée au bord, nous introduisons un relévement de (u"),en, ¢’est-a-dire
en effectuant un changement de fonction inconnue. Nous définissons

" =u" —ug, neN, (4.126)

(4.127)

Nous remarquons que (4"),en satisfait

gt —ogn + a1 ~ u;l+1 _ 2UZ + u;lfl .
A —A{a"}g = — INC + {ugte dans Q, n € N7,
P =al =0 dans €2,
" =0 sur 02, n € N.
(4.128)
La formulation variationnelle du probléme ( ) consiste a trouver u" € HE(Q), pour

tout n € N, tel que Vv € H{ () nous avons

antl — ogn + a1 ~ u;t+1 _ 2u2L 4 ugfl
/Q AP v+/QV{u”}9,VU = /Q( AL + {ug}g) v,

(4.129)
e Etape 2 : Identité d’énergie

L’énergie discréte du probléme ( ) définie par

2
En+1/2 _ 1 {

~ ~ 2
un+1 —qn

At

1
+ AL - ) HV(
12(0)

an+1 —an

At

2

LQ(Q)S

)

ﬂn—i-l 4qn
2

+ HV( : } (4.130)

LZ(Q)S

satisfait 'identité d’énergie suivante

(4.131)

Errlf2 — gl gt = 2ug +uy! ) amtt —art
At At? 919 9 AL :
L2(Q)

an+1 _ anfl
2At

En effet, en choisissant v = dans I’équation ( ), nous obtenons

an+1 — 2" + ﬂn—l ﬂn—i-l _ ,L~Ln—1 . an—&-l _ ﬂn—l
( A2 Y ) + (v{“ Yo VI )) -
L2() L2(Q)?

+1 -1 ~ ~n—
_UZ — 2“3 + Ug + {un}e’ un+1 — " 1 .
At? g 2At
L2(Q)
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11 est facile de remarquer

At? ’ 2At

1
2At

En utilisant {@"}y = Ou™! + (1 — 20)u™ 4 Hu" !, nous obtenons

<,an+1 —2um 4 an—l ﬂn—l—l o ,&n—l)
L2()

~ ~ 2
un+1 —qn

At

12(Q)

an—&—l o an—l ~n+1 _ ~n—1

u u
V{i"}o, V(77— = (V" V(—————
< o Vo )>L2(Q)3 < LAY )>L2(Q)3

ﬁn—l—l _ ,an—l

4 (ov ~n+1 2" 4+ ~n—1 ’v -7 > . 4.133
< (u u u ) ( 2At ) L2(Q)3 ( )
En utilisant 1

(@)= o+ bat )~ (@ ba-b). Va

ot (+,-) définit un produit scalaire, on trouve que les termes a droite dans la relation ( )
se réécrivent sous la forme

~n+1 _ ~n—1
(va",w“ - )) -
2At L2(Q)3

2 2

1 "t A || a"tt —an
2At (HV( 7 ) vl NSy
L2(Q)3 L2(Q)3
~n ~n—1 |2 At2 ~n _ ~n—1 |2
- HV(M + / fe—— . (4.134)
2 s 4 At iy
et
~n+1 _ ~n—1
<W(a"+1 — 23" + @Y, V(H)> -
2At L2(Q)3
1 5 gt — gn 2 5 o — gn—1 2
— | A" |V (——— —0At” |V(——— . (4.135
2At ( At ) LQ(Q)3 ( At ) LQ(Q)g ( )
Finalement, les relations ( ), ( ), ( ) et ( ) nous permettent d’obtenir le
résultat recherché ( ).
e Etape 3 : Estimation d’énergie
En sommant de 1 & n la relation ( ), nous obtenons

= 7 n k+1 ko k-1 . -
Emt? - BV? Uy 2ug Fuy + {uFy 7Uk+1 —a! .
At At? 97 2At
L2(Q)

Dans notre cas, nous avons des conditions initiales nulles donc

k=1

EV? = 0. (4.136)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet d’écrire

k—i—l _ 2U + uk‘ 1 ﬂk—f—l - ﬂk—l
EMTY2 < At ; _— 4.137
Z N T {ugho AL || a1
L2(Q) ()
En utilisant 1'inégalité triangulaire
ﬂk—i-l _ ﬂk—l ﬂk—H _ ﬂk N uk _ ,ak: 1
et d’apres la définition ( ) de lénergie EF+1/2 nous avons
Skl _ k-1 _ _
umt <L (VB2 4+ VER-172). (4.138)
En injectant I'inégalité ( ) dans ( ), nous obtenons
En+1/2 <
k+1 ko k—1
ug Tt —2ur +u = =
H— s+ {ugde (\/Ek+1/2+ \/Ek—l/Q) . (4.139)
L*(Q)

En utilisant

iak (Bk+1/2 +Bk—1/2) —

k=1

n—1
Oél 51/2 + o Bn+1/2 + Z(ak +Oék+1)ﬂk+1/2, v(ak)kENv (Bk)kENa

k=1
et en tenant compte de ( ), la relation ( ) se réécrit comme suit
At oo - At =
at 1/2 kH H k+1) N
\/§ Hug HLZ(Q) E +—= \[k <Hu + Ug L2(Q) E ?
o . bt — oyk 4 k1 )
Uk =—-2 Atg I— +{ugts, VkeN. (4.140)

Nous rappelons la version discréte du lemme de Gronwall (voir [60]) :
Soient (7")neN, (Y")nenN €t (B")nen des suites a termes positifs et A un réel positif tels
que pour tout n > 0 on ait

n—1
" <A+ 4 Z Bk,
k=1
alors pour tout n > 0, nous avons

n—1
Vi < VA k B*.
rn < +kr€rﬁ2ﬂ’y + ;
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At

L’application de ce lemme pour 7 = E"t1/2 Bk — ﬁ (HU;HLQ(Q) + HU;CHHLQ(Q))y

n— HZ/{Q"HB(Q) et A = 0 nous donne

n—1
VEn1/2 < \A/f (kgﬁl < ‘Uﬂ e | ; (Huﬂ L2

= At &
\/ Fn+1/ i k‘
Entl/2 < © ﬂ;HUg

k+1
e

ou encore

L2(Q)

ou C* est une constante.

e Etape 4 : Conclusions

Par conséquent, pour # > 1/4, nous avons les estimations suivantes

an+1 ~n

—Uu

A C*Atiuuﬂ

L2(Q)’
< C*Atz A

[V = )| e < €AY 14

L2(Q)

)

,anJrl + an

e

L2(Q)3

En utilisant

an—l—l 4 an

V" || 2y < HV<2)

L2 (Q)3 L2 (Q):s

et les estimations ( ) et ( ), il existe une constante C* telle que
n
~n Yk k
IV 2y < C* At ;—1: Hug HLQ(Q)

Ensuite, en utilisant I'inégalité
1™ | 2y < [|@™ = @] gy + 18] L2 -

ainsi que 'estimation ( ), nous déduisons

m—1
|@™| 2y < C*AE Y Huﬂ @ 2 q)
=1

L2(Q)

En sommant de 1 & n, nous obtenons alors

n m—1

il < A% 32 57 (74

ou encore (en tenant compte de @’ = 0)

L2() * HﬂOHLQ(Q) ’

I ey < O3 > o]
=1 k=1

L?(ﬂ))) ’

(4.141)

(4.142)

(4.143)
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En revenant sur la définition ( ) de U}, nous avons

k+1 ko k=1
s < | m | et
9llL2(0) — At? 97 20
Q)
Comme (u’;)keN est la solution du probléme ( ) donc il existe une constante C' telle

que
gl () < éHngHl/Q(aQ)? Vk € N,
ce qui nous donne
gl r20) < é||gk||H1/2(6S2)v Vk €N,
IVuglli2p < Clig Iz, ¥k €N

En utilisant le théoréme de Taylor-Lagrange, nous montrons qu’il existe un instant t*** €
[t R tel que

62 tk *ok
g (#H1) — 20y () + (1) = 2200
et
{uge = ug (7).
Par conséquent, nous obtenons
k+1 k k—1 2
U —2ul +u
9 s T % <0y sup ‘8 ggt) H ’
At 12) te(omnaty | O {2090
et
{bdol , < Co sup 1lg(®)l 17200y
H L2(Q)  te(0,nAl) H/%(09)
ot C et (5 sont des constantes. Il en résulte
_ 8g(t)
1™ 2 < Cn’At? | sup ‘ 52 + sup [[9O) 200 |
te(0,nAt) H1/2(0Q)  te(0,nAt)
82
HVU"HL2(Q)3 <CnAt sup ‘ H + sup Hg(t)”HW(aQ) :
te(0,nAt) H/2(8Q)  te(0,nAt)
D’aprés la définition du relévement ( ), NOUS avons
lu™ 2y < 1@ z2(0) + llugll2@@),  Vn €N,
VU2 < IVE" |22 + [Vuglirz@s,  Yn €N,
impliquant

ot? HH1/2(aQ) te(0,nAt)

[u™ L2y < Cn2At? sup
te(0,nAt)

0?g(t
‘ (t) +  sup ||9(t)||H1/2(89))

+ Clg" | /200y, Vn €N,

[Vu"|| 2 < Cn At ( sup
te(0,nAt)

329(75)H
— + sup ||g(¢
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Conclusions and perspectives

Les deux contributions majeures de cette thése portent, d’une part sur ’écriture et ana-
lyse de convergence d’un schéma implicite-explicite robuste et efficace pour la propagation
d’ondes dans des plaques stratifiées, et d’autre part, sur I’extension de la méthode HsM
a l’équation des ondes acoustiques en régime temporel dans des milieux isotropes et ani-
sotropes. Des expériences numériques viennent renforcer les aspects théoriques développés
durant la thése démontrant la pertinence des approches présentées.

Plus précisément, les messages importants sur chacune des parties sont les suivants :

(I) Nous avons proposé une méthode efficace pour traiter le cas de la propagation d’ondes
dans des plaques minces. Cette méthode est d’autant plus efficace, comparativement
a un schéma explicite standard, que la plaque est mince et/ou fortement stratifiée.
La méthode proposée repose sur l'exploitation de la géométrie (domaine extrudé)
et des éléments finis spectraux (points de quadrature confondus aux nceuds de la
base lagrangienne). Pour renforcer la pertinence du schéma, nous avons démontré la
convergence uniforme (par rapport a I’épaisseur de la plaque) a l'ordre 1 en temps.
Outre I'aspect applicatif de la modélisation des configurations du SHM, ce nouveau
type de schéma numérique permet aussi de construire des solutions de référence dans
des cas limites (épaisseur de la plaque trés petite et fortement stratifi¢) pour améliorer
la compréhension des phénoménes propagatifs dans ces milieux complexes.

(II) Nous avons étudié et mis en ceuvre l'extension de la méthode HsM & des problémes
temporels. Dans un premier temps, nous avons formulé ’approche naturelle qui
consiste & discrétiser une version continue en espace et en temps de la formulation
HsM (cette approche nécessite la connaissance des fonctions de Green d’une famille
de problémes). Dans un second temps, nous avons développé une approche alterna-
tive qui consiste tout d’abord & écrire un probléme discrétisé en temps uniquement,
puis d’appliquer la stratégie HsM & ce probléme semi-discret. Cette approche offre
deux avantages : tout d’abord, la connaissance des fonctions de Green est naturel-
lement remplacée par le calcul d’'une famille de fonctions canoniques; par ailleurs,
nous construisons la méthode sur un probléme semi-discret implicite stable et nous
espérons ainsi conserver cette stabilité aprés discrétisation en espace. Nous avons
démontré la validité de 'approche par des résultats numériques dans des cas sca-
laires (isotropes et anisotropes). Signalons que le cotit de calcul est dominé par la
convolution temporelle discréte qui intervient & chaque pas de temps pour le calcul
du second membre. De ce fait, nous avons proposé une résolution du probléme via
I’'utilisation de la transformation en Z. Pour finir la méthode a été couplée a la ré-
solution d’un probléme intérieur par éléments finis, simulant ainsi la réponse d’'un
défaut & un champ incident.

Les deux axes de travail offrent de nombreuses perspectives que nous détaillons ci-dessous.



(I)

(IT)

Une premiére extension théorique est de vérifier que le schéma offre bien une conver-
gence uniforme a l'ordre 2 en temps. Par ailleurs, la justification théorique de la
robustesse du préconditionneur pour le schéma implicite est une question ouverte.
De plus, il devient facile de comparer les modéles asymptotiques pour des milieux
stratifiés (ou non) qui ont été obtenus dans la section 2.3 avec des modéles tridi-
mensionnels complets. Pour finir, 'extension de la méthode implicite-explicite pour
la propagation d’ondes dans des plaques courbes présente un fort intérét applicatif
(typiquement les peaux d’ailes d’avions ou les géométries tubulaires). Cette extension
consisterait & développer un schéma qui garantirait les bonnes propriétés liées a la
stabilité et au découplage des opérateurs définis localement dans le plan tangent et
dans la direction de ’épaisseur.

Il serait important de mettre en ceuvre la HsM au cas élastique anisotrope 2D et pour
des modéles issus de I’analyse asymptotique de plaques stratifiées (par exemple, ceux
obtenus dans la section 2.3). Un objectif dans cet esprit pourrait étre de coupler des
modéles volumiques intérieurs de propagation 3D (par exemple prenant en compte la
modélisation d’un capteur piézoélectrique ou d’un défaut) a des modéles extérieurs
asymptotiques 2D discrétisés par la méthode HsM. Concernant la méthode HsM en
elle-méme, une des principales difficultés rencontrées lors de la mise en ceuvre est
le cotit de calcul lié aux produits de convolution temporels discrets. De nombreuses
perspectives nous permettraient de pallier cette difficulté.

(i) Utilisation de schémas d’ordre élevé pour garder en précision tout en augmentant
le pas de temps utilisé, réduisant ainsi le cofit 1ié & la convolution.

(ii) D’autres axes d’améliorations des performances sont a 1’étude : optimisation des
paramétres de discrétisation en espace et Fourier, produits matrices/vecteurs
non assemblés pour le second membre, compression des matrices intervenant
dans la HsM (qui sont éventuellement de rang faible) par des H-matrices...

(iii) Dans le cas d'un probléme extérieur, implémenter la méthode par transformée
en Z et utiliser les méthodes rapides développées par exemple dans [8]. A noter
que la construction d’un couplage efficace entre la méthode par transformée en
7 et un probléme intérieur discrétisé par EF est une question ouverte.

(iv) De plus, une extension importante est 'utilisation de schéma intérieur explicite
dans le cadre du couplage EF-HsM, avec éventuellement, la possibilité de faire
du pas de temps local dans la partie EF.

Pour finir il reste des questions ouvertes sur les aspects théoriques, par exemple,
I’étude de la stabilité de la méthode ou I’écriture d’estimation d’erreur par rapport
aux différents parameétres de discrétisation.
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