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Titre : Analyse causale de médiation multiple et applications.

Résumé : L’analyse de médiation causale est une méthode statistique permettant
d’étudier les mécanismes définissant les relations entre trois entités, la première étant une
cause, la deuxième une variable de réponse et la troisième un ensemble de variables inter-
médiaires, aussi appelés médiateurs. Cette approche est devenue populaire dans différents
domaines tels que les biostatistiques, l’épidémiologie et les sciences sociales. Son objectif
est de décomposer et quantifier l’effet total d’une cause T sur une variable de réponse Y
en un effet direct et un effet indirect à travers le(s) médiateur(s) Mi. Dans un diagramme
causal ainsi défini peuvent intervenir des covariables mesurées ou non ayant des effets sur
les trois variables T , Y et Mi.

Quand plusieurs médiateurs sont impliqués dans le modèle de médiation, il y a trois cas
possibles de relation entre ces médiateurs : 1) Les médiateurs sont indépendants condition-
nellement au traitement et aux covariables mesurées. 2) Les médiateurs sont dépendants
conditionnellement au traitement et aux covariables mesurées sans pour autant que l’un
affecte l’autre. 3) Les médiateurs sont liés de façon causale, c’est-à-dire que l’un affecte
l’autre.

Les contributions de cette thèse portent sur les deux premières configurations.
Plus particulièrement, l’état de l’art pour l’estimation des effets indirects individuels

des médiateurs est de faire plusieurs analyses de médiation simple en parallèle, un média-
teur à la fois. Cette approche conduit à une estimation biaisée de l’effet direct et n’est pas
justifiée dans la situation 2) car l’hypothèse nécessaire d’Ignorabilité Séquentielle n’est
alors pas vérifiée. Le premier chapitre de la thèse propose de résoudre ce problème par
l’estimation de la loi multivariée des médiateurs conditionnellement au traitement et dé-
crit les nouvelles hypothèses sous lesquelles une telle approche est valide. Une méthode
d’estimation de l’effet direct et de tous les effets indirects individuels est développée, pre-
nant en compte la corrélation entre les médiateurs. Le second chapitre est dédié à l’analyse
de médiation multiple dans le cas où le nombre de médiateurs grandit. Deux stratégies
sont explorées. La première repose sur une classification spectrale des médiateurs en blocs
indépendants, chaque bloc pouvant être analysé avec l’approche précédente. La seconde,
applicable dans des problèmes de grande dimension, repose sur la sélection de médiateurs
potentiels à l’aide d’une approche de type Group-LASSO en amont de l’analyse de mé-
diation. Le troisième chapitre présente le package R multimediate où les trois méthodes
précédentes sont implémentées. On y présente l’algorithme d’estimation en fonction des
différents types de médiateurs considérés (linéaires, binaires et catégoriels). Le dernier
chapitre présente des applications sur des données réelles. D’une part une application en
épidémiologie pour quantifier et décomposer l’effet de la thérapie hormonal sur le can-
cer du sein. D’autre part une application en psychiatrie, où nous analysons les effets des
tempéraments affectifs sur l’anorexie mentale.

Mots clefs : Analyse causale de médiation ; Ignorabilité séquentielle ; Médiateurs
multiples ; Grande dimension ; Classification spectrale ; Sélection de variable.
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Title : Causal mediation analysis with multiple mediators and applications.

Abstract : Causal mediation analysis is a statistical method used to study the
mechanisms defining the relationships between three entities, the first being a cause,
the second a response variable and the third a set of intermediate variables, also called
mediators. This approach has become popular in various domains such as biostatistics,
epidemiology and social sciences. The goal of such an analysis is to decompose and quan-
tify the total effect of a cause T on a outcome Y into a direct effect and an indirect
effect through the mediator(s) Mi. In a causal diagram defined in this way, measured or
unmeasured covariates can intervene with effects on the three variables T , Y and Mi.

When several mediators are involved in the mediation model, there are three possible
situations : 1) The mediators are independent conditionally on the treatment and on the
measured covariates. 2) Mediators are conditionally dependent on the treatment and on
the measured covariates but this dependence is not of causal nature (i.e. mediators do not
cause each other). 3) Mediators are causally related, that is, one affects the other.

The contributions of this thesis focus on the first two configurations.
More particularly, the state of the art for estimating the individual indirect effects of

mediators is to perform several simple mediation analyzes in parallel, one mediator at
a time. This approach leads to a biased estimate of the direct effect and is not justified
in situation 2) because the necessary assumption of Sequential Ignorability is then not
verified. The first chapter of the thesis proposes to solve this problem by estimating the
multivariate distribution of mediators conditional on the treatment and describes the new
hypotheses under which such an approach is valid. A method for estimating the direct
effect and all individual indirect effects is developed, taking into account the correlation
between the mediators. The second chapter is dedicated to the analysis of multiple media-
tion in the case where the number of mediators grows. Two strategies are explored. The
first is based on a spectral classification of mediators into independent blocks, each block
can be analyzed with the previous approach. The second strategy, applicable in large-
scale problems, is based on the selection of potential mediators using a Group-LASSO
type approach upstream of the mediation analysis. The third chapter presents the R
multimediate package where the three previous methods are implemented. We present
the estimation algorithm according to the different types of mediators considered (linear,
binary and categorical). The last chapter presents applications on real data. On the one
hand, I illustrate an application in epidemiology to quantify and disentangling the effect
of hormonal therapy on breast cancer. On the other hand, I present an application in
psychiatry, where I analyze the effects of affective temperaments on anorexia nervosa.

Keywords : Causal mediation analysis ; Sequential ignorability ; Multiple media-
tors ; High dimentional data ; Spectral clustering ; Variable selection.
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Liste des symboles

Lois de probabilités

L(µ,s) loi logistique de moyenne µ et de variance π
2

3 s
2

N (µ,σ2) loi normale de moyenne µ et de variance σ2

Φ la fonction de distribution de la loi normale N (0,1)
Notations
AΓj la transposée de la j-ième ligne d’une matrice A
AΓ la transposée d’une matrice ou d’un vecteur A
Quantités causales
δ l’effet indirect naturel de T sur Y , médié par M
δk l’effet indirect de T sur Y , médié par Mk

δZ l’effet indirect de T sur Y , médié par l’ensemble des médiateurs du vecteur Z
τ l’effet total
ζ l’effet direct naturel de T sur Y
ζc l’effet direct controlé de T sur Y
PMk la proportion médiée par Mk

Variables
Mk le k-ième médiateur du vecteur Z
T le traitement ou l’exposition dans le modèle de causalité.
W k le complémentaire de Mk dans Z
X le vecteur des covariables de pré-traitement
Y la variable de réponse du modèle de causalité.
Z le vecteur de l’ensemble des médiateurs
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Introduction

L’analyse causale de médiation est une méthode statistique permettant d’étudier les
mécanismes définissant les relations entre trois entités, la première étant une cause, la
deuxième une variable de réponse et la troisième un ensemble de variables intermédiaires.
Cette approche est devenue populaire dans différents domaines tels que les biostatistiques,
l’épidémiologie et les sciences sociales. Elle s’applique à des situations similaires à celles
décrites sur le diagramme acyclique présenté dans la Figure 1, où une exposition (ou
encore un traitement) T affecte une variable de réponse Y d’une part directement et
d’autre part à travers une ou plusieurs variables appelées médiateurs. L’objectif de cette
analyse est de quantifier et décomposer l’effet total de T sur Y en un effet direct et un
effet indirect à travers le(s) médiateur(s).

0.1 Méthodes basée sur les modèles à équations li-
néaires structurelles (LSEM)

L’analyse de médiation a été initialement développée dans le cadre des modèles à
équations linéaires structurelles (LSEM) (Baron and Kenny (1986), James et al. (1982),
MacKinnon (2008)). Cette modélisation est une technique multivariée qui utilise un sys-
tème d’équations liées entre elles pour capturer des relations complexes et dynamiques
au sein d’un ensemble de variables observées et non observées. Une variable dépendante
dans une équation de modèle peut devenir une variable indépendante dans d’autres com-
posants du système. C’est précisément ce types de rôles réciproques qui permettent de
déduire des relations causales. Ce système d’équation peut simplement être représenté
par un diagramme causal. Dans une situation où toutes les variables sont continues et
peuvent être décrites par des modèles linéaires, les équations structurelles associées à la
Figure 1 sont les suivantes :
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T Y

M

ε2

ε3

β3
γβ2

Figure 1 – Modèle de médiation simple avec un médiateur M .

Y = α1 +β1T + ε1
M = α2 +β2T + ε2
Y = α3 +β3T +γM + ε3,

On suppose que les erreurs εi sont indépendantes entre elles et suivent une loi normale
N (0,σ2

i ) pour i ∈ {1,2,3}.
L’effet direct est donné par β3 et l’effet indirect est donné par le produit des coefficients

β2×γ. L’effet total est donné par la somme de l’effet direct et indirect β1 = β3 +β2×γ.
En pratique, pour estimer les effets direct, indirect et total, une première étape consiste

à réaliser la régression du traitement sur la variable de réponse puis à vérifier la signifi-
cativité de l’effet total β1. Si le paramètre est significatif, une deuxième étape consiste à
réaliser les deux autres régressions du modèle LSEM pour quantifier les effets direct et
indirect. On contrôle leur significativité ; celle du produit des coefficients est obtenue par
la delta méthode, décrite dans l’annexe B.4 (Sobel (1986)).

Suite aux travaux fondateurs de Robins and Greenland (1992) et Pearl (2001), un cadre
formel basé sur des variables contrefactuelles s’est imposé comme l’approche standard de
l’analyse de médiation, avec une littérature méthodologique croissante (voir par exemple
Petersen et al. (2006), VanderWeele and Vansteelandt (2009, 2010), Lange et al. (2012) et
le livre de VanderWeele (2015)). Dans un souci d’exhaustivité, nous passerons brièvement
en revue les notions de base concernant les contrefactuels en utilisant les mêmes notations
que Wasserman (2010).

0.2 Notion des contrefactuels
Est contrefactuel ce qui aurait pu être si . . . , mais qui n’est pas. La notion de contrefactuel
est lié à la notion de cause à effet. Une variable contrefactuelle est "l’état" dans lequel
serait une variable si sa cause était dans un "état" différent. On peut aussi utiliser les
termes "variables potentielles" pour parler de "variables contrefactuelles". Pour illustrer
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T Y
τ

Figure 2 – Relation de cause à effet entre le traitement T et la variable de réponse Y ,
quantifié par l’effet causal moyen τ .

ces propos, considérons un traitement binaire T et une variable de réponse binaire Y ,
comme c’est souvent le cas en épidémiologie :

Ti =
{

1 si le patient i prend le traitement T
0 sinon

Yi =
{

1 si le patient i est affecté par une maladie
0 sinon

Dans ce cas très simple nous avons deux variables de réponse potentielles Yi(1) et Yi(0).
Yi(1) est la variable de réponse potentielle qu’on aurait obtenue si le patient i prenait le
traitement alors que Yi(0) est la variable de réponse potentielle qu’on aurait obtenue si
ce même patient i ne prenait pas le traitement. La relation entre la variable de réponse
Yi (réelle et observée) et les variables potentielles Yi(1),Yi(0) est la suivante :

Yi =
{
Yi(0) si Ti = 0
Yi(1) si Ti = 1 = Yi(Ti) (0.2.1)

Cette relation est appelée relation de consistence. Une seule des deux variables de ré-
ponse potentielles peut être observée comme illustré dans la Table 1, l’autre est appelée
contrefactuelle.

i Ti Yi Yi(0) Yi(1)
1 0 0 0 NA
2 0 0 0 NA
3 0 1 1 NA
4 1 1 NA 1
5 1 1 NA 1
6 1 0 NA 0

Table 1 – Exemple de données observables. On écrit NA lorsque la variable n’est pas
observable.

Si les deux étaient observables on en apprendrait beaucoup. D’une part sur les types
de patients comme présenté dans la Table 2 et d’autre part, si pour tout i on pouvait
observer les deux variables contrefactuelles, on pourrait savoir pour chaque individu si le
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Type du patient i Yi(1) Yi(0)
Survivant 0 0
Réceptif 0 1

Anti-Réceptif 1 0
Condamné 1 1

Table 2 – Type de patient en fonction des valeurs des deux variables de réponse poten-
tielles.

traitement T a un effet causal sur la variable de réponse Y ou pas. L’effet causal moyen
τ du traitement sur la variable de réponse, est défini par :

τ = E[Y (1)]−E[Y (0)] (0.2.2)

τ peut s’interpréter comme la moyenne de la variable de réponse si tous les patients
étaient traités, à laquelle on soustrait la moyenne de la variable de réponse si tous les
patients n’étaient pas traités. Ne pouvant observer les variables potentielles pour un même
individu, on ne peut pas identifier τ , c’est-à-dire qu’en pratique on ne peut pas accéder à
la valeur de τ en appliquant directement la formule (0.2.2). Cependant on peut calculer
indirectement τ sous l’hypothèse d’indépendance entre le traitement et les variables de
réponse potentielles :

T ⊥⊥ {Y (1),Y (0)} (0.2.3)
Cette hypothèse est respectée lorsque le traitement est attribué aléatoirement aux

patients, c’est-à-dire sans chercher à privilégier certaines catégories de patients dans l’at-
tribution du traitement, ce qui est le cas lors d’essais randomisés par exemple (c’est
d’ailleurs ce qu’on appelle l’hypothèse de randomisation). Sous l’hypothèse de randomi-
sation, la relation de consistance et sous l’hypothèse de positivité (0< P (T = 1)< 1), on
observe :

τ = E[Y (1)]−E[Y (0)]
= E[Y (1)|T = 1]−E[Y (0)|T = 0], d’après (0.2.3)
= E[Y |T = 1]−E[Y |T = 0], d’après (0.2.1).

L’effet causal moyen est alors identifiable, car il est exprimé à partir de données observables
(Table 1).

0.3 Analyse de médiation simple
Pour définir les effets causaux de médiation, nous devons étendre les notions précé-

dentes. Considérons le diagramme causal de la Figure 3. L’objectif est d’expliquer l’effet
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causal de T sur Y en le décomposant en deux parties, l’effet direct ζ du traitement sur la
variable de réponse et l’effet indirect du traitement à travers une variable intermédiaire
M .

T Y

M

Figure 3 – Diagramme causal d’analyse de médiation simple avec un médiateur M .

M étant une variable post-traitement (c’est-à-dire observée après l’administration du
traitement), il existe deux médiateurs potentiels dans le cas d’un traitement binaire,
Mi(0) et Mi(1) :

Mi =
{
Mi(0) si Ti = 0
Mi(1) si Ti = 1 =Mi(Ti).

Y étant une variable post-traitement et post-médiateur (c’est-à-dire observée après l’ad-
ministration du médiateur), il existe alors quatre variables de réponse potentielles. Deux
d’entre elles, Y (0,M(0)) et Y (1,M(1)) peuvent être observées alors que les deux autres,
Y (0,M(1)) et Y (1,M(0)), ne pourront pas l’être. L’interprétation de celles que l’on peut
observer est analogue aux cas précédents :

Yi =
{
Yi(0,Mi(0)) si Ti = 0
Yi(1,Mi(1)) si Ti = 1 = Yi(Ti,Mi) = Yi(Ti).

L’interprétation des deux autres est plus complexe : pour t différent de t′, Yi(t,Mi(t′))
est la valeur potentielle de la variable de réponse si le traitement avait été fixé à t et si le
médiateur avait été fixé à sa valeur potentielle avec un traitement t′.

Comment, à l’aide de ces contrefactuels, définir les effets direct, indirect et total ?
Prenons l’exemple de la discrimination à l’embauche, illustré dans la Figure 4.

Origine ethnique Embauche

Niveau d’étude

Figure 4 – Diagramme causal de discrimination à l’embauche.

Imaginons qu’une entreprise soit accusée de discrimination à l’embauche. Une défense
possible pour cette entreprise est d’avancer qu’elle engage ses employés par rapport à leur
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compétence ou niveau d’étude. Si on dispose des données listant les origines des personnes
postulant dans cette entreprise, leur niveau d’étude et la décision de l’entreprise quant à
l’embauche ou non, l’analyse de médiation permettrait de statuer sur la discrimination.
En effet si l’effet direct de l’origine ethnique est de valeur non-nulle, on conclura qu’il y a
discrimination. Inversement si tout l’effet de l’origine ethnique passe à travers le niveau
d’étude on conclura qu’il n’y a pas de discrimination à l’embauche.

L’idée qui permet de comprendre comment sont définis les effets causaux de médiation
ressort dans un rapport judiciaire d’une affaire opposant un salarié à son entreprise pour
discrimination (Figure 4.9).

Figure 5 – Extrait du rapport de l’affaire opposant Carson à Bethlehem Steel Corp.

L’origine ethnique (âge, sexe, religion) a-t-elle une influence direct sur l’embauche,
toute chose étant égale par ailleurs ? L’origine ethnique a-t-elle une influence indirecte à
travers leur niveau d’étude toute chose étant égale par ailleurs ?

C’est avec cette idée de "toute chose étant égale par ailleurs" que sont définis les effets
direct ζ et indirect δ (Robins and Greenland (1992), Pearl (2001)). Ces effets sont aussi
appelé effets naturels. Pour t ∈ {0,1}, les effets sont définis de la manière suivante :

δ(t) = E[Y (t,M(1))]−E[Y (t,M(0))] (0.3.1)
ζ(t) = E[Y (1,M(t))]−E[Y (0,M(t))] (0.3.2)

On fait une différence de deux termes contrefactuels où, pour l’effet indirect δ, le
traitement affectant directement la variable de réponse est fixé à la même valeur, t, dans
ces deux termes et où le traitement affectant le médiateur est fixé à 1 dans le premier
terme et à 0 dans le deuxième, donnant ainsi accès à l’effet du traitement sur la variable
de réponse à travers le médiateur.

De façon analogue pour l’effet direct ζ, le traitement affectant le médiateur est fixé à
la même valeur, et celui affectant directement la variable de réponse est fixé à 1 dans le
premier terme et à 0 dans le deuxième, donnant ainsi accès à l’effet direct du traitement
sur la variable de réponse.

L’effet direct définis dans l’équation 0.3.2 est appelé effet direct naturel, parce que
au lieu de fixer une valeur du médiateur pour tous les individus, on fixe une certaine
valeur du traitement et, pour chaque individu, on prend la valeur du médiateur qu’on
obtiendrait naturellement sous l’effect de celle-ci. Mais on peut aussi parler d’effet direct
contrôlé (Pearl (2001)), défini par :



0.3. ANALYSE DE MÉDIATION SIMPLE 19

ζc(m) = E[Y (1,m)]−E[Y (0,m)] (0.3.3)

Pour l’effet direct contrôlé, on fixe le médiateur affectant la variable de réponse à la
même valeur m, le traitement affectant le premier terme est fixé à 1 et celui affectant le
deuxième est fixé à 0, donnant ainsi accès à l’effet du traitement sur la variable de réponse
pour une valeur de médiateur fixé à m.

Dans le cadre de cette thèse nous nous intéressons uniquement aux effets naturels. Ces
effets ne sont pas directement identifiables, puisque définis avec des variables contrefac-
tuelles inobservables.

Cependant, une hypothèse permet de rendre ces effets identifiables. C’est ce qu’ont
montrés Imaï et al. (2010b) avec deux hypothèses cruciales, appelées Hypothèse d’Igno-
rabilité Séquentielle (SIA), et données ci-dessous :

{Y (t′,m),M(t)} ⊥⊥ T |X = x ∀ t, t′,m (0.3.4)
Y (t′,m)⊥⊥M(t)|T = t,X = x ∀ t, t′,m. (0.3.5)

où P (T = t|X = x) > 0 et P (M(t) = m|T = t,X = x) > 0 pour toutes les valeurs
possibles de t,m et x.

Ces conditions sont interprétées comme 1) l’absence de confusion sur les relations
causales T −Y , T −M et M −Y après ajustement sur les covariables de pré-traitement
(c’est-à-dire les covariables qui ne sont pas affectées par T ), 2) l’absence de confusion due
à des covariables de post-traitement (c’est-à-dire des covariables qui sont affectées par T )
entre M et Y quelles qu’elles soient, mesurées ou non.

En particulier, Imaï et al. (2010b,a) ont démontré que sous les hypothèses d’Ignorabi-
lité Séquentielle, l’effet indirect moyen était non-paramétriquement identifié, voir Théo-
rème 0.3.1. De plus, ils ont proposé une analyse de sensibilité pour évaluer la robustesse
des estimations aux violations de l’Ignorabilité Séquentielle. Notons que les covariables
prises en compte dans les modèles seront notées X.
Théorème 0.3.1 (Imaï et al. (2010b)). Sous SIA, les effets direct et indirect moyens sont
identifiés non-paramétriquement et sont donnés par :

δ(t) =
∫ ∫

E[Y |M =m,T = t,X = x]dFM |T=1,X=x(m)

−
∫

E[Y |M =m,T = t,X = x]dFM |T=0,X=x(m)dFX(x)

ζ(t) =
∫ ∫

E[Y |M =m,T = 1,X = x]dFM |T=t,X=x(m)

−
∫

E[Y |M =m,T = 0,X = x]dFM |T=t,X=x(m)dFX(x),

pour t ∈ {0,1}.
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Dans le contexte des modèles linéaires, on déduit du théorème précédents les deux
corollaires suivants, le premier pour une variable de réponse continue et le deuxième pour
une variable de réponse binaire.

Corollaire 0.3.2 (Imaï et al. (2010b)). Sous SIA et en supposant les modèles linéaires à
équations structurelles (LSEM) suivants :

M = α2 +β2T + ξΓ
2X+ ε2

Y = α3 +β3T +γM + ξΓ
3X+ ε3,

où εi ∼ N (0,σ2
i ) pour i ∈ {2,3}, les effets direct et indirect moyens sont identifiés par

δ(0) = δ(1) = β2γ et ζ(0) = ζ(1) = β3.

On remarque qu’on retrouve ainsi les résultats donnés précedemment dans le cadre
simple des LSEM.

Lorsque la variable de réponse est binaire, sa distribution conditionnelle peut être
modélisée de deux façons. D’une part avec un modèle probit

P(Y = 1|T,M,X) = ΦN (0,σ2
3)(α3 +β3T +γM + ξΓ

3X),

où ΦN (0,σ2
3) est la fonction de répartition d’une loi normale N (0,σ2

3).
D’autre part, avec un modèle logit

logit (P(Y = 1|T,M,X)) = α3 +β3T +γM + ξΓ
3X.

Corollaire 0.3.3 (Imaï et al. (2010b)). Soit Y une variable binaire, on suppose les mo-
dèles suivants

M = α2 +β2T + ξΓ
2X+ ε2

Y = 1{Y ∗>0}, avec Y ∗ = α3 +β3T +γM + ξΓ
3X+ ε3

où ε2 ∼ N (0,σ2
2) et ε3 ∼ N (0,σ2

3) (respectivement ε3 ∼ L(0,1)) dans le cas du modèle
probit (respectivement modèle logit). L(0,1) désigne la fonction de répartition d’une loi
logistique. Sous SIA, les effets direct et indirect moyens sont identifiés par

δ(t) = E[Fu(ht,1)−Fu(ht,0)]
ζ(t) = E[Fu(h1,t)−Fu(h0,t)]

où
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ht,t′ = α3 +β3t+γ(α2 +β2× t′+ ξΓ
2X) + ξΓ

3X

et pour un modèle probit la fonction Fu est donnée par :

Fu(z) = Φ

 z√

γ2σ2
2 + 1




alors que pour un modèle logit on a :

Fu(z) =
∫ ∞

−∞
Φ
(
z−y
γσ2

)
ey

(1 + ey)2 dy.

0.4 Problématiques
Quand plusieurs médiateurs sont impliqués dans le modèle de médiation, il y a trois

cas possibles de relation entre ces médiateurs. La Figure 6 illustre ces différentes situations
avec l’exemple de deux médiateurs :

— Fig. 6(a) : Les médiateurs sont indépendants conditionnellement au traitement et
aux covariables mesurées (non représentées).

— Fig. 6(b) : Les médiateurs sont dépendants conditionnellement au traitement et
aux covariables mesurées sans pour autant que l’un affecte l’autre.

— Fig. 6(c) : Les médiateurs sont liés de façon causale, c’est-à-dire que l’un affecte
l’autre.

Dans la figure 6(b), on parle de médiateurs liés ou corrélés de façon non-causale
contrairement à la situation de la 6(c), où l’on parle de médiateurs corrélés de façon cau-
sale. De façon plus générale nous parlerons de médiation avec médiateurs non-causalement
liés pour désigner les cas représentés dans les Figures 6(a) et 6(b).

Les modèles de médiation des Figures 6(a) et 6(c) ont été traités durant ces dernières
années, notamment dans les articles suivants : VanderWeele and Vansteelandt (2014),
Lange et al. (2014), Daniel et al. (2015).

Le modèle de médiation de la Figure 6(b) correspond à un Graphe Acyclic Mixte
Dirigé (ADMG), notion introduite par Shpitser (2013) et Shpitser and Sherman (2018).
De ces travaux on déduit que l’effet direct (médié ni par M ni par W ) et l’effet joint
(médié par M et W ) peuvent être définis à partir d’observations. Cependant l’effet médié
uniquement par l’un des médiateurs M et W n’a pas été défini dans ce contexte.

Pourtant l’estimation de ces effets indirects individuels, chacun spécifique à un mé-
diateur donné, est d’une importance pratique. Dans le cadre de plusieurs médiateurs,
Imaï and Yamamoto (2013) proposent simplement d’étendre leur approche mentionnée
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T Y

M

W

(a) Indépendants

T Y

M

W

(b) Corrélés de façon non-
causale

T Y

M

W

(c) Corrélés de façon causale

Figure 6 – Les trois relations possibles entre deux médiateurs M et W .

ci-dessus à plusieurs médiateurs. Lorsque les médiateurs n’ont aucun lien de causalité et
que les hypothèses d’Ignorabilité Séquentielle sont vérifiées, ils suggèrent de faire plusieurs
analyses de médiation simples indépendantes, un médiateur à la fois. De toute évidence,
cette approche conduit à une estimation biaisée de l’effet direct, car elle oblige les effets
indirects via tous les autres médiateurs à contribuer à l’effet direct. Plus subtilement, cette
approche n’est pas appropriée lorsque les médiateurs sont corrélés de façon non-causale en
raison d’une covariable non mesurée U affectant causalement les deux médiateursM etW
comme dans la figure 7. En effet, dans cette situation, U est un confondant non-observé
de la relation entre M et Y et l’Ignorabilité séquentielle n’est alors pas vérifiée. Cette
remarque importante a été faite par Imaï and Yamamoto (2013) et VanderWeele and
Vansteelandt (2014), mais aucune solution explicite au problème n’a été proposée autre
que la réalisation de l’analyse de sensibilité susmentionnée. Un article récent de Kim et al.
(2019) décrit une approche alternative dans laquelle la dépendance entre médiateurs est
caractérisée par une copule gaussienne avec des modèles linéaires marginaux ; en utilisant
une approche entièrement bayésienne, ils imputent les contrefactuels non observés pour
estimer l’effet direct et les effets indirects à travers chaque médiateur. Cependant, cette
approche a été spécifiquement développée pour des variables continues. Nous nous sommes
alors demandés : "Comment peut-on, en présence de médiateur liés de façon non-causale,
calculer les effets indirects individuels de façon non-biaisée ? Quelles nouvelles hypothèses
devons-nous introduire pour cela ?" Dans la première partie de ce travail de thèse nous
répondons à ces questions.

Après avoir proposé une modélisation permettant de répondre à ces premières ques-
tions, d’autres sont naturellement apparues concernant le nombre de médiateurs à prendre
en compte dans le modèle. En effet, des modèles computationnellement coûteux sont-ils
adaptés lorsque le nombre de médiateurs est très grand ? La réponse à cette question a fait
l’objet de la seconde partie de ce travail de thèse. Dans le cadre de l’analyse de médiation,
les données de grande dimension correspondent à des données où le nombre de médiateurs
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T Y
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W

U

Figure 7 – Corrélation entre les médiateurs induite par U .

candidats est important et en particulier supérieur au nombre d’observations (Figure 8).
Notre méthode d’analyse de médiateurs multiples décrite au Chapitre 1 ne peut pas être
appliquée au cas de la médiation en grande dimension car en pratique elle repose sur la
régression, ce qui ne donne pas de résultats fiables lorsque le nombre d’observations est
beaucoup plus grand que le nombre de variables. On peut alors se demander : "Doit-on
s’intéresser à l’ensemble des médiateurs ou en sélectionner certains ? Quels sont leurs
effets ? Peut-on éventuellement classifier ces médiateurs ?".

Dans les applications, il est raisonnable de faire l’hypothèse que seule une petite pro-
portion des médiateurs candidats peut médier l’effet de l’exposition sur la variable de
réponse. D’un point de vue théorique le modèle de la variable de réponse Y en fonction
des médiateurs est identifiable lorsque le nombre de médiateurs est relativement petit,
c’est-à-dire inférieur au nombre d’observations. Cette hypothèse nous permet d’étendre
l’analyse de médiation multiple à un cadre de grande dimension en faisant de l’identifica-
tion des médiateurs actifs un problème de sélection de variables.

0.5 Organisation de la thèse
Ce travail de thèse s’est déroulé en deux parties. Dans un premier temps, nous avons

développé une méthode d’analyse de mediation multiple en présence de médiateurs liées
de façon non-causale. Dans un deuxième temps, nous avons proposé une nouvelle méthode
de sélection de médiateur dans le cadre de la grande dimension. Le manuscrit s’organise
de la manière suivante :

Dans le Chapitre 1 de cette thèse, nous suggérons qu’une solution possible à l’esti-
mation des effets d’intérêts en présence de médiateur corrélés de façon non-causale passe
par l’estimation de la loi multivariée des médiateurs conditionnellement au traitement.
Cela permet de prendre en compte la corrélation entre médiateurs induite par la variable
non observée U . Nous présentons donc le Théorème 1.4.1 qui permet d’estimer les ef-
fets causaux de médiations de façon non-paramétrique, excepté pour les effets indirects
individuels. Nous présentons aussi les corollaires 1.5.1 et 1.6.1 qui, pour des modèles
paramétriques, permettent l’estimation et l’identification de tous les effets causaux de
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ML

ML+1
............

MK

Figure 8 – Modèle de médiation en présence d’un grand nombre de médiateurs potentiels.
Les variables (M1, . . . ,ML) ont un rôle de médiation et ce sont ces variables que l’on
cherche à sélectionner. Les variables (ML+1, . . . ,MK) ne sont pas des médiateurs et on
cherche à les exclure.

médiation.

Le Chapitre 2 aborde deux domaines, la question de la classification de médiateurs et
celle de la sélection de médiateurs. Dans la première partie du Chapitre 2 nous proposons
une méthode de classification basée sur les corrélations entre les médiateurs, corrélations
conditionnelles au traitement et aux covariables. En se basant sur une approche de clas-
sification spectrale expliquée par von Luxburg (2007), cette méthode permet d’isoler des
blocs de médiateurs indépendants entre eux. Ces blocs sont constitués de médiateurs cor-
rélés entre eux de façon causale et/ou non-causale. Ainsi, en introduisant une analyse de
médiation par bloc, on est ramené à la problématique du Chapitre 1.

La deuxième partie du Chapitre 2 décrit une nouvelle méthode de sélection de média-
teurs reposant sur 2 étapes. La première se base sur une approche Group-LASSO de façon
à réduire le nombre de médiateurs à un nombre inférieur au nombre de données. Nous
utilisons ensuite notre méthode présentée aux Chapitre 1 pour calculer les effets médiés
et leur p-valeur permettant ainsi d’effectuer un test multiple sur les effets médiés. Nous
nous comparons à trois méthodes de sélection de médiateurs existantes HIMA, HDMA et
CMF. Notre méthode permet, de plus, la prise en compte simultanée de plusieurs trai-
tements, sélectionnant des médiateurs communs pour plusieurs traitement identifiés sur
une variable de réponse. L’ensemble de notre méthode est implémenté et disponible dans
notre package présenté au Chapitre 3.

Dans le Chapitre 3 nous présentons l’algorithme d’estimation des effets causaux d’in-
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térêts que nous utilisons dans notre package R multimediate disponible sur GitHub
(https://github.com/AllanJe/multimediate). Nous présentons aussi notre méthode
d’estimation de la corrélation entre les médiateurs conditionnellement au traitement et
aux covariables pour différents type de médiateurs.

Finalement dans le Chapitre 4 nous avons appliqué notre méthode d’analyse de média-
tion multiple sur des données réelles. Premièrement en collaboration avec Laura Baglietto,
Marco Fornili du Département de Mèdecine Clinique de l’Université de Pise et Gianluca
Severi du Centre de Recherche en Epidémiologie et Santé des Populations de l’Inserm,
nous avons travaillé sur l’effet de l’hormonothérapie substitutive sur le cancer du sein. Ce
travail a permis la rédaction d’un article en soumission (Fornili et al. (2020)), dont nous
présentons une partie des résultats. Deuxièmement en collaboration avec Enrica Marzola
du Département de Neurosciences de l’Université de Turin, nous avons aussi travaillé sur
l’effet des tempéraments affectifs sur l’anorexie mentale. Ce travail fait l’objet d’un article
en cours de rédaction. Nous présentons ici les résultats qui figureront dans l’article.

Le Chapitre 1 correspond à l’article publié, Jérolon et al. (2020), rédigé en collaboration
avec Etienne Birmélé, Laura Baglietto, Vittorio Perduca et Flora Alarcon. L’article a été
adapté de façon à être cohérent à un Chapitre de cette thèse. Notez que la sous-section
1.6.2 a été ajoutée car il s’agit d’un travail complémentaire ultérieure à la soumission de
l’article Jérolon et al. (2020). Le Chapitre 2 présente le travail d’un article en cours de
rédaction. Le Chapitre 3 présente notre package R disponible sur Github implémentant
les méthodes et approches de l’analyse de médiation présenté dans les Chapitres 1 et 2.
Chaque Chapitre est introduit en reprenant et détaillant certains points de la présente
introduction.
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- Extension des hypothèses d’Ignorabilité Article publié Jérolon et al. (2020)
Séquentielle au cas multiple Présentations orales

Chapitre 1 - Extension des résultats d’identification Posters
non-paramétrique au cas multiple
- Étude de simulation comparative

- Classification de médiateurs par leur corrélation
Chapitre 2 - Analyse de médiation par bloc

- Sélection de médiateurs en grande dimension Article en cours de rédaction
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- Développement d’un algorithme pour
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Chapitre 4 - Effet de l’hormonothérapie substitutive Article soumis Fornili et al. (2020)

sur le cancer du sein
- Effets des tempéraments sur l’anorexie mentale Article en cours de rédaction

Table 3 – Récapitulatif des contributions de chaque chapitre et leurs valorisations.



Chapitre 1

Médiateurs liés de façon non-causale

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.2 Définition des effets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.3 Hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4 Identifiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.5 Variable de réponse continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.6 Variable de réponse binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.6.1 Identification des effets causaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.6.2 Effets causaux à l’échelle des odds ratios . . . . . . . . . . . . . 36

1.7 Étude de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.7.1 Méthode de simulation des données . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.7.2 Limites des analyses simples indépendantes en présence d’une

cause commune affectant les médiateurs. . . . . . . . . . . . . . 39
1.7.3 Étude empirique des propriétés des estimateurs. . . . . . . . . 41

1.1 Introduction
Dans ce chapitre nous nous concentrons sur l’analyse de médiation en présence de

médiateurs multiples liés de façon non causale (c’est-à-dire soit indépendants , Fig. 6(a),
soit corrélés de façon non-causale, Fig. 6(b)). Sur ces figures, les flèches en pointillés bidi-
rectionnels indiquent une corrélation non causale, due par exemple à une cause commune
latente, comme dans la Figure 7. Shpitser (2013) et Shpitser and Sherman (2018) dé-
finissent les districts comme les composants connectés du graphique limités aux arêtes
et bidirectionnelles et décrivent une condition nécessaire et suffisante pour identifier les

27
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effets, exprimée en termes de données d’observation. Dans le cas d’un cadre de média-
tion multiple, cette condition dit que l’effet médié par un ensemble S de médiateurs peut
être écrit en fonction des observations si et seulement si S peut être écrit comme l’union
de certains districts. Dans le cas de la Figure 6(b), cela signifie que l’effet direct (médié
ni par M ni par W ) et l’effet joint (médié par M et W ) peuvent être écrits en termes
d’observations, mais que l’effet médié uniquement par M ne le peut pas.

L’estimation de ces effets indirects individuels, chacun spécifique à un médiateur
donné, est cependant d’une importance pratique. Pour ce faire, Imaï and Yamamoto
(2013) étend son approche mentionnée précédemment à plusieurs médiateurs. Lorsque les
médiateurs n’ont aucun lien de causalité et que les hypothèses d’Ignorabilité Séquentielle
sont vérifiées, ils suggèrent de faire plusieurs analyses de médiateur simple en parallèle,
un médiateur à la fois. De toute évidence, cette approche conduit à une estimation biai-
sée de l’effet direct, car elle oblige les effets indirects via tous les autres médiateurs à
contribuer à l’effet direct. Plus subtilement, cette approche n’est pas appropriée lorsque
les médiateurs sont corrélés de façon non-causale en raison d’une covariable non mesurée
U affectant causalement les deux médiateurs M et W comme dans la figure 7. En effet,
dans cette situation, U est un confondant non-observé de la relation entre M et Y et
l’Ignorabilité séquentielle n’est alors pas vérifiée. Cette remarque importante a été faite
par Imaï and Yamamoto (2013) et VanderWeele and Vansteelandt (2014), mais aucune
solution explicite au problème n’a été proposée autre que la réalisation de l’analyse de
sensibilité évoquée dans l’Introduction.

Dans l’Introduction de cette thèse nous avons commencé par revoir les résultats et dé-
finitions dans le cas de médiation simple obtenus par Imaï et al. (2010b). Dans le présent
Chapitre, nous étendons les définitions et les résulats théoriques au cas de médiateurs
liés de façon non-causale. Pour se faire, nous introduisons les hypothèses d’identification
SIMMA et nous les comparons à celles de l’Ignorabilité Séquentiel (SIA) dans le cas mul-
tiple présenté dans Imaï and Yamamoto (2013). Nous démontrons que sous les hypothèses
SIMMA les effets direct, indirect et joint peuvent être exprimés par des formules n’im-
pliquant que des variables observables, alors que l’effet indirect individuel est obtenu par
une formule où interviennent des variables observables et contrefactuelles. Ces formules
amènent à des estimations non-biaisées des effets direct and indirect joint, conformément
à Shpitser and Sherman (2018).

Pour l’estimation non biaisée des effets indirects individuels, nous suggérons qu’une
solution possible au problème d’identification passe par l’estimation de la loi multivariée
des médiateurs conditionnellement au traitement. Cela permet de prendre en compte la
corrélation entre médiateurs induite par la variable non observée U . Un article récent
de Kim et al. (2019) décrit une approche alternative dans laquelle la dépendance entre
médiateurs est caractérisée par une copule gaussienne avec des modèles linéaires margi-
naux ; En utilisant une approche entièrement bayésienne, on impute des contrefactuels
non observés pour estimer l’effet direct et les effets indirects à travers chaque médiateur.
Cependant, cette approche a été spécifiquement développée pour les résultats continus,
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alors que notre méthode est valable pour des combinaisons de modèles présentées dans le
Chapitre 3.

T Y

M1

M2

MK−1

MK

Figure 1.1 – Diagramme causal de médiation multiple avec des médiateurs éventuelle-
ment corrélés. Le vecteur des facteurs de confusion du prétraitement X n’apparait pas
dans la figure. Les lignes en pointillés représentent les possibles corrélations non causales
et les traits pleins les relations causales. Une corrélation non causale est possible entre
chaque paire de médiateurs mais cela n’est pas montré pour une meilleure lisibilité de la
figure. Ainsi, chaque paire de médiateur peut être liés causalement.

Dans ce Chapitre et les suivants, nous adoptons le point de vue et le formalisme de
Imaï et al. (2010a) et Imaï et al. (2010b), décrits en Introduction.

1.2 Définition des effets

Notons Z le vecteur de l’ensemble des K ≥ 2 médiateurs et Mk le médiateur d’intérêt.
On note W k le complément de Mk dans Z, c’est-à-dire l’ensemble des médiateurs qui ne
sont pas d’intérêt. On note X le vecteur des covariables de pré-traitement.

L’effet moyen médié par Mk a été défini par Imaï and Yamamoto (2013) et donné
par :

δk(t) = E
[
Y (t,Mk(1),W k(t))

]
−E

[
Y (t,Mk(0),W k(t))

]
.

Comme mesure de l’effet moyen médié par l’ensemble des médiateurs, on définit :

δZ(t) = E [Y (t,Z(1))]−E [Y (t,Z(0))] .

Chacun des 2K effets directs est défini par :

ζ(t1, . . . , tK) = E
[
Y (1,M1(t1), . . . ,MK(tK))

]

−E
[
Y (0,M1(t1), . . . ,MK(tK))

]
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où tk ∈ {0,1} pour tout k ∈ {1, . . . ,K}.

Nous ne considérerons que ζ(0, . . . ,0) et ζ(1, . . . ,1), notés ζ(t), t ∈ {0,1}.
L’effet total τ est donné par :

τ = E [Y (1,Z(1))]−E [Y (0,Z(0))] .

Notons que τ est la somme de l’effet indirect joint et de l’effet direct :

τ = δZ(t) + ζ(1− t).

Remarque. Notons que l’effet indirect joint peut se décomposer de la façon suivante :

δZ(t) =
∑K
k=1

(
δk(t) +ηk(t)

)

K

où
ηk(t) = E

[
Y (t,Mk(1− t),W k(1))

]
−E

[
Y (t,Mk(1− t),W k(0))

]
.

Voir le commentaire de l’annexe A.1 pour une preuve de ce résultat.

1.3 Hypothèses
À travers ce chapitre, nous adoptons les hypothèses SUTVA (Stable Unit Treatment

Value Assumption,Rubin (1980)) qui sont nécessaires pour tout travail sur la causalité
avec des contrefactuels. Ces hypothèses impliquent :

1) qu’il n’y a pas "d’interférence" dans le sens où pour l’individu i le médiateur potentiel
et la variable de réponse ne dépendent pas du traitement des autres individus ( c’est-à-dire
que Mk

i (T ) =Mk
i (Ti) et Yi(T,Mk,W k) = Yi(Ti,Mk

i ,W
k
i )) et

2) il n’y a pas "plusieurs versions" du traitement (c’est-à-dire. Ti = T ′i implique que
Mk
i (Ti) =Mk

i (T ′i ) et Yi(Ti,Mk
i (Ti),W k

i (Ti)) = Yi(T ′i ,Mk
i (T ′i ),W k

i (T ′i ))).
Nous complétons les hypothèses SUTVA standards en supposant qu’il n’y a pas "plu-

sieurs versions" des médiateurs, c’est-à-dire que si Mk
i = Mk′

i , alors Yi(Ti,Mk
i ,W

k
i ) =

Yi(Ti,Mk′
i ,W

k
i ) (Forastiere et al. (2016)).

Nos résultats sont basés sur les hypothèses suivantes, que nous avons appelés Hypo-
thèses d’Ignorabilité Séquentielle pour des Médiateurs Multiples (SIMMA) :

{Y (t,m,w),M(t′),W (t′′)} ⊥⊥ T |X = x, (A.1)
Y (t′,m,w) ⊥⊥ (M(t),W (t)) |T = t,X = x (A.4)
Y (t,m,w) ⊥⊥ (M(t′),W (t)) |T = t,X = x (A.5)

où P (T = t|X = x) > 0, P (M(t) = m,W (t′) = w|X = x) > 0 et P (Z = z|T = t,X =
x)> 0 pour toutes les valeurs possibles de t, t′′,m,w et x.
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Une explication détaillée de SIMMA est donnée dans l’annexe A.2.

On rappelle ici que X est le vecteur de toutes les covariables de prétraitement ob-
servées, c’est-à-dire des variables qui ne sont pas affectées par le traitement. La première
hypothèse implique qu’il ne doit pas y avoir de facteurs de confusion de prétraitement non
observés entre le traitement et la variable de réponse et entre le traitement et les média-
teurs individuels une fois conditionnés sur toutes les covariables observées. La deuxième et
la troisième hypothèses excluent l’existence de deux types distincts de facteurs de confu-
sion entre les médiateurs pris conjointement et la variable de réponse : la confusion par une
variable de prétraitement non observée et la confusion par une variable de post-traitement
observée ou non observée.

Fondamentalement, ces hypothèses remplacent la deuxième et la troisième hypothèse
que Imaï and Yamamoto (2013) font dans la situation de plusieurs médiateurs causale-
ment indépendants, où une exigence similaire s’applique à chaque médiateur contrefactuel
séparément et est interprétée comme la randomisation de chaque médiateur par rapport
à la variable de réponse conditionnellement à l’action du traitement (voir annexe A.2).
Cependant, il est important de souligner que l’hypothèse (A.4) n’est pas plus restrictive
que l’hypothèse d’Imai en ce sens qu’elle ne les implique pas, comme nous le montrons
dans l’annexe A.2. Cette hypothèse est la même que l’hypothèse 2) pour plusieurs mé-
diateurs dans (VanderWeele and Vansteelandt (2014)). Notre troisième hypothèse (A.5)
n’est pas incluse dans Imaï et al. (2010a) ni dans VanderWeele and Vansteelandt (2014)
et est nécessaire pour estimer l’effet indirect individuel de chaque médiateur.

La raison du remplacement de l’hypothèse d’Imai par (A.4) et (A.5) est que nous nous
intéressons à la situation où M et W sont corrélés de manière non causale, généralement
en raison d’une variable de prétraitement U affectant les deux médiateurs comme dans la
Figure 1.2(a). Notez que si U n’est pas observé (c’est-à-dire qu’il n’est pas pris en compte
par X) les conditions (A.4) et (A.5) ne sont pas violées car la distribution conjointe des
médiateurs incorpore l’influence de U sur les médiateurs individuels. Au contraire, un tel
U violerait l’hypothèse correspondante de Imaï and Yamamoto (2013) car il constitue un
facteur de confusion non observé des relations entre W et Y et M et Y .

1.4 Identifiabilité
Dans ce qui suit, le médiateur d’intérêt M peut être l’un des K médiateurs, de sorte

que les résultats ci-dessous peuvent être appliqués à chaque médiateur. En particulier, cela
permettra d’exprimer l’effet indirect médié par chaque médiateur pris individuellement.

Notre premier résultat, donné par le Théorème 1.4.1 étend le Théorème 0.3.1 à plu-
sieurs médiateurs, non seulement lorsque les médiateurs sont causalement indépendants
comme le fait Imaï and Yamamoto (2013), mais aussi lorsqu’ils sont corrélés de façon non
causale.
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Théorème 1.4.1. On considére les K médiateurs qui peuvent être indépendants ou cor-
rélés de manière non causale.

Sous SIMMA, l’effet indirect moyen du médiateur d’intérêt est défini par :

δ(t) =
∫ (∫

RK
E [Y |M =m,W = w,T = t,X = x]

(
{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}

)
dFX(x).

(1.4.1)

De plus, l’effet indirect conjoint, l’effet direct et l’effet total sont identifiés de manière
non paramétrique respectivement par :

δZ(t) =
∫ (∫

RK
E [Y |Z = z,T = t,X = x]dFZ|T=1,X=x(z)

−
∫

RK
E [Y |Z = z,T = t,X = x]dFZ|T=0,X=x(z)

)
dFX(x),

ζ(t) =
∫ (∫

RK
E(Y |Z = z,T = 1,X = x)(z)

− E(Y |Z = z,T = 0,X = x)dFZ|T=t,X=x(z)
)

dFX(x),

τ =
∫ (∫

RK
E(Y |Z = z,T = 1,X = x)dFZ|T=1,X=x(z)

−
∫

RK
E(Y |Z = z,T = 0,X = x)dFZ|T=0,X=x(z)

)
dFX(x).

En médiation multiple, le théorème 1.4.1 a le même rôle que le théorème 0.3.1 en
médiation simple, car il montre que sous des hypothèses appropriées, les effets indirect
joint et direct sont identifiés de manière non paramétrique. En particulier, à partir des
équations ci-dessus, on peut dériver des estimateurs pour l’effet indirect joint et pour
l’effet direct, comme déjà montré par Shpitser (2013). En général, cependant, l’équation
(1.4.1) ne permet pas d’identifier un estimateur de l’effet indirect individuel du médiateur
d’intérêt, car la distribution conditionnelle de (M(t′),W (t)) n’est pas observable. Notez
que dans le cas particulier où M est indépendant de W , l’équation (1.4.1) devient

δ(t) =
∫ ∫

E [Y |M =m,T = t,X = x]dFM |T=1,X=x(m)

−
∫

E [Y |M =m,T = t,X = x]dFM |T=0,X=x(m)dFX(x),
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qui est l’équation pour δ(t) donnée par le théorème 0.3.1, permettant ainsi d’identifier
l’effet indirect moyen de manière non paramétrique. Ce résultat a été donné par Imaï and
Yamamoto (2013). Une preuve du théorème 1.4.1 est donnée dans l’annexe A.3.

Les deux corollaires suivants montrent des formules d’identification des effets indirects
et directs dans le cadre du LSEM ou lorsque les variables médiatrices sont gaussiennes
et Y est binaire. Fondamentalement, dans les corollaires suivants, nous supposons que
les corrélations entre les médiateurs potentiels sont les mêmes quel que soit le traitement
régissant les médiateurs :

cor
(
M i(t),M j(t′)|T,X

)
= ρij ,∀ t, t′ ∈ {0,1}, ∀ i, j ∈ [1,K]. (1.4.2)

Cette hypothèse est en effet suffisante pour identifier les effets indirects individuels
à travers M de l’équation (1.4.1) dans les modèles où la distribution jointe des média-
teurs est complètement décrite par la matrice d’espérance et de covariance, telle que
la gaussienne multivariée. Dans cette situation particulière, pour toutes les combinai-
sons de t 6= t′, l’espérance de (M(t),W (t′))|X = x est donnée par le vecteur (E[M |T =
t,X = x],E[W |T = t′,X = x]) et la matrice de covariance est identifiée par la matrice
de covariance de (M |T = t,X = x) et (W |T = t′,X = x) soit de (M |T = t,X = x) et
(W |T = t,X = x).

1.5 Variable de réponse continue
Corollaire 1.5.1. Considérons K médiateurs et P covariables. Supposons le modèle li-
néaire suivant

Z = α2 +βΓ
2 T + ξΓ

2X+ Υ2 (1.5.1)
Y = α3 +β3T +γΓZ+ ξΓ

3X+ ε3, (1.5.2)

où α2 = (αk2)1≤k≤K ,β2 = (βk2 )1≤k≤K ,γ= (γk)1≤k≤K , ξ2 = (ξkp2 )1≤k≤K,1≤p≤P , ξ3 = (ξp3)1≤p≤P , et
Υ2 = (εk2)1≤k≤K ∼ N (0,Σ2) est le vecteur des résidus qui a pour matrice de covariance
Σ2 ∈ RK ×RK et ε3 ∼N (0,σ2

3), avec σ3 ∈ R.
Si les K médiateurs sont non causalement corrélés, supposons que les corrélations par

paires entre les médiateurs potentiels ne dépendent pas des traitements qui les régissent,
c’est-à-dire que nous supposons la condition (1.4.2). Alors, sous SIMMA, l’effet indirect
du k-ième médiateur est identifié et donné par :

δk(0) = δk(1) = γkβ
k
2 .

De plus, l’effet indirect joint est la somme des effets indirects moyens de chaque mé-
diateur :
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δZ(t) =
K∑

k=1
δk(t).

L’effet direct est également identifié et donné par

ζ(0) = ζ(1) = β3.

Une preuve du Corollaire 1.5.1 est donnée dans l’annexe A.4. Notez qu’un résultat
équivalent pour l’effet indirect joint est présenté dans VanderWeele and Vansteelandt
(2014). Notez également que l’additivité des effets indirects individuels dans l’effet direct
conjoint (c’est-à-dire δZ(t) = ∑

k δ
k(t)) n’est valable que dans le contexte du corollaire

1.5.1, sinon ce n’est pas le cas.
Nous avons déjà observé que si lesK médiateurs sont indépendants, l’équation de l’effet

indirect marginal donné par le théorème 1.4.1 (analyse multiple) se réduit à l’équation
donnée par le théorème 0.3.1 (analyse simple). Dans cette situation, le corollaire 1.5.1
implique que dans le cadre des LSEM, les effets indirects donnés par des analyses simples
peuvent être sommés pour obtenir l’effet indirect joint. Évidemment, des analyses simples
ne permettent pas d’évaluer un effet direct global, car selon le médiateur d’intérêt, chaque
analyse simple conduira à un effet direct différent. Tous ces aspects seront illustrés par
des simulations dans la section 1.7.

1.6 Variable de réponse binaire

1.6.1 Identification des effets causaux
Dans cette partie, nous supposons la variable de réponse binaire, comme c’est fré-

quemment le cas en épidémiologie. Comme pour la médiation simple, on considère soit la
régression probit

P(Y = 1|T,Z,X) = ΦN (0,σ2
3)(α3 +β3T +γΓZ+ ξΓ

3X),

soit la régression logistique

logit (P(Y = 1|T,Z,X)) = α3 +β3T +γΓZ+ ξΓ
3X.

Corollaire 1.6.1. Supposons le modèle suivant avec une variable de réponse binaire :

Z = α2 +βΓ
2 T + ξΓ

2X+ Υ2, (1.6.1)
Y ∗ = α3 +β3T +γΓZ+ ξΓ

3X+ ε3, (1.6.2)
Y = 1{Y ∗>0} (1.6.3)
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où Υ2 ∼N (0,Σ2) et où soit ε3 ∼N (0,σ2
3), soit ε3 ∼ L(0,1). Supposons les K média-

teurs indépendants, ou non corrélés de manière causale. Supposons de plus que les cor-
rélations par paires entre médiateurs potentiels ne dépendent pas des traitements qui les
régissent comme dans la condition (1.4.2). Sous SIMMA, les effets d’intérêt sont donnés
par :

δk(t) =
∫
FU


(α3 +

K∑

j=1
γjα

j
2) + (β3 +

K∑

j=1,j 6=k
γjβ

j
2)t+γkβ

k
2 ×1 + (ξ3 +

K∑

j=1
γjξ

Γj
2 )x




−FU

(α3 +

K∑

j=1
γjα

j
2) + (β3 +

K∑

j=1,j 6=k
γjβ

j
2)t+γkβ

k
2 ×0 + (ξ3 +

K∑

j=1
γjξ

Γj
2 )x


dFX(x),

δZ(t) =
∫
FU


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3× t+

K∑

k=1
γkβ

k
2 ×1 + (ξ3 +

K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x




−FU

(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3× t+

K∑

k=1
γkβ

k
2 ×0 + (ξ3 +

K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x


dFX(x),

ζ(t) =
∫
FU


(α3 +
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dFX(x),

où pour une régression probit nous avons

FU (z) = Φ




z√√√√√σ2
3 +

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




,

et pour une régression logit nous avons

FU (z) =
∫

R
Φ




z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




ee3

(1 + ee3)2 de3.

Quand les médiateurs sont indépendants on a pour une régression probit
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FU (z) = Φ




z√√√√σ2
3 +

K∑

k=1
γ2
kσ

2
2



,

et pour une régression logistique

FU (z) =
∫

R
Φ




z− e3√√√√
K∑

k=1
γ2
kσ

2
2




ee3

(1 + ee3)2 de3.

Une preuve du Corollaire 1.6.1 peut être trouvée dans l’annexe A.5.

1.6.2 Effets causaux à l’échelle des odds ratios
Les effets causaux à l’échelle des odds ratios sont plus facilement interprétable lorsque

la variable de réponse est binaire, notamment par la communauté épidémiologique. L’uti-
lisation de cette échelle est avantageuse notamment dans le cas de données cas témoins,
souvent utilisées lorsque la variable de réponse représente une maladie dont la prévalence
est faible (VanderWeele and Vansteelandt (2010)).

Les effets causaux à l’échelle des odds ratios sont définis par :

ORδZ(t) = P [Y (t,Z(1))]
1−P [Y (t,Z(1))] ×

1−P [Y (t,Z(0))]
P [Y (t,Z(0))]

ORζ(t) = P [Y (1,Z(t))]
1−P [Y (1,Z(t))] ×

1−P [Y (0,Z(t))]
P [Y (0,Z(t))]

ORτ = P [Y (1,Z(1))]
1−P [Y (1,Z(1))] ×

1−P [Y (0,Z(0))]
P [Y (0,Z(0))]

L’odds ratio de l’effet total se décompose avec les odds ratio des effets direct et indirect
joint :

ORτ = ORδZ(t)ORζ(1− t)

En présence de plusieurs médiateurs nous définissons les odds ratio des effets indirects
individuels par :
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ORδk(t) =
P
[
Y (t,Mk(1),W k(t))

]

1−P
[
Y (t,Mk(1),W k(t))

] ×
1−P

[
Y (t,Mk(0),W k(t))

]

P
[
Y (t,Mk(0),W k(t))

]

Nous remarquons que nous pouvons établir une relation entre les effets et les effets
à l’échelle des odds ratios. Pour un effet causal défini par la différence de deux termes
Effcaus = A−B, l’effet causal correspondant à l’échelle des odds ratios se définit par
OREffcaus = A

B
× 1−B

1−A .

On peut donc écrire Effcaus en fonction de OREffcaus :

Effcaus = (OREffcaus
1−B
1−A −1)B

Réciproquement on a :

(OREffcaus = (EffcausB+ 1) 1−A
1−B

1.7 Étude de simulation
Dans cette section, nous validons nos résultats méthodologiques par des études empi-

riques. En particulier, nous comparons nos estimations des effets causaux de la médiation
aux effets réels et aux estimations obtenues en exécutant de simples analyses de médiation,
une pour chaque médiateur.

1.7.1 Méthode de simulation des données

À l’exception du cadre LSEM, il n’est en général pas simple d’obtenir les vraies valeurs
de l’effet de médiation à partir d’un modèle génératif causal, c’est-à-dire un ensemble
d’équations structurelles causales. Pour surmonter cette difficulté, nous commençons par
simuler une grande base de données de valeurs pour le traitement T et pour tous les
médiateurs contrefactuels Mk(t), et les variables de réponses Y (t,M1(t1), . . . ,MK(tK)),
voir Table 1.1 pour un exemple. Ensuite, nous calculons simplement les effets indirects
δk(t) et δZ(t) et l’effet direct ζ(t) comme des moyennes, selon les définitions données dans
la section 1.2. La grande taille de l’ensemble de données garantit que ces estimations de
Monte-Carlo peuvent être considérées comme les vraies valeurs. Dans cette étude, nous
générons un ensemble de données de 106 observations, de sorte que l’erreur d’estimation
est aussi petite que 0,2% de l’écart type de l’effet d’intérêt.
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Afin d’obtenir un sous-ensemble d’observations pour tester les méthodes d’estimation,
nous échantillonnons N individus (i.e. lignes) i = 1, . . . ,N et pour chacun d’eux nous ne
sélectionnons que les valeurs Y (Ti,Zi(Ti)) et Zi(Ti) correspondant à la valeur spécifique
de Ti. Plus précisément :

— si Ti = 0 on prend Zi = (M1
i , . . . ,M

k
i ) = (M1

i (0), . . . ,Mk
i (0)) =Zi(0) et Yi =Yi(0,Zi(0)),

— si Ti = 1 on prend Zi = (M1
i , . . . ,M

k
i ) = (M1

i (1), . . . ,Mk
i (1)) =Zi(1) et Yi =Yi(1,Zi(1)).

Les tableaux 1.1 et 1.2 illustrent la procédure de simulation.

Pour plusieurs modèles de simulations, nous estimons les différents effets d’intérêt
au moyen de l’algorithme général pour plusieurs médiateurs décrit dans la section 3.2.3.
Nous comparons nos estimations avec les vraies valeurs et les estimations de deux ana-
lyses simples (une pour chaque médiateur) obtenues avec le package mediation. Parce
qu’en toute généralité δk(1) 6= δk(0) et ζ(1) 6= ζ(0), et par souci de simplicité, nous nous
concentrons sur des effets moyens tels que δ = (δ(0)+δ(1))/2 et ζ = (ζ(1)+ζ(0))/2. Notez
que pour une variable de réponse continue et en l’absence d’interaction entre le traitement
et les médiateurs, les corollaires 0.3.2 et 1.5.1 impliquent que δk(1) = δk(0) et ζ(1) = ζ(0).
Pour chaque médiateur la proportion médiée est définie par PMk = δk/τ .

T M(0) M(1) W (0) W (1) Y (1,M(1),W (1)) Y (1,M(1),W (0)) Y (1,M(0),W (1))

0 0.28 1.08 0.53 1.43 2.42 1.79 1.94
0 0.42 1.22 -1.80 -0.90 1.41 0.78 0.93
1 0.63 1.43 0.03 0.93 1.87 1.24 1.39
1 0.75 1.55 2.24 3.14 2.95 2.32 2.47

Y (0,M(1),W (1)) Y (1,M(0),W (0)) Y (0,M(1),W (0)) Y (0,M(0),W (1)) Y (0,M(0),W (0))

2.02 1.31 1.39 1.54 0.91
1.01 0.30 0.38 0.53 -0.09
1.47 0.76 0.84 0.99 0.36
2.55 1.84 1.92 2.07 1.44

Table 1.1 – Données contrefactuelles simulées avec deux médiateurs indépendants.

T M W Y

0 0.28 0.53 0.91
0 0.42 -1.80 -0.09
1 1.43 0.93 1.87
1 1.55 3.14 2.95

Table 1.2 – Données observées simulées avec deux médiateurs indépendants. Les obser-
vations ont été extraites de la table 1.1.

À des fins de comparaison, nous analysons les simulations avec notre méthode de mé-
diation multiple, avec l’approche consistant à exécuter une analyse simple en parallèle
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(Imaï and Yamamoto (2013)) et avec la méthode décrite par VanderWeele and Vans-
teelandt (2014) que nous appelons V&V dans les résultats. Dans ce dernier cas, nous
rapportons non seulement les estimations des effets indirects et directs conjoints, mais
aussi les estimations des effets indirects spécifiques aux médiateurs, même si les auteurs
avaient déjà clairement expliqué que la corrélation entre médiateurs conduirait à un biais.

1.7.2 Limites des analyses simples indépendantes en présence
d’une cause commune affectant les médiateurs.

Dans cette section, les données sont générées sous le modèle décrit dans la figure 1.2(a),
où la dépendance entre les deux médiateurs est induite par la variable de prétraitement U .
Plus précisément, les variables sont simulées selon les distributions suivantes (N = 1000) :

— T suit une distribution de Bernoulli B(0.3)
— U suit une distribution normale N (0,1)
— la distribution conditionnelle des deux médiateurs contrefactuels sachant T et U

est

M1(t,u) ∼ N (1 + 4t+ 2u,1)
M2(t,u) ∼ N (2 + 6t+ 3u,1)

— la variable de réponse contrefactuelle suit la distribution normale

Y
(
t,M1(t′),M2(t′′)

)
∼ N (1 + 10t+ 5M1(t′) + 4M2(t′′),1).

Notons que la corrélation entre les deux médiateurs conditionnellement au traitement
(et non à U , Figure 6(b)), est égale à 0,7.

T Y

M1

M2

U

(a)

T Y

M1 U

(b)

T Y

M2

U

(c)

Figure 1.2 – Analyses de médiation multiples et simples, U étant observé. Les données
sont simulées selon le modèle en (a).

Lorsque nous avons deux médiateurs causalement indépendants et que U est ob-
servé, l’approche de Imaï and Yamamoto (2013) consiste à effectuer deux analyses simples
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comme dans les figures 1.2(b) et 1.2(c). Cependant, lorsque U n’est pas observé, la si-
tuation est comme dans la Figure 6(b) avec des médiateurs montrant une corrélation
résiduelle. Dans ce cas, la réalisation d’analyses simples séparées n’est pas appropriée car
les hypothèses d’ignorabilité séquentielle (A.2) et (A.3) sont violées (Imaï and Yamamoto
(2013)).

Nous illustrons ici ce problème par des simulations. Les intervalles de confiance à
95% des analyses simples sont donnés par la méthode d’Imaï. Ceux de la méthode de
VanderWeele et Vansteelandt sont obtenues avec la delta-méthode. Et ceux de l’analyse
de médiation multiple sont obtenus avec notre méthode (voir 3.2.3).

Effets Valeur Analyse Simple avec M1 Analyse Simple avec M2 V&V Analyse Multiple
δZ 44 NA NA 45.20 [40.30 ; 50.10] 44.40 [43.30 ; 45.50]

PMZ 0.81 NA NA 0.82 0.81 [0.81 ; 0.82]
δ1 20 19.40 [17.70 ; 21.10] NA 20.40 [15.90 ; 24.90] 20.50 [19.60 ; 21.40]

PM1 0.37 0.36 [0.33 ; 0.39] NA 0.37 0.38 [0.36 ; 0.40]
δ2 24 NA 21.60 [18.80 ; 24.60] 25.30 [18.90 ; 31.60] 23.90 [23.10 ; 24.66]

PM2 0.44 NA 0.40 [0.34 ; 0.45] 0.45 0.44 [0.42 ; 0.45]
ζ 10 35 [33.40 ; 36.60] 32.80 [29.70 ; 35.65 9.90 [9.20 ;10.60] 9.90 [9.70 ; 10.20]
τ 54 54.40 [53.40 ; 55.40] 54.40 [53.30 ; 55.50] 55.10 [50.20 ; 59.90] 54.43 [53.20 ; 55.50]

Table 1.3 – Comparaison des méthodes en ajustant pour U lorsque toutes les variables
de la figure 1.2(a) sont observées. Pour rappel δa : effet médié par a, PMa : proportion
médiée par a, ζ : effet direct et τ : effet total.

Effets Valeur Analyse Simple avec M1 Analyse Simple avec M2 V&V Analyse Multiple
δZ 44 NA NA 46.80 [40.30 ;53.40] 43.20 [40.20 ; 46.20]

PMZ 0.81 NA NA 0.80 0.81 [0.80 ; 0.82]
δ1 20 38.40 [34.50 ; 42.30] NA 41.60 [32.40 ;50.70] 20 [18.00 ; 22.20]

PM1 0.37 0.72 [0.68 ; 0.75] NA 0.73 0.37 [0.33 ; 0.42]
δ2 24 NA 40.86 [37 ; 44.90] 44.70 [36.60 ;52.80] 23.20 [20.90 ; 25.50]

PM2 0.44 NA 0.76 [0.73 ; 0.79] 0.78 0.43 [0.38 ; 0.48]
ζ 10 14.70 [13.20 ; 16.40] 12.46 [10.90 ; 13.90] 10.10 [9.90 ; 10.40] 9.90 [9.70 ; 10.20]
τ 54 53.20 [49.20 ; 57] 53.30 [49.50 ; 57.20] 57 [50.40 ; 63.60] 53.20 [50.20 ; 56.20]

Table 1.4 – Comparaison des méthodes en n’ajustant pas pour U : les données sont
générées comme dans la figure 1.2(a) mais analysées comme si U n’était pas observé.
Pour rappel δa : effet médié par a, PMa : porportion médiée par a, ζ : effet direct et τ :
effet total.

Comme prévu, les tableaux 1.3 et 1.4 montrent que des analyses simples ajustées pour
U donnent des estimations précises des effets indirects (mais évidemment pas de l’effet
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direct), alors qu’elles donnent un biais d’estimation lorsque U n’est pas prise en compte.
Au contraire, notre méthode donne des estimations précises de tous les effets avec ou
sans prise en compte de U , montrant qu’il est toujours possible de mener une analyse
de médiation pour estimer tous les effets même lorsque U n’est pas observé. Notez que
l’ajustement pour U se fait en prenant en compte U dans les modèles de régression des
médiateurs et de la variable de réponse.

Dans la sous-section suivante, nous supposons que U n’est pas observée, comme c’est
souvent le cas en pratique.

1.7.3 Étude empirique des propriétés des estimateurs.
La section précédente a illustré notre méthode sur une seule simulation. Dans cette

section, nous effectuons une étude basée sur la simulation pour évaluer les propriétés des
estimateurs proposés. Plus précisément, nous calculons le biais, la probabilité de couver-
ture de l’intervalle de confiance, l’erreur quadratique moyenne (MSE) et la variance de
nos estimateurs en faisant des moyennes sur les 200 simulations pour chaque paramètre
considéré. Nous comparons les estimations de plusieurs analyses simples, une pour chaque
médiateur, aux estimations obtenues avec notre analyse de médiation multiple pour diffé-
rents niveaux de corrélation. Nous considérons deux modèles de simulation causale tenant
compte de deux types de variable de réponse (continue et logit binaire), et deux mé-
diateurs continus sans relation causale. Les médiateurs corrélés de manière non causale,
Figure 6(b), sont simulés à partir d’une distribution normale multivariée avec une matrice
de covariance fixe. Les détails des modèles de simulation se trouvent dans l’annexe A.6.

Des simulations selon le modèle 1 (variable de réponse continue) sont exécutées pour
différentes valeurs de corrélation entre les médiateurs et l’augmentation de la taille de
l’échantillon de données observées (50, 200, 500 et 1000). Les résultats pour le biais et la
probabilité de couverture peuvent être vus dans les figures 1.3, 1.4, 1.5 et 1.6. Cette figure
montre clairement que notre approche permet une estimation non biaisée, contrairement
aux analyses simples, tant pour les effets directs qu’indirects.

L’intervalle de confiance empirique à 95% donné par notre méthode contient la valeur
réelle dans environ 95% des essais, tant pour les effets indirects que directs et quelle que
soit la corrélation entre les médiateurs. Au contraire, des analyses simples n’obtiennent
des couvertures satisfaisantes que lorsque la corrélation est presque nulle.

Comme prévu, les estimateurs des effets indirects individuels obtenus avec la méthode
de VanderWeele and Vansteelandt (2014) ont le même comportement que les estimations
d’analyse simples. De plus, les estimateurs des effets indirects et directs conjoints par la
méthode de VanderWeele and Vansteelandt (2014) se comportent de la même manière
que les nôtres, sauf que la probabilité de couverture est constante pour leur méthode

Notons par ailleurs que nos estimateurs ont une faible variance et une faible MSE pour
des échantillons de plus de 200 observations.



42 CHAPITRE 1. MÉDIATEURS LIÉS DE FAÇON NON-CAUSALE

Des simulations ont également été effectuées pour le modèle 2 (variable de réponse
binaire) pour différentes valeurs de corrélation entre les médiateurs avec 1000 données
d’observations. Comme l’illustre la figure 4.5 de l’annexe, les résultats pour le biais, la
probabilité de couverture, la variance et la MSE confirment que nos estimateurs sont
sans biais et ont une faible variance. De plus, la probabilité de couverture attendue est
supérieure à celle obtenue dans le cas de plusieurs analyses simples. Notez que seule la
probabilité de couverture des effets indirects par l’intermédiaire des médiateurs individuels
lorsque la corrélation est positive n’est pas satisfaisante. Cela est probablement dû aux
estimations de variance très faibles.
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Figure 1.3 – Modèle 1 (variable de réponse continue) : biais, probabilité de couverture de
l’intervalle de confiance, erreur quadratique moyenne (MSE) et variance des estimateurs à
effet indirect δ̂1 calculés comme des moyennes sur les 200 simulations lorsque la corrélation
entre les médiateurs varie. La formule de biais utilisée ici est Bias= Θ−E

[
Θ̂
]
.
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Figure 1.4 – Modèle 1 (résultat continue) : biais, probabilité de couverture de l’intervalle
de confiance, erreur quadratique moyenne (MSE) et variance des estimateurs des effets
indirects δ̂2 calculés comme des moyennes sur les 200 simulations lorsque la corrélation
entre les médiateurs varie. La formule de biais utilisée ici est Bias= Θ−E

[
Θ̂
]
.
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Figure 1.6 – Modèle 1 (variable de réponse continue) : biais, probabilité de couverture de
l’intervalle de confiance, erreur quadratique moyenne (MSE) et variance de l’estimateur
de l’effet indirect joint δ̂Z calculé comme des moyennes sur les 200 simulations lorsque la
corrélation entre les médiateurs varie. La formule de biais utilisée ici est Bias= Θ−E

[
Θ̂
]
.
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2.1 Introduction
L’amélioration de la collecte et de la mesure des données a fait que les données de

grande dimension sont largement utilisées dans de nombreux domaines de la recherche
scientifique. Dans le cadre de l’analyse de médiation, les données de grande dimension
correspondent à des données où le nombre de médiateurs potentiels (qui ici ne renvoie pas
à la notion de contrefactuelle) est important et en particulier supérieur au nombre d’ob-
servations (Figure 8). On peut alors se demander : "Doit-on s’intéresser à l’ensemble des
médiateurs ou en sélectionner certains ? Quels sont leurs effets ? Peut-on éventuellement
classifier ces médiateurs ?"

La première partie de ce chapitre aborde la question de la classification de média-
teurs. Nous proposons une méthode de classification basée sur les corrélations entre les
médiateurs, corrélations conditionelles au traitement et aux covariables. Cette méthode

47



48 CHAPITRE 2. GRANDE DIMENSION

de classification se base sur une approche de classification spectrale expliquée par von
Luxburg (2007).

La deuxième partie de ce chapitre décrit une nouvelle méthode de sélection reposant
sur deux étapes. La première se base sur une approche Group-LASSO de façon à réduire le
nombre de médiateurs à un nombre inférieur au nombre de données. Nous utilisons ensuite
notre méthode présentée aux Chapitre 1 pour calculer les effets médiés et leur p-valeur
permettant ainsi d’effectuer un test multiple sur les effets médiés. Nous nous comparons
à trois méthodes de sélection de médiateurs existantes HIMA, HDMA et CMF. Notre
méthode permet de plus la prise en compte simultanée de plusieurs traitements. Sélec-
tionnant des médiateurs communs pour plusieurs traitement identifiés sur une variable de
réponse. L’ensemble de notre méthode est implémenté et disponible dans notre package
présenté au Chapitre 3.

2.2 Classification des médiateurs
Pour réduire le nombre d’effet à considérer quand le nombre de médiateur P est grand,
nous proposons de considérer les médiateurs par groupe et de considérer alors les effets
médiés par ces groupes de médiateurs. On choisit de définir ces groupes par rapport à la
corrélation entre les médiateurs au vu du biais qu’il peut y avoir dans l’estimation des
effets causaux, comme illustré au Chapitre 1.

On souhaite donc, à partir d’un nombre P de médiateurs potentiels, définir différents
blocs de médiateur par rapport à leur corrélation. On se propose ici d’utiliser la théorie
des graphes et le clustering spectral pour déterminer les différents blocs puis de faire de
l’analyse de médiation par blocs, c’est-à-dire quantifier l’effet médié par chaque bloc. En
pratique on se retrouve pour chaque bloc Bk avec un nombre Pk de médiateurs sans savoir
à quels blocs appartiennent ces médiateurs ni le nombre K de blocs.

On se place dans le modèle suivant illustré dans la Figure 2.1 :
— T suit une loi de Bernoulli.
— Les médiateurs du bloc Bk suivent la loi M i

k ∼N
(
µik +αikT +κikUk,σ

i
k

)
pour i ∈

{1, . . . ,Pk}.
— La variable de réponse suit une loi normale Y ∼N (µ0 +α0T +∑K

k βkBk,σ0)

où Bk = (M1
k , . . . ,M

Pk
k )Γ et βk = (β1

k, . . . ,β
Pk
k )Γ, avec Pk le nombre de médiateurs dans

le bloc Bk.

Ici on observe le traitement T , un nombre P =∑
kPk de médiateurs et la variable de

réponse Y . Les variables de pré-traitement Uk ne sont pas observées. Dans un même bloc
Bk on retrouve les médiateurs qui ont Uk pour cause commune et/ou des médiateurs qui
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Figure 2.1 – Médiation par bloc

sont causalement liés. On suppose que les blocs sont indépendants, c’est-à-dire que les
Uk sont indépendants entre eux et qu’il n’y a pas de relation causale entre les blocs. La
matrice de variance-covariance entre les médiateurs Σ a, par définition du modèle, une
structure diagonale par bloc :

Σ =




Σ1
Σ2

. . .
ΣK




2.2.1 Classification spectrale
Considérons le graphe non orienté dont les nœuds sont les médiateurs et dont les arêtes

relient les médiateurs, avec un poids lié à leur corrélation ou autre mesure de similarité.
Sous le modèle étudié, ce graphe est une union de K groupes de taille P1, . . . ,Pk, les mé-
diateurs issus de deux groupes différents étant indépendants. Une manière de déterminer
les groupes de médiateurs, tels que décrits dans la Figure 2.1, est alors de considérer l’es-
timation G de ce graphe obtenue en considérant le graphe complet des médiateurs avec
des arêtes pondérées par leur similarité observée. On réalise ensuite une classification de
ce graphe, c’est-à-dire un partitionnement des sommets en groupes tel que les connections
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de poids fort aient préférentiellement lieu entre les sommets d’un même groupe. Pour cela,
nous proposons d’utiliser la classification spectrale (von Luxburg (2007)), ce qui donne
lieu à l’algorithme suivant. On présente l’ensemble des étapes de l’algorithme que nous
adaptons à notre problème.

Algorithme. Classification des médiateurs
1. Matrice de similarité S. Notons ρij la corrélation entreMi etMj, ρij = cor(Mi,Mj).

La matrice de similarité S = (sij)1≤i,j≤Q permet de modéliser les relations entre
les médiateurs Mi et Mj. Dans notre cas les médiateurs faisant partie du même
bloc auront une mesure de similarité élevée, et une mesure plus petite entre deux
médiateurs appartenant à des blocs différents. La mesure de similarité, sij, de-
vant être positive, on choisit l’information mutuelle, I(A,B), qui est une mesure
d’indépendance entre deux variables donnée par :

I(A,B) =
∫

R

∫

R
f(A,B)(a,b) log

f(A,B)(a,b)
fA(a)fB(b)dadb

Dans le cas où les variables, ici les médiateurs, suivent une loi normale on a :

sij =





−1
2 log(1−ρ2

ij)siρij ≤ 0.99

−1
2 log(1−0.992)sinon

Lorsque ρij ≥ 0.99 nous choisissons de fixer l’information mutuelle entre Mi et
Mj à I(Mi,Mj) =−1

2 log(1−0.992) pour éviter d’avoir des valeurs qui explosent à
l’infini.

2. Matrice d’adjacence W. La matrice d’adjacence pondérée W = (wij)1≤i,j≤Q,
contient des valeurs positives. Comme G est un graphe non-orienté, wij = wji. De
plus si Mi et Mj n’appartiennent pas au même block alors wij = 0. La matrice W
sera construite à partir de la matrice de similarité S :

wij =
{
sij si sij ≥ seuil
0 sinon

On décide d’avoir un graphe totalement connecté, on choisit donc 0 comme seuil.
Donc W = S.

3. Matrice de degré D La matrice de degrés D = (di)1≤i≤Q, est une matrice dia-
gonale et est déterminée par

di =
Q∑

j=1
wij
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di est le degré du médiateur Mi, il est obtenu en sommant le poids des arêtes liant
Mi au médiateurs qui lui sont adjacents.

4. Graphe laplacien non normalisé. La matrice L est obtenue avec L=D−W .
5. Matrice des vecteurs propres U. On détermine les K plus petites valeurs

propres de L et les K vecteurs propres correspondants. On concatène en colonne
ces vecteurs propres dans la matrice U .

6. K-means. La matrice U contient P lignes, chaque ligne correspond à un média-
teur. En appliquant l’algorithme des k-means sur les lignes de U on peut classifier
les médiateurs dans les K blocs.

Une fois les blocs déterminés on modifie Σ, la matrice de variance-covariance entre
les médiateurs, en fixant à 0 les covariances entre les médiateurs appartenant à des blocs
différents. On a ainsi indépendance entre les blocs. La structure de la matrice Σ est donc
donnée par les données.

Nous nous sommes placés dans un cadre où les médiateurs sont normalement distribués
et seule la construction de la matrice de similarité S à partir des corrélations utilise cette
hypothèse. Dans tous les autres cas, il est possible d’utiliser le classification spectrale
en adaptant la définition de la similarité comme on peut le voir au Chapitre 3 dans la
sous-section 3.2.2.

Les propriétés de la matrice L sont données dans l’annexe B.1

2.2.2 Analyse de médiation par blocs
Une fois les blocs définis on peut calculer les effets médiés par les différents blocs. Ces

effets sont définis de façon analogue aux quantités d’intérêt définis au Chapitre 1. On note
Bk l’ensemble des médiateurs appartenant au k-ième bloc et Wk le complémentaire de
Bk. De plus, on note δBk l’effet médié par le bloc Bk.

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses SIMMA et sous l’hypothèse que les K blocs de
médiateurs sont indépendants, on a le résultat suivant :

L’effet médié par le bloc Bk est identifiable non-paramétriquement et donné par :

δBk(t) = E [Y (t,Bk(1),Wk(t))]−E [Y (t,Bk(0),Wk(t))]

=
∫

RK
E [Y |Bk = b,Wk = w,T = t]

{dF(Bk(1),Wk(t))(b,w)−dF(Bk(0),Wk(t))(b,w)}
=

∫

RK
E [Y |Bk = b,Wk = w,T = t]

{dF(Bk(1))(b)dF(Wk(t))(w)−dF(Bk(0))(b)dF(Wk(t))(w)}
=

∫

RK
E [Y |Bk = b,T = t]{dF(Bk|T=1)(b)−dF(Bk|T=0)(b)},
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Corollaire 2.2.2. Soit le modèle avec K blocs de médiateurs suivant :

M i
k = µik +αikT +γikX+ εik, (2.2.1)

Y = µ0 +α0T +
K∑

k

βkZ+γ0X+ ε0, (2.2.2)

où 1≤ i≤ Pk,1≤ k ≤K,Bk = (M1
k , . . . ,M

Pk
k )Γ et βk = (β1

k, . . . ,β
Pk
k )Γ, avec Pk le nombre

de médiateurs dans le bloc Bk. On suppose εik ∼ N (0,σik), avec σik ∈ R et εik ∼ N (0,σ0),
avec σ0 ∈ R.

On suppose que les K blocs de médiateurs sont indépendants. Sous les hypothèses
SIMMA l’effet médié par le bloc Bk est non-paramétriquement identifié et donné par :

δBk(0) = δBk(1) =
Pk∑

i

αikβ
i
k.

De plus, l’effet indirect joint est la somme des effets indirects médiés par chaque bloc :

δZ(t) =
K∑

k=1
δBk(t).

L’effet direct est aussi identifié et donné par

ζ(0) = ζ(1) = α0.

Corollaire 2.2.3. Soit le modèle avec la variable de réponse binaire suivante :

Z = α2 +βΓ
2 T + Υ2, (2.2.3)

Y ∗ = α3 +β3T +γΓZ+ ε3, (2.2.4)
Y = 1{Y ∗>0} (2.2.5)

où Υ2 ∼N (0,Σ) et où ε3 ∼N (0,σ2
3) ou L(0,1).

Nous supposons que les K blocs de médiateurs sont indépendants. Sous les hypothèses
SIMMA, les effets d’intérêts sont donnés par :
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δBk(t) =
∫
FU


(α3 +

K∑

j=1
γjα

j
2) + (β3 +

K∑

j=1,j /∈Bk

γjβ
j
2)t+

K∑

j=1,j∈Bk

γjβ
j
2×1,Pk




−FU

(α3 +

K∑

j=1
γjα

j
2) + (β3 +

K∑

j=1,j /∈Bk

γjβ
j
2)t+

K∑

j=1,j∈Bk

γjβ
j
2×0,Pk


dX,

δZ(t) =
∫
FU


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3×1 +

K∑

k=1
γkβ

k
2 t,K




−FU

(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3×0 +

K∑

k=1
γkβ

k
2 t,K


dX,

ζ(t) =
∫
FU


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3×1 + (

K∑

k=1
γkβ

k
2 )× t




−FU

(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) +β3×0 + (

K∑

k=1
γkβ

k
2 )× t


dX,

où pour une régression probit on a :

FU (z,K) = Φ




z√√√√√σ2
3 +

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




,

et pour une régression logistique :

FU (z,K) =
∫

R
Φ




z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




ee3

(1 + ee3)2 de3.

2.2.3 Étude de simulation
L’analyse de médiation par blocs a pour avantage de considérer moins de paramètres

d’intérêt que l’analyse de médiation multiple quand le nombre de médiateur augmente.
En effet, l’analyse de médiation par blocs considère l’effet total, l’effet direct, l’effet médié
joint et les effets médiés par les blocs de médiateurs quelque soit le nombre de médiateurs.
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Comme elle considère moins de paramètres, l’analyse de médiation par blocs est plus
facilement interprétable et plus intéressante en terme de temps de calcul. À titre d’illus-
tration, nous comparons dans la Figure 2.2 le temps de calcul de l’analyse de médiation
multiple et de l’analyse de médiation par blocs.

On considère un traitement binaire, des médiateurs continus et une variable de réponse
continue. Les médiateurs sont simulés de façon à avoir des blocs de deux médiateurs
corrélés de façon non-causale. On augmente le nombre de médiateurs et on fait une analyse
de médiation multiple à l’aide de notre fonction multimediate et une analyse de médiation
par blocs à l’aide de notre fonction blockmediate et on mesure le temps écoulé.

La Figure 2.2, illustre bien que lorsque que la structure du modèle est adéquat et que
les médiateurs sont nombreux sans pour autant être supérieur au nombre d’observations,
il est plus intéressant d’utiliser l’analyse de médiation par blocs.

Figure 2.2 – Comparaison du temps d’estimation des paramètres pour l’analyse de mé-
diation multiple et pour l’analyse de médiation par blocs. Le temps est donné en minutes.
Les blocs de médiateurs sont constitués de deux médiateurs corrélés de façon non-causale.
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2.3 Sélection de médiateur en grande dimension.
Dans les applications réelles, il est raisonnable de faire l’hypothèse que seule une

petite proportion de variables médie l’effet de l’exposition sur la variable de réponse. De
plus, d’un point de vue théorique le modèle de la variable de réponse Y en fonction des
médiateurs n’est identifiable que lorsque le nombre de médiateurs est petit, c’est-à-dire
inférieur au nombre d’observations. Étendre l’analyse de médiation multiple à un cadre
de grande dimension nécessite donc l’identification des médiateurs actifs à travers un
problème de sélection variable.

La sélection de médiateurs est un problème récent auquel plusieurs auteurs se sont
intéressés.

Une première famille de méthodes repose sur la succession de trois étapes dont la
première est l’application de la sure independent screening (SIS), décrite dans le travail
de Fan and Lv (2008). Cette méthode permet de réduire le nombre de médiateur sur la
base de leur corrélation avec la variable de sortie.

Zhang et al. (2016) proposent la méthode de sélection HIMA, où la deuxième étape
permet de sélectionner un ensemble de médiateurs à l’aide de la pénalité concave minimax
décrite dans le travail de Zhang (2010), avant d’être validé par un test multiple sur les
coefficients de médiation. L’ensemble de la procédure est implémentée et disponible dans
le package R hima.

Luo et al. (2020) proposent une procédure qui correspond à l’adaptation de Zhang
et al. (2016) pour les modèles de survie. La différence réside dans la dernière étape où
l’on décompose des effets de façon à obtenir l’effet médié par chaque médiateur, pour
finalement tester leur significativité avec un test de Sobel multiple.

Gao et al. (2019) proposent la méthode HDMA. La première étape SIS est suivie d’une
étape de de-biaisement des estimateurs et de dé-sparsification qui permet de prendre en
compte les corrélations entre les médiateurs. Et enfin une étape de test multiple sur
les coefficients de médiation est mise en oeuvre. L’ensemble de la procédure HDMA est
implémentée dans le package R hdma disponible sur Gao (2019).

Une deuxième famille de méthode utilise une approche bayésienne :
Dans le cadre des données génotypiques les méthodes généralement utilisées ne peuvent

pas distinguer la pléiotropie de la médiation causale et sont limitées par des hypothèses
trop fortes sur les données. Pour surmonter ces limitations, Park et al. (2017) développent
la médiation causale multivariée dans le déséquilibre de liaison étendue (CaMMEL), un
nouveau cadre d’inférence bayésien pour modéliser conjointement plusieurs effets médiés
et non médiés en s’appuyant uniquement sur des statistiques sommaires. Leur méthode
est implémentée et disponible sur Park (2017).

Avec la croissance des données omiques, l’analyse conjointe des données de génomique
au niveau moléculaire avec les données épidémiologiques grâce à l’analyse de médiation est
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de plus en plus courante. Cependant, une telle analyse conjointe nécessite des méthodes
qui peuvent simultanément prendre en compte des données avec un grand nombre de
médiateurs et des données qui en ont peu. Song et al. (2018) développent une méthode
d’inférence bayésienne utilisant des shrinkage priors continus pour étendre les techniques
usuelles d’analyse de la médiation causale à un cadre de grande dimension. Ainsi qu’ un
test multiple pour les effets indirects naturels en utilisant une procédure de permutation.

D’autres méthodes existent sans s’inscrire dans une famille particulière : Boca et al.
(2014), guidés par les méthodes développées pour tester les associations directes, proposent
une approche par permutation pour tester plusieurs médiateurs et contrôler la family wise
error rate (FWER). Leur méthode est implémentée et disponible sur Boca (2013).

Zhao and Luo (2016) propose une nouvelle pénalité appelée Pathway LASSO. Cette
fonction de pénalité est une relaxation convexe de la fonction produit non convexe, et
elle permet grâce à un critère d’optimisation calculable d’estimer et de sélectionner des
médiateurs.

van Kesteren and Oberski (2019) développe une approche hybride qui utilise à la fois
des composants de filtrage et de régularisation : le coordinate-wise mediation filter (CMF).
Cette approche converge en cas de données de grande dimension et le filtrage conditionnel
aux autres médiateurs sélectionnés permet de prendre en compte la corrélation entre mé-
diateurs. L’ensemble de la procédure CMF est implémentée dans le package R cmfilter,
disponible sur van Kesteren (2013).

Les approches d’estimation actuelles nécessitent de spécifier correctement un modèle
pour les relations causales entre les médiateurs, ce qui peut être difficile en présence
d’un grand nombre de médiateur continus. Loh et al. (2020) évite d’avoir à modéliser
ces relations, en s’appuyant sur une définition des effets interventionnels suggérés par
VanderWeele and Tchetgen Tchetgen (2017) pour la médiation longitudinale.

Problème

Le problème que nous désirons aborder a lieu en présence d’un(des) traitement(s), une
variable de réponse et d’un grand nombre de médiateurs potentiels qui, comme illustré sur
la Figure 2.3, est constitué de trois types de variables. Premièrement des vrais médiateurs
(illustrés parM1, . . .,M9 dans la figure 2.3), deuxièmement des faux médiateurs (illustrés
par M10,. . ., M13 dans la figure 2.3), que nous appelons ainsi étant donnés que la relation
de causalité avec ces variables est soit avec le(s) traitement(s) soit avec la variable de
réponse, et troisièmement des variables n’ayant aucun lien ni avec le(s) traitement ni avec
la variable de réponse (illustrés par M14, . . . ,MK dans la figure 2.3).

Nous nous plaçons sous l’hypothèse que la distribution des médiateurs et de la variable
de réponse sont normales, que nous avons identifiés P variables d’expositions et d’un grand
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nombre K de médiateurs potentiels. On a donc le modèle de médiation suivant :

Mk = µk +∑P
p=1αp,kTp+ εk

Y = µ0 +∑P
p=1αpTp+∑K

k=1βkMk + ε0
(2.3.1)

où αp l’effet direct de Tp sur Y après ajustement sur les médiateurs, αk =
(
α1,k, . . . ,αP,k

)Γ

représente l’effet de chaque traitement sur le médiateur Mk et β = (β1, . . . ,βK)Γ l’effet
des médiateurs sur la variable de réponse.

En présence de beaucoup de médiateurs potentiels, il est plus crédible de supposer que
seul un petit nombre K∗ joue réellement un rôle de médiation. Il est donc nécessaire de
réaliser une sélection de médiateurs, de façon à isoler les médiateurs qui médient un effet
significatif.

Nous développons une méthode permettant de sélectionner les médiateurs communs
(illustrés par M1, M2, M3 dans la figure 2.3) à plusieurs traitements identifiés. L’idée est
de favoriser la sélection de mêmes médiateurs potentiels pour les différentes expositions :
si un βk ou un αp,k sont non nuls, on a envie de moins pénaliser les autres éléments du
vecteur αk. Pour cela nous cherchons à résoudre le problème suivant :

θ̂ = argmin
θ∈RP×K+1

∑

k

‖Mk−
P∑

p
αp,kTp‖2 +‖Y −Mβ−

P∑

p
αpTp‖2 +λ

∑

k

pen(αk,βk), (2.3.2)

où θ est le vecteur des coefficients (α1, . . .,αK ,β1, . . . ,βK ,µ0)Γ et pen(αk,βk) étant
une pénalité à définir. Ainsi un médiateur Mk est sélectionné lorsque les coefficients du
vecteur αk et le coefficient βk sont non nuls.

2.3.1 MAHI en présence d’un seul traitement
Pour présenter notre méthode MAHI simplement et pour nous comparer aux autres

méthodes existantes, nous nous plaçons dans le cas d’une exposition unique, c’est à dire
que P = 1. On note K le nombre de médiateurs et I le nombre d’observations.

Notre méthode de sélection se décompose en une première sélection un peu grossière
et un affinement par la suite. C’est aussi le cas dans la plupart des méthodes existantes,
mais notre méthode de sélection se base sur les effets médiés dès la première étape.

En effet la première étape des méthodes connues commencent par déterminer les liens
entre la variable de sortie et les médiateurs. Pour déterminer ces liens, l’intuition pre-
mière serait de calculer l’estimateur des moindres carrés β̂MC de la régression linéaire des
médiateurs sur la variable de réponse, défini par :
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M1
M2
M3

M4
M5

M6
M7

M8
M9

M10
M11

M12
M13

M14
.........

MK

T1

T2

T3

Y

Figure 2.3 – Modèle de médiation en présence de trois expositions, d’un grand nombre
de médiateurs potentiels et d’une variable de réponse. Les effets directs des expositions
(T1,T2,T3) sont présents dans le modèle mais non explicités sur la figure pour sa lisibilité.
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β̂
MC = argmin

β∈RK

{1
2‖Y −Mβ−αT‖

2
2

}

Mais dans le cas où K > I, la matrice MΓM n’est pas de plein rang et donc non
inversible. La solution des moindres carrés est alors mal définie. On ne peut donc pas
l’utiliser pour déterminer les vrais médiateurs.

La méthode LASSO permet de pallier à ce problème en contraignant la norme l1 des
coefficients du vecteur β, ce qui force un certain nombre de coefficients de β à être nuls.
L’estimateur LASSO β̂

L
λ est défini par :

β̂
L
λ = argmin

β∈RK

{1
2‖Y −Mβ−αT‖

2
2 +λ‖β‖1

}
, (2.3.3)

avec λ≥ 0 le paramètre de régularisation. Plus λ sera grand et plus le problème sera
contraint et donc moins de coefficients de β̂Lλ seront non nuls. La méthode LASSO permet
de sélectionner les médiateurs un à un, en fonction de leur lien avec Y sans prendre en
compte le lien avec l’exposition.

Pour définir une méthode basée sur les effets médiés, la méthode LASSO n’est donc
pas adaptée. Nous nous sommes alors intéréssés à la méthode Group-LASSO (Grimonprez
et al. (2015)) qui, à l’aide d’une partition donnée a priori, permet de sélectionner un
certain nombre de groupes en fonction du paramètre de régularisation. En particulier dans
notre cas, les groupes doivent correspondre aux paires de coefficients (αk, βk), chacune
correspondant à un médiateur potentiel.

Définissons G un ensemble de groupes formant une partition en |G| groupes des K
variables et βg ∈ R|g| avec g ∈ G, le vecteur β restreint aux variables du groupe g. L’esti-
mateur du Group-LASSO β̂

GL
λ est définit par :

β̂
GL
λ = argmin

β∈RK





1
2‖Y −Mβ−αT‖

2
2 +λ

∑

g∈G

√
|g|‖βg‖2





Ainsi on retient ou rejette des groupes de variables déjà définis. Le poids |g| permet de
pénaliser plus fortement les groupes de grande taille qui auront tendance à être favorisés
pour la sélection par rapport à des groupes de petite taille.

Rappelons que dans notre cas nous ne cherchons pas à former des groupes de média-
teurs corrélés qui seront gardés ou non mais nous cherchons plutôt à choisir des média-
teurs par rapport à leur effet médié. Nous devons donc construire, pour K médiateurs,
K groupes contenant deux variables, où le k− ième groupe est composé du k− ième du
médiateur et du traitement. De plus la significativité des médiateurs ne se mesurent pas
seulement à la significativité des (β1, . . . ,βK)Γ mais à la significativité des effets médiés,
qui dans le cas présenté dans (2.3.1) et pour P = 1 correspond à la significativité des
produits

(
α1,1β1, . . . ,α1,KβK

)Γ
.
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Les questions suivantes se posent alors : Comment construire K groupes différents
avec une variable récurrente (l’exposition) dans chacun des groupes ? Comment définir une
pénalité qui permette la prise en compte simultanée pour un mediateur Mk des coefficients
α1,k et βk ?

Méthode Group-LASSO Pour répondre à ces deux questions nous devons réorganiser
les données de la façon suivante :

— z le vecteur de toutes les observations, de taille (K+ 1)I : z =




M1
· · ·

MK
Y


,

avec Mk =




Mk,1
...

Mk,I


le vecteur des observations du k− ième médiateur et Y =




Y1
...
YI




le vecteur des observations de la variable de réponse.
— X la matrice des variables explicatives de taille (K + 1)I × 2K + 1 définie par :

X =




T 0I . . . 0I 0I×K 0I
0I T . . . 0I
... ... ... ...

0I 0I . . . T 0I×K 0I
0I 0I . . . 0I M T



,

avec T =




T1
...
TI


 le vecteur des observations du traitement, 0I le vecteur nul de taille

I, 0I×K la matrice nulle de taille I×K et M la matrice de terme général Mk,i.

Avec les données réorganisées on remarque que z−Xθ=




M1−α1T
...

MK−αKT
Y−Mβ−µT



. On a donc

l’égalité suivante :
∑

k

‖Mk−αkT‖2 +‖Y−Mβ−µT‖2 = ‖z−Xθ‖2

On peut maintenant appliquer la méthode de Group-LASSO, on obtient :

θ̂GLλ = argmin
θ∈R2K+1





1
2‖z−Xθ‖

2 +λ
∑

1≤k≤K

√
2‖θk‖



 , (2.3.4)

avec θk = (αk,βk).
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Résoudre l’équation (2.3.4) revient à résoudre l’équation (2.3.2). Nous avons donc une
méthode permettant de sélectionner des médiateurs lorsque le nombre de médiateurs est
supérieur au nombre d’observations et cela en considérant simultanément les coefficients
αk et βk.

Afin de diminuer le taux d’erreur de sélection des médiateurs par la méthode Group-
LASSO on utilise la stability selection (Meinshausen and Bühlmann (2010)), qui est décrite
dans la première étape de notre algorithme de sélection de médiateurs, MAHI, décrit ci-
dessous.

Algorithme. L’algorithme MAHI se déroule en deux étapes :
1. Stability selection. À partir des données on génère un nombre nboot de données

bootstrap. Pour chaque jeu de données bootstrap on utilise la méthode Group-
LASSO telle que définie dans l’équation (2.3.4). On compte alors Nk, le nombre de
fois où le médiateur Mk a été sélectionné sur les nboot fois et on classe les média-
teurs par rapport à Nk. On choisit alors les Kmax premiers médiateurs, où Kmax
est un nombre choisi arbitrairement.

2. Test multiple. On utilise notre fonction R multimediate pour réaliser une analyse de
médiation multiple avec les Kmax médiateurs. La fonction multimediate nous per-
met d’avoir une p-valeur pour chaque effet médié. La méthode utilisée pour calculer
cette p-valeur est présentée dans le Chapitre 3. On a donc un vecteur de p-valeur
de longueur Kmax, noté Pvect, auquel on applique la correction de Bonferroni :

Pcorr,k = min(Pkm×Kmax,1),

où Pkm est la p-valeur du k-ième élément de Pvect.
Si Pcorr,k < 0,05, nous pouvons conclure qu’il existe un effet de médiation significatif
passant par Mk.

L’ensemble de la procédure est implémenté dans le package R multimediate, disponible
sur https://github.com/AllanJe/multimediate/. Notons que la correction utilisée et
la p-valeur seuil peuvent être spécifiés par l’utilisateur permettant ainsi de choisir des
corrections moins conservatives que celle de Bonferroni.

Cette méthode se généralise aisément à plusieurs expositions en définissant les groupes
avec θk = (

(
α1,k, . . . ,αP,k

)Γ
,βk). Ces résultats sont présentés dans l’appendice B.2.

2.3.2 Quelques méthodes existantes
Nous présentons maintenant les méthodes CMF, HIMA et HDMA, trois méthodes

disponibles dans la littérature récente de l’analyse de médiation en grande dimension
pour traiter le modèle (2.3.1). Ces méthodes ne s’appliquent que pour une exposition à la
fois.
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Méthode CMF

van Kesteren and Oberski (2019) propose une approche qui permet de faire de l’analyse
de médiation en grande dimension, appelée la méthode du coordinate-wise mediation
filter (CMF, filtre de médiation par coordonnées). L’implémentation CMF se compose
de deux composants : un algorithme interne qui effectue la sélection des médiateurs par
descente de coordonnées à l’aide d’une fonction de décision D, et un algorithme externe qui
effectue plusieurs lancement aléatoires de l’algorithme interne et l’agrégation ultérieure
des multiples sorties.

Algorithme Interne L’objectif de l’algorithme interne est le suivant. Dans un premier
temps, un vecteur de décision P de longueurK (c’est-à-dire le nombre total de médiateurs)
contenant la sélection actuelle de médiateurs est initialisé au hasard avec des valeurs 0
et 1. Puis à chaque étape de l’algorithme interne,

√
K médiateurs sont sélectionnés au

hasard parmi tous les médiateurs et le vecteur de décision est mis à jour comme suit.
Pour chaque médiateur Mk parmi les

√
K sélectionnés, une matrice de données M∗, qui

contient tous les médiateurs actuellement sélectionnés (ce sont des médiateurs de valeur
correspondante 1 dans le vecteur de décision P ) à l’exclusion de la variableMk considérée,
est créée. Ensuite, les résidus de l’exposition T et de la variable de réponse Y par rapport
à M∗ sont calculés. Enfin la décision binaire pour savoir si Mk est sélectionné par rapport
à la matrice M∗, est prise en utilisant le test de Sobel. Notons que c’est à cette étape que
αk et βk sont estimés.

Algorithme Externe La valeur du vecteur de décision résultant de l’algorithme interne
dépend dans une certaine mesure des valeurs initiales, en raison de la nature discrète de ses
coordonnées. Par conséquent, l’algorithme est intégré dans une boucle externe qui effectue
un nombre prédéfini de boucles. Lorsque toutes les boucles sont terminées, un taux de
sélection Sk est calculé pour chaque médiateur Mk, qui représente la proportion de fois
où le médiateur potentiel Mk a été sélectionné par l’algorithme interne. Ces proportions
conduisent à un classement des médiateurs potentiels. Ce classement est ensuite à nouveau
dichotomisé en utilisant une valeur seuil qui doit être spécifiée par l’utilisateur. Tous les
médiateurs dont le taux de sélection est strictement supérieur à la valeur seuil sont classés
comme vrais médiateurs. Il n’y a pas de procédure proposée pour le choix du seuil dans
l’article qui présente la méthode CMF (van Kesteren and Oberski (2019)), celui-ci est fixé
arbitrairement par l’utilisateur.

Cette méthode est présentée de façon plus détaillée dans l’appendice B.4. L’ensemble
de la procédure CMF est implémentée dans le package R cmfilter, disponible sur van
Kesteren (2013).
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Méthodes HIMA et HDMA

Zhang et al. (2016) propose l’approche HIMA (HIgh dimensional Mediation Analysis),
qui repose sur des régressions pénalisées et utilise une fonction de pénalité de type LASSO
appelée pénalité concave minimax (MCP) (Zhang (2010)). Cette méthode est présentée
de façon plus détaillée dans l’appendice B.3.

Algorithme. L’algorithme HIMA se déroule en trois étapes :
1. Réduire le nombre initial de médiateurs potentiels d’un très grand à un nombre

raisonnable (c’est-à-dire plus petit que la taille de l’échantillon) en utilisant le sure
independence screening (SIS) décrite dans Fan and Lv (2008). Les données sont
normalisées par médiateur et seuls les n

log(n) médiateurs les plus corrélés à Y sont
sélectionnés.

2. Sélectionner les médiateurs. Les estimations β̂k, k ∈ I sont calculées en minimisant
le critère de pénalisation MCP (Zhang (2010)),

Qols = ∑n
i=1 (Yi−µ0−α0Ti−

∑
k∈I βkMik)2 +∑

k∈I pλ,δ(βk), (2.3.5)

où pλ,δ(.) est la fonction MCP définit par :

pλ,δ(βk) = λ

[
|βk|−

|βk|2
2δλ

]
1{0≤|βk|<δλ}+ λ2δ

2 1{|βk|≥δλ},

où λ > 0 est le paramètre de régularisation, et δ > 0 détermine la concavité du
MCP.

3. Effectuer des test multiples pour les effets médiés par les médiateurs obtenus par
la procédure de pénalisation MCP. La correction de Bonferroni est appliquée pour
tester la nullité des coefficients (αk,βk), c’est-à-dire que l’hypothèse nulle d’absence
d’effet de médiation avecMk n’est rejetée que si αk et βk sont tous deux significatifs.

L’ensemble de la procédure est implémenté dans le package R hima.
La méthode HDMA est très semblable mais diffère au niveau de la deuxième étape.

Cette deuxième étape consiste à obtenir un estimateur débiaisé β̂k par :

β̂k = ZΓ
k Y

ZΓ
kMk

−
∑

k 6=l

ZΓ
kMl

ZΓ
kMk

β̂
L
λk

où β̂Lλk est le coefficient du k-ième médiateur Mk de la régression LASSO (2.3.3). Par
ailleurs, Zk = Mk−Wkγ̂

L, où γ̂L est le coefficient de la régression LASSO expliqué par
l’ensemble des médiateurs retenus par la première étape excepté le k-ième, noté Wk, sur
Mk.

L’ensemble de la procédure est implémentée et disponible sur Gao (2019).
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2.3.3 Comparaison des méthodes
Pour comparer les méthodes MAHI, CMF, HIMA et HDMA nous utilisons le modèle

(2.3.6) pour simuler 100 jeux de données.

Mik = µk +αkTi+ εik
Yi = 20 + 50Ti+

∑
k βkMik + εi0

(2.3.6)

où µk est tiré aléatoirement pour chaque médiateurs, εk ∼N (0,1) pour k ∈ (0, . . . ,500)
et T ∼ B(0.3).

Chaque jeu de données comporte n=100 observations et K=500 médiateurs dont 30
vrais médiateurs, 20 faux médiateurs et 450 liés ni au traitement ni à la variable de réponse.
Nous avons intentionnellement défini très peu de médiateurs comme de vrais médiateurs
afin d’être cohérent avec des applications réelles dans le cadre génomique, où le sous-
ensemble de vrais médiateurs que nous recherchons est très petit par rapport au nombre
total de médiateurs potentiels (c’est-à-dire tous les médiateurs qui sont considérés).

Indices 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
α... -95 90 95 95 -100 95 -95 85 -95 -100
β... 185 -195 190 185 -190 185 195 -190 100 185

Indices 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
α... -2.75 3.25 -3.50 2.50 -3.75 3.00 -3.25 2.75 3.00 3.50
β... 3.25 -2.50 3.75 -3.00 3.50 -2.75 3.75 -3.25 3.25 -2.75

Indices 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
α... -0.875 0.625 -0.375 -0.25 0.50 -0.875 0.125 -1.125 0.375 -0.25
β... 0.375 -0.625 0.625 -1.125 0.75 0.25 -0.50 0.375 -0.625 0.75

Indices 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
α... 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
β... 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Indices 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
α... 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
β... 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45

Table 2.1 – 50 premières valeurs des paramètres αk et βk, les 450 autres étant à 0.

Métriques de comparaison

Nous présentons les métriques que nous avons utilisé pour comparer les méthodes de
sélection de médiateurs. On note V P , V N , FP et FN respectivement le nombre de vrais
positifs, le nombre de vrais négatifs, le nombre de faux positifs et le nombre de faux
négatifs.
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Prédit
Vrai Faux

O
bs
er
vé Vrai VP FN

Faux FP VN

Table 2.2 – Exemple de table de confusion

— Le rappel ou taux de vrais positifs TV P (puissance) est défini comme :

TV P = V P

V P +FN

La rappel est le pourcentage de médiateurs qui ont été classés comme vrais parmi
ceux qui sont effectivement de vrais médiateurs. Le rappel permet de mesurer à
quel point le test est performant lorsqu’il est utilisé sur des vrais médiateurs.

— Le taux de faux négatif TFN est défini comme :

TFN = FN

FN +V P
= 1−TV P

Le taux de faux négatif est le pourcentage de médiateurs qui ont été classés comme
faux parmi ceux qui sont en fait de vrais médiateurs.

— La spécificité ou le taux de vrais négatifs TVN est défini comme :

TV N = V N

FP +V N

La spécificité est la proportion de médiateurs négatifs effectivement bien détectés
par le test. Autrement dit, la spécificité permet de mesurer à quel point le test est
performant lorsqu’il est utilisé sur des médiateurs négatifs.

— Le taux de faux positif TFP (erreur de type I) est

TFP = FP

V N +FP
= 1−TV N

Le taux de faux positifs est le pourcentage de médiateurs qui ont été classés comme
vrais parmi ceux qui ne le sont pas.

— La précision ou la valeur prédictive positive V PP est définie comme

V PP = V P

V P +FP

La précision représente la probabilité qu’un médiateur qui a été classé comme vrai
soit un vrai médiateur.

— Le taux d’erreur TE se définis comme :
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TE = FN +FP

K

Le taux d’erreur est la proportion de médiateurs mal classés.

Paramétrage des méthodes

Pour notre méthode MAHI nous avons choisi nboot = 30 bootstraps. À l’aide de la
fonction R lambdaseq, pour un jeu de donnée donné, on génère un vecteur de valeurs
possibles pour λ, allant de la valeur où tous les médiateurs sont rejetés à la valeur où
tous les médiateurs sont sélectionnés. Nous avons choisi λ = 0.008522981 aléatoirement
dans ce vecteur. Dans un premier temps nous sélectionnons les 100

log(100) = 21 premiers
médiateurs, car cette valeur est proposée par la méthode SIS. Dans un deuxième temps on
choisit les 43 premiers médiateurs. Cette valeur 43 est arbitraire et permet de voir si les
résultats des comparaisons sont dépendants du choix de Kmax. Pour la deuxième étape la
correction appliquée aux p-valeur est celle de Bonferroni avec pour seuil de p-valeur 0.05
.

Pour la méthode CMF la fonction de décision est le test de Sobel. L’algorithme externe
est lancé 1000 fois. Une fois que le taux de sélection pour chaque médiateur est calculé, un
médiateur est choisit si son taux de sélection est supérieur à 0.079, valeur recommandée
par van Kesteren and Oberski (2019).

La première étape des méthodes HIMA et HDMA est celle de la sure independent
screening. Dans un premier temps on choisit les 100

log(100) = 21 premiers médiateurs qui
est la valeur proposée par la méthode SIS. Dans un deuxième temps on choisit les 43
premiers médiateurs.

Résultats

Nous avons évalué les métriques énumérées précédemment pour chaque méthode sur
les 100 jeux de données.

Les méthodes MAHI et HIMA/HDMA ont une première étape de sélection (respecti-
vement MGLASSO et SIS) pour ramener le nombre de médiateurs à un nombre inférieur
au nombre d’observations. Pour comparer la méthode MGLASSO et la méthode SIS, dans
un premier temps, on montre dans les figures 2.4 les résultats obtenus en choisissant les
21 premiers médiateurs obtenus par ces méthodes, puis dans la 2.5 les résultats obtenus
en choisissant les 43 premiers médiateurs.

Lors de la première étape, que le nombre de médiateurs retenus soit inférieur ou qu’il
soit supérieur au nombre de vrai médiateurs, les Figures 2.4 et 2.5 montrent qu’en moyenne
notre méthode a de meilleurs résultats pour chacun des critères. En augmentant le nombre
de médiateurs retenus, la précision diminue pour les deux méthodes car le nombre de
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faux médiateurs retenus augmentent. Le rappel augmente pour les deux méthodes car on
sélectionne plus de vrais médiateurs.

On compare ensuite dans les Figures 2.6 et 2.7 les méthodes complètes. On voit que
pour notre méthode la précision est proche de 1. Cela montre que parmi les médiateurs
sélectionnés, pratiquement la totalité sont des vrais pour notre méthode. Le rappel de
notre méthode est à 34%. Ainsi 34% des vrais médiateurs sont en moyenne sélectionnés
et 66% d’entre eux ne sont donc pas sélectionnés. Ce taux est éloigné de 1 mais est
significativement meilleur que les autres méthodes.

La méthode CMF a une précision de plus de 80% ; les médiateurs sélectionnés sont
principalement des vrais médiateurs mais beaucoup de vrais médiateur ne sont pas sé-
lectionnés. En effet la méthode CMF a un rappel d’environ 17% (le rappel le plus petit
parmi les quatre méthodes).

Les méthodes HIMA et HDMA sélectionnent toutes deux 30% des vrais médiateurs
mais la précision de HDMA est plus élevée, 50% pour HDMA contre 40% pour la méthode
HIMA. La méthode HIMA sélectionne donc plus de variables non médiatrices.

La proportion de vrai médiateur étant petite, il est normal d’observer que la spécificité
est proche de 1 et que le taux d’erreur est proche de 0 pour l’ensemble des méthodes.

Notre méthode a de meilleur résultats pour l’ensemble des critères. On observe aussi
que la méthode du Chapitre 1 élimine les faux positifs gardés par MGLASSO. Au vu des
résultats entre la première étape et la deuxième étape de notre méthode on peut choisir
un nombre relativement grand de médiateurs retenus lors de la première étape, sachant
que la deuxième étape identifie et élimine clairement les faux médiateurs.
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Figure 2.4 – Comparaison des boxplots des méthodes (SIS, MGLASSO) pour la précision,
du rappel, du taux de faux positifs, du taux d’erreurs, du taux de faux négatifs et de la
spécifité pour 100 jeux de données où il y a 30 vrais médiateurs parmi 500 variables. Suite
au rang obtenus par les méthodes, on choisit les 21 premiers médiateurs.
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Figure 2.5 – Comparaison des boxplots des méthodes (SIS, MGLASSO) pour la précision,
du rappel, du taux de faux positifs, du taux d’erreurs, du taux de faux négatifs et de la
spécifité pour 100 jeux de données où il y a 30 vrais médiateurs parmi 500 variables. Suite
au rang obtenus par les méthodes, on choisit les 43 premiers médiateurs.
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Figure 2.6 – Comparaison des boxplots des méthodes pour 100 jeux de données où il
y a 30 vrais médiateurs parmi 500 variables. À la première étape des méthodes HIMA,
HDMA et MAHI on retient 21 médiateurs.
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Figure 2.7 – Comparaison des boxplots des méthodes pour 100 jeux de données où il
y a 30 vrais médiateurs parmi 500 variables. À la première étape des méthodes HIMA,
HDMA et MAHI on retient 43 médiateurs
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3.1 Introduction
Imaï et al. (2010a) présentent des algorithmes d’estimation des effets d’intérêts qui

sont mis en œuvre dans le package R mediation (Tingley et al. (2014)). Pour per-
mettre l’analyse de médiation en présence de plusieurs médiateurs liés de façon non-
causale, présentée au Chapitre 1, nous avons adapté l’un de ces algorithmes. Nous avons
implémenté cet algorithme dans un package R multimediate disponible sur GitHub,
https://github.com/AllanJe/multimediate. Dans ce Chapitre nous présentons dans
un premier temps l’algorithme d’Imaï et al. (2010a). Dans un deuxième temps nous pro-
posons une manière de prendre en compte la corrélation entre des médiateurs linéaires,
binaires et catégoriels ordonnés. Dans un troisième temps nous exposons notre algorithme
qui s’applique en présence de plusieurs médiateurs liés de façon non-causale. Enfin nous
présentons des exemples d’applications de notre package avec des données simulées. Ces

73
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simulations illustrent l’utilisation du package pour l’analyse de médiation multiple, l’ana-
lyse de médiation par blocs ainsi que la sélection de médiateurs en grande dimension.

3.2 Algorithmes d’estimation

3.2.1 Algorithme d’Imai
Nous présentons ici l’algorithme d’Imaï dans le cas d’un seul médiateur tel qu’il ap-

parait dans Imaï et al. (2010a). L’algorithme d’Imaï se défini par lune succession d’étape
présenté ci-dessous :
Algorithme. Supposons que la quantité d’intérêt soit l’effet de médiation causale moyen,
δ(t)

1. Faire les régressions des modèles de la variable de réponse et du médiateur. Esti-
mer un modèle paramétrique, fΘM

(Mi|Ti,Xi), pour le médiateur et un autre modèle
paramétrique fΘY

(Yi|Ti,Mi,Xi), pour la variable de sortie où ΘM et de ΘY repré-
sentent les paramètres des modèles.

2. Simuler les paramètres à partir de leur distribution d’échantillonnage. Tirer J co-
pies de ΘM et ΘY à partir de leurs distributions d’échantillonage notées Θ(j)

M et
Θ(j)
Y , respectivement. On utilise l’approximation basée sur la distribution normale

multivariée (avec moyenne et variance égales aux paramètres estimés et à leur ma-
trice de covariance asymptotique, respectivement).

3. Pour chaque j = 1, . . . ,J répéter les trois étapes suivantes :
(a) Simuler les médiateurs potentiels. Pour chaque t = 0,1 et chaque i = 1, . . . ,n,

tirer K copies de Mi(t) à partir de fΘ(j)
M

(Mi|t,Xi) que l’on note M (jk)
i (t) pour

k = 1, . . . ,K. Ainsi on génère deux échantillons de médiateurs potentiels chacun
basé sur le modèle paramétrique du médiateur, l’un conditionné par la valeur
de traitement et l’autre par la valeur de contrôle.

(b) Simuler les variables de réponse potentielles conditionnellement aux valeurs
du médiateur. Pour chaque t = 0,1 et chaque i = 1, . . . ,n, tirer une copie de
Yi(t,M (jk)

i (t′)) à partir de fΘ(j)
M

(Yi|t,M (jk)
i (t′),Xi) que l’on note Y (jk)

i (t,M (jk)
i (t′))

pour k= 1, . . . ,K. Ainsi pour chaque statut de traitement, on génère deux échan-
tillons de variables de réponse potentielles, aussi en utilisant les modèles de pré-
diction. L’une utilise le médiateur généré sous le statut de traitement et l’autre
utilise le médiateur généré sous le statut de contrôle.

(c) Calculer les effets causaux de médiation.

δ̂(j)(t) = 1
nK

n∑

i=1

K∑

k=1
{Y (jk)

i (t,M (jk)
i (1))−Y (jk)

i (t,M (jk)
i (0))}.
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On fait simplement la différence entre les variables de sortie potentielles sous le
statut de traitement et sous le statut de contrôle, ceci pour les n individus. On
obtient alors δ̂(j)(t), qui est un tirage de Monte Carlo de l’effet de médiation
causale.

4. Calculer les statistiques descriptives. Finalement, on calcule les estimations δ̂(t) et
leur significativité à partir de la distribution de l’effet de médiation causale : δ̂(j)(t).
Par exemple, la médiane et la variance de la distribution peuvent être utilisées
comme estimation de δ̂(t) et de sa variance. De plus, les quantiles de la distribution
peuvent servir d’intervalle de confiance δ̂(t).

3.2.2 Estimation de la corrélation entre médiateurs
Pour étendre l’algorithme précédent au cas de médiateurs liés de façon non-causale, il

faut à l’étape 3(a) simuler les médiateurs en prenant en compte leur corrélations condition-
nellement au traitement et covariables observées. Dans cette section, nous illustrons les
méthodes utilisées pour estimer la matrice de variance-covariance Σ pour des médiateurs
linéaires ou catégoriels ordonnés. Nous entendons par médiateurs linéaires, des variables
continues pouvant être modélisées par un modèle linéaire. Par soucis de simplification, on
considère deux médiateurs. Cependant la démarche est généralisable à un nombre K > 2
de médiateurs.

— Estimation de la corrélation entre médiateurs linéaires.
Soit les modèles linéaires suivants :(
M1,M2 T = t,X = x

)
∼N

(
µ=

(
α1 +β1t+γ1x
α2 +β2t+γ2x

)
,Σ =

(
σ2

1 σ1,2
σ1,2 σ2

2

))

où σ1,2 = ρσ1σ2, avec ρ la corrélation entre M1 et M2 ;

T X M1 M2
1 0 6.4 8.2
1 1 10.9 10.8
0 1 -1.8 -3.4
0 0 -0.63 1
0 1 -5.7 -14.9
1 0 5.9 3

Table 3.1 – Exemple de données observées avec des médiateurs linéaires.

On estime Σ en calculant la matrice des variances-covariances entre les résidus
obtenus après régression.

— Estimation de la corrélation entre médiateurs catégoriels ordonnés. Lorsque
les médiateurs sont catégoriels ordonnés on ne peut pas estimer les corrélations
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aussi simplement. Une solution possible est de se placer dans le cadre d’une modé-
lisation probit multivariée.
Pour M1 et M2, des variables catégorielles ordonnées, on peut considérer deux
variables auxiliaires linéaires M∗1 ,M∗2 et des constantes a1, . . . ,aQ+1,a′1, . . . ,a

′
P+1

telles que (3.2.2). On considère les modèles linéaires (3.2.1).

(
M∗1 ,M

∗
2 T = t,X = x

)
∼N

(
µ=

(
α1 +β1t+γ1x
α2 +β2t+γ2x

)
,Σ =

(
1 ρ
ρ 1

))
(3.2.1)

M1,M2 s’obtiennent à partir des variables linéaires M∗1 ,M∗2 en appliquant la dis-
crétisation suivante :

M1 =
Q∑
q=1

q1{aq<M∗1≤aq+1}

M2 =
P∑
p=1

p1{ap<M∗2≤ap+1}
(3.2.2)

avec a1 = a′1 =−∞ et aQ+1 = a′P+1 =∞. Notons que les coefficients et les constantes
peuvent être estimés à l’aide de la fonction polr sur R.
Comme on peut le voir dans la Table 3.2, en pratique on ne peut pas observer M∗1
et M∗2 du modèle (3.2.1), mais seulement M1 et M2 du modèle (3.2.2).

T X M1 M2
1 0 2 2
1 1 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 1 3 3
1 0 1 1

Table 3.2 – Exemple de données observables avec des médiateurs catégoriels ordonnés.

Les régressions surM1 etM2 ne permettent pas d’avoir les résidus et d’estimer ρ=
Cov(M∗1 ,M∗2 |T = t,X = x). Nous démontrons dans l’annexe C.2 que nous pouvons
tout de même approcher la valeur de ρ en approchant la valeur qui annule la
fonction suivante :

f(ρ) = Cov(M1,M2|T = t,X = x)−
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpΦ(0,Σ)(BSq,BIq,BSp,BIp)

+
Q∑

q=1
q
(
Φ(0,1)(BSq)−Φ(0,1)(BIq)

)
×

P∑

p=1
p
(
Φ(0,1)(BSp)−Φ(0,1)(BIp)

)
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avec

BIq = aq− (α1 +β1t+γ1x)
BSq = aq+1− (α1 +β1t+γ1x)
BIp = ap− (α2 +β2t+γ2x)
BSp = ap+1− (α2 +β2t+γ2x)

Notons que les médiateurs binaires sont un cas particulier des médiateurs catégo-
riels. Avec des médiateurs binaires la fonction devient :

f(ρ) =Cov(M1,M2|T = t)−Φ(0,Σ)(α1 +β1t,α2 +β2t)+Φ(0,1)(α1 +β1t)Φ(0,1)(α2 +β2t)

— Estimation de la corrélation entre un médiateur linéaire et un médiateur
catégoriel ordonné.
En présence d’un médiateur linéaire M1 et d’un médiateur catégoriel ordonné M2,
on peut considérer comme précédemment une variable auxiliaire linéaireM∗2 et des
constantes a1, . . . ,aP+1 telle que (3.2.4). On considère les modèles linéaires (3.2.3).

(
M1,M∗2 T = t,X = x

)
∼N

(
µ=

(
α1 +β1t+γ1x
α2 +β2t+γ2x

)
,Σ =

(
σ2

1 ρ
ρ 1

))

(3.2.3)
M2 s’obtient à partir de la variable linéaire M∗2 en appliquant la discrétisation
suivante :

M2 =
P∑

p=1
p1{ap<M∗2≤ap+1} (3.2.4)

T X M1 M2
1 0 8.2 2
1 1 10.8 3
0 1 -3.4 2
0 0 1 1
0 1 -14.9 3
1 0 3 1

Table 3.3 – Exemple de données observables avec un médiateur linéaire et un médiateur
catégoriel.

On peut estimer σ2
1 à l’aide des résidus de la régression de M1. Nous démontrons

dans l’annexe C.3 que ρ peut être obtenu par :
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ρ = Cov(M1,M2|T = t,X = x)
∑P
p=1 p

∫BSp

BIp
e2f(0,1)(e2)de2

BIp = ap− (α2 +β2t+γ2x)
BSp = ap+1− (α2 +β2t+γ2x)

3.2.3 Algorithme pour médiateurs multiples non causalement
corrélés

La preuve du Théorème 1.4.1 peut être généralisée pour prouver que, sous les hypo-
thèses SIMMA, les densités des variables de réponse contrefactuelles peuvent s’exprimer
de la façon suivante :

f
(
Y (t,M(t′),W (t′))|X = x

)
=
∫

RK
f (Y |T = t,M =m,W = w,X = x)

dF(M,W )|T=t′,X=x(m,w) (3.2.5)

f
(
Y (t,M(t′),W (t))|X = x

)
=
∫

RK
f (Y |T = t,M =m,W = w,X = x)

dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w). (3.2.6)

L’équation (3.2.5) justifie une estimation de Monte-Carlo de l’espérance E[Y (t,Z(t′)] =
E[Y (t,M(t′),W (t′))], et donc des effets direct, indirect joint et total. De plus sous la condi-
tion supplémentaire (1.4.2) (et en supposant que la loi jointe des médiateurs est complète-
ment déterminée par son espérance et sa matrice de covariance), l’équation (3.2.6) permet
également d’échantilloner Y (t,M(t′),W (t)) et donc d’estimer son espérance à travers M .
En particulier, SIMMA et (1.4.2) permettent d’estimer la matrice de covariance condi-
tionnelle des médiateurs contrefactuels pour chaque combinaison possible d’interventions
du traitement et des covariables de prétraitement.

En conséquence, nous adaptons l’algorithme quasi-bayésien présenté par Imaï et al.
(2010a) dans la section 3.2.1, à la situation de plusieurs médiateurs indépendants et
corrélés de façon non causale.

Algorithme. Estimer les effets d’intérêt :
1. Faire les régressions des modèles de la variable de réponse (compte tenu de tous

les médiateurs, du traitement et des covariables) et des médiateurs (compte tenu du
traitement et des covariables), désignés respectivement par Θ̂Y et Θ̂Z =

(
Θ̂1, . . . ,Θ̂K

)
.

Estimer Σ̂2 la matrice de covariance entre les médiateurs (compte tenu du traite-
ment et des covariables).
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2. Pour chaque modèle, échantillonner les J valeurs pour chacun de ses paramètres
en fonction de leur distribution d’échantillonnage multivariée, notées Θ̂Y

(j), j =
1, . . . ,J et Θ̂Z

(j) =
(
Θ̂1

(j), . . . ,Θ̂K
(j)
)
. Comme dans (Imaï et al. (2010a)), nous utilisons

l’approximation basée sur la distribution normale multivariée, avec une moyenne
et une variance égales aux paramètres estimés et à leur matrice de covariance
asymptotique estimée, respectivement.

3. Pour chaque j = 1, . . . ,J , répéter les étapes suivantes :

(a) Simuler les valeurs potentielles de chaque médiateur. Pour chaque paire dif-
férente de t, t′ ∈ {0,1} et chaque individu i = 1, . . . ,n, simuler pour chaque k
médiateurs R copies de Z(kr)

(ji) (t, t′) =
(
M

(kr)
(ji) (t),W (kr)

(ji) (t′)
)
. Lorsque tous les mé-

diateurs ont la même valeur de traitement, le vecteur du médiateur sera noté
Z

(r)
(ji)(t) = Z

(kr)
(ji) (t, t). À noter que c’est à cette étape que l’on prend en compte

la corrélation entre médiateurs, en simulant le vecteur d’erreurs suivant une loi
gaussienne, avec Σ̂2 comme matrice de covariance.

(b) Simuler les variables de sorties potentielles étant donné les valeurs simulées des
médiateurs potentiels, notées Y (r)

(ji)

(
t,Z

(kr)
(ji) (t′, t′′)

)
pour k et t, t′, t′′ ∈ {0,1}.

(c) Estimer les effets de médiation causale :

δ̂k(j)(t) = 1
nR

n∑

i=1

R∑

r=1

{
Y

(r)
(ji)

(
t,Z

(kr)
(ji) (1, t)

)
−Y (r)

(ji)

(
t,Z

(kr)
(ji) (0, t)

)}

δ̂Z(j)(t) = 1
nR

n∑

i=1

R∑

r=1

{
Y

(r)
(ji)

(
t,Z

(r)
(ji)(1)

)
−Y (r)

(ji)

(
t,Z

(r)
(ji)(0)

)}

ζ̂(j)(t) = 1
nR

n∑

i=1

R∑

r=1

{
Y

(r)
(ji)

(
1,Z(r)

(ji)(t)
)
−Y (r)

(ji)

(
0,Z(r)

(ji)(t)
)}

τ̂(j)(t) = 1
nR

n∑

i=1

R∑

r=1

{
Y

(r)
(ji)

(
1,Z(r)

(ji)(1)
)
−Y (r)

(ji)

(
0,Z(r)

(ji)(0)
)}

.

4. En prenant la moyenne des distributions empiriques de chaque effet ci-dessus,
on obtient des estimations. On peut utiliser ces distributions pour calculer les p-
valeurs, comme expliqué dans l’annexe C.1. Les intervalles de confiance peuvent
être obtenus en calculant les quantiles de ces distributions empiriques.

Il s’ensuit de l’algorithme qu’il est de complexité O(J ×n×R×K). Notons que cet
algorithme n’implémente pas les formules données pour les modèles spécifiques des Co-
rollaires 1.5.1 et 1.6.1.
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3.3 Présentation du package
Nous avons implémenté, dans notre package R multimediate, nos méthodes d’analyse

de médiation en présence de médiateurs corrélés de façon non causale, d’analyse de mé-
diation par bloc et de sélection de médiateur en grande dimension. Les modèles supportés
par notre package R multimediate sont montrés dans la Table 3.4.

Variable de réponse
Médiateurs Linéaire Binaire Catégoriel ordonné Catégoriel non-ordonné
1) Linéaire 3 3 3 7

2) Binaire (Probit) 3 3 3 7

3) Catégoriel ordonné (Probit) 3 3 3 7

4) Catégoriel non-ordonné 7 7 7 7

Mélange de 1), 2) et 3) 3 3 3 7

Table 3.4 – Les modèles supportés par notre package R multimediate.

3.3.1 Analyse de médiation en présence de médiateur corrélés
de façon non-causale

Présentation de la fonction multimediate

multimediate est utilisé pour estimer diverses quantités pour l’analyse de médiation
causale, c’est-à-dire les effets médiés moyens (effets indirects), les effets directs moyens,
les proportions médiées et l’effet total, en présence de plusieurs médiateurs liés de façon
non causale. Avec une variable de réponse binaire, multimediate estime également les
effets de médiation causale moyens à l’échelle OR et à l’échelle logOR.

La fonction multimediate s’utilise de la manière suivante :

multimediate( lmodel.m, correlated = FALSE, model.y, treat, treat.value
= 1, control.value = 0, J = 1000, conf.level = 0.95 )

— lmodel.m : liste des objets de régression des médiateurs. Ils peuvent être de classe
’lm’, ’polr’,’glm’.

— correlated : une valeur logique. Si la valeur est ’FALSE’, une matrice d’identité
est utilisée pour la matrice de corrélation des médiateurs ; si la valeur est ’TRUE’,
la matrice de corrélation est estimée. La valeur par défaut est ’FALSE’.
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— model.y : un objet de régression pour la variable de réponse. Il peut être de classe
’lm’, ’polr’,’glm’.

— treat : une chaîne de caractères indiquant le nom de la variable de traitement uti-
lisée dans les modèles. Le traitement peut être binaire (entier ou à deux valeurs)
ou continu.

— treat.value : valeur de la variable de traitement utilisée comme condition de
traitement. La valeur par défaut est 1.

— control.value : valeur de la variable de traitement utilisée comme condition de
contrôle. La valeur par défaut est 0.

— J : nombre de tirages de Monte Carlo pour une approximation quasi-bayésienne.
La valeur par défaut est 1000.

— conf.level : niveau des intervalles de confiance bilatéraux renvoyés. La valeur par
défaut renvoie les 2.5 et 97.5 centiles des quantités simulées.

multimediate renvoie un objet de classe "mm", une liste qui contient des compo-
sants générés pendant l’utilisation de la fonction. La fonction summary (c’est-à-dire sum-
mary.mm) peut être utilisée pour obtenir un tableau des résultats.

Exemple d’utilisation de la fonction multimediate

On se place dans le contexte du graphe causal représenté dans la Figure 3.1, avec un
traitement T binaire, un outcome continu, trois médiateurs continus M1,M2, M3 et des
covariables binaires.

M1

M2

M3

X1

X2
X3

T Y

Figure 3.1 – DAG du premier exemple d’utilisation du package.

Les données ont été simulées avec le modèle suivant :
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X1 ∼ B (0.5)
X2 ∼ B (0.4)
X3 ∼ B (0.6)

(
M1,M2,M3 T = t,X = x

)
∼ N


µ=




1 + 2t+ 1x1c+ 5x2
2 + 3t+ 5x1 + 3x3

2 + 6t+ 3x1


 ,Σ =




1 0.9 0.6
0.9 1 0.3
0.6 0.3 1







Y ∼ N (7 + 10T + 5M1 + 6M2 + 9M3 + 2X1 + 3X2 + 1X3,1)

data(data1)
data1$Treatment=as.factor(data1$Treatment)
data1$X1=as.factor(data1$X1)
data1$X2=as.factor(data1$X2)
data1$X3=as.factor(data1$X3)
data1$M1=as.numeric(data1$M1)
data1$M2=as.numeric(data1$M2)
data1$M3=as.numeric(data1$M3)
data1$Outcome=as.numeric(data1$Outcome)
summary(data1)
#> Treatment C1 C2 C3 M1 M2
#> 0:480 0:501 0:417 0:596 Min. :-1.410 Min. :-0.8455
#> 1:520 1:499 1:583 1:404 1st Qu.: 2.850 1st Qu.: 4.7567
#> Median : 5.809 Median : 7.2685
#> Mean : 5.431 Mean : 7.2333
#> 3rd Qu.: 7.921 3rd Qu.: 9.7710
#> Max. :12.054 Max. :15.6520
#> M3 Outcome
#> Min. :-0.8298 Min. : 12.88
#> 1st Qu.: 3.5296 1st Qu.:100.61
#> Median : 6.8410 Median :145.90
#> Mean : 6.6268 Mean :145.54
#> 3rd Qu.: 9.7148 3rd Qu.:190.45
#> Max. :13.5039 Max. :295.79

La Table 3.5 indique les valeurs des effets causaux avec ce modèle.
Pour réaliser l’analyse de médiation multiple, on commence par faire la régression de

chaque médiateur compte tenu du traitement et des covariables ainsi que la régression
de l’outcome compte tenu du traitement, des médiateurs et des covariables à l’aide de
la fonction lm. Les sorties de ces appels à lm sont alors utilisées comme argument de
multimediate.
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τ ζ δZ δM1 δM2 δM3

92 10 82 10 18 54

Table 3.5 – Valeur des effets causaux pour le premier jeu de donnée. Pour rappel δa :
effet médié par a, ζ : effet direct et τ : effet total.

M1reg=lm(M1~ Treatment + X1 + X2, data=data1)
M2reg=lm(M2~ Treatment + X1 + X3, data=data1)
M3reg=lm(M3~ Treatment + X1 , data=data1)

Yreg=lm(Outcome~ Treatment + M1 + M2 + M3 + X1 + X2 + X3, data=data1)

med.analysis=multimediate(lmodel.m=list(M1reg,M2reg,M3reg),correlated=TRUE,
model.y=Yreg,treat="Treatment",treat.value=1,control.value=0,J=1000,
conf.level=0.95)
summary(med.analysis,opt="avg")
#> . Estimation IC.inf IC.sup P.val
#> 1 ACME.joint 81.5677 79.9315 83.2901 0
#> 2 PM.joint 0.8860 0.8780 0.8945 0
#> 3 ACME.M1 10.3892 9.5890 11.1634 0
#> 4 PM.M1 0.1127 0.1041 0.1214 0
#> 5 ACME.M2 17.5371 16.6758 18.5698 0
#> 6 PM.M2 0.1904 0.1805 0.2015 0
#> 7 ACME.M3 53.6414 52.3379 54.9294 0
#> 8 PM.M3 0.5827 0.5661 0.5996 0
#> 9 ADE 10.4827 9.7151 11.2201 0
#> 10 Total Effect 92.0504 90.4867 93.5400 0

On obtient une bonne estimation significative de chaque effet causal.

3.3.2 Analyse de médiation par bloc
Présentation de la fonction blockmediate

blockmediate est utilisée pour estimer diverses quantités pour l’analyse de médiation
causale comme multimediate, non pas pour plusieurs médiateurs mais pour différents
blocs de médiateurs.

La fonction blockmediate s’utilise de la manière suivante :
blockmediate( lmodel.m, model.y, treat, treat.value = 1, control.value =

0, J = 1000, conf.level = 0.95, clust = NULL )
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— lmodel.m : liste des objets de régression des médiateurs. Ils peuvent être de classe
’lm’, ’polr’,’glm’.

— model.y : un objet de régression pour la variable de réponse. Il peut être de classe
’lm’, ’polr’,’glm’.

— treat : une chaîne de caractères indiquant le nom de la variable de traitement
utilisé dans les modèles. Le traitement peut être binaire (entier ou à deux valeurs)
ou continu.

— treat.value : valeur de la variable de traitement utilisée comme condition de
traitement. La valeur par défaut est 1.

— control.value : valeur de la variable de traitement utilisée comme condition de
contrôle. La valeur par défaut est 0.

— J : nombre de tirages de Monte Carlo pour une approximation quasi-bayésienne.
La valeur par défaut est 1000.

— conf.level : niveau des intervalles de confiance bilatéraux renvoyés. La valeur par
défaut renvoie les 2.5 et 97.5 centiles des quantités simulées.

— clust : vecteur de longueur égale au nombre de médiateurs. L’ordre des numéros
correspond à l’ordre des médiateurs dans lmodel.m et les médiateurs appartenant
au même cluster ont le même numéro. La valeur par défaut est ’NULL’, les clusters
sont définis en utilisant le clustering spectral.

blockmediate renvoie un objet de classe "bm", une liste qui contenant des compo-
sants générés pendant l’utilisation de la fonction. La fonction summary (c’est-à-dire sum-
mary.bm) peut être utilisée pour obtenir un tableau des résultats.
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Exemple d’utilisation de la fonction blockmediate

On considère des données simulées avec le modèle suivant :

X1 ∼ B (0.7)



M1
M∗2
M∗3
M4
M∗5
M∗6
M7
M∗8
M∗9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T = t,X1 = x1




∼ N




µ=




−3 + 4t+ 2x1
−0.6 + 0.5t+ 0.15x1

2 + 5t+ 3x1
−3.5 + 3t+ 5x1

−0.4 + 0.8t+ 0.13x1
8 + 3t+ 4x1

1 + 0t
−0.6 + 0.7t
−3 + 2t




,Σ =




Σ1 0 0
0 Σ2 0
0 0 Σ3







Mi =
Qi∑

qi=1
qi1{aqi<M

∗
i ≤aqi+1}∀ i ∈ {2,3,5,6,8,9}

Y ∼ N (5 + 6T + 7M1 + 8M2 + 0M3 + 10M4 + 11M5 + 12M6 + 13M7
+14M8 + 15M9,1)

avec Σi =




1 ρ ρ
ρ 1 ρ
ρ ρ 1


 0 =




0 0 0
0 0 0
0 0 0




La Table 3.6 indique les valeurs des effets causaux avec ce modèle.

τ ζ δZ δB1 δB2 δB3

169.7 6 163.7 77.3 53.1 33.3

Table 3.6 – Valeur des effets causaux pour le deuxième jeu de données. Pour rappel δa
est l’effet médié par a, ζ est l’effet direct et τ est l’effet total.

On réalise les régressions linéaires à l’aide de lm, les régressions binaires à l’aide de
glm et les régressions catégorielles ordonnées à l’aide de polr.

M1reg=polr(M1~ Treatment + X1, data=data5, method="probit")
M2reg=polr(M2~ Treatment + X1, data=data5, method="probit")
M3reg=polr(M3~ Treatment, data=data5, method="probit")
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M1
M4
M7

M2
M5
M8

M3
M6
M9

T Y

Figure 3.2 – DAG du deuxième exemple d’utilisation du package.

M4reg=glm(M4~ Treatment + X1, data=data5 family=binomial("probit")
M5reg=glm(M5~ Treatment + X1, data=data5 family=binomial("probit")
M6reg=glm(M6~ Treatment, data=data5 family=binomial("probit")

M7reg=lm(M7~ Treatment + X1 , data=data5)
M8reg=lm(M8~ Treatment + X1 , data=data5)
M9reg=lm(M9~ Treatment, data=data5)

Yreg=lm(Outcome~ Treatment + M1 + M2 + M3 + M4 + M5 + M6 + M7 + M8 + M9,
data=data5)

On utilise ensuite les sorties des fonctions lm, glm et polr comme arguments de la
fonction blocmediate.

bloc.analysis=blocmediate(lmodel.m=list(M1reg,M2reg,M3reg,M4reg,M5reg,
M6reg,M7reg,M8reg,M9reg),model.y=Yreg,treat="Treatment"
,treat.value=1,control.value=0,J=1000,conf.level=0.95)

Une fois l’algorithme de classification de médiateurs lancés, les valeurs propres de la
matrice U sont calculées. On peut voir l’éboulis des valeurs propres dans la Figure 3.3.
On voit qu’il y en a 3 trois qui sont proches de 0, ce qui signifie qu’il y a trois blocs de
médiateurs identifiés.
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Figure 3.3 – Éboulis des valeurs propres

#> .How many cluster?
3
bloc.analysis$clust
#> 1 3 2 1 3 2 1 3 2
summary(med.analysis,opt="avg")
#> . Estimation IC.inf IC.sup P.val
#> 1 ACME.joint 157.0005 153.7084 160.1633 0
#> 2 PM.joint 0.9618 0.9593 0.9641 0
#> 3 ACME.Block.1 74.4760 72.6473 76.2965 0
#> 4 PM.Block.1 0.4562 0.4417 0.4705 0
#> 5 ACME.Block.2 48.9775 47.0978 51.0037 0
#> 6 PM.Block.2 0.2998 0.2871 0.3142 0
#> 7 ACME.Block.3 33.5469 31.5125 35.4381 0
#> 8 PM.Block.3 0.2054 0.1922 0.32187 0
#> 9 ADE 6.2336 5.8750 6.6025 0
#> 10 Total Effect 163.2341 159.9360 166.3634 0

On obtient une bonne estimation significative de chaque effet causal.
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3.3.3 Sélection de médiateur en grande dimension
Présentation de la fonction mahi

mahi est utilisé pour sélectionner des médiateurs en présence d’un nombre élevé de
médiateurs et estimer diverses quantités pour l’analyse de la médiation causale en utilisant
multimediate, avec les médiateurs sélectionnés.

mahi( data, name.exposure, name.outcome, name.mediators, nboot = 100, nlambda
= 50, lambda = NULL, Kmax = NULL, p.adjust.method = "bonferroni", pvalseuil
= 0.05 )

— data : un data.frame avec l’exposition, la variable de réponse et les médiateurs.
— name.exposure : une chaîne de caractères indiquant le nom de l’exposition dans

les données.
— name.outcome : une chaîne de caractères indiquant le nom de la variable de réponse

dans les données.
— name.mediators : une chaîne de caractères indiquant le nom des médiateurs dans

les données.
— nboot : nombre de bootstrap pour la stability selection des médiateurs. La valeur

par défaut est 100.
— nlambda : nombre lambda utilisé lorsque la pénalité lambda n’est pas spécifiée.
— lambda : vecteur ou une valeur unique d’utilisation lambda pour le groupe-lasso.
— Kmax : le maximum de médiateurs retenu après le classement obtenu avec la stability

selection.
— p.adjust.method : une chaîne de caractères indiquant le nom de la méthode de

correction pour le test multiple. Voir l’aide de p.adjust.methods. La méthode par
défaut est celle de Bonferroni.

— pvalseuil : la p-valeur pour le test multiple.
mahi renvoie un objet de classe mahi, une liste qui contient des composants générés

pendant l’utilisation de la fonction.

Exemple d’utilisation de la fonction mahi

On considère les données simulées avec le modèle de l’équation (2.3.6) de la section
2.3.3 avec les valeurs de paramètre de la table 2.1.

Les vrais médiateurs à sélectionner sont les 30 premiers (M1, . . . ,M30).

mahifit <- mahi(data3,name.exposure="T",name.outcome="Y",
name.mediators=paste0("M", 1:500),nboot=30,nlambda=1,lambda=0.008522981,
Kmax=43,p.adjust.method="bonferroni",pvalseuil=0.05)

Ensuite, pour afficher les médiateurs sélectionnés on utilise la commande suivante.
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mahiselection <- as.vector(which(mahifit$selection != FALSE))
mahiselection

## [1] M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9 M10
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Nous avons appliqué notre méthode d’analyse de médiation multiple sur des données
réelles.

Premièrement, en collaboration avec Laura Baglietto, Marco Fornili du Département
de Médecine Clinique de l’Université de Pise et Gianluca Severi de la Faculté de Médecine
de l’Université Paris-Saclay, nous avons travaillé sur l’effet de l’hormonothérapie substi-
tutive sur le cancer du sein. Ce travail a permis la rédaction d’un article (Fornili et al.
(2020), dont nous présentons une partie des résultats.

Deuxièmement, en collaboration avec Enrica Marzola du Département Neurosciences
de l’Université de Turin, nous avons aussi travaillé sur l’effet des tempéraments affectifs
sur l’anorexie mentale. Ce travail fait l’objet d’un article en cours de rédaction. Nous
présentons ici les résultats qui figureront dans l’article.

4.1 Effet de l’hormonothérapie substitutive sur le can-
cer du sein

Les zones mammaires denses, c’est-à-dire les zones du sein qui apparaîssent blanche
sur une mammographie, font partie des facteurs de risque les plus forts pour le cancer du
sein (CS) chez les femmes ménopausées ou non. Des études longitudinales ont montré que
la densité mammaire (DM) diminue avec l’âge, avec un plus grand déclin se produisant
à la transition ménopausique (Krishnan et al. (2017),Kelemen et al. (2008),McCormack
et al. (2010)). L’hormonothérapie substitutive (THS) peut être prescrite aux femmes pour

91
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équilibrer la diminution des œstrogènes se produisant à la ménopause et a pour effet d’aug-
menter le niveau de la DM (Cagnacci and Venier (2019)). L’un des effets secondaires les
plus préoccupants du THS est le risque accru de cancer lié aux hormones, y compris le
cancer du sein et de l’endomètre (muqueuse de l’utérus, qui en recouvre la paroi interne).
Une analyse récente regroupée sur plus de 130 000 cas postmenopausaux de cancer du sein
diagnostiqués dans le cadre de 58 études prospectives a conclu que la THS augmentait le
risque de cancer du sein chez les utilisateurs, même pendant les 1 à 4 premières années
et était toujours persistant 10 ans après l’arrêt (for Research on Cancer and Weltgesund-
heits organisation (2012)). La même analyse groupée a rapporté un risque accru associé
aux œstrogènes-progestatifs et aux œstrogènes seuls, avec un effet légèrement plus élevé
dans le premier cas. Les études observationnelles et d’intervention ont montré que la den-
sité mammographique augmente avec le THS et que l’effet est plus fort pour l’utilisation
d’oestrogène-progestatif que pour les oestrogènes seuls (Collaborative Group on Hormo-
nal Factors in Breast Cancer (2019)). Les données probantes suggèrent que la proportion
de l’effet du THS sur le risque du cancer du sein médiée par son action sur la densité
mammographique varie de 30% à 100% (Byrne et al. (2017) ;Rice et al. (2016)), mais
l’effet du mode d’utilisation sur les mécanismes de médiation n’a pas encore été étudié.
Le but de notre travail est d’étudier l’association entre les modes d’utilisation du THS et
la DM afin de mieux comprendre leurs effets indépendant et médié sur le risque du cancer
du sein. Pour nos analyses, nous avons utilisé les données des femmes ménopausées d’une
étude cas-témoins du cancer du sein dans la cohorte française E3N (Rice et al. (2016)).

Présentation des données Les données proviennent de 906 femmes âgées de plus de
55 ans lors de la mammographie dans l’étude cas-témoins du CS comprises dans la cohorte
française E3N (Maskarinec et al. (2017)) ; l’âge de 55 ans a été choisi comme indicateur
du statut postmenopausal. Les détails de l’étude cas-témoins imbriquée sont fournis dans
(Rice et al. (2016)). En bref, les femmes ont été appariées par l’adénocarcinome invasif
du sein diagnostiqué entre 1990 et 2010 avec une latéralité connue et au moins une mam-
mographie effectuée entre le début de l’étude et le diagnostic. L’appariement a été fait en
utilisant une procédure d’échantillonnage de densité aux femmes de la cohorte sans CS à
l’âge qu’elles avaient au moment du diagnostic du cas correspondant (âge de référence) ;
les facteurs d’appariement comprenaient également l’année de naissance (± 3 ans) et le
statut ménopausique au départ. Des informations détaillées sur les caractéristiques démo-
graphiques, le mode de vie et les antécédents reproductifs étaient disponibles pour toutes
les femmes de la cohorte à partir de questionnaires structurés collectés au départ et tous
les 2 à 3 ans pendant le suivi. Après avoir exclu les femmes avec des valeurs manquantes,
453 cas et 453 témoins étaient disponibles pour l’analyse.

Le mode d’utilisation du THS et des contraceptifs oraux pendant le suivi, y compris
le statut d’utilisation (jamais / actuel / ancien), le type de thérapie (œstrogène seul
contre œstrogène-progestatif) ont été calculés à partir des données recueillies au travers
des questionnaires.
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Modèles de médiations Tout d’abord, nous avons créé des modèles dans lesquels
l’utilisation de la THS était catégorisée en jamais, actuelle et ancienne. Puis pour tenir
compte du mode d’utilisation, la durée pour les utilisateurs actuels et anciens et le temps
depuis la dernière utilisation pour les anciens utilisateurs ont été dichotomisées en fonction
de leur médianes.

La DM a été quantifiée à partir de l’image cranio-caudale du sein homolatéral à la
tumeur la plus proche et antérieure à l’âge de référence. Les films mammographiques ont
été numérisés avec un numériseur de films haute densité Array 2905 (Array Corporation
Europe, Roden, Pays-Bas) avec une résolution de 300 PPI et ont été redimensionnés pour
la lecture de densité avec une taille maximale proportionnelle de 800 × 400 pixels. Un
lecteur unique (GM), qui ne connaissait pas le statut cas-témoins, a évalué la superfi-
cie totale du sein et la zone dense (DA) par lots de 200 mammographies à l’aide d’une
technique assistée par ordinateur (Cumulus, Sunnybrook Health Sciences Centre, Univer-
sity of Toronto, Toronto , Canada). La densité mammographique en pourcentage (PDM)
a été calculée comme le rapport de la DA à la surface totale du sein, et la zone non
dense (NDA) comme la différence entre la surface totale du sein et la DA. Ces variables
continues ont été normalisées en utilisant l’approche de vraisemblance de Box-Cox (Box

and Cox (1964)), t(M) = Mλ−1
λ

, avec λ égale à 0.38 (respectivement 0.34) pour DA
(respectivement NDA) comme nous pouvons le voir sur la figure 4.1.
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Figure 4.1 – Diagrammes Quantile-Quantile de comparaison des distributions des mé-
diateurs avec une loi gaussienne réduite, avant et après la transformation. Pour rappel
DA : zone mammaire dense et NDA : zone mammaire non-dense.
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L’effet du THS sur chaque mesure DM a été estimé en ajustant les modèles de régres-
sion sur les variables de DM transformées.

Nous avons évalué l’effet des variables de confusions potentielles suivantes : antécédents
familiaux du CS ; âge à la ménarche (période des premières menstruations) ; utilisation
antérieure de contraceptifs oraux ; parité et allaitement.

L’indice de masse corporel (IMC) étant considéré comme un médiateur de l’effet du
THS sur la DM, il n’a pas été inclus parmi les facteurs de confusion potentiels.

La prévalence du CS dans la population réelle de femmes âgées de plus de 55 ans est
p= 0.08 (van der Laan (2008)). Nous avons donc une sur-représentation des cas dans notre
étude cas-témoins. Les estimateurs obtenus à partir de la régression logistique, en utilisant
les données cas-témoins, permettront d’estimer systématiquement les mêmes paramètres
qu’une régression logistique utilisant des données de cohorte. Ce résultat bien connu est
ce qui justifie l’utilisation de la régression logistique lors de l’analyse des rapports de cotes
dans les études cas-témoins pour des effets totaux. Donc lorsque la régression logistique est
utilisée, la sur-représentation des cas peut être ignorée. Cependant, lors de l’ajustement
du modèle de régression linéaire pour un médiateur en utilisant des données cas-témoins,
la sur-représentation des cas ne peut pas être ignorée. On peut tout de même adapter
l’approche d’estimation des effets directs et indirects lorsque la prévalence de la variable
de réponse est connue. Nous ajustons la régression linéaire du médiateur sur le traitement
et les covariables en utilisant les données cas-témoins mais en pondérant chaque cas par p2
et chaque contrôle par (1−p)

2 . Les coefficients de cette régression pondérée donneront des
estimateurs consistants de ceux qu’on aurait obtenus d’une régression linéaire avec des
données d’une étude de cohorte de la même population (VanderWeele and Vansteelandt
(2010)).

Les analyses de médiation ont été menées pour tous les CS et séparément pour les
récepteurs hormonaux positifs (ER positif ou PR positif) et les récepteurs hormonaux
négatifs (ER négatif et PR négatif). Dans les deux approches, la proportion médiée par
PDM et l’IMC a été calculée sur l’échelle logarithmique (log (OR médié) / log (OR total))
(VanderWeele and Vansteelandt (2010)).

Pour estimer l’effet total du THS sur le risque de CS et l’effet médié par la PDM,
nous avons adopté deux approches différentes. Premièrement, une approche de médiation
simple en considérant comme médiateur la variable PDM. Les odds ratios (OR) pour le
CS ont été estimés par un modèle logistique ajusté pour les variables d’appariement (c.-
à-d. âge de référence, année de naissance, statut ménopausique au départ) (ajustement
partiel). L’effet additionnel des antécédents familiaux de CS, de l’âge de la ménarche,
de l’utilisation de contraceptifs oraux, de la parité et de l’allaitement comme facteurs de
confusion supplémentaires potentiels a également été évalué (ajustement complet).

Sur la base des preuves issues d’études d’association sur le risque de cancer du sein
(Sung et al. (2010), Boyd et al. (2006)), nous pouvons raisonnablement supposer que
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l’IMC et la DM sont corrélés de manière non causale, leur corrélation étant probablement
due à des traits génétiques communs, comme suggéré par des études jumellées (Sung et al.
(2010), Wade et al. (2010)) et d’analyse de randomisation mendélienne (Ooi et al. (2019)).
Pour tenir compte de la corrélation entre la PDM et l’IMC dans l’évaluation de leur rôle
joint en tant que médiateurs de l’effet du THS sur le risque de CS, nous avons, dans un
deuxième temps, appliqué notre méthode d’analyse de médiation multiple.

Nous faisons l’hypothèse implicite que le THS précède les médiateurs et que ceux-ci
précèdent le cancer du sein. La Figure 4.2 illustre les hypothèses causales faites pour
l’analyse de médiation suivante.

THS Cancer du Sein

PDM

PDM Variables de confusion

THS Cancer du Sein

PDM

IMC Variables de confusion

Figure 4.2 – Diagrammes causaux de l’hormonothérapie substitutive sur la densité mam-
mographique. Les variables de confusion sont : l’âge de référence, l’année de naissance,
le statut ménopausique au début de l’étude, les antécédents familiaux de CS, l’âge de
la ménarche, l’utilisation de contraceptifs oraux, la parité et l’allaitement. Pour rappel
THS : thérapie hormonal substitutive, PMD : pourcentage de densité mammographique.

Association entre le THS et la DM. Le statut d’utilisation du THS à la mammo-
graphie était significativement associé à PDM, DA et NDA (P <0,001, <0,001 et 0,006,
respectivement) : pour PDM et DA, les anciennes utilisatrices avaient des niveaux signi-
ficativement plus élevés que celles qui n’en avait jamais utilisé (P = 0,003 et P = 0,005
respectivement) et des niveaux nettement inférieurs à celles qui en utilise actuellement (P
= 0,004 et P = 0,003 respectivement) ; pour NDA, les anciennes et actuelles utilisatrices
avaient des niveaux inférieurs à celles qui n’ont jamais utilisé THS, mais les différences
n’étaient statistiquement significatives que pour les utilisatrices actuelles par rapport à
celles qui n’ont jamais utilisé THS (P = 0,001). La Table 4.1 montre les valeurs de DM
prédites par type d’utilisation de THS pour une femme âgée de 60 ans. Distinguer les
utilisatrices de THS par type d’utilisation n’a pas amélioré la significativité pour aucune
des variables DM (P = 0,86, 0,63 et 0,67, respectivement).
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Table 4.1 – Mesures mammographiques prédites chez les femmes de 60 ans par type
d’hormonothérapie ménopausique. Pour rappel THS : thérapie hormonal substitutive,
PMD : pourcentage de densité mammographique, NDA : zone mammaire non-dense et
DA : zone mammaire dense.

Analyse de médiation simple. Considérant que l’effet du THS sur la DM peut être
observé jusqu’à 8 ans après l’arrêt du traitement, nous avons effectué des analyses de
médiation uniquement sur les utilisatrices actuelles et celles n’ayant jamais pris la THS.
Dans le modèle partiellement ajusté, l’OR du CS associé à l’utilisation actuelle ou jamais
de THS était de 1,67 (IC à 95%, 1,04 à 2,68) ; lorsque PDM a été ajouté dans le modèle,
l’OR est passé à 1,40 (IC à 95%, 0,86 à 2,28), ce qui correspond à un effet médié de 34%
sur l’échelle logarithmique. Lorsque l’analyse de médiation a été stratifiée par le statut
des récepteurs hormonaux, il est apparu que l’association entre le risque de THS et le CS
était principalement due à des cancers du sein positifs aux récepteurs hormonaux : l’OR
associé à l’utilisation actuelle du THS était de 1,81 (IC à 95%, 1,05 à 3,10 ) ; lorsque PDM
a été ajouté au modèle, l’OR est devenu 1,46 (IC à 95%, 0,84 à 2,57), ce qui correspond
à un effet médié de 36%. Pour les cancers du sein négatifs aux récepteurs hormonaux,
l’association entre THS et CS n’était pas significative, que ce soit sans ou avec inclusion
de PDM dans le modèle (OR = 0,64, IC à 95% 0,15 à 2,81 et OR = 0,57, IC à 95% 0,12
à 2,70 , respectivement). Des résultats similaires ont été obtenus à partir des régressions
totalement ajustées, où la proportion de l’effet de la THS médiée par la PDM était de
40% pour tout CS et de 41% pour les CS hormonaux positifs.
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Analyse de médiation de multiple. La Table 4.2 présente les résultats du modèle
de médiation qui expliquent l’effet de médiation joint de la PDM et de l’IMC (coefficient
de corrélation de Pearson entre la PDM transformée à racine carrée et l’IMC - 0,39, p
<0,001). Dans le modèle partiellement ajusté, l’OR associé à l’utilisation actuelle du THS
était de 1,46 (IC à 95%, 0,42 à 2,41) ; l’effet direct moyen était de 1,37 (0,85 à 2,18) ;
les effets médiés moyens étaient de 1,20 (IC à 95%, 1,06 à 1,41) pour la PDM et de 0,90
(IC à 95%, 0,78 à 0,98) pour l’IMC. Lorsque l’analyse de médiation a été stratifiée sur le
statut des récepteurs hormonaux, il est apparu que l’association entre le risque de THS
et de CS était entièrement due à des cancers du sein positifs aux récepteurs hormonaux :
l’effet total du THS était de 1,58 (IC à 95%, 0,93 à 2,64), résultant d’un effet direct de
1,44 (IC à 95%, 0,85 à 2,34) et d’effets indirects de 1,22 (IC à 95%, 1,06 à 1,52) par PDM
et 0,91 (IC à 95%, 0,78 à 0,99) par IMC. Selon ce modèle, la proportion d’effet médié
par PDM sur l’échelle logarithmique était de 48% pour tous les CS et de 43% pour les
récepteurs hormonaux positifs du CS. Aucun changement important n’a été observé dans
les résultats de l’analyse de médiation lorsque les modèles ont été ajustés sur tous les
facteurs de confusion potentiels (Table 4.2 ). Des résultats qualitativement similaires ont
été observés pour l’utilisation de la THS codée de façon binaire ancienne/ jamais (Table
4.3 ).

Table 4.2 – Analyse de médiation évaluant l’effet de l’utilisation (actuelle contre jamais)
de THS sur le risque de cancer du sein, globalement et par statut ER et PR en présence
de PDM et IMC, médiateurs corrélés. ER : récepteur des œstrogènes ; PR : récepteur de
la progestérone ; PDM : pourcentage de densité mammographique ; IMC : indice de masse
corporelle ; THS : traitement hormonal de la ménopause.
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Table 4.3 – Analyse de médiation évaluant l’effet de l’utilisation (ancienne contre jamais)
de THS sur le risque de cancer du sein, globalement et par statut ER et PR en présence
de PDM et IMC, médiateurs corrélés. ER : récepteur des œstrogènes ; PR : récepteur de
la progestérone ; PDM : pourcentage de densité mammographique ; IMC : indice de masse
corporelle ; THS : traitement hormonal de la ménopause.
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Discussion L’analyse des données collectées au sein de la cohorte prospective E3N a
montré que les femmes ménopausées prenant du THS ont un PDM et un DA plus élevés
et un NDA plus faible que celles qui n’ont jamais pris de THS et que cette différence
est observée dès la première année d’utilisation du THS. L’arrêt de THS conduit à une
diminution de PDM et DA dont les niveaux atteignent ceux de celles qui n’ont jamais
utilisé de THS après plus de 8 ans depuis l’arrêt du traitement. Aucune hétérogénéité
n’a été observée entre les types de THS : œstrogènes seuls et œstrogènes progestatifs.
L’effet de l’utilisation actuelle du THS sur le risque du CS était partiellement direct et
partiellement médié par PDM et IMC ; l’effet médié était entièrement limité aux tumeurs
positives aux récepteurs hormonaux.

Dans la méta-analyse du Collaborative Group on Hormonal factors in Breast Cancer,
le risque accru de CS associé au THS a été observé pour tous les types de THS à l’exception
des œstrogènes vaginaux et le risque était plus élevé pour les œstrogènes plus progestatifs
que pour les œstrogènes seuls ; de plus, le risque était plus élevé pour les CS positifs aux
ER que pour les CS négatifs aux ER. Les analyses menées sur l’ensemble de la cohorte
E3N ont identifié une hétérogénéité de l’effet sur le risque de CS du type de préparation
de THS et ont fourni des preuves d’un effet différentiel sur le risque par sous-type de CS.
Notre analyse actuelle n’a pas montré de preuve d’hétérogénéité de l’effet sur la DM par
type de THS, bien que le nombre de femmes prenant uniquement des œstrogènes était
trop petit pour fournir une puissance adéquate. En ce qui concerne le sous-type de cancer,
en cohérence avec l’observation précédente sur le risque du CS nous avons observé que
la PDM médie l’effet du THS sur le risque de CS uniquement pour les CS positifs aux
récepteurs hormonaux, mais pas pour les CS négatifs aux récepteurs hormonaux.

4.2 Effets des tempéraments sur l’anorexie mentale
L’anorexie mentale (AM) est une maladie complexe et difficile à traiter qui, dans un

certain nombre de cas, devient chronique et invalidante. C’est un trouble de cause incon-
nue qui survient le plus souvent chez les adolescentes. Les individus atteints d’anorexie
mentale présentent une résistance égosyntonique (a) à l’alimentation conduisant à un poids
corporel significativement faible, une peur intense de prendre du poids, des déformations
de l’image corporelle et une perte de poids sévère en raison d’une recherche incessante
de minceur et d’une alimentation restrictive. Les améliorations dans la compréhension
et le traitement de l’anorexie mentale sont d’une importance capitale étant donné son
évolution chronique et récurrente, entraînant souvent une morbidité médicale coûteuse et
sévère. De surcroît, l’anorexie mentale a le taux de mortalité le plus élevé de toutes les
maladies psychiatriques, également parce qu’il n’existe aucun traitement efficace reconnu
pour inverser les symptômes.

Le traitement de l’anorexie mentale présente des défis uniques ; il n’existe actuellement

(a). intégrée dans la façon d’être de l’individu et difficilement identifiable par l’individu.
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aucun médicament approuvé, et peu de psychothérapies sont fondées sur des preuves. En
plus de traiter efficacement les troubles de l’humeur et les troubles cognitifs, il est essentiel
de rétablir le poids. Les traitements sont difficiles à mettre en place car de nombreux
facteurs, dont la personnalité, l’anxiété et la dépression, entrent en jeu.

En collaboration avec la chercheuse en psychiatrie Enrica Marzola, nous nous sommes
intéressés à trois types de variables affectant l’anorexie mentale :

Les traits de personnalité (éviter les souffrances, émotivité négative, rigidité, per-
fectionnisme) sont un aspect clé de la pathogenèse des anorexies mentales, d’après la
littérature soutenant leur implication à la fois pour le développement et le maintien de
l’anorexie mentale (Atiye et al. (2015) ; Treasure et al. (2015)).

En revanche, peu d’attention a été accordée jusqu’à présent aux tempéraments affectifs
(c’est-à-dire, dysthymiques / dépressifs, hyperthymiques, cyclothymiques, irritables, an-
xieux) impliqués dans l’anorexie mentale (Marzola et al. (2017) ; Ramacciotti et al. (2004)).
Des travaux antérieurs (Marzola et al. (2017)) se sont concentrés sur les tempéraments
affectifs dans l’anorexie mentale, trouvant une association entre les traits dépressifs et
anxieux et les comorbidités à part entière. De plus, l’anxiété joue un rôle clé dans l’ano-
rexie mentale pour de multiples raisons : les recherches cliniques et épidémiologiques ont
constamment montré que les troubles anxieux sont fréquemment comorbides avec l’ano-
rexie mentale (Godart et al. (2002) ; Hudson et al. (2007) ; Kendler (1995) ; Swinbourne
et al. (2012) ; Walters EE (1995)).

La dépression est l’un des troubles comorbides les plus courants avec l’anorexie men-
tale (Abbate-Daga et al. (2011) ; Godart et al. (2007)) potentiellement influençant les
performances neurocognitives des patientes (Amianto et al. (2015)). Plus encore que pour
l’anxiété, le débat est ouvert quant à savoir si la dépression pourrait être un facteur prédis-
posant à l’anorexie mentale ou une conséquence de la malnutrition sévère liée à l’anorexie
mentale (Mattar et al. (2011)). De plus, l’apparition de la dépression a tendance à précéder
l’anorexie mentale (Deep et al. (1995)).

Compte tenu des lacunes actuelles de la littérature, avec notre méthode, nous avons
cherché à étudier, les effets de médiation de l’anxiété, des tempéraments affectifs et de
la dépression sur la psychopathologie alimentaire (à savoir recherche de la minceur et
l’insatisfaction corporelle) et l’IMC chez les patientes atteintes d’anorexie mentale sévère.

Présentation des données Le jeu de données initiale était composé de 209 femmes
hospitalisées consécutivement dans le service du Centre des troubles de l’alimentation
de l’hôpital Città della Salute e della Scienza de Turin, à l’Université de Turin, en Italie.
Toutes les patientes ont été admises volontairement. Cependant, 9 patientes ont été exclues
de cette étude parce qu’elles ne répondaient pas aux critères d’inclusion, 4 candidates
n’ont pas fourni de consentement écrit valide et 12 femmes ont renvoyé une évaluation
incomplète. Par conséquent, le jeu de données finale contient 184 participantes atteintes
d’anorexie mentale.
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Les critères d’inclusion pour cette étude étaient les suivants : a) diagnostic complet
d’anorexie mentale évalué par un psychiatre expérimenté avec l’entrevue clinique structu-
rée pour le DSM-5 (évaluation des troubles mentaux) lors de l’admission ; b) sexe féminin ;
c) aucune dépendance à une substance ; d) aucun trouble du spectre psychotique ; e) pas
de comorbidités organiques (par exemple épilepsie). Le comité d’éthique du département
de neurosciences de l’Université de Turin, en Italie, a approuvé cette étude et toutes les
patientes ont donné leur consentement par écrit.

Sur l’ensemble de l’échantillon, 129 patientes (70,1%) ont été diagnostiquées avec l’
anorexie mentale de type R-AM (b) et 55 (29,9%) avec de type B-PAM (c). Les patientes
étaient toutes de race blanche et leur âge moyen était de 23,7 ± 8,7 ans, l’IMC moyen à
l’admission était de 14,4 ± 1,8 et la durée moyenne de la maladie était de 6 ± 7,8 ans.
Soixante patientes (39,2%) ont dû être hospitalisées dans le passé et 102 (66,7%) prenaient
des médicaments lors de leur admission. La durée moyenne d’hospitalisation était de 36,6
± 18,1 jours et 72 personnes (47,4%) ont déclaré leur IMC comme étant le plus bas de
leur vie à l’admission. Concernant la comorbidité, 61 patientes (40,1%) avaient un trouble
psychiatrique comorbide (c’est-à-dire un diagnostic formel de dépression ou d’anxiété).

Modèles de médiation Dans nos modèles de médiation on considère les variables
suivantes :

En exposition on considère le tempérament avec 5 variables : le tempérament dysthy-
mique/dépressif (d), le tempérament cyclothymique (e), le tempérament hyperthymique/-
maniaque (f), le tempérament irritable (g) et le tempérament anxieux (h). Ces variables ont
été obtenues à l’aide de l’auto-questionnaire TEMPS-A (Pompili et al. (2008)). C’est un
questionnaire à 110 questions (109 pour les hommes) fermées. Il évalue les tempéraments
dysthymique (questions 1–22), cyclothymique (questions 23–42), hyperthymique (ques-
tions 43–63), irritable (questions 64–84) et anxieux (questions 85–110).

En tant que variables médiatrices on considère les 3 suivantes : l’anxiété en tant
que trait de personnalité (anxiété T), l’anxiété en tant qu’état émotionnel (anxiété S) et la
dépression clinique. Les variables anxiété T et anxiété S ont été obtenues avec l’Inventaire
d’anxiété État-Trait STAI (Spielberger (1983)), un instrument psychométrique largement

(b). perte de poids uniquement en suivant un régime et en faisant de l’exercice sans frénésie alimentaire
ni purge.
(c). perte de poids uniquement en suivant un régime et en faisant de l’exercice, mais avec frénésie

alimentaire et/ou purge de façon périodique.
(d). Quelqu’un qui a tendance à être légèrement déprimée et a une grande sensibilité au stress et à ce
qui est émotionnel. Vues de l’extérieur, ces personnes sont souvent sombres et rarement joyeuses.
(e). Quelqu’un qui a des fluctuations d’humeur et d’énergie. Elle oscille entre le pôle maniaque et le

pôle dépressif.
(f). Quelqu’un d’actif, plein de projets, toujours de bonne humeur, confiant en lui, très peu fatigué.
(g). Quelqu’un qui se plaint souvent, ronchonne, supporte difficilement la contrariété, la frustration.
(h). Quelqu’un qui a une vision du monde marquée par l’anxiété, prévoyant toujours le pire, de manière
consciente ou non.
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utilisé qui permet de distinguer deux dimensions différentes de l’anxiété : l’anxiété en
tant que trait de personnalité (sentiments d’appréhension, de tension, de nervosité et
d’inquiétude que le sujet ressent habituellement) et l’anxiété en tant qu’état émotionnel
lié à une situation particulière (sentiments d’appréhension, de tension, de nervosité et
d’inquiétude que le sujet ressent à un moment précis). Ces deux types d’anxiété sont
mesurés par deux échelles d’auto-évaluation différentes de 20 questions (formulaire X
pour l’anxiété S et formulaire Y pour l’anxiété T). Pour chaque élément, la gravité des
symptômes anxieux est notée de 1 (pas du tout / presque jamais) à 4 (beaucoup / presque
toujours) et un score global de 20 à 80 est évalué.
La sévérité de la dépression clinique est mesurée par l’Inventaire de dépression de Beck
(BDI) (Beck et al. (1961)), un auto-questionnaire à choix multiples de 13 questions dé-
finissant une échelle allant des symptômes dépressifs minimaux (scores de 0 à 4) à la
dépression sévère (scores de 16 à 39). Des scores légers (scores de 5 à 7) et modérés
(scores de 8 à 15) sont également identifiables.

En variable de réponse, on considère la psychopathologie alimentaire à travers 2
variables : la désir intense de minceur et l’insatisfaction corporelle. On considère aussi
une troisième variable de réponse avec l’indice de masse corporel (IMC). Le désir intense
de la minceur et l’insatisfaction corporelle sont données par l’Inventaire des troubles de
l’alimentation-2 (EDI-2) (Garner (1991)), une mesure d’auto-évaluation psychométrique-
ment robuste (Thiel and Paul (2006)) des troubles de l’alimentation, des comportements et
des traits de personnalité communs aux personnes qui reçoivent un diagnostic de trouble
de l’alimentation. Onze sous-échelles évaluent les symptômes et les corrélats psycholo-
giques des troubles de l’alimentation ; des scores élevés reflètent une pathologie plus grave.

Nous sommes en présence de 5 expositions potentielles et 3 variables de réponse. Nous
avons donc conduit 15 analyses de médiations multiples avec trois médiateurs. Dans la
Figure 4.3 on illustre les deux diagrammes causaux étudiés avec nos analyses de médiation.
Notons que les analyses sont menées en supposant ces diagrammes causaux mais qu’ils
ne peuvent coexister compte tenu du fait que l’IMC est considéré d’une part comme une
covariable affectant les médiateurs et d’autre part comme une variable de réponse affectée
par les médiateurs et que nous faisons l’hypothèse qu’il n’y a pas de corrélation entre les
médiateurs.

Analyse de médiation de multiple. Comme indiqué dans la Table 4.4, tous les tem-
péraments affectifs à l’exception du tempérament maniaque ont eu un effet total signifi-
catif sur la psychopathologie alimentaire et l’IMC. Concernant l’effet direct, seuls deux
tempéraments affectifs, à savoir dépressif et anxieux, ont montré un impact direct sur le
désir intense de minceur et l’IMC. En ce qui concerne les effets médiés, nous avons trouvé
un effet médié joint effet significatif pour toutes les expositions et les variables de réponse
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Tempéraments Psychopatho-
logie alimentaire

Anxiété T

Anxiété S

Dépression

(âge, IMC)

(a) Modèle de médiation affectant la psychopatologie alimentaire

Tempéraments IMC
alimentaire

Anxiété T

Anxiété S

Dépression

(âge)

(b) Modèle de médiation affectant l’IMC

Figure 4.3 – Diagrammes causaux des analyses de médiation multiple.

considérés, à l’exception de la relation entre le tempérament dépressif et l’IMC. En consi-
dérant les médiateurs de façon individuelle, l’anxiété T n’a pas montré d’effet significatif,
tandis que l’anxiété S et la dépression étaient des médiateurs significatifs du désir intense
de minceur et d’insatisfaction corporelle. La dépression était le seul médiateur significatif
affectant l’IMC pour tous les tempéraments considérés.

Discussion Avec cette analyse, nous avons cherché à étudier la relation complexe qui
existe entre les tempéraments affectifs, l’anxiété et la dépression sur les aspects fondamen-
taux de la psychopathologie (c.-à-d., désir intense de minceur et insatisfaction corporelle)
et clinique (c.-à-d. IMC) chez des patientes atteintes d’anorexie mentale sévère. Prises
ensemble, les données confirment le rôle clé des tempéraments affectifs dans l’anorexie
mentale et suggèrent que les tempéraments dépressifs et anxieux ont le plus fort effet
direct sur les variables de réponse considérées. Plus particulièrement, l’anxiété d’état et
la dépression clinique influencent à la fois le désir intense de minceur et l’insatisfaction
corporelle, tandis que l’IMC est affecté indirectement (de façon médiée) uniquement par
des symptômes dépressifs. Enfin, selon notre modèle, l’anxiété de trait n’était pas un
médiateur significatif. Notons que la dépression et l’anxiété sont si étroitement liées (et
donc corrélées) que seule une méthode capable de considérer cette corrélation, telle que
la nôtre, pourrait être utile pour étudier leur rôle de médiation.

Ces résultats sont cohérents avec les résultats antérieurs montrant les tempéraments
affectifs, principalement anxieux et dépressifs, comme impliqués dans l’anorexie mentale
(Marzola et al. (2017) ;Marzola et al. (2020)). De même, selon les analyses de média-
tion, les tempéraments anxieux et dépressifs étaient les plus solidement liés à la fois à la
psychopathologie de l’alimentation et à l’IMC et cela représente une découverte nouvelle
dans le domaine de l’anorexie mentale puisqu’aucune analyse de médiation sur ces ques-
tions n’a été menée jusqu’à présent. Fait intéressant, le tempérament maniaque n’a pas
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Table 4.4 – Analyse de médiation évaluant les effets des tempéraments affectifs sur la
psychopathologie alimentaire et sur l’IMC à travers l’anxiété de trait (anxiété T), l’anxiété
d’état (anxiété S) et la dépression clinique.
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montré d’effet direct sur les variables de réponse considérées. Cela pourrait être dû au
fait que, selon des travaux antérieurs (Marzola et al. (2017)), le tempérament maniaque
aurait été sous-représenté dans la population atteinte d’anorexie mentale, remettant ainsi
potentiellement en question sa pertinence dans les troubles de la physiopathologie.

Il est intéressant de noter que le modèle proposé a permis de quantifier une notion
clinique de tous les jours, car l’anxiété T et la dépression ont été jugées significativement
médiatrices de l’effet sur le désir intense de minceur, l’insatisfaction corporelle et l’IMC.
De plus, dans le cadre du débat scientifique complexe sur l’anxiété dans l’anorexie mentale,
nos résultats sont conformes à la littérature antérieure suggérant que la malnutrition sévère
exacerbe les aspects psychopathologiques fondamentaux de l’alimentation des patientes
hospitalisées atteintes d’anorexie mentale (Kaye et al. (2009)). Effectivement, l’anxiété a
considérablement contribué au désir de minceur, à l’insatisfaction corporelle et à l’IMC.

Lors des analyses de médiation sur l’IMC - un aspect critique de l’anorexie, principale-
ment lorsqu’une hospitalisation d’urgence est nécessaire pour un cas extrême (c’est-à-dire
un IMC <15, comme dans notre échantillon) - un rôle majeur des symptômes dépressifs
comme médiateur est apparu. En effet, la dépression médie les effets de tous les tempé-
raments à l’exception du tempérament dépressif. Par conséquent, il est possible que le
tempérament dépressif joue un rôle clé dans son effet direct sur l’IMC, en contournant en
quelque sorte la symptomatologie dépressive des patientes. Cependant, nos résultats sont
cohérents avec des études proposant la dépression comme ayant un impact sur l’insatis-
faction corporelle (Paans et al. (2018)) bien qu’une analyse de médiation faisait à ce jour
défaut.

Il est à noter que l’anxiété T ne s’est pas révélée être un médiateur pour le désir
intense de minceur, l’insatisfaction corporelle et l’IMC. D’une part, il s’agit d’un résultat
inattendu, étant donné la pertinence de l’anxiété dans l’anorexie mentale (Swinbourne
et al. (2012) ; Zerwas et al. (2013) ; Kezelman et al. (2015)), mais d’autre part, il pourrait
être également vrai que - parmi les traits - la contribution du tempérament anxieux
au modèle proposé pourrait être suffisamment robuste pour «couvrir» celle de l’anxiété
de trait. Compte tenu de la nouveauté de ce résultat, des études supplémentaires sont
nécessaires pour confirmer ces découvertes intrigantes.

Si ces résultats ainsi que les DAG causaux sous-jacents à nos analyses sont confir-
més, des implications cliniques intéressantes pourraient être soulevées, d’après Enrica
Marzola et son équipe. En effet, nos données suggèrent que - lors du traitement de per-
sonnes souffrant d’anorexie mentale dans une phase sévère de leur trouble - une attention
particulière devrait être accordée aux composantes anxieuses et dépressives de leur psy-
chopathologie. Compte tenu de la stabilité des traits de caractère, les interventions théra-
peutiques peuvent vouloir s’attaquer aux composants anxieux et dépressifs du traitement.
Par exemple, bien qu’aucun médicament ne puisse inverser les principaux symptômes de
l’anorexie mentale, la pharmacothérapie pourrait être utile à cet égard (Marzola et al.
(2015) ; Lloyd et al. (2019)). De plus, étant donné la gravité de certaines patientes qui
ont tendance à développer un trouble sévère et durable, des stratégies de neuromodula-
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tion pourraient également être intéressantes, car les techniques non invasives sont connues
pour améliorer les symptômes spécifiquement dépressifs. Malgré les résultats très intéres-
sants que nous avons trouvé avec notre méthode d’analyse de médiation multiple et le
recrutement de patientes du monde réel atteints d’anorexie mentale sévère et les impli-
cations cliniques potentielles, cette étude contient également des limites : les données ne
contiennent que des patientes hospitalisées, ce qui pourrait entraver la généralisation des
données, le nombre de patientes pourrait être plus grand et des auto-évaluations ont été
utilisées.





Conclusion

Médiateurs liés de façon non-causale
Le Chapitre 1 aborde le problème de l’estimation des effets directs et indirects, y

compris les effets indirects à travers les médiateurs individuels, dans le cadre d’une ana-
lyse de médiation multiple avec des médiateurs liés de manière non causale. Les travaux
théoriques de Shpitser et de ses coauteurs ont prouvé qu’en présence de variables la-
tentes, toutes les quantités de médiation ne sont pas identifiées (Shpitser (2013), Shpitser
and Sherman (2018)). En particulier, en présence d’une cause commune latente entre les
médiateurs, les effets indirects à travers les médiateurs individuels ne peuvent pas être
exprimés uniquement en fonction des données observables. En revanche, une pratique cou-
rante en médiation multiple consiste à effectuer plusieurs analyses de médiation simples,
une pour chaque médiateur, malgré l’introduction d’un biais.

La plupart des approches de l’analyse de médiation reposent sur des hypothèses
fortes telles que l’Ignorabilité Séquentielle (Imaï et al. (2010a), Hafeman and Vander-
Weele (2011)), et plusieurs auteurs ont tenté de résoudre le problème de l’estimation par
différentes techniques.

Dans le cadre de la médiation multiple avec des médiateurs liés de manière non causale,
nous définissons un ensemble d’hypothèses, appelé SIMMA, dans lequel nous exprimons
l’effet direct et l’effet indirect joint en tant que fonctions de variables observées et l’effet
indirect par l’intermédiaire de médiateurs individuels en termes de variables à la fois ob-
servées et contrefactuelles. Couplée à un choix de modèle et à l’algorithme quasi-bayésien
développé par Imaï et al. (2010a), cette dernière formule donne une méthode d’estimation
des effets indirects individuels. Notons que nous nous sommes limités aux modèles avec
l’hypothèse supplémentaire que la corrélation entre médiateurs contrefactuels est la même
quel que soit le traitement qui les régit. Le développement de méthodes pour faire face à la
situation dans laquelle cette hypothèse supplémentaire est violée est laissé à des travaux
futurs, ainsi que le développement d’une analyse de sensibilité pour évaluer la robustesse
aux écarts par rapport à SIMMA.

Nous avons appliqué notre programme R pour valider empiriquement la méthode pro-
posée. Cette étude de simulation montre que notre méthode fournit une estimation non
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biaisée de l’effet direct, alors que, comme prévu, les estimations obtenues en exécutant
des analyses de médiation simples avec un médiateur à la fois sont biaisées, même dans
le cas de médiateurs indépendants. De plus, lorsque les médiateurs partagent une cause
commune non observée, nous montrons que notre analyse multiple fournit des estima-
tions des effets directs à travers des médiateurs individuels qui sont moins biaisées que
celles obtenues à partir d’analyses simples avec un médiateur à la fois. La raison de cette
amélioration, est que notre méthode, en considérant la loi commune des médiateurs condi-
tionnellement au traitement et la loi de la variable de réponse conditionnellement à tous
les médiateurs, prend automatiquement en compte l’influence de la cause commune non
observée U sur les médiateurs et la variable de réponse. Au contraire, faire une analyse
simple avec un médiateur à la fois n’est pas approprié dans ce contexte car U confond la
relation entre chaque médiateur et la variable de réponse. De plus, nous montrons empi-
riquement que, contrairement aux analyses simples répétées, l’algorithme quasi-bayésien
proposé fournit des intervalles de confiance avec la propriété de couverture attendue.

Les analyses simples répétées des médiateurs individuels sont encore une approche
populaire malgré une littérature croissante mettant en garde contre ses limites. En effet,
la présence d’une cause commune non observée pour les médiateurs n’est pas la seule
situation dans laquelle une telle approche pose problème. VanderWeele and Vansteelandt
(2014) a observé que, même lorsque les médiateurs sont liés de manière non causale, il
n’est pas possible de décomposer l’effet indirect conjoint en somme des effets indirects
individuels lorsque leur effet sur la variable de réponse est caractérisé par une interaction
dans l’échelle additive, une situation que nous avons exclue dans nos résultats théoriques.
Dans cette situation, Taguri et al. (2015) a fourni une décomposition à trois voies de
l’effet indirect conjoint en effets indirects naturels individuels et en un effet interactif.
Fait intéressant, les hypothèses requises pour montrer l’identifiabilité de tous les termes
de cette décomposition sont les mêmes que les nôtres, à la seule différence importante que
les médiateurs potentiels sont supposés conditionnellement indépendants compte tenu de
toutes les covariables observées. Plus récemment, Bellavia and Valeri (2017) ont fourni une
décomposition de l’effet total dans la situation plus générale avec à la fois des interactions
médiateur-médiateur et médiateurs-variable de réponse.

Une autre situation dans laquelle la répétition d’analyses simples est la mauvaise
approche de l’aanalyse médiation multiple est celui où les médiateurs sont ordonnés de
manière causale comme sur la figure 6(c). Dans cette situation, considérer le vecteur des
variables intermédiaires comme un médiateur et effectuer une analyse simple permettra
d’estimer correctement l’effet indirect conjoint et l’effet direct. Cependant, l’ancien effet
indirect conjoint n’est pas égal à la somme de l’effet indirect individuel, chacun estimé
avec une analyse simple, car certains chemins sont comptés deux fois et l’effet médié par
W est biaisé parM qui agit comme un facteur de confusion post-traitement de la relation
W −Y . Plus généralement, à moins que des conditions fortes ne soient vérifiées, il n’est
pas possible d’identifier tous les chemins spécifiques (Avin et al. (2005), Daniel et al.
(2015)). VanderWeele and Vansteelandt (2014) ont introduit une approche séquentielle
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pour identifier l’effet indirect conjoint, l’effet direct, l’effet médié par M et l’effet médié
parW mais pas parM . Les différentes étapes de cette stratégie peuvent être implémentées
en utilisant medflex, un package R récemment introduit basé sur le Natural Effect Model
et des méthodes d’imputation ou de pondération (Steen et al. (2017)). Une approche
alternative basée sur des équations structurelles linéaires avec des coefficients variables a
été discutée par Imaï and Yamamoto (2013) et implémentée dans le package mediation.
Nguyen et al. (2015) ont présenté une méthode basée sur l’approche de pondération du
rapport de cotes inverse (IOWR) introduite par Tchetgen Tchetgen (2013). Cette méthode
est très flexible car elle intègre des modèles linéaires généralisés, des modèles de régression
quantile et de survie pour la variable de sortie et de multiples médiateurs continus ou
catégoriels, mais elle ne permet pas d’estimer l’effet indirect via des médiateurs individuels,
mais uniquement l’effet indirect joint.

Nous concluons ce bref aperçu de la littérature autour de la médiation multiple en
soulignant que notre cadre traite des effets directs et indirects naturels. Vansteelandt
and Daniel (2017) ont récemment introduit des effets indirects directs et spécifiques au
chemin d’intérêt, dits interventionnels qui s’ajoutent à l’effet total et sont identifiables
même lorsque les médiateurs partagent des causes communes non mesurées ou que la
dépendance causale entre les médiateurs est inconnue.

Un travail futur pourrait inclure des méthodes d’analyses de sensibilité pour les effets
d’intérêts.

Grande dimension
Le Chapitre 2 aborde les questions de classification et de sélection de médiateurs qui

se posent quand le nombre de médiateurs augmente.
Nous avons développé la classification de médiateurs par rapport à leur corrélation

qui peut être causale ou non. Cette méthode basée sur la classification spectrale permet
d’aboutir à l’analyse de médiation par bloc permettant de réduire le nombre de paramètres
à considérer en présence d’un nombre relativement moyen de médiateurs corrélés.

Nous avons également développé une nouvelle méthode de sélection de médiateurs
en grande dimension. Pour cela nous avons adapté et utilisé la méthode Group-LASSO
suivie d’un test multiple. Une des particularités de notre méthode est qu’elle se base sur
les effets médiés à chaque étape pour la sélection. De plus notre méthode a été développée
dans le but de sélectionner des médiateurs communs à plusieurs traitements affectant une
variable de réponse. Nous avons illustré à travers des simulations que nous obtenons de
meilleurs résultats que les méthodes récentes HIMA, HDMA et CMF.

Une piste à explorer pourrait consister en la combinaison de nos méthodes de clas-
sification et de sélection de médiateurs. On pourrait ainsi sélectionner des médiateurs
corrélés. De plus en présence de plusieurs traitements, la combinaison de nos deux mé-
thodes permettrait de déterminer des groupes de médiateurs communs à l’ensemble des



112 CHAPITRE 4. APPLICATIONS À DES DONNÉES RÉELLES

traitements et qui sont corrélés de façon causale ou non.

Package R
Le Chapitre 3 présente notre package R multimediate où l’ensemble de nos méthodes

(analyse de médiation en présence de médiateurs corrélés de façon non-causale, classifi-
cation de médiateurs, sélection de médiateurs en grande dimension) a été implémenté.
Actuellement, notre package permet de travailler avec des modèles paramétriques avec
des médiateurs et des variables de réponse continues, binaires, catégorielles ordonnées.
Ce package a été publié sur Github et nous travaillons à l’extension du cadre actuel
à d’autres types de modèles (par exemple pour des variables de survie et catégorielles
non-ordonnées).

Application à des données réelles
Dans le Chapitre 4, nous avons mené, dans un premier temps, une analyse de média-

tion multiple sur un ensemble de données réelles d’une grande cohorte pour évaluer l’effet
du traitement hormonal substitutif (THS) sur le risque de cancer du sein à travers deux
médiateurs non séquentiels, à savoir le pourcentage de zones mammaires denses et l’indice
de masse corporelle. Nous avons aussi présenté les effets à l’échelle des OR. Les résultats
que nous avons obtenus sont cohérents avec la littérature existante sur les relations cau-
sales entre les différentes variables. Au cours de la première année d’utilisation, la densité
mammaire était plus élevée chez les utilisatrices actuelles que chez les femmes qui n’ont
jamais utilisé de THS ; chez les anciennes utilisatrices, les niveaux ont atteint ceux des
femmes qui n’ont jamais utilisé de THS après plus de 8 ans depuis l’arrêt de la thérapie.

Nous avons réalisé une analyse de médiation simple avec la densité mammaire comme
médiateur et une analyse de médiation multiple avec la densité mammaire et l’IMC comme
médiateurs. De l’analyse simple à l’analyse multiple la proportion médiée par la densité
mammaire, passe de 34% à 48%. L’analyse de médiation multiple a permis de montrer que
la densité mammaire médie en réalité jusqu’à 50% de l’effet du THS sur le risque de cancer
du sein. Nos résultats, s’ils sont confirmés par des études longitudinales indépendantes,
indiqueraient que le THS doit être prescrit avec prudence, en particulier chez les femmes
ayant une DM élevée et suggèrent que la surveillance de la densité mammaire pendant la
THS pourrait être une stratégie utile dans les situations où la prescription de THS est
appropriée.

Dans un deuxième temps nous avons réalisé une analyse de médiation multiple pour
évaluer les effets des tempérament affectifs sur l’anorexie mentale. Les modèles propo-
sés de médiation par l’anxiété et par la dépression entre les tempéraments affectifs et
la psychopathologie alimentaire et l’IMC dans l’anorexie mentale sont basés sur la pra-
tique clinique quotidienne d’un point de vue psychiatrique. En fait, les cliniciens et les
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chercheurs expérimentés qui travaillent avec des personnes souffrant d’anorexie mentale
savent bien comment les caractéristiques prémorbides (c.-à-d. la structure du tempéra-
ment) et les états cliniques (c.-à-d. l’anxiété et la dépression) peuvent avoir un impact sur
les symptômes de base de l’anorexie mentale. Cependant, à ce jour, ce concept n’avait pas
été mesuré. Par conséquent, s’ils sont confirmées par d’autres études, nos résultats contri-
buent au débat scientifique en cours visant à faire la lumière sur cette maladie complexe,
fournissant également des implications cliniques innovantes.

Dans ces deux travaux, nous avons appliqué notre méthode d’analyse de médiation
en présence de plusieurs médiateurs corrélés. Mais il serait intéressant, dans nos applica-
tions futures, d’utiliser notre méthode de sélection de médiateur en grande dimension en
présence de plusieurs traitements.
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A Médiateurs liés de façon non-causale

A.1 Lien entre δZ et
∑

k
δk

Même si intuitivement, il semblerait raisonnable de penser que l’effet indirect via le
kième médiateur δk est la différence entre l’effet joint δZ et l’effet indirect de tous les
autres médiateurs ηk, nous montrons que ce n’est pas vrai en général.
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Nous voulons exprimer δZ en fonction de
K∑

k=1
δk. Pour ce faire, on part de δk :

δk(t) = E[Y (t,Mk(1),W k(t))−Y (t,Mk(0),W k(t))]

=
{
E[Y (1,Z(1))−Y (1,Mk(0),W k(1))] si t= 1
E[Y (0,Mk(1),W k(0))−Y (0,Z(0))] si t= 0

=
{
E[τ +Y (0,Z(0))−Y (1,Mk(0),W k(1))] si t= 1
E[Y (0,Mk(1),W k(0)) + τ −Y (1,Z(1))] si t= 0

=
{
E[τ +Y (1,Z(0))− ζ(0)−Y (1,Mk(0),W k(1))] si t= 1
E[Y (0,Mk(1),W k(0)) + τ − ζ(1)−Y (0,Z(1))] si t= 0

=
{
E[δZ(1)−Y (1,Mk(0),W k(1)) +Y (1,Z(0))] si t= 1 (i)

E[δZ(0)−Y (0,Z(1)) +Y (0,Mk(1),W k(0))] si t= 0
= δZ(t)−ηk(t).

ηk peut être interprété comme l’effet indirect par tous les médiateurs sauf le kième,
lorsque le traitement est fixé à t et que le kième médiateur est fixé à la valeur qu’il aurait
sous le traitement 1− t. En sommant sur les K médiateurs, nous avons :

K∑

k=1
δk(t) =

K∑

k=1

(
δZ(t)−ηk(t)

)

= KδZ(t)−
K∑

k=1
ηk(t)

Ainsi l’effet indirect joint peut être réécrit comme :

δZ(t) =

K∑

k=1

(
δk(t) +ηk(t)

)

K
.

A.2 Hypothèses
Selon Imaï and Yamamoto (2013), les Hypothèses d’Ignorabilité Séquentielle dans la

situation de plusieurs médiateurs sans relation causale sont :

(i). En effet τ = δZ(t)+ ζ(1− t).
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{Y (t,m,w),M(t′),W (t′′)} ⊥⊥ T |X = x, (A.1)
Y (t′,m,W (t′)) ⊥⊥ M(t)|T = t,X = x, (A.2)
Y (t′,M(t′),w) ⊥⊥ W (t)|T = t,X = x, (A.3)

où P(T = t|X = x)> 0 et P(M =m,W = w|T = t,X = x)> 0 pour tout x,t, t′,m,w.

Nous remplaçons les hypothèses (A.2) et (A.3) avec les hypothèses suivantes :

Y (t′,m,w) ⊥⊥ (M(t),W (t)) |T = t,X = x (A.4)
Y (t,m,w) ⊥⊥

(
M(t′),W (t)

)
|T = t,X = x (A.5)

de façon à obtenir les Sequential Ignorability for Multiple Mediators Assump-
tion (SIMMA) :

(Y (t,m,w),M(t′),W (t′′)) ⊥⊥ T |X = x, (A.1)
Y (t′,m,w) ⊥⊥ (M(t),W (t)) |T = t,X = x (A.4)
Y (t,m,w) ⊥⊥ (M(t′),W (t)) |T = t,X = x (A.5)

Il est important de souligner que (A.4) n’implique pas (A.2) et (A.3) : une conséquence
de (A.4) est que Y (t′,m,w) ⊥⊥M(t)|T = t,X = x pour toutes les valeurs de t′,m,w et
x mais cela n’implique pas que Y (t′,m,W (t′)) ⊥⊥M(t)|T = t,X = x car Y (t′,m,w) ne
dépend que des causes résiduelles de Y après avoir défini T = t′,M =m et W = w tandis
que Y (t′,m,W (t′)) dépend également des causes résiduelles de W après avoir mis T à t′.

A.3 Preuve du Théorème 1.4.1
Effet médié joint, effet direct et effet total

Afin de démontrer le théorème 1.4.1 pour l’effet indirect joint δZ , l’effet direct ζ et
l’effet total τ , nous commençons par réécrire les définitions en termes de contrefactuels :

δZ(t) = E [Y (t,Z(1))]−E [Y (t,Z(0))]

=
∫

E [Y (t,Z(1))|X = x]−E [Y (t,Z(0))|X = x]dFX(x)

=
∫

E [Y (t,M(1),W (1))|X = x]−E [Y (t,M(0),W (0))|X = x]dFX(x)

ζ(t, . . . , t) = E [Y (1,Z(t))]−E [Y (0,Z(t))]

=
∫

E [Y (1,Z(t))|X = x]−E [Y (0,Z(t))|X = x]dFX(x).

=
∫

E [Y (1,M(t),W (t)) |X = x]−E [Y (0,M(t),W (t)) |X = x]dFX(x)
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τ = E [Y (1,Z(1))]−E [Y (0,Z(0))]

=
∫

E [Y (1,Z(1)) |X = x]−E [Y (0,Z(0)) |X = x]dFX(x)

=
∫

E [Y (1,M(1),W (1)) |X = x]−E [Y (0,M(0),W (0)) |X = x]dFX(x)

Il suffit alors de démontrer que :

E
[
Y (t,M(t′),W (t′))|X = x

]
=

∫

RK
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M,W )|T=t′,X=x(m,w)

Il s’ensuit alors que :

E
[
Y (t,Z(t′))|X = x

]
=

∫

RK
E [Y |T = t,Z = z,X = x]dFZ|T=t′,X=x(z)

On a

E [Y (t,M(t′),W (t′))|X = x] =
∫

RK
E
[
Y (t,M(t′),W (t′))|M(t′) =m,W (t′) = w,X = x

]

dF(M(t′),W (t′))|X=x(m,w)
=

∫

RK
E
[
Y (t,m,w)|M(t′) =m,W (t′) = w,X = x

]

dF(M(t′),W (t′))|X=x(m,w)
=

∫

RK
E
[
Y (t,m,w)|T = t′,M(t′) =m,W (t′) = w,X = x

]

dF(M(t′),W (t′))|X=x(m,w) (j)

=
∫

RK
E
[
Y (t,m,w)|T = t′,X = x

]
dF(M(t′),W (t′))|X=x(m,w) (k)

=
∫

RK
E [Y (t,m,w)|T = t,X = x]dF(M(t′),W (t′))|T=t′,X=x(m,w) (l)

=
∫

RK
E [Y (t,m,w)|T = t,M(t) =m,W (t) = w,X = x]

dF(M,W )|T=t′,X=x(m,w) (m)

=
∫

RK
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M,W )|T=t′,X=x(m,w).

Notons que dans cette preuve nous n’avons utilisé que les hypothèses (A.1) et (A.4).

(j). Par (A.1) et la propriété de l’union faible : Y (t,m,w)⊥⊥ T |M(t′),W (t),X = x.
(k). Par (A.4).
(l). Par (A.1).

(m). Par (A.4) avec t′ = t.
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Effet médié par un médiateur d’intérêt

Il découle de la définition de l’effet indirect que :

δ(t) = E [Y (t,M(1),W (t))]−E [Y (t,M(0),W (t))]

=
∫

E [Y (t,M(1),W (t))|X = x]−E [Y (t,M(0),W (t))|X = x]dFX(x).

Il est alors suffisant de démontrer que :

E
[
Y (t,M(t′),W (t))|X = x

]
=

∫

RK
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]

dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w).

On a :

E [Y (t,(M(t′),W (t))) |X = x]
=

∫

RK
E
[
Y
(
t,M(t′),W (t)

)
|M(t′) =m,W (t) = w,X = x

]
dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w)

=
∫

RK
E
[
Y (t,m,w) |T = t,M(t′) =m,W (t) = w,X = x

]
dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w) (n)

=
∫

RK
E [Y (t,m,w)|T = t,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w) (o)

=
∫

RK
E [Y (t,m,w)|T = t,M(t) =m,W (t) = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w) (p)

=
∫

RK
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w).

Notons que dans cette preuve nous avons utilisé l’ensemble des hypothèses SIMMA.
Dans le cas où M et W sont indépendants, on a :

dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w) = f(M(t′),W (t))|X=x(m,w)dmdw
= fM(t′)|X=x(m)dmfW (t)|X=x(w)dw
= fM |T=t′,X=x(m)dmfW |T=t,X=x(w)dw

(n). Par (A.1) et la propriété de l’union faible.
(o). Par (A.5).
(p). Par (A.4) avec t= t′.
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de plus :

δ(t) =
∫ ∫

RK
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]

{fM |T=1,X=x(m)dmfW |T=t,X=x(w)dw−fM |T=0,X=x(m)dmfW |T=t,X=x(w)dw}
dFX(x)

=
∫ ∫ ∫

RK−1
E [Y |T = t,M =m,W = w,X = x]

fW |T=t,X=x(w)dw{fM |T=1,X=x(m)−fM |T=0,X=x(m)}dmdFX(x)
=

∫ ∫
E [Y |T = t,M =m,X = x]{fM |T=1,X=x(m)−fM |T=0,X=x(m)}dmdFX(x)

=
∫ ∫

E [Y |T = t,M =m,X = x]{dFM |T=1,X=x(m)−dFM |T=0,X=x(m)}dFX(x).

A.4 Preuve du Corollaire 1.5.1
Identifiabilité des coefficients

Les coefficients des équations (2.2.1) et (2.2.2) sont identifiés sous les hypothèses du
théorème 1.4.1. En effet en réécrivant les équations (2.2.1) et (2.2.2) avec des contrefactuels
nous avons :

Z(T ) = αΓ
2 +βΓ

2 T + ξΓ
2X+ Υ2(T ) (A.6)

Y (T,Z(T )) = α3 +β3T +γΓZ(T ) + ξΓ
3X+ ε3(T,Z(T )) (A.7)

où E [Υ2(t)] = E [ε3(t,z)] = 0.
Les hypothèses (A.4) et (A.5) impliquent les indépendances suivantes :

Υ2(t) ⊥⊥ T |X = x

ε3(t,z) ⊥⊥ T |X = x.

L’hypothèse (A.5) implique l’indépendance suivante :

ε3(t,z) ⊥⊥ Z(t)|T = t,X = x.

On a

E [Z(T )|T = t,X = x] = αΓ
2 +βΓ

2 t+ ξΓ
2 x+ E [Υ2(T )|T = t,X = x]

= αΓ
2 +βΓ

2 t+ ξΓ
2 x+ E [Υ2(t)|T = t,X = x]

= αΓ
2 +βΓ

2 t+ ξΓ
2 x+ E [Υ2(t)]

= αΓ
2 +βΓ

2 t+ ξΓ
2 x.
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Les coefficients de l’équation (2.2.1) sont alors identifiés.
De plus

E [Y (T,Z(T ))|Z = z,T = t,X = x] = α3 +β3t+γΓz+ ξΓ
3 x

+E [ε3(T,Z(T ))|Z = z,T = t,X = x]
= α3 +β3t+γΓz+ ξΓ

3 x

+E [ε3(t,z)|Z = z,T = t,X = x]
= α3 +β3t+γΓz+ ξΓ

3 x

+E [ε3(t,z)]
= α3 +β3t+γΓz+ ξΓ

3 x.

Les coefficients de l’équation (2.2.2) sont alors identifiés.

Effet médié par un médiateur d’intérêt

Selon le Théorème 1.4.1 on a :

δ1(t) =
∫ ∫

RK
E [Y |M =m,W = w,T = t,X = x]

{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}dFX(x)

=
∫ ∫

RK


α3 +β3t+

K∑

j=1
γjm

j + ξΓ
3 x




{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}dFX(x)

=
∫ ∫

RK

(
α3 +β3t+ ξΓ

3 x
)
{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}

+
∫

RK

K∑

j=1
γjm

j{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}dFX(x).

=
∫ ∫

RK

K∑

j=1
γjm

j{dF(M(1),W (t))|X=x(m,w)−dF(M(0),W (t))|X=x(m,w)}dFX(x)

=
∫ ∫

RK

K∑

j=1
γjm

jdF(M(1),W (t))|X=x(m,w)

−
∫

RK

K∑

k=1
γjm

jdF(M(0),W (t))|X=x(m,w)dFX(x).

En faisant les substitutions suivantes :m1 =α1
2 +β1

2t
′+ξΓ1

2 x+e1
2 etmj =αj2 +βj2t+ξ

Γj
2 x+

ej2,∀j ∈ [2,K], on a :
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((M(t′),W (t))|X = x)∼N (µ(t′,t),Σ2) avec µ(t′,t) =




α1
2 +β1

2t
′+ ξΓ1

2 x
α2

2 +β2
2t+ ξΓ2

2 x
α3

2 +β3
2t+ ξΓ3

2 x
...

αK2 +βK2 t+ ξΓK
2 x




et où il dé-

coule de l’hypothèse (1.4.2) que Σ2 est la matrice de covariance de εj2.
Il s’ensuit alors que :

f(M(t′),W (t))|X=x(m,w) = 1√
2π|Σ2|1/2

exp
(

1
2

((
m
w

)
−µ(t′,t)

)
Σ−1

2

((
m
w

)
−µ(t′,t)

))

= 1√
2π|Σ2|1/2

exp




1
2




e1
2
...
eK2


Σ−1

2




e1
2
...
eK2







= fΥ




e1
2
...
eK2


 .

En remplaçant la densité jointe des médiateurs contrefactuels dans l’équation précé-
dente de l’effet indirect δ1(t), on a :

δ1(t) =
∫ ∫

RK
γ1
(
α1

2 +β1
2 ×1 + ξΓ1

2 x+ e1
2
)

+
K∑

j=2
γj
(
αj2 +βj2t+ ξΓj

2 x+ ej2
)

dFΥ




e1
2
...
eK2




−
∫

RK
γ1
(
α1

2 +β1
2 ×0 + ξΓ1

2 x+ e1
2
)

+
K∑

j=2
γj
(
αj2 +βj2t+ ξΓj

2 x+ ej2
)

dFΥ




e1
2
...
eK2


dFX(x)

=
∫ ∫

RK
γ1β

1
2dFΥ




e1
2
...
eK2


dFX(x)

= γ1β
1
2 .

On peut alors conclure que de façon générale pour k ∈ [1,K], δk(t) = γkβ
k
2 .
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Effet direct

ζ(t) =
∫ ∫

E(Y |Z = z,T = 1,X = x)−E(Y |Z = z,T = 0,X = x)

dFZ|T=t,X=x(z)dFX(x)

=
∫ ∫
{α3 +β3 +γΓz+ ξΓ

3 x−α3−γΓz− ξΓ
3 x}dFZ|T=t(z)dFX(x)

=
∫ ∫

β3dFZ|T=t(z)dFX(x)
= β3.

où γΓ = (γ1, . . . ,γK)Γ.

Effet médié joint

Notons que

η1(t) =
∫ ∫

RK
E [Y |M =m,W = w,T = t,X = x]

{dF(M(1−t),W (1))|X=x(m,w)−dF(M(1−t),W (0))|X=x(m,w)}dFX(x)

=
∫ ∫

RK


α3 +β3t+

K∑

j=1
γjm

j + ξΓ
3 x




{dF(M(1−t),W (1))|X=x(m,w)−dF(M(1−t),W (0))|X=x(m,w)}dFX(x)

=
∫ ∫

RK

K∑

j=1
γjm

jdF(M(1−t),W (1))|X=x(m,w)

−
∫

RK

K∑

j=1
γjm

jdF(M(1−t),W (0))|X=x(m,w)dFX(x)

En faisant les substitutions suivantes m1 = α1
2 +β1

2(1− t) + ξΓ1
2 x+ e1

2 et mj = αj2 +βj2t
′+

ξΓj
2 x+ ej2,∀j ∈ [2,K], on a :
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η1(t) =
∫ ∫

RK
γ1
(
α1

2 +β1
2(1− t) + ξΓ1

2 x+ e1
2
)

+
K∑

j=2
γj
(
αj2 +βj2×1 + ξΓj

2 x+ ej2
)

dFΥ




e1
2
...
eK2




−
∫

RK
γ1
(
α1

2 +β1
2(1− t) + ξΓ1

2 x+ e1
2
)

+
K∑

j=2
γj
(
αj2 +βj2×0 + ξΓj

2 x+ ej2
)

dFΥ




e1
2
...
eK2


dFX(x),

Il s’ensuit que

η1(t) =
∫ ∫

RK

K∑

j=2
γjβ

j
2dFΥ




e1
2
...
eK2


dFX(x)

=
K∑

j=2
γjβ

j
2

=
K∑

j=2
δj(t).

On peut donc conclure que de façon générale pour k ∈ [1,K], ηk(t) =
K∑

j=1,j 6=k
δj(t).

On a donc :

δZ(t) =

K∑

k=1

(
δk(t) +ηk(t)

)

K

=

K∑

k=1


δk(t) +

K∑

j=1,j 6=k
δj(t)




K

=
K

K∑

k=1
δk(t)

K

=
K∑

k=1
δk(t).
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A.5 Preuve du Corollaire 1.6.1
En injectant (2.2.3) dans (2.2.4), on a :

Y ∗ = (α3 +
K∑

k=1
γkα2) + (β3 +

K∑

k=1
γkβ

k
2 )T + (ε3 +

K∑

k=1
γkε

k
2).

On redéfinit le terme d’erreur de l’équation obtenue par U = ε3 +ε, avec ε=
K∑

k=1
γkε

k
2.

Les termes d’erreur des médiateurs forment un vecteur gaussien Υ =




ε12
...
εK2


. Cela

implique que ε suit une loi gaussienne.
Avant de passer à la preuve du Corollaire 1.6.1, nous devons déterminer les fonctions

de distributions de U , notée FU , pour les modélisations probit et logit de la variable de
réponse.

Modélisation Probit. Dans le cas d’une modélisation probit, ε3 ∼N (0,σ2
3), et, par les

hypothèses (A.4) et (A.5), ε3 ⊥⊥ Υ. On en déduit alors que U suit une loi gaussienne et
que la fonction de distribution de U est :

fU (z) =

exp




z2

2(σ2
3 +

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2))




√
2π

√√√√√σ2
3 +

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

FU (z) = Φ




z.pdf√√√√√σ2
3 +

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




Notons que 1−FU (−z) = FU (z) par symétrie de la fonction de densité.
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Modélisation logit. Dans le cas d’une modélisation logit, ε3 ∼ L(0,1) et fε3(z) =
exp(−z)

(1 + exp(−z))2 . Pour déterminer la fonction de densité de U , considérons la fonction

générique continue G avec support compact. La densité de U est alors la fonction fU (u)
telle que E[G(U)] =

∫
G(u)fU (u)du. Selon (A.5), ε3 ⊥⊥Υ, on a donc ε3 ⊥⊥ ε.

E[G(U)] = E [G(ε+ ε3)]

=
∫

R

∫

R
G(e+ e3)fε(e)fε3(e3)dede3.

On fait les substitutions suivantes :

z = e+ e3
e= z− e3

de= dz. (A.8)

On a alors :

E[G(U)] =
∫

R

∫

R
G(z)fε(z− e3)fε3(e3)dzde3

=
∫

R

∫

R
G(z)

exp




(z− e3)2

2(
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2))




√
2π

√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

fε3(e3)dzde3

=
∫

R
G(z) 1√√√√√

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

∫

R
fN (0,1)




z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




fε3(e3)de3dz.

On en déduit la fonction de densité de U :
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fU (u) = 1√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

∫

R
fN (0,1)




u− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




fε3(e3)de3.

La fonction de distribution de U est alors :

FU (z) =
∫ z.pdf

−∞
fU (u)du

=
∫ z.pdf

−∞
1√√√√√

K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

∫

R
fN (0,1)




u− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
i2)




fε3(e3)de3du

=
∫

R

1√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

∫ z.pdf

−∞
fN (0,1)




u− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




dufε3(e3)de3.

On fait les substitutions suivantes :

t = u− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

du = dt

√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

Les bornes de l’intégrale deviennent donc :
u -∞ z

t -∞ z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)
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On pose b= z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

, on a alors :

FU (z) =
∫

R

1√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)

∫ b

−∞
fN (0,1)(t)

√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2) dtfε3(e3)de3

=
∫

R

∫ b

−∞
fN (0,1)(t)dtfε3(e3)de3

=
∫

R
Φ(b)fε3(e3)de3

=
∫

R
Φ

 z− e3√∑K

k=1
∑K
j=1 γkγjcov(εk2, ε

j
2)


fε3(e3)de3

=
∫

R
Φ




z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(−e3)
(1 + exp(−e3))2 de3.

Comme on a

fε3(e3) = exp(−e3)
(1 + exp(−e3))2

= exp(e3)
(1 + exp(e3))2 ,

On déduit que

FU (z) =
∫

R
Φ




z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3.

De plus, tout comme dans la modélisation probit on peut prouver que 1−FU (−z) =FU (z).
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1−FU (−z) = 1−
∫

R
Φ




−z− e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3

= 1−
∫

R
Φ




− z+ e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3

= 1−
∫

R




1−Φ




z+ e3√√√√√
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)







exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3

= 1−
∫

R

exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3

+
∫

R
Φ

 z+ e3
∑K
k=1

∑K
j=1 γkγjcov(εk2, ε

j
2)


 exp(e3)

(1 + exp(e3))2 de3

= 1−1 +
∫

R
Φ




z+ e3
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3
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=
∫

R
Φ




z+ e3
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3

=
∫

R
Φ




z− e3
K∑

k=1

K∑

j=1
γkγjcov(εk2, ε

j
2)




exp(e3)
(1 + exp(e3))2 de3 (q)

= FU (z).

Nous pouvons à présent donner la preuve du Corollaire 1.6.1. Pour faciliter le déve-
loppement de la preuve on pose :

δZ(t) =
∫
At1−At0dFX(x)

ζ(t) =
∫
B1t′−B0t′dFX(x),

où :

Att′ =
∫

RK
E[Y |T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w)

Btt′ =
∫

RK
E[Y |Z = z,T = t,X = x]dFZ|T=t′,X=x(z).

Pour l’effet indirect δ(t) on a :

Att′ =
∫

RK
E[Y |T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w)

=
∫

RK
E[1{Y ∗>0}|T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w)

=
∫

RK
P[Y ∗ > 0|T = t,M =m,W = w,X = x]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w).

On remplace Y ∗ par son expression et on obtient :

Att′ =
∫

RK
P[(α3 +β3t+

K∑

k=2
γkm

k +γm+ ξΓ
3 x+ ε3 > 0]dF(M(t′),W (t))|X=x(m,w).

(q). Ici on substitut e3 par −e3.
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À l’aide des substitutions m1 = α1
2 +β1

2t
′+ ξΓ1

2 x+e1
2 et mk = αk2 +βk2 t+ ξΓk

2 x+ek2 ∀k ≥ 2,
on a :

Att′ =
∫

RK
P


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) + (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+ (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x+ (ε3 +

K∑

k=1
γke

j
2)> 0




dFΥ




e1
2
...
eK2




=
∫

R
P


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) + (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+ (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x+ (ε3 + e)> 0


dFε(e)

=
∫

R
E


1{

(α3+
∑K

k=1 γkα
k
2)+(β3+

∑K
k=2 γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+(ξΓ

3 +
∑K

k=1 γkξ
Γk
2 )x+(ε3+e)>0

}

 dFε(e)

=
∫

R

∫

R
1{

(α3+
∑K

k=1 γkα
k
2)+(β3+

∑K
k=2 γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+(ξΓ

3 +
∑K

k=1 γkξ
Γk
2 )x+(e3+e)>0

}dFε3(e3)dFε(e)

=
∫

R
1{

(α3+
∑K

k=1 γkα
k
2)+(β3+

∑K
k=2 γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+(ξΓ

3 +
∑K

k=1 γkξ
Γk
2 )x+u>0

}dFU (u)

= E


1{

(α3+
∑K

k=1 γkα
k
2)+(β3+

∑K
k=2 γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+(ξΓ

3 +
∑K

k=1 γkξ
Γk
2 )x+U>0

}



= P


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) + (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+ (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x+U > 0




= P


U >−(α3 +

J∑

j=1
γkα

k
2)− (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t−γβ1

2t
′− (ξ3 +

K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x




= 1−P


U ≤−(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2)− (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t−γβ1

2t
′− (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x




= 1−FU

−(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2)− (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t−γβ1

2t
′− (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x




Comme 1−FU (−z) = FU (z), la dernière égalité devient :

Att′ = FU


(α3 +

K∑

k=1
γkα

k
2) + (β3 +

K∑

k=2
γkβ

k
2 )t+γβ1

2t
′+ (ξΓ

3 +
K∑

k=1
γkξ

Γk
2 )x




En injectant Att′ , donné dans cette dernière égalité, dans δ(t) =
∫
At1−At0dFX(x), on

obtient le résultat du corollaire. De façon analogue la preuve est obtenue pour les autres
effets causaux de médiation.
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A.6 Modèles de simulation
Nous donnons ici les modèles utilisés pour l’étude de simulation dans la sous-section

1.7.3.

Modèle 1 : Variable de réponse continue et médiateurs continus
— T suit une loi de Bernoulli B(0.3)
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est




M1(1)
M1(0)
M2(1)
M2(0)


 ∼ N


µ=




1 + 4×1
1 + 4×0
2 + 6×1
2 + 6×0


 ,Σ =




1 1 ρ ρ
1 1 ρ ρ
ρ ρ 1 1
ρ ρ 1 1







— La variable de réponse contrefactuel suit une loi normale :

Y
(
t,M1(t′),M2(t′′)

)
∼ N (1 + 10t+ 5M1(t′) + 4M2(t′′),1).

Dans la Table 4.5, nous montrons que les vrais effets causaux du modèle 1.

δZ δ1 δ2 ζ τ
44 20 24 10 54

Table 4.5 – Variable de réponse continu (modèle 1) : Valeurs des effets causaux obtenus
avec modèle 1.

Modèle 2 : Variable de réponse binaire (logit) avec des médiateurs
continus

— T suit une loi de Bernoulli B(0.3)
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est :




M1(1)
M1(0)
M2(1)
M2(0)


 ∼ N


µ=




0.1 + 0.6×1
0.1 + 0.6×0
0.2 + 0.8×1
0.2 + 0.8×0


 ,Σ =




1 1 ρ ρ
1 1 ρ ρ
ρ ρ 1 1
ρ ρ 1 1







— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi logit :

Y (t,M1(t′),M2(t′′)) ∼ B

(
1

1 + exp(−2 + 0.4t+ 0.6M1(t′) + 0.8M2(t′′))

)
.
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Figure 4.4 – Variable de réponse binaire (modèle 2) : variation des effets causaux due à
la corrélation.

Avec ce choix de paramètres, 30% des observations échantillonnées sont des cas.
Comme nous pouvons le voir dans le Corollaire 1.6.1, avec un résultat binaire, les ef-
fets causaux sont liés à la covariance des médiateurs. La Figure 4.4 montre comment les
vraies valeurs causales changent lorsque la corrélation change.
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A.7 Résultats complémentaires
L’une des hypothèses nécessaires à nos résultats est que les corrélations entre les mé-

diateurs potentiels sont les mêmes quel que soit le traitement régissant les médiateurs :
cor(M i(t),M j(t′)|T,X) = ρij pour tout t, t′. Dans les deux modèles de génération de
données suivants pour les médiateurs, nous ne considérons pas cette hypothèse. M1(t)
et M2(t) suivent une distribution normale bivariée avec une covariance Σ pour chaque
t = 0,1 séparément. Alors, clairement les données simulées ont cor(M1(1),M2(0)) = 0.
En analysant les données générées avec les modèles 1 et 2, nous vérifions la robustesse
de notre méthode par rapport à notre hypothèse. Notez que nous avons choisi la même
valeur de paramètre que le modèle utilisé dans la sous-section 1.7.3.

Les résultats pour le biais et la probabilité de couverture sont montrés dans les figures
4.7 et 4.5. Cette Figure montre clairement que notre approche permet une estimation
non biaisée, contrairement aux analyses simples, tant pour les effets directs qu’indirects.
Les interprétations de ces résultats sont très proches de celles de l’analyse avec le modèle
respectant notre hypothèse dans l’article.

Modèle 1b : Variable de réponse continue et médiateurs continus
— T suit une loi de Bernoulli B(0.3).
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est

(
M1(t)
M2(t)

)
∼ N

(
µ=

(
1 + 4t
2 + 6t

)
,Σ
)
.

— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi normale

Y
(
t,M1(t′),M2(t′′)

)
∼ N (1 + 10t+ 5M1(t′) + 4M2(t′′),1).

Dans la Table 4.6, nous montrons les effets causaux obtenus avec le modèle 1b.

δZ δ1 δ2 ζ τ
44 20 24 10 54

Table 4.6 – Variable de réponse continu (modèle 1b) : Valeurs des effets causaux obtenus
avec le modèle 1b.

Modèle 2b : Variable de réponse binaire (logit) avec des média-
teurs continus

— T suit une loi de Bernoulli B(0.3).
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Figure 4.6 – Variable de réponse binaire (modèle 2b) : variation des effets causaux due
à la corrélation.

— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est
(
M1(t)
M2(t)

)
∼ N

(
µ=

(
0.1 + 0.6t
0.2 + 0.8t

)
,Σ
)
.

— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi logit :

Y (t,M1(t′),M2(t′′)) ∼ B

(
1

1 + exp(−2 + 0.4t+ 0.6M1(t′) + 0.8M2(t′′))

)
.

Avec ce choix de paramètres, 30% des observations échantillonnées sont des cas. Comme
nous pouvons le voir dans le Corollaire 1.6.1, avec un résultat binaire, les effets causaux
sont liés à la covariance des médiateurs. La Figure 4.6 montre comment les vraies valeurs
causales changent lorsque la corrélation change.
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Modèle 3 : Variable de réponse continue et médiateurs continus
— T suit une loi de Bernoulli B(0.3).
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuls est

(
M1(t)
M2(t)

)
∼ N


µ=




1
2 + 3

2t
2 + 6t


 ,Σ


 .

— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi normale

Y
(
t,M1(t′),M2(t′′)

)
∼ N (4 + 35t+ 2M1(t′) + 3M2(t′′),1).

Modèle 4 : Variable de réponse binaire (probit) avec des média-
teurs continus

— T suit une loi de Bernoulli B(0.3).
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est

(
M1(t)
M2(t)

)
∼ N

(
µ=

(
0.2 + 0.7t
0.4 + 0.7t

)
,Σ
)
.

— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi probit :

Y (t,M1(t′),M2(t′′)) ∼ B
(
Φ
(
−0.5 + 0.8t+ 0.7M1(t′) + 0.7M2(t′′)

))
.

Modèle 5 : Variable de réponse binaire (logit) avec des médiateurs
continus

— T suit une loi de Bernoulli B(0.3).
— La loi jointe des deux médiateurs contrefactuels est

(
M1(t)
M2(t)

)
∼ N

(
µ=

(
0.2 + 0.7t
0.4 + 0.7t

)
,Σ
)
.

— La variable de réponse contrefactuelle suit une loi logit :

Y (t,M1(t′),M2(t′′)) ∼ B

(
1

1 + exp(0.5−0.8t−0.7M1(t′)−0.7M2(t′′))

)
.

Médiateurs indépendants et corrélés
Pour tous les modèles on considère deux situations :



140 CHAPITRE 4. APPLICATIONS À DES DONNÉES RÉELLES

— modèle I quand Σ =
(

1 0
0 1

)
(médiateurs indépendants)

— modèle C quand Σ =
(

1 0.9
0.9 1

)
(médiateurs corrélés).

Par exemple le Modèle 4 C correspond au cas où la variable de réponse est binaire (probit)
avec des médiateurs continus.

La Table 4.7 résume les estimations fournies par notre analyse de médiation multiple
et par deux analyses de médiation simples, une pour chaque médiateur, pour les données
simulées selon les six modèles. Nous pouvons voir que lorsque les médiateurs sont indépen-
dants, les deux analyses simples et notre analyse multiple estiment correctement les effets
indirects individuels, l’effet total et la proportion médiée. Comme prévu, les estimations
de l’effet direct fournies par les deux analyses simples sont éloignées de la valeur réelle qui
n’appartient même pas aux intervalles de confiance. Au contraire, notre analyse multiple
fournit une estimation précise et précise de l’effet direct. Lors de l’analyse de données
avec des médiateurs corrélés générés par le modèle 3C, une analyse simple fournit des
estimations erronées des effets directs et indirects. Les proportions médiatisées sont lar-
gement surestimées. Contrairement au modèle 3I, où les médiateurs sont indépendants,
la somme des effets indirects estimés par les deux analyses simples ne correspond pas
à l’effet indirect conjoint, montrant ainsi l’une des limites de l’application de multiples
analyses simples en parallèle. Au contraire, notre analyse multiple fournit des estimations
exactes et précises de l’effet indirect conjoint lorsque les médiateurs sont corrélés. Pour les
données simulées à partir du modèle 4C et du modèle 5C, des analyses simples fournissent
des estimations erronées des effets indirects et une estimation exacte et précise de l’effet
direct. Notre méthode produit des estimations exactes et précises de tous les effets.
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B Grande Dimension

B.1 Propriétés du graphe laplacien non normalisé
La matrice L a la forme suivante :




L1
L2

. . .
LK




où chaque sous matrice Lk est une matrice du sous-graphe laplacien non normalisé
correspondant à chaque bloc. Chaque sous matrice Lk a donc les propriétés suivantes :

— symétrique
— semi définie positive
— sa plus petite valeur propre est 0 à laquelle est associé le vecteur propre 1 ∈ RPk

— Pour tout vecteur f on a :

f ′Lf = 1
2

Q∑

i,j=1
wij(fi−fj)2

Plaçons nous dans le cas où tous les médiateurs appartiennent au même bloc. Suppo-
sons que f soit le vecteur propre associé à la valeur propre 0, on a :

Lf = 0
f ′Lf = 0

1
2

Q∑

i,j=1
wij(fi−fj)2 = 0

wij étant strictement positif, cette dernière égalité n’est possible que si fi = fj pour
tout i et j. Un vecteur propre avec des valeurs constantes est donc indicatrice que tous les
éléments sont connectés. Le nombre d’élément connecté dans le graphe est la dimension
du noyau de Lk. Ainsi 0 est de multiplicité K le nombre de bloc.

B.2 MAHI en présence de plusieurs traitements
Un des avantages de notre méthode de sélection est la prise en compte de plusieurs trai-

tements, c’est-à-dire lorsque P > 1. Notre méthode permet de sélectionner les médiateurs
communs de plusieurs traitements identifiés sur la variable de réponse.

Pour cela nous réorganisons nos données de la façon suivante :
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— z le vecteur de toutes les observations, de taille (K+ 1)I : z =




M1
· · ·

MK
Y


,

avec Mk =




Mk,1
...

Mk,I


le vecteur des observations du k− ième médiateur et Y =




Y1
...
YI




le vecteur des observations de la variable de réponse.
— X la matrice des variables explicatives de taille (K + 1)I × (P + 1)K +P définie

par : X =




T 0I×P . . . 0I×P 0I×K 0I×P
0I×P T . . . 0I×P
... ... ... ...

0I×P 0I×P . . . T M 0I×P



,

avec T =




T1,1 T2,1 . . . TP,1
... ... . . .

...
T1,I T2,I . . . TP,J


 le vecteur des observations du traitement, 0I le vecteur

nul de taille I, 0I×K la matrice nulle de taille I×K, 0I×P la matrice nulle de taille I×P
et M la matrice de terme général Mk,i.

En remarquant que z−Xθ =




M1−
∑P
p αp,1Tp
...

MK−
∑P
p αp,KTp

Y−∑K
k αkMk−

∑P
p αpTp




on a l’égalité suivante :

K∑

k

‖Mk−
P∑

p
αp,kTp‖2 +‖Y−

K∑

k

βkMk−
P∑

p
αpTp‖2 = ‖z−Xθ‖2

On peut donc réécrire notre problème (2.3.2) et appliquer la méthode de Group-
LASSO :

θ̂GLλ = argmin
θ∈R(P +1)K+P





1
2‖z−Xθ‖

2
2 +λ

∑

1≤k≤K

√
P + 1‖θk‖2



 , (B.1)

avec θk = (αk,βk)
On peut alors étendre l’algorithme présenté dans la section 2.3.1

Algorithme. L’algorithme MAHI se déroule en deux étapes :
1. Stability selection. À partir des données on va générer un nombre nboot de données

bootstrap. Pour chaque données bootstrap on va utiliser la méthode Group-LASSO
telle que définit dans l’équation (2.3.4). On peut alors compter Nk, le nombre de
fois où le médiateur Mk a été sélectionné sur les nboot fois. On peut alors ranger
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les médiateurs par rapport à Nk. On choisit alors les Kmax premiers médiateurs,
où Kmax est un nombre choisi arbitrairement.

2. Test multiple. En considérant un traitement à la fois on utilise notre fonction R
multimediate, pour réaliser une analyse de médiation multiple avec les Kmax mé-
diateurs. La fonction multimediate nous permet d’avoir une p-valeur pour chaque
effet médié. La méthode utilisée pour calculer cette p-valeur est présentée dans le
Chapitre 3. On a donc un vecteur de p-valeur de longueur Kmax, noté Pvect auquel
on applique la correction de Bonferroni :

Pcorr,k = min(Pkm×Kmax,1),
où Pkm est la p-valeur du k-ième élément de Pvect
Si Pcorr,k < 0,05, nous pouvons conclure qu’il existe un effet de médiation significatif
passant par Mk.
On répète cette étape pour chaque traitement et on garde les médiateurs significatifs
pour tous les traitements identifiés.

B.3 Méthode HIMA
Zhang et al. (2016) propose une approche HIMA (HIgh dimensional Mediation Ana-

lysis), qui repose sur des régressions pénalisées et utilise une fonction de pénalité de type
LASSO appelée pénalité concave minimax (MCP) (Zhang (2010)).
Algorithme. L’algorithme HIMA se déroule en trois étapes :

1. La première étape consiste à réduire le nombre initial de médiateurs potentiels
d’un très grand à un nombre raisonnable (c’est-à-dire plus petit que la taille de
l’échantillon) en utilisant le sure independence screening (SIS) décrite dans Fan
and Lv (2008). La procédure de sure independence screening est la suivante : soit
ω ∈ RK le vecteur défini par

ω =MΓY,

où chaque colonne de la matrice M est normalisée, c’est-à-dire que pour tout k =
1, . . . ,K la colonne Mk a pour moyenne 0 et variance 1.
Ȳ et M̄k désigner les moyennes respectives de Y et Mk, et sd(Y ) et sd(Mk) dési-
gnent les écarts-types respectifs de Y et Mk, alors nous pouvons réécrire pour tout
k,

ωk =
(
MΓY

)
k

= ∑n
i=1

(
MΓ

)
ki
Yi =∑n

i=1MikYi

= ∑n
i=1

(
Mik−M̄k

)
(Yi− Ȳ ) +∑n

i=1MikȲ

= cov(Mk,Y ) +nȲ M̄k

= corr(Mk,Y )sd(Mk)sd(Y ) = corr(Mk,Y )sd(Y ),
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où ωk est le k-ième élément de ω.
On voit alors que ω est le vecteur des corrélations de médiateurs avec Y , ré-
ajustées par l’écart-type de Y . Les K éléments de ω sont ensuite ordonnés par
ordre décroissant. On obtient ainsi un rang pour chaque médiateurs selon leur
corrélations avec Y et on élimine ceux qui ont une corrélation faible avec Y .
On se retrouve avec l’ensemble de médiateurs I définit comme l’ensemble {1 ≥
k ≥ K : |ωk|est parmi les d = [2n/log(n)] premiers médiateurs} = {1 ≥ k ≥ K :
Mk est parmi les d= [2n/log(n)] plus fort médiateurs affectant Y}.
Toutes les variables importantes survivent à ce premier filtre avec une probabilité
qui tend vers 1. La procédure est dite indépendante puisque chaque variable Mk est
utilisée indépendamment comme prédicteur pour décider de son importance pour
prédire la variable de réponse Y.

2. La seconde étape d’HIMA consiste à sélectionner les médiateurs en utilisant la
pénalité concave minimax (MCP). Les estimations β̂k, k ∈ I sont calculées en mi-
nimisant le critère de pénalisation MCP (Zhang (2010)),

Qols = ∑n
i=1 (Yi−µ0−α0Ti−

∑
k∈I βkMik)2 +∑

k∈I pλ,δ(βk), (B.2)

où pλ,δ(.) est la fonction MCP définit par :

pλ,δ(βk) = λ

[
|βk|−

|βk|2
2δλ

]
1{0≤|βk|<δλ}+ λ2δ

2 1{|βk|≥δλ},

où λ > 0 est le paramètre de régularisation, et δ > 0 détermine la concavité du
MCP. Plus précisément, la pénalité concave minimax commence par appliquer le
même taux de pénalisation que le LASSO, puis relâche progressivement jusqu’à un
taux constant à mesure que la valeur absolue du coefficient βk augmente. La Figure
4 affiche les fonctions LASSO et MCP pour les valeurs fixes de λ et δ.
Pour une séquence de λ donnée, l’algorithme chosit le λ qui minimise le critère
d’information bayésienne (BIC) du modèle de régression correspondant à l’équation
(B.2). Pour rappel, le critère BIC est définit par :

BIC = ln(n)k−2ln(L̂)

où n est le nombre d’observation, k = |I| est le nombre de variable (c’est-à-dire
le nombre de médiateur) estimé par le modèle, et L̂ est la valeur maximisée de la
fonction de vraisemblance du modèle.

3. La troisième étape consiste à effectuer des test multiples pour les effets médiés.
Soit S = {1 ≤ k ≤ K : β̂k 6= 0} l’ensemble de médiateur obtenu par la procédure
de pénalisation MCP. La correction de Bonferroni pour un test multiple est défini
par :
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Figure 4.9 – LASSO et MCP en fonction de β pour λ= 1 et δ = 3

Pcorr,k =max
(
Pcorr,1k,Pcorr,2k

)

où les p-valeurs Pcorr,1k et Pcorr,2k sont définit par :

Pcorr,1k =min
{
Praw,1k.|S|,1

}

avec Praw,1k la p-valeur pour tester l’hypothèse nulle H0 : βk = 0 donné par

Praw,1k = 2


1−Φ


 |β̂k|
σ̂1k





 ,

Da façon analogue on a :

Pcorr,2k =min
{
Praw,2k.|S|,1

}

avec Praw,2k la p-valeur pour tester l’hypothèse nulle H0 : αk = 0 donné par

Praw,2k = 2


1−Φ


 |α̂k|
σ̂2k





 ,

où k ∈ S, Φ est la fonction de distribution d’une loi normal N (0,1), et σ̂1k et σ̂2k
sont les erreurs standards de β̂k et α̂k. Notons que les β̂k sont obtenus à l’étape
2 (estimateurs des moindres carrés avec la pénalité MCP), et que les α̂k sont les
estimateurs du moindre carrés pour αk, k = 1, . . . ,K. De plus, σ̂1k et σ̂2k peuvent
être obtenus à partir de la propriété oracle de MCP (Zhang (2010), Fan and Li
(2001))
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Si Pcorr,k < 0,05, nous pouvons conclure qu’il existe un effet de médiation significatif
pour Mk sur le outcome Y , k ∈ S. C’est-à-dire que l’hypothèse nulle d’absence
d’effet de médiation avecMk n’est rejetée que si αk et βk sont tous deux significatifs.

L’ensemble de la procédure est implémenté dans le package R hima.

B.4 Méthode CMF
van Kesteren and Oberski (2019) propose une autre approche qui permet de faire

de l’analyse de médiation en grande dimension, appelée la méthode du coordinate-wise
mediation filter (CMF, filtre de médiation par coordonnées). L’implémentation CMF se
compose de deux composants : un algorithme interne qui effectue la sélection des média-
teurs par descente de coordonnées à l’aide d’une fonction de décision D, et un algorithme
externe qui effectue plusieurs lancement aléatoires de l’algorithme interne et l’agrégation
ultérieure des multiples sorties. Avant de présenter les boucles internes et externes de l’al-
gorithme CMF, nous introduisons d’abord le test Sobel qui sera utilisé comme fonction
de décision D.

Le test de Sobel Le test de Sobel permet de tester la significativité de l’effet de
médiation (Sobel (1986)) dans le cadre du modèle (2.3.1) avec P = 1. Plus précisément,
on teste l’hypothèse de nullité suivante :

H0 : αkβk = 0vsH1 : αkβk 6= 0,

utilisant le test statistique suivant :

tSobel = |α̂kβ̂k|√
α̂2
kσ̂

2
β + β̂2

kσ̂
2
α

où σ̂2
α et σ̂2

β sont les estimations respectives des variances de α̂k et β̂k. Le dénominateur
est l’erreur-type estimée de l’effet indirect α̂kβ̂k.

Le test statistique tSobel peut alors être comparée à une distribution normale standard
N (0,1) afin de déterminer sa significativité. Ainsi, la p-valeur suivante peut être obtenue :

PSobel = 2


1−Φ


 |α̂kβ̂k|√

α̂2
kσ̂

2
β + β̂2

kσ̂
2
α







Notez que le test de Sobel est utilisé comme fonction de décision D, mais cette dernière
pourrait être toute autre fonction de décision spécifiée par l’utilisateur. Il est à noter que
le produit des coefficients αkβk est une estimation de l’effet indirect médié par Mk dans
le cas du modèle (2.3.1) avec P = 1.
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Algorithme Interne L’objectif de l’algorithme interne est le suivant. Dans un premier
temps, un vecteur de décision P de longueurK (c’est-à-dire le nombre total de médiateurs)
contenant la sélection actuelle de médiateurs est initialisé au hasard avec des valeurs 0
et 1. Puis à chaque étape de l’algorithme interne,

√
K médiateurs sont sélectionnés au

hasard parmi tous les médiateurs et le vecteur de décision est mis à jour comme suit.
Pour chaque médiateur Mk parmi les

√
K sélectionnés, une matrice de données M∗, qui

contient tous les médiateurs actuellement sélectionnés (ce sont des médiateurs de valeur
correspondante 1 dans le vecteur de décision P ) à l’exclusion de la variableMk considérée,
est créée. Ensuite, les résidus de l’exposition T et de la variable de réponse Y par rapport
à M∗ sont calculés, c’est-à-dire :

RT = T −M∗(MΓ
∗M∗)−1MΓ

∗ T
RY = Y −M∗(MΓ

∗M∗)−1MΓ
∗ Y

(B.3)

Enfin la décision binaire pour savoir siMk est sélectionné par rapport à la matriceM∗,
est prise en utilisant le test de Sobel. Si PSobel < 0.1 alors l’hytpothèse nulle est rejetée,
ainsi l’effet indirect du médiateur Mk est significatif à 10%, et la k− ième composante
du vecteur de décision P est mis à la valeur 1. De même dans le cas où PSobel ≤ 0.1, la
k− ième composante du vecteur P est mise à 0. Notons que c’est à cette étape que αk et
βk sont estimés.

Le paramètre αk est estimé en résolvant le système d’équation :

RΓ
TRTαk =RΓ

TMk

De plus, le paramètre βk est estimé en résolvant le système d’équation suivant :

[RTMk]Γ[RTMk]βk = [RTMk]ΓRY ,
où [RTMk] est la matrice résultant de la concaténation des vecteurs RT et Mk.

Algorithme Externe La valeur du vecteur de décision résultant de l’algorithme interne
dépend dans une certaine mesure des valeurs initiales, en raison de la nature discrète de
ses coordonnées. Par conséquent, l’algorithme est intégré dans une boucle externe qui
effectue un nombre prédéfini de boucle. Lorsque toutes les boucles sont terminées, un
taux de sélection Sk est calculé pour chaque médiateur Mk. Il est défini comme :

Sk =
∑N
i=1 1{Mk est sélectionné à la boucle i}

N

où nous avons noté N le nombre de boucles effectuées par la boucle externe. Le taux de
sélection Sk représente la proportion de fois où le médiateur potentiel Mk a été sélec-
tionné par l’algorithme interne. Ces proportions, ou probabilités de sélection empiriques,
conduisent naturellement à un classement de médiateur. Ce classement est ensuite à nou-
veau dichotomisé en utilisant une valeur seuil qui doit être spécifiée par l’utilisateur. Tous
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les médiateurs dont le taux de sélection est strictement supérieur à la valeur seuil sont
classés comme vrais médiateurs et ceux dont le taux de sélection est inférieur ou égal
au seuil sont classés comme faux médiateurs. Il n’y a pas de procédure proposée pour
le choix de la coupure dans l’article qui présente la méthode CMF (van Kesteren and
Oberski (2019)). Les auteurs de van Kesteren and Oberski (2019) ont arbitrairement fixé
le seuil à 0,075 dans leur exemple d’application à des données réelles. L’algorithme in-
terne s’arrête soit lorsque le vecteur décision ne change pas entre deux étapes soit lorsque
nombre d’itération maximal est atteint.

L’ensemble de la procédure CMF est implémentée dans le package R cmfilter, dis-
ponible sur https://github.com/vankesteren/cmfilter.

C Package R

C.1 P-valeur
L’algorithme quasi-bayésien présenté dans la section 3.2.3 permet d’obtenir la distribu-

tion empirique pour les effet causaux d’intéret. Dans cette section on montre que, à l’aide
de cette distribution, on peut aussi tester la significativité de ces effets. En particulier la
p-valeur peut être calculée en analogie avec la construction de p-valeurs par boostrap.

Notons δ∗ l’échantillon (δ(1), . . . , δ(J)) obtenu à l’issue de notre algorithme et qui nous
donne une estimation de la distribution de δ. Un estimateur ponctuel de δ est donné par
la moyenne δ̄∗. On souhaite tester les hypothèses H0 : δ = 0 contre H1 : δ 6= 0 à l’aide de δ∗.
Pour cela nous avons besoin de connaître la distribution de δ∗ sous H0. Sous l’hypothèse
d’équivariance translationnelle, cette distribution est donnée simplement en translatant
δ∗ de façon à que la moyenne de l’échantillon se trouve au centre, c’est à dire en prenant
δ∗− δ̄∗. On peut définir la p-valeur de ce test par

P(|δ∗− δ̄∗| ≥ |δ̄∗|) = 2min(P(δ∗ ≥ 0),P(δ∗ ≤ 0))
Cette définition est justifiée par le même argument justifiant le calcul des p-valeurs par
bootstrap. En particulier, on peut définir la p-valeur par P(|δ∗− δ̄∗| ≥ |δ∗0|) où δ∗0 est la
réalisation de δ∗ obtenue à partir de notre algorithme. δ∗0 correspond donc à la valeur de
la statistique de référence calculée à partir des données originales dans la construction
classique de la p-valeur par bootstrap. Puisque δ∗0 ≈ δ̄∗ on obtient la définition proposée
ci-dessus.

Une estimation de cette p-valeur est donc donnée par

2
J

min



J∑

j=1
1{δ∗≥0},

J∑

j=1
1{δ∗<0}


 .

Cette p-valeur est valable pour l’ensemble des quantités d’interêt.
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L’objectif dans les sections suivantes est d’estimer la matrice de variance covariance
Σ qui a permis de générer les médiateurs. On notera Mi les médiateurs que l’on peut
observer. Et M∗i les médiateurs non-accessibles dans les données observables mais qui
sont utilisés pour générer les Mi.

C.2 Médiateurs catégoriels ordonnés

(
M∗1 ,M

∗
2 T = t,C = c

)
∼N

(
µ=

(
α1 +β1t+γ1c
α2 +β2t+γ2c

)
,Σ =

(
1 ρ
ρ 1

))

On obtient les médiateurs catégoriels en appliquant la discrétisation suivante :

M1 = ∑Q
q=1 q1{aq<M∗1≤aq+1}

M2 = ∑P
p=1 p1{ap<M∗2≤ap+1}

avec a1 = a′1 =−∞ et aQ+1 = a′P+1 =∞.

Pour estimer Σ il suffit d’estimer ρ = Cov(M∗1 ,M∗2 |T = t,C = c) qui n’est pas obser-
vable. Mais on peut calculer Cov(M1,M2|T = t,C = c) sur les données et l’exprimer en
fonction de ρ, en effet on a :
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Cov(M1,M2|T = t,C = c) = E[M1M2|T = t,C = c]−E[M1|T = t,C = c]E[M2|T = t,C = c]

=
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpP(1{aq<M∗1≤aq+1},1{ap<M∗2≤ap+1})

−
Q∑

q=1
qP(1{aq<M∗1≤aq+1})×

P∑

p=1
pP(1{ap<M∗2≤ap+1})

=
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpP(1{aq<α1+β1t+γ1c+ε1≤aq+1},1{ap<α2+β2t+γ2c+ε2≤ap+1})

−
Q∑

q=1
qP(1{aq<α1+β1t+γ1c+ε1≤aq+1})×

P∑

p=1
pP(1{ap<α1+β1t+γ1c+ε1≤ap+1})

=
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpP(1{BIq<ε1≤BSq},1{BIp<ε2≤BSp})

−
Q∑

q=1
qP(1{BIq<ε1≤BSq})×

P∑

p=1
pP(1{BIp<ε2≤BSp})

=
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpΦ(0,Σ) ({BIq,BSq},{BIp,BSp})

−
Q∑

q=1
q
(
Φ(0,1)(BSq)−Φ(0,1)(BIq)

)
×

P∑

p=1
p
(
Φ(0,1)(BSp)−Φ(0,1)(BIp)

)

La différence des deux termes de cette égalité est nulle, on peut approcher la valeur
de chaque ρ, en approchant la valeur qui annule la fonction :

f(ρ) = Cov(M1,M2|T = t,C = c)−
Q∑

q=1

P∑

p=1
qpΦ(0,Σ)(BSq,BIq,BSp,BIp)

+
Q∑

q=1
q
(
Φ(0,1)(BSq)−Φ(0,1)(BIq)

)
×

P∑

p=1
p
(
Φ(0,1)(BSp)−Φ(0,1)(BIp)

)

avec Σ =
(

1 ρ
ρ 1

)
, BIq = aq− (α1 +β1t+γ1c), BSq = aq+1− (α1 +β1t+γ1c), BIp =

ap− (α2 +β2t+γ2c) et BSp = ap+1− (α2 +β2t+γ2c).
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C.3 Médiateurs linéaire et catégoriels ordonnés
(
M1,M∗2 T = t,C = c

)
∼N

(
µ=

(
α1 +β1t+γ1c
α2 +β2t+γ2c

)
,Σ =

(
σ2

1 ρ
ρ 1

))

M2 =
P∑

p=1
p1{ap<M∗2≤ap+1}

On peut estimer σ2
1 en calculant la variance des résidus de la régression linéaire deM1.

On ne peut pas observer ρ=Cov(M1,M∗2 |T = t,C = c) mais on peut calculer Cov(M1,M2|T =
t,C = c) sur les données et l’exprimer en fonction de ρ, en effet on a :

Cov(M1,M2|T = t,C = c) = E[M1M2|T = t,C = c]−E[M1|T = t,C = c]E[M2|T = t,C = c]

=
P∑

p=1
pE[M11{ap<M∗2≤ap+1}|T = t,C = c]

−E[M1|T = t,C = c]
P∑

p=1
pE[1{ap<M∗2≤ap+1}|T = t,C = c]

=
P∑

p=1
pE[(α1 +β1t+γ1c+ ε1)1{BIp<ε2≤BSp}]

−E[(α1 +β1t+γ1c+ ε1)]
P∑

p=1
pE[1{BIp<ε2≤BSp}]

=
P∑

p=1
pE[(α1 +β1t+γ1c+ ε1)1{BIp<ε2≤BSp}]

−(α1 +β1t+γ1c)
P∑

p=1
pE[1{BIp<ε2≤BSp}]

=
P∑

p=1
p(α1 +β1t+γ1c)E[1{BIp<ε2≤BSp}] +

P∑

p=1
pE[ε11{BIp<ε2≤BSp}]

−(α1 +β1t+γ1c)
P∑

p=1
pE[1{BIp<ε2≤BSp}]

=
P∑

p=1
pE[ε11{BIp<ε2≤BSp}]

=
P∑

p=1
p
∫

R

∫ BSp

BIp

e1f(0,Σ)(e1, e2)de2de1 (C.1)
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Pour développer le deuxième terme de l’égalité rappelons que Σ =
(
σ2

1 ρ
ρ 1

)
, |Σ| =

σ2
1− ρ2 et Σ−1 = 1

σ2
1−ρ2

(
1 −ρ
−ρ σ2

1

)
. Ainsi on peut exprimer la fonction f(0,Σ)(e1, e2),

on obtient alors :

∫

R

∫ BSp

BIp

e1f(0,Σ)(e1, e2)de2de1

=
∫

R

∫ BSp

BIp

e1
1

2π
√

(σ2
1−ρ2)

exp
(
−e

2
1−2e1e2ρ+ e2

2σ
2
1

2(σ2
1−ρ2)

)
de2de1

=
∫

R

∫ BSp

BIp

e1
1

2π
√

(σ2
1−ρ2)

exp
(
−(e1−ρe2)2− (ρe2)2 +σ2

1e
2
2

2(σ2
1−ρ2)

)
de2de1

=
∫ BSp

BIp

1√
2π

exp
(

(ρe2)2−σ2
1e

2
2

2(σ2
1−ρ2)

)∫

R
e1

1√
2π(σ2

1−ρ2)
exp

(
−(e1−ρe2)2

2(σ2
1−ρ2)

)
de1de2

En observant que la loi conditionelle ε1|ε2 = e2 est la loi normale N (ρe2,σ2
1−ρ2), on peut

écrire :

∫

R

∫ BSp

BIp

e1f(0,Σ)(e1, e2)de2de1 =
∫ BSp

BIp

1√
2π

exp
(

(ρe2)2−σ2
1e

2
2

2(σ2
1−ρ2)

)∫

R
e1fε1|ε2=e2(e1)de1de2

=
∫ BSp

BIp

1√
2π

exp
(

(ρe2)2−σ2
1e

2
2

2(σ2
1−ρ2)

)∫

R
e1f(ρe2,σ2

1−ρ2)(e1)de1de2

=
∫ BSp

BIp

1√
2π

exp
(

(ρe2)2−σ2
1e

2
2

2(σ2
1−ρ2)

)
E[ε1|ε2 = e2]de2

=
∫ BSp
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D’après (C.1) et (C.2) on a :

ρ = Cov(M1,M2|T = t,C = c)
∑P
p=1 p

∫BSp

BIp
e2f(0,1)(e2)de2
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avec BIp = ap− (α2 +β2t+γ2c) et BSp = ap+1− (α2 +β2t+γ2c).
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