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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Des télécommunications & ’aérospatiale en passant par la robotique, les do-
maines d’application des filtres numériques sont nombreux et variés. En ef-
fet, ils servent de briques de base en traitement du signal ainsi qu’en controle-
commande, c’est-a-dire lorsqu’il faut déterminer des consignes pour piloter des
actuateurs (moteur, vanne, etc.) a partir de mesures relevées (position, vitesse,
température, etc.). Par exemple, un filtre peut modifier un signal audio afin
d’atténuer le bruit ambiant au cours d’un appel téléphonique. Ou encore, un
filtre peut recevoir en entrée des informations de nombreux capteurs sur I’état
physique d’un avion, et produire en sortie des commandes & fournir aux moteurs
ou pompes de 'avion.

Un écueil classique de la conception et de I'analyse des filtres numériques
est la précision finie intrinséque aux calculs effectués par les ordinateurs. En
effet, pour utiliser des filtres en pratique, il faut les faire calculer par une ma-
chine, qu’il s’agisse d’un ordinateur généraliste ou d’un systéme embarqué. Les
nombres sont alors représentés par des structures de données de taille finie, avec
lesquelles seul un nombre fini de valeurs réelles sont représentables. On parle
d’arithmétique des ordinateurs. Les deux systémes de représentation les plus
utilisés sont la virgule flottante et la virgule fixe. Lorsque le résultat d’un calcul
ou une constante comme m = 3,14... n’est pas représentable dans le systéme
choisi, on doit 'arrondir vers une valeur représentable. Les erreurs d’arrondi
dues a de telles approximations sont une source fréquente de problémes dans
les programmes informatiques. Un exemple souvent mentionné est ’échec de
Panti-missile Patriot MIM-104 [I5] en 1991, qui rate U'interception d’un missile
provoquant la mort de 28 soldats américains. Le systéme Patriot utilisait entre
autres le temps en secondes depuis sa mise en route, stocké en virgule fixe sur
24 bits. Chaque mise a jour de ce temps était sujet & une minuscule erreur d’ar-
rondi, mais ces erreurs successives s’étaient accumulées pendant plus de vingt
heures au moment de l'arrivée du missile, résultant en une trop grande erreur
sur la trajectoire d’interception calculée.
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Généralement, les filtres numériques tolérent assez bien les imprécisions liées
a larithmétique des ordinateurs. Cependant, dans certains cas particuliers, les
erreurs d’arrondi peuvent avoir un impact désastreux pour les raisons suivantes.
Les algorithmes calculant des filtres sont fortement itératifs : de nombreux cal-
culs sont enchainés, chacun sujet & des erreurs d’arrondi qui peuvent donc se
propager au fil des itérations. Cette propagation a un effet relativement négli-
geable dans la plupart des cas, mais quelquefois les erreurs s’accumulent et ont
un impact conséquent. De plus, les implémentations de filtres numériques sont
souvent limitées par des contraintes pratiques comme la taille du circuit élec-
tronique ou la consommation énergétique, notamment lorsqu’on les utilise dans
des systémes embarqués. On doit alors donner la priorité a lefficacité (a la fois
en temps et en mémoire) des calculs, parfois au détriment de leur précision. Les
filtres sont donc souvent calculés avec la précision la plus faible possible (c’est-
a-dire que les nombres sont représentés en virgule fixe en utilisant le moins de
bits possible) permettant quand méme d’obtenir des résultats suffisamment pré-
cis pour l'application considérée. Mais la propagation des erreurs fait que si on
est légérement trop optimiste sur cette précision minimale, on peut obtenir des
résultats trés différents de ce qu’'on attendait. Notamment, on peut voir appa-
raitre des comportement exceptionnels comme des overflows (dépassements de
capacité quand un nombre est trop grand pour étre représentable) qui changent
complétement le comportement du filtre.

Si 'image d’une télévision est momentanément brouillée ou perdue, ce n’est
pas grave. Mais un dysfonctionnement du systéme de contréle d’un avion peut
avoir des conséquences catastrophiques. Il est donc trés important de bien
connaitre les effets de la précision finie sur le comportement d’un filtre. Pour
choisir la précision minimale & utiliser dans les calculs et déterminer 'impact
des erreurs d’arrondi sur la sortie d’un filtre, on a souvent recours a des simula-
tions [6] [72] ou des études probabilistes [I13]. De telles approches permettent de
concevoir rapidement des implémentations de filtres efficaces (calculs rapides,
peu d’énergie requise) qui ont un comportement adéquat dans la grande ma-
jorité des cas. Cependant, elles ne sont pas exhaustives : elles n’offrent aucune
garantie sur ce qui se passe dans le pire cas. Pour les applications les plus cri-
tiques, par exemple en robotique ou pour les différentes formes de transport
(automobile, aéronautique, aérospatial), on veut assurer le bon comportement
du filtre dans la totalité des cas. On se tourne alors vers des analyses rigoureuses
des erreurs d’arrondi méme dans le pire cas [85, [I08]. Mais il est possible de se
tromper dans de telles analyses. La propagation des erreurs au cours des ité-
rations, ainsi que 'optimisation agressive pour utiliser une précision tout juste
suffisante dans les calculs, compliquent ces analyses d’erreurs et signifient que
se tromper légérement peut complétement fausser ces analyses.

Afin d’obtenir des garanties plus fortes sur les filtres utilisés dans des contextes
critiques, on peut faire appel aux méthodes formelles [52]. C’est I’approche choi-
sie dans cette thése, plus particuliérement la preuve formelle interactive. Ainsi,
ma thése consiste & formaliser les filtres numériques en utilisant ’assistant de
preuve Coq, et prouver formellement des résultats (pour la plupart préexistants
dans la littérature) sur analyse des erreurs d’arrondi en précision finie dans les
implémentations de ces filtres.
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Cette thése se trouve donc a l'intersection de trois domaines : les méthodes
formelles, I’arithmétique des ordinateurs et le traitement du signal. Les sec-
tions a présentent des éléments de contexte pour mieux comprendre ces
trois domaines respectifs, ainsi que les notions et définitions requises pour la
suite du manuscrit. La section [I.5] propose un état de 'art de I'application des
méthodes formelles aux filtres numériques implémentés en précision finie. La
section [I.6] présente le plan de ce manuscrit, ainsi que organisation des fichiers
de code composant ma formalisation en Coq. Elle donne également un lien vers
ces fichiers. Enfin, la section récapitule les notations et conventions utili-
sées dans le manuscrit (y compris certaines qui auront déja été introduites dans
les sections [I.2] A [T.4] et d’autres correspondant & des définitions qui ne seront
présentées que dans les chapitres suivants).

1.2 Meéthodes formelles et assistant de preuve Coq

Ma theése s’inscrit dans le domaine des méthodes formelles, et plus particu-
lierement de la preuve formelle puisque j’utilise un assistant de preuve appelé
Coq. La section présente ce domaines général. La section est une
introduction & Coq destinée au lecteur qui n’est pas familier avec cet assistant
de preuve. Elle explique entre autres comment lire les énoncés Coq que je donne
tout au long de ce manuscrit. La section [I.2.3] présente les bibliothéques de Coq
que j’utilise et les axiomes que je suppose. La section introduit quelques
notions et éléments syntaxiques de Coq apparaissant souvent dans le manuscrit.
Enfin, la section détaille les éléments de la bibliothéque MathComp que
j'utilise beaucoup.

1.2.1 Meéthodes formelles

Les programmes et systémes informatiques sont omniprésents dans notre
quotidien. Mais ils sont accompagnés d’un fléau bien connu : les bugs informa-
tiques. En tant que programmeur, on a parfois I'impression de passer tout son
temps a corriger des bugs, tout en sachant qu’il en restera probablement encore
d’autres. Pour tenter de pallier ce probléme, les programmes informatiques sont
souvent testés sur de nombreuses entrées bien choisies et/ou générées aléatoire-
ment. Cette approche, efficace en termes de ressources et temps requis, permet
souvent de découvrir de nombreux bugs, mais ne garantit pas qu’il n’y a plus
aucun bug. Et réguliérement, des bugs passent a travers les mailles du filet. En
2004, McConnell annonce qu’il y a environ 15-50 erreurs par 1000 lignes de code
produit dans l'industrie [88].

Comme on peut s’y attendre, les bugs informatiques peuvent avoir des consé-
quences catastrophiques. Les exemples sont nombreux. Entre 1985 et 1987, la
machine de radiothérapie Therac-25 administre une dose de radioactivité vingt
fois trop élevée, causant la mort de cing personnes [80]. J’ai déja mentionné en
section I’échec de anti-missile Patriot MIM-104 [15] en 1991, causé par une
accumulation d’erreurs d’arrondi. En 1996, la fusée Ariane 5 explose a cause d’'un
overflow : accélération dépasse la valeur maximale de la structure de données
dans laquelle elle doit étre stockée [9]. En plus des désastres occasionnellement
meédiatisés, les bugs informatiques sont une source continuelle de pertes finan-
ciéres.
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Ces exemples et bien d’autres montrent l'importance de s’assurer que les
programmes font bien ce qu’on attend d’eux. Pour les programmes utilisés dans
des contextes critiques (ot les dysfonctionnements mettent des vies en danger),
ou pouvant causer des répercussions financiéres importantes, on veut des garan-
ties fortes, qu’on ne peut généralement pas obtenir en se contentant de tester
les programmes. On utilise alors les méthodes formelles [62]. Il s’agit d’une fa-
mille de techniques qui consistent & décrire un programme a 1’aide d’un modéle
mathématique, afin de pouvoir démontrer rigoureusement qu’il fonctionne cor-
rectement. Ce qu’on entend par correctement dépend de la méthode utilisée : on
peut prouver que le programme ne va pas produire d’erreur, ou qu’il vérifie une
spécification donnée, par exemple qu’il renvoie bien une certaine valeur. Parmi
les différentes techniques consistuant les méthodes formelles, on rencontre 'in-
terprétation abstraite [33], le model checking [7], la vérification déductive [39][40]
et la preuve formelle [51]. Des applications de ces différentes méthodes aux filtres
numériques seront présentées en section La preuve formelle inclut la preuve
automatique et la preuve interactive a ’aide d’un assistant de preuve [43] comme
PVS [97], Isabelle / HOL [93], Mizar [92] ou Coq [11]. Cette thése utilise la
preuve interactive avec Coq.

1.2.2 Introduction a Coq

Coq [I1] est un assistant de preuve interactif. Il inclut un langage de spécifi-
cation appelé Gallina, qui permet d’énoncer des définitions et théorémes mathé-
matiques. Ce langage est basé sur une théorie des types d’ordre supérieur appelée
caleul des constructions inductives (CIC pour Calculus of Inductive Construc-
tions) [I00]. Ensuite, pour construire une preuve d’un théoréme, 'utilisateur
guide Coq a I’aide de tactiques, qui peuvent par exemple appliquer une régle de
logique ou un théoréme démontré précédemment. Enfin, Coq vérifie la preuve
assemblée en utilisant le typage. En effet, Coq est basé sur la correspondance de
Curry-Howard entre preuve mathématique et programme [60]. Le principe est
que les types peuvent étre vus comme des propositions, et les éléments ayant un
certain type comme des preuves de la proposition correspondante. Coq est basé
sur la logique intuitionniste : il n’y a pas d’axiome du tiers-exclu (VP, PV —P).
Coq est par ailleurs muni d’un mécanisme d’extraction [79] vers OCaml et Has-
kell. Parmi les développements en Coq bien connus, on peut citer la preuve du
théoréme des quatre couleurs [45], celle du théoréme de Feit-Thompson (odd
order theorem) [46], ou encore CompCert [78], un compilateur C efficace et
certifié.

La contribution principale de ma thése est une formalisation en Coq des
filtres numériques et de leurs erreurs d’arrondi en précision finie. Ce manuscrit
est donc parsemé d’énoncés en Coq (plus précisément, dans le langage de spé-
cification Gallina). Ceux-ci correspondent a des définitions ou théorémes que je
décris au préalable en langage mathématique courant, donc il n’est pas stricte-
ment nécessaire de pouvoir les lire. Néanmoins, il est intéressant de voir exacte-
ment ce qui a été prouvé en Coq. De plus, le langage de spécification Gallina est
souvent assez lisible méme par quelqu’un ne I'ayant jamais étudié. Je propose
dans cette section une bréve introduction a la lecture des énoncés Coq a I’aide de
quelques exemples. L’objectif est que le lecteur puisse ensuite comprendre ['es-
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sentiel des énoncés Coq apparaissant dans ce manuscrit. Pour une présentation
plus générale et plus approfondie de Coq, voir par exemple [10, [I1].

Exemple de définition. Voici un prédicat sur les fonctions réelles, c’est-a-dire
une fonction qui prend en argument une fonction réelle et indique si celle-ci
vérifie une certaine propriété (ici le fait d’étre bornée) :

Definition bounded (f : R — R) : Prop :=
exists M : R, forall r : R, Rabs (f r) < M.

Meéme sans connaitre Coq, on peut deviner qu'une fonction f : R — R satisfait
le prédicat si :
IM eR,VreR, |f(r)| <M (1.1)

Détaillons maintenant certains éléments syntaxiques de cette définition. Le type
R est le type des réels de la bibliothéque standard de Coq. Les détails de ces réels
axiomatiques seront présentés en section|1.2.3|mais n’ont pas d’importance pour
cet exemple. La fonction Rabs de la bibliothéque standard implémente la valeur
absolue. On peut demander son type & Coq a I'aide de la commande Check. Je
noterai toujours (* en commentaire *) ce que répond Coq :

Check Rabs. (* Rabs : R — R *)

Le type Prop est le type des propositions, avec deux valeurs possibles : True et
False. On est en train de définir un élément bounded qui prend un argument f de
type R — R et renvoie un élément de type Prop, dont la construction est donnée
aprés le symbole :=. On obtient bien un prédicat, c’est-a-dire une fonction a
valeurs dans Prop. On peut vérifier le type de bounded en le demandant a
nouveau a Coq :

Check bounded. (* bounded : (R — R) — Prop *)

On aurait d’ailleurs pu définir directement bounded comme une fonction avec la
syntaxe fun ... = .... La définition suivante est équivalente a la premiére :

Definition bounded : (R — R) — Prop :=
fun f : R - R = exists M : R, forall r : R, Rabs (f r) < M.

Ce n’est pas nécessaire d’indiquer les types lorsque Coq peut les inférer. Ici, il
sait que f est & valeurs dans R et que M est de type R grace a l'utilisation de
Rabs et a I'inégalité. 1l sait aussi que la valeur de retour de bounded est de type
Prop. En revanche, le fait que les arguments de £ soient dans R doit apparaitre
quelque part, car cela ne peut pas étre inféré si on enléve toutes les indications de
type (on a alors un message d’erreur : « Cannot infer ?T in the partial instance
"?T — R" found for the type of £. »). On peut par exemple écrire seulement le
type de bounded, ou seulement celui de la variable f, ou encore de la variable
r. Notons aussi qu’on peut utiliser la syntaxe (expression : type) n’importe
ot pour indiquer le type de ’expression. Par exemple, on aurait aussi bien pu
écrire la définition suivante (le type des arguments de f est bien indiqué, méme
si cette fois c’est au moment ou f est appliquée) :

Definition bounded :=
fun f = exists M, forall r, Rabs (f (r : R)) < M.
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Si les détails d’une définition (tout ce qui vient aprés :=) sont trop complexes
ou non pertinents pour mon propos, je me contenterai souvent de signaler qu’une
définition existe en écrivant Definition nom : type.

Exemple de lemme et de preuve. Intéressons-nous maintenant & un exemple
de lemme accompagné d’une preuve. C’est la seule preuve Coq qui apparaitra
explicitement dans le manuscrit, et il n’est pas nécessaire d’en comprendre tous
les détails : mon objectif est simplement de donner un apercu de ce & quoi une
telle preuve ressemble. Par la suite, je me contenterai d’énoncer les lemmes en
indiquant éventuellement I'idée générale de leur preuve (les preuves complétes
sont, accessibles en ligne : 'url sera donnée en section . Quelques excep-
tions s’adresseront au lecteur familier avec Coq : des mentions occasionnelles
d’une tactique particuliére, et la section [6.2] proposant des commentaires sur le
développement de ma formalisation.

Prouvons que la fonction mathématique sinus est bornée. On utilise le mot
clé Lemma suivi du nom du lemme (accompagné d’éventuelles variables comme
on verra plus bas), du symbole « : » et de la proposition a prouver (c’est-a-dire le
type du lemme, grace a la correspondance de Curry-Howard [60]). Vient ensuite
la preuve, souvent constituée d’une série de tactiques entre les commandes Proof
et Qed. Ici, on affirme que le prédicat bounded ci-dessus est vérifié par la fonction
sin : R — R de la bibliothéque standard.

Lemma bounded_sin : bounded sin.
Proof.

exists 1.

intro.

apply Rabs_le.

apply SIN_bound.
Qed.

Coq est interactif : entre chaque application de tactique, il affiche ot en est la
preuve, notamment quelles sont les propositions qu’il reste a prouver (appelées
les buts). Au début de la preuve présentée ici, lorsqu’on n’a pas encore utilisé
de tactique, Coq affiche un seul but :

bounded sin

Le prédicat bounded demande l'existence d’un réel M vérifiant la suite de la
définition. On doit donc exhiber un tel M. A I’aide de la tactique exists, on
affirme qu’il suffit de choisir M = 1. Suite & 'application de cette tactique, le
but affiché devient :

forall r : R, Rabs (sin r) < 1

La tactique intro fait passer la variable r dans le contexte. Les détails n’ont
pas d’importance ici, si ce n’est qu’on obtient juste le but suivant, ot I'on sait
que r est quantifiée universellement :

Rabs (sin r) < 1

On utilise alors la tactique apply qui permet d’appliquer un lemme (prouvé
précédemment ou provenant d’une bibliothéque). Affichons le type du lemme
Rabs_le de la bibliothéque standard (c’est-a-dire la proposition a laquelle il
correspond).
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Check Rabs_le.
(* Rabs_le : forall xy : R, -y < x <y — Rabs x < y *)

Suite a 'application de ce lemme, notre but devient :

-1 <sinr <1

Or la bibliothéque standard contient justement le lemme SIN_bound suivant.
Check SIN_bound. (* SIN_bound : forall x : R, -1 < sin x < 1 %)

Ce lemme prouve le but qu’il nous restait. Suite & son application, Coq annonce
que la preuve est terminée et accepte alors la commande Qed.

Notons que le mot clé Lemma a de nombreuses variantes comme Theorem,
Corollary, Fact ou Remark. Tous ces mots sont synonymes pour Coq, et servent
seulement & indiquer différentes nuances au lecteur.

Par ailleurs, un lemme peut étre paramétré par des variables indiquées a
gauche du symbole « : », qui sont alors quantifiées universellement (encore
une fois, on peut indiquer explicitement leur type ou laisser Coq l'inférer). Par
exemple, les deux énoncés suivants sont équivalents, et affirment que pour n’im-
porte quel réel c, la fonction constante égale & la valeur c est bornée.

Lemma bounded_const ¢ : bounded (fun _ = c).
Lemma bounded_const : forall c, bounded (fun _ = c).

1.2.3 Bibliothéques et axiomes utilisés

Cette section présente les bibliotheques de Coq que j’utilise dans ma forma-
lisation, ainsi que les axiomes que je suppose.

Reéels de la bibliothéque standard. J’utilise les réels de la bibliothéque stan-
dard de Coq [87], dont le type est noté R. Ils reposent sur des axiomes décrivant
les propriétés principales des nombres réels et de leurs opérations. Cette ap-
proche est trés différente d’autres bibliothéques qui construisent les nombres
réels a Paide des suites de Cauchy (bibliothéque MathClasses de Coq [T4]) ou
des coupures de Dedekind (bibliothéque standard de Mizar [107]). Les réels
de la bibliothéque standard sont basés sur deux éléments (RO et R1), quatre
opérations élémentaires (addition Rplus, opposé Ropp, multiplication Rmult et
inverse Rinv, & partir desquelles sont définies la soustraction Rminus et la divi-
sion Rdiv), et l'ordre strict usuel R1t (dont on dérive 'ordre large Rle ainsi que
les ordres symmeétriques respectifs Rgt et Rge). On utilise les notations usuelles
comme 0, 1, +, - (unaire ou binaire), *, / (unaire pour l'inverse ou binaire) ou <.
Ces notations demandent d’étre dans le scope des réels identifié par %R, comme
on expliquera en section [T.2.4] Voici quelques uns des 19 axiomes définissant les
réels :

Axiom Rplus_comm : forall rl r2 : R, rl + r2 = r2 + ri.
Axiom Rplus_0_1 : forall r : R, O + r = r.
Axiom Rmult_assoc :

forall r1 r2 r3 : R, rl * r2 * r3 = rl * (r2 * r3).
Axiom Rinv_1l : forallr : R, r #0 —» / r xr = 1.
Axiom Rmult_plus_distr_1 :

forall r1 r2 r3 : R, r1l * (r2 + r3) =r1l * r2 + r1 * r3.
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Axiom Rplus_lt_compat_1 :

forall rrl r2 : R, r1 < r2 - r +rl1 <r + 1r2.
Axiom total_order_T :

forall r1 r2 : R, {r1 < r2} + {r1 = r2} + {r1 > r2}.

Lanotation { P } + { Q } représente une disjonction constructive entre P et Q.
Le dernier axiome signifie en particulier qu'on peut décider I'égalité de deux
réels.

Coquelicot. La bibliothéque Coquelicot [I8, [77] étend la bibliothéque standard
des réels pour faciliter les raisonnements d’analyse réelle. Elle est basée sur les
filtres topologiques (qui n’ont rien a voir avec les filtres numériques de traitement
du signal !). Elle fournit notamment des outils (dont des fonctions totales) pour
travailler avec des limites, des séries entiéres, des dérivées ou des intégrales.

Je n’utilise que trés peu cette bibliothéque. Je me sers surtout des résultats
sur les limites de suites de réels en section De plus, le lemme LPO (pour
Limited Principle of Omniscience), prouvé par Coquelicot a partir des axiomes
définissant les réels de la bibliothéque standard, intervient en section [2.1.2

Flocq. La bibliothéque Flocq [20] 2] formalise I’arithmétique des ordinateurs.
Elle décrit des formats généraux de précision finie, qui peuvent notamment étre
spécialisés pour les formats classiques de virgule flottante ou de virgule fixe.
J'utilise cette bibliothéque exclusivement et intensivement dans le chapitre [f] :
je la présente donc en détail en section [5.1.2}

MathComp. La bibliotheque Mathematical Components [86] (souvent appelée
MathComp) formalise de nombreuses notions mathématiques, en particulier en
algébre. Elle joue notamment un role central dans les démonstrations du théo-
réme des quatre couleurs [45] et du théoréme de Feit-Thompson [46]. Elle repose
sur l'utilisation de SSReflect [47] (pour Small Scale Reflection), un langage de
tactiques congu pour faciliter I’écriture et le maintien des preuves Coq.

L’utilisateur est invité a exprimer des propriétés et prédicats a ’aide du type
bool (dont les valeurs sont true et false) plutot que Prop lorsque c’est possible.
Une différence importante est que 1’égalité sur bool est décidable, permettant de
raisonner par disjonction de cas sur une assertion de type bool, ce qui n’est géné-
ralement pas possible avec Prop. La correspondance is_true : bool — Prop
permet de fournir une expression de type bool & la commande Lemma. Il s’agit
en effet d’une coercion comme on verra en section ce qui signifie que Coq
peut implicitement convertir une expression de type bool vers le type Prop exigé
par cette commande. Des lemmes dits de réflection, ou vues, permettent aussi
de lier des expressions dans Prop et dans bool du méme concept.

Les éléments principaux de MathComp que j’utilise sont les structures algé-
briques, les matrices et les grands opérateurs. La section [1.2.5|introduira chacun
de ces éléments. J’utilise aussi les opérations sur nat et le type int décrits ci-
dessous.

Types pour les ensembles de nombres usuels. Ily a parfois plusieurs choix
possibles pour la représentation en Coq des ensembles mathématiques usuels.
Je liste donc ici lesquels j'utilise. Comme expliqué plus haut, je travaille avec les
réels de la bibliothéque standard, de type R. Pour les entiers naturels, jutilise
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le type nat de la bibliothéque standard. Cependant, j'utilise les opérations et
relations sur nat fournies par MathComp (comme ’addition addn ou la relation
inférieur ou égal leq : nat — nat — bool), car elles sont plus adaptées aux
raisonnements suggérés par SSReflect que celles de la bibliothéque standard.

Enfin, pour les entiers relatifs, j’utilise le type int de MathComp dans les
chapitres [2] & [, mais le type Z de la bibliothéque standard dans le chapitre
Le type int est plus facile & utiliser dans le cadre de SSReflect. Mais dans le
chapitre [5] je me repose beaucoup sur la bibliothéque Flocq qui utilise déja Z.
Utiliser ces deux types différents ne m’a pas posé de probléme car ils représentent
des concepts différents : int est utilisé pour des indices de signaux numériques,
tandis que Z représente des exposants pour des nombres a virgule fixe. J’envisage
cependant d’utiliser int partout comme discuté en section [6.2.1

Axiomes. Les axiomes que j'utilise dans cette formalisation sont :
— les axiomes de la bibliothéque standard qui définissent les réels [87]
comme vu précédemment.
— FunctionalExtensionality : deux fonctions identiques point & point
sont, égales.
— ProofIrrelevance : deux preuves d’une méme propriété sont égales.
— R_epsilon_statement et fnv_epsilon_statement : des instanciations
de l'axiome epsilon de Hilbert aux types R (nombres réels) et nat — VT
(suites a valeurs dans un espace vectoriel).
Les axiomes FunctionalExtensionality et ProofIrrelevance sont dispo-
nibles dans la bibliothéque standard lorsqu’on importe les modules de méme
nom, et sont généralement considérés comme stirs par la communautélﬂ Jai
défini R_epsilon_statement et fnv_epsilon_statement en m’inspirant de
Epsilon.epsilon_statement de la bibliothéque standard. Tous ces axiomes
serviront en particulier & la formalisation des signaux numériques comme on
verra en section

1.2.4 Scope, coercion et section

Cette section présente quelques notions et éléments syntaxiques de Coq que
j’utilise au cours du manuscrit.

Scope. Des notations comme 0, <, * ou + peuvent représenter des objets diffé-
rents : par exemple, le zéro réel de type R n’est pas le méme que le zéro entier
de nat. Coq utilise des scopes pour indiquer quel sens donner & ces notations.
Ces scopes peuvent étre délimités localement par (...)%nat ou (...)%R par
exemple. Ainsi, (x + y)%nat est I’addition entiére addn appliquée a x et y qui
doivent donc étre de type nat, tandis que (x + y)%R est 'addition réelle Rplus
avec x et y de type R. Il est aussi possible d’ouvrir un scope pour plusieurs
énonceés successifs (avec une commande Open Scope), mais je ne Iécrirai pas
explicitement car le scope utilisé sera généralement évident (et dans les cas o
il ne lest pas, j'utiliserai les délimitations locales).

On a vu en section [[.2:3] que pour les entiers relatifs, j'utilise parfois le type Z
de la bibliothéque standard et parfois int de MathComp [86]. Le scope pour le
premier type est délimité par %Z. Pour le second, la plupart des opérations que

1. https://github.com/coq/coq/wiki/The-Logic-of-Coq
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j’utilise sont en fait définies par MathComp pour n’importe quel anneau et sont
donc associées a un scope de MathComp appelé ring_scope, habituellement
délimité par %R. Mais pour ne pas confondre avec celui des réels, j’ai choisi de
plutot délimiter ring_scope par %RT, voire souvent par %int pour indiquer au
lecteur que je suis en train d’appliquer des opérations de ring_scope a des

éléments de type int.

Coercion. En mathématiques, ’ensemble N des entiers naturels est inclus dans
I’ensemble Z des entiers relatifs. Mais en Coq, le type nat des entiers naturels et
le type int des entiers relatifs (venant de la bibliotheque MathComp présentée
plus bas) sont disjoints : un élément n : nat n’a pas le type int. Cependant, on
dispose d’un plongement Posz : nat — int, c’est-a-dire une fonction injective
qui, du point de vue mathématique, laisse inchangés les entiers naturels bien que
leur type soit modifié. Un autre exemple de plongement est INR : nat — R.
Pour faciliter I’écriture des énoncés, un plongement peut étre déclaré comme une
coercion : Coq effectue alors implicitement la conversion quand c’est nécessaire.
Par exemple, si on écrit (k + n)%int ou la variable k est de type int et n de
type nat, Coq comprend qu’il s’agit en fait de (k + Posz n)¥%int car Posz est
une coercion. En revanche, INR n’est pas déclaré comme une coercion donc il
faut 1’écrire explicitement si on veut utiliser le réel correspondant & un entier
naturel.

Section. Lorsqu’on travaille sur plusieurs définitions et lemmes dépendant des
mémes arguments, on peut factoriser ces arguments grace au mécanisme de sec-
tion. Une section est délimitée par les commandes Section et End suivies du
nom de la section. A Pintérieur de la section, on peut déclarer des variables avec
la commande Variable ou VariablesE| (le type doit ici étre donné explicite-
ment). On peut aussi déclarer une hypothése avec Hypothesis, qui est supposée
vraie dans le reste de la section. Ces variables peuvent ensuite étre utilisées dans
les définitions et lemmes de la section. A la fermeture de la section, les variables
et hypothéses de la section deviennent des variables et hypothéses ordinaires de
chaque définition ou lemme de la section qui les a utilisées. Voici un exemple.

Section Exemple.

Variables (m n : nat).

Context (a : R) {b : R}. (* comme Variables (a : R) (b : R)
en premiére approximation *)

Hypothesis n_gt0 : (0 < n)Ynat.

Definition f_affine r := (a * r + b)YR.

Lemma predn_lt : (n.-1 < n)%nat. (x .-1 prédécesseur unaire *)
Check f_affine. (x f_affine : R — R *)

Check predn_lt. (* predn_lt : (n.-1 < n)%nat *)

End Exemple.
Check f_affine. (* f_affine : R - R —+ R — R *)

Check predn_lt.
(* predn_1t : forall n : nat, (0 < n)Y)nat — (n.-1 < n)%nat *)

2. J’utilise parfois Context au lieu de Variable pour pouvoir utiliser la syntaxe {v : T} des
arguments implicites, comme {b : R} dans I’exemple proposé. Mais c’est un détail technique
qui s’adresse au lecteur habitué & Coq. En premiére approximation, on peut considérer que
Context est synonyme de Variables et qu’utiliser des accolades ou des parenthéses ne change
rien.
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Dans la section Exemple, on dispose de quatre variables m, n, a et b, avec I’hypo-
thése que n est strictement positif. On peut définir une fonction affine a partir
des paramétres a et b, et montrer que le prédécesseur de n est strictement in-
férieur a n (cela nécessite ’hypothése 0 < n vu que le prédécesseur de 0 est 0).
Tant qu’on est dans la section, f_affine est une fonction réelle et predn_1t
est simplement une inégalité. Mais aprés la section, on remarque que f_affine
a trois arguments réels vu que a et b sont désormais aussi ses arguments, et
predn_1t fait explicitement intervenir une variable n et 'hypothése qu’elle est
strictement positive (car cette hypothése a vraiment été utilisée dans la preuve
de predn_lt que je n’ai pas donnée ici). En revanche, predn_1t ne dépend
toujours pas de m, a ou b, et f_affine ne dépend pas de I’hypothése 0 < n.

Dans le manuscrit, je n’explicite pas toujours les ouvertures et fermetures
de sections Coq. Dés qu'une commande Variable, Context ou Hypothesis
apparait, cela suppose alors que tout le code présenté dans un paragraphe ou
une sous-section du manuscrit est contenu dans une section Coq.

1.2.5 Structures algébriques, matrices et grands opéra-
teurs de MathComp

Cette section présente les éléments de la bibliothéque MathComp [86] (in-
troduite en section [1.2.3)) les plus utilisés tout au long de ma formalisation.

Structures algébriques. MathComp décrit toute une hiérarchie de struc-
tures algébriques. Elles héritent les unes des autres grace a des coercions (sec-
tion . Je n’utilise que les quelques structures suivantes. Le type ringType
est le type des anneaux (pas forcément unitaires ; on parle parfois de pseudo-
anneau), comRingType celui des anneaux commutatifs et comUnitRingType celui
des anneaux commutatifs unitaires (ayant un élément neutre pour la multiplica-
tion). J'utiliserai la notation RT pour un anneau de type ringType (ou souvent
comRingType ou comUnitringType). Le type vectType RT est alors celui des
modules & gauche de dimension finie sur ’anneau RT. Un tel module sera appelé
un espace vectoriel par abus de langage (techniquement, un module est & un
anneau ce qu’un espace vectoriel est & un corps, donc il faudrait que RT soit un
corps pour pouvoir parler d’espace vectoriel). Un tel espace vectoriel de type
vectType RT sera noté VT.

Matrices. MathComp inclut une bibliothéque trés compléte sur les matrices.
Le type des matrices de taillemxn pour (m n : nat) a coefficients dans un type
T est noté *M[T]_(m, n). Une telle matrice correspond a une fonction vers T
depuis ’ensemble fini >I_m * °>I_n, ol * est le produit cartésien et >I_m est I'en-
semble des ordinaux dem : {0,1,...,m—2,m— 1} (une coercion nat_of_ord en-
voie un ordinal vers l'entier correspondant dans nat). On dispose d’une coercion
fun_of _matrix qui peut implicitement convertir une matrice de *M[T] _(m, n)
en une fonction de type >I_m — ’I_n — T, si bien que pour une matrice A
et des indices i et j dans les bons ensembles d’ordinaux, on peut simplement
écrire A i j pour obtenir le coefficient de A a la position (i,j). On peut défi-
nir une matrice a partir d’un terme général pour le coefficient en (i, j) grace a
lopérateur \matrix_(i, j). Par exemple, voici la matrice avec le réel 1 sur la
diagonale supérieure et 0 partout ailleurs.
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Definition Mdiasup : ’M[R]_(m, n) :=
\matrix_(i, j) (if (i.+1 == j) then 1 else 0)JR.

On remarque que i et j, dont les types respectifs sont >I_m et >I_n, ont été
implicitement convertis vers nat (car .+1 est une notation unaire pour le suc-
cesseur dans nat, et 1’égalité doit porter sur deux éléments de méme type).

Pour les matrices carrées, on peut écrire >M[T] _n pour *M[T]_(n, n). On
a aussi les notations >cV[T]_n = °M[T]_(n, 1) pour les vecteurs colonnes et
'rV[T]l_n = °M[T]_(1, n) pour les vecteurs lignes (¢ pour column et r pour
row). Souvent, le type des coefficients peut étre inféré : on peut alors écrire
’M_(m, n) ou ’cV_n par exemple.

Le type T des coefficients peut étre quelconque. Mais s’il posséde des proprié-
tés algébriques intéressantes, les matrices correspondantes peuvent les hériter.
Ainsi, dés que T est un zmodType (type des groupes abéliens, qui peuvent étre
vus comme des modules sur 'anneau Z d’ou le nom), on dispose de I'addition
de matrices (coefficient par coefficient), notée +. Et si c’est un ringType, on a
aussi acceés a la multiplication matricielle usuelle, notée *mx.

MathComp inclut de nombreux concepts mathématiques sur les matrices.
J’utilise notamment la transposition, les matrices par blocs, les permutations
de lignes ou colonnes, et la notion de matrice inversible. Cette bibliothéque for-
malise aussi des notions avancées d’algébre linéaire que je n’utilise pas actuelle-
ment, mais peuvent servir a étendre ma formalisation (voir les perspectives en

section [6.3.3)).

Grands opérateurs. MathComp fournit des grands opérateurs [12] permet-
tant d’itérer un opérateur binaire sur un ensemble de valeurs. Par exemple, on
peut les utiliser pour traduire des expressions mathématiques comme Z?:_ol i2
ou [[,cx f(x), qu’on peut voir comme une itération d’additions ou de multipli-
cations binaires, & partir de 1’élément neutre 0 ou 1 respectivement. La syntaxe
est \biglop/e0] _(range) expr ou op est 'opérateur binaire, €0 la valeur ini-
tiale de litération (généralement I’élément neutre de op), range introduit un
indice et décrit ’ensemble parcouru par cet indice, et enfin expr donne le terme
général en fonction de cet indice. Par exemple :

Definition sum_squares (n : nat) := \big[addn/0]_(0 < i < n) i = 2.

oll addn est ’addition binaire sur nat d’élément neutre 0, et (0 < i < n)
signifie que 'indice i parcourt les entiers de 0 inclus & n exclu. Les descriptions
d’indices que j’utilise dans ce manuscrit sont : celle que je viens de donner pour
les entier ; (i < n) pour parcourir I’ensemble >I_n des ordinaux de n ; et enfin
(i « s) pour parcourir une liste s (I'indice i a alors le type T des éléments de
s, qui est de type seq T).

Lorsque le type du terme général est muni d’un opérateur faisant clairement
office d’addition (par exemple nat, ou n’importe quel zmodType vu précédem-
ment), on peut utiliser la notation plus simple \sum_(range) expr :

Definition sum_squares n := \sum_(0 < i < n) i =~ 2.
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1.3 Arithmétiques en précision finie

L’arithmétique des ordinateurs est le domaine de 'informatique qui étudie
les représentations des nombres (principalement entiers ou réels) dans les ordi-
nateurs, ainsi que les calculs impliquant ces nombres. Souvent, on utilise une
structure de donnée concise, qui ne peut cependant représenter qu’un nombre
fini de nombres réels. Il faut alors indiquer comment arrondir un nombre qui
n’est pas représentable vers un nombre qui I’est. On parle d’arithmétique en pré-
cision finie. Les deux telles arithmétiques les plus utilisées sont I’arithmétique en
virgule flottante et 'arithmétique en virgule fixe. Elles couvrent a elles deux la
grande majorité des programmes informatiques faisant intervenir des approxi-
mations de nombres réels. Elles sont présentées dans les sections [[.3.1] et
respectivement. Mais parfois, on veut étudier le comportement en précision finie
d’un programme sans avoir besoin de savoir & I’avance quelle arithmétique sera
utilisée. On considére alors une arithmétique en précision finie générique comme

expliqué en section [I.3.3]

1.3.1 Virgule flottante

La virgule flottante n’est pas étudiée explicitement dans cette thése. J’en
donne cependant un apergu ici car c’est un élément de contexte important.
De plus, I'arithmétique en précision finie générique de la section qui sera
utilisée dans les chapitres [3] et [f] couvre aussi bien la virgule flottante que la
virgule fixe, et est généralement destinée & étre instanciée a I'une des deux.
Par ailleurs, plusieurs notions présentées dans cette section, comme les modes
d’arrondis ou les overflows, peuvent se généraliser & d’autres arithmétiques.

Les formats de représentation, les arrondis et les opérations de la virgule
flottante sont régis par le standard IEEE-754 de 1985 [61], révisé en 2008 [63]
et 2019 [65].

La base 2 est généralement utilisée : les nombres sont représentés a ’aide de
chiffres qui valent 0 ou 1, appelés des bits. A partir de la révision de 2008 [63],
la norme IEEE-754 inclut aussi des formats en base 10, notamment utilisés
dans le domaine de la finance. La section courante ne présente que la base 2,
mais l'arithmétique générique de la section [I.3.3] peut représenter des formats
flottants dans n’importe quelle base.

Un nombre flottant est représenté par un bit de signe s (0 pour positif, 1
pour négatif), un exposant entier e et une mantisse positive m. La valeur du
nombre est alors :

(=1)% x m x 2° (1.2)

Un format de virgule flottante indique comment le bit de signe, ’exposant
et la mantisse sont répartis dans le mot binaire sur lequel est codé le nombre
flottant. Par exemple, la figure ﬂ;fl montre cette répartition pour un format
classique appelé binary32 (ou simple précision) : exposant est représenté sur 8
bits et la mantisse (ou plutot sa fraction comme on verra plus bas) sur 23 bits.

L’exposant est représenté sur les bits qui lui sont dédiés comme un entier
positif en base 2, auquel il faut ensuite soustraire une constante appelée le
biais qui dépend du format. Certaines combinaisons de bits d’exposant sont par
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FIGURE 1.1 — Répartition des 32 bits d’un nombre flottant binary32

ailleurs réservées pour des flottants particuliers. Sans rentrer dans les détails,
on peut retenir que chaque format a un exposant minimal e.,;, et un exposant
maximal enay, et 'exposant e d’un nombre peut étre n’importe quel entier tel
que€ €min <e< €max-

La mantisse est un nombre qui s’écrit en base 2 sur p bits ou p est appelée
la précision du format, avec la virgule située entre le premier bit et les p — 1
autres bits. Mais le premier bit est implicitement un 1 (sauf cas particuliers
expliqués plus bas) et n’est donc pas stocké. Le segment réservé a la mantisse
sur la figure contient en fait la fraction de la mantisse, c’est-a-dire p — 1 bits
notés myq, ..., mp_1 tels que (ou l'indice 2 a la fin indique un nombre écrit en
base 2) :
(1.3)

m=1mimsy...my_
,TN1M2 p—1,

On a donc 1 < m < 2, et m est divisible par 27P*! (c’est-a-dire que m x 2P~1
est un entier).

La figure [I.2] indique les caractéristiques des deux formats flottants les plus
communs : le format binary32 (ou simple précision) sur 32 bits et le format
binary64 (ou double précision) sur 64 bits.

Format Nombre de bits Biais e e p
total signe exposant fraction — max

Binary32 32 1 8 23 127 -126 127 24

Binary64 64 1 11 52 1023 -1022 1023 53

FIGURE 1.2 — Caractéristiques des deux formats usuels de virgule flottante

Exemple. Représentons une approximation de m = 3,14... en binary32. On
commence par écrire 7 en base 2 en arrondissant (avec un arrondi au plus
proche, défini plus bas) pour garder p = 24 bits :

7~ 11,00100100001111110110119 (1.4)

On introduit un exposant pour décaler la virgule afin d’avoir un seul chiffre
avant celle-ci :
7~ 1,100100100001111110110115 x 2* (1.5)

Le signe est 0 puisque 7 est positif. L’exposant est 1, donc en tenant compte
du biais (qui vaut 127 en binary32), la valeur a stocker est 128 c’est-a-dire
100000002 sur 8 bits. Enfin, pour la mantisse, on écrit juste les 23 bits aprés
la virgule, puisque le bit initial 1 est implicite. On obtient la représentation
flottante de la figure

Cas particuliers. En plus de la représentation expliquée ci-dessus, on définit
des cas particuliers qui utilisent les valeurs réservées de I'exposant. Pour repré-
senter des nombres de valeur absolue strictement inférieure a 2¢mi» (qui sont
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FIGURE 1.3 — Exemple : approximation de 7 en flottant binary32

dits sous-normalisés ou dénormalisés), on utilise un exposant particulier qui
signale que le bit initial implicite de la mantisse vaut exceptionnellement 0 au
lieu de 1. On définit aussi les flottants particuliers suivants : deux zéros +0 et
—0, les infinis +00 et —oo, et NaN (Not a Number) qui est par exemple renvoyé
par 0/0.

Arrondis. Pour un format donné, les nombres qu’on peut exprimer sous la
forme ci-dessus sont dits représentables dans ce format. Ils forment un ensemble
fini. Lorsque le nombre qu’on veut stocker n’est pas représentable, on utilise une
fonction d’arrondi qui détermine quelle approximation représentable utiliser.

La norme IEEE-754 [65] définit plusieurs modes d’arrondi associant une

fonction d’arrondi & un format flottant (les définitions suivantes ne prennent
pas en compte les comportement exceptionnels comme les overflows présentés
plus bas) :

— L’arrondi vers le bas ou arrondi vers —oo envoie un nombre réel r vers
le plus grand nombre représentable inférieur ou égal a 7, noté 7 (r).

— L’arrondi vers le haut ou arrondi vers +0co envoie un nombre réel r vers
le plus petit nombre flottant supérieur ou égal a r, noté /\ (r).

— L’arrondi vers 0 envoie r vers / (r) quand r est positif et vers I\ (r)
quand r est négatif.

— L’arrondi au plus proche est le mode d’arrondi considéré par défaut.
Comme son nom l'indique, il envoie r vers le nombre représentable le
plus proche de r. Il y a une ambiguité lorsque r est équidistant de deux
nombres représentables : on dit que r est un point milieu. Une fonction
d’arrondi au plus proche O7 dépend donc d’une régle de bris d’égalité T,
qui indique de quel coté arrondir chacun de ces points milieu (j’utilise-
rai la terminologie anglophone plus connue tie-breaking rule). La norme
IEEE-754 définit deux régles en particulier :

— Parmi les deux nombres représentables les plus proches, la régle ties-
to-even, notée simplement even, choisit celui qui a une mantisse paire
(se terminant par un 0 plutot que par un 1 ; il y en a toujours exac-
tement un parmi deux flottants consécutifs en base 2). On parle alors
d’arrondi au plus proche pair, noté QO™ (r).

— La régle away-from-zero choisit celui des deux qui est le plus grand
en valeur absolue.

Overflows. Un format de virgule flottante ne représente qu'un nombre fini de
valeurs réelles : il a donc des valeurs mininale et maximale représentables (sans
compter les deux infinis). Lorsque le nombre qu’on cherche & représenter (par
exemple le résultat d’un calcul) est en dehors de ces valeurs extrémes, on a ce
qu’on appelle un dépassement de capacité supérieur. J'utiliserai le terme anglais
plus concis overflow. Ce phénoméne se retrouve dans plusieurs arithmétiques
en précision finie et peut étre géré de différentes maniéres. En virgule flottante,
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la valeur renvoyée en cas d’overflow est généralement +0o ou —oo ou une des
deux valeurs représentables extrémes selon le mode d’arrondi.

Les overflows sont assez rares en virgule flottante vu que les valeurs extrémes
représentables sont trés grandes en valeur absolue. Par exemple, en binary6/,
ces valeurs sont £(21024 —2971) (avec I’exposant maximal 1023 et tous les bits de
la mantisse a 1) c’est-a-dire environ £103%8. Mais si un overflow arrive tout de
méme, c’est souvent catastrophique. Une possibilité est de prouver qu’il ne peut
pas y avoir d’overflow dans un programme considéré. Une méthode généralement
efficace pour cela est I'interprétation abstraite [33].

1.3.2 Virgule fixe

La virgule fixe est larithmétique la plus souvent utilisée pour implémenter
des filtres numériques dans des systémes embarqués. Elle interviendra directe-
ment dans le chapitre o} Elle est aussi couverte par ’arithmétique en précision
finie générique de la section qui sera utilisée dans les chapitres [3] et [

Il n’y a pas de description générale officielle pour la virgule fixe. Cependant,
la norme IEEE-1666 standardisant SystemC, datant de 2005 [62] et révisée en
2011 [64], contient les propriétés attendues de la virgule fixe dans SystemC. La
norme ISO/IEC TR 18037:2008 [66], qui décrit des extensions du langage C
destinées aux systémes embarqués, inclut aussi des spécifications concernant la
virgule fixe. La virgule fixe utilise trés principalement la base 2. C’est la seule
base que je considére dans cette thése (méme si encore une fois, Parithmétique
générique de la section couvre n'importe quelle base).

En virgule fixe, un nombre est seulement stocké sous la forme d’une mantisse
entiére m (qui peut étre négative). En plus de décrire comment cet entier m est
codé, notamment sur combien de bits, un format de virgule fixe comporte un
exposant implicite £. La valeur du nombre est alors le produit de m par le facteur
d’échelle implicite 2° :

m x 2° (1.6)

Ainsi, un algorithme en virgule fixe ne fait intervenir que les mantisses entiéres.
Mais le développeur connait les exposants implicites des formats utilisés dans le
programme et c’est a lui de s’assurer que ces mantisses sont utilisées adéquate-
ment (par exemple en ajoutant un décalage avant une addition pour mettre les
deux termes au méme format : on parle d’alignement).

Représentation en complément 4 deux pour la mantisse. On peut ren-
contrer différentes représentations pour la mantisse entiére m. Une possibilité
simple consiste & coder son signe sur un bit (comme ci-dessus pour les nombres
flottants) puis sa valeur absolue en base 2 classique sur les bits restants. Mais la
représentation en complément & deuzr définie ci-dessous est généralement préfé-
rée car ses opérations sont compatibles avec celles des entiers positifs habituels
(en base 2 sans signe), c¢’est-a-dire qu’elles utilisent le méme circuit. En outre,
cela fait naturellement apparaitre 1’ overflow modulaire qui sera au centre de la
section [5.4] Dans cette theése, je considére exclusivement la représentation en
complément & deux.
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Une mantisse m est codée sur w bits notés mg,...,my—1. La largeur w
(notée ainsi d’aprés ’anglais width) est donnée par le format considéré. Dans la
représentation habituelle des entiers positifs en base 2, I'entier m,_1 ... mimo,
associé & ces bits est obtenu en multipliant chaque bit m; par le facteur 2¢. La
représentation en complément & deux est similaire, & part que le bit m,,_1 de
poids le plus fort est a la place multiplié par —2*~!. La valeur de la mantisse
m associée a ces bits est donc :

w—2

m=—my_12°7" + Y m2 (1.7)
1=0

Les nombres représentables ainsi sont donc les entiers entre —2% 1 et 2v—1 — 1
inclus, au lieu des entiers entre 0 et 2 — 1 inclus pour une représentation
habituelle de nombre positif en base 2. On remarque que le codage des nombres
entre 0 et 2¥~! — 1 n’a pas changé (ce sont ceux dont le bit de poids fort est
a 0 de toute fagon, donc peu importe par quoi il est multiplié). En revanche, si
un mot de w bits représentait un entier x > 2" en base 2 positive, il représente
a la place le nombre x — 2" en complément & deux. On remarque aussi que le
bit m,,_1 fait office de bit de signe puisqu’il vaut 0 pour les nombres positifs
et 1 pour les nombres négatifs (il est cependant considéré comme faisant partie
de la mantisse, et d’ailleurs les autres bits ne représentent pas du tout la valeur
absolue de m).

Format, Isb, msb. Un format de virgule fixe en complément a deux est donc
caractérisé par a la fois I’exposant implicite ¢ et la largeur w de la mantisse. Je
note Fy ., ’ensemble des nombres représentables dans un tel format, c’est-a-dire :

Frow2{mx2 | mezZ n 2"t <m<2v7t -1} (1.8)

Par extension, j'utilise parfois aussi F¢ ,, pour désigner le format lui-méme.

La figure [[.4] illustre la représentation d’'un nombre dans le format corres-
pondant & ¢ = —3 et w = 8. Cette représentation consiste simplement en 8
bits notés my,...,my. On rappelle que le bit initial m; indique le signe mais
fait aussi partie de la mantisse. Le point montre la position de la virgule &
titre indicatif, mais elle ne fait pas partie de la représentation puisqu’elle est
implicite. Cette position est constante pour un format considéré, d’ot le nom
d’arithmétique en wvirgule fize.

msb s
4 0 {=-3

[rorfmelms{ma]ms mafmajmel

mantisse sur w = 8 bits
(signe)

FIGURE 1.4 — Répartition des bits d'un nombre dans le format F_3 g

Au dessus de certains bits de la figure [[.4] est indiqué I'exposant correspon-
dant au bit : par exemple, l'exposant 0 pour le bit juste avant la virgule. Le
dernier bit est appelé le Isb (Least Significant Bit) et par extension, ’exposant
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correspondant est aussi appelé le Isb. On remarque que ce Isb est en fait ’expo-
sant implicite du format : Isb = £ = —3. Le bit le plus a gauche, et par extension
lexposant associé, sont appelés le msb (Most Significant Bit). Ici, le msb vaut 4.
Un format de virgule fixe en complément & deux est complétement caractérisé
par son msb et son [sb. D’ailleurs, un format est parfois défini comme la donnée
d’un msb et un Isb. Notons que la convention que j’ai choisie (définir un format
par un Isb £ et une largeur w) est équivalente vu qu’on a toujours la relation :

w = msb—Ish+ 1 (1.9)
En combinant les équations ([L.6)) et (1.7), on peut écrire la valeur du nombre
représenté par les bits my, ..., m,_1 en fonction du Isb et du msb du format :
w—2
=My 1270 Y m2ite (1.10)
i=0

Encore une autre convention usuelle (mais que je n’utilise pas dans ce ma-
nuscrit) consiste a représenter un format de virgule fixe sous la forme (e, f) ou
e est le nombre de bits avant la virgule implicite (partie entiére) et f le nombre
de bits aprés la virgule (partie fractionnaire). Le format illustré sur la figure [1.4]
serait ainsi noté (5,3). On retrouve les autres caractéristiques du format grace
aux relations £ = —f, w=e+ f et msb=e — 1.

Exemple. Approximons 7 sur w = 8 bits avec pour exposant implicite £ = —3,
c’est-a-dire dans F_3 3. A partir de Pécriture binaire de 7 donnée dans I'équa-
tion , on introduit le facteur 273 et on arrondit au plus proche pour obtenir
une mantisse entiére :

7~ 110015 x 273 (1.11)

On compléte a gauche avec des 0 jusqu’a avoir 8 bits et on obtient la représen-
tation en virgule fixe de la figure Le bit initial faisant office de bit de signe
est bien un 0 puisque le nombre qu’on représente est positif.

msb Isb
4 0 {=-3

[0]o]o]1[1]o]0]1]

‘ mantisse sur w = 8 bits
(signe)

FIGURE 1.5 — Exemple : approximation de m dans F_3 g

On remarque qu’on a beaucoup de 0 initiaux qui ne sont pas nécessaires
pour représenter 'approximation de m considérée. Quitte & disposer de 8 bits,
si on diminue un peu le Isb ¢, on peut avoir plus de bits sur la droite donc
plus de précision, sans pour autant perdre d’information. Un meilleur Isb pour

approcher 7 sur 8 bits est £ = —5 ; on obtient alors la représentation de la
figure

Il reste un 0 initial qui n’est pas du tout inutile : il indique que le nombre est
positif. Si on décalait encore le lsb en prenant { = —6, le bit d’exposant 1, valant

actuellement 1, serait le nouveau bit initial donc multiplié¢ par —2' au lieu de 2!.
Le laisser a 1 produirait un nombre négatif, mais le passer a 0 modifierait aussi
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msb Isb
2 0 {=-5

[o]1]1]ofof1]o]1]

‘ mantisse sur w = 8 bits
(signe)

FIGURE 1.6 — Exemple : approximation de m dans F_5 g

grandement la valeur finale... Ainsi, si on essaie de représenter m dans F_g g, on
perd beaucoup d’information et on obtient une valeur complétement différente.
Ceci se produit parce que 7 est en dehors des valeurs extrémes représentables
de F_g g : c’est un overflow.

Arrondis. Les modes d’arrondi définis en section [[.3.1] s’appliquent aussi a la
virgule fixe. Cependant, il faut noter que I’arrondi vers le bas est particuliére-
ment fréquent en virgule fixe en complément & deux, car dans cette représenta-
tion il s’agit d’une simple troncature : on se contente d’effacer les bits au-dela
de celui auquel on veut arrondir. En virgule flottante, c’est ’arrondi vers 0 qui
s’obtient par troncature ; cet arrondi n’est généralement pas utilisé en virgule
fixe, d’autant plus qu’il n’est pas compatible avec 1’overflow modulaire comme
on verra en section [5.4.1]

Overflows. Les overflows présentés en section [1.3.1] s’appliquent aussi & la
virgule fixe, pour laquelle ils sont méme une considération plus importante qu’en
virgule flottante. En effet, les valeurs représentables extrémes d’un format de
virgule fixe sont souvent du méme ordre que les valeurs qu’on aura effectivement
besoin de représenter, donc on ne peut pas ignorer la possibilité d’un overflow.
A titre indicatif, les valeurs extrémes du fomat Fy,,, sont —2@+¢~1 et 2w+(=1_2¢
(c’est-a-dire —27s et 2msb — 2lsb),

On rencontre plusieurs possibilités de gestion des overflows en virgule fixe.
Les deux modes d’overflow les plus usuels sont 1’overflow saturé et 1'overflow
modulaire. Le premier consiste a renvoyer la valeurs extréme qui a été excédée.
Le second applique une opération de modulo mathématique afin de retomber
sur une valeur représentable.

L’overflow modulaire sera détaillé en section On verra qu’il est fa-
cile & implémenter pour la représentation en complément a deux (il revient
a simplement supprimer les bits & gauche du msb) et présente des propriétés
arithmétiques intéressantes. Par exemple, on peut (sous certaines conditions)
garantir que le résultat final est correct méme quand des overflows ont eu lieu
dans les calculs intermédiaires (ceci est connu en traitement du signal sous le
nom de regle de Jackson [68]).

Une autre approche usuelle consiste a choisir les formats de virgule fixe
d’un programme donné de maniére & éviter complétement les overflows dans ce
programme. En effet, si on connait des bornes sur les valeurs que peut prendre
une variable donnée, on peut choisir un msb suffisamment grand pour que ces
bornes soient comprises entre les valeurs extrémes représentables. Notons que
la correction fonctionnelle du programme repose alors souvent sur cette absence
d’overflows : il faut donc bien s’assurer que cette absence est effectivement
garantie.
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Comparaison avec la virgule flottante. On reléve trois différences princi-
pales dans la représentation d’un nombre en virgule fixe par rapport a la virgule
flottante : la nature implicite de 'exposant, I’encodage de la mantisse (comme
un entier en complément a deux, au lieu d’un bit de signe et des bits de fraction)
et absence de valeurs particuliéres (infinis, zéros, NaN, dénormalisés).

L’intérét principal de la virgule fixe est que les calculs ne font intervenir que
des nombres entiers, pour lesquels on dispose d’unités de calcul (ALU) rapides
et économes en termes a la fois de taille de circuit, d’énergie requise et de cott
de production. En effet, les exposants implicites sont gérés par le développeur
lors de la conception du programme, dans lequel n’apparaissent ensuite que les
mantisses entiéres. Au contraire, la virgule flottante requiert un unité de calcul
dédiée, qui doit gérer explicitement les exposants et les valeurs particuliéres. Ce
matériel est présent dans tous les ordinateurs modernes, mais pas toujours dans
les systémes embarqués. De plus, la virgule fixe est plus flexible : n’importe quel
format est possible tant que le développeur fait les ajustements appropriés, tan-
dis que la virgule flottante est assujettie aux formats disponibles dans 'unité de
calcul utilisée (généralement les formats exigés ou recommandés par la norme
IEEE-754 [69]). La virgule fixe permet donc d’adapter les formats utilisés au
programme considéré afin d’encore gagner en vitesse de calcul et en économie
d’énergie. Dans le cadre des systémes embarqués, on utilise donc majoritaire-
ment la virgule fixe.

En contrepartie, la virgule fixe demande un important travail de la part
du développeur, travail laissé au matériel dans le cas de la virgule flottante :
choix des formats (exposants et largeurs), alignement pour chaque opération
(décalage des opérandes pour mettre la virgule a la méme position) et parfois
gestion de comportements exceptionnels (comme un overflow ou une division
par zéro). En particulier, le choix des formats a utiliser pour les différentes
variables d’un programme en virgule fixe est un probléme important et délicat.
En effet, on veut réduire autant que possible les largeurs des formats afin que les
calculs impliquent moins de bits, devenant ainsi plus rapides et moins cotiteux en
énergie. Mais cela signifie augmenter le lsb ou diminuer le msb (équation (L.9)).
La premiére possibilité entraine une perte de précision, tandis que la seconde
augmente la fréquence des overflows.

1.3.3 Arithmétique en précision finie générique et défini-
tions communes aux différentes arithmétiques

Certains programmes sont congus exclusivement dans 1'optique du format
binary64 par exemple, ou encore sont seulement destinés a utiliser la virgule
fixe avec des formats bien choisis pour chaque variable. Mais parfois, on veut
étudier le comportement en précision finie d’'un méme programme pour différents
choix d’arithmétiques et de formats possibles. On utilise alors une arithmétique

en précision finie générique avec aussi peu d’hypothéses que possible.

Un format générique, noté I, est simplement un sous-ensemble des nombres
réels : IF C R. Les éléments de [ sont les nombres représentables dans ce format.
Une fonction d’arrondi (ou juste un arrondi) vers ce format, notée O, est sim-
plement une fonction R — F. On lui demande généralement d’étre croissante et
de laisser inchangés les nombres du format (Vr € F, O(r) = r).
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Arrondi correct. L’implémentation en précision finie d’une fonction mathé-
matique sur les réels vérifie la propriété d’arrondi correct si le résultat renvoyé
est I'arrondi du résultat exact en précision infinie. Autrement dit, pour un ar-
rondi considéré O : R — F et un entier n > 0, I'implémentation f : F* — F
d’une fonction f : R™ — R est correctement arrondie si :

Vry,o.ooorn €T, f(r, . oym) = O(f(r1, ooy 1)) (1.12)

La norme IEEE-754 [65] exige des implémentations correctement arrondies
(pour chaque format flottant et mode d’arrondi défini par cette norme) de six
opérations considérées comme élémentaires : I’addition, la soustration, la mul-
tiplication et la division de deux nombres, ainsi que la racine carrée et le FMA
(Fused Multiply-Add, qui prend trois arguments x,y, z et renvoie = X y + z).

La propriété d’arrondi correct permet de caractériser de maniére unique le
résultat que doit renvoyer une implémentation. De plus, pour un format flottant
ou fixe, on sait donner une borne (relative ou absolue, ou une combinaison des
deux selon les cas) sur 'erreur due & un seul arrondi. On peut alors étendre ces
bornes a ’erreur sur une opération correctement arrondie.

Erreur locale. Méme si on ne dispose pas d’une implémentation correctement
arrondie d’une fonction, on peut généralement s’attendre & ce que erreur sur
une seule application ne soit pas trop importante. Pour un format donné de
virgule flottante ou fixe, on peut souvent déterminer une borne explicite sur
cette erreur. On appelle ainsi erreur locale I'erreur due & un seul arrondi ou
une seule application d’une fonction implémentée f : F* — F (par exemple une
somme de produits ci-dessous). Comme mentionné en section le probléme
est souvent la propagation d’erreurs d’arrondi au fil de nombreux calculs (quand
les termes de chaque opérations sont des valeurs calculées déja sujettes a des
erreurs d’arrondi). Une grande partie du chapitre 4] consistera a exprimer 1’er-
reur en sortie d’un filtre numérique, affectée par de nombreuses propagations et
accumulations, en fonction seulement d’erreurs locales qui sont beaucoup plus
facile a controler.

Somme de produits. Beaucoup d’implémentations de filtres numériques re-
posent sur 'opération de somme de produits (f(z1,...,Zn, Y1, -, Yn) = 21y Tili)-
Le chapitre [5] s’intéressera a des implémentations en virgule fixe de cette opéra-
tion, certaines correctement arrondies, d’autres garantissant au moins une borne
assez étroite sur 'erreur locale associée. Je noterai ® un produit scalaire ou ma-
triciel en précision finie, calculé a l’aide d’une ou plusieurs implémentation(s)

de somme de produits (par exemple @y ou A® B). D’ailleurs, je noterai aussi
O(A) l'arrondi d’une matrice A coefficient par coefficient, c’est-a-dire dont le
coefficient en position (7,5) est O(A;;).

1.4 Traitement du signal et filtre numérique

Les nombreuses applications des filtres numériques, notamment dans des
contextes critiques, ont été évoquées dans la section La section courante
introduit les notions principales sur les filtres numériques qui seront utilisées
tout au long de ce manuscrit.
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1.4.1 Signal

Les signaux sont utilisés pour décrire ’évolution au cours du temps d’une
grandeur physique : son, vitesse, position, tension électrique, température, etc.
Alinsi, un signal x associe une valeur z(t) a chaque instant ¢ considéré. On parle
de signal analogique quand les valeurs prises par le signal sont directement
les valeurs du phénoméne physique mesuré. Par exemple, la tension électrique
observée a 1’écran d’un oscilloscope est un signal analogique.

Un signal analogique x est généralement a temps continu, c’est-a-dire que
le temps ¢ parcourt un domaine continu (souvent un intervalle de I’ensemble R
des nombres réels) comme illustré par la figure Au contraire, un signal a
temps discret est une suite de valeurs x(k) ou le temps est représenté par un
indice k entier comme sur la figure m (Pensemble d’indices est souvent les
entiers relatifs Z ou les entiers naturels N ; on rencontre aussi des ensembles
finis comme {0,1,..., N} pour un N € N donné). Un signal a temps continu
z. est souvent échantillonné en un signal a temps discret x4. On parle alors de
quantification temporelle. La plupart du temps, on utilise un échantillonnage a
temps constant : z4(k) = z.(kT.) pour une période d’échantillonnage T, donnée.

On parle de signal numérique quand les valeurs prises par le signal sont re-
présentées de maniére codée, par exemple avec des nombres & virgule flottante
ou fixe dans un ordinateur. Les signaux numériques sont plus faciles & repro-
duire et peuvent étre traités par des programmes informatiques. Les figures|L.7¢
et donnent des exemples de signaux numériques & temps continu ou dis-
crel%—l?EIOn parle de quantification spatiale, ou simplement quantification, quand
un signal analogique est transformé en signal numérique par approximation de
ses valeurs.

Convention. Comme leur nom l’'indique, les filtres numériques traitent des
signaux qui sont numériques. De plus, ces signaux sont a temps discret. Dans la
suite, le mot signal signifiera donc toujours signal numérique a temps discret.

Comme un format de précision finie peut étre vu comme un sous-ensemble
de R, on utilise généralement les nombres réels pour représenter les valeurs des
signaux numeériques, en gardant a l’esprit que ces valeurs peuvent étre sujettes
a des erreurs d’arrondi. Cependant, on s’intéresse souvent aussi aux signaux
idéaux qui sont définis et calculés dans R avec une précision infinie. Le com-
portement de ces signaux est plus facile & caractériser mathématiquement, no-
tamment parce qu’on dispose alors de propriétés comme ’associativité ou la
commutativité de certaines opérations, auxquelles on n’a pas accés en précision
finie. Pour certains domaines non critiques, on peut s’en tenir la car ’erreur
entre ces signaux théoriques et la réalité n’est pas trés grave. Mais méme pour
les domaines critiques ol les erreurs d’arrondis doivent soigneusement étre prises
en compte, il est utile de bien connaitre les signaux idéaux : ils servent de mo-
déles auxquels on pourra ensuite comparer les signaux calculés en pratique en
précision finie.

3. Dans la majorité des cas, un signal analogique est & temps continu et un signal numérique
est & temps discret. A tel point qu’on rencontre dans la littérature des définitions de signal
analogique requérant un temps continu, et des définitions de signal numérique requérant un
temps discret. Néanmoins, il existe des exceptions : par exemple, un signal analogique & temps
discret formé par un circuit électrique avec une horloge.
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(a) Signal analogique & temps continu (b) Signal analogique & temps discret

Echantillonage ou

quantification temporelle

Quantification
(spatiale)

z(t) (k)

(c) Signal numérique a temps continu (d) Signal numérique a temps discret

FIGURE 1.7 — Quantification des signaux

Je m’intéresse a deux familles de signaux théoriques en précision infinie. Un
signal scalaire x, aussi appelé signal réel, prend directement des valeurs réelles :
x(k) € R. Un signal vectoriel & (noté en gras par convention) a pour valeurs des
vecteurs de nombres réels (par exemple pour décrire une position) : (k) € R”
pour un certain n. On dit que x est de taille n. Par extension de la notation wv;
représentant la composante d’indice ¢ d’un vecteur v, on notera x; le signal tel
que :

Vk, :Bl(k) £ SC(k)l (1.13)

N A . . ’ ”, oy .
ou le symbole = signifie « égal par définition ». On remarque que x; est un signal
scalaire puisque x;(k) € R. Ainsi, un signal vectoriel de taille n peut aussi étre
vu comme un vecteur de n signaux scalaires.

1.4.2 Filtre numérique

Un filtre numérique 42 est une fonction mathématique qui transforme un
signal d’entrée u en un signal de sortie y, comme représenté par la figure [I.8
On écrit alors y = 7{u}. Il s’agit d’une transformation du signal entier, pas
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seulement point & point : la sortie y(k) a 'instant k& peut dépendre de toutes les
valeurs du signal d’entrée u, au lieu de seulement la valeur u(k) a cet instant.
Bien stir, en pratique, un filtre calculé en temps réel ne peut pas dépendre des
entrées futures : y(k) est donc seulement autorisé a dépendre des entrées (1)
pour [ < k. On dit alors que le filtre est causal (voir la section .

u(k) y(k)

—_— W —

FIGURE 1.8 — Filtre numérique

On parle de filtre SISO (Single-Input Single-Output) quand Pentrée u et la
sortie y sont des signaux scalaires, et de filtre MIMO (Multiple-Input Multiple-
Output) quand il s'agit de signaux vectoriels, qui sont alors notés u et y. Je
noterai toujours n,, la taille du signal u (c’est-a-dire la taille des vecteurs u(k))
et ny celle de y. J’écrirai parfois que le filtre a n,, entrées et n, sorties, ce qui est
synonyme d’une entrée et une sortie vectorielles de tailles respectives n,, et n,.

En contrdle-commande, on modélise un systéme a contrdler (plant en an-
glais) par un filtre. Un second filtre, le controleur, regoit en entrées a la fois
des valeurs de référence r(k) et les sorties y(k) du systéme a controler (on peut
grouper les deux en un seul signal d’entrée vectoriel), et en déduit les entrées
u(k) & lui fournir pour rapprocher les sorties des valeurs de référence. Ceci est
illustré par la figure [[.9] Le tout est appelé un systéme en boucle fermée. Je n’ai
pas étudié directement ces systémes, mais beaucoup d’éléments de ma formalisa-
tion en Coq peuvent leur étre indirectement appliqués. Des travaux s’intéressant
spécifiquement a ces systémes seront présentés en section Etendre ma for-
malisation pour prouver des propriétés propres & ces systémes sera laissé en
perspective en section [6.3.2}

Systéme a
controler

Controleur [

FIGURE 1.9 — Contréle-commande : systéme en boucle fermée

On dit qu’un filtre est linéaire invariant dans le temps, abrégé en LTI (Linear
Time-Invariant), s'il est linéaire :

Yuy, ug, Va,b € R, s{aus +bus} = a{ui}(k) + b 7 {uz} (1.14)

et que lorsqu’on retarde une entrée d’un certain nombre d’unités de temps, la
sortie est retardée d’autant. Une définition plus détaillée est donnée en sec-
tion m ; et les opérations sur les signaux utilisées (multiplication par a du
signal w1, addition de deux signaux...) sont définies en section m
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Cette these étudie exclusivement les filtres LTI, qui sont trés courants en
traitement du signal (filtres & réponse impulsionnelle finie (FIR) ou infinie (IIR)
définis en section et en controle-commande (on parle de commande li-
néaire quand le controleur est LTI ; on modélise généralement aussi le systéme
a controler comme un filtre LTT).

La présentation des filtres donnée ici est dite dans le domaine temporel. Une
approche complémentaire courante en traitement du signal consiste a étudier ces
mémes filtres dans le domaine fréquentiel, avec notamment la notion de fonction
de transfert. Le domaine fréquentiel n’est pas du tout étudié dans cette thése
(qui se concentre sur les algorithmes calculés en précision finie dans le domaine
temporel). La section en proposera cependant un bref apergu. De plus, des
formalisations en HOL s’intéressant au domaine fréquentiel [104] [105] seront
présentées en section [I.5]

1.4.3 Exemples de filtres LTI

Les exemples suivants de filtres sont tous LTT.

Filtre lisseur. Un exemple basique de filtre SISO est le filtre lisseur suivant.
Chaque sortie est la moyenne entre l'entrée courante et l'entrée précédente.
Autrement dit, le signal de sortie y est défini & partir du signal d’entrée u par
la relation suivante :

u(k) + u(k —1)

VEk, y(k)= 5

(1.15)

Leaky integrator. Ce filtre SISO calcule rapidement une approximation de la
moyenne des é derniéres entrées, pour un « donné tel que 0 < o < 1. Il est

défini par la relation de récurrence suivante :

Vi, yk)=auk)+(1-a)y(k—1) (1.16)

Remarque : initialisation. Une définition récursive comme celle du leaky
integrator requiert une initialisation. On verra en section[2.1.1]qu’on suppose que
les signaux considérés sont toujours nuls pour les indices strictement négatifs.
En particulier, toutes les relations récursives définissant des filtres peuvent étre
initialisées par :

Vk <0, y(k)=0 (1.17)

Moteur a induction. Voici un autre filtre SISO qui est utilisé dans un modéle
de moteur & induction (il apparait dans [67], section 2.3], qui I’a lui-méme extrait
d’un exemple de [94]) :

y(k) = 2,813u(k) —0,0163u(k— 1) — 1,872u(k—2) —1,068y(k—1) —0,1239y(k —2)
(1.18)

Exemple jouet récurrent. Voici un exemple de filtre MIMO a deux entrées et
une sortie (c’est-a~dire une entrée vectorielle u de taille 2 et une sortie vectorielle
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y de taille 1). Le signal de sortie a donc une seule composante y1, qui est définie
récursivement par :

ya(k) = 2 (Bua(k) +ualk —2)) — L ya(k— 1) (1.19)

On étend maintenant cet exemple a un filtre MIMO a deux entrées et deux
sorties, en définissant une seconde composante de sortie ys :

y1(k) =2 (3ui(k) +ua(k—2)) — y1(k—1)
y2(k) = 3(—4(Tuz(k) +uz(k = 1)) = y1(k = 1)+ §ya2(k — 1))
(1.20)
Cet exemple jouet servira d’exemple récurrent dans les chapitres [2] et

1.4.4 Filtre modéle et filtre implémenté

On parle de filtre modéle quand un filtre est défini par une relation mathé-
matique en précision infinie. Les exemples de filtres ci-dessus sont des filtres
modéles. Notons que les filtres modéles que je considére traitent déja des si-
gnaux a temps discret. D’autres approches existantes partent d’un filtre modéle
dont les signaux d’entrée et sortie sont & temps continu, et étudient alors leur
échantillonnage en signaux a temps discret (comme on a vu en figure .

Lorsqu’on s’intéresse au filtre calculé en pratique par un ordinateur, & ’aide
d’une arithmétique en précision finie (section , on dit que c’est un filtre
implémenté. On note S£* un tel filtre et y* (ou y* si le filtre est MIMO) sa
sortie pour signaler que des arrondis peuvent avoir lieuEL comme illustré par la

figure [[.I0]

u(k) y(k) u(k) y* (k)

FIGURE 1.10 — Filtre modeéle (& gauche) et filtre implémenté (& droite)

Exemple de filtre implémenté. On peut s’intéresser au filtre implémenté
obtenu en calculant I’équation du leaky integrator avec des nombres flot-
tants binary64 et un arrondi au plus proche pair (présentés en sections m
et [[:3:3] mais les détails n’ont pas d’importance : ce qui compte ici est d’avoir
choisi un format et un arrondi particuliers). On note @, © et ® les opérations
basiques correctement arrondies correspondantes. Le filtre implémenté considéré
est alors défini par la relation :

Vi, y(k)=a*@uk)®(1oa®) @y (k—1) (1.21)

ol a* est 'arrondi de « vers le format choisi. En effet, ce nombre doit lui aussi
étre manipulé par le programme calculant le filtre. On parle de quantification
du coefficient « (quantization en anglais). Notons que si « était déja dans le
format alors on a simplement a* = a.

4. L’entrée d’un filtre implémenté est encore notée u (ou u dans le cas MIMO), bien qu’elle
soit aussi composée de nombres dans un format de précision finie. En effet, comme les valeurs
u(k) ont été fournies directement dans un tel format, le filtre #°* n’a pas besoin de les arrondir
lui-méme donc ne les marque pas comme des valeurs approchées.
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Pour simplifier 'exemple, on a choisi le méme format et le méme arrondi
pour toutes les opérations. Notons que quand on utilise de la virgule fixe, on
choisit souvent des formats différents pour chaque opération.

Propagation des erreurs. Le probléme de propagation et d’accumulation
des erreurs d’arrondi dans les filtres, mentionné en section [I.1] est bien visible
dans 1’équation . La nouvelle sortie y*(k) est non seulement calculée par
des opérations sujettes a des erreurs d’arrondi, mais dépend aussi de la sortie
précédente y*(k — 1), qui est elle-méme calculée approximativement en utilisant
la valeur approchée y*(k — 2), et ainsi de suite.

Erreur finale. Pour un filtre modéle 7 et un filtre implémenté .77* considérés,
on note Ay(k) Uerreur finale au temps k entre leurs sorties respectives y et y*
pour une méme entrée u :

Vk, Ay(k) =y (k) —y(k) (1.22)

On pourra ainsi étudier le signal d’erreur finale Ay (ou Ay pour un filtre
MIMO) dans le chapitre {4 Un objectif sera notamment de trouver une borne
M 1la plus petite possible de ce signal d’erreur (Vk, |Ay(k)| < M) afin d’assurer
que la sortie implémentée y reste proche de la sortie modéle y.

Diverses implémentations d’un filtre modéle. A partir d’un méme filtre
modéle, on peut définir de nombreux filtres implémentés, par exemple en choi-
sissant différents formats de précision finie. Mais méme si on se restreint au
méme format, on peut obtenir des filtres implémentés distincts si on change la
structure des opérations. Par exemple, le leaky integrator modéle peut aussi étre
décrit par la relation :

Vi, yk)=a (k) —ylk—-1)+yk-1) (1.23)

En effet, les régles sur 'addition, la soustraction et la multiplication dans R
assurent que la sortie y(k) obtenue est la méme que pour I’équation (1.16). En
revanche, le filtre implémenté défini par :

Vi, y*'(k)=a" @ @wk)oy" (k-1)ey (k-1) (1.24)

n’est pas le méme que celui de I’équation , bien que les opérations soient
toujours en binary64. En effet, les calculs en précision finie ne partagent géné-
ralement pas les régles d’associativité ou distributivité qu’on connait dans R.
Lorsque les calculs intermédiaires sont différents, les arrondis qui peuvent avoir
lieu & chaque opération risquent de mener & des résultats différents pour y* (k).

Inversement, un méme filtre implémenté peut techniquement correspondre a
plusieurs filtres modéles. Par exemple, le filtre implémenté de ’équation
peut étre associé aux filtres modéles définis par I’équation pour différentes
valeurs initiales de « s’arrondissant toutes vers le méme a*.

Mais la plupart du temps, on considére d’abord un filtre modéle désiré, et
on s’intéresse aux différents filtres implémentés correspondants. Pour explorer
ceux-ci, on va utiliser la notion de réalisation en section |1.4.5
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La plupart des propriétés que peut avoir un filtre, par exemple le fait d’étre
LTI, concernent les filtres modeéles. En effet, les calculs en précision finie em-
péchent généralement d’avoir des propriétés comme la linéarité. A la place, on
considére parfois qu’'un filtre implémenté est LTI si le filtre modéle pour lequel
il a été construit est LTT.

Convention. Lorsque j’écris simplement filtre, cela sous-entend un filtre modéle.
Si je parle d’un filtre implémenté, c’est explicitement mentionné.

1.4.5 Reéalisation d’un filtre

Pour un filtre modéle considéré, on a vu qu’on peut obtenir divers filtres
implémentés en faisant varier les formats de précision finie utilisés ou la structure
des calculs. Une réalisation de filtre est & mi-chemin entre un filtre modéle
et un filtre implémenté : il s’agit d’une relation entrée-sortie définissant un
filtre et imposant la structure des calculs, c¢’est-a-dire la succession de calculs
intermédiaires & effectuer, mais n’indiquant pas les formats & utiliser. En terme
informatique, une réalisation n’est ni plus ni moins qu’un algorithme ou les
formats de précision finie ne sont pas mentionnés.

Exemples. Les relations de la section définissant des filtres modéles sug-
gérent naturellement des réalisations correspondantes. Par exemple, & partir de
I’équation (1.16]) on obtient la réalisation définie par 'algorithme

Algorithme 1 : Réalisation du leaky integrator

Entrée : signal u
Sortie : signal y (par convention y(k) = 0 pour k < 0)
foreach k£ > 0 do
| y(k) < au(k) + (1 —a)y(k—1)
end

Mais en partant de I’équation , on peut obtenir une réalisation diffé-
rente du leaky integrator, donnée par 'algorithme [2l Encore une fois, les équa-
tions et (1.23) sont équivalentes mathématiquement et définissent le méme
filtre modéle, mais les réalisations associées sont distinctes : ce n’est pas le méme
algorithme.

Algorithme 2 : Une autre réalisation du leaky integrator

Entrée : Signal u
Sortie : Signal y (par convention y(k) = 0 pour k < 0)
foreach k£ > 0 do
| y(k) < a(u(k) —y(k —1)) +y(k - 1)
end

Filtre réalisable. Un filtre modéle est réalisable s’il existe au moins une réa-
lisation de ce filtre. Les filtres de la section [1.4.3] sont tous réalisables. Un
exemple de filtre non réalisable est le filtre défini par la relation entrée-sortie :
Vk, y(k) = u(k + 1). Mathématiquement, c’est bien un filtre, c’est-a-dire une
fonction qui transforme des signaux en signaux. Mais on ne peut pas construire
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ce filtre en pratique puisqu’au temps k, on ne connait pas encore u(k + 1). Re-
marquons que ce filtre ne vérifie pas la propriété de causalité mentionnée en
section [[ 4.2 et détaillée en section 2.2.21

Multiples réalisations puis filtres implémentés. A un méme filtre modéle
réalisable peuvent étre associées une infinité de réalisations (méme si souvent, le
filtre modéle est défini par une relation entrée-sortie qui suggére une réalisation
en particulier). Il suffit en effet de modifier la structure des calculs d’une réalisa-
tion pour obtenir une réalisation différente du méme filtre modeéle, comme dans
I’exemple ci-dessus. Ensuite, une réalisation donnée peut produire une infinité
de filtres implémentés selon les choix de format et d’arrondi pour chaque calcul
apparaissant dans la réalisation (voire des choix parmi différents algorithmes
possibles pour un calcul plus complexe comme un somme de produits). Ceci est
illustré par la figure [L.11}

Reéalisation 1

Reéalisation 2

Filtre implémenté 1

Filtre implémenté 2
'S :

. . N
Choix de algorithme ’ Choix de larithmétique
(structure des calculs) (formats, arrondis,
algorithmes de
somme de produits...)

Filtre modéle &=

Reéalisation N

FIGURE 1.11 — Choix d’une réalisation puis d’un filtre implémenté

Les divers filtres implémentés possibles pour un méme filtre modéle se dis-
tinguent par de nombreuses caractéristiques comme les complexités en temps et
en mémoire, le cotit matériel, la taille du circuit dans un systéme embarqué, la
consommation d’énergie, le comportement numérique (& quel point la précision
finie impacte la précision des résultats), le temps de développement nécessaire,
etc. Selon le contexte dans lequel le filtre implémenté sera utilisé, on accorde
plus ou moins d’importance & chacun de ces critéres. L’enjeu est donc de trouver
un bon compromis pour le contexte considéré. Or plusieurs des caractéristiques
ci-dessus dépendent partiellement ou totalement de la réalisation utilisée. Le
choix de la réalisation est donc une étape trés importante lorsqu’on souhaite
implémenter un filtre modéle donné.

Il existe de nombreuses familles de réalisations bien documentées, parmi
lesquelles on peut chercher la meilleure réalisation selon le contexte. Quelques
unes des familles les plus connues de réalisations de filtres LTI sont présentées
en section 2.3

1.5 Etat de ’art

Cette section présente un état de I'art des applications des différentes familles
de méthodes formelles aux filtres numériques LTI calculés en précision finie.
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Interprétation abstraite [33]. En 2004, Feret [38] propose une méthode pour
prouver I’absence d’erreur d’exécution dans un programme en C implémentant
un filtre numeérique en virgule flottante. Il se base sur 'interpréteur abstrait dé-
veloppé par Blanchet et al. [16] pour vérifier de nombreux logiciels critiques en
virgule flottante dans des systémes embarqués, qui deviendra plus tard U'inter-
préteur Astrée [34]. Feret observe que la plupart des warnings signalés par cet
analyseur sont des risques d’overflow dans des programmes de filtre numérique.
En effet, les domaines utilisés ne sont pas assez précis pour cette catégorie de
programme. Il résout ce probléme en décrivant comment construire, pour un
filtre LTI donné, un domaine abstrait plus précis spécifiquement pour ce filtre.
Il illustre cette méthode sur un filtre passe-haut et un filtre du second ordre.
Gréce a ce domaine, presque tous les warnings de Uinterpréteur abstrait uti-
lisé [16] ont disparu. Cette approche ne garantit cependant rien sur la valeur de
la sortie, et le cas de la virgule fixe n’est pas étudié.

Preuve interactive avec HOL [93]. Akbarpour et al. [3] proposent en 2005
la premiére formalisation de larithmétique en virgule fixe en HOL, inspirée
de plusieurs formalisations préexistantes de la virgule flottante [50] 25]. Ils dé-
finissent différents formats de virgule fixe et modes d’arrondi. Ils formalisent
aussi la gestion d’exceptions comme les overflows ou les opérations invalides.
Ils analysent les erreurs d’arrondi dans les opérations basiques (addition, sous-
traction, multiplication et division). Puis ils utilisent cette formalisation pour
comparer des implémentations en virgule flottante et en virgule fixe. En exemple
d’application, ils considérent un intégrateur numérique, c’est-a-dire un filtre LTI
défini par la relation suivante ol a est un coefficient constant (similaire au leaky
integrator de la section :

y(k) = u(k — 1) + ay(k — 1) (1.25)

Ils bornent ’erreur sur sa sortie résultant du passage d’une implémentation en
flottant & une implémentation en fixe.

En 2007, Akbarpour et Tahar [2] formalisent en HOL des analyses d’erreurs
plus approfondies de filtres LTI. Ils définissent le filtre modéle en précision in-
finie et les implémentations en virgule flottante et en virgule fixe d’'un méme
filtre. Ils s’intéressent & l’erreur finale entre les sorties de chaque implémenta-
tion et la sortie idéale. Ils expriment cette erreur pour trois réalisations de filtre
LTI : la forme directe I (section , ainsi que les décompositions paralléle
et en cascade (section en sous-filtres d’ordre au plus 2. Cette expression
prend en compte a la fois la quantification des coefficients, les erreurs dues aux
opérations et la propagation des erreurs. Ces travaux sont donc assez similaires
aux filtres d’erreurs présentés en sections et méme si les réalisations
considérées et la présentation sont différentes. En revanche, ils ne bornent pas
Pexpression qu’ils ont obtenue pour 'erreur finale. Notons que l'utilisation du
théoréme du Worst-Case Peak Gain (section pour borner cette erreur date
seulement de 2013 [58].

Des travaux plus récents s’intéressent & la formalisation des filtres dans le
domaine fréquentiel (présenté rapidement en section . Ainsi, Siddique et
al. [104] formalisent la transformée en Z en HOL Light en 2014, et 'utilisent
pour obtenir la fonction de transfert et la réponse fréquentielle d’un filtre IIR
donné sous forme d’équation aux différences. Ils étendent cette formalisation en
2018, avec notamment une preuve d’unicité [105].
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Model checking [7]. DSVeriﬁerﬂ (Digital-Systems Verifier, 2015) [67] est un
outil vérifiant et certifiant automatiquement des propriétés d’implémentations
de filtres numériques en précision finie, a 'aide de model checking borné [30]
reposant sur la résolution SMT (Satisfiability Modulo Theories). DSVerifier se
présente sous la forme d’un module greffé a un model checker efficace préexis-
tant [32] : il regoit une spécification de systéme numérique et génére un fichier
de code C vérifiable par un tel model checker. Les propriétés qui peuvent étre vé-
rifiées sont 'absence d’overflows, ’absence d’oscillations de cycles limites pour
des entrées nulles, la stabilité numérique des poles ou des zéros de la fonction de
transfert (pour un filtre & minimum de phase), et enfin le respect de contraintes
temporelles. Pour utiliser 'outil, il faut lui fournir un filtre (sous la forme des
coefficients de sa fonction de transfert), un format de virgule fixe (sous la forme
(e, f) du nombre de bits avant et aprés la virgule), des bornes sur les entrées,
la réalisation choisie parmi celles supportées (formes directes I et II et IT trans-
posée présentées en section [2.3] ainsi que plusieurs formes directes delta ou
cascade non abordées dans ce manuscrit) et enfin la propriété a vérifier parmi
celles listées ci-dessus. DSVerifier certifie alors la propriété, ou bien produit un
contre-exemple. Cet outil s’appuie entre autres sur des études en 2013 et 2014
d’applications de model checking borné avec résolution SMT aux filtres numé-
riques pour une partie des propriétés et réalisations listées ci-dessus [I, [13] [14].
En 2019, DSVerifier v2.0 [28] ajoute notamment la vérification de la robustesse
d’un systéme LTI en boucle fermée (c’est-a-dire a quel point le systéme reste
stable en dépit d’erreurs de quantification ou d’arrondi ou d’autres perturba-
tions), ainsi que la quantification de ’erreur sur la sortie d’un tel systéme. Des
spécifications de performance comme le temps de montée (settling-time) et le
dépassement (overshoot) de la réponse impulsionnelle sont ajoutées en 2020 [26].
Par ailleurs, DSVerifier est appliqué au cas spécifique des véhicules aériens sans
pilote en 2018 [27]. Ainsi, il s’agit d’un outil efficace pour vérifier des propriétés
numériques d’une implémentation de filtre donnée dont les valeurs des coef-
ficients sont explicitement fournies et utilisant un seul format de virgule fixe
donné pour tous les calculs, plutét que des propriétés générales communes a
toute une famille de filtres.

Autres preuves automatiques. En 2016, Wang et al. [I12] vérifient la robus-
tesse de systémes de controle LTI en boucle fermée, & la fois au niveau du modéle
et de 'implémentation. Ils utilisent un solveur d’optimisation SDP (Semi-Définie
Positive ; on parle aussi de semidefinite programming en anglais) pour obtenir
des marges vectorielles (des indicateurs de stabilité similaires aux marges de
phase et de gain) et des invariants sur les variables d’état. Ils implémentent un
outil qui détermine automatiquement la robustesse d’un systéme SISO en pro-
duisant des surapproximations des marges de phase et de gain. Ils prennent en
compte les effets de I’arithmétique en virgule flottante, & la fois dans le solveur
d’optimisation SDP et dans le systéme numérique. La solution choisie pour le
solveur est une vérification a posteriori de sa sortie & I'aide d’un algorithme
prouvé en Coq. Pour le systéme lui-méme, des bornes sont calculées a partir des
erreurs relatives sur les opérations ; I'absence d’overflows est aussi prouvée, tout
comme le fait que les underflows sont négligeables pour les nombres d’itérations

5. www.dsverifier.org
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qu’on peut rencontrer en pratique. En revanche, le cas de la virgule fixe n’est
pas considéré.

En 2016 également, Park et al. [98] utilisent une combinaison d’exécution
symbolique et d’optimisation convexe pour vérifier qu’'un filtre implémenté en C
correspond bien a une spécification donnée. Les filtres LTI considérés sont sous
forme de State-Space (section. Le principe est de prouver que le filtre calculé
par le code est bien le filtre spécifié initialement, méme lorsqu’un générateur de
code a optimisé la succession de calculs a effectuer, ce qui peut complétement
changer les matrices de coefficients et les variables d’état du State-Space. En
revanche, les erreurs d’arrondi sont ignorées pour le moment : les calculs sont
supposés exacts. Dans un premier temps, le State-Space correspondant au code
C étudié est déterminé par exécution symbolique (outil PathCrawler). Ensuite,
on s’efforce de montrer que ce State-Space décrit le méme filtre que le State-
Space initial : on cherche une matrice T permettant de passer d’un State-Space &
Pautre par changement de base (section . La recherche d’une telle matrice
est alors formulée d’une part comme un probléme de satisfiabilité, et d’autre
part comme un probléme d’optimisation convexe. Les performances sont éva-
luées en utilisant le solveur SMT CVC4 ou le solveur d’optimisation convexe
CVX. L’optimisation convexe est la seule méthode pour laquelle le temps d’exé-
cution reste raisonnable pour des State-Space dont le nombre de variables d’état
va jusqu’a n, = 14. Puis en 2017, les mémes auteurs étendent ces travaux pour
prendre en compte les erreurs d’arrondi en virgule flottante [99]. Les relations
du State-Space issu du code contiennent désormais des termes d’erreurs. Une
analyse d’erreurs sur les opérations flottantes fournit des bornes relatives ou
absolues sur ces termes. On cherche alors une relation de changement de base
approximative avec une certaine tolérance spécifiée. Les termes d’erreurs supplé-
mentaires rendent la résolution trop difficile pour les solveurs SMT. En revanche,
I’approche par optimisation convexe fonctionne toujours. Finalement, ce travail
prend bien en compte les erreurs d’arrondi dans une itération du filtre (calcul du
nouveau vecteur d’état et de la sortie & un temps k). Cependant, il ne tient pas
compte de I'accumulations possibles des erreurs au fil des itérations, et n’étudie
pas non plus le cas de la virgule fixe.

J’ai restreint cette section aux travaux les plus similaires & ma thése : ceux
qui font intervenir a la fois méthodes formelles, filtres numériques LTI et arith-
métique en précision finie. Des références de traitement du signal, incluant des
analyses d’erreurs d’arrondi mais sans méthodes formelles, seront données au
cours des chapitres [2] a [d] pour accompagner les notions qui y sont introduites.
Un état de l’art rapide des algorithmes de somme de produits en précision finie
sera proposé au début du chapitre Par ailleurs, [T01] offre un état de ’art trés
détaillé sur les applications de preuve formelle automatique ou interactive aux
systémes cyber-physiques, une famille qui inclut les filtres numériques mais est
beaucoup plus vaste.

1.6 Plan et organisation de la formalisation Coq
Ma these consiste majoritairement en une formalisation en Coq des filtres nu-

mériques LTI, des algorithmes permettant de les calculer, et de théorémes parti-
cipant & I'analyse de leur comportement en précision finie. Le plan du manuscrit,
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présenté en section [[.6.2] correspond aux différents éléments de cette formali-
sation. Pour mieux situer ces éléments, je détaille d’abord en section les
objectifs de I'analyse d’erreurs a laquelle ils contribuent. Enfin, la section [1.6.3]
donne le lien vers les fichiers Coq et décrit leur organisation.

1.6.1 Objectifs de ’analyse des erreurs d’arrondi

Comme expliqué en section mon objectif est d’utiliser les méthodes for-
melles, en particulier ’assistant de preuve Coq, pour certifier que les implémen-
tations de filtres numériques ont le comportement attendu en dépit des erreurs
d’arrondi dues a la précision finie. Mais « comportement attendu » est vague
et peut signifier beaucoup de choses différentes. Maintenant que j’ai défini les
filtres et la virgule fixe, je peux détailler les deux objectifs principaux vers les-
quels tendent les éléments d’analyse d’erreurs que je formalise.

Le premier objectif consiste & borner lerreur finale entre les sorties d’un
filtre modéle et d’un filtre implémenté correspondant : Ay(k) £ y*(k) — y(k).
On souhaite obtenir une borne la plus étroite possible, ¢’est-a-dire la plus proche
possible de I'erreur dans le pire cas. Je me sers de cet objectif comme fil directeur
car il s’agit d’un but facile & exprimer, et dont on comprend l'intérét : si Ay(k)
est petite pour n’importe quel k, cela signifie que I'implémentation reste toujours
proche du modéle. Une borne certifiée (et suffisamment étroite) sur cette erreur
finale peut étre prise en compte lors de la conception d’un systéme critique
utilisant le filtre considéré.

Le second objectif, propre & la virgule fixe, est de vérifier que les formats
choisis pour chaque variable dans une implémentation sont appropriés. En parti-
culier, on veut assurer qu’il n’y a pas d’overflow imprévu. On verra en section
qu’il est parfois normal d’avoir des overflows modulaires dans certains calculs
intermédiaires. Mais souvent, les formats des variables sont choisis expressément
pour pouvoir représenter sans overflow les valeurs a calculer, et la correction du
programme entier repose sur cette absence d’overflow. Notons qu’il n’est pas
nécessaire de vérifier formellement tout le procédé par lequel ces formats sont
choisis. Il suffit de certifier que les formats issus de ce procédé (qu’on peut voir
comme une boite noire ou un oracle) remplissent bien les propriétés que leur
construction était censée garantir, par exemple ’absence d’overflow évoquée
précédemment. Je ne parle pas beaucoup de cet objectif dans ce manuscrit.
Mais comme j’expliquerai en section section les techniques utilisées pour
borner l'erreur finale Ay permettent aussi d’obtenir des bornes sur les variables
intermédiaires du programme (car on peut les voir comme la sortie d’un autre
filtre bien choisi). On peut alors utiliser de telles bornes pour garantir I’absence
d’overflow.

1.6.2 Plan

L’organisation de ce manuscrit est liée aux étapes principales de ’analyse
d’erreur que je souhaite formaliser en Coq, visibles sur la figure[T.12] et détaillées
ci-dessous. On a vu en section[I.4.5]que I'implémentation d’un filtre modéle passe
souvent par le choix d’un algorithme appelé réalisation, puis le choix de formats
en précision finie et d’arrondis pour les différentes variables et opérations. On
s’intéresse ici a I’objectif fil directeur décrit ci-dessus : borner 'erreur finale Ay.
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FIGURE 1.12 — Etapes principales de I’analyse d’erreurs a formaliser
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Le chapitre [2] établit les bases de ma formalisation : les définitions et pro-
priétés les plus classiques des signaux et des filtres numériques LTI. Il présente
aussi des familles de réalisations de filtres usuelles. La précision finie n’intervient
pas encore : les filtres de ce chapitre sont des filtres modéles.

J’ai mentionné précédemment que de nombreuses familles de réalisations
sont utilisées en pratique. Mais on ne souhaite pas effectuer une nouvelle analyse
d’erreurs pour chacune d’entre elles. C’est pourquoi le chapitre [3] s’intéresse a
une famille de réalisations appelée la STF (Specialized Implicit Form). C’est une
représentation matricielle universelle, au sens ol n’importe quelle réalisation de
filtre LTT peut étre traduite vers une SIF en préservant la succession de calculs
a effectuer. Cela signifie notamment que la réalisation initiale et la SIF obtenue
décrivent le méme filtre modéle, et aussi le méme filtre implémenté pour un
méme choix de formats et d’arrondis. Autrement dit, les fléches en pointillé de
la figure complétent des diagrammes commutatifs. L’intérét est qu’il suffit
désormais d’effectuer une analyse d’erreurs sur la SIF, puisque les résultats
de cette analyse sont transférables & n’importe quelle réalisation (la traduction
préserve la succession de calculs, donc I'intégralité du comportement en précision
finie). Le chapitre 3| formalise la SIF et les traductions vers celle-ci depuis les
familles de réalisations présentées dans le chapitre [2} Il présente et formalise
également le State-Space, une famille de réalisations couramment utilisée par
la communauté de 'automatique. Ici, le State-Space est surtout introduit dans
un but didactique car la SIF en est une extension, construite sur les mémes
principes mais beaucoup plus complexe. Enfin, je formalise des transformations
d’une SIF & une autre conservant le filtre modéle mais modifiant volontairement
le filtre implémenté, dans le but de chercher un algorithme ayant de meilleures
propriétés (temps de calcul, énergie, erreur d’arrondie finale, etc.).

Le chapitre [4] présente deux théorémes au centre de P'analyse d’erreurs de
la SIF : le théoréeme des filtres d’erreurs et le théoréeme du Worst-Case Peak
Gain (WCPGQG), tous deux prouvés en Coq. Le premier permet de caractériser
la propagation et I’accumulation potentielle des erreurs d’arrondi au cours des
nombreuses itérations d’un filtre. Il s’applique & un filtre donné sous forme de
State-Space ou de SIF. Je présente d’abord le cas plus simple du State-Space,
puis celui de la SIF (particuliérement pertinent grace a 'universalité expliquée
dans le chapitre précédent). Le principe est que l'erreur finale Ay, affectée par la
propagation des erreurs, est exprimée en fonction d’erreurs locales c’est-a-dire
des erreurs individuelles sur une seule opération (éventuellement complexe :
ici une somme de produits) ou un seul arrondi, qui ne dépendent donc pas
d’autres erreurs. Ces erreurs locales sont rassemblées dans un signal e, tel que
le e(k) est composé des erreurs respectives de chaque opération individuelle de
somme de produits durant l'itération k. Ensuite, le théoréme du Worst-Case
Peak Gain établit une borne sur la sortie d’un filtre en fonction d’une borne sur
Pentrée fournie et du Worst-Case Peak Gain du filtre, une quantité qui dépend
uniquement de ses coeflicients. Comme le nom I'indique, cela correspond au gain
d’amplitude maximal pour toutes les entrées possibles. Je prouve en outre que
le Worst-Case Peak Gain d’un filtre est optimal (c’est la plus petite valeur qui
satisfait le théoréme), et méme atteignable (il existe une entrée dont le gain en
amplitude est égal a cette valeur). Combiner les théorémes des filtres d’erreurs
et du Worst-Case Peak Gain permet d’obtenir une borne sur le signal d’erreur
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finale Ay, & condition de connaitre une borne sur le signal d’erreurs locales
e. Il reste donc a borner les erreurs locales ¢;(k) dans les sommes de produits
utilisées pour calculer le filtre. Ces erreurs locales dépendent de 'arithmétique
et des formats en précision finie considérés, ainsi que de 'algorithme de somme
de produits utilisé, qui fait ’objet du chapitre suivant.

Le chapitre [5] s’intéresse aux algorithmes de somme de produits. Ce chapitre
se place dans le cadre de 'arithmétique en virgule fixe, majoritairement utilisée
pour implémenter des filtres dans des systémes embarqués. Dans un premier
temps, j’ignore le probléme des overflows en considérant des formats théoriques
de virgule fixe n’imposant aucune borne sur la mantisse, dans lesquels il n’y
a jamais d’overflow. Cette approche provient de la bibliotheque Flocq [20], &
laquelle j’ai ajouté une légére surcouche pour traiter plus simplement le cas de
la virgule fixe en base 2. Dans ce contexte, je formalise trois algorithmes de
somme de produits et je prouve une borne sur l'erreur sur la sortie de chacun
(c’est la borne dont on avait besoin au chapitre précédent). Les deux premiers
algorithmes sont issus de la littérature : ’accumulateur de Kulisch et un algo-
rithme usuel en traitement du signal, basé sur I'utilisation de bits de garde. Le
troisiéme algorithme est original. Il est correctement arrondi pour un arrondi
au plus proche suivant n’importe quelle régle de tie-breaking désirée. 1l est plus
rapide que 'accumulateur de Kulisch et plus précis que 'algorithme a bits de
garde (au sens ou la borne sur lerreur en sortie est plus étroite). Enfin, je m’in-
téresse a la prise en compte des overflows : je formalise 1’overflow modulaire en
virgule fixe en complément & deux. Je prouve alors que la borne sur I'erreur de
I’algorithme a bits de garde reste valable méme si des overflows modulaires sont
possibles.

Enfin, le chapitre [6] conclut le manuscrit en résumant les contributions de
cette thése. Il propose aussi des commentaires, détails techniques et retours
d’expérience sur le développement en Coq de ma formalisation. Il présente enfin
des perspectives de ce travail.

Notons que les chapitres [3] et [f] dépendent chacun des chapitres précédents,
puisque tous deux utilisent les bases de ma formalisation des filtres établies par
le chapitre [2] et que le chapitre [ fait intervenir le State-Space et la SIF du
chapitre [3] Le chapitre [f] est quant a lui indépendant des chapitres [2] a[d] bien
que motivé par le chapitre [

1.6.3 Organisation et lien vers la formalisation en Coq

La formalisation en Coq est disponible a I’adresse :
https://gitlab.com/dianegalloiswong/coq-digitalfilters

La figure illustre les dépendances entre les fichiers qui composent cette
formalisation. Comme mentionné précédemment, on remarque que les chapitres|2]
a[d]s’enchainent tandis que le chapitre[5est indépendant. L’application des théo-
rémes prouvés dans le chapitre [4 en utilisant un des algorithmes de somme de
produits formalisés dans le chapitre[f|n’a pas été effectuée par manque de temps.
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Ceci est donc laissé en perspective en section [6.3] et produirait des fichiers dé-
pendant a la fois de ceux des chapitres [4] et

J'utilise deux fichiers externes, c’est-a-dire récupérés d’autres formalisations
(avec quelques modifications listées au début de ces fichiers) :

— lia_tacticsﬂ définit des tactiques pour résoudre automatiquement des
buts d’arithmétiques linéaires impliquant les opérations de MathComp
sur nat ou int. Ces tactiques effectuent un pré-traitement des buts et
hypotheéses afin de les convertir vers les opérations de la bibliothéque
standard sur nat ou Z, puis appliquent les tactiques standard lia ou
omega.

— Rstruct de CoquproxE] définit les structures canoniques de MathComp
sur le type R des réels : il construit toute la chaine de structures jusqu’a
montrer que R forme un corps. En particulier, j'utilise dans ma formali-
sation que R est un anneau commutatif unitaire.

Les fichiers principaux de la formalisation, ainsi que quelques uns des fichiers
auxiliaires, sont présentés tout au long de ce manuscrit avec la correspondance

suivante :
Fichier(s) Section(s)
signal Section

Epsilon_instances, ChoiceType_from_Epsilon Section

filter Section

TF_coefficients Section

State_Space Section

SIF Sections (3.2 a|37|
Section 4.1
Section E
Section E

Section [5.1.3
Section [5.2.1
Section [5.2.2
Section [5.2.3
Sections [5.2.4) et |5.4.3
Sections [5.3.1) et [5.3.2
Section [5.3.3
Section [5.4.2

6. https://github. com/amahboubi/lia4mathcomp|
7. http://tamadi.gforge.inria.fr/CogApprox
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1.7 Notations et conventions

Cette section liste les notations et conventions utilisées dans ce manuscrit.
Afin de les rendre facilement consultables, cela inclut des notations déja in-
troduites précédemment, ou représentant des notions qui ne seront expliquées
que dans des chapitres futurs. J’indique alors les sections a consulter pour plus
d’informations.

Convention scalaire / vecteur / matrice. Un nombre scalaire est noté en
minuscule simple (par exemple x), un vecteur en minuscule en gras (par exemple
x) et une matrice en majuscule en gras (par exemple X). Cette convention
s’étend a un signal scalaire x ou vectoriel & (section .

Ensembles mathématiques usuels.

Ensemble Notation Type en Coq (section |1.2.3[)
Nombres réels R R (bibliothéque standard)
Entiers naturels N nat (b. standard + opérations MathComp

)
Entiers relatifs Z int (MathComp) dans les chapitres a
Z (bibliothéque standard) dans le chapitre

Notations mathématiques usuelles.

Notation Signification

= égal par définition

|| valeur absolue

|z| partie entiére inférieure

[z] partie entiére supérieure

x =y [p] congruence modulo p c’est-a-dire 3k € Z, x =y + kp

(notons que z,y,p peuvent étre des réels)

[a,b] resp. |a,b] intervalle fermé respectivement ouvert

[a,b] ou ]a,b] intervalle fermé d’un coté et ouvert de 'autre
AT transposée de la matrice A

Ajjou A;; coefficient en position (4, 7) de la matrice A
x; composante d’indice ¢ du vecteur x

(ou bien, si x est un signal vectoriel, le signal
scalaire tel que x;(k) = x(k);)
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Quelques notations souvent utilisées dans Coq. (section |1.2.5

Notation Signification

RT un anneau (souvent commutatif et/ou unitaire)

VT un espace vectoriel sur RT (techniquement un module
a gauche de dimension finie sur cet anneau)

'MIT]_(h, w) type des matrices de taille h x w & coefficients dans T

’cVIT]_n type des vecteurs colonne de hauteur n & coefficients dans T
*mx produit matriciel
s’ i composant d’indice (i:nat) de la liste (s:seq T) (ch.

ou le type T doit avoir un zéro, renvoyé par défaut
lorsque i > size s (par exemple T : ringType)

Arithmétique en précision finie générique. (section |1.3.3)

Notation Signification
F un format c’est-a-dire un sous-ensemble de R
O une fonction d’arrondi R — F

® ou © ou® opération + ou — ou X correctement arrondie selon O

O(A) arrondi coefficient par coefficient d’une matrice A
cest-a-dire O(A);; £ O(A;5)
® un produit scalaire ou matriciel en précision finie

Arithmétique en virgule fixe. (sections[5.1.1| et |5.4.1

Notation Signification

F, format de Isb £ sans overflow : Fy = {m x 2¢ | m € Z}

, ou VAN , arrondi vers le bas (resp. vers le haut) vers Fy

o)) arrondi au plus proche vers Fy pour la régle de tie-breaking
donnée T
Or un arrondi donné vers Fy (souvent un arrondi au plus proche)

WV, ou addition (resp. multiplication) correctement arrondie
pour Parrondi vers le bas (par exemple z Y = ve(x +v))

Fow format de Isb £ et de largeur w :
Frop2{mx2 | meZ A 2"t <m< 2wl -1}

similairement @) etc. pour les arrondis vers Fy _,,
/) 0w 0 b
w ’ , W )

Conventions : signal et filtre. Sauf indication contraire, signal signifiera
signal numérique a temps discret (section [1.4.1)) causal (section . Et filtre
signifiera filtre numérique LTI (section n I’absence de mention explicite,
il s’agira d’un filtre modéle plutot que d’un filtre implémenté (section . Les
réalisations (section seront aussi implicitement des réalisations de filtre
LTT.
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Filtres numeériques. (section |1.4)

Notation Signification

H un filtre modeéle (fonction mathématique en précision infinie)

u un signal d’entrée scalaire fourni a un filtre SISO

y le signal de sortie scalaire obtenu pour l'entrée u

uety signaux d’entrée et de sortie vectoriels pour un filtre MIMO

Ny, et Ny tailles des signaux d’entrée et de sortie d’un filtre MIMO

H* un filtre implémenté (calculé en précision finie)

y* ou y* sortie d’un filtre implémenté pour I'entrée u ou u

h réponse impulsionnelle d’un filtre SISO (section @I)

h réponse impulsionnelle d’un filtre MIMO (exception A
convention scalaire/vecteur/matrice : voir la section E-];gl)

T signal d’état du filtreemodéle correspondant & un
State-Space (section ou une SIF pour 'entrée u

t signal auxiligire du filtre modéle correspondant & une
SIF (section pour lentrée u

ng et ng tailles de x et ¢

x* et t* signaux d’état et auxiliaire du filtre implémenté
correspondant & un State-Space ou une SIF

() Worst-Case Peak Gain de ¢ (section
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Chapitre 2

Formalisation des filtres
numériques linéaires

Les notions principales de traitement du signal ont été présentées dans la
section Ce chapitre reprend ces notions en donnant plus de détails : des
définitions plus précises, les propriétés principales, et surtout leur formalisation
en Coq. La section est consacrée aux signaux, et la section [2.2] aux filtres. La
section [2.3] présente quelques unes des familles les plus usuelles de réalisations
de filtre LTI. Les définitions et propriétés de ce chapitre sont toutes classiques
en traitement du signal [96].

Ce chapitre se place intégralement dans le cadre de la précision infinie. Les
filtres étudiés ici sont des filtres modeles. Le chapitre [3] donnera un moyen d’ex-
primer un filtre implémenté dans la formalisation. Le comportement des filtres
en précision finie sera étudié dans le chapitre [4

2.1 Signal

Les signaux étudiés par le traitement du signal ont été présentés en sec-
tion La section détaille la définition du type signal en Coq, qui
repose sur plusieurs choix techniques. La section [2.1.2] explique le lien entre
les axiomes utilisés dans la formalisation et ’égalité sur le type signal. La
section introduit les opérations de base sur les signaux, et les structures
algébriques formées grace a ces opérations. La section [2.1.4] définit I'impulsion
de Dirac et le produit de convolution, qui donnent aux signaux une structure
d’anneau commutatif. La section explique comment la récurrence de Peano
habituelle et la récurrence forte sont adaptées pour les entiers relatifs puis uti-
lisées pour construire des signaux. Enfin, la section rentre dans les détails
d’un choix technique sur les indices des signaux mentionné en section [2.1.1}

2.1.1 Définition Coq

Comme expliqué en section [[-4] on s’intéresse aux signaux numeériques dis-
crets. Un signal est donc une fonction d’'un ensemble d’indices entiers, qui re-
présentent le temps, vers un ensemble de valeurs réelles ou vectorielles. Pour

49
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formaliser cette définition en Coq, il faut choisir quels types représentent ces
ensembles.

Type des valeurs. On factorise les deux ensembles usuels pour les valeurs, R
et R™ pour une taille n donnée, en un espace vectorielﬂ VT de dimension finie sur
un anneau commutatif RT. On utilise pour cela les types respectifs vectType et
comRingType de la bibliotheéque MathComp [86], introduits en section Les
propriétés qu’on prouve sur les signaux sont donc trés générales. En pratique,
I’anneau RT sera plus tard instancié a R, mais pourrait par exemple étre C.

Type des indices. La difficulté principale est le choix du type des indices.
On a vu en section [[.2.3] qu’on a plusieurs types d’entiers différents en Coq,
en particulier nat pour les entiers naturels et Z (bibliothéque standard) ou int
(MathComp) pour les entiers relatifs. Des ordinaux ’I_n de MathComp se-
raient aussi envisageables pour un ensemble d’indices de la forme {0,...,n —1}.
Jai choisi d’utiliser des indices dans Z (type int de MathComp), mais de ne
considérer que les signaux qui sont causals :

Définition 1 (Signal causal). Un signal x est causal si :
VEk <0, z(k) = 0. (2.1)

C’est une hypotheése usuelle en traitement du signal : les applications pratiques
ont un début donc on peut assurer cette hypothése en choisissant bien 'origine
temporelle k = 0. Cette approche est mathématiquement équivalente & indexer
les signaux sur N, mais cela change le comportement des énoncés et des preuves.
Les avantages et inconvénients de ce choix, ainsi que d’autres options envisagées,
seront discutés dans la section

Définition d’un signal. Finalement, un signal x est une fonction int — VT
accompagnée d’une preuve qu’elle est causale, c¢’est-a-dire nulle pour £ < 0. Pour
grouper la fonction et la preuve, on utilise un type enregistrement (Record).

Context {RT : comRingType} {VT : vectType RT}.
Definition causal (x : int — VT) :=
forall k : int, k < 0 — x k = 0.
Record signal :=
{ signal_fun :> int — VT ; signal_causal : causal signal_fun }.

La syntaxe :> ajoute une coercion (section du type enregistrement vers
le champ de type int — VT. Ainsi, un élément x : signal peut étre utilisé
directement comme une fonction int — VT, par exemple en écrivant x k pour
un k donné dans int.

Exemple de construction d’un signal. Pour définir un signal particulier, il
suffit de prouver qu’une fonction int — VT est causale. En effet, lorsqu’on a dé-
fini le type signal comme un Record, Coq a automatiquement créé Build_signal

1. Comme expliqué en section j’appelle VT un espace vectoriel par association avec le
type vectType de MathComp bien que ce soit techniquement un module sur I’anneau RT (pour
pouvoir parler d’espace vectoriel, il faudrait que RT soit un corps). De toute fagon, en pratique
RT sera instancié & un corps comme R donc VT sera vraiment un espace vectoriel. Je définis
ici RT comme seulement un anneau commutatif car c’est suffisant pour ma formalisation.
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qui prend en arguments une fonction int — VT et une preuve qu’elle est cau-
sale, et construit le signal correspondant. Par exemple, définissons I’opposé d’'un
signal x (dont les valeurs sont les opposés respectifs de celles de x). Comme x est
causal, on prouve trivialement que la fonction (fun k = - x k) 'est aussi. Il
suffit alors d’utiliser Build_signal.

Fact opps_causal (x : signal) : causal (fun k = - x k).
Definition opps (x : signal) := Build_signal (opps_causal x).

Notons qu’on a seulement fourni & Build_signal le second de ses deux argu-
ments : la preuve de causalité. C’est parce que le premier (la fonction) est un
argument implicite, que Coq infére & partir du second.

Signal scalaire, signal vectoriel. Rappelons que les filtres numériques font
intervenir deux catégories de signaux : les signaux scalaires & valeurs dans R (ici
RT) et les signaux vectoriels & valeur dans R™. Ces catégories sont facilement
définies par instanciation de l'espace vectoriel VT dans la définition de signal.
Pour les signaux scalaires scsignal, c’est ’espace vectoriel correspondant a
l’anneau RT lui-méme, donné par regular_vectType de MathComp. Pour les
signaux vectoriels vsignal, il s’agit des vecteurs colonnes sur RT d’une taille n
donnée, c’est-a-dire les matrices de taille n x 1. On définit aussi les signaux
matriciels de taille quelconque h X w, qui ne sont pas directement manipulés par
les filtres mais serviront & exprimer la réponse impulsionnelle d un filtre MIMO

en section 2.2.3]

Context {RT : comRingTypel}.
Definition scsignal := @signal RT (regular_vectType RT).
Definition vsignal (n : nat) :=
@signal RT (matrix_vectType RT n 1).
Definition msignal (h w : nat) :=
@signal RT (matrix_vectType RT h w).

(La notation @signal sert seulement a fournir explicitement & signal des ar-
guments qui sont normalement implicites. C’est un détail technique de Coq qui
n’a pas d’importance dans ce manuscrit.)

Convention : contexte sous-entendu. Afin d’alléger les extraits de
Coq, on omettra désormais les déclarations Context {RT : comRingType}
et Context {VT : vectType RT}. On écrira aussi signal, scsignal, ou
vsignal n méme quand il faudrait techniquement préciser @signal RT VT,
@scsignal RT ou Qvsignal RT n. Bien sfr, les déclarations seront & nou-
veau explicites si elles different de celles données ci-dessus, par exemple
{RT : comUnitRingType} quand l’anneau aura besoin d’étre unitaire.

2.1.2 Egalité de deux signaux et axiomes utilisés

Cette section explique le lien entre les axiomes que j’utilise dans ma forma-
lisation et le type signal que je viens de définir.

Rappel de la section : axiomes de ma formalisation. Les axiomes
que j’utilise sont :
— les axiomes de la bibliothéque standard qui définissent les réels [87].
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— FunctionalExtensionality : deux fonctions identiques point & point
sont égales.

— ProofIrrelevance : deux preuves d’'une méme propriété sont égales.

— R_epsilon_statement et fnv_epsilon_statement : des instanciations
de 'axiome epsilon de Hilbert aux types R (nombres réels) et nat — VT,
dont l'intérét sera expliqué a la fin de cette section.

Extensionnalité des signaux. Les axiomes FunctionalExtensionality et
ProofIrrelevance sont utilisés dans de nombreux développements mathéma-
tiques, et sont généralement acceptés comme strs par la communautéﬂ Je les
utilise pour prouver que deux signaux qui prennent la méme valeur sur tous
les entiers relatifs sont égaux. Ceci est exprimé par le lemme signalP (qui est
une équivalence, la réciproque étant évidente). La notation x1 =1 x2 signifie
I’égalité point & point : forall k : int, x1 k = x2 k.

Lemma signalP (x1 x2 : signal) : x1 =1 x2 +— x1 = x2.

Comme on a défini les signaux comme des fonctions causales, il suffit d’ailleurs
que deux signaux soient égaux sur tous les entiers positifs.

Lemma signalP_geO (x1 x2 : signal)
(forall k : int, k¥ > 0 — x1 k = x2 k) +— x1 = x2.

Décidabilité de I’égalité sur les signaux. Pour équiper le type signal des
structures algébriques de MathComp dans la prochaine section, on doit d’abord
montrer que c’est un eqType, c’est-a-dire que ’égalité de deux signaux est déci-
dable. Mais on ne peut pas le prouver sans aucun axiome, car les signaux sont
des fonctions des entiers vers RT qui est juste un comRingType sans hypothése
supplémentaire. Cependant, la bibliothéque Coquelicot [I8] prouve LPO ( Limited
Principled of Omniscience, énoncé ci-dessous) a partir des axiomes définissant
les réels de la bibliothéque standard. Or on utilisera de toute fagon ces réels
dans la suite de la formalisation (dans les chapitres [4] et [6] entre autres pour
borner des erreurs d’arrondi en précision finie). On ne perd donc rien a utiliser
LPO, qui rend la décidabilité de ’égalité sur les signaux facile a prouver.

Check LPO. (* LPO : forall P : nat — Prop,

(foralln : nat, Pn \/ ~ P n) —

{n : nat | P n} + {forall n : nat, ~ P n} *)
Lemma signal_comparable : comparable signal.

(* forall x y : signal, {x = y} + {x # y} *)
Definition signal_egMixin := comparableMixin signal_comparable.
Canonical signal_eqType := EqType signal signal_egMixin.

La notion { _ } + { _ } représente une disjonction décidable, et la notation
{ x : T | e }lexistence constructive d'un élément x de type T rendant I'ex-
pression e vraie.

Structure de choiceType. Le second prérequis pour utiliser les structures al-
gébriques de MathComp dans la prochaine section est prouver que les signaux
forment un choiceType, c’est-a-dire un type avec un opérateur de choix (si-
milaire & I’axiome du choix). Cela nécessite encore une fois des axiomes. A

2. https://github.com/coq/coq/wiki/The-Logic-of-Coq
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partir de l'axiome epsilon de Hilbert (epsilon_statement du fichier Epsilon
de la bibliothéque standard), on peut prouver que tout eqType non vide est un
choiceType. Comme j’ai seulement besoin de cet axiome pour montrer que les
réels et les signaux sont des choiceType, j’ai préféré admettre spécifiquement les
instanciations d’epsilon & ces deux types. Elles sont déclarées comme axiomes
dans mon fichier Epsilon_instances (qui contient aussi en commentaire leur
preuve si on admet Epsilon de la bibliothéque standard). Pour les signaux,
comme le type signal n’est pas encore défini, on utilise nat — VT avec lequel
il est en bijection.

Axiom R_epsilon_statement

forall P : R — Prop, {x : R | (exists x0 : R, P x0) — P x}.
Axiom fnv_epsilon_statement

forall (RT : ringType) (VT : vectType RT),

forall P : (nat — VT) — Prop,

{x : nat —» VT | (exists x0, P x0) — P x}.

Ensuite, dans le fichier signal, on prouve que cette propriété sur nat — VT
se transmet au type signal en explicitant la bijection. On obtient alors
la structure de choiceType grace a EpsilonChoiceMixin de mon fichier
choiceType_from_Epsilon.

Lemma signal_epsilon_statement

forall P : signal — Prop,

{x : signal | (exists x0, P x0) — P xI}.
Definition signal_choiceMixin :=

EpsilonChoiceMixin signal_epsilon_statement.
Canonical signal_choiceType :=

ChoiceType signal signal_choiceMixin.

2.1.3 Opérations basiques, Z-module, module sur ’anneau RT

Cette section présente les trois opérations basiques sur les signaux et les
structures algébriques sur les signaux qu’elles permettent d’obtenir.

Opérations basiques. Le traitement du signal s’appuie sur trois opérations
essentielles sur les signaux :
— L’addition (terme & terme) : y = z1 + x4 signifie V&, y(k) = 1 (k) +x2(k).
Pour la définition Coq, il suffit de prouver trivialement que I’addition des
signaux causals x1 et x5 est encore causale : Vk < 0, y(k) = 0.

Fact adds_causal (x1 x2 : signal)
causal (fun k = x1 k + x2 k).
Definition adds (x1 x2 : signal) :=
Build_signal (adds_causal x1 x2).

— La multiplication par un scalaire ¢ € RT : y = cx signifie Vk, y(k) = cx(k).
En Coq, la multiplication du scalaire ¢ par v € VT est notée ¢ *: v.

Fact scales_causal (c : RT) (x : signal)
causal (fun k = c *: x k).

Definition scales (c : RT) (x : signal) :=
Build_signal (scales_causal c x).
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— Le retard (ou décalage temporel) : « y est le signal x retardé de K unités
de temps » signifie Vk,y(k) = z(k — K).
Comme z est causal, on a toujours : Vk < K, y(k) = 0.
Notons qu’avec la définition des signaux que j’utilise, K doit étre positif
ou nul : sinon, y risque de ne pas étre causal. On veut de toute fagon
supposer K > 0 en pratique : on ne peut pas décaler de K < 0 c’est-a-
dire avancer un signal dans le temps, puisqu’on ne peut pas voir dans le
futur.

Fact delay_causal (K : int) (x : signal)
causal (fun k = if K > 0 then x (k-K) else 0).
Definition delay (K : int) (x : signal) :=
Build_signal (delay_causal K x).

Dans la définition Coq, j’ai choisi de renvoyer arbitrairement le signal
identiquement nul lorsque K < 0, car c’est plus facile de travailler avec
des fonctions totales. Cependant, le retard reste généralement utilisé sous
I’hypothése que K > 0, comme dans le lemme d’élimination delayE.
(On rappelle que la notation =1 représente 1’égalité des images de deux
fonctions pour chaque entrée.)

Lemma delayE (K : int) (K_geO : K > 0) (x : signal)
delay K x =1 (fun k = x (k - K)).

Structures algébriques. Ces opérations font apparaitre des structures algé-
briques sur ’ensemble des signaux. Pour les formaliser, on s’appuie sur la biblio-
theque MathComp comme expliqué en section [[.2.5] Pour accompagner 'addi-
tion, on définit trés facilement le signal identiquement nul signal0, et 'opposé
d’un signal opps apparait comme exemple en section Les signaux forment
alors un groupe abélien c’est-a-dire un Z-module (zmodType). Les preuves sont
triviales grace aux lemmes correspondants sur VT.

Definition signalO := Build_signal (fun = erefl 0).

(* preuves triviales de addsA (associativité), addsC
(commutativité), addOs (signal0 + x = x) et addNs (-x+x=0) *)

Definition signal_zmodMixin := ZmodMixin addsA addsC addOs addNs.
Canonical signal_zmodType := ZmodType signal signal_zmodMixin.

Avec la multiplication par une constante, on obtient ensuite un RT-module &
gauche (1modType).

(* preuves triviales de scalesA (a *: (b *: x) = (a * b) *: x),
scalels (1 *: x = x), scalesDr et scalesDl (distributivités) *)

Definition signal_lmodMixin :=
LmodMixin scalesA scalels scalesDr scalesDl.
Canonical signal_lmodType := LmodType R signal signal_lmodMixin.
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2.1.4 Impulsion de Dirac, produit de convolution et an-
neau commutatif

On définit ici 'impulsion de Dirac et le produit de convolution de deux
signaux. On obtient alors une structure d’anneau commutatif sur les signaux.

Définition 2 (Impulsion de Dirac). L’impulsion de Dirac 6 (ou juste le
dirac par abus de langage) est le signal scalaire défini par :

5(k):{1 sik=0 22)

0 sinon

Fact dirac_causal :
causal (fun k = if k is O then (1 : regular_vectType R) else 0).
Definition dirac : scsignal := Build_signal dirac_causal.

Le dirac est omniprésent en traitement du signal. C’est notamment 1’élément
neutre du produit de convolution défini ci-dessous. On verra aussi plus bas
qu’il permet de définir une base infinie canonique pour les signaux scalaires. De
plus, I'image du dirac & travers un filtre, appelée réponse impulsionnelle, est
elle aussi une notion essentielle du traitement du signal (qui sera présentée en

section [2.2.3)).

Définition 3 (Produit de convolution). Le produit de convolution de deux
signauz scalaires x et y, noté x xy, est défini par :

VkeZ, (zxy)k)= Zx(i) y(k — i) (2.3)

k
=0

Fact convols_causal (x y : scsignal)
causal (fun k : int =
\sum_(0 < i < (k + D¥%int) x i * y (k-(i:int))).
Definition convols (x y : scsignal) : scsignal :=
Build_signal (convols_causal x y).

Remarquons que comme on ne considére que des signaux causals, on aurait aussi
bien pu écrire :

VkeZ, (xzxy)k)= Zx(i) y(k — 1) (2.4)

En effet, 2(7) est nul pour ¢ < 0 et y(k — %) est nul pour ¢ > k.

Anneau commutatif. On prouve facilement que le produit de convolution
est associatif, commutatif, distributif sur I’addition, et a un élément neutre : le
dirac. Les signaux forment donc un anneau commutatif.

Definition signal_ringMixin :=

ComRingMixin convolsA convolsC convolls convolsD]l nonzerols.
Canonical signal_ringType := RingType signal signal_ringMixin.
Canonical signal_comRingType := ComRingType signal convolsC.
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Décomposition d’un signal en somme de diracs retardés. Une autre
propriété du dirac est qu’on peut écrire, pour tout signal scalaire «x :

“+oo
VkeZ, w(k)=> x(i)i(k—i) (2.5)

=0

vu que le seul terme non nul de la somme est lorsque ¢« = k. L’intérét est qu’en
notant ¢§; le dirac retardé de ¢ unités de temps, on obtient 1’égalité suivante
(entre des signaux et non plus entre des valeurs scalaires) :

—+oo

z=>Y (i)l (2.6)

=0

Les diracs retardés (0;);eny forment donc une base infinie de ’ensemble des
signaux scalaires, considérée comme la base canonique. Les signaux scalaires
forment alors un espace vectoriel de dimension infinie sur RT (toujours par léger
abus de langage vu que RT est ici défini comme seulement un anneau plutét qu'un
corps). Cependant, on ne peut pas utiliser le type vectType de MathComp qui
est seulement pour les espaces vectoriels de dimension finie.

En Coq, on évite ici de manipuler des sommes infinies dont il faudrait prouver
la convergence. A la place, on montre que si on considére la somme des z(7)d;
seulement jusqu’a un certain K > 0, on obtient un signal qui coincide avec x
sur {0,1,..., K}.

Lemma signal_sum_dirac (x : scsignal) (K k : int)
0 <k <K —
x k= QAsum_(i < (K + 1)%int) (x i : RT) *: delay i dirac) k.

Ce lemme servira a prouver la caractérisation d’un filtre LTI par sa réponse
impulsionnelle en section

2.1.5 Construction récursive d’un signal

En traitement du signal, les signaux sont trés souvent construits par récur-
rence. On a donc besoin de pouvoir prouver des propriétés et construire des
fonctions récursivement sur Z. Comme les signaux sont nuls pour k£ < 0, on dé-
cide de faire ’initialisation sur tous les £ < 0 simultanément. Cela ne correspond
pas aux récurrences sur Z présentes dans la bibliothéque standard (qui initia-
lisent pour k£ = 0 puis montrent deux hérédités : de k vers k 4+ 1 pour k£ > 0, et
de k vers k— 1 pour k£ < 0). On définit donc de nouvelles preuves par induction
et constructions récursives dans le fichier int_complements.

On utilise deux variantes de récurrence : la récurrence la plus usuelle, dite
de Peano, dont I'hérédité passe de k a k + 1, et la récurrence forte ou le terme
en k peut dépendre de tous les termes antérieurs.

Preuve par récurrence usuelle de Peano sur int. On veut prouver une pro-
priété P(k) pour tout k € Z. Comme expliqué ci-dessus, on traite tous les k < 0
pendant l'initialisation. Pour les k£ > 0, on utilise la récurrence usuelle sur N. Le
cas k = 0 est donc lui aussi inclus dans initialisation, qui est finalement faite
pour tout k < 0. L’hérédité est de la forme P(k) = P(k + 1), avec ’hypothése
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supplémentaire que k > 0. Ce lemme est facile a prouver a partir de 'induction
sur les entiers naturels fournie par Coq (tactique elim).

Lemma peanoindz (P : int — Prop)
(forall k, k < 0 — P k) —
(forallk, 0 <k - Pk - P (k +1)) —
forall k, P k.

Preuve par récurrence forte sur int. La récurrence forte sur N sur laquelle
on se base est :

(Vn €N, (Vi <n,P(i)) = P(n)) = V¥neN,P(n) (2.7)

Cette variante ne nécessite pas d’initialisation puisque Vi < 0, P(i) est toujours
vrai sur N. Pour I'étendre & Z, on se contente d’initialiser pour k < 0, puis de
garder la méme hérédité pour £ > 0. On prouve le lemme correspondant en
utilisant peanoindz pour montrer que Vk € Z, (Vi < k,i < k = P(i)).

Lemma strongindz (P : int — Prop)
(forall k, k < 0 - P k) —
(forall k, k > 0 — (forall i, i <k — P i) — P k) —
forall k, P k.

Constructions récursives sur int. On veut construire récursivement une
fonction f vers un type T quelconque, pas forcément Prop comme précédem-
ment. Pour la récurrence de Peano, on se donne une fonction d’initialisa-
tion fgc : Z — T (le nom vient de Base Case) et une fonction d’hérédité
fis:Z — T — T (comme Induction Step), et on définit f par :

{f(k) = fac(k) si k<0 (28)

f(k+1) = fis(k)(f(k)) sik=0

Pour la récurrence forte, le type de fgc est le méme, mais celui de fig devient
Z— (Z—T)—T,et f est obtenue comme :

f(k) = fec(k) sik <0
flk+1)= fis(k)(f) sik>0,ouf estlarestriction de f a]— oo,k
(2.9)
Comme les fonctions partielles ne sont pas trés pratiques a utiliser en Coq, on
considére f’ comme une fonction totale qui est égale & f sur | — oo,k[, d’ol le
type de fis. Bien str, fis ne doit surtout pas utiliser les valeurs de f’ en [k,+oo].
Cela est exprimé par la propriété strongrecz_safe plus bas.

Voici les types complets pour les deux constructions récursives, avec la
définition de la premiére. Je n’ai pas inclus la définition de strongrecz car
elle est un peu longue et pas trés lisible, mais elle se trouve dans le fichier
int_complements.
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Definition peanorecz
(T : Type) (£.BC : int — T) (f_IS : int - T — T) k :
let f_nat :=
nat_rect (fun _ = T) (£_BC 0) (fun m = £_IS (Posz m)) in
match k with
| Negz _ = £_BC k
| Posz 0 = £_BC O
| Posz n = f_nat n
end.
Check peanorecz.
(x forall T : Type, (int — T) — (int - T — T) — int — T *)
Check strongrecz.
(* forall T : Type,
(int - T) — (int — (Ant — T) — T) — int — T %)

Ces définitions ne devraient pas avoir besoin d’étre déplices. A la place, les
lemmes suivants servent d’interface. Pour le lemme sur I’hérédité de la récurrence
forte, on a besoin de '’hypothése strongrecz_safe signifiant que fis(k)(f’) ne
dépend pas des valeurs de f’ sur [k, + oo[, comme expliqué précédemment.

Lemma peanoreczBC
(T : Type) (£.BC : int — T) (£_IS : int - T — T) k :
k < 0 — peanorecz f_BC f_IS k = f_BC k.
Lemma peanoreczIS
(T : Type) (f£.BC : int — T) (f_IS : int = T — T) k :
0 <k —
peanorecz f_BC f_IS (k + 1) = £_IS k (peanorecz f_BC f_IS k).

Lemma strongreczBC (T : Type)
(f_BC : int — T) (£_IS : int — (int — T) — T) k :
k < 0 — strongrecz £f_BC f_IS k = £_BC k.

Definition strongrecz_safe
(T : Type) (£_IS : int — (int - T) — T) : Prop :=
forall (k : int) (f’1 £’2 : int — T),
0 <k — (forall i : int, i <k — f’1 i =£’21i) —
f_ IS k £’1 = £_IS k £’2.

Lemma strongreczIS (T : Type)
(f_.BC : int — T) (£_IS : int — (int — T) — T)
strongrecz_safe f_IS —
forall k : int, 0 < k —
strongrecz f_BC f£_IS k = £_IS k (strongrecz f_BC f_IS).

Construction récursive d’un signal. Pour construire un signal & partir des
fonctions précédentes, il suffit d’initialiser & 0 sur les indices strictement négatifs.
Notons que dans le cas de la récurrence de Peano qui demande des valeurs
initiales pour tout k£ < 0, on pourrait demander en argument une valeur pour
k = 0, qui n’est pas obligée d’étre nulle. Mais dans la suite, & chaque fois que
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j’ai besoin de construire un signal x par récurrence de Peano, il se trouve que je
veux z(0) = 0. J’ai donc décidé de simplifier un peu la définition en initialisant
toujours cette valeur aussi a 0.

Fact signal_peanorec_causal (f_IS : int — VT — VT)
causal (peanorecz (fun _ = (0:VT)) £f_IS).

Definition signal_peanorec (f_IS : int — VT — VT) :=
Build_signal (signal_peanorec_causal f_IS).

Fact signal_strongrec_causal (f_IS : int — (int — VT) — VT)
causal (strongrecz (fun _ = 0) f_IS).

Definition signal_strongrec

(f_IS : int — (int — VT) — VT) : signal :=

Build_signal (signal_strongrec_causal f_IS).

2.1.6 Choix technique : type pour les indices des signaux

Cette section discute le choix du type utilisé pour les indices des signaux,
mentionné en section ZT.11

Définition mathématique d’un signal : fonction causale sur Z. Du point
de vue du traitement du signal, méme s’il existe des signaux définis seulement
sur un intervalle borné d’entiers, considérer des indices dans Z est le cas le plus
général. Mais en pratique, le passé n’est pas infini, donc on peut supposer qu’un
signal ne commence qu’a partir d’un certain instant kg et est nul avant. L’intérét
est qu’'un tel signal peut étre facilement défini par récurrence, puisqu’on peut le
voir comme une fonction sur N décalée. Or on étudie un nombre fini de signaux
a la fois : quitte & translater le temps, on peut donc s’arranger pour qu’ils soient
tous nuls avant £ = 0, ce qui facilite encore les choses. C’est pour cela que
j’ai choisi d’utiliser la définition d’un signal comme une fonction sur Z qui est
causale (c’est-a-dire qui vaut 0 sur les indices strictement négatifs).

Pourquoi pas N 7 Les signaux causals sur Z sont en bijection avec les fonctions
sur N, donc pourquoi ne pas considérer directement des signaux sur N 7 Lintérét
de travailler dans Z est de ne pas avoir de cas particulier pour les premiéres
valeurs. Par exemple, on veut définir un signal x a partir de la relation de
récurrence :

Vi, x(k) =x(k—1) —3z(k—2)+5 (2.10)

Si les indices sont dans N, on doit donner des valeurs initiales pour z(0) et z(1) :
en effet, la relation de récurrence ne peut pas étre utilisée car x(—2) et x(—1) ne
sont pas définis. Avec un signal causal sur Z, on sait que ces valeurs sont nulles
donc la relation de récurrence suffit.

Type des indices en Coq : options envisagées. On a choisi quelle définition
mathématique utiliser pour un signal, mais il faut encore décider comment la
représenter en Coq. Voici les trois solutions que j’ai envisagées. Finalement,
je n’ai pas 'impression qu’il y en ait une bien meilleure que les autres. Ce
choix est donc surtout une préférence personnelle parmi les divers avantages et
inconvénients.
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— Indices dans nat. J’ai expliqué pourquoi je préfére considérer Z plu-
tot que N dans la définition mathématique, mais cela n’empéche a priori
pas d’utiliser nat dans Coq. On doit juste garder a l’esprit que le si-
gnal x : nat — VT représente le signal mathématique = qui prend ces
valeurs pour k£ > 0 et est nul pour £ < 0. Dans '’exemple précédent,
on sait que xz(—1) et x(—2) valent 0 méme si on ne peut pas les expri-
mer ainsi en Coq. C’est la définition formelle la plus facile & exprimer et
comprendre : simplement signal := nat — VT. Travailler avec nat est
un autre avantage : c’est un type trés utilisé, qui dispose de nombreux
lemmes et tactiques. Cependant, cette solution nécessite de faire attention
quand on utilise une valeur pour un indice contenant une soustraction,
ce qui est fréquent en traitement du signal. En effet, la soustraction de
Coq sur nat est saturée : n - i vaut 0 lorsque n < i, donc on ne peut
pas juste écrire x (n - 2). On peut passer par une définition comme :

Definition signal_val_sub n i :=
if i < n then x (n - i) else O.

Cela fonctionne, mais complique un peu les définitions de traitement du
signal et nécessite plus de cas particuliers dans les preuves.

— Indices dans nat en imposant x(0) = 0. Une idée naturelle suite
au probléme de la solution précédente est de décaler les signaux d’une
unité de temps : les valeurs pertinentes sont pour n > 1, et on impose
que x(0) = 0. On tire ainsi parti de la soustraction saturée de Coq
pour toujours avoir x(n-i) = 0 lorsque n < i. On n’a plus besoin de
signal_val_sub, et les cas particuliers fonctionnent tout seuls. De plus,
on conserve ’avantage de travailler sur le type nat. C’est probablement
I’approche qui conduit aux preuves les plus simples. L’inconvénient ma-
jeur est que cela produit des définitions trés étranges pour quelqu’un de
familier avec le traitement du signal. Par exemple, le dirac vaut alors 1 en
n=1 et vaut 0 partout ailleurs, en particulier § (0) = 0! C’est rédhibitoire
pour moi, car des énoncés Coq trop différents de la littérature compli-
queraient la propagation des méthodes formelles dans la communauté du
traitement du signal.

— Indices dans int en imposant x(k) = 0 pour k < 0. La solution
retenue est la plus proche de la définition mathématique. La définition
du type signal lui-méme (section est un peu complexe, mais les
indices sont bien compréhensibles dans les définitions ultérieures. Les cas
particuliers sont faciles & traiter, comme pour la solution précédente.
L’inconvénient majeur est que le type int n’a pas autant de lemmes et
tactiques que nat. De plus, on doit parfois travailler avec un mélange de
nat et int avec des coercions (expliquées en section. J’ai donc écrit
des tactiques pour prouver des propriétés faisant intervenir des entiers
naturels vus comme des entiers relatifs a partir d’hypothéses sur seule-
ment les entiers naturels, et inversement. Ces tactiques seront discutées
en section
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2.2 Filtre numérique

Cette section présente la formalisation en Coq des filtres LTI et de leurs
principales propriétés, ainsi que quelques notions un peu plus approfondies qu’en
section La section définit les filtres LTI en Coq. La section [2.2.2]
présente deux propriétés qui sont généralement exigées des filtres étudiés en
pratique : la causalité et la BIBO stabilité. La section définit la réponse
impulsionnelle d’un filtre et montre son lien avec le produit de convolution.
La section présente ’équation aux différences, une maniére trés usuelle
de définir un filtre en particulier. La section [2:2.5] introduit les graphes de flot
de données pour représenter facilement des algorithmes définissant des filtres.
Enfin, la section [2.2.6] donne un bref apergu des filtres du point de vue du
domaine fréquentiel, qui n’est pas étudié dans cette thése.

2.2.1 Définition d’un filtre LTI

u(k) y(k)

—_— W

FIGURE 2.1 — Filtre numérique (filtre modeéle en précision infinie)

Rappels de la section Un filtre numérique S est une fonction ma-
thématique qui transforme un signal d’entrée u en un signal de sortie y, comme
illustré par la figure On écrit alors y = J{u}. Cette définition autorise
théoriquement la sortie y(k) au temps k a dépendre de toutes les valeurs du
signal d’entrée u, pas seulement de l'entrée courante u(k). Cependant, dans les
filtres utilisés en pratique, cette sortie y(k) ne peut dépendre que des entrées
antérieures u(l) pour I < k, et pas des entrées futures qui ne sont pas encore
connues. On dit alors que le filtre est causal : voir la section [2:2.2] pour plus de
détails. Un filtre est dit SISO (Single-Input Single-Output) si les signaux d’en-
trée et sortie sont scalaires, ou MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) pour
des signaux vectoriels.

Définition Coq. La définition Coq est la méme que la définition mathéma-
tique : une fonction d’un ensemble de signaux vers un autre. L’anneau commu-
tatif RT est le méme pour les signaux d’entrée et sortie. En revanche, les espaces
vectoriels pour les valeurs peuvent étre différents : par exemple, pour un filtre
MIMO, les signaux d’entrée et sortie sont a valeurs dans RT™* et RT"v respecti-
vement. On prend donc en paramétres deux espaces vectoriels VTin et VTout.

Context {RT : comRingType} {VTin VTout : vectType RT}.
Definition filter := @signal RT VTin — @signal RT VTout.

Comme pour les signaux scalaires et vectoriels, ce méme type filter peut étre
instancié a des filtres explicitement SISO ou MIMO.

Definition SISO_filter :=

@filter RT (regular_vectType RT) (regular_vectType RT).
Definition MIMO_filter (nu ny : nat) :=

@filter RT (matrix_vectType RT nu 1) (matrix_vectType RT ny 1).
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Définition 4 (LTI). Un filtre numérique est linéaire invariant dans le temps
(LTI pour Linear Time Invariant) s’il est compatible avec les trois opérations
basiques sur les signauz définies en section[2.1.3 Les propriétés a vérifier sont
donc (en quantifiant universellement les signauz, la constante ¢ € RT, et l’en-
tier K >0) :

— Compatibilité avec Uaddition : 7{u; + uz} = {u1} + 5 {uz}

— Compatibilité avec la multiplication par une constante : 7{cu} = ¢ A {u}

— Compatibilité avec le retard, aussi appelée invariance dans le temps :

(V' (k) = ulk — K)) = (Vk, 0 (k) = #{ud(k — K))

Definition filter_compat_add (H : filter) :=
forall ul u2 : signal, H (ul + u2) = H ul + H u2.
Definition filter_compat_scale (H : filter)
forall (c : RT) (u : signal), H (c *: u) =
Definition filter_compat_delay (H : filter)
forall (K : int) (u : signal), K > 0 —
H (delay K u) = delay K (H w).
Definition LTI_filter (H : filter) :=
filter_compat_add H A filter_compat_scale H
A filter_compat_delay H.

*: H u.

o

Dans cette thése, je m’intéresse seulement aux filtres LTI, qui sont des briques
de base trés courantes en traitement du signal et en controle-commande [96].

2.2.2 Causalité et BIBO stabilité

La causalité et la BIBO stabilité définies ci-dessous sont deux autres pro-
priétés partagées par la plupart des filtres utilisés en pratique.

Définition 5 (Causalité). Un filtre est causal si la sortie courante ne dépend
pas des entrées futures : y(k) n’a le droit de dépendre que des u(m) pour m < k.

Bien stir, tous les filtres utilisés en pratique sont causals puisque les entrées
futures sont inconnues. La notion de causalité d’un filtre est étroitement liée a
la causalité d’un signal, notamment & travers la réponse impulsionnelle qui sera
définie en section Mais méme sans passer par la réponse impulsionnelle,
comme on a supposé en section m que tous les signaux sont causals, on peut
prouver qu’un filtre LTT est toujours causal.

Definition causal_filter (H : filter) : Prop :=

forall (ul u2 : signal) (k : int),

(forallm : int, m < k - ulm=u2m — (Hul) k = (H u2) k.
Theorem causal_LTI_filter (H : filter)

LTI_filter H — causal_filter H.

La définition suivante requiert une notion de norme : 'anneau RT est ici
instancié au type R des réels, et les valeurs des signaux sont soit des réels, soit
des vecteurs de nombres réels.
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Définition 6 (BIBO stabilité). Un filtre est BIBO stable (Bounded-Input
Bounded-Output) si pour toute entrée bornée, la sortie est aussi bornée [70].
Pour un filtre SISO, cela s’écrit :

Yu, (IM, € R,VEk, |u(k)| < M,) = (3M, € RVk, | {u}(k)| < M,)

Pour un filtre MIMO, on peut par exemple utiliser la norme infinie pour les
vecteurs :

Vu, 3My € R,VE, k)|, < M) = (M, € R, VE, [|{u}(k)|, < My)

On peut supposer que les filtres étudiés sont BIBO stables car c¢’est une propriété
qu’on exige souvent des filtres utilisés en pratique. Cependant, on n’aura pas
besoin de cette propriété avant le chapitre [4]

La définition Coq se trouve dans le fichier wepg qui fait 'objet de la sec-
tion car c’est seulement 1a que j’instancie RT a R. Elle ne couvre que le cas
SISO car je n’utilise pas le cas MIMO.

Definition bounded_scsignal (x : @scsignal R) :=
exists M : R, forall k, (Rabs (x k) < M)%R.
Definition BIBO_SISO_filter (H : SISO_filter) :=
forall u : scsignal, bounded_scsignal u — bounded_scsignal (H u).

2.2.3 Reéponse impulsionnelle

Une autre notion essentielle en traitement du signal est la réponse impul-
sionnelle d’un filtre. On s’intéresse d’abord au cas simple d’un filtre SISO, puis
au cas un peu plus complexe d’un filtre MIMO.

Définition 7 (Réponse impulsionnelle, cas SISO). La réponse impulsion-
nelle d’un filtre SISO 2, notée h, est le signal de sortie produit par 7€ lorsqu’on
lui donne en entrée le dirac ¢ (section :

h & {5} (2.11)

Definition impulse_response (H : SISO_filter) : scsignal :=
H (@dirac RT).

Caractérisation d’un filtre. La réponse impulsionnelle a de nombreuses
propriétés intéressantes. Notamment, la sortie d’un filtre LTI est toujours égale
au produit de convolution (également défini en section de la réponse
impulsionnelle h par lentrée u :

Vu, H{u}=hxu (2.12)
Theorem convolution_impulse_response (H : SISO_filter)

LTI_filter H —
forall u : @scsignal RT, H u = convols (impulse_response H) u.
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La preuve s’appuie sur la décomposition d’un signal en somme de diracs retardés
(signal_sum_dirac en section .

La réponse impulsionnelle suffit donc & caractériser un filtre. On peut alors
définir des familles de filtres, ou déterminer les propriétés d’un filtre, & partir de
la réponse impulsionnelle.

Définition 8 (FIR et ITR). Un filtre LTI est dit FIR (Finite Impulse Res-
ponse) si sa réponse impulsionnelle est nulle & partir d’un certain indice :
IK,Vk > K,h(k) = 0. Il est IR (Infinite Impulse Response) si au contraire,
sa réponse impulsionnelle a un support infini [96].

Ces deux familles seraient faciles & définir en Coq, mais je n’ai pas eu besoin de
les formaliser car toute la formalisation s’applique aux deux cas de toute facon.

Lien avec la causalité. Un filtre LTI est causal si et seulement si sa réponse
impulsionnelle est causale. Comme on a vu en section[2.2.2] avec notre définition
des signaux, tous les filtres LTI sont donc causals.

Lien avec la BIBO stabilité. Un filtre LTI est BIBO stable si et seulement
si la série correspondant & sa réponse impulsionnelle converge absolument :

> |h(k)] < +o0 (2.13)

keZ

Cette propriété sera prouvée et utilisée dans la section [£.3]

Cas MIMO. Le cas MIMO est plus compliqué, puisqu’il n’y a pas d’équivalent
simple du dirac. A la place, on regarde l'effet de chaque composante de I’entrée
sur chaque composante de la sortie.

On note s%; le filtre SISO correspondant & la variation de la sortie y; en
fonction de l'entrée u; (le choix de noter l'indice de la sortie avant celui de
Pentrée vient de la définition de la réponse impulsionnelle plus bas) :

Vu (signal scalaire), 5, {u} £ (H#{k — u(k)e;}) (2.14)

oll e; est le vecteur unitaire avec un 1 en position j et des zéros ailleurs :

(ej); =1
{(ej)p L20sipj (2.15)

Définition 9 (Réponse impulsionnelle, cas MIMO). La réponse impul-
sionnelle d’un filtre MIMO 3¢, notéeﬂ h, est la matrice de taille ny x n, telle
que le coefficient h;; est la réponse impulsionnelle du filtre SISO J€;.

La réponse impulsionnelle d’'un filtre MIMO est donc une matrice de signaux
scalaires. On peut aussi la voir comme un signal dont les valeurs h(k) sont des
matrices. En Coq, on choisit la seconde option, représentée par le type msignal :
cela s’intégre plus facilement au reste de la formalisation.

3. Exceptionnellement, on ne note pas cette matrice en majuscule, pour ne pas confondre
avec le filtre J# qui devient H en Coq, ni avec la fonction de transfert H (qui heureusement
n’apparait pas en Coq : voir la section |2.2.6)).
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Context {nu ny : nat}.
Definition to_SISO_yi_uj (H : MIMO_filter nu ny)
(1 : ’I_ny) (j : ’I_nu) : SISO_filter :=
fun (u : scsignal) =
ith_scsignal (H (vsignal_of_sc_at_pos u j)) 1i.

Lemma MIMO_impulse_response_causal (H : MIMO_filter nu ny)
causal (fun k : int =
\matrix_(i, j) (impulse_response (to_SISO_yi_uj H i j) k)
'M[RT] _(ny, nu)).
Definition MIMO_impulse_response
(H : MIMO_filter nu ny) : msignal ny nu :=
Build_signal MIMO_impulse_response_causal.

Caractérisation d’un filtre MIMO. Comme dans le cas SISO, un filtre
MIMO est complétement caractérisé par sa réponse impulsionnelle. La sortie
s’exprime encore comme le produit de convolution de la réponse impulsionnelle
et de 'entrée :

Vu, H{u}=hxu (2.16)

Le produit de convolution entre un signal matriciel et un signal vectoriel est
défini comme pour des signaux scalaires, sauf que les termes de la somme sont
des produits matriciels :

(hxu)(k) £ h(i)u(k — i) (2.17)

S/

Rappelons que h(i) est une matrice de taille n, x n,, que 'on peut donc bien
multiplier par le vecteur u(k — i) de hauteur n,,.

La preuve de I'équation ([2.16)) se déduit facilement de son équivalent pour
le cas SISO.

Theorem convolution_MIMO_impulse_response (H : MIMO_filter nu ny):
LTI_filter H — forall u : vsignal nu,
H u = convolution_mx_ve (MIMO_impulse_response H) u.

2.2.4 Equation aux différences et filtres d’ordre fini

Une autre maniére trés usuelle de caractériser un filtre SISO est de donner sa
relation entrée-sortie sous la forme suivante, appelée équation aux différences :

VkeZ, yk)=> bulk—1i)—> ay(k—i) (2.18)
=0 =1

Le filtre est alors caractérisé par I'entier n, appelé ’ordre du filtre, et les coeffi-
cients (a;)1<i<n €t (b;)o<i<n, appelés coefficients de la fonction de transfert (ce
nom sera expliqué dans la section .

Une équation aux différences est une réalisation (section qui est aussi
connue sous le nom de forme directe I. Sa formalisation sera présentée dans la

section [2.3.1]
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On dit qu’un filtre est d’ordre fini s’il peut s’écrire sous la forme d’une équa-
tion aux différences. Ce n’est pas le cas de tous les filtres LTI définissables ma-
thématiquement. En revanche, tous les filtres définissables algorithmiquement,
c’est-a-dire tous les filtres qui ont une réalisation (section [[.4.5)), sont d’ordre
fini. Dans la suite, je m’intéresse donc seulement aux filtres d’ordre fini.

Remarque. Il ne faut pas confondre la notion d’ordre fini avec la distinction
entre FIR et IIR introduite en section 2:2.3] Un filtre FIR est toujours d’ordre
fini, mais un filtre IIR peut étre d’ordre fini ou infini.

2.2.5 Graphe de flot de données

Un filtre LTT est souvent représenté par un graphe de flot de données : la
sortie y(k) est construite a partir de Uentrée u(k) en utilisant les trois opérations
élémentaires de la figure On reconnait les trois opérations basiques sur les
signaux de la section [2.1.3] La seule différence est que le retard est restreint au
retard unitaire, mais il suffit évidemment d’en enchainer K pour représenter un
retard de K > 0 unités de temps. Dans le cas d’un filtre MIMO, les entrées
u;(k) et sorties y,; (k) peuvent figurer séparément sur le graphe.

1(k) (z1+22)(k) (k) | (cx)(k)  =(k) z(k—1)
o c o o 21 0o

w2 (k)

(b) Multiplication par (c) Retard unitaire

(a) Add une constante
a ition

FIGURE 2.2 — Composants élémentaires d'un graphe de flot de données

Un filtre représenté sous forme de graphe de flot de données est LTI par
construction. Inversement, tout filtre LTI peut étre représenté sous forme d’un
tel graphe, a condition cependant d’autoriser les graphes infinis. Mais heureuse-
ment, les filtres auxquels on s’intéresse, a savoir les filtres LTT d’ordre fini définis
dans la section [2.2.4] sont exactement les filtres représentables par un graphe
de flot de données fini.

Exemple. Reprenons I'exemple jouet a deux entrées et deux sorties de la sec-

tion [L4.3]:

yi(k) =2(3ui(k) +uz(k—2)) - %yl(k* 1)
y2(k) =3 (—4(Tuz(k) +uz(k — 1)) = gy1(k = 1) + fya(k — 1))
(rappel de )

Le graphe de flot de données correspondant est donné par la figure 2.3

1

4. Le retard unitaire est noté z~* car il prend cette forme dans le cadre de la transformée
1

en z (voir section . On peut aussi rencontrer la notation ¢~ *.
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y1(k)

|
3

y2(k)

FI1GURE 2.3 — Graphe de flot de données de 'exemple jouet

2.2.6 Domaine fréquentiel et fonction de transfert

Dans cette these, j’étudie les filtres dans le domaine temporel exclusivement :
les signaux prennent des valeurs en fonction du temps k. Mais en traitement du
signal, les filtres sont souvent considérés dans le domaine fréquentiel, notam-
ment grace a la fonction de transfert. Voici un bref apercu de cette approche :
I’objectif est de présenter un contexte un peu plus large et d’expliquer d’ou
vient 'appellation coefficients de la fonction de transfert. Cette section n’est
pas formalisée en Coq.

Transformée en z. La transformée en z, notée Z{.}, est une généralisation
de la transformée de Fourier. Elle associée au signal z la fonction complexe
Z{xz} : C — C telle que :

VzeC, Z{z}(z)= Zm(kj)sz (2.19)

keZ

Cela permet d’obtenir un décomposition fréquentielle du signal, qui a un sens
physique fort. Par ailleurs, la transformée en z a des propriétés, notamment de
linéarité et d’invariance dans le temps, qui sont trés utiles dans le cadre des
filtres LTT.

Fonction de transfert. On définit ensuite la fonction de transfert d’un filtre
SISO 77, notée H, a partir des transformées en z d’une entrée u et la sortie
correspondante s {u} :

wec, - 2D a0

Grace aux propriétés de la transformée en z, la fonction de transfert H est
indépendante de ’entrée u choisie et caractérise complétement le filtre. En choi-
sissant comme entrée le dirac §, on remarque que la fonction de transfert est la
transformée en z de la réponse impulsionnelle : H = Z{h}.

Coefficients de la fonction de transfert. Un résultat important est que
la fonction de transfert du filtre décrit par 1'équation aux différences (équa-
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tion (2.18))) vérifie :
Z b,‘Z—i

VzeC, H(z)= "2 (2.21)

1+ i aiz_i
i=1

Un filtre est souvent choisi pour vérifier certaines propriétés fréquentielles. Une
stratégie possible consiste alors & déterminer sa fonction de transfert, puis pas-
ser dans le domaine temporel grace a ’équation aux différences ou une autre
réalisation qui fait intervenir les mémes coefficients a; et b; que la fonction de
transfert. La section 2.3 donne d’autres exemples de telles réalisations. Cest
pour cela que les a; et b; sont particuliérement connus pour étre les coefficients
de la fonction de transfert.

Cas MIMO. La fonction de transfert se généralise aux filtres MIMO de la
méme maniére que la réponse impulsionnelle dans la section [2:2.3] La fonction
de transfert H d’un filtre MIMO est la matrice de taille n, x n, telle que H;
est la fonction de transfert du filtre SISO ;. On peut donc la voir comme une
matrice de fonctions C — C, ou bien comme une seule fonction C — C"v*"u,

Rien de cela ne fait partie de ma formalisation des filtres en Coq (sauf les
coefficients de la fonction de transfert qui seront définis en Coq en section [2.3.1)).
En effet, ma formalisation se concentre sur les algorithmes de filtre dans le
domaine temporel et leurs erreurs d’arrondi. Cependant, des formalisations du
domaine fréquentiel en HOL ont été présentées en section [1.5

2.3 Quelques familles usuelles de réalisations

On a vu en section qu’un méme filtre peut étre décrit par une infinité
de réalisations, et 'objectif est de trouver la meilleure possible selon un ou plu-
sieurs critéres : colit matériel, consommation d’énergie, complexités temps et
mémoire, compatibilité avec I’architecture matérielle, comportement numérique
en précision finie... Lorsqu’on cherche la bonne réalisation pour un filtre donné,
on cherche en général parmi des familles connues de réalisations. Par famille de
réalisations, j’entends une structure générale qu’on peut instancier a des coef-
ficients particuliers afin d’obtenir une réalisation. Par exemple, ’équation aux
différences (équation (2.18)) est une famille de réalisations : pour des coeffi-
cients (a;) et (b;) donnés, elle devient une réalisation du filtre dont la fonction
de transfert a ces coefficients. Par abus de langage, les familles de réalisations
sont souvent appelées simplement réalisations.

Dans cette section, je présente quelques familles usuelles de réalisations de
filtre LTI : les formes directes I et II (section , leurs transposées (sec-
tion , et enfin la décomposition paralléle et celle en cascade (section .
Deux autres réalisations classiques, le State-Space et la SIF, feront 'objet du
chapitre [3] & cause de leur importance particuliére dans ma formalisation des
erreurs d’arrondi dans les filtres en précision finie. Il existe beaucoup d’autres
familles de réalisations LTI, par exemple les structures LGS [82] et LCW [81] et
la forme directe IT transposée avec opérateur p (pDFIIt) [83].
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Les formes directes I et II sont accompagnées de leur formalisation en Coq.
Les autres réalisations présentées ici ne sont pas directement définies en Coq.
Cependant, la construction d’une SIF décrivant le méme filtre que ces réalisa-
tions sera formalisée dans la section 3.9

2.3.1 Formes directes et coefficients de la fonction de trans-
fert

Les formes directes sont des familles de réalisations qui dépendent directe-
ment des coefficients de la fonction de transfert (section [2.2.6)) d’un filtre, d’on
leur nom.

Forme directe 1. La forme directe I (ou DFI pour 'anglais Direct Form I)
est juste un autre nom de l’équation aux différences. C’est donc une famille de
réalisations qui associe aux coefficients (a;)1<i<n €t (b;)o<i<n la relation entrée-
sortie :

n

VEk, y(k)= Z biu(k —1i) — Z a;y(k —1) (rappel de (2.13))
i=1

=0

L’algorithme [3] définit le filtre implémenté associé, et le graphe de flot de
données correspondant se trouve en figure On remarque qu’on peut calculer
y(k) avec une seule grande somme de produits, ou les coefficients sont les b; et
les (—a;).

Algorithme 3 : Forme directe I
foreach k do

| dy(k) i biu(k — i) + 355, (—ai)y(k — i)

En observant l'algorithme, on constate qu’on a besoin de garder en mémoire
les n valeurs précédentes de u et de y, ce qui fait 2n valeurs au total (sauf cas
particulier si a,, ou b, est nul). On remarque que c’est justement le nombre de
retards unitaires dans le graphe de flot de données.

Forme directe II. La forme directe IT (ou DFII) rassemble les informations a
mémoriser dans un signal auxiliaire e. Aux coefficients (a;) et (b;) est associée
la réalisation :

n
e(k) = u(k) =Y _ aze(k — i)
Vk, n i=1 (2.22)
y(k) = bie(k — i)
i=0

L’algorithme [4] définit le filtre implémenté associé, et le graphe de flot de
données correspondant se trouve en figure [2.4b]

A chaque temps k, on calcule e(k) et y(k) en utilisant les n derniéres valeurs
de e. Il n’y a donc plus que n valeurs & mémoriser, ce qui est encore une fois le
nombre de retards unitaires dans le graphe.

Comme les formes directes I et II utilisent toutes les deux les coefficients
de la fonction de transfert, pour des coefficients donnés on doit retomber sur le
méme filtre qu’on passe par 'une ou par 'autre. Ceci est prouvé en Coq plus
loin.
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y(k)

(a) Forme directe I

an ‘
‘ e(k—n) ‘
(b) Forme directe II

bn,

FIGURE 2.4 — Graphes de flot de données des formes directes

u(k)

e I T S T
, Lo ,

|

I
|
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I
|

}711«“

(a) Forme directe I transposée

u(k)

(b) Forme directe II transposée

FIGURE 2.5 — Graphes de flot de données des formes directes transposées

(Pentrée est a droite et la sortie & gauche pour mieux voir la transposition)

Algorithme 4 : Forme directe 11

foreach k do

n

e(k) < u(k) + > (—a;)e(k — i)

y(k) 3 belk — i)
=0

end
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Formalisation. Afin de définir les formes directes I et IT en Coq, on commence
par construire un type pour les coefficients de la fonction de transfert : ils sont
décrits par un ordre n et deux suites de coefficients a et b.

Record TFCoeffs :=
{ TFC_n : nat ; TFC_a : nat — RT ; TFC_b : nat — RT }.

En pratique, on utilisera seulement les valeurs de a sur les indices 1 < i < n et
celles de b sur 0 < i < n, mais encore une fois, c’est plus facile de travailler avec
des fonctions totales. On aurait pu définir a et b comme des vecteurs mais cela n’a
pas vraiment d’intérét : soit on décale les indices de a ce qui est désastreux dans
les définitions des formes directes, soit on a encore une valeur ay jamais utilisée
qui empéche de gagner des propriétés comme 'unicité de la représentation d’un
jeu de coefficients.

Pour construire le filtre obtenu a partir d’un jeu de coefficients en
passant par la forme directe I, on utilise la construction d’un signal
par récurrence forte présentée en section [2.1.5] qui requiert une fonction
f_IS : int — (int — VT) — VT (ou IS signifie Induction Step). Comme
c’est la construction canonique d’un filtre a partir des coefficients de sa fonction
de transfert, on 'appelle filter_from_TFC. On prouve que ce filtre est LTI.

Variable tfc : TFCoeffs.

Notation n := (TFC_n tfc).
Notation a := (TFC_a tfc).
Notation b := (TFC_b tfc).

Definition DFI_fIS (u : signal) : int — (int — VT) — VT :=
fun (k : int) (y_before_k : int — VI) =
\sum_(0 < i < n.+1) b i *: u (k - (i : int))
- \sum_(1 < i <n.+1) a i *: y_before_k (k - (i : int)).
Definition filter_from_TFC : filter :=
fun (u : signal) = signal_strongrec (DFI_fIS u).

Theorem LTI_filter_from_TFC : LTI_filter filter_from_TFC.

Pour la forme directe II, on utilise la méme construction par récurrence forte
pour construire le signal auxiliaire e & partir de I'entrée u. Puis, y est facile a
définir & partir de e : on montre simplement que le signal obtenu est bien causal.

Definition DFII_u2e_fIS (u : signal) :=

fun (k : int) (e_before_k : int — VI) =

uk - \sum_(1 < i <n.+1) a i *: e_before_k (k-(i:int)).

Fact DFII_e2y_causal (e : signal)

causal (fun k =

\sum_(0 < i < n.+1) (TFC_b tfc i) *: e (k-(i:int))).

Definition DFII_e2y (e : signal) :=

Build_signal (DFII_e2y_causal e).

Definition filter_by_DFII : filter :=
fun (u : signal)= DFII_e2y (signal_strongrec (DFII_u2e_fIS u)).
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Enfin, on prouve qu’on obtient bien le méme filtre en passant par une forme
directe ou l'autre. La preuve est facile en utilisant le principe de récurrence forte
strongindz sur int, également défini en section Un corollaire est que le
filtre construit par la forme directe II est bien LTI aussi.

Theorem DFI_DFII_same_filter : filter_from _TFC = filter_by_DFII.

2.3.2 Formes directes transposées

Le théoréme de transposition [96] des graphes de flot de données énonce que
le filtre décrit par un graphe SISO est conservé si on « retourne » le graphe :
on inverse toutes les fléches ; on échange ’entrée et la sortie ; les embranche-
ments (quand plusieurs fleches sont issues d’'un méme noeud) deviennent des
additions, et réciproquement les additions deviennent des embranchements ; les
multiplications par une constante et les retards ne sont pas modifiés & part que
I'inversion des fléches change leur sens.

Les formes directes I et II transposées sont les réalisations correspondant aux
graphes de la figure obtenus en appliquant le théoréme de transposition aux
graphes des formes directes I et IT respectivement (cette figure est placée avec
la figure pour pouvoir facilement comparer les graphes). Grace au théoréme
en question, ces réalisations décrivent encore une fois le filtre dont la fonction
de transfert a pour coefficients les (a;) et (b;) donnés.

On remarque que le graphe de la forme directe I transposée ressemble a celui
de la forme directe II, et de méme pour la forme directe II transposée avec la
forme directe I : & chaque fois, seuls les retards sont positionnés différemment.
Cependant, cela suffit a rendre le comportement en précision finie différent : les
retards additionnels forcent 1’'utilisation de plusieurs petites additions dans les
formes directes transposées, au lieu d’une seule grande somme de produits pour
la forme directe I, ou deux sommes de produits pour la forme directe II.

Les formes directes transposées ne sont pas formalisées séparément en Coq.
Néanmoins, la section [3.3.3] formalisera comment le filtre décrit par des coeffi-
cients de fonction de transfert (a;) et (b;) donnés peut étre exprimé sous la forme
d’une autre réalisation appelée la SIF, de telle sorte que les calculs effectués par
cette nouvelle réalisation soient en fait les mémes que ceux de la forme directe
II transposée.

2.3.3 Décomposition paralléle ou en cascade

Etant données deux réalisations définissant des filtres %] et 7%, on peut les
assembler de diverses maniéres pour obtenir une nouvelle réalisation. On notera
F le filtre résultant.

On peut sommer les filtres, en définissant la sortie de .7 comme la somme
des sorties de J7 et J%4 :

Vu, H{u} = IG{u} + H{u} (2.23)

On dit alors que la réalisation finale est une décomposition paralléle en deux
sous-réalisations, illustrée par la figure [2.6a]

On peut aussi brancher J# et % a la suite I'un de l'autre, c’est-a-dire com-
poser les fonctions mathématiques (rappelons que les filtres sont par définition
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des fonctions sur les signaux) :
YVu, H{u} = 6{{u}} (2.24)
La réalisation obtenue est une décomposition en cascade, représentée sur la fi-

gure 51}

A,

u(k) y(k)  ulk) y(k)
o—— J4 Mo  |—>0

P (b) Décomposition en cascade

(a) Décomposition paralléle

FIGURE 2.6 — Décompositions en sous-réalisations

Remarque. Ces définitions s’appliquent techniquement a des filtres SISO comme
MIMO. Cependant, elles sont utilisées presque exclusivement pour des filtres
SISO. En effet, ces derniers se décomposent facilement en sous-filtres en consi-
dérant leur fonction de transfert, qui est une fraction rationnelle (section [2.2.6)).
La décomposition paralléle revient alors & décomposer celle-ci en une somme de
fractions rationnelles plus petites, généralement du second ordre, tandis que la
décomposition en cascade revient & factoriser la fonction de transfert.

Réponses impulsionnelles. Pour ces deux décompositions, la réponse impul-
sionnelle h du filtre final 77 s’exprime trés facilement & partir des réponses
impulsionnelles h; et ho des composants respectifs J# et % (ici supposés
SISO). Dans le cas de la décomposition paralléle, h est simplement leur somme :
h = hy + ho. Ce résultat s’obtient immédiatement a partir de la définition de la
réponse impulsionnelle comme 'image du dirac :

h = C%ﬂ{(s} = %{5} + %{5} = hy + hy (2.25)

Dans le cas de la décomposition en cascade, h est le produit de convolution
des deux autres répomnses impulsionnelles : A = hg * hy. Cela provient de la
caractérisation d’un filtre LTT par sa réponse impulsionnelle prouvée dans la
section m (on rappelle que les filtres sont implicitement supposés LTI dans
ce manuscrit) :

h= {0} = Ho{A{0}} = Ha{hi} = ho x I (2.26)

Formalisation. Je n’ai pas écrit de définition explicite de ces deux décomposi-
tions en Coq car on dispose déja d’outils permettant des les exprimer facilement.
Pour la décomposition paralléle, GRing.add_fun_head de MathComp renvoie la
somme de deux fonctions. La notation infixe correspondante est \+. Pour la dé-
composition en cascade, Basics.compose de la bibliothéque standard définit la
composition de deux fonctions.

Par exemple, on prouve trés facilement les expressions des réponses impul-
sionnelles données ci-dessus.
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Remark impulse_response_parallel (H1 H2 : SISO_filter)
impulse_response (H1 \+ H2) =
impulse_response H1 + impulse_response H2.

Remark impulse_response_cascade (H1 H2 : SISO_filter)
LTI_filter H2 —
impulse_response (Basics.compose H2 H1) =
convols (impulse_response H2) (impulse_response H1).

Rappelons que Remark est pour Coq un synonyme de Lemma, Theorem, Fact,
etc. Je l'utilise seulement pour signaler au lecteur que ces propriétés ne seront
pas utilisées dans la suite de la formalisation (mais elles sont censées étre trés
rapides & prouver, donc autant s’assurer qu’elles le sont vraiment).

Les sections [3.3.4] et B.3.5] formaliseront les traductions de ces deux décom-
positions vers la SIF, une réalisation universelle qui fera I'objet du chapitre



Chapitre 3

La SIF : réalisation universelle
des filtres LTI implémentés

Comme expliqué dans les sections et I'implémentation d’un filtre
repose sur un choix parmi une grande variété de réalisations. Ce choix, qui
constitue a lui seul un domaine de recherche [49], dépend fortement du contexte.
Beaucoup de familles de réalisations différentes sont donc utilisées en pratique :
mon analyse formelle des erreurs d’arrondi doit étre applicable a chacune d’entre
elles. Cependant, écrire une formalisation distincte pour chacune n’est bien str
pas souhaitable. Ce probléme est résolu grace & une réalisation appelée la SIF
(Specialized Implicit Form) [54, 55 B56]. Pour n’importe quelle réalisation de
filtre LTI, on peut construire une SIF qui décrit le méme algorithme : & la fois le
filtre modéle 7 et le filtre implémenté J2* sont conservés. La SIF est donc une
réalisation universelle des filtres LTI modéles et implémentés. En particulier, il
suffit d’effectuer ’analyse des erreurs d’arrondi de la SIF : cette analyse (qui
fait I'objet du chapitre [4]) s’appliquera alors a n’importe quelle réalisation de
filtre LTT.

Dans un premier temps, la section présente le grand frére de la SIF : le
State-Space [10]. Il s’agit d’une réalisation qui est elle-méme couramment utili-
sée, notamment par la communauté de 'automatique. Mais ici, son intérét est
surtout didactique : le State-Space est beaucoup plus simple a expliquer que la
SIF, et les idées derriére sa construction sont reprises et étendues par la SIF. Plus
précisément, le State-Space est déja une réalisation universelle pour les filtres
modeles : pour n’importe quelle réalisation de filtre LTI, on peut construire
un State-Space qui décrit le méme filtre modéle 52 (c’est-a-dire la méme re-
lation mathématique entrée-sortie, définie avec des additions et multiplications
exactes). En revanche, il n’existe pas forcément un State-Space qui décrit le
méme filtre implémenté J€* que la réalisation initiale : la structure des calculs
est souvent modifiée, si bien que le comportement numérique en précision finie
risque d’étre différent (voir la section[3.1.7)). La SIF se base sur le State-Space et
hérite son universalité pour les filtres modéles, mais I’étend de maniére a gagner
I'universalité pour les filtres implémentés.

La section [3.2] définit la SIF elle-méme avec ses principales propriétés. La sec-
tion [3.3| présente des traductions des réalisations introduites en section vers
la SIF préservant le filtre implémenté. Enfin, la section [3.4]décrit des transforma-

(6]
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tions d’une SIF vers une autre SIF préservant le filtre modéle mais modifiant le
filtre implémenté afin d’essayer de lui donner de meilleures propriétés pratiques
(compatibilité avec Parchitecture matérielle, cotit, comportement en précision
finie, etc.).

3.1 Le State-Space : réalisation universelle des
filtres modéles

Comme expliqué ci-dessus, le State-Space, couramment utilisé en automa-
tique, est une réalisation universelle des filtres modéles, et aussi un bon moyen
pour moi d’introduire des principes qui seront réutilisés par la SIF. Le State-
Space exprime n’importe quel filtre modéle LTI d’ordre fini sous une forme
matricielle concise. Il utilise pour cela un vecteur d’état x(k) qui décrit I’état
interne du filtre, c’est-a-dire toutes les informations du passé dont on a encore
besoin pour le présent ou le futur. Cela est détaillé dans la section[3.1.1} C'est de
1a que vient le nom : représentation d’état, méme si je préfére utiliser le nom an-
glais State-Space. Les sections et définissent le State-Space, d’abord
mathématiquement puis en Coq. La section présente ses propriétés. La
section [3.1.5] explique comment mettre n’'importe quel filtre modeéle sous forme
de State-Space, et illustre la méthode proposée sur un exemple. La section [3.1.6]
construit un State-Space correspondant & un filtre donné sous la forme des coef-
ficients de sa fonction de transfert, en passant par la forme directe II. Enfin, la
section |3.1.7] explique pourquoi beaucoup de filtres implémentés ne peuvent pas
étre représentés sous forme de State-Space. Le probléme de 'universalité pour
les filtres implémentés sera résolu par la SIF dans la section [3.2}

3.1.1 Principe : vecteur d’état x(k)

Le State-Space est basé sur I'utilisation d’'un signal d’état, noté x, comme
mémoire du filtre : le vecteur d’état x(k) a 'instant k stocke toutes les informa-
tions du passé dont on a encore besoin pour calculer la sortie y(k) ou les sorties
futures. Ses composantes x;(k) sont appelées les variables d’état.

Considérons notre exemple jouet & deux entrées et une sortie :

y1(k) =2(3ui(k) +uz(k—2)) — %yl(k -1) (rappel de (1.19))

Au temps k, pour calculer y1(k), on remarque qu'on a besoin de deux informa-
tions du passé : y1(k — 1) et ua(k — 2), qui doivent donc étre disponibles dans
(k). Mais on voit aussi qu’on aura besoin de ug(k — 1) pour calculer la sortie
suivante y1(k + 1), donc cette valeur doit aussi étre stockée dans x(k). Ainsi,
on pose par exemple :

UQ(k — 1)
x(k) = | w2k —2) (3.1)
yi(k—1)

L’ordre des composantes de x(k) n’a pas d’importance ; ce qui compte est que
toutes les informations nécessaires y figurent.

De maniére générale, il suffit d’assigner une composante de & a chaque re-
tard unitaire présent dans le graphe de flot de données du filtre. Le graphe de
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I'exemple précédent est donné par la figure 3.1} Ce graphe a bien trois retards
unitaires qui correspondent aux x; définis ci-dessus. La fléche qui sort du nceud
correspond a x;(k) et indique comment sa valeur est utilisée. Celle qui arrive
sur le nceud montre comment 1’état suivant @;(k + 1) est calculé.

uy (k) |
o | 3
us(k) ) (k+1) B @k
z (El(k) V4

FIGURE 3.1 — Graphe de flot de données du premier exemple jouet avec les x;
pour le State-Space

Les sections[3.1.5]et contiennent d’autres exemples de construction d’un
vecteur d’état x(k) adapté & un filtre donné sous forme d’un graphe de flot de
données.

La sortie y(k) peut alors étre calculée a partir de seulement I’entrée courante
u(k) et le vecteur d’état (k). Il faut aussi mettre a jour la mémoire, c’est-a-
dire calculer le vecteur d’état suivant x(k+ 1), lui aussi a partir de u(k) et (k)
uniquement. Sur I’exemple, en regardant la figure [3.1] :

wo(k+ 1) = 2 (3ua (k) + 2a(k)) — 5 ws(k) (3:2)
yi(k) =2 (Bua(k) + aak)) — L 2s(K)

De maniére générale, un filtre LTI est construit a partir des trois opérations de
base et le signal d’état gére les retards, donc il ne reste plus que des additions
et multiplications par une constante. Chaque composante de y(k) et x(k + 1)
peut donc étre exprimée comme une combinaison linéaire des composantes de
u(k) et x(k), en développant au besoin : par exemple 2 (3w (k) +uz(k—2)) =
6 uq (k) +2us(k—2). C’est pour cela que la définition du State-Space ci-dessous
sera bien universelle pour les filtres modéles.

3.1.2 Définition mathématique

Définition 10 (State-Space). Un State-Space [70] est la donnée de quatre
matrices de coefficients (A, B,C, D), de tailles compatibles comme indiqué ci-
dessous. Le filtre modeéle MIMO ¢ correspondant & ce State-Space est défini
par la relation entrée-sortiell] :

Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cz(k)+ Du(k) (3.3)

X
—N
8
=
Jr
=
|

1. Comme d’habitude, les signaux sont initialisés a 0 pour k < 0. En appliquant la relation
de récurrence, on a donc (0) = 0. D’autres définitions autorisent une initialisation arbitraire
pour x(0), mais si (0) # 0 alors le filtre n’est pas LTI (& moins que C = 0, auquel cas le
filtre est juste une multiplication par une constante et @ ne sert a rien).
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En notant ng la taille de x, les tailles des matrices sont donc :

A c RTTL; XNg B c RT'ILQ XN

C € RT™w X" D € RT"™w X"u (34)

Graphe de flot de données. La figure 3.2 représente le State-Space sous forme
de graphe de flot de données. Les nceuds du graphe représentent des opérations
matricielles, ce qui est assez inhabituel : normalement, il faudrait faire appa-
raitre chaque composante de vecteur séparément, mais le graphe deviendrait
vite surchargé. On a vu en section que la taille de x(k) correspond au
nombre de retards unitaires dans le graphe, mais c¢’était en considérant des flots
scalaires. Ici, les fils représentent des signaux vectoriels donc il suffit d’un retard
unitaire vectoriel pour décrire entiérement x.

q
u(k) 5 /L LD y(k)

Ny I

FIGURE 3.2 — State-Space : graphe de flot de données

Ecriture implicite et matrice Z. L’équation (3.3) peut s’écrire en une seule
égalité faisant intervenir des matrices par blocs, appelée écriture implicite :

(z+ )\ _ (A B (z(k)) (3.5)
\yk) ) \C|D)\uk))

. . . . A|B
On note Z cette matrice qui contient tous les coefficients : Z = cl D) Un
State-Space est complétement décrit par cette matrice Z (& condition d’explici-
ter le découpage par blocs, ou de maniére équivalente, connaitre n,, n, ou ny).

Dans la suite, un State-Space sera donc souvent donné sous cette forme.

State-Space SISO. Un filtre SISO peut bien str étre représenté par un State-
Space : il suffit de le voir comme un filtre MIMO dont I'entrée et la sortie sont de
taille 1. On dira donc qu’un State-Space est SISO lorsque n, = n, = 1. On peut
quand méme avoir besoin de stocker plusieurs valeurs d’une étape sur ’autre
donc on peut avoir n, > 1. La matrice B est donc un vecteur colonne, C' est un
vecteur ligne, et D est de taille 1 x 1. Cela explique qu’on rencontre parfois les
notations (A,b,c,d) pour un State-Space SISO (notations que je n’utilise pas).
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Algorithme. En réécrivant I’équation (3.3) composante par composante, on
obtient ’algorithme |5l Notons qu’en pratique, les calculs sont plus légers que ce
que suggére 'algorithme, car les matrices de coefficients sont souvent creuses.

Algorithme 5 : State-Space
foreach k do
forie{1,...,n,} do

zi(k+1) < Y Aya;(k) + 3 Biju;(k)
j=1 j=1

end
forie{l,...,n,} do
n N

yl(k) «— Z:lil Cijibj(k) + ;1 D”uj(k)

end

end

Filtre implémenté. Enoncons maintenant le filtre implémenté (présenté en
section associé a un State-Space pour un format de précision finie F et un
arrondi O vers ce format donnés (comme défini en section . Notons qu’on
considére un seul format et un seul arrondi pour simplifier les notations, mais
ce n’est pas difficile & étendre & des formats et arrondis différents pour chaque
variable ou opération. On utilise les notations introduites en section [.4.4] : le
filtre implémenté ##* produit la sortie y*, qui est une approximation de la sortie
y du filtre modéle ## pour une méme entrée w. De plus, on note x* le signal
d’état calculé en précision finie par *. L’objectif est d’exprimer x* et y* a
partir de l'entrée u et des coefficients (A, B, C, D). Pour cela, on doit prendre
en compte les deux effets suivants de la précision finie.

D’une part, toutes les opérations dans les calculs de x* et y* doivent étre ef-
fectuées en précision finie. On veut utiliser des opérations de somme de produits
autant que possible plutot que des additions ou multiplications individuelles. On
remarque dans l'algorithme [5| que chaque composante des vecteurs a calculer
peut étre obtenue avec une seule grande somme de produits. On rappelle qu’on
note @ le produit matriciel en précision finie, ot chaque coefficient est le résultat
d’une somme de produits en précision finie.

D’autre part, les coefficients des matrices (A, B,C, D) ne sont pas néces-
sairement dans le format de précision finie considéré. Pour pouvoir les utiliser
dans les calculs, il faut les arrondir vers un nombre du format. On parle de
quantification des coefficients (quantization en anglais). On rappelle qu’on note
O(M) la matrice obtenue a partir d’'une matrice M en arrondissant chaque
coefficient.

Le filtre implémenté d’un State-Space s’exprime donc ainsi :

e(i+1) = (0(4)] oB))e (L]

Z(zc)

: (3.6)
y (k) = <O<C>O<D>>@(u((k)))
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3.1.3 Définition Coq

Un State-Space en Coq est simplement la donnée des quatre matrices de
coefficients (A, B, C, D) de la définition rassemblées dans un type enregis-
trement (Record).

Context {nu ny nx : nat}.

Record StateSpace := { StSp_A : ’M[RT]_(nx) ;
StSp_B : ’M[RT]_(nx, nu) ;
StSp_C : ’M[RT]_(ny, nx) ;
StSp_D : ’M[RT]_(ny, nu) }.

Pour définir le filtre modeéle associé, on se donne un State-Space stsp et un
signal d’entrée u, et on construit les signaux « et y correspondants en utili-
sant I’équation . Pour @, on a besoin de la construction récursive usuelle
build_signal_peano_rec présentée en section 2.1.5] Le signal y est directe-
ment construit & partir de la fonction appropriée, qui est trivialement causale.
Ces définitions sont placées dans une section de Coq, dont le mécanisme a été
expliqué en section

Section Build_output.

Variables (stsp : StateSpace) (u : vsignal nu).
Notation A := (StSp_A stsp). (* idem pour B, C, D *)

Definition x : vsignal nx :=
build_signal_peano_rec (fun k (xk : ’cV_nx) =
(A *m xk) + (B *m u k)).

Fact y_causal : causal (fun k = C *m x k + D *m u k).
Definition y := Build_signal y_causal.

End Build_output.

Une fois la section Build_output fermée, les variables stsp et u de-
viennent des arguments de la fonction y, qui est alors de type
StateSpace — signal — signal, c’est-d-dire StateSpace — filter. On a
donc construit une fonction qui donne le filtre modéle associé & un State-Space.
On la renomme filter_from_StSp.

Definition filter_from_StSp : StateSpace — filter := y.

On pourrait définir le filtre implémenté pour des formats et arrondis donnés
en ajoutant des annotations & chaque calcul, mais ce n’est pas trés intéressant
pour ma formalisation. En effet, on verra en section [3.1.7] que le State-Space n’est
pas une réalisation universelle pour les filtres implémentés. Lorsqu’on étudiera
des filtres implémentés, on utilisera donc plutot la SIF présentée en section [3.2
Si un filtre implémenté est tout de méme fourni sous la forme d’un State-Space, il
suffit de le convertir en une SIF grace a la traduction formalisée en section [3.2.5

3.1.4 Propriétés du filtre associé a un State-Space

Cette section présente quelques propriétés du filtre modéle correspondant a
un State-Space.
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Filtre LTI. On prouve facilement que le filtre associé & un State-Space est LTI.

Theorem filter_from_StSp_is_LTI (stsp : StateSpace)
LTI_filter (filter_from_StSp stsp).

Réponse impulsionnelle. La réponse impulsionnelle (section [2.2.3]) du filtre
associé au State-Space (A, B,C, D) vérifie :

D sik=0
h(k)={CA*'B sik>0 (3.7
0 sik<O0

Theorem StateSpace_impulse_response (stsp : StateSpace) (k : int)
MIMO_impulse_response (filter_from_StSp stsp) k
= match k with

| Posz O =D
| Posz (S _) = C *m expmx A (k-1) *m B
| Negz _ =0

end.

Cette propriété est facile & prouver. Une étape intermédiaire consiste & montrer
que si un signal d’entrée u vérifie Vk > 0,u(k) = 0, alors le signal d’état x
correspondant vérifie : Vk > 0, (k) = A*~1 Bu(0).

On remarque que si le filtre est SISO alors D et C A*~! B sont de taille 1 x 1
donc on obtient bien une réponse impulsionnelle scalaire.

Fonction de transfert. Comme expliqué en section la fonction de trans-
fert n’est ni étudiée ni formalisée dans cette thése. Néanmoins, on peut noter
qu’elle s’exprime facilement & partir des coefficients d’un State-Space :

V2eC, H(z)=C(zI,—- A 'B+D (3.8)

3.1.5 D’un filtre modéle donné a un State-Space : exemple

On a vu que le State-Space est une réalisation universelle pour les filtres
modeéles LTI. Cette section explique informellement comment traduire n’im-
porte quelle réalisation vers un State-Space en conservant le filtre modeéle dé-
crit, et illustre ce procédé sur un exemple. La section [3.1.6] appliquera ensuite
cette méthode a la forme directe II, afin de donner un State-Space décrivant
le filtre correspondant & des coefficients de fonction de transfert donnés. Enfin,
la section [3.1.7] expliquera pourquoi on ne peut généralement pas construire un
State-Space décrivant un filtre implémenté donné.

Voici comment traduire une réalisation donnée vers un State-Space décrivant
le méme filtre modéle :
— Mettre cette réalisation sous forme de graphe de flot de données (sec-
tion [2.2.5)).
— Associer une variable d’état x;(k) a chaque délai unitaire du graphe ;
I’ordre n’a pas d’importance.
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— Exprimer chaque coefficient de x(k + 1) et y(k) en fonction de ceux de
(k) et u(k). En comparant avec I’équation (3.3, en déduire les coeffi-
cients des matrices (A, B,C, D).

On peut exprimer le méme filtre modéle avec beaucoup de State-Spaces
différents. Par exemple, si on permute les coefficients de x(k), on obtient un
autre State-Space décrivant le méme filtre modéle. Il s’agit donc simplement de
construire un State-Space convenable parmi d’autres.

Illustrons cette méthode sur notre exemple jouet de filtre & deux entrées et
deux sorties :

y1(k) =2(3ui(k) + ug(k—2)) — %yl(/ﬂ -1)
3(—4(Tug(k) +ua(k—1)) = Fy1(k— 1)+ ty2(k — 1))
(rappel de (1.20))

Le graphe de flot de données correspondant, donné en figure 2.3] est rappelé
en figure

xy(k+1)

F1GURE 3.3 — Graphe de flot de données du second exemple jouet avec les x;
pour le State-Space

On associe une composante de « & chacun des quatre retards unitaires de ce
graphe, comme indiqué sur la figure [3.3] Le signal d’é¢tat = peut donc étre défini
par :

(3.9)

On veut maintenant exprimer x(k + 1) en fonction de seulement x(k) et
u(k), pas de y(k). En lisant sur le graphe :

z(k+1) 2 (3 (k) + @a(k)) — L a5 (k)

( 2 T3
3(—4(Tua(k) +xi(k)) — g x3(k) + § ®a(k))
uz (k)
x1 (k)
6u1(k’)+2a:2(k)—%w3(k:)
—84uy(k) — 121 (k) — 2 @3(k) + 2 x4 (k)

(3.10)
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On en déduit les matrices A et B du State-Space qu’on est en train de construire :

0 0 0 O 0 1
1 0 0 0 0 0
x(k+1) = 0 2 -1 o z(k) + 6 0 u(k) (3.11)
2
-12 0 -3 2 0 —84
N———’
A B

Pour déterminer C et D, on fait la méme chose avec la sortie y(k) exprimée
en fonction de x(k) et u(k). On remarque que y1(k) = x3(k + 1) et y2(k) =
x4(k + 1), donc il suffit de prendre les deux derniéres lignes de x(k + 1) pour
avoir y(k), et les matrices C et D sont les deux derniéres lignes de A et B
respectivement :

y(k) = ( 6U1_(k?) +225(k) — 5 @3(k) )

—84uy(k) — 121 (k) — 3 x3(k) + 2 wa(k)
_1
(k) = (_22 . 2) 2(h) + (g _(;4> ay O
2 5
c D

On a ainsi construit le State-Space suivant, qui décrit le filtre modéle défini
par I’équation ([1.20]) et illustré par la figure :

0 0 0 o0 1
1 0 0 0[O0 O
1
P 2 (3) 60 (3.13)
-12 0 -3 2|0 -84
0 2 —3 0[6 0
-12 0 -3 2|0 -84

Comme mentionné en section [3.1.2] on remarque que cette matrice est assez
creuse.

3.1.6 State-Space correspondant a la forme directe II

Un filtre est souvent donné sous la forme des coefficients de sa fonction de
transfert. Il est donc utile de connaitre un State-Space décrivant le filtre modéle
correspondant a de tels coefficients.

Soit (a;)1<i<n, (bi)o<i<n des coefficients de fonction de transfert. On veut ex-
primer le filtre correspondant sous forme de State-Space en utilisant la construc-
tion présentée en section [3.1.5] Comme expliqué en section [2:2.6] le filtre associé
a ces coeflicients est SISO, alors que le filtre associé & un State-Space est MIMO.
On va donc voir ce filtre SISO comme un filtre MIMO avec n,, = n, = 1. On
notera u et y les signaux scalaires d’entrée et sortie du filtre SISO, et u et y les
signaux vectoriels de taille 1 correspondants du point de vue MIMO :

k) = (u(®)  yk) = (y()) (3.14)
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La premiére étape consiste a mettre le filtre sous forme de graphe de flot
de données. On a le choix entre plusieurs réalisations qui décrivent toutes le
filtre modéle associé aux coefficients de la fonction de transfert, notamment les
formes directes I et IT et leurs transposées (sections a . On choisit
la forme directe II (section [2.3.1)), définie par la relation suivante, ol e est un
signal auxiliaire :

e(k) = u(k) — Z aze(k —1)
N i=1 (rappel de I’équation (2.22))

y(k) = 3 bue(k — i)

=0

L’intérét de ce choix est que la forme directe II isole déja les informations a
mémoriser d’une étape sur 'autre dans le signal auxiliaire e. La forme directe 11
est donc facile & mettre sous forme de State-Space sans méme regarder le graphe
de flot de données (qu’on peut quand méme consulter dans la figure de la

section [2.3.1)).

La deuxiéme étape consiste a déterminer le vecteur d’état a(k). On voit
dans la relation ci-dessus que pour calculer e(k) et y(k), on a besoin des valeurs
passées e(k—1), e(k—2), ..., e(k—n), ou n est Pordre du filtre. On pose donc :

e(k —n)
z(k) = : (3.15)
e(k—1)

Encore une fois, I’ordre des composantes de & n’a pas d’importance mathémati-
quement. D’un point de vue algorithmique, ’ordre choisi facilite un peu la mise
a jour du vecteur x(k) en place. On peut vérifier sur le graphe de la figure m
que &1, ..., T, correspondent bien aux retards unitaires (de bas en haut a cause
de lordre choisi).

Enfin, on détermine les matrices de coeflicients en regardant comment x(k + 1)
et y(k) s’obtiennent a partir de x(k) et u(k). Pour les matrices A et B, on s’in-
téresse a x(k + 1).

e(k+1—n) e(k—(n—-1)) 2 (k)
e(k+1—(n—-1)) e(k — (n—2)) x3(k)

z(k+1) = = =|
e(k+1-2) e(k—1) (k)
e(k+1-1) e(k) e(k)

or e(k) = u(k) — Zaie(k — 1) =u(k) — arxn (k) — - — apx1(k) donc
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x2(k) 0
x3(k)
x(k+1)= +
—ar1xn (k) — - — apxy (k) u(k)
0 1 (PR 0 0
(3.16)
a(k+1)=| T e | [ u)
[ PO '.'o 1 0
(025 Ap—1 =+ —aq 1
——
A B
Pour les matrices C et D, on regarde le calcul de y(k).
y(k) = Z bie(k —1)
i=0
= bo(u(k) = @1 (k) =+ = an@1 (k) + bia(k) + - + by (k)
y(k) = b, — boan bp—1—boan—1  coeee b1 — boay ) z(k)
C
+ (bo) ulk)
—~—
D

(3.17)

On a ainsi construit un State-Space correspondant au filtre dont les coeffi-
cients de la fonction de transfert sont les a; et b; donnés. Ce State-Space est
caractérisé par la matrice Z suivante :

0 1 PR 0 0
: 0 :
(o W, 0 1 0
_an _an—l ...... —al 1
bp —boan  bn—1 — boan_1 -+ by —boay | by
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Formalisation. Pour des coefficients de fonction de transfert donnés, on définit
le State-Space obtenu ci-dessus, et on prouve que le filtre modéle décrit par ce
State-Space est bien le filtre correspondant a ces coefficients.

Variable tfc : @TFCoeffs RT.

Notation n := (TFC_n tfc).

Notation a := (TFC_a tfc).

Notation b := (TFC_b tfc).

Definition StSp_from_TFC : StateSpace := @Build_StateSpace RT 1 1 n
(* StSp_A *) (\matrix_(i,j) (if (i:nat) == (n-1)%nat then - a (n-j)

else if (i+1)%nat == j then 1 else 0))

(* StSp_B *) (\col_i (if (i:nat) == (n-1)%nat then 1 else 0))
(* StSp_C *) (\row_j (b (n-j) - a (n-j) * b 0))
(* StSp_D *) (b 0)%:M1.

Theorem StSp_from_TFC_correct :
to_SISO0 (filter_from_StSp StSp_from_TFC) = filter_from_TFC tfc.

La condition (i:nat) == (n-1)%nat caractérise la derniére ligne de A et B
puisque i est un ordinal de *I_n = {0,...,n — 1} converti en entier. La fonc-
tion filter_from_TFC définie en section produit directement un filtre
SISO, alors que filter_from_StSp donne toujours un filtre MIMO, qui ici vé-
rifie n, =n, =1 : on utilise to_SISO (section pour passer du second
au premier. De plus, filter_from_TFC se base sur la forme directe I. Comme
on a construit le State-Space a partir de la forme directe II, la preuve utilise
DFI_DFII_same_filter (section pour passer d’une forme directe a I’autre.
Ensuite, la preuve consiste principalement a montrer récursivement que le signal
x est bien constitué des valeurs antérieures de signal e de la forme directe II.

3.1.7 Le State-Space ne représente pas tous les filtres im-
plémentés

Dans la section [3.1.5] pour mettre I’exemple sous forme de State-Space, on
a écrit :

UQEk)
_ k)
wlb+1)= 2 (3uy(k) + za(k)) — &
3(—4(Tua(k) +x1(k)) — 5 z3(k
’U,g(k)
wl(k)
(rappel de (3.10))

On a eu besoin de développer les expressions des deux derniéres lignes. En
effet, dans un State-Space, chaque composante de x(k+ 1) et y(k) est exprimée
directement comme une combinaison linéaire des composantes de u(k) et x(k).
La dépendance de x3(k) en uq (k) doit donc étre exprimée par un seul coefficient :
on doit mettre le produit 2 x 3 = 6 dedans, ce qui force le développement de
Pexpression 2 (3u;(k) + uz(k — 2)). Cela ne pose pas de probléme lorsqu’on

x3(k)
)+ 5 za(k))
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s’'intéresse au filtre modéle. Mais en précision finie, on risque de ne pas obtenir
le méme résultat selon qu’on calcule 2 (3 uy (k) 4+ @2(k) ) — 5 @3(k) ou 6wy (k) +
2w2(k) — %323(]6)

Ainsi, dés qu’un filtre implémenté fait intervenir des calculs qui ne sont pas
équivalents a une somme de produits d’entrées ou de valeurs obtenues & des
étapes antérieures (donc stockables dans des états) par des constantes, ce filtre
implémenté ne peut pas étre représenté par un State-Space.

Pour pouvoir exprimer n’importe quel filtre implémenté, il faut pouvoir
transcrire la structure des calculs. C’est exactement ce que fera la SIF dans
la section (3.2 grace & des variables intermédiaires.

3.2 La SIF : réalisation universelle des filtres im-
plémentés

Comme expliqué au début de ce chapitre, ’objectif est de trouver une forme
universelle & laquelle on peut se ramener depuis n’importe quelle réalisation,
pour qu'une analyse d’erreurs d’arrondi effectuée sur cette forme puisse étre
appliquée a n’importe quel filtre LTT. On a vu que pour n’importe quelle réa-
lisation, on peut construire un State-Space qui définit le méme filtre modéle.
Cependant, ce n’est pas le cas pour le filtre implémenté : comme expliqué en
section le State-Space risque de modifier la structure des calculs et donc
le comportement en précision finie. Or quand on étudie les erreurs d’arrondi,
c’est le filtre implémenté qui nous intéresse. On a donc besoin d’une réalisation
qui est universelle aussi pour les filtre implémentés : la SIF (Specialized Implicit
Form) |54}, 55, 56].

La SIF est une extension du State-Space, beaucoup plus complexe avec neuf
matrices de coefficients au lieu de quatre. Elle garde le vecteur d’état (k) du
State-Space pour mémoriser les valeurs nécessaires. Mais elle utilise aussi un
vecteur auziliaire t(k + 1) accompagné d’une matrice J de forme particuliére,
qui permettent a eux deux de décrire n’importe quels calculs intermédiaires.
Ce mécanisme, détaillé dans la section permet a la SIF de reproduire
fidelement n’importe quelle structure de calculs. La section [3.2.2] énonce la dé-
finition mathématique de la SIF, et la section [3.2.3] présente sa définition en
Coq. La section [3.2.4 donne un exemple de construction d’une SIF décrivant un
filtre implémenté donné. Enfin, la section [3.2.5| explique comment passer d’'un
State-Space a une SIF et réciproquement ; notamment, cela permet a la SIF de
récupérer les propriétés du State-Space présentées en section [3.1.4]

3.2.1 Principe : vecteur auxiliaire t(k + 1) et matrice J
pour structurer les calculs

Reprenons le premier exemple jouet de filtre & deux entrées et une sortie :

yi(k) =2 (3ur(k) Fus(k—2)) — ya(k—1)  (rappel de (L19))
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On a vu en section [3:1.1] que pour le mettre sous forme de State-Space, on peut
poser :

x(k) = | ua(k — 2) (rappel de (3.1))
yi(k—1)

et on a alors :

331(]6 + 1) = ’U,Q(k‘)

z3(k+1) =2 (3uq(k) + 22(k) ) — %azg(/@) (rappel de (3.2))
v () =2 (Bur(8) + 2a(k)) — 5 s(0)

On a vu en section [3:1.7 que le probléme avec le State-Space est que chaque
composante de x(k + 1) et y(k) doit étre exprimée directement comme une
combinaison linéaire des composantes de u(k) et x(k). En particulier, on ne
dispose que d’un seul coefficient pour exprimer la dépendance de y; (k) en uq (k).
Ici, on doit mettre 2 x 3 = 6 dans ce coefficient, ce qui nous force a développer
Pexpression 2 (3uy (k) + x2(k) ).

Des résultats intermédiaires pour structurer les calculs. Pour éviter ce
probléme, on introduit un vecteur t(k + 1) permettant de définir des résultats
intermédiaires : chaque composante de t(k + 1) peut étre utilisée comme une
variable temporaire dans les calculs de x(k+1) et y(k) a partir de (k) et u(k).
L’indice k+1 dans t(k+1) sera expliqué dans la section Jappelle t(k+1)
le vecteur auziliaire ou vecteur intermédiaire. En considérant les t(k + 1) pour
chaque k, on obtient un signal t appelé signal auziliaire ou signal intermédiaire.

Dans I'exemple considéré, on utilise une composante de ¢(k+1) pour ajouter
une étape au calcul de y; (k) :

t1(k‘ + 1) — Sul(k) + wg(k')
(3.19)

La variable intermédiaire t;(k + 1), illustrée sur la figure [3.4] assure que la
structure des calculs reste la méme que dans I’équation (1.19). Ainsi, méme en

précision finie, les résultats calculés seront les mémes.

ti(k+1)

(k) | to(k+1)  yi(k)

[} | 3 ? S

ua(k) 2 (k+1) B @y (k1 aa(k) 2 j
0 ‘ © Jeatey)

FIGURE 3.4 — Graphe de flot de données du premier exemple jouet avec les x;
et t; pour la SIF

Notons que la SIF garde le méme vecteur d’état x(k) que le State-Space :
les valeurs des x;(k) restent les mémes, comme on peut le voir sur la figure
Ce qui change est la maniére dont ils sont calculés.
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Les signaux t et @ ont des roles trés différents. Le signal d’état x sert uni-
quement a sauvegarder des valeurs d’une étape a la suivante : au temps k, on
utilise seulement le vecteur d’état courant x(k), et on calcule seulement sa va-
leur suivante x(k + 1). Au contraire, le méme vecteur intermédiaire est a la
fois calculé et utilisé au cours de la méme étape, mais jamais réutilisé d’une
étape sur 'autre. Par convention, le vecteur intermédiaire au temps k est noté
t(k + 1) plutdt que ¢(k) car on verra en section que cela permet d’écrire
la STIF comme un State-Space implicite [4].

Reéutilisation des calculs. Un autre avantage des résultats temporaires est
d’éviter des duplications inutiles de calculs. Dans ’exemple, on remarque que
comme par construction x3(k+1) = y1(k), on fait les mémes calculs pour obtenir
x3(k + 1) et y1(k). Le State-Space n’a aucun moyen de mettre ces calculs en
commun. Mais grace au vecteur intermédiaire, on peut stocker le résultat dans
to(k + 1) puis le réutiliser directement pour @3(k + 1) et y1 (k). La succession
de calculs a effectuer a ’étape k est alors :

ti(k+1 %3u1( )+£132(k‘)

1

(k+1)
(k+1)
z(k+1) <—u2( ) (3.20)
$3(k‘+1) (—tg(k-i—l)

)

yi(k

—ta(k+1)

Interdépendance et ordre de calcul des t;(k + 1). Dans les calculs précé-
dents, on remarque que t2(k + 1) dépend de t;(k + 1). Pour pouvoir enchainer
des calculs intermédiaires mais éviter des dépendances circulaires, on décide que
chaque t;(k + 1) peut seulement dépendre des ¢t;(k + 1) pour j < i : tout se
passe donc bien si on les calcule dans 'ordre des indices croissants. On souhaite
exprimer cela sous une forme matricielle concise. Sur I'exemple, on remarque
que les calculs de ¢ (k + 1) et ta(k + 1) peuvent se récrire :

(_12 ?) t(k+1) = (8 (1) —Oé) z (k) + <3 8) (3.21)

On voit que les sous-matrices supérieures concernent ¢1(k + 1) et les sous-
matrices inférieures to(k + 1) grace aux 1 sur la diagonale de la matrice devant
t(k +1). De plus, le 0 dans cette matrice signifie bien que ¢1(k + 1) ne dépend
pas de ta(k + 1). En revanche, le calcul de to(k + 1) fait intervenir un terme
2t1(k+ 1) : ceci est représenté par le coefficient —2 (qui a changé de signe en
passant du membre droit au membre gauche de I'égalité). Le fait que chaque
ti(k + 1) ne puisse dépendre que des t;(k + 1) pour j < i est donc représenté
par la multiplication de £(k + 1) par une matrice triangulaire inférieure.

Cette remarque s’étend au cas général de la fagon suivante. Soit J une ma-
trice carrée triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et w un vecteur de
méme hauteur que J. On dispose alors d’un algorithme naturel pour construire
un vecteur v tel que Jv = w. De plus, cet algorithme fait que chaque v; peut
dépendre des v; pour j < i mais pas pour j > 4. Détaillons cet algorithme dans
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le cas ou les vecteurs sont de taille 3. On a alors :

1 0 0
J2,1 1 OJv=w (322)
Jsq1 Jz2 1

En développant le produit matriciel et en isolant v; dans la i-éme ligne, on
obtient :

V1 = W
v2 = wz — J2103 (3.23)

vy = w3 — J31v1 — J3202

Chaque v; dépend donc seulement de w; et des v; pour j < i. On remarque
que lalgorithme est similaire a la fin d’un pivot de Gauss.
Ainsi, on va écrire :

Jt(k+1) = w (3.24)

ou J est une matrice carrée triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale, et
w est un vecteur qui ne dépend pas de ¢(k + 1) mais peut tout a faire dépendre
de (k) et u(k). On aura alors un algorithme qui calcule les ¢;(k + 1) dans le
bon ordre avec les bonnes dépendances.

La ou le State-Space avait deux vecteurs x(k + 1) et y(k) & calculer a partir
de deux vecteurs (k) et u(k), la SIF aura donc trois vecteurs t(k+1), z(k+1)
et y(k) a calculer a partir de trois vecteurs t(k+1), (k) et u(k). La dépendance
de t(k+1) en lui-méme sera gérée par une matrice J comme expliqué ci-dessus.

3.2.2 Définition mathématique

On définit d’abord proprement la propriété dont on a eu besoin sur la ma-
trice J dans la section précédente. On appelle cette propriété Jprop. On peut
ensuite définir la SIF.

Définition 11 (Jprop). Une matrice carrée vérifie la propriété Jprop si elle
est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.

Définition 12 (SIF). Une SIF (Specialized Implicit Form) est la donnée de
neuf matrices de coefficients (J, K, L, M, N, P,Q, R, S), de tailles compatibles
comme indiqué ci-dessous ; de plus, la matrice J doit vérifier la propriété Jprop
ci-dessus. Le filtre modéle MIMO € correspondant a cette SIF est défini par la
relation entrée-sortie :

Jt(k+1) = Maxz(k)+ Nu(k)
H x(k+1) = Kt(k+1)+ Px(k)+ Qu(k) (3.25)
y(k) Lt(k+ 1)+ Rx(k) + Su(k)

En notant n; et ny les tailles respectives de t et x, les tailles des matrices sont :

J € RT"tx™ M € RT™ X "= N € RT™ X"
K € RT"=X™ P € RT"= XM= Q € RT"= X" (3.26)
L c R,Tny XNy R c RTTLy XMy S c RTnyX’rLu
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On remarque que si on enléve t(k + 1) de I'équation ainsi que toutes les
matrices qui sont lices a t(k+1) : J, M, N, K et L, on retombe exactement sur
I’équation définissant le State-Space, avec (P, Q, R, S) comme matrices de
coefficients.

Ecriture implicite et matrice Z. Comme pour le State-Space, I'équa-
tion (3.25) a une écriture implicite, avec une seule égalité faisant intervenir
des matrices par blocs :

J |o]o\ /tk+1) 0| M| N\ /tk)
"K|[I|0||zk+) |=[0[P Q| |=®k) (3.27)
-L|o0|I y(k) 0| R | S u(k)

On remarque que le vecteur ¢(k) apparaissant dans le membre droit est multiplié
seulement par des coefficients nuls : on aurait pu le remplacer par n’importe
quoi, mais écrire t(k) a plus de sens par rapport au reste de I’équation. De
plus, c’est en vue de cette écriture implicite que le vecteur intermédiaire pour le
temps k, figurant ici dans le membre gauche, est noté ¢(k + 1) plutot que t(k).
En effet, cela permet de toujours concaténer verticalement des valeurs de t et
x pour le méme indice temporel. En rassemblant ¢ et & dans un méme vecteur,
on retrouve alors un State-Space mais avec un terme a gauche : on parle de
State-Space implicite [4], d’on vient le nom Specialized Implicit Form.

Cette fois-ci, la matrice Z choisie pour décrire complétement la réalisation
n’apparait pas directement dans 1’égalité ci-dessus. On l'obtient en groupant les
coefficients variables des deux matrices par blocs de part et d’autre de ’égalité
(en prenant l'opposé de ceux qui était a gauche, car on peut considérer qu'ils
changent de coté pour rejoindre ceux a droite) :

-J
Z2 | K
L

v B

N
Q (3.28)
S

Cette écriture de la matrice Z, en particulier le signe « — » devant J, permet
aussi d’obtenir des formules plus simples pour la mesure de sensibilité de la
fonction de transfert en fonction des coefficients [106].

Dans la suite, une SIF particuliére sera souvent donnée sous la forme de juste
cette matrice Z.

Algorithme. Voici 'algorithme détaillé obtenu a partir de 1’équation .
Le calcul des ¢;(k + 1) a été expliqué en section Ici aussi, les calculs sont
généralement plus simples que ce que suggére I'algorithme, car les matrices de
coeflicients sont souvent creuses et beaucoup des coefficients non nuls sont des 1.
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Algorithme 6 : SIF

foreach k do
forie{1,...,n} do
i—1

ti(k+1) < Zl(_Jijtj(k +1)) + 21 M (k) + Zl Niju;(k)
J= i= i=
end
forie{l,...,n,} do

wi(k+1) Zl Kijt;(k) + Zl Pija;(k) + Zl Qiju;(k)
J= 1= =

end
oric{l,...,n,} do

yi(k) < Zl Lijt;(k) + -21 Rijx;(k) + Zl Siju;(k)
i= j= i=

end

-

end

Filtre implémenté. Intéressons-nous maintenant au filtre implémenté associé
a une SIF pour un format de précision finie F (dont on suppose qu’il contient 0
et —1, ce qui est généralement le cas) et un arrondi O vers ce format. Ceci est
similaire au filtre implémenté d’un State-Space en section et on utilise les
mémes notations. La seule difficulté supplémentaire est le calcul du vecteur in-
termédiaire t*(k+1) du filtre implémenté .7°*, puisque ses composantes peuvent
dépendre les unes des autres.

Supposons pour l'instant que les coefficients des matrices J, M et IN sont
dans le format de précision finie F. On voit dans l'algorithme [6] qu'on peut
caractériser tf(k + 1) ainsi :

ti(k+1)

ik +1)=(=Jix - —Ji | rowi(M) [ rowi(N)) © | g2 (4 1)

(3.29)
ot row; (M) est la i-iéme ligne de M. Mais cette relation ne s’étend pas trés
bien au vecteur t*(k + 1) en entier, vu que le nombre de termes dépend de i.
Cependant, considérons que lorsqu’on utilise le symbole @ de produit matriciel
en précision finie, on ignore les termes faisant intervenir un coefficient constant
nul. On peut alors écrire, afin de faire apparaitre des matrices de la méme taille
pour tous les indices 7 :

t(k+1)

t:(k+1) = (—Ji,l oo =Jiie1 0 0 ‘ row,; (M) ‘ row; (IN) )@ x*(k)

u(k)
(3.30)
De plus, la matrice J vérifie la propriété Jprop, c’est-a-dire qu’elle est triangu-
laire supérieure avec des 1 sur la diagonale. On sait donc que J;; = let J; ; =0
pour j > i. On en déduit que la matrice (_Ji,l e =Jii1 00 - O) est
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la i-iéme ligne de la matrice I — J. On a donc :

ti(k+1) = (row;(I — J) | row;(M) | row;(N)) ® z*(k) (3.31)

On en déduit enfin une relation pour tout le vecteur ¢*(k + 1) :

t*(k+1)
t'k+l)=I-J|M|N)o | =k (3.32)

On avait supposé que les coeficients des matrices de J, M et IN sont dans
le format de précision finie. Enlevons maintenant cette hypothése. Comme en
section [3.1.2] pour le State-Space, il faut arrondir chaque matrice. Encore une
fois, le cas de J est particulier. Ce ne sont pas directement les coefficients de J
qui sont utilisés, mais leurs opposés. Arrondir directement ces opposés a donc
plus de sens, et facilitera ’analyse des erreurs d’arrondi en section De plus,
comme on a supposé que 0 et —1 sont dans le format de précision finie, et vu que
la diagonale de J ne contient que des 1, les matrices I + O(—J) et O(I — J)
sont égales.

Voici donc la relation définissant le filtre implémenté correspondant a une
SIF (les autres matrices de coefficients et les calculs de z*(k + 1) et y*(k) étant
gérés exactement comme en section :

t(k+1)
t'(k+1) = (oI —-J)| o(M)| Oo(N))o | =*(k)

2 z(k+1)

(OK) | oP)| o@)e | = (k)

yr(k) = (o(L) | o(R) | O(S))@ |_=*(k)

3.2.3 Définition Coq

On a vu que la condition Jprop (définition implique que J est inversible.
Afin de pouvoir travailler avec son inverse, on demande désormais & I’anneau
commutatif RT d’étre aussi unitaire.

Context {RT : comUnitRingTypel.
Condition Jprop. On commence par définir la propriété Jprop.

Definition Jprop {n : nat} (A : ’M_n) :=
(forall i : ’I_n, Aii= ({1 :RT)) A
(forall i j : I_n, (i < j)¥%nat — A i j = 0).

Comme on a vu en section [3:2.1] si J vérifie Jprop alors on peut facilement
résoudre Jv = w en v. Cela ne demande méme pas de division ou d’inverse. On
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définit cette procédure & ’aide d’une récurrence forte sur nat, similaire & celle
sur int présentée en section [2.1.5] Cette construction est définie pour n’importe
quelle J, mais renvoie bien le v attendu lorsque J vérifie Jprop, comme on
prouve dans le lemme solve_J_mult_correct. On en déduit que cela revient
a multiplier par l'inverse de J : par la suite, on utilisera plutot le corollaire
solve_J_mult_invmx, qui est plus simple & manipuler grace aux lemmes pré-
existants sur 'inverse d’une matrice. La notation v _[i] ou A _[i, j] repré-
sente le coefficient en position i ou (i, j) du vecteur v ou de la matrice A lorsque
i et j sont des entiers de type nat (plus de détails en section .

Definition solve_J_mult {n : nat}
(J : °M[RT]_n) (w : ’cV_n) : ’cV_n :=
\matrix_(i,_) @strongrec RT O (fun i v_before_i =
w _[i] - \sum_(0 < k < i) J _[i, k] * v_before_i k) i.

Lemma solve_J_mult_correct (J : ’M_n) (w : ’cV_n)
Jprop J — J *m solve_J mult J w = w.

Corollary solve_J_mult_invmx {n : nat} (J : °M[RT]_n) (w : ’cV_n)
Jprop J — solve_J_mult J w = (invmx J) *m w.

Définition d’une SIF. Comme pour le State-Space en section une SIF
en Coq est donnée par ses neuf matrices de coefficients, de tailles appropriées.
On demande aussi une preuve que J vérifie la condition Jprop.

Context {nu ny nx nt : nat}.

Record SIF := { SIF_J : M[RT]_nt ;
SIF_Jprop : Jprop SIF_J 5
SIF_K : M[RT]_(nx, nt) ;
SIF_L : "M[RT]_(ny, nt) ;
SIF_M : °M[RT]_(nt, nx) ;
SIF_N : M[RT]_(nt, nu) ;
SIF_P : M[RT] _nx ;
SIF_Q : °M[RT]_(nx, nu) ;
SIF_R : "M[RT]_(ny, nx) ;
SIF_S : PM[RT]_(ny, nu) ;

}.

Filtre modéle correspondant. Etant donnés une SIF sif et un signal d’entrée
u, on construit le vecteur d’état x récursivement, puis la sortie y, comme pour
le State-Space en section B.1.3] La différence est que les deux dépendent aussi
du terme t(k + 1). Encore une fois, quand on ferme la section Build_output, y
devient de type SIF — signal — signal : c’est la fonction filter_from_SIF
qu’on voulait construire.

Section Build_output.
Variable sif : SIF.

Notation J := (SIF_J sif). (* idem pour K, L, M, N, P, Q, R, S *)
Variable u : vsignal nu.
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Notation compute_tS uk xk := ((invmx J) *m (M *m xk + N *m uk)).

Definition x := signal_peanorec
(fun k xk = K *m compute_tS (u k) xk + P *m xk + Q *m u k).

Fact y_causal :
causal (fun k =
L *m compute_tS (u k) (x k) + R *m x k + S *m u k).
Definition y := Build_signal y_causal.

End Build_output.
Definition filter_from_SIF : SIF — filter :=y.

Un filtre implémenté est caractérisé par deux éléments principaux : la struc-
ture des calculs (choix, ordre et parenthésage des opérations) et 'arithmétique
en précision finie utilisée (format et arrondi pour chaque variable et opération).
A travers la SIF, on a déja formalisé la structure des calculs. On pourrait aussi
définir le filtre implémenté associé a une SIF étant donnés des formats et arron-
dis : il suffirait d’ajouter des annotations a chaque calcul, mais ce n’est pas trés
intéressant dans le cadre de ma formalisation. En effet, ce qui nous intéresse est
Perreur finale Ay = y* —y, et on verra en section qu’on préfére ’exprimer
sans passer par le filtre implémenté de toute fagon.

3.2.4 D’un filtre implémenté donné & une SIF : exemple

On a vu que l'intérét de la SIF est que n’importe quelle réalisation de filtre
LTT peut étre représentée sous forme de SIF, donc bénéficier de 'analyse des
erreurs d’arrondi dans la SIF (qui sera l'objet du chapitre . Cette section
explique comment s’y prendre en pratique pour traduire une réalisation donnée
en une SIF, et illustre ce procédé sur un exemple. Cette traduction doit bien str
conserver le filtre implémenté, afin que le comportement des erreurs d’arrondi
soit le méme dans la réalisation initiale et dans la SIF qui sera analysée. Un
algorithme de traduction similaire est détaillé et implémenté en Python par
Volkova [108].

Voici comment traduire une réalisation donnée vers une SIF décrivant le

méme filtre implémenté :

— Mettre cette réalisation sous forme de graphe de flot de données (sec-
tion [2.2.5)).

— Associer une variable d’état x;(k) a chaque délai unitaire du graphe ;
I’ordre n’a pas d’importance.

— Associer une variable intermédiaire ¢;(k + 1) a chaque fil du graphe qui
en a besoin : résultat d’une addition ou d’une multiplication par une
constante qui doit encore se faire additionner ou multiplier (structuration
des calculs), ou qui est utilisé plusieurs fois (réutilisation des calculs). Il
faut les ordonner de maniére a ce que ¢;(k + 1) dépende éventuellement
des t;(k + 1) avec j < 4, mais jamais de ceux avec j > i. C’est toujours
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possible vu qu'un graphe correct d’une réalisation n’aura pas de cycle de
dépendance.

— Exprimer chaque #;(k + 1), x;(k + 1) et y;(k) en fonction des ¢;(k +
1), @;(k) et u;(k). En comparant avec I’équation , en déduire les
coefficients des matrices (J, K, L,M,N,P,Q,R,S). Siles t;(k+1) ont
été correctement ordonnés, la matrice J vérifiera bien la propriété Jprop.

On remarque que les deux premiéres étapes sont identiques a la traduction
d’un filtre vers le State-Space (section . En effet, on a vu dans la sec-
tion que la SIF garde le méme vecteur d’état x(k) que le State-Space.
La troisiéme étape est bien stir nouvelle. La quatriéme est similaire au cas du
State-Space, mais avec beaucoup plus de variables et donc de coefficients & dé-
terminer.

On peut exprimer le méme filtre implémenté avec beaucoup de SIF diffé-
rentes. Par exemple, si on permute les coefficients de x(k), ou méme certains
des coefficients de t(k + 1) dans la mesure ou les dépendances le permettent,
on obtient d’autres SIF qui décrivent le méme filtre implémenté. Il s’agit donc
simplement de construire une SIF convenable parmi d’autres.

Tllustrons cette traduction vers la SIF sur notre exemple jouet de filtre &
deux entrées et deux sorties. Ce filtre est défini par ’équation (1.20)), a laquelle
correspond l'algorithme suivant :

Algorithme 7 : Exemple de filtre implémenté a traduire vers une SIF

foreach k do

yl(k‘) — 2(3’[1/1(](3) +u2(k — 2)) — %yl(k'— 1)

ya(k) 3 (=4 (Tuz(k) +uz(k —1)) = gy1(k — 1) + ya(k — 1))
end

Les calculs doivent étre effectués en utilisant des sommes de produits autant
que possible, mais sans développer les expressions.

Les deux premiéres étapes, le graphe de flot de données et le vecteur d’état
x(k), sont les mémes que pour le State-Space : on peut les reprendre directement
de la section [3.1.5] ol on avait traduit le méme exemple vers un State-Space.
Le graphe est a nouveau donné dans la figure sur laquelle sont indiqués les
x;, mais aussi les ¢; choisis plus bas. On rappelle que le signal d’état qui avait
été choisi est défini par :

Uz(k)
zk+1)= uif(;)l) (rappel de (3.9))
y2(k)

Ensuite, on veut déterminer les variables intermédiaires ¢;(k + 1). On a vu
dans la section que pour le sous-filtre avec une seule sortie y1(k), on veut
deux variables intermédiaires :

t1(/€+ 1) = 3u1(k) +UQ(]€— 2)

rappel de (3.20))
talk+1) = 31 (k) ( &)
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ti(k+1)

N 4(k 5(k
\i<w4(k) “ 0 [zak+)

FIGURE 3.5 — Graphe de flot de données du second exemple jouet avec les x;
et t; pour la SIF

La premiére sert a éviter de développer le facteur 2 dans le calcul de y;(k), et
la seconde a faire une seule fois le calcul de y1 (k) et 3(k + 1) qui sont égaux.

Dans le calcul de ya(k), afin de ne pas développer les expressions, on veut
stocker deux autres résultats intermédiaires :

tg(k + 1) = 7UQ(I€) + Uz(k — 1)

ti(k+1) = —4(Tug(k) +ua(k — 1)) — %yl(k -1+ %yz(k -1 (339

1 1
= —4tz(k+1) — §y1(k —1)+ g?ﬂ(k* 1)

On remarque sur le graphe que les valeurs —1 x3(k) et 3¢4(k + 1) sont

utilisées deux fois chacune. Cependant, on ne peut pas mettre en commun le
calcul de —5 x3(k) dans une variable intermédiaire sans modifier la structure
des calculs. En effet, ce calcul n’est jamais effectué séparément ; a la place,
—% x3(k) apparait dans des sommes de produits qui sont censées étre calculées
en une seule opération : 2¢1(k+1) — § 3 (k) et —4t3(k+1) — L x3(k) — L x4 (k).
En revanche, calculer 3t4(k + 1) dans une variable intermédiaire pour utiliser

le résultat plusieurs fois ne pose pas de probléme. On définit donc :

t5(k+1) = 3t4(k +1) (3.35)

On doit maintenant exprimer chaque composante de t(k + 1) en fonction de
seulement les ¢;(k + 1) d’indice plus petit, les x;(k) et les u;(k) :

t1(k+ 1) = 3ur (k) + us(k — 2) = 3ur (k) + 2(k)
ta(k+1) = g1 (k >—2t1<k+1>—§ws<k>

ta(k+ 1) = Tua(k) + @1 (k) (3.36)
ta(k 1 1) = —4t5(k+1)—%m3(k)+%x4(k)
ts(k+1) = 3ta(k + 1)

On en déduit les matrices de coefficients J, M et N (la dépendance de ¢;(k + 1)
en t;(k+ 1) pour j < i étant gérée par la matrice J comme expliqué en sec-
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tion [3.2.1)) :

1..' Opvneenens 0 01 0 o0 3 0
9 el 00 -1 0 0 0

0 0 tk+1)=[1 0 01 (1) k) + |0 7| wuk)
0 0 4 0 00 -5 3 0 0
0 0 0 -371 00 0 0 0 0
); M N

(3.37)

Ensuite, on exprime @(k + 1) en fonction de t(k + 1), (k) et u(k). No-
tons que ses composantes ont les mémes valeurs que dans le State-Space de la
section [3.1.5] mais ne sont pas calculées de la méme maniére.

( ) ( ) (3.38)
x3(k+1) =y1(k) =t2(k+1)
0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 1
0O 0 0 0 O 1 0 0 O 0 0
xk+1)= 0100 0 tk+1)+ 00 0 0 z(k) + 0 0 u(k)
0 0 0 0 1 0 0 0 O 0 0
N—_— ——— ——
K P
(3.39)

Enfin, on fait la méme chose pour y(k). Comme y(k) est égal aux deux
derniéres lignes de x(k + 1), les matrices L, R et S obtenues sont les deux
derniéres lignes de K, P et QQ respectivement.

yi(k) = ta(k +1)
y2(k) = ts(k +1)

y(k)—<8 o ?)t(k+1)+<8 - 8) w(k)+<8 8) u(k) (3.41)
L

(3.40)

——
R S

On a ainsi construit une SIF qui décrit le filtre implémenté défini par ’équa-
tion ([1.20)), également représenté par la figure Voici cette SIF écrite sous la
forme d’une seule matrice par blocs :

-1 0 0 0 0|01 0 0|30
2 -1 0 0 0[]0 0 —3 0[0 0
0 0 -1 0 0|10 0 0|07
0 0 -4 -1 0[]0 0 —3 %]|0 0
0 0 0 3 -1/00 0 0|0 O
Z=|0 0 0 0 O0]0O0 0 001 (3.42)
0o 0 0 0 0|10 0 0|00
01 0 0 0|00 0 0|00
0O 0 0 0 1|00 0 0|00
0 1 0 0 0|00 0 0|0 O
00 0 0 1|00 0 0|00
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Comme mentionné en section [3.2.2] on remarque que cette matrice est trés
creuse, et que beaucoup des coefficients non nuls sont des 1.

Voici l'algorithme correspondant & cette SIF. Il calcule le méme signal de
sortie que l'algorithme [7] méme en précision finie.

Algorithme 8 : SIF construite pour I'exemple

foreach k do
t4(k + 1) — 4t5(k + 1) -3 333(]6) + %1124(]{7)
ts(k+1) <—3t4(k;+ 1)

orlb 1) o)
x4k + 1)« ts5(k+1)
y1(k
ya(k

) < ta(k+1)
)(—t5(k‘+1)

end

3.2.5 Traductions depuis et vers le State-Space

Cette section explique comment passer d'un State-Space a une SIF et réci-
proquement. La traduction des autres réalisations définies précédemment vers
une SIF fera l'objet de la section Celle vers le State-Space est présentée ici
car elle est rendue trés simple par le fait que la SIF soit une extension du State-
Space. Et exceptionnellement, on s’intéresse aussi a la traduction réciproque, de
la SIF vers le State-Space : elle permet & la SIF de récupérer des propriétés déja
connues du State-Space.

Du State-Space a la SIF. Soit (A, B,C,D) un State-Space. On a vu en
section que si on enléve tout ce qui concerne ¢ de la définition de la SIF,
on retombe sur un State-Space. 11 suffit donc de choisir n; = 0, ce qui signifie
que les matrices J, M, N, K et L ont au moins une dimension nulle, et de
poser :

P=A Q-=B,

R=C, S=D. (3.43)

La matrice Z correspondante est :

( a5 > (3.44)

On voit facilement dans I’équation définissant la SIF qu’on obtient exacte-
ment I’équation définissant le State-Space. Les filtres modéle et implémenté
sont donc bien stir les mémes.

Comme on expliquera en section on prouve seulement la conservation
du filtre modéle en Coq, puisque la notion de filtre implémenté n’a pas été
définie. Pour les matrices qui ont une dimension nulle, on doit quand méme
donner une matrice explicite, qui n’a bien str pas d’importance. Pour J, on
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choisit une matrice identité car on a déja prouvé que celle-ci vérifie toujours
Jprop ; pour les autres, on utilise simplement une matrice nulle. La preuve ne
pose pas de difficulté. On prouve que les vecteurs d’état x(k) sont les mémes
par récurrence, puis que les sorties sont les mémes, pour le State-Space initial
et la SIF construite.

Variable stsp : @StateSpace RT nu ny nx.
Notation A := (StSp_A stsp). (* idem pour B, C, D *)

Definition SIF_from_StateSpace : SIF :=
OBuild_SIF RT nu ny nx O

(* SIF_J %) (1%:M : °M[RT]_0)
(* SIF_Jprop *)  Jprop_1
(x SIF_K %)
(x SIF_L =*)
(x SIF_M %)
(* SIF_N %)
(* SIF_P %)
(x SIF_Q *)
(x SIF_R %)
(* SIF_S *)

QW O O O O

Theorem SIF_from_StateSpace_same_filter :
filter_from_SIF (SIF_from_StateSpace stsp)
filter_from_StSp stsp.

De la SIF au State-Space. Soit (J,K,L,M,N,P,Q,R,S) une SIF. Le
State-Space suivant décrit le méme filtre modele (rappelons que la propriété
Jprop implique que la matrice J est inversible et son inverse est facile a calculer) :

A=KJ 'M+P, B=KJ !N +Q,

C-LJ'M+R, D=LJ'N+S. (3.45)

Cependant, le filtre implémenté n’est pas forcément conservé. Ce n’est pas sur-
prenant, étant donné qu’'un filtre LTI implémenté peut toujours étre mis sous
forme de SIF, mais pas toujours sous forme de State-Space.

La définition en Coq est immédiate. La preuve est similaire a celle de la
traduction d’un State-Space vers une SIF vue précédemment.

Variable sif : SIF.
Notation J := (SIF_J sif). (* idem pour K, L, M, N, P, Q, R, S *)

Definition StateSpace_from_SIF : StateSpace :
Build_StateSpace

(*x StSp_A *) (K *m invmx J *m M + P)
(* StSp_B *) (K *m invmx J *m N + Q)
(* StSp_C *) (L *m invmx J *m M + R)
(* StSp_D *) (L *m invmx J *m N + S).

Theorem StateSpace_from_SIF_same_filter :
filter_from_StSp (StateSpace_from_SIF sif)

filter_from_SIF sif.
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On peut ainsi appliquer a la SIF des propriétés connues sur le State-Space.
Cela permet par exemple d’obtenir la réponse impulsionnelle et la fonction de
transfert d’une SIF en passant par les expressions pour le State-Space vues en
section La réponse impulsionnelle en particulier sera utile en section
On en déduit aussi trivialement que le filtre défini par une SIF est LTI (méme
si cela ne serait pas difficile & montrer directement sur la SIF).

Corollary filter_from_SIF_is_LTI
LTI_filter (filter_from_SIF sif).

Cette traduction d’une SIF vers un State-Space permettra aussi de prouver trés
facilement des propriétés sur la transformation d’une SIF en d’autres SIF dans
la section [3.4] & partir de propriétés similaires sur le State-Space.

3.3 Des réalisations usuelles vers la SIF

La section [3.2.4] explique comment traduire n’importe quelle réalisation de
filtre LTT vers une SIF en conservant le filtre implémenté, afin de pouvoir profiter
de I'analyse des erreurs d’arrondi dans la SIF du chapitre [d] La section courante
explicite cette traduction vers la SIF pour des familles de réalisations usuelles
présentées dans la section : les formes directes I et II, la forme directe II
transposée et les décompositions paralléle et en cascade.

Ces traductions sont formalisées en Coq et sont accompagnées de la preuve
que le filtre modéle est bien conservé. Mais la conservation du filtre implémenté
n’est pas exprimée en Coq, puisque le filtre implémenté n’est pas directement
défini comme expliqué en section Il serait pertinent de prouver la conser-
vation du filtre implémenté si celui-ci était défini par une source extérieure a
ma formalisation. Relier ma formalisation & d’autres formalisations existantes
est une perspective a long terme discutée en section [6.3.3]

3.3.1 Forme directe I

Soit (a;)1<i<n €t (b;)o<i<n des coefficients de fonction de transfert. Rappe-
lons l'algorithme 0] définissant le filtre implémenté correspondant en utilisant la
forme directe I, ou le calcul doit étre effectué avec une seule grande somme de
produits. On veut construire une SIF décrivant le méme filtre implémenté.

Algorithme 9 : Forme directe I (rappel de 'algorithme [3))

foreach k do
| y(k) = 3o biu(k — i) + 200 (—ai)y(k — 1)

end

Ce filtre est SISO, mais la SIF définit des filtres MIMO. On va donc le
représenter par un filtre MIMO avec n, = ny, = 1. Comme en section on
note u(k) entrée scalaire et u(k) est le vecteur de taille 1 correspondant, et de
méme pour la sortie :

ulk) = (uk) k) = (k) (3.46)
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On voit sur le graphe de flot de données de la figure qu’il y a 2n valeurs
a retenir, qui sont les u(k — ) et y(k — i) pour 1 <4 < n. On pose donc :

u(k —n)
u(lk—n+1)
(k) = Z((l’j - 3 (donc ny = 2n) (3.47)
ylk—n+1)
y(k 1)

L’ordre n’a pas d’importance, puisque les calculs des composantes de x(k + 1)
seront indépendants. Comme en section on a choisi un ordre qui simplifie
un petit peu les choses pour une mise a jour de x(k) vers x(k + 1) en place,
mais cela n’affecte pas la sortie du filtre implémenté.

Ici, on n’a pas besoin du vecteur intermédiaire ¢(k + 1) pour représenter la
structure des calculs, vu que I’algorithme [J] est déja une somme de produits de
coefficients constants par des valeurs disponibles soit dans u(k), soit dans x(k).
En revanche, on remarque que @2, (k+1) = y(k). Le résultat de cette somme de
produits est donc utilisé deux fois. On décide alors de stocker ce résultat dans
t1(k + 1) pour éviter une duplication inutile du calcul :

tk+1) = (y(k)) (donc n; = 1) (3.48)

Maintenant qu’on a déterminé le signal d’état x et le signal intermédiaire ¢, il
ne reste plus qu’a exprimer t(k+1), z(k+1) et y(k) en fonction de t(k+1), x(k)
et u(k), puis comparer ces expressions avec I’équation pour en déduire
les matrices de la SIF.

Le calcul pour ¢(k + 1) est :

n n

ti(k+1) =Y bulk—i)+ Y (—a)y(k —i)

i=0 i=1

= bou(k) + Z bi$n+1—i(k) + Z(_ai)mQ'll-i-l—i(k)
i=1 i=1

2n

= bouy (k) + i bpyi—izi(k) + Z (—aznt1-:)xi(k)
i=1 i=n+1
(ekrn=(ba - b e o —ar) @)+ (o) ulk)
-~

(3.49)

Pour x(k + 1), les anciennes valeurs de la forme u(k — i) et y(k — i) sont
récupérées dans x(k). Les seules nouvelles valeurs sont u(k) = w1 (k) a laquelle
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on a directement acces, et y(k) qui a été calculée dans ¢, (k + 1).

ulk —n+1) @3 (k)
u(k@l) mgg
EAD =y —n+1) | | @ara)
Yk = 1) o (k)
y(k) t1(k+1)
0 00 1. Oeeveeeeeenns 0 0
1o 0
; 0 -, : 1
w(k+1) = | [tk+1)+ R E RS I
L 0 :
0 o1
1 [ P -0 0
K p Q
(3.50)
Enfin, comme on a déja calculé y(k) dans t1(k+ 1), on a :
y(k) = (1) t(k+ 1)+ (0 ....... 0) (k) + (0) u(k) (3.51)
-~ —_— -~

Sans surprise vu que @a,(k 4+ 1) = y(k), les matrices L, R et S sont identiques
a la derniére ligne de K, P et Q respectivement. Mais grace au calcul intermé-
diaire dans t(k+1), ces matrices sont trés simples. Sans celui-ci, R et la derniére
ligne de P seraient notre matrice actuelle M au lieu d’étre nulles.

La forme directe I est donc décrite par la SIF suivante :

B 7 S —aq | b
0 0. 1. Opevervvreinnnieanns 0 0
S a0 el Col1
=] RETTE D (3:52)

: : . O

0 : el :
1 (v e et et e e 0 0
1 O cveemmmee e 0 0

Encore une fois, on remarque que cette matrice est trés creuse, et beaucoup des
coefficients non nuls sont des 1.
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Formalisation. Pour formaliser cette traduction vers la SIF, on se donne des
coefficients et on définit la SIF correspondant & la matrice Z ci-dessus. Encore
une fois, on fait attention aux indices de matrice qui commencent & 0 en Coq.

Variable tfc : TFCoeffs.

Notation n := (TFC_n tfc).
Notation a := (TFC_a tfc).
Notation b := (TFC_b tfc).

Definition SIF_from_DFI : SIF :=
OBuild_SIF RT 1 1

(* nx *) (2#n)
(x nt *) 1
(x SIF_J *) 1%:M
(* SIF_Jprop *) (Jprop_1)
(* SIF_K *) (\matrix_(i,_)
if ((i:nat) == 2*n-1)%nat then 1 else 0)
(x SIF_L %) 1%:M
(x SIF_M *) (\matrix_(_,j) if ((j:nat) < n)%nat
then b (n-j)%nat else - a (2*n-j)Y%nat)
(x SIF_N %) (b 0)%:M
(x SIF_P *) (\matrix_(i,j)

if ((i:nat) !'= (n-1)%nat) && (i+1 == j)Ynat
then 1 else 0)

(* SIF_Q *) (\matrix_(i,_)

if (i:nat) == (n-1)%nat then 1 else 0)
(* SIF_R *) 0
(* SIF_S *) 0.

On prouve ensuite la conservation du filtre modéle. Supposer n > 0 facilite
la preuve en assurant que le vecteur x(k) n’est pas de dimension nulle ; si n = 0,
le filtre est de toute fagon réduit & une multiplication par une constante.

Hypothesis n_gt0 : (n > 0)%nat.

Theorem SIF_from_DFI_same_filter :
to_SISO0 (filter_from_SIF SIF_from_DFI) = filter_from_TFC tfc.

La preuve est assez longue car on montre que chaque coefficient des signaux &
et « joue le bon role, mais elle ne présente pas de difficulté particuliére.

3.3.2 Forme directe II

On considére a nouveau des coefficients (a;)1<i<n €t (b;)o<i<n. On s’intéresse
au filtre implémenté correspondant en utilisant la forme directe II, décrit par
l'algorithme [I0] Comme d’habitude, on représente le filtre SISO d’entrée u et
sortie y par un filtre MIMO ou n, = ny, = 1, d’entrée u et sortie y.
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Algorithme 10 : Forme directe II (rappel de I’algorithme [4)
foreach k do

e(k) + u(k) + Z(—ai)e(k‘ —1)

n

y(k) < Y bie(k — i)
=0
end

Le vecteur d’état est le méme que celui du State-Space, qu’on a déja déter-
miné dans la section [3.1.6] :

x(k) = (donc ny = n) (3.53)

On a vu dans la section que 'algorithme de la forme directe II ne peut
pas étre décrit sous forme de State-Space, car celui-ci force le développement du
terme e(k) dans le calcul de y(k). La SIF résout ce probléme en calculant e(k)
dans t1(k+ 1) :

t(k) = (e(k)) (donc n; = 1) (3.54)

D’ailleurs, ce résultat servira pour y(k) mais aussi pour @, (k + 1) = e(k). ILci,
une seule variable intermédiaire €1 (k + 1) sert donc a la fois & structurer les
calculs et a éviter de les dupliquer.
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Maintenant que les signaux x et t ont été décidés, on peut déterminer les
matrices de la SIF correspondante :

n

ti(k+1) = e(k) = u(k) + Y _(—ar)e(k — i)

=1

n
+Z —a; wn—i—l 7 )

1=

n (3.55)
= + Z —An41—i wz )
i=1
(1) ¢k +1) = (—an a0+ (1) u(k)
~~ ~—~
J M
e(k—.n—&- 1) o (k)
x(k+1)= =
( ) e(k—1) ., (k)
e(k) t1(k+1)
0 0. 1. 0peeeee 0 0
b= | 1 ekan+ | e | e
0 : 1 :
1 o 0 0
—— ——
K P Q
(3.56)
i=0 i=1 (3.57)
yk) = (bo) tk+ )+ (by - b )ak)+ (0) ulk)
—~— ~—
L R S
La SIF obtenue est :
=1 | =@y s —a7 | 1
0 0 I 0.-nee 0
0| : RPN T
1 [ P, 0 |0
bo | bpoevvoooenioonnnins by |0

Formalisation. La formalisation est similaire & celle de la traduction vers la

forme directe I en section La preuve est cependant plus rapide car le
vecteur d’état est plus simple.
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Variable tfc : TFCoeffs.

Notation n := (TFC_n tfc).
Notation a := (TFC_a tfc).
Notation b := (TFC_b tfc).

Definition SIF_from_DFII : SIF :=
@Build_SIF RT 1 1

(* nx *) n
(* nt *) 1
(x SIF_J *) 1%:M
(* SIF_Jprop *) Jprop_1
(* SIF_K *) (\matrix_(i,_)
if (i:nat) == (n-1)%nat then 1 else 0)
(x SIF_L *) (b 0)%:M
(* SIF_M %) (\matrix_(_,j) - a (n-j)%nat)
(x SIF_N *) 1%:M
(* SIF_P *) (\matrix_(i,j) if (i:int)+1 == j then 1 else 0)
(x SIF_Q *) 0
(* SIF_R *) (\matrix_(_,j) b (n-j)%nat)
(x SIF_S *) 0.

Hypothesis n_gt0 : (n > O)%nat.

Theorem SIF_from_DFII_same_filter :
to_SISO (filter_from_SIF SIF_from_DFII) = filter_by_DFII tfc.

3.3.3 Forme directe II transposée

Toujours & partir des mémes coefficients, on considére la forme directe II
transposée présentée dans la section dont le graphe de flot de données a
été donné en figure On utilise toujours les mémes notations que dans les
sections et [3:3:2 pour lentrée et la sortie vues comme des scalaires ou des
vecteurs de tailles 1.

On assigne les x; aux délais unitaires de ce graphe comme indiqué en fi-
gure On remarque que le résultat de bou(k) + @x1(k) donne y(k), mais va
aussi &tre multiplié par les (—a;) respectifs pour obtenir les &;(k+1). On calcule
donc ce résultat intermédiaire dans t1(k + 1), comme illustré sur la figure
Cette méme variable intermédiaire permet donc a la fois de structurer le cal-
cul en évitant de développer la multiplication par (—a;) par l'addition, et de
réutiliser le méme résultat plusieurs fois.

On lit alors les calculs sur le graphe :

(1) tk+1=(1 0-nnon 0) (k) + (o) w(k) (3.59)
b
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FI1GURE 3.6 — Graphe de la forme directe II transposée avec les x; et t; choisis

—altl(k + 1) + SCQ(/{J) + blu(k:)
zk+1)=
—ap—1t1(k+ 1)+ z,(k ) + bn 1u(k)
—ant1(k+1) + byu(k
—ar \ (0. 1. 0ieeeens O by
e+ =|  |th+1)+ 0 zk)+ | | ulk)
—aﬁfl 1 bn—1
—a, / \O-eeiia 0 by,
—_—— ————
K Q
(3.60)
y(k) =t (k + )
y(k) ( )tk + 1)+ (0 0) (k) + (0) u(k) (3.61)
—_— -~
R S
La forme directe II transposée est donc décrite par la SIF suivante
1 I ¢ 0| by
—ay [ 0. 1. 0yoeee 0] b
z=| |1 ) (3.62)
—a;L,l 1 bn,1
—an O ................ 0 by,
1 0 oot 0 0

Formalisation. La formalisation est similaires aux sections précédentes. La
forme directe II n’avait pas été définie en Coq. Cependant, le filtre modéle associé
a la forme directe II est le méme que celui obtenu & partir des mémes coefficients
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par la forme directe I, défini par filter_from_TFC. En effet, ces coefficients
caractérisent la fonction de transfert du filtre comme expliqué en section [2.2.6
Encore une fois, seule la conservation du filtre modéle a été formalisée.

Variable tfc : TFCoeffs.

Notation n := (TFC_n tfc).
Notation a := (TFC_a tfc).
Notation b := (TFC_b tfc).

Definition SIF_from_DFIIt : SIF :=
@Build_SIF RT 1 1

(* nx *) n

(* nt *) 1

(* SIF_J %) 1%:M

(* SIF_Jprop *) Jprop_1

(* SIF_K %) (\matrix_(i,_) - a (i+1)%nat)

(x SIF_L *) 1%:M

(* SIF_M *) (\matrix_(_,j) if (j:nat) == 0 then 1 else 0)
(* SIF_N *) (b 0)%:M

(* SIF_P %) (\matrix_(i,j) if (i:int)+1 == j then 1 else 0)
(x SIF_Q =*) (\matrix_(i,_) b (i+1)%nat)

(x SIF_R *) 0

(x SIF_S *) 0.

Hypothesis n_gt0 : (n > 0)%nat.

Theorem SIF_from_DFIIt_same_filter :
to_SISO (filter_from_SIF SIF_from_DFIIt) = filter_from_TFC tfc.

3.3.4 Décomposition paralléle

On veut traduire vers une SIF une réalisation donnée sous forme d’une dé-
composition paralléle en deux sous-réalisations (section . On suppose qu’on
a traduit chaque sous-réalisation vers une SIF séparément, obtenant les SIF
(J1,K1,L1,M;,N1,P1,Q1,Ry,51) et (J2, Kz, Ly, M3, N2, P2,Q2, Ry, S5)
respectivement. On note 774 et 7% les filtres modéles associés aux deux sous-
réalisations, et J leur assemblage en paralléle. Encore une fois, on raisonne
sur les filtres modéles pour alléger ’écriture, mais on s’interdit de modifier la
structure des calculs donc les filtres implémentés correspondants.

Considérons un signal d’entrée u. On note y; la sortie correspondante de
JA, yo celle de 74, et y celle de J7. Attention : exceptionnellement, les in-
dices représentent des signaux distincts plutot que les composantes d’un signal
vectoriel (c’est d’ailleurs pour cela que ces indices sont en gras). On a donc :

Y=vy1+Y2 (3.63)

Toutes ces sorties ont la méme taille, notée n,. Pour la méme entrée u, on note
aussi @7 le signal d’état et t1 le signal intermédiaire de la premiére SIF, et xo
et ta ceux de la seconde SIF, de tailles respectives ng1, ng1, nge et ngo. Pour la
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SIF qu’on va construire pour décrire 2, on garde les notations habituelles : «
et t, de tailles n, et n;.

A chaque temps k, pour obtenir la sortie y(k) de J# ainsi que les valeurs
dont on aura besoin au temps k + 1, on calcule :

— t1(k + 1) a partir de x4 (k) et u(k)

— x1(k+ 1) et y1(k) (indépendants 'un de lautre) a partir de t1(k + 1),
z1(k) et u(k)

— ta(k + 1) a partir de x2(k) et u(k)

— x2(k+ 1) et y2(k) (indépendants 'un de lautre) a partir de t2(k + 1),
xa(k) et u(k)

— y(k) a partir de y1(k) et ya(k)

Les informations qu’on a besoin de conserver d’une étape sur l'autre sont &
la fois x1 (k) et x2(k). On pose donc :

T = (Zl> (donc ny = ng1 + na2) (3.64)
2

Les valeurs intermédiaires & calculer incluent naturellement les coefficients
de t1(k + 1) et t2(k + 1). Mais on remarque aussi que les vecteurs yq (k) et
y1 (k) sont calculés, puis utilisés pour y(k) : ils doivent donc également étre
inclus dans ¢(k + 1). On pose alors :

ti(k+1)

ta(k+1)
y1(k)
y2(k)

tk+1)= (donc ny = ny + nyo + 2ny) (3.65)

On aurait pu par exemple échanger les positions de t2(k + 1) et y1 (k) ; il faut
juste que t1(k + 1) soit au-dessus de y1(k) et que ta(k + 1) soit au-dessus de
y2(k).

Les calculs sont ensuite :
= Mla:l(k) + Nlu(k)

)

) = M2.’B2(k) + Nz'ul(k)

y1(k) = Lit1(k+ 1) + Rix1(k) + S1u(k)
)

Ji | 0o |olo M, | 0 N, (3.66)

0 | J; (0|0 7o [ N,

I, o0 [I0 tk+1)= R, 0 x(k) + S, u(k)

0 | L, |01 0 | R, S,
—_——— ———

J M N
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On remarque que comme Jy et Jg vérifient la propriété Jprop, la matrice J
obtenue la vérifie bien aussi.

iL‘l(k + 1) = Kltl(k + 1) + P]_iL‘l(kJ) + Qlu(k)

2(k+1) = (1;1 03) (k+1) + (’;1 lgz)sc(kﬂ—%u(k)
——_— ——

———
K P Q
(3.67)
y(k) = y1(k) + ya(k)
y(k)= (0] 0| I|I)t k+1)+(0\0)m(k)+(o>u(k) (3.68)
L R 5

Une SIF décrivant la décomposition paralléle des SIF
(J1, K1, L1, M1, N1, P1,Q1, R1, 51) et (J2, K2, L2, M2, N2, P2, Q2, Rz, S2)
est donc :

Z=|"0 "L, 0 “I|0 Ry|S (3.69)
: o

Formalisation. On se donne des SIF sifl et sif2 dont les entrées et les sorties
ont respectivement les mémes tailles. On définit d’abord la matrice J obtenue
dans I’équation , appelée Jcascade, afin de prouver qu’elle vérifie bien
la propriété Jprop. On peut ensuite définir la SIF donnée par ’équation
ci-dessus.

Context {nu ny =nxl ntl nx2 nt2 : nat}.

Variable sifl : @SIF nu ny nxl ntl.
Variable sif2 : @SIF nu ny nx2 nt2.

Notation J1 := (SIF_J sifl).

(* idem pour K1, L1, M1, Ni, P1, Q1, R1l, S1 %)
Notation J2 := (SIF_J sif2).

(* idem pour K2, L2, M2, N2, P2, Q2, R2, S2 *)
Notation I := 1%:M. (* matrice identité x)

Definition Jparallel :=
block_mx (block_mx (block_mx J1 0
0 J2) O
(row_mx -L1 0) I)O
(row_mx (row_mx O -L2) 0) I.
Lemma Jprop_parallel : Jprop Jparallel.
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Definition SIF_parallel : @SIF nu ny _ _ :=

Build_SIF
(* SIF_Jprop *) Jprop_parallel
(* SIF_K *) (col_mx (row_mx (row_mx (row_mx K1 0) 0) 0)
(row_mx (row_mx (row_mx O K2) 0) 0))
(x SIF_L *) (row_mx (row_mx (row_mx O 0) I) I)
(x SIF_M *) (col_mx (col_mx (col_mx (row_mx M1 0)
(row_mx 0 M2))
(row_mx R1 0))
(row_mx O R2))
(* SIF_N *) (col_mx (col_mx (col_mx N1
N2)
S1)
S2)
(x SIF_P *) (col_mx (row_mx P1 0)
(row_mx O P2))
(* SIF_Q *) (col_mx Q1
Q2)
(* SIF_R %) 0
(x SIF_S *) 0.

On prouve facilement que le filtre correspondant a la SIF construite est bien la
somme des filtres des deux SIF considérées.

Theorem SIF_parallel_preserves_filter :
filter_from_SIF SIF_parallel =
(filter_from_SIF sifl) \+ (filter_from_SIF sif2).

3.3.5 Décomposition en cascade

On veut traduire vers une SIF une réalisation donnée sous forme d’une cas-
cade de deux réalisations (section . Comme dans la section précédente,
on suppose qu’on a traduit chacune vers une SIF séparément, obtenant les SIF
(J1, K1,L1, M1, N1, Py,Q1, Ry, S1) et (J2, Ko, Lz, M2, N2, P2,Q2, Rz, S2)
respectivement. On note a nouveau 7 et 74 les filtres modéles associés a ces
deux réalisations, et 7 leur assemblage en cascade.

Considérons un signal d’entrée u. On note v la sortie de J# correspon-
dante. Lorsqu’on donne v en entrée a %3, on récupére par définition la sortie
correspondant a w a travers s, notée y comme d’habitude :

v = A {u) y = (v} (3.70)

On note ny; la taille de v, c’est-a-dire la taille & la fois de la sortie de 7]
et de l'entrée de 4. On note & nouveau x; le signal d’état et ¢; le signal
intermédiaire de la premiére SIF pour I’entrée u, et x5 et ta ceux de la seconde
SIF pour l'entrée v, de tailles respectives ngi, ns1, Nao €t ng. Comme 4 la
section précédente, les indices ne représentent pas des composantes mais des
signaux différents. Pour la SIF qu’on va construire pour décrire ¢, on garde
encore les notations habituelles : x et ¢, de tailles n, et n;.
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A chaque temps k, pour obtenir la sortie y(k) de J# ainsi que les valeurs
dont on aura besoin au temps k + 1, on calcule :
— t1(k+ 1) a partir de x1(k) et u(k)
— x1(k + 1) et v(k) (indépendants 'un de l'autre) a partir de ¢4 (k + 1),
x1(k) et u(k)
— ta(k + 1) a partir de x2(k) et v(k)
— xa(k + 1) et ya2(k) (indépendants 'un de 'autre) a partir de ta(k + 1),
x2(k) et v(k)
— y(k) a partir de ta(k + 1), x2(k) et v(k)
Les informations qu’on a besoin de conserver d’une étape sur 'autre sont &
la fois &1 (k) et x2(k). On pose donc :

T = (il) (donc ny = ngy + nya) (3.71)
2

On remarque que le vecteur v(k) est utilisé pour calculer ta(k+1), x2(k+1),
et y(k), et que lui-méme dépend de ¢1(k 4+ 1). On pose donc, et 'ordre est
important :

ti(k+1)
tk+1)= v(k) (donc ny = ng1 + ny1 + ny2) (3.72)
ta(k+1)

Les calculs sont ensuite :
Jltl(k + ].) = Mlilil(k) + Nlu(k:)

Jztz(k + 1) = Mzﬂ')z(k‘) + sz(k)

| o |o M| 0 N, (3.73)
—L4q I 0 t(k + ].) = Ry 0 w(k) + 1 S; u(k)
0 —Ns | Jo 0 | M 0
—_—— ——
J M N

Encore une fois, comme J; et Js vérifient la propriété Jprop, la matrice J
obtenue la vérifie bien aussi.

xl(k? + 1) (k + 1) + lel(k’) + Qlu( )
xa2(k+ 1) = Kata(k+ 1) + Paxa(k) + Q2v(k)
z(k+1)= /Kl‘ | 0 t(k+1)+ Lie x(k) + @ u(k)
Corarta) o0+ (o) =0+ ()
K P Q
(3.74)
y(k‘) = thz(k‘ + 1) + Rzil)z(k‘) + Sz’U(kJ)

y(k) = (0| Sz | La)t(k+1)+ (0 | Ry) x(k) + (0) u(k) (3.75)

— —

L R S
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Une SIF décrivant la décomposition en cascade des SIF
(JlaKlaL17M17N17P17Q17R1731) et (J27K27L27M27N27P27Q27R27S2)
est donc :

(3.76)

Vo S L,| 0 R,|0)

Formalisation. La formalisation est similaire & celle de la décomposition pa-
ralléle en section On se donne des SIF sifl et sif2 telles que la sortie
de sif1l et 'entrée de sif2 ont la méme taille. On définit d’abord la matrice J
obtenue dans I’équation , appelée Jcascade, afin de prouver qu’elle vérifie
bien la propriété Jprop. On peut alors définir la SIF déterminée ci-dessus.

Context {nu ny nyl nxl ntl nx2 nt2 : nat}.

Variable sifl : @SIF nu nyl nxl ntl.
Variable sif2 : @SIF nyl ny nx2 nt2.

Notation J1 := (SIF_J sifl).

(* idem pour K1, L1, M1, N1, P1, Q1, R1, S1 x)
Notation J2 := (SIF_J sif2).

(* idem pour K2, L2, M2, N2, P2, Q2, R2, S2 *)

Definition Jcascade := block_mx (block_mx J1 0
(-L1) 1%:M ) 0
(row_mx 0 (-N2)) J2.

Lemma Jprop_cascade : Jprop Jcascade.

Definition SIF_cascade : @SIF nu ny _ _ :=

Build_SIF
(* SIF_Jprop *) Jprop_cascade
(x SIF_K *) (block_mx (row_mx K1 0) O
(row_mx 0 Q2) K2)
(x SIF_L *) (row_mx (row_mx O S2) L2)
(x SIF_M *) (col_mx (col_mx (row_mx M1 0)
(row_mx R1 0))
(row_mx 0 M2))
(x SIF_N *) (col_mx (col_mx N1
S1)
0)
(x SIF_P *) (block_mx P1 0
0 P2)
(x SIF_Q *) (col_mx Q1
0)
(x SIF_R *) (row_mx 0 R2)
(* SIF_S %) 0.

On prouve que la SIF construite décrit bien la cascade des filtres des deux
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SIF prises en paramétre, c’est-a-dire leur composition en tant que fonctions
mathématiques (Basics.compose). La preuve n’est pas trés longue. Le seul
lemme intermédiaire consiste a montrer que le signal d’état de la nouvelle SIF
est bien donné par 1’équation .

Theorem SIF_cascade_preserves_filter :
filter_from_SIF SIF_cascade =
Basics.compose (filter_from_SIF sif2) (filter_from_SIF sifl).

3.4 Transformations mathématiques d’une SIF

On a vu en section que différentes réalisations d’un méme filtre modéle
peuvent étre plus ou moins désirables selon de nombreux critéres : complexité,
colit, compatibilité matérielle, etc. Dans certains cas, on a déja trouvé une réa-
lisation qui offre un bon compromis entre les critéres souhaités, et on cherche
seulement & s’assurer que son comportement numérique en précision finie est
raisonnable. On traduit donc cette réalisation en une SIF comme dans les sec-
tions et [3:3 en conservant le filtre implémenté, puis on applique I'analyse
des erreurs d’arrondi du chapitre [] & la SIF obtenue. Dans d’autres cas, on
part d’une réalisation décrivant le filtre modéle souhaité, mais I'implémentation
décrite par cette réalisation n’est pas particuliérement bonne pour les critéres
désirés. On ajoute alors une étape apreés la traduction vers une SIF : une trans-
formation de la SIF obtenue vers une nouvelle SIF qui conserve le filtre modéle,
mais modifie le filtre implémenté dans le but de lui donner de meilleures pro-
priétés.

Je présente deux transformations d’une SIF vers une autre en préservant le
filtre modele. La transposition en section [3.4.1] s’appuie, comme son nom l'in-
dique, sur la transposition des matrices de coefficients. Cette transformation ne
s’applique qu’aux filtres SISO. Le changement de base en section [3.4.2] nommé
pour sa signification du point de vue de l'algébre linéaire, s’applique & n’im-
porte quel filtre. Il est notamment utilisé pour diagonaliser certaines matrices
de la SIF, ce qui simplifie beaucoup les calculs correspondants dans le filtre
implémenté.

Ces deux transformations sont d’abord présentées dans le cas du State-Space,
sur lequel elles sont plus faciles & expliquer. On passe ensuite au cas qui nous
intéresse, celui de la SIF. On verra d’ailleurs que les preuves de conservation du
filtre modéle dans le cas du State-Space sont utilisées dans celles sur la SIF, qui
sont en conséquence trés faciles.

3.4.1 Transposition

La transposition est la méme transformation que le théoréme de transpo-
sition des graphes de flot de données présenté dans la section Elle ne
s’applique donc qu’aux filtres SISO. Je présente d’abord le cas simple du State-
Space, puis celui plus complexe de la SIF.

Transposition du State-Space. Soit (A, B, C, D) un State-Space SISO. Trans-
poser ce State-Space revient simplement & transposer la matrice Z qui le carac-
térise :
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Z = @% zT = <2T gT> (3.77)

Le State-Space transposé¢ (AT, CT, BT, DT) décrit le méme filtre modéle que
le State-Space (A, B,C, D).

On remarque que comme D est de taille 1 x 1 pour un State-Space SISO,
ona DT =D.

Tout ceci est facile & exprimer en Coq.

Variable stsp : @StateSpace RT 1 1 nx. (x SISO \stsp *)
Notation A := (StSp_A stsp). (* idem pour B, C, D *)

Definition StSp_transpose := Build_StateSpace A"T C°T B~T D-T.

Theorem StSp_transpose_same_filter :
filter_from_StSp StSp_transpose = filter_from_StSp stsp.

Pour prouver ce théoréme, on montre récursivement sur k € Z (en utilisant
peanoindz de la section la propriété suivante. Soit w un signal vectoriel
d’entrée de taille 1. Notons x z le signal d’état correspondant dans le State-Space
(A,B,C, D), et xzr celui dans le State-Space (AT, CT, BT, DT). Alors :

Vk€Z, YM €RT"*"  AM = MA = B"M"z,r(k) = CMxz(k)
(3.78)

Transposition de la SIF. Soit (J,K,L,M ,N,P . Q,R,S) une SIF. Si on
transpose simplement la matrice Z correspondante :

—-J | M| N
Z=| K | P |Q (rappel de (3.28))
L | R|S

on n’obtient pas forcément une SIF. En effet, on remplace alors la matrice J
par JT qui ne vérifie pas Jprop (sauf cas particulier ot J est 'identité).

Transposer Z produit néanmoins une structure qui décrit toujours le méme
filtre modéle, au sens ou la relation suivante définit la méme sortie y pour
Pentrée u que la SIF initiale :

JTY(k+1) = KTz'(k)+ LTu(k)
z'(k+1) = M"t'(k+1)+ PTz'(k) + R u(k) (3.79)
y(k) = NTY(k+1)+QTz (k) + STu(k)

ot on utilise les notations x’ et t’ pour ne pas confondre avec les signaux d’état
ou intermédiaire de la SIF initiale. Le probléme est qu’en ’absence de la pro-
priété Jprop, le nouveau vecteur intermédiaire '(k 4 1) ne peut pas étre calculé
dans 'ordre croissant des indices. Cependant, on sait que J7 est triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale. Le vecteur t/(k + 1) peut donc étre cal-
culé dans 'ordre décroissant des indices. Afin de retomber sur I'ordre de calcul
conventionnel de la SIF, on veut retourner ce vecteur. On doit pour cela retour-
ner verticalement matrices qui servent & calculer #(k + 1), a savoir J*, KT
et LT, ainsi que retourner horizontalement les matrices qui se font multiplier
par t/(k + 1), qui sont JT, MT et NT. On remarque qu'on a retourné J7*
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dans les deux sens, donc on lui a finalement appliqué une symeétrie centrale ; la
matrice ainsi obtenue vérifie Jprop donc on est bien retombé sur une SIF.

Pour pouvoir écrire facilement les transformations ci-dessus, on note IT la
matrice anti-diagonale avec des 1 :

Qrvennn 0 1
me |10 (3.80)
o :
3 R | P 0

On rappelle que pour retourner horizontalement une matrice A quelconque, il
suffit de considérer AII, et pour la retourner verticalement ITA.

La SIF obtenue ci-dessus, qui est le résultat de la transposition de la SIF
initiale (J, K,L,M,N,P,Q, R, S), est alors décrite par :

~IIJ71 | IIKT | TILT
Ztransposition = MTH PT RT (381)
NTTI QT | ST

Cette SIF décrit le méme filtre modéle que la SIF initiale.

La preuve est facile & partir de la transposition du State-Space, grace a
la traduction de la SIF présentée dans la section [3.2.5] On rappelle que cette
transformation conserve le filtre modéle méme si pas toujours le filtre implé-
menté, or c’est le premier qui nous intéresse ici. En utilisant 1’équation ,
le State-Space correspondant & la SIF transposée est :

MTII (IJTIN ' IKT + PT | MTTI (TIJTTD) ! TILT + RT (3.82)
NI (IJ'I) ' IKT +Q NTII (') ' IIL” + S '
En utilisant que II12 = I et en factorisant les transpositions, on obtient :

((KJ'M +P)T | (LI7'M + R)T
\(KJ'N+Q)T | (LITIN+8)T)

(3.83)

En comparant avec I’équation (3.45]), on reconnait exactement la transposition
du State-Space correspondant a la SIF initiale (J, K,L,M,N,P,.Q,R,S).

Formalisation de la transposition de la SIF. Pour définir ce qui précéde
en Coq, on va utiliser row_perm et col_perm qui prennent en argument une
permutation et une matrice, et appliquent cette permutation aux lignes ou co-
lonnes de la matrice. Comme le but est de retourner ces lignes ou colonnes, on
définit la permutation s_rev qui retourne un ensemble d’indices.

Definition s_rev {n : nat} := perm.perm (@rev_ord_inj n).
On peut alors définir la SIF transposée a partir de I’équation ((3.81) :
Variable sif : @SIF RT 1 1 nx nt. (* SIF SISO *)

Notation J := (SIF_J sif). (x idem pour K, L, M, N, P, Q, R, S *)
Definition Jsiftr := row_perm s_rev (col_perm s_rev (J°T)).

Lemma Jprop_Jsiftr : Jprop Jsiftr.
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Definition SIF_transpose := Build_SIF
(* SIF_Jprop *) Jprop_Jsiftr

(*x SIF_K *) (col_perm s_rev M~T)
(x SIF_L =*) (col_perm s_rev N-T)
(x SIF_M *) (row_perm s_rev K°T)
(* SIF_N x) (row_perm s_rev L°T)
(x SIF_P %) P-T

(* SIF_Q *) Rsif~T

(x SIF_R *) Q-T

(x SIF_S %) S-T.

Comme expliqué précédemment, la preuve de la conservation du filtre modéle
est trés courte en utilisant la méme propriété sur le State-Space.

Theorem SIF_transpose_same_filter :
filter_from_SIF SIF_transpose = filter_from_SIF sif.

3.4.2 Changement de base

Le changement de base s’applique & n’importe quel State-Space ou SIF, sans
nécessité d’hypothése SISO. Encore une fois, je présente d’abord le cas plus
facile du State-Space.

Changement de base du State-Space. Soit (A, B,C, D) un State-Space.
Pour n’importe quelle matrice inversible T' € RT"=*"= le State-Space
(T-YAT, T~ 'B,CT, D) définit le méme filtre modeéle. Ce nouveau State-Space
est caractérisé par la matrice :

o _(TUAT|TUBY (17 [0\ (A|BY (T[0) o
b= (Tor [ p )~ (o [1){cfp)(olT)
On appelle cette transformation changement de base car on a appliqué un

changement de base usuel d’algébre linéaire & la matrice Z.
Le changement de base est facile & définir en Coq.

Z

Variable stsp : @StateSpace RT nu ny nx.
Notation A := (StSp_A stsp). (* idem pour B, C, D *)

Variable T : ’M[RT]_nx.
Hypothesis unitmx_T : T \in unitmx. (* cad T est inversible *)

Definition StSp_change_base :=
Build_StateSpace (invmx T *m A *m T) (invmx T *m B) (C #m T) D.

La preuve est trés rapide. L’étape principale consiste & montrer que le vecteur
d’état du nouveau State-Space est T 'z (k), ot x(k) est celui du State-Space
initial.
Lemma StSp_change_base_x_k (u : signal) k :

x StSp_change_base u k = invmx T *m x stsp u k.

Theorem StSp_change_base_same_filter :
filter_from_StSp StSp_change_base = filter_from_StSp stsp.
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Changement de base de la SIF. Soit (J,K,L,M,N,P,Q, R, S) une SIF.
Pour toutes matrices Y, W et U telles que U est inversible et Y JW vérifie la
propriété Jprop, la SIF suivante définit le méme filtre modéle :

Y| o |0 -J|M|N Wl o
Zchgt base = ojlU'|o K P | Q 0 U|O0

- 0] o |[I L R|S 0o
-YJW | YMU | YN
= | U TKw |UPU |[UQ
Lw RU S

(3.85)

Comme pour la transposition, il faut s’assurer qu’on obtient bien une SIF,
c’est-a-dire que la nouvelle matrice J, ici Y JW | vérifie bien Jprop. Mais ici, on
a juste imposé cela comme condition & respecter lorsqu’on choisit les matrices
Y et W. Notons que cette condition implique que Y et W sont inversibles.
En effet, on a vu que toute matrice vérifiant Jprop est inversible, et les facteurs
d’un produit matriciel inversible sont aussi inversibles.

On remarque que les modifications sur les matrices (P,Q, R,S) corres-
pondent & un changement de base de State-Space avec la matrice U. Comme
pour la transposition dans la section la preuve de conservation du filtre
modéle est trés facile en passant par la traduction d’une SIF vers un State-Space
de la section

En Coq, on se donne une SIF et des matrices Y, W et U vérifiant les
conditions mentionnées, puis on construit la SIF ci-dessus.

Variable sif : @SIF nu ny nx nt.

Notation J := (SIF_J sif). (* idem pour K, L, M, N, P, Q, R, S %)
Variables (Y W : °M[RT]_nt) (U : °M[RT]_nx).

Hypothesis unitmx_U : U \in unitmx.

Definition Jsifchg := Y *m J *m W.
Hypothesis Jprop_Jsifchg : Jprop Jsifchg.

Definition SIF_change_base := Build_SIF
(* SIF_Jprop *) Jprop_Jsifchg

(x SIF_K *) (invmx U *m K *m W)
(x SIF_L *) (L *m W)

(x SIF_M *) (Y *m M *m U)

(x SIF_N *) (Y #*m N)

(x SIF_P *) (invmx U *m P *m U)
(x SIF_Q *) (invmx U *m Q)

(x SIF_R *) (Rsif *m U)

(* SIF_S %) S.

Encore une fois, la preuve du théoréme suivant est trés courte grace a son
équivalent pour le State-Space.

Theorem change_base_SIF_same_filter :
filter_from_SIF SIF_change_base = filter_from_SIF sif.
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Le changement de base est une transformation trés intéressante dans le
cadre de la recherche d’une bonne implémentation d’un filtre modéle donné [44].
Cette transformation offre beaucoup d’options puisqu’on peut utiliser n’importe
quelles matrices Y, W, et U a quelques conditions prés. Elle peut par exemple
étre utilisée pour minimiser la sensibilité de la fonction de transfert par rapport
aux coefficients du filtre [106].

La transposition et le changement de base ne sont pas utilisés dans la suite
de ma formalisation, qui s’intéresse pour le moment a l’erreur finale d’une implé-
mentation donnée sans la modifier. Ces transformations pourraient cependant
contribuer & une perspective a long terme consistant a générer du code vérifié
en incluant une étape d’optimisation de code (section .



Chapitre 4

Analyse des erreurs d’arrondi
dans un filtre

On a vu dans le chapitre précédent que n’importe quelle réalisation de filtre
LTT peut étre ramenée & une SIF sans perdre d’information, et qu’il suffit donc
d’effectuer I'analyse des erreurs d’arrondi sur la SIF. Cette analyse d’erreurs est
I’objet du chapitre présent.

Les résultats de ce chapitre ne dépendent pas de I’arithmétique en précision
finie choisie : ils s’appliquent entre autres a n’importe quel format de virgule
flottante ou virgule fixe. Dans tout le chapitre, on considére un format de pré-
cision finie générique F et une fonction d’arrondi vers F comme expliqué en
section On suppose que 0 et —1 sont représentables dans ce format, ce
qui est généralement le cas et est utile pour travailler avec une SIF comme on
a vu en section [3.2.2] On suppose aussi donnée une implémentation de somme
de produits pour ce format, idéalement correctement arrondie, mais sinon telle
qu’on dispose d’une borne d’erreur raisonnable sur ’erreur locale sur la sortie
(des algorithmes vérifiant 'une ou I'autre de ces conditions seront donnés dans
le chapitre [5| dans le cadre de la virgule fixe).

J’ai mentionné dans les sections et qu’un probléme majeur dans les
filtres est la propagation des erreurs d’arrondi au cours de nombreuses itérations
de calculs : cela présente d’une part un risque d’amplification de ces erreurs,
et complique d’autre part leur analyse. Les sections [I.1] et [£.2] étudient cette
propagation grace a des filtres d’erreurs. Ceux-ci permettent de décrire Ierreur
finale Ay, c’est-a-dire la différence entre la sortie y du filtre modéle et la sortie
y* du filtre implémenté, en fonction d’erreurs locales sur un seul arrondi ou une
seule somme de produits. L’intérét est que ces erreurs locales ne dépendent pas
d’autres erreurs d’arrondi, donc ne sont pas sujettes au probléme de propagation.
C’est bien sir a la SIF qu’on veut appliquer ces filtres d’erreurs pour mettre
a profit son universalité. Mais encore une fois, je présente d’abord le cas du
State-Space dans la section qui est similaire mais beaucoup plus facile a
expliquer que celui de la SIF, qui constitue la section [.2]

Ensuite, la section [{.3] présente le théoréme du Worst-Case Peak Gain, qui
permet de passer d’une borne sur I’entrée d’un filtre & une borne sur la sortie.
En l'appliquant aux filtres d’erreurs, on obtiendra ainsi une borne sur l’erreur
finale Ay en fonction de bornes sur les erreurs locales.

121
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Dans ce chapitre, on ne dispose pas encore de borne explicite sur ces erreurs
locales, vu qu’on n’a presque aucune hypothése sur ’arithmétique en précision
finie considérée. Cependant, dans les arithmétiques utilisées en pratique, on sait
exprimer ’erreur sur un seul arrondi. De plus, il existe de nombreux algorithmes
de somme de produits adaptés a différents formats, accompagnés d’une borne
explicite sur lerreur locale associée. Le chapitre [ s'intéressera a de tels algo-
rithmes pour la virgule fixe en complément & deux, qui est souvent utilisée pour
implémenter des filtres.

4.1 Filtres d’erreurs d’un State-Space

On souhaite étudier la propagation des erreurs d’arrondi au cours des ité-
rations d’un filtre. Encore une fois, c’est la SIF qu’on veut analyser, mais on
présente d’abord le cas du State-Space, qui est a la fois similaire et plus simple.

Soit (A, B, C, D) un State-Space. On note . le filtre modéle correspondant,
et J* le filtre implémenté dans l'arithmétique en précision finie qu’on s’est
donnée au début du chapitre. On considére aussi un signal d’entrée u donné.
Comme en section [3.1.2] on note y la sortie correspondante et x le signal d’état
de 7, et y* et x* ceux de J£*. On rappelle que lerreur finale a analyser est

Ay=y*—y.

On a vu en section que le filtre modéle 7 est défini par :

(rappel de (3.3))

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
<3 { y(k) = Ca(k)+ Du(k)

Le filtre implémenté 27 est défini par I’équation (3.6), qui fait intervenir les
arrondis coeflicient par coefficient des matrices du State-Space. On définit ici
des notations pour les matrices correspondantes :

Av O(4) B o) (4.1)
C* £ 0(C) D* £ O(D) '
Voici ’équation récrite en utilisant ces nouvelles notations :
* * * 13* k
z'(k+1) = (A B)@(u((k)))
" 2 (k) (4.2)
v = (| D)o (L))

Comme mentionné en section [3:2.2] on peut utiliser des formats et arrondis
différents pour chaque coefficient et chaque somme de produits. Cela n’ajoute
pas de difficulté conceptuelle, mais alourdit les notations.

Le probléme de propagation des erreurs d’arrondi est ici mis en évidence par
la dépendance de x*(k + 1) en *(k), qui est déja un vecteur calculé, lui-méme
dépendant de =*(k — 1) et ainsi de suite.

Rappelons aussi les deux effets de la précision finie décrits en section [3.1.2]
bien visibles dans la relation ci-dessus. D’une part, les opérations, ici des sommes
de produits, sont calculées en précision finie. Ceci est représenté par le produit
matriciel approché @, ou chaque coefficient est obtenu a ’aide d’'une somme de
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produits. D’autre part, on a di arrondir les coefficients du State-Space, d’ou les
matrices (A*, B*,C*, D*).

On va exprimer 'erreur finale Ay en fonction d’erreurs locales, c’est-a-dire
des erreurs dues & un seul calcul ou un seul arrondi, qui ne dépendent donc
pas d’une propagation d’autres erreurs. Par exemple, A* — A est une matrice
d’erreurs locales, puisque chaque coefficient est ’erreur produite par un seul
arrondi. Un autre exemple de vecteur d’erreurs locales est :

.| B z* (k) o | gyl (2 (k)
(a1 B0 (i) - (a7 18 (G (43)
oll « -» est le produit matriciel exact en précision infinie. En effet, chaque

coefficient est 'erreur provenant d’une seule somme de produits. En revanche,
le vecteur :

2'(k+1) —a(k+1)= (A | B)® % _(A|B) (283) (4.4)

n’est pas un vecteur d’erreurs locales, car les produits matriciels en précision
finie et infinie ne font pas intervenir les mémes termes : 'un utilise A*, B* et
x*(k), Pautre A, B et x(k). La différence ne provient donc pas uniquement
d’une somme de produits en précision finie.

L’erreur finale Ay(k) = y*(k)—y(k) n’a pas d’expression simple en fonctions
d’erreurs locales si on se contente de comparer les équations et (4.2) (les
termes obtenus en soustrayant les expressions respectives de y*(k) et y(k) ne
se simplifient pas). Pour pouvoir décrire plus facilement cette erreur, on va la
décomposer en deux morceaux : d’une part l'erreur due aux erreurs dans les
sommes de produits en précision finie, et d’autre part ’erreur provenant de la
quantifications des coefficients des matrices (A, B, C, D).

On s'intéresse pour cela au filtre modéle associé au State-Space
(A*, B*,C*, D*). On note ce filtre .7 modéle (car sa différence avec 2 est la
quantification des coefficients). Pour Uentrée u considérée au début de la sec-
tion, on note x. le vecteur d’état et y. la sortie de JZ.. Ces signaux sont définis
par des opérations en précision infinie puisqu’il s’agit d’un filtre modéle, mais
ils font intervenir les coefficients arrondis :

xz.(k+1) = A*z.(k)+ B*u(k)
He { ye(k) = Coo(k)+ Du(k) (45)

La sortie y. prend donc en compte les erreurs dues aux arrondis des coefficients,
mais pas celles dues aux calculs des sommes de produits. Ainsi, la différence entre
. et H* est la prise en compte des erreurs dans les opérations, tandis que la
différence entre J#, et S est la prise en compte des arrondis des matrices de
coefficients. On peut alors décomposer l'erreur finale en :

Ay = y* —Y =Yhrop + Yac (46)

YAop £ y* — Y (47)
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est erreur due aux opérations calculées en précision finie (qui sont toutes des
sommes de produits), et :
A
YAc=Ye— Y (48)

est Uerreur due a la quantification des coefficients.

Les sections [£.1.1] et [£.1.2] expliquent comment les signaux d’erreurs ya,, et
YAc peuvent étre exprimés comme les sorties de filtres qui seront appelés les
filtres d’erreurs.

4.1.1 Filtre d’erreurs sur les opérations

On veut exprimer la différence yaop = y* — y. en fonction d’erreurs locales.
On s’intéresse donc aux équations et définissant les filtres J7* et J7,.
Le produit matriciel en précision finie ® dans I’équation les rend difficiles
a comparer. On pose donc :

(k) £ (40| B o (S0 - (4| B) - (25

) 2 (0| D)o (S5 - (01 2) - (55

Comme expliqué plus haut, ce sont des vecteurs d’erreurs locales, puisque chaque
coefficient est l'erreur due a une seule opération : une somme de produits. On
ne s’occupe pas encore ici de les borner, mais de seulement de faire apparaitre
des erreurs locales dans l'analyse. L’intérét des vecteurs ci-dessus est qu’ils
permettent de récrire ’équation sous une forme plus proche de 1’équa-

tion (4.5) :

(4.9)

. z*(k+1) = A*z*(k)+ B*u(k) + ez(k)
7 { v (k) = Ca(k)+ D u(k) +ey(k) (4.10)
A cette équation, on soustrait alors I’équation et on obtient :
{ *(k+1)—x(k+1) = A*(x*(k) — (k) + ez(k) (4.11)
Y (k) —ye(k) = C*(x"(k) —wc(k)) + ey (k)

On reconnait presque une instance de I’équation définissant le filtre associé
a un State-Space, ou le signal d’état est * — x. et la sortie est y* — y. c’est-
a-dire Yaop- 1l reste juste a remplacer les termes e, (k) et €, (k) par le produit
d’une matrice par un vecteur d’entrée. On pose donc :

@aop(k) 2 @ (k) - (k)

e(k) 2 (’;‘:EZD (4.12)

Cela permet de récrire équation (4.11)) en faisant clairement apparaitre une
structure de State-Space, avec € comme signal d’entrée, ., comme signal
d’état, et yaop comme signal de sortie :

Ynop(k) C*xpop(k) + (0 ‘ I) e(k) (4.13)

{ Taop(k+1) = A*mae(k)+ (I|0)e(k)
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On appelle alors filtre d’erreurs sur les opérations et on note J#x.p le filtre
modéle correspondant au State-Space :

A*|T:0
ZAop = (C* 0. I> (414)

L’équation (4.13]) signifie que lerreur ya,, due aux opérations est la sortie du
filtre d’erreurs sur les opérations, quand on lui donne en entrée le signal € des
erreurs locales dans les opérations :

Yrop = Hnopl€} (4.15)

4.1.2 Filtre d’erreurs sur les coefficients

On s’intéresse maintenant a l'erreur ya. = y. — y due aux arrondis dans
les matrices de coefficients. On soustrait cette fois les équations (4.5) et (3.3)
définissant 7, et S respectivement :

{ x(k+1)—x(k+1) A*z.(k) — Az(k) + (B* — B)u(k)
ye(k) —y(k) = Cz(k) - Cax(k) + (D" — D)u(k)

(4.16)

Encore une fois, on veut faire apparaitre une structure de State-Space dans
cette équation. Mais cela va demander plus de travail que précédemment, car il
n’y a pas immédiatement de terme en x.(k) — (k) dans les membres droits des
égalités.

Par ailleurs, on voit des matrices comme B* — B qui, comme expliqué au
début de la section sont des matrices d’erreurs locales puisque chaque coef-
ficient résulte d’un seul arrondi. On pose donc :

AA2 A" - A AB2B*-B

AC=C*-C AD = D*-D (4.17)

On remarque alors qu’on peut faire apparaitre a la fois ¢.(k) — (k) et AA
en écrivant :

Az (k) — Az(k) = A*z.(k) — A*z(k) + A2 (k) — Az(k)

= A" (z (k) — z(k)) + AAx(k) (4.18)
On peut donc récrire 1’équation en :
{ z.(k+1)—x(k+1) = A*(x.(k)—x(k)) + AAx(k)+ ABu(k)
ye(k) —y(k) = C*(zc(k) —z(k)) + ACz(k) + ADU(’f() |
4.19

On a progressé, mais il reste des termes problématiques en x(k) tout seul.
On pourrait dire que ceci est une structure de State-Space pour un filtre d’en-

k . .
trée (fbgk%) Cependant, on ne souhaite pas le faire, car on ne veut pas que
Perreur étudiée yac(k) = y.(k) —y(k) dépende explicitement du signal «, qu’on
connait seulement par sa définition récursive dans I’équation (3.3). Puisqu’on a
décidé de ne pas rattacher ces termes en x(k) a 'entrée, il ne reste plus qu’a les
rattacher au signal d’état de la structure de State-Space qu’on essaie de faire

apparaitre. Pour cela, on pose :

T <w) (4.20)

r.—x
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En effet, xa.(k + 1) est bien une combinaison linéaire de xa (k) et u(k), en
utilisant ’équation (3.3) pour décomposer x(k + 1) :
B / Ax(k) + Bu(k) \
vaclk + 1) = Ao, (k) —w(k) T AAz(k) + ABu(k) )
_ (Ao =k + B\u(k)
\AA‘A*} \wc(k‘)—w(k)} \AB}

On a enfin obtenu une structure de State-Space, d’entrée u, d’état xa. et de
sortie Yac :

(4.21)

mAc(k + 1)

A 0 B
( A A*) 2aclk) + (AB) u(k) o
yaclk) = (AC|C*)zac(k)+ (AD)u(k)

On appelle alors filtre d’erreurs sur les coefficients, et on note J#a., le filtre
modéle correspondant au State-Space :

(A 0 | B
Zr.2 | AA A | AB (4.23)
\AC C*|AD)

On a donc montré que l'erreur ya. due aux arrondis des coefficients est la sortie
associée a l’entrée u a travers le filtre d’erreurs sur les coefficients :

Yae = Hac{u} (4.24)

4.1.3 Vue d’ensemble

En combinant les sections [f.1.1] et [1.1.2] on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 (Filtres d’erreurs pour le State-Space). Soit (A, B,C, D)
un State-Space. L’erreur finale entre les sorties des filtres modéle et implémenté
pour un signal d’entrée u est :

Ay = Hnopie}t + Hnc{u} (4.25)

ol Hpop est le filtre d’erreurs sur les opérations [89] 31, défini par le State-
Space :

A*|T:0
Znny = ( Al 1> (rappel de (TT3))

et Hn. est le filtre d’erreurs sur les coefficients, défini par le State-Space :

A 0 B
e (AA?A*AB\| (rappel de (4.23))

et € est le signal des erreurs locales dans les sommes de produits :
ea(h) 2 (4| B0 (S0 - (a0 Bo)- (S0
sy 2 (0 | D)o (S0 - (e | o) (50

e(k) = (em(k)) (rappel de (4.12))

(rappel de (4.9))
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w(k) y(k)

ijc

—_— > %Aop

o

FIGURE 4.1 — Les filtres d’erreurs %, et 5. caractérisent l'erreur finale Ay

La figure illustre les filtres d’erreurs %oy et €A, avec leurs entrées
et sorties, qui permettent de caractériser l'erreur finale Ay entre les sorties
respectives du filtre modéle S7 et du filtre implémenté 7.

Rappelons que Pobjectif est de borner Ay = H#aop{e} + #a{u}. Les coef-
ficients de Haop et S sont connus en fonction des coefficients (A, B, C, D)
de S7 et de leurs arrondis (A*, B*,C*, D*). Les entrées u qu’on considére en
pratique sont bornées, et les erreurs locales € issues de sommes de produits sont
bornées quand on utilise des algorithmes appropriés comme on verra dans le
chapitre bl Ainsi, pour borner Ay, il suffit de savoir borner la sortie d’'un filtre
de coefficients connus en fonction d’une borne sur ’entrée fournie : c’est ce que
permettra le théoréme du Worst-Case Peak Gain en section [4.3]

4.1.4 Formalisation

En Coq, on veut prouver le théoréme [I.1] sur les filtres d’erreurs du State-
Space :
Ay = Hople} + Hac{u} (rappel de (4.25))

Comme au début de la section [£.1] on se donne comme parameétres un State-
Space (A, B,C, D) qui définit le filtre modéle 7, ainsi qu’un signal d’entrée wu.

Variable stsp : @StateSpace nu ny nx.
Notation A := (StSp_A stsp). (x etc. : B, C, D *)
Definition H : filter := filter_from_StSp stsp.

Variable u : vsignal nu.

On pourrait aussi prendre en paramétre une arithmétique en précision finie,
comme on l'a fait au début du chapitre pour pouvoir présenter les définitions
et propriétés mathématiques. On pourrait alors définir le filtre implémenté #*
comme dans I’équation , en utilisant les fonctions d’arrondi et de somme de
produits associées a cette arithmétique. Mais c’est inutilement compliqué. A la
place, on peut directement prendre en parameétres les erreurs locales des opéra-
tions €4 et &, ainsi que les matrices des coefficients arrondis (A*, B*, C*, D*)
(en remplagant le symbole « * » qu’on utilise pour signaler une valeur approchée
par « > » dans les identifiants en Coq).
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Variable eps_x : vsignal nx.
Variable eps_y : vsignal ny.
Definition eps := col_signal eps_x eps_y.

Variable A’ : °M[RT]_nx.

Variable B’ : °M[RT]_(nx, nu).
Variable C’ : ’M[RT]_(ny, nx).
Variable D’ : ’M[RT]_(ny, nu).

En effet, on n’a pas besoin de savoir que ces valeurs viennent d’erreurs locales
ou d’arrondis pour prouver I’équation . L’intérét des parameétres choisis
est qu’on prouve ici le théoréme sans dépendre d’une formalisation donnée
des arithmétiques en précision finie. On n’a pas non plus besoin de préciser les
formats et modes d’arrondi des calculs et quantifications de coefficients.

11 faudra plus tard exprimer les matrices arrondies (A’ etc.) et erreurs locales
de sommes de produits (eps_x et eps_y) en fonction de formats de virgules fixes
et modes d’arrondis donnés (qui peuvent étre différents pour chaque calcul ou
coefficient) et de 'algorithme de somme de produits choisi parmi ceux qui sont
formalisés dans le chapitre Ceci est laissé en perspective en section [6.3.1
(méme 8’1l s’agira surtout de le faire sur la SIF plutdt que le State-Space).

On peut alors définir le signal d’état «* et la sortie y* du filtre implémenté en
passant par I’équation (4.10)). Pour «*, on utilise encore une fois la construction
récursive de la section R.1.5]

Definition x’_fIS k (x’k : ’cV_nx) :=
A’ *m x’k + B’ *m u k + eps_x k.
Definition x’ := signal_peanorec x’_fIS.

Fact y’_causal :
causal (fun k = C’> *m x’ k + D’ *m u k + eps_y k).
Definition y’ := Build_signal y’_causal.

Par ailleurs, on définit les filtres d’erreurs #x,, et . a partir des équa-

tions (4.14) et (4.23)).

Definition B_Dop : ’M[RT]_(nx, nx + ny) row_mx 1%:M 0.
Definition D_Dop : ’M[RT]_(ny, nx + ny) row_mx 0 1%:M.
Definition stsp_Dop := Build_StateSpace A’ B_Dop C’ D_Dop.
Definition H_Dop : filter := filter_from_StSp stsp_Dop.

Definition A_Dc : ’M_(nx + nx) :=

col_mx (row_mx A 0) (row_mx (A’-A) A’).
Definition B_Dc : ’M_(nx + nx, nu) := col_mx B (B’-B).
Definition C_Dc : ’M_(ny, nx + nx) := row_mx (C’-C) C’.
Definition D_Dc : ’M_(ny, nu) := D’-D.
Definition stsp_Dc := Build_StateSpace A_Dc B_Dc C_Dc D_Dc.
Definition H_Dc : filter := filter_from_StSp stsp_Dc.

On peut alors prouver le théoréme

Theorem error_filters_StSp : y’ - H u = H_Dop eps + H_Dc u.
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La preuve consiste surtout a développer des produits matriciels, et identifier des
termes égaux de chaque coté des égalités. Ce n’est pas difficile, mais c’est parfois
fastidieux. Cette preuve serait grandement simplifiée par une tactique similaire
4 ring mais fonctionnant sur des matrices de taille quelconque, qui ne forment

pas un anneau (voir la section [6.2.4)).

Rappelons que l'objectif de ce chapitre est d’analyser les erreurs d’arrondis
dans la SIF, pas le State-Space. Le cas du State-Space a été présenté dans un
intérét purement didactique. On aurait pu s’attendre a ce que le théoréme ci-
dessus soit au moins utilisé pour prouver un théoréme correspondant sur la SIF,
comme dans la section[3.4] Mais ce n’est pas le cas ici. Le contenu de cette section
pourrait donc étre enlevé de la formalisation sans affecter le reste. Néanmoins,
méme si les preuves sur les filtres d’erreurs pour le State-Space et pour la SIF
sont techniquement indépendantes, elles sont suffisamment similaires pour que je
ne regrette pas d’avoir pu m’échauffer sur le cas du State-Space avant d’aborder
celui de la SIF.

4.2 Filtres d’erreurs d’une SIF

Cette section consiste & refaire ’analyse de la section dans le cas de la
SIF, qui est le cas qui nous intéresse vraiment. On va donc & nouveau décrire
Perreur finale, affectée par la propagation des erreurs, en fonction de filtres
d’erreurs et d’erreurs locales.

Soit (J,K,L,M,N,P,Q, R, S) une SIF et u un signal d’entrée de la bonne
taille. On utilise les mémes notations qu’en section . J est le filtre modéle,
de sortie y, signal d’état x et signal auxiliaire ¢ ; les signaux correspondants
calculés en précision finie sont y*, * et t*, et ils définissent le filtre implémenté

T

On a vu en section que le filtre modele 2 est défini par :

Jt(k+1) = Maz(k)+ Nu(k)
H z(k+1) = Ktk+1)+ Px(k)+ Qu(k) (rappel de (3.25))
y(k) = Lt(k+1)+ Rx(k) + Su(k)
et le filtre implémenté 5* par :
t*(k+1)
t'(k+1) = (oI -J)| oM)| Oo(N))® cc*((k))
u(k
t*(k+1)
AT w (k1) = (oK) | oP) | 0@)e a:*((k))
u(k
t*(k+1)
y(k) = (o@) | o) | oS))oe w*((k))
u(k

(rappel de (3.33))
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Comme dans la section [I.1] on introduit des notations pour les matrices arron-
dies de coeflicients :

J*ET - oI —-J) M* 2 O(M) N* £ O(N)
K* 2 O(K) P 2 O(P) Q"% 0(Q) (4.26)
L* £ o(L) R* £ O(R) S* £ 0(9)
Le filtre implémenté se récrit alors :
t*(k+1)
t'(k+1) = (I-J"| M| N )o | (k)
u(k)
t*(k+1)
H* ' (k+1) = (K*| P | Q" )o | z'(k (4.27)
u(k)
t(k+1)
y*(k) = (L* | R | S")o | = (k)
u(k)

La définition de J* est particuliére car comme on a vu en section [3.2.2] ce ne
sont pas les coefficients de J qui sont utilisés dans les calculs mais ceux de
I—J. Comme J vérifie la propriété Jprop (triangulaire inférieure avec des 1 sur
la diagonale) et qu’on a supposé au début du chapitre que 0 et —1 sont dans le
format de précision finie considéré (en particulier ce sont des points fixes de O ),
onaJ* 2 I—-0O(I-J) = —O(—J). Notons que si on suppose aussi que I’arrondi
considéré est une fonction paire (O (—z) = — O (z)), on obtient J* = O(J),
mais ce n’est pas le cas de certains modes d’arrondis trés communs comme
Parrondi vers le bas donc on ne fait pas cette hypothése. Avoir J* = — O(—J)
suffit & assurer que J* vérifie aussi la propriété Jprop (en utilisant a nouveau
que 0 et —1 sont dans le format).

On définit & nouveau 7. comme le filtre modéle associé a la SIF
(J*, K*,L*, M* N* P* Q*, R*, S*), qui est une SIF valide car on vient de
montrer que J* vérifie bien Jprop. Comme en section ce filtre prend en
compte les arrondis des coefficients, mais pas les erreurs dues aux opérations
calculées en précision finie. Les signaux associés sont notés y., x. et t. :

Jt(k+1) = M*x.(k)+ N*uk)
A, o (k+1) = K t(k+1)+ P x.(k)+ Q" u(k) (4.28)
ye(k) = Lt (k+1)+ R x.(k)+ S*u(k)

On décompose & nouveau l'erreur finale Ay = y* —y en :

Ay = YAop + Yac (429)
ou :
YAop £ y* — Y (430)

est Uerreur due aux opérations calculées en précision finie (qui sont toutes des
sommes de produits), et :

Yre = Ye— Y (4.31)
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est l'erreur due aux arrondis des coefficients.
La section [A.2.1] exprime Yy, grace au filtre d’erreurs sur les opérations, et
la section [1.2.2) exprime ya. grace au filtre d’erreurs sur les coefficients.

4.2.1 Filtre d’erreurs sur les opérations

Comme dans la section [4.1.1] on définit les vecteurs d’erreurs locales dans
les sommes de produits :

t*(k+1) t*(k+1)
ee(k) £ (I-J* | M* | N )| «k) |- (I-J|M*|N*) | x(k
u(k) u(k)
t*(k+1) t*(k+1)
(k)2 (K" | P |Q)o| =k |- (K" |P|Q) | z*(k)
u(k) u(k)
t*(k+1) t*(k+1)
ey(k)2 (L* |R*|S*)o | (k) |- (L*| R |S*) | (k)
ee(k)
e(k) £ | ex(k)
ey(k)
(4.32)

On peut alors récrire I’équation (4.27)) ainsi :

Jt(k+1) = M*x*(k)+ N*u(k) + (k)
I z*(k+1) = K*t'(k+1)+ P z*(k)+Q* u(k)+ez(k)
y*(k) = L*t"(k+1)+ R x*(k)+ S*u(k) +ey(k)
(4.33)
La premiére ligne a une forme pratique grace a la définition bien choisie de J*
dans I’équation .

Comme en section on soustrait I’équation précédente et I’équation (|4.28))
pour obtenir :

T —t)(k+1) = M*x* —z.)(k) + ee(k)
(" —x)(k+1) = Kt —t)(k+1)+P*(x* — z.)(k) + ea(k)
(Y —yo)(k) = Lt —t)(k+1)+ R (" — @) (k) +ey(k)

(4.34)
On reconnait la relation décrivant le filtre correspondant & une SIF, ou I'entrée
est €, le signal intermédiaire est t* — t., le signal d’état est * — xc, et la sortie
est Y* — Yo = Yaop. Le filtre d’erreurs sur les opérations Hxop tel que :

Yrop = %Aop{g} (435)
est donc le filtre modéle correspondant a la SIF :
—J* | M*

Zpoy=| K* | P
L | R

(4.36)

QIO

olN~No
~No| o
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4.2.2 Filtre d’erreurs sur les coefficients

Comme en section on pose les matrices d’erreurs locales sur les coeffi-
cients qui doivent étre arrondis :

ATEJ —J AMA:2M*— M AN A2 N*—- N
AK2K*— K AP2 P _p AQ=2Q"-Q
AL2L*—L AR:2R* - R AS&£S*— 8

(4.37)
On soustrait les équations (4.28)) et (3.25)) définissant 7. et .# respective-

ment, en faisant apparaitre les matrices d’erreurs ci-dessus grace a la technique

de léquation (4.18]) :
Jt.—t)(k+1)+AJt(k+1) = M*(x. —x)(k) + AMx(k) + ANu(k)

(e —x)(k+1)=K*(t.—t)(k+ 1)+ AKt(k+1) + P*(x. — z)(k) + APz(k) + AQu(k)
(ye —y)(k) =L*(t. —t)(k+ 1)+ ALt(k + 1) + R*(x. — z)(k) + ARz (k) + ASu(k)

(4.38)
Afin de faire apparaitre une structure de SIF, on rappelle que ya. = y. — v,

et on pose le signal auxiliaire et le signal d’état suivants :

t T
tAcé (t —t) :I::Acé <112 _:1:> (439)

En utilisant équation (3.25) pour les sous-matrices supérieures et 1'équa-
tion (4.38)) pour les sous-matrices inférieures :

<AJJ 5)) tac(k+1) = (Aj\]@ A?,) zac(k) + <A]\]7V) u(k)

Zaclk+1) = (AI} 12) bac(k +1) + (APP 12) Tac(k)+ (AQQ) u(k)
yac(k) = (AL | L* ) tac(k+1)+ (AR | R*) zac(k) k)

+ (AS) u(
(4.40)
Le filtre d’erreurs sur les coefficients Fn. tel que :
Yac = Hac{u} (4.41)
est donc le filtre modéle correspondant & la SIF :
(=T L0 | M 0 | N\
~AJ: -J*|AM | M* | AN
Zae=| K 0 | P 0] Q (4.42)
AK : K* | AP : P* | AQ
\ AL : L* | AR PR AS )

4.2.3 Vue d’ensemble

En combinant les sections et on obtient le théoréme suivant,
similaire & celui de la section [4.1.3]
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Théoréme 4.2 (Filtres d’erreurs pour la SIF). Soit (J,K,L,M,N,P,Q,R,S)
une SIF. L’erreur finale entre les sorties des filtres modéle et implémenté pour
un signal d’entrée u est :

Ay = Hpople} + Hnc{u} (4.43)
ol Hnop est le filtre d’erreurs sur les opérations [59], défini par la SIF :
~J*|M*|T:0:0

Zpaop=| K | P* |0 T:0 (rappel de (4.36)))
I [R |0 0.1

et . est le filtre d’erreurs sur les coefficients [85], défini par la SIF :

Za 2 K 0 P 0 Q (rappel de (4.42))

et € est le signal des erreurs locales dans les opérations :

t*(k+1) t*(k+1)
e(b) 2 (I—J | M| NYo | @® |- (I-J | M |N*) [ =®
u(k) u(k)
t*(k+1) t*(k+1)
(k)2 (K" | P | QYo | @k |-(K|P|Q) | =k
u(k) u(k)
t*(k+1) t*(k+1)
ey(k) £ (L* | R* | §*)® x*(k) —(L*|R* | 8*)- z* (k)
ee(k)
e(k) £ | ex(k)
ey(k)

(rappel de (4.32))

Ces filtres d’erreurs sont illustrés par la méme figure que pour le State-
Space. Leur intérét est expliqué en section [I.1.3] Encore une fois, cela va per-
mettre de borner l'erreur finale Ay grace au théoréme du Worst-Case Peak
Gain qui fera 'objet de la section [4.3

4.2.4 Formalisation

On veut prouver le théoréme sur les filtres d’erreurs de la SIF. On se
donne en parameétres une SIF qui définit le filtre modéle 7, ainsi qu'un signal
d’entrée u.

Variable sif : @SIF nu ny nx nt.
Notation J := (SIF_J sif). (¥ etc. : K, L, M, N, P, Q, R, S %)
Definition H : filter := filter_from_SIF sif.

Variable u : vsignal nu.
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Comme expliqué en section [£.1.4] on prend directement en paramétres les
erreurs locales dans les opérations €4, €, et €y, et les matrices J*, K*, etc.
définies par ’équation . Encore une fois, cela évite de dépendre d’une for-
malisation particuliére des arithmétiques en précision finie et de devoir préciser
les formats des différents calculs.

Variable eps_t : vsignal nt.
Variable eps_x : vsignal nx.
Variable eps_y : vsignal ny.
Definition eps := (col_signal (col_signal eps_t eps_x) eps_y).

Variable J’ : ’M[RT]_nt.
Hypothesis Jprop_J’ : Jprop J’.
Variable K’ : °M[RT]_(nx, nt).
Variable L’ : ’M[RT]_(ny, nt).

(x etc. M, N°, P’, Q’, R’, S’ x)

On a vu au début de la section [£.2] que J* vérifie bien la propriété Jprop car on a
supposé que 0 et —1 sont dans le format de précision finie utilisé. Ici, comme J°
est juste un paramétre, on a besoin d’ajouter I’hypothése Jprop_J’ ci-dessus.

On définit alors les signaux liés au filtre implémenté 77*. La fonction compute_t’S
construit le vecteur ¢*(k 4 1) a partir de k et de *(k). Cela permet de définir
le signal x* récursivement, puis la sortie y*.

Definition compute_t’S k x’k :=
invmx J? *m (M’ *m x’k + N> *m u k + eps_t k).

Definition x’_fIS k valk :=
K’ *m compute_t’S k valk + P’ *m valk + Q’ *m u k + eps_x k.
Definition x’ := signal_peanorec x’_fIS.

Fact y’_causal : causal (fun k =
L’ *m compute_t’S k (x> k) + R’ #m x’> k + S’ *m u k + eps_y k).
Definition y’ := Build_signal y’_causal.

On définit aussi les filtres d’erreurs Jx,p et FA & partir des équations (4.36)
et (4.42). On remarque que la SIF décrivant J€a,, contient beaucoup de ma-

. A 0 L o .
trices de la forme ( AA| A ), donc simplifie sa définition avec la notation

blockDop. Il faut aussi montrer que la premiére matrice de coefficients de cette
SIF vérifie bien la propriété Jprop. Pour la SIF décrivant S, on a déja I’hy-
pothése Jprop_J°.

Notation blockDop A A’ := (block_mx A 0
(A°-h) A ).

Lemma Jprop_Dop : Jprop (blockDop J J’).

Definition sif_Dc := Build_SIF

(* SIF_Jprop *) Jprop_Dop

(*x SIF_K x) (blockDop K K?)

(* SIF_L %) (row_mx (L’-L) L?)

(x SIF_M *) (blockDop M M?)
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(* SIF_N *) (col_mx N (N’-N))
(x SIF_P *) (blockDop P P?)

(* SIF_Q *) (col_mx Q (Q’-Q))
(x SIF_R *) (row_mx (R’-R) R’)
(* SIF_S *) (s°-9).

Definition H_Dc := filter_from_SIF sif_Dc.

Definition sif_Dop := Build_SIF
(* SIF_Jprop *) Jprop_J’

(x SIF_K *) K’
(x SIF_L *) L’
(* SIF_M *) M’
(x SIF_N *) (row_mx (row_mx 1%:M 0) 0)
(x SIF_P ) P’
(x SIF_Q *) (row_mx (row_mx O 1%:M) 0)
(x SIF_R *) R’
(x SIF_S *) (row_mx (row_mx O 0) 1%:M).

Definition H_Dop : filter := filter_from_SIF sif_Dop.
Enfin, on prouve le théoréme [£.2}
Theorem error_filters : y’ - Hu = H_Dop eps + H_Dc u.

Comme en section la partie longue de la preuve consiste a reconnaitre et
simplifier des termes égaux dans des grandes sommes de produits matriciels. La
différence est que les termes sont encore plus nombreux. Cette preuve bénéficie-
rait donc encore plus d’une tactique similaire & ring mais pour des matrices de
taille quelconque, comme discuté en section

4.3 Worst-Case Peak Gain

Les filtres d’erreurs présentés dans les sections et {2 permettent de ca-
ractériser l'erreur finale Ay sur la sortie comme la somme des sorties de ces
filtres d’erreurs pour des entrées particuliéres. Pour pouvoir borner Ay, il suf-
fit donc de pouvoir borner la sortie d’un filtre connu pour une entrée donnée.
C’est ce que permet le théoréeme du Worst-Case Peak Gain (initialement appelé
peak gain ou £*°-gain comme expliqué plus loin) [23]. La section énonce,
interpréte et formalise ce théoréme. La section [£:3:2] prouve formellement que
la borne donnée par le théoréme est optimale. La section [£.3.3] montre en Coq
une propriété encore plus forte : cette borne est atteinte pour un signal d’entrée
soigneusement construit. La section présente une application classique du
Worst-Case Peak Gain : choisir les formats des variables d’un filtre afin d’assu-
rer qu’il n’y aura pas d’overflows [29]. Enfin, la sectionétudie I’application
du Worst-Case Peak Gain aux filtres d’erreurs vus précédemment dans le but
de borner lerreur finale sur la sortie du filtre [58] [110].

Notons que dans cette section, 'anneau commutatif RT sur lequel on a tra-
vaillé jusqu’ici est instancié a 'ensemble des réels R (type R en Coq). En effet,
on a besoin d’inégalités et de limites de suites. Pour ces derniéres, on utilise
la bibliothéque Coquelicot [I8] (présentée en section [[.2.3)). Certaines de ces
limites sont potentiellement infinies donc sont définies dans ’adhérence de R
notée R = R U {00} (type Rbar en Coq).
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4.3.1 Théoréme du Worst-Case Peak Gain

Commencgons par le cas d’un filtre SISO, plus facile a présenter. Le cas MIMO
sera traité plus loin dans cette section.

Théoréme 4.3 (Worst-Case Peak Gain, cas SISO). Soit 5 un filtre LTI
SISO. Soit u un signal d’entrée qui est borné par u € R :

Vk, |u(k)] <u (4.44)
Alors la sortie correspondante y est bornée par (J€) 4 :
VE, ly(k)| < () u (4.45)

ot () est le Worst-Case Peak Gain de 5, qu’on peut obtenir comme la
somme infinie des valeurs absolues de sa réponse impulsionnelle h (définie dans

la sectionm :
() =>_Ink) €R (4.46)

kEZ

Notons que les valeurs sont considérées dans R. Notamment, la somme in-
finie peut diverger : dans ce cas () est égal a +oo et I'équation est
trivialement vraie (le seul cas problématique serait @ = 0, mais u est alors le
signal nul donc y aussi vu que le filtre est LTT).

Interprétation. Le Worst-Case Peak Gain est en fait une norme sur les filtres,
définie a partir de la norme infinie sur les signaux :

[zl = ilelfz) |x(k)| pour tout signal scalaire x  (4.47)
H
() & sup W’o pour tout filtre SISO 5  (4.48)
u tq 0<]|u|| , <+o0 Ul 5o
On peut voir le rapport % comme le gain pour entrée u, qualifié de

peak car on considére la norme infinie. On s’intéresse ensuite a la pire valeur de
ce gain, c’est-a-dire sa borne supérieure sur toutes les entrées u, d’oti le nom de
Worst-Case Peak Gain.[1l
On remarque qu’on peut remplacer les équations et du théo-
réme [L.3] par :
[ {ub| o < (D llull (4.49)

ce qui est évident par définition de () (mais il faut encore prouver I’équa-
tion ) La raison pour laquelle on a choisi un énoncé un peu plus long pour
le théoreme [.3] est que pour I'appliquer aux filtres d’erreurs, c’est le passage de
n’importe quelle borne sur I’entrée & une borne sur la sortie qui nous intéresse.

1. Le Worst-Case Peak Gain présenté ici est originellement appelé peak gain ou £°°-gain
par Boyd et al. [23], qui réservent le nom worst-case peak gain a la pire valeur de ce peak gain
dans un systéme a incertitude diagonale (lorsqu’un contrdleur est affecté par des perturbations
linéaires) [8]. Le terme Worst-Case Peak Gain est plus tard repris avec un sens différent [58]
109, [110], pour désigner directement ce peak gain originel. C’est cette terminologie plus récente
que j’utilise et que j'explique ci-dessus.
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Par ailleurs, on reconnait la norme 1 de h dans I’équation (4.46)) :

Iall, &) Ink)| (4.50)

keZ

Preuve. Le théoréme est facile & prouver en utilisant la caractérisation
d’un filtre par sa réponse impulsionnelle donnée par I'équation (2.12)) de la
section [2:2.3] En effet, avec les notations du théoréme :

k
> hu(k —1)| < (Z |h(l)|> (451
1=0 lez
Cela prouve le théoréme [4.3| tel qu’il est formulé, si on définit la valeur (7)) a
partir de I’équation

Mais si on définit (52°) par I'équation , on a seulement prouvé que
(2% < ||h|l;, puisqu’on a montré que ||h||; est un majorant de I’ensemble
des 120{ubll

llulloo

aussi prouver que ||h[|; est optimal, c’est-a-dire que c’est le plus petit majorant.
On montrera cela dans la section [£:3.2] Puis en section [£:3.3] on prouvera une
propriété encore plus forte : ||h]|; est le maximum (vraiment atteint) de cet
ensemble, c’est-a-dire qu’il existe un signal u tel que 0 < |[jul|,, < +oo et

1 {ub oo = 11l [l oo

Vk, [ {u} (k)] = |(h*u)(k)| =

. Pour pouvoir affirmer qu'on a vraiment (7)) = ||h||;, on doit

Lien avec la BIBO stabilité. On a vu en section 2:2.2] qu'un filtre est dit
BIBO stable si pour toute entrée bornée, la sortie est aussi bornée [70]. Le
théoréme du Worst-Case Peak Gain assure qu’'un filtre de Worst-Case Peak
Gain fini est BIBO. Réciproquement, on montrera en section [£.3.3] que si un
filtre est BIBO alors son Worst-Case Peak Gain est fini. Ainsi, comme an-
noncé dans la section la BIBO stabilité d’un filtre LTI est caractérisée par
la convergence absolue de la série correpondant & sa réponse impulsionnelle :

> kez |h(K)| < +o0.

Cas MIMO. Dans le cas d’un filtre MIMO, on va borner les signaux vectoriels
coefficient par coefficient. La borne @ sur ’entrée est donc un vecteur. Pour
que (S u soit également un vecteur, il faut que () soit une matrice. On
rappelle que la réponse impulsionnelle A d’un filtre MIMO (définition E[) est
justement un signal matriciel de taille n, x n, .

Théoréme 4.4 (Worst-Case Peak Gain, cas MIMO). Soit S un filtre
LTI MIMO a n, entrées et n, sorties. Soit w un signal d’entrée qui est borné
(coefficient par coefficient) par un vecteur w € R™, c’est-a-dire :

Alors la sortie correspondante y est bornée par le vecteur () :
W, Vi, [y < () @), (4.53)

ot () est le Worst-Case Peak Gain de S, obtenu ainsi & partir de sa ré-
ponse impulsionnelle h (la valeur absolue puis la somme infinie étant effectuées
coefficient par coefficient) :

+o0
() =3 Ihk) € Rrvxn (454)
k=0
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Comme pour la réponse impulsionnelle en section [2:2.3] le Worst-Case Peak
Gain d'un filtre MIMO est donc une matrice dont le coefficient en (i, 5) re-
présente le Worst-Case Peak Gain du filtre SISO J7; caractérisant I'effet de
Ientrée numéro j sur la sortie numéro i :

(A); = (A (4.55)

Formalisation. Comme expliqué au début de la section on instancie ’an-
neau RT sur lequel on a défini les filtres a I'ensemble des réels (type R en Coq).

Comme on 'a fait pour la définition mathématique, on traite d’abord le cas
SISO plus facile. On se donne donc un filtre LTI SISO 57 dont les signaux sont
a valeurs dans R.

Variable H : @SISO_filter R.
Hypothesis LTI : LTI_filter H.

Dans la formalisation, on définit (%)) directement a partir de I’équation
et non de I’équation . Cela évite de rajouter une définition qui serait inutile
vu qu’on veut juste prouver le théoréme On utilise Lim_seq de Coquelicot
pour la limite d’'une suite. Comme a la fois Lim_seq et 'opérateur de somme
de MathComp prennent des entiers naturels, on se restreint aux termes de h
d’indice positif, ce qui ne change bien str rien vu que h(k) est nul pour k < 0.

ij

Definition sum_abs_IR (n : nat) :=
\sum_(0 < i < n) Rabs (impulse_response H i).
Definition wcpg := Lim_seq sum_abs_IR.

On prouve alors le théoréme [£.3]

Theorem wcpg_theorem (u : scsignal) (M : Rbar)
(forall k : int, Rbar_le (Rabs (u k)) M) —
(forall k : int, Rbar_le (Rabs (H u k)) (Rbar_mult wcpg M)).

La preuve est assez rapide et suit ’équation (4.51)).
On passe ensuite au cas d’'un filtre MIMO. Le Worst-Case Peak Gain est
alors défini comme la matrice des Worst-Case Peak Gains des sous-filtres SISO

S, comme dans 'équation (4.55)).

Variable H : OMIMO_filter R nin nout.
Hypothesis HLTI : LTI_filter H.

Definition MIMO_wcpg : ’M[Rbar]_(nout, nin) :=
\matrix_(i,j) wcpg (to_SISO_yi_uj H i j).

La preuve du théoréme 4] est trés facile en décomposant la sortie numéro i
comme la somme sur j des sorties des filtres J77;, et en appliquant & chacun
de ces sous-filtres le théoréme du cas SISO. La notation _[i]ord représente le
coefficient d’indice i d’un vecteur colonne lorsque i est un ordinal.

Theorem MIMO_wcpg_theorem (u : @vsignal R nin)
(ubar : ’cV[Rbar]_nin)
(forall (k : int) (j : ’I_nin),
Rbar_le (Rabs ((u k) _[jlord)) (ubar _[jlord)) —
(forall (k : int) (i : ’I_nout),
Rbar_le (Rabs ((H u k) _[ilord))
((Rbar_mulmx MIMO_wcpg ubar) _[ilord)).
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4.3.2 Optimalité du Worst-Case Peak Gain

Encore une fois, on considére d’abord le cas SISO. On vient de prou-
ver le théoréme c’est-a-dire que ||hl|; est un majorant de l’ensemble
{% |0 < lull, < —1—00}. Montrons maintenant que ||h||; est optimal,
c’est-a-dire qu’il s’agit du plus petit majorant de cet ensemble :

VM e R, M < ||hll; = Ju,0< |lull, <400 A ||{u}| . > M |ul (4.56)

Cela signifiera que ||h||; est vraiment le Worst-Case Peak Gain défini comme
une norme dans I’équation (4.48)).

Pour simplifier un peu ’équation (4.56)), on va chercher des signaux témoins
u qui sont bornés par 1 :

VM eR, M < k]|, = 3u, |lully <1 A [|#{u}]l, > M (4.57)

Vu que le filtre est LTI, ceci est équivalent a ’équation . En effet, si u
est nul alors #{u} aussi, sinon on peut multiplier les deux par une méme
constante. Par ailleurs, il suffit d’exhiber un terme de s#{u} dont la valeur
absolue dépasse M. Ce qu’on veut prouver est donc :

YM €R, M < [|hll; = Ju, 3N, |lull, <1 A [A{u}(N) >M  (4.58)

Soit M tel que M < ||hl|;. Comme |h|, est la limite de la suite des
(>0 o |h(3)] )n, on sait qu’il existe un N € N tel que :

N
> @) > M (4.59)
=0

On définit alors le signal u tel que :
u(k) =sgn(h(N —k)) si0<k<N (4.60)

ot sgn est la fonction de signe :

1 sir>0
VreR, sgn(r)=4<-1 sir<0 (4.61)
0 sir=20

Les valeurs de u(k) pour £ > N n’ont pas d’'importance tant qu’elles sont
bornées par 1 ; on peut par exemple les mettre a 0. On a alors :

A{uHN) = (hxu)(N)= Y h(i)sgu(h(D)) = Y [h(@)] >M (4.62)

0<i<N 0<i<N

Comme |s{u}(N)| > s{u}(N), on a bien trouvé des témoins u et N pour
léquation (4.58]).

En Coq, on fait exactement la méme construction pour prouver 1’équa-
tion (4.58) (on montre en fait une version légérement plus forte que cette équa-
tion vu qu’on écrit H u N > M plutdt que Rabs (H u N) > M). On se place dans
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la méme Section de Coq (dont le mécanisme a été expliqué en section [1.2.4)
que pour le cas SISO de la section : H est un filtre SISO supposé LTI, et
wepg a été défini comme ||hl[; pour ce filtre H.

Theorem wcpg_optimal :
forall M : R, Rbar_1t M wcpg —
exists (u : scsignal) (N : int),
(forall k : int, Rabs (u k) < 1) AHu N > M.

Dans le cas d’un filtre MIMO, on montre que chaque coefficient de Z;:OB |h(k)]
est optimal. Ceci est facile & prouver a partir du cas SISO.

Theorem MIMO_wcpg_optimal (i : ’I_nout) (j : ’I_nin)
forall M : R, Rbar_1t M (MIMO_wcpg i j) —
exists (u : vsignal nin) N,
(forall k j’, Rabs (u k _[j’Jord) < 1) A Hu N _[ilord > M.

4.3.3 Atteignabilité du Worst-Case Peak Gain

On montre ici une propriété encore plus forte que 'optimalité de la sec-
tion : la borne supérieure de ’équation est atteignable, c’est-a-dire
qu'il existe un signal u borné tel que ||JZ{u}|,, = () ||ul/,, (on s’intéresse
seulement au cas SISO). Cela implique bien sir 'optimalité vue précédemment.
J’aurais donc pu présenter seulement la preuve de l'atteignabilité. Néanmoins, je
pense que c’est utile de voir d’abord celle de I'optimalité qui est nettement plus
facile. Cela permet aussi de remarquer que 1’énoncé qu’on veut prouver pour
Patteignabilité est ’équation de l'optimalité dans laquelle on a échangé
les quantifications « VM » et « Ju » :

Ju, Jul,<1 A YMER, M<|h|, = 3N, |[#{u}(N)| >M (4.63)

En effet, cela implique que || 7{u}| . > ||k, = ||kl ||u| , or on a déja prouvé
en sectionque |{u}| <Pl [|u - Sans surprise, I’échange des quan-
tificateurs rend I’énoncé beaucoup plus difficile & prouver, vu qu’on ne peut plus
choisir u en fonction de M.

On doit donc directement construire un seul signal u tel que |[F{u}| se
rapproche arbitrairement prés de ||hl|;. Pour cela, on va considérer une suite
(M) nen qui converge vers || k||, par valeurs strictement inférieures (par exemple,
M, = ||h||l; = (3)™ si ||h]|; est fini, et M,, = n si ||k, = 4+00). On va construire
un signal u tel qu'il existe Ny tel que |[s{u}(No)| > My, et il existe Ny
tel que |s{u}(N1)| > M, et ainsi de suite. L’intérét de formuler les choses
ainsi est qu’un filtre LTI est causal, c’est-a-dire que la sortie J#{u}(Ny) ne
dépend que des valeurs u(k) pour k& < Np. Si on a un premier signal u tel
que |A{u}(Noy)| > My, cette propriété restera donc vraie méme si on modifie
les u(k) pour k > Ny. On peut ensuite choisir des u(k) pour Ng < k < N
afin d’assurer que |Z{u}(Ny)| > My, puis des u(k) pour Ny < k < Ny pour
avoir |{u}(N3)| > May, etc. L’étape principale de la preuve d’atteignabilité
consiste donc & montrer que pour tout M < ||h|;, on peut prolonger des va-
leurs initiales données (bornées par 1) en un signal u tel que |lul| < 1 et
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IN € Z,|#{u}(N)| > M. Ecrivons cette étape principale sous forme d’équa-
tion, les valeurs initiales sont fournies par un signal u;,;; & consulter seulement
pour les indices 0 & Njp;t, inclus :

Vinit, VNinits |[tinit|lo <1 = VM, M <|hl, =
Ju, AN, ||lull, <1 A |H{u}(N)| > M A Yk < Ninig, w(k) = tinie (k)
(4.64)

Montrons cette derniére équation. Soit un signal u,;; borné par 1, un en-
tier Nini¢ et un réel M < ||hl|;. On distingue deux cas, selon que ||h||; est fini
ou vaut 400 (il ne peut pas valoir —oo vu qu'il est positif).

— Cas ||h||; € R. Comme % < ||A|l;, il existe N’ € N tel que

Zfio |h(3)| > % Posons N = Nipit + N’ + 1 et :

init (K i k < Nini
(k)=1" (k) ! ’ (4.65)
sgn(h(N —k)) si Nipis < k
On a alors :
N
H{u}(N) = Zu(z’)h(]\f —1)
i=0
Ninit N
=) wn(A(N — i)+ D> |h(N =) (4.66)
=0 i=Ninit+1
Ninit N’
=Y i (@R(N — i) + > ()|
i=0 i=0
Or |ltinit ||, <1 donc :
Ninit Ninit N N’
D umie(@) AN =) < Y RN =d)[ = Y [a@)] = [l =Y [h()]
=0 i=0 i=N'+1 i=0
(4.67)
en particulier :
Ninit Ninit

o
> |l + 3 14
= (168)

Z Uinit (1) R(N — 1) > —
i=0

> tinit (i) h(N — i)
=0

On en déduit :
N/
AAUHN) = = |[b]l; +2 > k()|
i=0

M+ ||k
>ty +2 () —

(4.69)

2

De plus, u est borné par 1 et identique & wuj,i pour 0 < k < Ny par
construction. On a donc bien construit u et N vérifiant ’équation (4.64)).
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— Cas ||h||; = 4o0. Il existe N" € N tel que valo |h(7)| > 2M. On pose a
nouveau N = Nj,;; + N’ + 1. On compare ‘Zl 20" Uinig (1) h(N — z)‘ a M.

Si ZN“(‘)“ Uinit (1) R(N — z)‘ > M, on pose simplement :

ini k ik < Nini
u() = J mie () s ¢ (4.70)
0 si k > Ninit
En effet, on a alors :
N Ninit
A {u}(N)] = Y uli Z Uinit ()A(N — 1) + 0| > M
i=0
(4.71)
et les autres conditions de ’équation (4 sont trivialement remplies.

Supposons maintenant que ‘ZN‘B‘ ulmt(z)h(N — z)‘ < M. On pose :

ini Si Ninj
u(l) = & tmie(R) stk < Ningg (4.72)
sgn(h(N — 1)) si k> Nini
On obtient :
Ninig N
jf{u} Z umlt Z) + Z |h(N - Z)|
i=Ninjt+1
Ninit N’ (4.73)
Z Z ulnlt - Z) + Z |h(’L)|
i=0
> fM +2M

A nouveau, u est facilement borné par 1 et identique & uiyj pour 0 <
k < Ninit, donc on a bien construit u et N vérifiant I’équation (4.64)).

On a ainsi montré ’équation dans les deux cas. On s’en sert alors
pour construire progressivement un signal u et des entiers Ny, Ny, etc. tels que
|77{u} (k)| excéde My pour k = Ny, excéde M; pour k = Ny, et ainsi de suite.
On rappelle que (M, )nen est une suite qui tend vers M (par valeurs strictement
inférieures pour pouvoir appliquer I’équation ) On obtient ainsi un signal u
borné par 1 tel que |[J#{u}| > M.

Comme M était n'importe quel réel strictement inférieur a ||h||, = (),
on a bien construit un signal u borné tel que ||[JZ{u}|l., > (J7) ||lull, (et
donc || {u}| ., = () ||u|l ., puisque I'autre sens de I'inégalité est donné par
le théoréme du Worst-Case Peak Gain). Ceci montre que le Worst-Case Peak
Gain est atteignable.

Lien avec la BIBO stabilité. Cette propriété d’atteignabilité a une consé-
quence particuliérement intéressante dans le cas ou ||hl|; = 400 : elle signifie
alors qu’il existe une entrée u bornée pour laquelle la sortie J#{u} est non bor-
née, c’est-a-dire que le filtre n’est pas BIBO. En prenant la contraposition, on
prouve comme annoncé en section[f.3.1]que si un filtre est BIBO alors son Worst-
Case Peak Gain est fini. Cela signifie en particulier que pour les filtres étudiés
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en pratique, auxquels on impose d’étre BIBO, le théoréme du Worst-Case Peak
Gain fournira toujours une borne finie.

Formalisation. La preuve en Coq suit la preuve mathématique ci-dessus. Elle
est trés longue et repose sur beaucoup de constructions de signaux témoins.
J’ai eu besoin d’utiliser l'existentielle fonctionnelle { x : T | P} qui signifie
qu’il existe x de type T tel que la propriété P (qui fait généralement intervenir
la variable x) est vraie (autrement dit, 'ensemble des éléments de type T véri-
fiant P est non vide). Cette existentielle peut étre utilisée pour construire une
Definition, contrairement & celle donnée par le quantificateur exists. Je n’ai
pas eu besoin d’ajouter d’axiome de logique classique. Cependant, je m’appuie
beaucoup sur LPO ( Limited Principle of Omniscience) prouvé par la bibliothéque
Coquelicot & partir des axiomes définissant les réels de la bibliothéque standard,
comme expliqué en section [2.1.2

On se place encore dans le méme contexte qu’en section [£.3.1] : le filtre SISO
H est supposé LTI et wepg : Rbar est son Worst-Case Peak Gain.

On définit un type enregistrement indiquant qu’un signal w borné par 1
(prédicat boundedby1) produit une sortie s#{u} qui excéde (en valeur absolue)
une borne donnée M € R pour un certain indice temporel N € N (N serait
censé étre de type int en temps qu’indice de signal, mais en pratique on le
construit dans nat et on compte sur la coercion nat — int pour pouvoir écrire
(Hu ).

Record exceed_witness := {
wit_u : scsignal ;
wit_N : nat ;
wit_M : R ;
wit_bnd : boundedbyl wit_u ;
wit_exceed : wit_M < Rabs (H wit_u wit_N)

T

On prouve alors I’étape principale décrite précédemment par I’équation (4.64)),
ici formulée comme la construction d’un nouvel exceed_witness excédant la
borne demandée M et prolongeant ’ancien exceed_witness fourni.

Lemma extend_exceed_witness (witO : exceed_witness) (M : R)
Rbar_1t M wcpg —
{ wit : exceed_witness |
wit_ M wit = M A (wit_N witO < wit_N wit)%nat A
(forall k, (k < wit_N witO)%int — wit_u wit k = wit_u witO k) }.

On définit une suite Mseq : nat — R qui tend vers wcpg par valeurs inférieures
1

(si wepg = +oo le n-iéme terme est simplement n, sinon c’est wcpg — (5)").
Puis on définit une suite exceed_witness_seq : nat — exceed_witness ré-
cursivement. Le n-iéme terme de cette suite (pour n > 0) est construit avec
extend_exceed_witness pour étendre le précédent et excéder le n-iéme terme
de Mseq (l'initialisation est simplement wit_u égal au signal nul, wit_N & 0 et
wit_M a-1). On veut ensuite construire le signal correspondant a la « limite » de
la suite des signaux wit_u de exceed_witness_seq. Or on sait que pour chaque
terme de cette suite, les valeurs du signal wit_u pour des indices entre 0 et wit_N

sont définitives, au sens ou elles seront désormais conservées lorsqu’on prolonge
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chaque exceed_witness. On remarque aussi que extend_exceed_witness pro-
duit toujours un nouveau wit_N strictement plus grand que ’ancien : on montre
facilement par récurrence que le wit_N de exceed_witness_seq n est supérieur
a n. Cela signifie que la valeur en n de wit_u (exceed_witness_seq n) est une
valeur définitive. On construit donc le signal u_reachability suivant. En uti-
lisant la propriété wit_exceed des termes de exceed_witness_seq, on peut
alors prouver que |#{u_reachability}| peut excéder n’importe quel terme de
la suite Mseq, donc n’importe quel M < wcpg.

Lemma u_reachability_causal :
causal (fun k = wit_u (exceed_witness_seq k) k).
Definition u_reachability := Build_signal u_reachability_causal.

Lemma u_reachability_exceed (M : R)
Rbar_1t M wcpg — exists k, M < Rabs (H u k).

Cela signifie bien qu'il existe une entrée u bornée telle que || {u}|| . > () ||u| .-

Theorem wcpg_reachable :
{ u : scsignal |
(forall k, Rabs (u k) < 1) A
(forall M : R, Rbar_lt M wcpg —
exists k, M < Rabs (H u k)) 17}.

Enfin, on prouve qu'un filtre BIBO (dont la définition Coq a été donnée en
section a un Worst-Case Peak Gain fini. Ceci a été présenté plus haut
comme une contraposition du théoréme qu’on vient de prouver, dans le cas ot
wepg est infini. Mais en Coq, on n’a pas accés & la contraposition sans ajouter
d’axiome de logique classique. On peut tout de méme prouver cette propriété,
entre autres parce que la finitude d’un élément de Rbar est décidable.

Theorem BIBO_finite_wcpg : BIBO_SISO_filter — is_finite wcpg.

4.3.4 Application a la vérification de formats de virgule
fixe : absence d’overflows

Pour implémenter un filtre en virgule fixe en matériel, on veut choisir des
formats appropriés pour chaque variable du programme. En particulier, on veut
utiliser des msbs (section [1.3.2) suffisamment grands pour assurer qu’il n’y aura
pas d’overflow. Mais on essaie de les prendre tout juste assez grands pour remplir
cette condition : réduire le msb permet de réduire la largeur w donc accélérer
les calculs, ou alors, si la largeur w est imposée, cela permet de réduire le Isb
donc améliorer la précision.

De nombreuses techniques existent pour déterminer les formats, comme des
simulations avec des nombres flottants, ou encore de I'arithmétique d’intervalle.
On s’intéresse ici a la solution basée sur le théoréme du Worst-Case Peak Gain.

On considére ici que les sommes de produits sont calculées par des algo-
rithmes étudiés séparément (chapitre|5) donc on ne tient pas compte des calculs
internes & ces sommes de produits. Les variables d’un filtre implémenté sous
forme de SIF sont alors les variables d’état (composantes du signal d’état x),
les variables auxiliaires (composantes de t) et les sorties (composantes de y(k)).
De plus, on suppose donné un vecteur u de bornes sur les entrées.
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Rappelons ’équation définissant le filtre modéle 52 associé a une SIF :

Jt(k+1) = Max(k)+ Nu(k)
H xz(k+1) Kt(k+ 1)+ Px(k) + Qu(k) (rappel de (3.25))
y(k) Lt(k + 1) + Rx(k) + Su(k)

On peut facilement ’adapter en une nouvelle SIF qui a les mémes signaux ¢
et x, mais dont la nouvelle sortie 4,45 €st une concaténation verticale de ¢, x
ety :

Jt(k+1) = Max(k)+ Nu(k)
a(k+1) = Kt(k+1)+ Px(k) + Qu(k)
Hyars I 0 0 (4.74)
Yoars(k) = |0 |t(k+1)+ | I |xk)+|0]ulk)
L R S

On note 7, le filtre modeéle associé a cette SIF. En appliquant le théoréme
du Worst-Case Peak Gain (théoréme pour le cas MIMO), on obtient alors
(en prenant encore une fois la valeur absolue et I'inégalité composante par com-
posante) :

VE, [Yvars(B)| < (Hiars) B (4.75)
Il reste a déterminer ((7,qrs)). On a vu en section[3.2.5|comment passer de la SIF
ci-dessus & un State-Space (A, B,C, D) décrivant le méme filtre modeéle J7,4;s.

On peut alors utiliser 'expression de la réponse impulsionnelle d’un State-Space
vue en section B.1.4 :

D sik=0
h(k)=¢{ CA*'B sik>0 (rappel de (3.7))
0 sik <0

On en déduit que le Worst-Case Peak Gain de 5,4y :

+oo
(Hvars) = D]+ > |CA™ B (4.76)

m=0

On peut ainsi calculer le vecteur {(.7%,4,5)) @ qui contient une borne pour chaque
variable dont on a besoin pour implémenter la SIF initiale. De ces bornes, on
déduit les msbs dont on a besoin et donc les formats & utiliser pour ne pas avoir
d’overflows.

Il reste plusieurs problémes avec cette approche. La somme infinie apparais-
sant dans ((J%,4rs) n'est calculée qu’approximativement. Ce calcul lui-méme, et
la multiplication matricielle de {#,qs)) par @, sont effectués en précision finie
donc eux-mémes sujets a des erreurs d’arrondis. De plus, les bornes obtenues
sont sur les signaux modéles £, x et y, et non les signaux implémentés t*, x* et
y*, qu’on ne connait pas encore puisqu’on n’a pas encore décidé quels formats
utiliser pour leur implémentation. Or ’accumulation d’erreurs d’arrondis en cal-
culant ces signaux peut modifier les bornes sur ces variables et potentiellement
le msb minimal requis pour ne pas avoir d’overflows. Chacun de ces problémes
a un effet relativement petit : si on les ignore, on peut concevoir un filtre qui
fonctionne correctement la plupart du temps, ce qui est satisfaisant pour beau-
coup d’applications. Mais ce n’est pas du tout suffisant pour les applications
critiques ol un dysfonctionnement peut étre dangereux.
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Volkova [I08| décrit une approche rigoureuse pour résoudre ces problémes.
En particulier, Volkova et al. [I09] proposent un algorithme permettant de cal-
culer le Worst-Case Peak Gain d’un filtre & un € prés, pour n’importe quel € > 0
voulu, & partir des coefficients (A, B, C, D) de son State-Space. La preuve (sur
papier) de cette borne prend en compte a la fois la somme infinie de I’équa-
tion et la précision finie utilisée dans les calculs. Ensuite, les formats
a utiliser sont déterminés en plusieurs étapes. On choisit d’abord des formats
adaptés aux signaux modéles t, x et y. On s’intéresse alors au filtre implémenté
JC* calculé avec ces formats. On étudie la propagation des erreurs d’arrondi
dans ce filtre (par exemple en appliquant le théoréme du Worst-Case Peak Gain
aux filtres d’erreurs comme on verra en section pour vérifier si les for-
mats choisis sont encore adaptés aux signaux implémentés t*, x* et y*. Si on
doit modifier les formats, on itére jusqu’a trouver un point fixe. Cela nécessite
généralement au plus une modification des formats, vu que les erreurs d’arrondi
sont assez petites devant les binades des formats considérés.

Formaliser la SIF pour .5%,,.s et montrer qu’on obtient bien une concaténa-
tion de t, « et y en sortie serait facile. En revanche, prouver 'algorithme de
calcul du Worst-Case Peak Gain est une perspective qui risque d’étre difficile et
sera discutée en section [6.3.3] Par ailleurs, notons que l'itération pour trouver
les bons formats n’a pas besoin d’étre formalisée dans son intégralité. Cette pro-
cédure peut étre effectuée par un oracle non vérifié, tant qu’on prouve ensuite
formellement que les formats obtenus a la fin sont corrects (c’est-a-dire qu’ils
assurent qu’il n’y aura jamais d’overflows).

4.3.5 Application aux filtres d’erreurs

Appliquons maintenant le théoréme du Worst-Case Peak Gain aux filtres
d’erreurs obtenus en section On a vu que lerreur finale s’exprime comme :

Ay = Hrople} + Hac{u} (rappel de (4.43))

En appliquant le théoréme [4.4] on obtient :
VE, |Ay(F)| < (Haop) € + (Hac) v (4.77)

ou la valeur absolue, I'inégalité et les vecteurs de bornes € et @ sont tous consi-
dérés composante par composante.

On a donc besoin de connaitre les Worst-Case Peak Gains des filtres d’er-
reurs. Ces derniers sont les filtres modéles définis par des SIF données en sec-
tion[£:2.3] dont les coefficients s’expriment en fonction des matrices J, K, etc. de
la SIF initiale et de leurs arrondis J*, K*, etc. Comme précédemment, on peut
utiliser la traduction de la SIF vers le State-Space (section pour déter-
miner un State-Space (Aaop, Baop, Caop, Daop) correspondant & Ha,p. Puis,
grace a la réponse impulsionnelle d’un State-Space (section , on obtient :

“+o0
<<<%0A0p>> = |DA0p| + Z |CA0PAKOpBAOP| (4‘78)

m=0

De méme pour le second filtre d’erreurs .. Le cas général de I’équation (4.78)
(et aussi de 'équation (4.76)) de la section précédente), a savoir 'expression
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du Worst-Case Peak Gain du filtre modéle associé a un State-Space donné, se
prouve en Coq sans difficulté particuliére.

Variable stsp : @StateSpace R nin nout nx.
Notation A := (StSp_A stsp). (* etc. : B, C, D %)
Lemma wcpg_from_StSp :
MIMO_wcpg (filter_from_StSp stsp)
= add_mxRbar (to_mxRbar (absmx D))
(Lim_seq_mx (fun m =
\sum_(0 < k < m) absmx (C *m expmx A k *m B))).

Les bornes @ sur les entrées sont fournies avec le filtre & étudier. Il reste donc
& déterminer des bornes € sur les erreurs des sommes de produits : cela dépend
de lalgorithme de somme de produits utilisé, qu’on étudiera dans le chapitre

Perspective : expression algébrique des Worst-Case Peak Gain des
filtres d’erreurs. Une fois qu’on peut remplacer € par les bornes d’erreurs
issues des algorithmes de sommes de produits du chapitre 5] on obtient une ex-
pression d’une borne sur Ay. Cependant, cette expression est encore trop com-
pliquée pour étre utilisable en pratique : elle contient par exemple des sommes
infinies de matrices comme dans ’équation .

Une solution consiste & s’intéresser a un exemple concret de filtre, avec des
valeurs explicites de coeflicients et des formats donnés de précision finie, afin
de calculer la valeur numérique de la borne sur Ay obtenue. Cela demande
cependant de pouvoir calculer précisément la somme infinie apparaissant dans
le Worst-Case Peak Gain. Comme mentionné en section 3.4 et détaillé en
section un algorithme existe pour cela [I09] mais risque d’étre difficile a
formaliser.

Une autre approche possible consiste a développer des expressions algé-
briques pour les Worst-Case Peak Gain des deux filtres d’erreurs qui nous in-
téressent. Ceci mettrait a profit un avantage de la preuve formelle sur d’autres
méthodes formelles : pouvoir prouver des propriétés générales pour tous les
filtres d’une certaine famille, plutét que vérifier des propriétés d’un exemple nu-
mérique fourni. Cependant, les travaux sur papier relatifs a cette approche ne
sont eux-mémes pas du tout mirs. En voici un bref apercu informel.

Pour obtenir une borne utile sur Ay, on veut prouver que chacun des termes
(Hnop) € et {(Hac) U de 'équation est relativement petit. Pour le pre-
mier terme ((%.p) €, ce sont les bornes & sur les erreurs des sommes de produits
qui sont petites : on verra dans le chapitre 5] qu’elles sont égales a I'ulp du format
du résultat, voire la moitié de cette ulp selon ’algorithme choisi. Dans le second
terme ((#a.) U, on ne controle pas les bornes @ sur les entrées, qui ne sont pas
forcément petites. On souhaiterait donc montrer que (. ) est assez petit. On
étudie d’abord le cas plus simple du State-Space. Le filtre JZa. est alors défini
par le State-Space suivant :

B
AB\ (rappel de (L23))
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ot (A, B,C, D) est le State-Space du filtre modéle étudié 7# et A* = O (A)
et AA2 A* — A. Par récurrence sur m € N, on prouve facilement que :

m

(A |0\ Am |0
On a alors :
+oo m
W) =1ap1+ 3 |(AC | @) (Fg1ar) (ap)
m=0+Oo (480)
= |D*-D|+ ) |C*(A")"B* -~ CA™B|
m=0

On voit apparaitre des termes interprétables comme des termes d’erreurs, mais
les multiplications et exponentiations de matrices et la somme infinie com-
pliquent I'analyse. Il faudrait réussir a simplifier davantage cette expression pour
que cette approche devienne intéressante comparée au calcul des coefficients nu-
mériques de . puis de son Worst-Case Peak Gain grace a 'algorithme de
Volkova mentionné précédemment [I09]. Une étude plus approfondie de cette
approche constitue une perspective a long terme (section .



Chapitre 5

Algorithmes de somme de
produits en virgule fixe et
overflows modulaires

Dans le chapitre précédent, on a obtenu une borne sur l'erreur finale de la
sortie d’un filtre, & condition de savoir borner l'erreur locale (k) dans chaque
somme de produits d’une SIF. Le chapitre présent s’intéresse donc aux algo-
rithmes permettant de calculer une somme de produits et a l'erreur d’arrondi
sur leur sortie. L’objectif est de calculer efficacement une valeur approchée de

la, somme :
n—1
Z Siti (51)
i=0

pour deux suites finies (ou vecteurs) d’entrées (s;)o<i<n €t (ti)o<i<n-

Les produits scalaires et matriciels apparaissent dans de nombreux domaines
des mathématiques et de I'informatique [75]. Les algorithmes de somme de pro-
duits ont donc fait 'objet de nombreuses études, majoritairement dans le cadre
de la virgule flottante. De méme pour leurs cousins, les algorithmes de somme
de n termes. J’en propose ci-dessous un apercu qui est loin d’étre exhaustif
car cette littérature est trés étendue. Des vues d’ensembles plus détaillées sont
données dans [53} [84] [90].

L’accumulateur de Kulisch [75] est le plus simple conceptuellement : il s’agit
d’utiliser suffisamment de précision pour que tous les calculs intermédiaires
solent exacts (par exemple avec des bins [48]). Cet algorithme est donc trés
précis, au prix d’un temps de calcul trés élevé. De nombreux travaux ont pour
objectif d’en concevoir une implémentation la plus rapide possible, par exemple
a Paide d’optimisations matérielles ou de calculs en paralléle [24] [71], [73], [OT].
Daumas et Matula [36] proposent un algorithme calculant une somme de pro-
duits en binary64 (double) a un bit pres (arrondi fidele de la définition [5.4)), sauf
en cas de rare soustraction catastrophique (catastrophic cancellation, quand on
soustrait deux nombres presque égaux) qui est alors signalée par un flag. Cet
algorithme effectue une sticky accumulation basée sur une implémentation maté-
rielle d’un format similaire & binary128 (quad) mais non normalisé. Il est moins

149
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précis mais beaucoup plus rapide que toutes les variantes de 1’accumulateur
de Kulisch. Ogita, Rump et Oishi [95] développent des algorithmes de somme
et de somme de produits renvoyant un résultat aussi précis que si les calculs
utilisaient une expansion de K flottants pour un K demandé, mais utilisant
seulement des additions, soustractions et multiplications dans le méme format
que les entrées. Les mémes auteurs proposent ensuite un algorithme calculant
un arrondi fidéle d’'une somme pour un vecteur qui peut étre de trés grande
dimension [102], ainsi qu’un algorithme renvoyant un arrondi au plus proche
correct d’'une somme mais dont le temps d’exécution augmente quand le résul-
tat exact est proche d’un point milieu [I03]. Lefévre [76] présente un algorithme
rapide correctement arrondi pour des flottants multiprécision en base 2, basé
sur des tableaux d’entiers. C’est 'algorithme utilisé par la fonction mpfr_sum
de la bibliotheque GNU MPFREI de C.

Mais les filtres numeériques dans les systémes embarqués utilisent souvent la
virgule fixe comme expliqué en section|1.3.2] notamment lors d’une implémenta-
tion matérielle (sur FPGA ou ASIC). Dans ce chapitre, on considére désormais
exclusivement 'arithmétique en virgule fixe en base 2. De plus, dans le contexte
de ces filtres, la longueur n des séquences d’entrées est petite (par exemple de
Pordre de 10). Les s; sont des constantes connues a I’avance puisqu’elles corres-
pondent aux coefficients du filtre. Les formats de toutes les entrées et le format
désiré pour la sortie sont eux aussi connus a 'avance (c’est-a-dire au moment
de 'implémentation de I’algorithme plutot que de son exécution).

L’accumulateur de Kulisch mentionné précédemment s’adapte tout & fait au
cas de la virgule fixe, méme si le temps de calcul important peut étre rédhi-
bitoire dans des systémes embarqués. De Dinechin et al. [37] présentent une
construction matérielle automatique d’un algorithme de somme de produits par
des constantes qui renvoie un arrondi fidéle du résultat exact. Les calculs inter-
meédiaires sont effectués avec une précision légérement supérieure a celle désirée
pour le résultat : on parle de bits de garde. Les multiplications correctement
arrondies par les constantes sont obtenues rapidement grace a des tables de
consultation (lookup tables) précalculées. Cette approche est congue dans 'op-
tique des filtres LTT FIR (section définition . Elle est ensuite généralisée
a des entrées de formats différents [IT1] pour pouvoir étre appliquée a des filtres
LTT IIR. Par ailleurs, Lopez [85] étudie la recherche par optimisation combina-
toire d’un algorithme de somme de produits ayant de bonnes propriétés (temps
de calcul, précision du résultat) pour des formats donnés. Il cherche & optimiser
les formats des produits intermédiaires p; (approximations respectives des s;t;),
et la facon dont les p; sont sommés & ’aide d’additions binaires, qu’il représente
sous forme d’un arbre binaire (par exemple pour n = 4 les possibilités incluent

(Po +p1) + (P2 + p3), ((po + p3) + p1) + po2, etc.).

Ce chapitre présente la formalisation en Coq d’algorithmes de somme de
produits pour la virgule fixe en base 2, fournissant une borne prouvée sur ’er-
reur en sortie de chacun. Dans un premier temps, dans les sections [5.1] a [5.3]
j’ignore les problémes liés aux overflows. La section [5.1] explique la virgule fixe
sans overflow que je considére, puis décrit sa formalisation en Coq (qui s’appuie
fortement sur la bibliothéque Flocq [20]). La section détaille et formalise

1. www.mpfr.org
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deux algorithmes de somme de produits mentionnés ci-dessus : I’accumulateur
de Kulisch et Palgorithme fidéle a bits de garde (ou plutét, une simplification de
ce second algorithme n’exploitant pas le fait que les s; soient des constantes).
La section [5.3| propose et formalise un nouvel algorithme de somme de produits
correctement arrondi pour un arrondi au plus proche. Enfin, la section [5.4]s’inté-
resse a la prise en compte des overflows. Elle présente ma formalisation en Coq
de ’overflow modulaire, puis de 'algorithme fidéle & bits de garde en autorisant
des overflows modulaires dans les calculs intermédiaires.

5.1 Virgule fixe ignorant le probléme des owver-
flows

Cette section présente 1’étude et la formalisation de la virgule fixe en ignorant
le probléme des overflows. La section [5.1.1] introduit les définitions et propriétés
mathématiques des formats de virgule fixe sans overflow. La section [5.1.2] pré-
sente les éléments de la bibliothéque Flocq que j’utilise dans ma formalisation,
principalement & travers la surcouche décrite en section [5.1.3] spécialisée pour
la virgule fixe en base 2 sans overflow.

5.1.1 Arithmétique en virgule fixe sans borne sur la man-
tisse

On a vu en section @ qu'un format de virgule fixe F,,, est caractérisé
par un exposant implicite ¢ (qui est aussi le Isb) et une largeur w (donnant le
nombre de bits utilisés pour représenter la mantisse entiére en complément a
deux). L’ensemble des nombres représentables est alors :

Fow2{mx2 | meZ A 20" <m<2v7 —1} (rappel de (L.8))

On a aussi vu qu’on a un overflow dés qu’on excéde les valeurs extrémes de
F¢ ., qui dépendent surtout du msb égal a £ +w — 1.

Dans un premier temps, dans les sections a on ignore les difficultés
liées aux overflows. Pour cela, on oublie la borne sur la mantisse imposée par
sa représentation sur une largeur w fixée. On travaille donc avec des formats de
virgule fixe théoriques autorisant des mantisses entiéres arbitrairement grandes.
Un tel format est caractérisé uniquement par un Isb £. J'utilise la notation F; a
la fois pour le format et 'ensemble des nombres représentables dans ce format :

Fp = {m x 2°|m e Z} (5.2)

Il s’agit donc de tous les multiples entiers du facteur d’échelle implicite 2¢. Un
tel format n’a ni largeur, ni msb (on peut aussi considérer que les deux valent
+00). C’est un format théorique ou la mantisse m peut étre n’importe quel
entier de Z et on ne se préoccupe pas de sa représentation sur des bits. Il n’y
a jamais d’overflow dans ce format puisqu’il contient des valeurs représentables
arbitrairement grandes ou petites.

La section courante présente les propriétés arithmétiques de ’approche dé-
crite ci-dessus, dont le but est d’ignorer le probléme des overflows en virgule fixe.
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Ces propriétés seront formalisées en Coq dans les sections et (respec-
tivement par la bibliothéque Flocq et une surcouche que je lui ai ajoutée) puis
utilisées tout au long des sections [5.2] et

Arrondis vers Fy. Les modes d’arrondis présentés en section [I.3.3] pour la vir-
gule flottante s’appliquent aussi au format Fy. Comme on sera amené & considé-
rer des arrondis vers différents formats dans un méme algorithme, on note le lsb
du format en indice du symbole d’arrondi. On utilisera surtout ’arrondi vers le
bas \VE R — F; et 'arrondi au plus proche Qj pour une régle de tie-breaking
donnée 7 (régle de bris d’égalité comme expliqué en section [1.3.1)). En effet, le
premier est trés facile & implémenter en complément a deux (simple troncature
comme mentionné en section et détaillé en section , et le second est
le mode d’arrondi le plus précis (c’est-a-dire celui qui minimise 'erreur dans le
pire cas).

Ces arrondis vérifient bien les propriétés de base attendues d’une fonction
arrondi : ce sont des fonctions croissantes qui préservent les nombres représen-

tables (Vo € Fy, vé(x) =z).

Remarque : ulp en virgule fixe. Une notion utile pour analyser les er-
reurs dans les arithmétiques en précision finie de maniére générale est 'ulp d’'un
nombre (Unit in the Last Place). 11 s’agit de 1’écart entre deux nombres re-
présentables consécutifs (ainsi nommé car cela correspond a la différence entre
deux nombres identiques partout sauf sur le dernier bit de la mantisse). Dans
un format de virgule flottante, la définition de I'ulp d’'un nombre est un peu
longue car elle varie avec ’exposant, et il faut traiter soigneusement le cas des
puissances de 2 positives ou négatives... Mais en virgule fixe, c’est beaucoup
plus simple : I'ulp dans le format F, est toujours 2¢, puisque les éléments de Fy
sont réguliérement espacés de 2¢. Ainsi, lorsqu’on étudie les erreurs d’arrondi
dans Fy, on verra souvent apparaitre directement 2¢ ou 2¢~! 1a ou on aurait
rencontré ulp(z) ou %ulp(x) en virgule flottante (comme par exemple dans les
lemmes suivants).

Lemme 5.1 (Caractérisation et erreur de ’arrondi vers le bas).
Pour tous L € Z et z,y € R, on a :

vf(x):y — yeF, Ay<z<y+2 (5.3)
En particulier :
‘vz(z) - :c’ <2 (5.4)

Preuve. Par définition de ’arrondi vers le bas, et comme le prochain élément
de F; aprés un certain y € Fy est y + 2¢, on obtient :

V@) =y < y=max{aeF/|a<uz} 55)
— yeF, Ay<z Ay+2>z .

O

Lemme 5.2 (Caractérisation et erreur de 1’arrondi vers le haut).
Pour tous ¢t € Z et z,y € R, on a :

Ag(x)zy — yeF, Ay—2<z<y (5.6)
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En particulier :

‘Ae(x) —x( <2 (5.7)
Preuve. Similaire a la preuve du lemme [5.1] O

Lemme 5.3 (Erreur d’un arrondi au plus proche). Pour tous ¢ € Z et
z € R, et pour nimporte quelle régle de tie-breaking 7, on a :

| Op(x) — x| <271 (5.8)

Preuve. C’est évidemment vrai si @ € F, c’est-a-dire O}(x) = . Sinon, les
deux nombres représentables les plus proches de x sont espacés de 2¢ et x se
trouve entre les deux. Cela signifie que les distances de = a chacun des deux sont
deux nombres positifs dont la somme est 2¢. La plus petite des deux est donc
inférieure ou égale a 261, O

Pour décrire le comportement de l’algorithme qui sera présenté en sec-
tion [5.2.4] on aura besoin de la notion suivante d’arrondi fidéle.

Définition 5.4 (Arrondi fidéle). Le réel y est un arrondi fidéle du réel x dans
le format Fy si :

y=@) v y=2) (5.9)

Autrement dit, y est un arrondi fidéle de x s’il s’agit de n’importe lequel des
deux nombres représentables encadrant = (ou si y = x lorsque = est déja dans
Fy). Ceci est illustré par la ﬁgure sur laquelle les traits verticaux représentent
les éléments de Fy (réguliérement espacés de I'ulp 2°).

arrondis fidéles de x ot
FIGURE 5.1 — Arrondi fidéle dans [F,
Lemme 5.5 (Caractérisation d’un arrondi fidéle). Le nombre y € F; est
un arrondi fidéle du réel x dans le format Fy si et seulement si :
ly — x| < 2° (5.10)

Preuve. C’est équivalent au lemme [5.1] lorsque y < z ou au lemme [5.2] lorsque
Yy > x. O

Notons que ce lemme est propre & la virgule fixe, au sens il n’a pas de

contrepartie simple en virgule flottante [90] (a cause de la discontinuité de 'ulp
au niveau des puissances de 2).

Lemme 5.6 (Inclusion des formats). Si ¢ < ¢ alors Fy C Fy.
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Preuve. 11 suffit de se rappeler que Fy est par définition ’ensemble des nombres
divisibles par 2¢ (c’est-a-dire s’écrivant sous la forme k2¢ avec k € Z). Comme
2¢ divise 2%, tout multiple de 2¢ est aussi multiple de 2¢ d’ou Fyr C Fy. O]

Addition et multiplication. Les opérations basiques utilisées dans ce chapitre
sont ’addition et la multiplication. On supposera qu’on dispose d’implémenta-
tions correctement arrondies pour 'arrondi vers le bas (ce qui est encore une
fois facile en complément & deux). Comme on a vu en section cela signifie
que le résultat renvoyé est I’arrondi vers le bas du résultat exact en précision
infinie. Je représente ces implémentations correctement arrondies par des nota-
tions binaires avec le symbole de 'opération & 'intérieur du symbole d’arrondi
vers le bas, par exemple :

x%yévé(:ﬂer) x%yéve(xxy) (5.11)

Par ailleurs, on remarque que la somme (exacte, en précision infinie) de deux
nombres de [y est encore dans F, (cela se voit bien en écrivant m2t + m'2t =
(m 4+ m/)2%). Une conséquence importante est que pour deux nombres z et y
appartenant tous deux a Fy, leur somme correctement arrondie (pour n’importe
quel arrondi, en particulier arrondi vers le bas) est en fait exacte :

va,y € Fy, x%y:v[(m—i—y):x—ky (car z +y € Fy) (5.12)

Similairement, si x € Fy et y € Fy alors ay € Fyyp (puisque m2tm/2t =
mm/2) donc :
Ve e Fp,Vy € Fp, x o ¥ = 1Y (5.13)

Lemmes pour la section Voici deux lemmes qui serviront a prouver le

lemme [5.15] en section [5.3.1] et le théoréme [5.20] en section [£.3.2]
Lemme 5.7. Soit x,y e R et L € Z. Siy € Fy alors :
V(@) +y =,z +y) (5.14)

Preuve. Cette preuve repose sur la caractérisation 'arrondi vers le bas du

lemme On sait que v@(x) <z < vé(x) + 2¢ donc :
@)ty <aty<ye) +y+2° (5.15)

De plus S/ (z) € Fy et y € Fe done S/ (2)+y € Fy. On en déduit bien S/ (z+y) =
V(@) +y. O

Lemme 5.8. Soitx € R et £,0' € Z. Si £ < V' alors :

(V@) =/, () (5.16)

Preuve. Toujours d’apres le lemme [5.1} on a :

@) <, () +2° (5.17)
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Or () € Fe et <, (S (2)) € ]F/g et 2¢ € Fy (d’apreés le lemme
donc le nombre 7, (/ (%)) + 2t — \,(2) appartient & Fy et est strictement
positif, donc ce nombre est supérieur ou égal a 2¢ d’oi :

V() <, (@) +27 - 2° (5.18)

On a alors :
U (@) < @) <z < Qla) +2° <, (@) +27 20 +2° (5.19)

avec \,(/, (@) € For dou , (2) =, (V(@))- -

Ces deux lemmes seront prouvés formellement en section [5.3.1]

5.1.2 Bibliothéque Flocq

Flocq [20] groupe en une seule formalisation trés générale de nombreux for-
mats de précision finie, notamment les formats usuels de virgule flottante et
virgule fixe. Cette section présente les éléments de Flocq sur lesquels je m’ap-
puie pour traiter la virgule fixe dans ma formalisation.

Cette bibliotheéque utilise les réels R [87] et les entiers relatifs Z de la biblio-
théque standard.

Prédicat pour décrire un format. Flocq représente un format sous la forme
d’un prédicat R — Prop caractérisant ’ensemble des nombres représentables
dans le format. Ainsi, les nombres du format sont manipulés comme des réels de
type R, accompagnés si nécessaire de ’hypothése qu’ils appartiennent au format.
L’intérét est qu’on peut alors directement appliquer tous les outils de Coq sur R
a ces nombres. C’est cette approche qui a inspiré I'arithmétique générique que
j’ai présentée en section [1.3.3

Un élément essentiel de Flocq est generic_format, qui permet de construire
les prédicats représentant de nombreux formats, notamment les formats usuels
de virgule flottante ou fixe.

Definition generic_format (beta : radix) (fexp : Z — Z) : R — Prop.

Le format est caractérisé par une base § et une fonction d’exposant ¢ : 7 — 7
détaillée ci-dessous. Le type radix, utilisé pour la base, correspond aux entiers
de Z qui sont supérieurs ou égaux a 2. Dans ce chapitre, je m’intéresse seulement
a la base 2, qui est représentée par I’élément radix2 de type radix.

Fonction d’exposant. La fonction d’exposant ¢ : Z — Z indique ’exposant &
considérer pour chaque réel » € R. Son argument entier est la magnitude de r dé-
finie comme [logg |r|]+1, c’est-a-dire l’uniqueﬂ entier e tel que 8¢~ < |r| < e
L’exposant canonique pour r est alors p(e). Le réel r est dans le format décrit
par generic_format s’il est un multiple entier de 5%(¢), c’est-a-dire s’il existe
k € Z tel que r = k3%®), autrement dit si :

r=[rg=#9] gl (5.20)
2. Dans le cas particulier r = 0, il n’existe pas d’entier e satisfaisant cette condition, et

d’ailleurs logz 0 n’est pas défini dans R. Ce n’est pas grave : on utilise alors n’importe quel
entier e, et on obtient bien que 0 est dans le format puisque 0 = 03¢€.
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On remarque que pour étre représentable a I'aide de generic_format, un
format doit donc utiliser le méme exposant sur toute une binade (ou S-ade en
base quelconque). C’est bien le cas des formats classiques de virgule flottante et
virgule fixe.

N’importe quelle fonction ¢ : Z — 7Z ne se préte pas a la définition d’un
format de précision finie pertinent. Flocq définit donc un prédicat
Valid_exp : (Z — Z) — Prop qui indique si une telle fonction est une fonc-
tion d’exposant adéquate. De nombreux lemmes et théorémes de Flocq ont
comme hypothése que la fonction d’exposant considérée vérifie bien Valid_exp.
Des exemples de tels théorémes sont donnés plus bas.

Flocq fournit des fonctions ¢ permettant d’obtenir les prédicats de plu-
sieurs formats usuels (en montrant bien str qu’elles vérifient Valid_exp). Par
exemple, FLX_exp prec est la fonction d’exposant pour le format de virgule
flottante de précision prec : Z, mais ou 'exposant peut étre n’importe quel
entier (cela ignore donc les problémes d’overflow et d’underflow). La fonction
FLT emin prec représente le format de virgule flottante de précision prec : Z
ol les exposants sont au minimum emin : Z, mais n’ont pas de maximum (les
underflows sont donc pris en compte mais pas les overflows).

Le format qui nous intéresse ici est la virgule fixe. L’exposant est le méme
pour tous les réels : il s’agit du Isb (Least Significant Bit) présenté en sec-
tion[1.3.2)). La fonction d’exposant définie par Flocq pour un lsb donné est donc
la fonction constante égale a ce Isb.

Definition FIX_exp (1sb : Z) : Z — Z := fun (e : Z) = 1sb.
Lemma FIX_exp_valid 1lsb : Valid_exp (FIX_exp 1lsb).

Le prédicat décrivant le format de virgule fixe en base 2 pour un certain lsb noté
1sb est donc generic_format radix2 (FIX_exp 1lsb) : R — Prop.

Fonction d’arrondi. Flocq définit une fonction d’arrondi round qui envoie un
nombre réel vers un nombre du format de précision finie considéré. Cette défi-
nition est a nouveau trés générale : elle couvre de nombreux modes d’arrondis,
dont tous les plus communs (vers le haut, vers le bas, vers zéro, au plus proche,
etc.). Le nombre renvoyé est de type R, mais le théoréme generic_format_round
atteste qu’il est bien dans le format.

Definition round (beta : radix) (fexp : Z — Z) (rnd : R — Z)
: R — R.

Theorem generic_format_round (beta : radix) (fexp : Z — Z)
Valid_exp fexp —
forall rnd : R — Z, Valid_rnd rnd —
forall r : R, generic_format beta fexp (round beta fexp rnd r).

Le mode d’arrondi est décrit par ’argument rnd, qui indique quel arrondi vers Z
on utilise pour obtenir la mantisse. Plus précisément, soit un réel  de magnitude
e, dont Pexposant canonique est donc ¢(e). On veut arrondir r vers un nombre
de la forme mpB¥®) ou m € Z. Il suffit pour cela d’arrondir r8-¢(¢) vers un
entier. C’est la qu’on utilise la fonction rnd de type R — Z. L’arrondi de r
est alors rnd(r5~%(¢))5#(¢). Par exemple, pour décrire I’arrondi vers le bas, on
instanciera rnd a la partie entiére inférieure Zf1loor ; pour ’arrondi vers le haut,
on utilisera la partie entiére supérieure Zceil.
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Encore une fois, n'importe quelle fonction rnd ne produira pas un arrondi
pertinent. Le prédicat Valid_rnd : (R — Z) — Prop caractérise les fonctions
appropriées : elles doivent étre croissantes et préserver les entiers (pour tout
entier z, rnd (IZR z) = z ou IZR est le plongement de Z dans R). Cela assure
qu’on obtient une fonction d’arrondi R — R valide, comme défini en section [T.3]
En particulier, on obtient le théoréme suivant qui énonce que les nombres du
format sont des points fixes de la fonction d’arrondi.

Theorem round_generic (beta : radix) (fexp : Z — Z)
(rnd : R — 2)
Valid_rnd rnd —
forall x : R, generic_format beta fexp x —
round beta fexp rnd x = x.

Arrondi au plus proche. On a vu qu’un arrondi au plus proche dépend d’une
régle de tie-breaking pour les cas ot le nombre & arrondir est un point milieu. La
fonction Znearest & utiliser pour ce mode d’arrondi dépend donc d’un argument
choice qui indique pour chaque point milieu s’il faut I’arrondir vers le haut ou
vers le bas (plus précisément, il s’agit d’une fonction Z — bool a laquelle on
donne en argument la mantisse du nombre fixe juste en Dessous du point milieu
considéré, et qui renvoie true s’il faut arrondir ce point milieu vers le haut ou
false si c’est vers le bas).

Definition Znearest (choice : Z — bool) (x : R) :=
match Rcompare (x - IZR (Zfloor x)) (/ 2) with
| Eq = if choice (Zfloor x) then Zceil x else Zfloor x
| Lt = Zfloor x
| Gt = Zceil x
end.

Flocq définit les régles de tie-breaking, c’est-a-dire les fonctions choice a utiliser,
pour l'arrondi au plus proche pair et 'arrondi au plus proche away-from-zero
qui sont requis par la norme flottante IEEE-754 [65].

Borne sur ’erreur d’arrondi. Parmi les théorémes particuliérement intéres-
sants de Flocq figurent ceux qui bornent les erreurs d’arrondi. Voici ceux pour
n’importe quel arrondi valide et pour un arrondi au plus proche avec n’importe
quelle régle de tie-breaking. La borne est exprimée en fonction de I'ulp, qui est
aussi défini par Flocq.

Theorem error_lt_ulp :
forall (beta : radix) (fexp : Z — Z), Valid_exp fexp —
forall rnd : R — Z, Valid_rnd rnd —
forall x : R, x # 0 —
Rabs (round beta fexp rnd x - x) < ulp beta fexp x.

Theorem error_le_half_ulp :
forall (beta : radix) (fexp : Z — Z), Valid_exp fexp —
forall (choice : Z — bool) (x : R),
(Rabs (round beta fexp (Znearest choice) x - x)
< / 2 * ulp beta fexp x)%R.
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Comme on a vu en section[5.1.1] en virgule fixe en base 2, 'ulp de n’importe quel
réel est toujours 2°. Ce résultat est prouvé par Flocq pour n’importe quelle
base (la fonction bpow appliquée & une base 5 et un entier e renvoie 3¢).

Lemma ulp_FIX (beta : radix) (emin : Z) (x : R)
ulp beta (FIX_exp emin) x = bpow beta emin.

Gréce a ce lemme, on peut récrire les deux théorémes précédents plus simple-
ment dans le cas de la virgule fixe. Je le fais dans la surcouche présentée en
section [5.1.3]

5.1.3 Surcouche pour la virgule fixe en base 2

Comme on vient de le voir, les définitions de Flocq ont beaucoup de pa-
rameétres pour étre trés générales. J’ai défini une formalisation simplifiée pour
juste la virgule fixe en base 2. Comme expliqué en section [5.1.1] on ignore le
probléme des overflows en n’imposant aucune borne sur les mantisses.

Certaines définitions sont directement construites a partir de Flocq. Par
exemple, roundFIX que je définis plus loin est juste round avec des paramétres
particuliers. Beaucoup de preuves sont immédiates a partir du bon lemme de
Flocq. Cette formalisation simplifiée n’est donc qu’une fine couche par-dessus
Flocq. Son intérét est d’alléger les énoncés avec moins de parameétres explicites.
Elle permet aussi d’identifier les éléments & redéfinir lorsqu’on formalisera les
overflows en section [5.4.2

J'utilise le type Z pour les Isbs comme Flocq plutét que int comme dans ma
formalisation des filtres (ceci sera discuté en section .

Pour toute cette section, on se donne un paramétre 1sb représentant le Isb
du format considéré.

Variable 1lsb : Z.

Prédicat pour décrire un format. Commencons par définir le format Fi4,. Je
garde ’approche de Flocq ot un format est défini par un prédicat, et les nombres
du format sont simplement des réels accompagnés de I’hypothése qu’ils appar-
tiennent au format. Cependant, pour faciliter les preuves avec SSReflect [47], je
ne considére pas un prédicat R — Prop comme dans Flocq, mais plutét un pré-
dicat R — bool. On a vu en section que 15 est 'ensemble des nombres
qui sont des multiples entiers de 2. Je le caractérise donc par le prédicat isFIX
suivant.

Definition isFIX (r : R) : bool := (twopow 1lsb |d r).

La notation twopow désigne la fonction e — 2¢, obtenue a partir de la fonction
bpow de Flocq partiellement appliquée a la base 2. La notation |d représente la
divisibilité entiére dans R. En effet, on caractérise les réels qui sont des entiers
grace a la fonction up : R — Z de la bibliothéque standard, qui renvoie un
réel vers le plus petit entier qui dépasse strictement ce réelﬂ Ensuite, on définit
qu’un réel divise un autre si leur quotient est un entier.

3. Il aurait été légérement plus simple d’utiliser la partie entiére inférieure Zfloor de Flocq.
J’ai utilisé up pour ne pas avoir besoin d’importer Flocq dans le fichier R_complements.
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Definition is_integer (r : R) : bool := IZR (up r) == 1 + 1.
Definition Rdivides (rl r2 : R) : bool := is_integer (r2 * / rl).
Infix " |d " := Rdivides (at level 70).

Ces définitions ne sont pas essentielles pour la formalisation de la virgule fixe. On
aurait pu définir isFIX autrement. Cependant, elles seront beaucoup utilisées
pour les overflows en section[5.4] On peut donc aussi bien s’en servir pour écrire
une définition simple de isFIX & valeurs dans bool plutdt que Prop.

On prouve ensuite que isFIX coincide avec la définition de la virgule fixe
obtenue & partir de generic_format de Flocq (sous la forme d’un lemme de
réflection typique de SSReflect). Cela permettra d’utiliser de nombreux lemmes
de Flocgq.

Lemma isFIX_P (r : R)
reflect (generic_format radix2 (FIX_exp 1lsb) r) (isFIX r).

Arrondis et opérations. Pour un mode d’arrondi rnd comme dans Flocq,
on définit 'arrondi vers Fi¢, correspondant & partir de la fonction round vue
en section On définit aussi 'addition et la multiplication correctement
arrondies pour cet arrondi. En effet, ce sont les deux opérations dont on aura
besoin pour les algorithmes de somme de produits.

Definition roundFIX (rnd : R — Z) :=
(round radix2 (FIX_exp lsb) rnd).
Definition binopFIX (rnd : R — Z) op (rl r2 : R) :=
roundFIX rnd (op rl r2).
Definition addFIX (rnd : R — Z) := binopFIX rnd Rplus.
Definition mulFIX (rnd : R — Z) binopFIX rnd Rmult.

Il

On prouve quelques propriétés sur cet arrondi et ces opérations. Notamment, les
lemmes d’erreur suivants sont obtenus & partir des théorémes de Flocq donnés
a la fin de la section qui bornent l'erreur en fonction de 'ulp (toujours
21%® en virgule fixe).

Lemma roundFIX_error (rnd : R — Z)
Valid_rnd rnd —
forall r : R, Rabs (roundFIX rnd r - r) < twopow lsb.
Lemma roundFIX_rN_error (choice : Z — bool) (r : R)
Rabs ( roundFIX (Znearest choice) r - r ) < twopow (1sb - 1).

On définit aussi un prédicat faithful caractérisant un arrondi fidéle (défini-
tion . On prouve le lemme : on a bien un arrondi fidéle quand lerreur est
strictement inférieure & un ulp (comme mentionné en section ce lemme ne
serait pas valable pour la virgule flottante). Ceci servira a prouver 1’algorithme

de la section [5.2.41

Definition faithful (r x : R) : Prop :=
x = roundFIX Zfloor r \/ x = roundFIX Zceil r.
Lemma diff_1t_faithful (r x : R)
isFIX x — Rabs (x - r) < twopow lsb — faithful r x.
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5.2 Algorithmes classiques de somme de produits

Cette section présente des algorithmes préexistants de somme de produits.
Elle ignore le probléme des overflows en utilisant les formats de virgule fixe
décrits en section [5.1.1} Les algorithmes présentés sont formalisés en utilisant la
surcouche de Flocq pour la virgule fixe présentée en section [5.1.3]

La section [5.2.1 donne le contexte et les notations communs a tous les algo-
rithmes des sections[5.2]et[5.3] avec les éléments de formalisation correspondants.
L’accumulateur de Kulisch en section [5.2.2] utilise autant de bits qu’il faut pour
rendre les opérations exactes, garantissant une grande précision du résultat au
prix d’un temps de calcul élevé. La section décrit une variante de cet ac-
cumulateur, qui s’appuie sur un tri des entrées selon leur lsb pour réduire le
temps de calcul. L’algorithme présenté en section [5.2.4] utilise un nombre soi-
gneusement choisi de bits de garde pour calculer trés efficacement un arrondi
fidele (définition du résultat exact.

5.2.1 Généralités et notations

Cette section présente les notations, principes et éléments de formalisation
communs aux algorithmes des sections [5.2] et

Entrées et sortie. Les entrées sont deux séquences de nombres (s;)o<i<n €t
(ti)o<i<n d’une méme longueur notée n. On veut calculer la somme de leurs
produits respectifs. On appelle résultat modéle et on note mres le résultat exact
obtenu en précision infinie :

n—1
mres = Z Sit; (5.21)
=0

Les entrées sont des nombres en virgule fixe dans des formats qui peuvent
varier d’une entrée a l'autre. On note ¢, et ¢;, les Isbs respectifs de ces for-
mats. On se donne aussi un [sb final £; : on souhaite que la sortie renvoyée par
l'algorithme, notée res, soit dans le format Fy,.

Dans le contexte des sommes de produits utilisées dans les filtres numériques,
on pourrait ajouter comme hypothése que les s; sont des constantes (coefficients
a; et b; de la fonction de transfert dans le cas des formes directes, éléments des
matrices d’une SIF...). Mais les algorithmes que je présente dans ce chapitre ne
mettent pas a profit cette hypothése donc je ne la considére pas.

Principe général et enjeu. Les algorithmes présentés dans ce chapitre ont
tous pour principe général de multiplier chaque s; par t;, puis de sommer les
produits obtenus a ’aide d’additions binaires. Les différences sont les formats
et arrondis utilisés pour les calculs intermédiaires (n multiplications et n — 1
additions binaires), et l'ordre dans lequel les produits sont ajoutés entre eux.
En effet, cet ordre peut affecter le résultat puisque l’addition en virgule fixe
n’est pas associative dans le cas général. Notons cependant qu’elle redevient
associative lorsque l'on somme au méme [sb que les termes afin d’assurer que
toutes les additions sont exactes. Ceci permettra parfois de modifier 'ordre des
additions pour les paralléliser facilement.

Les algorithmes de somme de produits sont évalués en fonction de deux cri-
téres principaux : leur précision (borne étroite sur l'erreur en sortie |res — mres|)
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et leur efficacité (temps de calcul et énergie consommeée, liés notamment au
nombre de bits impliqués dans les calculs). Les deux varient avec les formats
choisis pour les calculs intermédiaires, mais dans des directions opposées. En
effet, utiliser des formats ayant des lsbs plus petits améliore la précision, mais
augmente le nombre de bits manipulés ce qui diminue l'efficacité. L’enjeu est
donc de maximiser les Isbs de ces formats et donc efficacité de I’algorithme, tout
en s’assurant qu’on conserve une précision suffisante pour un contexte considéré.

J'illustrerai les algorithmes avec des figures représentant un exemple de posi-
tions de bits pour les produits intermédiaires, éventuellement d’autres résultats
intermédiaires, et la sortie res. Par exemple, la figure [5.2] montre six produits
s;t; dans les formats respectifs F, 4o, ) (on a vu dans I’équation 1’ que le
produit exact s;t; est bien représentable dans ce format) et la sortie qui est dans
[Fy, . Les bits de poids fort sont & gauche et ceux de poids faible a droite, donc les
lsbs sont décroissants quand on va vers la droite. Je n’ai pas indiqué la position
de la virgule car elle n’a pas d’importance pour les algorithmes que je considére ;
ce qui compte est la position relative des Isbs :ici £y = £+ £, +6 = L5, +£y, +3.

€S1 + Etl ESO + gto

v ¢

Soto

sty

Sato

s3t3

Syty

S5t5

res

f

Ly

FIGURE 5.2 — Exemple : positions des bits des produits exacts et de la sortie

Précalculs comme le tri par lsbs. Les [sbs des entrées (g, et ¢;, et le Isb
final ¢ sont connus & ’avance, c’est-a-dire au moment ol ’algorithme est im-
plémenté, contrairement aux valeurs des entrées elles-mémes qui sont seulement
regues au moment de 'exécution. Ainsi, des opérations qui ne dépendent que
de ces Isbs peuvent étre précalculées, et n’affectent donc pas la complexité de
I’algorithme lui-méme. Par exemple, certains algorithmes supposent que les en-
trées sont triées de sorte que les Isbs assurant des produits exacts (c’est-a-dire
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les sommes des Isbs) soient croissants : €5 + €y, < -+ < £y, + €y, . Cette
hypotheése peut étre facilement assurée en considérant la bonne permutation de
chaque suite d’entrées, permutation qui a été calculée & ’avance. En revanche,
si on voulait trier les entrées par leurs propres valeurs, la complexité de ’algo-
rithme prendrait en compte le cotlit de ce tri.

Formalisation. Voici les éléments communs aux formalisations en Coq des
sections 5.2 et [5.3] notamment les variables et hypothéses a considérer.

On prend d’abord en paramétres les formats connus & I’avance : le Isb final £
ainsi que les Isbs des entrées, donnés sous la forme de deux séquences.

Variables (1f : Z) (1s 1t : seq Z).

On se donne ensuite les deux séquences d’entrées (s;) et (¢;). Elles sont a
valeurs dans R : comme on a vu dans les sections et [5.1.3] les nombres
en virgule fixe sont représentés par des réels accompagnés quand nécessaire
d’une hypothése indiquant leur format. Par ailleurs, j’aurais pu ajouter comme
hypothése que les deux suites ont la méme longueur. Mais pour alléger un tout
petit peu le contexte, j’ai plutot choisi de noter n le minimum de leurs tailles.
Cela revient au méme : si les suites ne font pas la méme taille, les éléments
excédentaires de la suite la plus longue seront ignorés.

Variables s t : seq R.
Notation n := (minn (size s) (size t)).

Pour indiquer que les lsbs des formats des entrées sont donnés par les suites
1s et 1t, on utilise la relation are_lsb. Celle-ci s’appuie sur all2, qui déter-
mine si une relation donnée est vérifiée par les paires d’éléments respectifs de
deux listes qui doivent avoir la méme longueur, et sur isFIX défini dans la
section

Definition are_1lsb (ls : seq Z) (s : seq R) : bool :=
all2 isFIX 1s s.

Hypothesis are_lsb_s : are_lsb 1ls s.

Hypothesis are_lsb_t : are_1lsb 1t t.

Par ailleurs, on définit SOP_model, qui correspond au résultat modéle mres
en précision infinie.

Definition prod_seq_model : seq R := map2 Rmult s t.
Definition SOP_model : R := \sum_(r < prod_seq_model) r.

Les théorémes qu’on prouvera sur les sorties des différents algorithmes décriront
la relation entre ces sorties et SOP_model (c’est-a-dire entre res et mres).

5.2.2 Accumulateur de Kulisch

L’accumulateur de Kulisch [75] est un des algorithmes de somme de produits
les plus simples et naturels. Le principe est d’utiliser suffisamment de bits dans
les calculs intermédiaires pour que ceux-ci soient tous exacts. Si on autorise
I’algorithme a choisir le format de la sortie, il renvoie donc la somme de produits
exacte mres. Mais comme on a vu en section [5.2.1]} on va plutot exiger que la
sortie res soit dans le format donné F,,. L’algorithme est alors correctement
arrondi pour n’importe quelle fonction d’arrondi O, : R — F,, désirée (et
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dont une implémentation est fournie). Autrement dit res = Oy (mres). On choisit
généralement un arrondi au plus proche (peu importe la régle de tie-breaking
7), auquel cas on obtient une borne sur lerreur en sortie égale & un demi wulp
c’est-a-dire 2¢/ 71, L’inconvénient principal de cet algorithme est que le nombre
de bits impliqués dans les calculs est généralement trés élevé, donc ’algorithme
est lent et coliteux en énergie (surtout si les entrées ont des ordres de grandeur
variés).

Description de ’algorithme. On utilise les notations de la section[5.2.1} On a
vu que calculer le produit s;t; dans le format ]F(gsﬁgti) assure un résultat exact.
Puis comme une somme est représentable avec comme Isb le minimum des Isbs
des termes (équation et lemme, on ajoute les produits successivement
en utilisant comme Isb :

émin é Oglzlgn(gsl + Etl) (522)
On calcule ainsi le résultat intermeédiaire g € Fy,_, suivant (Pordre des additions
n’a pas d’importance puisqu’on s’est arrangé pour qu’elles soient toutes exactes
donc elles sont associatives) :

AV IRCE D (5.23)

Enfin, ce résultat intermédiaire g est arrondi vers F,, en utilisant I'arrondi O,
pour lequel on souhaite avoir un algorithme correctement arrondi (souvent un
arrondi au plus proche) :

res 2 O¢, (q) (5.24)

Notons que n’importe quel arrondi peut étre utilisé dans les opérations in-
termédiaires, puisque le Isb choisi pour chaque calcul assure que le résultat est
exact de toute fagon. L’arrondi vers le bas est utilisé par défaut car c’est le plus
facile & implémenter en complément & deux (voir la section [5.4.1)).

L’accumulateur de Kulisch est récapitulé par I'algorithme|[T1] et la succession
d’opérations a effectuer est représentée sous forme de graphe sur la figure [5.3
La figure illustre la position des bits des produits intermédiaires exacts, du
résultat intermédiaire ¢ et de la sortie res pour le méme exemple jouet qu’en

section [5.2.1]

Théoréme 5.9. L’accumulateur de Kulisch est correctement arrondi pour l’ar-
rondi Oy, choisi précédemment :

res = Oy, (mres) (5.25)

En particulier, si on Uarrondi choisi Oy, est un arrondi au plus proche, on
obtient comme borne d’erreur :

|res — mres| < 20771 (5.26)

Preuve. On a vu que les Isbs des calculs intermédiaires ont été choisis pour que
ces calculs soient exacts, donc :

q= ) sit;=mres (5.27)

0<i<n
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Algorithme 11 : Accumulateur de Kulisch

Donnés a l'avance : ly, n, ls, ..., bs,_, by, -y by, , un arrondi O,
Calculé a P’avance : (i, = ming<;<, (Cs, + £1,)

Entrées : sg, ..., Sp—1, to, --- s tp—1

Sortie : res

Variable : v
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FIGURE 5.4 — Accumulateur de Kulisch : gestion des bits sur un exemple

On conclut trivialement grace a ’équation (5.24). La borne d’erreur est ensuite
un corollaire immédiat du lemme bornant ’erreur d’'un arrondi au plus
proche. O

Un intérét notable de I'accumulateur de Kulisch est que comme les additions
sont toutes exactes, elles sont associatives et commutatives. En particulier, on
peut les réordonner pour paralléliser leurs calculs sans affecter le résultat fi-
nal res. Ou alors, on peut les ajouter en commencant par les [sbs les plus grands
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pour réduire le nombre de bits manipulés dans les calculs : cette variante fera
I’objet de la section |5.2.3

Formalisation. Les variables 1f, 1s, 1t, s et t, la notation n et les hypothéses
are_lsb_s et are_lsb_t sont définies comme expliqué en section [5.2.1]

On se donne également deux modes d’arrondi, représentés par des fonctions
R — Z comme expliqué dans les sections [5.1.2] et [5.1.3]

Variable rndf : R — Z.
Variable rndc : R — Z.
Hypothesis rndc_valid : Valid_rnd rndc.

Le second mode d’arrondi rndc sera utilisé pour toutes les opérations intermé-
diaires. Comme mentionné précédemment, ce sera généralement l'arrondi vers
le bas, facile & implémenter en complément a deux. Mais n’importe quel arrondi
vérifiant la condition Valid_rnd de Flocq (section convient. Le premier
mode d’arrondi rndf est celui désiré pour le résultat : celui qu'on note Oy, tout
au long de la section car ce sera souvent un arrondi au plus proche. Mais il peut
bien s’agir de n’importe quel arrondi. On n’a méme pas besoin de 'hypothése
qu’il vérifie Valid_rnd. En effet, on remarque que la preuve du théoréme [5.9]
montre que les valeurs auxquelles on applique cet arrondi sont déja égales, donc
on n’a besoin d’aucune propriété de I’arrondi lui-méme.

Par ailleurs, on définit la suite des ¢5, + ¢;,, qui sont les [sbs respectifs des
produits s;t;. On utilise pour cela la fonction map2 qui permet d’appliquer un
opérateur binaire aux éléments respectifs de deux listes. On se donne ensuite le
Isb 1min & utiliser pour les calculs intermédiaires. Plutot que de le définir comme
le minimum des ¢, +/¢;,, on se donne une hypothése un peu plus générale : Imin
doit étre inférieur ou égal a ce minimum.

Notation lprods := (map2 Zplus ls 1t).
Variable 1lmin : Z.
Hypothesis lmin_le : all (Z.leb lmin) lprods.

On définit ensuite la suite des produits. Chaque multiplication est faite avec
le bon Isb grace a map3 qui applique une fonction & trois arguments aux élé-
ments respectifs de trois listes. Puis on utilise 'opérateur \big de MathComp
(section pour ajouter les éléments de cette suite de produits avec pour
[sb 1min. Enfin, on arrondit cette somme avec I'arrondi final rndf au Isb 1f.
On obtient ainsi SOP_Kulisch qui représente la sortie res de l'algorithme. On
prouve alors que ce résultat est bien ’arrondi final du modéle mres représenté
par SOP_model défini en section La preuve Coq est facile est assez courte,
comme suggéré par la preuve du théoréme ci-dessus.

Definition prods_Kulisch : seq R :=
map3 (fun 1 = mulFIX 1 rndc) lprods s t.
Definition SOP_Kulisch : R :=
roundFIX 1f rndf
(\big[addFIX 1lmin rndc / 0]_(x ¢ prods_Kulisch) x).
Theorem SOP_Kulisch_correct
SOP_Kulisch = roundFIX 1f rnd (SOP_model s t).
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5.2.3 Accumulateur de Kulisch par lsb décroissant

Cette section présente une variante de I’accumulateur de Kulisch décrit dans
la section précédente. Le principe est de s’appuyer sur un tri des entrées selon
leur Isb afin de réduire le nombre de bits impliqués dans les calculs (donc aussi
le temps de calcul et I’énergie consommeée).

Tri des entrées par Isb du produit. Comme expliqué en section[5.2.1] comme
les Isbs sont connus & l'avance, on peut réordonner les entrées en fonctions de
ces Isbs lors de 'implémentation de ’algorithme, sans affecter sa complexité &
I’exécution. Dans cette section, on va donc supposer que les entrées sont triées
de telle sorte que les lsbs €5, + ¢;, permettant le calcul exact du produit s;t;
soient croissants :

lsg + by <<ty +¥, | (5.28)

Pour alléger les notations, on pose :

E’i é gsi + gti

(5.29)
pi = s N, t; = sit; € Fy,

Le tri considéré assure donc qu’on a fp < --- < {,,_1.

Description et intérét de I’algorithme. Comme en section [5.2:2] on calcule
les produits exacts, pour lesquels on vient d’introduire la notation p; € Fy,.
Mais cette fois-ci, on ajoute ces produits successivement en commengant par
les plus grands indices, c’est-a-dire par Isb ¢; décroissant. Le Isb utilisé pour
chaque addition est celui du nouveau produit qu’on est en train d’ajouter au
total précédent. Cela garantit encore des additions exactes, puisque le nouveau
Isb £; est bien inférieur aux Isbs de tous les produits déja ajoutés grace au tri
considéré. On obtient alors :

[I>

q

((pn—l WanZ pn—2) WZ",3 pn—3) <. WZO Do (530)

Puis comme dans la section précédente, on utilise 'arrondi choisi Oy, :

res £ O, (q) (5.31)

L’intérét est que les lsb ¢; pour les additions sont plus grands que le Isb
linin 2 min ¢, précédemment utilisé dans toutes les additions. Cela signifie moins
de bits manipulés dans les calculs, tout en gardant la méme précision sur le
résultat. L’inconvénient est que les additions doivent ici étre effectuées en série
donc ’algorithme est moins facilement parallélisable.

Algorithme de somme. On a vu que la seule particularité de ’algorithme
ci-dessus est la facon dont les p; sont sommés pour obtenir ¢. Le calcul des p;
et Iarrondi final de ¢ vers res sont identiques & ’accumulateur de Kulisch ba-
sique. En particulier, comme les produits sont calculés exactement sans aucune
originalité, on peut voir cette variante comme un algorithme de somme plutot
que de somme de produits. Les entrées sont alors les p; de Isbs respectifs ¢;, et
I'objectif est de calculer une bonne approximation de mres = » ., pi- Cet al-
gorithme de somme est illustré par I’algorithme [12] et la figure La figure[5.6]
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montre un exemple de positions des bits. Les entrées p; sont bien les s;t; de la
figure[5.4] qui illustrait 'accumulateur de Kulisch basique, mais réordonnés pour
avoir £y < --+ < 5. On les somme cette fois-ci en commencant par ps et py, et
en finissant pas pg. En plus des p;, de g et de res, je représente en rouge les
sommes partielles : on observe que leur lsb est bien le minimum des [sbs des
entrées déja sommeées.

Algorithme 12 : Somme exacte par lsb décroissant

Donnés a l’avance : (¢, n, o < --- < {,_1, un arrondi Oy,
Entrées : pg, ..., pn_1

Sortie : res

Variable : v

V4= Pn—1

for i <+ n — 2 downto 0 do
Vv Wé’_ Di

end

res < Oy, (v)

Théoréme 5.10. Cet algorithme est correctement arrondi pour larrondi O,
chotsi :

res = Oy, (mres) (5.32)
En particulier, lorsqu’on choisit un arrondi au plus proche, la borne d’erreur
est :

|res — mres| < 2tr =1 (5.33)
Preuve. Immédiate & partir du lemme suivant (et du lemme bornant
Perreur d’un arrondi au plus proche). O

Lemme 5.11. Le calcul de q est est en fait exact :
02 (1Y, |, Pn-2) ), Pns)---\, Po= D piZmres  (534)
0<i<n

Preuve. Comme £,_5 < £,_1,0n ap,—1 € Fp, , C Ty et pn_o € Fy _,.
L’addition suivante est donc exacte : pnAWZ Pn—2 = Pn—1-+Pn—2. Et bien str,
n—2

n—2

le résultat d’un arrondi au Isb ¢,,_o est dans Fy_, ,. Avec les mémes arguments,
on prouve facilement par récurrence descendante :

Vie{n—2,n-3,...,1,0},
((p’nfl Weﬂ,,g pn72) Wzn—a pnfg) e W& pi = Z D c }ng (535)

i<j<n

O

Formalisation. La partie intéressante a prouver est le lemme puisque le
reste est identique & I'accumulateur de Kulisch classique de la section

On se donne la liste ps des produits a ajouter, avec la liste 1s de leurs Ilsbs
respectifs. On suppose aussi que ces Isbs sont triés selon Z. leb, qui est la relation
booléenne représentant < sur Z.
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Isbs b < 4 < -0 < Ay <

b
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res —%——%—‘ - —QL_—/
fo Zl en—Q

FIGURE 5.5 — Accumulateur par Isb décroissant : graphe des opérations
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FIGURE 5.6 — Accumulateur par Isb décroissant : gestion des bits sur un exemple

Variable 1s : seq Z.

Variable ps : seq R.

Hypothesis are_lsb_ls_ps : are_lsb 1ls ps.
Hypothesis 1ls_srt : sorted Z.leb 1s.
Notation n := (size ps).

On définit récursivement les sommes partielles du calcul de ¢ (équation (5.30)) :

Vo = Pn-1
(5.36)

vi 201\, | Pno1-i pourl<i<n-—1

Lanotation s ’ ireprésente’élément d’indice i d’une liste s, pour0 < i < size s.
On rappelle que m.+1 et m. -1 sont respectivement le successeur et le prédéces-
seur de m (avec 0.-1 = O pour rester dans nat).
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Fixpoint vi (i : nat) :=
match i with
| 0 = ps > n.-1
| S j = addFIX (Is ’> (n.-1 - j.+1)%nat) Zfloor
(vi j) (ps ’ (n.-1 - j.+1)%nat)
end.

On a dit qu'on s’intéresse seulement au lemme [5.11] qui concerne le résultat
intermédiaire ¢, simplement obtenu en considérant v,,_1.

Definition summation_decreasinglsb : R := vi n.-1.
On prouve enfin le lemme La preuve récursive ne pose pas de difficulté.

Theorem summation_decreasinglsb_exact :
summation_decreasinglsb = \sum_(x < ps) x.

5.2.4 Algorithme fidéle avec des bits de garde

Cette section présente une version allégée d’un algorithme de somme de
produits congu spécifiquement pour calculer des filtres numériques [IT11]. 11 est
moins précis que 'accumulateur de Kulisch : il garantit seulement que la sortie
res est un arrondi fidéle (section définition du résultat modele mres.
Son intérét est qu’il est plus efficace : en général, les calculs font intervenir
beaucoup moins de bits qu’un accumulateur de Kulisch. De plus, I'algorithme
original met & profit le fait que les s; soient des constantes connues & l'avance
dans le cas d’un filtre numérique, mais cette optimisation n’est pas étudiée ici.
La version que je présente ne suppose donc rien de particulier sur les s;.

L’idée est d’utiliser un Isb de calcul ¢, bien choisi pour toutes les opérations
intermeédiaires (a la fois multiplications et additions binaires). On veut que ce
lsb soit le plus grand possible pour diminuer le nombre de bits & manipulé, mais
aussi suffisamment petit pour assurer I'obtention d’un arrondi fidéle. On verra
dans la preuve du théoréme [5.12 que la valeur qui accomplit ceci est :

b 20 —1— [logyn] (5.37)

(On utilise toujours les notations de la section et on rappelle que n est la
longueur des suites d’entrées (s;) et (¢;).) Les bits entre £, inclus et £y exclu
sont appelés les bits de garde, d’ou le nom d’algorithme fidéle avec des bits de
garde.

Tous les calculs intermédiaires, a savoir les multiplications deux & deux et les
additions successives des produits obtenus, sont effectuées dans le format Fy, :

¢= Y, (si <, t0) (5.38)

0<i<n

Les produits approchés sont dans [F,, donc les sommes arrondies vers F,, sont
exactes. Cela signifie aussi qu’elles sont associatives et commutatives donc I'ordre
n’a pas d’importance, ce qui nous autorise a employer une notation de somme
similaire au Y usuel. Encore une fois, n’importe quel arrondi valide peut étre
utilisé pour ces opérations, mais I’arrondi vers la bas est choisi par défaut car il
est facile & implémenter en complément & deux.
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La sortie est ensuite obtenue en appliquant un arrondi au plus proche vers [Fy,
& ce résultat intermédiaire :
res £ O‘,ff (q) (5.39)

La régle de tie-breaking T n’a pas d’importance ici : n'importe laquelle convient.
On peut par exemple utiliser 'arrondi au plus proche pair usuel (régle even).

L’algorithme est récapitulé dans ’algorithme La succession d’opérations
a effectuer est représentée sous forme de graphe sur la figure La figure [5.8
illustre les bits impliqués sur un exemple. On voit que les bits & droite de £, des
produits exacts s;t; ne sont pas utilisés.

Algorithme 13 : Algorithme fidéle avec des bits de garde
Donnés a I’avance : {;, n (et n’importe quelle régle de tie-breaking 7)
Calculé a P’avance : (. = (; — 1 — [log, n]
Entrées : S0y + -+ 5 Sp—1, to, ey tn—l
Sortie : res
Variable : v

U(—S()WZC to

fori<+ 1ton—1do

‘ DR Wg(slvztz)
end

res Ozf(v)

Sp—1 il

FIGURE 5.7 — Algorithme fidéle : graphe des opérations
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FIGURE 5.8 — Algorithme fidéle : gestion des bits sur un exemple
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Théoréme 5.12. La sortie res de l’algorithme avec des bits de garde décrit
ci-dessus est un arrondi fidele dans Fy, du résultat modele mres.
Cela signifie que la borne d’erreur de cet algorithme est :

|res — mres| < 2% (5.40)

Preuve. L’erreur sur un arrondi vers le bas est strictement inférieure a un ulp

(lemme donc :

Vi, < 2t (5.41)

S; W[ ti — Siti

Par ailleurs, on a vu que la somme arrondie vers Fy, de deux nombres déja
dans Fy_ est exacte (équation (5.12])) donc :

02 7, (s g t)= Y (si G t) (5.42)

0<i<n 0<i<n
On a alors :
|q — mres| = Z (Si WZ ti) — 85t < Z ‘(Sl Wé ti) — 5t < TLQZC
0<i<n ‘ 0<i<n ©
(5.43)

Enfin, lerreur sur un arrondi au plus proche est au plus un demi ulp (lemme/5.3)).
On a donc :

|res — mres| < ‘ O, (q) — q} + |q — mres| < 28771 4 2% (5.44)

Or d’apreés le lemme@ res est un arrondi fidele de mres dans [Fy, si et seulement
si:
|res — mres| < 2% (5.45)

Par transitivité, il suffit donc de prouver :

b=l 4 pofe <2fr e p< 2Tl
ie. le<Uly—1—1logyn (5.46)
je. Lo <|ly—1—logon|=1~;—1— [logyn]

Ce qui est vrai puisqu’on a justement défini ¢, comme :

b2l —1— [logyn] (rappel de (5.37))

On a ainsi prouvé que res est bien un arrondi fidéle de mres dans Fy,. De plus,

on remarque que £, est le plus grand Isb pour lequel cette preuve fonctionne.
O

Notons que cet algorithme ne dépend pas explicitement des formats des
entrées : les {, et ¢;, n’apparaissent pas.

Comme les additions des produits approchés sont exactes, ’ordre dans le-
quel elles sont effectuées n’affecte pas le résultat. On peut donc facilement les
paralléliser, comme pour 'accumulateur de Kulisch en section

On peut aussi accélérer légerement ’algorithme en utilisant ’accumulateur
par Isb décroissant de la section [5.2.3] uniquement pour les produits représen-
tables sur un Isb plus grand que ¢., c’est-a-dire les s;t; tels que s, + €y, > /..
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En effet, les Isbs de calcul de cet accumulateur sont ceux des produits exacts,
donc tant qu’ils sont plus grands que /., cela diminue le nombre de bits im-
pliqués. Pour les i tels que 45, + ¢;, < {., on continue a utiliser ’algorithme
a bits de garde. Comme les deux algorithmes effectuent des additions exactes,
on peut ajouter les sommes obtenues par chacun et on obtient la méme somme
intermédiaire g que précédemment, qu’on peut ensuite arrondir au plus proche
vers [y e

Variante : multiplications arrondies au plus proche. On a dit que ’algo-
rithme fonctionne, c’est-a-dire renvoie un arrondi fidéle, quel que soit I’arrondi
valide utilisé dans les opérations intermédiaires. Mais utiliser un arrondi plus
précis, par exemple un arrondi au plus proche, permet potentiellement d’utiliser
un Isb de calcul /. un peu plus grand que la valeur donnée par I’équation (|5.37).
On obtient des calculs faisant intervenir moins de bits, au prix d’un arrondi plus
difficile a calculer que I'arrondi vers le bas.

Le théoréme suivant donne la nouvelle expression pour /. lorsque les multi-
plications sont arrondies au plus proche. Notons que les additions sont exactes
de toute facon, donc on ne gagnerait rien & exiger un arrondi particulier pour
celles-ci.

Théoréme 5.13. La sortie de l’algorithme avec des bits de garde est encore un
arrondi fidéle du résultat modéle si l'arrondi utilisé pour les multiplications est
un arrondi au plus proche (avec n'importe quelle régle de tie-breaking) et le lsb
de calcul est :

b2y —1— |logyn) (5.47)

Preuve. La preuve est similaire a celle du théoréme L’erreur sur chaque
multiplication n’est plus majorée strictement par 2, mais largement par 2¢ 1
vu qu’on utilise un arrondi au plus proche. Les produits sont & nouveau dans
F,, donc les additions successives sont exactes. L’arrondi final au plus proche
n’a pas changé. Au lieu de I’équation , on obtient donc :

|res — mres| < 20771 4 p 2t (5.48)
Montrer que res est un arrondi fidele de mres dans Fy, revient encore a prouver :
|res — mres| < 2ts (5.49)

Par transitivité, il suffit donc de prouver :

207 2ttt <28 je. mo<2fle
te. Lo </ly—logyn (5.50)
te. Lo <[ly—logon] —1=1L;—1—|logyn]

Ceci est justement assuré par la définition de ¢, dans I’équation (5.47). O

En comparant les équations et , on constate que les Isbs de calcul
ne différent que quand n est une puissance de 2, auquel cas leur différence est
1. Le nombre d’entrées n est connu & ’avance, donc peut informer le choix
de l'algorithme. La variante ci-dessus n’est donc envisageable que si n est une
puissance de 2. Méme dans ce cas, ce ne sera généralement pas rentable d’utiliser
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un arrondi au plus proche, plus cotiteux que ’arrondi vers le bas, pour alléger
les opérations d’un bit seulement.

Formalisation. La formalisation couvre & la fois l'algorithme présenté initia-
lement ot les multiplications sont arrondies vers le bas, et la variante ou elles
sont arrondies au plus proche.

On prend a nouveau en paramétres le Isb final souhaité 1f et les suites
d’entrées. On se donne également un Isb de calcul 1c quelconque pour 'instant.
La valeur que doit prendre ce lsb de calcul sera une hypothése des théorémes plus
bas. Cela permettra notamment d’avoir une valeur différente pour la variante
ot les multiplications sont arrondies au plus proche. En revanche, on a vu que
I’algorithme ne dépend pas des Isbs des entrées, qui n’apparaissent donc pas
dans la formalisation.

Variable 1f : Z.

Variables s t : seq R.

Notation n := (minn (size s) (size t)).
Variable 1lc : Z.

On définit ensuite 'algorithme en fonctions d’arrondis donnés pour les mul-
tiplications, les additions et l'arrondi final. La sortie res de l’algorithme est
représentée par SOP_guard.

Definition prods_guard (rndmul : R — Z) : seq R :=
map2 (mulFIX lc rndmul) s t.

Definition SOP_guard_aux (rndmul rndadd : R — Z) : R :=
\big[addFIX lc rndadd / 0]_(x ¢« prods_guard rndmul) x.

Definition SOP_guard (rndmul rndadd rndf : R — Z) : R :=
roundFIX 1f rndf (SOP_guard_aux rndmul rndadd).

On prouve alors le théoréme [5.12] On rappelle que Parrondi final doit étre
au plus proche avec n’importe quelle régle de tie-breaking choicef. Les arrondis
pour les opérations n’ont pas d’importance tant qu’ils sont valides. On suppose
seulement que le Isb de calcul est inférieur ou égal a la valeur donnée par I’équa-
tion , vu que cela suffit pour prouver le théoréme. La fonction log2_ceil
envoie entier n € N vers [log,n] € Z. Enfin, le prédicat faithful défini en
section [5.1.3] caractérise un arrondi fidéle. La preuve suit celle du théoréme [5.12]
avec de nombreuses étapes supplémentaires mais sans grande difficulté.

Theorem SOP_faithful (rndmul rndadd : R — Z)
(choicef : Z — bool)
Valid_rnd rndmul — Valid_rnd rndadd —
(1c < 1f - 1 - log2_ceil n)%Z —
faithful 1f SOP_model (SOP rndmul rndadd (Znearest choicef)).

On prouve similairement la variante du théoréme [5.13] ot les multiplications
sont arrondies au plus proche.

Theorem SOP_rN_faithful (choicemul : Z — bool) (rndadd : R — Z)
(choicef : Z — bool)
Valid_rnd rndadd —
(1c < 1f - 1 - log2_floor n)iZ —
faithful 1f SOP_model (SOP (Znearest choicemul) rndadd
(Znearest choicef)).
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5.3 Algorithme correctement arrondi au plus proche

Motivation. On a vu que I'accumulateur de Kulisch en section [5.2.2] est cor-
rectement arrondi au plus proche (pour la régle de tie-breaking de notre choix),
mais peu efficace (beaucoup de bits manipulés, donc temps de calcul et consom-
mation d’énergie élevés). Sa variante en section est plus efficace et offre
la méme précision. L’algorithme & bits de garde de la section [5.2.4] est souvent
beaucoup plus efficace dans le contexte d’un filtre numérique. Cependant, il ne
garantit qu’un arrondi fidéle.

Comme on a vu en section [1.3.3] un avantage d’un algorithme correctement
arrondi est qu’il est déterministe, au sens ou la sortie pour des entrées donnée
peut prendre une unique valeur. Au contraire, pour un arrondi fidéle, il y a deux
possibilités distinctes vef(mm) et &ef(mres) dés que mres ¢ Fy,. De plus, un
algorithme correctement arrondi au plus proche dans Fy, a une borne d’erreur
en sortie de 2¢/~1, contre 2¢/ pour un arrondi fidéle. C’est d’ailleurs la meilleure
borne dans le pire cas qu’on puisse avoir pour un résultat dans F;, vu qu'un
point milieu est & distance au moins 2/~ de tout élément de Fy .

Cette section présente un algorithme original correctement arrondi au plus
proche vers Fy, et plus efficace que 'accumulateur de Kulisch et sa variante.
Comme en section [5.2.3] il s’agit en fait d’un algorithme de somme, qui peut
étre utilisé comme algorithme de somme de produits en calculant les produits
dans des formats garantissant qu’ils sont exacts :

LA, Al

rappel de (5.29
£ S; WZ t; = s;t; € Fei ( PP )

pi
avec les notations de la section [5.2.1]

Pour énoncer le nouvel algorithme comme un algorithme de somme, on consi-
dére dans cette section que les entrées sont directement les (p;)o<i<n dont on
connait a I’avance les Isbs respectifs ¢;. La sortie idéale dont on veut calculer un
arrondi au plus proche est donc :

mres = Z Di (5.51)

0<i<n

Le Isb désiré pour la sortie res est toujours noté £y. On considére parfois aussi
une régle de tie-breaking désirée T pour l'arrondi au plus proche selon lequel
l’algorithme doit étre correctement arrondi. La sortie sera alors notée res;, et
on devra prouver que res; = O, (mres).

Comme expliqué en section m et utilisé en section [5.2.3] on peut supposer
les entrées triées selon leur Isb. Ici aussi, on suppose qu’on a :

lg< v < lpy (5.52)

Principe de l’algorithme et plan de la section. Le principe du nouvel
algorithme de somme est de sommer séparément les entrées p; a petit Isb ¢; < {5
et celles a grand Isb £; > (.

Pour celles & grand [sb, on utilise simplement I’accumulation par Isb décrois-
sant de la section dont les sommes partielles sont toutes exactes. Les lsbs
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utilisés pour calculer les additions successives sont alors £, _o, ¢,_3, £,_4, etc.
Mais ici ces Isbs sont grands, c’est-a-dire supérieurs ou égaux a ;. Cela signifie
d’une part que tous les bits considérés sont de poids plus fort que le bit en ¢,
donc sont importants pour un résultat final dans Fy,. D’autre part, on a vu que
pour manipuler moins de bits, on veut entre autres utiliser des Isbs de calcul les
plus grands possibles. Or ceux utilisés ici sont déja relativement grands. Pour
ces deux raisons, 'accumulation exacte par Isb décroissant est particuliérement
adaptée pour les entrées de grand Isb.

Pour sommer les termes & petit [sb, on utilise un algorithme original dont les
lsbs de calculs sont légérement plus grands que dans une accumulation par Isb
décroissant. Les sommes partielles ne sont pas exactes, mais ont une précision
suffisante pour assurer I'obtention d’un résultat final correctement arrondi au
plus proche. Cet algorithme est décrit en section

L’algorithme complet pour des Isbs de toutes tailles (indiquant comment
additionner les sommes obtenues séparément pour les deux groupes d’entrées)
est présenté en section [5.3.2]

Enfin, la section @ présente un autre algorithme original de somme [I7],
lui aussi correctement arrondi au plus proche (pour la régle de tie-breaking T
demandée). Cet algorithme est basé sur 'utilisation de l’arrondi impair. Ce-
pendant, il est rendu obsoléte par celui de la section [5.3.2] qui est un peu plus
efficace pour la méme précision.

5.3.1 Somme des termes a petit Isb

Cette section présente I’algorithme utilisé pour sommer les entrées p; a petit
Isb : £; < {y. Pour décrire cet algorithme, on suppose ici que toutes les entrées
sont & petit Isb, c’est-a-dire que les Isbs vérifient :

b <---<Utp_1< (f (553)

Les termes p; sont sommés par lsb croissant. Chaque p; est ajouté a la somme
partielle précédente en utilisant I’addition \ arrondie vers le bas au Isb £;11
i+1

du terme suivant. Le premier terme py est simplement arrondi vers le bas vers
Fy, (ce qui revient au cas général si on considére que la somme partielle initiale
vaut 0 : en effet Vel (po) =0 Wel po). Quant au dernier produit p,_1, comme
il n’y a pas de terme suivant, le Isb utilisé pour son ajout est toujours £5 — 1.
On pose la convention suivante pour éviter de devoir écrire un cas particulier
pour p,_1 :

b, 20y —1 (5.54)

Notons que les ¢; restent croissants puisque ¢,_1 < £; par hypothése, c’est-a-

dire €n_1 < én
Autrement dit, les sommes partielles calculées sont :

vo £ \, (o) (5.55)

viévi_lﬁiﬂpi pour 1 <i<mn-—1 '

Le résultat intermédiaire ¢ similaire & ceux des autres algorithmes est alors défini
par :

q= v (5.56)
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Enfin, on arrondit ¢ au plus proche vers Fy, :
res £ O;"(g) (5.57)

Notons que contrairement aux algorithmes de la section[5.2] on ne peut pas
utiliser n’importe quelle régle de tie-breaking ici. On verra dans la preuve du
théoréme [5.14) qu’on a besoin de la régle ties-up spécifiquement. Celle-ci consiste
a systématiquement arrondir les points milieu vers le haut. L’arrondi au plus
proche utilisant cette régle est parfois dit upwards, et apparait dans la norme
de SystemC [64] sous le nom de SC_RND. On verra en section que cette
régle est assez facile & implémenter en complément & deux : c’est le pendant
pour cette représentation de la régle away-from-zero pour la virgule flottante.
Par ailleurs, on a vu en section que du point de vue de la bibliothéque
Flocq [20], une régle de tie-breaking est une fonction choice : Z — bool qui
indique pour chaque point milieu de quel co6té 'arrondir. Dans ce formalisme,
la régle ties-up est simplement la fonction constante z — true.

L’algorithme décrit ci-dessus est récapitulé par algorithme[I4]et la figure[5.9]
La figure [5.10] montre la gestion des bits sur le méme exemple jouet qu’en sec-
tion [5.2] avec les sommes partielles en rouge.

Algorithme 14 : Somme de termes a petit lsb

Donnés a 'avance : n, {p < --- < {1 < /{y
Entrées : pg, ..., pp_1

Sortie : res

Variables : v

v+ 0
fori+ 0ton—1do
. A
‘ Vv W&_H Di // par convention /, =/(f—1
end

tres-up

res < Oéf (v)

Théoréme 5.14. Cet algorithme est correctement arrondi pour l'arrondi au
plus proche utilisant la régle ties-up :

res = Qt;fes'“p(mres) (5.58)
En particulier, on a la borne d’erreur :
|res — mres| < 20771 (5.59)

La preuve de ce théoréme reposera sur les deux lemmes suivants. Ils seront
d’ailleurs réutilisés séparément pour prouver l'algorithme complet (pour des Isbs
de toutes tailles) de la section m

Lemme 5.15. Le résultat intermédiaire q est ’arrondi vers le bas dans Fy_1 de
la somme modéle :

q= vef_l(mres) (5.60)

Preuve. Montrons par récurrence sur i € {0,1,...,n— 1} que :

v; = v@iﬂ( Z Apj) (5.61)
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lsbs fo < 51 f A S €n72 S Zn—l

termes Po P s Pn—2 Pn—1

YL % rL rL 4@ e
b\, o N1 Y, =

FIGURE 5.9 — Somme de termes a petit lsb : graphe des opérations

ties-up

FIGURE 5.10 — Somme de termes a petit Isb : gestion des bits sur un exemple

1Y T
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res ‘

— Pour i =0, on a bien vy £ \V/ (po)-
1
— Soit 0 < ¢ < n — 2 vérifiant 'hypothése de récurrence. Alors :

vig1 £ v .., Pit1 = v&“( VZHI( > pj) + pis1)

0<j<i

= (Vi (D0 b+ pi))  (lemmeBT) (5 o)

0<j<i

= VZHZ( Z pj + DPit1) (lemme [5.8)

0<j<i

Puis en considérant ¢ = n — 1, on obtient :

qE v, = Vg( Z pj) = ngfl(mr“) (5.63)

0<j<n—1
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Lemme 5.16. Pour tousx € R et €Z, on a :
O (S, (2) = O (x) (5.64)

Preuve. Comme 7 (x) est dans Fy_y, on a soit S (x) € Fe, soit S/ (2)
est un point milieu dans F,. Distinguons ces deux cas.

— Siy_,(x) € Fealors Ot;es'up(vzil(x)) = ,_, (@) De plus, on sait que
V(@) <z < v/_l(x)-l—ﬂ_l donc I’arrondi au plus proche de x vers Fy
est ve_l(x) pour n’importe quelle régle de tie-breaking. En particulier
V(@) = OY°™P(z). On conclut par transitivité.

— Si VZq(x) est un point milieu dans Iy, alors son arrondi au plus proche
vers Fy est soit v@_l(x) — 2671 soit v@_l(x) + 271 selon la régle
de tie-breaking considérée. Ici on utilise ties-up qui arrondit tous les

. . ties- _
points milieu vers le haut donc O/ (y_,(2)) =<_,(z) + 2¢-1,
Par ailleurs, on a ) (v) <z <) (v)+ 271 Clest-

a-dire (., (@) + 271 2l < < V(@) + 2t-1 avec
— . . ties-u; —

V(@) + 261 € Fy. On en déduit O, "(z)= V(@) + 2¢-1,

On conclut & nouveau par transitivité. O

Preuve du théoréeme[5.14} En combinant les lemmes [5.15 et [5.16] on a bien :
res 2 Q’Zfes"“p(q) = QZZ;S'“p(vZfil(mres)) = O?fes'up(mres) (5.65)

Puis la borne d’erreur sur un arrondi au plus proche est a nouveau donnée par
le lemme [5.3] O

On remarque qu’on a eu besoin de 'hypothése sur le tri des lsbs pour utiliser
le lemme dans la preuve du lemme Cela inclut £, 1 < ¢, & ¢ ;-
1, et effectuer la derniere addition vers F,, 1 permet ensuite d’appliquer le
lemme C’est pour cela que cet algorithme de somme s’applique & des
termes ayant tous un petit Isb (strictement inférieur a £y).

On remarque aussi que les preuves s’appuient explicitement sur le fait que les
arrondis sont vers le bas. On ne peut pas remplacer ces arrondis par n’importe
quel arrondi valide dans cet algorithme, contrairement & ceux des sections
ab2d

Une autre différence avec ’accumulateur de Kulisch de la section [5.2.2] et
sa variante de la section [5.2.3] est que l'algorithme est ici correctement arrondi
pour un arrondi au plus proche pour la régle imposée ties-up, plutoét que pour
n’importe quelle régle 7 demandée. Ce n’est pas un probléme dans la mesure ou
ce qui nous intéresse surtout est la borne d’erreur en sortie, qui est |res — mres| <
20-1 = %ulp pour tous les arrondis au plus proche indépendamment de leur régle
de tie-breaking.

Formalisation. On prouve d’abord les lemmes auxiliaires indépendants dont

on aura besoin : les lemmes et
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Notation roundFIXdown 1 := (roundFIX 1 Zfloor).
Notation roundFIXnearest_tiesup 1 :=
(roundFIX 1 (Znearest (fun=- true))).

Lemma Rplus_rd_isFIX 1 x y :

isFIX 1 y — (roundFIXdown 1 x) + y = roundFIXdown 1 (x + y).
Lemma rd_rd_lsble 1 1’ x :

Q< 1)HRZ —

roundFIXdown 1’ (roundFIXdown 1 x) = roundFIXdown 1’ x.
Lemma rn_rdpred 1 x :

roundFIXnearest_tiesup 1 (roundFIXdown (1-1) x)

= roundFIXnearest_tiesup 1 x.

Comme en section [5.2.3] on se donne la liste ps des termes a ajouter et la
liste 1s de leurs Isbs respectifs. On suppose que les ¢; sont croissants et tous
strictement inférieurs au Isb final 1f.

Variable 1f : Z.
Variable 1s : seq Z.
Variable ps : seq R.

Hypothesis are_lsb_ls_ps : are_lsb 1ls ps.
Hypothesis 1ls_srt : sorted Z.leb 1s.
Hypothesis all_small : all (fun 1 = Z.1ltb 1 1f) 1s.

Notation n := (size ps).

Pour pouvoir utiliser la convention ¢,, £ ¢ ¢ — 1, on définit getl comme une
application partielle de nth qui renvoie le n-iéme élément d’une liste, & qui on
donne ici la valeur £y — 1 & renvoyer par défaut si I'indice demandé est trop
grand.

Definition getl := nth (1f - 1)%Z 1s.

On définit ensuite les v; de 'équation (5.55)), puis le résultat intermédiaire ¢, et
enfin la sortie res appelée summation_smalllsb.

Fixpoint vi (i : nat) :=
match i with
| 0 = roundFIX (getl 1) Zfloor (ps ’ 0)
| S j = addFIX (getl j.+2) Zfloor (vi j) (ps ’ j.+1)
end.
Definition q := (vi n.-1).
Definition summation_smalllsb : R := roundFIXnearest_tiesup 1f q.

On prouve facilement le lemme par récurrence grace aux lemmes[5.7] et
et enfin le théoréme 3 partir des lemmes et

Notation mres := (\sum_(i < ps) 1i).
Lemma q_rd_mres : q = roundFIXdown (1f - 1) mres.
Theorem summation_smalllsb_correct

summation_smalllsb = roundFIXnearest_tiesup 1f mres.
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Variante : utilisation du sticky bit pour pouvoir choisir n’importe
quelle régle de tie-breaking. On a vu que l'algorithme précédent impose
la régle ties-up, ce qui n’est généralement pas un probléme. Mais si on tient
tout de méme & obtenir un arrondi correct pour I’arrondi au plus proche basé
sur n’importe quelle régle de tie-breaking T désirée, on peut utiliser la variante
suivante de ’algorithme.

On va s’appuyer sur la notion de sticky bit, aussi appelé inezact flag [90]. 11
vaut 1 (ou true) si un calcul a nécessité un arrondi d’'un nombre vers un format
auquel il n’appartenait pas, ou 0 si tous les arrondis étaient triviaux donc le
résultat est exact. Le sticky bit doit étre fourni par les opérations de la norme
flottante IEEE-754 [65]. 11 se calcule facilement en matériel a l'aide d'un ou
logique des bits de poids faible supprimés. Ici, on s’intéressera surtout au sticky
bit d’additions binaires arrondies vers le bas. Dans les preuves, on utilisera que
le sticky bit associé a l'opération x , ¥» noté sticky, vérifie :

sticky < <y #x+y (5.66)

On calcule les sommes partielles v; comme précédemment (équation ([5.55))),
mais on note aussi sticky; le sticky bit correspondant au calcul de chaque v; :

stickyy <= (S, (Po) # Po) (5.67)
sticky, <= (v;i-1\/, pi#vio1+p;) pour 1 <i<n—1 '
Lit1
On détermine le ou logique de ces sticky bits, qu’on note sticky, :
sticky,, = \/ sticky, (5.68)

0<i<n

La régle de tie-breaking qu’on utilise pour arrondir ¢ = v,,_; vers F, ; dépend
alors de sticky,. Si sticky, est vrai, on utilise ties-up comme avant, sinon on
utilise la régle 7 exigée (pour laquelle 'algorithme devra étre correctement ar-
rondi). On note ici res, la sortie de l'algorithme correspondant a cette régle :

. {O?,?S'“%q) s sticky, = 1 (5.69)

resr = - . .
Oy, (9) si sticky, =0

L’algorithme utilisant les sticky bits est récapitulé par I’algorithme [T5] et la
figure Pour condenser ’écriture sur cette figure et dans les preuves plus
loin, on notera :

(sticky, V1) £ (si sticky, alors ties-up sinon ) (5.70)

Cette notation vient de ce que la régle ties-up est représentée dans Flocq comme
la fonction identiquement vraie, comme expliqué plus haut. L’intérét est qu’on
peut alors écrire :

res. £ 0, """ (g) (5.71)

On remarque d’ailleurs qu’on a toujours sticky, V ties-up = ties-up. Lorsqu’on
choisit T = ties-up, les sticky bits n’ont aucune influence sur la sortie de I'algo-
rithme. Ainsi, la variante présentée ici peut étre vue comme un cas général de
l’algorithme précédent, dont la sortie res est égale & resyes-up-



5.3. ALGORITHME CORRECTEMENT ARRONDI AU PLUS PROCHE181

Algorithme 15 : Petits Isbs : sticky bit pour garantir la régle 7 désirée

Donnés & 'avance : n, {y < --- < 0,1 < {y, régle de tie-breaking T

Entrées : pg, ..., pn_1

Sortie : res;

Variables : v, sticky, sticky tmp

(v, sticky) + vél (o)

fori< 1ton—1do
(v, sticky _tmp) < v W&H i // par convention f{, £ {; —1
sticky < sticky V sticky;tmp

end

if sticky then

‘ res, O?fes_up(v)

else
‘ res, Ozf (v)
end
Isbs b < 4 < < Apa <04y
termes Po P1 B Pn—2 Pn—1
N ce + + g O res;
A Ly AV My —1 1y

FIGURE 5.11 — Petits Isbs : sticky bit pour garantir la régle 7 désirée

Théoréme 5.17. Cet algorithme est correctement arrondi au plus proche pour
la régle de tie-breaking T demandée :

res; = O, (mres) (5.72)

A nouveau, on prouve d’abord deux lemmes auxiliaires, qui sont liés aux
deux lemmes utilisés pour prouver le théoréme [5.14] Le lemme [5.18] compléte
le lemme lorsqu’on s’intéresse aux sticky bits. Puis le lemme [5.19| est un
cas général du lemme : il fait intervenir n’importe quelle régle 7 au lieu de
spécifiquement ties-up.

Lemme 5.18. Le bit sticky, indique si l'arrondi /) 1(mres) est inezxact :
-

sticky, <= vef_l(mres) # mres (5.73)
Preuve. Montrons par récurrence sur i € {0,1,...,n— 1} que :
\/ sticky; <= (v; # Z Dj) (5.74)
0<5<i 0<5<i

— Pour ¢ =0, on a bien sticky, <= (VZ (po) # po) par construction.
1
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— Soit 0 < i < n — 2 vérifiant ’hypothése de récurrence. On a d’une part :
Vi1 = 05 We“‘ Dir1 S v+ iyt (5.75)

D’autre part, on a vu dans la preuve du lemme [5.15] que
v; = vzﬂl(zoéjﬁipj)’ On a donc :

Vi + Pit1 = V&H( Z pj) +piy1 < Z Dj (5.76)

0<5<4 0<5<i+1

On en déduit que 'égalité v;41 = Zo<j<i+1 p; est vraie si et seulement
si les deux inégalités ci-dessus sont en fait des égalités :

Vit1 = Z pj = iy, , Pi+1 = Vit Pit1 A Vit piy1 = Z Pj
0<j<i+l 0<j<i+l

= U W[wrz pH_l :'Ui+pi+1 A Vi = Z pj
0<j<i

(5.77)

Par construction de sticky;,, et par hypothése de récurrence :

Vip1 = Z pj < —sticky; ;1 N —( \/ sticky ;) (5.78)
0<j<i+1 0<5<i

c’est-a-dire :

Vi1 # Z pj < sticky; . V \/ sticky; < \/ sticky ;
0<j<i+1 0<j<i 0<j<i+1
(5.79)
Puis en considérant ¢ = n — 1 et grace au lemme [5.15]:

sticky, < \/ sticky; <= q# Z pj = 71(mres) =+ mres
0<j<n—1 0<j<n—1 !
(5.80)
O

Lemme 5.19. Soit € R, { € Z, et T une régle de tie-breaking. Soit sticky le
bit indiquant si 'arrondi ve_l(x) est inezxact :

sticky <= VZ—1(I) # T (5.81)

Alors : _
O T (S, (@) = Of(x) (5.82)

Preuve. Ce lemme est une version plus générale du lemme (qui correspon-
dait au cas T = ties-up vu que sticky V ties-up = ties-up). Leurs preuves se
ressemblent donc beaucoup.

On a encore /() € Fy—1 donc soit 7| (z) € Fy, soit ) (2) est un
point milieu dans F,. Distinguons & nouveau ces deux cas.
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— Le cas VZ—1(x) € Fy est identique au lemme vu qu’il ne dépend pas
de la régle de tie-breaking : on a ngl(x) <z < qu(x) + 271 avec
VZq(x) € Fy donc n’importe quel arrondi au plus proche de x vers Fy
est j_, (). En particulier Of(z) =<,_,(#). Or /_, (z) € F¢ signifie

. tickyV
aussi que Q)" T(Vg_1(x)) = VE—l(x) = Op(x).

— Si veq(m) est un point milieu dans IFy, alors son arrondi au plus
proche vers Fy est soit ) () — 2671 soit Vi, (@) + 2¢=1 selon la
régle de tie-breaking considérée, ici sticky V 7. Cela signifie aussi que
veq(x) + 21 ¢ F,. Distinguons deux cas selon la valeur de sticky.

— Si sticky = 1 alors par sa définition vzil(x) # x. On a donc
V[_l(x) <z < v@_l(m) + 271 avec ve_l(x) + 21 € F, donc
Op(z) = Vg_1(x) +2¢=1. Par ailleurs, on a alors sticky V T = ties-up
donc cette régle arrondit le point milieu Veq(x) vers le haut d’ou

stickyVT _ -
o' (W, (@) = _, (@) +271 = Op ().
— Si sticky = 0 alors on a ve_l(x) = z par définition, et aussi
; PPN stickyV T -
sticky V. T =T, dout )Y (v{_l(z)) = O)(x).
O

Preuve du théoréme[5.17. En combinant les lemmes[5.15] [5.18et [5.19]on a bien :

ticky VvV ticky Vv
sticky, ’T(q) sticky, ‘r(

res; £ Oy, = Oy, N,y (mres)) = O (mres) (5.83)

O

Formalisation de la variante. On prouve d’abord le lemme [5.19] auxiliaire.

Lemma rn_rdpred_sticky 1 tau x :
let sticky := (roundFIXdown (1-1) x != x) in
roundFIX 1 (Znearest (fun z = sticky || tau z))
(roundFIXdown (1-1) x)
= roundFIX 1 (Znearest tau) x.

On garde le méme contexte que pour la formalisation précédente de 1'algo-
rithme initial avec la régle ties-up et on réutilise les définitions de vi et q. On
définit sticky, de I’équation (attention, ici stickyi i n’est pas sticky;
de I’équation mais le ou des sticky; pour j < i). On se donne ensuite la
régle désirée 7 et on construit la sortie res..

Fixpoint stickyi (i : nat) :=
match i with
| 0= vi0!=(ps’ 0)
| S j = stickyi j Il (vi j.+1 !'= (vi j + (ps ? j.+1))%R )
end.
Definition stickyq := (stickyi n.-1).

Variable tau : Z — bool.
Definition summation_smalllsb_sticky : R :=
roundFIX 1f (Znearest (fun z = stickyq || tau z)) q.
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On prouve facilement le lemme [5.1§] puis le théoréme [5.17] en réutilisant le
lemme de lalgorithme sans sticky bit et grace au lemme [5.19| auxiliaire.

Lemma stickyq_mres : stickyq = (roundFIXdown (1f-1) mres != mres).

Theorem summation_smalllsb_sticky_correct :
summation_smalllsb_sticky = roundFIX 1f (Znearest tau) mres.

5.3.2 Algorithme complet

On s’intéresse maintenant au cas général, ol les termes peuvent avoir des
Isbs de n’importe quelle taille (mais déja triés). Le principe est d’appliquer
I’algorithme de la section aux termes de petit Ish (c’est-a-dire les p; tels
que ¢; < £5) et 'accumulation de Kulisch par Isb décroissant de la section
aux autres (¢; > ¢ f). On sépare ces deux groupes de termes en posant m tel
que :

b1 <Ly <Up, (5.84)

On s’intéresse en fait au résultat intermédiaire de chacun des deux algorithmes
mentionnés, juste avant I’arrondi au plus proche final. Pour les termes py, . . ., prp—1
a petit Isb, on définit donc, similairement aux équations (5.55) et (5.56]) :

vy £ %, (po)
v 2 %iu p; pour 1 <i<m—2 (5.85)

ey A
Qpetit = Um—1 = Um—2 sz% Pm—1
Pour les termes a grand Isb, ’équation (5.30) devient :
Ggrand £ ((pn—l anfz pn—2) Wzn73 pn—3) s me Pm (586)

On additionne alors ces deux résultats intermédiaires en arrondissant au plus
proche vers [y, avec la régle de tie-breaking ties-up comme en section [5.3.1] :

res £ (petit @?fes_up Ggrand (587)

Cet algorithme est récapitulé par Palgorithme [I6] et illustré par la figure [5.12]
Je ne donne pas ici de schéma de bits manipulés car il s’agit simplement de
juxtaposer la figure[5.10| pour les petits Isbs et la figure [5.6| pour les grands Isbs.

Isbs by < 6 < oo < s <0 g <l <l < dmpr <0 -0 <y <0 ly

termes Po p1 LR Pm—2 Pm—1 Pm Pm+1 cee Pn—2 Pn—1

R S P R R

0y o v Ap—1 l Hom v M2
ies-up
1y

res

FIGURE 5.12 — Somme correctement arrondie au plus proche (régle ties-up)
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Algorithme 16 : Somme correctement arrondie au plus proche (ties-up)

Donnés a ’avance : {y, n, {o < --- < {4
Calculé a I’avance : m tel que £,,—1 < {y < £y,
Entrées : pg, ..., pn_1
Sortie : res
Variables : vpetit, Vgrand
Upetie <\, (Po)
for i < 1tom —2do

‘ Upetit — Upetit WEHJ Pi
end
Upetit — Upetit Wéf—l Pm—1
Vgrand & Pn—1
for i < n — 2 downto m do

Vgrand <~ Vgrand W[Z Di

end

ties-up
res < Upetit @gf Vgrand

Théoréme 5.20. L’algorithme complet est correctement arrondi pour l’arrondi
au plus proche utilisant la regle ties-up :

res = O?fes_up(mres) (5.88)

En particulier, on a encore la borne d’erreur :
|res — mres| < 20771 (5.89)

Preuve. D’apres les lemmes et ona:
Ggrand = Z Di et Gpetit = v@f—l( Z pz) (590)

m<i<n 0<i<m

De plus par construction ggrana € Fy,, C Fy, 1 (car £y < £,,) donc :

(petit + Ggrand = VZ _1( Z pz) + Ggrand
! 0<i<m

= vszl( Z pi + Qgrand) (lemme (5_91)

0<i<m

— vef—l( Z i) = vef_l(mres)

0<i<n

Puis grace au lemme [5.16| :
res = Ozifes_up(q;)etit + qgrand) = O?;S_up(vef_l(mr“)) = OZZ’fes-up(mres) (592)

Et comme d’habitude, on utilise le lemme [5.3] pour la borne d’erreur. O

Ainsi, on a bien un algorithme correctement arrondi pour un arrondi au plus
proche, qui fonctionne quels que soient les Isbs des termes & sommer. L’arrondi
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au plus proche en question utilise nécessairement la régle ties-up, mais comme
expliqué en section [5.3.1] ce n’est pas un probléme puisque la borne d’erreur est
2¢s=1 pour n’importe quelle régle de tie-breaking. On peut tout de méme choisir
une régle 7 particuliére en utilisant des sticky bits comme en section Ceci
sera détaillé plus bas.

Comme pour 'accumulateur décroissant de la section [5.2.3] on perd ici la
possibilité de complétement réordonner les additions pour facilement les paral-
léliser, qui était offerte par I'accumulateur de Kulisch basique en section [5.2.2)
et l'algorithme & bits de gardes de la section On peut tout de méme
paralléliser les calculs de gpetit €t ggrand-

L’algorithme présenté ici a la méme précision (borne d’erreur sur la sortie) et
est plus efficace (moins de bits manipulés) que 'accumulateur de Kulisch de la
section[5.2.2] mais aussi que sa variante par Isb décroissant de la section[5.2.3] En
effet, il fait les mémes additions que cette derniére pour les termes & grand Isb.
Mais pour les termes a petit lsb, la succession de Isbs utilisés pour les additions
binaires était £,, o, ly_3, ..., {1,y dans ’accumulation par [sb décroissant, tan-
dis qu’ici il s’agit de €3,¢3,...,0mn_1,£f — 1. Or des Isbs de calcul plus grands
signifient moins de bits manipulés. De plus, sommer par Isb croissant plutdt que
décroissant a un intérét supplémentaire quand on prend en compte les msbs et
largeurs de formats Fy ,,. Ceux-ci ont été ignorés dans les sections a et
on ne rentre pas dans les détails ici. On remarque seulement que les formats des
termes en entrée ont souvent des largeurs assez similaires, ce qui signifie que les
msbs sont ordonnés a peu prés comme les Isbs. Sommer par [sb croissant peut
alors permettre d’utiliser des msbs plus petits dans les calculs intermédiaires,
ce qui diminue & nouveau le nombre de bits manipulés.

L’algorithme présent peut étre plus ou moins efficace que 'algorithme a bits
de garde de la section [5.2.4] selon les Isbs des entrées. Dans le contexte des filtres
numériques, il est souvent moins efficace. Cependant, il est plus précis puisqu’il
fournit un arrondi correct au plus proche au lieu de seulement un arrondi fidéle.

Formalisation. On se donne le méme contexte qu’en section m (sauf qu’on
ne suppose évidemment pas que les lsbs de 1s sont plus petits que 1f).

Variable 1f : Z.
Variable 1s : seq Z.
Variable ps : seq R.

Hypothesis are_lsb_ls_ps : are_lsb 1ls ps.
Hypothesis 1ls_srt : sorted Z.leb 1s.

Notation n := (size ps).

Grace a la fonction find de MathComp, on définit m comme 'indice du premier
élément de 1s vérifiant le prédicat Z.leb 1f (c’est-a-dire tel que ¢y est infé-
rieur ou égal & cette élément). On définit alors les listes ps_small et 1s_small
correspondant aux m premiers éléments de ps et 1s, et les listes ps_large et
1ls_large obtenues en enlevant les m premiers éléments de ps et 1s.

Notation m := (find (Z.leb 1f) 1s).
Notation ps_small := (take m ps).

Notation ls_small := (take m 1s).
Notation ps_large := (drop m ps).
Notation ls_large := (drop m 1s).
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On définit ensuite les sommes partielles gpetit €t gorand- On a placé la forma-
lisation pour les petits Isbs dans un module nommé Small_lsb afin d’éviter
de potentiels conflits de noms. On accéde donc au q défini en section [5.3.1] en
écrivant Small_l1sb.q. D’autre part, on utilise summation_decreasinglsb de
la section (qui calculait seulement les additions exactes sans arrondi au
plus proche final). On définit enfin summation_nearest en ajoutant ces deux
résultats partiels a ’aide d’un arrondi au plus proche ties-up.

Notation gq_small := (Small_lsb.q 1f 1ls_small ps_small).
Notation gq_large := (summation_decreasinglsb ls_large ps_large).
Definition summation_nearest :=

addFIX 1f (Znearest (fun= true)) q_small g_large.

La preuve de l'algorithme suit la preuve du théoréme [5.20} Elle est facile en
réutilisant les lemmes de la section [5.3.1] Notons qu’on prouve d’abord la valeur
de gpetit + Gerand dans un lemme séparé car on en aura & nouveau besoin plus
loin.

Lemma add_q_mres : g_small + q_large = roundFIXdown (1f - 1) mres.

Theorem summation_nearest_correct :
summation_nearest = roundFIX 1f (Znearest (fun=- true)) mres.

Variante : choisir la régle 7 grace aux sticky bits. Comme en section [5.3.1]
si on souhaite tout de méme obtenir un arrondi au plus proche correct pour une
régle T particuliére, c’est possible en s’appuyant sur des sticky bits. En effet, il
suffit d’appliquer aux termes de petits lsbs la variante utilisant des sticky bits

de la section On définit alors, similairement aux équations (5.67)), (5.68)
et (5.71) :

stickyy <= (/, (o) # po)
sticky, <= (vi—1 WZ:H Di £ Vi—1 + i) pour 1 <i<m—2

sticky,,_1 <= (Vm—2 Wef—l Pm—1 7 Um—2 + Dm—1)

srfickyqé \/ sticky,
0<i<m

(5.93)

A sticky , VT
resr = (petit @[f 7" ggrand

Je ne récris pas I'algorithme complet, qui se déduit facilement de 'algorithme [T6]
précédent et de lalgorithme [T5] pour la gestion des sticky bits et des régles de
tie-breaking. Je donne néanmoins un graphe des opérations en figure [5.13] bien
que lui aussi s’obtienne facilement & partir des graphes précédents.

Théoréme 5.21. Cette variante est correctement arrondie au plus proche pour
la régle de tie-breaking T demandée :

res; = O, (mres) (5.94)
Preuve. Dans la preuve du théoréme [5.20] on a vu que :

Jpetit + Gdgrand = vefil(mres) (595)
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Isbs b < 4 < -0 < o < <l < by < by < - < oy <0 Uy

termes Po P e Pm—2 Pm—1 Pm Pm+1 s Prn—2 Pn—1

I R ey S R

V- Ay —1 l U i1 b s

VT
“f

Tes,

FIGURE 5.13 — Somme correctement arrondie au plus proche pour la régle 7

mais aussi que :

Vfol(mres)ZV(ffl( Z pi)""]g,‘rand:vefil( Z pi)+ Z Di (596)

0<i<m 0<i<m m<i<n

On a donc (en utilisant le lemme pour la derniére équivalence) :

NG, (mres) # mres <= < ( Sop)t D> pi# > b

0<i<m m<i<n 0<i<n
=, 2 mE D (5.97)
0<i<m 0<i<m
< sticky,
Enfin, grace au lemme [5.19]:
ticky VT ticky VT
res, 2 Osz Ya (qutit + Qgrand) = Osz Ya (vzfil(mres)) = Ozf(mres)
(5.98)
[

Formalisation de la variante. On garde le méme contexte que pour la version
qui imposait la régle ties-up. On récupére le sticky bit associé aux calculs pour
les termes de petit Isb. On se donne aussi la régle de tie-breaking désirée T et
on construit la sortie res;.

Notation stickyq_small := (Small_lsb.stickyq 1f ls_small ps_small).
Variable tau : Z — bool.

Definition summation_nearest_sticky : R :=
addFIX 1f (Znearest (fun z = stickyq_small || tau z))
gq_small g_large.

On prouve que le sticky bit obtenu vérifie bien 'équation ([5.97). Puis on prouve
trés facilement que ’algorithme est correctement arrondi en réutilisant le lemme
add_q_mres (prouvé précédemment lorsqu’on utilisait la régle ties-up), ainsi que
le lemme m (rn_rdpred_sticky) de la section m

Lemma stickyq_small_mres

stickyq_small = (roundFIXdown (1f-1) mres != mres).

Theorem summation_nearest_sticky_correct
summation_nearest_sticky = roundFIX 1f (Znearest tau) mres.
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5.3.3 Un autre algorithme basée sur des arrondis impairs

Cette section présente un autre algorithme original de somme de produits
(ou plutot de somme, qu’on peut appliquer a des produits calculés exactement),
correctement arrondi au plus proche pour n’importe quelle régle de tie-breaking T
souhaitée. Il a été développé avant, et est moins efficace que celui de la section
section [5.3.2] Je ne le décris donc que briévement ici. Une présentation plus
détaillée a été publiée [I7], incluant notamment une preuve de correction.

Cet algorithme est basé sur 'utilisation de 1’arrondi impair, noté (. Si un
nombre n’est pas dans le format considéré, son arrondi impair est le plus proche
nombre du format ayant une mantisse impaire :

T six ey
VleZVx eR, O,z)= V(@) sila mantisse /() 2% est impaire
/\,(z) sinon
(5.99)

L’intérét de cet arrondi est qu’il se comporte bien lors d’arrondis successifs vers
des formats de différents lsbs. Il ne fait pas partie du standard IEEE-1666 de
SystemC pour la virgule fixe [62], mais il n’est pas difficile & implémenter. En
matériel, il s’agit simplement d’arrondir vers le bas puis d’effectuer un ou logique
entre le sticky bit et le dernier bit de la mantisse. Une implémentation logicielle
efficace est également disponible [19].

On aura besoin que les ¢; soient triés strictement : ; < {;41. Pour passer
du tri large (¢; < £;11) supposé au début de la section 4 un tri strict, on
effectue un pré-traitement : on groupe les produits ayant le méme Isb a l'aide
d’une addition & ce Isb, qu’on sait étre exacte. Ce pré-traitement est décrit par
'algorithme [T7] Il modifie les p; et ¢;, et décroit potentiellement le nombre total
n de terme. Cependant, il garde la somme exacte mres £ > 0<i<n Pi inchangée,
et conserve la propriété que ¢; est toujours le Isb de p;. Et a l'issue de ce pré-
traitement, on a bien :

o< < oy (5.100)

Algorithme 17 : Pré-traitement pour obtenir des lsbs strictement triés

while on trouve un i tel que ¢; = £;11 do
Di < pi Wtzi Dit+1
for j«<i+1ton—2do
Pj < Dj+1
Ej — gj-',—l
end
n<n-—1
end

Ensuite, comme en section [5.3.2] on sépare les termes en deux groupes selon
leur lsb. Mais cette fois-ci, la séparation se situe entre £y — 2 et £y — 1, au lieu
d’entre £y — 1 et £;. En effet, on pose m tel que :

b1 < Lp =2 < Ly (5.101)

Pour les termes a grand [sb, on utilise & nouveau 'accumulateur par Isb dé-
croissant de la section Le traitement des termes & petit lsb ressemble &
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la section [5.3.1] ; cependant, I'ajout de chaque p; au résultat précédent se fait
avec un arrondi impair plutét que vers le bas, et au Isb £;11 — 1 plutét que ;4.
Et pour le dernier produit p,,—1, on utilise le Isb £; — 2. On utilise aussi le Isb
{¢ — 2 pour ajouter les deux sommes obtenues pour les petits [sbs et les grands
Isbs respectivement, avant d’arrondir au plus proche vers Fy, avec la regle T
demandée. Tout cela est décrit par Palgorithme [I8] et illustré par la figure [5.14]

Algorithme 18 : Algorithme utilisant des arrondis impairs

Donnés a avance : lf, n, g < -+ < {lp_1, T
Calculé a I’avance : m tel que £, <l —2 <l
Entrées : pg, ..., pn_1
Sortie : res
Variables : vpetit, Ugrand
Upetit <~ Dgl_l(pO)
for i+ 1tom—2do

‘ Upetit ¢~ Upetit Wy, _1 Pi
end
Upetit <~ Upetit By, o Pm—1
Vgrand €~ Pn—1
for i + n — 2 downto m do

Vgrand < Ugrand Wfi Di

end
res <— O‘Zf (Upetit Wff—Q 'Ugrand)

Isbs b < b < 0 < pa < oy S lp=2< 4y, < gy <00 < lpg <0 Ly
termes Po 1 s Pm—2 Pm—1 Pm Pm+1 s Pn—2 Pn—1
U —1 Ap—1 o —1 ;-2 U (- (o

by —2

FIGURE 5.14 — Algorithme utilisant des arrondis impairs

Théoréme 5.22. La sortie de l’algorithme utilisant des arrondis impairs est
Parrondi au plus proche vers Fy, de la somme exacte, pour la regle de tie-breaking
T désirée :

res = Oy, (mres) (5.102)

Ce théoréme est prouvé sur papier [I7], ainsi que formellement en Coq (théo-
réme summation_odd_correct). On a donc encore un algorithme correctement
arrondi au plus proche pour la régle 7 demandée. Cependant, celui de la sec-
tion est légérement plus efficace (surtout quand accepte un arrondi correct
au plus proche selon ties-up plutdt qu’une régle 7 au choix). En effet, Iarrondi
vers le bas est un peu plus rapide a calculer que I'arrondi impair en virgule fixe
en complément & deux (surtout quand on n’a pas besoin de connaitre le sticky
bit), et les Isbs des additions de termes & petit Isb sont plus grands de 1 (¢;41
en section au lieu de ¢;11 — 1 ici pour l'ajout de p;).
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5.4 Prise en compte des overflows modulaires

Cette section s’intéresse a la prise en compte des overflows, qui avaient été
ignorés dans les sections[5.1]a[5.3] On considére surtout 1’ overflow modulaire : on
verra qu’il est facile & implémenter en complément a deux (il suffit d’ignorer les
bits de poids trop fort) et particuliérement adapté pour calculer des sommes (les
sommes partielles peuvent déborder sans changer la qualité du résultat final tant
que celui-ci ne déborde pas). La section détaille les propriétés de I’ overflow
modulaire et des arrondis et opérations associés. La section présente ma
formalisation des overflows en virgule fixe, et plus particuliérement de 1’overflow
modulaire. Cette formalisation est ensuite utilisée en section pour prouver
le comportement de lalgorithme fidele a bits de garde de la section [5.2.4] en
tenant compte des overflows.

5.4.1 Virgule fixe en complément a deux et overflow mo-
dulaire

Cette section présente 1’overflow modulaire en virgule fixe et ses consé-
quences sur les arrondis et opérations.

Représentation des entiers en complément a4 deux. J’ai affirmé en sec-
tion[I.3.2|que " overflow modulaire est naturel en virgule fixe lorsque la mantisse
est représentée en complément a deux. Pour expliquer cela, intéressons-nous plus
en détails & la représentation en complément & deux des nombres entiers. Rap-
pelons que dans cette représentation, I’entier m associé a w bits my,_1,..., Mo
est :

w—2
m=—my_12%" " + Z m; 2 (rappel de )
=0
11112 0000,
1110, - 00012
0
1101, 1 00102
2
11002 5 0011y
101100 40100,
+
5
10102 6 01015
7
1001, 0110,
1000, = 0111,

FIGURE 5.15 — Représentation des entiers en complément a deux sur w = 4 bits

La figure [5.15] illustre les nombres représentés en complément a deux sur
w = 4 bits. Il s’agit des nombres entre —2%~! = —8 et 2¥~! — 1 = 7 inclus. La
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seule différence avec la représentation binaire non signée habituelle des entiers
positifs est le poids négatif devant le bit m,,_1 de poids le plus fort. Cela signifie
que lorsque m,,—1 = 0, il n’y a aucune différence, comme on peut le voir pour
les nombres de 0 & 7. Mais quand m,_1; = 1, on obtient un nombre négatif,
dont la différence avec le nombre en binaire usuel non signé est 2. C’est pour
cela que cette représentation est adaptée a des opérations modulaires, modulo
2", Par exemple, en représentation binaire positive usuelle, 3+ 6 = 9 se traduit
par 115 + 1105 = 1001,. En complément & deux, comme 3 et 6 sont entre 0
et 7, leurs représentations sur 4 bits sont encore 0011, et 0110.5. Leur somme
est calculée de la méme maniére bits & bits, mais le résultat est interprété en
complément & deux : on obtient 1001, = —7 = 9 [16]. On a bien observé un
overflow modulaire car 9 n’est pas représentable en complément a deux sur
4 bits.

L’intervalle [—2%~1 2%~ sera appelé la période principale. L’ overflow mo-
dulaire consiste simplement & envoyer un nombre vers son représentant mo-
dulo 2% dans cette période principale.

Pour diminuer la largeur w, il suffit de supprimer les bits sur la gauche jusqu’a
avoir le nombre de bits voulu, ce qui peut provoquer un overflow modulaire. Par
exemple, si on veut représenter le nombre & 6 bits 1010102 = —22 sur seulement
4 bits, on enléve les deux premiers bits et on obtient 1010, = —6 = —22 [16].
Lorsqu’on effectue une opération dont le résultat doit étre sur w bits, on ne
calcule pas du tout les bits & gauche de celui d’indice w — 1.

Si on souhaite au contraire augmenter la largeur w, on remplit les nouveaux
bits & gauche avec des copies du bit de signe. Si le nombre est positif, on le com-
pléte donc par des zéros comme dans la représentation binaire positive usuelle :
on a 0011., = 3 sur 4 bits, et on a encore 000011, = 3 sur 6 bits. En revanche,
quand le nombre est négatif, le compléter par des zéros modifierait sa valeur :
1010, = —6 mais 0010102 = 10. On remarque d’ailleurs que 10 = —6 [16],
mais on n’a pas de raison de faire apparaitre un modulo alors que —6 est repré-
sentable sur 6 bits. En complétant par des uns au lieu de zéros, on obtient bien
111010, = —6.

Overflow modulaire en virgule fixe. Dans tout le reste de la section, on se
donne un Isb £ et une largeur w > 2 (pour éviter des cas particuliers dégénérés).
Rappelons qu’un nombre du format Fy,, est représenté par une mantisse m
en complément & deux sur w bits, qu’il faut ensuite multiplier par le facteur
d’échelle implicite 2¢ :

Frw2{mx2 | meZ A 20" <m< 2wt 1} (rappel de (L.8))

Pour passer du format F, ignorant les overflows au format [Fy ,,, il suffit d’ap-
pliquer un modulo 2% & la mantisse entiére comme ci-dessus. En effet, par dé-
finition, un nombre z € F, s’écrit sous la forme = m2¢ avec m € Z. On
envoie donc m vers son représentant m’ modulo 2 dans [—2*~1, 2%~ et on
obtient bien 2’ = m/2¢ € Fy.. Cela revient a choisir directement =’ comme le
représentant de x modulo 2¥+¢ dans [—2wH{—1 2uwHi—1[,

L’intervalle [—2¢+¢~1 2w+¢=1[ sera donc appelé la période principale du for-
mat ¢ q,. De plus, on notera cmod, : R — R la fonction qui & x associe son
représentant modulo p dans lintervalle [-%, £[ (le ¢ vient de central car I'in-
tervalle d’arrivée est centré en 0). On utilisera donc p = 2¥** dans le cadre du
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format F, ,,. Quand on sera clairement en train de considérer un tel format, on
omettra souvent l’indice : on écrira simplement cmod pour cmodgw+e.

Overflow et arrondi. Lorsqu’on doit représenter un réel x quelconque dans
F; ., par exemple un coefficient de filtre ou le résultat d’un calcul, on doit a la
fois effectuer un arrondi (c’est-a-dire appliquer une fonction O, : R — F; au cas
oll x ne serait pas un multiple entier de 2¢) et utiliser la fonction cmod définie
ci-dessus (en cas d’overflow). La question qui se pose alors est dans quel ordre
appliquer ces deux fonctions.

On a vu que les calculs en complément a deux sont directement effectués
sans jamais prendre en considération les bits a gauche du msb. L’overflow mo-
dulaire est donc appliqué en permanence au cours du calcul. Au contraire, on
doit parfois s’intéresser a des bits a droite du Isb pour pouvoir arrondir correc-
tement une opération, donc on voit plutdt I’arrondi comme une étape ajoutée a
la fin. Il est donc plus naturel d’appliquer le modulo avant ’arrondi : on consi-
dere Og(cmod(z)). Cependant, on peut avoir un probléme : ¢mod peut renvoyer
un nombre dans l'intervalle |2¢+¢=1 — 26 2wH=1["qui peut ensuite étre arrondi
vers 2T~ (si par exemple Oy est un arrondi vers le haut) qui n’est pas dans
la période principale. On a donc besoin d’appliquer a nouveau cmod aprés 'ar-
rondi : cmodyute( Og(cmodgu+e(x))) € Fy . Ceci est illustré par la figure [5.16]
On obtient alors la définition suivante.

Définition 5.23 (Arrondi vers Fy ). La fonction d’arrondi Qg : R — Fe
correspondant 6 un arrondi sans overflow Qg : R — Fy est définie par :

Ve €R, Opw(z) £ cmodywse( Or(cmodguwse(x))) (5.103)

On utilise naturellement les notations ve ou/\ v 01 Oy, pour les fonctions
,w s ,

d’arrondi vers Fy ,, correspondant a VE ou /\ ¢, ou Of.

Arrondi quasi périodique. J’ai expliqué pourquoi la fonction c¢mod apparait
deux fois dans 1’équation , mais ce n’est pas trés pratique. Je vais donc
montrer qu’on peut enlever I'application initiale de ¢mod & x sans modifier le
résultat si Oy vérifie la propriété suivante.

Définition 5.24 (Fonction quasi périodique). Une fonction f: R — R est
quasi périodique pour 'addition, de période p > 0, si :

VeeR, f(z+p)=f(z)+p (5.104)

De maniére générale, le terme quasi périodique peut étre utilisé pour n’importe
quelle propriété qui ressemble a la périodicité. Notons que cela n’a rien & voir
avec la quasi périodicité d’un signal en traitement du signal. Dans ce manuscrit,
quasi périodique désignera toujours la propriété définie ci-dessus.

On prouve maintenant un premier lemme auxiliaire, qui sera souvent appli-
qué aux fonctions d’arrondi quasi périodiques. Puis on 1'utilise pour montrer que
comme affirmé précédemment, un arrondi quasi périodique permet d’omettre un
appel & ¢mod dans la définition [5.23] Enfin, le lemme donne une condition
suffisante pour déterminer l’arrondi vers F; ,, d’'un nombre.
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cmodywe

T R
f !
A, (a:) cmod guw+e -1
, W

+ éléments de F; c’est-a-dire multiples entiers de 2°
+ multiples entiers de 2w +¢-1
période principale # éléments de Fy ,,

FIGURE 5.16 — Arrondir vers Fy,, : calculs respectifs de w(x) et de Az’w(x)

Lemme 5.25. Si f est quasi périodique de période p, alors :

Vr,yeR, z=y[p] — flz)=[(y) (5.105)

Preuve. On montre facilement par récurrence sur n € N
que Vz € R, f(z + np) = f(x) + np. Puis en remarquant
que f(x —np) = f(x) — np, on obtient :

Vk e ZNz € R, f(z+kp) = f(z)+kp (5.106)
On conclut en rappelant que = = y [p] signifie 3k € Z, © = y + kp par définition.
O

Lemme 5.26. Si O, est quasi périodique de période 2+, alors :
Ve € R, Opw(x) = cmodywre( Ox)) (5.107)

Preuve. On applique le lemme a Oy qui est quasi périodique de période
2@+ en remarquant que cmod(z) = z [2¥T¢] par définition de cmod :

VzeR, Oplcmod(z)) = Opz) [2¥TY (5.108)

Ces deux nombres ont donc le méme représentant modulo 2¥+¢ dans la période
principale :

Ve €R, Opw(x) £ cmod( O¢(cmod(z))) = emod( Of(x)) (5.109)
O
Lemme 5.27. Si Oy est quasi périodique de période 2+, alors :

Ve, yeR, yeFpw A y= Oulx) [2w+€] = y= Opu() (5.110)
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Preuve. Siy € Fy,, alors en particulier y est dans la période principale de Fy ,,.
Si de plus y est congru & Oy(z) modulo 2¥** alors y = cmod(O¢(z)) par
définition de cmod. On conclut grace au lemme [5.26 O

On s’intéressera donc désormais seulement & des arrondis quasi périodiques.
Parmi les arrondis usuels, I’arrondi vers le bas \V/ et larrondi vers le haut
Az sont quasi périodiques (de période 2¥** pour n’importe quel w > 2). En
revanche, I’arrondi vers 0 ne 'est pasEl, ce qui explique qu’il soit rarement utilisé
en virgule fixe. Un arrondi au plus proche est quasi périodique si et seulement si
sa régle de tie-breaking T est périodique. C’est bien le cas de la régle ties-to-even,
donc I’arrondi au plus proche pair Of"“" est quasi périodique. La régle ties-up
utilisée dans la section [5.3] est aussi périodique, mais la régle away-from-zero ne
I’est pas.

Arrondi vers le bas et régle ties-up en matériel. Notons qu’en plus d’étre
quasi périodique, I’arrondi vers le bas est particuliérement facile & implémenter
en complément & deux. En effet, il revient simplement & supprimer les bits de
poids plus faible que le Isb (aussi bien pour les nombres positifs que négatifs,
grace a la nature cyclique de cette représentation). En cela, il est similaire a
Parrondi vers 0 pour les nombres flottants (ou de maniére plus générale pour les
représentations signe / valeur absolue). De méme, la régle de tie-breaking ties-up
utilisée en section [b.3| revient toujours & incrémenter le dernier bit. Elle est donc
le pendant pour la virgule fixe en complément & deux de la régle away-from-zero
pour la virgule flottante.

En section [5.4.3] pour décrire le comportement de l’algorithme a bits de
garde de la section lorsqu’il risque d’y avoir des overflows, on utilisera la
notion suivante.

Définition 5.28 (Arrondi fidéle modulaire). Le réel y est un arrondi fidéle
modulaire du réel x dans le format Fo ., si :

yZVe,w(x) \% y:&[,w(x) (5.111)

On retrouve la méme définition que pour un arrondi fidéle (section , mais
avec des arrondis vers F,,, au lieu de Fy. Ceci est illustré par la figure @
Notons que comme les arrondis vers le bas et vers le haut sont tous deux quasi
périodiques, le lemme [5.26| nous permet d’omettre I’application initiale de cmod
dans la définition [5.23]

On utilisera la condition suffisante ci-dessous pour montrer qu’on a un ar-
rondi fidéle modulaire.

Lemme 5.29. Soitx € R ety € Fp,,. Si -
I eR, y=y 2T A |y —z <2 (5.112)

alors y est un arrondi fidéle modulaire de x dans F¢ .

4. Le probléme est qu’un nombre positif et un nombre négatif peuvent étre congrus modulo
la période alors qu’ils s’arrondissent dans des sens différents. Par exemple si £ =0 et w = 3
donc la période est 2370 = 8 on a 5,7 = —2,3 + 8 mais leurs arrondis respectifs vers 0
dans Fp = Z sont 5 # —2 4 8.
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_oquwti-1 cmodqwie  Qwit—1

arrondis fidéles de = dans F,
@ arrondis fidéles modulaires de z dans Fy ,,

période principale

FIGURE 5.17 — Arrondis fidéles modulaires de x

Preuve. On rappelle que w > 0 donc 2¢ divise 2 donc y =/ [2]. Or y € Fy
donc y = 0 [2f] d’ott ¢/ = 0 [2] c’est-a-dire ¢/ € Fy. Comme |y — z| < 2¢, on
en déduit grace au lemme que y' est un arrondi fidéle de = dans FF,. Si
y' =<, (@) alors y = /() [2+4] avec y € Fy,, donc y = v&w(m) d’apreés le

lemme De méme, si y' = /\,(z) alors y = &e,w(fﬂ) Dans tous les cas, y
est bien un arrondi fidéle modulaire de x dans Fy . O

Une propriété classique sur I’overflow modulaire est la suivante : si le résultat
d’une somme obtenue en ignorant les problémes d’overflow (c’est-a-dire calculée
dans Fy) est dans la période principale de Fy ,,, alors on obtient le méme résultat
en calculant cette somme dans [, ,, méme si les calculs intermédiaires peuvent
contenir des overflows. Plus précisément :

Lemme 5.30 (Régle de Jackson). Pour tous xg,...,2n—1 € R, si :

((z0 7, 21) W, ¥2) -\, Tn—1 € [—owtt=1 gutt=l( (5.113)

alors :

((zo W&w x1) Wf,w Ta) - W&w Tn-1 = ((%o \WV/ x1) \WV/ xg) - W, Tn-1 (5.114)

Preuve. Montrons par récurrence sur ¢ € {0,...,n — 1} que :

((xo W/ x1) W/ Xg) - Vo L1 = ((z0 ), 21) W, 2) -+ - ¥, % [20F] (5.115)
L’initialisation est simplement zq = zo [2¥7¢]. Pour I’hérédité, considérons
un i <n — 2 et posons A = ((zg /W x1) N/ Xg): - Viw T
et B = ((x0 W, 1) Y, x2) -, %i- Ona A = B [2¥F¢] par hypothése de
récurrence, donc A + x;.1 = B + ;41 [2¥]. Par le lemme vu que /) est

quasi périodique, puis par définition de cmod :

V(B + ziv1) = (A + wiv1) = emod (S (A + i) [29F] (5.116)
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Gréce au lemme on obtient bien VZ(B +xi41) = vé,w(A + i) 297
La preuve par récurrence est terminée et on en déduit :

(20, 1) Ty 72) " Vo

)

Tn—1 = ((zo \V/ x1) Y, Xg) - WV, Tn-1 [2“"%]
(5.117)
De plus ((zo \V/ x1) \V/ Xg): - W, Tn-1 est dans la période principale de Fy ,,

par hypothése, et ((zo 7/ Z1) 7/ Zo)- - Vo Tn—1 appartient a Fy,, donc
est aussi dans cette période principale. Ces deux nombres sont donc égaux. [

Cette propriété est connue en traitement du signal sous le nom de régle de
Jackson [68], mais ce n’est ni plus ni moins qu’une conséquence de 'arithmeé-
tique modulaire. Je ne m’en servirai pas directement, mais des raisonnements
apparaissant dans sa preuve (montrer la congruence des deux sommes par ré-
currence, et remarquer que les résultats sont égaux car ils sont a la fois congrus
modulo 2%+¢ et tous deux dans la période principale) seront réutilisés pour

prouver les théorémes [5.31] et [5.32] en section [5.4.3]

5.4.2 Formalisation de 1’overflow modulaire

Cette section présente ma formalisation en Coq de I’ overflow modulaire pour
la virgule fixe. Je formalise d’abord des généralités sur les overflows en virgule
fixe. Mais je me concentre rapidement sur 1’overflow modulaire, et plus particu-
lierement sur les propriétés dont j’aurai besoin en section [5.4.3] pour prouver le
comportement de I'algorithme & bits de garde en présence d’éventuels overflows
modulaires.

Période principale. Je définis d’abord un prédicat In_cpp caractérisant la

période principale [—-%, £[ en fonction de la période p (la lettre ¢ du fait que

cette période principale est centrée en 0).
Definition In_cpp (p r : R) : Prop := - (p/ 2) <r <p/ 2.

Je définis ensuite la fonction cmod,, définie en section qui & un réel associe
son représentant modulo p dans cette période principale. La lettre r indique
que c’est une fonction sur les réels, alors que d’habitude on s’attend plutot a
rencontrer une telle fonction sur les entiers. Je prouve que cette fonction est
bien & valeurs dans la période principale.

Definition cmodr (p r : R) :=
let k := Znearest (fun _ = true) (r/p) in
r - IZR k * p.

Lemma In_cpp_cmodr (p : R)
0 <p — forall r : R, In_cpp p (cmodr p r).

Dans le cadre de la virgule fixe, la période principale est toujours une puissance
de 2. On utilisera donc plutdt le prédicat In_cppe suivant (ot e vient d’exposant)
qui prend en argument ’exposant ep de la période, et applique In_cpp a 2°P.
On a vu en section @ que pour le format F,,, 'exposant & utiliser sera
ep=w+{¢=msb+ 1.

Definition In_cppe (ep : Z) : R — Prop := In_cpp (twopow ep).
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Fonction d’overflow. On dira qu'une fonction R — R est une fonction d’over-
flow si son image est incluse dans la période principale, et qu’elle est égale a
I'identité sur cette période principale.

Definition Is_overf (ep : Z) (f : R — R) : Prop :=
(forall r : R, In_cppe ep (f r)) A
(forallr : R, Incppeepr — £ r =r).

Par exemple, ’overflow saturé est représenté par la fonction qui est constante
a —2%°~! avant la période principale, I'identité sur la période principale, et
constante a 2°°~1 — 2¢ aprés la période principale. On prouve qu'il s’agit bien
d’une fonction d’overflow.

Definition overfSAT (ep 1lsb : Z) r :=
if Rlt_le_dec r (- twopow (ep - 1))
then - twopow (ep - 1)
else
if Rlt_le_dec r (twopow (ep - 1))
then r
else twopow (ep - 1) - twopow 1sb.
Lemma overfSAT_Is_overf (ep 1lsb : Z)
(1sb < ep - D%WZ — Is_overf ep (overfSAT ep 1lsb).

L’overflow modulaire qui nous intéresse est représenté par la fonction cmodywre.

Definition overfWRAP (ep : Z) : R — R := cmodr (twopow ep).
Lemma overfWRAP_Is_overf (ep : Z) : Is_overf ep (overfWRAP ep).

J’aurais pu écrire d’autres définitions et propriétés sur les fonctions d’overflow de
maniére générale. Mais je n’en ai pas besoin pour 'algorithme de la section [5.4.3]
Je n’utilise d’ailleurs pas l'overflow saturé, qui est seulement donné comme
un exemple supplémentaire parmi plusieurs overflows définis pas la norme de
SystemC [64].

Format F,,,. On se donne désormais un 1sb et une largeur w. Cette derniére
est de type width, c’est-a-dire un entier qui doit étre supérieur ou égal & 2
(pour éviter des cas particuliers dégénérés). Il s’agit d’un type enregistrement
(Record) comme pour les signaux en section On utilise & nouveau la
syntaxe :> pour ajouter une coercion, c’est-a-dire que Coq peut implicitement
convertir un élément de type width en élément de type Z. Dans la suite, on
considérera donc w comme un entier. On a vu que ’exposant de la période pour
le format Figp st ep = w4+ 1sb.

Record width :=

{ width_val :> Z ; width_prop : (2 < width_val)%Z }.
Variables (lsb : Z) (w : width).
Notation ep := (w + 1sb)%Z. (* = msb + 1 *)

On définit alors un prédicat caractérisant le format gy, qui correspond &
Pintersection de Fyg, avec la période principale (ce prédicat était plus simple
a définir dans Prop que dans bool a cause des inégalités sur Z dans In_cppe).
Notons que cette définition est encore indépendante du mode d’overflow utilisé.

Definition isFIXo (x : R) : Prop := (isFIX 1lsb x A In_cppe ep x).
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Overflow modulaire. On s’intéresse maintenant a la formalisation des arron-
dis et opérations en virgule fixe en présence d’overflows modulaires.

On a vu en section qu'un arrondi vers F,, s’obtient a partir d’un
arrondi Oy vers F; (formalisé en section en appliquant la fonction cmod
a la fois avant et aprés Oy. Ici, on note oW la fonction d’overflow représentant
I’overflow modulaire, définie précédemment & partir de cmod.

Notation oW := (overfWRAP ep).
Definition roundFOW (rnd : R —+ Z) (r : R) : R :=
oW (roundFIX 1sb rnd (oW r)).

On définit ensuite comme en section les opérations élémentaires dont on
aura besoin dans les sommes de produits.

Definition binopFOW (rnd : R — Z) op (r1 r2 : R) : R :=
roundFOW rnd (op rl r2).

Definition addFOW (rnd : R -+ Z) : R - R = R :
binopFOW rnd Rplus.

Definition mulFOW (rnd : R -+ Z) : R - R — R :
binopFOW rnd Rmult.

On définit aussi la notion de quasi périodicité de la définition [5.24] pour
une fonction R — R comme dans cette définition, mais aussi pour une fonction
R — Z (grace au plongement IZR : Z — R). En effet, la fonction d’arrondi
roundFIX 1sb rnd est quasi périodique si le mode d’arrondi rnd : Z — R
(introduit en section avec la bibliotheque Flocq) est quasi périodique.
On verra plus loin un exemple de lemme exigeant en hypothése que le mode
d’arrondi rnd soit quasi périodique.

Definition quasiperR p (f : R — R) : Prop :
forall r, £ (r + p) =f r + p.

Definition quasiperZ m (f : R — Z) : Prop :=
forall r, f (r + IZR m) = (f r + m)%Z.

De nombreuses propriétés sur les arrondis et opérations sont prouvées en
raisonnant modulo la période 2°P. On définit pour cela la congruence modulo
un réel : il s’agit du prédicat eqmodr (ou |d est la divisibilité entiére dans R,
définie en section . Le lemme eq_In_cpp_eqmodr sera souvent utilisé :
si deux nombres appartenant & la période principale sont congrus modulo la
période, alors ils sont égaux.

Definition egmodr (p x y : R) : bool :=p |d x - y.
Lemma eq_In_cpp_egmodr (p rl r2 : R)
In cppprl — In_cpp p r2 — egmodr p rl r2 — rl = r2.

Par exemple, on se servira beaucoup du lemme eqmodr_roundFIXFOW : les
arrondis vers Fig, et Figp 5 sont congrus modulo 2°7 (& condition que le mode
d’arrondi rnd soit quasi périodique). On remarque qu’il s’agit d’un corollaire du
lemme [5.26)

Lemma eqmodr_roundFIXFOW (1sb : Z) (w : width) (rnd : R — Z)
quasiperZ (2 ~ w) rnd —
forall r : R,
eqmodr (twopow ep) (roundFIX 1lsb rnd r) (roundFOW lsb w rnd r).
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On prouve aussi la régle de Jackson (lemme [5.30)).

Lemma Jackson_rule_seqR (rnd : R — Z)
quasiperZ (2 ~ w) rnd —
forall s : seq R,
In_cppe ep (\big[addFIX 1lsb rnd / 0]_(x < s) x) —
\big[addFOW / 0]_(x + s) x
= \big[addFIX 1sb rnd / 0]_(x + s) x.

Comme mentionné en section ce lemme ne sera pas utilisé. Je I’ai tout de
méme prouvé en Coq car c’était un bon entrainement aux techniques utilisées
pour raisonner sur des overflows modulaires.

Par ailleurs, on définit la notion d’arrondi fidele modulaire (définition|5.28]) et
on prouve une condition suffisante (lemme|5.29) qui sera utilisée en section

Definition faithfulFOW (x y : R) : Prop :=
y = roundFOW Zfloor x \/ y = roundFOW Zceil x.
Lemma diff_1t_faithfulFOW (x y : R)
isFIXo y —
(exists y’, egmodr (twopow ep) y y’ A
Rabs (y’ - x) < twopow lsb) —
faithfulFOW x y.

5.4.3 Algorithme fidéle a bits de garde avec des overflows
modulaires

Cette section s’intéresse & l’algorithme fidéle a bits de garde de la sec-
tion[5.2.4)en prenant cette fois-ci en compte des overflows modulaires potentiels,
c’est-a-dire en calculant dans des formats de la forme F, ,,. On utilise les mémes
notations que dans la section Mais en plus du Isb final £;, on connait &
l’avance une largeur finale désirée wy : la sortie doit maintenant étre dans le
format Fy, ., ,. Et en plus du Isb de calcul £, :

b2 0; —1— [logyn] (rappel de (5.37)
on choisit une largeur de calcul w, :
we 2wy + Ly — L, (5.118)

Cette largeur a été choisie de sorte que les msbs pour les calculs et pour la sortie
soient identiques :
We+ e —1=wp+ Ly —1 (5.119)

Les calculs sont les mémes qu’en section mais dans le format Fy, ., , avec
un arrondi final vers Fy, o, :

02 Vo w, i X, . 1) (5.120)

0<i<n
res = O, ,, (9) (5.121)

Encore une fois, on peut utiliser différents modes d’arrondi pour les cal-
culs intermédiaires. Cependant, les fonctions d’arrondi vers Fy, correspondantes
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doivent étre quasi périodiques (définition de période 2%, On rappelle
que les arrondis vers le bas et vers le haut conviennent, ainsi que les arrondis
au plus proche si leur régle de tie-breaking est périodique (ce qui est le cas
de ties-to-even et ties-up mais pas de away-from-zero). L’arrondi final au plus
proche Ozf doit lui aussi étre quasi-périodique de période 2/ ¢/ donc 7 doit
étre périodique.

L’algorithme est récapitulé dans I’algorithme La figure illustre les
bits impliqués sur le méme exemple jouet que pour les autres algorithmes du
chapitre.

Algorithme 19 : Algorithme & bits de garde avec des overflows po-
tentiels
Donnés a I’avance : (¢, wy, n (et une régle 7 périodique)
Calculés a l’avance : {, = (; — 1 — [logy n], w. = wy + £y — £,
Entrées : sg, ..., Sp_1,tg, ..., th_1
Sortie : res
Variable : v

U(—S()Welw.to
fori<~ 1ton—1do
‘ Vv Wec,wc(si Wemwc t;)

end
res O};hwf (v)

Zo * Yo

Z1 *Y1

T2 * Y2

T3 *Y3

Ty *Ya

T5 *Ys

4
wy
! Ly Le

We

FIGURE 5.18 — Algorithme & bits de garde avec overflow : exemple

Théoréme 5.31. La sortie res est un arrondi fidéle modulaire (déﬁm'tz'on
du modéle mres dans IE‘zfwa,
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Preuve. On sait que res € Fy, ,, puisqu’il est obtenu par arrondi vers ce
format. D’aprés le lemme il suffit de montrer qu'il existe ¥’ € R tel
que res = 3 [267TWs] et |y — mres| < 2%,

Un arrondi au plus proche est fidéle, donc on sait que :

res = vzfwa (99 V res= &Zf,wf (9) (5.122)

Notons 7’ la régle de tie-breaking qui consiste & toujours arrondir vers le bas
sires =5/  (g), et & toujours arrondir vers le haut sinon.
Zf,’ujf

Par ailleurs, on note ¢’ et res’ le résultat intermédiaire et la sortie de ’algo-
rithme sans overflow de la section oll les arrondis sont effectués vers Fy,
ou Fgf .

On pose alors :

A ’
yl = O;f,wf (ql) (5123)

Comme l'arrondi vers le bas est quasi périodique, a partir du lemme [5.26 on
obtient :

Vi, s g, i=s g, 291 (5.124)

On prouve ensuite (par récurrence comme dans la preuve du lemme [5.30)) :

Vo, 51 N, 1) = N, (s g, 1) (27 (5.125)

0<i<n 0<i<n

On reconnait les définitions de g et ¢’. De plus w, + ¢, = wy + ¢4 par définition
de w.. On a donc :
q=q [ (5.126)

D’aprés le lemme [5.25] on a alors :
@ =7, 0 @) 2] A Dy (@)= D, () 2979) (5127)

De plus, comme 2/ divise 2%/ s, les nombres g et ¢ sont aussi congrus
modulo 2¢. Ils sont donc arrondis au plus proche vers F, sy dans la méme
direction (vers le haut ou vers le bas) si ce ne sont pas des points milieu. Si
ce sont des points milieu, cela dépend des régles de tie-breaking utilisées. Or

on a justement défini 7’ pour arrondir vers le bas si O, v, (q) = v@hwf (q) et

sinon vers le haut. On en déduit que O, , (q) et OE;,wf(ql) sont soit tous
deux des arrondis vers le bas, soit tous deux des arrondis vers le haut. Grace a

I’équation (5.127)), on a alors :
O 0, (@) = OF . (') [27+7] (5.128)
Ef,wf q Zf,wf q °

c’est-a-dire :
res =y [2WF 4] (5.129)

comme voulu. Or |y’ — mres| < 2% d’aprés le théoréme (en utilisant 7’
au lieu de 7 pour l'arrondi final, mais on a vu que l'algorithme de la sec-
tion [5.2.4] fonctionne pour n’importe quelle régle de tie-breaking). En utilisant

le lemme :5.29|, res est donc bien un arrondi fidéle modulaire de mres. O
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De plus, si la largeur wy de la sortie est suffisamment grande pour que le
modéle mres puisse étre représenté dans Fy, ., sans overflow, alors on peut
montrer que la sortie de ’algorithme est un arrondi fidéle du modele (et pas
seulement un arrondi fidéle modulaire). Cela signifie que malgré d’éventuels
overflows au cours des calculs, on obtient la méme sortie que s’il n’y avait
jamais d’overflow.

Théoréme 5.32. Siwy > [logy(|mres| +2%)] — €7 +1 alors la sortie res est un
arronds fidéle du modele mres dans Fy,.

Preuve. On a le méme contexte que le théoréme [5.31} avec une hypothése sup-
plémentaire sur wy¢. On peut donc définir 3’ comme dans la preuve précédente,
et on a encore res = y' 2V ] et |y — mres| < 2% et y' est un arrondi fidéle
de mres dans [y, (toujours par le théoréme .

Par ailleurs, I'hypothése sur wy implique :

wi > logy(|mres| +27) — €y +1 i |mres| + 2 < 2wrtlr=1 (5.130)
On a alors :
ly'| < |mres|+ |y — mres| < 2wrTtr=1 2t 4 ot — gustts—1 (5.131)

En particulier :
—uitli L <y < sttt =l (5.132)

Ainsi, res et ¢ sont tous deux dans la période principale avec res = y/ [2¥/¢7],
donc res = y'. Cela conclut la preuve puisqu’on a vu que ' est un arrondi fidéle
de mres dans Fgf. O

Variante : multiplications arrondies au plus proche. Comme en sec-
tion on peut s’intéresser au cas ou les multiplications intermédiaires sont
effectuées avec un arrondi au plus proche (avec n’importe quelle régle de tie-
breaking périodique). On peut alors prouver des théorémes similaires aux théo-
rémes [5.91] et [5.32] ot le Isb de calcul £, est celui du théoréme [5.13]

Formalisation. On se donne les mémes paramétres qu’en section ainsi
que la largeur finale wy et la largeur de calcul w.. On suppose seulement que
cette derniére est supérieure a la valeur donnée dans I’équation , vu que
cela suffira pour tout ce qu’on veut prouver. (En effet, on remarque que dans
la preuve du théoréme la seule utilisation de cette valeur est pour passer
d’une égalité modulo 2¥et*e 4 la méme égalité modulo 2@/ +47 . ce pour quoi
we + e > wy + ¢y suffit.)

Variable 1f : Z.

Variables s t : seq R.

Notation n := (minn (size s) (size t)).
Variable 1lc : Z.

Variables wf wc : Z.
Hypothesis wc_ge : (wf + 1f - 1lc < wc)%Z.
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Comme en section on définit la sortie SOP_guard_0W de l'algorithme
en fonction d’arrondis pour les différentes étapes.

Definition prods_guard_OW (rndmul : R — Z) : seq R :=
map2 (mulFOW lc wc rndmul) s t.

Definition SOP_guard_aux_OW (rndmul rndadd : R — Z) : R :=
\big[addFOW lc wc rndadd / 0]_(x < prods_guard_OW rndmul) x.

Definition SOP_guard_OW (rndmul rndadd rndf : R — Z) : R :=
roundFOW 1f wf rndf (SOP_guard_aux_0OW rndmul rndadd) .

On prouve alors les théorémes et Les modes d’arrondi doivent
étre valides, mais aussi quasi périodiques (prédicat quasiperZ). Enfin, le isb de
calcul doit au plus la valeur donnée par I'équation (5.37). Les preuves Coq sont
similaires aux preuves données pour les théorémes [5.31] et en ajoutant un
grand nombre de lemmes techniques. Notamment, la régle de tie-breaking 7',
en fonction de la direction de 'arrondi Oy, ., appliqué a g, a été fastidieuse a
définir.

Theorem SOP_guard_OW_faithfulFOW (rndmul rndadd : R — Z)
(choicef : Z — bool)

Valid_rnd rndmul — Valid_rnd rndadd —

quasiperZ (2 ~ wc) rndmul —

quasiperZ (2 ~ wc) rndadd —

quasiperZ (2 ~ wf) (Znearest choicef) —

(lc < 1f - 1 - log2_ceil n)%Z —

faithfulFOW 1f wf SOP_model

(SOP_guard_0W rndmul rndadd (Znearest choicef)).

Theorem SOP_guard_0W_faithful (rndmul rndadd : R — Z)
(choicef : Z — bool)
Valid_rnd rndmul — Valid_rnd rndadd —
quasiperZ (2 ~ wc) rndmul —
quasiperZ (2 ~ wc) rndadd —
quasiperZ (2 ~ wf) (Znearest choicef) —
(1c < 1f - 1 - log2_ceil n)%Z —
(Zceil (Rlog2 (Rabs (SOP_model s t) + twopow 1f)) - 1f + 1
< wbZ —
faithful 1f SOP_model
(SOP_guard_0OW rndmul rndadd (Znearest choicef)).

On prouve aussi les théorémes similaires pour le cas ou les multiplications sont
arrondies au plus proche.

Theorem SOP_guard_OW_rN_faithfulFOW (choicemul : Z — bool)
(rndadd : R — Z) (choicef : Z — bool)
Valid_rnd rndadd —
quasiperZ (2 ~ wc) (Znearest choicemul) —
quasiperZ (2 ~ wc) rndadd —
quasiperZ (2 ~ wf) (Znearest choicef) —
(1c < 1f - 1 - log2_floor n)’%coqZ —
faithfulFOW 1f wf SOP_model
(SOP_guard_0W (Znearest choicemul) rndadd (Znearest choicef)).
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Theorem SOP_guard_OW_rN_faithful (choicemul : Z — bool)
(rndadd : R — Z) (choicef : Z — bool)
Valid_rnd rndadd —
quasiperZ (2 ~ wc) (Znearest choicemul) —
quasiperZ (2 ~ wc) rndadd —
quasiperZ (2 ~ wf) (Znearest choicef) —
(1c < 1f - 1 - log2_floor n)icoqZ —
(Zceil (Rlog2 (Rabs (SOP_model s t) + twopow 1f)) - 1f + 1
< wi)hZ —
faithful 1f SOP_model

(SOP_guard_0W (Znearest choicemul) rndadd (Znearest choicef)).

Les définitions et propriétés mises en place pour l'overflow modulaire per-
mettent donc bien de formaliser la prise en compte des overflows pour un algo-
rithme utilisé en pratique. Il reste a étendre cette formalisation & 'accumulateur
de Kulisch (sections et et au nouvel algorithme correctement arrondi

au plus proche (section [5.3)) : cette perspective ne devrait pas poser de difficulté
majeure.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Les contributions de ma these sont récapitulées en section La section 6.2
présente des commentaires et retours d’expérience sur le développement de ma
formalisation en Coq. Enfin, la section [6.3] propose des perspectives.

6.1 Contributions

Ma contribution principale est une formalisation en Coq de plus de 15000
lignes de code. Cette formalisation regroupe de nombreux éléments participant
a l'analyse du comportement en précision finie des filtres numériques LTI. Les
principaux éléments formalisés et théorémes prouvés sont :

— les définitions et propriétés basiques des filtres numériques LTI, du State-

Space et de la SIF (chapitres [2f et .

— des traductions vers la SIF depuis les réalisations suivantes : formes di-
rectes I et II, forme directe II transposée, décompositions en paralléle
et en cascade, et State-Space (section . Ces traductions préservent le
filtre modeéle (ce qui est prouvé en Coq pour chacune) et le filtre implé-
menté (que je n’ai pas formalisé indépendamment de la SIF).

— des transformations du State-Space et de la SIF préservant le filtre modéle
et modifiant le filtre implémenté, dans le but d’améliorer les propriétés
de celui-ci (section [3.4)).

— le théoréme des filtres d’erreurs qui décrit la propagation des erreurs dans
les itérations d’un filtre donné sous forme de State-Space ou surtout de
SIF (sections et [1.2).

— le théoréme du Worst-Case Peak Gain qui borne la sortie d’un filtre en
fonction des coefficients du filtre et d’une borne sur I'entrée (section [£.3)),
accompagné des preuves d’optimalité et méme d’atteignabilité du Worst-

Case Peak Gain (sections et 4.3.3)).

— trois algorithmes de somme de produits en virgule fixe : 'accumulateur
de Kulisch (section , un algorithme fidéle & base de bits de garde
(section [5.2.4)) et mon algorithme correctement arrondi (section . On
suppose ici qu’il n’y a jamais d’overflow. Chaque algorithme est accom-
pagné d’une borne prouvée sur ’erreur en sortie.

— la définition de différents overflows en virgule fixe (section et plus
particuliérement les propriétés de 1’overflow modulaire.

207
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— la correction de I'algorithme fidéle & bits de garde méme lorsque des over-
flows modulaires ont potentiellement lieu dans les calculs intermédiaires

(section [5.4.3)).

Les concepts et résultats formalisés correspondent tous & des travaux pré-
existants dans la littérature, & I’exception de l'algorithme de la section Cet
algorithme de somme de produits en virgule fixe est correctement arrondi pour
P’arrondi au plus proche suivant n’importe quelle régle de tie-breaking désirée,
et manipule moins de bits que I"accumulateur de Kulisch.

6.2 Commentaires sur le développement Coq

Cette section présente des remarques, détails techniques et retours d’expé-
rience sur le développement de ma formalisation. Elle s’adresse plutot a un
lecteur déja familier avec Coq. La section explique pourquoi et comment
je me suis mise a utiliser la bibliothéque MathComp [86] dans ma formalisa-
tion. La section [6.2.2) discute les indices de matrices : il s’agit d’ordinaux dans
MathComp mais j’ai parfois besoin d’accéder a des coefficients pour des indices
donnés sous forme d’entiers naturels. La section présente mes tactiques
pour résoudre des buts qui font intervenir un mélange d’entiers relatifs int de
MathComp, d’entiers naturels nat et d’ordinaux ’I_n. Enfin, la section [6.2.4]
explique en quoi une tactique similaire & ring mais pour des matrices de toute
taille m’aurait été utile.

6.2.1 Utilisation de la bibliothéque MathComp

Ma formalisation initiale d’une grande partie des éléments des chapitres
a | était assez différente de la formalisation actuelle. Elle est présentée dans [42]
4 Je n’utilisais pas du tout la bibliothéque MathComp. A la place, j'utilisais
les matrices et sommes de Coquelicot [I8]. Mais la principale différence était
que les signaux scalaires et vectoriels n’étaient pas traités de maniére factorisée
avec des valeurs dans un ensemble vectoriel VT. A la place, ils étaient définis sé-
parément comme des fonctions causales Z — R et Z — vect n respectivement
(ol Z et R sont les entiers relatifs et réels de la bibliothéque standard, et vect n
un type que j’avais défini a partir des matrices de taille n x 1 de Coquelicot).
Je devais donc dupliquer la plupart des définitions et preuves pour couvrir les
deux familles de signaux.

Cette duplication de code n’était pas une bonne stratégie sur le long terme.
J’ai donc décidé d’utiliser une structure algébrique couvrant a la fois les cas sca-
laire et Vectorielﬂ J’aurais pu utiliser les structures de Coquelicot. Cependant,
je me suis aussi rendu compte que la littérature sur I’analyse d’erreurs des filtres
fait intervenir beaucoup d’algébre linéaire (par exemple pour calculer précisé-
ment le Worst-Case Peak Gain [109]). Or les matrices de MathComp disposent

1. Les fichiers Coq correspondants sont disponibles aux adresses
www.lri.fr/“gallois/code/coq-digital-filters-CICM18.tgz et
www.lri.fr/"gallois/code/coq-filtresnum-JFLA19.tgz respectivement.

2. Comme indiqué en section la structure algébrique retenue est un module sur I’an-
neau R, et plus généralement sur n’importe quel anneau commutatif RT ; j’appelle cela un
espace vectoriel contrairement a ’'usage mathématique car le type de MathComp correspon-
dant est vectType.


www.lri.fr/~gallois/code/coq-digital-filters-CICM18.tgz
www.lri.fr/~gallois/code/coq-filtresnum-JFLA19.tgz
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de beaucoup plus de propriétés dans ce domaine que celles de Coquelicot. Les
grands opérateurs de MathComp sont aussi plus génériques et comptent plus de
lemmes que les sommes de Coquelicot. J’ai donc décidé de refaire une grande
partie de ma formalisation afin de simultanément passer aux matrices et grands
opérateurs de MathComp, et me mettre & utiliser des structures algébriques
pour les signaux (celles de MathComp aussi, pour leur compatibilité avec les

matrices et grands opérateurs précédents).

Cette modification majeure a pris beaucoup de temps (environ quatre mois
vers la fin de ma premiére année) mais a répondu a mes attentes. Elle m’a
permis de passer d’environ 6000 lignes de Coq & seulement 3500. En effet, elle a
d’une part fait disparaitre beaucoup d’éléments dupliqués. D’autre part, elle a
permis d’enlever des lemmes que j’avais ajoutés sur les sommes et matrices de
Coquelicot mais qui existent déja sur celles de MathComp (j’ai tout de méme dit
ajouter de nouveaux lemmes sur ces derniéres, mais en moins grand nombre).
Ma formalisation est devenue beaucoup plus générale, et y ajouter de nouveaux
éléments a effectivement été plus facile et plus rapide que pour la version initiale.
Je n’ai pas eu le temps d’aborder les théorémes faisant intervenir beaucoup
d’algebre linéaire, qui sont donc laissés en perspective en section [6.3.3 mais
leur ajout devrait aussi étre beaucoup facilité.

Expérience personnelle avec MathComp et SSReflect. Une partie im-
portante de la difficulté et de la longueur de cette modification majeure tient
au fait que je n’avais aucune familiarité avec la bibliothéque MathComp ni le
langage de tactiques SSReflect [47]. J’ai rapidement trouvé ces derniers plus
pratiques et agréables a utiliser que les bibliothéques et tactiques par défaut de
Coq, a l’exception prés que j’avais occasionnellement beaucoup de mal (plus que
quand j’avais appris Coq sans SSReflect) a comprendre pourquoi une tactique
ou un lemme ne pouvait pas étre appliqué. Mais ces difficultés ont naturellement
diminué au cours du temps, et je suis contente d’avoir appris a utiliser ces outils.

Indices des matrices. Une autre difficulté provient du fait que les matrices
de MathComp utilisent des ordinaux pour indices, tandis que j’ai parfois besoin
de récupérer des coeflicients pour des indices entiers de type nat. Ma solution
& ce probléme est présentée en section

Types pour les entiers relatifs. Enfin, j’ai dia décider quel type utiliser pour
les entiers relatifs : Z de la bibliothéque standard ou int de MathComp. Dans
les chapitres 2] a [4] j’ai utilisé int qui est plus adapté au cadre de SSReflect.
Mais dans le chapitre |5 je me repose beaucoup sur la bibliothéque Flocq qui
utilise déja Z. Utiliser deux types différents pour les entiers relatifs dans ma
formalisation n’a pas posé de probléme car ils représentent des concepts diffé-
rents : int est utilisé pour des indices de signaux, tandis que Z sert surtout a
décrire des exposants pour des nombres a virgule fixe. Je pense que je préfére-
rais légérement utiliser int partout par souci d’homogénéité et de compatibilité
avec SSReflect. Le travail principal requis pour cela serait ’ajout de conversions
entre Z et int chaque fois que ma formalisation de la virgule fixe du chapitre
utilise des éléments de Flocq. Cela ne me parait pas trés difficile, d’autant plus
que Parithmétique sur les entiers relatifs requise dans le chapitre [f] est assez
légére. Ce n’est cependant pas une perspective trés prioritaire.
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6.2.2 Indices entiers de matrices

Les indices des matrices de MathComp sont représentés par des ordinaux.
Cependant, j’ai parfois besoin d’accéder a des coefficients correspondant & des
indices représentés par des entiers naturels. J’ai donc défini fmxn qui, & une
matrice & coefficients dans RT, associe une fonction nat — nat — RT. J'utilise
ensuite la notation A _[i,j] qui applique fmxn a la matrice A et aux indices
entiers i et j (les arguments RT, h et w étant implicites).

Definition fmxn (RT : ringType) (h w : nat)
’M_(h, w) — nat — nat — RT.
Notation "A _[ i, j 1" := (fmxn A i j) (at level 10).

La fonction nat — nat — RT associée a une matrice A de taille h X w est
construite de la maniére suivante. Je teste si les indices i j : nat vérifient
i < hetj < w Sicestle cas, je construis les ordinaux correspondants dans
’I_h et >I_w et je les fournis & fun_of_matrix de MathComp pour obtenir le
coefficient de A correspondant. Si au moins une de ces inégalités est fausse, je
renvoie simplement le zéro de RT.

C’est pour pouvoir utiliser zéro comme valeur de retour par défaut que cette
définition porte sur les matrices a coefficients dans un anneau RT et non dans
n’importe quel T : Type. J’aurais pu utiliser n’importe quelle structure algé-
brique avec un élément neutre, ou méme un type quelconque en prenant aussi
en argument un élément de ce type a renvoyer par défaut. Mais un ringType
était simple & écrire et suffisant pour I'usage que j’en fais dans ma formalisation.

J’al prouvé quelques lemmes basiques sur fmxn, comme par exemple
sa compatibilité avec D'addition ou la multiplication. J’ai développé
une tactique dvlp_fmxn assez simple, basée sur des rewrite, qui uti-
lise ces lemmes pour transformer par exemple (A + B *m C) _[i,j] en
A _[i,j] + \sum_(0 < k <m) B _[i,k] * C _[k,j] (similairement & ce
que permet des réécritures répétées du lemme mxE de MathComp lorsque les
indices sont des ordinaux).

Une conséquence de cette méthode est que je dois souvent prouver des égali-
tés ou inégalités contenant de multiples constructions d’ordinaux & partir d’en-
tiers, et coercions d’ordinaux vers nat. Ceci est géré par les tactiques sur les
entiers de la section [6.2.3]

Le besoin d’accéder a des coefficients pour des indices entiers, qui a motivé
cette approche, est partiellement un reliquat de ma formalisation quand je n’uti-
lisais pas MathComp (section . J’aurais peut-étre pu complétement éviter
ce probléme en représentant beaucoup plus d’éléments de ma formalisation par
des ordinaux plutot que par des nat. Cependant, cela aurait fait apparaitre des
problémes différents, comme de nombreuses additions et soustractions d’ordi-
naux dont la gestion peut étre assez fastidieuse pour vérifier qu’on obtient les
bons types d’ordinaux. Quoi qu’il en soit, la seule difficulté de la solution que
j’ai choisie a été les tactiques mélangeant entiers et ordinaux, dont j’avais de
toute fagon besoin par ailleurs comme on verra en section [6.2.3]
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6.2.3 Tactiques pour les entiers

J’ai expliqué en sectionm que j’utilise le type int (entiers relatifs de Ma-
thComp) pour les indices des signaux. Une conséquence de ce choix est que je
manipule des expressions qui mélangent des int et des nat grace a des conver-
sions de type (notons que ceci concerne les chapitres 2| & 4| donc le type Z de la
bibliothéque standard n’apparaitra pas du tout dans cette section). Un exemple
sera donné plus bas. MathComp fournit la coercion (section |1.2.4) évidente de
nat vers int (il s’agit du constructeur Posz). J’ai aussi défini une coercion
nat_of_int : il s’agit d’une fonction totale qui envoie tous les entiers négatifs
vers 0, mais est généralement appliquée & des z : int pour lesquels on a une
hypothése (0 < z)%int.

Par ailleurs, on a vu en section [6.2.2] que ma gestion des indices de matrices
fait apparaitre des mélanges d’entiers naturels et d’ordinaux. MathComp fournit
a nouveau la coercion évidente de >I_n vers nat appelée nat_of_ord, mais aussi
plusieurs moyens de construire un ordinal a partir d’un entier : par exemple,
Ordinal produit I'ordinal de >I_n correspondant & un i : nat pour lequel on
fournit une hypothése (i < n)¥%nat.

J'aurais pu éviter le mélange de int et nat dans les indices de signaux en
définissant certaines valeurs dans int au lieu de nat, comme par exemple la
taille n, du vecteur d’état d’'une SIF. Mais ce sont des valeurs aussi utilisées
dans les indices de matrices, donc cela aurait fait apparaitre des mélanges de
int et d’ordinaux & l’aide de conversions passant par nat. Finalement, définir
n, dans int ne résout pas le probléme, donc c’est mieux de le définir dans nat :
cela évite d’avoir & énoncer séparément ’hypothése qu’il est positif.

J’ai donc défini des tactiques auton et autoz afin de résoudre automatique-
ment des égalités ou inégalités dans nat ou int faisant intervenir des conver-
sions d’ordinaux ou entiers naturels ou relatifs. Je m’appuie sur les tactiques
ssrnatlia, ssrnatomega et intlia du fichier lia_tactics de Mahboubi et
Sibut—Pinoteﬂ Ces derniéres effectuent un prétraitement pour transformer les
opérations de MathComp sur nat ou int en celles de la bibliothéque standard
sur nat ou Z, afin de pouvoir appliquer les tactiques classiques 1ia ou omega. Mes
propres tactiques rajoutent un prétraitement pour simplifier certaines conver-
sions entre ’I_n, nat et int. J’ajoute aussi au contexte des variantes d’hypo-
théses existantes ot certains types ont été convertis. Par exemple, si le contexte
contient une variable i : ’I_n, j’ajoute 'hypothése (nat_of_ord i < n)%nat
grace au lemme 1tn_ord de MathComp.

Considérons un exemple venant de la preuve que la traduction de la forme
directe I vers la SIF préserve le filtre modele (section . Voici le contexte et
le but affichés par Coq & un moment au cours de la preuve (rappelons que .+1
est le successeur unaire dans nat).

3. www.github.com/amahboubi/liad4mathcomp


www.github.com/amahboubi/lia4mathcomp
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1 subgoal
R : comUnitRingType
n : nat

a, b : nat - R
n_gt0 : (0 < n)%nat
u : int — R

i : nat

k : int

y_SIF : int — R

i_lt : (i.+1 < n)%nat

HypO : (n - 1 - i.+1 < n)¥%nat
Hypl : (n - 1 - i < n)%nat
jo: oI i+l

b@-i+j)*uk-1-1-37
-a(-1i+j)*xySIF (k -1-1-3)

b(m-1i.+1 + j.+1) *u (k - 1 - j.+1)
-a(m-i.+1 + j.+1) * y_SIF (k - 1 - j.+1)

En simplifiant les opérations et applications identiques dans les deux membres,
on se retrouve avec les deux sous-buts suivants a prouver (le sous-but numéro
3 est identique au numéro 1, et le 4 au 2). Le contexte n’a pas changé.

(k -1 -1- %nt = (k - 1 - j.+1)%int

En affichant les coercions :

k -1 -1 - Posz (nat_of_ord j) = k - 1 - Posz (nat_of_ord j).+1

Je résous ces buts avec auton et autoz respectivement.

Il se trouve qu’ici, le premier but est résolu directement par ssrnatlia.
Comme mon prétraitement peut étre assez long a calculer par Coq (en par-
ticulier les ajouts d’hypothéses), mes tactiques essaient, entre chaque étape de
prétraitement, d’appliquer les tactiques plus rapides de 1ia_tactics. Donc pour
le premier but ci-dessus, auton utilise directement ssrnatlia.

Pour le second but, le prétraitement consiste seulement & récrire le lemme
PoszS : forall n : nat, forall n : nat, Posz n.+1 = (Posz n) + 1,
puis la tactique intlia est appliquée.

Mes tactiques effectuent aussi une simplification structurelle plus compléte
que celle des tactiques de 1ia_tactics. Par exemple, considérons le but suivant.

Goal forall (i nm : nat) (b : bool),
i-n=m+1l — (b && (i < m)) = false.

J’ai écrit une tactique simplP utilisée dans mes autres tactiques, qui transforme
ce but en :
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1 subgoal
i, n, m : nat
b : bool

HsimplO : i - n = m.+1

~ (is_true b A is_true (i < m))

Ce nouveau but est résolu par ssrnatlia. Ma tactique auton inclut un appel
4 simplP donc peut directement résoudre le but initial.

Ces tactiques ont été assez longues & développer. Elles ont cependant facilité
beaucoup de preuves, en particulier celles des transformations de diverses réa-
lisations vers la SIF. Elles sont plus larges que les tactiques existantes lorsque
plusieurs des types int, nat et >I_n sont en jeu, méme si elles sont trés orientées
vers les besoins de ma formalisation : les réécritures et ajouts d’hypothéses ont
été enrichis au cas par cas quand cela s’avérait nécessaire pour résoudre un but
donné.

6.2.4 S’il existait une tactique similaire a ring pour les
matrices de taille quelconque

Pour un entier n donné, les matrices carrées de taille n x n sur un anneau RT
(type *M[RT] _n de MathComp) forment aussi un anneau. Cependant, ’ensemble
de toutes les matrices (de n’importe quelle taille) n’est pas un anneau puisqu’on
ne peut pas toujours multiplier deux éléments : il faut que la largeur du premier
soit égale a la hauteur du second. On ne peut donc pas utiliser la tactique ring de
la bibliothéque standard pour résoudre des égalités sur des matrices non carrées,
comme par exemple : (A + B+ 0) *m C =B *m I *m C + A *m Colu AetB
sont de taille nq X ng, C est de taille ny X ng3, et I et O sont la matrice identité
et la matrice nulle de tailles appropriées.

Des tactiques similaires & ring et ring_simplify, mais applicables & des
matrices de taille quelconque, auraient facilité ma formalisation. Par exemple,
voici un but apparaissant dans la preuve du théoréme des filtres d’erreur pour
une SIF (section [£.2.4)).

L’ *m compute_t’S k (x> k) + R> *m x> k + S’ *#m u k + eps_y k

L *m (Jinv *m (M *m x sif u k + N *m u k)) + Rsif *m x sif u k +
S *m u k +
(SIF_L sif_Dc *m (invmx (SIF_J sif_Dc) *m (SIF_M sif_Dc *m
x sif Dc u k +
SIF_N sif_Dc *m
u k)) +
SIF_R sif_Dc *m x sif Dc u k + (82 *m u k + - S *m u k)) +
(L? *m (invmx J’ *m (M’ *m x sif _Dop eps k +
row_mx (row_mx 1%:M 0) O *m
eps k)) + R’ *m x sif _Dop eps k +
row_mx (row_mx O 0) 1%:M *m eps k)
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Je n’ai pas inclus le trés long contexte, mais toutes les expressions entre les opé-
rateurs + et *m sont bien des matrices de tailles variées. Il reste des réécritures
a faire de ces matrices individuelles, que je n’ai pas encore appliquées pour ne
pas rendre le but encore plus long. Mais suite a celles-ci, on obtient un but
prouvable uniquement & 1’aide des propriétés basiques de 'addition et la multi-
plication matricielles (associativité, commutativité de 'addition, distributivité,
élimination de 0 ou I). Un tel but pourrait donc étre résolu par une tactique
similaire & ring.

On remarque que le méme terme S’ *m u k apparait de part et d’autre
de T’égalité. Une tactique similaire & ring_simplify pourrait déja simplifier
ce terme dans le but tel qu’il est affiché. A la place, j’ai défini une tactique
strike_both_sides & laquelle il faut fournir explicitement le terme a simplifier
(ici strike_both_sides (S’ *m u k), et qui utilise des réécritures d’associati-
vité et commutativité de I'addition pour isoler ce terme afin de pouvoir I’éliminer
avec f_equal. De méme, la tactique strike_opposites (S *m u k) cherche le
terme S *m u k et son opposé d’un méme coté de I’égalité et les simplifie. Grace
a ces deux tactiques, j’arrive & diminuer petit & petit le but, jusqu’au moment
ou je peux a la main appliquer les associativités et commutativités adéquates
pour arriver 4 deux membres d’égalité identiques. Le niveau d’automatisation
laisse & désirer puisque je dois décider quand appeler ces deux tactiques et leur
fournir le terme & simplifer. Mais ce n’est pas vraiment un probléme car ma
formalisation ne contient que deux preuves avec des expressions suffisamment
complexes pour que je décide d’utiliser ces tactiques.

La plupart des buts rencontrés qui auraient pu étre résolus immeédiatement
par une tactique similaire ring sont beaucoup plus simples que ’exemple ci-
dessus, et ne sont pas trés longs a prouver en appliquant des lemmes élémentaires
sur l'addition et la multiplication. Pour ma formalisation, une telle tactique
n’aurait donc représenté ni plus ni moins qu’un léger gain de temps.

Une tactique similaire & ring pour des matrices de taille quelconque pourrait
cependant étre trés utile pour tenter d’automatiser certaines preuves comme
la formalisation de nouvelles réalisations, mais ceci est une perspective & long
terme (section . Une telle tactique pourrait peut-étre étre implémentée
en convertissant des matrices de taille quelconque vers ’anneau des matrices
infinies (indexées sur N x N) dont chaque ligne a un nombre fini d’éléments non
nul [69] (ou bien chaque colonne a cette propriété, ou encore a la fois chaque
ligne et chaque colonne).

6.3 Perspectives

Cette section propose différentes perspectives a court (section [6.3.1)), moyen
(section [6.3.2)) et plus long (section [6.3.3)) terme.

6.3.1 A court terme : expliciter la borne sur I’erreur finale

On a vu dans le chapitre @ que I'erreur finale d’un filtre s’exprime en fonction
d’une borne sur les erreurs locales dans les opérations de somme de produits.
C’est pour cela qu'on a étudié les algorithmes de somme de produits dans le
chapitre [5] Mais comme on a vu sur le graphe de dépendance des fichiers Coq
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(ﬁgure en section, ma formalisation ne met pas encore en commun les
résultats de ces deux chapitres. La premiére perspective consiste donc & combiner
ces éléments pour obtenir une expression de 'erreur finale d’un filtre en fonction
des Worst-Case Peak Gains des filtres d’erreur, de l'algorithme de somme de
produits utilisés et des formats de virgule fixe des différentes variables. Cepen-
dant, il manque encore des étapes pour rendre une telle expression de ’erreur
finale utilisable en pratique. Notamment, le développement des expresssions al-
gébriques pour les Worst-Case Peak Gains des filtres d’erreur risque d’étre long
et complexe, et est donc laissé en perspective a plus long terme en section [6.3.3

Pour contourner ces étapes potentiellement difficiles, une autre perspective
a court terme consiste a étudier la formalisation d’un filtre concret, donné sous
forme de coefficients explicites pour n’importe laquelle des réalisations qui ont
été formellement traduites vers la SIF en section[3.3] L’objectif est alors d’obte-
nir une valeur numérique d’une borne sur 'erreur finale de ce filtre. Pour cela, on
doit aussi se donner des formats explicites de virgule fixe pour chaque variable et
un algorithme de somme de produits choisi parmi ceux formalisés. On peut alors
calculer explicitement les filtres d’erreurs et les bornes sur les erreurs locales.
On a ensuite besoin de borner les Worst-Case Peak Gains des filtres d’erreurs
explicites obtenus. Un algorithme existe pour cela [109], mais sa formalisation
risque d’étre assez complexe et sera donc discutée en section[6.3.3} Dans un pre-
mier temps, on pourrait peut-étre prouver plus facilement une surapproximation
moins précise de cette borne. On pourrait alors calculer une borne numérique
formellement prouvée sur l'erreur finale du filtre concret étudié. Une question
qui se pose d’ailleurs pour cette approche est le choix de ce filtre a étudier. On
souhaite qu’il soit le plus représentatif possible des filtres utilisés en pratique. En
effet, I'idée est d’évaluer le travail requis pour formaliser des filtres individuels
de maniére générale, ainsi que d’identifier d’éventuelles étapes manquantes.

6.3.2 Enrichissements de la formalisation & moyen terme

Ma formalisation peut étre étendue dans de nombreuses directions. Les sug-
gestions suivantes sont moins prioritaires que I'obtention d’une borne finale ex-
plicite, mais ne semblent pas trés difficiles. On peut par exemple prouver des
transformations vers la SIF pour d’autres réalisations que celles qui ont été trai-
tées en section [3.3] Par ailleurs, je n’ai prouvé la prise en compte des overflows
que pour P'algorithme fidéle a bits de garde en section [5.4.3] Mais je m’attends a
ce que la prouver pour les autres algorithmes de somme de produits ne présente
pas de difficulté majeure. Ou encore, on peut étendre la formalisation pour gé-
rer explicitement le cas d’un systéme de contréle-commande en boucle fermée
(section figure , par exemple en considérant une SIF décrivant un tel
systéme [57].

On peut aussi s’intéresser au second objectif présenté en section m (le
premier était borner Uerreur finale) : vérifier des formats de virgule fixe choi-
sis pour les différentes variables du programme, en particulier s’assurer qu’il
n’y a pas d’overflow imprévu. Comme expliqué en section on peut facile-
ment modifier la SIF étudiée pour qu’elle renvoie comme sorties les différentes
variables du programme (& savoir les variables d’état x;(k), les variables inter-
médiaires t;(k) et les sorties y;(k), en considérant qu'une somme de produits
est un algorithme externe qui gére déja ses propres variables). On peut alors
appliquer le théoréme du Worst-Case Peak Gain a ce nouveau filtre pour ob-
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tenir des bornes sur ces variables, afin de déterminer des formats garantissant
qu’il n’y aura pas d’overflow [29]. Formaliser la nouvelle SIF pour exprimer des
bornes sur les variables du programme en fonction du Worst-Case Peak Gain
de ce filtre ne devrait pas poser de difficulté. Cependant, comme on a vu en
section [£:3:4] en déduire des valeurs numériques rigoureuses de ces bornes est
plus complexe [I08]. Entre autres, on a encore une fois besoin d’avoir prouvé
une borne sur le calcul du Worst-Case Peak Gain d’un filtre (comme mentionné

en section et détaillé en section [6.3.3]).

6.3.3 Diverses perpectives a plus long terme

Les perspectives suivantes sont a plus long terme car elles demandent beau-
coup de temps, ou bien leur difficulté est difficile & évaluer sans avoir commencer
a travailler dessus.

Calcul du Worst-Case Peak Gain en précision finie. Si on utilise
I’approche consistant & calculer numériquement la borne d’erreur pour un filtre
dont les coefficients sont donnés explicitement, il faudra entre autres détermi-
ner une borne numérique formellement prouvée du Worst-Case Peak Gain de
chaque filtre d’erreur. En effet, méme lorsqu’on connait explicitement les co-
efficients d’un filtre, son Worst-Case Peak Gain ne peut pas étre simplement
calculé : d’une part il faut prendre en compte les erreurs d’arrondi d’un tel cal-
cul qui serait lui-méme effectué en précision finie, et d’autre part on se heurte
ici & une somme infinie. Volkova et al. [I09] résolvent ce probléme en proposant
un algorithme qui permet de calculer le Worst-Case Peak Gain & un & preés,
pour n’importe quel € > 0 voulu. Mais cet algorithme risque d’étre difficile &
prouver en Coq car la preuve papier est déja complexe. Elle est d’ailleurs basée
sur de 'algébre linéaire, avec entre autres une décomposition en valeurs propres
pour une exponentiation de matrice : sa formalisation en Coq s’appuierait donc
probablement beaucoup sur les propriétés d’algébre linéaire fournies par la bi-
bliothéeque MathComp. Cependant, il n’est peut-étre pas nécessaire de prouver
formellement ’algorithme complet : on a seulement besoin de prouver que la
borne obtenue majore effectivement la valeur exacte du Worst-Case Peak Gain.
On peut envisager d’utiliser comme oracle un algorithme externe calculant cette
borne et des certificats nous permettant de la prouver.

Expression algébrique d’une borne sur le Worst-Case Peak Gain des
filtres d’erreur. Une autre perspective & long terme serait de borner le Worst-
Case Peak Gain de chacun des deux filtres d’erreurs de maniére systématique,
c’est-a-dire de déterminer une expression algébrique pour chaque borne. Ceci
a été discuté en section Cette perspective s’inscrit dans la direction de
théorémes généraux sur des filtres universellement quantifiés, plutét que pour
des valeurs numériques particuliéres comme la perspective précédente.

Meilleur algorithme correctement arrondi de somme de produits. L’al-
gorithme correctement arrondi proposé en section [5.3] est finalement plutot un
algorithme de somme. En effet, il suppose simplement que les produits ont été
calculés avec suffisamment de précision pour étre exacts. On peut peut-étre di-
minuer la précision des produits (c’est-a-dire les calculer dans des formats de Isb
plus grand) quitte a augmenter légérement celle des sommes pour conserver la
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propriété d’arrondi correct, et obtenir un algorithme plus efficace au total (moins
de bits manipulés donc moins de temps de calcul et d’énergie consommeée). Cest
déja ce que fait lalgorithme a bits de garde (section [111]) mais celui-ci
assure seulement un arrondi fidéle, tandis que l'objectif serait de garantir un
arrondi correct (qui est déterministe et présente une erreur maximale deux fois
plus petite).

Automatisation des traductions vers la SIF de nouvelles réalisations.
Les formalisations de multiples réalisations vers la SIF (section présentent
beaucoup de similarités. En particulier, automatiser une grande partie des preuves
de conservation du filtre modéle semble envisageable. Il faudrait cependant déja
disposer de tactiques similaires & ring pour des matrices de taille quelconque
(comme discuté en section vu que ces preuves font intervenir beaucoup
d’égalités de sommes et produits de matrices.

Lien avec d’autres formalisations. On pourrait raccorder ma formalisation
a d’autres formalisations en Coq. Par exemple, passer par le compilateur Lustre
certifié de Bourke et al. [22] permettrait d’obtenir du code assembleur corres-
pondant aux filtres formalisés. Cela fournirait aussi une définition de filtre im-
plémenté indépendante de ma formalisation de la SIF : on pourrait alors énoncer
et prouver la conservation du filtre implémenté par les traductions de diverses
réalisations vers la SIF de la section 3.3

Génération de code. Enfin, un objectif & long terme est de générer du code
vérifié implémentant un filtre numérique, accompagné d’une borne certifiée sur
Perreur finale. On pourrait utiliser le mécanisme d’extraction de Coq [79]. Une
autre possibilité serait d’utiliser le compilateur Lustre certifié mentionné ci-
dessus [22]. Cependant, il faudrait peut-étre 'adapter pour pouvoir utiliser un
algorithme de somme de produits adapté au cas d’un filtre (chapitre . Ou
encore, on pourrait passer par 'outil de vérification déductive Why3 [40] et sa
propre extraction de code. Pour cela, une partie des définitions de la formali-
sation devraient étre retranscrites en Why3, mais les preuves Coq pourraient
étre directement appelées. Cette approche pourrait d’ailleurs mettre a profit la
traduction automatique d’un modéle en Simulink vers Why3 de Araiza-Illan et
Eder [3].

Quel que soit le mécanisme de génération de code choisi, on pourrait ajou-
ter une étape d’optimisation de code, ou la structure des calculs est modifiée
dans le but d’obtenir une meilleure implémentation (par exemple plus rapide a
calculer ou ayant un meilleur comportement numeérique). On pourrait pour cela
s’appuyer sur des transformations automatiques de code généralistes [35], ou
bien des techniques spécifiques aux algorithmes de filtre comme le changement
de base ou la transposition de la SIF, qui ont été formalisés en section [3.4] Dans
tous les cas, rappelons qu’il n’est pas nécessaire de certifier le procédé d’optimi-
sation lui-méme tant qu’on prouve que le résultat décrit encore le méme filtre
modéle.
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