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Étude numérique du déferlement de vagues capillo-gravitaires

Résumé

Le déferlement des vagues, qui se produit de l'océan vers la zone côtière, est un
phénomène d'écoulement diphasique complexe qui joue un rôle important dans de nom-
breux processus, notamment sur le transfert de matière, de quantité de mouvement et
d'énergie entre l'air et l'océan. Les récentes tentatives de modélisation se heurtent au
manque de connaissances physiques des plus petits détails des processus de déferlement.
En outre, aucune loi d'échelle universelle pour les variables physiques n'a été trouvée
jusqu'à présent.

Une méthode de préservation de la quantité de mouvement, basée sur des travaux ré-
cents de la littérature, a été développée pendant la thèse a�n d'atteindre les plus �ns
détails du processus de déferlement pour les ondes capillo-gravitaires. Cette méthode
réduit l'échange non physique de la quantité de mouvement entre deux �uides pendant
la simulation, ce qui permet d'e�ectuer des simulations très précises de déferlement de
vague. Cette méthode a été véri�ée sur des cas de véri�cation de la littérature et validée
par des expériences réalisées en laboratoire, telles que l'impact d'une goutte d'eau sur une
surface libre et le déferlement d'une vague plongeante sur une plage. Ces véri�cations et
validations con�rment l'utilisation de la méthode développée lors de l'étude suivante sur
le déferlement des vagues.

Dans la littérature, la plupart des résultats expérimentaux et numériques ont été réal-
isés pour des vagues en eau profonde. L'étude se concentre sur l'in�uence de la profondeur
sur la dynamique du déferlement. La géométrie de surface, les anneaux de vorticité sous-
marins et l'énergie totale sont étudiés pour plus de 170 simulations précises du déferlement
d'une vague de Stokes sur un fond plat. Les nombreux résultats des simulations ont per-
mis la génération de carte de déferlements pour trois di�érentes profondeurs d'eau. Les
types de déferlements plongeant et glissant ont été subdivisés en fonction des observations
faites. Ainsi, les études réalisées au cours de la thèse ont permis d'accroître les connais-
sances sur le déferlement d'ondes capillo-gravitaires de profondeurs d'eau intermédiaires.

Mots clés : Déferlement de vague, Fond plat, Anneaux de vorticité, Énergie, Simula-
tion numérique, Notus CFD, Volume �nis, HOMP



Numerical study of the breaking process for capillary-gravity
waves

Abstract

Surface wave breaking, occurring from the ocean to the coastal zone, is a complex
and challenging two-phase �ow phenomenon which plays an important role in numerous
processes, including air�sea transfer of gas, momentum and energy. Recent modelling
attempts are struggling with the lack of physical knowledge of the �nest details of the
breaking processes. Furthermore, no universal scaling laws for physical variables have
been found so far. Hence, parameterising and characterising breaking dynamics becomes
very di�cult.

A numerical momentum preserving method, based on literature, has been developed
during the thesis in order reach the �nest details of the breaking process for capillary-
gravity waves. This method reduces the nonphysical sea-air exchange of momentum dur-
ing the simulation which allows to perform highly accurate simulations of the breaking
process. This method is veri�ed on literature veri�cation cases. And it is validated on
laboratory experiments such as drop impact on deep pool and breaking plunging wave
on the sloping beach. These veri�cations and validations con�rm the use the method
developed during the following study on breaking wave.

The breaking of capillary-gravity waves was investigated with the variation of the wave
depth. In the literature, most of the experimental and numerical results were performed
for deep water wave. The study is focused on the in�uence of the depth on the breaking
dynamics. The surface geometry, underwater vorticities and total energy are studied for
more than 170 simulations of the breaking of a Stokes wave on a �at bottom. The numer-
ous simulations results permit to create a breaking map for three di�erent ratios of water
depth over the wavelength. The plunging and spilling breaking types were subdivided
following the observations done on the simulations. The studies performed during the
thesis lead to a better understanding of the breaking wave of capillary-gravity waves for
intermediate depth.

Mots clés : Wave breaking, Flat bottom, Vorticity, Energy, Numerical simulation,
Notus CFD, Finite volume, HOMP
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Introduction



Une vague océanique provient de la modi�cation de la surface survenant suite à un mou-
vement d'eau, sous l'e�et du vent ou après l'impact d'une masse de liquide ou de solide.
Cette modi�cation forme la succession de plusieurs ondes se propageant à la surface des
océans et des mers. Lors de la présence de ces vagues proches des côtes, un phénomène
de surface reconnaissable par l'apparition d'un nappe blanche apparaît. Ce phénomène
est très apprécié des surfeurs, cependant il possède premièrement une fonction impor-
tante dans de nombreux phénomènes naturels : la dissipation de l'énergie de la vague,
l'aération des océans, le transport de sédiments et le cycle de l'eau. Les récentes prises
de conscience environnementales ont conduit la recherche scienti�que à étudier l'in�uence
de la modi�cation climatique sur les courants marins [1, 2] et l'énergie contenue dans les
vagues [3, 4]. Les premiers résultats alarmants sur cette modi�cation d'ampleur mondi-
ale démontrent que le monde océanique n'est pas épargné et joue un rôle majeur dans
la modi�cation climatique [5]. La fonte des glaces produit la fusion et l'e�ondrement de
glacier [6, 7] avec la production de tsunami [8], ainsi qu'un changement dans la répartition
de la température à la surface [9, 10], la hauteur moyenne de l'eau [3] et la salinité locale
de l'eau [11, 12, 13]. La récence et la rapidité du changement climatique engendrent de
nombreuses modi�cations locales des phénomènes physiques se produisant proches des
littoraux. La montée des eaux et l'augmentation de l'énergie des vagues dans les océans
accélèrent l'érosion des côtes [14] et le risque de submersion est accru [15, 16, 17, 18]. La
modi�cation de la température produit une strati�cation de la température des océans et
des mers [19]. Cette strati�cation empêche le transfert de l'oxygène vers les fonds marins.
Ainsi, ces 50 dernières années, l'oxygénation des océans est en fort déclin [20]. Cependant,
malgré les constats alarmants, les chercheurs s'accordent sur un point : il est di�cile de
prévoir, avec les connaissances et données actuelles, l'in�uence de chaque élément sur la
modi�cation climatique et l'évolution précise du climat dans les prochaines décennies.
Par conséquent, une augmentation des connaissances dans chaque domaine est nécessaire
pour réduire les zones d'ombres autour de ce phénomène planétaire.

Dans cet optique, l'objectif principal de la thèse est l'analyse et la consolidation des con-
naissances sur le déferlement d'une vague sur fond plat grâce à la simulation numérique.
Les améliorations récentes des performances informatiques permettent la réalisation de
simulations numériques très précises. Cependant, une barrière numérique a fait son ap-
parition empêchant une bonne représentation de la dynamique du déferlement à cause
de décalages spatiaux-temporels observés lors de la résolution des équations. Ainsi, le
premier objectif de la thèse est l'établissement d'une méthode numérique, basée sur des
travaux récents, permettant la simulation précise du déferlement tout en utilisant des
méthodes numériques d'ordres élevés. L'implémentation de cette nouvelle méthode et
de la tension de surface dans le code permet la réalisation du second objectif : anal-
yser le déferlement sur fond plat et générer une carte des phénomènes de déferlement
en fonction des caractéristiques initiales de la vague. Suite à une première étude bibli-
ographique, l'étude fut focalisée sur l'in�uence de la profondeur d'eau sur le déferlement
de vague capillo-gravitaire. En e�et, la complexité et la richesse du déferlement provenant
de l'intéraction de phénomènes capillaires et gravitaires en font un processus nécessitant
davantage d'informations pour le comprendre et le caractériser.

Le document se structure en 5 chapitres.

Le premier chapitre constitue le contexte général dans lequel se situe l'étude réalisée
dans ce mémoire. Une description détaillée de l'in�uence de la modi�cation climatique
laisse place à la présentation d'une partie des études provenant de la littérature. Cette
courte introduction du contexte permet de replacer l'étude présentée dans ce manuscrit
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par rapport à la richesse des études dans le domaine du déferlement de vague. Ce chapitre
n'a pas vocation à faire une description pointue de tous les domaines du déferlement de
vague mais de démontrer la complexité et les méthodes utilisées pour comprendre le
phénomène.
Le second chapitre se consacre à la présentation d'une vague et de son déferlement. Les

hypothèses de génération et des caractéristiques de la vague simulée seront présentées.
Une présentation rapide de la littérature sera e�ectuée lors de la description des types
de déferlement. Cette partie est nécessaire pour comprendre les zones d'ombres présentes
dans la littérature et l'objet d'étude du manuscrit.
Le troisième chapitre est la présentation de l'outil numérique utilisé. La méthode des

volumes �nis sur laquelle est basée le code est dé�nie dans ce chapitre et est nécessaire dans
le compréhension des erreurs numériques. Puis l'ensemble des équations résolues dans ce
mémoire est décrit, ainsi que l'utilisation de la méthode des volumes �nis sur chaque terme
des équations. Finalement, les méthodes numériques et les conditions initiales utilisées
dans la thèse sont présentées pour avoir un descriptif complet du code utilisé.
Le quatrième chapitre porte sur la description et validation de la méthode proposée

permettant de réduire considérablement les erreurs numériques provenant de la résolution
découplée des équations. La méthode se basant sur des travaux de la littérature, une
présentation de l'état de l'art est réalisée. L'origine du problème est présenté a�n de
permettre la meilleur compréhension de l'algorithme. Cet algorithme est par la suite véri�é
sur des cas de la littérature puis validé sur des phénomènes physiques plus complexes. Pour
�nir, la méthode et les paramètres associés seront validés sur le déferlement d'une vague
sur une plage.
Le dernier chapitre présente l'analyse �nale réalisée sur le déferlement d'onde capillo-

gravitaire. Cette étude porte sur cinq longueurs d'onde di�érentes. Par conséquent,
une étude préliminaire dé�nit le pas d'espace utilisé pour chaque longueur d'onde. Les
phénomènes d'ondes capillaires, de vorticité et de dissipation d'énergie sont présentés
dans ce manuscrit. L'étude des deux premiers phénomènes permet la description détaillée
des di�érents types de déferlement. Dans un dernier temps, la dissipation d'énergie et
l'intensité du déferlement seront présentées et étudiées.
Une conclusion clôturera le travail réalisé dans ce manuscrit. Des perspectives seront

développés quant aux possibilités d'études suite aux résultats obtenus.

Au regard de l'immense richesse de la bibliographie sur le déferlement de vague, son
interaction avec des stuctures ou la récupération de l'énergie par les vagues, l'état de l'art
présentée dans ce manuscrit se focalisera sur la littérature proche de l'objet d'étude. De
plus, l'auteur a choisi de redistribuer la présentation de l'état de l'art dans l'ensemble du
manuscrit. Celui-ci sera présenté dans les sections correspondantes.
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Chapitre 1

Contexte général du déferlement de

vague dans la littérature



L'étude récente de B. G. Reguero et al en 2019 [3] publiée dans Nature communications
analyse l'in�uence du changement climatique sur la génération des vagues dans chaque
océan entre 1948 et 2017. L'augmentation moyenne de la température sur Terre engendre
la fonte de glaciers et produit un élévement de la surface des océans modi�ant l'interaction
de l'océan et des zones côtières. L'in�uence de la modi�cation climatique provoque une
augmentation régulière de la puissance moyenne annuelle contenue dans les vagues dans
l'ensemble des océans. La �gure 1.1 représente les résultats provenant de l'article. Depuis
1948, l'augmentation moyenne de la puissance globale contenue par les vagues est de
0.47%. Cependant, cette augmentation tend à augmenter dans les dernières décennies
provoquent en moyenne depuis 1994 une augmentation de la puissance de 2.3% par année.

Figure 1.1. � Évolution de la puissance annuelle moyenne au sein des vagues dans les
di�érents océans sur Terre entre 1948 et 2008. L'image provient de l'article
de B. G. Reguero et al en 2019 [3].

L'augmentation de la puissance des vagues a été comparée avec l'augmentation de la
température moyenne à la surface des océans. Les deux courbes de la �gure 1.2, proven-
nant de deux bases de données di�érentes, con�rment l'augmentation de la température
à la surface des océans. L'augmentation de cette température globale moyenne dans la
dernière décénnie est de 0.1%. L'analyse des résultats de l'augmentation de la puissance
annuelle moyenne globale et de l'augmentation de la température moyenne globale à la
surface des océans con�rme l'étroite relation entre ces deux caractéristiques.

Figure 1.2. � Évolution de l'écart de température moyenne à la surface des océans par
rapport à l'année 1992. L'image provient de l'article de B. G. Reguero et al
en 2019 [3].
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Cependant, l'augmentation des précédentes variables n'est pas équitablement répartie
sur la surface totale des océans. La �gure 1.3 est une cartographie de l'augmentation
annuelle moyenne de la puissance des vagues en %. Tandis que l'augmentation moyenne
de la puissance des vagues est élevée globalement, il existe des zones d'océans où la
puissance a fortement augmenté et d'autres zones pour lesquelles la puissance des vagues
a diminué avec les années.

Figure 1.3. � Évolution de la modi�cation moyenne de la puissance des vagues entre 1985
et 2008 en % par année. L'image provient de l'article de B. G. Reguero et
al en 2019 [3].

La modi�cation climatique produit une constante augmentation de la température à
la surface des océans. De plus, une seconde conséquence du changement climatique est
l'augmentation globale de l'intensité des vents sur la planète. L'interaction de ces deux
conséquences produit une augmentation moyenne de l'amplitude des vagues entre 0.25%
et 0.5% chaque année. Ces changements in�uencent de plus en plus chaque année le
comportement du déferlement des vagues dans l'ensemble des océans de la planète. Par
conséquent, l'amélioration de la connaissance du déferlement pourrait permettre d'a�ner
les prédictions et caractérisations de l'évolution à long terme de l'impact des vagues sur
les côtes terrestres.

1.1. Transport de sédiments

Le transport de sédiments dans les zones côtières entraine une déstabilisation de la
structure du fond marin, l'érosion de plages et la modi�cation de la profondeur de l'eau.
Le déferlement de vague est un processus important dans la suspension et le transport de
ces sédiments. Par conséquent, de nombreuses études sur l'in�uence du déferlement sur le
transport de sédiments ont été réalisées. Le mouvement de l'eau généré par le déferlement
de vague produit un important cisaillement et décroche des poches de sédiments tout en
les advectant vers la surface de l'eau. R. L Miller [21] et K. Nadaoka et al [22] ont
été les premiers à étudier l'importance du déferlement sur la suspension du sable et les
modi�cations engendrées. Une grande majorité du transport de sédiment provient de
l'interaction du déferlement sur la bathymétrie (Fig. 1.4).
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Figure 1.4. � Schématisation de la zone de transport de sédiments en fonction de l'avancée
du déferlement. L'image provient de l'article de K. Nadaoka et al [22].

La suspension des sédiments par le déferlement provient généralement de l'interaction
d'un phénomène de forte vorticité avec le lit de la bathymétrie. Un déferlement de vague
entraîne l'apparition de phénomènes rotatifs de forme et d'intensité fortement dépendantes
des caractéristiques initiales de la vague déferlante. Des anneaux de vorticité horizontaux
(Fig. 1.5a) ou encore des phénomènes de vorticité obliques descendants (Fig. 1.5b)
peuvent être observés. Les récentes études [23, 24, 25, 26] expérimentales et numériques
du déferlement démontrent l'in�uence de ce phénomène sur le transport de sédiment.
L'élément majeur de la suspension est l'apparition de cisaillement important proche du
fond permettant le décrochage des �nes particules. Ainsi, un mouvement de cissaillement
ordonné semble plus propice au transport de sédiments en comparaison d'un phénomène
turbulent. De plus, la vitesse verticale d'impact de ces structures cohérentes in�uence
la suspension et le transport des particules. L'étude de la génération et propagation de
ces systèmes de vorticité cohérents est importante pour améliorer la compréhension et le
développement de modèle de transport de sédiments.

(a) Suspension de particules
provenant de l'impact d'un
anneau de vorticité circulaire
sur le fond. L'image provient
de l'article de R. J. Munro et al

[23].

(b) Schématisation de la vorticité oblique descendante
(�obliquely descending eddies�). L'image provient
de l'article de K. Nadaoka et al [22].

Figure 1.5. � Images de phénomènes de vorticité : anneau circulaire (a) et oblique de-
scendante (b).
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1.2. In�uence de la bathymétrie

Les premières études du déferlement sur les zones côtières ont démontré l'importance
de la bathymétrie sur la forme du déferlement [27, 28]. Di�érentes bathymétries ont été
étudiées : une pente constante (plage), des bathymétries plus complexes et des infrastruc-
tures.

1.2.1. Plage à pente constante

Dans leur article, B. Robertson et al [29] font une analyse complète du déferlement
de vagues sur une plage à pente constante. Ils démontrent l'importance de l'évolution
des méthodes et la géométrie de la bathymétrie sur la connaissance du déferlement. En
e�et, le déferlement de vague étant un phénomène complexe, il est nécessaire de produire
un protocole précis pour étudier et mettre en corrélation les résultats. Les paramètres
tels que l'angle de la pente et la longueur d'onde à l'amplitude de la vague sont des éle-
ments importants dans le processus du déferlement. La variation d'un de ces paramètres
peut modi�er le type de déferlement, l'angle d'impact du jet, etc. Le déferlement sur
une plage constante est étudié expérimentalement [30, 31] et numériquement [32, 33].
La �gure 1.6 représente trois des méthodes permettant l'étude du déferlement sur une
plage. L'utilisation de méthodes di�érentes permet l'augmentation de l'ensemble des con-
naissances du déferlement sur une plage. Chaque méthode possède ses propres domaines
d'études.

(a) Simulation numérique du déferlement d'une vague sur
une plage. L'image provient de l'article de J. Camille
et al [34].

(b) Modélisation du déferlement d'une vague
sur une plage. L'image provient de l'article
de F. Shi et al [35].

(c) Expérience en laboratoire du déferlement de
vague sur une plage. L'image provient de l'article
de B. M. Sumer et al [24].

Figure 1.6. � Image du déferlement de vague sur une plage avec trois méthodes di�érentes
: simulation numérique (a), modélisation (b) et expérimental en laboratoire
(c).
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1.2.2. Bathymétrie complexe

Les fonds marins possèdent des bathymétries complexes et variées. Par conséquent, des
études analysent le déferlement sur des géométries plus complexes. Parmi ces géométries
se trouve : la simple ou la double marche [36, 37], un récif immergé [38, 39] ou une plage
en trois dimensions [40]. Les bathymétries présentées dans la �gure 1.7 sont des exemples
de résultats présents dans la littérature sur les bathymétries complexes. Une nouvelle fois,
l'expérimental (Fig. 1.7a et 1.7b), la simulation numérique (1.7c) et la modélisation (Fig.
1.7d, 1.7e) sont des méthodes permettant l'analyse du déferlement.

1.2.3. Impact sur des structures

Le déferlement de vague est également étudié a�n de comprendre son impact sur des
structures humaines et naturelles. Les formes les plus connues de structures étudiées sont
: une paroi verticale (Fig. 1.8a), un ou plusieurs cylindres (Fig. 1.8b) et un cône (Fig.
1.8c).

1.3. Échanges et interactions air-océan

Dans les récentes études, il a été reconnu que le déferlement de vague avait une in�uence
dans les échanges et interactions entre l'air et l'océan.

1.3.1. In�uence du vent sur le déferlement de vague

Le vent n'est pas seulement un élément générateur de vagues, il modi�e également la
forme du déferlement par sa direction et son intensité [44, 45, 46, 47, 48]. L'amplitude
de la vague au moment du déferlement, la forme du jet et du rouleau, le point de dé-
clanchement du déferlement, la dissipation de l'énergie, l'ensemble de ces phénomènes
sont modi�és par la présence de vent pendant le déferlement. Tandis qu'un vent de di-
rection opposée au déferlement force le processus et produit un déferlement plus tôt que
prévu, la direction similaire à la direction du déferlement facilite le mouvement de la vague
et retarde l'apparition du déferlement. Ainsi, les conditions externes semblent également
jouer un rôle important dans le processus du déferlement. De plus, la présence de vent
contraire produit le déchirement de gouttes d'eau sur le dessus de la vague. Ces gouttes
d'eau intéragissent avec la couche d'air au dessus de la vague [49].

1.3.2. Aération des océans

Un déferlement de vague peut produire l'apparition de méchanismes capturant des
bulles au sein de l'eau et augmentant la surface de contact entre l'air et l'océan. Cette
augmentation de la surface de contact produit une augmentation de l'échange de matière
entre les deux �uides. L'aération des océans est un méchanisme in�uencé par la forme
du déferlement. Tandis qu'un déferlement glissant produit une légère augmentation de la
surface de contact, le déferlement plongeant capture une grande quantité de bulles (Fig.
1.9a). D'autres phénomènes comme les �laments peuvent augmenter le taux d'échange
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(a) Évolution de la surface d'un déferlement
sur une marche réalisée expérimentalement.
L'image provient de l'article de T. Yasuda et

al [41].

(b) Évolution de la surface d'un déferlement sur
une double marche réalisée expérimentale-
ment. L'image provient de l'article de T. Ya-
suda et al [41].

(c) Simulation numérique du déferlement d'une vague sur une récif. L'image provient
de l'article de M. Kazolea et al [38].

(d) Modélisation du déferlement d'une vague sur une récif. L'image provient de
l'article de M. Kazolea et al [38].

(e) Modélisation du déferlement d'une vague sur
une plage en trois dimensions. L'image
provient de l'article de P. Guyenne et al [40].

(f) Plage en trois dimension de la vague déferlante
de l'image (e). L'image provient de l'article de
P. Guyenne et al [40].

Figure 1.7. � Images du déferlement de vague sur une plage avec des bathymétries com-
plexes : simple marche (a), double marche (b), récif (c,d) et en trois dimen-
sions (e,f).
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(a) Expérience du déferlement d'une vague sur une paroi
verticale. L'image provient de l'article de M. Hattori
et al [42].

(b) Simulation numérique du déferlement
d'une vague sur un groupe de quatre cylin-
dres. L'image provient de l'article de M. A.
Chella et al [43].

(c) Modélisation numérique du déferlement
d'une vague sur un cône. L'image provient
de l'article de F. Shi et al [35].

Figure 1.8. � Image du déferlement de vague sur trois infrastructures complexes : paroi
verticale (a), quatre cylindres (b) et cône (c).

de matière entre l'air et l'océan (Fig. 1.9b). L'aération des océans est un domaine étudié
par des méthodes expérimentales [50, 51, 52] et numériques [52, 53, 54].

1.3.3. Couche d'air

Le vent est un élément externe agissant sur le déferlement. De plus, le processus
de déferlement vient modi�er à son tour la couche d'air au dessus de l'eau. En e�et,
l'apparition de sprays océaniques participe à la modi�cation de l'humidité ambiante et
de la température ambiante de la couche d'air [49]. En outre, le mouvement soudain
du déferlement de vague produit l'apparition de vorticité dans l'eau sous la forme de
monopole ou de dipole [55]. Les interactions entre les vagues et la couche d'air au dessus
de l'eau engendre la modi�cation des propriétés physiques et cinétiques de chaque élément,
augmentant la compléxité de l'étude du déferlement de vague.
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(a) Simulation numérique du déferlement de vague
plongeant. Observation du dessous des bulles
capturées. L'image provient de l'article de L.
Deike et al [53].

(b) Expérience en laboratoire d'un déferlement
plongeant. Des �laments d'air sont visibles au-
tour du rouleau. L'image provient de l'article
de P. Lubin et al [52].

Figure 1.9. � Image du déferlement plongeant avec l'apparition de bulles (a) et de �la-
ments d'air (b).

1.4. Positionnement de la thèse

Les caractéristiques du déferlement présentées dans ce chapitre sont une partie des
nombreuses études présentes dans la littérature. Par conséquent, le phénomène de défer-
lement de vagues possède une richesse et une compléxité nécessitant l'interaction de
plusieurs méthodes et de plusieurs formes d'études pour accroître les connaissances de
ce phénomène. L'analyse réalisée pendant la thèse se focalise sur la consolidation de la
connaissance des phénomènes apparaissants pendant le déferlement d'une seule vague.
La simulation numérique avec la résolution des équations de Navier-Stokes couplée à l'u-
tilisation d'une condition initiale d'onde sinusoïdale dans un domaine périodique sans
interaction avec un courant marin ou avec du vent est choisie. L'amélioration récente
des performances des outils de simulation numérique et des supercalculateurs permettent
la réalisation de simulations plus précises pour décrire le processus du déferlement de
vague. De nombreuses simulations ont, de ce fait, été lancées a�n de compléter les con-
naissances du déferlement d'une vague sur fond plat pour diverses profondeur d'eau. Ces
simulations serviront également à la production de cartes de déferlement en fonction de
grandeurs caractéristiques liées à la vague initiale.
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Chapitre 2

Qu'est qu'une vague déferlante et

comment la caractériser ?



L'objectif de ce chapitre est la présentation et la dé�nition des hypothèses d'études du
déferlement de vagues étudié dans le dernier chapitre.

2.1. Dé�nition et description d'une vague

En mécanique des �uides, une vague est une onde de surface, impliquant une com-
binaison de mouvements longitudinaux et transversaux, se propageant dans une eau de
profondeur variable. Lorsque l'onde arrive sur une colonne d'eau, les particules composant
la colonne commencent à se déplacer de manière elliptique, générant un mouvement irrota-
tionnel du �uide. Ce mouvement des particules permet la propagation de l'onde ainsi que
l'énergie associée vers le rivage. Au cours des siècles précédents, les études mathématiques
[56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63] ont permis la découverte de grandeurs et relations dé�nis-
sant l'ensemble des ondes générées (section 2.1.1). De plus, une meilleure compréhension
de la génération (section 2.1.2) de ces ondes complète les connaissances acquises math-
ématiquement et permet la prédiction des vagues se propageant dans l'océan. Dans les
sections suivantes, les notions de profondeur (section 2.1.3) et de mouvement des partic-
ules composant la colonne d'eau (section 2.1.4) seront discutées a�n de mieux cerner le
mouvement interne de l'onde pour une bathymétrie quelconque. Finalement, la dé�nition
du régime d'une vague (section 2.1.5) laissera place à la discussion des hypothèses et des
caractéristiques des vagues étudiées dans ce manuscript.

2.1.1. Grandeurs et relations caractéristiques

Dans la nature, il existe de nombreuses formes d'ondes de surface. Parmi ces ondes, se
trouvent l'onde sinusoïdale et l'onde solitaire. Tandis que l'onde sinusoïdale correspond
à un train d'onde se déplaçant en phase, l'onde solitaire a la particularité de se déplacer
seule à la surface de l'eau. Les di�érentes propriétés associées à ces deux ondes modi�ent
les grandeurs et relations caractéristiques. Dans ce manuscrit, l'étude du déferlement de
vague est réalisée sur une onde sinusoidale périodique. Par conséquent, les grandeurs et
relations présentées dans cette section sont celles associées à une onde sinusoidale.

Les travaux sur les ondes sinusoïdales linéaires de G. B. Airy en 1845 [64] ont permis
à G. G. Stokes [61, 60] de développer un modèle, encore utilisé aujourd'hui, d'ordre
plus élévé sur l'onde sinusoidale gravitationnelle et la caractérisation de cette onde. Les
études suivantes de H. Lamb en 1932 [57] et G. D. Crapper en 1957 [59] ont étendue
cette caractérisation jusqu'aux ondes capillaires et pour toutes profondeurs d'eau. Les
premières grandeurs associées à une onde sinusoidale sont généralement des longueurs du
fait de la facilité à mesurer les caractéristiques géométriques de l'onde. La connaissance
de ces longueurs, associée à la période T , permet l'étude plus approfondie de l'onde.
L'ensemble des caractéristiques et relations importantes sont présentées dans cette partie.
Elles seront dans un premier temps dé�nies dans un cas général d'une onde se déplaçant
dans un système composé de deux liquides ayant une profondeur d et une hauteur d′ �nies.
Puis ces relations générales seront écrites sous leur forme la plus réduite en prennant en
compte les hypothèses liées à la thèse. Les vagues simulées au cours de la thèse possèdent
les propriétés physiques de masse volumique et viscosité dynamique liées à l'eau et à l'air.
De plus, la hauteur de la couche d'air est supposée être su�sament grande pour ne pas
impacter le type de déferlement.
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2.1.1.1. Longueurs caractéristiques

Une onde est caractérisée par plusieurs longueurs : une longueur d'onde λ, une demi-
amplitude a, une amplitude h et une profondeur d pouvant varier en fonction de la
bathymétrie associée (Figure 2.1).

bathymétrie

a

d

d
′

h

λ

niveau zero

Figure 2.1. � Dé�nition des grandeurs liées à une onde sinusoïdale.

Longueur d'onde λ La longueur d'onde est une distance séparant deux particules
ayant une dynamique identique, ces deux particules sont dites étant en phase l'une de
l'autre.

Amplitudes a et h Tandis que l'amplitude a correspond à la distance entre la crête
de la vague et le niveau moyen de l'eau, l'amplitude h correspond quant à elle à la distance
verticale entre la crête et le creux de la vague.

Profondeurs d et d′ La profondeur d d'une onde de surface correspond à la distance
entre le niveau moyen de l'eau et la bathymétrie. Cette distance peut varier au fur et à
mesure de l'advection de la vague, comme par exemple l'advection de la vague sur une
plage en pente. A l'inverse, la profondeur d′ va relier la hauteur du niveau moyen de l'eau
à la hauteur de la paroi supérieure. Cette dernière distance devient importante lors de
l'advection d'une onde dans un domaine fermé verticalement. Le domaine d'étude de la
thèse se concentrera uniquement sur une hauteur d′ supposée in�nie, c'est-à-dire n'ayant
pas d'in�uence sur la dynamique du déferlement et une profondeur d constante.

2.1.1.2. Relations caractéristiques

Nombre d'onde angulaire k Le nombre d'onde k, en radian par mètre, représente
la fréquence spatiale. Il est proportionnel à l'inverse de la longueur d'onde :

k =
2π

λ

Cambrure ε La cambrure ε, en radian, représente le ratio de la demi-amplitude de la
vague par sa longueur d'onde :

ε = ak =
a.2π

λ

17



Relation de dispersion ω La fréquence angulaire ω, en radian par seconde, mesure
le déplacement angulaire par unité de temps. La relation d'ordre 1 pour une onde de
surface pour toute profondeur d avec une épaisseur d'air constante d′ [65, 57, 59, 66] se
traduire par :

ω2 =
ρeau − ρair

ρeaucotanh(kd) + ρaircotanh(kd′)
gk +

σ

(ρeaucotanh(kd) + ρaircotanh(kd′))
k3 (2.1)

L'ensemble de l'étude est faite pour une épaisseur d'air très grande par rapport à la
longueur d'onde, le terme cotanh(kd′) ≈ 1. De plus, le rapport entre la masse de l'eau et
celle de l'air ρeaucothan(kd)

ρair
> 1000 permet la réduction de l'équation 2.1. Celle-ci devient :

ω2 =

(
gk +

σ

ρeau
k3

)
tanh(kd) (2.2)

Période T La période T , en seconde, représente la durée pour laquelle une particule
va reprendre sa position initiale. Elle peut être reliée à la relation de dispersion par :

T =
2π

ω

Fréquence f La fréquence f , en unité par seconde, est le nombre de répétition de
l'onde par unité de temps :

f =
1

T

Célérité c La célérité c de la vague, en mètre par seconde, représente la vitesse à
laquelle l'onde se propage à la surface de l'eau. Elle est dé�nie, sous les hypothèses
dé�nies précédement, par la relation suivante :

c =
λ

T
=
ω

k
=

√(
g

k
+

σ

ρeau
k

)
tanh(kd)

La célérité de l'onde est di�érente de la vitesse des particules.

2.1.2. Génération

L'élément universel lors de la génération d'une vague est un transfert énergétique,
ponctuel ou continu, d'un corps ou un �uide vers une colonne d'eau. La manière dont
l'énergie est transférée, couplée à la quantité d'énergie transférée, vont déterminer le type
d'onde généré ainsi que les caractéristiques physiques de la vague (longueur, amplitude,
etc. ). L'ensemble de ces sources, peuvent générer des ondes de longueurs d'onde et
d'amplitudes variées. Ces vagues peuvent avoir une longueur d'onde allant du millimètre
jusqu'à plusieurs milliers de kilomètres et une amplitude variant du millimètre jusqu'à
une trentaine de mètres. Dans cette section, les méthodes les plus connues de génération
d'une vagues seront discutées.

2.1.2.1. Vent

Les vagues générées par le vent sont des ondes de surface qui résultent d'une pression
du vent sou�ant sur une zone de surface d'eau [67, 17]. La taille des vagues générées
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par le vent varie de quelques centimètres à des vagues mesurant 20 à 30 m d'amplitude
[68, 69]. En pleine mer et océan, ces vagues générées sont généralement nommées houle et
peuvent parcourir plusieurs milliers de kilomètres avant de venir déferler et dissiper leur
énergie sur une côte.

2.1.2.2. Impact d'un corps sur la surface

L'impact d'une quantité de matière sur la surface génère une transmission d'énergie sur
la surface et les premières couches de la colonne d'eau pouvant prendre la forme d'une
onde. Les caractéristiques de la vague formée sont ainsi reliées à l'énergie initiale contenue
avant impact mais aussi à la forme de l'impact. Lors de pluies, l'impact des gouttes sur
une surface d'eau génère de nombreuses ondes capillaires [70, 71] s'advectant par la suite
sur la surface jusqu'à dissipation de celles-ci. Pour des impacts plus énergétiques, tel que
l'e�ondrement d'un pan de falaise dans l'océan [72] ou l'impact d'une météorite [73], la
vague générée peut s'apparenter à un tsunami voire à un mégatsunami et engendrer des
destructions humaines et naturelles importantes.

2.1.2.3. Mouvement sous la surface

Le mouvement soudain d'une quantité de matière sous la surface peut engendrer la
création d'une onde à la surface de l'eau. Les glissements de terrain sous-marins, les
éruptions sous-marines et la �ssure de plaque tectonique sont les sources énergétiques
majeures produisant une onde [73]. Une nouvelle fois, l'intensité énergétique transférée
peut générer des ondes de longueur d'onde et amplitude variées. Une des méthodes
expérimentales de génération de vague consiste en l'utilisation d'un piston permettant le
déplacement soudain de la colonne d'eau [74]. Cette méthode s'apparente à un transfert
d'énergie sous la surface produisant des ondes solitaires [75] et sinusoïdales [76].

2.1.2.4. In�uence de corps céleste

Dans l'article de P. Lubin et H. Chanson en 2017 [77], une discussion et une revue
des analogies entre une vague et un mascaret sont e�ectuées. Un mascaret est une vague
générée par la marée montante dans les �euves et et les rivières. Les deux corps célestes, la
Lune et le Soleil, sont des sources de génération des mascarets [78]. L'énergie est transmise
à la masse d'eau grâce à l'in�uence de la force de gravitation de ces deux astres sur l'eau
située sur Terre. Cependant, cette in�uence devient non négligeable uniquement pour
d'immenses masses d'eau. Les ondes ainsi générées possèdent des longueurs de plusieurs
centaines à plusieurs milliers de kilomètres, ce qui correspond essentiellement aux vagues
provenant des marées.

2.1.3. Profondeur

Suite à leur génération, les ondes vont parcourir la surface de l'eau avant d'être dissipées.
Lors de leur périple, la bathymétrie va évoluer au fur et à mesure des mètres/kilomètres
parcourus. Cependant, la profondeur de la bathymétrie va in�uencer le mouvement des
particules et donc le transport de l'onde. Dans l'équation 2.2 de fréquence angulaire ω de
l'onde sinusoïdale, l'in�uence de la profondeur devient proportionnelle à :

√
tanh(kd) =

√
tanh

(
2π

λ
d

)
(2.3)

La notion d'eau profonde correspond à la condition où la bathymétrie n'in�uence pas
l'advection de la vague ainsi que son déferlement. A l'inverse, l'eau peu profonde est
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associée au domaine correspondant à une in�uence non négligeable de la bathymétrie. Le
terme majeur de l'in�uence de la bathymétrie est fonction du ratio profondeur sur longueur
d'onde d

λ
. Ce ratio est nommé profondeur d'eau. La �gure 2.2 représente la valeur de

l'équation 2.3 en fonction du rapport d
λ
. H. Lamb [57] dé�nit la notion d'eau profonde

correspondant à toute vague dont le ratio d
λ
≥ 0.5. Par conséquent, la notion d'eau peu

profonde représente l'ensemble des autres vagues, le domaine est dé�nit par d
λ
< 0.5.

Grâce à ce ratio, il a été possible de construire un domaine dont le fond intervient dans le
système d'advection et de déferlement, et un domaine dont la connaissance précise de la
bathymétrie n'est pas nécessaire. Dans ce manuscript, les deux domaines, eaux profonde
et peu profonde, seront étudiés.

: eau peu profonde

: eau profonde

d
λ

√
tanh(2π d

λ
)

0 0.5 1.00.1 0.3

0.5

1.0

Figure 2.2. � In�uence du ratio d
λ
sur l'équation 2.3. Les zones bleue et rouge correspon-

dent respectivement à une eau peu profonde et une eau profonde.

2.1.4. Mouvement des particules

Le passage d'une vague sur une colonne d'eau engendre le déplacement de ses particules.
Elles commencent à se déplacer depuis leur position initiale, puis suite à un mouvement
elliptique ces particules vont reprendre leur position initiale. Le mouvement est alors
dé�ni sans transport de matière, c'est à dire sans modi�cation de la position des partic-
ules entre avant et après le passage de l'onde.

Le mouvement sans transport de matière correspond à un mouvement parfaitement
elliptique de la trajectoire des particules. Ce mouvement est modi�é par la profondeur.
La �gure 2.3 schématise la trajectoire des particules en eau profonde et peu profonde.
Plus les particules sont éloignées de la surface, plus l'amplitude du mouvement elliptique
sera faible. L'énergie de la vague est ainsi concentrée dans les premières couches situées
sous la surface de l'eau. Lorsque la vague se propage dans une eau profonde (Fig. 2.3a), le
mouvement des particules est circulaire. Tandis que pour une propagation d'onde en eau
peu profonde (Fig. 2.3b), le mouvement est ovale. La distance longitudinale parcourue
par les particules est alors plus grande que la distance verticale. La profondeur du fond
de l'eau modi�e le mouvement et la répartition de l'énergie interne au sein de la vague.

2.1.5. Régime d'une vague

Le mouvement d'une vague est reliée aussi bien à la dynamique de la surface qu'aux
di�érences de potentiel de l'eau. Il existe ainsi deux forces motrices agissant sur l'advection
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(a) Eau profonde

(b) Eau peu profonde

Figure 2.3. � Mouvement elliptique des particules sous la surface dans une eau profonde
(a) et peu profonde (b). Le mouvement est représenté par une ellipse bleue
et l'orientation par des �èches rouges.

de l'onde : la force de pesanteur et la tension de surface. La relation de dispersion (Eq.
2.2) peut être manipulée pour représenter le rapport de ces deux forces, aussi appelé
nombre Bond Bo dans la littérature, par

Bo =
g
k
σ

ρeau.
k

=
gρeau
σk2

(2.4)

L'étude de ce ratio permet la représentation en trois régimes di�érents de l'importance des
deux forces sur la dynamique du déferlement. Ces trois régimes sont appelés : capillaire,
capillo-gravitaire et gravitaire (Fig. 2.4). Les domaines de longueurs d'onde associés
aux trois régimes sont : λ < 0.0017m (capillaire), 0.0017m < λ < 0.54m (capillo-
gravitaire) et 0.54m < λ (gravitaire).

λ (m)10−3 10−2 10−1 100 101

Capillaire Capillaire - Gravitationnelle

Forces comparables
Force

gravitationelle
majeure

Gravitationnelle

Figure 2.4. � Type de vague en fonction de la longueur d'onde λ

L'étude réalisée dans ce manuscrit portera sur le second régime : capillo-gravitaire.
Par conséquent, la résolution des deux forces, gravité et de surface, est nécessaire pour
représenter correctement la dynamique du déferlements dans ce régime.
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2.1.5.1. Capillaire

Le régime capillaire correspond à une vague dont l'in�uence de la tension de surface
est 100 fois supérieur à celle de la force de pesanteur, ce qui correspond à Bo < 0.01.
Le domaine de ce régime correspond à λ < 0.0017m. Les ondes capillaires générées
se déplacent avec une très grande célérité due à la tension de surface. La �gure 2.5 est
une image d'ondes capillaires générées après l'impact d'une goutte sur une surface d'eau
profonde. Ce régime est connu dans la littérature [59, 79].

Figure 2.5. � Vue du dessus d'un impact de goutte sur la surface. Des ondes capillaires
s'advectent depuis le point d'impact sous la forme de cercles. L'image
provient de la thèse de D. Cole [80].

2.1.5.2. Capillo-Gravitaire

La complexité de ce régime est l'apparition et l'interaction de phénomènes provenant
de la tension de surface et de la force de gravité. La présence de ces deux forces motrices
produit des dynamiques de déferlement spéci�ques à ce régime [81, 82, 83]. La richesse et
la di�culté de reproduction des résultats de ce régime en font un sujet intéressant à étudier
nécessitant encore des approfondissements dans les connaissances sur le déferlement.
Le régime capillo-gravitaire correspond à un domaine pour lequel des phénomènes

physiques liées aux deux forces peuvent être aperçus lors du déferlement. Ce régime
sera alors étudié dans ce manuscrit.
Le régime capillo-gravitaire peut être scindé en deux sous-régimes. Le premier se rap-

porte au domaine où les deux forces sont comparables, c'est-à dire 0.01 < Bo < 100.
Cela correspond à une longueur d'onde de 0.0017m < λ < 0.17m. Dans ce champ de
longueur d'onde, des phénomènes physiques liés à la gravité et à la tension de surface
vont apparaître générant de nombreux types de déferlement (Fig. 2.6a), dont certains
présentés par la suite ont été peu ou pas encore étudiés dans la littérature. Le second
sous-régime correspond à un déferlement dont l'élément moteur est la force de gravité
avec l'apparition de phénomènes capillaires (Fig. 2.6b) ayant peu d'in�uence sur le type
de déferlement mais agissant sur les échelles plus petites (rouleau, jet, bulles, gouttes,
etc.). L'augmentation de la longueur d'onde réduit l'importance des petites échelles sur
la forme générale du déferlement. Ce régime est borné arbitrairement à 0.54m, correspon-
dant à Bo = 1000. Le domaine de longueurs d'onde composant le second sous-régime est
0.17m < λ < 0.54m.
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(a) Déferlement glissant d'une vague. Les ondes capil-
laires, proches de la crête, glissent le long de la face
avant (à gauche) de la vague générant une sur-
face turbulente. La vague se situe dans le premier
régime d'une onde capillaire-gravitaire. L'image
provient de l'article de W.K. Melville [82].

(b) Vue rapprochée de la face avant d'un
déferlement plongeant d'une vague de
0.80 m de longueur d'onde. Des on-
des capillaires se déplacent le long de
la face inférieure du jet. La vague se
situe dans le second régime d'une onde
capillo-gravitaire. L'image provient de
l'article de M. Perlin et al [84].

Figure 2.6. � Photographies de déferlement d'une vague dans le premier (a) et le second
(b) régimes d'une onde capillo-gravitaire. Des phénomènes liées à la tension
de surface et à la force de gravité sont présents dans les deux déferlements.

Figure 2.7. � Déferlement plongeant d'une vague gravitaire à Teahupoo (Tahiti). La
vague a été photographiée par Aaron Chang.

2.1.5.3. Gravitaire

Le régime gravitaire, connu dans la littérature [85, 78], correspond aux vagues dont
la force de gravité est presque l'unique élément moteur du mouvement de la vague. Il
représente l'extension du régime précédent pour lequel la force de tension de surface
devient totalement négligeable dans la génération du déferlement. Ce régime est parti-
culièrement caractérisé par la présence du déferlement plongeant. La �gure 2.7 est une
photographie d'une vague gravitaire déferlente.

2.1.6. Hypothèses et domaine d'étude de la thèse

L'analyse du déferlement de vague se concentre sur des ondes capillo-gravitaires en
eaux profonde et peu profonde. L'intervalle de longueurs d'onde des vagues étudiées est
inclus dans le régime d'onde capillo-gravitaire : 0.05m < λ < 0.35m. Le train d'onde
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sinusoïdale se déplace à l'interface d'une couche d'eau de profondeur �xe et d'une couche
d'air supposée in�nie. L'in�uence de la profondeur du fond plat sera un des points d'étude
dans le dernier chapitre de ce manuscrit.

2.2. Vague déferlante

Le déferlement de vague est un phénomène physique observable notamment par ses
mouvements de surface particuliers. De nombreuses recherches ont permis la compréhen-
sion partielle de la formation et des caractéristiques de plusieurs formes de déferlement.
Cependant, il n'existe à ce jour aucune dé�nition universelle d'un déferlement pour tout
type d'onde. Lors des premières études faites sur le déferlement [60, 27, 86], cette dif-
férence pouvait s'expliquer par une modi�cation de la forme de la vague avec l'apparition
potentielle d'un jet et de l'écume. Ces études initiatrices ont donné naissance aux pre-
miers critères de détection du déferlement. Permettant à de nouvelles études d'accroître
les connaissances de ce phénomène diphasique complexe. Depuis, des études sur le trans-
port lagrangien des particules lors d'un déferlement [53], la dynamique sous surfacique
[87, 88, 89, 90, 81, 91, 52, 92, 54], ainsi que la dissipation d'énergie associée au déferlement
[54, 93, 94, 92, 95, 90, 96] ont fait leur apparition. Grâce à ces nombreuses études, la déf-
inition d'une vague déferlante a pu être précisée. Cette dé�nition possède trois points de
vue : surfacique, dynamique et énergétique.

Modi�cation de la forme de la vague Une vague commence son déferlement lors de
l'apparition d'une modi�cation de l'aspect surfacique de l'onde. Une vague non déferlante
va osciller autour de sa forme stable sans modi�cation importante de la symétrie axiale
de la surface au niveau de la crête. Cette oscillation entre di�érents états peut provenir
de l'interaction avec le vent, le courant ou la bathymétrie. Cependant, dès l'apparition
de phénomènes autre que cette oscillation, une onde capillaire, un jet ou de l'écume, la
symétrie de la vague est rompue et la vague peut être caractérisée de déferlante [97].

Transport de matière Le passage d'une vague non déferlante sur une colonne d'eau
produit un mouvement parfaitement elliptique, ou presque en considérant la dérive de
Stokes, des particules au sein de la colonne. Cependant, la génération d'un déferlement
de vague modi�e les lignes de courant et brise le mouvement elliptique. Les particules ne
retrouvant pas leur position d'origine, la dynamique induite par la vague déferlante est
alors considérée avec transport de matière [53]. En fonction du type de déferlement, le
transport peut être plus ou moins important. De manière mathématique, cela correspond
à la modi�cation du caractère irrotationnel de la vague.

Dissipation d'énergie Lorsque les conditions environnantes dans lesquelles l'onde est
advectée (bathymétrie, courants aérien et marin, interaction avec les autres vagues) ne
permettent sa bonne propagation, l'onde se déstabilise. Des phénomènes physique appa-
raissent et dissipent l'énergie totale contenue dans la vague intiale. La quantité d'énergie
dissipée varie en fonction du phénomène de déferlement. Le phénomène apparaissant peut
détruire l'onde totalement ou partiellement. La destruction partielle de l'onde augmente
ponctuellement la dissipation d'énergie permettant de réduire et stabiliser l'onde. L'onde
initiale de plus faible énergie continue son advection. A l'inverse, la destruction totale
provient de la génération d'un phénomène de forte intensité. L'onde initiale n'est plus
présente suite à ce phénomène intense. Le déferlement partiellement destructif peut être
associé aux déferlement de type glissant et ondes capillaires parasitiques. Le déferlement
totalement destructif se référence au déferlement plongeant. Ainsi de manière énergétique,
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Figure 2.8. � Carte des déferlements en fonction du nombre de Bond (Bo) et de la cam-
brure ε de la vague (Slope). Les quatres types de déferlements sont représen-
tés par : pas de déferlement ( ,N-B), ondes capillaires parasites ( ,P-C-W),
déferlement glissant ( ,S-B) et déferlement plongeant ( ,P-B). Les symboles
associés correspondent à des expériences présentes dans la littérature. La
�gure provient de l'article écrit par Deike et al [90].

le déferlement de vague peut être représenté par l'accentuation de la dissipation d'énergie
contenue dans la vague initiale.

La caractérisation du déferlement dans la littérature a permis la classi�cation des
phénomènes observés en trois parties : ondes capillaires parasitiques, déferlement glis-
sant et déferlement plongeant. L'une des premières carte de déferlement avec fonction
de caractéristiques physiques de la vague a été proposée dans l'article de P. Lubin et al
[98]. Elle consiste en la présentation du type de déferlement observée en fonction de deux
nombres adimensionnés : d

λ
et h

λ
. Cette carte de déferlement n'est valable que pour une

longueur d'onde �xe λ = 0.10m. Puis en 2015, L. Deike et al [90] propose la dernière carte
des déferlements pour des vagues en eau profonde grâce au nombre de Bond Bo = g∆ρ

σk2

et à la cambrure ε = 2πa
λ
. La �gure 2.8 est la classi�cation proposée. Il n'existe pas

actuellement de carte de déferlement prennant en compte les trois variables suivantes :
l'amplitude a, la longueur d'onde λ et la profondeur d.

2.2.1. Ondes capillaires parasitiques

Lorsque l'onde possède une cambrure su�sament élevée, l'e�et de la tension de surface
sur la face avant de la vague produit l'apparition d'un train d'onde de petites longueurs
d'onde avec une célérité légèrement supérieure à celle de la vague initiale. La similarité
entre ces deux célérités produit un e�et d'optique. Le train d'onde généré semble sta-
tionnaire par rapport à un observateur se déplaçant avec la vague. Les longueurs d'onde
et amplitudes des capillaires de ce train d'onde sont beaucoup plus petites que la vague
initiale. Ainsi, la tension de surface joue un rôle majeur dans leur dynamique. Chacune
de ces ondes sera appelée onde capillaire. La �gure 2.9 est une photographie d'une ex-
périence réalisée par N. Ebuchi et al en 1987 [99] sur le déferlement d'ondes capillaires
parasitiques.

La présence d'un train d'onde capillaire forme une couche de vorticité proche de la sur-
face dissipant l'énergie de la vague. Cette couche de vorticité provient de chaque creux de
capillaire et continue dans le sillage de celui-ci jusqu'à la crête du capillaire précédent. La
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Figure 2.9. � Photographie du déferlement d'ondes capillaires parasitiques observé expéri-
mentalement par N. Ebuchi et al en 1987 [99].

Article Année Méthode Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε Profondeur d
λ

K. D. Ruvinsky et al [104] 1991 Numérique 0.05− 0.06 0.182− 0.207 > 0.5

Perlin et al [105] 1992 Expérimental 0.068− 0.105 0.22− 0.24 > 0.5

M. Longuet-Higgins [106] 1995 Analytique 0.0682− 0.08 0.217− 0.30 > 0.5

A. V. Fedorov et al [107] 1998 Analytique 0.055− 0.07 0.199− 0.30 > 0.5

A. V. Fedorov et al [107] 1998 Expérimental 0.051− 0.11 0.11− 0.31 > 0.5

L. Jiang et al [108] 1999 Numérique 0.05− 0.065 0.15− 0.30 > 0.5

Lin et al [103] 2001 Expérimental 0.06 0.17− 0.21 > 0.5

Hung et al [109] 2009 Numérique 0.10 0.22− 0.30 > 0.5

L. Deike et al [90] 2015 Numérique 0.085 0.30 > 0.5

Table 2.1. � Expériences et simulations d'ondes capillaires parasitiques avec un vent nul.

formation de cette zone de vorticité est l'élément principal dissipant le surplus d'énergie
[100, 101, 102, 103].

Une liste d'observations expérimentales et numériques sans vent des ondes capillaires
parasitiques dans le régime capillo-gravitaire est présentée dans le tableau 2.1. Seules les
données présentant les caractéristiques de longueur d'onde λ, cambrure ε et profondeur
d'eau d

λ
associées ont été répertoriées. On observe que ces données sur les ondes capillaires

parasitiques proviennent essentiellement d'études réalisées en eau profonde.

2.2.2. Déferlement glissant

Dans le régime capillo-gravitaire, c'est-à-dire avec une forte in�uence de la tension de
surface, le déferlement glissant est représenté par l'apparition d'une mouvement turbulent
de la surface. L'excédent d'énergie contenu dans la vague produit une augmentation de
la pente de la face avant. Cependant, l'in�uence importante de la tension de surface va
empêcher la génération d'un jet en produisant des ondes capillaires. Ces ondes capillaires
possèdent une célérité plus importante que la vague initiale et glissent le long de la face
avant. Pendant leur mouvement, des ondes capillaires de plus grande longueur d'onde sont
relâchées entre le premier capillaire et la crête de la vague initiale. D'intenses anneaux
de vorticité sont produits pendant le déferlement. La �gure 2.10 est une photographie
expérimentale du déferlement glissant réalisée par X. Liu et al en 2006 [110]. L'image
représente le déferlement après l'apparition des ondes de surface de plus grandes longueurs
d'onde provenant du glissement du train d'onde capillaire sur la face avant.
Les analyses expérimentales et numériques ont permis de situer l'apparition de ce défer-
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Figure 2.10. � Photographie de déferlement glissant observé expérimentalement par X.
Liu et al en 2006 [110].

Article Année Méthode Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε Profondeur d
λ

M. Longuet-Higgins [106] 1995 Analytique 0.08 0.32− 0.36 > 0.5

A. V. Fedorov et al [111] 1998 Analytique 0.05− 0.10 0.40− 0.45 > 0.5

J. H. Duncan et al [81] 2001 Expérimental 0.41 0.275 > 0.5

A. Iafrati [112] 2009 Numérique 0.3 0.33− 0.35 > 0.5

L. Deike et al [90] 2015 Numérique 0.085− 0.143 0.45 > 0.5

Table 2.2. � Expériences et simulations de déferlement glissant.

lement entre les ondes capillaires parasitiques et le déferlement plongeant. Une liste
d'observations expérimentales et numériques sans vent du déferlement glissant dans le
régime capillo-gravitaire est présentée dans le tableau 2.2. L'ensemble des études réal-
isées sur le déferlement glissant dans le régime étudié fut réalisé dans le cadre d'une eau
profonde.

2.2.3. Déferlement plongeant

Le déferlement plongeant fut la première forme analysée dans la littérature. Cette forme
se caractérise par la présence d'un jet en chute libre au niveau de la crête. L'impact de ce
jet sur la face avant de la vague capture une masse d'air nommée rouleau. La dynamique
de cet impact produit l'apparition d'un jet secondaire sur le devant de la vague. En
fonction des caractéristiques initiales de la vague, ce jet pourra de nouveau capturer un
rouleau secondaire devant ou au-dessus du premier rouleau. L'image 2.11 réalisée par P.
Lubin et al en 2019 [52] est une photographie d'un déferlement plongeant. On observe
sur la photographie la capture du rouleau et l'apparition d'un jet secondaire.
Au cours du processus de déferlement, de nombreuses gouttes et bulles sont engendrées,

augmentant de ce fait la surface de contact entre l'air et l'eau. Plusieurs analyses ont été
réalisées pour accroître les connaissances de l'aération de l'eau produite par le déferlement

Figure 2.11. � Photographie du déferlement plongeant observé expérimentalement par P.
Lubin et al en 2019 [52].
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Article Année Méthode Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε Profondeur d
λ

P. Lubin et al [98] 2006 Numérique 0.1 0.08− 0.15 0.1− 0.2

A. Iafrati [112, 54] 2009 Numérique 0.3 0.37− 0.65 > 0.5

G. Caulliez [113] 2013 Expérimental 0.25 0.5 > 0.5

L. Deike et al [90] 2015 Numérique 0.54 0.55 > 0.5

L. Deike et al [89] 2016 Numérique 0.24 0.42− 0.6 > 0.5

Table 2.3. � Expériences et simulations de déferlement plongeant.

plongeant. De plus, ce phénomène facilement observable dans la nature sur des vagues
de grande longueur d'onde a été reproduit expérimentalement et numériquement dans le
régime d'onde étudié. Une liste d'observations expérimentales et numériques du défer-
lement plongeant dans le régime capillo-gravitaire est présentée dans le tableau 2.3. Seuls
les travaux e�ectués par P. Lubin et al [98] avec la tension de surface prennent en compte
l'in�uence de la profondeur sur le déferlement pour un fond plat.

2.3. Méthodes pour l'étude du déferlement

La complexité du déferlement d'une vague nécessite plusieurs méthodes pour analyser
les caractéristiques de ce phénomène. Ces méthodes faisant leurs apparitions suite aux
avancées technologiques sont complémentaires et permettent d'étudier le déferlement grâce
à des points de vus di�érents. Ces méthodes peuvent être regroupées en trois grandes
familles : mathématique, expérimental et numérique.

L'outil mathématique est une forme d'étude du déferlement basée sur la prise en compte
d'hypothèses fortes permettant de simpli�er les équations gouvernant la dynamique de
déferlement et d'étudier un phénomène particulier. Cette méthode ancestrale a permis
notamment la mise en équation d'un pro�l de vague sinusoïdale [61, 64], la compréhen-
sion des phénomènes physiques apparaissant pendant le déferlement [59, 114, 111] ou
encore la création de critère de détection du déferlement [115]. Cependant, la réduction
de l'importance des hypothèses prises en compte augmente exponentiellement la complex-
ité des équations les rendant di�cilement voire totalement impossible à résoudre. Grâce
aux avancées technologiques, les méthodes expérimentales et numériques ont pris le relais
dans l'étude de ce phénomène complexe.

Les méthodes expérimentales analysent le comportement du déferlement d'onde dans
des conditions initiales particulières : sur le terrain [116, 117, 118] ou en laboratoire
[119, 120, 121, 99, 37, 36, 41]. Les mesures réalisées sur le terrain permettent l'étude de
ces vagues naturellement générées. A l'inverse, en laboratoire, ces vagues sont générées de
manières arti�cielles pour correspondre au type de vague étudié. Les expériences réalisées
sur le terrain permettent l'étude approfondie du déferlement de vague dans des conditions
naturelles de bathymétrie, courant marin, intensité et direction du vent. La complex-
ité de ces études résident dans l'évaluation de données provenant d'un ensemble d'onde
intéragissant entre elles. Les expériences en laboratoire permettent, quant à elles, le con-
trôle des conditions initiales du déferlement grâce à plusieurs formes de génération d'une
onde : vent, piston, etc. Ces expériences nécessitent des infrastructures et des moyens
importants. Un des points négatifs est la di�culté d'évaluation de l'ensemble des champs
physiques (vitesse, pression, vorticité, etc.) à tout instant et toute position de la vague
du fait de l'utilisation d'outils pouvant modi�er la forme du déferlement.
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L'outil numérique est une extension de l'outil mathématique avec l'intégration de la
puissance de calcul d'un ordinateur pour résoudre des équations aux dérivées partielles.
Le résolution de ces équations permet la connaissance d'un phénomène à chaque moment
du déferlement souhaité. Cet outil peut être divisé en deux sous-familles : la modélisation
[35, 38, 39, 122, 123, 124, 40, 53, 125] et la simulation numériques [89, 90, 48, 54, 55, 91,
126]. La modélisation numérique est une représentation simpli�ée des équations résolues
pour la simulation numérique grâce à l'utilisation d'hypothèses. Ces hypothèses vont per-
mettre une résolution rapide des équations tout en se séparant d'avantages provenant de la
simulation. Par conséquent, cette méthode est particulièrement e�cace lors de l'étude du
mouvement et du déferlement d'une vague sur plusieurs mètres/kilomètres ou la prédic-
tion du déferlement d'une vague. Cependant, l'ensemble des champs (vitesses, pression,
etc.), et la reconnexion de surface ne peuvent être représentés dans certains modèles.
Contrairement à la modélisation numérique, la simulation numérique est une méthode
permettant le calcul complet du déferlement de vague sans modi�cation de l'aspect du
déferlement et tout en conservant la connaissance de l'ensemble des champs souhaités.
Cette méthode est e�cace dans l'étude précise du déferlement. Cependant, la conserva-
tion et le calcul de l'ensemble de ces données engendrent un temps de calcul important.
De ce fait, la simulation numérique se consacre généralement à l'étude très précise d'une
seule et unique vague déferlant sur un fond plat ou sur une plage.

2.4. Bilan

L'objectif de ce manuscrit est l'analyse du déferlement d'une vague sinusoïdale péri-
odique sur fond plat en deux dimensions grâce à la simulation numérique. Cette analyse
a pour ambition d'étudier l'apparition du déferlement, et d'accroître les connaissances
sur des phénomènes associés au déferlement d'onde capillo-gravitaire sans la présence de
courants marin et aérien. Cependant, l'outil numérique utilisé (Notus CFD) a nécessité
le développement d'une méthode basée sur d'autres travaux de la littérature pour dimin-
uer fortement les erreurs engendrées lors de l'utilisation d'un maillage très ra�né. Cette
méthode sera présentée dans les chapitres 3 et 4. L'analyse du déferlement est présentée
dans le dernier chapitre.
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Chapitre 3

Notus CFD



Le code utilisé pour étudier le déferlement de vague est Notus CFD. Celui-ci, développé
au sein de l'équipe Mécanique des Fluides Numeriques (MFN) du laboratoire Institut
d'Ingénierie et de Mécanique (I2M, Université de Bordeaux, CNRS UMR 5295), fut initié
en 2015 par Stéphane Glocker, actuel chef du projet. Les développeurs ayant participé à
ce projet avant et pendant la thèse sont : Stéphane Glockner (Ingénieur de Recherche et
chef du projet), Mathieu Coquerelle (Maître de Conférences), Antoine Lemoine (Maître
de Conférences), Thomas Milcent (Maître de Conférences), Joris Picot (Ingénieur de
Recherche) et Félix Henri (Doctorant).

Avec toute l'expérience et les connaissances acquises pendant le développement du code
Thétis, ce nouveau projet fut commencé avec l'ambition de créer un code open source mas-
sivement parallèle dédié à la simulation d'écoulements incompressibles de phénomènes
diphasiques. La récence du code couplé à la complexité des objectifs du projet induisent
la nécessité d'implémenter de nouvelles méthodes qui n'étaient pas encore existantes dans
le code. De plus, étant la première thèse utilisant ce code sur un cas de dynamique com-
plexe, une validation poussée de sa capacité à représenter correctement la dynamique des
cas complexes est nécessaire. Dans ce manuscrit, l'objectif �nal de l'utilisation du code,
présenté dans ce chapitre, est d'étudier le comportement des vagues déferlantes de petites
longueur d'onde dans une eau de profondeur variable. Ainsi, le code sera validé dans le
chapitre suivant grâce notamment à la comparaison entre des résultats expérimentaux
et des simulations pour des impacts de gouttes (échelle capillaire) et un déferlement de
vague sur une plage (échelle gravito-capillaire).

Dans un souci de compréhension de l'outil numérique utilisé tout au long de ce manuscrit,
le présent chapitre est consacré à la présentation du code, des méthodes numériques et des
notions importantes liées à l'outil. Il peut être lu comme une introduction approfondie
du chapitre suivant portant sur le développement de la méthode High Order Momentum
Preserving (HOMP) proposée a�n d'accroître la précision des simulations du déferlement
de vague. A�n de simpli�er la lecture et la compréhension des équations et du code, seule-
ment deux dimensions seront présentées. La troisième dimension peut être représentée de
manière similaire aux deux premières dimensions.

Avant de présenter les équations résolues lors des simulations, il est important de dé�nir
le cadre dans lequel ces équations seront discrétisées. Les sections 3.1 et 3.2 présentent
les bases de la résolution de ces équations. Elles dé�nissent les notions de maillage,
grille décalée, valeur moyennée et volumes �nis. L'ensemble de ces notions fondamentales
permettent une bonne compréhension de la méthode proposée et de son impact lors de
la simulation précise de phénomènes complexes comme le déferlement de vague. Suite à
l'introduction de ces notions fondamentales, les équations résolues et l'algorithme proposé
pour les résoudre seront présentés et discutés dans les sections 3.3, 3.4 et 3.5. Pour �nir,
dans un soucis de présentation complète de l'outil numérique, les schémas numériques
(section 3.6) et les conditions limites (section 3.7) sont rapidement introduits dans le
cadre des volumes �nis sur un maillage décalé. Ces deux dernières parties, nécessaires
lors d'une présentation complète d'un code numérique, ne sont pas nécessaires pour une
bonne lecture des chapitres suivants.

3.1. Structure du maillage

La résolution des équations présentées dans la section 3.3 s'appuie sur l'utilisation d'un
maillage (ou grille) cartésien structuré ayant la caractéristique d'être décalé. Ce type de
grille, appelé Marker-And-Cell (MAC), fut présenté pour la première fois par F. H. Harlow
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: Champ scalaire (p, ρ, µ, etc.)
: Champ vectoriel - composante suivant x (u, ax)
: Champ vectoriel - composante suivant y (v, ay)

x

y

i− 1 i i+ 1i− 1
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j − 1
2
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Figure 3.1. � Description d'une grille du type Marker-And-Cell grid.

et al en 1965 [127]. Elle a la particularité de discrétiser le domaine étudié sous la forme
de pavés droits que l'on appelera cellules ou mailles dans la suite du manuscrit. Au sein
de ces cellules, les divers champs et paramètres physiques y sont représentés. Les champs
scalaires, telles que la pression p et la fonction de fraction volumique χ, se situent au centre
de chaque cellule. Au contraire, les champs vectoriels (vitesse u, etc.) sont quant à eux
dé�nis au centre des faces des cellules. Il a été montré par D. Cline et al en 2005 [128] que
l'utilisation d'une grille MAC permet une bonne stabilité des simulations et a l'avantage
de pouvoir modéliser le mouvement de �uides subissant de grandes déformations, ainsi
que la reconnexion et déconnexion de ceux-ci. Il permet également de minimiser les
erreurs commises lors de l'utilisation de la méthode �prediction-correction� lors de la
résolution des équations de Navier-Stokes en incompressible. Cependant, le principal
désavantage de cette méthode est le stockage de la position de chaque élement augmentant
considérablement la mémoire nécessaire en trois dimensions. La �gure 3.1 représente la
disposition des indices associés à un maillage de type MAC. Les indices i et j permettent
une représentation de la position de la cellule dans le domaine. L'indice i (respectivement
j) est un indicateur de position suivant la direction x (respectivement y) et varie entre 1
et nlignes (respectivement ncolonnes). Les entiers nlignes et ncolonnes représentent le nombre
de cellules suivant les deux directions.

3.1.1. Coordonnées

Les équations seront résolues sur trois grilles : scalaire, vectorielle suivant x et vectorielle
suivant y. L'utilisation de ces grilles nécessite la connaissance du centre de chaque cellule
ainsi que la position de ses faces. Le code utilisant un maillage cartésien, ces informations
se réduisent à connaitre uniquement un nombre réduit de valeurs : les coordonnées du
centre de la cellule (xcentre, ycentre), les coordonnées suivant x des faces gauche et droite
de la cellule xface,gauche et xface,droite, et �nalement les coordonnées suivant y des faces
basse et haute de la cellule yface,basse et yface,haute. La �gure 3.2 schématise la position des
coordonnées pour une cellule. Il est possible de dé�nir la position des cellules associées à
chaque grille grâce aux �gures 3.1 et 3.2.

Le maillage utilisé est structuré, ainsi une face est reliée à deux cellules di�érentes. Par
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Figure 3.2. � Description des coordonnées d'une cellule.

exemble, le face droite de la cellule de gauche sera identique à la face gauche de la cellule
de droite. Grâce à cette particularité, il est possible de diminuer une nouvelle fois les in-
formations stockées en une liste de coordonnées de chaque face pour toutes les directions.
En fonction de sa position dans le liste, la coordonnée sera associée à la face correspon-
dante dans la cellule étudiée. Ces informations sont dé�nies pour les trois cellules étudiées :

Coordonnées de la cellule scalaire La cellule de la grille de résolution d'un champ
scalaire à la position i, j dans la �gure 3.1 possède son centre en (xi, yj). Le centre
des faces gauche, droite, basse et haute sont respectivement positionnés en (xi− 1

2
, yj),

(xi+ 1
2
, yj), (xi, yj− 1

2
) et (xi, yj+ 1

2
).

Coordonnées de la cellule vectorielle suivant x La cellule de la grille de résolution
d'un champ vectoriel décalé dans la direction x à la position i − 1

2
, j dans la �gure 3.1

possède son centre en (xi− 1
2
, yj). Le centre des faces gauche, droite, basse et haute sont

respectivement positionnés en (xi−1, yj), (xi, yj), (xi, yj− 1
2
) et (xi, yj+ 1

2
).

Coordonnées de la cellule vectorielle suivant y La cellule de la grille de résolution
d'un champ vectoriel décalé dans la direction y à la position i, j − 1

2
dans la �gure 3.1

possède son centre en (xi, yj− 1
2
). Le centre des faces gauche, droite, basse et haute sont

respectivement positionnés en (xi− 1
2
, yj), (xi+ 1

2
, yj), (xi, yj−1) et (xi, yj).

3.1.2. Volume de contrôle

Le partitionnement du domaine en trois types de cellules présentées s'appelle communé-
ment volume de contrôle Ωvc. Ce terme, utilisé par la suite pour dé�nir les volumes �nis,
sera employé comme étant un terme pouvant être remplacé par l'une des trois partitions
de domaines. Il est, ainsi, utilisé pour simpli�er les explications. De manière plus pré-
cise, les volumes de contrôle de chaque cellule Ωc

i,j (scalaire), Ωu
i,j (vectoriel suivant x)

34



et Ωv
i,j (vectoriel suivant y) sont représentés respectivement par les domaines rectangu-

laires correspondant Ωc
i,j = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] × [yj− 1

2
, yj+ 1

2
], Ωu

i,j = [xi−1, xi] × [yj− 1
2
, yj+ 1

2
] et

Ωv
i,j = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
]× [yj−1, yj]. Ces volumes de contrôles sont présentés dans la �gure 3.3.

Le décalage de ces volumes de contrôle est la base de la particularité de la grillle MAC.
Les avantages apportés par l'utilisation d'une telle méthode seront expliqués tout au long
de ce chapitre.

i− 1 i− 1
2 i i+ 1

2

j − 1

j − 1
2

j

j + 1
2

: Champ scalaire
: Champ vectoriel suivant x
: Champ vectoriel suivant y

: Volume de contrôle du champ scalaire
: Volume de contrôle du champ vectoriel suivant x
: Volume de contrôle du champ vectoriel suivant y

Figure 3.3. � Schéma des volumes de contrôle. Les champs scalaire, vectoriel suivant x et
vectoriel suivant y sont associés aux couleurs rouge, bleue et verte.

3.2. Méthode des Volumes Finis

Le code Notus est basé sur la méthode des volumes �nis pour résoudre les équations de
Navier-Stokes. Les articles écrits par S. Godunov et I. Bohachevsky [129], A. N. Tikhonov
et A. A. Samarskii [130] et P. W. McDonald [131] font partie des écrits précurseurs de
la méthode des volumes �nis. Avant de présenter la méthode, des propriétés mathéma-
tiques nécessaires sont développées sur la variable moyennée dans la sous-section 3.2.1 et
le théorème de �ux-divergence dans la sous-section 3.2.2. Ces propriétés seront fonda-
mentales lors de la résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode des volumes
�nis. Suite à l'introduction de ces notions, la méthode des volumes �nis est décrite dans
la sous-section 3.2.3.

3.2.1. Variable moyennée

La méthode des volumes �nis est basée sur la notion de variable moyennée. Ces variables
correspondent à l'utilisation d'une valeur moyenne de la variable sur un domaine de calcul.
En supposant une variable fV F (x) quelconque variant dans un volume de contrôle Ωvc, la
résultante de la moyenne correspond à l'intégrale de cette valeur sur tout le volume de
contrôle. En e�et, la variable fV F (x) peut être décomposée en deux composantes fV F (x),
la valeur moyennée, et f̃V F (x) la variation de cette valeur sur le volume de contrôle. Soit
:

fV F (x) = f̄V F (x) + f̃V F (x)
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La relation entre la fonction et ses composantes est schématisée dans la �gure 3.4. La
variation f̃V F (x) de la fonction fV F (x) a pour particularité mathématique d'avoir une
intégrale nulle sur l'ensemble du volume de contrôle. Par conséquent, cela revient à :

1

|Ωvc|

∫
Ωvc

fV F (x)dΩ =
1

|Ωvc|

(∫
Ωvc

fV F (x) dΩ +

∫
Ωvc

f̃V F (x) dΩ

)
=

1

|Ωvc|

∫
Ωvc

fV F (x) dΩ = fV F (x)

(3.5)

Ωvc

0

fV F (x)

f̃V F (x)

fV F (x)

fV F (x)

Figure 3.4. � Schéma en 1D d'une fonction fV F (x) et de ses deux composantes fV F (x) et
f̃V F (x).

3.2.2. Théorème de Green-Ostrogradski

Le théorème de Green-Ostrogradski [132], aussi appelé théorème de �ux-divergence, est
un théorème démontrant l'égalité entre l'intégrale de la divergence d'un champ vectoriel
sur un volume de contrôle et l'intégrale du �ux du champ vectoriel à travers les faces de
ce volume de contrôle : ∫

Ωvc

∇.fV FdΩ =

∫
∂Ωvc

fV F .nvcd∂Ωvc (3.6)

avec fV F une fonction représentant un champ vectoriel quelconque, Ωvc le volume de
contrôle, ∂Ωvc surface externe du volume de contrôle et nvc le vecteur normale sortante
de la surface du volume de contrôle. Ce théorème est utilisé pour faciliter la résolution
des intégrales avec une divergence en un calcul de �ux sur les parois du volume. Dans le
cas présent de volume de contrôle rectangulaire, la normale extérieure de la surface peut
être découpée en quatre parties correspondant aux quatre faces. La �gure 3.5 schématise
ce découpage des variables.

Ωvc

Svc,basse

Svc,haute

Svc,gauche Svc,droite

Figure 3.5. � Schéma des �ux du volume de contrôle.
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3.2.3. La méthode

Maintenant que les notions de variable moyennée et du théorème de �ux-divergence ont
été présentées, la méthode des volumes �nis est décrite. Elle consiste en la résolution de
l'intégrale sur un volume de contrôle des équations souhaitées. Cependant, les intégrales
étant trop complexes à résoudre en état, les deux propriétés mathématiques (équations
3.5 et 3.6) seront utilisées pour faciliter leurs résolutions. Tandis que la moyenne de la
variable permet d'approcher l'intégrale parfaitement mathématiquement, le théorème de
Green-Ostrogradski est une méthode permettant la simpli�cation de la résolution de cer-
taines parties des équations aux dérivées partielles.

Il existe deux propriétés importantes lors de la résolution des équations grâce à la
méthode des volumes �nis avec des �ux : la conservation et la consistance des �ux.

Conservation La résolution �nale des équations se fait grâce, en partie, à l'étude des
�ux entrants et sortants du volume de contrôle (voir �gure 3.2.2). La conservation des
�ux est le fait d'imposer, sur l'ensemble de la surface de la cellule, une égalité entre le
�ux entrant et l'opposé du �ux sortant. La somme des �ux donne un résultat �nal nul.
Cela revient à dire que l'ensemble des �ux sortants de la cellule est de même intensité que
celui des �ux entrants. C'est-à-dire∑

faces

fV C .SV C = 0

avec fV C le champ vectoriel quelconque à intégrer et SV C la normal sortante des faces
du volume de contrôle. L'utilisation de cette hypothèse permet d'obtenir une conservation
globale de la variable dans l'ensemble du système. Il ne doit pas y avoir de perte ou de
création de cette variable au sein du système de manière non souhaitée (hors termes
sources).

Consistance La consistance des �ux est l'utilisation des �ux reconstruits de la manière
la plus proche possible de �ux réel. En e�et, ne connaissant pas parfaitement chaque in-
formation dans les positions souhaitées, il faut reconstruire et interpoler la variable. En
e�ectuant ces opérations, des erreurs numériques apparaissent et viennent perturber les
résultats. Sachant que pour une face d'une cellule, le �ux calculé pour cette face doit
être égal au �ux calculé pour la même face mais du point de vue de la cellule voisine
(consistance des �ux). Cependant, à cause des erreurs de calculs, ces deux �ux ne sont
pas strictement identiques. Il faut, par conséquent, choisir le �ux à utiliser. Dans ce but,
il existe des méthodes, appelées limiteur de �ux, permettant le calcul du �ux �nal grâce
à l'utilisation d'un algorithme plus ou moins complexe. Le �ux obtenu sera par la suite
utilisé pour les deux cellules voisines.

Dans le cadre du code utilisé (cartésien avec une grille MAC), il est possible de simpli�er
les équations en utilisant une méthode de reconstuction de la variable uniquement suivant
une direction et de garder la valeur moyennée dans l'autre direction. E�ectivement, le
calcul du �ux sur une paroi revient à intégrer cette variable sur la surface. Dans notre
cas, la surface étant un segment suivant la direction x ou un segment suivant la direction
y, il est de ce fait possible de conserver la variable moyennée dans la direction du segment
et de reconstruire uniquement la variable dans la seconde direction.
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3.2.4. Limiteur de �ux

Le limiteur de �ux est une fonction mathématique permettant dans un premier temps
l'utilisation d'une méthode consistante pour les deux cellules voisines de la face de contact,
et dans un second temps de limiter la pente du �ux. La représentation du �ux provenant
d'une reconstruction d'une variable ne peut être parfaite. Les erreurs numériques peu-
vent devenir trop importantes et faire diverger la reconstruction par rapport au �ux exact
attendu. Le limiteur permet de minimiser cette erreur et stabilise le calcul des �ux. De
manière générale, un �ux de haute résolution, plus précis mais moins stable, et un �ux de
basse résolution, moins précis mais stable, sont calculés. Dans le cas où le �ux de haute
précision ne présente pas d'oscillations pouvant perturber la solution, le �ux �nal sera
celui proche du �ux de haute precision. A l'inverse, s'il semble être fortement oscillant,
le �ux stable sera privilégié par la limiteur de �ux. Cette méthode mathématique permet
d'accentuer la consistance des �ux et la stabilité des résultats.

Dans le code, le �ux utilisé pour l'ensemble des résultats est celui de Godunov.

Fgodunov =

{
min(Fgauche, Fdroite) si fgauche < fdroite

max(Fgauche, Fdroite) sinon

avec Fgodunov le �ux �nal calculé par la méthode, Fgauche et Fdroite les �ux des cellules
de gauche et de droite, fgauche et fdroite les variables, recontruites des cellules gauche et
droite, transportés par le champ de vitesse. Les opérations min et max renvoient la plus
petite et la plus grande des valeurs entre les deux variables d'entrées.

Le limiteur Godunov fut choisi car il a déjà démontré sa capacité lors de la simulation
d'écoulements complexes diphasiques [91].

3.2.5. Interpolation et reconstruction

Lors de la résolution des équations grâce à la méthode des volumes �nis, il est impor-
tant de dé�nir les notions d'interpolation et de reconstruction. Un des points présentés
précédemment est la notion de valeur moyennée. Les interpolations sont des méthodes
mathématiques permettant de connaitre la valeur d'une variable en un point grâce à la
connaissance de cette variable en plusieurs autres points. Si la variable est moyennée, le
resultat obtenu par l'utilisation d'une de ces méthodes reste moyennée. La schématisation
de l'interpolation centrée est présentée dans la �gure 3.6. La variable moyennée f̄c est
une interpolation au centre des deux variables f̄g et f̄d. L'interpolation s'e�ectue suivant
l'équation suivante

f̄c =
||Ωvc,g||2f̄g + ||Ωvc,d||2f̄d

||Ωvc,c||2
La reconstruction est une méthode mathématique, qui, à l'inverse de l'interpolation

permet d'approximer la valeur non moyennée grâce à des valeurs moyennée. Lors de
l'utilisation du thèorème de Green-Ostrogradski, il est nécessaire de connaître la valeur
du champ non moyenné sur les faces. Pour cela un schéma numérique, détaillé dans la
section 3.6, sera utilisé. Le principe d'une reconstruction est l'approximation de la fonction
réelle par une autre fonction. Connaissant la valeur moyennée en plusieurs cellules, il
est possible de reconstruire une fonction approchée ayant pour caractéristique d'avoir
sa valeur moyennée égale à celle connue sur chaque volume de contrôle. Pour �nir, la
variable reconstruite est l'évaluation au point souhaité de la fonction approchée. La
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Ωvc,g Ωvc,d Ωvc,c

f̄g

f̄d

f̄c

Figure 3.6. � Description d'une interpolation centrée d'une variable moyennée f̄c grâce
aux variables f̄g et f̄d. La couleur bleue représente la cellule de gauche et la
couleur rouge la cellule de droite. Les hachures décrivent les valeurs utilisées
pour l'interpolation (en vert).

Ωvc,g Ωvc,d
xint

f̄g

f̄d

fc

fonction approchée

Figure 3.7. � Description d'une reconstruction centrée d'une variable fc grâce aux vari-
ables f̄g et f̄d. La couleur bleue représente la cellule de gauche et la couleur
rouge la cellule de droite. La courbe noire est la fonction reconstruite.

�gure 3.7 est une schématisation d'une reconstruction centrée. Les schémas numériques
de reconstruction plus précis sont présentés dans la section 3.6.

3.3. Équations résolues

Maintenant que la base mathématique nécessaire à la résolution des équations a été
discutée, les équations résolues sont présentées. Lors de l'étude de la dynamique d'un
système diphasique, il est nécessaire de pouvoir représenter l'évolution des �uides (ρ et µ)
(sous-sections 3.3.1 et 3.4) ainsi que les champs physiques liés à la mécanique des �uides
(u et p) (sous-section 3.3.2). Les deux équations présentées seront la base de l'étude et
les méthodes numériques utilisées seront uniquement un moyen de résoudre ces équations
de la manière la plus pertinente possible.

3.3.1. Équation de continuité

L'équation de continuité en mécanique des �uides dérive de la loi de conservation de
masse. En e�et, au cours du temps, l'intégrale de la masse dans un volume Ω est constante
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:
d

dt

∫
Ω

ρ dΩ = 0 (3.7)

ρ la densité, Ω le volume de contrôle et dΩ la mesure d'intégration. La simpli�cation
de l'équation 3.7 permet d'écrire la forme �nale

∂ρ

∂t
+ ∇.(ρu) = 0 (3.8)

avec u le champ de vitesse advectant la densité au cours du temps.

Il est important de noter que l'équation de continuité transporte uniquement la densité
ρ du �uide. Les propriétés du �uides sont composées de deux variables ρ la densité et
µ la viscosité dynamique. Au lieu de résoudre une seconde équation de transport sur la
viscosité dynamique, il est possible de remplacer ces variables par une autre variable χ
représentant la proportion d'un �uide. Cette variable permet la résolution du mouvement
de deux �uides au cours du temps. L'équation résolue est

∂χ

∂t
+ ∇.(χu) = 0 (3.9)

Les propriétés physiques du �uides ρ et µ sont reconstruires grâce à χ telle que

ρ = ρ1(1− χ) + ρ2χ
µ = µ1(1− χ) + µ2χ

avec ρ1 et µ1 les propriétés du �uide 1 et ρ2 et µ2 les propriétés du �uide 2.

L'équation de continuité 3.9 sera résolue de deux manières di�érentes dans le code.
La première méthode est la représentation d'interface (section 3.4). La seconde est la
résolution de cette méthode par la méthode des volumes �nis. L'intégrale de cette équation
sur un volume de contrôle ΩV C scalaire est∫

ΩV C

∂χ

∂t
dΩ +

∫
ΩV C

∇.(χu)dΩ = 0

Par le théorème de Green-Ostrogradski, l'équation peut être modi�ée en∫
ΩV C

∂χ

∂t
dΩ +

∫
∂ΩV C

χu.nvcdSvc = 0

avec Svc la surface d'intégration et nvc la normale à la surface.
En émettant l'hypothèse que le champ de vitesse u par lequel le �uide est transporté

est proche de la valeur moyennée ū, on obtient∫
ΩV C

∂χ

∂t
dΩ +

∫
∂ΩV C

χdSvcū.nvc = 0

Le théorème d'holomorphie sous le signe intégrale permet dans ces conditions de per-
muter l'intégrale et la dérivée partielle, le premier terme est mathématiquement égal à
∂χ̄
∂t
, avec χ̄ la valeur moyennée de la fraction sur le volume de contrôle. Le second terme

correspond à l'intégrale sur quatre segments de la valeur de χ scalaire la normale à ces
segments et de nouveau scalaire au champ de vitesse. L'algorithme utilisé ne permet pas
de connaître la valeur de χ mais sa valeur moyennée χ̄. Lorsque la normale du segment
est suivant x (respectivement y), pour les faces gauche et droite (respectivement basse et
haut), il su�t de recontruire la variable par rapport à x (respectivement y) tout en con-

40



servant la moyenne suivant y (respectivement x). Dans les cas tests, cette reconstruction
se fera grâce à la méthode Upwind d'ordre 1, WENO 3, 2 et WENO 5, 3 (section 3.6.1).
Grâce à la grille MAC, le champ de vitesse moyenné est déjà connu sur les faces. Il su�t
par la suite d'évaluer le produit scalaire de l'intégrale et du champ de vitesse.
Il faut maintenant intégrer l'équation entre le temps présent tn et le temps suivant tn+1.

L'équation devient ∫ tn+1

tn

∂χ̄

∂t
dt+

∫ tn+1

tn
(

∫
∂ΩV C

χdSvcū.nvc) = 0

Tandis que le premier terme est directement égal à χ̄∗ − χ̄n (χ̄∗ correspond à la valeur
prédite au temps tn+1), l'évaluation de la seconde intégrale peut être résolue suivant di-
verses méthodes. Les méthodes utilisées dans ce manuscript sont : Euler explicit, NSSP
3, 2 et NSSP 5, 3 (section 3.6.2).

Grâce à l'utilisation des schémas numériques il est possible d'évaluer la double inté-
grale, en temps et en espace, du terme d'advection de la phase et résoudre l'équation de
continuité par la méthode des volumes �nis. Lors de l'utilisation des schémas numériques,
il est indispensable de résoudre les dérivées partielles sur des fonctions continues et dériv-
ables a�n de limiter l'apparition d'erreurs numériques allant de l'altération légère de la
dynamique jusqu'à la déstabilisation de la simulation. La variable χ̄ est issue d'un al-
gorithme de lissage avant le calcul de l'équation de continuité. La solution χ̄∗ sera donc
également lissée. La notion de lissage est expliquée dans le section 3.4 sur la représentation
d'interface.

3.3.2. Équation de conservation de la quantité de mouvement

A�n de suivre l'évolution temporelle du champ de vitesse et de pression, les équations
sous la forme conservative suivante sont résolues :

∂(ρu)

∂t
+ ∇.(ρu⊗ u) = −∇p+

∑
forces (3.10)

∇.u = 0 (3.11)

Tandis que l'équation 3.10 représente l'évolution de la quantité de mouvement volu-
mique ρu au cours du temps, l'équation 3.11 permet la prise en compte de l'hypothèse
d'incompressibilité du système étudié.

Tandis que la partie gauche de l'équation 3.10 décrit l'accélération ∂(ρu)
∂t

+∇.(ρu⊗u),
la partie droite décrit la force de gradient de pression et l'ensemble des autres e�orts
extérieur

∑
forces venant impacter le système. À travers la résolution de cette équation,

on souhaite étudier le comportement de deux champs d'intérêts : la vitesse u et la pres-
sion p. A�n de résoudre les deux champs d'intérêts grâce aux équations 3.10 et 3.11, la
méthode de prédiction-correction est utilisée. La méthode propose de découpler la réso-
lution de u et p grâce aux deux équations précédentes (section 3.5). Une nouvelle fois,
l'utilisation des schémas numériques permet la résolution des dérivées partielles sur des
fonctions continues et dérivables. Les champs de densité et de viscosité sont calculés grâce
à la fonction χ̄ lissée sur plusieurs cellules. Cette utilisation induit un abaissement de la
qualité de représentation de l'interface mais la résolution de l'équation est possible car
les variables ne sont plus discontinues. Les di�érents termes résolus sont présentés. Puis
l'utilisation de la méthode des volumes �nis et des schémas est discutée pour chaque force.
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Pour les termes d'inertie et de tension de surface, dé�nis par la suite, une équation de
stabilité est présentée. Ces deux équations permettent de calculer le pas de temps maximal
entre deux temps pour lequel la simulation est supposée stable énergétiquement. Un
coe�cient CFL multiplie le pas de temps obtenu a�n de s'assurer de la bonne convergence
de la simulation. Dans les prochains chapitres, le pas de temps sera soit �xe, soit calculé
grâce au coe�cient CFL de telle sorte que

∆t = min(∆tinertie,∆tTS).CFL

avec ∆t le pas de temps entre tn et tn+1, ∆tinertie le pas de temps calculé pour le terme
d'inertie et ∆tTS le pas de temps calculé pour la tension de surface. Lors des simulations
de déferlement de vague faites au cours de la thèse, la condition de stabilité la plus
contraignante pour les maillages utilisés est celle liée à la tension de surface.

3.3.2.1. Accélération - partie temporelle

L'accélération du �uide est représentée par le premier terme

∂(ρu)

∂t

Lors de l'utilisation de la méthode des volumes �nis, l'intégrale sur le volume de contrôle
Ωvc vectoriel (suivant x pour u et suivant y pour v) donne∫

Ωvc

∂(ρu)

∂t
dΩ (3.12)

L'approximation que la moyenne de la quantité de mouvement volumique ρ̄u est proche
de la moyenne de chaque terme séparé ρ̄ū est faite. L'équation 3.12 devient

∂(ρ̄ū)

∂t
(3.13)

Cette équation est intégrée par rapport au temps entre tn et tn+1 tel que, comme lors
de l'équation de continuité 3.8, cela devient∫ tn+1

tn

∂ρ̄ū

∂t
dt = (ρ̄ū)n+1 − (ρ̄ū)n ≈ ρ̄n+1ūn+1 − ρ̄nūn

avec l'approximation que le découplage des deux variables ρ̄ et ū au temps t soit proche
de la quantité de mouvement ρ̄ū à ce même temps.

La résolution de ce terme par la méthode des volumes �nis devient ρ̄n+1ūn+1 − ρ̄nūn.
A�n que le champ de densité corresponde au champ de vitesse, il est interpolé à l'ordre 2
sur les grilles vectorielles.

3.3.2.2. Accélération - partie spatiale

L'accéleration du �uide est représentée par le second terme

∇.(ρu⊗ u)

Ce terme possède un opérateur divergence, le théorème de Green-Ostrogradski peut
être utilisé. De la même manière que le terme d'advection de l'équation de continuité 3.8,
l'équation intégrée sur le volume de contrôle vectoriel ΩV C est simpli�ée en
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∫
ΩV C

∇.(ρu⊗ u)dΩ =

∫
∂Ω

ρu⊗ u.d∂Ω

A�n d'avoir une méthode synchronisée avec la méthode utilisée pour la résolution de
l'équation de continuité, le second terme de champ de vitesse est directement approximé
à l'ordre 2 à u ≈ ū, ∫

∂Ω

ρu⊗ u.d∂Ω ≈
(∫

∂Ω

ρu.d∂Ω

)
⊗ ū

Lors de la résolution de l'équation de continuité, un schéma numérique sera utilisé pour
recontruire le premier terme suivant la direction x ou la direction y. Il faut impérativement
utiliser le même schéma numérique. Pour évaluer ρu, il su�t de reconstruire la variable
séparément grâce aux variables moyennées connues ρ̄ et ū. La di�érence par rapport à
l'équation de continuité 3.8 est la position du terme ū situé sur les faces. Les interpolations
de ces variables sont e�ectuées grâce à un schéma centré d'ordre 2 ou un schéma WENO
4.
Finalement l'évaluation de l'intégrale temporelle de ce terme∫ tn+1

tn

∫
∂Ω

ρu.d∂Ω⊗ ū dt

doit être faite de manière synchronisée avec l'équation de continuité 3.8. Le même
schéma temporel doit être utilisé.

La contrainte de stabilité liée à ce terme provient de l'étude du maximum de la vitesse
sur un pas d'espace :

∆tinertie = max
i,j

(
|ūi,j|

xi − xi−1

,
|v̄i,j|

yj − yj−1

)

3.3.2.3. Gradient de pression

Le gradient de pression joue un rôle essentiel et important dans le balancement des
autres forces exercées sur le système. De plus, lors d'un déferlement, le mouvement de
l'eau devient fortement non uniforme avec des accélérations importantes proche de la
surface, créant de grandes modi�cations de pression. Il en devient crucial de résoudre le
gradient de pression lors de l'étude du déferlement :

−∇p

L'ajout de cette force nécessite la résolution de la pression à chaque pas de temps. Cette
résolution s'e�ectue grâce à la méthode prédiction-correction introduite dans la section
3.5.1. Cette force étant liée directement aux autres forces et faisant o�ce de balance-
ment des forces, il est nécessaire de la résoudre de manière pointilleuse pour éviter toute
augmentation de l'énergie au sein du système. La méthode consiste en l'utilisation d'un
terme d'incrément de pression Ψ dé�nie par pn+1 = pn + Ψ.

L'intégrale spatiale sur le volume de contrôle vectoriel du terme de gradient de pression
peut s'écrire en injectant la notion de moyenne :

−
∫

ΩV C

∇pdΩ = −∇p̄

avec p̄ la valeur moyennée de la pression sur le volume de contrôle. Le terme de gradient
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est résolu grâce à un schéma centré d'ordre 2. L'utilisation d'un maillage décalé permet
d'obtenir directement l'évaluation du gradient dans la position souhaitée sur les grilles
vectorielles sans interpolation ou manipulation particulière.
L'intégrale temporelle fait intervenir la méthode de prédiction-correction de la section

3.5.1. Dans un premier temps, l'intégrale du gradient de pression sera approximé par un
schéma euler implicite :

−
∫ tn+1

tn
∇p̄dt ≈ −∆t∇p̄n+1 (3.14)

En injectant le terme d'incrément de pression dans l'équation 3.14, celle-ci devient

−∆t∇p̄n+1 = −∆t (∇p̄n + ∇Ψ̄)

avec Ψ̄ la valeur moyennée de l'incrément de pression Ψ.

Ce découplage en deux termes de l'évaluation de la pression permet le calcul du champ
de pression moyenné.

3.3.2.4. Force de gravité

Les cas étudiées dans ce manuscrit peuvent être gravitationnels. C'est-à dire que le force
de gravité joue un rôle non négligeable dans la dynamique du système. Pour les vagues
étudiées, la force de gravité est importante. Plus la longueur de la vague est grande, plus
la part d'énergie potentielle au sein de l'énergie totale est importante. D'après les études
analytiques, cette énergie peut atteindre 50% de l'énergie totale. La force de gravité
résolue s'écrit sous la forme :

ρg

avec ρ le champ de densité et g = (0,−9.81, 0) la constante de gravité agissant sur terre.

L'intégrale spatiale de ce terme est directe. Sachant que la variable g est constante, il
ne reste plus que l'intégrale de la densité. Celle-ci est mathématiquement égale à la valeur
moyennée de la densité sur le volume de contrôle vectoriel.∫

ΩV C

ρgdΩ = ρ̄g

Le champ de densité est connu sur la grille scalaire. Une étape d'interpolation est
nécessaire pour décaler cette variable sur une grille vectorielle. Pour cela, une méthode
centrée d'ordre 2 est utilisée.
La seconde étape de la méthode des volumes �nis consiste en l'intégration temporelle de

ce terme. Un schéma explicite sera utilisé pour l'évaluation de l'intégrale temporelle lors
de la simulation du déferlement de vague. Cependant, uniquement pour la véri�cation
de la méthode HOMP proposée, un schéma Crank-Nicolson, d'ordre plus élevé, sera utilisé.

L'intégrale temporelle utilisée dans l'équation de Navier-Stokes avec la méthode des
volumes �nis est ∫ tn+1

tn
ρ̄g dt

3.3.2.5. Force de tension de surface

La force de tension de surface est une force surfacique correspondant à l'interaction
au niveau moléculaire entre deux �uides modi�ant le mouvement de l'interface pour des
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systèmes de petites dimensions. Cette force joue un rôle important dans la dissipation de
l'énergie au cours du déferlement car une partie de l'énergie mécanique est emmagasinée
au niveau de l'interface et induit un mouvement de surface générant des anneaux de
vorticité en dessous et au dessus de l'interface. Cette force est représentée par

σκδΓnΓ

avec σ le coe�cient de tension de surface entre les deux �uides, κ la courbure à
l'interface, δΓ la masse de Dirac permettant l'évalutation de la force uniquement sur
l'interface et nΓ la normale à l'interface.
Le modèle Continuum Surface Force (CSF) utilisé a été introduit par Brackbill et al en

1992 [133]. Il propose de réécrire δΓnΓ grâce à la fonction charactéristique χ : δΓnΓ ≈∇χ.
La force devient :

σκ∇χ

L'intégrale spatiale de ce terme sur un volume de contrôle vectoriel est∫
ΩV C

σκ∇χdΩ ≈ σκ

∫
ΩV C

∇χdΩ = σκ∇χ̄

L'équation issue de la méthode CSF, nécessite le calcul de la courbure κ. Ce point
est expliqué dans la �n de cette sous-section. L'évaluation du gradient de la fonction
caractéristique moyennée χ̄ doit être strictement identique à l'évaluation du gradient de
pression. L'utilisation d'une méthode di�érente peut engendrer des erreurs numériques
importantes.

L'intégration temporelle de ce terme est totalement explicite. Le terme �nal injecté
dans l'équation est ∫ tn+1

tn
σκ∇χ̄ dt = σκn∇χ̄n

La contrainte de stabilité liée à ce terme provient des ondes capillaires sur un pas
d'espace

∆tTS = max
i,j

(
ūi,j +

√
σπ(κi,j+κi−1,j)

(ρi,j+ρi−1,j)

xi − xi−1

,
v̄i,j +

√
σπ(κi,j+κi,j−1)

(ρi,j+ρi,j−1)

yj − yj−1

)

3.3.2.5.1. Méthodes de calculs de la courbure κ

Fonction hauteur La première méthode présentée dans cette section n'était pas
présente dans le code. Celle-ci fut implémentée, véri�ée et validée sur les cas tests analy-
tiques de la littérature. L'objectif principal de la thèse ne portant pas sur le calcul de la
tension de surface, les travaux e�ectués sur cette méthode ne sont pas présentés. Unique-
ment les résultats provenant de la méthode connue dans la littérature sont présentés.
Pour les méthodes de représentation d'interface géométriques (Volume-Of-Fluid et Moment-

Of-Fluid), l'évaluation de la courbure est e�ectuée grâce à la méthode des fonctions hau-
teurs. Cette méthode présentée par S. Popinet [134] a été modi�ée par M. Owkes et al
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[135] a�n de correspondre à des maillages non structurés. Les deux algorithmes ont été
utilisés tels que lorsque les informations pour calculer la fonction hauteur sont su�sa-
ment précises, la méthode proposée par S. Popinet est utilisée. Cependant, si l'interface
n'est pas su�sament bien représentée, la méthode proposée par M. Owkes et al est utilisée.

Une fonction hauteur est la sommation sur plusieurs mailles de la fonction caractéris-
tique sans lissage suivant une direction donnée x ou y.

Hf = x0 +
∑
i

χ̄i∆i

avec Hf la fonction hauteur x0 la position de la face la plus basse, ou la plus à gauche,
des cellules et ∆i le pas d'espace de la cellule i, à remplacer par ∆xi ou ∆yi. La �gure 3.8
est la schématisation de la fonction hauteur suivant la direction y. En fonction du calcul
de la normal ∇χ̄, si la normal suivant x est supérieur à la normale suivant y, la direction
du calcul de la fonction hauteur est la direction x, et inversement. Lorsqu'il est possible
de traverser totalement l'interface pour les trois fonctions hauteurs calculées, la méthode
developpée par S. Popinet est utilisée. Cependant, lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir
cette propriétés sur quelques mailles, la méthode de M. Owkes est utilisée. Elle consiste
en une rotation de maillage permettant de faire coincider la direction de la fonction
hauteur avec la normale calculée. Malgré une meilleure approximation de la courbure
pour des éléments composés de quelques mailles (goutte, bulle, etc.), elle est cependant
moins précise que la méthode standard de S. Popinet pour les fonctions hauteurs calculées
correctement.
Suite au calcul des trois fonctions hauteurs, la courbure est calculée grâce à l'équation

suivante :

κ =

Hf,i+1−2Hf,i+Hf,i−1

∆2(
1 + (

Hf,i+1−Hf,i−1

2∆
)2
)3/2

avec ∆ pouvant être ∆x (direction y) ou ∆y (direction x). La description plus précise
de la fonction hauteur et de son utilisation peut être trouvée dans les articles écrits par
S. Popinet [136, 134].

Courbure depuis la fonction distance La seconde méthode de calcul de la cour-
bure est quant à elle déjà implémentée dans le code. Elle s'utilise avec la représentation
de l'interface issue de la fonction de distance Level-Set Method. La méthode Closest-
Point (CP) développée par M. Coquerelle et S. Glockner [137] permet l'évalutation de la
courbure grâce à

κ = ∇.

(
∇φ

||∇φ||2

)
avec φ la fonction distance à l'interface, au point de l'interface la plus proche de l'endroit

où l'on souhaite évaluer la courbure. Cette méthode, d'ordre 4, est utilisable uniquement
pour la représentation d'interface Level-Set Method car elle utilise la caractéristique de
la fonction distance. Pour plus d'information sur la méthode CP, le lecteur est invité à
lire l'article [137].

3.3.2.6. Force visqueuse

L'un des enjeux de la thèse est d'étudier la dissipation de l'énergie totale au fur et à
mesure que le brassage se produit. La force de viscosité est l'élément moteur provoquant
une dissipation de l'énergie mécanique permettant au déferlement de s'estomper. Pour
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Figure 3.8. � Schéma de la fonction hauteur suivant la direction y.

les systèmes étudiés, la dynamique est considérée incompressible : ∇.u = 0. La force de
viscosité pour un �uide incompressible se traduit de la manière suivante :

∇.(µ(∇u + (∇u)
T

))

avec µ la viscosité dynamique du �uide et u le champ vectoriel de vitesse associé au
�uide.
L'intégration spatiale de ce terme s'e�ectue par l'évolution des �ux sur le volume de

contrôle vectoriel, suivant x lors de la résolution de u et suivant y lors de la résolution de
v. Soit ∫

ΩV C

∇.(µ(∇u + (∇u)
T

))dΩ =

∫
∂Ω

µ(∇u + (∇u)
T

).d∂Ω

Cette fonction est résolue sur les quatres faces gauche, droite, basse et haute. A�n de
simpli�er, l'hypothèse, à l'ordre 2, de l'approximation de la valeur en sa valeur moyennée
est faite : ∫

∂Ω

µ(∇u + (∇u)
T

).d∂Ω ≈
∫
∂Ω

µ̄(∇ū + (∇ū)
T

).d∂Ω

Lors de la résolution de ce dernier terme, il est nécessaire de connaître la valeur de la
viscosité moyennée sur les quatre faces. Deux sont connues parfaitement grâce à la dispo-
sition des cellules, cependant, sur les deux autres faces, une interpolation est nécéssaire.
L'interpolation utilisée est harmonique. Elle correspond, en suivant le schéma de la �gure
3.9 pour l'interpolation de la viscosité dynamique sur la face basse du volume de contrôle
vectoriel suivant x, à
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µ̄int =

[
∆xi−1+∆xi

2
.
∆yj−1+∆yj

2

]
(

∆xi.∆yj
4µ̄i−1,j−1

+
∆xi−1.∆yj

4µ̄i,j−1
+

∆xi−1.∆yj−1

4µ̄i,j
+

∆xi.∆yj−1

4µ̄i−1,j

)
L'opérateur gradient est résolu grâce à une méthode centrée d'ordre 2.

µ̄i−1,j−1 µ̄i,j−1

µ̄i−1,j µ̄i,j

×

∆xi−1 ∆xi

∆yj−1

∆yj Face basse

: champ de viscosité connu µ̄
: position de u
×: position de l'interpolation µ̄int
: volume de contrôle vectoriel i, j suivant x

Figure 3.9. � Schéma de l'interpolation harmonique de la viscosité moyennée µ̄ sur la face
basse du volume de contrôle vectoriel suivant x.

L'intégration temporelle est e�ectuée grâce à un schéma euler implicite. C'est-à-dire que
l'ensemble des variables est calculée au temps tn+1. Cette méthode nécessite l'inversion
d'une matrice. Malgré le temps supplémentaire de calcul de l'inversion de la matrice,
l'utilisation d'une méthode implicite permet de s'abstraire du critère de stabilité appelé
CFL. Celui-ci étant très restrictif sur ce terme, le pas de temps est réduit fortement.
Cela augmente considérablement le temps de calcul de la simulation. L'utilisation de
la méthode augmente le temps de calcul d'une itération mais réduit de manière non
négligeable le nombre d'itérations. Le temps total de calcul est, grâce à l'implicite, réduit.
La force injectée dans l'équation 3.10 devient

∫ tn+1

tn

∫
∂Ω

µ̄(∇ū + (∇ū)
T

).d∂Ω dt = ∆t

∫
∂Ω

µ̄n+1(∇ūn+1 + (∇ūn+1)
T

).d∂Ω

3.3.2.7. Axisymétrie

Dans le cas de l'utilisation d'une simulation basée sur l'axisymétrie, c'est-à-dire lorsque
l'écoulement attendu est invariant autour d'un axe, un terme supplémentaire est ajouté
lors de la résolution de l'équation de quantité de mouvement. Ce terme est

p

r

avec r la distance entre le centre du volume de contrôle Ωvc et l'axe de révolution. Dans
le code utilisé, seul l'axe horizontal (suivant x) peut être dé�ni comme axe axisymétrique.
Par souci d'exactitude, les variables xi et ∆xi sont remplacés par ri et ∆ri. Lors de
l'utilisation de la méthode des volumes �nis sur cette force, cela devient :∫ tn+1

tn

∫
Ωvc

pf

r
dΩ dt ≈ ∆t

(
p̄f
)n
r
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avec pf la pression interpolée sur le centre du volume de contrôle et
(
p̄f
)n

la pression
interpolée moyennée sur le volume de contrôle au temps tn. L'utilisation de cette méthode
permet la validation de la méthode proposée sur des impacts de goutte sur une surface
libre.

3.4. Représentations d'interface

La représentation d'interface est une méthode permettant la résolution de l'équation
de continuité avec des hypothèses particulières. En e�et, lors de la résolution directe de
cette équation, les schémas numériques utilisés tendent à di�user et dissiper l'interface.
Ces erreurs, très petites pour une centaine d'itérations, sont en revanche plus marquantes
pour des simulations nécessitant 100 000 itérations. Depuis maintenant une trentaine
d'années, l'avancée technologique permet l'utilisation de maillages plus �ns, provoquant
une diminution du pas de temps et une augmentation importante du nombre d'itérations.
A�n de conserver une propriété d'interface nette pour chaque itération, c'est-à-dire sans
lissage, des méthodes ont été développées : Volume-Of-Fluid (VOF), Moment-Of-Fluid
(MOF) et Level-Set Method (LSM). Ces méthodes, géométriques ou mathématique, pren-
nent en compte plus d'informations et permettent le suivi de l'interface au cours du temps.
Les trois méthodes présentées, déjà implémentées dans le code, sont trois des représen-
tations d'interface les plus utilisées actuellement pour étudier une dynamique de système
diphasique. Dans un premier temps, ces représentations sont présentées. Puis dans un
second et dernier temps, le terme de lissage de l'interface sera présenté et discuté.

3.4.1. Volume-Of-Fluid (VOF)

La méthode Volume-Of-Fluid (VOF) fut présentée en premier par W. F. Noh et al
en 1976 [138]. Cette méthode est basée sur l'idée que la fonction couleur C représente
l'intégrale de la fonction caractéristique χ sur un volume de contrôle ΩV C . Cette fonction
couleur, identique à la valeur moyennée de la fonction charactéristique χ̄, représente le
taux de �uide contenu dans une maille. Initialement, cette fonction couleur était calculée
grâce à une méthode Simple Line Interface Calculation (SLIC) qui avait pour charac-
téristique de reconstruire l'interface parallèlement aux faces des cellules. L'interface ne
pouvait donc être uniquement horizontale ou verticale. Cette représentation trop simpliste
de l'orientation de l'interface nécessitait une amélioration. D. L .Young propose en 1982
[139] une amélioration de la reconstruction en une droite a�ne permettant une orientation
plus variée de l'interface. Cette méthode appelée Piecewise Linear Interface Construction
(PLIC) est celle utilisée au sein de code. La �gure 3.10 représente la reconstruction de
l'interface pour plusieurs cellules.
Les méthodes utilisées pour résoudre cette équation sont des méthodes géométriques.

L'application de méthodes géométriques à cette équation permet une conservation presque
parfaite de l'intégrale de C sur tout le domaine et de minimiser la di�usion de l'interface.
Les propriétés locales du �uide ρ et µ sont obtenues par la fonction de couleur C :{

ρ = ρ1C + ρ2(1− C)

µ = µ1C + µ2(1− C)

Aucune méthode permettant de contrôler les erreurs sur la conservation de la masse au
cours du temps n'est implementée avec la méthode VOF, ainsi de petites variations de
l'intégrale de χ apparaissent en raison des erreurs temporelle et spatiale. Cela explique la
non conservativité de la masse avec la méthode VOF. La faible erreur de la conservation
de la masse est l'une des principales raisons pour lesquelles cette méthode est couramment
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0.8 1 1 1 1

0.15 0.6 0.95 1 1

0 0 0.25 0.7 1

0 0 0 0 0.2

0 0 0 0 0 1 : Part du second �uide dans la cellule
: Reconstruction linéaire de l'interface (VOF)

Figure 3.10. � Description des informations connues pour la méthode Volume-of-Fluid
(VOF)

utilisée pour simuler des écoulements diphasiques. Cependant, en forçant cette conserva-
tion de masse, l'ordre élevé de la représentation de l'interface est di�cilement réalisable.
La méthode mise en ÷uvre est d'ordre 2 spatialement et d'ordre un temporellement. Cet
ordre inférieur et la reconstruction linéaire de l'interface induisent une impossibilité de
calculer la courbure de l'interface avec un ordre élévé. La méthode des fonctions hauteurs
est utilisée pour calculer la courbure.

La méthode Volume-Of-Fluid sera utilisée pour la véri�cation et validation de la méth-
ode proposée ainsi que pour l'étude du déferlement de vague. Elle fut privilégiée car
elle permet une bonne représentation du calcul de l'interface et son temps de calcul est
négligeable par rapport au calcul total d'une itération. Le temps est inférieur à 1%.

3.4.2. Moment-Of-Fluid (MOF)

La méthode Moment-Of-Fluid est une nouvelle méthode de suivi du volume qui utilise
les données de fraction volumique χ ainsi que les centroïdes des matériaux (Fig. 3.11). La
méthode Moment-Of-Fluid est une méthode étendue de Volume-of-Fluid. Contrairement à
la méthode précédente, elle utilise davantage d'informations pour reconstituer l'interface.
Ces surplus d'informations permettent de reconstruire des élements plus petits que la
cellule, comme par exemple des �laments. Grâce à cela, aucune perte de masse dans
chaque �uide n'est observé. La méthode est totalement conservative en masse. Les
interfaces des matériaux sont reconstruites avec un troisième ordre en espace et un second
ordre en temps. La méthode développée par A. Lemoine et al [140] est déjà implémentée
dans le code.
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: Part du second �uide dans la cellule
: Reconstruction linéaire de l'interface (VOF)
: Centroïd du premier �uide
: Centroïd du second �uide

Figure 3.11. � Description des informations connues par la méthode Moment-of-Fluid
(MOF)

La méthode Moment-Of-Fluid sera utilisée uniquement pour la véri�cation et validation
de la méthode proposée ainsi que pour l'étude du déferlement de vague. Même si sa
représentation est de très bonne qualité, le temps de calcul est important, jusqu'à 60 % du
temps total. Le gain de précision n'etait pas su�sant pour contre balancer l'augmentation
importante du temps de calcul.

3.4.3. Level-Set Method (LSM)

La méthode Level-Set conçue par S. Osher et al en 1988 [141] est une méthode de
représentation et de calcul du mouvement de l'interface en deux ou trois dimensions. De
même que pour les deux représentations précédentes, cette méthode résoud l'équation de
continuité 3.8. L'équation résolue au sein du code est :

∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0

La fonction caractéristique est remplacée par une fonction discrète φ correspondant
à la distance dφ à l'interface (Fig.3.12). La valeur 0 indique la position de l'interface.
Les valeurs positives et négatives évoquent respectivement la présence du premier et du
second �uides.

φ =


0 interface

+dφ fluide1

−dφ fluide2

L'avantage majeur de cette méthode est sa capacité à représenter de manière élevée
l'interface permettant une étude et analyse de la surface de grande qualité. Cette pro-
priété in�uence positivement le calcul de la courbure [137] et améliore l'ordre de con-
vergence du calcul de la tension de surface avec la méthode Closest-Point (sous-section
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3.3.2.5.1). A contrario, la fonction φ ne conserve pas sa propriété de fonction de distance
signée lorsqu'elle évolue dans le temps [142]. Plusieurs équations de réinitialisation ont
été mise en place a�n de redé�nir φ en fonction distance. L'utilisation d'une méthode
de réinitialisation ne permet pas une conservation de la masse totale de chaque �uide.
Ainsi les petites échelles tendent à être é�acées par cette méthode. De plus, l'utilisation
chronique d'une réinitialisation empêche la bonne modi�cation topologique (reconnexion
et déconnexion). La fréquence d'utilisation peut avoir une importance sur la dynamique
�nale du système.

-0.2 -0.45 -0.75 -1.0 -1.2

0.05 -0.25 -0.5 -0.7 -0.9

0.3 0.05 -0.2 -0.4 -0.55

0.55 0.35 0.1 -0.05 -0.25

0.85 0.6 0.4 0.25 0.1 ? : Distance à l'interface (�uide 1)
? : Distance à l'interface (�uide 2)
: Reconstruction de l'interface (VOF)

Figure 3.12. � Description des informations connues par la méthode Level-Set Method
(LSM)

La méthode permettant le passage de la fonction discrete φ en une fonction non lisse
χ̄ provient de l'article de C. Min et al. [143]. Elle consiste en un découpage du volume
de contrôle en triangle. Puis une fonction reliant la position des sommets et sa valeur φ
interpolée à la valeur moyenne de la fraction volumique est utilisée. La fonction décrite
dans l'article [143] provient d'une approximation à l'ordre 2 en espace.

La méthode d'advection de la Level-Set Method est basée sur l'hypothèse forte de la
fonction distance. A cause de l'utilisation répétée de schémas numériques, les erreurs
numériques vont perturber cette notion de distance. Dans le but de transformer φ en un
champ de fonction distance signée, une méthode de réinitialisation eikonal est utilisée.
Celle-ci permet de redresser la pente de la fonction en une pente unitaire :

||∇φ||2 = 1 (3.15)

La méthode eikonale est une modi�cation petit à petit de la fonction tout le temps que
l'erreur sur la pente est trop haute. Une itération de la boucle est le calcul de

φeikonal = φ+ 0.1min(∆).
φ√

φ2 + ∆2
.(1− ‖ ∇φ ‖2).e

−max
(

0,
|κ|− 5

min(∆)
5

min(∆)

)
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avec κ la courbure locale calculée grâce au Closest-Point, ∆ le pas d'espace suivant
les deux directions et φeikonal le champ φ à l'itération suivante. Lorsque φeikonal pos-
sède une erreur acceptable pour l'équation 3.15, le champ �nal est remplacé par φeikonal.
L'opérateur gradient est calculé grâce à un schéma WENO 5, 3. L'erreur minimale est
�xée à 2.10−2. Cette valeur a prouvé une bonne capacité à recti�er la pente du gradient
de la fonction distance dans un temps de calcul acceptable.

Cette méthode est utilisée uniquement lors de la véri�cation et validation de la méthode
proposée. Malgré une représentation d'ordre élevée de l'interface, il existe une perte de
masse non négligeable au fur et à mesure que la simulation avance. Les petites structures
proches de l'interface peuvent, de ce fait, être di�usées et supprimées de la simulation. De
plus, lors du déferlement plongeant, une reconnexion de l'interface s'e�ectue au point de
l'impact entre le jet et la surface de l'eau. Cette reconnexion a montré, lors de cas tests
e�ectués pendant la thèse, être sensible à la méthode de réinitialisation et à sa fréquence
d'utilisation. Pour toutes ces raisons, la méthode Level-Set Method n'est pas utilisée pour
étudier le déferlement de vague.

3.4.4. Lissage

Le lissage de la fraction volumique χ̄ semi-discrète permet de résoudre les équations de
Navier-Stokes grâce aux schémas numériques spatiaux sans injection d'erreur numérique
provenant de la résolution de dérivées partielles sur des fonctions discontinues.

Une fonction continue par morceau sans saut de valeur possède, au niveau de sa discon-
tinuité, un nombre in�ni d'onde de longueurs d'onde di�érentes. Les erreurs des schémas
numériques sont fonction de la longueur d'onde. Généralement, les plus grandes erreurs
numériques se trouvent sur les toutes petites longueurs d'onde. L'utilisation de schémas
numériques pour représenter le gradient en ce point de discontinuité, n'étant pas possible
mathématiquement car continue par morceau donc théoriquement non dérivable, génère
des oscillations provenant d'une mauvaise représentation de cette in�nité d'onde. La fonc-
tion, advectée par ce gradient, va au fur et à mesure de son déplacement se modi�er et
osciller fortement uniquement à cause de la résolution du gradient. Une manière de pallier
ce problème est de lisser la fonction au niveau de la discontinuité a�n de la rendre dériv-
able. Cette méthode stabilise, presque totalement, la résolution de l'équation. Cependant,
plus l'épaisseur physique de lissage est grande, plus la représentation de la discontinuité
sera mauvaise. Il est nécessaire de contrôler le ratio entre une bonne stabilité et une bonne
représentation de la discontinuité. Dans le cas de la simulation d'écoulement diphasique,
la fonction nécessitant un lissage est la fraction volumique χ̄. Un lissage trop important ne
permettra pas de représenter et capturer correctement les phénomènes surfaciques (on-
des, tension de surface, etc.). Les méthodes de représentation d'interface étant basées
sur deux concepts di�érents, géométrique et mathématique, il existe deux méthodes de
lissage di�érentes. La première est utilisée par les méthode Volume-Of-Fluid et Moment-
Of-Fluid (géométrique). La seconde est utilisée par la Level-Set Method (mathématique).
Les méthodes étant totalement di�érentes, l'épaisseur d'interface de lissage εlissage sera
équivalent pour toutes les méthodes lors de la validation de la méthode proposée.

3.4.4.1. Volume-Of-Fluid et Moment-Of-Fluid

La méthode utilisée pour lisser la fraction volumique moyennée χ̄ est géométrique. Elle
correspond en un algorithme itératif permettant un étalement à chaque itération de la
fonction. L'étalement permet de rendre continue la fonction. La fonction est lissée suivant
les 8 voisins de la cellule étudiée. Ainsi, chaque itération étale le lissage sur une cellule
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dans chaque direction, donc sur un total de 2 cellules supplémentaires. La méthode de
lissage, appelée pondération inverse à la distance, correspond à un poids porté par chaque
cellule équivalent à l'inverse de la distance la plus grande entre la cellule étudiée (une
des neuf cellules) et l'endroit où l'on souhaite calculer la fonction lissée. Pour la cellule
centrale, cela correspond au pas d'espace de la cellule. Pour une cellule voisine par une
face, cela correspond à la distance entre les faces les plus éloignées des cellules. Pour
une cellule voisine par le sommet de la cellule centrale, la distance est celle des coins les
plus éloignées. Le calcul des poids ωi,j des cellules permet l'évaluation �nale, pour une
itération, du lissage de la fraction volumique tel que

χ̄lisse =
∑

i=−1,1;j=−1,1

ωi,jχ̄i,j

3.4.4.2. Level-Set Method

La fraction volumique moyennée lissée χ̄lisse est calculée grâce à la fonction φ discrète.
La fonction Hε, appelée Heaviside, permet la représentation de la valeur χ̄lisse moyennée
sur un epsilon εHeaviside :

χ̄lisse = Hε (φ) =


0 si φ > εHeaviside

1 si φ < −εHeaviside
1
2

(
1 + φ

εHeaviside
+

sin
(
π φ
εHeaviside

)
π

)
sinon

avec εHeaviside = NHeaviside.
min(∆i,j)+max(∆i,j)

2
, ∆i,j le pas d'espace suivant x et y, et

NHeavisde le nombre de cellules lissées autour de l'interface. Cette méthode permet le lis-
sage de la fraction volumique sur une bande [−εHeaviside,+εHeaviside] entourant l'interface.
Autrement, il est égale à 0 dans le �uide 1 et 1 dans le �uide 2. Dans les cas de véri�cation
et validation de la méthode proposée, le nombre de cellule NHeaviside est �xé à 3. Soit une
bande totale de 6 cellules.

3.5. Algorithme du code

L'algorithme du code est présentée rapidement dans cette section. Une présentation
plus détaillée de la méthode proposée est e�ectuée dans le chapitre 4. L'algorithme est
issu de la méthode de prédiction-correction.

3.5.1. Méthode de prédiction-correction

La méthode utilisée pour représenter l'évolution des champs u et p au cours du temps
est celle développée par A. J. Chorin en 1968 [144], R. Témam en 1969 [145] et K. Goda en
1979 [146]. Ils proposent de résoudre l'équation en plusieurs étapes en utilisant l'hypothèse
d'incompressibilité (éq. 3.11) :

∇.ū = 0︸ ︷︷ ︸
Correction

A�n de simpli�er l'écriture les forces visqueuses, de surface et gravité sont englobées
dans une fonction représentant les forces extérieures

∑
forces. Le développement e�ectué

précédemment pour chaque terme de l'équation de la quantité de mouvement est utilisé
dans cette partie. Après l'utilisation de la double intégrale, spatiale et temporelle, on
obtient
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ρ̄n+1ūn+1−ρ̄nūn+

∫ tn+1

tn

∫
∂Ω

ρu.d∂Ω⊗ū dt = −∆t (∇p̄n+∇Ψ̄)+

∫ tn+1

tn

∫
ΩV C

∑
forces dΩdt

(3.16)
K. Goda propose l'introduction d'une variable temporaire ū∗ permettant une prédiction

de la vitesse au temps tn+1 avec le gradient de pression ∇pn. Cela revient à résoudre
l'équation suivante

ρ̄n+1ū∗ − ρ̄nūn +

∫ tn+1

tn

∫
∂Ω

ρu.d∂Ω⊗ ū dt = −∆t∇p̄n +

∫ tn+1

tn

∫
ΩV C

∑
forces dΩdt

Suite à la résolution de cette équation, le champ de vitesse ū∗ prédit est connu dans
l'ensemble du domaine. Cela va permettre la résolution de la seconde étape : l'étape de
correction.

Cette seconde étape est e�ectuée en deux points. Le premier point correspond au
calcul du champ de pression p̄n+1. Le second point correspond à la correction de la vitesse
en imposant l'incompressibilité du �uide. A�n de résoudre le premier point, le reste de
l'équation 3.16 est à résoudre, soit

ρ̄n+1ūn+1 − ρ̄n+1ū∗ = −∆t∇Ψ̄ (3.17)

En utilisant l'opérateur divergence sur cette équation et l'hypothèse d'incompressibilité,
on obtient

∇.ū∗ = ∇.

(
∆t

ρ̄n+1
∇Ψ̄

)
La résolution de cette équation, aussi appelée équation de Poisson, est résolue en �x-

ant un point dans la grille. Après résolution de Ψ̄, il est possible de connaître le champ
de pression p̄n+1 grâce à la formule p̄n+1 = p̄n + Ψ̄. Le second point utilise la formule
3.17. Il n'existe maintenant plus qu'une seule variable inconnue ūn+1 dans l'équation. Il
est important, et nécessaire, d'utiliser le même opérateur numérique du gradient entre le
premier et le second point.

Cette méthode, couramment utilisée dans l'ensemble des codes de simulations d'écoulements
biphasiques, permet le suivi des champs de pression p̄ et de vitesse ū au cours du temps.

3.5.2. Algorithme

Dans cette section, une presentation rapide de l'algorithme High Order Momentum
Preserving (HOMP), est e�ectuée. La présentation détaillée est réalisée dans la section
correspondante de la présentation de l'algorithme (chapitre 3). L'algorithme est détaillée
pour l'ensemble des forces présentées précédement, d'un point de vue global. Toutes les
forces ne seront pas utilisées pour chaque simulation.

3.5.2.1. Étape 1 : Advection de la phase

L'advection de la phase χ̄ est e�ectuée grâce à une méthode de représentation d'interface.
Pour les méthodes VOF et MOF, la vitesse utilisée est une extrapolation au temps tn+1

du champ de vitesse : ūn+1
ext = 2ūn− ūn−1. Pour la méthode LSM, les schémas numériques

doivent être équivalent à ceux utilisés dans les étapes 2 et 3 sur le terme d'inertie.
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3.5.2.2. Étape 2 : Résolution de l'équation de continuité

L'équation de continuité 3.8 est résolue en première grâce à la méthode des volumes
�nis. La variable χ̄∗ obtenue est une variable temporaire. Grâce au lien entre cette variable
et les propriétés physiques du �uide, il est possible de calculer les champs moyennés ρ̄∗ et
µ̄∗.

3.5.2.3. Étape 3 : Prédiction de la vitesse

L'étape de prédiction de la vitesse est résolue. Cependant, il est à noter que la variable
ρ̄n+1 est remplacée par la valeur prédite à l'étape 1. L'équation résolue est

ρ̄∗ū∗ − ρ̄nūn +

∫ tn+1

tn

∫
∂Ω

ρu.d∂Ω⊗ ū dt = −∆t∇p̄n +

∫ tn+1

tn
ρ̄g dt+ σκn∇χ̄n∆t

∫
∂Ω

µ̄∗(∇ū∗ + (∇ū∗)
T

).d∂Ω

La variable ū∗ est obtenue grâce à cette étape.

3.5.2.4. Étape 4 : Équation de Poisson

L'étape de la résolution de l'équation de Poisson permet la résolution de la pression au
temps tn+1. L'utilisation de la méthode de prédiction-correction, permet l'introduction
de l'incrément de pression Ψ. L'équation sur l'incrément de pression est

ūn+1 − ū∗ = −∆t

ρ̄∗
∇Ψ̄

En appliquant l'opérateur divergence avec la notion d'incompressibilité, on obtient �-
nalement

∇.ū∗ = ∇.

(
∆t

ρ̄∗
∇Ψ̄

)
L'utilisation d'un point �xe permet de résoudre cette équation. Le champ de pression

est calculé grâce à
p̄n+1 = p̄n + Ψ̄

3.5.2.5. Étape 5 : Correction de la vitesse

Dans cette étape, la vitesse est corrigée de telle sorte que le champ soit à divergence
nulle, donc incompressible.

ūn+1 = ū∗ − ∆t

ρ̄∗
∇p̄n+1

3.6. Schémas numériques

Les schémas numériques peuvent être considérés comme étant la fondation de la ré-
solution d'une équation aux dérivées partielles. En e�et, l'utilisation d'une méthode de
mauvaise qualité engendrera automatiquement des résultats non physiques ou des simu-
lations ayant divergées. Il est, de ce fait, nécessaire d'utiliser le bon schéma numérique
en fonction du système résolu et de l'importance de chaque terme.
En physique, les notions d'espace et de temps sont généralement découplées en deux

espaces vectoriels : R2 (en 2D) ou R3 (en 3D) et R. De la même manière, les schémas
numériques sont découplés spatialement et temporellement.
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3.6.1. Schémas spatiaux

Les trois schémas suivant sont des schémas de reconstruction de la valeur en un point
donné. La valeur moyennée, sera reconstruire sous la forme d'un polynôme permettant
l'évaluation de la valeur non moyennée en un point. Les méthodes Upwind d'ordre 1,
WENO 3, 2 [147] et WENO 5, 3 [148] sont utilisés dans ce manuscript.

3.6.1.1. Upwind d'ordre 1

La méthode Upwind d'ordre 1, étant également une interpolation, est l'utilisation de la
valeur la plus proche dans la direction du �ux.

fupwind =

{
f̄i+1 si u ≥ 0

f̄i si u < 0

avec fupwind la valeur reconstruite, f̄i+1 et f̄i les valeurs des cellules environnantes et u
la vitesse transportant le �ux. Le schéma associé est représenté dans la �gure 3.13.

f̄i f̄i+1fupwind

Figure 3.13. � Description du schéma Upwind d'ordre 1 en 1D.

3.6.1.2. Weno 3, 2

Dans cette partie, les termes i correspondent à la cellule étudiée et j au stencil étudié
allant de 1 à 2. Dans un premier temps, deux fonctions f1 et f2 sont dé�nies. Ces fonctions
représentent les points spatiaux des dérivées deuxième d'ordre 1 et première d'ordre 2.
Les fonctions sont dé�nies pour tout pas d'espace quelconque h1et h2.

f1(h1, h2) =


−2h1−h2

h1h2(1+
h1
h2

)

h1+h2

h1h2
−h1

h1h2(1+
h2
h1

)



f2(h1, h2) =


2

h1h2(1+
h1
h2

)

−2
h1h2

2

h1h2(1+
h2
h1

)


Grâce à ces fonctions, il est possible de dé�nir des poids associés à chaque cellule i,

chaque fonction fd, chaque stencil j et chaque point du stencil k. La fonction β3,2 permet
la résolution de ces poids.

β3,2(i, k, d, j) = ∆i−3+k+j.
∑

l=k+1,3

fd(∆i−2+j,∆i−1+j)(l)

A�n de simpli�er les équations, une fonction temporaire est introduite. La fonction Xs

prend en compte deux pas d'espace quelconque et redonne un vecteur associé aux deux
pas d'espace.

Xs(h1, h2) =

(
h1 + h2

h2

)
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Cette nouvelle fonction temporaire est par la suite utilisée lors de la dé�nition des
poids des polynomes reconstruits Poly. Cette fonction prend en compte un vecteur de
poids calculés par la fonction β et la position de la cellule étudiée et du stencil.

Poly(i, j) = β3,2(i, :, 1, j) +Xs(∆i−1,∆i)(j).β3,2(i, :, 2, j)

avec : représentant l'ensemble du vecteur. Les calculs précédents sont des poids calculés
grâce au pas d'espace et sont constants en fonction du temps.
Les prochains poids calculés correspondent quant à eux à la variation apportée par les

stencils étudiés. En e�et, lorsqu'un stencil est mauvais, il ne sera pas ou faiblement pris
en compte lors de la recontruction. La fonction α est fonction de passage pour calculer
les autres poids.

α3,2(i) =

(
∆i+1

(∆i−1+∆i+∆i+1)
∆i−1+∆i

(∆i−1+∆i+∆i+1)

)
Le vecteur IS est l'indicateur de lissage des stencils étudiés.

IS3,2(i) =

 [
∆i+∆i+1

∆i−1+‘∆i
(−f̄i−1 + f̄i)

]2[
−f̄i + f̄i+1

]2


Grâce aux variables τ3,2, εr,3,2 et λ3,2

τ3,2(i) = |IS3,2(i)(2)− IS3,2(i)(1)|

εr,3,2(i) = 10
−6

.

(
∆i + ∆i+1

2

)

λ3,2(i) =

(
∆i + ∆i+1

2

) 2
3

il est possible de reconstruire les poids ω3,2 de chaque polynôme Poly reconstruit précédem-
ment. Les poids sont calculés grâce à :

ω3,2(i) = α3,2(i)

 1 +
(

τ3,2(i)+εr,3,2(i)

εr,3,2(i)+IS3,2(i)(1)

)2

+ λ3,2(i).
(
εr,3,2(i)+IS3,2(i)(1)

τ3,2(i)+εr,3,2(i)

)
1 +

(
τ3,2(i)+εr,3,2(i)

εr,3,2(i)+IS3,2(i)(2)

)2

+ λ3,2(i).
(
εr,3,2(i)+IS3,2(i)(2)

τ3,2(i)+εr,3,2(i)

)


ω3,2(i) =
ω3,2(i)

ω3,2(i)(1) + ω3,2(i)(2)

Finalement la valeur reconstruite fweno32 est un mélange des poids de chaque polynôme
et de la recontruction de ces polynômes. Plus le polynôme semble correct, plus grande
sera sa contribution lors de la reconstruction. Cela permet de minimiser les oscillations
apporter par une mauvaise représentation de la fonction.

fweno32 = ω3,2(i)(1)

(
Poly(i, 1).

(
f̄i−1

f̄i

))
+ ω3,2(i)(2)

(
Poly(i, 2).

(
f̄i
f̄i+1

))
Cette méthode d'ordre 3 en espace permet de reconstruire une fonction et de calculer

sa valeur sur la face droite de la cellule. Il est possible de calculer la valeur sur la face
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gauche de la cellule en inversant l'ordre des valeurs et les pas d'espaces associés f̄i−1

f̄i
f̄i+1

→
 f̄i+1

f̄i
f̄i−1


et  ∆i−1

∆i

∆i+1

→
 ∆i+1

∆i

∆i−1



f̄i−1

xi−2

f̄i

xi−1

f̄i+1

xi xi+1

fweno32

∆xi−1 ∆xi ∆xi+1

Stencil 1
Stencil 2

Figure 3.14. � Description du schéma WENO 3, 2 en 1D.

3.6.1.3. Weno 5, 3

Dans cette partie, les termes i correspondent à la cellule étudiée et j au stencil étudié
allant de 1 à 3. Dans un premier temps, trois fonctions f1, f2 et f3 sont dé�nies. Ces fonc-
tions représentent les points spatiaux des dérivées troisième d'ordre 1, deuxième d'ordre
2 et première d'ordre 1. Les fonctions sont dé�nies pour tout pas d'espace quelconque h1,
h2 et h3.

f1(h1, h2, h3) =


−3h2

1+4h1h2+h2
2+2h1h3+h2h3

(h1+h2)(h1+h2+h3)h1
(h1+h2)(h1+h2+h3)

h1h2(h2+h3)
−(h1+h2+h3)h1

(h1+h2)h2h3
(h1+h2)h1

(h1+h2+h3)(h2+h3)h3



f2(h1, h2, h3) =


6h1+4h2+2h3

(h1+h2)(h1+h2+h3)h1
−4h1−4h2−2h3

h1h2(h2+h3)
4h1+2h2+2h3

(h1+h2)h2h3
−4h1−2h2

(h1+h2+h3)(h2+h3)h3



f3(h1, h2, h3) =


−1

(h1+h2)(h1+h2+h3)h1
1

h1h2(h2+h3)
−1

(h1+h2)h2h3
1

(h1+h2+h3)(h2+h3)h3


Grâce à ces fonctions, il est possible de dé�nir des poids associés à chaque cellule i,

chaque fonction fd, chaque stencil j et chaque point du stencil k. La fonction β permet
la résolution de ces poids.

β(i, k, d, j) = ∆i−4+k+s.
∑

l=k+1,4

fd(∆i−3+j,∆i−2+j,∆i−1+j)(l)
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A�n de simpli�er les équations, une fonction temporaire est introduite. La fonction Xs

prend en compte trois pas d'espace quelconque et redonne un vecteur associé aux trois
pas d'espace.

Xs(h1, h2, h3) =

 h1 + h2 + h3

h2 + h3

h3


Cette nouvelle fonction temporaire est par la suite utilisée lors de la dé�nition des

poids des polynomes reconstruits Poly. Cette fonction prend en compte un vecteur de
poids calculés par la fonction β et la position de la cellule étudiée et du stencil.

Poly(i, j) = β(i, :, 1, j)+Xs(∆i−2,∆i−1,∆i)(j).β(i, :, 2, j)+
X2
s

2
(∆i−2,∆i−1,∆i)(j).β(i, :, 3, j)

avec : représentant l'ensemble du vecteur. Les calculs précédents sont des poids calculés
grâce au pas d'espace et sont constants en fonction du temps.
Les prochains poids calculés correspondent quant à eux à la variation apportée par les

stencils étudiés. En e�et, lorsqu'un stencil est mauvais, il ne sera pas ou faiblement pris
en compte lors de la recontruction. La fonction α est fonction de passage pour calculer
les autres poids.

α5,3(i) =


(∆i+1+∆i+2)∆i+1

(
∑
n=i−2,i+2 ∆n)(

∑
n=i−2,i+1 ∆n)

1− (∆i+1+∆i+2)∆i+1

(
∑
n=i−2,i+2 ∆n)(

∑
n=i−2,i+1 ∆n)

− (∆i−1+∆i)(
∑
n=i−2,i ∆n)

(
∑
n=i−2,i+2 ∆n)(

∑
n=i−1,i+2 ∆n)

(∆i−1+∆i)(
∑
n=i−2,i ∆n)

(
∑
n=i−2,i+2 ∆n)(

∑
n=i−1,i+2 ∆n)


Le vecteur IS est l'indicateur de lissage des stencils étudiés.

IS5,3(i) =

 13
12

(f̄i−2 − 2f̄i−1 + f̄i)
2 + 1

4
(f̄i−2 − 4f̄i−1 + 3f̄i)

2

13
12

(f̄i−1 − 2f̄i + f̄i+1)2 + 1
4
(f̄i−1 − fi+1)2

13
12

(f̄i − 2f̄i+1 + f̄i+2)2 + 1
4
(3f̄i − 4f̄i+1 + f̄i+2)2


Grâce aux variables τ5,3, εr,5,3 et λ5,3

τ5,3(i) = |IS5,3(i)(3)− IS5,3(i)(1)|

εr,5,3(i) = 10
−6

.

(
∆i + ∆i+1

2

)4

λ5,3(i) =

(
∆i + ∆i+1

2

) 2
3

il est possible de reconstruire les poids ω5,3 de chaque polynôme Poly reconstruit précédem-
ment. Les poids sont calculés grâce à :

ω5,3(i) = α5,3(i)


1 +

(
τ5,3(i)+εr,5,3(i)

εr,5,3(i)+IS5,3(i)(1)

)2

+ λ5,3(i).
(
εr,5,3(i)+IS5,3(i)(1)

τ5,3(i)+εr,5,3(i)

)
1 +

(
τ5,3(i)+εr,5,3(i)

εr,5,3(i)+IS5,3(i)(2)

)2

+ λ5,3(i).
(
εr,5,3(i)+IS5,3(i)(2)

τ5,3(i)+εr,5,3(i)

)
1 +

(
τ5,3(i)+εr,5,3(i)

εr,5,3(i)+IS5,3(i)(3)

)2

+ λ5,3(i).
(
εr,5,3(i)+IS5,3(i)(3)

τ5,3(i)+εr,5,3(i)

)

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ω5,3(i) =
ω5,3(i)

ω5,3(i)(1) + ω5,3(i)(2) + ω5,3(i)(3)

Finalement la valeur reconstruite fweno53 est un mélange des poids de chaque polynôme
et de la recontruction de ces polynômes. Plus le polynôme semble correcte, plus grande
sera sa contribution lors de la reconstruction. Cela permet de minimiser les oscillations
apporter par une mauvaise représentation de la fonction.

fweno53 = ω5,3(i)(1)

Poly(i, 1).

 f̄i−2

f̄i−1

f̄i

+ω5,3(i)(2)

Poly(i, 2).

 f̄i−1

f̄i
f̄i+1

+ω5,3(i)(3)

Poly(i, 3).

 f̄i
f̄i+1

f̄i+2


Cette méthode d'ordre 5 en espace permet de reconstruire une fonction et de calculer

sa valeur sur la face droite de la cellule. Il est possible de calculer la valeur sur la
face gauche de la cellule en inversant l'ordre des valeurs et les pas d'espaces associés

f̄i−2

f̄i−1

f̄i
f̄i+1

f̄i+2

→


f̄i+2

f̄i+1

f̄i
f̄i−1

f̄i−2

 et


∆i−2

∆i−1

∆i

∆i+1

∆i+2

→


∆i+2

∆i+1

∆i

∆i−1

∆i−2

.

f̄i−2

xi−3

f̄i−1

xi−2

f̄i

xi−1

f̄i+1

xi

f̄i+2

xi+1 xi+2

fweno53

∆xi−2 ∆xi−1 ∆xi ∆xi+1 ∆xi+2

Stencil 1
Stencil 2

Stencil 3

Figure 3.15. � Description du schéma WENO 5, 3 en 1D.

3.6.2. Schémas temporels

Les cinq schémas temporels suivant sont des schémas de l'évaluation d'une intégrale
suivant le temps. Ils seront démontrés pour une intégrale d'une fonction quelconque f
entre tn et tn+1 : ∫ tn+1

tn
f dt

3.6.2.1. Euler explicite

La méthode Euler explicit est le fait de �xer la valeur à tn sur l'ensemble de l'intégrale,
cette valeur est constante suivant le domaine de temps intégrée, soit∫ tn+1

tn
f dt ≈

∫ tn+1

tn
fn dt = ∆tfn

Ce schéma est d'ordre 1 en temps. Il est utilisé lors de l'évaluation de terme d'inertie,
de la force de gravité et de la force de tension de surface.
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3.6.2.2. Euler implicite

Dans le même état d'esprit que précédement, la valeur est �xée. Cependant, cette fois
ci elle est �xée au pas de temps suivant tn+1, soit∫ tn+1

tn
f dt ≈

∫ tn+1

tn
fn+1 dt = ∆tfn+1

Ce schéma est également d'ordre 1 en temps. Il est utilisé lors de l'évaluation de la force
visqueuse. Cette méthode peut engendrer la nécessité d'inverser un système matriciel, ce
qui est la cas dans ce manuscript.

3.6.2.3. Crank-Nicolson

La méthode Crank-Nicolson utilise les avantages de chaque schéma d'Euler et permet
l'augmentation de l'ordre de convergence de la méthode en un second ordre. Ce schéma est
plus précis mais moins stable que les deux précédents. Il consiste en l'approximation de la
fonction au milieu du temps intégré, soit en tn+ 1

2 . La fonction fn+ 1
2 peut être approximée

à l'ordre deux par la moyenne de la fonction au temps tn et au temps tn+1. Le schéma est∫ tn+1

tn
f dt ≈

∫ tn+1

tn
fn+ 1

2 dt = ∆tfn+ 1
2 ≈ ∆t

(
fn + fn+1

2

)
Ce schéma sera utilisé uniquement pour la force de gravité dans la validation de la

méthode proposée lorsque le terme de gravité est majoritairement prépondérant.

3.6.2.4. NSSP 3, 2

La méthode Non Strong-Stability-Preserving Explicit-Runge-Kutta d'ordre 2 en 3 étapes
(NSSP 3, 2) [148] permet l'évaluation de l'intégrale avec un ordre 2 avec une stabilité ac-
crue par rapport à la méthode Crank-Nicolson. Cependant, le temps de calcul de cette
méthode n'étant pas négligeable, elle est à utilisée uniquement sur les termes avec de
fortes variations temporelles. La méthode est basée sur une méthode de Runge-Kutta.
Le tableau de Butcher est décrit dans le tableau 3.1.

0 0 0 0
1
3

1
3

0 0
1 0 1 0

1
2

0 1
2

Table 3.1. � Tableau de Butcher pour la méthode NSSP 3, 2.

A�n d'utiliser cette méthode, il est nécessaire de redé�nir la fonction quelconque en
une fonction dépendant du champ de vitesse ū et du temps, soit∫ tn+1

tn
f(ū, t) dt

La fonction suivante, temporaire, permet l'utilisation de la méthode Runge-Kutta pour
résoudre l'intégrale temporelle :

∂ū

∂t
= f(ū, t) (3.18)

En intégrant temporellement entre tn et tn+1, on obtient :
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ūn+1 − ūn =

∫ tn+1

tn
f(ū, t) dt (3.19)

Sachant que l'utilisation de la méthode de Runge-Kutta sur l'équation 3.18 permet le
calcul de ūn+1, l'injection de cette variable dans l'équation 3.19 justi�e l'évaluation de
l'intégrale par cette méthode.

L'agorithme suivant permet la résolution de l'intégrale sur un pas de temps ∆t =
tn+1 − tn.

f1,NSSP = f(ūn, tn)

f2,NSSP = f(ū
n+ 1

3
ext +

∆t

3
f1,NSSP , t

n +
∆t

3
)

f3,NSSP = f(ūn+1
ext + ∆tf2,NSSP , t

n+1)

ūn+1 = ūn +
∆t

2
(f1,NSSP + f3,NSSP )

∫ tn+1

tn
f(ū, t) dt = ūn+1 − ūn =

∆t

2
(f1,NSSP + f3,NSSP ) (3.20)

avec ū
n+ 1

3
ext le champ de vitesse extrapolé au temps tn+ 1

3 et ūn+1
ext le champ de vitesse

extrapolé au temps tn+1 grâce aux champs ūn−1 et ūn. Les fonctions f1,NSSP , f2,NSSP

et f3,NSSP sont les di�érentes étapes de Runge-Kutta. Cela permet d'évaluer l'intégrale
grâce à l'équation 3.20.

Cette méthode est utilisée sur le terme d'inertie et permet une évaluation plus précise
de l'intégrale.

3.6.2.5. NSSP 5, 3

La méthode Non Strong-Stability-Preserving Explicit-Runge-Kutta d'ordre 3 en 5 étapes
(NSSP 5, 3) [148] permet l'évaluation de l'intégrale avec un ordre 3 avec une stabilité en-
core plus accrue par rapport à la méthode Crank-Nicolson. De la même manière que la
méthode NSSP 3, 2, les di�érentes étapes sont dé�nies par le tableau 3.2 de Butcher.

0 0 0 0 0 0
1
7

1
7

0 0 0 0
3
16

0 3
16

0 0 0
1
3

0 0 1
3

0 0
2
3

0 0 0 2
3

0
1
4

0 0 0 3
4

Table 3.2. � Tableau de Butcher pour la méthode NSSP 5, 3.

L'algorithme issu de la méthode de Runge-Kutta est

f1,NSSP = f(ūn, tn)

f2,NSSP = f(ū
n+ 1

7
ext +

∆t

7
f1,NSSP , t

n +
∆t

7
)
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f3,NSSP = f(ū
n+ 3

16
ext +

3∆t

16
f2,NSSP , t

n +
3∆t

16
)

f4,NSSP = f(ū
n+ 1

3
ext +

∆t

3
f3,NSSP , t

n +
∆t

3
)

f5,NSSP = f(ū
n+ 2

3
ext +

2∆t

3
f4,NSSP , t

n +
2∆t

3
)

ūn+1 = ūn +
∆t

4
(f1,NSSP + 3f5,NSSP )

∫ tn+1

tn
f(ū, t) dt = ūn+1 − ūn =

∆t

4
(f1,NSSP + 3f5,NSSP ) (3.21)

avec ūmext le champ de vitesse extrapolé au temps tm grâce aux champs ūn−1 et ūn.
Les fonctions f1,NSSP , f2,NSSP , f3,NSSP , f4,NSSP et f5,NSSP sont les di�érentes étapes de
Runge-Kutta. Cela permet d'évaluer l'intégrale grâce à l'équation 3.21.

Cette méthode est utilisée sur le terme d'inertie et permet une évaluation très précise
de l'intégrale.

3.7. Conditions limites

La résolution des équations aux dérivées partielles nécessite l'utilisation d'une ferme-
ture des équations. L'utilisation appropriée des conditions limites induit l'existence et
l'unicité de la solution. Dans cette section, les conditions limites utilisées sont expliquées
et discutées.

A�n de résoudre les équations, le domaine de résolution est agrandi de quelques mailles.
Ces mailles, représentant les conditions limites s'appellent des Ghost Nodes. Elles vont
prendre en compte le type de la condition limite et seront modi�ées au cours du temps.
La �gure 3.16 est une schématisation des conditions limites.

Domaine résolu Ghost Nodes

Figure 3.16. � Description des Ghost Nodes. Les cellules blanches correspondent au do-
maine résolu, les cellules grises au domaine non résolu (Ghost Nodes).

3.7.1. Glissement

La condition de glissement est une condition de non sortie du �uide avec un glissement
du champ sans interaction avec la paroi. La condition de non sortie du �uide induit un
�ux nul à la paroi concernée. Le champ vectoriel dans la direction de la normale à la paroi
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est �xe et nul : f.ndomaine = 0. Concernant les champs vectoriels tangents à la paroi et
les champs scalaires, ils sont égaux de chaque côté de la paroi ∇f.tdomaine = 0. Cette
condition est schématisée dans la �gure 3.17.

Elle est utilisée lors de la résolution des équations de continuité et de quantité de
mouvement avec les volumes �nis.

pi−1,1 pi,1

pi−1,1 pi,1

ui−1,1 ui,1 ui+1,1

ui−1,1 ui,1 ui+1,1

vi−1,1 = 0 vi,1 = 0

Figure 3.17. � Condition limite de glissement sur la paroi basse du domaine. La partie
grise représente le zone de Ghost Nodes.

3.7.2. Non glissement

La condition de non glissement est une condition correspondante à un mur. Ce mur
est considéré non poreux, il n'y a donc aucun transfert de la quantité à travers la paroi
et son mouvement est considéré nul. La condition de non sortie du �uide induit un �ux
nul à la paroi concernée f.ndomaine = 0. La champ vectoriel de l'autre côté de la paroi
est une extrapolation du second ordre, cela permet une simpli�cation lors de la résolution
des équations. Cette condition est schématisée dans la �gure 3.18.

Elle est utilisée lors de la résolution de l'équation de la quantité de mouvement avec les
volumes �nis.

ui−1,1 ui,1 ui+1,1

2ui−1,1 − ui−1,2 2ui,1 − ui,2 2ui+1,1 − ui+1,2

0 0

Figure 3.18. � Condition limite de non glissement sur la paroi basse du domaine. La
partie grise représente le zone de Ghost Nodes.
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3.7.3. Neumann homogène

La condition de neumann homogène est une condition correspondante à une sortie.
Le �ux à travers la paroi est considéré constant, cela se traduit grâce à un gradient nul
suivant la normale à la paroi : ∇f.ndomaine = 0. Cette condition est schématisée dans la
�gure 3.19.

Elle est utilisée lors de résolution des équations de la quantité de mouvement et de
Poisson avec les volumes �nis.

pi−1,1 pi,1

pi−1,1 pi,1

ui−1,1 ui,1 ui+1,1

ui−1,1 ui,1 ui+1,1

vi−1,2 vi,2

vi−1,2 vi,2

Figure 3.19. � Condition limite de neumann homogène sur la paroi basse du domaine. La
partie grise représente le zone de Ghost Nodes.

3.7.4. Périodique

La condition périodique est un méthode permettant l'interface entre deux parois. Les
parois sont dé�nies comme étant reliées l'une à l'autre de telle sorte que le �ux de chacune
de ces parois soit identique. Numériquement, cela revient à échanger les informations de
chaque côté des parois à chaque nouvelle résolution de l'équation. La �gure 3.20 est une
schématisation de la condition périodique.

Elle est utilisée dans l'ensemble de l'algorithme (conservation de la quantité de mouve-
ment et continuité).
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pn,j pn,jp1,j p1,ju1,j u1,j

vn,j vn,jv1,j v1,j

vn,j+1 vn,j+1v1,j+1 v1,j+1

Figure 3.20. � Condition limite périodique suivant x. La partie grise représente le zone
de Ghost Nodes. La partie en pointillée représente la partie centrale du
domaine. Les faces gauche et droite sont reliées par les �èches.
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Chapitre 4

Méthode de préservation de la quantité

de mouvement



Avant de commencer cette thèse sur le déferlement de vague, l'auteur a e�ectué un stage
de dernière année d'école d'ingénieurs sur la simulation de l'impact de goutte dans une
eau profonde pour des nombres de Froude Fr et Weber We élevés. Lors de ce stage,
tutoré par Mathieu Coquerelle, il a été observé, en plus d'une dynamique de surface
proche de l'expérimental, l'apparition de vorticité de grande intensité sous la surface. Ce
phénomène n'ayant pas été observé dans la littérature, les simulations produites pendant
le stage semblaient mettre en avant soit l'observation d'un phénomène encore non iden-
ti�é dans la littérature, soit l'apparition d'une limite du code à reproduire correctement
le mouvement de l'eau proche de la surface pour ces impacts fortement inertiels. Par la
suite, les premières simulations lancées pendant le début de la thèse ont démontré une
incapacité du code à simuler le déferlement de vague plongeant pour des maillages très
�ns avec un lissage de l'interface sur seulement quelques mailles. Cette incapacité été
visible par la génération d'instabilités numériques provenant d'une augmentation de la
vorticité proche de l'interface. Cela nous a conduit, Mathieu Coquerelle et moi-même, à
travailler sur la compréhension de cette limitation purement numérique et au développe-
ment d'une méhode, basée sur d'autres travaux de la littérature, permettant de repousser
cette limitation à des maillages encore plus �ns. Les résultats présentés dans ce chapitre
proviennent d'un travail collaboratif avec Mathieu Coquerelle ayant été soumis à Journal
of Computational Physics. L'article est actuellement en �minor revision�.

La méthode s'appuyant sur des travaux précédents, une présentation de la position et
de l'amélioration apportée par la méthode proposée par rapport aux autres méthodes est
faite dans la section 4.1. Ensuite, dans la section 4.2, les origines des erreurs de trans-
ferts de quantité de mouvement entre les phases du point de vue discret sont détaillées et
analysées. La méthode proposée, appelée HOMP pour High Order Momentum Preserv-
ing, est développée et discutée dans la section 4.3. Les résultats de la méthode proposée
sont détaillés et étudiés dans la section 4.5 où sont présents des cas de véri�cation et de
validation ainsi que l'application à des écoulements biphasiques plus complexes avec des
forces de gravité et de tension super�cielle. La méthode HOMP montre une réduction
très satisfaisante des erreurs numériques générant le transfert de quantité de mouvement
pour les trois méthodes de représentation d'interface, même lorsqu'elle est couplée à des
schémas d'advection d'ordre élevé tel que le WENO d'ordre 5.

La thèse ayant pout ambition �nale d'étudier précisement le déferlement de vague, la
méthode proposée sera validée en comparant les résulats sur un cas expérimental de
déferlement d'une vague sur une plage inclinée. La comparaison des deux méthodes
(standard et HOMP) va permettre de mettre en lumière la capacité de cette nouvelle
méthode à simuler correctement un déferlement de vague avec un maillage très ra�né.
Cette validation con�rmera le choix de la méthode pour étudier le déferlement dans le
chapitre suivant.

4.1. État de l'art

De nombreuses applications en mécanique des �uides impliquent l'interaction de deux
phases incompressibles (ou presque incompressibles) avec un rapport de masse volumique
élevé autour de 103 et un rapport de viscosité dynamique autour de 102, comme l'air et
l'eau du quotidien. Le déferlement des vagues d'eau, les impacts de gouttes, les trajectoires
de bulles, ou encore la formation de couches minces sont des phénomènes courants qui sont
largement étudiés avec les codes CFD. Que ce soit à l'échelle micrométrique ou océanique,
l'inertie joue généralement un rôle dominant, en particulier pour les écoulements à des
nombres de Froude Fr, Reynolds Re ou Weber We élevés. L'importance de la simulation
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précise des interactions mécaniques entre les liquides et les gaz incite à utiliser des modèles
bien adaptés et des méthodes numériques précises.
La transition physique entre deux phases non miscibles se fait à l'échelle du nanomètre,

et se situe hors du champ d'application des équations de Navier-Stokes. Ainsi, pour la
simulation numérique, l'hypothèse courante est de la considérer comme in�niment petite.
Les équations Navier-Stokes peuvent être résolues séparément dans chaque phase avec
des conditions aux limites appropriées. Proche de l'interface, aucun transfert de masse
ne s'e�ectue entre les deux phases, la pression varie en fonction de la tension de surface
locale tel que le saut de pression [p] est équivalent à σκ, et �nalement une condition de
continuité de la contrainte visqueuse

[
µ∂un
∂n

]
= 0 est prise en compte.

Lors de la résolution des équations sur un maillage (cadre eulérien), l'interface est im-
plicitement représentée par un champ de fraction volumique et les équations Navier-Stokes
sont résolues dans l'ensemble du domaine. Dans ce cadre, il existe deux grandes familles
de méthodes : la méthode Ghost Fluid (GFM) et la méthode One-Fluid (OFM), princi-
palement issue de I. Kataoka [149]. La première est basée sur l'injection des conditions
limites dans les schémas discrets (c'est-à-dire pour l'incompressibilité, la convection et
les termes visqueux). Cette méthode nécessite la connaissance précise de l'emplacement
de l'interface et des méthodes numériques appropriées, généralement limitées au second
ordre. La dernière méthode repose sur une transition régularisée (c'est-à-dire lisse) de
la densité et de la viscosité au niveau du maillage (par exemple, la densité passe de 1
à 1000 kg · m−3 dans environ 6 cellules autour de l'interface). Dans ce cas, les schémas
numériques classiques pour calculer l'équation de la quantité de mouvement, et en parti-
culier le terme de convection, ont été largement utilisés. Alors qu'un schéma du premier
ordre est très di�usif, diminue rapidement l'énergie cinétique et est très stable, les schémas
d'ordre supérieur sont beaucoup moins di�usifs, capturent mieux les petits mouvements
de liquide mais peuvent induire des instabilités numériques. Cependant, à mesure que
le maillage s'a�ne et que le gradient de densité s'approche de zéro, la dérivation de la
quantité de mouvement à travers l'interface peut engendrer de graves erreurs numériques
et donc rendre les simulations instables.
La méthode One-Fluid est sbasée sur une méthode de représentation d'interface qui

assure le contrôle de l'utilisation d'une interface lisse. Plusieurs méthodes existent dans
la littérature et sont disponibles dans les codes CFD. L'étude se focalise sur les principales
méthodes présentées dans le chapitre précédent. La méthode Volume-Of-Fluid (VOF) a
été introduite par C. W. Hirst et al [150], complétée par l'approche géométrique Piecewise
Linear Interface Calculation (PLIC) de W. J. Rider et al [151]. L'un des inconvénients de
cette méthode est qu'elle n'est précise qu'au premier ordre. Plus récemment, l'approche du
Moment-Of-Fluid (MOF) a été introduite par V. Dyadechko et al [152] pour sa précision
accrue (jusqu'au second ordre) et développée plus avant dans M. Jemison et al [153] et T.
Milcent et al [154] pour les �laments des sous-cellules et l'optimisation analytique. En�n,
les méthodes Level-Set Method (LSM), originaires de S. Osher et al [141], sont largement
utilisées pour leur propriété de distance à l'interface, ce qui les rend particulièrement
adaptées au calcul de la tension de surface. La méthode LSM est toutefois connue pour
sa perte de masse et sa déformation : plusieurs techniques sont employées pour contrer ces
problèmes, notamment des algorithmes de réinitialisation [155, 156]. Une étude détaillé
de la méthode Level-Set Method a été mené par F. Gibou et al [142].
Le couplage des équations de continuité et de quantité de mouvement avec la représen-

tation de l'interface conduit à un dilemme où, lorsqu'il est résolu au niveau discret, de la
quantité de mouvement peut être perdu et, pire encore, transféré d'une phase à l'autre.
Par exemple, en raison d'erreurs numériques lorsque l'inertie de la phase avec la masse
volumique la plus haute est transférée vers la phase avec celle la plus légère, des vitesses
numériques élevées et non physiques apparaissent dans cette dernière. De manière inverse,
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lorsque le �uide moins dense transfère son inertie vers la phase la plus dense, même si
la vitesse peut augmenter de façon limitée, l'énergie totale augmente considérablement.
Ces erreurs peuvent provenir d'approximations, des termes tronqués, du découplage, de la
linéarisation ou encore de l'incohérence des schémas numériques. Bien que ces phénomènes
n'aient pas été particulièrement détectés pendant des années, ces erreurs numériques ont
été observées à mesure que le maillage s'a�ne, car la croissance de la puissance de calcul
permet de simuler jusqu'à des milliards de cellules, apportant ainsi un nouveau dé� à
relever. En conséquence, la capture précise et stable de la dynamique des écoulements
diphasiques à grande et petite échelle simultanément est devenue un véritable dé� qui
nécessite le développement de méthodes adéquates et robustes.
Récemment, de nombreux travaux ont été consacrés à ce problème. Dans un cadre

de la méthode VOF, à la suite d'un travail précurseur de M. Rudman [157], puis de M.
Bussman et al [158], D. Fuster et al [159] ont récemment proposé une méthode adaptée
aux écoulements compressibles mais limitée au premier ordre. De leur côté, M. Owkes et al
[160] ont développé un schéma semi-lagrangien couplé à la méthode VOF. Dans un cadre
de MOF, M. Jemison et al [161] ont fourni le schéma numérique CISL (Cell Integrated
Semi-Lagrangian) pour les écoulements compressibles. Les deux méthodes sont basées sur
une reconstruction PLIC de l'interface. Dans le cadre de LSM, plusieurs travaux de M.
Herrmann et S. Ghods [162, 163, 164] ont été menés a�n de synchroniser les �ux de la
quantité de mouvement et de la masse permettant de diminuer les problèmes inhérents
à l'approche LSM. Dans un cadre plus générique, J. Manik et al [165] ont abordé le
problème des maillages non structurés, en se basant sur une approche itérative pour faire
correspondre les �ux. Les derniers travaux de N. Nangia et al [166], dans une approche
similaire, tirent parti d'un calcul entièrement couplé avec une méthode LSM pour calculer
des �ux consistants. Tous ces articles mettent en évidence la nécessité d'une approche
consistante de l'advection de la masse et de la quantité de mouvement lorsque le ratio de
masse volumique est supérieur à 100.
La plupart des approches sont liées de manière critique à la méthode de transport

et d'advection d'interface et peuvent être compliquées à implémenter et à étendre aux
schémas d'ordre élevé et à la 3D. Au prix d'une conservation moins précise de quantité de
mouvement, des approches plus génériques assurent la synchronisité et la cohérence de la
masse et de la quantité de mouvement.
L'approche proposée suit ce principe basé sur une résolution consistante des équations

de continuité et de quantité de mouvement dans un cadre eulérien avec une densité lissée.
Elle est indépendante de la méthode de l'interface et est compatible avec les schémas
d'ordre élevé classiques tels que WENO, ce qui permet de l'adapter facilement aux codes
CFD existants en 2D et 3D. Cette stratégie assure la convergence vers la solution continue
attendue d'un point de vue discret, d'où le principe dit de préservation de la quantité de
mouvement. Il est démontré à travers divers cas de véri�cation et de validation que la
méthode proposée réduit e�cacement les transferts de quantité de mouvement dues à des
erreurs numériques.

4.2. Origine du problème

L'utilisation des équations 4.22
ρ
(
∂u
∂t

+ ∇ · (u⊗ u)
)

= −∇p +
∑

forces

∇ · u = 0
∂ρ
∂t

+ ∇ · (ρu) = 0

(4.22)

résolues généralement dans l'ensemble des codes de simulation s'est avérée générer
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un important transfert de quantité de mouvement à travers l'interface en raison de
l'incohérence entre la forme continue et la forme discrète. Lors de la mauvaise discréti-
sation et/ou intégration des dérivées partielles (spatiales et temporelles) des équations
de Navier-Stokes, des �ux de quantité de mouvement ρu apparaissent à l'interface entre
les deux phases. Ces transferts peuvent être importants, en ce qui concerne l'interaction
entre l'air et l'eau, ils ont un impact sur le champ de vitesse dans une phase qui est 1000
fois plus dense que l'autre. Par conséquent, la variation rapide de la densité au voisinage
de l'interface doit être prise en compte de manière adéquate, tant pour la continuité que
pour les équations de quantité de mouvement. Il est important de noter la di�érence
entre l'équation 4.22, appelée standard par la suite, et les équations présentées dans le
chapitre précédent, appelée HOMP par la suite. L'injection de l'équation de continuité 3.8
dans la méthode HOMP permet l'obtention de l'équation 4.22. Malgré la résolution d'un
système identique algébriquement, l'utilisation des schémas numériques sur ces équations
modi�ent les erreurs obtenues. Ces erreurs sont temporelles et spatiales.

4.2.1. Erreurs temporelles

D'un point de vue algébrique, le problème vient du fait que, pour faciliter la résolution
des équations de continuité et de quantité de mouvement, celle-ci est découplée. C'est-
à-dire que les équations ne sont pas résolues simultanément et, de ce fait, la condition
de continuité est rompue. En conséquence, lorsqu'on intègre l'équation de la quantité de
mouvement, il faut connaître à la fois le champ de vitesse u et le champ de densité ρ. Par
souci de simplicité, les forces externes sont enlevées de sorte que l'équation devienne :

∂ρu

∂t
+ ∇ · (ρu⊗ u) = −∇p. (4.23)

En intégrant temporellement l'équation 4.23 entre tn = t et tn+1 = t+ δt, on obtient :∫ tn+1

tn
∂ρu
∂t

+∇ · (ρu⊗ u) · dt =
∫ tn+1

tn
−∇p · dt

(ρu)n+1 − (ρu)n +
∫ tn+1

tn
∇ · (ρu⊗ u) · dt =

∫ tn+1

tn
−∇p · dt

(4.24)

où (ρu)n ≈ ρnun est dé�nie comme étant la quantité de mouvement au temps tn et
(ρu)n+1 ≈ ρn+1un+1 la quantité de mouvement à calculer au temps tn+1. La séparation
de la variable d'intérêt ρu en deux variables est la cause majeur de l'erreur temporelle
lors de la résolution des équations. La manière d'approcher les intégrales restantes peut
être faite grâce aux schémas d'intégrations temporelles connues dans la littérature. Ainsi,
seules les erreurs temporelles des schémas d'intégrations utilisés pour les termes d'inertie
et de gradient de pression restent.

En e�ectuant une approche similaire sur l'équation de continuité

∂ρ

∂t
+ ∇. (ρu) = 0

on obtient :

ρn+1 − ρn +

∫ tn+1

tn
∇ · (ρu) · dt = 0 (4.25)

La di�culté vient du fait qu'il y ait deux inconnues, ρn+1 et un+1, et deux équations
contenant des intégrales de termes variant dans le temps ρ (t) et u (t). En conséquence,
pour trouver une solution, certaines hypothèses doivent être prises. Ce qui rend la méth-
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ode présentée dans ce manuscrit limitée au premier ordre dans le temps car, pour résoudre
l'équation 4.25, il faut connaître exactement le champ de vitesse u (t) et pour l'équation
4.24, il faut connaître exactement le champ de densité ρ (t) (ainsi que u (t)). Comme cela
ne peut pas être fait simultanément, l'hypothèse de continuité qui a conduit à l'équation
simpli�ée est rompue.
En pratique, on suppose généralement que le champ de densité ρ (t) ne varie pas beau-

coup dans le temps et on peut prendre l'approximation du premier ordre ρ (t) ' ρn lors
de la résolution de l'équation 4.24. D'où, le terme(ρu)n+1 est approximé par ρnun+1 et le

terme d'inertie par ρn
∫ tn+1

tn
∇· (u⊗ u) · dt . Cette hypothèse permet de simpli�er consid-

érablement le problème en divisant la quantité de mouvement par ρn. Comme pour les
méthodes courantes d'écoulement diphasique non miscible, le champ de densité est con-
stant dans presque tout le domaine sauf au voisinage de l'interface. Ainsi, l'approximation
a uniquement une in�uence lorsque ρ varie dans l'espace et le temps. Cependant, cette
approximation de premier ordre limite les méthodes globales et introduit en particulier des
erreurs proches de l'interface où se produisent de nombreuses interactions physiques im-
portantes. En outre, le modèle à un �uide repose sur le fait que l'épaisseur de l'interface,
c'est-à-dire le volume dans lequel ρ (x) varie entre les deux phases, est aussi faible que pos-
sible. Si, idéalement, cette épaisseur, notée εlissage, devrait être nulle, pour des questions
de continuité spatiale, elle a une longueur �nie. Elle est communément dé�nie comme

εlissage = klisse ·∆x

où ∆x est la taille de la maille locale et klisse une constante, généralement comprise entre
3 et 6. En conséquence, si l'interface avance dans le sens normal avec une condition CFL,
c'est-à-dire que l'interface se déplace à la vitesse d'environ une cellule par pas de temps
∆t, la variation de la densité au cours du temps dans cette cellule est non négligeable
et l'approximation que ρn+1 ' ρn entraîne de nombreuses erreurs. Et ce problème est
particulièrement important car le rapport entre la masse volumique des deux �uides est
élevée, comme par exemple pour l'air et l'eau pour lesquels il se situe autour de 103. Si
l'on parvenait à obtenir une bonne correspondance entre ρ∗ (le champ de densité prédit),
et ρn+1, l'erreur d'intégration serait beaucoup plus faible (Fig. 4.1). C'est le cas avec
les techniques de conservation de quantité de mouvement basées sur l'interface comme
l'ont fait M. Raessi et al [164], M. Jemison et al [161] et D. Fuster et al [159] qui sont
cependant généralement limitées au premier ordre.

4.2.2. Erreurs spatiales

Une deuxième source d'erreur est l'erreur spatiale de l'approche standard provenant de
la division du terme inertiel incompressible ∇ · (u⊗ (ρu)) (première forme - HOMP) en
deux parties : ρ∇ · (u⊗ u) + (∇ · (uρ)) u (deuxième forme, généralement utilisée dans
la pratique, où il est utilisé le fait que le symbole ∇ · u = 0). Dans cette dernière, le
terme de gauche est la densité multipliée par le terme de convection et celui de droite est
le terme d'advection de la densité (le même que dans l'équation de continuité) multiplié
par la vitesse. Bien que cette décomposition tienne sur la partie algébrique, elle sou�re
d'approximations importantes lors de la résolution au niveau discret. Par souci de sim-
plicité, le raisonnement est basé sur une grille colocalisée en 1D, l'utilisation de grilles
décalées et de dimension supérieure conduirait à des conclusions similaires.
Dans un volume de contrôle Ωvc, les �ux peuvent être calculés avec des schémas

numériques traditionels. En applicant la méthode des volumes �nis sur la quantié de
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Figure 4.1. � Illustration de l'impact de l'approximation du premier ordre sur le champ
de densité ρ suivant la position de l'interface Γ dans le temps. Les ex-
posants font référence aux positions temporelles de Γ, où Γn (resp. Γn+1)
est l'interface au temps tn (resp. tn+1) ; Γ∗ est une bonne prédiction (ap-
proximation) de la position de l'interface au temps tn+1. Le volume de
contrôle est indiqué en gris. La première �gure présente la forme globale
de l'interface du �uide, la seconde au centre est zoomée près du volume de
contrôle en gris (une cellule de maillage par exemple). Les trois sous-�gures
de droite représentent la densité pour chaque approximation : la couleur
opaque représente le �uide le plus dense, la couleur plus claire le moins
dense. La di�érence entre les champs de densité au temps tn+1 et la prédic-
tion par Γ∗ est beaucoup plus faible qu'avec le champ de densité au temps
tn, ce qui illustre la nécessité d'une bonne prédiction.

mouvement suivant la direction x pour la première forme :

1

||Ωvc||2

∫
Ωvc

∂

∂x
(uρu) · dx =

(uρu)i+ 1
2
− (uρu)i− 1

2

∆x

où (.)i−1/2 représente la valeur du champ à la position i − 1
2
, correspondant à la face

gauche du volume de contrôle. De manière similaire sur la seconde forme :

1

||Ωvc||2

∫
Ωvc

ρu
∂

∂x
(u) + u

∂

∂x
(ρu) · dx = (ρu)i

(u)i+ 1
2
− (u)i− 1

2

∆x
+ ui

(ρu)i+ 1
2
− (ρu)i− 1

2

∆x

Même si algébriquement, ces deux formes sont identiques de manière continue, les deux
formes ne sont pas égales numériquement. En supposant une vitesse positive et un schéma
de premier ordre Upwind pour plus de simplicité, le �ux au niveau de la face i+ 1

2
(resp.

i − 1
2
) est approximé par (.)i+ 1

2
' (.)i (resp. (.)i− 1

2
' (.)i−1). En conséquence, les deux

formes di�èrent lors du développement des �ux :

uiρiui − ui−1ρi−1ui−1

∆x
6= ρiui

ui − ui−1

∆x
+ ui

ρiui − ρi−1ui−1

∆x
.

Les termes de troncatures issus des approximations ne sont pas les mêmes et l'étude de
leur impact sur la solution n'est pas forcément triviale. Lorsque l'on connaît l'origine du
�ux, il est possible de réarranger les équations pour réduire l'inconsitance des schémas. De
plus, le problème est plus important lorsque des schémas non linéaires (tel que WENO)
sont utilisés car l'interpolation de la quantité de mouvement (ρu) ne serait jamais égale
au produit des interpolations de la densité ρ et le champ de vitesse u.
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4.2.3. Critères nécéssaires

En conclusion, les simpli�cations habituellement utilisées dans l'approche du découplage
de la résolution des équations induisent des termes d'erreur supplémentaires qui peuvent
être évités par l'utilisation de la forme conservatrice initiale des équations couplées. En
e�et, pour compléter l'article le plus récent sur ce problème de N. Nangia et al [166], deux
critères sont nécessaires pour assurer le calcul cohérent et homogène de la masse et de la
quantité de mouvement :

1. l'utilisation d'une intégration temporelle synchronisée,

2. l'utilisation de schémas spatiaux consistants

à la fois pour la partie advective de l'équation de la quantité de mouvement et l'équation
de continuité.

4.3. Méthode High Order Momentum Preserving
(HOMP)

Dans cette section, la méthode HOMP proposée a�n de préserver la quantité de mouve-
ment, c'est-à-dire de réduire les transferts de quantité de mouvement discrets, est décrite.
L'approche proposée est un prolongement du travail initial de M. Bussman et al [158] et
se réfère à l'article récent de N. Nangia et al [166]. Cependant, la méthode est développée
pour être indépendante de la représentation d'interface, adaptable à de nombreux schémas
d'advection d'ordre élevé et elle peut être facilement mise en ÷uvre en 2D et 3D comme
une modi�cation des codes CFD conventionnels en utilisant l'approche des �uides uniques.
Les di�érentes étapes de l'algorithme sont développées par la suite. Les di�érences entre
la méthode standard et la méthode proposée sont indiquées dans le tableau 4.1.

4.3.1. Béné�ces

La méthode proposée dans un cadre discret pour les �ux incompressibles à deux phases,
appelé High Order Momentum Preserving (HOMP) :

1. tire pro�t des schémas d'advection d'ordre élevé existants (à la fois dans l'espace et
dans le temps) ;

2. est indépendant de la représentation de l'interface ;

3. s'adapte facilement à un code Navier-Stokes 2D et 3D existant grâce à l'utilisation
de schémas existants ;

4. réduit considérablement le transfert de quantité de mouvement à travers l'interface.

4.3.2. Algorithme

Dans cette section est décrit l'algorithme de la méthode proposée dans le cadre des
volumes �nis. Les champs caculés sont, de ce fait, moyennés sur le volume de contrôle
Ωvc.

Étape 1: Advection de la phase (transport de l'interface) Tout d'abord, l'équation
d'advection de phase pour χ̄n+1 est résolue grâce à la méthode d'interface choisie (VOF,
LSM, MOF) et les propriétés physiques �nales (lissées) ρ̄n+1 et µ̄n+1 du �uide au pas de
temps tn+1 sont calculées. À cette �n, comme il est nécessaire pour l'intégration temporelle
d'ordre élevé des représentations d'interface VOF et MOF, la vitesse est extrapolée au
temps tn+1 avec ūn+1

ext = 2ūn− ūn−1, où ūn+1
ext correspond à la vitesse extrapolée. Plusieurs
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études faites pendant la thèse ont démontré une meilleure convergence des résultats lors
de l'utilisation d'une vitesse extrapolée au temps tn+1. Ces études ne seront pas présentées
dans ce manuscrit. Pour la méthode LSM, l'intégration temporelle du terme d'inertie doit
être identique à celle de l'étape 2 et 3.

Étape 2: Équation de continuité (prédiction) Les équations de Navier-Stokes
sont résolues de manière découplées. Le premier terme résolu est l'équation de continuité.
L'objectif de cette première étape est de calculer une prédiction du champ χ̄∗ ' χ̄(t+∆t),
où ∆t = tn+1 − tn. Pour les systèmes incompressibles à deux phases, les propriétés
physiques ρ̄ et µ̄ sont dé�nies comme une interpolation linéaire de ρ1, ρ2, µ1 et µ2 avec χ̄.
La résolution de l'équation suivante avec la méthode des volumes �nis permet de déduire
les champs de densité et viscosité dynamique au temps suivant.

∂χ

∂t
+ ∇ · (uχ) = 0

avec ∇ · (uχ) = u · ∇χ + χ∇ · u et en utilisant l'hypothèse d'incompressibilité ∇ · u = 0.
Lorsque l'on utilise la méthode des volumes �nis sur Ωvc et entre tn et tn+1, l'équation
d'avection conservative devient :

χ̄∗ − χ̄n +

∫ tn+1

tn

(∫
∂Ωvc

ūχ.d∂Ω

)
dt = 0. (4.26)

Cette équation peut être résolue à l'aide de schémas temporels et spatiaux d'ordre élevé,
comme cela se fait traditionnellement, par exemple, pour l'équation d'énergie.
ρ∗ et µ∗ sont les champs de densité et de viscosité prédis au pas de temps tn+1, mais

ils ne remplacent pas les champs �naux (notés ρn+1 et µn+1) qui seront calculés par la
méthode de transport d'interface choisie à l'étape 1, qu'il s'agisse de VOF, MOF, LSM,
ou d'autres méthodes non présentées dans ce manuscrit. Dans le cas d'une méthode de
grille décalée, les champs ρ∗ et µ∗ basés sur les cellules doivent être interpolés/reconstruits
sur les faces, comme cela est généralement fait avant de résoudre l'équation de la quantité
de mouvement.
Par exemple, l'équation 4.26 peut être résolue grâce à un schéma explicit d'ordre 1, tel

que :

χ̄∗ = χ̄n −∆t

∫
∂Ωvc

ūnχn.d∂Ω

Des schémas d'ordre supérieurs seront bien sûr utilisés, comme le montrent les tests de
la méthode dans la section 4.5.

Étape 3: Équation de la quantité de mouvement (prédiction) La quantité de
mouvement prédite (ρ̄ū)∗ est obtenue de manière découplée [146], après intégration tem-
porelle de l'équation de Navier-Stokes, en resolvant :

(ρ̄ū)∗−(ρ̄ū)n+

∫ tn+1

tn

(∫
∂Ωvc

ū⊗ (ρu) .d∂Ω

)
dt = −∆t∇p̄n+

∫ tn+1

tn

(∫
Ωvc

∑
forcesdΩ

)
dt

où le terme d'incrément de pression a été enlevé et sera réintroduit à l'étape 4. En
prenant la dé�nition de (ρ̄ū)n ≡ ρ̄nūn (qui est connu à ce stade) et (ρ̄ū)∗ ≡ ρ̄∗ū∗ où ρ∗ a
été calculé à l'étape 2, on obtient �nalement l'équation :
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ρ̄∗ū∗−ρ̄nūn+

∫ tn+1

tn

(∫
∂Ωvc

ū⊗ (ρu) .d∂Ω

)
dt = −∆t∇p̄n+

∫ tn+1

tn

(∫
Ωvc

∑
forcesdΩ

)
dt

(4.27)
pouvant être résolue avec diverses schémas numériques temporels et spatiaux.
Le point essentiel de la méthode est que le terme d'inertie doit être intégré exactement

de la même manière numérique que pour l'équation de continuité.
Pour illustrer la suite de la discussion dans le manuscrit concernant le terme inertiel,

la partie de l'équation d'advection 4.27 sera notée telle que :

ρ̄∗ū∗ = ρ̄nūn −
∫ tn+1

tn

(∫
∂Ωvc

ū⊗ (ρu) .d∂Ω

)
dt−∆t∇p̄n (4.28)

Étape 4: Équation de Poisson (correction) Le terme d'incrément de pression qui
a été enlevé dans l'étape précédente est utilisé pour forcer l'incompressibilité. Ainsi, on
peut écrire :

(ρ̄ū)n+1 − (ρ̄ū)∗ = −∆t∇Ψ̄ dt

Maintenant, le symbole (ρ̄ū)n+1 qui pourrait permettre la résolution de cette équation
n'est pas connu. Cependant, en supposant que les discrétisation (∆x et ∆t) soient proches
de zéro, il en découle

ρ∗ → ρn+1

Donc, en prenant en compte l'approximation :

(ρ̄ū)n+1 ≡ ρ̄n+1ūn+1 ' ρ̄∗ūn+1

l'équation précédente devient :

ρ̄∗ūn+1 − ρ̄∗ū∗ = −∆t∇Ψ̄

ce qui peut se réécrire :

ūn+1 − ū∗ = −∆t

ρ̄∗
∇Ψ̄

Par incompressibilité, la propriété ∇ · ūn+1 = 0 est admise, ce qui donne l'équation de
Poisson bien connue :

∇ · ū∗ = ∇ ·
(

∆t

ρ̄∗
∇Ψ̄

)
(4.29)

La solution p̄n+1 de cette équation, calculée grâce à

p̄n+1 = p̄n + Ψ̄

est utilisée dans l'étape suivante pour assurer l'incompressibilité au temps tn+1. Pour
les étapes 3 et 4 il est possible d'utiliser une autre méthode pour intégrer le gradient
de pression en temps. Cependant, dans ce manuscrit uniquement la méthode Goda est
utilisée.

Dans cette étape, des erreurs numériques sont faites lorsque la densité ρ̄n+1 est assimilée
à la densité prédite ρ̄∗. Même s'il est possible d'utiliser ρ̄n+1 calculé à l'étape 1, les
simulations de véri�cation et validation lancées avec cette con�guration ont toute divergé.
L'utilisation de cette approximation permet, grâce à l'injection d'erreur, de stabiliser
fortement la représentation de la quantité de mouvement proche de l'interface.
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Méthode proposée (HOMP) Méthode Standard

Étape 1 : Advection de la phase Étape 1 : Advection de la phase

χ̄n+1 ⇒ ρ̄n+1, µ̄n+1 χ̄n+1 ⇒ ρ̄n+1, µ̄n+1

Étape 2: Deuxième advection de la phase -

χ̄∗ ⇒ ρ̄∗, µ̄∗ -

Étape 3: Équation de la quantité de mouvement Étape 2: Équation de la quantité de mouvement

ρ̄∗ū∗ ρ̄nū∗

Étape 4: Équation de Poisson Étape 3: Équation de Poisson

∇ · ū∗ = ∇ ·
(

∆t
ρ̄∗∇Ψ̄

)
∇ · ū∗ = ∇ ·

(
∆t
ρ̄n∇Ψ̄

)
Étape 5: Correction de la vitesse Étape 4: Correction de la vitesse

ūn+1 = ū∗ − ∆t
ρ̄∗∇Ψ̄ ūn+1 = ū∗ − ∆t

ρ̄n∇Ψ̄

Table 4.1. � Comparaison des algorithmes pour HOMP (gauche) et pour la méthode stan-
dard (droite).

Étape 5: Correction de la vitesse L'étape de correction est la dernière étape perme-
ttant le forçage de l'incompressibilité du champ de vitesse ūn+1. L'incrément de pression
Ψ̄ calculé à l'étape précédente est utilisé a�n de déterminer le nouveau champ de vitesse :

ūn+1 = ū∗ − ∆t

ρ̄∗
∇Ψ̄ (4.30)

4.3.3. Comparaison avec l'algorithme standard

Le tableau 4.1 présente les di�érences entre la méthode initiale et la méthode HOMP
proposée. La première étape est ajoutée pour HOMP et peut être réduite à la résolution
d'une équation d'advection de base. Après cela, il n'y a que très peu de modi�cations à
l'intérieur des autres étapes : essentiellement, le remplacement de ρ̄n par la ρ̄∗ prédite.
L'équation résolue dans l'étape 3 devient

ρ̄n

(
ū∗ − ūn +

∫ tn+1

tn

(∫
∂Ωvc

ū⊗ (u) .d∂Ω

)
dt

)
= −∆t∇p̄n+

∫ tn+1

tn

(∫
Ωvc

∑
forcesdΩ

)
dt

Cette modi�cation a�ecte également les étapes 4

∇ · ū∗ = ∇ ·
(

∆t

ρ̄n
∇Ψ̄

)
et 5

ūn+1 = ū∗ − ∆t

ρ̄n
∇Ψ̄

Il est important de noter que la modi�cation entre les équations de la méthode proposée
et la méthode standard est minime. Ainsi, l'algorithme permet de réduire considérable-
ment le transfert de quantité de mouvement discret tout en ne nécessitant que quelques
modi�cations simples dans le code original, indépendamment de la méthode de représen-
tation de l'interface, et pour un faible coût de calcul.
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4.3.4. Remarques importantes

Remarque 1 : Même si la méthode proposée entraîne une réduction du transfert de
la quantité de mouvement entre les deux phases, la dernière étape de l'algorithme rem-
place l'idéal ρ̄∗ par ρ̄n+1 qui est un résultat de l'advection de phase. Cette partie est
généralement réalisée avec LSM, VOF ou toute autre méthode traditionnelle qui permet
de conserver une transition su�samment rapide et contrôlée entre les deux phases. En
pratique, ρ̄n+1 est la solution de la translation de la position de l'interface, transférée
dans une fraction de volume eulérienne (qui est inhérente aux méthodes VOF et MOF ou
obtenue par un algorithme de cellule coupée ou, plus simplement, une fonction de Heav-
iside pour LSM). En �n de compte, ce n'est pas la quantité de mouvement ρ̄∗ūn+1 qui
est la solution au pas de temps suivant mais plutôt ρ̄n+1ūn+1. Un transfert à l'interface,
proportionnelle à ∆ (ρ̄ū) ' ūn+1∆ρ̄ = ūn+1 (ρ̄n+1 − ρ̄∗), sera néanmoins introduit par la
méthode, comme c'est le cas dans l'approche standard lorsqu'aucun algorithme spéci�que
de conservation de la quantité de mouvement n'est utilisé. Toutefois, celle-ci est beau-
coup moins importante que celle qui est obtenue sans la méthode proposée, qui supprime
l'erreur inhérente à l'inertie. Les articles présents dans la littérature, S. Ghods et al [163]
et D. Fuster et al [159] pallient ce problème en concevant une méthode adaptée à la
représentation de l'interface. Cependant, ces méthodes sont limitées à une précision du
premier ou du second ordre. D'autre part, la méthode est conçue pour être indépendante
de cette représentation d'interface tout en permettant d'utiliser des schémas d'advection
d'ordre élevé comme il sera montrer dans la section des résultats 4.5.

Remarque 2 : L'équation de continuité peut être utilisée e�cacement dans la mesure
où, loin de l'interface, le champ de densité ρ̄ (équivalent de la fonction caractéristique χ̄)
est constant (en raison de l'hypothèse d'incompressibilité). Par conséquent, le terme
d'advection ∇ · (ūρ) est numériquement non nul uniquement proche de l'interface, où
le stencil du schéma d'advection coupe les cellules portant une variation de ρ̄. Pour les
schémas d'ordre élevés, le stencil est plus grand et nécessite donc plus d'e�orts de calcul.
Néanmoins, le nombre relatif de cellules proches de l'interface permettant le calcul du
terme ∇ · (ūρ) par rapport au total des cellules dans le volume où ∇ · (ū⊗ (ρu)) doit
être calculé diminue lorsque le maillage est ra�né. Ainsi, le coût supplémentaire de la
méthode HOMP est inférieur d'une dimension au coût du terme inertiel.

Remarque 3 : La plupart des codes modernes de volumes �nis sont basés sur des
grilles décalées où la densité est dé�nie au centre des cellules tandis que les composantes
de vitesse sont dé�nies sur les faces associées. Pour des raisons d'e�cacité de calcul, sauf
indication contraire, l'équation de continuité est résolue sur les cellules et la quantité de
mouvement sur les faces. Cela nécessite l'interpolation du champ de densité ρ̄∗ des cellules
sur les volumes de contrôle des faces après la prédiction (étape 1 de l'algorithme). Même
si cette approche introduit des erreurs numériques supplémentaires, cette approximation
semble ne poser aucun problème lors du développement de la méthode et de la simulation
de �uides avec un rapport de densité allant jusqu'à 103. Une interpolation centrée du
second ordre s'est avérée su�sante. A�n de comparer les méthodes, l'implémentation de
l'advection du champ de densité basé sur les faces a été e�ectuée a�n de lier plus étroite-
ment la solution à l'équation du moment. Cette stratégie de discrétisation présente le
principal inconvénient d'être plus coûteuse en temps de calcul, car elle nécessite la solu-
tion de deux autres équations d'advection en 3D (1 pour chaque composante). Néanmoins,
l'augmentation du coût peut être contrôlée suite à la remarque 2.
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Remarque 4 : Il est nécessaire d'utiliser conjointement les mêmes schémas tem-
porels et spatiaux pour intégrer la continuité (étape 1) et le terme inertiel (étape 2) a�n
d'assurer la cohérence. Une alternative à la méthode proposée pourrait consister à utiliser
la solution ρ̄n+1 obtenue après l'équation de transport d'interface comme la ρ̄∗ prédite.
Toutefois, cette approche romperait le principe du couplage des méthodes numériques
pour l'équation de continuité et le terme de convection. Il a été constaté qu'elle donne des
résultats de mauvaise qualité et instables, en particulier lorsqu'un transport d'interface
qui n'est pas fortement conservatif pour la masse est utilisé.

Remarque 5 : Le lecteur peut noter que, dans le découpage e�ectué pour les équa-
tions Navier-Stokes et l'étape d'advection de l'interface, il a été choisi de commencer par
l'advection de l'interface (étape 1 des algorithmes) plutôt que par la �n. Bien que l'étude
de cette question dépasse le cadre de la thèse, l'expérience a montré que les simulations
étaient beaucoup plus stables pour la seconde méthode.

4.4. Méthodes numériques

Les équations de Navier-Stokes sont résolues sur une grille décalée en utilisant la méth-
ode de correction par fractionnement du temps [146] pour tenir compte du couplage
vitesse-pression. L'approche temporelle globale est donc du premier ordre. Cependant,
comme l'inertie joue un rôle clé dans la méthode de préservation de la quantité de mouve-
ment, les schémas d'ordres élevés sont importants pour résoudre l'équation d'advection,
comme détaillé ci-dessous. Une validation avec di�érents schémas numériques est e�ectuée
dans la section 4.5.
Les systèmes linéaires de l'équation de la quantité de mouvement et de la pression sont

résolus par la méthode du résidu minimal généralisé (Generalized Minimal RESidual -
GMRES), initialement préconditionnée par une méthode de Jacobi à gauche. La biblio-
thèque utilisé est HYPRE qui fournit des résultats précis avec une très bonne e�cacité
et une bonne extensibilité lors de l'utilisation du calcul parallèle multiprocesseur.
L'algorithme proposé est indépendant de la représentation de l'interface, c'est pourquoi

les tests de véri�cation et de validation sont e�ectués à l'aide de trois méthodes di�érentes
: VOF, MOF et LSM. Ces trois méthodes et les clés de leur mise en ÷uvre sont décrites
ci-dessous.
Dans cette partie, les di�érentes méthodes et schémas numériques utilisés par la suite

pour véri�er et valider la méthode proposée sont présentés.

4.4.1. Équations d'advection

Tout type de schéma peut être utilisé pour intégrer les deux équations d'advection 4.26
et 4.28, qu'il soit implicite ou explicite. En pratique, comme le transfert de moment
discret veut être minimisé, des schémas temporels et spatiaux d'ordre élevé telle qu'une
méthode Runge-Kutta explicite d'ordre 2 (NSSP 3, 2) et un schéma WENO d'ordre 5
seront utilisés. Une description détaillée de ces schémas est présentée dans l'article de
R. Wang et al [148]. La méthode est également testée avec un schéma d'intégration
temporelle d'ordre 3 (NSSP 5, 3) mais cela n'a pas montré une di�érence remarquable
dans la précision des résultats tout en nécessitant plus de temps de calcul. Néanmoins,
il n'y a pas de limite concernant l'ordre du schéma d'intégration temporelle et spatial si
ceux-ci restent cohérents pour les équations de masse et de quantité de mouvement.
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4.4.2. Représentation d'interface

Volume-Of-Fluid : La méthode VOF, est une représentation à deux �uides directe-
ment basée sur la fonction de fraction de volume χ̄. Le schéma de calcul géométrique de
l'interface linéaire (PLIC) [151] couplé à un schéma d'advection du premier ordre dans le
temps est utilisé.

Moment-Of-Fluid : La méthode MOF est une méthode VOF étendue qui incorpore
le centroïde du matériau en plus de la fraction de volume du matériau pour la reconstruc-
tion de l'interface, provenant de V. Dyadechko et al [152]. A�n de réduire le coût de calcul
de cette méthode, l'algorithme utilisé est celui de la reconstruction analytique proposée
par T. Milcent et al [154].

Level-Set Method : La méthode LSM, introduite par S. Osher et al en 1988 [141],
est une représentation à deux phases basée sur une fonction signée φ, généralement une
fonction de distance. La fonction est transportée par le �uide à travers une équation
d'advection. Elle nécessite l'application fréquente d'une procédure de réinitialisation.
La fonction χ̄ est ensuite calculée par une fonction de Heaviside (décrite ci-dessous).
Par conséquent, la méthode LSM semble être l'approche la plus proche de l'équation
de continuité car elle est intrinsèquement basée sur l'advection d'un champ scalaire lié
au champ de densité par interpolation linéaire. L'équation d'advection est résolue en
utilisant un schéma WENO 5, 3 et une méthode d'intégration temporelle Runge-Kutta
NSSP 3, 2 d'ordre 2. La ré-initialisation fréquente est e�ectuée en résolvant l'équation
Eikonal classique de G. Russo et al [155] dans une bande autour de l'interface.

4.4.3. Terme de gravité

L'utilisation d'un schéma d'ordre 2 en temps Crank-Nicolson permet une meilleure
représentation de l'interaction de la force de gravité avec le système. L'équation est
dé�nie par :

f =
ρ̄n + ρ̄∗

2
g (4.31)

avec g le vecteur gravité. Ce schéma est particulièrement important pour le cas test de
la vague stationnaire. Il a l'avantage d'être plus stable que le schéma explicit (ρng) et
moins di�usif que le schéma implicit (ρ∗g).

4.4.4. Terme de tension de surface

Le terme de tension de surface est calculé dans l'équation de la quantité de mouvement
grâce au modèle Continuum Surface Force (CSF) de J. U. Brackbill et al [133] :

f = σκ∇χ̄ (4.32)

avec σ le coe�cient de tension super�cielle et κ la courbure à l'interface calculée grâce
aux fonctions hauteurs pour VOF et MOF et grâce aux CP pour LSM (cf. chapitre 3).

4.5. Véri�cations et validations de la méthode

A�n de démontrer l'e�cacité de la méthode HOMP, une présentation des résultats
obtenus sur di�érents cas tests est e�ectuée, ces résultats vont des applications numériques
(cas de véri�cations) aux applications physiques (cas de validations). Dans la section 4.5.2,
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la convergence de la méthode et sa capacité à préserver la quantité de mouvement sur
l'advection d'une goutte de grande densité sont démontrées. Les cas d'ondes stationnaires
ne sont pas présents dans la littérature, cependant, ils semblent être représentatifs des
problèmes de transfert de quantité de mouvement car ils se concentrent sur la dynamique
d'une longueur d'onde. Même si les interactions non linéaires entre les phases gazeuses
et liquides sont très importantes dans les applications quotidiennes, l'étude de longueurs
d'onde séparées peut, sur une base simpli�ée similaire à la théorie linéaire, aider à mettre
en évidence les erreurs numériques et leurs implications dans la dynamique du système.
En conséquence, une étude détaillée est e�ectuée sur les cas tests associés dans les sections
4.5.3 et 4.5.4 dans lesquelles la méthode HOMP permet de réduire considérablement le
transfert de quantité de mouvement sur les ondes gravitaires et capillaires stationnaires, en
2D et 3D. En�n, dans les sections 4.5.5 et 4.5.6, la méthode est confrontée à la simulation
de cas dynamiques plus complexes : l'impact d'une goutte dans une eau profonde et le
déferlement plongeant d'une onde sur une plage.

4.5.1. Calcul des quantités de post-traitement

4.5.1.1. Quantité de mouvement

La quantité de mouvement est mesurée dans l'ensemble du domaine et dans chaque
phase par le calcul des intégrales suivantes

M1 =

∫
Ω

(1− χ)ρ1udΩ

et

M2 =

∫
Ω

χρ2udΩ

Dans le cadre des volumes �nis appliqués sur une grille décalée, il est possible de trans-
former l'intégrale en une somme sur chaque cellule d'une grille. Lors de la résolution
des équations de Navier-Stokes, les grilles de résolution du terme inertiel sont les grilles
décalées suivant chaque direction. Par conséquent, les volumes de contrôle sont : Ωu

i,j,k

(vectoriel suivant x), Ωv
i,j,k (vectoriel suivant y) et Ωw

i,j,k (vectoriel suivant z). Avec w
et k les composantes correspondantes à la troisième dimension. Lors de la résolution
de l'équation de quantité de mouvement, il est fait l'hypothèse que ρ̄u ≡ ρ̄ū. Dans le
même état d'esprit, la valeur moyennée χ̄u est approximée par χ̄ū. Les deux intégrales
en deviennent par conséquent :

M1 =
∑
i,j,k

∆xi∆yj∆zk(1− χ̄facei,j,k )ρ1ūi,j,k

et
M2 =

∑
i,j,k

∆xi∆yj∆zkχ̄
face
i,j,k ρ2ūi,j,k

avec χ̄facei,j,k la valeur interpolé à l'ordre 2 sur les faces, ∆xi, ∆yj et ∆zk les pas spatiaux,
ρ1 et ρ2 les masses volumiques de chaque �uide et ūi,j,k le champ de vitesse du �uide.

4.5.1.2. Énergie cinétique

L'énergie cinétique EK provient du calcul de l'intégrale suivante

EK =

∫
Ω

1

2
ρ||u||22dΩ
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Une nouvelle fois, le cadre des volumes �nis et de la grille MAC induisent l'utilisation
d'une sommation des valeurs moyennés sur l'ensemble des volumes de contrôle. Cepen-
dant, cette fois-ci il est nécessaire de calculer la norme 2 du champ de vitesse. Pour
évaluer cette fonction, les di�érentes composantes de la vitesse doivent être connues sur le
même volume de contrôle. Le champ de vitesse est interpolé à l'ordre 2 sur le volume de
contrôle scalaire Ωc

i,j,k. Maintenant que les composantes ont été centralisées sur la grille
scalaire, il est possible de calculer :

||ūcentre||22 = (ūcentre)2 + (v̄centre)2 + (w̄centre)2

L'équation �nale pour calculer l'énergie cinétique est

EK =
1

2

∑
i,j,k

ρ̄i,j,k||ūcentrei,j,k ||22∆xi∆yj∆zk

avec ρ̄i,j,k la densité local du �uide unique, ∆xi, ∆yj et ∆zk les pas spatiaux et ūcentrei,j,k

le champ de vitesse du �uide interpolé sur la grille scalaire.

4.5.1.3. Densité-vorticité

La dernière variable utilisée pour étudier les cas tests est la densité-vorticité. Cela cor-
respond à la multiplication du champ scalaire ρ̄ par le champ vectoriel ω̄vort représentant
la vorticité du champ de vitesse ∇×ū. Chaque terme est dé�ni sur la grille scalaire. Pour
cela, il est nécessaire d'e�ectuer une interpolation du champ obtenu après l'évaluation de
∇×ū sur la grille scalaire. Les dérivées partielles sont évalués à l'aide d'un schéma centré
l'ordre 2 décalant le volume de contrôle sur les coins en 2D (resp. arrètes en 3D). Par
conséquent, une interpolation est utilisée pour recentrer les quantités sur la grille scalaire
centrale. L'interpolation e�ectuée est à l'ordre 2 avec un schéma centré.

C'est une variable importante car elle permet la visualisation des tourbillons parasites
qui se produisent dans chaque phase, comme il sera observé dans les sections suivantes.
La pondération de la vorticité par ρ̄ est pertinente car même un vortex de faible intensité
transmet beaucoup d'énergie dans un �uide dense comme l'eau.

4.5.2. Advection d'une goutte de grande densité

Le faux transfert de la quantité de mouvement dû à des approximations de mod-
èles ou numériques est directement lié au rapport de masse volumique des deux �u-
ides. L'augmentation de ce rapport augmentera les instabilités numériques non physiques
proches de l'interface. Ainsi, le cas test numérique de la convection d'une goutte de haute
densité, avec un rapport de densité ρ1/ρ2 = 106, peut être utilisé pour montrer et détecter
les transferts de quantité de mouvement parasites. Ce cas, sur-mesure, a été étudié dans
plusieurs références telles que [163, 166, 167, 168, 165, 164, 158]. Il n'est pas basé sur une
expérience physique et doit être pris avec précaution car il est très sensible à l'initialisation
et aux méthodes numériques. Cependant, a�n de comparer avec la littérature, l'impact
de l'utilisation de la méthode HOMP est étudié.
La goutte est initialisée avec une vitesse uniforme et le gaz est au repos. Idéalement,

comme la goutte est très dense, sa forme doit rester la même et sa quantité de mouvement
totale doit être conservée. Si une quantité de mouvement erronée est transférée dans la
goutte, on s'attend à ce qu'elle se déforme et, inversement, à ce que le gaz soit fortement
perturbé par cet échange. Il est important de noter que, dans la continuité des remarques
de Nangia et al [166], dans le cadre de l'incompressibilité et comme la densité du liquide est
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�nie (bien que très élevée), il faut s'attendre de toute façon, même sans erreurs numériques,
à une déformation de la goutte. Ceci est dû à quatre faits :

1. le champ de vitesse initial imposé dans l'ensemble du domaine est de plus en plus
discontinu à mesure que le maillage s'a�ne.

2. le champ de vitesse doit être incompressible ; il n'y a donc pas de solution analytique
triviale pour initialiser le cas.

3. comme pour l'étude du mouvement autour d'une sphère, la pression du gaz sera
élevée devant la goutte et faible dans le sillage. Cela entraînera une compression
de la phase liquide en amont et son allongement en aval. De plus, la translation
périodique de la goutte dans le milieu gazeux induit une dynamique des �uides
non linéaire dans ce dernier, rendant inévitable l'apparition de tourbillons et leurs
interactions avec le liquide di�cilement prévisible.

4. même si le rapport de densité est important, la dynamique du liquide n'est pas celle
d'un corps rigide.

En conséquence, la vitesse de la goutte ne sera pas uniforme, à moins qu'une initialisation
plus stricte (comme dans le cas de la pénalisation) ne soit appliquée au niveau discret, ce
qui dépasse le champ d'application de la thèse. Cependant, comme le rapport de masse
volumique est très élevé, la variation de la vitesse ne devrait pas être trop importante,
tout en étant su�sante pour déformer un peu le domaine liquide. Sans e�ets visqueux,
de petites structures devraient apparaître lors du ra�nement du maillage.
Comme les deux �uides incompressibles ne sont pas visqueux, et en l'absence de gravité

et de tension super�cielle, l'énergie cinétique totale devrait être conservée. Il sera démon-
tré que pour la méthode standart cela ne sera pas le cas. Le problème est encore plus
important avec un rapport de masse volumique ρ1/ρ2 aussi élevé. Par exemple, si une
faible quantité de mouvement εqm est transféré du gaz au liquide, la quantité résultant
dans le liquide est augmentée de ρ1

ρ2
εqm � εqm. De plus, avec l'approche standard, le

résultat diverge même lorsque le maillage est grossié. D'autre part, la méthode HOMP
permet de bien conserver la quantité de mouvement en réduisant son transfert à travers
l'interface.
En conclusion, une première étude en 2D sera e�ectuée à épaisseur d'interface constante,

puis en réduisant celle-ci. Les résultats 3D de l'advection d'une goutte sphérique seront
présentés pour démontrer les capacités du code à s'étendre au 3D.

4.5.2.1. Description de la condition initiale

Une goutte (sphérique en 3D et circulaire en 2D) de rayon 0.2m se tient dans un
domaine [0, Lgoutte] × [0, Lgoutte] de taille Lgoutte = 1m, et située initialement au centre
de celui-ci. Les conditions limites sont périodiques dans la direction x et glissement dans
la direction y. Comme le problème est purement symétrique en théorie, seule la moitié
supérieure du domaine est simulée en pratique. La masse volumique du �uide le plus
lourd est �xée à ρ1 = 106 kg.m−3 et celle du plus léger à ρ2 = 1 kg.m−3. A�n de se
concentrer sur le terme inertiel et pour que le terme visqueux n'a�ecte pas la solution, les
deux �uides sont non visqueux.
L'initialisation du champ de vitesse est importante car elle est la base de la simulation et

peut changer le résultat �nal lors d'une mauvaise initialisation. À t = 0 s, ū0 = ū (t = 0 s)
est calculée telle que ū0 (x, y) = χ̄0 (x, y) · (1, 0)T où χ̄0 (x, y) est la fonction caractéris-
tique moyennée initiale de la goutte, donnée par la représentation de l'interface. Cette
initialisation est cohérente avec le cadre de volume �ni et est nécessaire pour régulariser le
champ de vitesse qui serait autrement discontinu. De plus, le champ de vitesse est projeté
sur l'espace de divergence nulle a�n d'utiliser une condition initiale qui est physiquement

85



Interface entre
les deux �uides

Epaisseur
de lissage

0.2m

Fluide 1

Fluide 2

Symétrie

Glissement

P
ériodiqueP

ér
io
di
qu
e

1 m

0.
5
m

Figure 4.2. � Schéma 2D de la condition initiale de l'advection d'une goutte de grande
masse volumique. La vitesse du �uide 1 est 1m.s−1 et est nulle dans le
�uide 2. Le domaine de simulation est [0, 1]× [0, 0.5] en mètres.

incompressible. Par conséquent, la vitesse à l'intérieur de la goutte n'est pas exactement
uniforme et la déformerait de toute façon. Le résultat montre l'inaptitude de la méthode
standard pour saisir la dynamique attendue.
La �gure 4.2 est la schématisation de la condition initiale en 2D. L'extension au 3D est

faite en utilisant la même condition que pour la direction y.

4.5.2.2. Schémas numériques

Concernant le calcul de ρ̄∗ (équation 4.26) et le terme inertiel (équation 4.27), une
étude est e�ectuée sur l'impact de trois schémas numériques : upwind d'ordre 1, WENO
3, 2 d'ordre 3 et WENO 5, 3 d'ordre 5, le tout couplé à un schéma temporelle de type
Runge-Kutta (NSSP3, 2). Cependant, à cause du rapport de masse volumique élevé, les
termes de troncature dans l'équation de continuité apportent beaucoup d'erreurs. Ainsi,
pour diminuer ces erreurs numériques, la résolution de l'équation est e�ectuée directement
sur les faces des cellules. Cela permet de supprimer les approximations qui sont faites
lors de l'utilisation de l'interpolation des cellules aux faces après l'étape d'advection et de
renforcer la cohérence avec l'équation de quantité de mouvement.

4.5.2.3. Discrétisations

Une grille régulière et uniforme est utilisée pour la discrétisation du domaine. Le nom-
bre totale de mailles est nlignes.ncolonnes = N.N

2
= N2

2
, avec N le nombre de mailles dans

la direction x. Celui-ci varie entre 64, 128 et 256. Le pas d'espace peut, ainsi, être calculé
comme ∆x = Lgoutte

N
.

Le pas de temps a été �xé à ∆t = 10
31.25·N et ne suit pas une condition CFL. Avec

l'initialisation imposée, cela correspond à un nombre CFL ∆t.max(|ū|,|v̄|,|w̄|)
∆x

autour de 0.3
(en pratique, cela augmenterait particulièrement en présence de tourbillons dans le gaz,
sans perturber les résultats). C'est 10 fois plus que le pas utilisé dans N. Nangia et al
[166]. Malgré l'utilisation d'un pas de temps plus grand que dans la littérature, l'erreur
sur les résultats reste relativement faible. Cela démontre la robustesse de la méthode
HOMP lors de l'utilisation de grands pas de temps proches de la restriction explicite des
CFL.
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4.5.2.4. Résultats avec une épaisseur d'interface �xe

Tout d'abord, a�n d'éluder le problème d'un champ de vitesse discontinu lors du ra�ne-
ment du maillage, et ainsi réduire les déformations inévitables de la goutte, une première
étude sur la convergence des méthodes avec une épaisseur d'interface constante est réalisée.
La méthode de lissage est appliquée à la fraction volumique calculée par les algorithmes
d'interface. Dans le cas particulier de LSM, a�n de correspondre aussi précisément que
possible aux VOF et MOF, le calcul de la fraction volumique est celui proposé par C.
Min et al [143]. La procédure de lissage est appliquée de sorte à assurer une épaisseur
d'interface d'environ 0.1m, quelle que soit le maillage utilisé. Ainsi, pour la maille la plus
�ne N = 256, il y a environ 24 cellules pour la transition de densité du gaz au liquide.
En pratique, il est impossible de dé�nir et de contrôler très précisément l'épaisseur de
l'interface, mais l'approche proposée permet d'obtenir une approximation su�sante.
Les résultats des simulations sont présentés sur la �gure 4.3. Globalement, on peut

observer que, comme prévu, la forme de la goutte ne converge pas vers un disque parfait :
lorsque la vitesse horizontale augmente dans le sillage de la goutte (au niveau de la ligne
de symétrie), le liquide est poussé vers la droite, induisant un petit pincement. La sous-
�gure gauche de 4.3 démontre que le schéma du premier ordre est beaucoup plus di�usif
et apporte une déformation importante de la phase liquide, étirant même l'interface dans
la direction opposée. Cependant, grâce à la méthode HOMP, la goutte est beaucoup plus
compacte car moins d'énergie a été transférée dans la phase peu dense. À cet égard,
les contours bleus capturent une quantité de mouvement importante dans la phase plus
légère - notez qu'à ces endroits non éloignés de l'interface, en raison du lissage du champ
de densité, ρ̄ > 1 kg.m−3, et donc la quantité de mouvement ρ̄ū est impactée.

4.5.2.5. Résultats avec une épaisseur d'interface de plus en plus petite

Comme le modèle à un seul �uide visant à capturer l'immiscibilité et la transition
brusque entre les phases où l'épaisseur de l'interface tend vers zéro, la convergence de notre
méthode par rapport à la méthode standard est étudiée. Pour cela, la même procédure
de lissage est utilisée que celle décrite précédemment, cependant, l'épaisseur d'interface
varie en fonction du maillage utilisé. Il diminue en fonction de la racine du pas d'espace
∆x. Alors que dans l'article de N. Nangia et al [166], les auteurs ont utilisé une épaisseur
d'interface très �ne, comme de nombreux auteurs l'ont remarqué, l'épaisseur d'interface
doit s'échelonner plus lentement que linéairement avec le maillage a�n d'obtenir des ré-
sultats convergents et stables.
Dans cette con�guration, comme le gradient de densité diminue à un rythme plus lent

que le ra�nement du maillage, les transferts de quantité de mouvement doivent, avec
la méthode standard, être beaucoup plus élevés. La pente du lissage étant plus grande,
les champs de vitesse et de densité deviennent plus nets ; par conséquent, la quantité
de mouvement étant le produit des deux, les termes de troncature d'ordre élevé dans les
équations d'advection augmenteront à un taux doublé. Là encore, comme il n'y a pas
de solution analytique ou physique triviale à ce cas de test, il n'y aura pas de solution
régulière et lisse de l'interface et du mouvement autour de la goutte.
De plus, les schémas numériques d'ordre élevé, montrant une di�usion numérique très

faible, peuvent éventuellement induire plus d'erreurs dans les simulations à mesure que le
maillage est a�né. Il est important de noter que c'est un résultat attendu sur ce cas par-
ticulier qui n'est pas corrélé avec la méthode HOMP mais qui est dû à la rigidité inhérente
du cas. D'ailleurs, des schémas d'ordre inférieur peuvent être préférés mais, pour des ex-
périences générales et plus physiques comme celles présentées dans les sections suivantes,
la méthode �xant l'incompressibilité permet d'utiliser correctement des schémas d'ordre
supérieur.
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(a) Upwind d'ordre 1 (b) WENO 3, 2

(c) WENO 5, 3

Figure 4.3. � Convection d'une goutte de grande masse volumique avec une épaisseur
d'interface constante : comparaison de la convergence numérique de la
forme et de la quantité de mouvement suivant x pour diverses méthodes
numériques et d'interface : Upwind d'ordre 1 (a), WENO 3, 2 (b) et WENO
5, 3 (c). Le temps est t = 1 s. Pour chaque simulation, la moitié supérieure
est le résultat obtenu par la méthode standard, la moitié inférieure par la
méthode HOMP. La couleur violette (verte) est utilisée pour les quantités
de mouvements jusqu'à 106 kg.m

−2
.s−1 (qui est la quantité de mouvement à

l'intérieur de la goutte à l'initialisation), la partie blanche correspond à une
valeur nulle de la quantité de mouvement. Les contours mettent en évidence
des contours de valeurs particulières : noir pour la position de l'interface en-
tre les deux �uides, bleu (dans la phase gazeuse) pour ρ̄ū = −10kg.m

−2
.s−1

et rouge (à l'intérieur de la goutte) pour ρ̄ū = 106 kg.m
−2
.s−1.
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Les résultats sont présentés dans la �gure 4.4. On peut tout d'abord observer que, à
mesure que le maillage s'a�ne, la dynamique des �uides est plus complexe et apporte
plus de perturbations à la forme de la goutte. Comme expliqué dans la description, ce
comportement est attendu alors que le champ de vitesse se rapproche d'une discontinu-
ité. En l'absence de forces qui permettraient de conserver la forme sphérique, comme la
tension de surface, l'interface �nit par se déformer. Comme cela a été observé dans la
littérature, la méthode standard (partie supérieure de chaque simulation) conduit à une
dynamique instable et destructive qui �nit par faire diverger la solution et le code. Ceci
est principalement dû à des transferts erronés de la quantité de mouvement de la phase
gazeuse vers la phase liquide ; un phénomène qui s'accentue lorsque le gradient de densité
tend vers l'in�ni.
En revanche, tous les résultats obtenus par la méthode HOMP (partie inférieure de

chaque simulation) démontrent une bien meilleure prise en compte de la physique. Même
en utilisant le schémaWENO non linéaire du cinquième ordre qui est destiné à induire plus
de tourbillons dans l'écoulement non visqueux, les simulations restent stables pour toutes
les méthodes d'interface pour N = 64 et N = 128. Pour la maille la plus �ne (N = 256),
la discontinuité initiale de la vitesse et de la densité induit beaucoup de variations d'ordre
élevé dans l'écoulement : on peut voir que la méthode standard produit beaucoup plus
de déformation de l'interface tandis que la méthode HOMP parvient à garder la goutte
plus compacte.
La méthode proposée introduit beaucoup moins d'extrêmes de quantité de mouvement

dans les deux phases, en particulier dans le gaz, ce qui démontre un échange réduit de
quantité de mouvement à travers l'interface. Le résultat de la méthode LSM semble plus
lisse. Cela peut s'expliquer par une advection plus proche de l'équation de continuité,
l'interface est, ainsi, moins déformée à mesure que le maillage est a�né.
Alors que l'utilisation du schéma Upwind d'ordre 1 donne des résultats très satisfaisants,

même avec des mailles grossières, les schémas WENO apportent des termes d'ordre élevé
dans la quantité de mouvement qui ne sont que légèrement amortis. Cela entraîne davan-
tage de perturbations de l'interface. Les résultats di�èrent de ceux exposés dans l'article
de N. Nangia et al [166] où l'interface semble plus lisse et plus proche d'une sphère. Cette
di�érence peut s'expliquer par deux points : premièrement, le résultat de la simulation est
très sensible à la condition initiale du champ de vitesse, et deuxièmement, les auteurs ont
adapté un schéma d'advection particulier avec des limiteurs qui améliore la préservation
de la quantité de mouvement alors que la présente étude est e�ectuée sur des schémas plus
courants. Le développement de schémas d'advection d'ordre élevé adaptés aux équations
couplées de continuité/quantité de mouvement est un facteur important. Néanmoins,
les résultats obtenus avec HOMP sont bien meilleurs que ceux obtenus avec la méthode
standard. La précision de la méthode sera discutée dans les prochaines sections avec des
rapports de densité plus courants de 103 et des cas plus pertinents physiquement.
La �gure 4.5 montrent comment l'énergie cinétique totale EK associée au domaine liq-

uide se modi�e au cours du temps. Tout d'abord, il est observé un lien évident entre
l'énergie cinétique et la conservation de la masse. Un gain de masse s'accompagne d'un
gain d'énergie cinétique, et inversement. La méthode standard (lignes pointillées) con-
serve beaucoup moins bien l'énergie cinétique. Alors que la di�usion numérique peut
expliquer l'importante diminution avec le schéma du premier ordre, on observe toujours
une importante diminution de l'énergie cinétique pour des schémas d'ordre élévé. C'est
d'autant plus notable pour des mailles grossières. Cela peut s'expliquer par le transfert
de quantité de mouvement de la phase la plus dense vers la phase la moins dense, comme
l'illustre la quantité de mouvement croissante de la �gure 4.4. Pour les mailles les plus
�nes (N = 256), les simulations deviennent instables avec le temps, car de plus en plus
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(a) Upwind d'ordre 1 (b) WENO 3, 2

(c) WENO 5, 3

Figure 4.4. � Convection d'une goutte de grande masse volumique avec une épaisseur
d'interface diminuant en racine du pas d'espace : comparaison de la con-
vergence numérique de la forme et de la quantité de mouvement suivant x
pour diverses méthodes numériques et d'interface : Upwind d'ordre 1 (a),
WENO 3, 2 (b) et WENO 5, 3 (c). Le temps est t = 1 s. Pour chaque simu-
lation, la moitié supérieure est le résultat obtenu par la méthode standard,
la moitié inférieure par la méthode HOMP. La couleur violette (verte) est
utilisée pour les quantités de mouvements jusqu'à 106 kg.m

−2
.s−1 (qui est la

quantité de mouvement à l'intérieur de la goutte à l'initialisation), la partie
blanche correspond à une valeur nulle de la quantité de mouvement. Les
contours mettent en évidence des contours de valeurs particulières : noir
pour la position de l'interface entre les deux �uides, bleu (dans la phase
gazeuse) pour ρ̄ū = −10 kg.m

−2
.s−1 et rouge (à l'intérieur de la goutte)

pour ρ̄ū = 106 kg.m
−2
.s−1.
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de petites structures apparaissent et la quantité de mouvement est fausse.
D'autre part, la méthode HOMP permet une bien meilleure conservation de l'énergie

cinétique avec les trois schémas numériques. Le WENO d'ordre 5 donne les meilleurs résul-
tats tout en permettant de capturer des structures �nes dans l'écoulement. L'augmentation
de EK avec le schéma du premier ordre ainsi qu'avec le VOF-PLIC d'ordre inférieur peut
s'expliquer par l'importante di�usivité de ces méthodes qui conduit à un faible transfert
de la quantité de mouvement de la phase gazeuse vers la phase liquide, couplé au gain
important dans le volume de la phase liquide, augmentant ainsi de façon plus importante
l'énergie. Il est à noter que ces résultats quantitatifs sont très similaires pour les méthodes
LSM et MOF qui béné�cient toutes deux de la résolution d'équations de transport d'ordre
élevé. Cette dernière assure une meilleure conservation de la masse et donc de l'énergie.
La méthode HOMP maintient les simulations très stables même avec des maillages très
�ns.

4.5.2.6. Résultat en trois dimensions

Le même cas test fut simulé en 3D où des conditions symétriques ont été utilisées
pour les plans y = 0 (face inférieure) et z = 0 (face arrière). L'épaisseur de l'interface,
comme dans le paragraphe précédent, suit linéairement le maillage. Le pas de temps
est le même que dans le cas en 2D. Les schémas WENO 3, 2 et NSSP3, 2 sont utilisés
pour les termes d'advection. La �gure 4.6 illustre la forme de l'interface en utilisant le
LSM (réinitialisation à chaque pas de temps) et le VOF pour ce maillage, sans (moitié
supérieure) et avec l'utilisation de la méthode HOMP (moitié inférieure). Il est observé
que la méthode permet une déformation réduite de l'interface et un transfert d'énergie
beaucoup moins important dans la phase gazeuse. En 3D, le liquide est aspiré dans le
sillage par la zone de basse pression (qui est plus importante qu'en 2D), comme il est
couramment observé lors de l'étude de la chute libre des gouttes de pluie.
Quantitativement, il est possible de voir avec les isocontours de la �gure 4.6 un transfert

réduit de la quantité de mouvement suivant x à l'intérieur de la phase gazeuse à travers
le temps avec la méthode HOMP. De plus, dans la continuité des résultats 2D, l'énergie
cinétique totale EK , illustrée sur la �gure 4.7, est également beaucoup mieux conservée.
La diminution de l'énergie cinétique avec la méthode standard est principalement due à
un transfert erroné de l'énergie cinétique à travers l'interface entre la phase liquide et la
phase gazeuse où la masse volumique est 106 fois plus faible.

4.5.3. Onde gravitaire stationnaire

Ce cas de véri�cation a été conçu a�n de montrer l'impact et la précision de la méthode
HOMP proposée sur un problème très simple, mais classique. Une onde gravitaire sinu-
soïdale stationnaire est la somme de deux ondes progressives de même amplitude et de
même longueur. Elles présentent une dynamique périodique triviale qui rend bien compte
de toute discrétisation et erreur numérique. Selon une hypothèse linéaire, pour un nombre
de Reynolds élevé et des e�ets visqueux négligés, une onde stationnaire devrait conserver
sa forme sinusoïdale, son amplitude et sa fréquence d'oscillation.

Cependant, selon la théorie linéaire, il est attendu que la vitesse du �uide soit maximale
à l'interface. Cela justi�e l'intérêt du cas test car les erreurs numériques devraient être
très concentrées à cet endroit, mettant ainsi en évidence les améliorations apportées par
la méthode HOMP.
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(a) Énergie cinétique : LSM

(b) Énergie cinétique : VOF-PLIC

(c) Énergie cinétique : MOF

(d) Conservation du volume d'eau

Figure 4.5. � Convection d'une goutte de grande densité avec une épaisseur d'interface
réduite : comparaison de la convergence numérique de l'énergie cinétique
totale EK en fonction du temps pour les trois schémas d'advection et les
représentations d'interface étudiés, LSM (a), VOF-PLIC (b) et MOF (c).
La conservation du volume de la phase eau est montrée dans l'image (d).
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Figure 4.6. � Convection d'une goutte 3D de grande masse volumique : convergence
numérique de la forme de l'interface 3D en bleu et isocontours de la quantité
de mouvement suivant x sur le plan x, y. Le temps est t = 1 s et N = 128.
La ligne du haut correspond à la méthode standard et la ligne du bas à la
méthode HOMP. La colonne de gauche correspond à la méthode LSM et la
colonne de droite à la méthode VOF. Les contours en 2D mettent en évi-
dence des valeurs particulières pour la quantité de mouvement : bleue pour
ρ̄ū = −0.1 kg.m−2.s−1 (cent fois moins qu'en 2D) et rouge (à l'intérieur de
la goutte) pour ρ̄ū = 106 kg.m−2.s−1 Les schémas numériques pour le terme
d'inertie sont les schémas WENO 3, 2 et NSSP 3, 2..

Figure 4.7. � Convection d'une goutte 3D de grande masse volumique : convergence de
l'énergie cinétique totale Ek en fonction du temps pour la méthode LSM.
La valeur initiale a été tracée avec une ligne en pointillée gris clair. Les
schémas numériques pour le terme d'inertie sont les schémas WENO 3, 2 et
NSSP 3, 2.
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4.5.3.1. Description de la condition initiale

Une onde horizontale 2D est initialisée dans une boîte rectangulaire de taille 10m ×
20m. Les conditions limites sont périodiques dans la direction x et la paroi est supossée
non-glissante en haut et en bas. L'onde est initialisée comme une fonction sinusoïdale
d'amplitude 0.05m et de longueur d'onde λ = 10m centrée dans le domaine. Le �uide le
plus lourd (eau) est de masse volumique ρ1 = 1000 kg.m−3 et le plus léger (air) est de masse
volumique ρ2 = 1 kg.m−3. La gravité est �xée à g = 9.81m.s−2 vers la direction y négative.
Le champ de vitesse initial est �xé à 0m.s−1 (ce qui correspond à une onde stationnaire
avec son énergie potentielle maximale et une énergie cinétique nulle). Le champ de pression
initial est également �xé à 0Pa, il sera naturellement réglé sur hydrostatique après la
première itération de l'algorithme. Le schéma de la simulation est décrite dans la �gure
4.8.
La vitesse verticale maximale de la vague est approximativement 0.8m.s−1 et sa période

T temporelle est 1.3 s.

10 m

20
m

0.05 m

Non glissement

Non glissement

P
ér
io
di
qu
e P

ériodique

Figure 4.8. � Schéma de la condition initiale de l'onde stationnaire gravitaire. La vitesse
est nulle dans tout le domaine. Le domaine de simulation est [0, 10]× [0, 20]
en mètres. Et l'amplitude de la vague est 0.05m.

4.5.3.2. Schémas numériques

Le nombre de Reynolds pour ce cas test est Re = ρeauUmaxλ
µeau

' 8 ·106. L'inertie est large-
ment supérieure à la force visqueuse. Par conséquent, l'hypothèse de la théorie linéaire
est utilisée et le terme visqueux est enlevé de l'équation de la quantité de mouvement.
D'autre part, comme les e�ets gravitationnels sont dominants (FrII ' 6.5 · 10−3),

l'utilisation d'un schéma Crank-Nicolson d'ordre 2 est nécessaire pour approximer le terme
gravitationnel dans l'équation.
Concernant le calcul de ρ̄∗ (équation 4.26) et le terme inertiel (équation 4.27), l'in�uence

de trois schémas numériques est étudié : Upwind d'ordre 1, WENO 3, 2 et WENO 5, 3
couplé à une intégration Runge-Kutta NSSP3, 2.
En�n, l'utilisation de trois représentations d'interface di�érentes est également étudiée

: VOF , MOF et LSM. Comme prédit précédemment, l'épaisseur de l'interface varie de
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manière régulière à travers 6 cellules, grâce à une régularisation et un lissage appropriés.

4.5.3.3. Discrétisations

Une grille régulière et uniforme est utilisée pour la discrétisation du domaine. Le nom-
bre totale de mailles est nlignes.ncolonnes = 2N.N = 2N2, avec N le nombre de mailles
dans la direction x. Celui-ci va varier entre 64 (échelle 1), 256 (échelle 4) et 1024 (échelle
16). Le pas d'espace peut, ainsi, être calculé comme ∆x = λ

N
.

Un point important concerne le pas de temps : lorsque le maillage est a�né, comme
∆x → 0, l'épaisseur de l'interface de largeur 6∆x diminue. Il faut donc appliquer
une condition de type CFL a�n de maintenir constant le nombre de cellules parcou-
rues par l'interface par seconde. Elle permet d'étudier de manière appropriée la conver-
gence numérique spatiale et temporelle à la fois. Le pas de temps décroît linéairement
avec le maillage : ∆t = 3.2

N
s. Par rapport à la vitesse maximale de l'onde atteinte

lorsque l'interface est plate, 0, 8m.s−1, cela correspond à un nombre de CFL d'environ
∆t
∆x
·max(|ū|, |v̄|) ' 0,05·64

λ
· 0, 8 ' 1

4
. Le pas de temps est donc ∆t = 0.25 ∆x.

4.5.3.4. Résultats

La validation de la méthode et sa précision sont démontrées par la comparaison des
di�érentes méthodes numériques et des tests de convergence. Par symétrie, la composante
x de l'intégrale de la quantité de mouvement est nulle (en pratique : très proche de la
précision de la machine, sauf indication contraire). On s'attend à ce que la composante y
oscille entre une valeur maximale (positive) et une valeur minimale (négative) dans une
tendance périodique, lorsque l'interface est plate, tout en étant nulle lorsque l'onde est
entièrement déployée. Si l'énergie est conservée, l'interface devrait rester exactement la
même sur une période régulière T d'oscillation. De plus, il ne devrait pas y avoir de
transfert de quantité de mouvement entre les deux phases et donc une phase ne devrait
pas perturber l'autre.
Le lecteur doit noter que, comme l'air a une densité beaucoup plus faible que l'eau,

la phase air contient beaucoup plus de tourbillons que la phase eau. En ce qui concerne
la quantité de mouvement totale, il y a un facteur d'environ 400 entre les valeurs maxi-
males attendues de M1 et M2 suivant y. De plus, les tourbillons parasites sont poussés à
l'intérieur des deux phases et évoluent avec le temps. Cela conduit à une moyenne tem-
porelle du moment non nulle. Ceci est particulièrement observable dans les graphiques de
la quantité de mouvement de l'air et la visualisation des tourbillons.
En raison d'erreurs numériques, il existe un transfert e�cace et signi�catif de la quan-

tité de mouvement qui se manifestera par la suite, ce qui pourrait ne pas être apparent
si seulement l'évolution de la hauteur des vagues est regardée. Comme il est montré, la
méthode HOMP parvient à stabiliser la simulation numérique en réduisant considérable-
ment le transfert numérique de quantité de mouvement près de l'interface et l'intensité
des tourbillons parasites.

4.5.3.4.1. Étude des schémas spatiaux Tout d'abord, une comparaison est e�ectuée
sur l'impact de l'utilisation de divers schémas numériques pour le calcul des équations
d'advection dans le moment cinétique et la prévision de l'advection de la densité. À cette
�n, la convergence spatiale est étudiée pour les schémas Upwind d'ordre 1, WENO 3, 2
et WENO 5, 3. La représentation de l'interface utilisée est la LSM avec un paramètre de
régularisation de 3∆x. L'intégration temporelle pour les termes d'advection est faite par
un schéma NSSP3, 2. La �gure 4.9 montre la variation temporelle totale de la quantité
de mouvement dans chaque phase après t = 90 s (c'est-à-dire après environ 70 périodes)
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pour diverses méthodes et maillages, tandis que la �gure 4.12a montre le résultat avec
le schéma WENO 5, 3, plus précis, et la méthode HOMP proposée pour l'ensemble de la
simulation. La convergence spatiale est étudiée sous un nombre CLF constant (c'est-à-
dire que les pas de temps ∆t sont linéaires avec ∆x). Il est important de noter que la
quantité de mouvement totale, qui sera étudiée en premier, est un critère qui doit être
complété par la distribution de la quantité de mouvement e�ectif ainsi que les tourbillons
à l'intérieur de chaque phase. Cela sera étudié par la suite.
Il est important de noter que, pour toutes les méthodes, au maillage le plus �n, les

amplitudes des ondes sont du même ordre de grandeur et toutes présentent une forme
sinusoïdale persistante (voir �gure 4.10). Malgré cela, on observe que la méthode stan-
dard ne parvient pas à reproduire une dynamique correcte et diverge alors que la méthode
HOMP présente de très bonnes propriétés de convergence.

Il est observable dans la �gure 4.9b que la quantité de mouvement suivant y totale dans
l'air semble converger au maillage le plus �n autour d'une valeur de 1 kg ·m−2 · s−1 pour
toutes les méthodes. Cependant, par rapport à cette valeur, la méthode standard cou-
plée au schéma Upwind d'ordre 1 montre une quantité de mouvement totale signi�cative
dans la phase air pour les mailles grossières. Ceci est dû à une di�usion excessive de la
quantité de mouvement qui entraîne des transferts entre les deux phases. Bien qu'elle soit
réduite lors du ra�nement du maillage, cette augmentation est très mauvaise. Elle �nira
par entraîner des instabilités numériques dans la simulation car l'énergie est ajoutée au
système par des erreurs numériques, et de ce fait, des comportements dynamiques erronés
non souhaités sont observés. D'autre part, l'utilisation de la méthode HOMP proposée
avec le schéma de premier ordre montre des valeurs de dynamique beaucoup plus faibles,
ce qui prouve une quantité de transfert réduite. Lorsque des schémas d'ordre supérieur
sont utilisés, la quantité de mouvement suivant y dans la phase air est beaucoup plus
acceptable et la méthode HOMP est toujours inférieure à la méthode standard, jusqu'à 2
fois plus petite avec WENO 3, 2 pour la maille la plus grossière. D'autre part, il est visible
dans la �gure 4.9c que la quantité de mouvement suivant y totale de l'eau ne converge
pas correctement lorsque la méthode standard est utilisée, alors que la méthode HOMP
présente, dans la �gure 4.9d, une très bonne convergence par le bas (c'est-à-dire avec une
valeur croissante vers la convergence lorsque la maille est a�née). Il est important de
noter que le WENO 5, 3 donne qualitativement le même résultat pour les deux méth-
odes, ce qui est une propriété attendue des schémas WENO qui sont faits pour bien se
comporter en présence de discontinuités (donc près de l'interface).
Cependant, si le moment cinétique de la �gure 4.10 et la distribution des tourbillons

de la �gure 4.11 sont comparés, il est observé que la méthode standard conduit à des
courants parasites importants qui perturbent les deux phases air et eau. Il est également
possible que les tourbillons sous-interfacials deviennent plus importants à mesure que le
maillage s'a�ne, présentant des erreurs numériques croissantes. D'autre part, la méthode
HOMP permet d'obtenir des résultats convergents à mesure que la taille du maillage se
réduit. L'utilisation de schémas d'ordre élevé tel que WENO 5, 3 apporte une plus grande
précision dans les résultats en capturant les structures �nes comme prévu, ce qui est un
critère très important pour la précision des simulations complexes (comme présenté dans
les sections suivantes).

Ces résultats montrent tous que, quel que soit le schéma spatial utilisé pour les termes
d'advection, une très bonne réduction du transfert de la quantité de mouvement entre
les phases peut être attendue lorsque l'approche proposée est utilisée. Ils prouvent donc
que la méthode HOMP est très bien adaptée au couplage avec tout schéma d'advection
classique sans qu'un traitement particulier soit nécessaire près de l'interface, et qu'elle
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peut être insérée dans un code existant sans trop d'e�orts.

(a) Upwind d'ordre 1

(b) WENO 3, 2

(c) WENO 5, 3

Figure 4.11. � Onde de gravité stationnaire : visualisation de la densité de la vorticité
ρ̄ω̄vort pour la méthode LSM au temps t = 52 s (environ 50 périodes) avec
trois schémas d'advection di�érents : Uwind d'ordre 1 (a), WENO 3, 2
(b) et WENO 5, 3 (c). Les trois graphiques les plus à gauche utilisent la
méthode standard alors que les trois graphiques les plus à droite sont les
résultats utilisant la méthode HOMP sur les trois même maillages. Pour la
méthode standard, des tourbillons sous surfacique intenses sont observés
qui sont encore plus apparents lorsque le maillage est a�né, alors que la
méthode HOMP converge bien pour toutes les simulations. Les couleurs
rouge et bleue représentent les valeurs positive et négative de la quantité
de mouvement.

4.5.3.4.2. Étude du pas de temps L'impact du pas de temps sur les erreurs numériques
est étudié pour ce cas de véri�cation. Pour cela, la méthode LSM avec des schémas
temporel NSSP3, 2 et spatial WENO5, 3 sont utilisés. Le maillage est �xé à N = 256
(échelle 4). Les di�érents pas de temps ont été �xés à ∆TS = 0, 05 · 1

4·TS pour TS dans
{1, 2, 4, 8, 16, 32} ce qui correspond approximativement aux nombres de CFL de 1

4
, 1

8
, 1

16
,
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Upwind d'ordre 1 WENO 3,2 WENO 5,3

N = 64

N = 256

N = 1024

(a) Intégrale de la quantité de mouvement dans la direction des y pour la phase air avec la
méthode standard.

Upwind d'ordre 1 WENO 3,2 WENO 5,3

N = 64

N = 256

N = 1024

(b) Intégrale de la quantité de mouvement dans la direction des y pour la phase air avec la
méthode HOMP.

Upwind d'ordre 1 WENO 3,2 WENO 5,3

N = 64

N = 256

N = 1024

(c) Intégrale de la quantité de mouvement dans la direction des y pour la phase eau avec la
méthode standard.

Upwind d'ordre 1 WENO 3,2 WENO 5,3

N = 64

N = 256

N = 1024

(d) Intégrale de la quantité de mouvement dans la direction des y pour la phase eau avec la
méthode HOMP.

Figure 4.9. � Onde de gravité stationnaire : convergence spatiale de la quantité de mou-
vement suivant y en fonction du temps pour la méthode LSM en utilisant
divers schémas d'advection, avec et sans la méthode HOMP, après environ
70 périodes. Avec la méthode standard, la quantité de mouvement totale
est moins bien conservée. Au contraire, la méthode HOMP capture bien
cette quantité dans chaque phase et montre une très bonne convergence
numérique.
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(a) Upwind d'ordre 1

(b) WENO 3, 2

(c) WENO 5, 3

Figure 4.10. � Onde de gravité stationnaire : visualisation de la quantité de mouvement
dans la direction y pour la méthode LSM au temps t = 52 s (environ
50 périodes) avec trois schémas d'advection di�érents : Upwind d'ordre
1 (a), WENO 3, 2 (b) et WENO 5, 3 (c). Les trois graphiques les plus
à gauche utilisent la méthode standard alors que les trois graphiques les
plus à droite sont les résultats utilisant la méthode HOMP sur les trois
même maillages. L'utilisation d'un maillage plus �n permet de réduire la
di�usion du moment cinétique. Cependant, pour la méthode standard,
de la quantité de mouvement parasite apparaît sous l'eau alors que la
méthode HOMP converge bien pour toutes les simulations. La couleur
violette représente la quantité de mouvement négative et la couleur verte
la quantité de mouvement positive.
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1
32
, 1

64
et 1

128
. La simulation avec TS = 1 a déjà été présentée dans le paragraphe précédent

sur la convergence spatiale et sert de référence. La �gure 4.12b montre, comme prévu, une
très bonne convergence temporelle. Pour de très petits pas de temps, l'erreur résiduelle
est due à la discrétisation spatiale. Les fonctions exponentielles tracées dans le graphique
sont dé�nies comme M0e

−(t−t0)µamortissement où M0 est la valeur maximale de la quantité
de mouvement pour la première période au temps t0 et µamortissement est le coe�cient
d'amortissement mesuré associé, comme résumé dans le tableau 4.2.
Il est observé que, même après un nombre important de pas de temps, pendant une

longue période, l'erreur temporelle est très faible et les résultats donnés à TS = 2 (soit
une CFL de 1

8
) donnent un résultat su�samment bon par rapport à des pas de temps plus

petits. Il semble donc qu'il ne soit pas nécessaire de choisir un nombre de CFL inférieur
à 1

10
alors qu'un nombre de CFL autour de 1

4
donne des résultats très acceptables, ce qui

rend la méthode très �able même avec de grands pas de temps.

N = 64

N = 128

N = 256

N = 512

N = 1024

Méthode HOMP avec NSSP 3,2 et WENO 5,3

(a) Convergence spatiale dans l'intervalle t ∈ [0, 100] s. Les
courbes associées pour les valeurs minimales et maximales
sont présentées sous forme de fonctions exponentielles décrois-
santes colorées (dont les paramètres sont donnés dans le
tableau 4.2).

Méthode HOMP avec NSSP 3,2 et WENO 5,3

TS = 1

TS = 2

TS = 4

TS = 8

TS = 16

TS = 32

(b) Gros plan dans l'intervalle t ∈
[7.2, 7.4] s pour le maillage N = 256
avec une convergence temporelle.

Figure 4.12. � Onde de gravité stationnaire : quantité de mouvement totale dans la di-
rection y en fonction du temps pour la méthode LSM avec la méthode
HOMP. La méthode converge vers une solution plafonnée par les erreurs
de discrétisation spatiale.

Échelle (TS) 1 2 4 8 16
M0(suivant y) 284.6 316.6 348.5 365.8 374.4
µamortissement 1.7 · 10−2 5.2 · 10−3 1.7 · 10−3 6.3 · 10−4 2.4 · 10−4

t0 1 0.96 0.95 0.95 0.95

Table 4.2. � Onde capillaire stationnaire : paramètres de la décroissance exponentielle des
courbes (sous la forme M0e

−(t−t0)µamortissement) de la quantité de mouvement
totale suivant la direction y mesurée, comme indiqué sur la �gure 4.12a.

4.5.3.4.3. Étude de la représentation d'interface La �abilité et la �exibilité de la
méthode HOMP est validée en comparant les résultats obtenus avec les méthodes de
transport d'interface LSM, VOF et MOF. Les deux dernières sont des méthodes dites
pointues car elles reposent sur une discrétisation géométrique explicite de l'interface, ce
qui permet de localiser la région de transition de la fraction volumique dans une seule
cellule. La géométrie de l'interface est advectée par le �uide sous-jacent et permet, ensuite,
de reconstruire la fraction volumique au pas de temps suivant. La méthode MOF est
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connue, au même titre que la méthode LSM, pour être plus précise que la méthode VOF,
tout en étant plus intensive en calcul.

N = 64

N = 256

N = 1024

VOF-PLIC MOF LSM

(a) Résultats pour les méthodes VOF (gauche), MOF (centre) et LSM (droite) après 70 périodes.

(b) Comparaison des trois méthodes d'interface pour le maillage le plus ra�né (N = 1024).

Figure 4.13. � Onde de gravité stationnaire : convergence spatiale de la quantité de mou-
vement suivant la direction y en fonction du temps pour VOF, MOF et
LSM avec la méthode proposée HOMP. Comme prévu, le VOF d'ordre
inférieur est plus di�usif alors que les méthodes MOF et LSM donnant des
résultats similaires.

Ces trois méthodes d'interface sont facilement disponibles dans Notus et utilisables en
changeant les paramètres numériques associés. Ainsi, tous les autres paramètres sont
réglés de manière identique aux simulations précédentes avec la méthode LSM.

La �gure 4.13 montre les résultats de convergence obtenus avec VOF, MOF et LSM en
utilisant la méthode HOMP couplée avec le schéma WENO 5, 3. Si les deux méthodes
VOF et MOF donnent des résultats assez similaires dans les premiers temps (c'est-à-dire
après quelques périodes), il est observé, cependant, un dissipation moindre pour la méth-
ode MOF que pour la méthode VOF. Cela concorde avec le fait que la méthode MOF
est plus précise que la méthode VOF. A l'opposé, l'utilisation de la VOF présente un
amortissement plus important de la quantité de mouvement pendant une longue période,
ce qui re�ète une caractéristique d'une méthode d'ordre inférieur. En ce qui concerne
la méthode MOF, il est observé une légère augmentation de la quantité de mouvement
dans le temps qui peut s'expliquer par la di�érence importante entre ρn+1 et ρ∗ induite
par la prédiction de la fraction de volume basée sur une représentation lisse et la forte
advection de l'interface, un comportement caractéristique des méthodes d'ordre élevé. Ce
comportement antidi�usif peut également expliquer le meilleur résultat de la méthode
MOF par rapport à la méthode LSM pour les maillages les plus grossiers.

Il convient de noter que, dans le cadre de la méthode LSM, de petits sauts de quantité
de mouvement peuvent être observés à intervalles réguliers. Cet artefact est dû à la
procédure de réinitialisation qui est appliquée pour les simulations avec la méthode LSM
tous les 10 pas de temps. Sans la réinitialisation, sa résolution d'équation est très proche
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de celle de l'équation de continuité, c'est-à-dire ρn+1 ' ρ∗, en particulier si elles partagent
les mêmes schémas numériques, comme pour le schéma WENO 5, 3. Cela rend la méthode
LSM particulièrement adaptée pour les mouvements de �uides à deux phases. Cependant,
au cours du temps, la méthode LSM est contractée ou étalée par le champ de vitesse du
�uide, tout comme le champ de fraction de volume. Lorsque la réinitialistaion est e�ectuée
à la �n d'un pas de temps, la fraction de volume régularisée associée à ρn+1 (calculée par
la fonction Heaviside) est instantanément et fortement modi�ée. Le nouveau champ de
densité de ρn+1 s'écarte donc beaucoup plus de la ρ∗ prédite que si aucune réinitialisation
n'est e�ectuée. En e�et, il est possible d'appliquer la procédure de réinitialisation plus
souvent a�n d'étaler l'erreur numérique. Néanmoins, la déformation étant intrinsèquement
induite par le �uide sous-jacent et l'hypothèse d'interface lisse, cette procédure ne peut
éliminer toutes les erreurs accumulées.

4.5.4. Onde capillaire stationnaire

Ce cas de véri�cation a été conçu a�n de con�rmer les résultats présentés dans le cas
précédent pour les mouvements interfaciaux à très petite échelle, c'est-à-dire à l'échelle
capillaire. Il est donc très similaire au précédent, bien que l'étude se concentre ici sur les
forces de tension super�cielle plutôt que sur la force gravitaire qui est ainsi supprimée.
A�n de re�éter les éventuels e�ets visqueux à des échelles de maille �ne et de tester la
méthode dans un cadre général, l'hypothèse liée à la théorie linéaire n'est pas utilisée.
Par conséquent, les �uides sont visqueux. Contrairement à la gravité qui agit comme
une force volumique, dans le modèle à un �uide, la tension super�cielle est singulière à
l'interface et interagit donc di�éremment avec l'écoulement.

4.5.4.1. Description de la condition initiale

Le domaine a été réduit d'un facteur de 10−3 : une onde horizontale 2D est initialisée
dans une boîte de taille 10mm × 20mm. Les conditions aux limites sont périodiques
dans la direction x et la paroi non glissante en haut et en bas. L'onde est initialisée
comme une fonction sinusoïdale d'amplitude 0, 2mm et de longueur d'onde λ = 10mm.
L'amplitude relative a été augmentée par rapport au cas précédent a�n de correspondre
plus étroitement aux applications à l'échelle capillaire. Le coe�cient de tension de surface
est pris comme σ = 73 · 10−3N · m. La masse volumique et la viscosité sont �xées sur
ρ1 = 103 kg.m−3 et µ1 = 10−3 Pa.s (resp. ρ2 = 1 kg.m−3 et µ2 = 2.10−5 Pa.s) pour la
phase liquide (resp. la phase gazeuse). La �gure 4.14 est la représentation de la condition
initiale associée à ce cas de véri�cation.

4.5.4.2. Schémas numériques

En ce qui concerne le calcul de ρ̄∗ et le terme inertiel ρ̄∗ū∗, le schéma WENO 5, 3
couplé à une intégration Runge-Kutta d'ordre 2 (NSSP3, 2) est utilisé. La méthode de
réprésentation d'interface est LSM avec un paramètre de régularisation de 3∆x.
Les forces de tension super�cielle sont modélisées dans l'équation de la quantité de

mouvement d'une manière CSF (voir 3.10). Suite aux conclusions de l'étude réalisée par
F. Denner et al [169], il est important, en plus d'avoir des champs de densité et de viscosité
lisses, d'utiliser une représentation précise de la fonction caractéristique χ̄ pour calculer
les forces de tension super�cielle de telle sorte que la force volumétrique externe ajoutée
à l'équation du moment soit :

σκ∇χ̄

où χ̄ est calculée selon la même procédure que celle décrite pour le cas de la goutte de
grande densité, grâce à la méthode du calcul de fraction volumique décrite dans l'article
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Figure 4.14. � Onde capillaire stationnaire : schéma de la condition initiale de l'onde
capillaire stationnaire. La vitesse est nulle dans tout le domaine. Le do-
maine de simulation est [0, 10] × [0, 20] en millimètres. Et l'amplitude de
la vague est 0.2mm.

de C. Min et al [143], et κ est la courbure calculée avec une précision d'ordre 4 dans la
direction normale comme prescrit dans l'article de M. Coquerelle et al [137].

4.5.4.3. Discrétisations

La célérité des ondes capillaires, selon la théorie linéaire, si l'on néglige les e�ets
visqueux, est fonction de λ−1/2. Elle peut être approchée pour les ondes profondes par :

c '
√

σ
ρ1

2π
λ
car tanh(2π

λ
d) ' 1 et la force de gravité est négligée. La célérité associée au

cas d'étude est c = 0.21m.s−1. En pratique, la vitesse dans la phase aqueuse est inférieure
à la célérité, et les vitesses maximales observées sont 0.16m.s−1. De plus, les méthodes
de tension de surface sont soumises à une contrainte de pas de temps plus restrictive que
les CFL d'advection. Elle est fonction de ∆x3/2.

Une grille régulière et uniforme est utilisée pour la discrétisation du domaine. Le nombre
totale de mailles est nligne.ncolonne = 2N.N = 2N2, avec N le nombre de mailles dans la
direction x. Celui-ci va varier entre 32 (échelle 1), 64 (échelle 2), 128 (échelle 4) et 512
(échelle 16). Le pas d'espace peut, ainsi, être calculé comme ∆x = λ

N
. Le pas de temps

choisi est �xé à 10−4 s (échelle 1), 5.0 10−5 s (échelle 2), 2.5 10−5 s (échelle 4) et 6.25 10−6 s
(échelle 16).

4.5.4.4. Résultats

La �gure 4.15 montre les champs de densité-vorticité (c'est-à-dire ρ̄ω̄) résultants pour
di�érentes échelles spatiales. Qualitativement, il est observé que, avec la méthode stan-
dard, la quantité de vorticité sous-interfaciale non physique est beaucoup plus élevée
que lors de l'utilisation de la méthode HOMP. Sous la crête, pour le maillage grossié, une
zone beaucoup plus grande (représentée par le cercle sur la �gure 4.15) de vorticité erronée
élevée sous la crête est observée. En revanche, le maillage �n, la forme est moins étendue
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et la valeur maximale y est également réduite de moitié, comme le montre le tableau 4.3.
De plus, sous le creux, il est observé également une bien meilleure convergence, avec le
HOMP, vers le maillage plus �n où la vorticité est concentrée plus près de l'interface.
Il est important de noter qu'à mesure que le maillage se ra�ne, les petits courants et
tourbillons parasites induits par les transferts de quantité de mouvement, comme cela a
été observé dans le cas des ondes de gravité, sont amortis par des e�ets visqueux, non
négligeables à cette échelle spatiale. Cela explique la réduction de la vorticité maximale
et la convergence des simulations, même avec la méthode standard. Pour un maillage
plus �ns (N > 128), comme le montrent les résultats les plus à droite sur la �gure 4.15,
ces poches de vorticité parasite �nissent par disparaître pour toutes les méthodes.

N = 512N = 128N = 64N = 32

Figure 4.15. � Onde capillaire stationnaire : convergence spatiale de la densité-vorticité
ρ̄ω̄, en utilisant la méthode LSM avec la méthode standard (ligne du haut)
et avec la méthode HOMP (ligne du bas), au temps t = 0, 2 s. Les mailles
sont, de gauche à droite, obtenues avec : N = 32, 64, 128, 512. Le maxi-
mum de densité de vorticité parasites (représenté par des cercles blancs) est
particulièrement observable sur les mailles les plus grossières, notamment
sous la crête. Elles sont beaucoup plus petites et disparaissent plus rapide-
ment avec la méthode HOMP. La carte des couleurs va de −104 kg.m−3.s−1

(bleu) à +104 kg.m−3.s−1 (rouge).

N 32 64 128 512

standard 4.0 5.2 2.0 ∅
HOMP 2.4 2.4 1.2 ∅

Table 4.3. � Onde capillaire stationnaire : valeurs approximatives de densité-vorticité
maximale max(ρ̄ω̄) au centre de la masse de vorticité parasite sous la crête
(voir �gure 4.15 pour sa localisation) au temps t = 0, 2 s. Les unités sont
104 kg.m−3.s−1.

4.5.5. Impact de gouttes

L'étude de l'impact d'une goutte sur une surface libre plane permet la validation de
la capacité de la méthode à saisir correctement la dynamique d'un cas physique plus
complexe. Ce problème a été largement étudié dans la littérature. Le premier impact
provient de la littérature J.-L. Liow [170] et D. Morton et al [171]. Le second impact
est celui provenant de la thèse de D. Cole [80]. Ces impacts possèdent des nombres de
Reynolds (Re = ρeauUD

µeau
), Weber (We = ρeauU2D

σ
) et Froude (Fr ≡ U2

gD
) di�érents, avec D

le diamètre de la goutte, U la vitesse moyenne de la goutte avant impact et ρeau, µeau et
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σ les propriétés des liquides.

A�n de valider la méthode, le cas �B� de D. Morton et al est reproduit (correspondant
à Re = 7250, We = 248 et Fr = 220). Ce cas montre la formation d'une cavité sphérique
provenant de l'impact de la goutte sur la surface, suivie de la création et l'advection de
nombreuses ondes capillaires au sein du cratère. Ces capillaires se dirigent vers le centre de
la cavité. Ensuite, la rétractation du cratère génère l'apparition d'une jet épais relachant,
dans son mouvement ascensionnel, des gouttes secondaires. Ce cas est intéressant car il
correspond à des nombres adimensionnels élevés.
Dans un second temps, l'expérience �III� de D. Cole (correspondant à Re = 3082,

We = 62 et Fr = 67) est également simulée. Ce cas présente des phénomènes très
intéressants : la formation d'une petite cavité ressemblant à un champignon au premier
stade, suivie d'une cavité qui �nit par s'e�ondrer en un pincement. Ensuite, une bulle
d'air est capturée sous la surface tandis qu'un jet épais s'élève. L'utilisation d'un colorant
permet de mettre en évidence la formation d'un anneau tourbillonnaire qui entraîne la
bulle dans les profondeurs de l'eau.
Les phénomènes liés aux deux cas sont illustrés dans les images de comparaisons avec

les simulations.

Il est important de noter que les di�érents phénomènes qui surviennent après l'impact
de la goutte sur la piscine sont complexes et très sensibles aux conditions initiales (ainsi
qu'à l'incertitude des mesures expérimentales). La tension de surface et la capture de très
petites structures (de l'ordre de 10−5m) qui déclenchent certains phénomènes conséquents
est un facteur clé pour des simulations précises. Pour ces raisons, cette application est
encore aujourd'hui un problème di�cile pour le calcul numérique et son analyse détaillée
est au-delà de la portée de ce manuscript. La capacité de la méthode proposée HOMP
est démontrée grâce à ces deux premiers cas de validation à l'expérimental.

4.5.5.1. Description de la condition initiale

Il n'est pas nécessaire d'utiliser la même taille de domaine physique que dans les ex-
périences, car l'hypothèse du bassin profond est largement valable avec un domaine plus
petit. De plus, l'impact des parois latérales peut être négligé dans les premières étapes
de l'expérience. La dynamique de l'impact et de ses conséquences est principalement
axisymétrique. Le domaine est une boîte de taille 9D × 18D avec une condition ax-
isymétrique, pas de glissement sur le fond, glissement sur la droite et une condition neu-
mann homogène sur la limite supérieure. Cela permet de laisser l'air circuler librement
comme dans l'expérience tout en con�nant le liquide à l'intérieur du domaine de calcul.
La piscine de liquide est initialisée au centre vertical du domaine, c'est-à-dire à y = 0,
d'où la profondeur de la piscine est de 9D. La �gure 4.16 illustre la con�guration.
Les paramètres physiques du cas �B� de D. Morton et al (indiqué par l'exposant B) et

du cas �III� de D. Cole (indiqué par l'exposant �III�) sont résumés dans le tableau 4.4.
Ces choix conduisent à des valeurs numériques légèrement di�érentes pour Re, We et Fr
et mais cela n'a pas montré de di�érence notable dans la dynamique de l'impact tout en
correspondant plus étroitement aux mesures des propriétés du �uide expérimental. La
gravité est �xée à g = 9.81m.s−2.
Bien que la condition initiale de la vitesse du �uide à l'intérieur et à proximité de la

goutte soit un problème compliqué, plusieurs tests ont démontré qu'il n'était pas nécessaire
de la positionner trop haut au-dessus de la piscine, d'où le réglage en y = 2D. De
plus, la vitesse U est initialement imposée à l'intérieur de la goutte. Cependant, a�n
d'atténuer toute discontinuité, un étalement linéraire de cette vittesse est e�ectué dans
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Figure 4.16. � Impact de gouttes : schéma de la condition initiale. Le domaine de sim-
ulation est [0, 9D] × [0, 18D]. Les données associées aux simulations sont
présentées dans le tableau 4.4.

l'air environnant de telle sorte que :

U0 =


U si r ≤ R

U
(
1− r−R

0.4

)
si r ≤ 1.4R

0 sinon

avec U0, la vitesse initiale, R le rayon de la goutte et r la distance du centre de la cellule
au centre de la goutte.

4.5.5.2. Schémas numériques

Pour capturer avec précision les e�ets de tension de surface qui sont un point clé et
déclencheur de la plupart des phénomènes attendus, la méthode LSM avec le calcul de
courbure le plus précis est utilisé avec un schéma spatial WENO 5, 3 et temporel NSSP
3, 2 pour intégrer les équations d'advection. Le paramètre de régularisation associé à
l'épaisseur de l'interface a été �xé à 1, 5∆r et la méthode numérique est similaire à celle
utilisée pour le cas d'onde stationnaire capillaire. Le terme de gravité est également
calculé avec le même schéma que pour le cas d'onde gravitaire stationnaire.

4.5.5.3. Discrétisations

Comme la dynamique de l'écoulement est moins importante loin de la zone d'impact,
a�n de gagner du temps de calcul, le domaine physique a été discrétisé avec une grille
avec un espacement uniforme centré autour de la zone d'intérêt de taille 3D × 6D et un
espacement croissant exponentiellement plus loin, comme le montre la �gure 4.17. Dans la
zone uniforme, la discrétisation spatiale est telle que ∆r = ∆y = 6D

N
où N (respectivement
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Cas �B� [171] Cas �III� [80]
Fr 220 67
We 248 62
Re 7250 3082
D 2.9 10−3 2.63 10−3

U 2.5 1.32
ρeau 1000 998
ρair 1 1.2
µeau 1.0 10−3 1.12 10−3

µair 2.0 10−5 1.82 10−5

σ 73.1 10−3 72.8 10−3

Table 4.4. � Les caractéristiques intiales des deux simulations sont présentées. D est le
diamètre de la goutte en m, U la vitesse moyenne de la goutte à l'impact
en m.s−1, ρeau (respectivement ρair) la masse volumique de l'eau (respective-
ment de l'air) en kg.m−3, µeau (resp. µair) la viscosité dynamique de l'eau
(respectivement de l'air) en Pa.s et σ la tension de surface entre l'air et l'eau
en N ·m−1.

2N) est le nombre total de cellules dans la direction r (resp. y). A�n de pouvoir saisir
avec précision les très petits phénomènes physiques qui se produisent en particulier à
proximité de l'interface (par exemple la cavité en forme de champignon, le pincement,
la bulle emprisonnée et les gouttes secondaires), N est �xé à 1024 (c'est-à-dire que le
maillage est constitué de 1024× 2048 = 2 097 152 cellules). Cela correspond à un nombre
de cellules par diamètre de ∆r/D ' 170, et donne donc ∆rB = 1, 7 10−5m pour le cas �B�
et ∆rIII = 1, 541 10−5m pour le cas �III�.
Le choix du pas de temps est très restrictif à ces petites échelles spatiales car les ondes

capillaires peuvent se déplacer très rapidement. A�n d'éviter toute instabilité, conformé-
ment aux prescriptions de F. Denner et al [172], une contrainte de pas de temps ∆t est
imposée sous la forme suivante :

∆t ≤ CFL
min(∆r)·

cσ +max(|ū|·, |v̄|)

où · désigne la direction spatiale la plus restrictive (i.e. ici r ou y), cσ =
√

2π
(ρl+ρg)max(∆r)·

est la célérité de l'onde capillaire la plus rapide capturée par le maillage et u est la vitesse
d'écoulement. Cela correspond à la condition classique de CFL où la vitesse considérée
est la vitesse maximale d'une particule de �uide à l'interface où la plus petite onde peut
éventuellement se produire. Cependant, à des échelles de l'ordre de 10−5m, les forces
visqueuses commencent à jouer un rôle non négligeable et di�usent des ondes capillaires
qui sont rapidement amorties. Même si des pas de temps plus grands ont donné des
résultats très satisfaisants, par souci de rigueur, la CFL est �xée à 1 avec la contrainte
prescrite.
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Figure 4.17. � Impact de gouttes : domaine physique et maillage sous-jacent (avecN = 16
pour l'illustration). La partie uniforme du maillage a été mise en évidence
en gris clair.

4.5.5.4. Résultats

4.5.5.4.1. Cas �B� de D. Morton et al et J.-L. Liow et al La �gure 4.18 com-
pare directement les phénomènes associés à l'impact de la goutte, 5 temps di�érents,
entre l'expérimental et la simulation numérique avec la méthode proposée. Le temps est
adimensionalisé suivant

Tmorton = (t− timpact)
U

D

Après l'impact, le cratère formé semble être de forme et de taille similaire à celui observé
expérimentalement. Puis, l'advection des ondes capillaires le long du cratère génère cor-
rectement cette forme d'anneau autour du cratère (Tmorton = 16.0). Un léger retard sur la
rétractation du cratère est à noter pour la simulation numérique (Tmorton = 20.0). Ce re-
tard pouvant être dû aux erreurs numériques pendant la simulation ou à l'utilisation d'une
condition légèrement di�érente de l'expérimental. Finalement, un jet épais est généré avec
l'observation du début de détachement de la goutte secondaire (Tmorton = 41.0).
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Figure 4.18. � Impact de gouttes : comparaison des phénomènes observés expérimen-
talement par D. Morton et al [171] à la simulation faite avec la méthode
proposée à Tmorton : 4.1, 7.9, 16.0, 20.0 et 41.0.

En utilisant la méthode HOMP, la cavité et la formation de jet résultantes sont quali-
tativement similaires aux expériences de D. Morton et al [171]. Les résultats sont a�chés
dans la �gure 4.19. Il est observé une très bonne concordance de la simulation concer-
nant la forme de la cavité. Ici, le temps est sans dimension Tmorton et les longueurs sont
également adimensionalisée par D. La profondeur de la cavité mesurée, représentée sur la
�gure 4.19 suit les mêmes courbes que les résultats de la littérature. Cependant, à partir
de Tmorton = 15, une petite onde capillaire a convergé vers le centre de la cavité sans pour
autant disparaître : cela provoque la formation notable d'une petite bosse (illustrée dans
la �gure 4.20) pendant une période très courte, où le pro�l de surface induit une courbure
très élevée capturée par la simulation utilisée ici qui ne peut être saisie avec des mailles
plus grossières. Ce phénomène fait remonter la mesure du niveau de l'eau vers le haut
puis vers le bas dans la �gure 4.19.
En ce qui concerne le jet, dans la simulation, une hauteur maximale plus élevée d'environ

5.8 (adimensionnée par rapport à D) est observée avant qu'il ne libère une première goutte
à Tmorton = 41.0. Le temps de libération est en bon accord avec les simulations de B. Ray
et al [173], mais il est plus tardif que dans les résultats expérimentaux. Ici, le lecteur peut
noter une erreur possible dans les temps d'expérimentation et de simulation déclarés de
D. Morton et al [171]. Cela correspond à la dernière image (voir 4.18 ligne supérieure,
dernière colonne) au temps Tmorton = 41 qui est en contradiction avec les mesures ex-
périmentales (voir 4.19, disques pleins) pour la discontinuité autour de Tmorton = 37.0.
Néanmoins, le diamètre de la goutte secondaire a été mesuré à D = 2.6mm, d'où un
rapport de 0.897 par rapport à la goutte initiale, qui est du même ordre que celui rap-
porté par les travaux précédents. En raison de l'existence de plusieurs ondes capillaires
le long du jet, peu après la goutte secondaire, il est également observé la libération d'une
deuxième goutte secondaire.
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Première goutte

Seconde goutte

Figure 4.19. � Impact de gouttes : profondeur de la cavité (gauche) et évolution tem-
porelle du jet (droite) par rapport à B. Ray et al et D. Morton et al
[173, 171]. Toutes les valeurs sont additionnées. Les résultats de la méth-
ode sont en carrés bleus remplis, B. Ray et al en cercles creux, D. Morton
et al en triangles creux (simulation) et disques pleins (expérience).

Figure 4.20. � Impact de gouttes : phénomène de rétraction de la cavité. Le pro�l de
surface libre est en 2D (ligne noire épaisse) avec coloration densité-vorticité
(même échelle que dans la �gure 4.21a) chevauchant la révolution 3D semi
transparente. Une petite bosse apparaît au centre de la cavité.

La �gure 4.21 résume les résultats obtenus pour les simulations avec et sans la méthode
HOMP du cas �B� [171]. Dans la �gure 4.21a, sans l'utilisation de la méthode HOMP,
les tout premiers stades de la formation de la cavité sont très di�érents : peu après
l'impact (environ t = 1ms), la �ne pellicule est moins bien capturée, la couronne a moins
d'énergie et se développe donc moins haut tout en s'étalant plus. Le lecteur peut également
remarquer une di�érence non négligeable dans le champ de vorticité au sommet de la
goutte sur la première image qui est ensuite transférée au centre de la cavité ; la méthode
HOMP capture une couche importante de vorticité négative qui est due à l'importante
inertie à l'intérieur de la goutte. Ces di�érences ont un impact sur la dynamique globale de
la simulation, ce qui fait que la méthode standard ne parvient pas à capturer le processus
avec précision.
Les di�érences sur la forme de la surface de l'impact peuvent être observées dans la �g-

ure 4.21b. Comme expliqué précedement, la couronne de la simulation standard (surface
orange) formée est beaucoup plus basse et étalée que la couronne de la méthode HOMP.
Les phénomènes d'ondes capillaires et de rétractation de la cavité sont de ce fait modi�és.
Une di�érence notable est également observable sur la formation d'anneau de vorticité
tout au long de la simulation. Cet anneau est suivi par un marqueur disposé initialement
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dans la goutte. Sur la dernière image, une forme totalement di�érente de l'anneau de
vorticité est à remarquer.

La méthode proposée HOMP permet une meilleure représentation de la dynamique de
surface globale de l'impact de la goutte. De plus, un anneau de vorticité de plus grand
diamètre semble être capturé.

Cavité

Couronne

Jet de fine épaisseur
Formation de la couronne

(a) Comparaison de la densité-vorticité sans (côté gauche de chaque cliché) et avec HOMP (côté
droit de chaque cliché). L'interface est dessinée avec une ligne noire épaisse et l'échelle de
couleur va de −10−5 kg.m−2.s−1 (bleu) à 0 (blanc) à +10−5 kg.m−2.s−1 (rouge). De gauche
à droite : clichés à t = {1.02, 2.04, 5.1, 10.6} ms.

(b) Comparaison de la surface pour la méthode standard (en orange) et la méthode HOMP (en bleue).
Un colorant a été rajouté dans la goutte initiale pour suivre la trajectoire de l'eau contenue dans la
goutte. Celui-ci est représenté par une masse grise transparente dans les deux méthodes. Les temps de
simulations vont de gauche à droite t = {3.88, 9.8, 13.3, 18.1, 36.85} ms.

Figure 4.21. � Impact de gouttes : comparaison de la méthode standard (à gauche de
chaque image) avec la méthode proposée HOMP (à droite de chaque im-
age).

4.5.5.4.2. Cas �III� de D. Cole Les résultats numériques présentés dans la �gure 4.22
se comparent très bien aux photos prises par D. Cole [80]. Une disparité similaire a été
observée pour la méthode standard comme dans le cas précédent, ce qui justi�e à nouveau
la nécessité d'utiliser la méthode HOMP. La forme de champignon à t = 3.67ms est
correctement représentée par la simulation numérique. L'ensemble des phénomènes sous
jacents, forme de cylindre (t = 6.67ms), apparition du pincement (t = 13ms) et la capture
d'une bulle (t = 18ms), sont présents. Dans la simulation, la bulle capturée a un diamètre
d'environ 0.5mm, ce qui est deux fois plus petit que dans l'expérience. Cette di�érence
n'est pas surprenante car ce phénomène de piégeage de la bulle est, comme expliqué
précédemment et dans la littérature, très sensible aux conditions initiales et aux mesures
d'erreurs, ainsi qu'aux erreurs numériques. De plus, un colorant a été ajouté à l'intérieur
de la goutte a�n de retracer le liquide initial et de mettre en évidence les tourbillons. Sur
l'ensemble des images, ce colorant est représenté par une couche grise. Tout au long de
l'impact, la dynamique de la trajectoire est bien calculée. Le colorant se déplace le long
de la paroi de la cavité, entrainé par un anneau de vorticité proche du capillaire, puis ce
volume de colorant est éjecté lors de la rétractation de la cavité (t = 13− 18ms). Sur les
deux dernières images, l'anneau de vorticité continue sa descente et entraîne le colorant
avec lui, ce qui permet de visualisé le mouvement d'eau à ce niveau. Le disposition et la
forme du colorant est très proche de celui observable lors de l'expérience de D. Cole. Ce
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résultat appuie la validation de la méthode proposée et sa justi�cation d'utilisation pour
représenter des phénomènes observés expériementalement.

Figure 4.22. � Impact de gouttes : comparaison des phénomènes observés expérimentale-
ment par D. Cole à la simulation avec la méthode proposée.

Lorsque le pincement s'e�ondre sur lui-même, un très fort courant d'air sort de la cavité
vers le haut à une vitesse de 16m.s−1. Deux petites gouttelettes de 0.2mm et 0.3mm de
diamètre sont observées. Ce phénomène, visible sur l'image 4.23, apparait au début de
la formation du jet, autour de t ∼ 15ms et l'éjection des gouttelettes est à une vitesse
d'environ 7.3m.s−1 et 1.65m.s−1. Ce très petit phénomène a également été observé dans
la thèse de D. Cole [80].

Bulle capturée

Colorant

Gouttes secondaires

Cavité

Couronne

Figure 4.23. � Impact de gouttes : gros plan sur le pro�l de la surface libre et le col-
orant de la simulation au temps t = 15.18ms et illustration des di�érents
phénomènes qui suivent l'impact. Ici, des gouttelettes secondaires rapides
(avec une vitesse supérieure à 5m.s−1) sont éjectées par le jet en formation
après la rétraction de la cavité alors que la bulle emprisonnée se déplace
lentement vers le bas. Le colorant présente la présence de tourbillons sous-
marins relativement importants.
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L'avantage de la méthode HOMP est de nouveau illustré par la �gure 4.24. Les simu-
lations possèdent le même pas de temps constant pour la comparaison des résultats. La
méthode standard ne parvient pas à capturer la cavité initiale en forme de champignon
(images de gauche, à t = 3.27ms) et les formes particulières de la cavité (à t = 6.67ms
et t = 10.7ms) qui conduit au piégeage de la bulle (t = 13ms puis t = 18ms). La
méthode standard ne permet pas de représentation correcte des phénomènes physiques
liés à l'impact. Cette incapacité fut démontrée par la présente comparaison comme ne
provenant pas uniquement des erreurs numériques ou initiales mais provenant également
de la méthode de résolution du couplage des équations de Navier-Stokes. Sur ce sec-
ond impact de goutte, la méthode proposée est une nouvelle fois plus précise et permet
d'atteindre un niveau de détail des phénomènes plus précis que lors de l'utilisation de la
méthode standard.

(a) Comparaison de la densité-vorticité sans (côté gauche de chaque cliché) et avec HOMP (côté
droit de chaque cliché). L'interface est dessinée avec une ligne noire épaisse et l'échelle de
couleur va de −10−5 kg.m−2.s−1 (bleu) à 0 (blanc) à +10−5 kg.m−2.s−1 (rouge). De gauche
à droite : clichés à t = {3.27, 10.7, 13, 18} ms.

(b) Comparaison de la surface pour la méthode standard (en orange) et la méthode HOMP (en bleue). Un
colorant a été rajouté dans la goutte initiale pour suivre la trajectoire de l'eau contenu dans la goutte.
Celui-ci est représenté par une masse grise transparante dans les deux méthodes. Les temps de simulations
vont de gauche à droite t = {3.67, 6.67, 10.7, 13, 18} ms.

Figure 4.24. � Impact de gouttes : comparaison de la méthode standard (à gauche de
chaque image) avec la méthode proposée HOMP (à droite de chaque im-
age).

4.5.6. Déferlement d'une vague capillo-gravitaire sur une plage

Pour étudier le déferlement de vague, la méthode standard est encore couramment util-
isée avec la méthode VOF [90, 91] ou LSM [174]. Une étude de la méthode proposée est
e�ectuée sur ce cas de validation a�n de montrer l'in�uence de l'utilisation de la méthode
HOMP pour simuler un écoulement multiphasique complexe sur un maillage �n. Le défer-
lement étudié est le déferlement plongeant sur une plage. Lorsque la vague commence à
se briser, un jet plongeant est généré. Celui-ci va impacter la surface et se transformer en
rouleau. Pendant la génération du jet, un fort cisaillement se produit au-dessus de celui-ci.

En plus de prouver l'utilisation possible de la méthode pour étudier le déferlement, ce
cas est une bonne démonstration de la limite d'utilisation de la méthode standard pour

113



un maillage très �n et un lissage sur quelques cellules. Les résultats seront comparés à
l'expérimental et commentés par la suite.

4.5.6.1. Description de la condition initiale

La vague est initialisée dans un domaine de 14m × 0.8m. Les premiers mètres sont
utilisés pour permettre à la vague initialisée de se stabiliser avant d'arriver sur la plage.
La plage commence son ascention à par de 8m depuis l'initialisation de la vague et avec
un ratio de pente de 1

15
. Ce ratio fut celui utilisé par Y. Li [175] lors de son expérience. Les

parois sont supposées être sans glissement pour le fond et avec glissement pour le haut.
A�n de minimiser l'impact des parois latérales, une condition de neumann homogène est
utilisée. Celle-ci permet l'étude du déferlement de vague unique sans interférences de la
part des bords. La vague de 0.1982m de hauteur est initialisée à 3.5m de distance par
rapport au bord de gauche. La profondeur de l'eau est 0.3048m. La �gure 4.25 est le
schéma représentant la condition initiale.

La condition initiale de la vague est représentée par une méthode de premier ordre :
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η0 la hauteur d'eau par rapport au fond, u0 et v0 les vitesses initiales suivant les directions
x et y, c la célérité de la vague, d la profondeur de l'eau, h l'amplitude totale de la vague,
g la constante gravitaire et x0 la position intiale de la vague. La pression est initialiée
comme étant la pression hydrostatique, puis celle-ci sera modi�ée en amont à l'aide d'une
première résolution du champ de pression pour correspondre au champ de vitesse.

4.5.6.2. Schémas numériques

Dans la littérature, l'ensemble des simulations de déferlement de vague est e�ectué
grâce à l'utilisation de la représentation d'interface VOF. De ce fait, la validation du
déferlement de vague se fera avec cette méthode. L'ensemble des forces expliquées dans
les autres cas de véri�cations sont activées. Un schéma WENO 3, 2 couplé au schéma
NSSP3, 2 est utilisé pour le terme d'advection des équations. Le lissage de la fraction
volumique est e�ectué sur un total de 6 mailles. Le terme de gravité est également calculé
avec le même schéma que pour le cas d'onde gravitaire stationnaire.

La plage est représentée par une méthode de pénalisation à l'ordre 1. Cette méthode
consiste en une �xation de la vitesse nulle sur les faces pour lequelles la cellule est au sein
de la plage. Par conséquent, la plage est considérée statique et non poreuse.
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Figure 4.25. � Déferlement de vague sur une plage : schéma de la condition initiale. Le
domaine de simulation est [0, 14]× [0, 0.8] en mètres.

4.5.6.3. Discrétisations

Une grille régulière et uniforme est utilisée pour la discrétisation du domaine. Le nombre
total de mailles est 4 480 × 256 = 1 146 880. Le pas d'espace ∆x est constant est égal à

14
4 480

= 0.003125m. Le pas de temps suit la condition CFL avec un coe�cient de 0.4. Cela
permet un bon compromis entre la rapidité de calcul et la précision des résultats. Cela
va, une dernière fois, permettre la démonstration de la capacité de la méthode proposée
à représenter un cas expérimental avec un nombre CFL grand.

4.5.6.4. Résultats

Les résultats numériques présentés dans la �gure 4.26 se comparent aux photos prises
lors de l'expérience de Y. Li [175]. Jusqu'à l'image e, la simulation est presque parfaite-
ment similaire à la forme du déferlement. À partir, de l'image f, une légère di�érence
est observée dans les résultats obtenus. Cela peut une nouvelle fois s'expliquer par une
initialisation de la vague di�érente de la réalité ou des erreurs numériques. Cependant,
malgré les légères di�érences, la forme globale du déferlement est correctement capturée.
Il est à noter que la simulation e�ectuée est en deux dimensions, tandis que des e�ets
tridimensionnels à partir de l'image f, avec la génération de bulles et gouttes, peuvent
être observés. Le fait de ne pas prendre en compte la troisième dimension peut égale-
ment avoir une in�uence sur la di�érence entre la simulation et l'expérimental. Les temps
physiques n'étant pas donnés dans l'article, les courbes de simulations ont été prises pour
des formes de surface libre proche de celles visible dans les photographies. Il est également
à noter que chaque photographie provient de données expérimentales di�érentes. Chaque
expérience a été réalisée avec des conditions initiales similaires. La méthode proposée
est su�sament robuste pour représenter correctement le déferlement d'une vague sur une
plage.
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Figure 4.26. � Déferlement de vague sur une plage : comparaison de la surface libre, pour
9 clichés di�érents, entre l'expérimental (Y. Li [175]) et la simulation avec
la méthode HOMP. Pour cette dernière, l'interface est dessinée avec une
ligne noire épaisse et la plage par une ligne jaune épaisse.

La �gure 4.27 illustre la di�érence de forme de déferlement entre les deux méthodes.
Tandis que la méthode proposée réussie à capturer l'ensemble du déferlement correcte-
ment, la méthode standard n'est pas capable de faire de même. En e�et, l'image 4.27b
permet d'observer l'apparition d'instabilités purement numériques sur le dessus de la
vague. Ces instabilités viennent perturber la forme de la surface et modi�ent drastique-
ment le déferlement. Contrairement à la méthode standard, ces instabilités ne sont pas
visibles dans le cas de la méthode HOMP. L'apparition de ces phénomènes numériques
provient du transfert de quantité de mouvement à l'interface, comme démontré dans les
sections précédentes. L'image 4.27a représente la vorticité-densité dans l'ensemble du
domaine pour trois temps di�érents. Une couche importante de valeur positive dans le
cas la méthode standard est observée. Les instabilités proviennent de l'énergie, due aux
erreurs numériques, contenue dans cette couche proche de l'interface. Pour la méthode
HOMP, cette couche n'est pas ou peu visible. Le transfert de quantité de mouvement a
été énormément réduit. Cela est une bonne représentation de la dynamique attendue.

La méthode HOMP a prouvé, sur un dernier cas de validation, sa capacité à représen-
ter des phénomènes physiques issus de l'expérimental. Mais aussi, la comparaison avec
la méthode standard con�rme l'amélioration apportée par l'utilisation de cette nouvelle
méthode. Les méthodes et schémas numériques utilisés pour ce cas de validation seront
ceux utilisés par la suite pour étudier le déferlement de vague.

4.6. Conclusion et observations de la méthode

Une méthode est proposée permettant la préservation de la quantité de mouvement
pour la dynamique de �uides incompressibles à deux phases avec un rapport de masse
volumique élevé. Cette méthode permet également l'utilisation de schémas d'advection
classiques, jusqu'au WENO 5, 3 d'ordre élevé, couplé à une intégration temporelle Runge-
Kutta de second ordre. La méthode HOMP peut donc être intégrée presque sans e�ort
dans un code existant en 2D et 3D et nécessite essentiellement la résolution d'une équation
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(a) Comparaison de la densité-vorticité sans (ligne supérieure) et avec HOMP (ligne in-
férieure). L'interface est dessinée avec une ligne noire épaisse et l'échelle de couleur va de
−104 kg.m−2.s−1 (bleu) à 0 (blanc) à +104 kg.m−2.s−1 (rouge). La plage est représentée par
la couleur jaune. De gauche à droite : clichés à t = {1.05, 1.75, 2.05} s après le moment où la
crête de la vague correspond au début de la plage.

(b) Comparaison de la forme de la vague pour la méthode standard (ligne supérieure) et la
méthode HOMP (ligne inférieure). La plage est représentée par la courleur jaune. De
gauche à droite : clichés à t = {1.05, 1.75, 2.05} s après le moment où la crête de la vague
correspond au début de la plage.

Figure 4.27. � Déferlement de vague sur une plage : comparaison de la méthode standard
(ligne supérieure) avec la méthode proposée HOMP (ligne inférieure).

d'advection supplémentaire pour la prédiction de la densité, en accord avec le terme
inertiel de l'équation du moment, comme cela est maintenant reconnu dans le domaine N.
Nangia et al [166]. Cette stratégie réduit considérablement les faux échanges numériques
de quantité de mouvement à travers l'interface, problème dont sou�re le modèle standard
à un seul �uide, et cède la place à des solutions convergentes avec un ra�nement du
maillage, démêlant ainsi un problème de convergence qui a été observé dans la littérature.
En outre, la méthode est indépendante de la représentation de l'interface sous-jacente.

Les di�érents cas de véri�cations ont prouvé le bon fonctionnement de la méthode avec
VOF, MOF et LSM sans ajout d'algorithme spéci�que à chaque représentation, contraire-
ment à la littérature [157, 159, 160, 163]. La méthode a été testée sur des cas de validation
numérique sélectionnés, y compris des ondes gravitaires et capillaires, qui ont donné des
résultats très satisfaisants même avec des maillages relativement grossiers et de grands
pas de temps. En outre, l'approche proposée a réduit l'apparition de fortes vorticités
proche de l'interface pour les cas d'impact de goutte et de déferlement de vague. Les
simulations montrent une bonne concordance avec les résultats de la littérature et la dy-
namique attendue des écoulements, là où la méthode standard a échoué, et ce sans qu'il
soit nécessaire de recourir à une stratégie numérique complexe ou coûteuse en temps de
calcul. De plus, l'utilisation de schémas d'advection d'ordre élevé même près de l'interface
facilite la cohérence et la précision globales du solveur Navier-Stokes à deux �uides.
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Tout type de schéma d'advection couplé masse/mouvement devrait fonctionner cor-
rectement dans le cadre de la méthode, à condition qu'ils soient cohérents entre eux. En
outre, d'autres représentations d'interface telles que le front-tracking pourraient égale-
ment béné�cier de la méthode HOMP.

La méthode ayant subit des véri�cations et validations rigoureuses, elle peut maintenant
être utilisée pour la simulation et l'étude de phénomènes diphasiques. Par conséquent,
la méthode proposée dans ce chapitre, et plus particulièrement le cadre de la validation
du code sur le déferlement d'une vague sur une plage, sera utilisé par la suite dans le
but de caractériser le déferlement d'une onde sinusoïdale sur un fond plat en variant des
caractéristiques géométriques de la condition initiale.
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Chapitre 5

Onde capillo-gravitaire sur fond plat



Dans la littérature, l'étude du déferlement de vague a démontré la présence d'une mod-
i�cation de la dynamique du déferlement pour des ondes dont les forces inertielle, gravita-
tionnelle et de surface semblent être en compétition. Cependant, malgré les nombreuses
études sur la compréhension des di�érents types de déferlement observés expérimentale-
ment et numériquement, il existe toujours des zones d'ombres sur les phénomènes de
surface et sous-surfaciques impliquées dans une onde capillo-gravitaire. Dans ce contexte,
la méthode proposée dans le chapitre précédent permet l'étude approfondie du déferlement
et de l'in�uence des caractéristiques initiales de la vague sur celui-ci. De plus, la majorité
des études ont été réalisées sur des vagues en milieu profond. Ainsi, en plus de l'étude du
déferlement, une étude sur l'in�uence de la profondeur d'eau sera présentée.

Une première étude est e�ectuée, dans la section 5.2, a�n de véri�er et valider le maillage
utilisé pour l'ensemble des longueurs d'onde simulées. Cette étude aura pour ambition
de trouver le maillage le plus adapté pour simuler le déferlement tout en minimisant le
temps de calcul. La première étude sur les ondes capillaires, section 5.3, associée à la
seconde étude sur les anneaux de vorticité, section 5.4, vont permettre la dé�nition de
plusieurs types de déferlement, section 5.5. Une majorité de ces types est déjà connue
dans la littérature. Cependant, grâce à ces deux premières études, deux nouveaux types de
déferlement, non observés dans la littérature, ont pu être identi�és et caractérisés. Suite
à la dé�nition des types de déferlements et l'exploitation des nombreuses simulations
lancées, trois cartes de déferlements ont pu être générées, section 5.6. Chaque carte
représente le type de déferlement obtenu pour une longueur d'onde et une cambrure
données. Finalement, une dernière étude sur la dissipation d'énergie et l'intensité du
déferlement sera présentée, section 5.7. L'état de l'art nécessaire pour chaque étude sera
présentée au début de chaque section.

5.1. Présentation de la condition initiale

Les conditions initiales, importantes lors de l'étude du déferlement de vague, peuvent
être utilisées pour caractériser un type spéci�que de rupture (déversement, plongée, défer-
lement) ou de con�guration (fond plat, plage, sur une marche, etc.). Les principales études
de simulations numériques utilisant l'équation de Navier-Sokes consistent à initialiser une
vague sinusoïdale dans un domaine périodique avec un fond plat. La profondeur d, la
longueur d'onde λ et l'amplitude a de la vague sont alors les variables qui seront modi-
�ées dans ce manuscript pour étudier l'ensemble des types de déferlement. Le domaine
et les équations d'initialisation utilisés sont dé�nis dans cette section.

5.1.1. Domaine

Dans la continuité de l'étude réalisée par P. Lubin et S. Glockner en 2015 [91], les ondes
sont initialisées dans un domaine à deux dimensions (Fig. 5.1). Pour ne pas perturber la
dynamique du déferlement, il est nécessaire d'avoir une hauteur de domaine su�samment
élevée. Pour s'en assurer, une hauteur de 0.4λ est ajoutée au dessus de la crête de la
vague. Celle-ci est la hauteur minimum permettant le déferlement dans un domaine
supposé in�ni au dessus de l'eau. La profondeur d du domaine quant à elle varie entre
trois valeurs : 0.1λ, 0.3λ et 0.5λ, a�n d'étudier l'évolution du déferlement pour trois ratio
profondeur sur longueur d'onde di�érents. Ce ratio sera appelé profondeur d'eau dans ce
manuscrit. Les conditions de bords utilisées sont : dirichlet homogène pour l'interaction
avec le fond plat, périodique pour les bords gauche et droit a�n de laisser advecter la
vague dans un domaine périodique et glissement sur le bord supérieur pour limiter son
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in�uence sur le mouvement de l'air au dessus de la vague. Les couches d'eau et d'air sont
supposées au repos avant l'initialisation de l'onde sinusoidale.

Condition
périodique

Condition
périodique

Dirichlet homogène

Glissement

d

2a

0.4λ

Figure 5.1. � Conditions initiales d'une onde sinusoidale 2D

5.1.2. Initialisation de la vague

La théorie des ondes de Stokes, réécrit par R. G. Dean et al [176], est un modèle
approximant la surface et la dynamique du �uide d'une vague de type train d'onde. Un
train d'onde est une suite de vagues de periode similaire et se propageant dans la même
direction. Dans la réalité, un train d'onde possède un nombre �ni de vagues avec des
amplitudes pouvant varier. Cependant, l'approximation du modèle écrit par G. G. Stokes
représente le cas d'un train d'onde in�ni d'amplitude unique. Il utilise les hypothèses
d'incompressibilité, d'irrotationnalité et de viscosité négligée pour obtenir les équations
suivantes à l'ordre 1 :

η(x, t) = a.cos(kx− ωt)

u0(x, y) =
∂φpot,0(x, y)

∂x
= a.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kd).

cosh(k(y + d))

sinh(kd)
.cos(kx) (5.33)

v0(x, y) =
∂φpot,0(x, y)

∂y
= a.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kd).

sinh(k(y + d))

sinh(kd)
.sin(kx) (5.34)

avec η(x, t) la hauteur d'eau par rapport au niveau de l'eau au repos et u0(x, y) et
v0(x, y) les vitesses horizontale et verticale initiales dans l'eau.

Le pro�l de pression p0(x, y) est initialisé grâce à une première résolution de l'équation
de Poisson sur la pression. Cette initialisation est similaire à celle utilisée lors de l'étude
faite par P. Lubin et S. Glockner en 2015 [91] et a déjà prouvé son e�cacité pour étudier
le déferlement de vague. La description plus complète de l'initialisation de la vague est
décrite dans l'annexe A.
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5.2. Étude du maillage

Le maillage utilisé pour étudier le déferlement de vague est un maillage structuré avec
un pas d'espace �xe dans les deux directions pour toutes les simulations. Ainsi, a�n de
simpli�er la lecture, le pas d'espace sera noté ∆x mais correspondra aux pas des deux
directions x et y.

Le maillage est un élément clé à véri�er lors de la simulation d'un phénomène physique.
L'utilisation d'un maillage non approprié peut générer des erreurs importantes perturbant
le phénomène �nal étudié. Ces erreurs commises lors de la résolution des équations sont
fonctions du pas d'espace ∆x et du pas de temps ∆t. L'erreur spatiale est identi�able
grâce à une meilleure représentation des phénomènes de surface : amplitudes des ondes
capillaires, volume du rouleau capturé, etc. L'erreur temporelle est représentée par une
avancée ou un retard de l'apparition de ces phénomènes. Sachant que l'étude e�ectuée
dans ce manuscrit porte essentiellement sur les phénomènes observés et l'energie dissipée,
les études de convergences porteront essentiellement sur l'erreur spatiale et le coe�cient
CFL est �xé à 0.4. Il est, de ce fait, nécessaire de trouver une méthode pour la véri�cation
du pas d'espace ∆x minimal permettant la bonne représentation du phénomène.

Dans ce manuscrit, l'étude porte sur le déferlement de vague pour di�érentes longueurs
d'ondes, profondeurs et amplitudes. La méthode choisie est la véri�cation du maillage
pour chaque longueur d'onde. Celui-ci sera utilisé par la suite pour toutes profondeurs
et amplitudes. A�n de minimiser le temps de calcul pour l'étude de convergence, la pro-
fondeur d'eau choisie sera d

λ
= 0.1. Dans ce même objectif, la cambrure de la vague ε

sera de 0.15 pour λ = 0.05m, 0.10m et 0.15m puis augmentée à 0.25 pour λ = 0.25m et
0.35m a�n de véri�er le maillage sur des déferlements plus inertiels. L'étude du maillage se
concentre sur la convergence des phénomènes de surface, sur la trajectoire d'une particule
située initialement à x = 0m et y = 0m et sur la dissipation de l'énergie ∆E = E(t)−E0

au cours du temps. La convergence simultanée de ces trois paramètres permet la valida-
tion des phénomènes à l'interface, sous l'interface et l'énergie dissipée par le déferlement.
Les études dans les parties suivantes se baseront sur les résultats obtenus dans cette partie.

L'ensemble des simulations présentées par la suite sont synthétisées dans le tableau 5.1.

5.2.1. Étude phénoménologique

Dans cette partie, les phénomènes de surface observés ne seront pas décrits ou étudiés.
L'étude approfondie de ceux-ci sera présentée dans les sections 5.3 et 5.5.

La �gure 5.2 représente la convergence de la surface pour chaque longueur d'onde. Pour
chacune d'entre elles, les simulations présentées sont à un temps identique lorsque la vague
déferle.

λ : 0.05m La �gure 5.2a est une image agrandie de la surface entre deux ondes capil-
laires. Les erreurs commises sont faibles à partir du second maillage (orange - carré). Le
maillage de pas d'espace ∆x : 4.883×10−5m est su�sant pour représenter les phénomènes
de surface associés à cette longueur d'onde.

λ : 0.10m La �gure 5.2b est une image agrandie de la surface de plusieurs ondes
capillaires. L'onde capillaire de gauche correspond à la crête initiale de la vague. Les
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Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε Profondeur d Pas d'espace ∆x (m) Nombre de mailles Couleur - Symbole

0.05 0.15 0.1λ 9.766× 10−5 137 216 Rouge - Croix

0.05 0.15 0.1λ 4.883× 10−5 549 888 Orange - Carré

0.05 0.15 0.1λ 2.441× 10−5 2 201 600 Vert - Losange

0.05 0.15 0.1λ 1.221× 10−5 8 806 400 Bleu - Cercle

0.10 0.15 0.1λ 1.953× 10−4 137 216 Rouge - Croix

0.10 0.15 0.1λ 9.766× 10−5 549 888 Orange - Carré

0.10 0.15 0.1λ 4.883× 10−5 2 201 600 Vert - Losange

0.10 0.15 0.1λ 2.441× 10−5 8 806 400 Bleu - Cercle

0.15 0.15 0.1λ 1.468× 10−4 549 888 Rouge - Croix

0.15 0.15 0.1λ 7.324× 10−5 2 201 600 Orange - Carré

0.15 0.15 0.1λ 3.662× 10−5 8 806 400 Vert - Losange

0.15 0.15 0.1λ 2.441× 10−5 19 814 400 Bleu - Cercle

0.25 0.25 0.1λ 6.104× 10−5 9 084 928 Orange - Carré

0.25 0.25 0.1λ 3.052× 10−5 36 347 904 Vert - Losange

0.25 0.25 0.1λ 1.973× 10−5 81 788 928 Bleu - Cercle

0.35 0.25 0.1λ 8.545× 10−5 9 084 928 Orange - Carré

0.35 0.25 0.1λ 4.273× 10−5 36 347 904 Vert - Losange

0.35 0.25 0.1λ 2.848× 10−5 81 788 928 Bleu - Cercle

Table 5.1. � Récapitulatif des simulations pour l'étude de la convergence du maillage.

erreurs commises par les deux premiers maillages sont beaucoup trop importantes. Ces
deux maillages ne pourront être utilisés. Le troisième maillage (vert - losange) semble être
assez proche du maillage le plus �n. Cependant, on remarque une légère di�érence est
remarquée sur le dernier creux. Cette di�érence ne fera que grandir au cours du temps.
Par conséquent, le maillage le plus �n (bleu - cercle) de pas d'espace ∆x : 2.441× 10−5m
sera utilisé pour représenter les phénomènes de surface associés à cette longueur d'onde.

λ : 0.15m La �gure 5.2c est une image agrandie de la surface entre l'onde capillaire
située sur la crête et la première onde capillaire. Tandis que les courbes associées aux
deux premiers maillages semblent insu�santes, les courbes des deux derniers maillages
(vert - losange et bleu - cercle) sont superposées. Le troisième maillage de pas d'espace
∆x : 3.662 × 10−5m est su�sant pour représenter les phénomènes de surface associés à
cette longueur d'onde.

λ : 0.25m La �gure 5.2d est une image agrandie de la surface du jet d'une vague
plongeante. Les phénomènes observés sur la première courbe (orange - carré) sont d'amplitudes
plus faibles, ce maillage ne pourra être utilisé. On observe une similarité entre les deux
dernières courbes (vert - losange et bleu - cercle). Les di�érences observables entre les
deux courbes proviennent des erreurs temporelles. Le second maillage (vert - losange) de
pas d'espace ∆x : 3.052×10−5m est su�sant pour représenter les phénomènes de surface
associés à cette longueur d'onde.

λ : 0.35m La �gure 5.2e est une image agrandie de la surface du rouleau capturé
après l'impact du jet sur la surface d'eau. L'observation de la surface du rouleau permet
de déduire l'erreur importante du premier maillage (orange - carré). Une nouvelle fois,
les deux dernières courbes (vert - losange et bleu - cercle) sont similaires et les di�érences
observables proviennent des erreurs temporelles. Le maillage de pas d'espace ∆x : 4.273×
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(a) Longueur d'onde λ : 0.05m (b) Longueur d'onde λ : 0.10m

(c) Longueur d'onde λ : 0.15m (d) Longueur d'onde λ : 0.25m

(e) Longueur d'onde λ : 0.35m

Figure 5.2. � Étude de la convergence des phénomènes associés à chaque longueur d'onde
λ : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e). Les di�érentes
tailles de maillage sont représentées par une couleur et un symbole. Les
couleurs (symboles) du maillage le plus grossier au maillage le plus �n sont
: rouge (croix), orange (carré), vert (losange) et bleu (cercle).

10−5m est su�sant pour représenter les phénomènes de surface associés à cette longueur
d'onde.

5.2.2. Étude énergétique

Dans cette partie, la convergence de la di�érence d'énergie totale par rapport à l'état
initial est observée. Cette partie est très importante car une étude sur la dissipation
d'énergie est e�ectuée dans la section 5.7. Une grande erreur commise par une mauvaise
convergence pourrait entraîner de mauvais résultats et fausser les conclusions obtenues
grâce aux simulations. La �gure 5.3 représente la convergence de l'énergie totale au cours
du temps pour chaque longueur d'onde.

λ : 0.05m La �gure 5.3a est un graphique agrandi se focalisant sur la di�érence
d'énergie entre 0.15 et 0.25 s. Les courbes des deux maillages les plus �ns (vert - losange
et bleu - cercle) se superposent. Le maillage de pas d'espace ∆x : 2.441 × 10−5m est
nécessaire et su�sant pour représenter la dissipation d'énergie au cours du déferlement.
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(a) Longueur d'onde λ : 0.05m (b) Longueur d'onde λ : 0.10m

(c) Longueur d'onde λ : 0.15m (d) Longueur d'onde λ : 0.25m

(e) Longueur d'onde λ : 0.35m

Figure 5.3. � Étude de la convergence de la di�érence d'énergie totale entre l'instant t :
E(t) et l'instant initial t0 : E0. Les résultats sont présentés pour chaque
longueur d'onde λ : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m
(e). Les di�érentes tailles de maillage sont représentées par une couleur et
un symbole. Les couleurs (symboles) du maillage le plus grossier au maillage
le plus �n sont : rouge (croix), orange (carré), vert (losange) et bleu (cercle).
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λ : 0.10m La �gure 5.3b est un graphique agrandi se focalisant sur la di�érence
d'énergie entre 0.18 et 0.30 s. Aucune courbe ne se superpose. Cependant, la pente de
la dissipation d'énergie est similaire pour les trois maillages les plus �ns (orange - carré,
vert - losange et bleu - cercle). A�n de minimiser l'erreur potentielle, le dernier maillage
est à prévilégier. Par conséquent, le maillage le plus �n (bleu - cercle) de pas d'espace ∆x
: 2.441× 10−5m doit être utilisé pour calculer la dissipation d'énergie au cours du temps.

λ : 0.15m La �gure 5.3c est un graphique agrandi se focalisant sur la di�érence
d'énergie entre 0.17 et 0.27 s. Tandis que les courbes associées aux deux premiers maillages
démontrent une erreur trop importante, la superposition des courbes des deux derniers
maillages (vert - losange et bleu - cercle) démontrent la bonne convergence des résultats.
Le troisième maillage de pas d'espace ∆x : 3.662× 10−5m est su�sant pour représenter
la dissipation de l'énergie.

λ : 0.25m La �gure 5.3d est un graphique agrandi se focalisant sur la di�érence
d'énergie entre 0.18 et 0.30 s. Les deux courbes des maillages les plus �ns (vert - losange
et bleu - cercle) se superposent. Le second maillage (vert - losange) de pas d'espace ∆x :
3.052× 10−5m est su�sant pour représenter la dissipation de l'énergie.

λ : 0.35m La �gure 5.3e est un graphique agrandi se focalisant sur la di�érence
d'énergie entre 0.21 et 0.35 s. Les deux courbes des maillages les plus �ns (vert - losange
et bleu - cercle) ne se superposent pas complètement mais sont très proches l'une de
l'autre. Une nouvelle fois, cette di�érence provient d'un décalage temporelle entre les
deux simulations. Par conséquent, le maillage de pas d'espace ∆x : 4.273 × 10−5m est
su�sant pour représenter la dissipation de l'énergie.

5.2.3. Étude du mouvement de la particule centrale

Lors d'un déferlement de vague, le mouvement des particules sous-surfaciques est di-
rectement lié à la variation de la surface et à la vorticité généré pendant le déferlement.
Cependant, il n'existe pas de critère simple permettant de véri�er qu'en tout point de la
simulation, le mouvement des particules a convergé. Dans cette sous-partie, l'hypothèse
que l'étude de la particule centrale, sous la crête au niveau de l'eau stagnante, permet
d'obtenir des indications quant à la convergence de la trajectoire de l'ensemble des autres
particules est faite. Cette hypothèse permet de faciliter l'étude et de valider le mail-
lage minimal nécessaire pour simuler correctement le déferlement de vague pour chaque
longueur d'onde. Une étude sur la présence d'anneaux de vorticité est faite dans la suite
de ce manuscrit, section 5.4.

Dans cette partie, la convergence de la trajectoire d'une particule centrale est étudiée.
La �gure 5.4 représente la convergence de la trajectoire des particules au cours du temps
pour chaque longueur d'onde.

λ : 0.05m La �gure 5.4a est un graphique agrandi se focalisant sur la �n de la
trajectoire de la particule entre 0.21 et 0.25 s. Les courbes des deux maillages les plus
�ns (vert - losange et bleu - cercle) se superposent. Le maillage de pas d'espace ∆x :
2.441× 10−5m est nécessaire et su�sant pour représenter la trajectoire de la particule.
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(a) Longueur d'onde λ : 0.05m (b) Longueur d'onde λ : 0.10m

(c) Longueur d'onde λ : 0.15m (d) Longueur d'onde λ : 0.25m

(e) Longueur d'onde λ : 0.35m

Figure 5.4. � Étude de la convergence du mouvement de la particule quelques instant
après le début du déferlement. La trajectoire des particules va de la droite
vers la gauche. Les résultats sont présentés pour chaque longueur d'onde λ
: 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e). Les di�érentes
tailles de maillage sont représentées par une couleur et un symbole. Les
couleurs (symboles) du maillage le plus grossier au maillage le plus �n sont
: rouge (croix), orange (carré), vert (losange) et bleu (cercle).
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λ : 0.10m La �gure 5.4b est un graphique agrandi se focalisant sur la �n de la
trajectoire de la particule entre 0.25 et 0.28 s. Aucune courbes ne se superposent. Par
conséquent, le maillage le plus �n (bleu - cercle) de pas d'espace ∆x : 2.441×10−5m doit
être utilisé pour représenter une bonne trajectoire de la particule au cours du temps.

λ : 0.15m La �gure 5.4c est un graphique agrandi se focalisant sur la �n de la
trajectoire de la particule entre 0.24 et 0.27 s. Tandis que les courbes associées aux deux
premiers maillages semblent di�érentes, les courbes des deux derniers maillages (vert -
losange et bleu - cercle) sont presque superposées. Le troisième maillage de pas d'espace
∆x : 3.662× 10−5m est su�sant pour la trajectoire de la particule.

λ : 0.25m La �gure 5.4d est un graphique agrandi se focalisant sur la �n de la
trajectoire de la particule entre 0.24 et 0.27 s. Les deux courbes des maillages les plus
�ns (vert - losange et bleu - cercle) se superposent. Le second maillage (vert - losange)
de pas d'espace ∆x : 3.052× 10−5m est su�sant.

λ : 0.35m La �gure 5.4e est un graphique agrandi se focalisant sur la �n de la
trajectoire de la particule entre 0.25 et 0.28 s. Les deux courbes des maillages les plus
�ns (vert - losange et bleu - cercle) ne se superposent pas complètement mais sont très
proches l'une de l'autre. Par conséquent, l'utilisation du maillage de pas d'espace ∆x :
4.273× 10−5m est su�sant.

5.2.4. Bilan

L'ensemble des simulations lancées sont présentées dans le tableau 5.1. Le maillage
choisi correspond à la restriction la plus grande entre les trois études de convergence.
Dans la majorité des cas, l'ensemble des essais de convergence proposent la même valeur
pour le pas d'espace. Seule la plus petite longueur d'onde λ = 0.05m possède une
di�érence entre les trois résultats. La prise en compte du plus petit maillage donne :
∆x = 2.441 × 10−5m. Le récapitulatif des pas d'espace choisis pour chaque longueur
d'onde est présenté dans le tableau 5.2.

Les pas d'espace séléctionnés sont généralement inférieurs à ceux utilisés dans la littéra-
ture récente [54, 55, 90, 91, 53]. Cela con�rme l'utilisation de la simulation numérique
directe (DNS) pour représenter la dissipation d'énergie sans l'utilisation de modèle de
turbulence, à l'instar de L. Deike et al [90, 53]. A�n de véri�er l'hypothèse précédente sur
la turbulence, chaque con�gurations sélectionnées ont été lancées avec le même modèle
de turbulence �mixed scale� utilisé dans l'article de P. Lubin et al [91]. Les résultats ne
seront pas présentés dans ce manuscrit car ils ont démontré que les maillages sont su�-
isament précis pour représenter correctement la dissipation d'énergie et les anneaux de
vorticités capturés pendant le déferlement. Aucun modèle de turbulence ne sera utilisé
lors des simulations présentées dans ce manuscrit.

Longueur d'onde λ (m) Pas d'espace ∆x (m)

0.05 2.441× 10−5

0.10 2.441× 10−5

0.15 3.662× 10−5

0.25 3.052× 10−5

0.35 4.273× 10−5

Table 5.2. � Récapitulatif du pas d'espace choisi pour chaque longueur d'onde.
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5.2.5. Simulations lancées et supercalculteurs

L'investigation du déferlement de vague à partir d'une onde sinusoidale sur un fond
plat est réalisée grâce à plus de 170 simulations numériques précises. Chacune de ces sim-
ulations représente le déferlement d'une vague avec une longueur d'onde λ, une cambrure
ε et une profondeur d'eau d

λ
unique. La variation de ces trois variables est :

1. la longueur d'onde varie entre 0.05m et 0.35m

2. la profondeur d'eau varie entre 0.1 et 0.5

3. la cambrure varie entre 0.025 et 0.6

Plus la profondeur d'eau est élevée, plus la cambrure maximale de la vague sera grande.

La réalisation de ces simulations aura été e�ectuée grâce à deux campagnes de simu-
lations faite en 2018 − 2019 et 2019 − 2020. Pour obtenir les résultats présentés dans ce
manuscrit, un total de 3.5 millions d'heures de calculs aura été nécessaire. De plus, la
production massive des résultats provenant des simulations précises a généré environ 20
To de données compressées. L'ensemble des simulations ont été e�ectuées sur plusieurs
supercalculateur : Condor (I2M), Curta (MCIA), Plafrim (INRIA), Irene SKL (TGCC),
Curie (TGCC) et Jean-Zay (IDRIS). Les heures de calculs ont été obtenus grâce au projet
DARI de GENCI.

5.3. Ondes capillaires

Une onde capillaire est un phénomène surfacique de faible longueur d'onde apparaissant
sur le face avant de la vague permettant une accéleration de la dissipation d'énergie de la
vague initiale. Ce phénomène n'apparait généralement pas seul et sera appelé par la suite
ondes capillaires. Ces ondes capillaires ont fait l'objet d'études depuis les années 1915
avec le travail fait par J. R. Wilton [177] jusqu'à encore récemment [178, 179]. Ces ondes
capillaires ont été caractérisées grâce à de nombreuses études énergétiques [180, 90, 92] et
géométriques [181, 108, 109, 180]. La modi�cation de la surface générée par la présence
de ces ondes capillaires laisse apparaitre des caractéristiques géométriques telles que :
l'amplitude, la longueur d'onde et l'angle de la crête de chaque capillaire. En 1999 Jiang
et al [108] étudient ces ondes capillaires grâce à la variation des pentes de la surface
de chaque ondes ainsi qu'à l'angle de la crête de chaque capillaire. Cependant, il existe
une grandeur caractéristique supplémentaire jouant un rôle majeur dans le déferlement
n'ayant pour le moment eu aucune étude à son sujet. Lors de la génération des ondes,
un angle apparait entre le capillaire 0 (la crête de la vague) et le capillaire 1. Cet angle
sera noté par la suite θ01. Le schéma 5.10 représente un déferlement avec l'apparition des
ondes capillaires sur le devant de la vague avec la schématisation de ce nouveau critère
de déferlement θ01.

5.3.1. Apparitions

Lors de l'ensemble des simulations lancées dans le domaine longueur d'onde entre 0.05m
et 0.35m, toutes les vagues déferlantes présentent l'apparition des ondes capillaires au
début de la génération du déferlement. Cependant, en fonction du phénomène physique
régissant le déferlement, ces premières ondes capillaires peuvent avoir une importance
variable sur la dynamique �nale du déferlement. L'apparition de ces ondes capillaires a
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c

capillaire 0

capillaire 1

capillaire 2

Figure 5.5. � Schéma d'un déferlement d'ondes capillaires parasites et de ses caractéris-
tiques géométriques associées.

pu être divisée sous 4 formes di�érentes. Chaque forme pourra être présente dans un ou
plusieurs types de déferlement présentés dans la section 5.5.

5.3.1.1. Première forme

Les ondes capillaires de la première forme peuvent jouer un rôle majeur lors de la dis-
sipation d'énergie. En e�et, en fonction du type de déferlement, ces ondes peuvent être
l'unique phénomène associé au déferlement. L'augmentation de la dissipation d'énergie
provient uniquement de ces ondes capillaires. Cependant, pour d'autres types de défer-
lement, ces ondes peuvent être observées mais ne sont pas l'élément important de celui-ci.
C'est le cas notamment pour le déferlement plongeant.

Lors de l'advection de la vague, des ondes capillaires font leur apparition sur la face
avant de la vague initiale. Ces petites ondes capillaires sont fortement in�uencées par
la tension de surface. Elles se déplacent à une célérité proche de celle de la vague ini-
tiale et possèdent une amplitude et longueur beaucoup plus petites que celles de la vague
initiale. La longueur de chaque onde capillaire est presque constante tout le long du défer-
lement. Tandis que leur amplitude diminue lentement en corrélation avec la dissipation
de l'énergie. La �gure 5.6a permet l'obervation de l'apparition de ces ondes capillaires sur
le devant de la vague. Le capillaire 0 identi�e, dans l'ensemble du document, le capillaire
formé sur la crête de la vague. Les capillaires 1 et 2 sont les autres capillaires suivant leur
ordre d'apparition (Fig. 5.6b).

5.3.1.2. Seconde forme

Les ondes capillaires de la seconde forme jouent un rôle majeur dans le déferlement
glissant, présenté par la suite. Les ondes générées lors du début du déferlement subis-
sent une modi�cation géométrique importante. En e�et, un phénomène de compression
(Fig. 5.7a) et de décompression (Fig. 5.7b) va apparaître générant une ou plusieurs
ondes supplémentaires (Fig. 5.7c). Ces nouvelles ondes ont une célérité di�érente de la
vague initiale et, potentiellement, une direction également di�érente. La création de ce
phénomène génère une illusion de glisse des ondes capillaires de la première forme sur le
devant de la vague (Fig. 5.7c). Cette forme d'onde capillaire est visible uniquement pour
les déferlements glissants.

5.3.1.3. Troisième forme

Contrairement aux formes précedentes, les premières ondes capillaires générées possè-
dent, dans ce cas, un rôle majeur dans la forme du déferlement lors de leurs interactions
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(a) Début de la génération des ondes capillaires.

(b) Déplacement des ondes capillaires.

Figure 5.6. � Ondes capillaires : apparition première forme. Les ondes capillaires com-
mencent à apparaitre dans la �gure (a) puis continuent leur déplacement
avec la vague dans la �gure (b).

(a) Compression de la première onde capillaire.

(b) Décompression de la première onde capillaire.

(c) Création de nouvelles ondes.

Figure 5.7. � Ondes capillaires : apparition seconde forme. Les ondes capillaires commen-
cent à apparaitre dans la �gure (a) en se compressant puis se décompressent
(b) générant de nouvelles ondes capillaires (c).

avec un phénomène ne provenant pas de la tension de surface, à savoir un jet. La forma-
tion de ce jet modi�e la surface (Fig. 5.8a) et le phénomène de compression-décompression
apparaît sur les ondes situées sous le jet (Fig. 5.8a et 5.8b). Lors de la décompression, la
surface de l'eau est propulsée dans le sens de la vague et la dynamique du jet ne créée pas
de reconnexion au niveau de la surface. Dans ce cas, le rouleau provenant du premier jet
n'est pas capturé et un second jet apparait capturant un rouleau secondaire (Fig. 5.8c).
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Cette forme d'onde capillaire n'est pas encore connue dans la littérature et est spéci�que
à un type de déferlement plongeant présenté dans la section 5.5.

(a) Compression de la première onde capillaire.

(b) Décompression de la première onde capillaire.

(c) Création de nouvelles ondes.

Figure 5.8. � Ondes capillaires : apparition troisième forme. Les ondes capillaires com-
mencent à apparaitre dans la �gure (a) en se compressant puis se décom-
pressent (b) générant un mouvement de surface en amont de la vague et la
création d'un jet secondaire avec son rouleau (c).

5.3.1.4. Quatrième forme

La dernière forme est totalement di�érente car les ondes capillaires ne jouent pas un
rôle majeur dans le déferlement. Ces ondes capillaires sont transportées par le jet (Fig.
5.9a), générant une forme de doigt au bout de ce jet. Lors de l'impact de ce jet sur la
surface, les ondes capillaires se baladent le long de la surface du rouleau capturé et de
nouvelles ondes sont créées (Fig. 5.9b). Les premières ondes ne sont ainsi pas motrices
de la dynamique du déferlement et de la dissipation de l'énergie de la vague. Cette forme
d'onde capillaire est un dérivé de la première forme avec la présence d'un rouleau. Par
conséquent, elle est visible uniquement dans le cas de déferlement plongeant.

5.3.2. Angle θ01

La présence d'ondes capillaires sur la face avant de la vague laisse apparaître l'angle θ01

entre les capillaires 0 et 1 présentés au début de la section. L'étude démontre l'importance
de cet angle dans la génération et modi�cation du comportement du déferlement. La
méthode de calcul de cet angle est décrite dans un premier temps. Puis l'étude de cet
angle est réalisée sur les deux premières formes des ondes capillaires.
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(a) Jet avec les ondes capillaires.

(b) Impact du jet sur la surface capturant un rouleau avec des ondes capillaires.

Figure 5.9. � Ondes capillaires : apparition quatrième forme. Les ondes capillaires de
la première forme sont transportées par le jet (a) puis se déplacent sur les
parois du rouleau avec de nouvelles ondes capillaires (b).

5.3.2.1. Méthode de calcul

La formation du creux entre les deux ondes capillaires forme l'apparition de deux faces.
Sur chacune de ces faces, la pente de la surface est mesurée. L'algorithme consiste en 3
étapes :

1. le calcul de la position du creux entre les capillaires 0 et 1

2. la recherche des deux pics entourant le creux

3. le calcul de la pente de chaque face au centre du creux et du pic

A�n d'obtenir un résultat précis, le calcul de la pente est étalé sur 6 mailles. La �gure
5.10 est un schéma représentant le calcul de cet angle.

Sommet 0

Creux
Sommet 1

Pente 0

Pente 1

Figure 5.10. � Schéma du calcul de l'angle θ01.

L'angle θ01 évolue tout au long du déferlement, cependant, une particularité intéres-
sante et régissant le type de déferlement obtenu est étudiée : la valeur minimale de
l'angle θ01. La �gure 5.11 représente l'évolution de l'angle au cours du temps pour une
simulation. Sur cette �gure, il est observé une diminution de l'angle dans les premiers
instants (étape de compression). Cette diminution est suivie par la naissance d'un plateau
pour lequel l'évolution de l'angle semble ralentir puis stagner autour d'une valeur mini-
male. Après avoir atteint son minimum, à t = 0.223 s, l'angle augmente progressivement
à vitesse constante vers 180° (étape de décompression). Dans cette partie, l'angle θ01

étudié correspond au minimum de la valeur lors des premiers instants de génération du
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déferlement. Cette dynamique de surface ressemble à la compression d'un ressort avec
l'emmagasinement d'énergie dans un volume/une surface restraint. Puis, tel le ressort, la
surface décompresse et libère l'énergie accumulée. En fonction de l'énergie dissipée, les
phénomènes sous-jacents obtenus sont di�érents. Dans le cas des ondes capillaires de la
première forme, l'angle θ01 va augmenter petit à petit à mesure que l'excédant d'énergie se
dissipe. Cependant, pour les ondes capillaires de la seconde forme, le mouvement soudain
de surface engendre l'apparition d'anneaux de vorticité accompagnés d'une ou plusieurs
ondes. En fonction de l'intensité des vortex générés, des bulles peuvent être capturées.
L'angle minimal est donc un élément majeur de plusieurs déferlements.

Figure 5.11. � Évolution de θ01(°) au cours du temps (s) pour la simulation correspondant
aux conditions initiales : d

λ
= 0.1, λ = 0.05m et ε = 0.15.

5.3.2.2. Étude des ondes capillaires de la première forme

Après l'utilisation de la méthode, les résultats obtenus pour la valeur de l'angle mini-
mum de θ01 correspondant aux ondes capillaires de la première forme sont présentés dans
la �gure 5.12. L'angle a été calculé en fonction de la cambrure initiale de la vague. Il
est possible de remarquer la présence d'un schéma identique pour l'ensemble des courbes.
La courbe semble commencer pour un angle proche de 180° puis diminue lorsque la cam-
brure augmente. La valeur minimale semble converger vers une valeur proche de 90°. La
similarité observable entre ces courbes permet la construction d'une fonction polynomiale
ayant pour but de prédir l'angle minimum en fonction des conditions intiales : longueur
d'onde λ, profondeur d et amplitude a. Les données associées à l'onde capillaire de la
première forme se trouvent dans l'annexe B.
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Figure 5.12. � Évolution du minimum de θ01(°) en fonction de la cambrure ε pour toutes
les simulations ayant des ondes capillaires du premier cas.

5.3.2.2.1. Reconstruction de la fonction La reconstruction de la fonction est ap-
pelée : θ01,PCW . Cette fonction a pour ambition de prédire l'angle minimal en fonction
des trois longueurs caractéristiques de la vague initiale. Grâce à l'optimisation de l'erreur
de la fonction reconstruite par rapport au nombre de coe�cients et des combinaisons des
longueurs caractéristiques, cela a permi le développement de la fonction reconstruite grâce
à un nombre limité de coe�cients. Les variables de la fonction θ01,PCW sont : la cambure

ε = 2πa
λ
, la racine du nombre d'onde

√
k =

√
2π
λ
et une variable représentant la profondeur

dans les équations 5.33 et 5.34 de la condition initiale
√
tanh(kd) =

√
tanh(2πd

λ
).

Lors de la reconstruction de la fonction, les normes L1, L2 et L∞ relatives de l'erreur
sont véri�ées. Les équations représentant ces normes sont

rL1 =

∑
| θ01,PCW−θ01

θ01
|

Nθ01

rL2 =

√∑
(θ01,PCW − θ01)2∑

(θ01)2

rL∞ = max(|θ01,PCW − θ01

θ01

|)

avec θ01,PCW la fonction reconstruite, θ01 la valeur obtenue grâce à la simulation et Nθ01
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le nombre de résultats.

Dans un premier temps, la fonction reconstruite est sous la forme d'un polynôme du
second degré suivant chaque variables. Par conséquent, il y a un total de 36 résultats pour
27 coe�cients à résoudre. La méthode des moindres carrés est une approche standard
permettant la résolution de systèmes surdéterminés tout en minimisant la somme des car-
rés des résidus. La fonction DGELS, proposée par la librairie LAPACK, est utilisée pour
obtenir les coe�cients de ce système surdéterminé. La fonction reconstruite possède les
erreurs rL1 , rL2et rL∞ suivantes : 0.01037, 0.00012 et 0.06515. Par conséquent, l'erreur
maximale obtenue est : 6.515%. Cependant, l'utilisation et la prise en compte d'une
fonction possédant 27 coe�cients ne sera pas facilement utilisable en pratique.

En prenant en compte la facilité d'utilisation, une seconde reconstruction a été e�ec-
tuée. Cette fois-ci, les termes sont enlevés un à un pour trouver la forme reconstruite
la plus compacte avec une erreur légèrement détériorée. La fonction obtenue possède
seulement 11 coe�cients. Les erreurs obtenues sont : rL1 = 0.01812, rL2 = 0.00019 et
rL∞ = 0.06175. Tandis que les erreurs rL1 et rL2 ont légèrement augmenté, l'erreur max-
imale a diminué vers la valeur de 6.175%. L'enlèvement d'un terme supplémentaire de
la fonction reconstruite augmente l'erreur maximale à environ 20%. La nouvelle fonction
reconstruite à 11 coe�cients semble être le meilleur compromis entre l'erreur commise et
la facilité d'utilisation.

Voici la fonction reconstruite

θ01,PCW (λ, a, d) = αθ,1( 2πa
λ )2

√
2π
λ + αθ,2( 2πa

λ )2 + αθ,3
2πa
λ

√
2π
λ

√
tanh( 2π

λ d)

+αθ,4
2πa
λ

√
2π
λ + αθ,5

2πa
λ

√
tanh( 2π

λ d) + αθ,6
2πa
λ + αθ,7

2π
λ

+αθ,8

√
2π
λ

√
tanh( 2π

λ d) + αθ,9

√
2π
λ + αθ,10

√
tanh( 2π

λ d) + αθ,11

avec αθ,. les coe�cients provenant de la méthode des moindres carrés. Les coe�cients
de la fonction sont présentés dans le tableau 5.3.

Coe�cients de la fonction Valeurs
θ01,PCW

αθ,1 1514.8995
αθ,2 −16982.9998
αθ,3 −2063.1402
αθ,4 1426.9144
αθ,5 23586.6100
αθ,6 −16931.8538
αθ,7 1.0887
αθ,8 222.5496
αθ,9 −188.2525
αθ,10 −2336.2441
αθ,11 2056.9544

Table 5.3. � Tableau des coe�cients après l'utilisation de la méthode des moindres carrés
pour la fonction θ01,PCW .
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5.3.2.2.2. Angle limite : 90° Pour de nombreux déferlements de petites longueurs
d'ondes des ondes capillaires vont être générées. Cependant, en fonction du déferlement
observé, il est possible que ces ondes soient un élément moteur au déferlement et donc
à la dissipation de l'énergie. Un élément clé de cette étude est la présence d'un angle
critique θ90 entre les ondes capillaires des deux premières formes. La cambrure initiale de
la vague in�uence la formation de l'angle θ01 (Fig. 5.12). Plus la vague est cambrée, plus
petit sera l'angle obtenu. Celui-ci tend, de ce fait, vers 40◦ pour les grandes cambrures.
Lors de la naissance de ces ondes capillaires, l'angle est proche de 180◦. Sur la �gure 5.13,
il est observé une zone de séparation entre les résultats provenant des simulations des
ondes de la première forme, en carré bleu, et des simulations de la second forme, en croix
rouge. Dans la présente étude, la valeur minimal de l'angle des simulations avec des ondes
capillaires de la première forme est 91.02◦. Tandis que les simulations des ondes capillaires
de la seconde forme possèdent une valeur maximale de 87.3◦. Par conséquent, il existe un
angle critique séparant les di�érentes formes de comportement des ondes capillaires. A�n
de simpli�er l'étude, cet angle limite θ90 sera supposé avoir une valeur de 90◦.

Figure 5.13. � Angle minimal en fonction de la cambure. Les résultats des ondes capil-
laires des première et seconde formes sont notés respectivement en : carré
bleu et croix rouge.

La fonction reconstruite précédemment θ01,PCW peut être modi�ée a�n de résoudre la
courbe εmax,PCW (λ, d) représentant l'apparition de l'angle critique θ90. Cette fonction
nécessite la résolution du système suivant

ε2(αθ,1

√
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λ + αθ,2) + ε(αθ,3

√
2π
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√
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√
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√
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√
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λ

√
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λ d) + αθ,9

√
2π
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√
tanh( 2π

λ d) + αθ,11 − θ90 = 0
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Figure 5.14. � Limite εmax,PCW entre les deux premières formes d'ondes capillaires. Les
courbes rouge, verte, violette, bleue et marron représentent respectivement
la limite pour les profondeurs d'eau 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 et 0.5.

La résolution de ce système d'équation du second degré donne

εmax,PCW (λ, d) =
−γθ,2 −

√
γθ,2²− 4γθ,1γθ,3
2γθ,1
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Le domaine de validité de cette équation est λ × d
λ

= [0.05m, 0.35m] × [0.1, 0.5]. A�n
d'extrapoler la possible utilisation de cette équation en dehors de ce domaine, il est néces-
saire de faire une étude supplémentaire avec des longueurs d'ondes et/ou des profondeurs
d'eau en dehors de domaine de validité.

5.3.2.2.3. Étude de la limite εmax,PCW L'image 5.14 démontre l'in�uence de la pro-
fondeur d'eau sur l'apparition de la limite entre les deux premières formes des ondes. Un
fait intéressant est la baisse de l'apparition de cette limite pour des eaux peu profondes.
L'in�uence de la profondeur semble devenir importante lorsque d

λ
≤ 0.3.

5.3.2.3. Étude des ondes capillaires de la seconde forme

Dans le même état d'esprit que pour la première forme, l'angle des ondes capillaires
de la seconde forme est étudié dans cette section. La �gure 5.15 représente la valeur de
l'angle minimum de θ01 en fonction de la cambrure pour toutes les ondes capillaires de la
seconde forme. Les données associées à l'onde capillaire de la seconde forme se trouvent
dans l'annexe C.
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Figure 5.15. � Évolution du minimum de θ01(°) en fonction de la cambrure ε pour toutes
les simulations ayant des ondes capillaires du second cas.

Une seconde fonction est reconstruite avec les même variables et le même polynôme de
base pour prédire la valeur de l'angle minimum θ01 des ondes de la seconde forme. Cette
fonction est notée θ01,SB. La fonction sera supposée être similaire à celle précedente avec
la prise en compte des terme d'ordre 2 sur chaque variable. La fonction reconstruite et
optimisée entre le nombre de coe�cients et les erreurs est

θ01,SB(λ, a, d) = βθ,1
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λ . 2πλ .

√
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λ d) + βθ,11tanh( 2π
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avec 12 coe�cients βθ,. résolus par la méthode des moindre carrés sur 33 résultats de
simulations. Les erreurs relatives en normes L1, L2 et L∞ associées à cette reconstuc-
tion sont respectivement : 0.02085, 0.00037 et 0.06365. Soit une erreur maximale de
6.365%. Les coe�cients de la fonction de reconstruite sont présentées dans le tableau 5.4.
L'utilisation de nombre plus réduit de coe�cients augmente l'erreur maximale à environ
10%.
Contrairement au cas précédent, il ne semble pas y avoir de relation particulière entre

la limite de la deuxième et la troisième formes des ondes capillaires provenant de l'étude
de l'angle minimum θ01.
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Coe�cients de la fonction θ01,SB Valeurs

βθ,1 −64.8108
βθ,2 48.3957
βθ,3 1405.4438
βθ,4 −1065.5388
βθ,5 −6700.7758
βθ,6 4868.5630
βθ,7 14.2838
βθ,8 −8.9034
βθ,9 −343.6678
βθ,10 232.7304
βθ,11 1117.3690
βθ,12 −442.8510

Table 5.4. � Tableau des coe�cients après l'utilisation de la méthode des moindres carrés
pour la fonction θ01,SB.

5.3.3. Bilan

L'étude des ondes capillaires a mis en évidence la présence de 4 formes di�érentes de
dynamique de surface provenant, en partie, de l'in�uence de la tension de surface sur le
mouvement de la vague. La description de ces 4 formes va permettre le développement
et la caractérisation de nouveaux types de déferlements dans la section 5.5.

De plus, un nouveau critère de détection et de caractérisation fut observé lors de la
présence des ondes capillaires. L'angle θ01 situé entre le creux des deux premiers capil-
laires semble conditionner le type de déferlement obtenu. L'évolution de cet angle se
décompose en 3 parties : compression, plateau et décompression. Si le minimum de cet
angle possède une valeur inférieure à θ90 = 90°, une modi�cation du déferlement apparaît.
Cette modi�cation sera davantage étudiée dans la section 5.4.

La reconstruction de deux fonctions polynomiales θ01,PCW et θ01,SB permet la prédiction
de l'angle minimal, observé grâce à la simulation, lors de la connaissance des grandeurs
caractéristiques de la vague initiale : longueur d'onde λ, amplitude a et profondeur d.

L'utilisation de la première fonction reconstruite θ01,PCW et de l'angle critique θ90 a
permis le développement d'une nouvelle fonction représentant la limite entre les deux pre-
mières formes d'ondes capillaires pour toutes longueurs d'onde λ comprises entre 0.05m et
0.35m et toutes profondeurs d'eau comprises entre 0.1 et 0.5. L'extension de ce domaine
d'application nécessite la véri�cation sur des résultats en dehors du domaine étudié dans
le manuscrit.

L'étude de cette limite a mis en évidence une forte in�uence de la profondeur d'eau
lorsque d

λ
≤ 0.3. Cette in�uence provoque la modi�cation du type de déferlement pour des

cambrures plus petites. L'in�uence de la profondeur semble être facteur de
√
tanh(2πd

λ
).

5.4. Anneaux de vorticité

La notion de vorticité dans l'eau et dans l'air est une caractéristique importante lors
de l'étude du déferlement de vague. En e�et, la présence de vorticité accroît localement
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la dissipation de l'énergie cinétique et, de ce fait, modi�e la dynamique du déferlement.
Dans chaque type de déferlement, de nombreux articles font la dé�nition et l'étude du
champ de vorticité observé.

Ondes capillaires parasitiques Dans les années 1980, K. Okuda et al [100] et N.
Ebuchi et al [99] ont été les premiers à dé�nir la zone de forte vorticité présente pour
des déferlements d'ondes capillaires parasitiques, ou ondes capillaires de premier cas. Une
forte vorticité apparaît dans la partie supérieure du capillaire 0 correspondant à la crête de
la vague. Cette zone s'étire vers l'arrière au fur et à mesure de la progression de la vague.
Puis M. S. Longuet-Higgins va en 1992 [101] étendre la compréhension du mouvement du
�uide proche des crêtes et des creux des capillaires. Du point du vue d'une vague progres-
sive avançant de gauche à droite, le mouvement des particules fait une rotation de sens
horaire dans les creux et de sens anti-horaire dans les crêtes. Ce mouvement permet aux
ondes capillaires générées d'être advectées dans la même direction que la vague initiale.
D. Dommermuth et al en 1994 [102] con�rment la présence de vorticité dans l'ensemble
des capillaires. Ils observent numériquement la présence d'un décrochage des lignes de
courants sous la surface de chaque capillaire. Ce décrochage engendre l'apparition de vor-
ticité juste après chaque creux. Cependant, ce n'est qu'en 2001 avec l'article écrit par H.
J. Lin et al [103] que la présence de ces zones de vorticité fut démontrées expérimentale-
ment à l'aide d'une caméra PIV (Particule Image Velocity). Les vagues étudiées dans cet
article possèdent des caractéristiques de longueur d'onde et de cambrure similaires à celles
prises dans ce manuscrit. Puis en 2009, D. Fuster et al [182] ont fait un état de l'art de
plusieurs simulations de phénomène physique. Une des simulations est le déferlement de
vagues d'ondes capillaires parasitiques pour lequel une image de la vorticité présente dans
l'air est présente. Cette image permet d'observer la présence d'une zone de forte vorticité
au dessus des capillaires. Ces zones démontrent le décrochage des lignes courant derrière
chaque ondes générant une recirculation dans l'air au niveau de chaque creux. L.-P. Hung
et al [109], démontrent, grâce à leur étude en 2009, que l'intensité de la vorticité proche
des creux est plus grande que celle présente au niveau de la crête de chaque capillaire
et con�rment numériquement l'approximation linéaire de M. S. Longuet-Higgins [101]
prédisant l'intensité des anneaux grâce à la célérité de l'onde initiale et la courbure locale
de la surface. Ils prouvent également l'existence d'un lien entre la vorticité et la courbure
du creux du capillaire. Finalement dans un article récent, L. Deike et al [90] presentent
le champ de vorticité dans l'air et l'eau pour le déferlement d'ondes capillaires parasitiques.

Glissant avec forte tension de surface En 1996, W. K. Melville [183] explique la
présence de vorticité dans le cas de déferlement glissant, vorticité provenant de phénomènes
physiques proches de ceux des ondes capillaires parasitiques. Grâce aux études précé-
dentes, J. H. Duncan et al [184] étudie en 1999 l'apparition d'un front descendant la face
avant de la vague. Au fur et à mesure de l'avancement de la vague, le front relâche de plus
en plus de capillaires, accentuant la vorticité générée par le déferlement. Puis quelques
années plus tard, en 2001, ils publient un article [81] présentant l'observation du champ
de vitesse lors d'une déferlement glissant avec une forte tension de surface. Grâce à cette
étude, ils déterminent la présence de forte vorticité proche de la base de ce front descen-
dant. Dans la même année, X. Qiao et al [185] étudient l'apparition de la vorticité à
plusieurs étapes du déferlement. Dans un premier temps, ils con�rment la présence d'une
zone de forte vorticité à la base du front, puis ils démontrent l'observation d'un étirement
progressif de cette zone jusqu'à rejoindre la crête de la vague initiale. En 2005, A. Iafrati
et al [186] observent la présence de nombreux vortex sous la surface lors du déferlement.
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Une image montre l'apparition de cette vorticité à plusieurs instants du déferlement. Ils
indiquent que la présence de ces zones de vorticité avec une forte intensité est responsable
de la modi�cation du pro�l de la vague sous la forme de �uctuations. Puis en 2009, A.
Iafrati [112] con�rme que la présence de la vorticité provient essentiellement de la base
du front. Ces vortex sont par la suite relâchés dans l'eau créant une couche de vorticité.
Finalement, L. Deike et al [90] présentent le champ de vorticité dans l'air et l'eau pour
le déferlement glissant. Ils observent l'apparition de vortex contrarotatifs provenant de la
�ne couche de vorticité négative qui �nissent par générer des structures turbulentes.

Plongeant sans retournement Un type de déferlement unique est décrit pour la
première et unique fois dans l'article de L. Deike et al [90]. Dans cet article, ils soulignent
que ce déferlement est une extension du déferlement précédent avec une plus grande
aération et une intensité de vorticité plus importante. Ils nomment ce déferlement �glissant
à fort nombre de Bond�. Cependant, dans ce manuscrit, il sera présenté comme étant
un déferlement plongeant sans retournement suite à l'étude faite sur la formation de la
vorticité.

Plongeant En 1989, P. Bonmarin [97] schématise l'apparition de zones de vorticité
pendant le déferlement plongeant. Il dé�nit deux zones d'apparition de la vorticité. La
première se trouve à l'emplacement du rouleau avec une sens identique à la chute du jet.
Le second, plus intense, se trouve dans le zone du jet secondaire avec les nombreuses
bulles générées. En 1999, G. Chen et al [87] présentent grâce à la simulation numérique
l'apparition du maximum de vorticité pour une vague plongeante. Ils démontrent que le
maximum de vorticité est obtenu au moment de l'impact du jet sur la surface. En 2009,
A. Iafrati [112] étudie le signe de la vorticité lors d'une déferlement plongeant. Il observe
une production de vorticité négative plus grande que de vorticité positive. Également, la
production de vorticité positive est irrégulière. Il continue son étude en 2013 [55] et observe
la formation d'un dipôle généré dans l'air lors du déferlement. En 2015, L. Deike et al [90]
présentent le champ de vorticité dans l'air et l'eau pour le déferlement plongeant avec la
génération de vorticité négative autour du rouleau capturé et la présence de vorticité dans
le jet secondaire. Con�rmant une nouvelle fois la schématisation faite par P. Bonmarin en
1989. Récemment en 2019, P. Lubin et al [52] présentent la simulation numérique en 3D
du déferlement d'une vague plongeante avec le champ de vitesse associé à ce déferlement.
Sur ces images, la génération de nombreuses structures cohérentes sont observables dans
l'air, au dessus du jet secondaire et dans le rouleau, et dans l'eau autour du rouleau.

5.4.1. Dé�nition de la positivité

Avant de procéder à la présentation de l'apparition des anneaux de vorticité, il est
nécessaire de présenter la positivité de la vorticité. Dans ce manuscrit, un anneau de
vorticité positive correspond à un tourbillon de sens antihoraire lorsque la vague se déplace
de gauche à droite. A l'inverse un anneau de vorticité négative correspond au tourbillon
de sens horaire. La �gure 5.16 décrit la positivité et le champ de vitesse associés aux
tourbillons. Le champ de vorticité est calculé grâce à la relation suivante :

∇× ū =
∂v̄

∂x
− ∂ū

∂y

Dans le cas présent, le calcul des dérivées partielles est e�ectué avec un schéma centré,
déplaçant le centre des cellules dans les coins de la cellule scalaire Ωc

i,j. Une interpolation
bilinéaire est e�ectuée pour recentrer la connaissance de cette variable sur la grille scalaire.
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(a) Vorticité positive (b) Vorticité négative

Figure 5.16. � Présentation des vorticités positive et négative pour une vague s'advectant
de gauche à droite. Le champ de vitesse est marqué par des �èches. Le
vortex positif (resp. négatif) est représenté par la couleur rouge (resp.
bleue).

5.4.2. Apparitions et générations

Grâce aux nombreuses simulations numériques, 5 types de vorticité ont pu être ob-
servées. Ces formes de vorticité pourront être caractéristiques d'un ou plusieurs types de
déferlement.

5.4.2.1. Forme 1 : Vorticité du train d'onde capillaires

La première forme de vorticité apparaît dès lors qu'un train d'onde capillaires nait
à la surface. Cette forme de vorticité, bien connue dans la littérature, correspond à
la génération d'une zone de vorticité négative sous chaque creux et positive au dessus de
chaque capillaire au sein de l'air (Fig. 5.17). En fonction de la forme du déferlement, cette
vorticité générée peut être un élément majeur dans la dissipation d'énérgie. L'apparition
de ce type de vorticité est aussi observable dans le cas d'un déferlement glissant (Fig. 5.17).
Ce type de vorticité apparaît dans l'ensemble des simulations présentant un déferlement.

5.4.2.2. Forme 2 : Vorticité de la base du front

La seconde forme de vorticité apparaît dès lors que l'angle formé par la base du front
possède un angle inférieur à 90°. Dans la partie 5.3, cet angle a déjà démontré être à
l'origine d'une limite entre deux types de déferlements. En e�et, lorsque cette barre de
90° est franchie, un anneau de vorticité est généré dans le sillage du creux de la vague
engendrant un couche de vorticité négative proche de la surface. Cette couche de vorticité
fut remarquée par J. H. Duncan et al [81] en 2001. La �gure 5.18 permet l'observation
de la création d'un anneau de vorticité provenant de la séparation des lignes de courant
proche du premier creux. Cette séparation intervient lorque l'angle θ01 se compresse à
une valeur inférieure à 90° comme présenté précédemment.
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(a) Vorticité des ondes capillaires (b) Ondes capillaires sur le devant d'un défer-
lement glissant.

Figure 5.17. � Présentation de la vorticité de forme 1 provenant des ondes capillaires. La
�gure (a) est un zoom de la vorticité pour plusieurs ondes. La �gure (b) est
un plan large du front d'un déferlement glissant. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

(a) Début de la vorticité de forme 2 (b) Création de l'anneau de vorticité

(c) Anneau de vorticité généré

Figure 5.18. � Présentation de la vorticité de forme 2 provenant de la séparation des lignes
de courants à la base du front. L'angle θ01 continue de se compresser (a)
générant l'apparition d'un anneau de vorticité (b) relâché par la suite vers
la crête de la vague (c). Les colorations maximum (rouge) et minimum
(bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

En fonction du type de déferlement, la base du front peut générer un anneau de vorticité
unique basé sur un dipôle avec une vorticité négative dans l'eau et positive dans l'air.
Cet anneau aura la particularité d'avoir une vitesse horizontale quasiment négative. La
dynamique de cet anneau de vorticité n'est pour le moment par dé�nie dans la littérature.
Lorsque le déferlement est plus énergétique, une multitude d'anneaux de vorticité peut
être générée créant la couche de vorticité observée dans la littérature [81, 185, 54, 90]. La
génération de ces multiples vortex provient de l'oscillation de l'angle de la base du front
proche de 90°. À chaque passage en dessous de 90°, un nouvel anneau est généré. La
�gure 5.19 montre les deux dynamiques possibles.
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(a) Anneau de vorticité unique

(b) Multiple anneaux de vorticité

Figure 5.19. � Observations de la dynamique de la base du front. Dans la �gure (a), un
seul anneau est généré. Tandis que dans la �gure (b), plusieurs anneaux
sont générés. Les colorations maximum (rouge) et minimum (bleue) sont
�xées à : +100 et −100 s−1.

5.4.2.3. Forme 3 : Interaction de plusieurs vortex

Lors de la deuxième dynamique de la forme 2, la génération de nombreux vortex va
induire l'interaction entre deux ou plusieurs anneaux de vorticité lorsqu'ils sont su�sa-
ment proches l'un des autres. Ces anneaux étant proches de la surface, ils génèrent une
modi�cation surfacique importante (Fig. 5.20).

(a) Deux anneaux de vorticité proches en dessous de la surface

(b) Interaction des anneaux et modi�cation surfacique

Figure 5.20. � Présentation de la vorticité de forme 3 provenant de l'interaction de mul-
tiples anneaux de vorticité (a) modi�ant la surface (b). Les colorations
maximum (rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

La modi�cation de la surface combinée à la forte courbure obtenue génère un mouve-
ment rapide de la surface dans la direction opposée. En fonction de l'intensité des deux
anneaux de vorticité, il est possible qu'une bulle soit capturée. Le mouvement rapide de
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la surface génère l'apparition d'un dipôle contrarotatif poussé dans la direction inverse du
mouvement de la surface. La �gure 5.21 présente la formation de dipôle avec et sans bulle
capturée. Ce phénomène d'interaction entre plusieurs vortex peut être observé plusieurs
fois au cours d'un même déferlement. Chaque interaction génère un dipôle se déplaçant
vers le fond de l'eau. L'ensemble des dipôles générés par cette interaction possède une
vitesse horizontale presque nulle. Ces anneaux contrarotatifs stagnent proche de leur
zone d'apparition. Il est possible d'observer ces dipôles dans l'article écrit par L. Deike
et al en 2015 [90], cependant il n'existe encore aucune caractérisation ou observation du
mécanisme de création dans la littérature.

(a) Sans bulle

(b) Avec bulle

Figure 5.21. � Observations de la dynamique du mouvement de la surface avec génération
du dipôle sans (a) et avec bulle (b). Les colorations maximum (rouge) et
minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

5.4.2.4. Forme 4 : Vorticité sans rouleau

La 4ème forme de vorticité provient du déferlement plongeant sans rouleau, peu connu
dans la littérature. Lors de la génération du jet, la surface située sous la vague possède
une forte courbure. La tension de surface joue un rôle majeur et un mouvement de celle-ci
est engendré dans la direction de la vague. Le mouvement de la surface étant plus rapide
que la dynamique du jet, le jet ne peut impacter la surface et aucun rouleau n'est capturé.
Cependant, pendant la chute du jet et le mouvement de la surface, de nombreux anneaux
de vorticité contrarotatifs sont générés. Ces anneaux, contrairement aux deux formes
précédentes, suivent le déferlement et s'advectent à une vitesse similaire à la crête.

Avancée du jet par rapport au premier capillaire En 1980, D. H. Peregrine et al
[187] dé�nissent un critère de détection du déferlement lié à la verticalité de l'interface. Ils
ont observé, grâce à la modélisation mathématique, la présence d'une interface verticale
pour tout déferlement plongeant. Cela correspond à l'angle de 90◦ de la surface par rapport
à l'horizon. Cependant, pour caractériser les types de déferlement glissant et plongeant
à petites échelles, ce critère n'est plus su�sant. En e�et, pour le déferlement glissant, il
est possible d'obtenir un angle inférieur à 90°. Un nouveau critère, étant l'extension du
premier, permet de di�érencier les deux types de déferlement.
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(a) Création du jet

(b) Mouvement de la surface sous le jet et génération du dipôle dans la crête

(c) Anneau de vorticité généré se déplaçant avec la vague

Figure 5.22. � Présentation de la vorticité de forme 4 provenant de la génération d'un jet
(a). Lors du mouvement de ce jet, la forte courbure génère un mouvement
et empêche l'emprisonnement du rouleau (b). Les multiples anneaux de
vorticité se déplacent avec la vague (c). Les colorations maximum (rouge)
et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

En complément de l'angle vertical, il est nécessaire que l'avancée du jet soit devant
la crête de la première onde capillaire. La �gure 5.23 est une schématisation du critère
de position horizontale du jet. La position horizontale de la première onde capillaire est
représentée par une croix et des traits rouges, tandis que la position horizontale du jet
est représentée par une croix et ligne noires. Ce critère géométrique permet de véri�er
que l'avancée du capillaire 0 provient d'un excédant d'énergie cinétique et non de la
modi�cation surfacique provenant de la forme des capillaires. Par conséquent, pour un
déferlement glissant (Fig. 5.23a), le jet est situé derrière la crête de l'onde capillaire
(forme 3). A l'inverse, une position plus avancée du jet est observée pour une déferlement
plongeant (Fig. 5.23b). Ce critère permet la distinction des déferlements : glissant d'onde
capillaires et plongeant.

5.4.2.5. Forme 5 : Vorticité autour du rouleau

La dernière forme de vorticité générée est celle provenant de l'impact du jet sur la
surface. Au moment de l'impact sur la surface, les anneaux de vorticités contenus dans le
jet ainsi que les anneaux de vorticité générés par l'impact s'enroulent autour du rouleau.
Cela correspond à la zone de vorticité présentée par P. Bonmarin en 1989 [97]. Cette forme
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(a) Déferlement glissant

(b) Déferlement plongeant

Figure 5.23. � Schémas du critère de position horizontale pour des déferlements glissant
(a) et plongeant (b). La position du jet est notée par une croix noire
et la position du sommet de la première onde capillaire est notée par une
croix rouge .

de vorticité est déjà connue dans la littérature et elle est caractérisée dans de nombreux
articles.

(a) Jet juste avant l'impact sur la surface

(b) Enroulement des anneaux de vorticité proche de la surface

Figure 5.24. � Présentation de la vorticité de forme 5 provenant de la génération d'un jet
(a) et de son impact sur la surface. De nombreux anneaux de vorticité sont
générés et s'enroulent autour du rouleau (b). Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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5.4.3. Caractérisation de la vorticité en fonction de la longueur
d'onde et de la profondeur d'eau

Dans son article écrit en 2009, A. Iafrati [112] étudie le signe de la vorticité lors d'une
déferlement plongeant pour une eau profonde. Dans la littérature, il n'existe pas d'étude
de la vorticité pour plusieurs types de déferlement de longueurs d'onde et de profondeurs
d'eau variables. L'étude présentée ici porte sur deux points :

1. la caractérisation de l'épaisseur de couche provenant de la vorticité totale
2. la caractérisation de la positivité de la vorticité

L'ensemble des résultats présentés proviennent de résultats moyennés entre 0T et 1.5T
pour chaque simulations. Dans cet interval de temps, le phénomène physique du défer-
lement est déjà apparu. Seule l'advection des dipoles contrarotatifs générés par la 3ème

forme de vorticité n'est pas prise en compte. L'étude de l'advection lente de ces dipôles
vers le fond de l'eau nécessite un temps de calcul et un stockage des résultats sur une plus
longue période. L'étude se focalise sur les premiers instants du déferlement.

5.4.3.1. Épaisseur de couche

L'épaisseur de couche représente la longueur suivant l'axe verticale de la présence de
phénomène de vorticité entre 0T et 1.5T . Pour cela, la valeur absolue de la vorticité
multipliée par la densité sont sommées suivant l'axe horizontale puis moyennées tem-
porellement entre 0T et 1.5T . Cette méthode permet de connaître l'épaisseur de vorticité
pour chaque simulation. La �gure 5.25 est un résultat obtenu lors d'une simulation. La
présence de deux pics y est observée. Le premier, à gauche, est le pic de vorticité de la
couche limite provenant de l'interaction du mouvement de l'eau avec le fond. Le second
pic, à droite, correspond à la vorticité générée par l'une ou plusieurs formes de vorticité
lors du déferlement. Le niveau de l'eau au repos correspond à y = 0m sur la �gure. Une
légère présence de vorticité en dessous de −0.01m est observable sur le graphique. Cela
correspond à la présence de vorticité de forme 3 se déplaçant doucement vers le fond.

Figure 5.25. � Résultat de l'intégrale spatiale (suivant x) et temporelle de la valeur ab-
solue de la vorticité multipliée par la densité.
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La �gure 5.26 compare l'épaisseur de l'interface suivant la cambure initiale de la vague
pour 3 longueurs d'onde et 3 profondeurs d'eau. L'apparition d'une corrélation par rap-
port à la cambrure de cette épaisseur est en fonction a�ne. Cette corrélation semble être
complètement indépendante de la profondeur d'eau. De plus, la présence de pics aléa-
toires augmentant considérablement l'épaisseur de vorticité est observée. Ce phénomène
apparaît lors de la présence de vorticité de forme 3 relâchant un anneau de vorticité vers
le fond de l'eau et augmentant ainsi l'épaisseur de présence de la vorticité. Ce phénomène
s'observe essentiellement pour de fortes cambrures. Les données de la couche de vorticité
se trouvent dans l'annexe D.

(a) λ = 0.05m (b) λ = 0.10m

(c) λ = 0.15m

Figure 5.26. � Épaisseur de vorticité en fonction de la cambrure initiale de la vague. Les
résultats sont a�chés suivant trois longueurs d'onde : 0.05m (a), 0.10m
(b) et 0.15m (c) .

5.4.3.1.1. Positivité de vorticité La positivité de vorticité est le ratio de l'intégrale
temporelle et spatiale des anneaux de vorticité négative et positive. L'évolution de la pos-
itivité, montrée dans la �gure 5.27, démontre une évolution de la courbe en deux temps.
Le pourcentage de vorticité négative augmente à mesure que la cambrure augmente. Cette
augmentation s'explique par la présence des vorticités de la première et seconde forme.
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En e�et, les ondes capillaires génèrent essentiellement une vorticité négative présente sous
les creux de chaque capillaire (D. Dommermuth et al en 1994 [102]). Dans ce régime, la
vorticité générée semble être fonction de la cambrure de la vague. La seconde forme de
vorticité laisse échapper un unique anneau de vorticité négative. La génération de cet
anneau tend à augmenter la part de circulation horaire dans l'ensemble du déferlement.
Lorsque la courbe atteind son maximum, on observe une diminution aléatoire du pourcent-
age. Ce phénomène provient de la présence aléatoire de la forme de vorticité 3 générant
l'apparition de dipôles contrarotatifs diminuant le ratio �nal.

Le maximum du ratio de vorticité négative sur la vorticité positive tend à diminuer
avec une augmentation de la longueur d'onde. Plus la longueur de la vague augmente et
plus l'importance de la tension de surface est faible. Les anneaux de vorticités générés
par l'action de la tension de surface, essentiellement négatifs, auront de ce fait une plus
faible in�uence dans la dynamique �nale du déferlement.

Chaque image de la �gure 5.27 permettent l'observation d'une apparition plus tardive du
maximum du ratio pour une eau de forte profondeur ( d

λ
= 0.5 et d

λ
= 0.3). Par conséquent,

l'apparition des formes de vorticités 3, 4 et 5 intervient pour des cambrures plus faibles
pour des eaux peu profondes comparativement aux eaux profondes. La profondeur de
l'eau semble jouer un rôle important dans l'apparition de phénomènes de surface et sous-
surfacique pour des déferlements en eaux peu profondes d

λ
< 0.3. Ce résultat vient

con�rmer les conclusions faites sur l'in�uence de la profondeur dans la section 5.3.

5.4.4. Bilan

L'étude de la dynamique des anneaux de vorticité générés a mis en évidence la présence
de 5 formes di�érentes. Les formes 1 et 5 sont les seules formes dont l'ensemble des in-
formations est déjà présente dans la littérature.

L'étude réalisée dans la section 5.3 a permis de mettre en lumière le processus de for-
mation des anneaux de vorticité issus des ondes capillaires. En e�et, lorsque l'angle θ01

descend en dessous de l'angle critique θ90 = 90◦, un anneau de vorticité est relaché dans
le sillage du premier capillaire. Ainsi, à chaque fois que cet angle descend en dessous de
90◦, un nouvel anneau est relâché. Ce processus correspond à la seconde forme.

La génération de multiple vortex peut engendrer un forte interaction proche de la sur-
face. Cette interaction génère un cratère au niveau de la surface. La courbure du fond
du cratère étant élevée, la tension de surface produit un mouvement soudain de la surface
et créée un dipôle contrarotatifs sous la surface. Une bulle peut être capturée lors de
ce processus. Ces dipôles peuvent notamment être observés dans l'article de L. Deike
et al [90]. Cependant, aucun ne décrit la génération de ces dipôles contrarotatifs. Cela
correspond à la troisième forme de vorticité.

La quatrième forme de vorticité fut observée numériquement dans un seul article [90].
Ce phénomène est encore peu connu dans la littérature et les descriptions à son sujet sont
évasives. Lors de la génération du jet, une forte courbure est formée dans le creux de la
vague. Cette forte courbure va produire un mouvement de surface très rapide empéchant
la reconnection du jet sur la surface de la vague et produisant la formation d'un grand
anneau de vorticité à la place du rouleau. Par conséquent, aucun rouleau n'est capturé.
Cependant, la dynamique de la vague est proche de celle d'un déferlement plongeant avec
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(a) λ = 0.05m (b) λ = 0.10m

(c) λ = 0.15m

Figure 5.27. � Pourcentage de vorticité négative pour chaque simulation. Les résultats
sont a�chés suivant trois longueurs d'onde : 0.05m (a), 0.10m (b) et
0.15m (c) .

la possible génération d'un jet secondaire et la capture d'un rouleau secondaire.

Les anneaux de vorticité engendrés par les deuxième et troisième formes produisent des
vortex rotatifs ou contrarotatifs avec une vitesse horizontale presque nulle comparative-
ment à la célérité de la vague. Ainsi, ces anneaux de vorticité vont stagner dans la zone
de leur génération et modi�er le comportement des vagues suivantes.

Un critère de déferlement permettant la délimitation entre les déferlements glissant et
plongeant a été introduit : l'avancée horizontale de la position du jet par rapport à la
crête du premier capillaire. Ce critère est une amélioration de critère déja existant pour
détecter le déferlement.

Tandis que la profondeur d'eau ne semble pas avoir d'in�uence dans l'épaisseur de la
couche de vorticité entre 0T et 1.5T , celle-ci modi�e le pourcentage de vorticité négative
générée. L'apparition d'un pic pour des cambrures plus basses lorsque l'eau est peu
profonde est notamment observée. Ce résultat vient con�mer les conclusions faites dans la
précédente étude sur les ondes capillaires. Ceci s'accompagne d'une basse de pourcentage
de vorticité négative avec la longueur d'onde. La tension de surface semble jouer un rôle
important dans la génération de la vorticité négative.
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5.5. Types de déferlement

Grâce aux études réalisées ces dernières décennies, le déferlement de vague a pu être
classi�é en 3 grandes familles pour le domaine de longueur de vague étudié. Cette clas-
si�cation, basée sur l'observation phénoménologique, a permis la simpli�cation d'outils
utilisés pour caractériser un déferlement. Les trois grandes familles sont : déferlement
en ondes capillaires parasitiques, déferlement glissant avec une forte tension de surface et
déferlement plongeant. Grâce aux études faites précédemment, une classi�cation détail-
lée des phénomènes physiques obtenus pour chaque déferlement est présentée. Les deux
familles, déferlements glissant et plongeant, sont par la suite subdivisés en deux nouvelles
forme de déferlement, peu ou pas connues dans la littérature. Avant de présenter les types
de déferlement, la dynamique référence d'une vague non déferlante est décrite.

5.5.1. Pas de déferlement

Une vague non déferlante est une onde se propageant sans modi�cation de la symétrie
de la surface de la vague. La forme de la surface de la vague oscille autour de son état
d'équilibre. Au cours de son advection, l'énergie totale contenue dans l'onde
se dissipe tout doucement jusqu'à s'applatir totalement après un nombre important de

période. Cette vague est généralement caractérisée par une faible cambrure. La �gure
5.28 présente l'état de surface et le champ de vorticité pour une vague non déferlante. Un
état de surface similaire entre les deux images prises à deux instants di�érents est observé.
La forme de la surface est proche d'une onde sinusoïdale. Il n'y presque pas de vorticité
générée dans l'eau comparativement aux déferlements. Toutes autres modi�cations de la
surface ou de la dynamique sous la surface dé�nissent le phénomène observé comme étant
un déferlement.

(a) t = 0.37 s

(b) t = 0.56 s

Figure 5.28. � Présentation d'une vague non déferlante. La vague fait 0.15m de longueur
d'onde, 0.10 de cambrure et 0.5 de profondeur d'eau. Les images sont prises
à 0.37 s (a) et 0.56 s (b). L'interface de la vague est représentée par une
ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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5.5.2. Ondes capillaires parasitiques

Les ondes capillaires parasitiques étudiées depuis les années 1980 avec K. Okuda et al
[100] et N. Ebuchi et al [99] est un type de déferlement générant l'apparition d'un train
d'onde capillaires sur le devant la vague. Au début du déferlement, la face avant de la
vague se cambre (Fig. 5.29a). Suite à cette cambrure, la première onde capillaire apparaît
sur la partie supérieure de la face avant (Fig. 5.29b). Cette première onde capillaire
modi�e, dès sa génération, la forme de la vorticité dans l'air et laisse apparaître une légère
couche de vorticité négative sous l'angle θ01. Puis la vague continue de progresser et de
nouvelles ondes capillaires apparaissent (Fig. 5.29c). Le nombre de capillaires est encore
di�cile à prévoir. Les études expérimentales et numériques convergent vers le fait que le
nombre de capillaire augmente avec l'augmentation de la cambrure initiale de la vague.
La célérité de ces ondes est tellement proche de celle de la vague initiale que cela donne
l'impression d'avoir un train d'ondes poussé par la crête. Une diminution progressive de
l'amplitude des ondes capillaires additionnelles générées est également observée. Chaque
onde possède ainsi moins d'énergie que la précédente. Le champ de vorticité sous les
capillaires, de positivité négative, s'étend de chaque creux formé par la combinaison de
deux capillaires jusqu'au centre du capillaire précédent. Cette zone de vorticité s'étire et
prend une place plus importante au cours du temps (Fig. 5.29d). Au niveau de la crête
initiale, aussi nommée capillaire 0, cette couche de vorticité est étirée sur une distance
plus importante que sur l'image 5.29c, formant la couche initialement expliquée par N.
Ebuchi et al [99]. Cette forme de déferlement possède des ondes capillaires de la permière
forme, soit un angle minimum θ01, angle du creux formé par les capillaires 0 et 1, supérieur
à 90°, ainsi qu'une seule forme de vorticité : la première.

5.5.3. Glissant - Avec une forte in�uence de la tension de surface

Au cours des précédentes études dans le manuscrit, il a été démontré la présence de
formes de vorticité di�érentes pour le déferlement de vague glissant. Les formes de vor-
ticités 1, 2 et 3 peuvent apparaître lors du déferlement glissant. Cependant, suite à
l'observation et l'étude des simulations, une subdivision suplémentaire peut être e�ec-
tuée. Ce déferlement est alors présenté en deux étapes : le déferlement avec un anneau
de vorticité et celui avec de multiple anneaux de vorticité (avec ou sans bulles capturées).

5.5.3.1. Un anneau de vorticité

Le déferlement avec un anneau de vorticité n'est pas présent dans la littérature actuelle.
La forme de base de ce déferlement est identique à celle des ondes capillaires parasitiques.
Le pente du front de la vague augmente (Fig. 5.30a) et génère des ondes capillaires sur
le devant de la vague avec le champ de vorticité associé au déferlement précédent (Fig.
5.30b). Cependant, l'étude faite sur le minimum de l'angle θ01 entre le crête et le premier
capillaire a démontré que lorsque l'angle devient inférieur à 90°, une ou plusieurs ondes
capillaires de seconde forme sont observées. Dans le déferlement présent, une seule et
unique onde sera générée lors de la phase de décompression (Fig. 5.30c). Cette onde est
entourée par un système contrarotatif, avec un anneau de vorticité négative dans l'eau
et postive dans l'air. De plus, l'angle θ01 est de nouveau supérieur à 90° et ne relâchera
plus d'ondes supplémentaires. Sur la �gure 5.30d prise à t = 0.268 s, il est remarquer
que cette onde et le vortex générés sous l'eau n'ont que très peu avancés contrairement
au mouvement de la vague et des ondes capillaires. Une des particularité de ce type de
déferlement est la génération d'une unique onde et d'un anneau de vorticité négative sous
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(a) t = 0.129s

(b) t = 0.186 s

(c) t = 0.287 s

(d) t = 0.444 s

Figure 5.29. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme d'ondes capillaires par-
asitiques. La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.275 de cambrure et
0.3 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.129 s (a), 0.186 s (b),
0.287 s (c) et 0.444 s (d). L'interface de la vague est représentée par une
ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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l'eau (vorticité de forme 2) stagnant à la surface de l'eau. Ce phénomène peut par la suite
interagir et modi�er le déferlement de la vague suivante.

5.5.3.2. Multiple anneaux de vorticité avec et sans bulles capturées

Le déferlement avec de mutliples anneaux de vorticité est un déferlement présent dans
la littérature. Les études réalisées sur l'angle θ01 et les formes de vorticité ont permis
d'améliorer la compréhension de ce phénomène dont le mouvement de surface semble
aléatoire. Une nouvelle fois, le déferlement commence par la génération d'ondes capil-
laires sur le devant de la vague (Fig. 5.31a). Cependant, rapidement les capillaires de
seconde forme apparaissent et génèrent une première vague relâchée ainsi que la première
apparition de la vorticité de forme 2 (Fig. 5.31b). L'angle θ01 commence à osciller et
franchit une nouvelle fois la barre des 90°. Cela a pour conséquences la génération d'une
seconde vague (capillaire du second cas) et d'un second vortex (vorticité de forme 2). Ce
phénomène est visible sur la �gure 5.31c. La proximité de ces deux anneaux de vorticité
engendre une forte interation sous et au niveau de la surface. Les deux anneaux commen-
cent à s'enrouler et un mouvement de surface apparaît sous la forme d'une cavité profonde
(Fig. 5.31d). La génération d'un 3ème anneau de vorticité de forme 2 par l'oscillation de
l'angle sous la barre des 90◦ peut également être observé. La courbure dans la cavité
est tellement forte que la tension de surface engendre un mouvement de surface dans la
direction opposée du cratère (Fig. 5.32a). Ce mouvement soudain de surface entre le
relachement d'un dipôle contrarotatif dans la direction opposée à ce mouvement (vortic-
ité de forme 3). L'advection de ce dipôle est par la suite essentiellement vertical. Il ne
se propage pas avec le mouvement de la vague et va intéragir avec les vagues suivantes.
La rétractation de ce cratère va créer un jet épais et des ondes capillaires dans chaque
directions.
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(a) t = 0.093s

(b) t = 0.143 s

(c) t = 0.196 s

(d) t = 0.268 s

Figure 5.30. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme glissante avec un anneau
de vorticité. La vague fait 0.05m de longueur d'onde, 0.210 de cambrure et
0.1 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.093 s (a), 0.143 s (b),
0.196 s (c) et 0.268 s (d). L'interface de la vague est représentée par une
ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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(a) t = 0.145s

(b) t = 0.155 s

(c) t = 0.173 s

(d) t = 0.185 s

Figure 5.31. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme glissant avec plusieurs
anneaux de vorticité. La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.250 de
cambrure et 0.1 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.145 s (a),
0.155 s (b), 0.173 s (c) et 0.185 s (d). L'interface de la vague est représentée
par une ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations
maximum (rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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(a) t = 0.207s

(b) t = 0.217 s

(c) t = 0.264 s

(d) t = 0.427 s

Figure 5.32. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme glissant avec plusieurs
anneaux de vorticité. La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.250 de
cambrure et 0.1 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.207 s (a),
0.217 s (b), 0.264 s (c) et 0.427 s (d). L'interface de la vague est représentée
par une ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations
maximum (rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

Pendant le mouvement du cratère, le premier capillaire continue à avancer et à relâcher
un nombre important d'anneaux de vorticité. Un nouvelle fois, lorsque deux anneaux
de vorticité sont su�sament proches et de fortes intensités (Fig. 5.32b), un cratère est
formé générant par la suite un nouveau dipôle, relâché dans l'eau et se déplaçant unique-
ment verticalement, ainsi qu'un jet épais (Fig. 5.32c). Ainsi, ce phénomène se répète de
manière aléatoire jusqu'à l'augmentation dé�nitive de l'angle θ01 au dessus de 90° arrêtant
la production de vorticité de la seconde forme. Au cours de ce déferlement, il est possible
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qu'une bulle soit capturée lors de la génération et rétractation du cratère. Si l'intensité
des vortex est très elevée, le cratère peut se refermer sur lui-même de la même manière
qu'un jet viendrai impacter la surface et capturer un rouleau. La dynamique générale
du déferlement n'est pas modi�ée mise à part la capture d'une bulle et d'un anneau de
vorticité autour ou en dessous de cette bulle.

Ce déferlement très complexe vient fortement modi�er la surface de la vague avec des
capillaires des deux premières formes. Le mouvement en dessous de la surface devient
particulièrement turbulent avec l'apparition de nombreux anneaux de vorticité d'advection
uniquement verticale. Au cours de ce déferlement, l'apparition de vorticité des trois
premières formes est observée.

5.5.4. Plongeant

Lors de l'étude sur les formes de vorticité apparaissant dans les déferlements, un défer-
lement observé uniquement dans un article [90] fut présenté : le déferlement plongeant
sans rouleau. Par conséquent, il est possible de subdiviser une nouvelle fois un type de
déferlement en deux : sans et avec rouleau. Un des points importants de ce déferlement
est la génération du jet. Le jet est supposé être généré lorsque le front de la crête de la
vague initiale est devant la crête du premier capillaire. Ce critère permet de véri�er que
l'avancement du jet provient de l'énergie cinétique et non de la modi�cation surfacique
issue de la présence d'ondes capillaires.

5.5.4.1. Sans rouleau

Le déferlement plongeant sans rouleau commence son mouvement par une ascension de
la crête (Fig. 5.33a). L'excédent cinétique contenu dans la vague engendre l'apparition
d'un jet (Fig. 5.33b). La position horizontale du jet est devant la crête du premier
capillaire. De plus, l'angle θ01 formé par le creux du premier capillaire avec le jet est
inférieur à 90°. Par conséquent, des anneaux de vorticité de forme 2 sont générés et
relâchés au sein du jet (Fig. 5.33c). La forme de la surface sous le jet, avec une forte
courbure, engendre le mouvement de la surface vers l'avant de la vague (Fig. 5.33d).
L'angle θ01 inférieur à 90° couplé à ce mouvement de surface produisent l'apparition d'une
forte concentration d'anneaux de vorticité au centre du jet. Ces anneaux interagissent
ensemble (Fig. 5.34a) tandis que la surface continue son mouvement vers l'avant de la
vague et peut générer l'apparition d'un jet. Dans l'article écrit par L. Deike et al [90],
une petite bulle est capturée par la présence du jet secondaire. Une forte concentration
de vorticité est observable dans le jet secondaire. Le jet peut impacter la surface et
capturer un rouleau secondaire (Fig. 5.34b). L'impact du jet secondaire peut engendrer
un nouveau jet avec la capture d'un second rouleau secondaire. Dans le cas présenté,
seul un rouleau secondaire est capturé. Les deux zones concentrées en vorticité, et dans
le centre du jet principal et dans la zone d'impact et de jet secondaire, sont emportées
par le mouvement de la vague (Fig. 5.34c). L'interaction de ce type de déferlement avec
la vague suivante se produira dans une zone plus éloignée en comparaison du point de
déclenchement du déferlement, contrairement aux déferlements glissants. Au cours de ce
déferlement la présence de capillaire de la troisième forme et les quatre premières formes
de vorticité est observable.
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(a) t = 0.107 s

(b) t = 0.134 s

(c) t = 0.153 s

(d) t = 0.175 s

Figure 5.33. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme plongeant sans rouleau.
La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.550 de cambrure et 0.5 de
profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.107 s (a), 0.134 s (b), 0.153 s
(c) et 0.175 s (d). L'interface de la vague est représentée par une ligne
noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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(a) t = 0.210s

(b) t = 0.232 s

(c) t = 0.312 s

Figure 5.34. � Suite de la présentation d'une vague déferlant sous la forme plongeant sans
rouleau. La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.550 de cambrure et
0.5 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.210 s (a), 0.232 s (b)
et 0.312 s (c). L'interface de la vague est représentée par une ligne noire.
Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum (rouge) et
minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

5.5.4.2. Avec rouleau

Le déferlement plongeant avec rouleau commence son mouvement par une ascension de
la crête (Fig. 5.35a). L'excédent cinétique contenu dans la vague engendre l'apparition
d'un jet (Fig. 5.35b). La position horizontale du jet est devant la crête du premier
capillaire. Même si l'angle θ01 formé par le creux du premier capillaire avec le jet est in-
férieur à 90°, le mouvement de rotation empêche la génération du décrochage des lignes de
courants. Par conséquent, aucun anneau de vorticité n'est généré par le premier capillaire.
Le jet vient impacter la surface capturant les ondes capillaires au sein du rouleau (Fig.
5.35c). Lors de l'impact de ce jet sur la surface, de nombreux vortex sont produits. Une
majorité de ces vortex est in�uencée par le rouleau et s'enroule autour de celui-ci (Fig.
5.36a). L'impact du jet sur la surface peut produire la formation d'un jet secondaire avec
la capture d'un rouleau secondaire (Fig. 5.36b et 5.36c). La modi�cation de la forme du
rouleau principal capturé par les anneaux de vorticité gravitant proche de son interface
est observée (Fig. 5.36d).
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(a) t = 0.111s

(b) t = 0.132 s

(c) t = 0.163 s

(d) t = 0.178 s

Figure 5.35. � Présentation d'une vague déferlant sous la forme plongeant avec rouleau.
La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.600 de cambrure et 0.5 de
profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.111 s (a), 0.132 s (b), 0.163 s
(c) et 0.178 s (d). L'interface de la vague est représentée par une ligne
noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.
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(a) t = 0.198s

(b) t = 0.212 s

(c) t = 0.216 s

(d) t = 0.237 s

Figure 5.36. � Suite de la présentation d'une vague déferlant sous la forme plongeant avec
rouleau. La vague fait 0.10m de longueur d'onde, 0.600 de cambrure et
0.5 de profondeur d'eau. Les images sont prises à 0.198 s (a), 0.212 s (b),
0.216 s (c) et 0.237 s (d). L'interface de la vague est représentée par une
ligne noire. Le champ représenté est la vorticité. Les colorations maximum
(rouge) et minimum (bleue) sont �xées à : +100 et −100 s−1.

Dans la zone de l'impact du jet, une grande zone de vorticité apparaît proche de la
surface. Les deux zones concentrées en vorticité, et autour du rouleau principal et dans
la zone d'impact et de jet secondaire, sont emportées par le mouvement de la vague
(Fig. 5.36d). L'interaction de ce type de déferlement avec la vague suivante se produira
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dans une zone plus éloignée en comparaison du point de déclenchement du déferlement,
contrairement aux déferlements glissants. Au cours de ce déferlement la présence de
capillaire de la quatrième forme et de la vorticité de formes : 1, 2, 3 et 5 sont observables.
Les phénomènes associées à ce déferlement sont connus dans la littérature.

5.5.5. Bilan

Les grands types du déferlement de vague ont été étudiés et présentés. Lors des études
sur les ondes capillaires et sur la vorticité, plusieurs formes ont pu être dé�nies. Ces
classi�cations ont permis la subdivision des déferlements glissant et plongeant en deux
sous-parties : une première connue dans la littérature et une seconde moins ou pas connue.
Ainsi, les déferlements pour des vagues capillo-gravitaires peuvent être classées en 6 types
di�érents : pas de déferlement, ondes capillaires parasitiques, glissant avec un anneau
de vorticité, glissant avec de multiple anneaux de vorticité, plongeant sans rouleau et
plongeant avec rouleau.

5.6. Cartes des déferlements

Grâce aux simulations du déferlement de vague pour plusieurs valeurs de longueur
d'onde λ, cambrure ε et profondeur d'eau d

λ
, il a été possible de créer une carte de défer-

lement pour chaque profondeur d'eau : 0.1, 0.3 et 0.5 (Fig. 5.37). il est retrouvé pour
chaque carte le type de déferlement obtenu pour une longueur d'onde et une cambrure
donnée. Il existe peu de carte de déferlement dans la littérature. La carte la plus ré-
cente est celle de L. Deike et al en 2015 [90]. Cependant, l'ensemble de ces cartes de
déferlement sont uniquement valables pour le cas de déferlement de vague dans une eau
profonde d

λ
≥ 0.5. Il n'existe pas de carte pour des profondeurs d'eau plus faibles.

Les résultats de simulations sont cohérents avec la majorité des résultats de la littéra-
ture. Le symbole est utilisé a�n de représenter la simulation initialement présentée
comme déferlement glissant par L. Deike et al [90]. Du fait des résultats précédents, il
est redé�ni que le déferlement considéré glissant est quali�é de plongeant ici. De plus,
Sur la carte d

λ
= 0.1, les résultats obtenus par P. Lubin et al [98] semblent di�érents des

résultats obtenus grâce aux simulations de ce manuscrit. Cette di�érence peut s'expliquer
par l'utilisation d'un pas d'espace 20 fois plus petits. L'utilisation d'un plus petit pas
d'espace réduit les erreurs engendrées lors de la résolution des équations. Ainsi, une
meilleure représentation de l'interface est obtenue, pouvant capturer des phénomènes de
tension de surface impossibles à obtenir sans l'utilisation d'un maillage très ra�né.

Tout d'abord, l'augmentation de l'énergie totale dans le système, pour une longueur
d'onde donnée, modi�e le type de déferlement. L'apparition des déferlements va des on-
des capillaires parasitiques au déferlement plongeant avec rouleau. De plus, lorsque la
longueur d'onde de la vague est petite, l'in�uence de la tension de surface sera importante
en comparaison des autres forces. Cela a pour conséquences l'obtention de déferlements
de vague dirigés essentiellement par le mouvement de surface et la génération d'ondes
capillaires. À l'inverse, l'augmentation de la longueur d'onde, et donc de l'in�uence de la
tension de surface, produit davantage de déferlements plongeants. Ces caractéristiques,
connues dans la littérature, sont visibles sur les cartes de déferlement.
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Figure 5.37. � Cartes des déferlements pour la profondeur d'eau d
λ
: 0.1 (a), 0.3 (b) et 0.5

(c). Les di�érents déferlements provenant des simulations sont représentés
par : pas de déferlement ( ), ondes capillaires parasitiques ( ), glissant avec
un anneau ( ), glissant avec plusieurs anneaux ( ), glissant avec plusieurs
anneaux et une bulle ( ), plongeant sans rouleau ( ) et plongeant avec
rouleau ( ). Les déferlements provenant de la littérature sont représentés
par : ondes capillaires parasitiques ( ), glissant ( ) et plongeant ( ). La
ligne noire représente la limite entre les déferlements d'ondes capillaires
parasitiques et glissant calculée dans ce manuscrit.
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La présence et la capture de bulles lors du déferlement glissant semble similaire au
déferlement plongeant. Par conséquent, l'excédent d'énergie au sein de la vague doit être
su�sament élevé pour engendrer des anneaux de vorticités de grandes intensités pro-
duisant la capture d'une ou de plusieurs bulles.

La variation de la profondeur semble avoir une in�uence particulièrement grande pour
la carte de déferlement d

λ
= 0.1. En e�et, l'ensemble des transitions entre deux types

de déferlements est observé pour des valeurs de cambrure ε plus basses que pour les
deux autres cartes. La légère di�érence entre les cartes de déferlement 0.3 et 0.5 laisse

à penser que la di�érence entre les limites de déferlement est proportionnel à
√
tanh(2πd

λ
).

5.7. Étude énergétique

La vitesse de dissipation de l'énergie au cours du déferlement est une caractéristique im-
portante lors de l'étude de l'interaction de l'océan et de l'air. En 1981, J. H. Duncan [188]
étudie expérimentalement l'in�uence des caractéristiques géométriques et dynamiques de
la vague sur la dissipation de l'énergie. Il observe une relation directe entre la variation
de l'énergie εdissip, la célérité cb de la vague juste avant le déferlement, la constante de
gravité g et la masse volumique du �uide ρ. Cette relation est

εdissip = bint
c5
bρ

g
(5.35)

avec bint une variable représentant l'intensité du déferlement. O. M. Phillips démontre,
en 1985 [189], que cette dernière variable bint dépend de plusieurs paramètres : la présence
de bulles, la température de la surface, l'humidité dans l'air et le coe�cient de tension
de surface entre les deux �uides. Les études expérimentales [188, 94, 95, 92, 190, 191],
mathématique [189] et numériques [87, 90, 54] justi�ent l'utilisation de l'équation 5.35
pour étudier le déferlement de vagues. L'article de L. Deike et al [90] propose de résoudre
le coe�cient de variation de l'énergie εdissip grâce à la connaissance de l'énergie totale
initiale E0 et ξ le facteur de dissipation de l'énergie au cours du déferlement de telle sorte
que

E(t) = E0e
−ξt

et
εdissip = E0ξ

avec E(t) l'énergie totale à chaque instant t du déferlement.

Le calcul de la vitesse de dissipation de l'énergie totale εdissip et le coe�cient d'intensité
du déferlement bint sont mesurés pour les simulations sur une période à partir du point
de déferlement. Au cours de cette période, un grand nombre de phénomènes physiques
sont apparues et une majorité des anneaux de vorticité a été générée.

Les données associées à l'étude énergétique se trouvent dans l'annexe E.

5.7.1. Dissipation d'énergie

Le facteur de dissipation d'énergie εdissip est in�uencé par l'apparition du déferlement,
ainsi que son type. Plus le déferlement se rapproche du déferlement plongeant et plus le
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facteur de dissipation d'énergie sera élevé (Fig. 5.38 et 5.39).

Le facteur de dissipation semble être in�uencé par la longueur d'onde. En e�et, plus
la longueur d'onde augmente, plus l'énergie contenue au sein de la vague initiale est
grande. Par conséquent, même si leurs coe�cients de dissipation ξ sont similaires, la
vague de grande longueur d'onde aura dissipé plus d'énergie en comparaison d'une plus
petite vague. Cela s'observe sur les résultats de fortes et faibles cambrures par la présence
de courbes plus hautes pour les grandes longueurs d'ondes en comparaison des courbes
des plus petites longueurs d'ondes (Fig. 5.38). Cependant, les cartes du déferlement
(Fig. 5.37) démontrent une in�uence de la longueur d'onde dans l'apparition des ondes
capillaires parasitiques. Cette in�uence produit une apparition du déferlement pour des
cambrures plus élevées lorsque la longueur d'onde augmente. Sachant que l'apparition du
déferlement augmente l'énergie dissipée, l'accroissement de l'énergie dissipée intervient
pour des cambrures di�érentes en fonction de la longueur d'onde et de la profondeur.
L'in�uence du décalage d'apparition du déferlement dans le croisement des courbes dans
la �gure 5.38 pour un domaine de cambrure restreint et di�érent en fonction de la pro-
fondeur d'eau est observé. Dans ce domaine, le facteur de dissipation semble similaire
pour chaque longueur d'onde. Cette remarque ne semble pas s'appliquer à longueur
d'onde λ = 0.05m de profondeur d'eau d

λ
= 0.1 à cause du type de déferlement observé.

De ce fait, les déferlements glissants avec de multiple anneaux de vorticité et plongeants
sont les déferlements les plus dissipatifs.

(a) d
λ = 0.1 (b) d

λ = 0.3

(c) d
λ = 0.5

Figure 5.38. � Facteur de dissipation d'énergie εdissip en fonction de la cambure ε pour les
profondeurs d'eau : 0.1 (a), 0.3 (b) et 0.5 (c).
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Pour l'ensemble des longueurs d'onde, le facteur de dissipation d'énergie augmente lors
de la baisse de la profondeur (Fig. 5.39). Chaque courbe possède une augmentation
progressive pour les faibles cambrures. Cette augmentation est associée aux vagues ne
déferlant pas. Puis, elle est suivie d'une plus forte augmentation de la dissipation corre-
spondant à l'apparition des ondes capillaires parasitiques ainsi qu'au déferlement glissant
avec un anneau. Cette forte augmentation diminue pour laisser apparaître une légère
augmentation constante. Ce dernier plateau possède des valeurs de facteur de dissipation
de l'énergie plus élevées et correspond au déferlement glissant avec de multiple anneaux de
vorticité et plongeants. Ces informations sont plus facilement visibles pour les longueurs
d'ondes λ = 0.10m et λ = 0.15m. Pour �nir, par observation de la valeur du coe�cient
εdissip pour les trois profondeurs d'eau, une plus grande valeur de ce coe�cient pour les
eaux profondes est à souligner. Cela semble correspondre avec les conclusions présentées

pendant les précédentes études sur une in�uence proportionnelle à
√
tanh(2πd

λ
).

5.7.2. Intensité du déferlement

Le coe�cient d'intensité du déferlement bint démontre également que les déferlements
les plus intenses semblent être les déferlements glissant avec de multiple anneaux et
plongeants (Fig. 5.40). Contrairement au coe�cient de dissipation d'énergie, l'intensité
du déferlement semble être plus importante pour les petites longueurs d'ondes. Par con-
séquent, même si l'énergie totale dissipée est plus petite, l'intensité du déferlement des
petites vagues est plus grande comparativement à sa taille et son énergie initiale. Ce
résultat correspond à l'observation présentée par L. Deike et al [90] et W. K. Melville et
al [92]. Cependant, cette observation semble être véri�able jusqu'à une longueur d'onde
minimale. En e�et, sur la �gure 5.40a, la courbe de la longueur d'onde λ = 0.05m est
plus basse que celle de la longueur d'onde λ = 0.10m. Ce résultat provient du type de
déferlement obtenu. Pour la plus petite longueur d'onde, le déferlement glissant avec un
seul anneau est observé. Tandis que pour la plus grande longueur d'onde, le déferlement
glissant avec de multiple anneaux de vorticité est observé. Ce type de déferlement semble
plus intense que le précédent. Cela explique la baisse d'intensité du déferlement pour la
plus petite onde. Ce résultat vient con�rmer le résultat obtenu sur la dissipation d'énergie.
Par conséquent, il semble exister une longueur d'onde minimale jusqu'à laquelle l'intensité
du déferlement semble augmenter lorsque la longueur d'onde diminue.
Similairement à la dissipation d'énergie, pour une même cambrure, l'intensité du défer-

lement est plus grande lorsque la profondeur d'eau diminue (Fig. 5.41). Les valeurs
maximales de ce coe�cient sont équivalentes pour l'ensemble des profondeurs d'eau.

5.7.3. Bilan

Dans cette partie, deux facteurs connus dans la littérature ont été étudiés : la dissi-
pation d'énergie εdissip et l'intensité du déferlement bint. L'étude de ces deux variables
démontre la forte in�uence de la profondeur sur l'apparition des déferlements dissipatifs.
Plus la profondeur d'eau est faible, plus les types de déferlements apparaissent pour une
faible cambrure ayant pour conséquences une augmentation de l'énergie dissipée et de
l'intensité du déferlement pour les petites cambrures. Cependant, les valeurs maximales
de ces deux variables semblent être faiblement dépendantes de la profondeur d'eau. Par
conséquent, les profondeurs d'eau faibles dissipent mieux l'énergie pour les faibles cam-
brures mais ne sont pas plus dissipatives lorsque l'on compare la valeur de chaque type
de déferlement.
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(a) λ = 0.05m (b) λ = 0.10m

(c) λ = 0.15m (d) λ = 0.25m

(e) λ = 0.35m

Figure 5.39. � Facteur de dissipation d'énergie εdissip en fonction de la cambure ε pour les
longueurs d'onde : 0.05 (a), 0.10 (b), 0.15 (c), 0.25 (d) et 0.35 (e).
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(a) d
λ = 0.1 (b) d

λ = 0.3

(c) d
λ = 0.5

Figure 5.40. � Facteur d'intensité du déferlement bint en fonction de la cambure ε pour
les profondeurs d'eau : 0.1 (a), 0.3 (b) et 0.5 (c).

Les déferlements glissant avec de nombreux anneaux de vorticité et plongeants possè-
dent une dissipation d'énergie et une intensité de déferlement semblablent. Ces défer-
lements peuvent être considérés comme étant les plus intenses et dissipatifs pour le do-
maine de longueur d'onde étudié.
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(a) λ = 0.05m (b) λ = 0.10m

(c) λ = 0.15m (d) λ = 0.25m

(e) λ = 0.35m

Figure 5.41. � Facteur d'intensité du déferlement bint en fonction de la cambure ε pour les
longueurs d'onde : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m
(e).
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5.8. Conclusion et discussions

Ce chapitre est dédié à l'étude numérique du déferlement de vagues pour des longueurs
d'onde et profondeurs d'eau variables. Les connaissances sur l'in�uence de la profondeur
sur le déferlement et sur les caractéristiques de plusieurs types de déferlement ont été
améliorées.

La profondeur d'eau joue un rôle important sur l'apparition du déferlement pour de
petites cambrures. Il est possible de distinguer les cas d'apparition de cambrure en eau
profonde ou peu profonde, ce qui génère une variation de dissipation de l'énergie et de
l'intensité du déferlement. Cependant, les valeurs maximales et minimales de ces variables
sont similaires pour chaque profondeur d'eau. De plus, l'épaisseur de vorticité générée
lors du déferlement est également similaire pour l'ensemble des profondeurs d'eau. Il est
possible de déduire que la variation de la profondeur n'in�uence que très peu les caractéris-
tiques de chaque type de déferlement. Par conséquent, la profondeur modi�e uniquement
le domaine de cambrure d'apparition des types de déferlement.
Pour décrire précisément la dynamique de chaque type de déferlement, deux études ont
été réalisées de manière complémentaire : l'étude des ondes capillaires associée à l'étude
de la naissance de la vorticité. Grâce à ces études, les types de déferlements glissant
et plongeant communément rencontrés dans la littérature ont pu être subdivisés en deux
sous parties chacun, et faire ainsi apparaitre deux types de déferlement originaux: glissant
avec un anneau de vorticité et plongeant sans rouleau. Ainsi, deux nouveaux types de
déferlement ont pu être présentés.
Un premier critère de détection du déferlement plongeant a été proposé. Il consiste en
l'étude de l'avancée du jet par rapport à la crête du premier capillaire. Ce critère provient
de l'extension de critères existants aux ondes capillo-gravitaires.
Un second critère de détection du déferlement glissant fut également proposé. Il est basé
sur une étude physique du mouvement de la surface. Lors de l'apparition des ondes
capillaires, l'angle du creux formé par les deux premières ondes in�uence le type de défer-
lement. Si cet angle descend en dessous de l'angle de 90 °, il sera générateur d'anneaux
de vorticité au sein de l'eau et engendrera un déferlement glissant. Grâce à l'étude du
minimum de cet angle, deux fonctions ont été reconstruites permettant la prédiction de
l'angle minimum en fonction des grandeurs caractéristiques de la vague pour les défer-
lements d'ondes capillaires parasitiques et glissants. En injectant l'angle de 90 °, il a été
possible de calculer une fonction représentant la limite entre ces deux déferlements.
Pour �nir, grâce aux nombreuses simulations lancées, trois cartes de déferlements ont pu
être construites permettant la prédiction du type de déferlement en fonction de la longueur
d'onde, de la cambrure et d'une profondeur d'eau de 0.1, 0.3 ou 0.5. La génération de ces
trois cartes vient enrichir les connaissances du déferlement en milieu peu profond.

Le déferlement a été analysé grâce à la simulation numérique précise en 2 dimensions.
L'hypothèse de l'utilisation d'une vague en 2 dimensions pour étudier un phénomène
physique en 3 dimensions peut engendrer des erreurs lors de l'extrapolation des résultats
vers la 3D, mais se révèle incontournable pour observer les phénomènes et focaliser l'at-
tention sur les structures-types. A�n de minimiser ces erreurs, seuls les premiers instants
ont été étudiés. Cependant, une étude supplémentaire sur l'in�uence de la troisième di-
mension dans ces résultats pourrait permettre de con�rmer l'exploitation de ces données.
De plus, la condition initiale unique choisie ne permet pas l'utilisation et l'extrapolation
de plusieurs résultats obtenus dans le manuscrit à d'autres types de vague, et nécessit-
era une adaptation. Cependant cette étude fournit une base pour l'interprétation des
phénomènes.
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Conclusion et perspectives



Conclusion

L'objectif de la thèse est l'analyse approfondie du déferlement de vagues capillo-gravitaires
pour une profondeur d'eau variable. Lors des premières simulations e�ectuées pendant
la thèse, il est apparu la nécessité de développer une méthode numérique permettant la
simulation de ce phénomène complexe sur un maillage très ra�né. Les travaux de la
thèse se sont scindés en deux parties distinctes : le développement et la validation d'un
algorithme permettant la préservation de la quantité de mouvement tout en utilisant des
schémas numériques d'ordres élevés, et l'étude et la caractérisation des phénomènes asso-
ciés au déferlement de ce régime d'onde.

Lors de l'utilisation de la méthode standard couramment implémentée dans les codes
existants, une couche de vorticité intense apparaît proche de la surface et modi�e le com-
portement de l'interface entre les deux �uides. L'utilisation de la méthode standard sur
des résultats expérimentaux d'impacts de goutte et déferlement de vague démontre que
cette couche de vorticité n'est pas physique et provient d'un artéfact numérique. Ce
décalage phénoménologique par rapport à l'expérimental grandit à mesure que le mail-
lage est ra�né. Par conséquent, l'étude très précise du déferlement de vague nécessitait
l'implémentation d'une méthode numérique, appelée HOMP, permettant la réduction de
ce décalage de phénomène. Celle-ci est proposée et validée dans ce manuscrit. Cette méth-
ode, basée sur de récents travaux de la littérature, permet la préservation de la quantité
de mouvement pour la dynamique de �uides incompressibles. De plus, cette méthode a la
particularité d'être indépendante de la représentation de l'interface et permet l'utilisation
de schémas numériques d'ordre élevés.
L'approche proposée dans ce manuscrit a été confrontée dans un premier temps aux

cas de véri�cations présents dans la littérature, puis dans un second aux résultats ex-
périmentaux d'impact de gouttes et de déferlement de vague. Les résultats satisfaisants
des simulations con�rment l'utilisation de cette méthode pour la simulation numérique
de phénomènes complexes tel que le déferlement de vague.

L'étude dans ce manuscrit s'est focalisé sur la base du déferlement grâce à l'étude d'une
seule vague avec un fond plat, ce qui a permit d'améliorer la connaissance sur le défer-
lement de vague. L'amélioration des capacités informatiques et des méthodes numériques
a permis de réaliser des simulations en deux dimensions avec un maillage plus ra�né que
dans la littérature. Ainsi, grâce à l'amélioration de la précision des résultats et le nom-
bre de simulations lancées, le déferlement fut cartographié et analysé pour des longueurs
d'onde de 5 cm à 35 cm. L'analyse des phénomènes obtenus pour l'ensemble des simula-
tions a, dans un premier temps, con�rmé les résultats observés par rapport à la littérature,
puis dans un second temps, permis la dé�nition de plusieurs formes d'apparition des on-
des capillaires et de la présence de vorticité. De nouveaux types de déferlement ont été
décris grâce à l'étude des phénomènes de surface et sous-surfaciques. De plus, deux nou-
veaux critères de déferlement ont été employés a�n de faciliter l'étude des phénomènes.
Un de ces critères, l'angle minimal du premier creux θ01, a permi la fabrication d'une
équation séparant le déferlement d'ondes capillaires parasitiques du déferlement glissant.
Finalement, une analyse sur l'in�uence de la profondeur sur la vorticité et sur l'énergie
dissipée a été réalisée. La principale in�uence de la profondeur est sur le domaine de
cambrure d'observation des types de déferlements. Un déferlement plongeant possède une
dissipation d'énergie et une intensité de déferlement similaires pour les trois profondeurs
d'eau étudiées. Cependant, l'apparition du déferlement plongeant est observée pour des
cambrures plus faibles à mesure que la profondeur d'eau diminue.
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Perspectives

La tension de surface est un facteur important dans le déferlement d'onde capillo-
gravitaire. La méthode de calcul de la tension de surface implémentée dans le code
provient de la littérature et a déjà prouvé son e�cacité lors de la simulation du défer-
lement. Cependant, l'amélioration du calcul de la courbure pourrait permettre une
meilleur représentation des phénomènes de surface lorsque ceux-ci ne sont pas représentés
par su�samment de cellules.

La base du déferlement de vague a été consolidée par l'étude d'une onde unique sur
un fond plat sans la présence de vent ni de courant marin. Cependant, de nombreuses
études existent sur le déferlement. Parmi ces études se trouve le déferlement sur une
bathymétrie plus complexe : une plage, une marche simple ou double, etc. Plusieurs
études supplémentaires sur ces bathymétries pourrait con�rmer la présence de nouvelles
formes de déferlement, de zones de vorticité et d'ondes capillaires.

De nouvelles formes de vorticité ont été observées et détaillées dans ce manuscrit. Lors
du déferlement glissant, des anneaux de vorticité contrarotatifs sont générés. Ces an-
neaux s'advectent vers le fond pour intéragir avec celui-ci. Cependant, l'interaction entre
la vorticité et le fond n'est pas étudié dans ce manuscrit. Une étude supplémentaire sur
la génération de ces anneaux de vorticité et l'interaction avec les sédiments pourrait ex-
pliquer une nouvelle forme de suspension et transport de sédiments. En fonction de la
masse des particules sédimentaires, l'intensité du cisaillement pourrait être su�sante pour
décrocher et transporter des particules.

Pour �nir, les travaux présentés dans le manuscrit confère une base solide de l'étude
du déferlement de vague d'un point de vu bi-dimensionnel. L'extension à la troisième
dimension pour mieux comprendre la dynamique des petites échelles (bulles, gouttes)
est nécessaire. La moyennisation des résultats obtenus pourraient également permettre
d'étendre les résultats vers la 2.5ème dimension.
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Annexes



A. Condition initiale : Stokes
d'ordre 1

La théorie des ondes de Stokes développée dans cette partie provient d'un livre écrit
par R. G. Dean et al [176]. Le �uide est supposé incompressible et irrotationnel (eq. A.1).

∂u

∂y
=
∂v

∂x
(A.1)

En supposant que la force de viscosité peut être négligée, l'équation de Bernouilli peut
être utilisée pour avoir une bonne approximation des champs de vitesse et de pression à
l'intérieur de l'onde. La résolution de cette équation est également un moyen de dé�nir
les pro�ls de la surface de l'onde. Les équations de Bernoulli en 2D sont les suivantes

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
(A.2)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −1

ρ

∂p

∂y
− g (A.3)

Les équations A.2 et A.3 peuvent être réécrites en y ajoutant l'équation A.1.

∂u

∂t
+

1

2

∂(u2 + v2)

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
(A.4)

∂u

∂t
+

1

2

∂(u2 + v2)

∂y
= −1

ρ

∂p

∂y
− g (A.5)

Il existe un potentiel de vitesse φpot pour le �uide tel que{
u = ∂φpot

∂x

v = ∂φpot
∂y

(A.6)

Si nous substituons l'équation A.6 aux équations A.4 et A.5, nous obtenons

∂

∂x

(
∂φpot
∂t

+
(u2 + v2)

2
+
p

ρ

)
= 0 (A.7)

∂

∂y

(
∂φpot
∂t

+
(u2 + v2)

2
+
p

ρ

)
= −g (A.8)

L'intégration des deux dernières équations donne

∂φpot
∂t

+
(u2 + v2)

2
+
p

ρ
= Cte

1 (y, t) (A.9)

∂φpot
∂t

+
(u2 + v2)

2
+
p

ρ
= −gy + Cte

2 (x, t) (A.10)

La partie gauche de ces deux équations est la même, ce qui conduit à
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Cte
1 (y, t) = −gy + Cte

2 (x, t) (A.11)

Cte
2 (x, t) ne peut pas être une fonction de x et peut donc être réécrite en C(t).

L'équation sur la vitesse potentielle devient

∂φpot
∂t

+
(u2 + v2)

2
+
p

ρ
= −gy + C(t) (A.12)

Les conditions aux limites suivantes sont utilisées pour fermer l'équation A.12. La
�gure A.1 montre l'emplacement de leur application. Les conditions Dynamic Free Surface
Boundary Condition (DFSBC) et Kinematic Free Surface Boudary Condition (KFSBC)
sont utilisées à l'interface. La condition Bottom Boundary Condition (BBC) est utilisée
sur le fond de l'eau. Et les conditions Periodic Lateral Boundary Condition (PLBC) sont
utilisées pour dé�nir des ondes sinusoïdales périodiques.

d

η(x)2a

λ

−→x

−→y

O

BBC

DFSBC
KFSBC

P
L
B
C

P
L
B
C

Figure A.1. � Conditions de bords appliquées à la vague. DFSBC : Dynamic Free Surface
Boundary Condition. KFSBC : Kinematic Free Surface Boudary Condition.
BBC : Bottom Boundary Condition. PLBC : Periodic Lateral Boundary
Condition.

Dynamic Free Surface Boundary Condition (DFSBC) La surface est considérée "li-
bre", c'est-à-dire que l'interface air-eau maintient une pression constante pη sur elle. La
tension super�cielle est censée être négligée. L'équation de Bernouilli potentielle (eq.
A.12) appliquée à la surface y = η(x, t) donne :

∂φ

∂t
+

(u2 + v2)

2
+
pη
ρ

+ gη = C(t)

A�n de simpli�er l'équation, pη est �xé à 0 Pa. Donc, la condition DFSBC devient

∂φ

∂t
+

(u2 + v2)

2
+ gη = C(t) (A.13)

Cependant, pour des vagues de petites longueurs d'ondes, la tension super�cielle ne peut
plus être négligée. Le terme de pression dépendant de la tension de surface est décrit par
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: p = pη − σ ∂
2η
∂x2 . L'équation généralisée à des ondes de faibles longueurs d'onde est

∂φ

∂t
+

(u2 + v2)

2
+
pη
ρ
− σ∂

2η

∂x2
+ gη = C(t) (A.14)

Kinematic Free Surface Boudary Condition (KFSBC) La condition cinétique à
l'interface est

−→u .−→n =
∂η
∂t√(

∂η
∂x

)2
+ 1

avec −→n la normal à l'interface

−→n =
1√(

∂η
∂x

)2
+ 1

.

(
−∂η
∂x

1

)

En e�ectuant le produit scalaire, la condition devient

v =

(
∂η

∂t
+ u

∂η

∂x

)
|y=η

(A.15)

Bottom Boundary Condition (BBC) Le sol est considéré non poreux donc −→u .−→n = 0.
La fond de l'eau est décrit par y = −d. La normale sur un fond plat est dé�nie par

−→n =

(
0
1

)
Une nouvelle fois en e�ectuant le produit scalaire on obtient v

u
= 0, soit

v|y=−d = 0 (A.16)

sur y = −d.

Periodic Lateral Boundary Condition (PLBC) La condition considère qu'après une
période T , le pro�l de vitesse et de surface sont les mêmes. La vague est ainsi considérée
périodique en espace et en temps.{

φpot(x, y, t) = φpot(x+ λ, y, t)

φpot(x, y, t) = φpot(x, y, t+ T )
(A.17)

Onde de Stokes d'ordre 1

La solution des équations présentées dans la section 5.1 est :

η(x, t) = a.cos(kx− ωt) (A.18)

φpot(x, y, t) =
a

k
.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kh).

cosh(k(y + h))

sinh(kh)
.sin(kx− ωt) (A.19)

avec η(x, t) la hauteur d'eau par rapport au niveau de l'eau au repos et φpot le potentiel
de vitesse. A�n d'initialiser une vague, il est uniquement nécessaire de connaître la valeur
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en un temps donné. La condition initiale est prise à t = 0 s, les équations A.18 et A.19
deviennent

η0(x) = η(x, 0) = a.cos(kx) (A.20)

φpot,0(x, y) = φpot(x, y, 0) =
a

k
.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kh).

cosh(k(y + h))

sinh(kh)
.sin(kx)

(A.21)

u0(x, y) =
∂φpot,0(x, y)

∂x
= a.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kh).

cosh(k(y + h))

sinh(kh)
.cos(kx) (A.22)

v0(x, y) =
∂φpot,0(x, y)

∂y
= a.

√
(gk +

σ

ρwater
k³).tanh(kh).

sinh(k(y + h))

sinh(kh)
.sin(kx) (A.23)

Le pro�l de pression p0(x, y) est initialisé grâce à une première résolution de l'équation
de Poisson sur la pression.
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B. Angle minimum θ01: Forme 1

Le tableau B.1 est le regroupement des angles minimums observés pour les simulations
d'ondes parasitiques capillaires, c'est-à-dire avec la première forme d'ondes capillaires.

Profondeur d'eau d
λ Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε θ01 (◦)

0.1 0.05 0.05 170.16

0.1 0.05 0.075 158.03

0.1 0.05 0.1 144.07

0.1 0.05 0.125 128.12

0.1 0.05 0.15 111.10

0.1 0.05 0.175 97.60

0.1 0.05 0.185 91.02

0.1 0.1 0.065 170.81

0.1 0.1 0.075 160.61

0.1 0.1 0.1 129.90

0.1 0.1 0.125 101.64

0.1 0.15 0.1 141.57

0.1 0.15 0.125 102.30

0.1 0.25 0.125 96.22

0.1 0.35 0.125 92.71

0.3 0.05 0.1 178.81

0.3 0.05 0.15 165.11

0.3 0.05 0.2 141.15

0.3 0.05 0.25 116.06

0.3 0.05 0.3 61.49

0.3 0.1 0.2 171.01

0.3 0.1 0.25 125.58

0.3 0.1 0.275 93.80

0.3 0.15 0.25 137.69

0.3 0.15 0.275 96.67

0.5 0.05 0.15 169.41

0.5 0.05 0.2 148.72

0.5 0.05 0.25 122.50

0.5 0.05 0.3 94.05

0.5 0.05 0.325 91.53

0.5 0.1 0.2 176.25

0.5 0.1 0.25 146.57

0.5 0.1 0.3 92.48

0.5 0.15 0.25 173.71

0.5 0.15 0.3 96.80

0.5 0.25 0.3 113.44

Table B.1. � Angle minimum θ01 des simulations présentant uniquement la première forme
des ondes capillaires.
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C. Angle minimum θ01: Forme 2

Le tableau C.1 est le regroupement des angles minimums observés pour les simulations
de déferlement glissant, c'est-à-dire avec la seconde forme d'ondes capillaires.

Profondeur d'eau d
λ Longueur d'onde λ (m) Cambrure ε θ01 (◦)

0.1 0.05 0.2 81.0

0.1 0.05 0.225 75.1

0.1 0.05 0.25 68.2

0.1 0.1 0.15 83.9

0.1 0.1 0.175 75.6

0.1 0.1 0.2 68.5

0.1 0.1 0.225 60.9

0.1 0.1 0.25 55.0

0.1 0.1 0.275 49.3

0.1 0.15 0.15 89.0

0.1 0.15 0.175 76.1

0.1 0.15 0.2 69.9

0.1 0.15 0.225 65.2

0.1 0.15 0.25 59.2

0.1 0.15 0.275 57.0

0.3 0.05 0.35 76.7

0.3 0.05 0.40 72.5

0.3 0.05 0.45 67.2

0.3 0.05 0.50 61.6

0.3 0.1 0.35 83.2

0.3 0.1 0.40 66.8

0.3 0.1 0.45 58.4

0.3 0.15 0.30 86.6

0.3 0.15 0.35 65.4

0.5 0.05 0.35 77.7

0.5 0.05 0.40 74.7

0.5 0.05 0.45 71.6

0.5 0.05 0.50 65.1

0.5 0.05 0.55 59.8

0.5 0.05 0.60 55.7

0.5 0.1 0.35 71.4

0.5 0.1 0.45 54.7

0.5 0.15 0.35 72.6

Table C.1. � Angle minimum θ01 des simulations présentant uniquement la seconde forme
des ondes capillaires.
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D. Épaisseur de la couche de
vorticité

L'épaisseur de la vorticité observé entre 0T et 1.5T se trouve dans les tableaux D.1,
D.2 et D.3.

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.025 6.74e−4

0.05 1.12e−3

0.075 1.56e−3

0.1 2.01e−3

0.125 2.52e−3

0.15 2.93e−3

0.175 3.37e−3

0.185 3.56e−3

0.2 3.93e−3

0.21 4.02e−3

0.25 4.41e−3

0.275 4.76e−3

(a) λ = 0.05m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.025 1.06e−3

0.05 2.08e−3

0.065 2.67e−3

0.075 3.24e−3

0.1 3.94e−3

0.125 4.71e−3

0.15 4.24e−3

0.175 5.44e−3

0.2 6.21e−3

0.225 7.87e−3

0.25 1.01e−2

0.275 1.09e−2

(b) λ = 0.10m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.025 2.28e−3

0.05 4.03e−3

0.075 5.45e−3

0.1 7.39e−3

0.125 8.51e−3

0.15 9.59e−3

0.175 1.40e−2

0.2 1.44e−2

0.225 1.61e−2

0.25 1.71e−2

0.275 1.87e−2

(c) λ = 0.15m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 4.87e−3

0.1 1.09e−2

0.15 1.22e−2

0.175 1.63e−2

0.2 1.88e−2

(d) λ = 0.25m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 7.26e−3

0.1 1.57e−2

0.15 2.22e−2

0.175 2.32e−2

0.2 2.41e−2

(e) λ = 0.35m

Table D.1. � Epaisseur de la vorticité pour d
λ

= 0.1. Les cinq longueurs d'onde sont
présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).
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Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 9.83e−4

0.1 1.86e−3

0.15 2.74e−3

0.2 3.60e−3

0.25 4.16e−3

0.275 4.44e−3

0.3 4.80e−3

0.35 5.53e−3

0.4 5.69e−3

0.45 1.09e−2

0.5 1.11e−2

(a) λ = 0.05m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 2.24e−3

0.1 3.72e−3

0.15 5.19e−3

0.2 7.67e−3

0.25 9.85e−3

0.3 1.15e−2

0.35 2.01e−2

0.4 2.55e−2

0.45 1.91e−2

0.5 3.26e−2

(b) λ = 0.1m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 2.99e−3

0.1 5.60e−3

0.15 8.37e−3

0.2 1.06e−2

0.25 1.47e−2

0.3 1.77e−2

0.35 2.00e−2

0.4 2.32e−2

0.45 2.53e−2

0.5 2.91e−2

(c) λ = 0.15m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.1 8.50e−3

0.2 1.86e−2

0.25 2.43e−2

0.275 2.44e−2

0.3 3.04e−2

(d) λ = 0.25m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.2 2.58e−3

0.25 3.44e−2

0.3 4.57e−2

0.35 5.05e−2

0.4 5.20e−2

(e) λ = 0.35m

Table D.2. � Epaisseur de la vorticité pour d
λ

= 0.3. Les cinq longueurs d'onde sont
présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 1.15e−3

0.1 2.04e−3

0.15 3.01e−3

0.2 4.06e−3

0.25 5.16e−3

0.3 5.68e−3

0.35 6.05e−3

0.4 7.03e−3

0.45 1.61e−2

0.5 1.03e−2

0.55 2.02e−2

0.6 1.84e−2

(a) λ = 0.05m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 2.05e−3

0.15 5.66e−3

0.2 7.56e−3

0.25 9.50e−3

0.3 1.15e−2

0.35 1.36e−2

0.4 1.57e−2

0.5 2.02e−2

0.55 2.48e−2

0.6 2.42e−2

(b) λ = 0.1m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.05 3.09e−3

0.1 5.66e−3

0.15 8.56e−3

0.2 1.11e−2

0.25 1.43e−2

0.3 1.82e−2

0.35 3.49e−2

0.4 2.60e−2

0.45 2.59e−2

0.5 2.98e−2

0.55 3.35e−2

0.6 3.81e−2

(c) λ = 0.15m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.25 2.40e−2

0.3 3.14e−2

0.35 3.61e−2

0.4 4.28e−2

0.45 4.76e−2

(d) λ = 0.25m

Cambrure ε Epaisseur (m)

0.25 3.37e−2

0.3 4.40e−2

0.35 5.14e−2

0.4 5.86e−2

0.45 6.59e−2

(e) λ = 0.35m

Table D.3. � Epaisseur de la vorticité pour d
λ

= 0.5. Les cinq longueurs d'onde sont
présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).
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E. Étude énergétique

Les résultats de l'étude énergétique se trouvent dans les tableaux E.1, E.2 et E.3.

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.600 4.54e−5 2.72e−5 5.14e−4

0.075 0.658 1.02e−4 6.71e−5 1.27e−3

0.1 0.918 1.81e−4 1.66e−4 3.14e−3

0.125 1.216 2.84e−4 3.45e−4 6.52e−3

0.15 1.474 4.09e−4 6.03e−4 1.14e−2

0.175 1.643 5.58e−4 9.17e−4 1.73e−2

0.185 1.817 6.25e−4 1.13e−3 2.14e−2

0.2 2.000 7.31e−4 1.46e−3 2.76e−2

0.21 2.629 7.66e−4 2.01e−3 3.80e−2

0.225 2.379 9.28e−4 2.21e−3 4.17e−2

0.25 2.008 1.15e−3 2.31e−3 4.36e−2

0.275 2.061 1.33e−3 2.73e−3 5.15e−2

(a) λ = 0.05m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.025 0.256 8.08e−5 2.07e−5 8.49e−5

0.05 0.238 3.23e−4 7.70e−5 3.15e−4

0.065 0.235 5.47e−4 1.29e−4 5.27e−4

0.075 0.278 7.28e−4 2.03e−4 8.31e−4

0.1 0.941 1.30e−3 1.22e−3 5.00e−3

0.125 2.009 2.03e−3 4.08e−3 1.67e−2

0.15 2.635 2.93e−3 7.73e−3 3.17e−2

0.175 2.634 4.01e−3 1.06e−2 4.32e−2

0.2 2.286 5.26e−3 1.20e−2 4.92e−2

0.225 2.050 6.68e−3 1.37e−2 5.61e−2

0.25 1.826 8.29e−3 1.51e−2 6.20e−2

0.275 1.812 1.01e−2 1.83e−2 7.49e−2

(b) λ = 0.10m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.025 0.149 2.66e−4 3.98e−5 6.15e−5

0.05 0.142 1.07e−3 1.52e−4 2.34e−4

0.075 0.131 2.40e−3 3.16e−4 4.88e−4

0.1 0.229 4.28e−3 9.83e−4 1.52e−3

0.125 1.361 6.71e−3 9.12e−3 1.41e−2

0.15 2.099 9.69e−3 2.03e−2 3.14e−2

0.175 2.042 1.32e−2 2.70e−2 4.18e−2

0.2 1.654 1.74e−2 2.87e−2 4.44e−2

0.225 1.684 2.21e−2 3.72e−2 5.75e−2

0.25 1.618 2.74e−2 4.44e−2 6.86e−2

0.275 1.661 3.34e−2 5.54e−2 8.58e−2

(c) λ = 0.15m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.074 4.88e−3 3.62e−4 1.59e−4

0.1 0.062 1.96e−2 1.22e−3 5.38e−4

0.15 0.779 4.44e−2 3.46e−2 1.52e−2

0.175 1.176 6.06e−2 7.13e−2 3.14e−2

0.2 0.991 7.96e−2 7.29e−2 3.47e−2

(d) λ = 0.25m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint
0.05 0.049 1.34e−2 6.51e−4 1.24e−4

0.1 0.041 5.36e−2 2.18e−3 4.16e−4

0.15 0.558 1.21e−1 6.78e−2 1.29e−2

(e) λ = 0.35m

Table E.1. � Résultats de ξ, E0, εdissip et bint pour d
λ

= 0.1. Les cinq longueurs d'onde
sont présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).
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ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.128 4.31e−5 5.53e−6 2.71e−5

0.1 0.139 1.72e−4 2.40e−5 1.18e−4

0.15 0.242 3.88e−4 9.41e−5 4.61e−4

0.2 0.720 6.93e−4 4.99e−4 2.45e−3

0.25 1.504 1.09e−3 1.64e−3 8.04e−3

0.3 2.345 1.58e−3 3.71e−3 1.82e−2

0.35 3.210 2.18e−3 6.99e−3 3.43e−2

0.4 3.363 2.89e−3 9.71e−3 4.76e−2

0.45 2.837 3.71e−3 1.05e−2 5.17e−2

0.5 2.702 4.67e−3 1.26e−2 6.19e−2

(a) λ = 0.05m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.040 3.19e−4 1.29e−5 1.37e−5

0.1 0.041 1.28e−3 5.21e−5 5.54e−5

0.15 0.042 2.89e−3 1.20e−4 1.28e−4

0.175 0.046 3.95e−3 1.80e−4 1.91e−4

0.2 0.052 5.18e−3 2.68e−4 2.88e−4

0.25 0.242 8.17e−3 1.97e−3 2.10e−3

0.275 0.668 9.95e−3 6.65e−3 7.07e−3

0.3 1.030 1.19e−2 1.22e−2 1.31e−2

0.35 1.733 1.64e−2 2.85e−2 3.03e−2

0.4 2.415 2.19e−2 5.28e−2 5.62e−2

0.45 2.064 2.82e−2 5.83e−2 6.20e−2

0.5 2.085 3.57e−2 7.43e−2 7.91e−2

(b) λ = 0.10m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.021 1.05e−3 2.31e−5 9.27e−6

0.1 0.022 4.25e−3 9.33e−5 3.75e−5

0.15 0.022 9.62e−3 2.12e−4 8.58e−5

0.2 0.023 1.72e−2 3.85e−4 1.55e−4

0.25 0.044 2.74e−2 1.21e−3 4.88e−4

0.3 0.413 4.00e−2 1.65e−2 6.63e−3

0.35 0.644 5.53e−2 3.56e−2 1.43e−2

0.4 1.005 7.36e−2 7.39e−2 2.97e−2

0.45 1.491 9.51e−2 1.42e−1 5.69e−2

0.5 1.327 1.20e−1 1.59e−1 6.40e−2

(c) λ = 0.15m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.15 0.010 1.92e−2 1.98e−4 2.26e−5

0.2 0.009 7.96e−2 7.76e−4 8.87e−5

0.25 0.010 1.26e−1 1.19e−3 1.14e−4

0.275 0.018 1.53e−1 2.74e−3 3.14e−4

0.3 0.053 1.83e−1 9.80e−3 1.12e−3

(d) λ = 0.25m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.2 0.005 2.17e−1 1.20e−3 5.95e−5

0.25 0.004 3.44e−1 1.65e−3 8.22e−5

0.3 0.061 5.02e−1 3.05e−2 1.52e−3

(e) λ = 0.35m

Table E.2. � Résultats de ξ, E0, εdissip et bint pour d
λ

= 0.3. Les cinq longueurs d'onde
sont présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).
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ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.079 4.54e−5 3.60e−6 1.58e−5

0.1 0.088 1.81e−4 1.60e−5 7.05e−5

0.15 0.151 4.09e−4 6.19e−5 2.73e−4

0.2 0.495 7.31e−4 3.62e−4 1.59e−3

0.25 1.210 1.15e−3 1.39e−3 6.13e−3

0.3 2.067 1.67e−3 3.45e−3 1.52e−2

0.35 3.145 2.30e−3 7.25e−3 3.19e−2

0.4 3.536 3.05e−3 1.08e−2 4.76e−2

0.45 2.776 3.93e−3 1.09e−2 4.81e−2

0.5 2.421 4.96e−3 1.20e−2 5.29e−2

0.55 2.946 6.14e−3 1.81e−2 7.97e−2

0.6 2.433 7.49e−3 1.82e−2 8.04e−2

(a) λ = 0.05m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.021 3.23e−4 7.00e−6 6.70e−6

0.15 0.022 2.93e−3 6.40e−5 6.12e−5

0.175 0.024 3.95e−3 9.81e−5 9.38e−5

0.2 0.027 5.25e−3 1.41e−4 1.35e−4

0.25 0.087 8.28e−3 7.27e−4 6.96e−4

0.3 0.555 1.21e−2 6.71e−3 6.42e−3

0.35 1.447 1.67e−2 2.42e−2 2.31e−2

0.4 2.321 2.21e−2 5.12e−2 4.93e−2

0.45 2.410 2.86e−2 6.90e−2 6.60e−2

0.5 2.900 3.62e−2 1.05e−2 1.01e−1

0.55 2.464 4.50e−2 1.11e−2 1.06e−1

(b) λ = 0.10m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.05 0.010 1.06e−3 1.10e−5 3.97e−6

0.1 0.011 4.27e−3 4.49e−5 1.62e−5

0.15 0.011 9.68e−3 1.03e−4 3.71e−5

0.2 0.011 1.73e−2 1.86e−4 6.74e−5

0.25 0.012 2.74e−2 3.43e−4 1.24e−4

0.3 0.188 4.00e−2 7.53e−3 2.72e−3

0.35 0.656 5.53e−2 3.63e−2 1.31e−2

0.4 1.338 7.36e−2 9.84e−2 3.56e−2

0.45 1.149 9.51e−2 1.09e−1 3.95e−2

0.5 1.155 1.20e−1 1.39e−1 5.01e−2

0.55 1.351 1.49e−1 2.01e−1 7.28e−2

0.6 0.879 1.83e−1 1.60e−1 5.80e−2

(c) λ = 0.15m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.25 0.003 1.26e−1 4.75e−4 4.88e−5

0.3 0.017 1.83e−1 3.22e−3 3.31e−4

0.35 0.114 2.53e−1 2.90e−2 2.99e−3

0.4 0.363 3.37e−1 1.22e−1 1.26e−2

(d) λ = 0.25m

ε ξ (s−1) E0 (J) εdissip (J.s−1) bint

0.25 0.002 3.43e−1 6.52e−4 2.91e−5

0.35 0.150 6.94e−1 1.04e−1 4.65e−3

0.4 0.363 9.24e−1 3.35e−1 1.50e−2

(e) λ = 0.35m

Table E.3. � Résultats de ξ, E0, εdissip et bint pour d
λ

= 0.5. Les cinq longueurs d'onde
sont présentées : 0.05m (a), 0.10m (b), 0.15m (c), 0.25m (d) et 0.35m (e).
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