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RESUME

Dans ce travail, une étude unidimensionnelle puis bidimensionnelle d’un transformateur
piézoélectrique (TP) de type Rosen utilisant une approche polynomiale est menée. Le modéele qui
peut prédire les propriétés €lectromécaniques du TP consiste a incorporer dans les équations de
propagation les conditions aux limites et de continuité en utilisant une fonction delta. Dans le
modele 1D seul le déplacement mécanique est décomposé en série de polyndmes de Legendre
tandis que dans le cas 2D les déplacements mécaniques et les potentiels électriques sont
développés en série de produits de deux polyndmes orthonormés avec une forme analytique
pouvant tenir compte des conditions de continuité. Les résultats numériques comme les
fréquences de résonance et d’antirésonance, 1’admittance d’entrée électrique et le gain en tension
sont présentés et comparés avec ceux obtenus analytiquement pour les cas 1D et avec ceux
obtenus par la méthode des éléments finis 3D et des résultats expérimentaux dans le cas du
modele 2D. Une bonne concordance a été¢ obtenue entre les résultats du modele proposé et les
résultats dans la littérature tant sur 1’analyse harmonique que sur 1’analyse modale ce qui nous
conduit a ’exploitation de la méthode en calculant plusieurs grandeurs électromécaniques et en
effectuant 1’analyse des effets des variations des parameétres sur les caractéristiques du

transformateur. Le modéele 2D peut étre utilis€ pour étudier un TP large.

Mots clés : piézoélectricité, transformateur piézoélectrique, modélisation polynomiale,
polyndme de Legendre, fréquence de résonance, fréquence d’antirésonance, admittance d’entrée

¢lectrique, fonction de transfert, analyse de sensibilité.



ABSTRACT

In this work one-dimensional and two-dimensional semi-analytical models using the
Legendre polynomial approach were applied for modeling the piezoelectric transformer. The
electromechanical behavior of PT can be predicted by the model. The method consists in
incorporating directly into the equations of motion the continuity and boundary conditions by the
use of the delta function. In the 2D model, the mechanical displacements and the electric
potential were expanded in a double series of orthonormal polynomials with an appropriate
analytical form. The numerical results are presented such as resonance and anti-resonance
frequencies, electrical input admittance and voltage gain. The validity of the model is confirmed
through a comparison between the results using the polynomial approach and the results obtained
from an analytical method for thelD model and from FEA and experimental results for the 2D
model. A good agreement was obtained between the results of the proposed polynomial
approach and the results from the literature for both the free and forced vibration analysis. The
mechanical displacement, the load dependence, the dimension effect and the sensibility analysis
are presented to illustrate our model. The 2D approach is able to predict the behavior of a wide

and a long piezoelectric transformer.

Key words: piezoelectricity, piezoelectric transformers, polynomial approach, Legendre
polynomial, resonance frequencies, anti-resonance frequencies, electrical input admittance,

voltage gain, sensibility analysis.
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INTRODUCTION GENERALE



Durant ces deux dernieéres décennies, il y a eu une forte croissance des technologies
utilisant les radiofréquences. De maniére générale, les équipements électroniques sont présents
partout dans la société actuelle, loisirs, santé, travail, sécurité, etc..., ce qui accentue la demande
dans le marché mondial et renforce le phénomene d’accroissement du nombre de produits. Le
développement de certains équipements se traduit par un débit plus important des ondes qui
entrainent la pollution électromagnétique avec des impacts non négligeables sur notre
environnement et notre santé. Les équipements produits deviennent portables et de taille réduite
ce qui s’accompagne d’une densité énergétique ¢levée comme par exemple pour les micro-
ordinateurs, les téléphones cellulaires, les microsystemes, les caméras, les appareils de
mesure.... La maniére de réduire le volume de ces équipements électroniques est d’intégrer les
composants sur un support unique. Ainsi la demande de transformateurs de tension miniaturisés
s’est accrue avec le développement rapide de ces équipements portables. Or, les transformateurs
¢lectromagnétiques classiques sont difficiles a miniaturiser dans 1’automatisation du processus
de fabrication et demandent un bobinage spécifique des enroulements qui augmente le prix. Ces
inconvénients ont engendré des efforts de recherche pour réaliser des transformateurs
¢lectromagnétiques intégrés, bobines plates a air, sur un substrat de type circuit imprimé.
Toutefois, la fabrication de ces structures est complexe, I’isolant galvanique est souvent
uniquement ’air, ce qui limite la rigidité diélectrique. Par ailleurs, les enroulements se
comportant comme une antenne rayonnent, ce qui entraine des problémes de compatibilité
¢lectromagnétique (CEM). La solution intéressante est 1’utilisation de transformateurs

piézoélectriques.

Dés que le premier transformateur piézoélectrique (TP) fut proposé par Rosen en 1956,
plusieurs études ont ét¢é menées a son sujet et de nouvelles structures ont été proposées,
fabriquées et testées pour divers objectifs. Le transformateur piézoélectrique présente un certain
nombre d’avantages. D’abord, sa structure est compacte donc il est facilement intégrable et
industrialisable. Ensuite, il est possible d’avoir une trés forte isolation galvanique en utilisant des
matériaux diélectriques de rigidité élevée, I’ordre de grandeur du champ de claquage peut étre
supérieur a plusieurs kV/mm. De plus, le mécanisme de transfert de puissance dans un
transformateur piézoélectrique consiste a transformer au primaire de 1’énergie électrique en
vibrations mécaniques puis de récupérer au secondaire ces vibrations mécaniques sous forme
d’énergie électrique. Donc il n’y a aucun couplage électromagnétique dans ce type de
transformateur. En conséquence, il est favorable en terme de CEM. Les TPs peuvent avoir un
gain en tension ¢élevé et un bon rendement et il est aussi possible d’avoir des densités de

puissances significatives et de travailler a haute fréquence.



L’amélioration des performances de ce composant et la satisfaction des besoins des
clients au niveau du commerce international requiert une modélisation nécessitant une méthode
de calcul qui permette de décrire les phénomeénes physiques dans la structure et qui soit apte a
résoudre les problémes physiques a 1’aide des équations mathématiques. Dans le cas des
transformateurs, plusieurs modeles sont exposés dans la littérature comme le modéle analytique,

le mode¢le de Mason, le mode¢le des différences finies et le modéle des éléments finis...

Ce travail propose une nouvelle méthode pour optimiser les caractéristiques du
transformateur piézoélectrique par rapport aux exigences spécifiques au cahier des charges. Cette
méthode utilise les polyndmes de Legendre dans le cadre d’une modélisation unidimensionnelle
puis bidimensionnelle dans 1’hypotheése déformation plane puis contrainte plane. La méthode
repose sur le développement de chaque composante de déplacement mécanique et de potentiel
¢lectrique en série de polynomes de Legendre orthonormés avec des expressions appropriées
pour imposer les conditions de continuité et les conditions aux limites. En utilisant une fonction
delta, les continuités et les conditions aux limites de contrainte mécanique et de déplacement
¢lectrique sont incorporées directement dans les équations de propagation. Avec une formulation
unique la méthode peut obtenir avec une précision satisfaisante la réponse en fréquence et les

modes propres sans nécessiter le maillage de la structure.

Les généralités sur la piézoélectricité sont présentées dans le premier chapitre. Des
exemples d’applications sont présentés, décrivant le phénomeéne de la piézoélectricité en donnant
un apercu historique, les circonstances de sa découverte et en citant quelques matériaux
piézoélectriques. Les €quations d’un probléme de dynamique pour un matériau piézoélectrique
sont ensuite rappelées. Le deuxieéme chapitre est consacré a la description de I’état de I’art des
transformateurs piézoélectriques. Différents types de TPs congus et étudiés a ce jour sont

présentés. Leurs modes de vibration ainsi que leurs domaines d’application sont cités.

Les trois chapitres suivants montrent le principe de la méthode polynomiale appliquée a
la modélisation d’un transformateur piézoélectrique de type Rosen. D’abord, I’étude de
faisabilit¢ de la méthode est faite en travaillant sur une structure unidimensionnelle. Puis
I’extension du modele a une structure bidimensionnelle est abordée en adoptant une hypothése
déformation plane. La comparaison des résultats obtenus avec ceux disponibles dans la littérature
nous permet de dire que cette hypotheése n’est pas conforme au comportement du transformateur
de type Rosen. Une hypothése bidimensionnelle contrainte plane est adoptée dans le dernier

chapitre et une bonne convergence est obtenue par I’approche polynomiale ; la précision est



excellente en comparant les résultats avec ceux calculés avec la méthode des éléments finis 3D et

avec les résultats expérimentaux disponibles dans la littérature.

Enfin, une conclusion générale de cette étude est présentée et les perspectives

envisageables pour ce travail sont évoquées.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LA PIEZOELECTRICITE



1.1. Introduction

Une introduction aux matériaux piézoélectriques choisis pour la réalisation de cette these
est présentée dans ce chapitre. Dans un premier temps on procede a un rappel d’élasticité linéaire
qui permet au lecteur de se familiariser avec les grandeurs en jeu apreés avoir défini la
piézoélectricité et donné son histoire. Ensuite, la relation de comportement piézoélectrique que
I’on utilisera dans ce manuscrit ainsi que les équations dynamiques couplées d’un milieu
piézoélectrique sont exposées; puis on définit les divers coefficients de couplage du matériau.

Finalement, les diverses applications des matériaux piézoélectriques sont explorées.

1.2. Piézoélectricité

1.2.1. Définition

La piézoélectricité, qui vient de deux mots grecs « piezein » qui signifie pression et
« elektron » (€lectron), est la propriété que possedent certains cristaux dont la maille élémentaire
est asymétrique de transformer une énergie mécanique en une énergie €lectrique (effet direct) ou
vice versa (effet inverse). C’est donc le fait d’un couplage électromécanique, c’est-a-dire d’une
interdépendance des propriétés électriques et mécaniques dans le matériau considéré. Sous 1’effet
de la contrainte mécanique, les ions de toutes les cellules élémentaires se déplacent en
engendrant une polarisation de ces cellules. Par le fait de la répartition réguliere de la structure
cristalline la polarisation se propage vers d’autres cellules en créant ainsi une différence de
potentiel électrique entre certaines faces du cristal. Un matériau piézoélectrique soumis a un

champ électrique se déforme aussi sous 1’action des forces internes [1-6].

Figure 1.1 : Illustration de I’effet direct (a) et de I’effet inverse (b).



1.2.2. Historique

Aprés la premiere observation de ’effet piézoélectrique direct en 1817 par Haily, ce sont
les fréres Pierre et Jacques Curie en 1880 qui ont été les premiers a découvrir expérimentalement
que lorsque certains cristaux sont soumis a une pression, dans des directions particuliéres, des
charges négatives et positives apparaissent sur certaines portions de leur surface [7]. Puis
Lippmann a déterminé théoriquement en 1881 ’existence de I’effet inverse qui a finalement été
confirmé expérimentalement par les fréres Curie. La premicre application concréte par Paul
Langevin ne verra le jour qu’en 1916-1917 sous la forme d’un transducteur dédié a I’émission

ultrasonique sous-marine.

Avant environ 1940, seuls deux types de matériaux ferroélectriques étaient connus, le Sel
de Rochelle et certains tartrates étroitement apparentés, et le dihydrogénophosphate de potassium
et ses isomorphes [8]. Cela a changé en 1942 avec I’annonce par Wainer et Salomon [9] du
titanate de baryum (BaTiO3) comme nouvelle céramique ferroélectrique. Cette découverte a été
associée a la découverte du processus de polarisation électrique dans les céramiques
polycristallines par Gary et Roberts [10,11], au développement de 1’effet piézoélectrique dans les
céramiques polarisées par Mason [12] et a I’extraction des premicres valeurs des coefficients
piézoélectriques de BaTiO3 par Hans Jaffe en 1948 [13].Ceci a conduit dans les années 1950 au
déploiement des transducteurs piézoélectriques dont la propriété est acquise a partir d’une
polarisation électrique. Aujourd’hui le matériau de type PZT basé sur des solutions solides
zircono-titanate de plomb est largement employé, a I’instar des applications de type
transformateur piézoélectrique abordées dans ces travaux de these. DO essentiellement a
I’évolution des applications des matériaux piézoélectriques, ces matériaux se sont développés
d’une maniére rapide depuis leur découverte et cinq catégories, les semi-conducteurs, le pié¢zo-
¢lectret, les polymeres piézoélectriques, les matériaux composites et les céramiques, sont
reportées dans la littérature. Les céramiques piézoélectriques de synthése apparaissent dans les
années cinquante, elles sont alors utilisées dans les sonars, puis voient leurs domaines
d’application s’étendre considérablement grace a leurs coefficients piézoélectriques élevés.
L’origine des propriétés ferroélectriques et piézoélectriques des céramiques, qui tient a

I’organisation cristalline du matériau, est €également explicitée dans la suite.
1.3. Céramiques piézoélectriques

Les céramiques, du grec keramikos «argile cuitey», n’existent pas a 1’état naturel. Elles

sont réalisées par frittage a chaud, procédé consistant a chauffer les poudres, sans les mener



jusqu’a la fusion, d’oxydes ou de sels de monocristaux ferroélectriques, doués d’une polarisation
spontanée, mélangés a un liant et soumis a une contrainte axiale pour améliorer la tenue des
grains entre eux et réduire la porosité. Les céramiques sont polycristallines et inorganiques. Elles
résultent de la combinaison binaire ou ternaire d’un certain nombre d’éléments métalliques (Mg,
Al, Fe, Pb, Ti, etc.) et non métalliques dont le plus courant est I’oxygene. On distingue le titanate

de baryum (BaTiO3), le titanate de plomb (PbTi0O3), le titano-zirconate de plomb PZT, etc. [14].
1.3.1. Préparation des céramiques

Pour préparer une céramique piézoélectrique, des poudres fines des oxydes métalliques
sont mélangées a température ambiante avec un liant organique. Le mélange est pressé pour
former des structures ayant la forme souhaitée (disques, tiges, plaques, etc.). Les éléments sont
chauffés a une température entre 1100°C et 1400°C avec un temps spécifique pendant lequel les
particules de poudre se frittent et le matériau atteint une structure cristalline dense. Les
échantillons sont refroidis, puis fagonnés ou rognés selon les spécifications, et des ¢€lectrodes
sont appliquées sur les surfaces appropriées. Les céramiques fabriquées a base de matériaux
ferroélectriques n’ont aucun moment dipolaire électrique global a I’échelle macroscopique. Un
tel milieu ne peut acquérir la propriété de piézoélectricité qu’apres avoir subi un traitement
particulier, dit de «polarisationy». Il s’agit de 1’application d’un champ électrique externe, continu
et intense (de ’ordre de 20 kV/cm) pendant quelques minutes a une température inférieure a
celle de Curie Tc (200 °C < Tc <400 °C), d’environ 100 °C. Par définition, Tc est la température

au-dessus de laquelle le matériau perd sa polarisation spontanée [15].

Préparation des Moulage et compactage
poudres a

/ Frittage des céramiques
. - P . - crues & 1100°C 1400°C
Polarisation par Dépdt des électrodes par

application d’un champ sérigraphie
¢lectrique continu

Figure 1.2 : Préparation des céramiques piézoélectriques.



1.3.2. Titanate de zirconate de plomb

Le titanate de zirconate de plomb (PZT) est la céramique piézoélectrique la plus utilisée.
La structure cristalline du PZT est la structure de la pérovskite ou un dérivé de la pérovskite.
Désormais, le plomb contenant des pérovskites comme le PZT est le plus performant pour les
actionneurs, les transducteurs et les capteurs. De petites quantités d’un dopant donneur ajoutées a
une formulation céramique créent des lacunes de métal (cation) dans la structure cristalline,
améliorant les effets des facteurs extrinséques sur les propriétés piézoélectriques de la
céramique.

Dans la plupart des applications, les céramiques PZT doivent étre fixées sur un
substrat. Les trois principales méthodes pour y parvenir sont le serrage, le soudage et le collage.
Le serrage est souvent considéré comme une méthode peu fiable et n’est pas souvent utilisé. Le
soudage a ’avantage de donner une connexion conductrice mais le mouvement entrainera une
fatigue dans la liaison. Le collage est généralement la meilleure approche. Les colles fournissent
des joints solides mais toujours flexibles entre les surfaces adjacentes. Il n’y a pas de fatigue et
les températures de fonctionnement peuvent monter jusqu’a 150°C. Un contact électrique entre
le substrat et 1’¢lectrode sur le PZT est presque toujours requis. Une possibilité consiste a utiliser
de la colle conductrice, généralement un époxy rempli de particules. Un inconvénient de ces
colles est qu’elles sont si fortement chargées en particules conductrices que la ligne de colle est
souvent faible. Une solution a ce probléme consiste @ mélanger de la poudre de nickel dans la
colle ou a utiliser des colles contenant de 1’argent car les ¢lectrodes des céramiques PZT sont en
nickel ou en argent. Le soudage sur des surfaces de ces types de matériaux est possible, mais une
attention particuliere a la dépolarisation doit étre effectuée. En effet, les températures peuvent
étre si élevées qu’elles peuvent affecter 1’activité piézoélectrique de la céramique et entrainer une

perte partielle voire totale de ses propriétés piézoélectriques.
1.3.3. Limitation des céramiques

I1 existe de nombreuses lacunes dans les matériaux piézoélectriques, par exemple:
* Rupture par fatigue résultant de la contrainte alternée dans les éléments céramiques
» Relachement des propriétés pi€zoélectriques au voisinage du point de température de
Curie (> 300°C)
* Affaiblissement de la liaison adhésive survenant en dessous du point de Curie
* Changement du module de Young avec la température provoquant un changement de la
fréquence de résonance et entrainant ainsi une baisse des performances de 1’appareil

* Durée de vie courte en raison de 1’usure rapide
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* Pertes de friction importantes dues a la nature complexe des vibrations et a d’autres
phénomeénes (les pertes de glissement et de déformation conduisent & des rendements

inférieurs, par exemple au plus ~ 50% dans les applications de moteurs a ultrasons).
1.3.4. Propriétés d’une céramique PZT

Les matériaux céramiques PZT présentent, apres leur polarisation, des coefficients de
couplage électromécanique ¢levés, de fortes permittivités diélectriques, des coefficients
piézoélectriques importants. Leurs propriétés physiques dépendent largement de leur processus
de fabrication et leurs différents coefficients (de qualité, de couplage électromécanique,
piézoélectriques, etc.) varient avec la température de frittage, la granulométrie des poudres

utilisées et la composition de la céramique [16-19].

Pendant le processus de fabrication, selon les formulations, on peut avoir des PZT douces
qui sont caractérisées par de grands facteurs de couplage électromécanique, de grandes
constantes piézoélectriques, une permittivité¢ élevée, de grandes constantes diélectriques, des
pertes diélectriques élevées, de faibles facteurs de qualité mécanique et une mauvaise linéarité.
Ces céramiques produisent des déplacements plus importants et des largeurs de bande de signal
plus larges, par rapport aux céramiques dures, mais elles présentent une hystérésis plus
importante et sont plus sensibles a la dépolarisation ou a d’autres détériorations. Ce type de
céramiques est utilisé a des températures plus basses car elles possedent des points de Curie
généralement inférieurs a 300°C. Les céramiques douces sont utilisées principalement dans les
applications de sensibilit¢ plutot que dans les applications de puissance. Les céramiques
massives ont des caractéristiques généralement opposées a celles des céramiques douces,
notamment des points de Curie supérieurs a 300°C, de petites constantes piézoélectriques, de
grands facteurs de couplage électromécanique et de grands facteurs de qualité mécanique. Elles
sont également plus difficiles a polariser ou a dépolariser. Bien que les céramiques massives
soient généralement plus stables que les céramiques douces, elles ne peuvent pas produire les
mémes déplacements importants. Les céramiques massives sont compatibles avec des charges

mécaniques et des tensions élevées.

Lorsqu’un élément en céramique piézoélectrique est exposé a un champ électrique
alternatif les grandeurs électromécaniques qui le caractérisent varient dans un domaine
fréquentiel. La fréquence a laquelle 1’¢lément vibrant convertit le plus efficacement 1’énergie
¢lectrique d’entrée en énergie mécanique est déterminée par la composition du matériau

céramique et par la forme et le volume de I’élément. A mesure que la fréquence augmente, les



oscillations de I’élément approchent d’abord une fréquence a laquelle I’impédance est minimale
(admittance max.). Cette fréquence d’impédance minimale se rapproche de la fréquence de
résonance série f;. Cette fréquence est également appelée fréquence de résonance f.. Au fur et a
mesure que la fréquence augmente, I’impédance augmente au maximum (admittance min.). Cette
fréquence d’impédance maximale se rapproche de la fréquence de résonance paralléle f,, la
fréquence a laquelle la résistance paralleéle dans le circuit €lectrique équivalent est infinie (en
négligeant la résistance causée par les pertes mécaniques). Cette fréquence est également appelée
fréquence d’anti-résonance f,. Les valeurs de fréquence d’impédance minimale et de fréquence
d’impédance maximale peuvent é&tre utilisées pour calculer le facteur de couplage
¢lectromécanique, un indicateur de I’efficacité avec laquelle un matériau piézoélectrique
convertit I’énergie électrique en ¢énergie mécanique ou I’énergie mécanique en énergie
¢lectrique. Les pertes di¢lectriques et les pertes mécaniques affectent également ’efficacité de la
conversion d’énergie. Ces différents aspects sont présentés plus en détail dans la section

suivante.

1.4. Théorie de la piézoélectricité

1.4.1. Elasticité linéaire

Lorsqu’un solide est soumis a 1’action d’une contrainte, il se déforme c’est-a-dire qu’il
change de forme et de volume. Pour un corps parfaitement élastique, cette déformation disparait
lorsque les contraintes sont supprimées. Si une déformation permanente subsiste, le corps est
appelé plastique. Pratiquement, les solides usuels peuvent étre considérés comme parfaitement
¢lastiques a condition de ne pas dépasser une valeur limite maximale des contraintes extérieures.
Au-dela de cette limite le matériau passe du domaine ¢élastique au domaine plastique. Si cette
limite n’est jamais atteinte en aucun point du milieu, le solide présente un comportement
linéaire. La déformation subie par un corps parfaitement ¢élastique est proportionnelle a la force
ou a la contrainte appliquée. La relation existant entre contraintes et déformations est connue

sous le nom de loi de Hooke et s’écrit pour des petites déformations :
Ty = cijinSu. (1.1)

Les coefficients ¢ qui traduisent la relation lin€aire la plus générale entre deux tenseurs
de rang deux T} et Sy sont les composantes d’un tenseur de rang quatre appelé tenseur de
rigidités élastiques possédant 3* = 81 composantes. Cependant du fait des symétries des tenseurs

T} et Sy, le tenseur ¢y est aussi symétrique par rapport a i et j d’une part et k et / d’autre part:



Cijkl = Cjikl = Cijlk-

Cette relation de symétrie réduit de 81 a 36 le nombre de constantes élastiques indépendantes. La

relation de contraction des indices peut alors étre appliquée.
1.4.2. Relations entre propriétés d’un matériau piézoélectrique

Les propriétés thermiques, mécaniques et €lectriques d’un cristal sont gouvernées par un
certain nombre de grandeurs physiques telles que la température 6, I’entropie g, la contrainte 7,

la déformation S, ainsi que par le champ ¢électrique E et I’induction électrique D. On peut établir
entre toutes ces grandeurs trois ensembles d’effets appelés effets électromécaniques, effets

thermoélectriques et effets thermoélastiques (figure 1.3).

Effets piézoélectriqu Effets pyroélectriques

Effets thermoélastiques

Figure 1.3 : Interactions entre les grandeurs physiques d’un matériau piézoélectrique.

Les interactions entre les différentes grandeurs correspondent a un ensemble de constantes

liées entre elles. Ces relations seront détaillées dans la sous-section suivante.
1.4.3. Equations fondamentales de la piézoélectricité

La piézoélectricité est le résultat d’un couplage entre 1’énergie électrique et 1’énergie
mécanique d’un matériau en négligeant 1’énergie thermique, lorsque 1’effet pyroélectrique est
négligeable. De facon générale, en se limitant a de faibles déformations, on peut établir des
relations locales liant les grandeurs électriques dans le matériau, telles que le champ électrique £
et le champ d’induction électrique D, aux grandeurs mécaniques, telles que les contraintes 7 et
les déformations relatives S. Dans un milieu piézoélectrique, 1’induction électrique de

composante D; ainsi que les contraintes sont fonction a la fois des déformations et du champ
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¢lectrique de composante Ej. Ces quatre grandeurs peuvent €tre décrites comme les dérivées

partielles de I’enthalpie H telle que:

H = U-DyE}.

ou U est I’énergie interne. Pour une transformation adiabatique et réversible, on a :

dU= E’dey""Edek,

d’ou:
dH= TleSlj' DkdEk

Si maintenant on développe I’enthalpie au premier ordre, on peut écrire :

am =| 2L s, + o dE,
854‘/’ E ' 6Ek s

ce qui par identification donne :

oH oH
T,=| S| et D,=-
"les, ), OE, ),

Ainsi, si on exprime les dérivées totales de la contrainte et de I’induction:

dT, = oH ds, + oH_ dE,
08,08, ) OE,0S, )

ki

ap, | TH | g5 | TH_| 4p
aS,0E, ) " \GEE, |

J k

on obtient les relations suivantes:

_E
T;j =C Skl _eki/Ek

ikl

N
D =e,S, +&,E,

Jkl

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7a)

(1.7b)

(1.8)

avec i, j, k, [ =1,2,3.€, et g, sont les constantes piézoélectriques exprimées en N/Vm et les

constantes diélectriques a déformation nulle exprimées en F/m. Elles vérifient aussi les relations

r . . —_ S S
de symétrie suivantes : €,, =€, et £, =&,.

Pour pouvoir écrire des relations avec des matrices a deux indices, et en tenant compte

des symétries des équations 1.8, il est commode d’utiliser des notations avec indices contractés

11



appelées aussi notations de Voigt [20], résumées dans le tableau 1.1, de sorte que toutes les

grandeurs des relations 1.8 deviennent des vecteurs ou des matrices. La relation de

T ¢t —e"\S
o=l . gl (1.9)

Tableau 1.1 : Correspondance entre les notations tensorielles et les notations de Voigt.

comportement s’écrit alors :

Contraintes Déformations
Tensorielles T11 T22 T33 T23 T13 T12 S11 Szz S33 2523 2513 2S12
VOigt T T T; T4 T5 Te S Sy S5 Sy Ss S

Ce sont les équations de couplage exprimées en choisissant (S, £) comme couple de
variables indépendantes. L’exposant E indique que la rigidité ¢ est calculée a un champ
¢lectrique E constante ou nul. De méme I’exposant S sur la permittivité diélectrique indique que
ce dernier est calculée a une déformation mécanique constante ou nulle. Le méme
développement peut étre appliqué pour exprimer d’autres couples de variables qui sont données
dans le tableau 1.2 ; les noms, les symboles ainsi que les unités des tenseurs correspondant a

chacune des constantes mises en jeu sont résumés dans le tableau 1.3.

Tableau 1.2 : Les équations de couplage.

Couple | variables indépendantes | Equation piézoélectrique associée Forme
S=s'T+d"E
(T, E) Extensives Forme en d
D=dT +¢'E
S=s"T+g'D
(T, D) Mixtes Formeen g
E=gT+p'D
T=c"S-¢e'E
(S, E) Mixtes Forme en e
D=eS+&°E
T=c’S-h'D
(S, D) Intensives Forme en A
E=hS+p°D
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Tableau 1.3 : Matrice des constantes mécaniques, piézoélectriques et di¢lectriques.

Matrice Notation | Définition Unité
Mécanique " Souplesse a E constante m?/N

5P Souplesse a D constante m?/N

& Rigidité a E constante N/m?

& Rigidité a D constante N/m?
Piézoélectrique | d Matrice reliant 7a D a E constante C/N ou m/V

g Matrice reliant 77a £ a D constante m?/C ou Vm/N

e Matrice reliant S a D a E constante C/m? ou N/Vm

h Matrice reliant S a £ a D constante N/C ou V/m
Diélectrique & Permittivité a S constante F/m

el Permittivité a 7 constante F/m

i Impermittivité a S constante m/F

B Impermittivité a 7' constante m/F

1.4.4. Cas d’une céramique piézoélectrique

1.4.4.1. Lois de comportement d’une céramique

Une céramique piézoélectrique, polarisée dans une direction donnée, est en général
considérée comme un matériau isotrope transverse, avec le plan d’isotropie orthogonal a la
direction de polarisation. La forme en e de la relation de comportement, dans le cas ou la

direction de polarisation est z=3, s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :

E E E

TY (i ek ¢k 0o 0 0 0 0 —e)S
T, c, ¢, ¢, 0.0 0 0 0 —¢ S,
T, ¢, ¢, ¢, 0.0 0 0 0 —e, | S,
.| 1o o 0 ¢ 0 o o e. 0 |s,
T.|=[0 0 0 0 ¢& 0 —e, 0 0 |8
T,/ ]0 0 0 0 0 ¢£ 0 0 0 |8, (1.10)
DI]0 0 0 0 ¢ 0 & 0 0 |E
D0 0 0 e 0 0 0 & 0 |E
D, e, ¢ e, 0 0 0 0 0 &, \E

w
@
w

La polarisation explique les composantes nulles de I’opérateur e : seule la composante
suivant z (E3 = E,) du champ électrique crée des contraintes normales Tj. Inversement, seule la

composante suivant z (Ds = D,) du déplacement ¢lectrique est modifiée par des déformations
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normales Sj;. Ce matériau est alors caractérisé par 10 constantes indépendantes dont 5 élastiques,

3 piézoélectriques et 2 diélectriques.

Si on s’intéresse au comportement électromécanique d’un solide piézoélectrique de la
forme d’une plaque mince et d’une poutre, on est conduit a réduire la relation de comportement
pour ne faire apparaitre que les grandeurs mécaniques, dans le plan considéré pour le premier cas
de la forme plaque mince et dans I’axe de la poutre pour le deuxiéme cas, et les grandeurs

¢lectriques dans la direction de polarisation.
1.4.4.2. Lois de comportement réduites pour les plaques

Pour une céramique piézoélectrique en forme de plaque mince polarisée suivant la
direction z, la contrainte est supposée plane dans les directions x et y, c’est-a-dire 75=74=75=0.
Avec I’hypothese des petites déformations, déformations inférieures au cinquiéme de 1’épaisseur,
la section droite reste perpendiculaire au plan neutre apreés déformation [21]. Le champ
¢électrique est supposé €tre uniformément réparti dans la direction z. Dans ce cas la loi de

comportement tridimensionnelle en e se réduit a 1’expression suivante :

Tl = E1'1S1 +E1'2S2 _53'1E3
Tz = _1'2S1 + 51'1S2 _53'1E3
T =cts, (1.11)

= - =
D3 - e31S1 + 631S2 + ‘933E3

E2 E 2
_ & — e..C — e
r _ B ‘i3 r_ LR r_ .S 33
avec Cpq —Cpq , €, €, 7 '833 &5, +_E )

c33 33 33
1.4.4.3. Lois de comportement réduites pour les poutres

Dans le cas d’une céramique sous forme de poutre polarisée suivant la direction x; dont
I’axe principal est la direction suivant x; (couplage 31) et en considérant les couplages entre les
grandeurs mécaniques axiales (7 et S)) et les grandeurs électriques transverses (E3 et D3) la loi
de comportement tridimensionnelle se réduit. Il s’agit de supposer que les contraintes sont nulles

dans les directions 2 et 3.
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|
a) b)

Figure 1.4 : Poutre céramique polarisée suivant I’épaisseur (a) et suivant la longueur (b).

Dans ce cas, la loi de comportement tridimensionnelle en e se réduit a I’expression

suivante :
__E -
Tl - 11S1 _631E3
_ s (1.12)
D3 = e3IS1 +833E3
avec

2 2 2

c.c.+c.c., —2c.c

—E __ E E 12733 13711 12713
¢y _Yl _1/511_611_ (1.13a)

A
C..C.. —C..C c..C,, —C..C
- 12733 13713 13711 12713
e.=e, ——233 BB DI LD, 1.13b
31 31 31 33 .
A A ( )
2 2
_ c.e. +c, e.—2c.e.e
S _ N 33%31 11733 1273133

€y =&t A (1.130)

ou A=c,c,, —c} et Y est le module d’Young du matériau dans le plan 12.

Si on s’intéresse a un couplage 33, qui est observé lorsque le matériau est polaris¢€ suivant
la direction 1 et qu’on considére les couplages entre les grandeurs mécaniques axiales (7] et S;)
et les grandeurs électriques transverses (£ et D) la loi de comportement tridimensionnelle en 4

se réduit a I’expression suivante :

T, = _3£3)S1 _]’733D1
_ — (1.14)
E = _h33S1 +ﬂ33D1

1 — d

. . , . 33

E=ell-k), &= By =
S =ell-k), 2 sE(A-k2)? 7 sEel(1-k2)

ns
et By =—F—"13_. k31 et k33 sont les
83Ts(1 _k323)

coefficients de couplage électromécanique transversal et longitudinal définis dans la sous section

suivante.
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1.4.5. Coefficients de couplage électromécanique

Le coefficient de couplage électromécanique définit, pour un mode vibratoire considéré, la
capacité d’un matériau piézoélectrique a convertir 1’énergie ¢lectrique en énergie mécanique, et
inversement. Il ne faut pas le confondre avec le rendement, qui lui peut étre nettement supérieur
a ce coefficient, il s’apparente plus a un facteur de puissance. La conversion €électromécanique de
I’énergie s’effectue de maniére directe au sein de la céramique. Ce coefficient, calculé au cours
d’un cycle de travail, est défini, pour une conversion ¢lectromécanique, par le rapport des

énergies suivant :

(1.15)

avee ©

E. : Iénergie ¢lastique, Eq4: 1’énergie diélectrique, Ey, : 1’énergie d’interaction, ou mutuelle,

¢lasto-diélectrique.

La forme de I’échantillon conditionne I’expression du coefficient de couplage, c’est le

coefficient de couplage intrinséque. Il existe ainsi plusieurs coefficients de couplage intrinseéque:

— k33 pour la vibration longitudinale,

— k3; pour la vibration transversale (perpendiculaire a la direction de polarisation),

— k, pour la vibration radiale d’un disque mince,

— k, pour la vibration de 1’épaisseur des pieces minces selon la direction de polarisation.

— k5 pour la vibration en cisaillement.

Ces différents coefficients sont définis dans le tableau 1.4. La nature du mode dépend des

dimensions de I’échantillon, de la direction du champ d’excitation £ et du vecteur polarisation P.

Dans le cas général d’une structure et d’une déformation quelconque, ce coefficient
intrinséque définit la limite supérieure du coefficient de couplage effectif mis en jeu. Le
coefficient intrinseque de couplage n’est valable qu’en fonctionnement quasi-statique du
matériau, c’est-a-dire pour des variations trés lentes du champ électrique £ et de la déformation.
Lorsque la céramique est exploitée a la résonance, ce qui est le cas pour les transformateurs, on
définit un coefficient effectif de couplage électromécanique spécifique a chaque mode de

résonance et a une configuration donnée. La détermination de ce coefficient effectif de couplage
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se fait a partir de I’expression de I’impédance d’entrée du dispositif a la fréquence de résonance.

I1 est exprimé comme suit:

. fpz _fsz
ky = T (1.16)

ou f; est la fréquence de résonance série et f, la fréquence de résonance paralléle. La relation
(1.16) est employée pour une détermination expérimentale du coefficient de couplage.

Tableau 1.4 : Modes de vibration et coefficients de couplage associés. L est la longueur de

1’échantillon, e son épaisseur et D son diametre s’il est de forme cylindrique.

Modes de vibration. Forme échantillon Coefficient de couplage

2
Mode transversal I ks = %
els

33711

Mode épaisseur I TE I k= f323

33 c33

33733

2k
| " l1-0o

Mode longitudinal ’—-—‘ ks = %

Mode radial

E

N N . .
ou o" =-—=est le coefficient de Poisson.
Sll

1.4.6. Pertes dans les matériaux piézoélectriques

Tout systeme physique dissipe 1’énergie emmagasinée. Méme si ’ordre cristallin est
parfait, I’amplitude du déplacement a la résonance mécanique dans un matériau piézoélectrique
ne peut étre infinie. Le dispositif piézoélectrique est soumis a un ensemble de pertes qui sont

d’origines di¢lectrique, mécanique et piézoélectrique.
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Dans un milieu diélectrique réel, il existe toujours a basse fréquence une faible
conductivité liée aux différents mécanismes microscopiques (défauts notamment). On parle alors
de pertes diélectriques qui sont représentées par des permittivités complexes. Elles sont
déterminées par la mesure a basse fréquence de I’angle de pertes €lectriques noté & que forment
la partie réelle et la partie imaginaire de 1I’impédance électrique. Le coefficient de qualité

di¢lectrique qui représente cette perte est défini par Q. = 1/tand.

Les pertes mécaniques sont déterminées par la surtension du pic de résonance dans un
barreau piézoélectrique. Ces pertes sont traduites par un coefficient qui représente le rapport
entre I’énergie maximale emmagasinée pendant une période donnée et 1’énergie dissipée pendant
la méme période appelée facteur de qualité mécanique noté O, dont la valeur élevée traduit un
faible amortissement de la structure et donc des pertes minimales. Le coefficient de qualité

mécanique dépend du mode de vibration aussi.

Les pertes piézoélectriques, encore mal maitrisées, sont quelquefois prises en compte dans
I’analyse des résonateurs. Elles sont décrites, comme pour les pertes diélectriques, par des
coefficients piézoélectriques complexes. Cependant, ce phénomene est relativement lent et ne

s’exprime qu’aux basses fréquences, nous n’en tenons pas compte dans notre étude.

1.5. Applications de la piézoélectricité

1.5.1. Générateur

Les matériaux piézoélectriques sont au cceur d’applications plus récentes visant a
récupérer I’énergie présente dans notre environnement sous différentes formes ou effectuées par
des mouvements quotidiens. Par exemple I’incorporation d’un film piézoélectrique dans les
chaussures permet de produire de 1’énergie grace a la pression du talon pendant la marche. Les
faibles puissances produites pourraient suffire a terme a alimenter certains dispositifs

¢lectroniques [19].
1.5.2. Moteur et actionneur

Une pression exercée sur un matériau piézoélectrique génére des charges mesurables
¢lectroniquement, ce qui fait d’eux des candidats naturels pour les applications basées sur la
détection de pressions. Les actionneurs et les moteurs piézoélectriques tirent profit de 1’effet
piézoélectrique inverse en utilisant la déformation induite par une tension électrique pour générer
le déplacement. Leur faible échauffement et leur haute densité énergétique sont des atouts

majeurs dans le domaine spatial. Le microscope a force atomique et le microscope a effet tunnel
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utilisent la piézoélectricité pour réaliser les petits déplacements nécessaires au balayage de la
surface sondée. Certains injecteurs automobiles les utilisent pour gagner en rapidité d’injection et
en consommation. Les moteurs piézoélectriques sont utilisés dans les systémes autofocus
d’appareils photographiques, dans les mécanismes de vitre €lectrique de voiture, et en général
dans les applications ou la taille réduite de ces moteurs répond a des contraintes volumiques.
L’actionneur piézoélectrique est trés utilisé dans le monde industriel. Cependant, le transfert
n’est pas linéaire. Il est alors nécessaire de développer des commandes adaptées a ce type

d’actionneur, en particulier pour compenser les non-linéarités [18-19].
1.5.3. Transducteur

Les matériaux piézoélectriques permettent de convertir une onde acoustique en signal
¢lectrique et inversement. Ils constituent le cceur des transducteurs acoustiques utilisés pour
émettre ou détecter des ondes acoustiques dans les sonars, mais aussi dans 1’automobile pour la
détection d’obstacles et en médecine, ou pour les échographies, qui nécessitent I’émission et la
détection d’ondes ultrasonores. Dans les gammes de fréquences audibles, on les réalise des

microphones et des haut-parleurs, [18-19].
1.5.4. Transformateur

L’effet piézoélectrique est aussi utilisé dans le domaine des transformateurs pour amplifier
des tensions alternatives. Contrairement au transformateur classique qui utilise un couplage
magnétique, le couplage mis a profit est acoustique. Par effet piézoélectrique inverse, une
tension d’excitation génere une contrainte alternative dans une barre d’un matériau fortement
piézoélectrique. Cette contrainte permet la mise en vibration de la barre a une fréquence choisie
correspondant a une fréquence de résonance. Par effet piézoélectrique direct, une tension est
générée sur des électrodes situées sur la deuxiéme extrémité de la barre. Cette tension, qui
bénéficie de 1’amplification du mouvement da a la résonance, peut étre 1000 fois plus €levée.
L’émergence des transformateurs piézoélectriques coincide avec le développement dans les
années 1950 des céramiques ferroélectriques. Ils offrent des performances remarquables en
termes de gain en tension et rendement utiles pour des applications nécessitant une adaptation de

tension ou une isolation galvanique.
1.6. Conclusion

Au cours de ce chapitre introductif un rappel historique sur la piézoélectricité est présenté.

Parmi différents types de matériaux piézoélectriques, les céramiques, plus précisément le PZT,
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sont décrites : préparations, limitations et propriétés. Les applications de la piézoélectricité sont
évoquées apres avoir décrit la théorie de 1’élasticité linéaire et présenté les équations
fondamentales de la piézoélectricité. L’une de ces applications citées est le transformateur que

nous abordons dans le chapitre suivant de ce travail.
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Chapitre 2

ETAT DE L’ART SUR LES TRANSFORMATEURS
PIEZOELECTRIQUES



2.1. Introduction

Les progres récents en électronique de puissance, particulierement dans le domaine de la
miniaturisation des composants électriques et électromécaniques, ont permis d’envisager le
développement de systémes trés compacts. Les progrés accomplis sont le déploiement des
microordinateurs, microsystemes, téléphones cellulaires, caméras, appareils de mesures...La
génération, le stockage et la transformation de 1’énergie électrique dans ces systémes doivent
respecter cette tendance. Pourtant, les transformateurs électromagnétiques sont difficiles a
miniaturiser (bobinages, noyau...). Une solution intéressante consiste a utiliser des
transformateurs piézoélectriques (TPs) [1-6]. Les TPs offrent plusieurs avantages par rapport aux
transformateurs électromagnétiques dans des applications bien spécifiques : dimension réduite,
structure compacte, gain élevé, bon rendement, hautes fréquences et possibilité d’avoir des

densités de puissance significatives.

Dans ce chapitre, on présente les généralités concernant le transformateur piézoélectrique
en commengant par son principe de fonctionnement et son historique. Ensuite, les différents
types de transformateurs et leurs applications sont présentés. Pour finir, des outils de simulation
appliqués a la modélisation du transformateur piézoélectrique disponibles dans la littérature sont

décrits dans la dernicre section de ce chapitre.

2.2. Généralités

2.2.1. Principe du transformateur piézoélectrique

Un transformateur piézoélectrique est le plus généralement constitué d’un bloc uniforme
de céramique sur lequel sont disposées deux électrodes au primaire et deux électrodes au
secondaire. Il convertit une tension alternative au primaire en une tension alternative
proportionnelle au secondaire [7]. Cette architecture met en ceuvre une double conversion
¢lectromécanique puis mécano-¢lectrique de I’énergie [8]. Pour cela, une tension électrique
alternative est appliquée au primaire du transformateur ce qui a pour effet la déformation de tout
le matériau, particulierement lorsque 1’excitation coincide avec une fréquence de résonance de la
structure. La vibration mécanique ainsi créée va en retour induire une tension électrique au
secondaire du transformateur par effet piézoélectrique direct [9, 10]. L’efficience du
transformateur n’est atteinte qu’aux alentours des fréquences de résonance mécanique de la
structure. Ces dernieres sont dépendantes des dimensions, des propriétés du matériau, mais aussi

des conditions de charge au primaire et au secondaire du transformateur.

23



Effet Electrique vers Effet Mécanique vers

. , . . —> .
inverse mécanique direct électrique
Vp( U ‘ ‘ VS(U
L’élément au primaire o Le second élément . o ,
. , Vibration o ------..Elongation
est alimenté par une L. est soumis a la o
mécanique micrométrique

tension alternative contrainte mécanique

Figure 2.1 : Principe de fonctionnement d’un transformateur piézoélectrique.

2.2.2. Historique

Les premiéres études sur la conversion d’énergie ¢électrique en énergie électrique a 1’aide
de matériaux piézoélectriques ont eu lieu a la fin des années 1920 et au début des années 1930.
Alexander McLean Nicolson a I’honneur d’étre le premier chercheur a étudier 1’idée d’un
transformateur piézoélectrique. Ses travaux sur les transformateurs piézoélectriques, décrits dans
de multiples brevets [11-13], se limitaient a 1’utilisation de monocristaux de Sel de Rochelle, le
seul matériau largement disponible a 1’époque. L’utilisation de ce matériau a conduit a des
limitations évidentes de performance, de conception et d’applicabilité par rapport aux matériaux

piézocéramiques développés plus tard.

Avec I’annonce du titanate de baryum (BaTiOs;) comme nouvelle céramique
ferroélectrique par Wainer et Salomon [14] en 1942 associée a la découverte du processus de
polarisation électrique dans les céramiques polycristallines par Gary et Roberts [15,16], le
développement de I’effet piézoélectrique dans les céramiques polarisées par Mason [17], et
I’extraction des premicres valeurs des coefficients piézoélectriques de BaTiO; par Hans Jaffe en
1948 [18], les céramiques ferroélectriques ont été rapidement reconnues comme présentant des
avantages significatifs pour de nombreuses applications électromécaniques, notamment la
facilité de fabrication dans les formes souhaitées, le controle de la réponse grace a la sélection
des directions de polarisation, une constante dié¢lectrique élevée et un couplage électromécanique
élevé.

A la fin des années 40 et dans les années 50, le BaTiO; est devenu disponible dans le
commerce, déclenchant la prolifération des applications pi€zoélectriques. Au cours de cette

période, Charles Abraham Rosen a commencé a travailler sur les transformateurs
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piézoélectriques en utilisant le nouveau BaTiOs. et appliquer le travail théorique développé par
Mason. Contrairement aux tentatives antérieures de Nicolson de fabriquer des transformateurs
piézoélectriques en utilisant deux morceaux de cristaux solides piézoélectriques liés ensemble et
serrés avec une structure externe, I’approche de Rosen impliquait 1’utilisation d’un seul bloc
rectangulaire de céramique polycristalline BaTiO; comprenant deux zones de polarisation
distinctes. Rosen a créé les deux zones en appliquant des €lectrodes séparées et des tensions de
polarisation différentes aux deux moitiés du bloc. La moitié¢ du bloc était polarisée dans le sens

longitudinal et I’autre moiti¢ dans le sens de 1’épaisseur.

Le travail de Rosen a été poursuivi par Stephen W. Tehon aux nouveaux matériaux
ferroélectriques et aux matériaux magnétostrictifs. De 1960 a 1962, 1’équipe de General Electric
a Syracuse a poursuivi les travaux de Rosen et Tehon sur les transformateurs de puissance en

céramique grace a un contrat de recherche accordé par la marine américaine [19].

Jusqu’au milieu des années 1960, les transformateurs piézoélectriques n’étaient pas
praticables en raison du manque de matériaux capables de fonctionner avec de faibles pertes
mécaniques. Cette situation s’est améliorée avec l’introduction de compositions céramiques
piézoélectriques dopées, telles que le PZT8, présentant des facteurs Q,, mécaniques et

diélectriques €levés.

En 1972, Berlincourt a breveté 1’'une des premiéres applications spécifiques des
transformateurs piézoélectriques comme démarreur et ballast pour lampes a décharge gazeuse
[20]. Dans les années 1980, Siemens (Berlin, Allemagne) [21] et General Electric (Schenectady,
NY, USA) [22] faisaient partie de certaines entreprises travaillant sur ’application de TP pour
déclencher des grilles de commutation de puissance telles que des triacs, des thyristors, Mosfets,
etc., avec découplage galvanique. A la fin des années 1980, plusieurs sociétés japonaises ont
reconsidéré 1’utilisation des TP, profitant des améliorations apportées aux nouveaux matériaux
piézoélectriques, d’une technologie de fabrication plus fiable, de nouveaux concepts sur les

circuits intégreés.

Au cours des années 1990, la technologie CCFL a connu un essor commercial important
pour les appareils compacts et portables. Au début des années 2000, on estimait que 25 a 30%
des circuits de rétroéclairage CCFL produits étaient fabriqués a 1’aide de la technologie des

transformateurs piézoélectriques.
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A la fin des années 2000 et au début des années 2010, la technologie de rétroéclairage
CCFL utilisée pour I’écran LCD a commencé a é&tre remplacée par des diodes
¢lectroluminescentes (LED). Cela a entrainé une baisse de la production de transformateurs
piézoélectriques hautes tensions et a finalement arrété la production a haut volume de ces

composants par la plupart des principaux fournisseurs.

Actuellement, le principal domaine d’intérét des transformateurs piézoélectriques est

dans les équipements médicaux, de défense, de sécurité et de mesures sensibles.
2.2.3. Avantages et inconvénients des transformateurs piézoélectriques

Les transformateurs piézoélectriques ont de nombreux avantages par rapport a leurs homologues

magnétiques:

— Des densités de puissance plus importantes.

— Des rendements supérieurs pour des densités de puissance équivalentes.

— L’absence d’enroulement facilite la construction et limite les risques de court-circuit.

— Certaines structures jouissent d’une isolation galvanique naturelle, sinon cette propriété
est relativement facile a obtenir.

— Peu d’émission électromagnétique.

Les transformateurs piézoélectriques présentent toutefois quelques inconvénients par
rapport aux transformateurs électromagnétiques. On peut notamment citer la forte dépendance
des comportements €lectriques et mécaniques vis-a-vis de la résistance de charge connectée au
secondaire, celle-ci influe fortement sur la puissance transférée par le transformateur, sur le
rendement de ce transfert ainsi que sur le rapport de transformation. Ceci impose la mise en

ceuvre d’une électronique complexe permettant de régler la tension ou la puissance par exemple.
2.3. Principaux types de transformateurs piézoélectriques

En général, les transformateurs piézoélectriques peuvent étre classifiés en différentes
catégories basées sur leurs modes de vibration ou leurs fréquences de fonctionnement. Ils sont en
général classifiés en trois groupes principaux: haute tension ou TP type Rosen [23-29], basse
tension ou transformateur vibrant en mode épaisseur [30-35], et TP vibrant en mode radial [36-

38] ; mais il y a aussi d’autres types de transformateurs piézoélectriques.
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2.3.1. Le transformateur vibrant en mode épaisseur

Le transformateur vibrant en mode ¢épaisseur présenté dans la figure 2.2 est la
combinaison de deux ou plusieurs couches piézoélectriques. Le primaire et le secondaire sont
séparés par une couche diélectrique qui assure 1’isolation galvanique. Les deux parties sont
polarisées suivant leur épaisseur et le méme mode électromécanique d’épaisseur qui correspond
une vibration de I’ensemble de la structure suivant son épaisseur est exploité. Le gain en tension
est directement proportionnel au rapport des épaisseurs des couches secondaires sur les couches
primaires. La fréquence d’utilisation est inversement proportionnelle a I’épaisseur totale de la
structure et dépend du mode de résonance ¢lastique choisi. Ces structures sont intéressantes de

par leur rapport de forme faible qui permet un report aisé sur une carte électronique [30-35].

L

Figure 2.2 : Transformateur piézoélectrique a mode en épaisseur.
2.3.2. Le transformateur vibrant en mode radial

Le transformateur piézoélectrique vibrant en mode radial présenté dans la figure 2.3 est
fabriqué a partir d’'une céramique en forme de cylindre, sur lequel sont apposées des ¢électrodes
concentriques, d’épaisseur plus petite que le rayon et polarisées selon I’épaisseur. Le mode de
couplage (transversal) est similaire au primaire et secondaire et 1’onde mécanique sollicitée se
propage suivant le rayon. De nature comparable aux transformateurs a mode transversal, ils tirent
parti du méme mode ¢électromécanique planaire au primaire et au secondaire équivalent a une
vibration de I’architecture selon son rayon. A noter que la sollicitation bidimensionnelle améliore
légérement le couplage. Par ailleurs, la modification des rayons des électrodes primaires et
secondaires influe fortement sur le gain en tension et requiert donc une attention particulieére [36-

38].
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Figure 2.3 : Transformateur a mode radial - Structure monocouche.
2.3.3. Le transformateur vibrant en mode transversal

Cette structure est constitué¢e d’un seul barreau piézo-électrique polarisé en épaisseur. Au
primaire et au secondaire, on utilise le méme mode électromécanique transversal qui correspond
a une vibration de I’ensemble du barreau suivant sa longueur. La grande symétrie de cette
structure, tant sur le plan géométrique que sur les modes utilisés, ne permet pas d’obtenir des
gains en tension importants. La fréquence de fonctionnement de ce type de transformateur est
inversement proportionnelle a la longueur du barreau et dépend du mode de résonance considéré.
En raison d’une isolation galvanique naturelle due a la présence de quatre poéles électriques
distincts cette structure est généralement utilisée comme transformateur d’isolement de rapport

unitaire [7].

L

Figure 2.4 : Transformateur piézoélectrique a mode transversal.

2.3.4. Le transformateur de type Rosen

Le transformateur piézoélectrique de type Rosen est fabriqué par une combinaison d’un
actionneur piézoélectrique en mode transversal et d’un transducteur piézoélectrique vibrant en
mode longitudinal, c’est-a-dire il exploite simultanément des modes transversal {31} au primaire
et longitudinal {33} au secondaire. Son architecture favorise naturellement une déformation

longitudinale dont la résonance mécanique est directement proportionnelle a la longueur du
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transformateur et il travaille a basse fréquence. En raison de son gain en tension trés élevé qui
augmente avec le rapport L/e, il est principalement classifié comme un transformateur de haute
tension. Il est possible de feuilleter le primaire du transformateur ce qui aura pour effet
d’augmenter le gain en tension, I'impédance d’entrée et enfin d’accroitre notablement la

puissance de sortie. [23, 25, 27,28].

Enfin, parmi les inconvénients de ce transformateur, il faut souligner sa fragilité
mécanique, notamment lorsqu’il est soumis a de fortes vibrations. En effet I’exploitation
simultanée de deux modes différents (transversal et longitudinal) fragilise le transformateur
particuliérement a 1’interface primaire/secondaire. Une fatigue prématurée de la céramique
couplée a des sollicitations mécaniques trop importantes peut entrainer une rupture de la
structure. Les contraintes thermiques sont également limitantes puisqu’au-dela de la valeur dite
de Curie, la polarisation ainsi que [’effet piézoélectrique disparaissent. Cette limite en
température est dépendante du matériau employé et est généralement comprise entre 150°C et

300°C.

L

Figure 2.5 : Transformateur piézoélectrique de type Rosen.

2.4. Domaines d’applications

2.4.1. Alimentation des lampes fluorescentes

Les lampes fluorescentes a cathode froide sont communément employées comme source
de lumiere pour le rétro éclairage des écrans LCD utilisés pour les ordinateurs portables ou tout
autre appareil électronique portatif les nécessitant. Ces lampes requicrent une forte tension
alternative, I’oscillation favorisant au mieux la conversion électro-optique de 1’énergie, aussi
bien pour I’allumage que durant leur fonctionnement en régime établi. A priori, la fonction
d’¢lévation en tension que doit présenter 1’alimentation peut indifféremment étre réalisée par un

transformateur magnétique conventionnel ou un transformateur piézoélectrique [39].

Pour ce type d’application, il est nécessaire d’utiliser des ballasts car la tension nécessaire

au démarrage de la lampe est sensiblement différente de celle nécessaire en régime permanent.
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Ces ballasts sont généralement constitués d’un réseau résonant, composé d’une inductance et
d’une capacité. Les transformateurs peuvent, par nature, remplacer avantageusement ces réseaux
en réduisant I’encombrement et le prix de ces éléments avec des performances égales sinon

supérieures.
2.4.2. Intégration dans les convertisseurs statiques

L’emploi des transformateurs piézoélectriques dans les convertisseurs statiques constitue
¢galement une application incontournable. En effet, la démocratisation des équipements
¢lectroniques portatifs a suscité un besoin considérable en terme de miniaturisation de leur
alimentation. Le convertisseur d’une puissance de 10W réalise le redressement d’une tension
alternative de 115V en une tension continue de 12 V. Le transformateur pié¢zoélectrique utilisé
est constitué d’un empilement de deux anneaux séparés par une couche isolante. Chaque anneau
est polarisé selon son épaisseur et le facteur de forme observé suggére la sollicitation par le
transformateur d’un mode en épaisseur. La fréquence de fonctionnement du transformateur se
situe autour de 400 kHz afin d’éviter les modes parasites. A cette fréquence, une puissance de

15W en sortie du transformateur a été observée pour un rendement supérieur a 98 % [39].
2.4.3. Alimentation des moteurs piézoélectriques

Pour donner naissance a une onde progressive permettant la mise en mouvement de son
rotor, un moteur a ultrasons, constitué de céramiques piézoélectriques, nécessite de fortes
tensions alternatives d’un ordre de grandeur avoisinant la centaine de volts. Afin d’obtenir ces
niveaux de tension a partir d’une source continue, le schéma synoptique de 1’alimentation d’un
tel moteur se compose traditionnellement de trois ¢léments : une batterie, un onduleur et un
transformateur élévateur de tension. Habituellement, la fonction élévatrice est réalisée par un
transformateur magnétique conventionnel et ce, en dépit de ses nombreux défauts tels que sa
taille, sa masse, son faible rendement ou encore sa forte émissivité ¢lectromagnétique. L’emploi
du transformateur piézoélectrique pour assurer 1’¢lévation en tension avait jusqu’alors été écarté
en raison de ses performances remarquables seulement accessibles au voisinage de la résonance.
Toutefois, si le dimensionnement du transformateur piézoélectrique est opéré afin de caler une
de ses fréquences de résonance sur celle du moteur a ultrasons, une miniaturisation du dispositif

et une amélioration significative du rendement de I’ensemble peuvent étre constatées.
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2.4.4. Applications spatiales, de défense et de sécurité des transformateurs

piézoélectriques

Au cours des années 2000, la NASA a accordé plusieurs projets SBIR (Small Business
Innovation Research) pour intégrer des transformateurs piézoélectriques dans des applications
spatiales [40]. Ce programme de recherche fondé par le SBIR de la NASA, dirigé par le Dr
Carazo, a mis au point un module de conditionneur de puissance électronique (EPC)
piézoélectrique pour alimenter les tubes a ondes progressives (TWT) utilisés pour la
communication sans fil de longue distance espace-terre [41-43 ]. La conception développée a
¢liminé les transformateurs ¢électromagnétiques conventionnels avec un transformateur
piézoélectrique compact et trés efficace. L’unité EPC développée se composait de plusieurs
modules fournissant différents niveaux de haute tension et de puissance aux différents circuits
d’un TWT. Ce programme a permis de développer de nouveaux systémes d’allumage intégrés
pour les petits propulseurs satellites.

Une alimentation piézoélectrique a trés haute tension (I MV) et haute puissance (40 W)
pour piloter des générateurs de neutrons compacts est 1’une des applications du transformateur
piézoélectrique. L’alimentation est basée sur un systtme modulaire empilable qui combine des

transformateurs piézoélectriques et des circuits multiplicateurs de tension Cockroft-Walton [44]
2.4.5. Autres applications des transformateurs piézoélectriques

L’un des domaines d’application les moins courants a été proposé¢ a la fin des
années 1990 par I’Université Politecnica de Catalunya, Espagne, par A. V. Carazo dans sa thése
de doctorat [41]. Dans ce travail, une construction de transformateur piézoélectrique non
résonnant a été évaluée comme transducteur de mesure haute tension pour les réseaux haute
tension. A. Vasquez Carazo a considéré une application originale des transformateurs
piézoélectriques : leur utilisation dans des sondes haute tension. Dans ce type d’application, le
transformateur est utilis€¢ hors résonance limitant la bande passante a quelques kilohertz. De plus,
¢tant donné la forte impédance de sortie, I’interfacage avec les appareils de mesure peut s’avérer
difficile a réaliser. Enfin, la forte dépendance des propriétés des matériaux piézoélectriques aux
conditions extérieures fait que cet appareil de mesure se révele finalement assez imprécis en
’état. Ce n’est pas le meilleur exemple d’application des transformateurs piézoélectriques mais il

témoigne de I’effort fait pour élargir les champs d’applications [44-45].

D’autres applications, plutot liées a la mesure et a I’intégration, ont été envisagées. Vasic

et al [9] utilisent des petits transformateurs pour commander des IGBT. Exploitant le couplage
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longitudinal, ils fonctionnent a une fréquence trés supérieure a la fréquence de commutation des
IGBT et permettent de passer 1’énergie nécessaire a la démodulation des signaux de commande.
Dans cette application, le transformateur remplace avantageusement 1’optocoupleur réalisant
habituellement ce type d’isolation, puisqu’il communique a la fois le signal et I’énergie de

commande tout en assurant 1’isolation galvanique.

2.5. Méthodes de modélisation du transformateur piézoélectrique de type Rosen
employées dans la littérature.

2.5.1. Schéma électromécanique équivalent

Le schéma électromécanique équivalent est I’un des modeles le plus utilis€¢ pour décrire
I’élément piézoélectrique quand les couches piézoélectriques sont connectées a un circuit
¢lectronique. De facon classique, 1’analyse théorique du comportement électromécanique d’un
transducteur piézoélectrique repose sur la définition d’un modele unidimensionnel qui permet
d’établir un schéma ¢lectromécanique équivalent sous la forme d’un hexapdle comprenant un
acces ¢lectrique et deux accés mécaniques. Cette démarche repose sur un certain nombre
d’hypothéses simplicatrices comme par exemple la séparation des modes de couplage, un
fonctionnement en régime linéaire, des conditions d’interface parfaites, etc. Il s’agit donc d’une
approche idéalisée qui, cependant, permet de bien rendre compte du comportement
¢lectromécanique global du transformateur et, par suite, de comprendre l’influence des

dimensions de la structure.

Comme le transformateur piézoélectrique est la combinaison d’un actionneur et d’un
transducteur, apres simplification, pour un fonctionnement autour d’un mode de résonance, on
obtient le schéma de la figure 2.6 faisant apparaitre une branche mécanique (ou motionnelle) et

deux branches électriques (ou statiques).

C Ly,

I T

(6 p— %& %% —_ C;

—

Figure 2.6 : Schéma ¢lectromécanique équivalent d’un transformateur piézoélectrique.
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C) et C, désignent les capacités vues du primaire et du secondaire a 1’état bloqué. L,, rend
compte de sa masse, C, de son ¢lasticité et R, des pertes mécaniques associées. La double
conversion ¢lectromécanique d’énergie est matérialisée par deux transformateurs parfaits de
rapport y; et y,. En général, on établit le schéma pratique de la figure 2.7 ou les impédances
mécaniques ont €té ramenées cOté primaire et ou n’apparait plus qu’un seul transformateur
parfait de rapport y. Les différents éléments de ce schéma peuvent étre soit précalculés a partir
de la connaissance des propriétés physiques du matériau utilisé et de sa géométrie, soit

déterminés expérimentalement.

— O
=

W

Figure 2.7 : Schéma ¢électromécanique simplifi¢ équivalent d’un transformateur piézoélectrique.

Une méthode classique d’identification des éléments du schéma équivalent d’un
transducteur piézoélectrique repose sur 1’exploitation du tracé expérimental, dans le plan de

Nyquist, de I’admittance vue des bornes électriques.
2.5.2. Modéle analytique 1D

Les modeles analytiques sont basés sur la résolution analytique des équations de
propagation du déplacement mécanique et les équations constitutives de la piézoélectricité. Le
modele physique de la structure étudiée exprime les conditions aux limites et permet de faire
certaines approximations telles que la propagation dans une seule direction en négligeant les
deux autres dimensions. On suppose que 1’onde se propage suivant I’axe choisi, alors les
équations de propagation et les équations constitutives se réduisent pour chaque partie du
transformateur. A partir d’hypothéses simplificatrices, notamment une évolution spatiale
unidimensionnelle des grandeurs caractéristiques, les équations du mouvement sont obtenues. A
partir des conditions aux limites on peut obtenir un systéme de plusieurs équations caractérisant
le systtme que 1’on a pu écrire sous forme matricielle. La résolution de ce systeme peut
s’effectuer par différentes méthodes et donne les expressions explicites des grandeurs d’entrée et

de sortie du transformateur.
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2.5.3. Mod¢le analytique général par I’approche variationnelle

A partir du principe de moindre action, il a été possible d’établir, grace aux résultats
depuis longtemps connus de la mécanique analytique, une méthode générale d’étude du
comportement ¢électrodynamique des milieux piézoélectriques. En s’inspirant de travaux
antérieurs ayant trait a la description de la dynamique d’un milieu piézoélectrique par approche
variationnelle, un modele général adaptable a différentes géométries de transformateur a pu étre
mis en place. Les propriétés d’orthogonalité des modes d’un transformateur piézoélectrique pour
un fonctionnement en court-circuit (cas série) et en circuit ouvert (cas paralléle) ont pu étre
démontrées et les solutions générales du probléme exprimées par le truchement d’une
décomposition modale ont été définies. Toutefois, la mise en ceuvre de cette approche nécessite
au préalable une détermination du champ de déplacement et du potentiel électrique. S’il semble
tout a fait utopique de vouloir calculer les solutions exactes du probléme considéré, une
approximation peut toutefois étre proposée. L’approche retenue est la méthode d’approximation
de Rayleigh-Ritz ou le champ de déplacement s’écrit comme la combinaison linéaire de
fonctions qui vérifient conjointement les relations de continuité et les conditions aux limites
cinématiques. La mise en équation du probléme et I’obtention des équations du mouvement
consistent par conséquent en I’application du principe de moindre action selon le champ de

déplacement approximé et les coordonnées généralisées choisies [46].

2.5.4. Méthode des éléments finis

L’arrivée du calcul numérique et de méthodes de résolution performantes par ordinateur a
permis de populariser la méthode des ¢léments finis qui est apparue avec I’analyse des structures,
née vers 1850. Depuis 1960, de nombreux progres ont été accomplis et la méthode des éléments
finis subit un développement rapide. Elle permet de résoudre de facon approchée le probléme
mécanique continu. Elle consiste a discrétiser le matériau a analyser a 1’aide d’¢éléments de base
tels que des quadrilatéres ou des triangles pour un probléme a deux dimensions, c’est le maillage.
C’est un modele généralis¢ car il s’applique a la totalit¢ des problémes de physique et
d’ingénierie rencontrés dans la pratique. Il est particulierement bien adapté dans le cas des
milieux hétérogeénes. Dans la résolution, les déplacements mécaniques, les forces mécaniques, le
potentiel électrique et la charge électrique sont calculés aux nceuds de chaque élément. A partir
de ces quantités mécaniques et électriques, les grandeurs relatives a chaque élément sont
calculées a 1’aide de combinaisons linéaires de fonctions polynomiales d’interpolation. En
substituant la contrainte mécanique, le déplacement électrique, le déplacement mécanique et le
potentiel électrique dans les équations de propagation, on obtient le systeme d’équations
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différentielles telles que les degrés de liberté du probléme représentent le nombre d’inconnues du
systéme d’équations associé¢ a tous les nceuds. Avec les progres croissants réalisés en terme de
moyens informatiques, des logiciels de calcul par éléments finis, notamment Ansys et Comsol,

ont ¢été utilisés pour la modélisation a trois dimensions des transformateurs piézoélectriques.

2.6. Conclusion

Le principe de fonctionnement du transformateur piézoélectrique qui exploite les
phénomenes piézoélectriques direct et inverse est présenté dans ce chapitre. Inventé dans la
premiére moiti¢ du vingtieme siécle, il est encore utilisé aujourd’hui. Il a été rappelé qu’il est
appliqué dans plusieurs domaines. A cause des propriétés résonantes de ce composant, une
modélisation est nécessaire. Comparés aux transducteurs et autres résonateurs piézoélectriques,
la modélisation du comportement électromécanique des transformateurs piézoélectriques a été
plus tardive. Les modeles classiques reposent généralement sur I’exploitation d’un schéma
¢lectrique équivalent obtenu a partir des hypothéses unidimensionnelles qui ne peut pas tenir
compte des effets des autres dimensions. Aujourd’hui plusieurs modéeles sont présentés dans la
littérature. Ils ont été décrits dans le présent chapitre. Nous présentons dans le chapitre suivant

une nouvelle méthode pour modéliser un transformateur piézoélectrique.
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Chapitre 3

EXTENSION DE LA METHODE POLYNOMIALE A
L’ETUDE UNIDIMENSIONNELLE
DUTRANSFORMATEUR PIEZOELECTRIQUE



3.1. Introduction

Un transformateur piézoélectrique est fabriqué par la combinaison de deux céramiques
piézoélectriques [1-4]. Son comportement dépend de plusieurs parameétres avec un optimum
lorsqu’il fonctionne au voisinage de sa fréquence de résonance. Cela requiert un bon modele
pour le décrire [5-8]. Ce chapitre montre une nouvelle approche utilisant le polynome de
Legendre appliqué a la modélisation du transformateur piézoélectrique. L’objectif est de donner
un nouvel outil mathématique permettant d’effectuer I’analyse des modes libres et de la réponse
harmonique de transformateur piézoélectrique de type Rosen qui a forme la plus simple par
rapport aux autres transformateurs et le plus utilis€ comme ¢€lévateur haute tension électrique en
équipement électronique. La structure a étudier est décrite avant d’écrire les équations
constitutives et les équations de propagation des ondes dans le transformateur. On présente

ensuite les résultats de simulation numérique en précisant le domaine de faisabilit¢ du modele.

3.2. Formulation mathématique

3.2.1. Description de la structure

La structure étudiée est un transformateur piézoélectrique de type Rosen qui repose sur
I’association de deux ¢léments ferroélectriques, 1’un, la partie primaire, faisant intervenir I’effet
piézoélectrique inverse 1’autre, la partie secondaire, I’effet direct. L’élément primaire est polarisé
suivant I’épaisseur tandis que le secondaire est polarisé suivant sa plus grande longueur. Les
deux éléments font donc intervenir le mode transversal et longitudinal. La figure 3.1 est une
représentation schématique d’un transformateur piézoélectrique de type Rosen de longueur L, de
largeur / et d’épaisseur /. Les longueurs respectives du primaire et du secondaire sont notées L
et Lp. L’origine du repére du systeme de coordonnées cartésiennes (O,x;,x»,x3) est située au
centre de I’interface entre le primaire et le secondaire. Le primaire compris dans I’intervalle -
L;<x;<0 est compos¢ de n couches d’épaisseur respective h/n, chacune d’entre elles étant
alimentée par une tension sinusoidale d’amplitude v, et de pulsation w. Le secondaire est situé
dans I’intervalle 0<x;<L, et 1’électrode de sortie repérée par 1’abscisse x;=L; est reliée a une
résistance de charge R.;. Nous faisons 1’hypotheése que le transformateur est fabriqué par un
matériau PZT de classe 6mm et que les axes Oxj, Ox; et Ox; coincident respectivement avec les

axes cristallographiques X, Y et Z.
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Figure 3.1 : Transformateur piézoélectrique de type Rosen multicouche.

3.2.2. Hypothéses mécaniques :
- Le transformateur est considéré comme une fine poutre, la contrainte normale suivant
I’axe (Ox;) de la structure est supposée prépondérante si bien que 77,>> T, et T1>>T3, elle est

supposée libre de toute contrainte de cisaillement ce qui impose :
T2= T3=T4=T5=T6=0; (313.)

- La dépendance des trois déplacements avec les coordonnées x;, x, et x; et les
déplacements suivant les directions (Ox;) et (Ox;) sont négligés. Les relations suivantes sont par

conséquent vérifiées :
ui(xp t) = 0si k#1 ;5 u1=u=0 ; (3.1b)

- Les épaisseurs des ¢lectrodes sont négligeables.
- Le transformateur piézoélectrique est suppos€ ne subir aucune contrainte a I’extrémité du

primaire et du secondaire. Ces conditions aux limites dites « libre-libre » s’écrivent simplement :
T1(X1 =—L1,t)=T1(x1 :Lz,t):O (310)

3.2.3. Hypothéses électriques :
- -De parla structure du primaire, 1’épaisseur est infiniment mince, alors on peut dire que le

potentiel varie linéairement suivant (Ox;). Dans ce cas :

T
E3=—a—¢=cteet[E]=[00 _oel (3.2a)
3

dx dx3

L’exposant T représente la transposée de matrice.
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- Pour le secondaire, les composantes de 1’induction ¢€lectrique selon les directions (Ox;) et

(Ox;) sont négligeables :
[D] = [D, 0 0]7. (3.2b)
3.2.4. Equations constitutives

Pour décrire le comportement dudit transformateur, on résout les équations de
propagation des ondes dans toute la structure en utilisant les équations constitutives pour chaque
partie. Dans la partie primaire un champ électrique appliqué suivant la direction x3 génére une
déformation mécanique, on travaille avec les variables indépendantes déplacement mécanique et
potentiel électrique dans 1’équation constitutive. Du c6té secondaire on travaille avec les
variables indépendantes déplacements mécanique et électrique. En effet, du fait de
I’approximation 1D le champ électrique au primaire et le déplacement é€lectrique au secondaire

sont uniformes.

Compte tenu des hypothéses et en utilisant la notation de Voigt dans les composantes de
tenseur, les équations de la piézoélectricité au sein du primaire et du secondaire s’écrivent

respectivement comme suit :

T; = E1E1S1 _531E3

3.3a
D3 = 53151 + §3S3E3 ( )
Tl = _3£3)S1 _1,733D1

(3.3b)

El = _}733S1 + IE3§D1

Tableau 3.1: Propriétés matérielles du transformateur piézoélectrique (TP).

Propriétés Symboles Valeurs

Densité p 7600 Kg/m’

Compliances a champ E constant s& 1,256x10" m/N
sk, 1,610x10" m?/N

Permittivité ks 1454 F/m

Coefficients piézoélectriques d3q -1,329x10"° C/N
ds3 3,086x10"° C/N

Facteur de qualité mécanique Qm 300
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3.2.5. Equations de propagation
Les équations de propagation des ondes acoustiques dans un matériau piézoélectrique

sont données par :

aTi/‘ 0’u
o, P
3.4
o, _, (3.4)
ox

ou u,représente les composantes du déplacement mécanique suivant I’axe x; et p est la masse

volumique.

En utilisant la forme réduite des équations constitutives, les équations de propagation des ondes

acoustiques dans les deux parties sont données par:

drT, d’u, _,d’u,

@, Par T ax)
dD, 0 , pour —L1<x;<0 (3.5a)
dx, -

dx, e T ox,’
et dD , pour 0<x,<L,. (3.5b)

dT, d’u, _ oo d’u,

3.3. Résolution analytique — Extension de la méthode polynomiale

3.3.1. Résolution polynomiale

La résolution de ces derniéres équations se fait en utilisant la méthode polynomiale. Dans

la résolution polynomiale, tous les parameétres et les variables sont normalisés. Nous appliquons

le changement de variable suivant : g, = x, /L , et utilisons la variable normalisée 7| ©=7® /e

R est le numéro de la région qui est €gal a 1 c6té primaire et 2 coté secondaire. La pulsation est

aussi normalisée et est definie par Q= w/o, ou @, = (ﬂ / L )\/ ) / P est la pulsation de résonance

de plaque du c6té primaire. Le choix des variables indépendantes dans la section précédente nous
permet de développer uniquement le déplacement mécanique en série de polynomes

orthonormés, dans 1’hypothése unidimensionnelle, avec une forme analytique choisie pour

assurer sa continuité a I’interface (" (0) =1*(0)). Ce déplacement est donné par:
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u" (q,)=>_0"(q,)pY . (3.6a)

m=0
dans la région 1 et
u?(q) =D 0Py +4,> .07 (a)p (3.6b)
m=0 m=0

dans la région 2

avecQ,"(q,) =

m

2m + l)LPm(2qlL ()
L L

R

]01‘1 P, sont les polyndmes de Legendre de degré m. p'®

R
sont les coefficients du développement polynomial. Le facteurq; dans I’expression du
déplacement dans la région 2 assure la continuité a 1’interface entre la partie primaire et la partie

secondaire.

Pour décrire la structure et incorporer automatiquement les conditions aux limites et les

continuités, fonctions porte définies comme suit [9-12] :

"o 1 si g,<¢,<0
- = (3.72)

0 ailleurs

1 si 0<g,<gq,

ot " = , (3.7b)
0 ailleurs

sont introduites dans les équations de propagation

djlx 2 2 s
(ql pul (3.8)

. TS ! 50 (2 0,4, K s A
oul; =T"TI"" + T"TI"" et u’ =u +u® . L’exposant s représente la structure globale.

Cela nous donne :

T . T Y
e ™ +7,05(g, - q,) + (T = T )s(q,) + e 1 -T%6(q, - q,) = —pL wyu; (3.9)
1 1

Dans cette derniére relation, les conditions de I’annulation des contraintes a 1’extrémité
de la structure, plus précisémentTl(l) =0 pour ¢, =9, et T =0 pour ¢, = q,, sont imposées
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respectivement par les termes 7,"5(q, —q,) et T?6(q,—q.) et la continuité a I’interface,

T =T pour ¢, =0, est assurée par le terme (]71(2) - )5(%) [9-12].

3.3.2. Recherche des solutions

En injectant les expressions du déplacement mécanique pour chaque partie dans les
équations constitutives réduites puis ces équations constitutives dans les équations de
propagation multipliées par QJ(.R) (g,) et intégrées sur g; de g, jusqu’a 0 dans la région 1 et de 0
jusqu’a g5 dans la région 2, nous obtenons un systeme de 2(M+1) équations linéaires a 2(M+1)

inconnues p,(nR) avec un parametre € :
[Al ( )2 2 2 _
+ n/qp Q'Mlp+CID;” =Dly, . (3.10)

W H®
avec [p Pul I’exposant T signifiant la matrice transposée. Les coefficients du

développement p peuvent €tre obtenus a partir de cette équation matricielle. Ceci nous permet
d’effectuer 1’analyse des réponses en fréquence du transformateur en calculant 1’admittance

d’entrée et le gain en tension. Les matrices A1, C1, D1 et E1 sont données par :

All A|2 Mll O Cll Dll
Al = , M1= ,Cl= , D1=
1471 AZZ MZ] M22 C21 DZ]
avee

A, =T8N +0" (g,)d0Y (q,) - 0" (0)d0" (0)),

4, =220 (0)d0 (0),

||<'3| Ol

A, = (Jffml+Q;”*(0>Q,f’(0)—Q;”*(qJQ;”(qJ—qSQ;”YqA.)dQ;”(qy))

o

11

4, =0"(0)d0."(0);
C, =@, /20" (4.)-0" (0) C, =, /)0 (0);

M, =T My =g, 0500 (0 et M, =)

ou
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1jm

0
[0 * sk
T =0 g0l dy s Qm 017d,
q, ’

J‘Qa)* ( o ) J30;1n y_J‘Qm*a ( lan(f))dq]

a% 0q, ’

3jm

3.4. Résultats analytiques

3.4.1. Analyse harmonique

On calcule I’admittance d’entrée et le gain en tension dans cette analyse en étudiant les
réponses en fréquence du transformateur a partir desquelles les autres grandeurs électriques
comme le rendement en puissance et la puissance de sortie sont obtenues. L’admittance d’entrée
est obtenue en calculant le courant qui circule dans les électrodes métalliques du co6té primaire

par I’application du théoréme d’ Ampere qui est donné par :

_ ~ )
i, =iolL| D"dg, = ioesl] {i—‘?‘ —1vp}' . (3.11)
4q, 9y r ql V4

Apres le calcul pour une tension d’entrée d’amplitude 1V, I’admittance d’entrée est

Y =-iQ0,C, (1— L XX p(”j, (3.12)

r

avecC = ILIE; /h la capacité bloquée vue du primaire et XX =0 (0)-0"(q,)-

Pour déterminer la tension de sortie telle que v, =®“(g,), on fait I’intégration sur ¢; de 0 a ¢ de

la composante suivant Ox; du champ électrique dans la région 2 donné dans les €quations

constitutives.

D’autre part vs=Rpis ou is est le courant de sortie obtenu a partir du théoréme d’Ampeére du coté

secondaire du TP. Apres le calcul on obtient :

|7 _~Q )
—{hﬁ%/(l lQJj|XXme . (313)
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XX, =0%(q.), 0 estle facteur de qualité électrique exprimé par Q= 1/(R C.o ), avec

ch " ss " p

C, =1hg(1-k3,)/L, la capacité bloquée vue du secondaire.

3.4.2. Analyse modale

On peut écrire 1’équation 3.11 sous la forme d’une équation aux valeurs propres pour

déterminer les fréquences de résonance :

dans le cas TP a sortie en court-circuit elle devient :

MU' 4l p, ={xq,) p, (3.14a)

et dans le cas sortie en circuit ouvert :

M1 Al,p, = _(,,/ q, )2 D (3.14b)
3.5. Résultats des simulations

3.5.1. Convergence de la méthode

Dans la simulation numérique, la convergence des résultats est obtenue pour une valeur
de I’ordre de troncature définie par M a partir de laquelle ces résultats restent constants méme si
on augmente les valeurs de M. Nous calculons les fréquences de résonance et d’antirésonance et
I’admittance d’entrée pour différentes valeurs de 1’ordre de troncature pour étudier la

convergence de la méthode polynomiale proposée.

La figure 3.2 représente 1’admittance électrique du transformateur piézoélectrique pour
une structure unidimensionnelle avec différentes valeurs des ordres de troncature M. Sur toute la
gamme des fréquences données sur 1’axe des abscisses, nous remarquons que la convergence du
premier mode est atteinte pour M =5 et celle du deuxiéme mode pour M=7. A partir de M=9, les
fréquences de résonance qui correspondent a I’admittance maximale pour les trois premiers

modes restent constantes.

Les courbes présentées dans la figure 3.3 sont la variation des fréquences de résonance
paralleéle en fonction de 1’ordre de troncature pour les quatre premiers modes du transformateur
piézoélectrique de type Rosen. On constate que chaque courbe devient invariante a partir d’une
valeur de M lorsqu’on augmente cette valeur. Pour mieux expliquer ces figures, quelques valeurs
dans ces courbes sont relevées et données dans le tableau 3.1. et on observe que lorsque M=5 la
convergence du premier mode pour la fréquence d’antirésonance est obtenue ; pour M supérieur

ou égal a 9 une valeur constante des seconde et troisieme fréquences propres est obtenue ; le
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quatrieme mode ne change pas en valeur a partir de M=11. Cette convergence est identique a

celle du transformateur a secondaire en court-circuit. Cela signifie que le modele polynomial

restitue la fréquence de résonance et I’admittance électrique du transformateur piézoélectrique a

partir de M=11.

Admittance d'entrée [S]

2

10

p—
ec

p—
cI
~

p—
cI
-
T

1 . |
0 1] 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Fréquence [Hz| x10°
Figure 3.2 : Etude de convergence du modele polynomial 1D.
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Figure 3.3 : Fréquence de résonance en Hertz en fonction de 1’ordre de troncature.
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Tableau 3.1 : Convergence de la méthode polynomiale pour la fréquence [en Hz].

Ordrede | M=3 | M=5 | M=7 | M=9 | M=11 | M=13 | M=15 | M=20
troncature

Mode 1 70625 | 70587 | 70587 | 70587 | 70587 | 70587 70587 | 70587

Mode 2 141078 | 142561 | 142503 | 142504 | 142504 | 142504 | 142504 | 142504
Mode 3 215271 | 211475 | 211812 | 211796 | 211796 | 211796 | 211796 | 211796
Mode 4 382785 | 282177 | 285341 | 284920 | 284939 | 284939 | 284939 | 284939

3.5.2. Validation de la méthode

La convergence de la méthode étant établie, pour valider notre modele les fréquences de
résonance et d’anti-résonance, I’admittance d’entrée électrique et le gain en tension sont calculés
en comparant les résultats numériques calculés par les approches polynomiales aux résultats
obtenus par la modélisation analytique, outil d’optimisation le plus utilisé, détaillée dans
I’annexe B [7]. L’erreur relative associée est calculée comme suit pour, respectivement, les
fréquences de résonance, les fréquences d’anti-résonance, 1’admittance et le gain en tension [9-

13]:

£ ,(%) =100 x ‘(f -/ )/ 1|, (3.15a)

gfa(%)zmoX\(fa ,,,,,, )] (3.15b)

&,(%)=100x Qy,-nlw—ym ,,,,, )/ Yl | (3.15¢)

et e, =100x [l ~Iel_Jel..]- (3.15d)

ou les indices anal et pol désignent respectivement analytique et polynomial. G désigne
I’amplitude du gain en tension. Les parametres des matériaux utilisés dans les simulations sont

donnés dans le tableau 3.1.
3.5.2.1. Fréquences propres

Les fréquences de résonance et d’anti-résonance d’un TP sont données, respectivement,
dans le tableau 3.3 et le tableau 3.4 avec M=I11. Les résultats obtenus par 1’approche
polynomiale sont en trés bon accord avec les résultats de la méthode analytique. Ces résultats
valident notre approche polynomiale pour I’analyse modale du TP. De plus, contrairement a la

méthode analytique pour laquelle les fréquences propres sont obtenues par une résolution
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graphique, notre méthode peut les calculer directement sans approximation. C’est I'un des

avantages de l’utilisation d’une approche polynomiale pour la modélisation d’un transformateur

piézoélectrique.
Tableau 3.2 : Fréquence de résonance [en Hz].

3
prol f’"anal 8fX10
61767,71 61767,65 0,10
125713,53 125713,05 0,38
208752,03 208752,05 0,00
284935,97 284936,23 0,11

Tableau 3.3 : Fréquence d’anti-résonance [en Hz].

!
fapol faanal SfXIO
70587,54 70587,53 0,13
142504,77 142504,83 0,36
211796,83 211796,76 0, 30
284940,12 284939,67 1,61

3.5.2.2. Admittance d’entrée

Dans I’étude des vibrations forcées, la réponse harmonique du transformateur a été
calculée pour une tension sinusoidale d’amplitude 1 V appliquée au primaire, avec une résistance

de charge connectée au secondaire. Les pertes mécaniques dans le matériau sont introduites a
L 4 : E E : A — 9 E
I’aide de constantes ¢lastiques complexes s;; et s;; qui sont remplacées par s (1—1/0On) et s%

(1-1/Om) [7] ou On, est défini dans le tableau 3.1.

La figure 3.4a donne I’amplitude de I’admittance d’entrée avec un ordre de troncature M
=11 en fonction de fréquence de la tension sinusoidale appliquée au primaire. Les résultats via la
méthode polynomiale sont en accord étroit avec ceux calculés analytiquement représentés par
une ligne continue avec une erreur relative inférieure a 10°% qui est présentée sur la figure 3.4b.
De plus, a proximité des fréquences d’anti-résonance que nous avons obtenues ci-dessus,
I’amplitude de I’admittance varie brusquement avec la fréquence et on observe alors les valeurs
maximales de D’erreur relative, c’est-a-dire qu’au voisinage des résonances la méthode
polynomiale rencontre des difficultés sur la convergence mais du point de vue valeur 1’erreur est

acceptable.
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Figure 3.4: Admittance d’entrée du transformateur piézoélectrique a sortie en circuit ouvert.

3.5.2.3. Gain en tension

Le gain en tension en fonction de la fréquence calculé avec deux méthodes différentes est
présenté sur la figure 3.5a pour le transformateur piézoélectrique a sortie en circuit ouvert. Les
courbes dans cette figure montrent que les approches polynomiale et analytique ont des résultats

en bon accord avec une erreur relative présentée dans la figure 3.5b qui ne dépasse pas 10~ %.
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a)Amplitude du gain en tension b) Erreur relative

Figure 3.5 : Gain en tension en fonction de la fréquence.

Le gain en tension est maximal au voisinage des fréquences de résonance et le plus
important est celui du deuxiéme mode. Au voisinage de ce mode, la figure 3.6a donne le tracé
fréquentiel du gain en tension du transformateur et la figure 3.6b montre celui de la puissance de
sortie et du rendement en puissance, définis dans 1’annexe B, pour une charge (R.,) égale a 1
MQ. 1l est bien vérifié que, pour R, constante, une géométrie et une qualité de matériau données,
le gain en tension, la puissance de sortie et le rendement sont ceux d’un filtre passe-bande. Les
performances du transformateur piézoélectrique sont donc trés fortement dépendantes de la

fréquence de fonctionnement et ne sont véritablement intéressantes qu’au voisinage de la
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fréquence de résonance f,. Nous voyons donc d’ores et déja que la fréquence d’alimentation doit
étre asservie a la fréquence de résonance afin d’obtenir les meilleures performances du
transformateur [1, 3, 7, 13]. Il est & noter que la fréquence de résonance et les autres grandeurs
¢électriques du transformateur varient en fonction de la charge, ceci sera détaillé dans la sous-

section suivante.

300 100
E 250} 80} =uunn Rendement
& === Puissance
o 200y 601
~—
g
= 150y
<
O 100}
50 : : ‘ 0 . \ ‘
120 130 140 150 160 120 130 140 150 160
Fréquence [kHz] Fréquence [kHz]
a) Module du gain en fonction de la fréquence b) Puissance de sortie et rendement

Figure 3.6 : Evolution fréquentielle du gain, de la puissance et du rendement pour Rg=1MQ.
3.5.3. Exploitation de la méthode

3.5.3.1. Dépendance de la résistance de charge

<> Influence sur la fréquence de résonance

La variation en fonction de la résistance de charge de la fréquence de résonance f,
ramenée a la fréquence de résonance série f; de la structure est tracée dans la figure 3.7a. On
constate que la fréquence de résonance est trés influencée par le niveau de charge que I’on met
au secondaire du transformateur et évolue, de maniére croissante, entre les fréquences de
résonance correspondant au cas série et au cas parallele. Plus la différence Af = f,-f; est
importante plus cette dépendance est forte. Cette variation de f, peut étre préjudiciable lors d’un
fonctionnement sur charge variable et contribue a dégrader trés fortement les performances du
transformateur. Pour pallier ce probléme, un dispositif d’asservissement de la fréquence
d’alimentation du transformateur est nécessaire de fagon a I’ajuster en fonction du niveau de
charge. En outre, la charge résistive placée au secondaire n’influe pas sur la fréquence de
fonctionnement de la structure lorsque Af est nulle. Cependant, toute annulation de cet intervalle

de fréquence dégrade la puissance et le rendement du transformateur [1, 3, 7, 13].
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K/

K Influence sur le gain, la puissance et le rendement

La figure 3.7b donne I’évolution du gain en tension en fonction de la charge a tension
d’entrée constante avec la fréquence asservie sur la fréquence de résonance. Au dela de la charge
optimale qui est égale & 5x10°Q le gain en tension augmente jusqu’a sa valeur maximale. Le
transformateur présente un gain a vide important (grand facteur de qualité¢ Q). Pour des charges
importantes, le gain en tension est considérable. Physiquement, si la valeur de la charge est tres
importante, les €lectrodes de sortie sont pratiquement en circuit ouvert [5, 14]. Dans ce cas, la
tension de sortie est élevée, et le courant de sortie tend vers zéro. La fréquence de résonance
s’apparentealors a la fréquence paralléle £,. On voit bien que le transformateur piézoélectrique de

type Rosen est un élévateur de tension [13].
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a) Fréquence de résonance vs Ry, b) Gain en tension du transformateur vs R¢p

Figure 3.7 : Variation de la fréquence de résonance et gain en tension en fonction de la charge du
TP.

La puissance transmise a la charge est représentée sur la figure 3.8a. La courbe de
puissance est principalement caractérisée par trois extrema locaux : deux (2) maxima et un (1)
minimum. La puissance est maximale lorsque la vibration du transformateur, lors de la
conversion de 1’énergie au secondaire, n’est pas trop amortie [13]. Les deux maxima conduisent
a un rendement de 50 % et a deux valeurs trés distinctes du gain en tension et correspondent a
une adaptation de la charge [3]. Lorsque la conversion d’énergie au secondaire est maximale,
correspondant au minimum de la vitesse de vibration, I’amortissement induit ne permet pas de
transférer une quantité importante d’énergie [13], d’ou la présence d’un minimum pour cette

valeur particuliere de résistance.

La figure 3.8b représente le rendement du transformateur en fonction de la charge.
Contrairement a la puissance transmise a la charge, le rendement n’admet qu’un seul maximum

correspondant a la charge pour laquelle la vitesse de particule dans la structure est minimale.
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Figure 3.8 : La puissance et le rendement du transformateur en fonction de la charge.

En termes de fonctionnement et de dimensionnement, un choix pourra étre fait entre ces

deux situations.

3.5.3.2. Profils des déplacements mécaniques et potentiels électriques

Chaque valeur propre trouvée correspond a un vecteur propre qui nous permet de calculer
le déplacement mécanique et le potentiel électrique pour chaque mode. La figure 3.9a montre les
profils de déplacement mécanique du transformateur étudié pour les quatre premiers modes
calculés par la méthode polynomiale pour un transformateur a sortie en circuit ouvert. La

continuité imposée sur le déplacement mécanique est vérifiée sur ces résultats.
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Figure 3.9: Profil de déplacement mécanique et potentiel €lectrique.

La figure 3.9b permet de visualiser la répartition spatiale du potentiel électrique pour les quatre
premiers modes d’élongation selon (Ox;) dans le cas d’un fonctionnement en circuit ouvert
calculé en utilisant la méthode polynomiale. Les conditions aux limites et les continuités sont

vérifiées par les résultats présentés. D’apres ces courbes une variation importante de potentiel
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¢lectrique dans la partie secondairex;€[0, L] est observée. Cela est di a 1'accumulation spatiale
de la tension générée dans cette partie. Le taux de changement de potentiel ®® est grand prés de

x; ou la contrainte d’extension est grande.

3.5.3.3. Coefficient de couplage électromécanique

Le modéle polynomial est un outil de pré-dimensionnement. Nous avons donc mené une
¢tude de la variation des fréquences de résonance, d’antirésonance et du coefficient de couplage
¢lectromécanique en fonction de la proportion longueur du primaire sur longueur totale de la
structure. Ce choix paramétrique est motivé par sa forte incidence sur le comportement
¢lectromécanique de la structure. La figure 3.10 donne les fréquences de résonance série et
parallele pour une évolution du rapport t=L;/L entre 0% et 100%. On constate sur cette figure
que les fréquences de résonance et d’antirésonance et la différence Af = f,-f;, qui rend compte de
I’influence de la charge sur les fréquences, varient avec le rapport 7. La différence Af est reliée a
un facteur de mérite des transformateurs piézoélectriques : le coefficient de couplage
¢lectromécanique kgff. Plus cet intervalle de fréquence sera élevé, plus grand sera le coefficient
kgff . Ce facteur dépend des dimensions de la géométrie considérée et est utile pour déterminer
quel matériau piézoélectrique choisir en fonction de 1’application visée [15]. Il est aussi une
donnée trés importante dans le dimensionnement d’un transformateur piézoélectrique. Ce
coefficient définit, pour un mode vibratoire considéré, la capacité de la structure a convertir de
I’énergie €lectrique en énergie mécanique, et inversement. Nous avons tracé€, sur la figure 3.11,
la variation du coefficient de couplage effectif, donné par (1.16), en fonction du taux de
recouvrement des électrodes au primaire, pour le deuxiéme mode. Le coefficient de couplage est

maximal pour un rapport T de 0,48 a 0,6.
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Figure 3.10: Evolution des fréquences de résonance f; et d’antirésonance f, en fonction du

rapport 1=L;/L du TP.
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Figure 3.11: Evolution du coefficient de couplage électromécanique en fonction du

rapport 1=L;/L du TP.

3.6. Limitations du modéle

Nous avons modélisé dans la section précédente le transformateur de tension de type
Rosen en utilisant la méthode polynomiale 1D. Il a ét¢ démontré, avec des hypothéses
particulieres, que les équations constitutives se réduisent et la caractérisation du transformateur
est facile a faire. Toutefois, cette méthode demeure restrictive : elle repose sur I’hypothése
qu'une seule onde longitudinale se propage selon la longueur, négligeant ainsi tous les
phénomenes de couplage dans les autres directions (largeur et épaisseur). Utiliser un logiciel
d’analyse par éléments finis pour modéliser les transformateurs piézoélectriques s’impose
nécessairement si on veut tenir compte de toutes les vibrations. Dans notre cas, 1’intérét
d’employer une méthode numérique tridimensionnelle est principalement d’étudier la limite du
modele polynomial unidimensionnel développé auparavant en comparant les résultats (1D et 3D)
obtenus. Un logiciel de calcul par éléments finis a donc été utilisé pour la modélisation a trois
dimensions des transformateurs piézoélectriques. Dans notre cas, nous avons utilisé le logiciel
COMSOL Multiphysics. La figure 3.12 illustre les quatre premiers modes de vibration et les
valeurs associées au gain en tension. Les résultats illustrés sur cette figure montrent que des
différences existent entre le modele polynomial 1D et le modéle numérique 3D avec un écart
relatif sur les fréquences de résonance entre les deux modeles de 0,17 % dans le meilleur des cas
(mode 1) et de 6,9 % dans le pire des cas (mode 4). En ce qui concerne le gain en tension, une

différence est aussi obtenue. L’écart relatif varie entre 14 % (mode 2) et 23 % (mode 1).
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Figure 3.12 : Comparaison des gains en tension 1D et 3D.

La comparaison des gains en tension et des fréquences de résonance obtenus a I’aide du
modele polynomial 1D et du modele numérique 3D du transformateur est suffisante pour tirer
des conclusions sur la limite du modele 1D : les écarts sur les résultats montrent que le modele
1D ne respecte pas le comportement physique réel du TP de type Rosen. Pour réduire ces écarts
sur les résultats, nous proposons un modele 2D qui permet de tenir compte des effets de la

dimension latérale du transformateur.
3.7. Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode polynomiale a été étendue pour la modélisation du TP de
type Rosen. Les équations du mouvement sont résolues numériquement en développant chaque
composante de déplacement mécanique en série de polyndomes de Legendre. Les conditions aux
limites et de continuités sont directement intégrées dans 1’équation de propagation. Les résultats
de I’analyse des modes libres et des vibrations forcées sont présentés pour le TP. Les fréquences
de résonance et d’anti-résonance sont obtenues directement sans approximation. Le déplacement
mécanique, I’admittance d’entrée électrique et le gain en tension sont facilement obtenus pour un
TP de type Rosen par cette méthode. Dans le cadre de cette étude unidimensionnelle, les résultats
numériques sont en excellent accord avec les résultats analytiques. Ce modele 1D ne prend pas
en compte les effets transversaux, un modele bidimensionnel est abordé dans les chapitres

suivants.
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Chapitre 4

METHODE POLYNOMIALE APPLIQUEE A L’ETUDE
BIDIMENSIONNELLE DU TRANSFORMATEUR
PIEZOELECTRIQUE : HYPOTHESE DEFORMATION
PLANE



4.1. Introduction

Le chapitre précédent a permis de présenter la faisabilité¢ de la méthode polynomiale pour
modéliser un transformateur. Toutefois, le modele unidimensionnel n’a pas permis de mettre en
évidence les effets des autres dimensions latérales. On fait donc appel a un modele
bidimensionnel ou on a deux possibilités pour le transformateur, chacune d’entre elles dépend
des hypothéses adoptées: déformation plane ou contrainte plane. Dans ce chapitre 1’approche
polynomiale est utilisée pour modéliser un transformateur piézoélectrique en adoptant
I’hypothése bidimensionnelle déformation plane. La comparaison entre les résultats obtenus avec
le modele des éléments finis 2D pour la méme hypotheése déformation plane et les résultats
obtenus avec ’approche polynomiale est faite apres avoir présenté la méthode de calcul de cette
approche. Un calcul général éléments finis 3D est ensuite effectué pour déterminer si I’hypothése

déformation plane est valide ou non.
4.2. Structure étudiée et hypothéses

Nous prenons la méme structure que celle étudiée dans le chapitre 3. C’est un
transformateur piézoélectrique de type Rosen composé d’une céramique PZT dont I’axe de
polarisation est différent au primaire et au secondaire. Les matrices des coefficients des
matériaux pour chaque partie doivent donc respecter un systéme de coordonnées local. Les
matrices des propriétés électromécaniques du primaire (polarisé selon I’axe (Ox3)) et du

secondaire (polarisé selon 1’axe (Ox;)) sont les suivantes [1-4]:

cOté primaire

oo 0 0 0
cf% cil ci} 0 0 O 0 0 0 0 e 0 g 0 0
0 C3 C3 G5 2 0 0 L0 0 0 e 0 0 e 0 & 0 (4.1a)
0 0 0 ¢& 0 0 ,
0 0 0 0 & 0 e 00000 vh e
0 0 0 0 0 cf]

et cOté secondaire
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cf3 clE3 cf; 0 0 0|
cEcE cE 0 0 0 s
c]; c]E1 clg 0 0 0 @ & e 000 a0 ’
JRCI IR PR 40 0 0 0 0 e.|eP=0 & 0] (4.1b).
0 0 0 ¢E 0 0 N
w“ 0 0 0 0e, 0 0 0 &
0 0 0 0 c& 0
00 0 0 0 cf

Dans I’hypothése déformation plane travaillant dans le plan (Ox;, Ox3) le systeme est
supposé invariant par rapport a 1’axe Ox; et donc les ondes sont uniformes suivant x,. Au niveau
des équations de propagation, les composantes du déplacement mécanique u; et u3 sont
découplées avec u,. Par conséquent, on peut résoudre séparément les équations dépendant de u;
d’un coté et dépendant de u; et u3 d’autre coté. Dans notre cas, on ne considére que les ondes qui
se propagent dans le plan sagittal (Ox;, Oxs3). Nous travaillons ici en régime harmonique et la
dépendance temporelle est de la forme exp(iwf) ou ® désigne la pulsation de I’onde. En outre
I’épaisseur des ¢électrodes est supposée trés mince et donc nous les considérons mécaniquement
comme négligeables. Pendant la résolution polynomiale nous adoptons les changements de

variables suivants :
q=x/L, q,=2x,/h, z=h/L (4.22)
et nous normalisons les contraintes mécaniques et les déplacements électriques :

T, =1"/gt, D" =DV /&) (4.2b)

11°

L’indice supérieur R=1,2 représente le numéro de région dans la structure étudiée. En effet, ces
variables sont différentes dans chaque partie du transformateur sauf a l’interface avec les

conditions de continuité présentées dans la section suivante.
4.3. Conditions aux limites et continuités

Chaque partie du transformateur est caractérisée par les variables u, 7, D et ®@. Les
conditions aux limites et de continuité appliquées a la structure étudiée sont données par les
expressions suivantes en appliquant ici la forme contractée du tenseur pour les indices inférieurs

des composantes de 7, (1)=(11), (3)=(33), (4)=(23)=(32) et (5)=(13)= (31).
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4.3.1. Conditions aux limites

- la composante normale de la contrainte mécanique est nulle sur les surfaces mécaniquement

libres :

i(l)(ql = qp) = i(l)(ql = qp) =0 (433.)
flm(ql:qs)zj_*s@)(ql:qs):o (4.3b)
(g, =)= T"(g, = 1) = 0 (43¢)

- la composante normale du déplacement ¢électrique est nulle sur les surfaces latérales et non

nulle sur les surfaces métallisées :
D (q,=+1)=0 (4.3d)
D"(q,=4,)=0 (4.3¢)
-les conditions sur les potentiels électriques sont données comme suit :
(g, =D =v,, d"(q, =-1)=0, D (¢, = ¢,) =v,. (4.30)
4.3.2. Conditions de continuité

Les contraintes mécaniques, la composante de déplacement électrique suivant ¢;, les
composantes de déplacement mécanique et le potentiel électrique sont continus a travers

I’interface entre la partie primaire et la partie secondaire, c’est-a-dire :

T,"(q,=0)=T"(q,=0) (4.42)
T."(g,=0)=T(q, =0) (4.4b)
D"(q,=0)=D"(q,=0) (4.4¢)
u'(q, = 0)=u,"(q, =0) (4.4d)
uy’(q,=0)=u;"(q,=0) (4.4¢)

®(g,=0)=d (g, =0) 40

Ces conditions sont utilisées pour résoudre les équations aux dérivées partielles qui sont

les équations de propagation des ondes dans le milieu piézoélectrique considéré comme
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diélectrique dont le principe de résolution par la méthode polynomiale est décrite dans la section

qui suit.

4.4. Formulation mathématique

4.4.1. Equations constitutives

En utilisant toujours les variables réduites sans dimension et les parameétres physiques

normalisés, les équations constitutives qui régissent la structure sont données par les expressions

suivantes :

dans la région 1

= 1 _N’ aul(l) 8u(1) 8(1)(1)
T; =\ Cu
L| 5q1 z 8q3 rz  oq,
]_wa) _l—g' 81/[1(1) 8u 2 8(13(”
’ L| B 8q1 z 8q3 rz  oq,
_ ~1 M m
A R }
L| z O0q, oq, r o oq,
_ Y (1) (1 1)
D _1aron +51'5ra - &, > }
L| z O0q,
_ 1 N (1) 2 (1) -
D;l) = e;]r 8”1 + 633 au 53,3 oo
L 0q, z 0q, oq, |’
et dans la région 2 :
7o _l_N, Gufz) 2¢, ouy? ey 00
1 L i 33 aql z aq3 7 aql >
]_—;(2) _ l a,} al/ll(Z) 22‘_111 81/[;2) +§a®(2) :| ’
L| = oq, z 0q, roq,
7@ :l 2¢c,, Guéz) 2¢;, ou” 251'5 oo
’ L] z 8q1 z 0q, rz oq, |’
5(2) —l_N’ 8uf2) 253'11" au;” 5 op?®
1 L_ 33 aql - aq3 33 aql 5
po M Zrad? o ou? 28 20n
’ L z og, : oq, z oq, |
avec C,, =c. /i, €, =e /\E! et & =& /&),
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(4.5b)

(4.5¢)

(4.5d)

(4.5¢)

(4.6a)

(4.6b)

(4.6¢)

(4.6d)

(4.6e)



4.4.2. Equations de propagation

Le principe de la méthode polynomiale est d’incorporer automatiquement les conditions
aux limites et les continuités dans les équations de propagation pour décrire la structure. Pour ce
faire, la fonction porte et la fonction échelon sont introduites dans les équations de propagation

suivantes [5-8]:

l aT;'jS _ pa)Zu;S'
I oq, |
85S . 4.7)
= -0
aq,
ou
T, = (T (g)+ 11 (q))TN(g,); (4.82)
u,.(R) sont les composantes de déplacement mécanique;
u’ = uﬁ.l) + ujz); (4.8b)
et
as — (5(1)1—[%,0(%)+§(2)H(ql))n(q3) : (4.80)
avec
1 si —-1<g¢g, <1, 1 si g ,2q,,
I(q,) = et H(q,)= (4.8d)
ailleurs 0 ailleurs.

L’exposant S représente la structure globale.

—s -5 . , . .
En remplagant 7; et D; par leurs expressions, I’équation 4.7 devient :

5 oT® 5
=5,+0, —+=06, ) T"(6(q,+1)-5(q, -1
[51 )Z %t Z (6(q,+1)-5(q, - 1))

-5, [T78(q,—q.)-T"5(q, —q,)|+5,[T> -T"5(9,)
= (Lp/Z'ﬁ)ﬂquﬁ.R); (4.9)
(R .
E 5,+6, jz aza),. + % S, ZD;”(a(% +1)—=5(g, —1))=0.
R q, R

La fonction delta multipliée par les composantes normales du déplacement électrique D

et les composantes normales de la contrainte mécanique 7 impose automatiquement les

conditions aux limites et de continuité sur les variables T et D. Plus précisément, T =0 pour
q1=qp et T,” =0 pour g;=qg, sont imposés par les termes 7,"5(q,—q,) et T,*5(q; —q,)
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respectivement. La condition de continuité sur la jonction, 7, =T, pour 4, =0 est assurée par

1j

le terme (7, -T")5(g) tandis que les termes 7/®5(g,+1) et D3(q,+1) assurent

ij
respectivement ’annulation de contrainte 7.* et de déplacement électrique D, pour ¢, = £l

[5-8].
4.4.3. Résolution polynomiale

Nous travaillons ici avec les variables indépendantes déplacement mécanique et potentiel
¢lectrique plutdt qu’avec le déplacement mécanique et le déplacement électrique pour les raisons
suivantes : (i) d’apres 1’équation de Gauss, le déplacement électrique n’est plus uniforme ; (i7)

’utilisation de ces variables ne pose pas de probléme sur la convergence de la méthode. Les

composantes de déplacement mécanique u'® et le potentiel électrique o sont décomposés en

fonction de produits des polynomes de Legendre en g; et g3 normalisés avec une forme

analytique choisie pour assurer la condition de continuité:

dans la région 1:

400 400

ul(l)(qlaqs) = ZZQ:’:)(ql)Qn (q3 )pl(yln)n 5 (4103)
n=0 m=0
u’(q,,9.)=2.>.0(4,)0,(q,)p%, ; (4.10D)
n=0 m=0
1 +1 . 1 1
"(q,,q,) = (%ij g2 1> 0"(4)0, (g - (4.10¢)
n=0 m=0
et dans la région 2:
(g, =300 (0)0,(¢,)p., + qlzZQ‘z (a)0,(a,) P, ; (4.11a)
n=0 m=0 n=0 m=0
u(q,,9,)=D.> . 0(0)0,(g,) P, +4,2.>.0(4)0,(4,) P (4.11b)
n=0 m=0 n=0 m=0
1 +00 40
cD”)(ql,qs){l—%j((%z j +(g2 —I)ZZQ5P<0>Q,,(q3)¢L>j
s n=0 m=0
g — ; (4.11¢)
_lv +Q1 9,79, ZZQ(U(%)Q (%) n(zi)
n=0 m=0

s

(1)

avec 9(4,)= (%) ou P, est le polynome de Legendre de degré n [9-10]. La sommation

sur les polynomes dans les équations 4.10 et 4.11 est tronquée a des valeurs finies m=M et n=N,
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dans le calcul numérique, quand les termes d’ordre supérieur deviennent négligeables [5-8]. p®
et ru, sont les coefficients des développements polynomiaux. Les facteurs g; dans (4.11a),
(4.11b), et (4.11c) assurent la condition de continuité de u a ’interface entre le primaire et le

secondaire et les facteurs (1 _ q_lj , G o (g,—q,) dans (4.11c) imposent ®?(q,,q,)=v, .
q9,) 4

4.4.4. Recherche des solutions

En reportant les expressions du déplacement mécanique et du potentiel électrique dans les

équations constitutives, elles-mémes reportées dans les équations de propagation, en multipliant

par 0™ (¢q,) etQ, (¢,) et en intégrant sur g;de -1 a 1 et sur g; de g, a 0 dans la région 1 et de 0 a
gs dans la région 2, un systeme linéaire avec une infinit¢ d’équations d’inconnues p* avec un

parametre Q est obtenu:

(1 (1 (2) (2) ()] (2)
AAlllplmn + AA311p3mn + AAIlelmn + AA321p3mn + BB h + BB h + EElvp

11" mn 21" mn

= —(z/q, FO2 MM, p + MM, p\", + MM, p + MM, p2] (4.12a)

AA,,pi) + AA,, pS,) + AA, py)) + AA, pll) + BB 1) + BB, 1) + EE,v,

3mn 122 plmn 3mn
= —(r/q, FQIMM, ,p + MM, p" + MM, p®. + MM, p ] (4.12b)

AA,\,p,,) + A4, p;,, + AA,p)) + AA,p

mn

o + BB 1) +BB,r" +EE\v,

3mn 13" mn 23" mn

= _(ﬂ/qp )ZQZ [MMll3pl(rln)n + MM313pSn)n + MM123p1(jx; + MM323p§r2n)n ] (4.12¢)

AA114p1(r1n)n + AA314p(1) + AA124p1(r2n:t + AA324p;2) + BB r(l) + BB r(Z) + EE4vp

3mn mn 14" mn 24" mn

= —(n/q, F Q2 MM, p" + MM, p", + MM ,,p> + MM.,,p'>](4.12d)

mn n

A4\ Pl + AL D, + Adypy, + A4 py, + BB, + BB,y + EEy, =0 (4.12¢)
AL\ P, + AL Py, + Adoipl, + A4y ps, + BB 1, + BB, + EEy, =0 (4.12f)

que I’on peut écrire sous la forme :

A14NP+BBN '}/;nn + C(:J'V 'vs = A(ﬂ/qp )2 QZMMP+EEN 'vp ; (4 1 3a’)

AA,.P+BB,.r, +CC,v, =—EE,.v, (4.13b)

mn

avece
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AAIII AA311 AAIZI AA321 MMlll MM}II MM121 MM321
AA]IZ AA312 AAIZZ AA322 MM]IZ MM312 MM]ZZ MM322
A4, = MM =

AA113 AA313 AA123 AA323 ’ MM113 MM313 MM123 MM323
AA114 AA314 AA124 AA324 MM114 MM314 MM124 MM324

BB, BB, CC, EE,

s _|BB2 BBal| . _|CC| | EE,

Y“|BB, BB,|- ' |cc |- " |EE,

BB, BB, CC, EE,

AA _ AA115 AA315 AAIZS AA325 BB — BBIS B325 CC = CC6 EE = EEl
©o\dA, A4, Ady, A4, ) \BB, BB,) ¢ \cc.) 0 EE,)

316 126 326 26 6 2

ou chaque composante est donnée dans 1’ Annexe D.

L’inconnue ry,, peut étre obtenue a partir de 1’équation 4.13b et est donnée par :

r. =BB,|-44.P-CC.v,+DD.v|. (4.14)

mn

L’équation 4.14 injectée dans 4.13a donne :
AAP+CCy, =—(x/q YO'EEP+DD,. (4.15)

_[,o ) ) @ I _[ o ol
AVGC P - [pl,mn p3,mn pl,mn plmn] et rmn - rmn rmn

4.4.5. Résultats analytiques
4.4.5.1. Analyse harmonique

Dans le cas bidimensionnel, en effectuant le méme calcul que celui que nous avons fait

dans le chapitre précédent, nous obtenons I’admittance qui est donnée par:

¥, ==Q0,C,5,E -2, X, ), (4.16a)
avec
Xy, =2, \q,J%" é[(Qn(l) ~0,-D), (4.16b)
et
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X,, =r%1qsé[QS)(0)(Qn(1)—Q,, &) (4.16¢)

La tension de sortie est obtenue par I'utilisation du théoréme d’ Ampere et la loi d’Ohm

dans la partie secondaire du TP. Par définition vi=Rnis

avece

i = L ja)ff J‘LDI(Z)dsdq, :
q, 0

Si on remplace le déplacement électrique par son expression et en effectuant le calcul

d’intégration on obtient :

i = joe] j refu (q,)- u”)(O)] dg, + 7 j 2l ()= (=1 )dg, - | [¢“’(qs>—¢“’<0)]ﬁdqz}
q % 2

s

En multipliant par R, et en remplagant les déplacements mécaniques par leurs expressions on a :

\/5 ~ - ~ s,
]'Q _res3qu,(nZ)(qs )Jlol;zl’opl(il +re;, Jlomqo 1[(Qn(1) Q ( 1))] p3mn

2
v, =
+12lg, [0 0@, () -0,-D)p 12 -,
| Rragor@nien saie.m-o.co)l
Vv, =

(M{fj +ra ol o,m-0, o 1t

1
Vs :—-Q[A127mnpl(r2nZ1 +A327mnp32) +A317mnp§2n H (417)
-8
Q
ou
Ay = \/251”613(] Q(2 (q )J "0 (4183)
Ay, =184, J:’o:,“ [le.m-0,-D), (4.18b)
~ L.
Ay =120, —102 00, -0,-D)]. (4.18¢)
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4.4.5.2. Analyse modale

Les fréquences de résonance paralléle sont obtenues lorsque les électrodes c6té primaire
sont court-circuitées, v, =0, et les électrodes dans la partie récepteur sont en circuit ouvert i;=0.

Le systéme 4.14 devient:

EE'4A.P=—(z/q, FQI,.P, (4.19)

ou I, est la matrice identité.

Les fréquences de résonance série sont obtenus lorsque les électrodes coté primaire et
coté secondaire sont court-circuitées. Dans ce cas v, =0 et la résistance de charge est nulle

(R;=0). Le systéeme 4.14 devient :
EE*A4.P=~(z/q JOQ'I,.P. (4.20)

4.5. Résultats des simulations

La résolution polynomiale est une méthode semi-analytique. Elle tire a la fois les
avantages de la méthode analytique et de la méthode numérique. Le calcul est commencé
analytiquement avec une forme explicite des grandeurs caractérisant le transformateur en
fonction des paramétres physiques et de la géométrie de la structure étudiée et aboutit & un
systeme infini d’équations impossible a résoudre analytiquement. Cette résolution nécessite une
technique de calcul numérique, c’est la simulation sur ordinateur. Les résultats de simulation
numérique sont présentés dans cette section; on va tester si le modele fonctionne sur la

modélisation du transformateur piézoélectrique.

4.5.1. Comparaison des résultats de la méthode polynomiale 2D et de la méthode

des éléments finis 2D.

La convergence de notre modele est étudiée a travers une simulation numérique d’un TP
fabriqué en céramique avec des propriétés physiques et géométriques listées dans le tableau 4.1.
Cette convergence est atteinte a partir de la valeur des ordres de troncature M=9 et N=5. Pour
vérifier ’exactitude des résultats obtenus, une comparaison des fréquences de résonance, des
fréquences d’antirésonance, de ’admittance d’entrée et du gain en tension calculés avec la
méthode numérique bidimensionnelle, méthode des éléments finis, et la méthode polynomiale est

faite.
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Tableau 4.1 : Propriétés physiques et géométriques du transformateur piézoélectrique.

(141 8,06 787 0 0 0

806 141 787 O 0 0

887 787 118 0 0 0
Rigidité ¢ (N/m?) o 0 0 a1 o0 o x10"

0 0 0 0 211 0

0 0 0 0 0 304]

0 0 0 0 133 0

Constante piézoélectrique e (C m™?) 0 0 0 133 0 0
=516 -516 155 0 0 O

820 O 0
Permittivité relative &, 0 820 0
0 0 759
Masse volumique p (Kg/m3) 7600

L; (longueur du primaire), L, (longueur du
¢ (longueur dup ) £z (long 12x10°m, 13x10°m
secondaire)

[ (largeur), A (hauteur) 5x107m, 1,7x10”m

n (nombre de couches au primaire) 16

4.5.1.1. Fréquences propres

Les fréquences propres du transformateur pi€zoélectrique sont calculées pour les deux
cas : secondaire en court-circuit et secondaire en circuit ouvert. Ce sont les fréquences de
résonance série et paralléle présentées respectivement dans les tableaux 4.2 et 4.3 et comparées

avec les valeurs obtenues par la méthode des éléments finis.

Tableau 4.2 : Fréquence de résonance série: comparaison entre 2D FEA et polynomial.

Mode 2D POL (kHz) 2D FEA (kHz) Erreur (1072%)
1 66,41 66,40 1,50
2 133,86 133,86 0
3 217,63 217,62 0.45
4 294,08 294,09 034
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Tableau 4.3 : Fréquence de résonance parallele: comparaison entre 2D FEA et polynomial.

Mode 2D POL(kHz) 2D FEA (kHz) Erreur (107%)
1 73,84 73,82 271
2 148,30 148,31 0.67
3 220,19 220,17 0.90
4 294,09 294,09 0

Ces tableaux montrent un excellent accord entre nos résultats et ceux de la méthode
¢léments finis bidimensionnelle en prenant, pour les deux modélisations, [’hypothése
déformation plane ce qui signifie que notre modele polynomial est validé pour le cas de I’analyse
modale. Les erreurs relatives entre les deux méthodes pour les quatre premiers modes sont
inférieures a 10~ Nous abordons maintenant dans la suite le test de comparaison sur les résultats

relatifs a ’analyse harmonique.
4.5.1.2. Admittance d’entrée

La figure 4.1 présente 1’admittance d’entrée du transformateur piézoélectrique étudié
pour le cas sortie ouverte. Ce résultat montre que nous retrouvons les fréquences de résonance
calculées en analyse modale. Les résultats obtenus par le modele polynomial proposé sont en bon
accord avec les résultats obtenus par les éléments finis ce qui valide 1’approche polynomiale sur

le calcul de I’admittance d’entrée.
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Figure 4.1: Admittance d’entrée du transformateur piézoélectrique a sortie en circuit ouvert.
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4.5.1.3. Gain en tension

On présente dans la figure 4.2 la courbe, en fonction de la fréquence, du gain en tension
du transformateur piézoélectrique étudié¢ pour le cas sortie ouverte calculé par la méthode
polynomiale superposée avec la courbe du méme gain calculé avec la méthode des éléments finis
bidimensionnelle. Ce résultat montre que nous retrouvons la aussi les fréquences de résonance
calculées en analyse modale. Comme observé sur le cas de I’admittance d’entrée électrique et

des fréquences de résonance ci-dessus, un bon accord avec les deux méthodes est ici aussi

observé.
8000
—2D POL
6000 | EnmmEm 2D FEA
=
.S
= 4000 ]
()
R=
2]
o
2000 - ]
8.5 1 1.5 2 2.5 3
Fréquence (Hz) %10’

Figure 4.2: Gain a vide du transformateur piézoélectrique.
4.5.2. Profil des champs

La figure 4.3 présente les profils des champs dans le transformateur piézoélectrique au
voisinage des quatre premieres fréquences de résonance et d’antirésonance trouvées ci-dessus.
Dans cette figure 4.3, la contrainte mécanique est nulle sur les surfaces extrémes g1= g, et g1= ¢s
et continue a ’interface entre le primaire et le secondaire. Les conditions aux limites mécaniques

et la continuité sont donc elles aussi vérifiées.
4.5.3. Limitations du modéele

La méthode polynomiale 2D est utilisée pour modéliser un transformateur de tension de
type Rosen. En supposant que le transformateur est invariant suivant la largeur, c’est-a-dire la
largeur est considérée comme infinie, les équations constitutives se réduisent et la caractérisation
du transformateur peut se faire en résolvant les équations de propagation avec ladite méthode et

une convergence a été obtenue. Afin de savoir si le modele déformation plane adopté reproduit
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fidelement le fonctionnement réel du TP, un modele numérique ¢éléments finis tridimensionnel

est utilisé qui va permettre de confronter les résultats (2D polynomiaux déformation plane et 3D)

b)

[—}
-
n

N\
—

\ / /

\/

/\

Contrainte
>

I@
-
n

(

1 0,01 -0,005 0

x,iml

0,005 0,01

Composante de contrainte mécanique suivant x;cas secondaire en circuit ouvert (a) et court-circuit (b).
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Figure 4.3 : Profil des champs.

Tableau 4.4. Fréquence de résonance série: comparaison entre 3D FEA et polynomial.

Mode 2D POL (kHz) 3D FEA (kHz) Erreur (%)
1 66,41 61,81 6,92
2 133,86 124,78 6,78
3 217,63 203,54 6,47
4 294,08 265,26 9,80

Tableau 4.5. Fréquence de résonance parallele: comparaison entre 3D FEA et polynomial.

Mode 2D POL(kHz) 3D FEA(kHz) Erreur (%)
1 73,84 70,46 4,57
2 148,3 141,39 4,65
3 220,19 206,77 6,09
4 294,09 265,3 9,78
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Les tableaux 4.4 et 4.5 présentent respectivement les fréquences de résonance et
d’antirésonance d’un transformateur piézoélectrique étudié. Il y a une divergence nette entre les
résultats 2D POL et 3D FEA. Cette différence est aussi vérifiée par le tracé fréquentiel du gain
en tension du TP présenté¢ dans la figure 4.4 tant sur ’amplitude que sur la fréquence de
fonctionnement. Ceci signifie que I’hypotheése déformation plane n’est pas correcte, le modele

physique adopté ne respecte pas le fonctionnement réel du TP.
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Figure 4.4 : Comparaison entre méthode polynomiale 2D et numérique 3D.

4.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu la méthode polynomiale de Legendre a I’étude du
transformateur piézoélectrique bidimensionnel afin de tenir compte des effets latéraux en
adoptant une hypothése déformation plane. Un trés bon accord a été obtenu pour les résultats
obtenus par la méthode des éléments finis avec la méme hypothése déformation plane a la fois
sur 1’analyse modale et sur I’analyse harmonique. Une comparaison avec des résultats FEA 3D a
aussi ¢été faite afin de statuer sur la validité du modele physique déformation plane adopté. Les
résultats permettent de conclure que I’hypothése adoptée n’est pas valable pour le cas du
transformateur de type Rosen dans le cadre de notre étude. La meilleure piste est alors de prendre

I’hypothése contrainte plane que nous présentons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

METHODE POLYNOMIALE APPLIQUEE A L’ETUDE
BIDIMENSIONNELLE DU TRANSFORMATEUR
PIEZOELECTRIQUE : HYPOTHESE CONTRAINTE
PLANE



5.1. Introduction

Le chapitre précédent a permis de proposer un modele bidimensionnel avec I’hypothése
déformation plane appliquée a I’étude d’un transformateur piézoélectrique en utilisant les
polynomes de Legendre. Toutefois, ce modele n’a pas pu décrire fidélement les mécanismes
physiques en jeu dans les transformateurs de type Rosen. Des travaux théoriques pertinents
permettant d’expliciter ces mécanismes sont nécessaires [1]. L’objectif de ce chapitre est de
proposer un mod¢le semi-analytique 2D dans 1’hypothése contrainte plane ou I’influence des
effets de la largeur finie d’un transformateur sera étudiée a 1’aide d’une approche polynomiale
utilisant les polyndmes de Legendre. Les hypotheses, les conditions aux limites et les conditions
de continuité sont présentées avant de décrire le principe de la méthode qui aboutit a un systeme
d’équations linéaires pour le cas de I’analyse harmonique et a une équation aux valeurs propres
dans le cas de I’analyse modale. Ce systéeme d’équations nous permet d’obtenir les fréquences
propres, 1’admittance d’entrée ¢électrique et les autres grandeurs €lectromécaniques caractérisant
le transformateur piézoélectrique. Ainsi I’analyse de sensibilité des paramétres dans ce dispositif

avec des précisions satisfaisantes est effectuée.
5.2. Hypothéses

En modélisation bidimensionnelle d’un dispositif piézoélectrique, on trouve deux
hypotheéses: 1’hypotheése déformation plane et 1’hypothése contrainte plane. Ce chapitre se
propose de traiter la deuxiéme hypothése c’est-a-dire celle appelée contrainte plane. Dans notre
modele le transformateur piézoélectrique de type Rosen présenté dans la figure 3.1 est considéré
comme une plaque mince, c’est-a-dire d’épaisseur 4 négligeable devant la longueur L et la
largeur /, en conséquence la contrainte normale suivant oxs peut étre considérée comme nulle
(75=0). En outre la structure est libre de toute contrainte de cisaillement sauf celle dans le plan
(Ox1, Oxy) (T4=Ts=0). Les épaisseurs des ¢lectrodes sont négligées et la dépendance temporelle
est de la forme exp(jawt) ou j=-1. Dans la résolution polynomiale utilisée dans ce chapitre tous

les paramétres et les variables sont normalisés. Les changements de variables suivants sont

appliqués : ¢, =x,/L, q,=2x,/l & =1/L et nous utilisons les contraintes et les déplacements
. - . = —E —_ — A, . . ,
électriques normalisés respectivement 7, =7, /cu et D/ =D/ & . Du cOté primaire, étant

donné la géométrie des électrodes, on peut considérer que E"=E{"=0 et E;’ = —nv /h tandis
que du coté secondaire, étant donné la géométrie de I’¢électrode, avec de plus une permittivité

<7 . \ s 1z (2) . . . .
diélectrique trés grande, on peut considérer que P, =0 . On normalise aussi la vitesse angulaire.
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En outre, les effets thermiques et les effets non linéaires, issus physiquement de contraintes
mécaniques trop ¢levées ou d’un champ électrique appliqué trop important, ne sont pas pris en
considération dans le modele présenté. Les conditions aux limites et les continuités sont

évoquées dans la section suivante.

5.3. Conditions aux limites et continuités

Conditions aux limites

Le transformateur est supposé ne subir aucune contrainte dans toutes les surfaces
externes, c¢’est-a-dire la composante normale de la contrainte mécanique est nulle sur les surfaces

mécaniquement libres :

T_’l(”(ql =g, = T.V(q, = q,)=0 (5.1a)
T"(g,=4)=T"(4,=9)=0 (5.16)
I"(q, = D) =T."(g. = 1) = 0 (>-1c)

- la composante normale du déplacement ¢électrique est nulle sur les surfaces latérales et non

nulle sur les surfaces métallisées :

D/ (g, =%1)=0 (5.2a)
D (q,=q,)=v, (5.2b)
Conditions de continuité

I"(g,=0)=T"(q,=0) (5.3a)

T"(q,=0)=T,"(q,=0) (5.3b)

D"(q,=0)=D"(q,=0) (5.3¢)

u,"(q, =0)=u;"(¢q, =0) (5.3d)

uy'(q, =0)=uy"(q, =0) (5.3¢)

D" (g, =0)=0"(q, =0) (5.30)

54. Formulation mathématique

5.4.1. Equations de propagation

Compte tenu de I’hypothése contrainte plane citée ci-dessus, les équations constitutives

de la structure se réduisent et sont détaillées dans 1’annexe E. Pour décrire la structure et pour
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incorporer automatiquement les conditions aux limites et les continuités, nous introduisons les
fonctions portes et la fonction échelon dans les équations constitutives et nous obtenons les

contraintes et les déplacements électriques globaux définis par [2-8]:

7_;.5 = (Y_;(I)Hq,,,o(ql)_{_Y_wij(z)l—[o‘q\ (%))H(qz) (54)

D} =(D"1""(4,)+ D H(q,))N(g,) (5.5)
ou IT"“(g,) et I1""(q,) sont définies dans 1’équation 3.7, H(qg,) est définie dans 1’équation 4.8

1 si -1<¢q,<1

et I(q,) = , . (5.6)
0 ailleurs

En utilisant toujours les variables réduites sans dimension, la propagation des ondes dans
la structure divisée en deux régions est régie par les équations 4.7 et I’injection des équations 5.4

et 5.5 dans ces équations nous donne:

77 (R)
@55]28; +§52.,;E“>(6<q,+1>—5<q.,—1>)

_ 51]_ [7_:;2) S( q,- qs)—f-,-‘” 5(% —C]p)]+ o, 7_;.(2) —7_;-(1) ]5(%) = (LP/ Eﬁ)a)z Zu;m (5.7)

—(R)
[25 +a:lj %+§é2255” (6g, +1)—6(g, ~1)=0

La fonction ¢ assure ici la nullité¢ des contraintes mécaniques 7 normales sur les surfaces
mécaniquement libres du TP et des composantes normales des déplacements électriques D sur
les surfaces non métallisées. Elle assure aussi les continuités de ces variables sur les interfaces

entre deux régions adjacentes.
5.4.2. Recherche des solutions

La résolution consiste a calculer dans chaque région les variables indépendantes,
déplacement mécanique et potentiel électrique. Ces variables sont décomposées sur une base
d’un produit de polyndmes de Legendre normalisés (voir annexe E). La résolution des équations
de propagation nous conduit a un systéme d’équations linéaires permettant de déterminer les
réponses fréquentielles des ondes dans la structure étudiée et de calculer I’admittance électrique,
le coefficient de couplage électromécanique et les profils des champs dans le transformateur. La
procédure est la suivante : en premier lieu, les expressions des déplacements mécaniques et des

potentiels électriques sont injectées dans les équations constitutives, ensuite ces équations
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constitutives sont elles-mémes injectées dans les équations de propagation. Nous exploitons
ensuite la propriété d’orthogonalité des polyndomes en projetant les équations de propagation sur

les bases correspondantes de chacune des deux régions dans la structure du transformateur : ceci
se fait en multipliant les équations de propagation par les polyndmes Q_ER)(ql) et Q,ER)((]Z) en

intégrant suivant ¢, dans I’intervalle [-1,1] et suivant g, dans I’intervalle [g, ,0] pour la région

1 et dans I’intervalle [0, g;] pour la région 2 [2-7].

Comme les ordres de troncature sont toujours définis par M et N, nous obtenons
finalement un systéme de 5x(M+1) x (N+1) équations linéaires avec 5x(M+1)x(N+1) inconnues

R \ r . s , . .
pi,,i,, . Ce systeme d’équations linéaires est donné par les relations suivantes:

AP+Cv, =—(x/q JOEP+Dv (5.8)

a a 2 2 I . .
avec P = [pl,n)m pQ,Zm pf) p;n),] . Les composantes des matrices 4, C, D et E sont données

dans I’Annexe E.
5.5. Résultats des simulations

Les résultats sont validés avec les résultats obtenus avec la méthode par éléments finis 3D
calculés a I’aide du logiciel COMSOL. Pour caractériser le comportement du transformateur
étudié, nous calculons en analyse modale ses fréquences de résonance et d’antirésonance, ensuite

nous présentons, en analyse harmonique, les courbes de 1I’admittance électrique et du gain.
5.5.1. Convergence de la méthode

L’admittance d’entrée €lectrique, lorsque le secondaire est en circuit ouvert (SOC), est
calculée pour différentes valeurs de troncature M et N. Les solutions a accepter dans le calcul
sont celles pour lesquelles la convergence est obtenue lorsque M et N sont augmentés. Les
résultats sont présentés sur la figure 5.1. La convergence de I’approche polynomiale pour
calculer les fréquences de résonance et I’amplitude de 1’admittance d’entrée électrique pour les
quatre premiers modes est obtenue a partir de M = 7 et N = 3. Pour valider notre mode¢le dont le
détail est donné dans la sous section suivante, une comparaison avec d’autres modeles
disponibles dans la littérature est effectuée. Dans cette thése, nous choisissons le modele 3D
FEA car c’est un modele fiable. Les erreurs relatives entre les deux modeles sont tracées dans la
figure 5.2 pour différents ordres de troncature. Sur cette figure, les erreurs relatives diminuent

lorsque M et N augmentent. A partir de M =7 et N = 3, des résultats indiscernables sont obtenus.
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5.5.2. Validations et limitations de la méthode

Figure 5.2 : Erreur relative.

Fréquence [kHz]

Afin de valider I’outil de simulation propos¢, les fréquences de résonance, 1’admittance

d’entrée électrique et le gain en tension pour le TP décrit dans le tableau 4.1 sont calculés puis

comparés aux résultats obtenus par la méthode des éléments finis ainsi qu’aux résultats

expérimentaux extraits de la littérature en commencant par le calcul des fréquences propres.



5.5.2.1. Fréquences propres

Les fréquences de résonance et d’antirésonance du TP étudié sont données
respectivement dans les tableaux 5.1 et 5.2. On peut observer que I’accord est assez bon entre les
résultats obtenus par 1’approche polynomiale 2D, les résultats de la méthode des éléments
finis 3D et les résultats expérimentaux. La méthode peut calculer les deux cas, sortie en circuit
ouvert et en court-circuit, directement sans approximation. C’est 1’un des principaux avantages

de [l’utilisation d’une approche polynomiale pour la modélisation de transformateurs

piézoélectriques.

Tableau 5.1 : Fréquence de résonance série: comparaison entre 3D FEA, polynomial (M=7, N=3)

et résultats expérimentaux.

Mode | Erreur (%) 3D FEA (kHz) 2D Pol (kHz) Réel (kHz) [1] Erreur (%)
1 0,29 61,81 61,63 63,55 3,02
2 0,09 124,78 124,67 128,30 2,83
3 0,11 203,54 203,79 204,09 0,15
4 0,02 265,26 265,31 265,91 0,23

Tableau 5.2 : Fréquence de résonance parallele: comparaison entre 3D FEA, polynomial (M=7,

N=3) et résultats expérimentaux.

Mode | Erreur(%) | 3D FEA (kHz) | 2D POL (kHz) Réel (kHz) [1] | Erreur (%)
1 0,01 70,46 70,46 68,94 2,21
2 0,10 141,25 141,39 138,66 1,97
3 0,14 206,49 206,77 206,66 0,05
4 0,01 265,26 265,30 266,00 0,26

Pour répondre aux prescriptions du cahier des charges, représentant les besoins

spécifiques du concepteur de composant, la connaissance de ces modes propres est nécessaire.
Au voisinage de certaines fréquences, la structure offre une meilleure performance pour les
modes mécaniquement excités. La détermination de ces modes conduit a effectuer une analyse
dans le domaine fréquentiel en représentant dans une large bande de fréquence I’évolution d’une

grandeur électrique.

5.5.2.2. Admittance d’entrée et gain en tension

La figure 5.3 donne I’amplitude de I’admittance d’entrée électrique. Les résultats via la

méthode polynomiale représentés par une ligne continue sont en étroite concordance avec ceux
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de la méthode des ¢léments finis. L’erreur relative prend respectivement les valeurs 2,85%,
2,13%, 5% et 8% pour les quatre premiers modes dans le cas du transformateur chargé avec une
résistance de charge Rch=109Q (simulation d’un TP a sortie en circuit ouvert). Les résultats sont
en bon accord avec le cas réel présenté dans [1] (figure 3.10, page 138). Il est bien observé que la
réponse en fréquence du systéme est constituée de résonances avec des hauteurs différentes et
d’une amplitude de I’admittance d’entrée qui évolue linéairement avec la fréquence en dehors
des résonances. Cela marque la nature capacitive de I’entrée de ce type de convertisseur
d’énergie ¢€lectrique en énergie électrique. Donc un transformateur piézoélectrique se comporte

comme un résonateur multimode. Sa performance dépend du mode résonant choisi.

Le gain en tension Gy en fonction de la fréquence f'avec une tension d’entrée d’amplitude
vy = 1V et une résistance de charge Rc, = 10° Q est tracé sur la figure 5.4 qui montre que la
fonction de transfert du transformateur dépend fortement de la fréquence. Les modes
longitudinaux au voisinage desquels les pics de gain sont les plus élevés sont principalement
excités aux trois premieres résonances. L’approche polynomiale et I’approche par éléments finis
sont en bon accord sur le calcul de la tension de sortie avec une erreur relative respectivement,
aux premier, deuxiéme, troisieme et quatrieme modes de résonance, de 0,23%, 0,52%, 6,15% et
3,37%. Le temps de calcul avec un ordinateur possédant un processeur de 2,9 GHz (Intel Core

17) et une RAM 4 Go est de 17 secondes pour la méthode polynomiale.

Les différences entre les résultats obtenus par ces deux méthodes peuvent s’expliquer par
le fait que les formules utilisées pour le calcul 2D supposent que la contrainte le long de la
direction x; est infiniment petite. Aux modes d’ordre supérieur, les activités de toutes les
directions sont comparables et ne doivent pas étre négligées. Mais en général, les résultats
obtenus par FEA 3D et ceux par I’approche polynomiale sont en bon accord, sauf pour les modes
pour lesquels le modele 2D avec I’hypothése contrainte plane s’écarte du comportement
physique réel du TP. Les profils de déplacement 3D tracés avec le logiciel COMSOL au
voisinage de ces modes sont présentés sur la figure 5.5. Le premier mode présenté est une
flexion du plan extérieur (a gauche) et le second est une vibration de cisaillement en épaisseur
couplée a une flexion et a une extension (a droite). Ces modes apparaissent sur les courbes FEA
3D respectivement de 1’amplitude de I’admittance d’entrée et du gain en tension comme indiqué

sur la figure 5.6. Cela montre la limite du modéle bidimensionnel.
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Figure 5.3 : Admittance d’entrée du transformateur piézoélectrique a sortie en circuit ouvert.
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Figure 5.4 : Gain a vide du transformateur piézoélectrique.
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Figure 5.5. Profil de déplacement 3D pour a) /=129 kHz b) /~=214kHz.
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Figure 5.6 : Admittance d’entrée (a gauche) et gain en tension (a droite) au voisinage des

fréquences parasites.

Tableau 5.3. Paramétres géométriques et propriétés du matériau pour TP2a et TP2b.

151 5 87 0 0 O]
5 151 8,7 0 0 0
87 13,2 132 O 0 0
Rigidité ¢ (N/m?) x10"
0 0 0 276 0 0
0 0 0 0 276 0
0 0 0 0 0 3]
0 0 0 0 13,6 0
Constante piézoélectrique e (C m™?) 0 0 0 1366 0 O
—426 -426 185 0 0 O
1650 0 0
Permittivité relative &, 0 1650 O
0 0 1580
Masse volumique p (Kg/m3) ; 7800 ;
On 1800
Longueur du primaire, Longueur du secondaire,
largeur, épaisseur
Pour TP2a 6x10”m ; 6x107m ; 24x10”m ; 1,2x10”°m
Pour TP2b 6x10”m ; 6x107°m ; 42x10”m ; 1,2x10”°m
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5.5.3. Exploitation de la méthode

Trois TPs différents, un transformateur long étudié précédemment que 1’on note dans la
suite TPlet deux TP larges monocouche notés TP2a et TP2b, sont traités dans ce paragraphe
pour illustrer a la fois les capacités de notre approche polynomiale et les conditions d’utilisation
de ce type de transformateur. Leurs parametres géométriques et leurs propriétés sont indiqués

dans le tableau 4.1 pour TP1 et dans le tableau 5.3 pour TP2a et TP2b.
5.5.3.1. Profils des champs

Au voisinage des fréquences de résonance de TP1 calculées antérieurement (chapitre 5,
section 5, paragraphe 2), on peut obtenir les expressions de chaque champ, déplacement
mécanique, contrainte mécanique, potentiel électrique, champ électrique, déplacement
¢lectrique... a partir des coefficients du développement polynomial pi ., calculés pendant la
résolution du probléme aux valeurs propres. L’amplitude du déplacement mécanique est calculée

pour identifier les modes de vibration et les points nodaux.

| —mode /2 =mode . —mode 31/2 — mode 2)»‘
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Figure 5.7 : Profil, pour TP1, des déplacements mécaniques des quatre premiers modes
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Figure 5.8 : Composantes longitudinale (a) et transversale (b) du déplacement mécanique pour

TP1, £=141,39 kHz.
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Figure 5.9 : Composantes longitudinale (a) et transversale (b) du déplacement mécanique pour
TP2a, /=303,40kHz.

En effet, il est tres important de les prédire car le TP de type Rosen doit étre en contact
avec son support essentiellement au niveau de ses points nodaux, points d’annulation du
déplacement mécanique, afin que le support n’ait pas d’effet sur la vibration et la performance
du TP. Les figures 5.7 montrent les profils du déplacement mécanique u; des quatre premiers
modes, modes A/2, A, 3A/2 et 2A, le long de I'axex; a x,=0 pour le transformateur
piézoélectrique TP1 dans les deux configurations sortie en circuit ouvert (& gauche) et sortie
court-circuitée (a droite). On compare, pour la sortie circuit ouvert, les résultats obtenus par les
deux méthodes, polynomiale et FEA. Pour les quatre premiers modes, 1’erreur relative sur la
courbe de déplacement ne dépasse pas 5%. Dans le deuxiéme mode, le mode de fonctionnement
du TP de type Rosen, I’erreur est inférieure a 10 pour cent. Au voisinage du deuxiéme mode le
profil des déplacements mécaniques u; et u, suivant les deux axes x; et x, sont présentés dans les
figures 5.8 pout TP1 et dans la figure 5.9 pour TP2a [3].

La figure 5.10 donne les profils des potentiels €lectriques suivant 1’axe x; pour les quatre
premiers modes de vibration longitudinale du transformateur piézoélectrique étudié dans les
deux cas, secondaire court-circuité et secondaire en circuit ouvert pour x,=0. Les conditions aux
limites imposées dans 1’expression du potentiel électrique, potentiel nul pourx;=L, dans le cas du

transformateur a sortie court-circuité par exemple et potentiel continu pour x;=0, sont respectées.

Les calculs des déplacements mécaniques et des potentiels électriques étant établis et
validés, nous pouvons maintenant calculer les autres grandeurs. La plus intéressante est la
contrainte mécanique pour vérifier la condition aux limites libre-libre. On observe bien sur la
figure 5.11 que les contraintes normales sont nulles aux extrémités de la structure et que la
continuité¢ de contrainte normale a I’interface entre la partie primaire et la partie secondaire est
respectée. Ceci met en évidence que I’utilisation de fonctions spécifiques pour, dans la méthode

polynomiale, décrire une structure et incorporer automatiquement les conditions aux limites et de
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continuit¢ dans 1’équation de propagation est entierement adéquate pour les TPs dans

I’hypothéese 2D contrainte plane.
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Figure 5.10 : Profils des potentiels €lectriques suivant I’axe X, secondaire court-circuité (a

gauche) et secondaire en circuit ouvert (a droite) pour TP1.
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Figure 5.11 : Composante suivant x; de la contrainte mécanique pour chaque mode de

transformateur TP1.

Par ailleurs, pour éviter le risque de fatigue prématurée du TP la limitation des contraintes
est trés importante. Or, la contrainte mécanique est un tenseur et la manicre de la représenter sur
une figure est fastidieuse. L’une des méthodes, afin de prédire le point de fracture du matériau,
est de comparer la contrainte totale dans les trois directions principales avec le critére de Von
Mises qui est le point ou la contrainte de Von Mises dépasse sa valeur maximale pour un
matériau donné. Elle est calculée a partir des contraintes principales 7' et 7; et de la contrainte
tangentielle 7¢ pour notre approximation 2D contrainte plane comme indiquée dans

I’équation 5.9 [9,10] et tracée dans la figure 5.12.

T, =T +T; +2I; =TT, . (5.9

vms
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Figure 5.12 : Contrainte de Von Mises.

Bref, la répartition de la contrainte est trés importante pour la sélection du mode de
résonance et pour la position des électrodes. En effet, I’énergie récupérée étant proportionnelle a
I’intégrale de la contrainte, les électrodes secondaires doivent étre positionnées de telles sortes a
englober le maximum de contrainte. En plus, 1’exploitation simultanée de deux modes différents
(transversal et longitudinal) fragilise le transformateur particuliérement a I’interface
primaire/secondaire. Une fatigue prématurée de la céramique couplée a des sollicitations
mécaniques trop importantes peut entrainer une rupture de la structure. Donc, il faut choisir un
mode dont la contrainte a I’interface est nulle. Pour le cas du transformateur de type Rosen, le
deuxiéme mode longitudinal respecte cette condition au voisinage de [D’interface. Nous
effectuons donc pour ce mode 1’étude de la dépendance de la charge et I’analyse de sensibilité

des parametres sur les caractéristiques du transformateur.
5.5.3.2. Dépendance avec la résistance de charge

Le rapport du transformateur et la fréquence de résonance dépendent fortement de la
valeur de la charge. Le gain en tension et la fréquence de résonance en fonction de la résistance
de charge R, du TP1 sont représentés respectivement sur la figure 5.13 et sur la figure 5.14 pour
le deuxieéme mode longitudinal. Les valeurs obtenues par la méthode ¢léments finis 3D et celles
obtenues par la méthode polynomiale s’accordent de maniére satisfaisante, sauf lorsque R est
dans la plage,1,3x10°Q < R, <2x10°Q , ou apparait un mode parasite avec un maximum de gain
en tension en fonction de la fréquence comme le montre la figure 5.15. En effet, il est trés

difficile de localiser la fréquence de résonance longitudinale 3D a cause du maximum parasite.
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L’existence de ce mode parasite n’a que peu d’effet sur la courbe de gain en tension en fonction

de la résistance de charge [3].
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Figure 5.13 : Gain en tension en fonction de la résistance de charge.
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Figure 5.14 : Fréquence de résonance en fonction de la résistance de charge.
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Figure 5.15 : Gain en tension en fonction de la fréquence pour différentes valeurs de la résistance

de charge au voisinage du second mode longitudinal.
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Gain en tension

Il est confirmé que ce type de TP ne convient pas dans une application avec une faible
valeur de résistance de charge. Une étude de dépendance de charge des deux transformateurs
larges est faite. Les figures 5.16.a et 5.16.b montrent respectivement le gain en tension et la
puissance de sortie en fonction de la résistance de charge pour TP2a et TP2b au voisinage de la
deuxieme fréquence de résonance longitudinale. L’augmentation de la largeur se traduit par des
augmentations de gain en tension G, et de puissance de sortie Ps = vg is ce qui est 1’intérét

d’utiliser le transformateur avec un rapport L/1 petit.

Une diminution du rapport L// améliore les rendements en puissance du TP pour des
valeurs de R¢y, petites. En effet, un transformateur piézoélectrique TP1 a un rendement élevé pour
une grande valeur de R, tandis qu’un transformateur piézoélectrique TP2a a un rendement élevé
pour une petite valeur de R¢, comme le montre la figure 5.17 [11]. On peut dire alors que le
modele polynomiale permet, pour une valeur de charge R, donnée, de choisir le point de

fonctionnement souhaité.

2
10 \ 9 3 0,04
P2, (12x42x1,2x10°m’) , — D POL
, —2DPOL| 03| TP2 (12x28x12x10°m’) —
10 e | 3D FEA 2
NO
= 0,021 TP2 (12x42x1,2x107m’)
X
0 N’
10 ¢ -
B 0,01t
TP2_ (12x28x1,2x10”m’)
-1
10 ) ) 0% T TS5 R
103 104 Rch 105 106 10 10 10 ch
(a) (b)

Figure 5.16 : Dépendance, avec la valeur de la charge, du gain en tension et de la puissance pour
un transformateur large fonctionnant sur le second mode longitudinal pour deux largeurs

différentes.

Pour les courbes de gain de tension en fonction de la résistance de charge R, pour le
transformateur large TP2a représentées sur la figure 5.16 dans la région R ,,<5kQ, le gain
diminue rapidement avec la diminution de R.,. Les résultats polynomiaux, validés par ceux de la
FEA, se comportent comme prévu par I’expérience [11]. Ce comportement n’est pas restitué par
un modele unidimensionnel [11]. Cela montre que le modele de contrainte plane polynomiale 2D
peut estimer I’effet de la dimension latérale d’un transformateur piézoélectrique en décomposant
chaque composante de déplacement mécanique et de potentiel électrique dans une double série

de produits de polyndmes de Legendre (voir annexe E).
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Figure 5.17. Rendement en puissance vs charge.
5.5.3.3. Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité permet d’évaluer I’impact de la variation des facteurs d’entrée
d’un modele sur les variables de sortie. Elle est largement utilisée pour les indentifications des
paramétres. Ainsi, dans notre cas, on peut trouver les variables les plus sensibles quant aux
performances du TP [12-13]. Les paramétres ¢étudiés sont les constantes diélectriques,
mécaniques et piézoélectriques du matériau, ainsi que ses dimensions. Nous allons étudier leur

influence sur les grandeurs de sortie que sont le gain en tension et la fréquence de résonance.
5.5.3.3.1. Influence des dimensions

Les dimensions L, / et 4 sont mesurées avec une précision de 10™m. L étude de I’impact
des dimensions sur les grandeurs de sortie est faite en faisant varier la taille du transformateur de
10*m autour de la taille nominale. La figure 5.18 représente I’effet de la variation des
dimensions (L, /, et /) intervenant dans le modele polynomial bidimensionnel sur le gain et la
fréquence de résonance du second mode du transformateur. On remarque que ’influence de la
variation de chacune des trois dimensions sur la fréquence de résonance et sur le gain en tension
est peu significative. L’épaisseur agit seulement sur le gain en tension. Quant a la longueur du

transformateur, elle modifie de fagon significative la fréquence de résonance mais son effet sur le
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gain en tension est minime. On résume 1’effet des variations de taille de transformateur sur son

gain en tension et sur sa fréquence de résonance dans le tableau 5.4.

Tableau 5.4 : Effet en pourcentage de la variation de chaque dimension sur le gain en tension et

la fréquence de résonance.

Variation des dimensions :

Effet sur le gain en

tension

Effet sur la fréquence de

résonance

L(+ 10"m)/+10"m)4 (£107m)

Entre -5,5% et 6,4%

+0,4%

L l(i10'4m) h Entre -0,02% et 0,61% Entre -0,04% et 0,02%
L(x10"m) [ A Entre -0,23% et 0,72% Entre -0,40% et 0,38%
L1 h(£10"m) Entre -5,55% et 6,25% Aucun
6000 6000
£ m— 1 +10"m, 1410 *m, h+10™*m =
= e AN i7
£ 4000 —107m, 1-10*m, h-10"m § 4000
5 \ 5
= 2000 = 2000
= =
&) &) 0
?35 140 145 150 135 140 145 150
Fréquence [kHz] Fréquence [kHz]
6000 c 6000 :
$ —1-10"*m S —h-10"m
g 4000 el | - § 4000 ==h
= —+10™*m = —h+10“m
£ 2000 / k g 2000
= =
135 140 145 150 135 140 145 150

Fréquence [kHz| Fréquence [kHz]

Figure 5.18 : Effet de la variation des dimensions du transformateur sur le gain en tension et la

fréquence de résonance (mode 2).

5.5.3.3.2. Influence des constantes de rigidité

L’analyse de sensibilité des grandeurs de sortie est réalisée en faisant varier, tour a tour,
chaque parametre de rigidité d’un pourcentage donné. Nous adoptons une variation de rigidité de
+ 20 % par rapport aux valeurs nominales. Son impact sur la fonction de transfert et la fréquence
de fonctionnement du transformateur est présenté sur la figure 5.19. Le tableau.5.5 résume le

pourcentage de cet impact. L’analyse est faite sur le deuxiéme mode de fonctionnement.

92



_ 6000 : 0.8c 10000 T
— U, = H
= 11 k —0,8¢ 0
4000 —‘n g =,
- -
5 _1,2(:11 5 017111 | SRS o I——,— —12c !
£2000 = i = L~ 12
= .
< : < _
( () ,
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200
Fréquence [kHz] Fréquence [kHz]
15000 : 10000 .
£ : — 08¢, £ — 08¢,
g 10000_.. B N g —
3 —%; & 33
E _1’2C13 E 5000 S S PP PP [ SRR _1,2(:33 H
g 3000 £
=
S | 3 |
?00 120 140 160 180 ?00 120 140 160 180
Fréquence [kHz] Fréquence [kHz]|
6000 :
g g +0,8C66
g Z Lo R —
£ £ 4000 »
g g o l2eg
= £ 2000 1
. =
=
& © ;
Loo foo — 120 140 160 180

120 140

160 180

Fréquence [kHz]

Fréquence [kHz]

Figure 5.19 : Effet de variabilité de la variation des constantes de rigidité sur le gain et la

fréquence de résonance.

Tableau 5.5 : Effet en pourcentage de la variation des constantes de rigidité sur le gain en tension

et la fréquence de résonance.

Variation des constantes de

Effet sur le gain

Effet sur la fréquence de

rigidité. résonance
Ci1(£20 %) Entre -22% et 4% Entre -13% et 9%
C1a(£ 20 %) Entre -28% et 44% Entre 4% et 1,6%
Ci3(£20 %) Entre -38,91% et 120,90% Entre —9,15% et 5,44%
Cs3(£20 %) Entre -33,41% et 101,96% Entre —7,73% et 6,15%

Caa(% 20 %), Cos(£ 20 %)

Aucun

Aucun
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La figure 5.19 met en évidence un effet trés important des parameétres de rigidité du matériau
utilisé pour la conception du transformateur piézoélectrique sur la caractéristique dudit
transformateur. On constate que toutes les constantes de rigidité agissent sur les grandeurs de
sortie considérées dans notre analyse sauf les deux parameétres caq €t ce6. €11 a ’'influence la plus

importante sur la fréquence de résonance et c;3 et ¢33 sur le gain en tension.

5.5.3.3.3. Influence des constantes piézoélectriques et des constantes

diélectriques

Les constantes piézoélectriques et le facteur de qualité sont habituellement déterminés
expérimentalement a partir de la différence relative entre les fréquences de résonance et
d’antirésonance d’un barreau piézoélectrique. Cette méthode est en principe trés précise car elle
repose sur une mesure de fréquences, la précision des mesures est de I’ordre de 5 %. Le calcul de
ces constantes (d, g, /1, e) nécessite aussi la connaissance des constantes diélectriques qui, elles,

diminuent de +0,5 % par décennie (du fait du vieillissement) [12].

Nous adoptons une variation de + 20 % autour de chaque parametre. La figure 5.20
représente respectivement les impacts des constantes piézoélectriques et diélectriques sur le gain
en tension et sur la fréquence de résonance autour du deuxiéme mode de la fréquence de
fonctionnement du transformateur. Le tableau 5.6 donne I’effet en pourcentage de la variation
des différents paramétres d’entrée étudiés : on remarque que les trois parameétres €33, €31 et € 33
influent sur le gain et la fréquence de résonance tandis que les deux parameétres e;s et €p

n’agissent aucunement.

Tableau 5.6 : Pourcentage de 1’effet de variation des constantes piézoélectriques et des

constantes diélectriques.

Variation des constantes

Effet sur le gain en tension

Effet sur la fréquence de résonance

e33(£ 20 %)

Entre -19,34% et 39,23%

Entre —3,91% et 4,16%

e31(= 20 %)

Entre -0,99% et 21,22%

Entre —0,79% et 0,76%

e1s(= 20 %) Aucun Aucun
€11(£ 20 %) Aucun Aucun
€33(£ 20 %) Entre -3,73% et 34,54% Entre —2,06% 2,89%
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Figure 5.20 : Effet de la variation des constantes piézoélectriques et des constantes di¢lectriques.

5.5.3.34. Influence de la masse volumique et du facteur de qualité

Les figures 5.21.a et 5.21.b représentent 1’effet de la variation du facteur de qualité
mécanique Qn, et de la masse volumique p du matériau PZT intervenant dans le modéle
bidimensionnel sur le gain en tension et la fréquence de résonance du second mode du
transformateur. Le tableau 5.7 résume, en pourcentage, ’effet de la variation de ces parametres
d’entrée sur les caractéristiques du transformateur. On remarque que la variation de Qy, agit sur
le gain en tension seulement tandis que la variation de p agit a la fois sur la fréquence de

résonance et le gain en tension.
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Figure 5.21 : Effet de la variation du facteur de qualité (a) et de la masse volumique (b).
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Tableau 5.7 : Effet de la variation de la masse volumique et du facteur de qualité.

Variation des constantes | Effet sur le gain en tension | Effet sur la fréquence de résonance
Qm(£ 20 %) Entre -19,91% et 19,84% Aucun
p(=£ 20 %) Entre 11,04% et 12,73% Entre -8,78% et 11,75%
5.6. Conclusion

Dans ce chapitre, un modele 2D avec 1’hypothése contrainte plane pour un TP de type
Rosen est présenté. Cette étude est utile pour concevoir et optimiser des transformateurs
piézoélectriques larges et longs. Le modele utilise des polyndmes de Legendre comme fonctions
de base bien adaptées a la géométrie du TP a I’étude. Avec la méthode adoptée, il est facile
d’examiner les effets de différentes parametres telles que la fréquence et la charge sur le

comportement du TP. Les résultats sont en excellent accord avec les résultats dans la littérature.
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CONCLUSION GENERALE



Le travail de recherche dont la présente theése a fait 1’objet a consisté en des études
unidimensionnelle et bidimensionnelle du comportement d’un transformateur piézoélectrique
plus particulierement le transformateur élévateur de tension de type Rosen. L’objectif qui avait
été fix¢é initialement, a savoir étude des modes libres et de la réponse harmonique du
transformateur piézoélectrique avec un nouvel outil de modélisation, est atteint. Les résultats
obtenus ont permis une meilleure compréhension des phénomenes de couplage électromécanique
dans les transformateurs piézoélectriques. Dans le modéle proposé, les écritures des équations
physiques, les hypothéses effectuées sur le comportement physique de la structure étudiée ainsi
que les conditions aux limites et de continuité sont importantes afin d’obtenir un résultat fiable.
La présence de la fonction delta dans les équations de propagation des ondes a permis de
respecter les conditions aux limites et de continuité pour les variables déplacement électrique et
contrainte mécanique dans la structure. La décomposition des variables déplacement mécanique
et potentiel électrique, dans chacune des régions de la structure, sur une base d’un produit de
polyndmes de Legendre spécifiques a chaque région a permis d’inclure automatiquement les
conditions de continuité requises pour ces variables entre la partie primaire et la partie

secondaire du transformateur.

Dans le premier chapitre de notre mémoire, nous avons présenté¢ quelques notions
concernant la piézoélectricité. Différents types de matériaux piézoélectriques sont rappelés y
compris les céramiques qui ont le plus fort coefficient de couplage électromécanique. Les modes
de fabrication des céramiques sont donnés avant de décrire mathématiquement les propriétés du

matériau piézoélectrique en introduisant les notions sur I’¢lasticité linéaire.

Le deuxieéme chapitre rappelle les principes de fonctionnement et les types de
transformateurs piézoélectriques, les modeles existants utilisés pour étudier ce composant
comme le modele de Mason fournissant un circuit équivalent décrivant le comportement
acousto-¢lectrique d’un dispositif, la méthode analytique 1D capable de couvrir toutes les
fréquences pour les structures latéralement infinies et la méthode des éléments finis basée sur un

maillage de la structure considérée et qui sont opérationnelles en modélisation bidimensionnelle.

Dans le troisieme chapitre, nous avons €tendu la méthode polynomiale afin de modéliser
les dispositifs composés a la fois d’un actionneur et d’un transducteur. Nous avons calculé les
fréquences propres, le coefficient de couplage et les profils des champs dans le transformateur a
sortie en circuit ouvert et en court-circuit. Nous avons confronté nos résultats avec les résultats
théoriques de la méthode analytique 1D et nous avons constaté un excellent accord entre ces

résultats.
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Dans le quatriéme chapitre, nous avons propos¢ un modele bidimensionnel, avec
I’hypothése déformation plane, appliqué a 1’étude d’un transformateur a dimension latérale finie
avec ¢lectrodes minces. La validation de la méthode a été faite en confrontant les résultats
obtenus par la nouvelle approche présentée dans cette thése avec ceux obtenus par la méthode
des ¢éléments finis en gardant la méme hypothése de déformation plane tant sur I’analyse modale
que sur l’analyse harmonique. L’accord obtenu est tout a fait satisfaisant. Cependant, la
comparaison avec les résultats du modele éléments finis 3D nous montre la défaillance du
modele 2D avec I’hypothese déformation plane qui ne peut pas étre utilisé dans 1’étude de notre

transformateur piézoélectrique de type Rosen.

Le cinquieme chapitre présente le modele polynomial bidimensionnel avec I’hypothése
contrainte plane en supposant que le transformateur se comporte comme une plaque mince. Les
fréquences de résonance et d’antirésonance du transformateur sont calculées en analyse modale.
L’¢étude en analyse harmonique a permis de tracer les courbes de I’admittance électrique pour le
cas du secondaire en circuit ouvert et en court-circuit, le gain en tension, la puissance et le
rendement en puissance du transformateur chargé. La convergence de la méthode polynomiale a
été présentée. La comparaison des résultats obtenus avec ceux de la méthode €léments finis 3D
et les résultats expérimentaux disponibles dans la littérature montre un bon accord ce qui a
permis de valider le mod¢le. Une fois ces vérifications faites, nous avons exploité le modéle pour
illustrer les potentialités offertes en présentant les profils des déplacements mécaniques dans la
structure a la fréquence de résonance longitudinale et la dépendance avec la charge placée au
secondaire. Le modéele est intéressant car il permet d’effectuer 1’analyse de sensibilité de tous

les parametres d’entrée sur les caractéristiques de la structure.
En perspective, notre étude pourrait se poursuivre:

- sur la modélisation du transformateur en considérant les effets des électrodes, des

soudures métalliques, des températures et les effets de non linéarité.

- sur la modélisation des filtres RF composés simultanément d’un actionneur et

d’un transducteur.
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ANNEXE A : GRANDEURS ELECTRIQUES ET
MECANIQUES [A1]

A.l. Champ électrique dans le vide

Dans le cas de deux particules immobiles chargées 4 et B, de charge ga et ¢g, la force de

Coulomb qui est exercée sur B par A4 est:

I _ 1 9,495 -
FA—)B - 472'6‘0 I’—ZMA_)B (A.1)

ou r est la distance entre les particules, u, , le vecteur unitaire allant de 4 a B et g la permittivité

A—B

électrique du vide, constante égale a 8,854x107'2 F/m. On définit alors le champ électrique en
tout point de I’espace ; ce champ E permet de rendre compte de la force de Coulomb par la

relation suivante :
F=qE (A.2)

Pour représenter I’interaction entre les particules A et B, d’apres (A.1) et (A.2), le champ crée
par chaque particule est un champ a symétrie sphérique; ainsi le champ crée par A en un point M

est

S Ui (A.3)

ou dans ce cas r est la distance AM.
A.2. Théoréme de Gauss

Si I’on considére maintenant une densité volumique de charges, notée p,, on peut écrire le
champ ¢électrique produit par cette densité en tenant compte des versions locale ou intégrale du

théoréme de Gauss:

— En tout point de I’espace ou la densité¢ volumique de charge est py, le champ électrique

vérifie :

div(e,E) = p, (A.4)
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— Pour tout volume 7 a I’intérieur duquel la densité volumique de charge est py, on a :

ﬁV &,E.ndS = mvpvd V=0, (A.5)

avec Qy la charge contenue dans V.
A3. Conduction et charges libres dans un matériau

Les propriétés ¢€lectriques et magnétiques d’une région matérielle sont caractérisées par
trois phénomeénes : la conduction électrique, représentée par le parameétre o, conductivité du
matériau : la polarisation électrique, représentée par le paramétre o, permittivité du matériau et la
polarisation magnétique, représentée par le parametre p, perméabilité du matériau. Comme on
s’intéresse aux matériaux piézoélectriques soumis a des champs magnétiques négligeables, la

suite évoquera simplement les deux premiers points.

La conductivité d’un matériau est liée a la présence d’électrons libres dans ce matériau,
qui sont capables de se déplacer d’une orbite atomique a une autre et de créer des courants
¢lectriques; les atomes qui constituent le matériau restent eux immobiles. On représente les

courants par une densité volumique de courant €lectrique, définie par :

J=p3, (A.6)

ou py est la densité volumique de charges libres et vy, la vitesse moyenne de ces charges. Comme
ces ¢lectrons libres (qui sont des charges négatives) se déplacent lorsqu’ils sont soumis a un

champ ¢lectrique E, on a la relation suivante, appelée loi d’Ohm locale :

J=cF (A7)
ou o est la conductivité du matériau, exprimée en A/V/m ou Siemens par metre (S/m). Selon la
valeur de la conductivit¢ ¢ d’un matériau donné, celui-ci est plus ou moins conducteur. Les
matériaux isolants (ou diélectriques) ne posseédent pas d’électrons libre en leur sein, si bien
qu’aucun courant ¢électrique ne peut y prendre naissance. IIs sont caractérisés par des valeurs tres
faibles de o, de I’ordre de 107'® S/m pour les meilleurs isolants. Les matériaux piézoélectriques

font partie de cette famille.
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Ad. Polarisation d’un diélectrique et charges liées

Lorsqu’un diélectrique est soumis a un champ ¢lectrique, les charges positives et
négatives le constituant sont soumises a des forces de Coulomb et se déplacent légerement par
rapport & leur position d’équilibre moyenne, sans pouvoir circuler sur de grandes distances.
Méme si ces déplacements sont de I’ordre de quelques fractions des diameétres moléculaires, le
cumul des charges déplacés peut causer un changement significatif de 1’état électrique du milieu.
Ce phénomeéne est la polarisation. Les charges électriques dans un diélectrique sont organisées

par paires de charge positives et négatives, chaque paire étant appelée un dipdle, de charge

globale nulle. Chaque dipole, est caractérisée par son moment p, défini par :

b =ad, (A.8)

i

ou g; est la charge positive du jieme dipole et d, le vecteur représentant la distance de la charge

négative vers la charge positive.

Le champ de polarisation électrique P du milieu est alors défini comme la densité
volumique de dipoéles. Elle caractérise un déplacement de charges positives par rapport aux

charges négatives.
A.S. Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell pour un milieu matériel donné sont, dans le cas général

divD =p,, (A.92)
divB =0, (A.9b)
rotH = j, (A.9¢)

—= 0B

tE = PV .
ro o (A.94d)

ou B est le champ (ou induction) magnétique et H est I’excitation (ou champ) magnétique. En
prenant la divergence de 1’équation (A.9c) et en utilisant (A.9a), on retrouve 1’équation de

conservation des charges é€lectriques :

div] + % - 0. (A.10a)
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Le respect de la conservation de la charge impose de modifier I’équation de Maxwell-Ampere

. . . 0
(A.9¢), en y ajoutant a droite un terme dont la divergence vaut % D’apres Maxwell-Gauss

(A.9a), ce terme nommé « courant de déplacement », qui est en général négligeable dans les

conducteurs et dominant dans les isolants, vaut

5 _aD

p= (A.10a)

L’hypothése électrostatique stipule que les répartitions de charge et les densités de courant sont
quasi-stationnaires, ce qui conduit a éliminer les dérivées temporelles des équations (A.9 a-d).
Dans ce cas, le couplage entre les quantités électriques £ et D et magnétiques B et H n’a donc

plus lieu et 1’¢état électrostatique (les vecteurs £, D) ne dépend donc que :

— des équations locales (A.9a) et (A.9d), cette dernieére devenant :

rotE =0, (A.11)
— de la relation de comportement électrique du milieu
— des conditions aux limites
A.6. Potentiel électrique

L’équation (A.11) montre que le champ ¢€lectrique E est irrotationnel dans le cas électrostatique,

ce qui signifie qu’il existe un potentiel électrique @ tel que :
E=-VO, (A.12)

AT. Déformations mécaniques
Lorsque le solide est soumis a des contraintes extérieures, il se déforme et le point M de

ce solide, de coordonnées x, x», x3 définies dans un repere orthonormé (O, xi, x», x3) par le

vecteur position 0M se déplace en M 'de coordonnées x';, x5, x's.

Ainsi le déplacement du point M sera défini par le vecteur « reliant OM et, OM'soit :

1u=0M-OM, (A.13)
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ou encore en projection

u = xi’— Xi, (A. 14)

aveci=1,2, 3.

Les déformations, a I’intérieur du corps, sont définies par le tenseur de rang deux, symétrique,

appelé tenseur des déformations :

. Ou,
5, = o 2 D, OO | (A.15)
©o2(0x, oax, ox,ou,

aveci,j, [=1,2,3.

Les déplacements étant supposés infiniment petits, les termes produits d’un ordre supérieur a un

sont négligés. Dans ces conditions, le tenseur des déformations devient :

l(a“f . a”} (A.16)

) P

En I’absence de déformation initiale, ce tenseur de rang deux est symétrique (S;; = Sj;). La paire
d’indice (ij) ou i et j varient de 1 a 3 peut étre remplacée par un seul indice o variant de 1 a 6 en
utilisant la régle de contraction des indices due a Voigt :

({j) < a

(1) < (1);(22) «(2);33) < (3);(23)=(32) « (D ;31 =(B1) < (5); (12) = (12) < (6).
donc sous ces notations :

S,=S8;sti=joua€ {1,2,3},S,=2S;sii#joun€ {4,5,6}.

A.8. Contraintes mécaniques
Les contraintes qui agissent sur la surface extérieure d’un solide entrainent des

déformations qui créent des tensions mécaniques (contraintes). La tension mécanique 7est

définie comme la densité surfacique de force sur une facette d’orientation n . Elle évalue les
efforts de contact des particules d’un coté de la surface sur les particules situées de 1’autre coté

de cette méme surface :
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[r “lim, (‘%D (A.17)

Afin d’exprimer I’ensemble des contraintes engendrées par un champ de force sur un €lément de

volume, un tenseur d’ordre deux est utilisé :

[T,, = lim, AO[EH (A.18)
’ ds;f

avec 7, j = 1, 2, 3, et ds; représentant 1’élément de surface élémentaire de normale x;. Tj
correspond a la composante selon x; de la force s’exercant sur la surface de normale x;. Chacune
des composantes Tj; du tenseur de contrainte 7est la contrainte exercée parallélement a 1’axe x;
sur la surface normale a I’axe x;. Les neuf grandeurs Tj; qui définissent 1’état de contrainte d’un
milieu déformé constituent un tenseur de rang deux, appelé tenseur des contraintes. Ce tenseur
est symétrique (75 = Tji), et ne comprend que six composantes indépendantes (711, 722, 33, T2,

T3 et Tr3).
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ANNEXE B : MODELISATION ANALYTIQUE DU
TRANSFORMATEUR PIEZOELECTRIQUE DETYPE
ROSEN [A2]

B.1. Expression des champs, conditions aux limites et matrice caractérisant le

systéme

A partir des conditions aux limites mécaniques et électriques, on obtient un systeme formé de six

équations a six inconnues de la fagon suivante :

les expressions des champs de déplacement, de potentiel électrique et de contrainte sont :

A, cos(k,x)+ B, sin(kx,) si —L <x <0
u(x,)= . . (B.1)
C, cos(k,x,)+ D, sin(k,x,) si 0<x <L,
A,x,+ B, si —L <x, <0
D,(x)=19-— . . (B2)
h,(C, cos(k,x,)+ D, sin(k,x,)+Cox, +D,) si 0<x <L,
— _E ) nés vy
k1C11C11[—Au Sln(klxl) +Bu COS(klxl) + - L1 < x1 < 0
_ h
Ti(xq1) = b _ Fas (B.3)
k,c33[—C,, sin(k,x,) +D,, cos(kyxq) — = Cp, 0 < x1 <Ly
33
On utilise ces expressions dans la suite avec les conditions de raccordement en x;=0,
% Continuité de déplacement mécanique : u;(x;=0)= u;(x;=0")
SAu-Cu=0 (B.4a)
% Continuité de contrainte mécanique : 7;(x;=0)= T;(x;=0")
— — _ = nés v
&1k By — C33ka Dy — (C33/ﬁ§g3)cd> = —% (B.4b)
% Continuité de potentiel électrique : @, (x; = 07)=®;(x; = 07)
&h33C, + Dy = 0 (B.4c)
et les conditions aux limites en x;=-L; et x;=L,
* Ti(xy = —L1)=0
et ki (Ay sin Xy + By cos X;) = -2 (B.4d)

’:’ Tl(xl = L2)=O

A7



&cDsky(—Cy sin X, + Dy, cos X3) + (hss/B35)Co=0 (B.4e)
» Di(xg = Lz)=ys

&h33(Cy cos Xy + Dy sinX,) + Cply + D = v (B.41)
ou v, est ’amplitude de la tension de sortie définie par la relation :
Vs = Repls avec iy = —jwqg (B.5)
avec g quantité de charge du secondaire telle que :
qs = — J[ Dy dS; (B.6)
= C;CeL,
L’amplitude de la tension de sortie est donc :
Vs = —jwRp CsCoLy (B.7)

En remplacant vg par son expression, les relations (B.4) jusqu’a (B.7) forment un systéme

d’équations que I’on peut écrire sous forme matricielle:

1 0 -1 0 0 0

cE Ay —neésy
0 C11ka _O -k, =1 0 B, —Up
0 0 h33 0 0 1 Cu . 0 B 8
GEky sinX, cEk, cosX, 0 0 o oll|n, e, (B.8)
0 0 —Diky sinX, CgzkzcosX, 1 0]\ Cy "
0 0 fl33 COSXZ h33 SinXZ m 1 D¢, 0
en posant m =(1 + jwR.,Cs)L, et 1 Z%.
33
C’est une équation de la forme [M (w)].[X]=[b]en posant :
lh
X1 =kyLy, Xy = kyLp et C5 = 2553(1 — &33) (B.9)

Les ¢léments de [X] sont obtenus par la résolution de I’équation matricielle précédente en

procédant avec Matlab de la maniére suivante :

[X] = [M(e)]\[b] (B.10)
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On peut tirer les expressions des fonctions de transfert du transformateur piézoélectrique

considéré.

. . v
¢ Dans ce cas, le gain en tension est: G, = v—s,
p
. . . 1
¢ La puissance de sortie : P, = vgig = F”sts* ,
ch

Puissance de sortie (Ps)

% Et le rendement en puissance: 7 = Puissance dentrée(Po)
ee(le

B.2. Fréquence de résonance et fréquence d’antirésonance de la structure

B.2.1. Etude du cas série :v,=0 et v~=0 =R, =0

En utilisant ces conditions, la matrice M(w) précédente se réduit & My(w) dont I’expression est:

1 0 -1 0 0 0
0 C_flklo 0 —C_zD3k20 —533/5353 0
0 0 s 0 0 1
Mo @Y=\ G sinXyy kg cos Xyg 0 0 o of®D
0 0 —c%k, sin Xy, Ciska cos Xp  haz/B3; O
0 0 h33 cos X5 h3s sin Xy, L, 1

La nullité du déterminant de cette matrice donne les fréquences de résonance. On obtient une
équation (Ey) qui sera présentée dans le tableau suivant ainsi que les expressions des champs de

déplacement et des contraintes.
B.2.2. Etude du cas paralléle : v,= 0 et gs= 0 =is= 0 et Rcp=

En utilisant ces conditions, la matrice M(w) précédente se réduit & M, (w) dont I’expression est:

1 0 1 0 0
O Eflkloo 0 _E??g kzoo 0
Heter ° 0 hs 0 1 (B.12)
C_'flkloo sin Xloo C_‘lElkloo coS Xloo 0 N 0 0
0 0 _ES’D3k200 sin X200 C33k200 cos XZoo 0

La nullité du déterminant de cette matrice donne les fréquences d’antirésonance. On obtient une
équation (E) qui sera présentée dans le tableau suivant ainsi que les expressions des champs de

déplacement et des contraintes.
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Tableau A.1 : Parameétres du modele analytique d’un transformateur piézoélectrique de type

Rosen.
Cas série
Relation R - k3s
Ey=nsinX;pcos X9+ cosXjpsinXsg -X—[2cosX 10 (1-cosXsp)]

fréquentielle *

+nsinX;psinX5) = 0
Déplacement cos(kqpx1) — t anXy, sin(k,px;) : Primaire
S U10(x1) = Auo cos(kyox1) + agsin(k,ox;) : Secondaire

mécanique 2071 0 2071

Contrainte T10(x1)

mécanique CE kioAyo(— sinkigx; — t anXyq cos kyox;) : Primaire
kg0 Au0(— sinkaoxy + ag cos kyoxy) + (has/PB3s)Cao: Se condaire

Cas parallele

Relation Ey = nsinX,c08Xo00+c05X 15511 X200 = 0
fréquentielle
Déplacement e (xy) = A { cos(ki0x1) — t anXy, sin(ky,x1) : Primaire
1o\ A1) — {1y . . .
mécanique cos(kypxy) + t anX,,, sin(k,..x,): Secondaire
Contrainte CE k1 Ay (— sin kypxy — t anXy,, cos kyx;) : Primaire
Tloo(xl) == . . .
mécanique C33K 20 Ay(— sin ko xq + t an Xy, cos ko.x1): Se condaire
avec

ntanX{o+nsinX,o Efl AyohzzXaontanXqgcosX,o0+sinXyg
Qo = == etleo =
33

cosXzo—-1 - Lyk323(cosXg0—1)
B.3. Admittance d’entrée

Par définition, I’admittance d’entrée est :

_
Y, = - (B.13)
avec
i, = jo [f D3 dS, (B.14)

ou Dsest la composante de déplacement €lectrique suivant (Ox3), S est la surface et dS=dxdy

Par suite, la relation (B.14) devient :
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. . .0 . 0 - -
ip = jwl f_Ll Dzdx; = jwl f_L1(93151 + &33E3)dx

Apres calcul, nous obtenons :
ip = _jwlL1§§3E3 +jwle_31[u1(0) - ul(_Ll)]. (B.IS)

Or E3, composante suivant (0x3) du champ électrique, est constant donc :

do
E3 = -

dX3
h

E3dx3 = _dq): f_EEE:;dx:; = _fovp d¢
2

V.
E3 :_Tp (B.l@

D’ou I’expression de I’admittance d’entrée est donnée par la relation (B.17) en posant C, =

1L,E5, ., . . n2lL &35
—. » capacité statique du primaire, pour une structure monocoucheet C, = ——= et E3 =
- % si le primaire est constitué de n couches.

Y, = jwC, + jwlés; [Aye — (Aycos(Xy) — Bysin(X,))] (B.17a)

Cas série

L’admittance correspondante est une admittance vue du primaire a secondaire court-circuité. On

la note par Y, telle que :

Ypo = ‘—p) = jwCp + jwlés[Auo — (Auecos(Xy) — Byosin(Xy))] (B.17b)

Yp/i=0
Ol‘lX:l = lel'

L’équation matricielle ci-dessous est utilisée pour déterminer les constantes A,y et By :

1 0 -1 0 0 O Ay

0 Ciikio _0 —chk, -1 0 Buo

0 0 hs3 0 0 1 Cuo

cEk,sinX, ¢Ek,cosXq, 0 0 0 0| Dy
0 0 —Dky sin X,y CiskacosXze 1 0]\ Cep

0 0 h33 cos X5 hsssinX,y Ly 1 Do

All



= oh (B.18)

C’est une équation de la forme [My(w)].[X,0]=[b] qu’on résout avec Matlab de la maniere

suivante :

[Xy0] = [Mo(w)]\[D]”;
Auw=X0(1,1) ;
Buw=X0(2,1) ;

Cas paralléle

C’est une admittance vue du primaire a secondaire en circuit ouvert notée par Y, telle que :

Yy = i—”) = JwC,y + jwls [Ays — (Auncos (K1) — Buosin(X1,))|(B.19)

vy /.
P/is=0

Pour déterminerA4,,,, et By, on utilise I’équation matricielle suivante :

: 0 -1 0 0 Aver
O ElElkloo O B _Eng kzoo 0 g‘U.OO
0 0 h33 0 1 D‘uoo
Eflkloo sin Xloo Eflkloo coS Xloo 0 0 0 Cuoo
0 0 —E£3k200 Si‘l’leoo E:,’ngzw cos Xy, 0 D‘i‘:
0
0
nes1Vp
= h
0
Tle_311_7p
h

Cette équation peut s’écrire sous la forme [M.(®)].[X,]=[b] que I'on peut résoudre avec

Matlab de la maniére suivante:

[Xpoe] =[Moo(@)\[B]; Auoe=Xyoo(1,1)  Buso=Xye(2,1)
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ANNEXE C : MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS DU
TRANSFORMATEUR PIEZOELECTRIQUE DE TYPE ROSEN

UTILISANT LE LOGICIEL COMSOL
C.1. Présentation du logiciel de simulation numérique COMSOL Multiphysics

Le logiciel COMSOL Multiphysics, créé en 2005 et anciennement appelé FEMLab, est avant
tout un outil de résolution d’équations aux dérivées partielles par éléments finis. Il a été
développé au Royal Institute of Technology (Suede). Sa particularité est de mettre a la
disposition de [’utilisateur une banque de données d’équations trés variées permettant de
modéliser une large gamme de phénomenes physiques, comme 1’électromagnétisme, la
corrosion, ’écoulement de fluides ou encore la déformation des matériaux. Plusieurs types

d’analyses sont proposés : analyse temporelle, fréquentielle, statique, quasi-statique [A3].
C.2. Etapes de simulation du transformateur Rosen

Le processus de simulation sous COMSOL Multiphysics implique plusieurs étapes décrites ci-

apres :

e Choix de la dimension : 3D

e Choix des modules physiques: Pour notre étude, il s’agit du module «acoustique» suivi
du sous-module «déformations planes piézoélectriques».

e Choix du type d’analyse : domaine fréquentiel ou analyse modale

e Construction de la géométrie, dimensionnement et choix du matériau

La structure ¢étudiée ici est considérée comme [I’association de deux blocs
parallélépipédiques (sous-domaines) pour lesquels les matrices du matériau sont attribuées en
respectant les directions de polarisation de chacun des sous domaines. La simulation sous
COMSOL Multiphysics nécessite I’introduction pour chaque sous-domaine du tenseur des
constantes élastiques ¢", du tenseur des constantes piézoélectriques e, du tenseur des constantes

diélectriques &%, de la densité volumique p et du facteur de pertes mécaniques 1/Qm.
Définir les paramétres de maillage, mailler la structure

Le choix d’un maillage est une étape importante dans le déroulement d'un calcul
numérique par éléments finis. Il s’agit d’un découpage de 1’espace selon un maillage. Il est a
noter que quelle que soit sa forme, plus le maillage est resserré, plus la solution que I’on obtient

sera précise mais le calcul numérique devient plus long. Un compromis entre la précision des
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Itats et le temps de calcul doit donc étre trouvé. Sur la figure A.2, on montre le maillage ainsi

J4

resu

obtenu pour la structure étudice.

trie de transformateur sous COMSOL.

J4

J4

come

Figure A.1: G

Figure A.2 : Maillage sous COMSOL.
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e Attribution a chaque face de la structure des conditions aux limites mécaniques et

électriques

Mécaniquement, les faces du transformateur sont libres, elles ne sont soumises a aucune
force. Electriquement, elles peuvent étre reliées a la masse ou a un potentiel électrique. Ainsi,
I’¢lectrode inférieure du primaire est reliée a la masse, 1’¢lectrode supérieure du primaire est
reliée a un potentiel alternatif d’amplitude égale a 1 V et I’¢électrode du secondaire est reli¢e a la
résistance de charge. Les faces restantes sont reliées a « zéro charge » (pas d’accumulation de
charge). Enfin, on définit des points caractéristiques ou des grandeurs physiques sont calculées

(déplacement mécanique, potentiel électrique, admittance électrique, etc.).

e Résolution des équations aux dérivées partielles
e Post-traitements des données, représentations graphiques des résultats et extraction

des informations

Cette derniére étape est cruciale car c’est elle qui permet de visualiser en 3D un grand
nombre de caractéristiques du transformateur comme le potentiel électrique, le déplacement
mécanique, etc, et de tracer les courbes caractéristiques a 1’aide de fichiers de données, exportés

par le logiciel
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ANNEXE D : DESCRIPTION DES MATRICES UTILISEES :

cas déformation plane

La résolution polynomiale des équations de propagation présentée dans le chapitre 4 aboutit a un

systéme infini d’équations que 1’on peut écrire sous la forme :

A4, P+BB,r, +CC,v, =-{nlq f O MMP+EE, v (D.1)
AA4,.P+BB,.r, +CC,v, =—EE;.v, (D.2)
avec
AAlll AA311 AAIZI AA321 MMIII MM311 MMIZI MM321
AAI 12 AA3 12 AA122 AA322 MMI 12 MM3 12 MM122 MM322
AAN == MM =
AAI 13 AA3 13 AA123 AA323 ’ MMI 13 MM3 13 MM123 MM323
AA114 AA314 AA124 AA324 MM114 MM314 MM124 MM324
BB, BB, cc, EE,
BB, BB, cc, EE,
BB, = cC,.= EE, =
BB, BB, |- cc, |» EE,
BB, BB, cc, EE,

AA _ AAIIS AA315 AA125 AA325 BB — BBIS BB25 CC = CC6 EE = EEI
° |44, 44, A4, 44, )" ° \BB, BB,) ° |cc, ) ¢ EE,)

116 316 126 26

ou le calcul des composantes de chaque matrice se fait de la méme maniére qu’avec ce qui est

présenté dans I’annexe suivante.
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ANNEXE E :RESOLUTION DES EQUATIONS DE PROPAGATION
DES ONDES, DESCRIPTION DES MATRICES UTILISEES ET
CALCUL DE I’ADMITTANCE ELECTRIQUE DU TP :

cas contrainte plane

E.1. Equations constitutives
A partir des hypothéses bidimensionnelles contrainte plane et en tenant compte de la forme
géométrique du transformateur, les équations constitutives peuvent étre écrites par:

Dans la région 1:

= 1|., 00" 00, e.
T =Cle S0l + = E Lo g0 P po (B0, |, E.l
L{ oq, 5 oq, re (=D
- 1|, 00" aQ e
=l e g pn 1 Bgn e pn By |, (£2)
L{ oq, 5 ag, g
= o0, ~; 00"
= g0 @ o o X g, } E3
L{ 4 oq, aq, (5
Dans la région 2:
) dql ) P 2 X " 251'2 v O o & a«qlz _q]q.\')in)) @ e, Yo .
T = 0 S—t) = B IR [y By, 3 D= E4
Dz @] 2t Q()&]Z qun @zpz»nn—'_r &]] mn +rqu },q(%—'_)z’ ( )
- 1 __, a(q Q(l)) 28 00, ) 2eY b 00, o
T, =—[c:—"=220 pV + < —=0."(0 ) Pom —2— 4,0, P
L aq, g q, ¢ qz
2) ~(2)
+ 6(( — 4.9, )Q ) <z) S_e“ (g, +1) “] (ES)
r aq, rq,
- 1.2k 00, . b 00, o o~ (CIQ(U) 2
T =—[—%0:"(0 ) Pimn 7,0, Pim +C 0,Pm,
L ¢ q, «f aq, q,
2 2 15 2,\/15 1 VP
e ((ql ~4,4,)0¢ >) ) %vs —%(I—Z— -] (E.6)
o _l{gssra(ql—mg,,p:" RERATI )aQ P+ 200 2 6Q =P
aq, g §
~(2) 1) (2> =(2)
&5 a((ql —4.4 )Q ) r &y, 8 (q3+1)—} (E.7)
q, aq, q, q,
—2 1 2615 ) Q ) 2615 090, (qur(nl)) 0]
D2 = Qm ( ) plmn q1Q plmn +€15 Q p2mn
L £ 4 oq, aq,
8 287
(( )Q<2>\ <2>+ (g, +1)—] (E.8)
5 g
avece

Al7



z_g? [z ~E_—=(1) 41)2/ o —(1)_=M=1) /=) eE=g 7<1>2/ (1)
q —Cn €30 [C330 s Cp=Cp Ci3 o €;,=¢;, c13 633/033 > clS_cB Cp C3 /011 > C33 —Ci3° /€y s

5 _5 _=05 /=0 ~E _—(1 =) ~(2)_=1) *(1)2/*(1) ~ 2)_= =)
€33=€33C3 eSl/Cll ’ 044—014)’ C66_C66 s O =€ —C [C s €y =€) 631/011 ’ 533_533"'633 /033 s Eu=E >
~(2) M (R)_ (R) E_E, 2,8 S _r,2/FE
& =Eyte, /C , /Cll cll_cll+e31/g33, 833—833+e31/c“
E.2. Résolution des équations de propagation

Les équations de propagation sont données par :

T T )Tl o LT Tl -l (9

&og,

%[iﬁwm(ql—qs>+(i<ﬂ—ﬁ“ml)Hgaiim+§z‘;<l><a<qz+1>—5<q2—1>>}=—sf%us); (E.10)

_ 1 1 - 7’
— - - —T79(s DN=6(a. =1))1= =02 @).(E.
% . 0 )z T (6(q, +1)-5(q, - 1)) Y J(E11)

STl T bl o L L LT )0l )= T (B2
2 1

oD, 20D;
5 o EDZ [5(4, +1)-8(g, - 1] =0. (E.13)

En substituant les contraintes et les déplacements électriques dans les équations de propagation

et en effectuant une projection dans la base gV et g;pour éliminer les termes dans la région 2 a
I’exception du terme de continuité pourg;=0, et en projetant dans Qf?f et Q, pour éliminer les

termes dans la région 1 a I’exception du terme de continuité pour ¢;=0, (E9)- (E.13) donnent

Al] lpl(rlr?n + A2] lpglrln + Allel(fn)n + A‘Zle;nn + Bl]r;nn + Q]VS = _7Z'Z/qlz QEllnpl(mn +l)l]vp ; (E' 14)
AP+ AP+ Ao, + Ao, + B, + Gy = =70 g QE, , pl, + Dy, (E.15)

ll3p1mn + A2 3p211:m + A123plmn + A223p2mn + B3l mn + C V - 722/q12 QEﬂ}npl(zlrzn + E123npl(mn +D3lvp b (E' 1 6)

114p1m71 +A2 4p21) +A124p1(r2n)71 +A224p§m71 +B4lr;rm +C:Hv: = _ﬂz/qlz QEQlMpglrln +E22Ahp£mn +D41vp > (E' 1 7)
114p1m71 +A2 4p21) +A124pl(rzn)n +A224p§m71 +B4lr;n71 +C:Hv: = _ﬂz/qlz QEQIMP;ZW +E22Ahp£mn +D4]vp > (E' 1 8)
Allsplepzn +A215p(2mn +A125plmn +A225p2mn +B51 mn +C Vs _0’ (E 19)

que I’on peut écrire comme :

A, P+B,1? +C,v, =nlq JEEP+D,v ; (E.20)

NVpo

Ay P+B,r? +C,v, =D, (E.21)

Gnn
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Les matrices Ax, By, Cn, E, Dn, Ag, Bg, Cgsont données par:

_Am 4, 4, AZZI_ 1
4, A, A4, 4, B
A, = ; B, =
4, A4, A4, A4, B,
A114 4, A, A224_ B,
Ag = [AIIS Ays Aps

avece

4, =205 +0(q,)dQ) (,) -0 0 (O0))+

4 2

2 =0t 0000, (0) 4,,=0

—e
B, ==q,00" (00, (0 €, =

Lkn

200 )0 0)- 2
rg

2¢,
_ 66 -1,1,0 q,,0,0
Anz - § J2kn (J2/m
2012

3
A

A122 =0. Azzz—c

m=FC " (U +0 (9,00, (g, ))+

J‘

212 T 044‘]1/(1,71 ° ("];/mo ’ + Qi'“ (qp )dQ::) (qp )) + Cus

Q“’<0)(

4

¢

()()‘]U;l OQ,(;IZ)(O) . B21 =0 ; C21 =

By =L Ay =000 07 (040 (0)+

2
A =28 2. J.1 (07 (0) - 0 (4))0" (0)) ~ 2
A 33J1klnl O(J;;)r;fw
4= &J;J:;;lo( ;;::ISI

¢

.07 (q,)0% (g,))+2°% :

2kn

]2J110
5

4 S 7001 (1,59 0, (-dQ, (1)~ 0, (DdQ, (1))

—1,1,0
- re‘&‘(']lkn [ 3jm

re, ;
D, :Tc:(Qj'Z) (0 VJ1;010

g3 -4 0" (002(0)~q,

I"e”

5 ]

D0

a

w

1

a

41

w © #
-

O O O o

N

Azzs]; B, :le; Cq :CSI; D, = Dy ,

66 Jq, 00(

1jm

1 (0) 0"

>

£0(g.)0"(q,)~0" (00" (0))+ 2

TLPT +0,(-DQ, (<) - 0,0, (1))

Jo 00( ~11,0
3k

1jm

-1,1,0
3kn

111 -1,1,0
1k0 lkO ).E

_ 4,:0,0 y1-1,1,0
n - J]‘j;n Jlkn

+0,(-1)dQ (-1 -0,(1)dQ,(1)

S J:,,,,”( 040, (-DQ, (D) -0,(D0, (1)

1,1,0

5"’" 07" (0)o, OV

+0,(-1)dQ, (-1)- 0, (HdQ, (1)

e. 2e.
2]: 31 \/_JI;IOIOQ(I)(O) 33 x/_J—]IO

544 R A ONFLY

o))+

_ r633 (Q(Z) (0) Q(Z) (q ))\/_J Lo Fo= qSJlet(J) OQk 0)‘/1110;

2 017 (01

Al9

(0 ()0 (0))

4,2

l]m

-1,1,0
an

g

~0% ()07 (9,)+4,d0 (4,))+ 0 (00 (0))
LT (500 40, (<10, (1) - 0, (10, (1)

1jm

123 =J

+0,(-DdQ,(~)-0,(1dO,(1))

0.1 (-1)-0

OqlJ 1,1,0

Lkn



A, =%?Q“’( ooy (0)-01" (. >)1 =20 0oy oy
:—in(.” (0)d0, (04 + & 01 (0Nq. 75" U2 + 0, (-1)d0, (-1)-0; (1)do, (1)]
A, —%C? W —-q,00 g, )]+%J§;:~‘ et +0; (1o, (-1)-0; (e, 1)
Aoy =S5 1 +03(- M0, (1) 01 0 1)
341=%JZ;;~°[J§;~J—%J§4 G ;( S0 — g g e + (-1)-2e,0)
o

\/_Jls%'()( Qk ) 41: =l \/_Jls?)lo( Qk )E214 \/_QO)JUOoq OJHO

_ 7-0.4,.0 7-1,1,0
E224_J1/'n Jlkn

Am=—%/_ Jia 0 (0,1 + 0, (~1)dQ (-1) -0l (10, 1)

A4,5=0

Am= N o) [J"°+Q§2>'Q£f>( )+ la ) Jelrshe 4 0 (< 1)do, (-1)-0; (1o, (1)

2rg
N(Z)
A, :;_%JHOJO/qI &s JOqI[ —110+Qk I)Q ) QZ(IQ(D}

351=i(f’J&ZI'OQL(O)[(Jf}Z”‘—%Ji’Z )-4.07 (0} (0 ()] ;( T2 =g o W + Q=14 (-1)- 010, (1)

o _ _
C=— 33 0)\/’.]1]{1010 D51 = 233 (0)\/7']11(1010

s

ou
1Ly l * - l * 0 qun - [ * az qun ( *
T =[040,dg, I =0 A0.),, Jur=[0; ( - aa, Ji = [0 40 dg,
-1 -1 aqz -1 aqz 9
N PN - 0, .
Jh=[o) (‘ )dql Ty = JQ“) 2lg )dql Jont = [0 q101 dg,
49, aql q, 6‘11 0
J;)/‘,In e 'I.‘ (2) ql Q(Z) dql Jxo/z, N ]. (2) ql Q(Z)) ]
0 q, 0 q,

E.3. Admittance d’entrée et tension de sortie

L’admittance d’entrée électrique est définie par:

avece



ol - ou” 8u(l) 2\
_lQa)pCSPJ’J.qP;{reM oq ey, oq, 7 e > 9,44, ;

1

i, ==im C, - { j[u“ ) -u"(q,) g, +7%, j b ()= (=) }dg, ( ] vz} (E.22)

La substitution du déplacement mécanique dans (E.22) donne

yin = _iQa)pCsp (‘%3 - rg?aleypl(rln)n - rg?alXZypélrr)m ) (E23)

ou

ly —Vem/aflooﬁfl 1 Q -9, 1))]

X,, =124, é[Qf,,”(O)(Qn 1)-0,(-D)

La tension de sortie est donnée par la loi d’Ohm, v¢=Ris ou isest donné par:

. s 1
i =4 “"2””’ | D g, . (E.24)
el

-1 -1 2
(E.25)

1 1 1 01
Vs L —JR, 0)533"‘/{'[”633[”1(2) (q,)—u, @ (0)] dg, + Ire31[u§2) - ”(2)( 1)]Ed% _JAVS Ed% i
2

En remplacant les déplacements mécaniques par leurs expressions, 1’équation (E.25) devient

1 NS
V= |:A126p12) +A226p22) +A216p21) + }’ (A26)
(Nq JQ) 2

S
Q
avec

= (2)

- f (6,401 (40 @IV =0, =00 (0,()-0,(-D),

3 9

A

= (2)

I, reg (e ©(0,m-0,-1))
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