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2. Résumé

Nous nous proposons dans cette thése d’étudier la propagation d’ondes non-linéaires
dans le régime haute fréquence par des méthodes provenant de la théorie des probabilités
et de la théorie des équations aux dérivées partielles. On considére I’équation d’onde frac-
tionnaire cubique, posée sur un domaine borné de I'espace euclidien, avec des conditions
au bord périodiques. On montrera pour commencer, sur quels espaces ce probléme est
bien-posé au sens d’Hadamard a l'aide de méthodes de point fixe. Dans un deuxiéme
temps, on va démontrer des résultats d’instabilité a haute fréquence qui montrent les
limites des méthodes standards. Pour finir, on envisagera de construire des mesures de
probabilité sur ’espace des données initiales telles que dans le contexte des résultats

d’instabilité, une forme de caractére bien-posé persiste, presque surement.



3. Préliminaires

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions de base fondamentales qui nous
servirons tout au long de ce document. Notamment, la théorie de Fourier sur l'espace
quotient T3 = (R / Qﬂz)g. Cet outil est essentiel dans la plupart des branches de I'analyse
mais aussi dans 'étude des équations aux dérivées partielles. On pourra par le biais
de cet outil passer d’'un domaine spatial & un domaine fréquentiel discret, dans le but
de simplifier certaines équations aux dérivées partielles. La convergence des séries de
Fourier est le sujet principal traité dans cette premiére partie. Nous introduirons dans
un second temps les espaces fonctionnels les plus adaptés a ’étude des équations aux
dérivées partielles dispersives, les espaces de Sobolev. On finira ce chapitre, par quelques
rappels sur la théorie d’interpolation et des inégalités mettant en lien les différents espaces
fonctionnels de Sobolev et les espaces LP. Les références liées a la discussion de ce chapitre
sont |10} 3], 9 &].

3.1 Analyse de Fourier

3.1.1 Séries de Fourier

Définition 3.1.1. Soit f : T® — C une fonction intégrable. On définit sa transformée de

Fourier, notée f, par 'application :
fn)= | flx)e ™ dz, Vn € Z°,
T3

ol N.T = N1T1 + NaZo + N3x3.

La transformée de Fourier est une application uniformément bornée, i.e. pour tout



3.1. Analyse de Fourier

n € 73,

Fool < [ r@lde = 171,

De plus, il vient directement de la définition que, ’application qui associe a toute fonction
£ la fonction f est linéaire, c’est-a-dire pour tout A € R, n € Z% et f,g € LY(T3), on a :

— ~

(311) (FTo0)(n) = Fln) + \i(n).
Si f € C%(T3) avec k € N alors il existe une constante Cy > 0 telle que :

. C

|f(n)] < AT P ou |n|* =ni+nj+n;.

En effet, cela vient du fait que I'on ait pour tout k € N et n € Z3,

~

(3.1.2) (1= A)"f(n) = (1 +n)" f(n).

Autrement dit, on a :
Fool < e [ 10- A @)
n e —— — xXr xXr
= (T 2k s
G

< .
(P

Définition 3.1.2 (Formelle). On appelle série de Fourier d'une fonction f € L'(T3), la

série donnée par :

@2m) Y fn)em™, xeT

nezs

Nous ferons remarquer que cette définition est "formelle" c’est-a-dire qu’elle ne tient
pas compte de la convergence de la série, a ce stade nous ne savons pas si elle converge

ou pas; et si elle converge dans quel sens.

Définition 3.1.3. On définit pour tout N € N, la N-iéme somme de la série ou encore

la série des sommes partielles, notée Sy f, par :
N N N
Snf(z)= (27r)_3 Z Z Z ei(ml‘l-leccz—i—nsﬂcs)f(n>7
ni=—N ng=—N nz3=—N
ol n = (ny,ng,n3) € Z* et x = (1,19, 73) € T.

6



3.1. Analyse de Fourier

Théoréme 3.1.4. Soient f € C®(T?) et Syf la N-iéme somme associée a sa série de
Fourier. Alors cette somme converge uniformément sur T3 vers f quand N tend vers
linfini i.e.

sup |(Syf — f)(z)| — 0, quand N — +00.
€T3

De plus, pour tout o € N3,

sup |0%(Sy f(z) — f(x))| — 0, quand N — +o0.

zeT3

Afin de démontrer ce théoréme, nous aurons besoin de certains lemmes et théorémes

que nous énoncerons dans la section suivante.

3.1.2 Noyaux de Dirichlet

On considére Sy f la N-iéme somme associée a la série de Fourier de f :

N

N N
SNf(-T):(27T)_3 Z PRUCES] Z etnat2 Z einsTs 5 f(y) e_i”'ydy.
=—N

ni=—N no=-— ny=—N

Alors, par commutativité des signes intégrale et somme, on peut écrire que :

N N N
Snf(x) = (2m)~° / ( > einl(zl_yl)> ( em(”_yz)> ( 6”“””“) f(y) dy
n=—N no=—N ns=—N

T3

= e [ TI{ X e ) sy

J=1 \Inj|<N

Définition 3.1.5. On appelle noyau de Dirichlet, noté Dy, 'application donnée pour
tout x € T3 par :

3 N
(3.1.3) Dy(z) = H i
7j=1 nj=—N
Par cette définition, on voit que
(3.1.4) Snf(x) = (2m)~° , Dy(z —y) f(y) dy.
T

7



3.1. Analyse de Fourier

On pourra aussi remarquer que, le noyau de Dirichlet est en fait un produit de suites
géométriques de raison €™ avec j = {1,2,3}, dont la somme peut étre calculée au cas
xz; #0, 5 ={1,2,3}, en écrivant

& iniz & gy 1 BN
(3.1.5) Dy(z) = H Z et | = H (e j W) :

i=1 \Ins| <N j=1

o,
. . . . . . . S
Puis, en multipliant le numérateur et le dénominateur de cette fraction par e™*2 | on

obtient , . .
e—i%(QN-i-l) — i (2N+1)
Dy(z) = H ( —ig s .

J=1

Sachant que ’exponentielle peut s’exprimer par des fonctions trigonométriques, il résulte

finalement une deuxiéme formulation du le noyau de Dirichlet,

3
(3.1.6) Dy(x) =[] Dh(z),  §=123 x=(x1,25,13) €T
j=1
ol
L S
. sin( -
ON + 1 z; = 0.

Notons que DY sont des fonctions a une variable alors que Dy est une fonction a trois

variables. Nous avons que D}, = D% = D3,.

Remarque 3.1.6. Cette deuzieme formulation nous permet de remarquer que l'une des
propriétés du noyau de Dirichlet est qu’il n’est pas de signe constant. On peut aussi voir,
par identification de (3.1.5) et (3.1.7) que :

(3.1.8) D)= > ™%, x;€T, j=123

[nj|I<N

De retour sur la série des sommes partielles Sy f, la formulation (3.1.6)) nous permet



3.1. Analyse de Fourier

d’écrire

(3.19) sx(f) = (n [ T] (Sm gv(i)_)) Flw)dy.

On serait alors tenté d’essayer de démontrer la convergence simple de la série Sy f vers

j=1

f en effectuant un changement de variable comme ceci :

Swif) === / ﬁ ((2]\/ +Sir)1s(§ﬁ)(L)> / (””j B 2]\?11 1) 4y,

1 0 3 J=1 2N-+1
Ty XI5 <1y

ou I} = [ (7 + 25), —(B5E) (7 + 2))]°, @ = (21,22, 73) € R? avec j = 1,2,3, puis

de faire tendre N vers l'infini sous le signe intégrale. Or, dans ce cas, il ne nous est pas

permis d’appliquer le théoréme de Lebesgue du fait que les noyaux de Dirichlet soient de
signe non constant, comme nous ’avons vu dans la remarque précédente. D’ou 'intérét

de la section suivante.

3.1.3 Noyaux de Fejér

On pose pour & = (11, 29,73) € T> et j = 1,2, 3,
N-1

‘ 1 ‘
(3.1.10) Fi(z;) = NZD;(%), N € N.
k=0

avec FJJV(O) =2N + 1 pour j =1,2,3.

Définition 3.1.7. On définit le noyau de Fejér, noté Fy par :

Fy(z) = [[Fi@), zeT?

Ou encore
1 3 /N-1 j
Fy(z) = W}_[l (%Q:(%‘)) :

Lemme 3.1.8. La suite { Fx}nen est une approximation de l'identité. Plus précisément,

la suite vérifie les propriétés suivantes :



3.1. Analyse de Fourier

P1. Pour tout x € T3, on a :

/FN(:U) do = 1.

T3

P2. En tout point v € T3, Fx(z) est positif et satisfait donc :

NeN

sup /|FN(x)| dr < oo.
T3

P3. Pour tout 6 > 0,

|Fn(z)| de — 0, quand N — +o0.

[=m,7]3/([—0,0])3
(ici on identifie T? avec [—, 7%).
Démonstration. P1. Par définition, on écrit pour tout x € T3,
1 3 /N-1
T s 3=1 \k=0

Puisque Di (x;) ne dépend que de z;, la précédente égalité peut étre reformuler par :

/FN(x) dr = (27r1N)3 ﬁ Z /Di(%')dmj

’]I‘3

Il s’en suit, par la relation (3.1.3)), que

3 N-1 k
1 " NGT;
[ vy - vy L2 / D> e
- j=1 k=0 nj=—k
N-1

k ™
-7

j=1 k=0 \n;=—k

On remarquera, que pour tout j = {1,2,3}, on a :

T 0 £ 0
/ it dxj _ { , n; f )
— T nj =0.

10



3.1. Analyse de Fourier

En conséquence,

/ Fa(z)dz = (27r1N)3 (N27)? = 1.

D’ou la propriété P1.

P2. Pour j =1 et 27 # 0, dans les définitions (3.1.6) et (3.1.10)), on écrit

, 1 o= (sin((2k +1)2
Ao - x 3 (M)

0 2
| V-1 (9m (ez‘(2k+1)%1>
N — sin (%)

ot Jm(+) désigne la partie imaginaire. On peut alors écrire par équivalence,

()

On observera que le membre de droite est une suite géométrique dont la somme est donnée

(3.1.11) Fy(z1) =

par :
N-1 iNzq
Pk G i l—e .
1 — e
k=0
Puis en factorisant par e’ N , on obtient :
N-1 . o
3 e N%w
sin( %5
k=0 (%)

dont la partie imaginaire de cette derniére égalité est donnée par :




3.1. Analyse de Fourier

De ce fait, par la définition (3.1.7) de Fy, on déduit que,

(3.1.13) Fn(x) = (%T;N)?*H (%) r;#0,j=1,2,3.

Ce qui nous permet de voir que le noyau de Fejér est positif pour tout x € T? et que par

conséquent, a 1’aide de la propriété P1. précédente, on peut écrire pour tout N € N,

/W Py ()] dz = /T Fr(z)dz < oo

P3. La preuve du dernier point tient du fait que 1’on ait :

, sin(N %) ’ _ 1)’
Vi=1,2,3, dec>0 : — <cmin|(N,— ] .
sin (7]) ||
En particulier, pour 6 > 0 telle que |z| > 9, il existe j € {1,2,3} pour lequel |z;| > \% et
1 in(N%) ’ C 1
sin(/NV =

3.1.14 — | —=% | |dz; < —.— —0 d N — +oo.
s | () s

\5[ |zj|<m

Riche de ces observations, on écrit d’abord a 'aide la relation (3.1.13)),

[ meeeghe [ T -

{(2€T3 |2|>6) (2€T3 [z|>6) 7=}

On va essayer par la suite de majorer cette intégrale par d’autres intégrales du type

(3.1.14) de la maniére suivante :
3 sm sm —’“
_2 dx / sin(V5) dzy.
Z/ ( sm ) H sin 71“ F

FN(Z‘)

{LL‘ETB ,l.l“Z(S} k#]

avec Is = {% <|z;| <7}

12



3.1. Analyse de Fourier

On sait que pour tout k = {1,2,3}, on a :

(une conséquence de la preuve de la propriété P1.). Cela nous améne a écrire que,

Fy(z)dz < (@r )’ 23: <%>2 dx;.

{z€T3 ||z|>6}

Ce qui termine la preuve du lemme [3.1.8

Définition 3.1.9. On dit qu'une fonction P est un polynéme trigonométrique sur T3

si la fonction P est définit par une somme d’exponentielles. Plus précisément, s’il existe

M >0 et ¢y nymy € C tels que

P<x1ax2>$3) = E E § , Cnl7n2,n361(n1x1+n2x2+n3x3)'

[n1|<Mn2|<M|n3|<M

Proposition 3.1.10. L’ensemble des polynémes trigonométriques P est dense dans l’es-

pace des fonctions continues sur T3 i.e.

VfeC(T?) ,3Pve€P telque |Py— fllpeems) — 0, quand N — +o0.

Démonstration. On considére la fonction Fiy* f ou” x” désigne le produit de convolution.

Par définition, on a :

ol n.x = n1x1 + Noxs + n3xs. Montrons que Fy * f est un polyndéme trigonométrique. On

13



3.1. Analyse de Fourier

écrit pour x = (1, 79, z3) € T3,

1 £
Fy(z) = WH Z i

J=1 \In;|<N

1 in.x
X X Y e

[n1[<N|n2|<N|ns|<N

Autrement dit, Fiy est un polynoéme trigonométrique (par définition). En particulier,

1
(27N)?

ﬁ]\\[(n): n = (ni,ny,n3) € Z°, In;| <N, j=1,2,3, NeN.

De plus, d’aprés la premiére section on sait que pour tout n € Z3, I'application ]? est

bornée. On peut alors conclure qu’il existe M et C,, € C telles que

Fyx* f= E C,e"™".
Inj|<M
i=1,2,3

On pose Py = Fy * f. Montrons que pour f € C(T?) on a
| Pn(x) — f(x)| oo sy — O quand N — 4o0.

On considére

Pu(z) — f(z)] = / (Fx —y) — F(2)Fu(y)dy| .

A Taide de l'inégalité triangulaire, on écrit que

Py(z) - f(z)] < / (flz —y) — F())Fn(w)dy | +

ye([—0,9])3
/ (f(z— ) — () Fx(y)dy

y¢((=0,0))°
=h+1D

14



3.1. Analyse de Fourier

ou

~
i
Il

| G-y - 1@y
ye([=0,0])*

et

L=| [ (f=9) - )Py
y¢([—6,6])3
Contrairement au noyau de Dirichlet, on a vu que le noyau de Fejér était de signe constant
positif, ce qui va nous permettre de facilement majorer les intégrales I; et I5. En effet,

par les propriétés P1. et P2. du lemme précédent, on sait que :

[ Ewiar= [ Fxwis< [Eewiy =1

ye([-6,0))° ye([=6,9)) T3

De plus, par continuité uniforme, on a :

Ve>0, 36>0 Ve, y e T3, v —y| < 6, |f(z) — f(y)| <

[NRINe

On conclut alors, que

I

IN

/ @ —y) — (@) |Fx(w)] dy

yE([—(S,(S])?’

[\
|
="
>4
S
QL
<
|
|

D’autre part, f est continue sur un compact, et donc :
IM > 0, |f(z)| <M, VxeT?

On sait aussi, par la propriété P3. du lemme [3.1.8] que pour N suffisamment grand, on
a:

€
|FN(?J)| dy < 1M
yé([—éﬁ])a

15



3.1. Analyse de Fourier

Il s’en suit alors, d’aprés ces deux remarques que,

L < / (£ =) +1£ @) |Ex ()] dy
y¢([—6,0])3

€ €
OM — = -
AM 2

IA

En conclusion,

|PN(LL’) — f(l’>| S Il + IQ = €.
[

Remarque 3.1.11. Si de plus, f € C*(T?) avec k € N. Alors, pour tout o € N? tels que

la| <k, on a :
(3.1.15) 10 (Pn — f) || zoe(r3) — 0, quand N — 400,

ol

olel

0! O3 053

80{

la| = a1 + ag + as.

En effet, on peut voir que

O%(Fy * [) = Fn x(0°f),

ou 0°f € C(T?) et donc d’apres la proposition précédente, ce polynéme converge unifor-

mément vers f, d’ou :

3.1.4 Convergence dans L?(T?)

Notre but dans cette section sera de démontrer 1'égalité de Perseval qui va étre un outil

clé pour montrer la convergence uniforme de la série des sommes partielles du théoréeme

BI4
On note par (-, -) le produit scalaire hermitien sur L?(T?), donné par :

(f.9) = . f(z)g(x) dx.

Théoréme 3.1.12. Soient f € L*(T?) et Sy f la série des sommes partielles associée a

16



3.1. Analyse de Fourier

f. Alors pour tout N € N, on a :

1SN fllzzcrsy < |1fllz2crs).-

Démonstration. On observera que 'application Sy est une projection orthogonale sur le
sous espace {€"”, |n;| < N, |ng| < N, |n3| < N}. En particulier, application Sy vérifie
pour tout f,g € L?(T?),

(3.1.16) (Snfrg) = (f,Sng), et ([,Sn]) = (Snf,Sn[).

On considére

||f—5NfH%2(1r3) = (f—=Snf,f—=SNnf)
= |1 fllZ2ems) — (f, Snf) = (Swfo f) + [1Sn Fl|Z2(rsy.

D’aprés 'observation précédente, on obtient :

If = SnfllZasy = IfZeesy — 20, SnS) + 1SN 172 xsy
= Hf”%2(1r3) —2(Snf,Snf) + HSNfH%?(T?’)
= Hf”%?(w) - 2HSNf||2L2(T3) + ||SNfH%2(1r3)‘

On a bien alors, pour tout N € N,

If = SnflZzemsy = I F 1 F20ms) — 1SN Fll72rsy > 0.
D’ou
SN fllzzersy < || f |2 crs)-
L]

Théoréme 3.1.13. Soient f € L*(T?) et Sy f la série des sommes partielles associée
f. Alors,
|Snf — fll2msy — 0, quand N — +o0.

Démonstration. Soit € > 0. Par densité des fonctions continues sur T? dans L*(T?) il

existe une fonction g € C(T?) telle que

R

1f = gllz2ers) <

17



3.1. Analyse de Fourier

De plus, la Proposition [3.1.10] dit qu’il existe un polynéme trigonométrique P € Py tel

que
€

P — oo <
1P = glleems) < qyam -
autrement dit, on a aussi
€
Hp_g||L2(’]I‘3) S 4_1

(ici on a utilisé la décroissance des espaces LP de mesures finies). En combinant ces deux

inégalités, on obtient que

€

(3.1.17) 12 = fllzzcrsy < 1P = gllzzrsy + [lg = fllzzesy < 5

On considére ensuite
|Snvf = flle2eesy = |Snf — SNP 4 SyP — P+ P — f|2(13).
Par inégalité triangulaire, on écrit
ISnvf = fllezersy < ||Snf — SNP| r2ersy + [|SvP — Pll2ersy + || P — [l r2(r3)-
Or, par définition, pour N suffisamment grand, on a Sy P = P et donc
IS8 f = fllzeersy < [|Snf — SnP|r2ersy + [P — fll2(rs).-
De plus, par le théoréme précédent, on sait que
IS8 (f = P)llzzrs) < [If = Pllezcs).-
Il vient alors, par (3.1.17)) que

ISnf = fllzzersy < |If = Pllzecrsy + 1P — fllzz s

< € N €
—+ - =e
-2 2
Ce qui conclut la preuve du théoréme [3.1.13 O

Théoréme 3.1.14. [Egalit¢ de Perseval] Soient f € L*(T3) et f sa transformée de

18



3.1. Analyse de Fourier

Fourier. Alors,

(3.1.18) £ 120y = 2m) 2 Y1 ()
nez?
Démonstration. Soit Sy f la série des sommes partielles associée a f. Montrons que
(%) IS8 flFeny = @m)2 > [F().

[n1| <N, [n2|<N
|n3|SN

A Taide de la relation (3.1.16f), on écrit

HSNfH%2(’]I‘3) = (Snf.Snf) = <5Nf f)

_ Zf ma:f

neA
_ 2,]]_ 3Zf mx f
neA
ou
A= {(nl,nQ,ng) € Z3 : ]nl\ S N, ‘TL2| S N, |n3] < N}
Or, on remarquera que (e, f) = A(n) et que donc

ISvfl3asy = @2m) Y f)fm)y =20 > [fn)l
[n1|<N, |n2|<N [n1|<N, |n2| <N
[n3|<N [n3|<N

On écrit maintenant, a 1’aide de la seconde inégalité triangulaire que
(1SN fllczrey = 1 flz2ey| < NSNS = fllrzcs)-
De plus, par le théoréme [3.1.13| précédent, on sait que
|Snf = fll2ersy — 0, quand N — +oc.

Par conséquent, on obtient :

Nl_igloo 1SN fllz2ersy = [ £l z2(3)-
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3.1. Analyse de Fourier

Enfin, a 'aide de la relation (x), on déduit que :

1 ey = (2m) 7D | F(0)]?

nezs3

Ce qui conclut la preuve du théoréeme [3.1.14 O

3.1.5 Convergence dans L>(T?)

Muni de ces résultats, nous pouvons dés a présent démontrer le théoréme |3.1.4!

Démonstration du théoréeme3.1.4l. Soient N, M € N avec N > M. Montrons que la suite

Snf des sommes partielles associée & f est de Cauchy. On considére

(Swf = Sul) = (@0 3 fmens —@n? S finyens
i s

- e S fmyen

max |n;|>M
[nj|<N,j=1,2,3

Alors, a l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on écrit

1+ n
ISvf = Sufllimasy < (2m)7° Y |f(n) 1+=n=;
nen’
: . :
- 100 -
< (Z 1F(n)]? (1 + [n?) ) (Z 1 |n|2)100>
neN’ nen’
< oo (S pee) (3oL L)
B nen’ nen’ (1 + |n|2)99 (1 + MQ)
C
avec

={n€Z:|n;| <N, max|n;| > M, j =1,2,3}.

On peut alors conclure que la suite des sommes partielles Sy f est de Cauchy et donc,

qu’elle est convergente. De plus, grace au théoréme 3.1.13] on peut dire que la suite Sy f
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3.2. Espaces de Sobolev

converge vers f dans L° par unicité de limite i.e.

ISnf = flleee — 0,

quand

N — +o0.

Pour démontrer la seconde partie du théoréme, il suffit d’observer que pour o € N?, on

a

0“Sn f(x) = 0%(Dn * f)(x) = Dy * 0°f(x) = Sx (9" f)(x),

En effet, en notant 9% f = g € C*(T?), on se retrouve dans le cas ou il faudrait démontrer

que Syg converge uniformément vers g quand N tend vers l'infini, ce qui est démontré

ci-dessus.

]

Une conséquence directe de ce théoréme est I'existence de la transformée de Fourier

inverse pour f € C°°(T?), donnée par :

(3.1.19) fl@)=0m)3Y fn)e™,  VreT?
neZ3
et
(3.1.20) 0°f(x) = (2m) Y 0o f(n) ™, Ve eT?,
nez3
ol
olel
aa:m, |Oé’2051+042+043.

3.2 Espaces de Sobolev

3.2.1 Définitions

Définition 3.2.1. Soit £ € N. On définit ’espace de Sobolev sur T? & indice entier k,

noté par H*(T?), par :

HA(T3) = {f € L*(T®) : 0°f € L*(T?) ,Ya € N* : |a| < k},
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3.2. Espaces de Sobolev
ou 0°f est définit par :

0*f(x) p(a)de = (=1) N f@)0%(x), Yy e C(T?).

T3

On le muni du produit scalaire

=Y [ @@ @g

o<k

qui induit sur cet espace la norme

I llkcrsy = (32 10 FlEaers) )

| <k

Définition 3.2.2. Soit s € R. On définit I’espace de Sobolev sur T? & indice réel s, noté
H*(T?), par :
H(T) = {f € LX(T%) :Vn e Z® (1+|n|?)?f(n) € 2(Z%)},

ou |n|? = n? + n2 + n3. On le muni du produit scalaire

(fr9)s = > (L+nl) f(n) Gn)

nezZ?
qui induit la norme
1 F sy = N+ P2 FO s
1
= (X a+mPyifme).
nez?

Remarque 3.2.3. On observera alors, qu’il est possible de voir les espaces de Sobolev de
deux maniéres différentes, soit via les dérivées au sens des distributions ou bien alors via
la transformée de Fourier. De plus, cet espace a la particularité d’apparaitre naturellement

dans les estimations d’énergie, généralement sous sa premiére forme.

Proposition 3.2.4. Soit k € N. Alors, H*(T?) = H*(T?) et £l rsy = 1 N e sy

Démonstration. La preuve de cette proposition est une conséquence directe de 1’équiva-
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3.2. Espaces de Sobolev

lence suivante :

1
(3.2.1) Je>0 : VneZd - P <4 <> nP,
&

|| <k || <k

olt n® = n{n$?ns?. Montrons a I'aide de cette relation, 1’équivalence des espaces H” et

H*. On considére

11 = D107 FllFazsy = (2m)7° D 10 Fllagasy

lor| <k || <k

ol la seconde égalité est donnée par (3.1.18). On sait aussi que :
9oF(n) = il°ln®F(n).

Il vient donc,

1 sy = @02 3 0 Al = @) S0 S [ PIF )2

loo| <k nezZ3|al<k

Enfin, d’aprés la relation , on obtient :
11 = > (L [l F ()P = 11 F | rs)-
neZ3

O

Proposition 3.2.5. Les espaces de Sobolev forment une chaine décroissante i.e. pour
tout s,8' € R tels que 0 < s < s' on a H¥(T3) C H*(T?).

Cela se déduit directement du fait que pour 0 < s < s’, on a :

(1+ 1) < (1 + )"

3.2.2 Propriétés

L’importance des espaces de Sobolev réside non seulement dans les fonctionnelles
d’énergie, mais surtout dans le théoréme de plongement qui réunit toutes les injections
de ces derniers espaces. Dans cette partie, nous citons quelques unes de ces injections qui

nous serons trés utiles pour le reste du document.
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3.2. Espaces de Sobolev

Théoréme 3.2.6. Soient k € N et s € R tels que s > %+ k. Alors toute fonction
[ € H*(T®) est une fonction de classe C*(T?). De plus, il existe une constante Cy > 0

telle que pour tout oo € N3 avec |a| <k, on a :

(3.2.2) 10% f| oo (13) < Cs|| f]

Hs (']1'3) .

Démonstration. On considére f € H*(T?). Alors, pour tout |a| < k nous avons vu dans

la proposition [3.2.4], que

92 f(n)| = [n® f(n)| < (1+[nf?)2 | f(n)].

k—s

En remplagant g par + 5, le membre de droite se réécrit

(3.2.3) 0°F(n)] < (1+[n?) 2" (1 + [n])3 |

f(n)| € 11(2?)
puisque k—s < —% (voir ci-dessous). Alors, la fonction 9 f est continue pour tout o € N3
avec |a| < kie. f € CH(T3).

Montrons I'inégalité (3.2.2)). A laide de la relation (3.1.20]) on écrit, pour tout x € T3
et tout a € N3 telle que |a| <k,

0% f ()] < (27)" Z‘aa )

nezs

Il s’en suit, en majorant le membre de droite comme dans 'inégalité (3.2.3) que
J

0°f ()] < 2m) 72> (14 [n?) = (14 [n]?)2 |f

nezs3

Fm.

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur 1'espace [2(Z?3), on obtient :

N[

(Z(l + In\z)s\f(n)F) :

nez3

@) < (2n) (Zu + m“)

nezs

Or, puisque 2(s — k) > 3, on sait que

D=

(Z(l + |n|2)k_s) < 0.

nezs
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3.3. Inégalités sur 'espace LP(T?)

En conclusion, on a :

10% fl| oo (r3y < Csl| f]

Hs(T3), Va € Ns, |Oé| S k.

]

Théoréme 3.2.7. Soit s > 0. Alors, il existe C' > 0 une constante, telle que pour tout
f,g € H¥(T?), on a :

(3.2.4) 1f gllzzscrsy < C (I f sy llgll oo usy + 1 f ||z (nsy gl arsrs) ) -

Ce théoréme est en fait un cas particulier de 'inégalité de Kato-Ponce aussi appelée

la régle fractionnaire de Leibniz (fractional Leibniz rule) qui s’écrit :

(3.2.5) ||As(fg>||L7‘(']I‘3) <C (Hf”Lm(TS)||Asg||Lq1(T3) + ||AsfHLP2(’]I‘3)||g||Lq2(’]I‘3)) )
o 1 1 1 1 1
As:(l_A)%’ T
TP @ P2 Q2

avec 1 < r < 4ooet 1l < pi,q,p2,q < 400. Pour le cas s entier, il possible de déduire
I'inégalité (3.2.5)) directement des estimations de Gagliardo-Nirenberg.

Théoréme 3.2.8. Soient s €]0, 3 et p = 7%-. Alors toute fonction f € H*(T?) est une
fonction de LP(T?). De plus, il existe une constante C > 0 telle que pour tout f € H*(T3),

(3.2.6) I flleersy < C| f]

HS('H‘S) .

Ce théoréme énonce l'injection de Sobolev la plus utilisée dans ce document, en parti-

culier dans le chapitre bien-posé du probléme fractionnaire. On peut consulter [9, 3] pour

la preuve des théorémes [3.2.7, [3.2.8]

3.3 Inégalités sur I’espace L’(T?)

On présente dans cette section quelques basiques des normes LP, autres outils clés

dans les prochains chapitres.
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3.3. Inégalités sur 'espace LP(T?)

3.3.1 Inégalité de Holder et ses variantes

Soient (p,q) € [1,+o0] tels que
g € LI(T3). Alors,

/|f Dlds < /!f i) ERE
8

Dans le cas p = ¢ = 2 on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwartz.

+% = 1. Et soient deux fonctions f € LP(T?) et

S

Proposition 3.3.1. Soient 1 < p < ¢ < +oo. Et soit f € LP(T?) N L9(T?). Alors,
ferL(r?, L= T +5 pour tout 0 < 0 < 1. De plus, on a :

(3.3.1) 1l zrcrsy < F I epo L T rs)-

Démonstration. On considére

V) = / (@) 097 £ ()" e
T3

Alors, par I'inégalité de Holder, on obtient

I/

premy < MY e gy I M e

(1-0)r
p

car + %T = 1. Autrement dit, on a :

11z czmy < PN Gocmsy 1)

En conclusion,
£l rcrsy < FI sy L 12z

]

Remarque 3.3.2. De maniére identique, c’est-a-dire a l'aide de l'inégalité de Holder,

on peut montrer que pour tout 6 € [0,1] et 0 € R tels que 0 = (1 — 0)s1 + 0sy, on a :

1-6
(3.3.2) 1 e ey < DAIS D I Wraray s 5182 € R.
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3.3. Inégalités sur 'espace LP(T?)

3.3.2 Inégalité intégrale de Minkowski

Soient (X, A, u) et (Y,B,r) deux espaces mesurés . Soit h une fonction mesurable

positive sur X x Y. Alors,

(/X (Lh(x,y)dV(y))pdu(x)>; S/Y(/Xh(x,y)pd/ub(x)>;dy(y)

pour tout 1 < p < 400.

Démonstration. On pose

) = [ blap)ivty) v- [ ( [ ey auts >);du<y>.

Par dualité, il suffit de montrer que pour toute fonction g € L9(u), g > 0 on a :

11
e

On considére

[rwtarante) = [ ([ e vt ) duto)

X

Alors, par le théoréme de Fubini, on écrit

[r@a@ane) = [ ([ weateino) avi.

Puis, en appliquant I'inégalité de Holder sur ’espace X , on obtient

/ sl ante) < [ ([ rin)
-/ ( / h(w)pdu(x))p

1 fgllzr ) < MlgllLaw)

(f g<x>qdu<:c>); v (y)
vt (/. g<w>qdu<x>)é.

hSA

Il vient alors,
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3.3. Inégalités sur 'espace LP(T?)

Remarque 3.3.3. De facon générale, pour 1 < g < p < +o0, on a

(3.3.3) [Py < Al L2 L.

28



4. Présentation des résultats

4.1 Enoncés des résultats

Soient 0 < a < 3 et u : R x T® — R une fonction. On considére le probléme

(4.1.1) { (0} + D*)u(t,z) + ui(t,x) =0 (t,2) € R x T?,

(u, 0u)(0, 2) = (uo, ur)()

ot (ug,u;) sont les données initiales au temps ¢t = 0 et D* = (—A)2 est un opérateur

pseudo-différentiel définit comme suit.

Définition 4.1.1. On définit la dérivée fractionnaire D avec o € R, par :

Deu(n) = |n|*t(n),  n €z’

Le terme fractionnaire est utilisé de fagon impropre, puisque « n’est pas forcément un
rationnel. L’équation (4.1.1)) est une équation d’évolution dispersive non-linéaire c’est-a-
dire que cette équation a deux variables (une variable d’espace et une variable de temps)

et admet des solutions sous forme d’ondes qui se propagent dans 'espace.

De maniére générale, on dit qu'une équation est dispersive si les ondes de fréquences

différentes se propagent avec des vitesses différentes.

Cette équation vérifie des lois de conservations telles que I’énergie :
a 1
(4.1.2) E(u(t)) = |0:u(t)l[72(p) + D2 u(t)||72(zs) + §||U(t)”%4(1r3)-

Si elle est posée sur R?, elle satisfait certaines propriétés de symétrie telles que I'invariance
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4.1. Enoncés des résultats

par changement d’échelle. Plus précisément, si u(t, z) est solution de (4.1.1]) sur R? alors
ur(t,r) = A2u(A2t, Az), A >0,
est aussi une solution. De plus,

R [(ORD]

Jua(?)] s (R3)-

L’exposant critique de régularité de 1'équation (4.1.1)) est alors donné par la formule

précédente comme étant :

Au dela de cet exposant, le probléme est bien posé au sens d’Hadamard sur
H*(T?) x H*"2(T®) avec s > s.. Plus précisément, on dira qu’un probléme est bien posé
au sens d’Hadamard si :

— le probléme posséde une solution.

— la solution est unique.

— la solution dépend continument des données initiales.

On dira qu'un probléme est mal posé si I'une de ces trois conditions n’est pas satisfaite.

On dira qu’'un probléme est localement bien posé si le temps d’existence de sa solution
est fini et on dira que le probléme est globalement bien posé si le temps d’existence de la

solution est infini.

Définition 4.1.2. On définit un couple (p, q) € [2, +00]? comme étant un couple admis-
sible §’il vérifie :

_|_

| W
DN W

<

SRR

On peut maintenant énoncer notre premier résultat de bien posé de 1’équation (4.1.1])
sur l'espace H?2 (T?) x L*(T?) avec a €]2, 3].

Théoréme 4.1.3. Soient o €]2,3[ et (ug,ur) € H2(T?) x L*(T?) les données initiales
associées au probléme telles que

(413) HUOHH%(’]TS) + HU,1HL2(T3) S A, A 2 1.
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4.1. Enoncés des résultats

Alors, le probleme admet une unique solution dans
C ([0.7], H5(T*)) n L7 ([0, T), L(T?)) ,

ou T =T(A), p=p(a) et (p,q) un couple admissible qui satisfait :

3 7 373 (%)

Si de plus, (ug,u1) € H*(T?) x H*"2(T?) avec s > %, alors u appartient d

C ([0, 7], H*(T%)) N L” ([o,T], Lq’(’]r?’)) ,
oo T =T(A) et (p',q") est aussi un couple admissible qui vérifie (x) et qui dépend de c.

Remarque 4.1.4. Pour o E]%, 2[, on peut prendre p unique & partir d’un p = p(a) avec

pla) = o0 sia — 2.

Pour o > 2, la démonstration du théoreme[{.1.5 fait appel uniquement aux injections

de Sobolev. En revanche, pour a < 2 l'utilisation des estimées de Strichartz est essentielle.

Le théoréme suivant énonce un résultat de prolongement du temps d’existence de la
solution donnée dans le théoréme précédent. Nous verrons alors que le probléeme (4.1.1])

est globalement bien posé sur H?2 (T?) x L*(T?) avec a €]2, 3].

Théoréme 4.1.5. Soient a €]2,3[ et (ug,ui) € H=(T?) x L*(T?). Alors, le probléme
posséde une unique solution globale w qui appartient, pour tout T > 0, a l’espace

¢ (0,71, HE (1) 1 27 (0. 7), 19(T°))
ot p = p(a) et (p,q) un couple admissible qui vérifie
S % (+)
De plus, si (ug,u1) € H*(T?) x H*"2(T?) avec s > & alors, pour tout T > 0,
we € ((0.7), 5 (%) 0 o ([0,7], 27 (T ),
ot (p',q") est un couple admissible qui vérifie (x).
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4.1. Enoncés des résultats

Nous verrons aussi que le théoréme [£.1.3] peut étre améliorer. Plus précisément, nous

montrerons que le probléme (4 , posé sur l'espace H*(T?)x H*~2 (T?) avec s €252, 4|,

est localement bien posé au sens d’ Hadamard, comme |’énonce le théoréme m—dessous.

Théoréme 4.1.6. Soit a €]2,3[. Soit s tels que s €]35%, %[ si v €]3,2] et s €]1 — 4,

si a €]2,3[. Alors, pour (ug,u1) € H* x H*™%(T?) telles que

[

(S]]

hollrsgesy + il e g ey S A AZ 1,
le probléme admet une unique solution dans
C ([0, 7], H*(T*)) N LP ([0, T, L(T?)) ,

ou T =T(A) et (p,q) = (p(a),q(c)) est un couple admissible qui vérifie :

%—%—%:3, sia €]3,2, s €]%2, 2.
(4.1.4) (%)
s o=, sia €[2,3[,s€]l—%,4[.

Remarquons que pour s €]=3% 3 nous avons seulement obtenu des solutions locales

7 9 [
en temps. On remarque aussi que pour « €2, 3] 'existence de solution du probléme(.1.1])

reste un probléme ouvert sur H* x H*~2 avec s €252, 1 — 2].

Enfin, pour conclure la partie déterministe, le troisiéme théoréme énonce un résultat

de mal posé du probléme fractionnaire dans le cas sur-critique i.e. s < s..

Théoréme 4.1.7. Soient a €]0,3[, 0 < s < 352 et (ug,u1) € C®(T?) x C=(T?). Alors
il existe 6 > 0, une suite de nombres positifs (t,)nen qui tend vers zéro et une suite de

fonctions (u,(t,7))neny de C(R,C®(T?)) solutions de telles que
1 (0) = w0, 1t (0) = wi)|l o g < Cllog(n)] ™ — 0, n — +oo,

mais

[ (n(tn), Ortin (b)) e yo-g = Cllog(n))® — 400, n — +oo.

La preuve de ce dernier théoréme se base sur la comparaison d’énergie, & un terme
borné prés, de la solution w, et la solution v,, du probléme (4.1.1)) sans le terme linéaire.

Cette preuve s’inspire des travaux de N. Burq et N. Tzvetkov effectués sur ’équation
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4.1. Enoncés des résultats

des ondes cubiques i.e. a = 2. La différence majeure sera la définition de 1’énergie semi-

classique, qui dépendra des valeurs de a.

Une conséquence directe de ce théoréeme est donnée dans ce qui suit.

Théoréme 4.1.8. Soient 0 < s < 52 T > 0 et (ug,w1) € H*(T?) x H*2(T?). Alors
il existe une suite de fonctions (un,(t, z))nen de C(R, C=(T?)) solutions de telles
que

H(un(O) — Uo, atun(o) - ul)”Hs(Ts)XHS*%(w) — 0, n — +09,

mazis pour tout T > 0,

||(un(t)v atun(t))||Loo([o7T]7Hs(qr3)><Hs—%(T3)) — +00, n — +00.

La seconde partie de ce chapitre énonce des résultats probabilistes pour ce méme
probléme fractionnaire, dans le régime ou le théoréme [1.1.§] s’applique.
On considére (ug,u1) € H*(T?) x H*~2(T?) avec 0 < s < s, les données initiales

associées au probleme (4.1.1]), données par leurs séries de Fourier comme suit :

up(x) = Z by cos(nx) + Z ¢y sin(nx),

nezs nezs

et

uy () = Z by cos(nx) + Z cl sin(nz).

nezs nezsd

On définit les variables aléatoires associées a ces derniéres respectivement par :

u(e) = 37 B (@) cos(na) + 3 4 (w)cp sin(na),

nezs nezsd

et

wp(e) = 30 BB cos(n) + D7 ()l sin(na),

nezsd nezs3

ott (87 (w), 7} (w))j=o,1 est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et iden-

tiquement distribuées sur 1’espace probabilisé (€2, F,P) dont la loi # satisfait la propriété

/RewdQ(:B)
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4.1. Enoncés des résultats

On pose
A:Q — H3(T3) x H=5(T3)
w i Aw) = (u, u).

L’application A induit une mesure de probabilité sur I'espace H*(T?) x H*~2(T?), notée
Hug,ur) = PoA™".

On note

M = U {'u(uo’ul)} :

(uo,u1)€H3><H57%

Bien que le théoréme nous permette de conclure que le probléme est mal
posé sur I'espace H® x H*~2 avec 0 < s < s, il nous est toutefois possible de trouver des
solutions probabilistes au probléme fractionnaire sur ce méme espace. Plus précisément,
nous verrons qu’étant donné des données initiales dans H*(T?) x H*~2(T3) ainsi que
les variables aléatoires associées a ces derniéres, le probléme fractionnaire (4.1.1f) est
presque surement bien posé pour s €]0, ?%a[ Mais avant cela, nous énongons un résultat

déterministe bien adapté pour le théoréme probabiliste.

Le résultat qui suit, énonce l'existence d’une solution locale en temps au probléme

(4.1.1]), on 'on a séparé la partie linéaire et la partie non linéaire de la solution u.

Proposition 4.1.9. Soient o G]%, 3[. On considere le probléme

(4.1.5) { @+ D)o+ (f+v)*=0 feL¥[0,1],L5(T?)),

(v, 00)(0) = (vg,v1) € Hz(T3) x L*(T?),

tels que

100l 8 sy + 101l 29y + 11175 o.17,28 my) < A A>1.

Alors, il existe ¢ > 0 et v > 0 (indépendents de A) telles que le probléme posséde

une unique solution v sur [0,cA~7]. Cette solution est unique dans la classe

L ([0, A, HE (T%) 01 17 ([0, A7), (T

avec p = 52— et la dépendance en temps de la solution est continue.

Une fois ce théoréeme établit, on peut énoncer notre premier résultat probabiliste.
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4.1. Enoncés des résultats

Théoréme 4.1.10. Soient s €]0, 2], a €]3, 3] et soit p € M*. Alors, il existe un ensemble
Y C H*(T3) x H*"2(T3), u—mesurable avec n(X) = 1 tels que pour tout (vg,vy) € 3, il

existe une unique solution v globale du probléeme non linéaire :

(4.1.6) { (02 + D) +v® = 0.
(U7 8ﬂ))(0, '7:) = (UOv Ul)(x)

qui vérifie :
(v(t), O(t)) € (S(t)(vo,v1), 0pS(t)(vy,v1)) + C (R,H% X LQ) :

Dans I’énoncé du théoréme [4.1.10, S(t)(vo, v1) représente 1’évolution libre, avec pour
données initiales (vg, vy) (voir le chapitre suivant).

Pour avoir un ensemble invariant par la dynamique, on définit

© = {(vo,v1) € H*(T?) x H* 2 (T?) :

1S () (vo, v1)llzs(zs) € Lige(Re), 1S (t) (vo, v1)l| oo (r2) € L}oc(Rt)} :

On pose ¥/ =0 + (H? x L?).

Proposition 4.1.11. Pour tout (vy,v1) € ¥/, il existe une unique solution v globale du

probleme qui vérifie :
(v(t), () € (S(t)(vo,v1), 0pS(t) (v, v1)) + C (R,H% X L2)
telle que (v(t), dw(t)) € 3.

Nous montrerons également que nous avons 1'unicité de limite, pour les approximations

par des solutions réguliéres.

Théoréme 4.1.12. Soient s €]0,5[, o € [2,3[ et (vo,v1) € ¥’ les données initiales
associées a la solution globale v(t) définit dans la proposition . Soient les suites
(V.05 Un1)n>1 € C(T?) x C=(T?) donnant les régularisations par convolution de (vo,v1).
On note par v,(t) la solution du probléme associée aux données initiales (Vn 0, Un.1)-

Alors, pour T >0,

lim [[(0(t) = v(t), Dva(t) — Do(t))

n—300 ||L°o<[o,T1,HS<T3>xHS-%(TS)) -

0.
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4.1. Enoncés des résultats

Théoréme et théoréme montrent I'importance du choix de la régularisation

des données initiales.
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5. FEtude déterministe du probléme frac-

tionnaire

Dans ce chapitre, on démontre que le probléme de Cauchy associé a I’équation des
ondes fractionnaires est bien posé au sens d’Hadamard sur H?2 (T%) x L?(T?) pour tout
« E]%, 3[ de fagon locale puis globale en temps. Des méthodes standards de point fixe
seront utilisées pour démontrer ces résultats. On utilisera d’une part les injections de
Sobolev, dans le cas a € [2,3[ et d’autre part les estimées déterministes de Strichartz
pour « 6]%, 2[. Dans un second temps, nous montrerons qu'il est possible d’étendre ces
résultats de bien posé, localement en temps, sur espace H*(T?) x H*~2 (T?) avec s > 252
siov €]3,2] et s > 1 — 2 si a €23 Les références utilisées dans ce chapitre sont
10, (13, (L1, 17, 16, [17].

5.1 Le probléme linéaire

Afin de résoudre 1'équation (4.1.1)) on va dans un premier temps négliger le terme
non-linéaire u® pour ne considérer que la partie linéaire de I’équation. Ensuite, il nous

suffira de considérer I’équation (4.1.1) comme une perturbation de ’équation linéaire.

Cette méthode est permise lorsque les solutions sont petites ou si 1’étude se fait sur

des temps petits, autrement cette méthode ne pourrait pas aboutir.

Proposition 5.1.1. Soit le probléme homogéne (1)" associé au probleme donné

par :
ay { (02 + D*u(t,z) =0, (t,z) € R x T?.
(u, Ou) (0, x) = (ug, ur)(x).
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5.1. Le probléeme linéaire

avec a €]0, 3[. Alors pour tout (t,x) € R x T3,

u(t.x) = (2m) (3 costnl)is(m)e + 1 (0) + 37 TN gy o)

nezs nezs

est l'unique solution du probléme (1)'.

Démonstration. Soit le probléme

) { Oi(t.m) + |n|@(tm) =0 (t.n) € R x 27,
(@ 0,)(0,n) = (@, ) (n),

1 2 ~ z . ~
avec |n| = (n?+n2+n2)2, donné par passage a la transformée de Fourier dans le probléme

(1)’. On distingue alors deux cas; le cas n = 0, revient a résoudre le systéme

{ O2u(t,0) =0 teR,
(@, 0;u)(0,0) = (to, w1)(0).

Par simple intégration, on conclut que la solution vaut
a(t,0) = 1 (0) + @(0).

Dans le cas n # 0, pour résoudre I'équation différentielle linéaire d’ordre deux, on se
reporte & son équation caractéristique qui posséde deux solutions complexes conjuguées

distinctes. Les solutions de ’équation différentielle sont de la forme :
u(t,n) = A(n) cos(t|n|2) + B(n) sin(t|n|?).

En tenant compte des données initiales, on obtient finalement que pour tout (¢,n) €
R x Z3,

i (n)
|2
Ensuite, en utilisant la transformée de Fourier inverse, donnée par la formule (3.1.19)), on

peut conclure que les solutions du probléme (1) sont données pour tout (¢,z) € R x T3

u(t,n) = uy(n) cos(t|n|?) + sin(t|n|?).

par :

sin(t|n|2) .

u(t, ) = (2m) (Y cos(tln )i (m)e™ + 1 (0) + Y i (n)e ).

a
nez3 nezs |77,| 2
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5.1. Le probléeme linéaire

]

Notation. Afin d’alléger 1’écriture, on notera la solution du probléme homogéne par :

sin(tn|z) .

ult,) = (2m) (Y cos(tln|B)ip(m)e™ + 1 (0) + Y @i (n)e™*)

3
nez3 nezs3 |TL| 2

(5.1.1) = cos(tD?)(ug) + T(ul) = S(t)(ug, uy).

Remarque 5.1.2. S(t)(ug,u1) représente le flot des solutions de ’équation des ondes
fractionnaires linéaire. Elle vérifie pour tout s > 0 et a > 2,
(5.1.2)

105 () (uo, ur), (S (£) (uo, ur))|

HS(TS)XHS—%(TB) S O <||u0| Hs(’]r?:) —I'_ ||u1||H9—%(T3)> .

La solution S(t)(ug,u) est aussi appelée solution libre.

Proposition 5.1.3. Soient F' une fonction régulicre de R x T3 a valeurs dans C et F
la transformée de Fourier en x de F. On considére le probléme non-homogéne associé au

probléme (1) donné par :

y { (02 + D*)u(t,x) = F(t,z) (t,z) € R x T3,
(u, Q) (0, ) = (0,0).

Alors, pour tout (t,z) € R x T3 |

it ) = ~0n) ([ B0+ Yo [P b )

0 TLEZ:E 0 |n|%
est l'unique solution du probléme (1)".
Démonstration. Soit le probléeme

oy { (023 + [n|°T)(t,n) = B(t,n), (t,2) € R x T3,
(a’ ata) (07 TL) = (07 0)7

donné par passage a la transformée de Fourier dans le probléme (1)”. Alors, si n = 0, en

intégrant deux fois de suite 1’équation

&2u(t,0) = F(t,0) teR,
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5.1. Le probléeme linéaire

on obtient que

a(t,0) = / (t — 7)F(7,0)dr.

Sinon si n # 0, par la méthode de variation des constantes, on cherche une solution de la

forme :
u(t,n) = cos(t\n\%))\l’n(t) + sin(t]n]%))\ggn(t), (%)

pour tout (¢,n) € R x Z3, avec A\; ,(0) = Ag,,(0) = 0 et qui de plus, vérifie :
cos(t]n| )X, (£) + sin(tln| )X, (t) = O,

—[n% sin(t|n|5 )X, (1) + [n|% cos(t|n|5 )Xy, (1) = —F(t,n),

ou encore (sous forme matricielle),

cos(t|n|2) sin(t|n|?) Al (1) 0
—|n|%sin(tn]%)  |n| cos(t[n|%) 5.n(t) —F\(t,n)

On peut alors, en utilisant la régle de Cramer, obtenir | , et \;, comme suit :

0 sin(t|n|?)
() —F(t,n)  |n|? cos(t|n|?) ~ sin(tn|?)F(t,n)
b cos(t|n|%) sin(t|n|%) In|?
—[n|% sin(t[n]>)  |n|> cos(t|n|?)
et
cos(t|n|?) 0
(1) = —[n|2sin(tln]?) = F(t,n) | cos(t|n|)F(t,n)
o cos(t|n|3) sin(t|n|%) In|? '
—[n|% sin(t[n]2)  |n|2 cos(t|n|?)

En intégrant par la suite ces deux expressions sur [0,t], puis en les injectant dans la
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5.1. Le probléeme linéaire

formule (f), on trouve

altn) = _/t—cos(t]n]g)sin(ﬂn]j)Fsin(t\n\g)cos(ﬂn\g)ﬁ(ﬂn) ir
0 n|z

Soit, par la formule :
sin(A) cos(B) — sin(B) cos(A) = sin(A — B),

on conclut que

En appliquant la formule d’inversion de Fourier, donnée par la formule (3.1.19)), on obtient

finalement que la solution du probléme non-homogene (1)” est donnée par :

u(t,x):—(27r)3</(t—7' (7,0) dT—i—Z/ Sin TT Il ) Br.n) dr e")

0 neZ? n|

]

Notation. Dans le but d’alléger I’écriture et tout en restant cohérent avec la notation

précédente, on notera la solution du probléme non-homogéne par :

ult, z) ;:—/0 Sin((tl;;)DQ)(F(T))dT.

On remarquera que cette solution vérifie pour tout s > 0 et a > 2,

Ysin((t —7)D?%)
(5.1.3) [ /0 o (F(7) d7 || ooz msm9) S NE N o .00 oy

En remplacant la fonction F par u3, le terme non-linéaire cubique de I’équation du pro-

bléme (4.1.1)), on déduit que

Ysin((t — 7)D*%
Dz

u(t, 2) = S(t)(ug, 1) — /O ) (7)) dr,

(o1 S(t)(ug,u1) = cos(tD?)(ug) + Smg—éﬂ)(ul)) est solution du probléme (4.1.1)).
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5.2. Preuve du théoréme m

Proposition 5.1.4 (Les Inégalités de Strichartz [7]). Soit « €]0,3[. Si o € [2,3],
alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout couple (p,q) admissible et pour tout (ug,ui) €
H*(T3) x H2(T3) avec s > 32— 3~ 1 ona:

HS(t)(UO, Ul)HLp([O,T],Lq('ﬂB)) <c (Hu0| Hs(3) + Hu1’ HS*%(Tg)) ’
et . | ) a)
sin((t — 17)Dz2
a (F(T)) dT S CHFH e
‘ /0 b L»([0,T],L4(T?)) LY([o,7],H°" 3 (T9))

Si a €]0,2], alors

I (6) Cto, )l 100y < € (ol e g

< c||F o 1o .
Lo([0,T],L(T3) H |‘L1([0’T]’H5_2_;(2 1)(T3))

Remarque 5.1.5. On remarquera que dans le cas a € [2,3[, nous avons une perte de

dérivées.

5.2 Preuve du théoréme 4.1.3

Soient v €]2,3[ et (uo,u1) € H2(T?) x L*(T?) telles que
(521) ||u0||H%(T3) + HU1HL2(T3) S A, A Z 1.

On pose :
Xr=C([0,T), H2(T*) n L” ([0, T], LY(T?)) ,

ou T =T(A) et (p,q)—admissible qui vérifie :

3 3
(5.2.2) o2 _a_ &
2 q 2p 2
On muni cet espace de la norme :
[ullxy = ||u||L°°([0,T],Ha/2(’]I‘3)) + Hu“LP([O,T},L‘I(’E?’))-
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5.2. Preuve du théoréme m

On définit :
Bx, ={u € Xr : |ul|lx, <2CA}.

Montrons qu’il existe 6 > 0 tel que pour T' = (CA*Q)(;, ¢ < 1, l'application

(u?(7)) dr,

(P“Ov“l(“)zs(t)(uo,ul)_/o Sin((tl;;)Dg)

est une contraction dans By,.

On consideére le cas « E]%, 2[. D’aprés l'inégalité de Strichartz, si un couple admissible

(p, q) satisfait ((5.2.2)) alors
(5.2.3) 15(8) (o, ) oo mzocesy < € (Huoll s ooy + a2y
En particulier, le couple (p, ¢) = (52, 6) vérifie (5.2.2)). Donc,

(5.2.4) 15(8) (0, ) xr < C (Jltoll g oy + N lz2as) )

Une autre application de Strichartz (la non-homogéne) donne :

T . a
sin((T'—71)D2)
||/ 5z @) AT Loy payy S el i
0

< CHUH%i”([O,T],LG(T?’))'

Ensuite, a 'aide de l'inégalité de Holder, avec p = 3%, on obtient :

o’

. 3
(5.2.5) Jul? < 10D () dr )
- WIlL3(0,1),L6(T3)) = ; Ul 63y AT

1—-3
= 7070 HuHiP([O,T],LG(T?’))'

On observera que l'inégalité ((5.2.5)) est vraie pour tout p > 3 autrement dit, il faudrait

avoir 2~ > 3, soit a > 2, ce qui est en accord avec ’hypothése.
2—a ’ 2

On déduit finalement, de la relation (5.2.5)), que

_3
Ds (US(T)) dTHXT < T p)Hu”%P([O,T],LG(’H‘?’))

H/Tsin((T —7)D?)

IA

_3
(5.2.6) T o) |Julf,.
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5.2. Preuve du théoréme m

Par conséquence, de ((5.2.4)) et (5.2.6)), on a :

1—-3
c L. uQ,u1 Xpr = 0 H% T3 1 L2(T3) %(T .
(5.2.7) [P, (W)l < C ( llvoll g sy + [l + T Ju]
On peut voir qu’il suffit de choisir

T =A™ —= T = (CA_Q)I’% , c <K 1,

_1_

scz) pour que I'application ®,,,, envoie By, dans Bx,.

(avec ¢ <

De plus, on sait que pour tout (u, ), on a :

(5.2.8) lu? — @) < elu—al (Jul?+|a?).

Alors, d’apres les inégalités (5.2.7) et (5.2.8)), on a pour (u, @) € Bx,.,

- _3 ~ ~
(5.2.9) 1P (1) = Pugus (@)l|xp < CT (Julzy + l1%,) Nu = llxp-

Autrement dit, par notre choix de 7" on obtient,
_ 1 . ~
HCI)UO,?M(U) - ®u07ul(u)||XT < 5““ - UHXT? u,u € BXT‘

En conséquence, 'application ®,,,, est une application %-Contractante de By, dont le

point fixe définit la solution unique sur [0, 7']. L’unicité étant donnée par la relation ([5.2.9)).
En effet, soient u,v € C ([0,T], H2(T?)) N L? ([0, T], L1(T?)) avec (p,q) = (52,6), deux
solutions de . Comme 'unicité est une propriété locale et d’aprés , pour
T=(cA2)73 et c< 1, 0n a

<cllu— c <L 1;

lu — UHLoo([o,T],H%(TS)) UHLoo([o,T],H%(TS))’
d’ou I'unicité.

On considére maintenant « € [2, 3]. Dans ce cas nous n’aurons pas besoin des estimées

de Strichartz. Par les inégalités ((5.1.2)) et ((5.1.3)), on sait qu’il existe une constante C' > 0

telle que

T
[ (0o ey < C (0l o + iz + [ 1l ).
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5.2. Preuve du théoréme m
En majorant le dernier terme du membre de droite comme suit :
T
(5.2.10) / ()| 2oy d7 < T sup [[u(®) [Zogro)-
0 0<t<T

Puis, en utilisant I'injection de Sobolev H2 C H' C L% avec a > 2, on obtient :

(5.2.11) ()16 crs) < ellu) i) < cllullys o

En combinant les inégalités (5.2.10) et ((5.2.11]), on conclut que

([O,TLH%(W)))
(5.2.12) < (Muoll g oy + a2y + Tl ) -

1@uns @llxr < C ([loll 5 oy + lllzaces) + Tlull?

11 suffit alors de choisir
T = cA™?

avec ¢ = @ pour que l'application ®,,,,, envoie By, dans Bx,. De plus, d’aprés les
inégalités (5.2.8)) et (5.2.12)) pour (u, @) € Bx,,

(5.2.13) 1D () = Pugy (@), < CT (Jfullk, + N, ) v — dllx,

Alors, par notre choix de T', on obtient

N 1 N N
H(I)UOﬂH (u) - (I)Uo,ul (U)HXT < 5““ - u”XT7 u,u € BXT'

On conclut que I'application ®,,,,, est une contraction sur By, dont le point fixe est
'unique solution de (4.1.1)) sur [0,7]. L'unicité étant démontrée comme dans le premier

cas.

On remarquera que dans le cas « € [2, 3[ la solution u est unique dans un espace plus
grand : C ([0, T], H? (T?)).

Si de plus, (ug,u1) € H® x H S=% avec s > 5 lexistence et la régularité de solution
du probléme (4.1.1]) est démontrée de maniére identique (par le théoréme du point fixe)

)79, Tout I’enjeu réside dans le fait de

sur un temps de taille (1 + |Juo|lgs + [Jus]

H%
montrer que la régularité est préservée sur un intervalle de temps (plus grand) de taille

(L + lluoll g + luallz2) ="
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5.2. Preuve du théoréme m
Soit s > 5, on définit I'espace X7. par :
X;= ([0, 7], H(T%) 0 27 ([0, 7, LY (T%))

avec (p/,¢q’) un couple admissible qui vérifie (5.2.2). On le muni de la norme

el = M0l (o 2y oy) 10 07y )

Soit « 6]%, 2[. Alors, a I'aide des estimées de Strichartz, on écrit que

(5:214) [Py (W)llx5 < C (Jluol

3
-5 (T8) + Jlu HLl([o,TLHS*%(TS))) :

HS
En appliquant l'inégalité de Kato-Ponce pour s > 5, on a :

lu?(t) oy = 1D 2@ () l2s) < Cl| D% (u(?))
(5.2.15) < O\ D5 (ult))

Iy oo 12O 8
2.

I oo 1O 2

En utilisant I'injection de Sobolev H? — L5 , on obtient :

[ Ol iy < Co D E @Dy O 3.1

= Cullu®)llrzs a1 12 .-

Autrement dit, on a :
sy < Ce 50 e Tl 2

(5.2.16) = Cs llullxg llull7, (10,7, (T3))°

Par ailleurs, pour (p/,¢') = (6E‘§a, E) qui est un couple admissible et qui vérifie ,
on constate que l'on peut majorer le dernier terme de ((5.2.16)), en appliquant 1’1negahte

de Holder comme ci-dessous :

T ul?,

5.2.17
( ) ul® P! ([0,7),L'% (T3))

L2([0T],L% (T3)) =

IN

1_,
T |lul%,-
On manquera pas de remarquer que l'inégalité (5.2.17)) est vraie si et seulement si p’ > 2,

46



5.2. Preuve du théoréme m

ce qui est équivalent & a > 2, ce qui est le cas. En conclusion, par (5.2.16) et (5.2.17)), on

obtient finalement que l'inégalité ([5.2.14)) est majorée par :

(5.2.18) || Py ()] x < C ( ,+Cs T3 HuHXTHuHxs)-

(T8

De ce fait, par construction de la solution et d’apres I'inégalité précédente, on observera
qu’il suffit que
T < (cs A~2)52, cs < 1

pour que

1
o) + il g ) + 51l

x5 <C <||U0|

lullxz. = [1Pug, (w)]

X5

Soit,

x5 < 2C (Jluo]

lul o) + e o ) -

Ce qui compléte la preuve de propagation de régularité pour le cas « e]%, 2.

On considére maintenant le cas a € [2, 3. Par les propriétés de la solution libre ([5.1.2))

et (5.1.3), on sait que

(5.2.19) (| ®upa (1)]

33 < C (Jluol

3
TS + ||u ||L1<[OT] (T3))> .

Hs

En appliquant I'inégalité de Kato-Ponce sur le dernier terme de la précédente inégalité,
on obtient

6 (Ol ey < Co D3 O], o g IO 2

o

Puis & l’aide des injections de Sobolev H2 — L5 et HS C H3"% — LIEQ, pour o > 2,

on a :
(5220) ||u3(t) *%(TS) < CS||u(t)||H5(T3)||u< )HHj (T3)"
Il s’en suit
Il o g oy < CoT Nullemqoryarscony 1l o 1y 18 oy
(5.2.21) < O T |ul|xs, [ull%, -
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5.3. Preuve du théoréme m

D’aprés U'inégalité ([5.2.21)), 'inégalité (5.4.8]) se réécrit

1@ (@l < € (Huolliremsy + et gemg oy + Cs Tl Nul, )
En conclusion, pour T' < ¢,A~2 et ¢, assez petit, on a :
1
lulls = 1@ (Wllz < € (lltollrscrs) + luall oo ooy ) + 3l

Ce qui conclut la preuve du théoréeme |4.1.3]

5.3 Preuve du théoréme 4.1.5

Dans cette section nous allons montrer que la solution locale du probléme (4.1.1)),
donnée par la section précédente, est en fait une solution globale. Pour cela, nous aurons
recours a des lois de conservation de I'énergie. Plus précisément, nous allons utiliser le

fait que le temps d’existence locale ne dépend que d’une borne sur ’énergie.

Démonstration. D’aprés le théoréme {4.1.3] on sait que le probléme (4.1.1) posséde une
unique solution sur [0, 7]. Reste & montrer que cette solution est prolongeable en temps

sur tout R. La preuve de ce dernier point consiste a démontrer que pour tout ¢ € [0, 7,

ona:
2 a 9 1 4 2 2 2 1 4
(5.3.1) |Owu|” + |D2ul” + zu® | do = |ur]* + [D2ug|* + zuy | da
T3 2 T3 2
et
632 OOl + 1)l ey < C (14 iz + ol )

Soit (un(t))nen une suite de solutions du probléme (4.1.1)) associées aux données initiales
(o, w1 ) € HYO(T?) x H(T?) qui vérifient

||(u0,n7u1,n) - (uo’u1)||H%(T3)><L2(’]I‘3) — 0, quand n — oo,
et

[tonll g gs) + lluamllzocrs) < Nluoll g psy + lluallzocrs).
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On considére 1’équation
(5.3.3) (0} + D*)u, +u3 =0
que l'on multiplie par (d;u,) pour avoir
(5.3.4) Oy Oy, + D™y Optty, + 1 .Opuy, = 0.

Puis, on intégre cette derniére par rapport a la variable d’espace sur T®. On remarquera

que le premier terme et le dernier terme de (5.3.4]) aprés intégration valent
2 1 2 3 1 4
(5.3.5) 05 U, . Optty, dx = =0 |0y, |” dx et u;, .Opy, dx = =0, u, dz.
T3 2 T3 T3 4 T3
Le second terme de (5.3.4)) aprés intégration est plus délicat. D’abord, on écrit que

D%u,,.0pu,dx = D%u,,.0pu, dx.
T3 T3
Puis, en appliquant I'inégalité de Perseval ({3.1.18)), on obtient
D%u,,.0pu,dx = Zﬁau\naju\n

3
& nezs

D’autre part, nous avons vu que 50‘\u(n) = |n|*u(n), il s’en suit alors que

Z@ﬁ = > In|*t(n ) Drtin(n)

nez3 nezs

= > InlFa(n) [n] dyun(n),

nez3

en utilisant, une seconde fois 'inégalité de Perseval (3.1.18)), on retrouve

Z|n|2u )|n|2 8tun( ) = D%u,.D?du,dx

3
nez3 T

= / D%u,.D?du,dx.
T3
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5.3. Preuve du théoréme m

Finalement, il résulte que
« 1 2 2
D%u,,.0uu,dx = =0, |Dzu,|*dx.
T3 2 T3

On obtient alors, par cette derniére relation ainsi que par (5.3.5) que

d 1
‘ [/T (|8tun| FIDRun 4 g ) dx] _o.

En intégrant une seconde fois I’équation (5.3.3]), mais cette fois-ci par rapport a la variable
de temps sur [0, T, on retrouve l'identité (4.1.2]) de 'énergie :

o 1 o 1
/ Opun|® + [D2u,|* + uj ) dx =/ [urn|® + |D2ugu|® + Sug, | de.
T3 2 ']1'3 2 ’

Par dépendance continue, on peut, dans cette égalité, faire tendre n vers l'infini, en
utilisant d’une part la continuité de la solution u, donnée dans la section précédente et
d’autre part, les hypothéses sur les données initiales ug, et u1,. On obtient alors la loi

de conservation :

a 1 a 1
/ |Ou? + |D2ul® + Zu* | do = / lur|* + |D2ug|* + Zug | da.
T3 2 T3 2

Pour montrer la seconde égalité (5.3.2)), on utilise I'injection de Sobolev Hz C Hi < L4,

. 3 , .
puisque o > 3 et on écrit

(Hulagrs) + lul g ) < c(1+(uatuum ol g gy + il ) ) -

En conséquence, d’aprés la relation ,on a:

C (14 sy + o]l

O3z + Il )

H% (T3)

Donc, ||u(t)]| 1% (19) Teste bornée pour tout ¢ € [0, 77, le domaine d’existence étant donné
par le théoreme [£.1.3] En ré-appliquant le théoréme ainsi que les relations ([5.3.1)
et (5.3.2)) sur [T,2T], on obtient alors une solution u du probléme (4.1.1)) sur [0,27].
En répétant ce processus sur tous les intervalles [iT, (i + 1)7T] avec i € N, on parvient
a prolonger la solution locale u donnée par le théoréme [4.1.3] sur tout R* et du fait

que ’équation (4 soit réversible dans ’espace temporelle, on conclut a I'existence de
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solution globale sur tout R. Similairement, par la propagation de régularité donnée par

le théoréme on parvient a montrer la propagation de régularité globale en temps.
Ce qui conclut la preuve du théoréme [£.1.5] O

5.4 Preuve du théoréme 4.1.6

Soient o €]2,3[ et (ug, u1) € H*(T?) x H*"2(T?) telles que

(5.4.1) [[wol

Hs(T3) + ||u1||HS_%(']T3) S A, A Z 1.

On pose :
X5 =0 ([0,T), H(T*) n L? ([0, T], LY(T?)) ,

ouT =T(A) et (p,q)—admissible qui vérifie

3_3_ a - 3
(5.4.2) { 5T T =5 sia €]3,2].
o 3_3_1_ ] 2,3

5T =S szae[,

On muni cet espace de la norme :

lullxz = [[ull oo o7, 85 r2)) + Ul Lo (0,7, (T3)) -

On définit
Bx; ={ueXj : ||ul

x5 <2CA}.

Montrons que pour T = (cA*Q)é, ¢ < 1, I'application

Bupn (1) = SO ) = [ D o)),

o
0 D>
est une contraction dans B X5

On considére le cas « E]%,Z[. D’aprés l'inégalité de Strichartz, si un couple (p,q)

admissible vérifie (5.4.2) alors

Hs(t)(umUl)HLP([o,T],Lq(TiS)) <C <HU0’ Hs(T3) + ”UluHsf%(qr?))) :
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5.4. Preuve du théoréme m

En particulier, le couple (p, q) = (5= Zj -, 15) est admissible et vérifie . Donc,

(5.4.3) 15() (uo, ur)|

x5 < C (Jluol

Hs(T3) + ||u1||HS (']1-3)> .

Une autre application de Strichartz (la non-homogéne) pour ce méme couple donne :

sin( )D3), 3
H/ DS ) 47| ooy paryy S €l Iz (o120 2oy
En appliquant l'inégalité de Kato-Ponce ainsi que I'injection de Sobolev H? — L5 , on
a:

Coll D> (u(t)) ||
< Oy llu(t))

[l (2)]

IN

2
R 701
12,

H™ % (T3)

we(rey [[u(t) 2 3y’

Autrement dit,

3
D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder, avec (p, q) = (G_ij_a, %) on obtient :
(1=2) 1112
(5:45) bl om = T 2 ey
< 70D |l

On remarquera que l'inégalité (5 est vraie si et seulement si p > 2, autrement dit si

et seulement si s > 352, ce qui est le cas. En conclusion, par (5.4.4) et (5.4.5)), on obtient

finalement que

(5.4.6) [P, (10)]

_2
x5 < C (llwolle 300+ T ulldy)

On peut voir qu’il suffit de choisir
T(l_%) == CsA_2 < T — (CSA_2);%2 ) Cs < 17

pour que 'application ®,,,, envoie By dans Bxs. De plus, d’apreés I'inégalité ([5.4.6) et

92



5.4. Preuve du théoréme m

par (5.2.8)), on a pour (u,u) € By,
- 1—2 ~ ~
(54.7) 1@ () = Puga (@)lxg. < CTOD (Nl + Nl ) e = il
Autrement dit, par notre choix de T', on obtient :
. 1 N .
Hq)uo,m (u) - q)uo,m (U)HX% < 5“” - u”quw u,u € BX}-

En conséquence, 'application ®,,,, est une application %—contraetante de By; dont le
point fixe définit la solution unique sur [0,7]. L’unicité étant donnée par la relation
(5.4.7)).

On considére maintenant le cas a € [2, 3[. Par les propriétés de la solution libre, ([5.1.2))
et ((5.1.3)), ainsi que les inégalités de Strichartz, on sait que :

(5.4.8) ([ Pasg s <U>HX~} <C (HUO‘ H*~ % (T3) + HU3HL1([0,T],H5*%(T3))> .

En appliquant Iinégalité de Kato-Ponce ainsi I'injection de Sobolev H? — Lo ,ona:

< O lhult) e e >lljg@3)-
Autrement dit,
3
(5.4.9) 1o 8 < s Nllmomy oy Wl g
D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder, avec (p, q) = (5= 445 -, E)7 on obtient
(1=2) 1112
(5.4.10) R A

Lr([0,T],L°% (T3))

< 707 lullxs -

On remarquera que I'inégalité (5.4.10) est vraie si p > 2 ce qui est équivalent a s > 1— 7,

c’est pourquoi, dans le cas o > 2, on n’arrive pas a descendre s jusqu’a la borne 3’Ta

En conclusion, par (5.4.9) et (5.4.10]), on obtient finalement :

_2
(5.4.11) 1 g ()| x5 < C (Huo\ ) + 01| g oy + Co T [

3
Xz )
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On peut voir qu’il suffit de choisir
T(l_%) == CsA_2 < T — (CSA_2);%2 ) Cs < 17

pour que Papplication ®,,,, envoie Bx: dans Bxs. De plus, d’aprés l'inégalité (5.4.11))
et par (5.2.8), on a pour (u, %) € Bxs,

(5.4.12) 1Py (1) = Pug g ()| x5 < C T <HUH§<T + llal

%{T) lu — @l xs.-

Autrement dit, par notre choix de 7', on obtient :

_ 1 _
[P 1 () = Pug u (@) x5 < S lu =

X5 U,,ﬁGBX%.

En conséquence, 'application ®,,,, est une application %—contractante de By dont le

point fixe définit la solution unique sur [0,7]. L’unicité étant donnée par la relation

GI12).
Ce qui conclut la preuve du théoreme [£.1.6]
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6. Probléme fractionnaire sur
s s—5
H°x H° 2,8 < s¢

Dans ce chapitre on démontre que le probléme (4.1.1]) est mal posé au sens de Ha-
damard dans l'espace fonctionnel H*(T?) x H*~3(T?), ou s €]0,%2[ et a €]0,3[. La
méthode utilisée pour démontrer ce résultat s’inspire de celle utilisée dans les travaux de

N. Burq et N. Tzvetkov. Les références utilisées dans ce chapitre sont |16} [12], 5] 4 [17].

Cette méthode consiste & démontrer que 'application, qui a toutes données initiales
associe une solution, n’est pas continue de H® x H*~2 dans C ([O, T|, H® x HS_%), pour
3

tout T'> 0 et 0 < s < =5%. Cette discontinuité provient d’une propriété similaire a

I’équation différentielle ordinaire obtenue en négligeant la dispersion D dans I’équation

@1.0).

La difficulté principale est de démontrer que la dynamique de 'ODE et de la vraie
solution (de ’équation (4.1.1))) restent proches sur des intervalles de temps suffisamment
longs. La comparaison entre les deux dynamiques se fait par une méthode d’énergie

basique avec des poids bien choisis. Un argument de bootstrap est essentiel dans I'analyse.

6.1 Lemmes et propositions

On considére le probléme non linéaire associé au probléme (4.1.1) ou I'on a ignoré le

terme linéaire de dispersion D%,
(6.1.1) (02v, +v3)(t,x) = 0, (t,x) € R x T

Soit ¢ € C*(R?), sopportée dans {|x| < 1/4}. En identifiant T* avec [—,7|* on peut

voir ¢ comme une fonction de classe C™ sur T3,
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6.1. Lemmes et propositions

Lemme 6.1.1. On considere le probléeme

(6.1.2) { (Ofvn +vp)(t,2) = 0 (t,z) € R x T3,

(Un, Op,) (0, ) = (/{nn%_scp(nx),()) n €N,

avec ki, = [log(n)]™%, 6, > 0. Alors, pour V une fonction périodique réguliére solution de
I’EDO

(6.1.3) { V() + V?Et) -0 teR,

(V,V)(0) = (1,0),

on a

Un(t, ) = Kon® Sp(na)V (tkan® Sp(nz)), V(t,r) € R x T?

est une solution du probléeme .

Démonstration. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz local, ’équation différentielle

ordinaire (/6.1.3]) posséde une unique solution locale réguliére. Montrons qu’elle est globale.

On commence par multiplier 1’équation (6.1.3]) par V' :
V'V + V3.V = 0.
On observe alors que cette équation peut s’écrire comme suit :
GO+ (Y =0
En intégrant cette équation sur [0, t], on obtient :

(V@) + V0 = ¢

1

(6.1.4) ;

D’aprés (6.1.4), on peut dire que le couple (V’, V) ne peut pas tendre vers l'infini pour
tout ¢ fini. Autrement dit, la solution du probléme (/6.1.3)) est globale. Montrons que cette

solution est périodique.

Tout d’abord, on observera que |V (t)| < 1, pour tout ¢ € R, d’aprés I’équation (6.1.4)).
Autrement dit, t = 0 est un maximum local de V' (¢) et pour tout tg > 0 on a V'(¢y) < 0.
Nous affirmons qu'il existe ty > 0 tels que V'(tg) = 0. En effet, si V'(¢) < 0 pour ¢t > 0,
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6.1. Lemmes et propositions

alors d’aprés (6.1.4)), on a :

av L—|V(t)*
V)= — = —| ———
(t)=—, 5
soit encore,
2
dt = —y | ——————dV.
L= [V()*

En intégrant cette derniére relation entre 0 et ¢, > 0, on obtient

1
2
< —d
/ 1—|v|4 ”—/ ot "
-1

t())

Ce qui n’est pas vrai pour tg > 1 (ty n’étant pas fixe). En conclusion, il existe tg > 0
tel que V'(t) = 0 et comme V' (t) est bornée par 1, d’aprés on déduit que V(ty) =
—1 est un minimum local de V. Par la suite, on peut montrer de fagon identique (par
contradiction) qu'il existe t; > to tel que V'(t1) = 0 et V(¢;) = 1. Puis, par unicité de
solution, donnée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on peut conclure que la fonction

V' est périodique de période ;.
Ce qui conclut la preuve du lemme O

Lemme 6.1.2. Soit 0 < §; < 9o a fizées. On pose
= [log(n)]‘bn’(%’s), n e N.
Alors, pour tout t € [0,t,], on a les inégalités suivantes :

(6.15)  Yo>0,  foalt, )

IA

Ckp, <tnrinn%’s)a n®?.
(6.1.6)  VkeN, [[VFuu(t, )lpems < Crnn2*Flog(n)]".

E S
617)  Ing> 1, [oalte, Mlgees > Cha (tnnnn%*) . YR > .
Démonstration. Pour n assez grand, on a

(6.18) [y = 8|y, s €N.

Dans le cas s fractionnaire, il est possible d’avoir le méme résultat en utilisant la définition
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de H*® par différence finie.

On considérera alors deux cas pour la démonstration de l'inégalité (6.1.5)), le cas o

entier positif et le cas o fractionnaire.

Soit ¢ € N et n > 1. Par définition de la norme H? et en utilisant certaines propriétés

de la transformée de Fourier, on écrit que

[6(n ) Fromsy = M)l Fo s

= [ Py o) )

(T

= [ Py 6
R3 n

Par un changement de variable (m/n +— m), on obtient finalement que

660 Moy = o> [ (1 o)) P
< 20D [ (1 ) m) P
R3

= 22Dl .

Autrement dit, d’apreés , on a :
(6.1.9) l@(n ) larozs) < 072 [S(-) o), YoeN, n> 1.
On considére maintenant

vn(t,x) = /inn%_sgo(n:x)V(tnnn%_sgo(nx)).
Alors, en notant g(z) = t k, n2 *¢(z), d’apres on a
(6.1.10) [on(t, Moy < wan2 072 (0 x V0 9)(@) | 5o,
Montrons que

I(o x Vo g)@lluoy < C (tamuni )", Vo eN.
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En utilisant la définition des normes des espaces de Sobolev a exposant entier suivante :

(6.0.11) (o % Vo g)@)lnay = 3 110°(0 x V 0 )12,

laj<o

ainsi que la formule de Leibniz pour la dérivée du produit ci-dessous :

(6.1.12) 0*(pxVog) =Y Capd’p.0"P(Voy).

B

Mais aussi, la formule de Faa di Bruno, pour la dérivée de la composée, qui suit :

*P(Vog)x) = ch VI (g(2)).(07Mg)* x ... x (972~ g)ke=s

3 S ks
(6.1.13) = ch,afﬁvlld( )) (tli n578> k (01 p)" x ... x (a8 p)ka=s

ol la somme (x) se fait sur k = ki, ..., kjo—p tel que Z ik = o — ) et 3 € R3.

En combinant les trois formules (6.1.11)) (6.1.12)) et (|6.1.13|), puis en majorant le résultat

comme suit :

[a—p]

> vilks
Yol x Voglzay < C Y ZZ(m ni) S
lo| <o la|<o B<ar (x)
1070 > VIF(g(2)).(07 )" x (87 @)*]| L2(rs)
(6.1.14) < C (tn/inn%_s>g, n> 1.

On conclut a l'aide de 'inégalité (6.1.10]) ainsi que (6.1.14]) que l'on a :
v (t, )| o3y < C Kkpn? (tn%nn%_5> , ceN,n>1.

Soit maintenant o ¢ N positif. Alors, par interpolation, il existe 01,09 € N et 6 €]0, 1]
tels que 0 = 0oy + (1 — 0)oy et

(6.1.15) [va(t, )HH"(T3 < [loa(t, )HH‘H (T3) [va(t, )||HU2 (T3)"
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D’autre part, par 'inégalité (6.1.9)) on sait que

on(t, Mz () < 0" x V0 9) (@) o 1)

et
[vn(t, )||H52 ) < RO (0 5 Vo g) (@) e o

Alors,

(6.1.16)  [loal(t, Mmeers) < w2l [[(9 X V 0 g)(@) |1 23y 1 (0 X V 0 9) (@)1 3755 (-

Or, d’apres la premiére partie, on sait que pour 0 € N on a :

g1
(6.1.17) (e x V0 g)(@)llmorms) < C (turand ™),
et
3_5\92
(6.1.18) (0 % V 0 g)(@)| o> a3y < C (tnmnnz ) .

En conséquence, d’aprés (6.1.16]), (6.1.17)) et (6.1.18)), on retrouve I’estimation recherchée :

g
[V (t; ) | 7o (13) <Cﬁnn2 Spo3 (tnnnn%‘s) )

La preuve de I'estimation est trés similaire a la précédente. Par I'inégalité (|6 ,

on écrit que :

0% 0a(t, )| < Cranlz=Ink 0% x V 0 g)(x) |
Ensuite, par la formule de Leibniz (6.1.12) ainsi que la formule de Faa di Bruno (6.1.13)),

on sait que :
k
" x Vo g)(@)| < (turani™)

Autrement dit, en remplagant t,, par sa valeur, on obtient ’estimation (6.1.6)), soit

|akvn<t’ Il < Oﬁfﬁ-ln(%—sﬂ—k) [log(n)]k52.

Pour démontrer I'estimation (6.1.7)) nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.1.3. Sotent V et ¢ deux fonctions réguliéres non nulles ot V est périodique et
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& a support compacte dans R?. Alors

de>0, JNg>1 telque VA> X |p(z)V (Ap(2)) || r2ray = €.

Démonstration. Comme V est une fonction périodique, par exemple de période 27 L avec

L > 0, elle admet une décomposition en série de Fourier,
-t
ot les coefficients v, sont a décroissance rapide (|v,| < Cy (1 +n)~N).
D’aprés 'hypothése, il existe une boule ouverte B de R? et une constante ¢y > 0 tel

que |0y, ¢| > co sur B. Soit ¢ € C§°(B) une fonction non nulle tel que 0 < ¢ < 1. Alors,

on peut écrire que

l¢(2)V (A (@) 72 zay > 14 (2)¢(2)V (AS(@) |75

Or,
2
[9@) @)V (Ab()) s / oz 0,800 da
nez
:/ |(x)o (Zv e”‘L¢x)> ( *”‘Ld’( )> dz.
B ni€Z =V
Donc,
9oV (o) o = 3 [ oot o +
nez
/ (z > v, e T dy

n1¢ﬂ2

Il est clair que le premier terme du membre de droite est strictement positif et indépendant

de A. Sachant que :

GNIT 2 0(x) L 1 0 (ei)\mziw(ﬁ(m))
Z/\(ﬂl — 712) azlgb 31’1 ’
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on peut, par intégration par partie, majorer le second terme du membre de droite de

I’égalité précédente, noté I, de la maniére suivante :

L .\ ny—ng
Bl Y wllnl = [ | (¥7599) 0, 2| d
Bl S 3 bl g [ (55599) 0 (@o(e)?)] do
n1#n2
L
< Upy | Oy | =————— Or, z)o(x))?)| de < OX7L.
< X bl | Jow, (@)oo do <
Ce qui compléte la preuve du lemme [6.1.3 O

On peut, en appliquant le lemme précédent sur la dérivée de v, écrire que :
ot M ey 2 Cin <tnf<cnngfs> n=2),

Ensuite, a I'aide de I'interpolation suivante :

1-6
o) 10n (s ) g2

[on (tn, ez sy < l[on(tn, )

ou f = ﬁ et vérifie fs + (1 — 0)2 = 1, puis en utilisant I'inégalité (6.1.5), avec o = 2, il

vient que :

2(1-6)
Knp, <tn/€nn%75) n(lis) S “vn<tn7 )‘ ?{5(’]1‘3)’%;179) (tn/'ﬁnngis) n(275)(179).

Par conséquent, aprés simplification, on a :

|vn (tn, )] ?{s('H‘B) > CrlETV7og(n)]0%%.

Enfin, en remplacant k,, par sa valeur, on obtient 'inégalité recherchée :

[0n (s )| s (rsy > Cllog(n)] 0T Fs02,

Soit (ug,u1) € C(T3?) x C>(T?). On consideére le probléme

(6.1.19) {(f%+D%wH®%@=Q3_ (t,z) € R x T3,
(tn, Opun) (0, 2) = (uo(x) + Kpn2*p(nx), us(x)) n € N.
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On considére 1’énergie semi-classique :

|—=

2

1
E,(u) = n=(27) (HatuH%%W) + HD%UH%Q(W)) ’ +n~ (3179 (HatUH?{l(Ta) + ||D§U||12ql(']1‘3)>

N|=

+n7 T2 (| 0pul B2 + (| D2 ul|3)

On note :
en(u(t)) = sup E,(u(r)).
0<r<t

Dans de précédents travaux, sur I’équation des ondes cubiques (o = 2), on retrouve
cette définition d’énergie contenant seulement des termes de norme L? et de norme H'.
Dans notre cas, une telle définition d’énergie n’est pas suffisante pour pouvoir avoir un
controle sur les solutions de l'équation des ondes fractionnaires (et ses variantes). La
nouvelle idée, dans ce document, a été d’ajouter un terme de plus, soit un degré de
profondeur. Grace a ce dernier terme, en norme H?, on retrouve le controle recherché sur

les normes de la différence w,, et (v, + S(¢)(ug, u1)).

Proposition 6.1.4. Soit o €]0,3[. Soient (u,)nen la suite de solutions du probleme
, (Un)nen la suite de solutions du probleme et S(t)(ug,u1) la solution libre
du probléme . Alors, il existe e >0, d > 0 et C > 0 tels que pour tout n > 1, on
a:

E, <un(t) —u(t) — S(t)(uo,u1)> <Onc,  Vtelot)
é_s).

ot t,, = [log(n)]2n~

Démonstration. On note S(t)(uo,u1) := S{ueu}- Sachant que u, et v, vérifient respec-

tivement les problemes (6.1.19) et (6.1.2)), alors la différence w, = u, — v, — Sfug,u}

vérifie :
(O + Dw, = (9} + D)y — (3 + D*)on = (8 + D*)Stug.um)
= —u® — 0™, — D,
= _(wn+vn+s{uo,u1})3 +/U§L _Davn
= —D%, — 37}721(wn + S{ug,m}) — 3vp(wn + S{uo,ul})z — (wn + S{“07U1}>3'
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On pose :
F=—-D%, — 31],21(1071 + S{Uo,m}) — 3vn(wn + S{UO,UI})Q — (wn + S{uo,u1}>3-

Alors, w, est solution du systéme :

(6.1.20) { (07 + D*)w,(t,x) = F (t,x) € R x T,

(W, 0wy, ) (0, ) = (0,0).

Afin de calculer I'énergie de w,, on commence par multiplier ’équation du probléme

(6.1.20) par d,w,, puis, on considére son intégrale sur T3 pour avoir :

T3

8fwn.8twn dr + /Do‘wnﬁtwn dr = / F.ow, dx.
T3
’]I‘S

Ce qui revient a écrire :

1 1 o a
/iﬁt(ﬁtwn,&gwn) dx + 5/3t(D2wn,D2wn) de = / F.ow, dx.
T3
T3 T3

Ou encore
1d ) N ,
5% <||atwnHL2(1r3) + ||D2wn”L2(']1‘3)) = . F.0,w, dx.

Ensuite, a I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on écrit

1d .
S (100l Farny + IDFwaliageny ) < 90wnlaces) 1 Fll 2oy
Ol", Ol remarquera que

1
2

0wl zzrsy < (10a0alZamsy + 1DFwn2acrs) )
Par conséquent, on obtient :

d a 2
(6.1.21) - (Hatwnlliz(m) + HDanHizm))

- < (1P 2.

En répétant le méme calcul mais cette fois-ci sur la dérivée de ’équation (|6.1.20)) par
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rapport a la variable d’espace, on obtient :

1d

52 (IV0wallE sy + IV DFwnl o)) < V00wl [V F ocro).

Une fois de plus, on remarquera que
1
2

||V@twn||L2(T3) S <||vatwn||%2(']r3) + ||VD%U)”||%2(T3)>

Alors,

-

S ||F||H1(T3)

d a 2
(6.1.22) ‘E (Hatwn”?{l(’]l‘i") + ||D2wn||?{1(1r3)>

Enfin, on considére la seconde dérivée du probléeme (|6.1.20) par rapport & la variable
d’espace, que ’on multiplie par V29,w,,, puis on intégre le résultat sur T2 pour obtenir &

I’aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

1d

52 172000 sy + V2 DE wallfams ) < IV Fllzage [ V2000n | p2crs)

On observera ensuite que,

Jun

2

192000l 2wy < (19200012200, + V2 DE w3z
D’ou,

d a 2
(6.1.23) i (||3twn||%{2('£r3) + ||D2wn||?{2(1r3)>

< || F|| m2(r3).-

En combinant les relations (6.1.21)), (6.1.22)) et (6.1.23)), on résulte que :

d —(%—s —($+1-s —(&+2-s
'E(En(wn))‘ <0Gl 2y + 0" G| F sy + 0 S| F| 2 rs)

Par la suite, on pose :

(6124) F = —Da’l)n -+ Gl(t) + Gg(t),

ou
Gl(t) = _31}7215{“07%1} - 3vnsfuo,u1} B S*:{))uo,ul}
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et
Go(t) = =3(v, + S{umul})an —3(v, + S{UOyul})wZ — wi.

En outre, par la notation (6.1.24)), on a

d SN
‘d (W) 'SZ 2t Y (ID%vp | =1 rsy + [|G1 (&) || =1 grsy + |G () || gr-v72y ) -

En utilisant I'inégalité du lemme [6.1.2 on a :

D%V || g1y < Cllog(n)]@ =02 plat=N=s " 7 =1 93,
Autrement dit, pour [ =1, 2, 3,
(6.1.25) n_(%’L(l_l)_s)||Do‘vn||Hzf1(T3) < C log(n)@tt=D02 5 < Clog(n)@t?%2pn5,
D’autre part, pour tout r > 0 et f,g € H"(T?), on sait que :
(6.1.26) 1S9l rzy < (| flzeecrell gl mrecnsy + 11 ([ re) gl oo o2y,

et sachant que Sgy.u,3 € C(R X T?), ne dépend pas de n, on parvient a montrer, a I'aide

de (6.1.26), que

HG1<t>HH“1(T3) S ||UnHLoo(T3) ”'Un”Hlfl(TS), [ = 1,2,3.

Soit, par les inégalités (6.1.6]) et (6.1.5) du lemme|[6.1.2) on a :

IG1 ()| -1 (pe) S C log(n) D2 pa=) D= =1 2.3,
Dong, pour I =1,2,3, on a :
(6.1.27) DN G (#) || g1 sy < C log(n) 1% n’z" 7% < Clog(n)@t2% s

Enfin, par l'inégalité (6.1.26]) ainsi que l'inégalité de Young, il résulte que pour tout
t€0,t,], on a:

1G22y S (onllZoe sy + lwnlFoeasy ) Hevnlzzces),
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et
1G2() | mrrsy S ||an||Lw<T3>||wn||Loomr3>|Iwn||L2<qr3>+(anH%mm) + ||wn!|%oo(qrs>) 1wl 13),

mais aussi,
2

G ()l r2¢ms) < D NIV 0l oo ¢z l[wnl 12513y + (10nl 7w ) + 10|70 o) 1w 11279,
k=0

Afin de calculer le norme H* de w,(t), avec k = 0,1,2 , on pose :

¢
= / Oywy(T)dT
0

pour tout ¢ € [0,t,]. Alors,

(6.1.28) wn(8) ez < sup 1000 () | iz

T€[0,t

Par définition de I'énergie semi classique F,,, on remarquera que
(| Oswn () || gy 13y < nS =) B (w,(1)).

On peut a l'aide de cette remarque, majorer la norme de droite dans I'inégalité (6.1.28)|)

pour obtenir :
(6.1.20) (8 12 < © Tog(n) == nE+0070 ¢ (s, (1),
De plus, en utilisant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg suivante :

3
| fll oo sy < CHfHLz HfHHU(TJ et

avec 0 = 2, on obtient :

3 1
[wnllzoe < C'ljwnl|grollwn ]l -

Ce qui revient & écrire, par la relation (6.1.29)) (avec [ = 3 pour majorer la norme H? et

[ = 1 pour majorer la norme L?), que :

w1 < C log(n)® n2=2) n*="2% ¢, (w, (¢)).
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Or, log(n)% < C'n*3*~* et donc,
(6.1.30) 1wl oo (rs) < C ™) ey (wn(t)).

I1 s’en suit, par les inégalités (6.1.29)) et (6.1.30) ainsi que Iinégalité (6.1.6) du lemme
6.1.2) que pour /=1,2,3,0n a :

3
2

[Galt) -+ w0y < C log(m)® =) n(E+0=D=9) (e, (1, (1)) + € (wa (1))
Tant bien que,

n= GGy (1) |y < C log(n)'™ nla™) (e, (wa(t)) + €} (wa(t)))
(6.1.31) < Clog(n)*2 nG=) (3 (w, (1)) + en(wa(t))) .

En réunissant les relations (6.1.25)), (6.1.27)) et (6.1.31]), on obtient :

d o & 3_g
]Ewn(wn(t)))' < C' log(n) 2% 0% 4 C log(n)* n= (¢ (wa (1)) + en(wa(1))) -
On sait aussi, par définition, que la fonction e, est croissante. De plus, pour 0 < t; < to,

0 < en(wn(ta)) = en(wn(tr)) < [En(wn(tz)) = En(wn(t))]

car plus deux nombres sont grands, plus leur différence est petite. On peut alors déduire

que :

(6.1.32) 0<

SRSV
—
@)

3
—
S

3
S
~
N—
N—
N—
INA
/L
gq
S
S
3
—
~
S—
S—
-

Autrement dit, on a :

(e () < Clog(n) ™+ %+ Clog(m)* nE=) (¢4 wa(1)) + en(w (1))

Sachant que notre but est de majorer I'énergie de la différence w,, par une quantité
trés petite, nous allons appliqué le principe du Boostraps, en supposant dans un premier

temps que cette énergie est au plus majorée par 1, i.e.

en(wy) <1,
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c’est la borne supérieure, que nous sommes str de ne pas dépasser. Elle est aussi vérifiée
pour t trés petit, puisque
en(wn(0)) Sn=G79,

Montrons que 'on a une meilleure majoration, i.e.

en(wy,) < 1.

Par majoration, on écrit que :

© enlun(t))) < Clog(n) % n + Clog(n)* nd ey (wa (1)),

Il vient alors, en utilisant le lemme de Gronwall, que pour tout t € [0,¢,], on a :
en(wn(t)) < <log(n)(a—1)62 n(s—%+%) + €n<wn(0))> 6Ct log(n)3%2 n(%—s)'

Ou encore,
en(wn(t)) < <1Og(n>(a71)6g n(sfg*T"‘) _i_nf(%fs)) €C log(n)462.

On observera alors, que s — 3”76“ < 0 par hypothése. De plus, en remplagant (o — 1)dy par

(v + 3)dy — 409, on pourra voir qu’il suffirait de choisir d, > 0 telle que

1
6.1.33 0y < ——
( ) 2T a+3
pour pouvoir dire que
E,(w,(t)) <Cn™¢, Vit el0,t,).
Ce qui conclu la preuve de la proposition [6.1.4] O

6.2 Preuve du théoréme 4.1.7

Corollaire 6.2.1. [l eziste € > 0 tel que pour tout a €]0,3[ et pour tout t € [0,t,], on a :

He(T3) S Ccn” S,

(6.2.1) [[un (t) — va(t) — S()(uo, ur)|

ot t, = [log(n)]2n=(3=9).
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Démonstration. Par la relation (6.1.29)) avec | = 1 et la proposition [6.1.4] on sait que
[wn ()] 23y < C log(n)?2 n=G=9) p(3=5) p=e,

Soit,
()| 1223 < C log(n)* n™"7" ™.

Cependant, on sait aussi que s < 3_7"‘, et donc

(6.2.2) | ()] 22(r3) < en™

De plus, par la définition de ’énergie semi classique, on a pour tout t € [0,,],
00l 2czs) + [DFwnlliams) < nE~ By (wa (1),

Il s’en suit, d’apres la proposition [6.1.4] que

(6.2.3) lwn ()]l ;4 3y < cn? 8 Vit e 0,t,).

On écrit, par interpolation, que :

1-0
lwn @l r9) < Cllwa(®)| o) lwn @)l gy 0<0 <1,

ou § = 2s. A l'aide des relations (6.2.2)) et (6.2.3), 'in¢galité d’interpolation s’écrit

H(T3) < Cn —€)(1-0) nﬁ(%—s—e) _ n%e_s_e‘

Enfin, en remplacant 6 par sa valeur, on obtient :

[wn (2)]

w3y < Cn™*,

soit I'inégalité (|6 recherchée. O

Muni de ces résultats, nous allons montrer que malgré le fait que les suites de solutions
(tn)nen €t (Vn + Stugui} )nen soient trés proches, en terme d’énergie, sur de petits temps,
on verra que ce temps est en faite suffisamment grand pour qu’on ait une explosion en

norme H°.
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Démonstration du théoréme[{.1.7]. Par la deuxiéme inégalité triangulaire, on écrit que :
wn (s ) ms(rsy > o (tas ) lmscrsy — 1S @) (o, wi) || s rsy — [wn(n, )|l 2o (rs)-
Or on sait, par 'estimation (6.1.7) du lemme [6.1.2] que

(6.2.4) [0ty ) s ey > Cllog(n)]~ DT s,

On déduit alors, a ’aide de la proposition 6.1.4, que

Hs(T3) 2 C [log(n)]_(s+1)61+552 —C—-n""

[tn(tn, -)]

Dong, il suffit de choisir 9; > 0 tel que

5(52
s+1

0 <

Y

ou 6 est fixé dans la proposition m, (par la relation (6.1.33))), pour avoir § > 0 tel que

[ttty )| 213y > Cllog(n))°.

Ce qui conclut la preuve du théoréme [£.1.7] ]

6.3 Preuve du théoréme 4.1.8

Une conséquence directe du précédent théoréme est que le probléme (4.1.1))
est aussi mal posé sur H*(T?) x H* 2 (T?), pour toute donnée initiale dans H*(T%) x
H* =2 (T?).

On considére (g m, U1.m)men une suite de fonction de C=(T?) x C*°(T?) telle que

=0.

lim [[(uo — wom, U1 — Ur,m)|

_a
m—r+oo Hs(T3)x H*™ 2 (T3)

Si lon fixe m, on peut alors appliquer le théoréme [4.1.7] pour obtenir 'existence d’une
suite de solutions (U, 5 )nen € C(R, C°(T?)) de (4.1.1) qui vérifie

(6.3.1)  ||(wmn(0) = Ugm, Opthyn(0) — 2y )]

Ho(T3)x Ho- 8 (13) T 0, n — +00,
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mais

(6.3.2) [ (tmn(t), Optirm,n(t))]

He(TS)x H*~ % (T3) — +00, n — +00.

Donc, par inégalité triangulaire, on écrit que pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

pour tout m > M il existe N > 0 tel que pour tout n > N on a :

Hu’””m) o UOHH“(W) < Humn(o) — Up,m + Uom — uoHHs(qrs)
< N, (0) = woml s crsy + 1o — womllms s
€ €
< 4 - =
s 5 + 5 €

Identiquement, on obtient pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que pour tout m > M il
existe N > 0 tel que pour tout n > N on a :

| O¢thin 1 (0) — | €.

o33y S

Néanmoins, la relation ([6.3.2)) nous permet de dire que pour tout m > 0 il existe N’ > N

tels que pour tout n > N’, on a :

|| (uman(t)’ atum,TL(t)) HLO"([O,T};HS(T:")XHS_%(T3)) Z 6_1-

Autrement dit, la suite de solution (upz,n+) vérifie le théoréme [£.1.8]
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7. Partie probabiliste

Bien que le probléme soit mal posé¢ au sens de Hadamard sur H*(T3) x
H*=2(T3) ot s €]0, 35 52| avec a G]O 3[, de récents résultats, donnés par les recherches de
N. Burq et N. Tzvetkov, permettent d’espérer qu’il est néanmoins possible de trouver des
solutions probabilistes sur cet espace, et cela en choisissant les bonnes approximations

des données initiales. Les références utilisées dans ce chapitre sont [16] 2, [1].

7.1 Solutions probabilistes

On considére (ug, u;) € H*(T3) x H*~2 (T?) les données initiales, associées au probléme

(4.1.1)), données par leurs séries de Fourier comme suit :

up(z) = ap + Z (bg cos(n.x) + cf sin(n.z)),

nezs

et
uy () = ay + Z (b} cos(n.z) + ¢} sin(n.z)) .

nezs3

On définit les variables aléatoires associées a ces derniers, respectivement par :

ug () = ap(w)ap + Z (Bg (w)by cos(n.z) + 7§ (w)cg sin(n.x)) ,
nezd
et
uf () = ag(w)ay + Z (81 (w)b} cos(n.z) + 1 (w)c} sin(n.z)) ,

nez3

ot (af(w), B} (w), ] (w))j=0,1 est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes

et identiquement distribuées sur I’espace probabilisé (2, F,P) dont la loi df(x) satisfait
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la propriété suivante :

2

de>0, VyeR, <e. (%)

/[R 7" d6(x)

Proposition 7.1.1. Les variables aléatoires gaussiennes centrées réduites ou les variables

de Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées vérifient aisément la propriété

(%)-

Démonstration. En effet, pour les variables gaussiennes, on a :

1 2
e db,(xr) = —/ew e 2 dx.
/[R ( ) \/271' R

En utilisant le cas générique de l'intégrale de Gauss, on obtient,

2 2

2y o/l
2

2
—— [ T do = —2\/27reT =e¢

De méme, pour les variables de Bernoulli, on écrit que

/ew do,(x) = /ewﬁ d(x)
R R 2

el +e7
2

11 suffit alors d’utiliser le fait que ’on ait

el +e7

;— <% WeR.

On pose :
A:Q — H3(T3) x H=5(T3)
w— (ug, uf)
Pour tout (ug,u1) € H*(T?) x H*=2(T?3), 'application A est mesurable. Cela est dii au

fait que les sommes partielles forment une suite de Cauchy dans L?(Q, H* x H*"%), qui
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est un espace complet. En effet, soient M > N deux entiers positifs et soit

ug () = ap(w)ag + Z (B (w)bg cos(n.z) + 4 (w)ep sin(n.x)) .

In|<N
On considére
"ug,N_ug,MH%Q(Q;HS(’]I‘?’)) = | Z (Bp (w)bg cos(nx) + g (w)cp sin(nz)) H%Q(Q;HS(’]I‘?’))
M<|n|<N
~ || > (P (185 @)1 + g @) Ples ) 1720
M<|n|<N
= APy (R IGP) 0.
M<|n|<N ’

Ce qui nous permet de dire que I'application A induit une mesure de probabilité sur
Iespace H*(T?) x H*~%(T?3), notée

Hug,ur) = PoA!
ie. VAC H®* x H 2, on a:
o) (A) =Po AT (A) =P (A7 (A)) =P{A € A} =P{w € Q: (ug, uf) € A}

On note :

M = U {“(UOM)} :

(uo,u1)€HS><H57%

On remarquera que si (ug, u;) € H® x H*™= alors (u¥,u$) appartient aussi a 'espace
H*® x H*"% presque surement. Plus précisément, en terme de différentiabilité, il n'y a
pas de régularisation par passage aux variables aléatoires. De plus, on peut voir que si
uy € L? alors u¥ € LP presque surement, pour tout p > 2 .i.e. les variables aléatoires sont

plus réguliéres que les données initiales elles mémes, en terme d’intégrabilité.

Lemme 7.1.2. Soit {g,(w)}nen+ une suite réelle de variables aléatoires, indépendantes,
associées a la suite de lois {0y }nen+ qui vérifie (x). Alors, il existe C' > 0 tels que pour

tout p > 2 et pour tout suite (7,)nen € [%, 00 a :

Z dn (w) Tn

neN*

(7.1.1) < Cplralliz-

Lr(Q)
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Démonstration. A I'aide d’'une dérivée de 'inégalité de Markov, on écrit que pour tout

A€ R et pourt >0 afixer, on a :

t > gn(w)rn
P( 3 () | > A) <ot [SEI gy

neN*
Or, par indépendance des variables aléatoires, on peut écrire que,

t Z gn(W)Tn
/e nER dp(w) = H/etgn(w)rn dp(w)
Q Q

n>1

= H/R@””" o, (x).

n>1

De plus, par la propriété (x), on obtient :

ct? 3 r2

tE: n(w)rn
/ e n21g dp(w) < Hec(trn)2 —e n31
Q

n>1
]P<

Ainsi, pour t = ﬁ, on obtient ’estimation suivante :
n

n>1
]P <

Ensuite, on peut déduire la relation ((7.1.1)), comme suit :

+o00 00
Zgn(w)rn = p/o D (w : IZgn(w)rn| > A) NPhdA

neN*

Autrement dit, on a :

ct? > r2

> /\) <e e nx

Zgn(w) T'n

neN*

A2
74c2r%
>N <e n2t |

> gnlw)r

neN*

p

Lr(Q)
2

A
+oo _4027‘% 1
< Cp/ e "=t NPT
0
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4e > r2
n>1

p
2 ptoo .2
< Cp (Zri) / e~ wP~ du,
»() 0

n>1

Par le changement de variable (’\—2 — “2—2>, on obtient :

p

Zgn(w) Tn

neN*

L

Puis, afin de calculer I'intégrale du membre de droite, nous allons itérer "p/2” fois I'inté-

gration par partie suivante :

/ ul~? (u 67) du = —(p— 2)/ uP™? (u 67) du
0 2 0

= %1(17— 2)(p—4) /0+00 uP™° (ueLj) du

[o.¢] u2 . . .
sachant que fo e~ 2 du = v/2m. Ainsi, on obtient que

C (Zri) pX(p—2)x(p—4)x---1

D gn(w)rn <
neN* LP () n>1
2
2
< ¢ (Z) (p)%,
n>1
ce qui conclut la preuve du lemme [7.1.2] O

Proposition 7.1.3. [Strichartz probabiliste] Soient s > 0 et € M?® une mesure
induite par (ug,u?) € H*(T3) x H*~3(T3) via Uapplication A. Soient o €]0,s], 2 < p; <
4+00,2<py<ocetd>1+ p%' Alors il existe une constante positive C' telle que pour
tout p > 2, on a :

(7.1.2) 1) S (&) (w0, 1) [l o1 @), o2 (1)l 2. < C/Dl| (w0, 11)]

Hsx H*™ % (T3)

ou (t) = (14 [t|2)2. De plus, il existe C et ¢ deux constantes positives telles que pour tout
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A>0, ona

(713) 1% ((UQ,Ul) € H® x HS_% : H<t>_6S(t>(Uo,U1)||Lp1(Rt)7Lp2(T3) > )\) S

o ( cA\? )
exp | — - .
(o, 1) HsxH*™ % (T3)

Démonstration. On pose Il la projection orthogonale sur les constantes et Il; = Id —1I1,

sur I'espace perpendiculaire. Alors
S(t)(vo, v1) = HoS(t)(vo, v1) + g S(t)(vo, v1).
Par définition de la solution libre, on a
pS(t)(ug, uy) = apg(w)ag + tag (w)ay.
Il vient alors, que

1)~ TS (&) (vo, v) | oo oy | gy = (10~ (@0(w)at0 + tas (w)an) [ zos ooaoo |

(2m)7s ||\| “an(w)ag + tas (@)ar) || oy 1 -

Or, comme § > 1 + p% alors cette derniére norme est finie en ¢t. De plus, & l'aide de
I'inégalité ((7.1.1) du lemme précédent, on obtient

(2m)7s [[16) (o (w)ao + tos (@)ar) | m e 1z, < evpllaol + laal).
Autrement dit,
(7.1.4) [116) = ToS (t) (vo, v1) | s @, 272 79| oy < v/Plla0] + Jan]).
On considére maintenant
1148~ TI S () (o, v1) 1 ms 22 9 [ oy < NIHKEY~ T S () (w0, 00) o e ) [ o

par décroissance des espaces LP en mesure finie. De plus, pour ¢ < oo tel que o > 3/q,

par injection continue des espaces de Sobolev, on sait que

[Ty S (t) (v, v1)|| poo ) < [[{(D) My S(£) (vo, v1)|| pa(re).
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En conséquence, on a

[ 118)~°TIgS( Uo7Ul)||LP1(R,L°°(T3))||LP(#) < ||H<t>_5<D>UH35(t)(U07Ul)HLM(R,LQ(TS))HLP(M

En appliquant 'inégalité intégrale de Minkowski, qui n’est vrai que si p > max(p1,q)

(voir (3.3.3)), il résulte que

11D T S(8) (v, 00l ozon | gy < I DYTTIES ()W 00) 156 L oy -
D’un autre coté, par définition de la solution libre (voir (5.1.1])), on sait que

IS (s ) = 3 (bz B(w) cos(ln|s + b /3;1@)%) cos(n.z) +
nezs
sin(tn|?)

(49 costlnl? + ap ) =0

sini.a)

Il s’en suit alors, en utilisant le fait que les fonctions cosinus et sinus soient bornées ainsi

que l'inégalité ((7.1.1) du lemme précédent que,

e =D G S0 (w0, v0)llvgoll gy < [ IO ev/B (3 ()™ (It + Ief 1+

nezs

[n =2 (I07] + |¢7))?) 2

18) " v/l (o, )| o o3

LP1(R,L9(T3)
(7.1.5)

IN

LP1(R,Le(T3)

car

D P0G + e + |nl = (05 + [c11%) < [l (w0, w)I}

nezs

De plus, comme 0 > 1+ 1/p; la norme en ¢ est finie dans (7.1.5) et on a

o xH" ™3 (T3)"

H” UHLS( )(UOaUl)HLP(#)HLm(R,Lq(T?s) < C\/Z_7H<u07ul)HHaxHJ*%('ﬂ‘S)'

Ce qui compléte la preuve de (7.1.2). On peut alors montrer que ((7.1.3)) est une consé-
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quence de ([7.1.2)). En effet, par I'inégalité de Bienaimée-Chebychev, on écrit que

_ w oW B - 0r Ut .

P(||<t> SS(T,)(UO,Ul)HLPI([O,T],LPQ(TS)) >)\) < AP ||<t> 5S(t)(u07u1)||Lf1L’;2 P
_ )

< A ”O”p?II(UO,ul)”ZG(TB)Xm*%(T&‘)

i P
(CpZ H(UO, ul)HHU(’JI‘3)><H"%(T3)>
3 .

I1 suffit alors de prend,

2
A
p= .
Ce”(u07 ul) ”HU(TS)XHC’*%(TS)

Si p > 2, on obtient que
P ([~ S () ((ug, uf)) o (o7, Lo 7)) > A) < €7P

= exp (~ON?||(uo, w2 )-

Ho(T3)x H?~ % (T3)

Sinon, si p < 2 on peut choisir ¢ telle que ce 2 > 1, et avoir
P ([1(6) S ) ((u, uf)ll o oy, re oy > A) <1< ee™

< cexp (=N (o, wn) |2 ).

Ho(T3)x H~ % (T3)
Ce qui conclut la preuve de la proposition [7.1.3 ]
Proposition 7.1.4. Soient o €]3,3[. On considére le probléme :
(0F + D)o+ (f +v)* =0, fe L3([0,1], L(T?)),

(7.1.6)
(v, 00)(0) = (vg,v1) € H=(T3) x L*(T3),

tels que

HUOHH%(TS) + [lo1llz2(rs) + HfH?is([o,u,LG(TB)) <A, A>T

Alors, il existe ¢ > 0 ety > 0, deux constantes, pour lesquelles le probléeme ([7.1.6)) posséde

une unique solution v sur [0, cA~7]. De plus, cette solution est unique dans la classe :

L ([0,eA™], H% (T?) N LP ([0, cA™], LS(T%))
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7.1. Solutions probabilistes

avec p = 52—

Remarque 7.1.5. Tout comme nous [’avons déja vu dans [’étude déterministe du pro-
bleme , nous aurons besoin des inégalités de Strichartz, pour démontrer cette pro-
position dans le cas o 6]%,2[. Pour le cas a € [2,3][, les propriétés de la solution libre

ainsi que Uinjection de Sobolev H? — L suffisent.
Démonstration. On considére d’abord le cas o 6]%, 2[. On pose :
Xr=C([0,T], H3(T*) N L” ([0, T], LY(T?)),

ot T'=T(A) et p= 5%-. On muni cet espace de la norme :

o

!
Jollsr = 10l o0 ) + oo aseys 2= 5
On définit :
Bx, ={ve Xp : ||v]|x, <2CA}.
Montrons que pour T = (cA_Q)é, ¢ < 1, application :
t . a
sin((t —71)D>2
Buyer () = SO0 0) = [ ZLEDPD () a,
0

est une contraction dans Bx,. D’aprés les inégalités de Strichartz déterministe (voir

proposition [5.1.4), comme le couple (p,q) = (325, 6) vérifie la relation (5.2.2)), on a :

T

(7.1.7) N PupnW)llxz S llvoll 5§ oy + 01l L2(2s) +/ ICf +0)(7)l| 1223 d.
0

D’autre part, on sait que :

(7-1-8) ||<f+U)3||L1([0,T],L2(T3)) N ||fH?i3([0,T],L6(1r3)) + HU|’%3([O,T],L6('H‘3))'

Alors, I'inégalité ((7.1.7) devient,
(7.1.9)

1@us () lx2 < C (Iv0ll 8 gy + Norllzzces) + 1 o zrascesy ) + Cllollago sy

81



7.1. Solutions probabilistes

En utilisant I'inégalité de Holder, avec p = 5%, on obtient :

IA

1—3
7' p)||U||?ip([o7T],L6(1r3))

_3
T |olf%,

4a—6
T oI, -

||U||?i3([o,T],L6(T3))

IN

En conséquence, on a :
(7.1.10)
1-3
a0 @)l < C (ol oy + lenllzzcesy + 1 sqozoqmsy + T4 loll,)

I1 suffit alors de prendre, pour ¢ < 1,

T = eA? — T = (CA_Q)P%’,

pour que l'application ®,,,, envoie By, dans Bx,. De plus, d’aprés (5.2.8)) et ((7.1.10)),

on sait que pour tout autre solution v € Bx,, on a :
. _3 - .
(7.1.11) 1D a0 (0) = Pugon ()l ST (03, + 1915, 0 = Tl

Autrement dit, par notre choix de 7', on obtient que :

N 1 - N
||(I)’Uo7v1 (U> - (I)vo,vl (U)HXT 5 §HU - UHXT? v, v € BXT'

On déduit que, 'application ®,, ,, est une application 1/2-contractante sur By,., dont le
point fixe définit I'unique solution de ([7.1.6) sur l'intervalle [0, 7], 'unicité étant donnée

par ([7.1.11]).

On considére maintenant le cas a € [2,3]. Dans ce cas, on pose

Xr =0 ([0,T), H2(T?)) .

D’aprés les propriétés de la solution libre (5.1.2) et (5.1.3)), on a :

T
Hq)vo,m (U)||L°°([0,T],H%(11‘3)) S ||UO||H%(T3) + ||Ul||L2(T3) +/ H(f + U)3(7)||L2(T3) dr.
0
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De plus, par (7.1.8]), on obtient :

1@ Ol oty < C (Noollgs ey + Ioalacesy + 17 s my oo+

T
[ 1ol dr)

< C (Ioll 5 oy + Ienllzzces) + 1 W oz oo +

T sup Hv(t)“ifs(m)) -

te[0,7)

Il s’en suit, a l'aide de I'injection Hz < H' < L%, que

1@ Ol oty < C (Nl ey + Ioaliacesy + 17 Wy oo+

3
T||U|| Oo([O,T],H%(']IB))) .

Soit,

1@uns )12 < C (Ioll 5 oy + Mo llzzces) + 1 o gy ooy + Tlloll, ) -

Alors, si Pon prend T' = ¢cA™? avec ¢ = gf7, Iapplication ®,,,, envoie By, dans By,. De

plus, d’apres I'inégalité précédente ainsi que ([5.2.8)), on sait que pour tout v,v € Bx,., on

a
”(I)vo,vl (U) - q)voﬂh (6)||XT 5 T (HU|’§(T + HﬁHg(T) ||U - ’EHXT
1 -
< Sl =l

On peut alors conclure que I'application ®,, ,, est une contraction sur Bx,, dont le point

fixe est 'unique solution de ([7.1.6) sur [0,7]. Ce qui conclut la preuve de la proposition
14 O
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7.2 Preuve du théoréme 4.1.10

Démonstration. On cherche une solution de la forme v(t) = S(t)(vo, v1) + w(t). Alors, w

est solution de :

(7.2.1) { (07 + D*)w + (S(t)(vo, v1) +w)* = 0,

(w, Opw)g=0 = (0,0).
Par la proposition [7.1.3] on sait que
(7.2.2) 15 (t) (vo, Ul)||iG(T3) € L (R), u — presque surement.

On peut alors appliquer la proposition [7.1.4] et conclure a ’existence de solution unique,
locale pour le probléme (7.2.1)). Montrons que la norme H? x L? de (w, ,w) reste bornée

sur [0, 7] pour aboutir a la globalité de la solution.

On pose :

o 1
Bw(t) = 5 (10wl + 10Tl + ol ).

N | —

Alors,

%E(w(t)) = (Oyw, Ofw) + (0w, D*w) + (Opw, w),

ou (-, ) est le produit scalaire sur L?. Ce qui est équivalent a :

iE(w(t)) = | Ow (8fw+ Dw + w®) du.
dt T3

En utilisant 1’équation (|7.2.1]) vérifiée par w, on écrit

d , 3
a P = [ o (w® = (S(t) (v, v1) + w)?) da.

Il vient donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

d
(7.2.3) ZB(w(t)) < 1100l 20zs) [10* = (S(E)(wo,v1) + )| 2(rs):
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7.2. Preuve du théoréme 4.1.10

Cependant, en développant la puissance, on obtient :
H’UJ3 — (S(t) (Uo, ’Ul) + w)3||L2(’I[‘3) = ||S(t> (Uo, ’U1)3 + SS(t)(U(), v1)2w + 3S(t) (Uo, Ul)w2||L2(T3)7
que l'on peut majorer par :

15 () (v, v1)* || L2(wsy + 1S (£) (v, v1)w?|| L2 (73)
15 () (vo, vi) 76 rsy + 1S () (vo, v1) | oo (v w0l Z sy -

Jw® = (S(t)(vo, v1) + w)*| L2r3y <
<

De plus, par la définition de E(w(t)), on a :

N
N

10wl < c(B(w(t)® et [lwllis < c(E(w(t))

Il résulte que, la relation ([7.2.3)) s’écrit,

CBw®) < o (BO)"? (IS0 0) e+

(7.2.4) 15 () (vo, v1) [ oo (z9) (E(w(t)))1/2> :

Or, par la proposition ainsi que l'injection de Sobolev W4 — L avec o > 3/q,

on sait que :

(7.2.5)

{ 1S (®) (v, v1) 12679 € Lie(Re),
15(2) (v, v1)]| oo (r3) € Liye(Ry).

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall sur I'inégalité ([7.2.4)).

En effet, on pose :
o(t) = (B®)'?, f() = [1S®) (o, v0)[[Foirs) et g(t) = [1S(£)(v0, v1) | oo rs)-

Alors, I'inégalité ((7.2.4)) s’écrit,

d

(1) S e f(t) +eg(t) 2(2).

En utilisant la méthode du facteur intégrant c’est-a-dire, en multipliant les deux cotés de
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I’équation obtenue par e—clo 9(T)47 " on obtient pour tout ¢ € [0, 77,

% (e—c Jo g(r)dr :17(75)> < cf(t) e—cfg g(r)dr
< cf(t).

En intégrant cette inégalité entre 0 et ¢ et en sachant que z(0) = 0, il résulte finalement

que,
t
e~¢lo 9T 1(1) < c/ f(s) ds.

0

Plus précisément, pour tout ¢ € (0,77, on a :
T T
z(t) < c(/ f(r)dr) oo 9(r)dr
0

Soit encore,

(Ew(t)* < ¢ /0 Flr)dr)ech 90dm g e (0, 7.

D’apreés cette derniére inégalité ainsi que ((7.2.5)), on peut conclure que la solution w reste
bornée sur tout [0,7], autrement dit, la solution du probléme ([7.2.1)) est une solution
globale. Ce qui conclut la preuve du théoréeme [4.1.10} O

7.3 Construstion d’ensemble invariant
On définit ensemble :
0= {(vo,vl) € H*(T%) x H*"5(T%) : [|S(t)(vo, v1) 3613y € Lie(Ry)

1S(t) (v, 1) () € Line(R1) .

On pose ¥’ =0 + (H? x L?).

Démonstration de la proposition[4.1.11. Par hypothése (v, v1) € ¥, alors on peut écrire
(Uo,’l}l) = (?70,’(71) + ('LUQ,U)l) ol (170,’51) €0et (U)o,wl) € H% (T3> X L2(T3)

On cherche alors une solution v, de la forme v(t) = S(t)(vy, 01) +w(t). Autrement dit,
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résoudre le probléme (4.1.6]) revient a résoudre le probléme :

(U)J atw)u:o = (wo, w1)-

{ (02 + D)w + (S(¢)(vo, 07) + w)? = 0,

Or, par le théoréme précédent, on sait qu’il existe une solution globale w de ce probléme
telle que (w,dw) € C (R,H 3 X LQ). De plus, par définition de la solution libre, on a
directement que S(t)(0©) = O, i.e. la solution v appartient a >'. O

Théoréme 7.3.1. Soient a €]3,2], s €]35%, %[ et (vo,v1) € X' les données initiales
associées a la solution globale v(t) donnée par le théoréme|4.1.10, On considére la suite
%

de données initiales (vg,v1,) € H2(T?) x L*(T?) telle que

=0.

lim ||(von — vo, V1,0 — v1)|

n—00 HS(T?’)XHS_%(T?’)

On note par v, (t) la solution de I’équation des ondes fractionnaires associée aux données
(Von, V1) définit comme dans la preuve du théoréme . Alors, pour tout T > 0, on
a:

lim || (v, () — v(t), Opvn(t) — Oyu(t))

n—oo

HL°°([O,T],HS(’[[‘3)><H5’% (T%)) — 0.

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe de la combinaison du théoréme
4.1.6l avec le théoreme 4.1.10

En effet, par le théoréme [£.1.10] on sait que
(v,0) € C (R, H*(T?) x H*"2(T%)).
Alors, pour T>0et A >1,0ona:

sup H(U(t), atv(t))HHs(TS)XHS*%(ﬂB) <A-1

0<t<T

Il suffit de prendre 7 = 7(A) > 0, donné dans le théoréme 4.1.6] de sorte a couvrir

I'intervalle [0, 7] par des intervalles de longueurs 7, de cette fagon on aura :

lim ||(v,(t) — v(t), Qv (t) — O (t))

lim ||LOO([D7T],HS(T3)><HS_%(TB)) = 0
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7.4 Preuve du théoréme 4.1.12

Soient s €]0,252[, o € [2,3[ et (v, v1) € X' les données initiales associées a la solution
globale v(t) (vu dans la proposition4.1.11)). Soit la suite (v, Uy 1)n>1 € C(T?) x C>(T?)

donnée par convolution avec les données initiales .i.e.

Un,0 = Vg * Pn, Un1 = U1 * Pn,

ot (pn)nen est Papproximation de l'identité. On note par v,(¢) la solution du probléme

(4.1.1)) associée aux données initiales (v, g, v,,1). Alors, pour T'> 0, on a :

lim || (v, () — v(t), Opvn(t) — Oyu(t))

n—o0

HL°°([0,T],HS(T3)><HS’%(’11‘3)) =0.

Démonstration. Soit v, une solution du probleme (4.1.1]) associée aux données initiales
définies par convolution avec des éléments de Y'. Alors, v, € ¥’ (d’aprés la section

précédente) et
Un(t) = S(t)(Vno, V1) + wa(t), avec (W, Opwy,) =0 = (0,0).

Par (7.2.4)), on sait que

&
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Donc, apres simplification, on obtient :

d

p [E(wn ()2 S I1S(E) (w0, 01) [srs) + 1S(E) (w0, 01) | o) (B (wn (1))

=

On peut alors, par le lemme de Gronwall, écrire que pour tout ¢ € [0,7T], on a :

1 t t
Bn®)F 5 [ 150)wnos tn) s dr exp | [ IS0 na v0llecrsdr
0 0

En utilisant le fait que

(7.4.1) S(t) (.0, Un1) = (S(t)(vo,v1)) * pn
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ainsi que (vp,v;) € ¥, on a :

n—0o0

t t
lim HS(T)(vn,mvn,l)lliems)df=/ 1S (7) (o, v1) 76 xs) AT
0 0

et

n—oo

t t
hm/ HS(7—)<Un,07Un,l)"L°°('ﬂ'3)d7—:/ HS(T)(U(),Ul)HLoo(TB)dT.
0 0

On en déduit alors, que 'énergie F(w,(t)) est finie. En particulier,

(7.4.2) | (wh,, Bywy,) < 0.

| Loo([0,7),H % (T3)x L2(T3))

D’autre part, la différence (w — w,,) vérifie I'équation :
(87 + D*)(w — wy) = — (S(t)(vo, v1) + w)* = (S()(Vn0, Vn1) + wn)?) .

On multiplie cette derniére équation par 0;(w — w,,), pour obtenir :

(10w~ wn)l? +10% (0 — w,)?) =

dt
— 0 (w — wy,) (S(t)(vo,vl) +w)? = (S#)(Vn0,Vn1) + wn)3) )

En intégrant cette relation sur T®, puis a 'aide de I'inégalité de Holder, on écrit :

d
(191 — ) + N ) ) =

—/ O (w — wy) (S(t)(vo, v1) + w)* — (S(t) (Vn0, Vn1) + wn)g) dx
T3
que l'on peut majorer par :

(7.4.3) 10:(w — wy) || 2 || (S () (vo, v1) + w)? = (S(E)(Vn0, Vn1) + wn)?) |r2(rs)-

D’autre part, on a :

[

2

194w = wn) 2y < (100 = ) By + 0 = walg )
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Il s’en suit, d’aprés cette remarque ainsi que la borne ([7.4.3)), que

=

d
= (190w = wa)llzzgrs + llw = wall 5 5o

< || (50 pr1) + w)? — (S0, v0) +w)?)|

2

L2(T3)

X

< || (500, 00) + ) — (SO0, var) +wa)) ||,

(I1S(E) (wo,v1) + wliEscsy + IS E) W01 V) + wallfeqesy )
< C (IS (w0 = vno, 01 = vn)lzscrs) + 1w = wall o) ) X
(I1S(2) W0, 1) gy + IS (E) W0y m)Fszs) +
ol scrs) + leonlscrs) )

En utilisant l'injection de Sobolev H?% < LS ainsi que I'affirmation (7.4.2)), on obtient

finalement :

%H(w — Wy, Ow — Oywy,)

HF (T3)x L2(T3)
< (HS(t)(vo — VUn0, V1 — V1) o3y + [|w — wnHH%(TS)> X
(IIS(t)(vo, vi)l[Zocrsy + I1S(8) (Wm0, v, I 7o (s +
ol ooy + el )
< C(IS() (w0 = vmostr = vl o) + 0 = wall g ) ) %

(1S @) w0, v0)l3srs) + 1S (Wn0, V) sgrs) + C)

En appliquant le lemme de Gronwall, pour ¢ € [0,7], on a :

X
L5(T3)

t
0 = s 1t = )y gy oy < € [ ST 00 = o = )
0
186w, vl 3acesy + 190 (w0, v ooy + C) dr x
(T3) (T3)

t
exp (/ (!IS(t)(vo,vl)l\i6(T3) + 1S () (0,05 V) |25y + C) dT)_
0
A Taide de I'inégalité de Holder, on a :

|(w — wy, Opw — Opw,,)

HH%(TS)XLQ(Tzs) S CHS(T)(UO - Un,Oa v — Un,l)

L2([0,T1],L5(T#))
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x (15(8) o, 0201125023 + 15O @0, 0m) oy ey + C)

¢
exp (/0 <||S(t)<vo,v1)||2L6(11‘3) + HS@)(%,O,Un,1)||%6(T3) + C') d7->

Par hypothése de régularisation des données initiales ([7.4.1]), pour tout 1 < p < oo, on
a:

T
lim ; HS(T) (Uo — Un,0,V1 — ’Un,l)“if;(,ﬂ.g)dT = 0.

n—oo
Ce qui implique que,

lim |[(w(t) — wy,(t), Orw(t) — Oyw,(t))

n—oo

De plus, par cette méme hypothése (7.4.1]), on a :

=0.

”Loo([o,T],H%(TB)xL2(T3))

Tim [|(S(t) (v0, v1) =S (1) (Vn.0, V1), S (£) (v0, v1) =018 (£) (V0 V) e .27, 1o rsy 18 19y = O-

On conclut, de ces deux relations, que

7}1_)12(}”(1)(15) - Un(t)7 atv(t) - atvn(t))|’Loo([07T]7Hs(T3)><HS*%(']1‘3)) =0.
Ce qui termine la preuve du théoréme |4.1.12] O
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