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3.2. Méthode de convolution semi-analytique 62
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Chapitre 1

Introduction

Bien que la fonction d’un grand nombre de protéines et leur importance

pour l’organisme vivant en général soit connue, la compréhension du fonc-

tionnement de ces nano-machines et constituants fondamentaux de la vie à

l’échelle moléculaire reste souvent un défi. Le grand nombre et la diversité

des fonctions des protéines au sein de l’organisme vivant témoignent de leur

importance : elles interviennent dans la construction du cytosquelette de la

cellule aussi bien qu’au stockage, dans la transformation et dans le transport

d’énergie et/ou de molécules, ou elles catalysent encore des réactions biochi-

miques dans le cas des enzymes [1, 2].

Du point de vue chimique, les protéines sont des ”biopolymères” natu-

rels dont les monomères sont parmi 20 acides aminés différents. Elles consti-

tuent l’une des quatre grandes familles de macromolécules biologiques qui

se sont développées au cours de l’évolution, à côté des acides nucléiques

(ADN/ARN), des polysaccarides et des lipides. D’après le postulat d’Anfin-

sen [3], la séquence d’acides aminés d’une protéine se traduit en un replie-

ment unique - sa structure native - et une autre idée clé dans ce contexte

était longtemps que cette structure native détermine, de son tour, sa fonction.

Cette dernière hypothèse d’une ”relation structure-fonction” a en particulier

stimulé l’étude de la structure des protéines par diffraction de rayons X et par
7



résonance magnétique nucléaire. La fameuse Protein Data Bank de Brookha-

ven [4] contient aujourd’hui plus de 150 000 structures de protéines et de com-

plexes de protéines avec d’autre molécules.

Il est aujourd’hui bien accepté que la structure dite native d’une protéine

est plutôt une structure moyenne et que sa dynamique interne joue une rôle

aussi important pour sa fonction que sa structure. Depuis les années 1970,

Hans Frauenfelder et ses collaborateurs ont mené des études pionnières sur

la myoglobine, transporteur d’oxygène dans les muscles, qui ont montré que

la fixation de l’oxygène et de son compétiteur, le monoxyde de carbone (CO),

se fait sur une vaste gamme d’échelles de temps allant de la microseconde à

l’heure [5]. Il s’agissait d’études cinétiques dans lesquelles on suit par spectro-

scopie d’absorption la population de molécules qui ont refixé l’oxygène/CO

après dissociation par une impulsion LASER. Ces expériences reflétaient la dy-

namique interne de la myoglobine, indispensable pour l’accès des molécules

fixées au site de fixation dans le groupe hème. Pour l’interprétation de ces

expériences, Hans Frauenfelder a proposé un modèle pour la dynamique des

protéines où ces molécules complexes effectuent des ”sauts configuration-

nels” entre les multiples minima de leur d’énergie libre et où à chacun de

ces minima est associé un ”sous-état conformationnel”. La myoglobine était

la première protéine dont la structure a été résolue par diffraction de rayons

X [6, 7] et Frauenfelder et al ont utilisé cette technique afin de quantifier les

amplitudes de mouvement atomiques qui résultent des fluctuations confor-

mationnels de cette protéine [8]. Le concept du ”paysage d’énergie libre” dans

lequel une protéine effectue des sauts entre des différents minima est à priori

un modèle qualitatif qui ajoute à la relation structure-fonction d’une protéine

une composante dynamique. Un travail de Leeson et al. qui a été publié il y a

une vingtaine d’années a permis de lui donner une dimension plus quantita-

tive en quantifiant les hauteurs de barrières d’énergie séparant les sous-états
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conformationnels de la myoglobine par la technique de ”spectral hole bur-

ning”. Appliquant cette technique au groupe hème de la myoglobine, ils ont

trouvé des niveaux de barrières entre 2 et 100 meV [9]. Encore très récemment

le concept de paysages d’énergie libre et de sous-états conformationnels a

regagné d’actualité pour interpréter des nouveaux types d’expériences sur

molécule unique, comme la cryo-microscopie électronique et les expériences

de diffraction de rayons X par LASER à électron libre (free electron LASER),

qui ”figent” les sous-états conformationnels d’une protéine [10].

L’étude de la dynamique interne des protéines, qui est caractérisée par une

vaste gamme d’échelles de temps, nécessite l’utilisation de différentes tech-

niques spectroscopiques. Les expériences de Frauenfelder et al. mentionnées

ci-dessus couvrent les échelles de temps longues et on cite encore (en ordre

décroissant des échelles de temps accessibles) les spectroscopies par relaxation

diélectrique [11], corrélation de fluorescence [12, 13], résonance magnétique

nucléaire (RMN) [14, 15] et par diffusion de neutrons [16]. La dernière tech-

nique couvre des échelles de temps entre la picoseconde et la nanoseconde

donc relativement courtes et elle a l’avantage de fournir une information di-

recte sur la dynamique atomique dans le temps et dans l’espace. Les neutrons

thermiques qui sont utilisés pour la spectroscopie par diffusion de neutrons

sont des particules qui ont une énergie comparable à celle des atomes dans

les échantillons utilisés et ils ont en même temps une longueur d’onde com-

parable à des distances interatomiques et à des mouvements atomiques. Pour

cette raison la spectroscopie neutronique est un outil puissant pour l’étude de

la dynamique et de la structure de la matière condensée à l’échelle atomique

en général. Si les spins électroniques des atomes dans l’échantillon ne sont pas

polarisés, l’interaction neutron-échantillon se fait par une interaction avec les

noyaux atomiques qui est de très courte portée (de l’ordre du femtomètre).

Avec la diffusion de neutrons on suit donc directement les mouvements des
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centres atomiques [17, 18] et cette dernière propriété a permis d’utiliser la si-

mulation de dynamique moléculaire comme outil complémentaire pour l’ana-

lyse des spectres de diffusion de neutrons [19]. L’approche est pourtant li-

mitée aux systèmes de taille modérée qui peuvent être simulés d’une manière

contrôlée et réaliste. Concernant l’étude de la dynamique des protéines par

diffusion de neutrons, il convient de souligner que l’interaction neutron-

échantillon est dominée par la diffusion incohérente des atomes d’hydrogène

qui constituent environ 50% du nombre total des atomes d’une protéine [18].

Ceci a pour conséquence qu’on observe essentiellement la dynamique indivi-

duelle des atomes d’hydrogène, moyennée sur la protéine. Comme la masse

effective des atomes d’hydrogène peut être petite, les effets quantiques ne

peuvent a priori pas être négligés.

Déjà les premières expériences de Frauenfelder et al sur la cinétique de

fixation d’oxygène et de monoxyde de carbone par la myoglobine ont révélé

le caractère multi-échelle de la dynamique interne de cette molécule et un

modèle non-exponentiel correspondant a été proposé par Glöckle et Nonnen-

macher [20]. D’une manière générale, les processus de relaxation dans des

systèmes complexes sont souvent caractérisés par des fonctions de corrélation

à décroissance fortement non-exponentielle et un mot clé dans ce contexte

est l’auto-similarité asymptotique qui désigne l’invariance de la forme des

fonctions de relaxation aux temps longs par rapport à un changement de

l’échelle de temps. Ceci est une propriété universelle des systèmes complexes

et une décroissance fortement non-exponentielle a été également observée

par les expériences de Xie et al qui utilisaient la technique de la spectrosco-

pie à corrélation de fluorescence afin de suivre la dynamique de relaxation

d’une distance intramoléculaire dans la flavin reductase [12, 13]. Concernant

les échelles de temps encore plus courtes sondées par diffusion de neutrons,

Kneller a proposé un modèle de diffusion pour un atome dans une protéine
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qui décrit la diffusion d’une particule dans un potentiel rugueux de forme

globalement harmonique et qui mène à une fonction d’autocorrélation des

déplacements de la particule [21]. Le modèle peut être justifié par simulation

de dynamique moléculaire et il ajoute la composante dynamique au modèle

harmonique simple de Zaccai pour les fluctuations atomiques statiques dans

une protéine [22]. Du point de vue de la physique statistique tous les modèles

cités ci-dessus introduisent d’une manière explicite ou implicite des effets

mémoire dans les processus de relaxation [23] et bien qu’ils décrivent des

systèmes très complexes, ils gardent une forme simple. Comme la simula-

tion de systèmes complexes est limitée par les contraintes déjà mentionnés,

la seule route pour l’analyse d’expériences spectroscopiques sur des systèmes

complexes comme des protéines est l’utilisation de ce type de ”modèles mini-

malistes” dont les paramètres ont une interprétation physique. Pour la spec-

troscopie par diffusion de neutrons cette approche a été déjà utilisée, encore

en combinaison avec des simulations de dynamique moléculaire, afin de ca-

ractériser l’impact d’une pression non-dénaturante sur la dynamique interne

du lysozyme [24, 25].

Ce travail de cette thèse est dédié à l’utilisation de ”modèles physiques

minimalistes” pour l’analyse de spectres quasiélastiques provenant d’une en-

zyme, l’Acétylcholinestérase humaine (hAChE). Le but est en particulier de

voir si ces modèles détectent un changement de la dynamique interne de cette

enzyme en présence d’un inhibiteur réversible, l’huperzine A (HupA). Il s’agit

d’une re-analyse de données pour lesquelles un tel changement n’a pas été

observée avec des analyses antécédentes [26].
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Chapitre 2

Diffusion quasi-élastique de neutrons

1. Principe d’une mesure spectroscopique

Depuis les développements de l’analyse spectrale par Bunsen et Kirch-

hoff [27], la spectroscopie a connu un grand progrès. Elle se présente au-

jourd’hui comme l’une des techniques les plus utilisées en chimie, phy-

sique et biologie pour enquêter le monde atomique et moléculaire. Les tech-

niques spectroscopiques sondent la matière au moyen des photons, des ondes

électromagnétiques, de neutrons..etc préparés à des états connus en interagis-

sant avec les dégrés de liberté du système cible en changeant d’états. On étudie

les propriétés structurales et dynamiques des systèmes à travers le change-

ment de ses états dû à l’interaction avec la cible. Les résultats des expériences

spectroscopiques et comme on va le détailler dans la suite sont des spectres

d’énergie associés à des fonctions de corrélation par des transformations de

Fourier appliquées en temps.

On développe dans cette section une description théorique générale d’une

expérience spectroscopique, en la présentant en termes de couplage entre une

cible (le système moléculaire à étudier) et une sonde (dont la nature dépend

de l’échantillon et les échelles de longueurs et de temps à étudier) et en

considérant que la mesure spectroscopique revient à mesurer la réponse de

la cible à la perturbation provoquée par la sonde en analysant son change-

ment d’état dans le temps [18]. Dans la suite, on considère en particulier la
13



spectroscopie de diffusion d’une particule initialement libre par un système

moléculaire quelconque.

FIGURE II.1. Sketch d’une expérience de diffusion

L’échantillon est considéré à l’équilibre thermique et caractérisé par un Ha-

miltonien noté ĤE dont les valeurs et états propres sont respectivement Em et

|m〉. La probabilité de trouver l’échantillon à l’état |m〉 est de la forme

pm =
1

ZE
exp(−βEm), (II.1)

où

ZE =
∑

m

exp(−βEm) (II.2)

est la fonction de partition de l’échantillon et β = (kBT )−1 où kB est la

constante de Boltzmann.

L’échantillon est mis en interaction avec un deuxième système désigné par

la ’sonde’ qui peut être un photon, un neutron...etc et qui est caractérisé par

l’Hamiltonien ĤS dont les valeurs et les états propres correspondants sont res-

pectivement E0 et |ϕ(k0)〉. La sonde est capable d’interagir avec l’échantillon

par l’intermédiaire d’un opérateur de potentiel d’interaction noté V̂ tel que

l’Hamiltonien du système total est de la forme,

Ĥ = ĤE + ĤS + V̂ . (II.3)
14



Le principe d’une expérience spectroscopique est le suivant : Au départ, la

sonde est préparée à un état connu |ϕ(k0)〉 et à partir du moment où elle se met

en interaction avec l’échantillon, son état varie dans le temps pour atteindre un

état final |ϕ(k)〉. Si V̂ est petit par rapport à ĤE et ĤS , alors la probabilité de

transition par unité de temps de l’état initial |ϕ(k0)〉⊗ |m〉 à l’état final |ϕ(k)〉⊗
|n〉 subie par le système total ”Echantillon+Sonde” est donnée par la règle d’Or

de Fermi [17] :

W|ϕ(k0)〉⊗|m〉→|ϕ(k)〉⊗|n〉 =
2π

~
| 〈n|V̂ |m〉 |2δ(E0 + Em − E − En) (II.4)

où

V̂ = 〈ϕ(k)|V̂ |ϕ(k0)〉 (II.5)

est la moyenne de V̂ entre les états initial |ϕ(k0)〉 et final |ϕ(k)〉 de la sonde,

n’agissant par conséquence que sur les états de l’échantillon. La fonction delta

dans l’équation (II.4) exprime le principe de conservation de l’énergie du

système total.

La probabilité par unité du temps que la sonde passe de l’état initial |ϕ(k0)〉
à l’état final |ϕ(k)〉 est donnée par :

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 =
∑

nm

W|ϕ(k0)〉⊗|m〉→|ϕ(k)〉⊗|n〉 pm. (II.6)

En utilisant les expressions (II.1) et (II.4) correspondantes respectivement à la

probabilité de trouver l’échantillon à l’état |m〉, pm, et la probabilité de transi-

tion par unité entre les états |ϕ(k0)〉 ⊗ |m〉 et |ϕ(k)〉 ⊗ |n〉, Wk0m→kn, on peut

alors écrire

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 =
2π

~2

∑

nm

1

ZE
exp(−βEm)| 〈n|V̂ |m〉 |2δ(ω − ωnm) (II.7)

avec
15



~ω = E0 − E (II.8)

et

~ωnm = En − Em (II.9)

sont respectivement les énergies transférées par la sonde et l’échantillon où

~ω positif correspond à un transfert d’énergie de la sonde vers l’échantillon.

L’expression (II.7) décrit des transitions (discrètes) entre les niveaux d’énergie

de l’échantillon.

En utilisant le fait que δ(ω−ωnm) est la transformée de Fourier de la fonction

exp(iωnmt),

δ(ω − ωnm) =
1

2π

∫ +∞

−∞
exp[i(ωnm − ω)t] dt, (II.10)

et l’expression

| 〈n|V̂ |m〉 |2 = 〈n|V̂ |m〉 〈m|V̂
+

|n〉 (II.11)

(où V̂
+

est l’opérateur adjoint de V̂ ), l’équation (II.7) peut s’écrire encore sous

la forme

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 =

1

~2

∫ +∞

−∞

∑

nm

exp(−βEm)
ZE

〈m|V̂
+
|n〉 〈n|exp

(
i
Ent

~

)
V̂ exp

(
−iEmt

~

)
|m〉 exp(−iωt) dt.

(II.12)

En utilisant
∑

n |n〉 〈n| = 1̂ et la définition de l’opérateur densité

ρ̂E =
∑

j

e−
Ej
kT

ZE
|j〉 〈j| , (II.13)

(où ZE est la fonction de partition définie dans l’équation (II.2)), on obtient

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 =
1

~2

∫ +∞

−∞
Tr{ρ̂EV̂

+

(0)V̂ (t)} exp(−iωt)dt , (II.14)

où ”Tr” indique la trace et

V̂ (t) = exp

(
i
En
~
t

)
V̂ exp

(
−iEm

~
t

)
(II.15)
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est la représentation de Heisenberg de l’opérateur V̂ .

La quantité

C
V̂ V̂

(t) =

〈
V̂

+

(0)V̂ (t)

〉
= Tr

{
ρ̂E V̂

+

(0)V̂ (t)

}
(II.16)

est une fonction d’auto-corrélation quantique de l’opérateur V̂ (t). La trans-

formée de Fourier correspondante représente la densité spectrale

C̃
V̂ V̂

(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
C
V̂ V̂

(t) exp(−iωt)dt . (II.17)

Cette dernière est reliée à la probabilité de transition de la sonde par unité de

temps et entre les états |ϕ(k0)〉 et |ϕ(k)〉 par l’équation suivante,

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 =
2π

~2
C
V̂ V̂

(ω). (II.18)

En résumé, une mesure spectroscopique consiste à mettre en interaction

un système moléculaire avec une sonde choisie selon la nature de l’échantillon

à étudier et le type d’interaction à sonder. La détermination des propriétés

moléculaires de l’échantillon réside dans l’étude du couplage ’Echantillon-

Sonde’. La quantité mesurée dans une expérience spectroscopique représente

la transformée de Fourier d’une fonction d’auto-corrélation temporelle quan-

tique formée à partir du potentiel d’interaction et qui est en relation directe

avec les changements d’états subis par la sonde mise en jeu.

2. La théorie de la diffusion de neutrons

2.1. Propriétés du neutron. La découverte du neutron a eu lieu grâce à

la succession de trois expériences historiques. La première a été faite en 1930

par Walther Bothe et Herbert Becker qui ont observé que le bombardement
17



des éléments légers de béryllium et de lithium par des particules alpha en-

gendre l’émission d’un rayonnement neutre et très pénétrant, qu’ils ont in-

terprété comme un rayonnement Gamma très puissant [28]. Une année plus

tard, Irène et Frédéric Joliot-Curie ont repris cette étude en observant que le

rayonnement émis est capable d’interagir avec des noyaux atomiques, mais

toujours en gardant la même interprétation [29]. En 1932, James Chadwick a

pu mesurer avec précision l’énergie de recul des noyaux bombardés par ce

rayonnement, en affirmant que ce dernier ne peut pas être un rayonnement

Gamma mais plutôt des particules de charge nulle et de masse très proche de

celle du proton [30].

Le neutron est une particule ayant les propriétés suivantes ; une charge

électrique nulle qui lui assure une pénétration profonde dans la matière, une

masse m = 1, 66 × 10−24 g, un spin de 1
2
~ et un moment magnétique égal à

−1, 913 µN (en unité du magnéton nucléaire). Les neutrons sont produits par

des réacteurs nucléaires ou des sources de spallation et ils sont ensuite therma-

lisés sous l’effet des chocs successifs avec les atomes du modérateur. L’énergie

d’un neutron libéré (non relativiste) après modération est égale à son énergie

cinétique

E =
1

2
mv2. (II.19)

Le neutron possède également des propriétés d’onde. Le neutron libre est

décrit par une onde plane de longueur d’onde λ reliée à sa vitesse par la for-

mule de De Broglie

λ =
h

mv
(II.20)

et de vecteur d’onde

k =
m

~
v, (II.21)

où ~ est la constante de Planck, ~ = h
2π

est la constante de Planck réduite et v

est le module du vecteur vitesse du neutron v. En utilisant les relations (II.19)
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et (II.20), l’énergie du neutron peut être exprimée en fonction de sa longueur

d’onde λ tel que,

E =
h2

2mλ2
. (II.22)

La distribution des vitesses des neutrons libérés après modération suit la

loi de Maxwell dont la moyenne des carrés est

v2 =
3kBT

m
. (II.23)

L’énergie moyenne des neutrons thermalisés est alors écrite sous la forme

E =
1

2
mv2 =

3

2
kBT (II.24)

où kB est la constante de Boltzmann. Dans le cas des neutrons thermiques

correspondant à une température de 300 K, E ' 25meV et λ ' 1, 8Å. Ces deux

valeurs sont respectivement comparables aux énergies intermoléculaires et les

distances inter-atomiques dans la matière condensée. Grâce à ces propriétés,

le neutron thermique est une particule très adaptée pour étudier les propriétés

dynamiques et structurelles de la matière condensée à l’échelle nanométrique.

2.2. Sections efficaces de diffusion. On considère un faisceau neutro-

nique monochromatique comme étant la sonde dans une mesure spectrosco-

pique, il est préparé à l’état initial |ϕ(k0)〉 et une énergie initiale E0. Mis en

interaction avec l’échantillon via le potentiel V̂ , le neutron est diffusé dans

l’angle solide Ω vers un état final |ϕ(k)〉 et une énergie finaleE = E0−~ω. Dans

l’espace position, les états initial et final du neutron sont des ondes planes nor-

malisées au volume V0 du système diffuseur [31] tels que

ϕk0(r) = 〈r|ϕ(k0)〉 =
1√
V0

exp(ik0.r) (II.25)

et

ϕk(r) = 〈r|ϕ(k)〉 =
1√
V0

exp(ik.r). (II.26)
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En assumant que le volume a une forme cubique tel que V0 = L3, le vecteur

d’onde s’écrit sous la forme k = 2π
L
{l,m, n} avec (l,m, n) ∈ Z3. Le volume dans

l’espace réciproque est alors Vk = (2π)3

V
et la densité d’états du vecteur d’onde k

est ρk = V0
(2π)3

. En utilisant l’expression en cordonnées sphériques de l’élément

de volume dk, correspondant à l’élément d’angle solide dΩ, dk = k2dΩdk, on

obtient [31]

ρkd
3k =

V0

(2π)3
k2dΩdk. (II.27)

La quantité mesurée dans une expérience de diffusion de neutrons est la

section efficace double-différentielle de diffusion. Cette quantité multipliée par

le flux de neutrons incidents, j0, définit le nombre de neutrons diffusés par

unité de temps dans l’élément d’angle solide dΩ et avec un transfert d’énergie

élémentaire égal à dE. Pour une transition de l’état |ϕ (k0)〉 ⊗ |m〉 vers l’état

|ϕ (k)〉 ⊗ |n〉 où l’énergie finale du neutron diffusé est dans l’intervalle infi-

nitésimal [E0, E = E0 + dE] et la direction du vecteur d’onde est dans l’inter-

valle [Ω,Ω+dΩ], la section efficace double-différentielle de diffusion s’écrit en

fonction de W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 sous la forme

d2σ

dΩdE
=
W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 ρE

j0

(II.28)

avec j0 est le flux de neutrons incidents à l’échantillon par unité de temps et

de surface. Il représente le produit de la densité et la vitesse des neutrons inci-

dents,

j0 =
1

V0

~k0

m
(II.29)

où m est la masse du neutron.

ρE dans l’équation (II.28) représente la densité des énergies finales E du

neutron tel que [31],

d3kρk = dΩdEρE. (II.30)
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Étant donnée l’expression de l’énergie finale du neutron E = ~2k2
2m

, on a alors

dk =
m

~2k
dE (II.31)

où k = |k|. En insérant cette expression pour dk dans (II.27) et utilisant la

relation (II.30), on obtient la forme suivante pour la densité d’énergies finales

ρE =
V

2π2

km

~2
. (II.32)

L’expression de la section efficace double-différentielle de diffusion (II.28) de-

vient alors
d2σ

dΩdE
=

(V0m)2

(2~π)3

k

k0

W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉. (II.33)

En remplacent W|ϕ(k0)〉→|ϕ(k)〉 par son expression générale décrite dans

l’équation (II.7) et dE par ~dω, on obtient la forme suivante pour la section

double-différentielle de diffusion,

d2σ

dΩdω
=

m2

(2π~2)2
V 2

0

k

k0

∑

nm

pm| 〈n| ⊗ 〈ϕ(k)| V̂ |ϕ(k0)〉⊗ |m〉 |2δ(ω − ωnm) .

(II.34)

2.3. Pseudo-potentiel de Fermi. Les neutrons sont capables d’interagir

avec les noyaux à travers les forces nucléaires mais aussi avec les mo-

ments magnétiques des électrons à travers les couplages dipolaires. Dans le

cas des systèmes à faible polarisation magnétique, l’interaction magnétique

est très négligeable par rapport à l’interaction nucléaire. Ainsi l’interaction

magnétique ne sera pas considérée dans toute la suite.

Les interactions entre un neutron et un noyau atomique sont de courte

portée, de l’ordre du femtomètre, ce qui est beaucoup plus petit que la lon-

gueur d’onde des neutrons, qui est de l’ordre de l’Angstrøm. Pour cette raison

Fermi a proposé de décrire l’interaction du neutron avec le noyau par une

fonction de Dirac [17],
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V̂α =
2π~2

m
bαδ(r̂− R̂α) (II.35)

où

r̂ l’opérateur position du neutron

R̂α l’opérateur position du noyau α

bα est la longueur de diffusion du noyau α

Le potentiel V̂ correspond en réalité à l’opérateur de transition T̂ , qui appa-

rait dans la solution de l’équation de Lippmann-Schwinger [32], défini par

Fermi en utilisant l’approximation de Born. Tous les calculs correspondants

à la determination de la forme ci-dessus du potentiel V̂ ont été dérivés dans

les références suivantes [17, 33].

La longueur de diffusion b est a priori un nombre complexe. Cette gran-

deur ne dépend pas uniquement du type du noyau diffuseur mais elle change

même d’un isotope à un autre au sein de la même espèce chimique atomique.

Sa partie imaginaire décrit l’absorption qu’on néglige le plus souvent. On sup-

pose alors que b est égale à sa partie réelle qui, quant à elle, caractérise la diffu-

sion du neutron par la surface d’une sphère de rayon b. Pour un atome donné

α au repos, la section efficace de diffusion totale est donc σα = 4πb2
α.

Un échantillon composé de différents types d’éléments chimiques

présente deux types d’hétérogénéité de longueurs de diffusion ; la première

hétérogénéité est une hétérogénéité isotopique qui provient de la présence de

différents types d’isotopes dans l’échantillon et la deuxième provient du fait

que même dans le cas d’un seul isotope le système total neutron-noyau existe

sous différents états de spin possibles (deux états de spin du neutron par rap-

port à l’orientation du spin nucléaire qui sont de valeurs ±1
2
~).
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Considérons le cas de deux atomes α et β situés aux positions respectives

Rα et Rβ et de longueurs de diffusion caractéristiques bα et bβ respective-

ment. Chacune des longueurs de diffusion dépend de la nature de l’isotope

de l’atome et du spin nucléaire associé à l’atome [17]. Dans le cas où α et β font

référence à deux atomes différents, la moyenne du produit des deux longueurs

de diffusion bα et bβ est tel que

bαbβ = bα bβ (II.36)

car il n’y pas de corrélation entre les valeurs de bα et bβ . Dans le cas contraire

c’est à dire α = β, on a

bαbβ = b2
α. (II.37)

On peut écrire une expression plus générale de bαbβ de la forme,

bαbβ = bα︸︷︷︸
bα,coh

bβ︸︷︷︸
bβ,coh

+δαβ (b2
α − bα

2
)︸ ︷︷ ︸

b2α,inc

(II.38)

Soient

bα,coh = bα (II.39)

est la longueur de diffusion cohérente et

bα,inc =

√
(b2
α − bα

2
) (II.40)

est la longueur de diffusion incohérente de l’atome α.

bα,coh et bα,inc sont respectivement associées aux sections efficaces de diffu-

sions cohérente et incohérente,

σα,coh = 4πb2
α,coh (II.41)

σα,inc = 4πb2
α,inc. (II.42)

Le tableau (1) regroupe les valeurs des sections efficaces cohérentes et in-

cohérentes de quelques éléments chimiques et leurs isotopes [17] (la section
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efficace de diffusion est le plus souvent exprimé en barn tel que, 1 barn=

10−24cm2).

Élément A Spin Abondance

relative

Section efficace (barn)

cohérente de

diffusion

incohérente

de diffusion

d’absorption

H 1 1
2

99,985 1,759 79,91 0,332

2 1 0,015 5,597 2,04 0,0005

V 51 7
2

99,750 0,0203 5,178 4,9

O 16 0 99,762 4,235 0 0,0001

C 12 0 98,9 5,563 0 0,0035

Al 27 5
2

100 1,495 0,008 0,231

Gd 155 3
2

14,8 60 24 60 900

Cd 122 0 24,13 6,9 0 2,2

TABLE 1. Sections efficaces cohérentes, incohérentes et d’absorp-

tion de quelques éléments chimiques [18].

En comparant les valeurs des différents types de sections efficaces relatives

aux différents éléments chimiques indiqués dans le tableau (1), on remarque

que l’hydrogène 1H est de loin l’élément chimique ayant la section efficace

incohérente la plus importante (40 fois plus importante que celle de son iso-

tope, le deutérium 2H). C’est pour cette raison que la technique de la diffusion

de neutrons appliquée aux systèmes biologiques sonde essentiellement la dy-

namique individuelle des atomes d’hydrogène qui sont abondamment et uni-

formément répartis dans des tels systèmes. Contrairement à son isotope, 1H , le

deutérium, 2H , représente un diffuseur incohérent beaucoup plus faible. Cette

particularité permet une augmentation de contraste par deutération sélective.

En fait et afin de minimaliser les contributions incohérentes de l’eau, il faut
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travailler avec un solvant deutéré (D2O) et à l’opposé si on cherche à étudier

le comportement de l’eau à la surface de la protéine, c’est celle-ci qui est

deutérée [34, 35].

Certains de ces éléments chimiques disposent d’autres utilisations

expérimentales qui sont également très importantes comme l’Aluminium qui

est un absorbant faible de neutrons ce qui en fait un matériau très utilisé pour

la construction de certaines parties des grands instruments neutroniques et

notamment les conteneurs et les supports des échantillons. Le Cadmium est

au contraire un absorbant très fort de neutrons ce qui le rend très utile dans la

délimitation des formes et des dimensions des faisceaux de neutrons dans les

guides neutroniques. Le Vanadium qui est un diffuseur de neutrons purement

élastique et incohérent est utilisé dans l’étalonnage des instruments et pour

représenter la résolution instrumentale.

2.4. Fonctions de diffusion cohérente et incohérente. Étant données l’ex-

pression (II.35) du potentiel décrivant l’interaction entre le neutron et un

noyau défini par son opérateur de position R̂α et sa longueur de diffusion

bα ainsi que les expressions (II.25) et (II.26), le potentiel V̂α moyenné entre les

états initial et final du neutron prend la forme suivante [31],

〈ϕ(k)|V̂α|ϕ(k0)〉 =
2π~2

m

1

V0

bα

∫
d3r exp(−ik.r)δ(r− R̂α) exp(ik0.r)

=
2π~2

m

1

V0

bα exp
(
iq.R̂α

)
,

(II.43)

avec, q = k0 − k est le transfert du vecteur d’onde.

Revenons à l’équation (II.34), ce qu’on observe n’est pas une transition par-

ticulière |m〉 → |n〉 de l’échantillon diffuseur mais plutôt, en considérant dans

la suite le cas d’un système formé de N atomes, une moyenne thermique sur les

états initiaux et sur tous les états finaux non pondérés ainsi qu’une moyenne
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sur les longueurs de diffusion dépendantes des isotopes et des états de spin

total neutron-atome. En supposant que la dépendance isotopique du spin ato-

mique et la projection du spin du neutron sur l’orientation du spin atomique

ne sont pas corrélés, on peut écrire

d2σ

dΩdω
=

k

k0

1

N

∑

α,β

bα bβ
∑

m,n

pm 〈m|exp
(
−iq.R̂α

)
|n〉 〈n|exp

(
iq.R̂β

)
|m〉 δ(ω−ωnm).

(II.44)

En suivant le même calcul fait dans la section (1) et notamment en utilisant

les expressions (II.10) (la transformée de Fourier de la fonction delta) et (II.11)

pour aboutir à (II.14) ainsi que l’expression de la trace dans l’espace de Hilbert,

on obtient la forme suivante pour la section efficace double-différentielle de

diffusion,

d2σ

dΩdω
=

k

k0

1

N

1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωt

1

N

∑

α,β

bα,bβ

〈
exp
(
−iq · R̂α(0)

)
exp
(
iq · R̂β(t)

)〉
.

(II.45)

On définit à partir de l’équation (II.45) un terme très important qui dépend uni-

quement des propriétés internes des atomes diffuseurs et qui a une dimension

équivalente à une unité de surface multipliée par une unité temps, ce terme est

connu sous le nom du facteur de structure dynamique et noté S(q, ω), tel que

d2σ

dΩdω
=

k

k0

S(q, ω) (II.46)

avec

S(q, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωt

1

N

∑

α,β

bαbβ

〈
exp
(
−iq · R̂α(0)

)
exp
(
iq · R̂β(t)

)〉
.

(II.47)

Comme on peut le voir dans l’équation (II.47), S(q, ω) représente la trans-

formée de Fourier d’une fonction de corrélation quantique F (q, t) connue sous
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le nom de la fonction intermédiaire de diffusion

S(q, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωtF (q, t), (II.48)

où

F (q, t) =
1

N

∑

α,β

bαbβ

〈
exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂β(t)

)〉
. (II.49)

En utilisant l’expression (II.38), la fonction de la fonction intermédiaire de dif-

fusion peut être décomposée en deux partie cohérente et incohérente

F (q, t) = Fcoh(q, t) + Finc(q, t) (II.50)

avec

Finc(q, t) =
1

N

∑

α

b2
α,inc

〈
exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂α(t)

)〉
(II.51)

et

Fcoh(q, t) =
1

N

∑

α,β

bα,cohbβ,coh

〈
exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂β(t)

)〉
. (II.52)

Le facteur de structure dynamique peut être divisé également en une partie

cohérente et une partie incohérente,

S(q, ω) = Scoh(q, ω) + Sinc(q, ω) (II.53)

tel que

Scoh(q, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωtFcoh(q, ω), (II.54)

et

Sinc(q, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωtFinc(q, ω). (II.55)

En fait, ces notions de cohérence et d’incohérence permettent de faire la

distinction entre les mouvements moléculaires collectifs et individuels. Tandis

que la diffusion cohérente résulte des effets d’interférence des ondes diffusés

par différents noyaux appartenant à différents isotopes, ce qui donne des in-

formations sur les comportements collectifs ou des informations structurales,
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la diffusion incohérente renseigne sur les mouvements moléculaires indivi-

duels. On constate dans le tableau (1) que l’hydrogène a une section efficace de

diffusion incohérente beaucoup plus importante par rapport à tous les autres

éléments présentés. Dans le cas des systèmes fortement hydrogénés comme les

protéines, la diffusion est essentiellement incohérente et sonde principalement

les mouvements individuels moyennés des atomes d’hydrogène. Ces derniers

sont uniformément répartis sur l’ensemble de la structure de la protéine et par

la suite les mouvements individuels des atomes d’hydrogène peuvent bien

refléter les mouvements des chaı̂nes latérales auxquelles ils sont attachés [36].

2.5. Diffusion incohérente élastique et quasi-élastique. Prenons

l’équation (II.51) et considérons la limite t→∞. Il n’existe aucune corrélation

entre les opérateurs de position aux temps t = 0 et t → ∞ et par la suite la

limite de F (q, t) à l’infini prend la forme suivante

Finc(q,∞) =
1

N

∑

α

b2
α,inc

∣∣∣
〈

exp
(
iq.R̂α

)〉∣∣∣
2

. (II.56)

Ainsi, la fonction intermédiaire de diffusion incohérente peut s’écrire sous la

forme

Finc(q, t) = EISF (q) + F
′

inc(q, t) (II.57)

avec limt→∞ Finc(q, t) = EISF (q) et limt→∞ F
′
inc(q, t) = 0.

La transformée de Fourier correspondante donne

Sinc(q, ω) = EISF (q)δ(ω) + S
′

inc(q, ω) (II.58)

avec

S
′

inc(q, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωt(Finc(q, t)− EISF (q)). (II.59)

EISF (q)δ(ω) dans l’expression (II.58) représente la ligne élastique du spectre

de diffusion correspondant à la diffusion de neutrons sans transfert d’énergie

avec l’échantillon, ~ω = 0, dont l’amplitude est la quantité, EISF (q), qui est
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l’abbréviation de l’expression ”Elastic Incoherent Structure Factor”. Le reste

du spectre représente la partie inélastique avec transfert d’énergie, ~ω 6= 0.

Des petits transferts d’énergie entre le neutron et l’échantillon (de l’ordre de

quelques meV ) forment un cas limite de la diffusion inélastique et corres-

pondent aux contributions quasi-élastiques qui reflètent les mouvements dif-

fusifs dans le système [17]. La figure (II.2) illustre schématiquement un spectre

de diffusion de neutrons avec une séparation entre la ligne élastique, les contri-

butions quasi-élastiques et les parties inélastiques,

Ligne élastique, ℏω=0

Diffusion inélastique,  ℏω > 0Diffusion inélastique ℏω < 0

Diffusion quasi-élastique

 de neutron, ℏω≃ 0 

ω

S(q,ω)

FIGURE II.2. Figure illustrative d’un spectre de diffusion de

neutrons représentant les parties élastique, quasi-élastique et

inélastique.

2.6. Symétries et condition du bilan détaillé. Dans la section présente, on

discute la symétrie des fonctions de diffusion F (q, t) et S(q, ω). Pour y arriver,

on considère d’abord le cas général d’une fonction de corrélation temporelle

CAB(t) de deux observables A et B associés aux opérateurs Â et B̂ tel que

CAB(t) =
〈
Â(0)B̂(t)

〉
=

1

Z

{
e−βĤÂeiĤt/~B̂e−iĤt/~

}
(II.60)
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avec Ĥ est l’hamiltonien du système considéré et Z = Tr
{
e−βĤ

}
.

Toute fonction de corrélation de la forme décrite ci-dessus vérifie la relation

de réflexion de l’axe du temps (t→ −t),

CAB(−t) = CBA(t+ iβ~). (II.61)

La preuve de cette propriété des fonctions de corrélation provient des faits

que la trace est invariante par une permutation cyclique et que e±βĤ et e±iĤt/~

commutent,

CAB(−t) =
1

Z
Tr
{
e−βĤÂe−iĤt/~B̂eiĤt/~

}

=
1

Z
Tr
{
e−βĤeiĤt/~Âe−iĤt/~B̂

}

=
1

Z
Tr
{
e−βĤeiĤt/~Âe−iĤt/~eβĤe−βĤB̂

}

=
1

Z
Tr
{
e−βĤB̂eiĤ(t+iβ~)/~Âe−iĤ(t+iβ~)/~

}

= CBA(t+ iβ~).

Ainsi que le conjugué complexe de CAB(t) vérifie

C∗AB(t) = CBA(−t), (II.62)

en supposant que les opérateurs Â et B̂ sont hermitiens et dont la

démonstration est présentée ci-dessous,

C∗AB(t) =
1

Z
Tr
{
eiĤ

†t/~B̂†e−iĤ
†t/~Â†e−βĤ

†
}

=
1

Z
Tr
{
eiĤt/~B̂†e−iĤt/~Â†e−βĤ

}

=
1

Z
Tr
{
e−βĤeiĤt/~B̂†e−iĤt/~Â†

}

=
1

Z
Tr
{
e−βĤB̂e−iĤt/~ÂeiĤt/~

}

= CBA(−t),
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Â† et B̂† dénotent respectivement les adjoints des opérateurs Â et B̂ tel que

Â† = Â et B̂† = B̂.

Pour des raisons de simplification des calculs, on définit les fonctions in-

termédiaires de diffusion partielles ci-dessous

Fαβ(q, t) =
〈

exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂β(t)

)〉
(II.63)

et

Fαα(q, t) =
〈

exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂α(t)

)〉
, (II.64)

et on considère le cas particulier où Â = exp
(
−iq.R̂α(0)

)
et B̂ =

exp
(
iq.R̂β(t)

)
.

La fonction Fαβ(q, t) définie dans l’équation (II.63) vérifie les deux pro-

priétés générales des fonctions de corrélation (II.61) et (II.62) tel que

Fαβ(q,−t) = Fβα(−q, t+ iβ~) (II.65)

et

F ∗αβ(q, t) = Fβα(q,−t). (II.66)

En définissant le facteur de structure dynamique partiel Sαβ(q, ω) comme

étant la transformée de Fourier de Fαβ(q, t) ainsi la propriété de cette derniére

exprimée dans l’équation (II.65), on extrait la relation dite du bilan détaillé

pour le facteur de structure dynamique,

Sαβ(q, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dt e−iωtFαβ(q,−t+ iβ~)

= eβ~ωSβα(−q,−ω).

(II.67)

Ce résultat est obtenu grâce à un simple changement de variable, de t vers

t′ = −t+ iβ~.
31



La relation du bilan détaillé exprimée dans l’équation (II.67) souligne la

non-symétrie du facteur de structure dynamique en ω. Sachant qu’un transfert

d’énergie de signe positif ~ω > 0 correspond à une perte d’énergie par le neu-

tron et que inversement un transfert d’énergie ~ω < 0 correspond à un gain

d’énergie par le neutron, la relation de bilan détaillé exprime alors que la pro-

babilité de perte d’énergie par le neutron vers le système est plus importante

d’un facteur de eβ~ω que le processus de gain d’énergie.

La propriété (II.66) implique une fonction de corrélation Fαα(q, t) dont la

partie réelle et imaginaire sont respectivement paire et impaire [17]. La trans-

formée de Fourier correspondante Sαα(q, ω) est par conséquence une quantité

réelle.

2.7. Interprétation de Van Hove des fonctions de diffusion. Inspiré des

fonctions de corrélation de paires connues en diffraction de la lumière et des

rayons X et qui sont exprimés dans l’espace (r), Van Hove a eu l’idée de

faire une généralisation de ces fonctions en passant de l’espace (q, ω) à l’es-

pace (r, t). Il a proposé une interprétation physique des fonctions de diffusion

définies avant en introduisant la fonction de corrélation G(r, t) comme étant

la transformée de Fourier en espace de la fonction intermédiaire de diffusion

F (q, t) [37]. En appelant l’expression de la fonction intermédiaire de diffusion

partielle (II.63) , la fonction de Van Hove prend la forme suivante,

Gαβ(r, t) =
1

(2π)3

∫
d3q e−iq.r

〈
exp
(
−iq.R̂α(0)

)
exp
(
iq.R̂β(t)

)〉
. (II.68)

La fonction de corrélation de Van Hove G(r, t) est alors reliée au facteur de

structure dynamique S(q, ω) par l’équation suivante,

Sαβ(q, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt

∫
dr ei(q.r−ωt)Gαβ(r, t). (II.69)
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Il est important de noter que les opérateurs R̂α(0) et R̂β(t) dans l’équation

(II.68) ne commutent pas. Sachant que,

exp
(
iq.R̂β(t)

)
=

∫
dr′ exp(iqr′)δ(r′ − R̂β(t)), (II.70)

on obtient,

Gαβ(r, t) =

∫
dr′
〈{

1

(2π)3

∫ +∞

−∞
d3q exp

(
−iq.(r + R̂α(0)− r′)

)}
δ(r′ − R̂β(t))

〉

(II.71)

En utilisant δ(r) = 1
(2π)3

∫
d3q eiqr, on arrive finalement à la forme ci-dessous

de la fonction de Van Hove,

Gαβ(r, t) =

∫
dr′
〈
δ(r′ − r− R̂α(0))δ(r′ − R̂β(t))

〉
. (II.72)

Les opérateurs R̂α(0) et R̂β(t) commutent uniquement dans les deux cas sui-

vants [17] :

(i) À t=0. Dans ce cas on écrit

Gαβ(r, 0) =
〈
δ(r− R̂β(0) + R̂α(0))

〉
. (II.73)

Pour α = β,

Gαβ(r, 0) = δ(r) (II.74)

Il est important de noter que, la fonction

g(r) =
1

N

∑

α 6=β

Gαβ(r, 0) (II.75)

correspond à la fonction de corrélation de paires bien connue dans la

technique de diffraction par les rayons X et qui décrit la variation de

la densité des particules en fonction de la distance qui les sépare r.

(ii) En supposant que le système étudié est classique, soit pour des trans-

ferts d’énergie ~ω supposés très petits par rapport à 1
2
kBT . Dans ce

cas, R̂α et R̂β deviennent des vecteurs de positions et la moyenne
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〈...〉 devient une moyenne classique 〈...〉cl. La fonction intermédiaire

de diffusion partielle (II.63) devient alors une fonction de corrélation

classique. La moyenne sur les fonctions partielles de Van Hove dont la

forme est exprimée dans l’équation (II.72) peut s’écrire sous la forme

de la somme de deux fonctions classiques et dépendantes du temps,

Gcl(r, t) = Gcl
s (r, t) +Gcl

d (r, t), (II.76)

tel que,

Gcl
s (r, t) =

1

N

∑

α

〈δ(r−Rα(t) + Rα(0))〉cl (II.77)

est la fonction d’auto-corrélation de Van Hove qui exprimer la proba-

bilité de trouver une particule à r à l’instant t sachant que cette même

particule était à l’origine du repère O à l’origine du temps.

Gcl
d (r, t) =

1

N

∑

α 6=β

〈δ(r−Rβ(t) + Rα(0))〉cl (II.78)

est la fonction de corrélation distincte de Van Hove qui traduit la pro-

babilité de trouver une particule à r à l’instant t sachant qu’une parti-

cule différente était à l’origine à t=0.

La version classique des fonctions de Van Hove relie la fonction de diffu-

sion mesurée dans l’espace-(q, ω) à une interprétation en terme de probabi-

lité de déplacement dans l’espace-(r, t). Étant donnée l’expression suivante du

moment de recul [38], ∫ ∞

−∞
dω ωS(q, ω) =

~q2

2M
, (II.79)

(oùM est la masse effective des atomes d’hydrogène, ~ est la constante réduite

de Planck et q est le module du vecteur de transfert du vecteur d’onde), l’in-

terprétation classique de Van Hove qui est obtenue en faisant tendre ~ vers

0 néglige tout mouvement de recul subi par l’atome lors du processus de la

collision avec le neutron.
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2.8. Modèles classiques de diffusion. L’interprétation classique a per-

mis d’introduire plusieurs et différents modèles de diffusion. Citons comme

exemples ;

— Le modèle de diffusion à longue distance qui décrit les mouvements

de diffusion en supposant des interactions faibles entre les particules.

Gcl
s (r, t) est ici la solution de la relation de Fick [18],

∂

∂t
Gcl
s (r, t) = D∆Gcl

s (r, t) (II.80)

et a pour forme,

Gcl
s (r, t) =

1

(4πDt)3/2
e−

r2

4Dt (II.81)

avec D est le coefficient de diffusion ayant pour dimension m2/s dans

le SI des unités et ∆ = ∂2
x+∂2

y+∂2
z est l’opérateur Laplacien. La fonction

de diffusion correspondante est une Lorenztienne d’amplitude 1 et de

mi-largeur à mi-hauteur Dq2,

Sinc(q, ω) =
1

π

Dq2

ω2 + (Dq2)2
. (II.82)

— Le modèle de diffusion par sauts qui dévie de la relation de Fick en

supposant des interactions fortes entre les particules. Ce modèle qui a

été développé par Chudley et Elliot en 1961 [39] décrit des évènements

de sauts diffusifs, chacun est de durée τ très courte par rapport à la

durée de repos qui séparent les sauts τ0. Dans ce modèle, la fonction

intermédiaire de diffusion a également la forme d’une Lorenztienne

d’amplitude 1 et de demi-largeur à demi-hauteur f(q) = Dq2

1+Dq2τ0
.

— Le modèle de diffusion dans une sphère qui est, contrairement aux

deux modèles cités ci-dessus, un modèle de diffusion localisée qui

décrit un processus de diffusion d’une particule dans une sphère

de rayon a en présence d’un potentiel V (r) qui est supposé nul à

l’intérieur d’une sphère et infini à l’extérieur. Volino et Dianoux [40]
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FIGURE II.3. Partie gauche : Représentation schématique clas-

sique d’un spectre de diffusion quasi-élastique de neutrons. Par-

tie droite : Spectres de diffusion quasi-élastique incohérente de

neutrons qui sont effectués sur l’enzyme hAChE en état libre et

mesurés sur le spectromètre IN6 à l’ILL, Grenoble, France, pour

q = 0, 5/0, 6/0, 7...1, 6 Å−1.

ont proposé une solution de l’équation de Smoluchowsky dans ce cas

qui a donné une fonction de diffusion incohérente de la forme suivante

Sinc(q, ω) = A0
0(q)δ(ω) +

1

π

∑

{l,n}6={0,0}

(2l + 1)Ann(q)
λln/a

2

ω2 + [λln/a
2]

(II.83)

où λln sont les valeurs propres de la solution de l’équation de Smo-

luchowsky et Ann(q) = [3j1(aq)
aq

]2, avec j1(x) est la fonction de Bessel de

premier ordre.A0
0(q) est ici l’amplitude de la ligne élastique et la partie

quasi-élastique est représentée par une somme de Lorentziennes.

Les modèles de diffusion cités ci-dessus, qui sont basés sur une in-

terprétation classique des fonctions de corrélation de Van Hove en termes de

densités de probabilité de déplacement, impliquent, comme le montre la par-

tie gauche de la figure (II.3), un spectre de diffusion de neutrons avec une

séparation systématique entre la ligne élastique et la partie quasi-élastique qui
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est généralement décrite par une seule ou la somme de plusieurs fonctions

Lorentziennes dont la largeur de chacune est dépendante de q.

2.9. Interprétation spectroscopique des fonctions de diffusion. Comme

il a été démontré dans la section précédente, la fonction de Van Hove est in-

terprétable, en terme de densité de probabilité de déplacement r en un temps t,

uniquement si on considère la limite classique et si on néglige tout effet quan-

tique. Ici, une interprétation spectroscopique plus générale des fonctions de

diffusion est présentée en se basant sur la théorie de diffusion en mécanique

quantique.

En utilisant la représentation d’Heisenberg, Wick a pu transformer

l’opérateur de position dépendant du temps dans l’expression de la fonction

intermédiaire de diffusion partielle (II.64) en terme d’un Hamiltonien décalé

(’shifté’) dépendant de q [41],

Fαα(q, t) =
1

Z
Tr
{
e−βĤEeitĤ

′
E(q)/~e−itĤE/~

}
, (II.84)

où

ĤE =
N∑

i=1

p̂2
i

2mi

+ VE(R̂1 . . . R̂N)

Ĥ ′E(q) =
N∑

i=1

(p̂1 + δiα~q)2

2mi

+ VE(R̂1 . . . R̂N)

(II.85)

(où mi est la masse de l’atome i) sont respectivement l’Hamiltonien de départ

de l’échantillon et l’Hamiltonien de perturbation de l’échantillon exprimant

l’effet de la collision de l’atome α avec le neutron et dont la partie d’énergie

cinétique est décalée de ~q.

Un travail récent de G. Kneller [42] s’est appuyé sur cette représentation

pour proposer une présentation ’Franck-Condon’ des spectres de diffusion
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de neutrons en les interprétant en termes de probabilités des transitions

énergétiques. On distingue les deux cas suivants :

(1) Spectre d’énergie discret. en considérant des spectres discrets de va-

leurs propres associées aux opérateurs Hamilton ĤE et Ĥ ′E ,

ĤE |φm〉 = Em |φm〉

Ĥ ′E |φ′n(q)〉 = E ′n |φ′n(q)〉
(II.86)

où |φm〉 et |φ′n(q)〉 sont les vecteurs propres correspondants respectivement aux

opérateurs ĤE et Ĥ ′E et qui forment deux bases ortho-normales dans l’espace

d’Hilbert. Em et E ′n sont les valeurs propres correspondantes. Dans l’article

[42], G.Kneller a utilisé les définitions ci-dessus afin d’écrire la fonction in-

termédiaire de diffusion partielle Fαα(q, t) sous la forme suivante,

Fαα(q, t) =
1

Z

∑

m,n

e−βEmei(E
′
n−Em)t/~| 〈φ′n(q)|φm〉 |2 , (II.87)

où 〈φ′n(q)|φm〉 est la projection du vecteur propre non perturbé |φm〉 sur celui

perturbé 〈φ′n(q)|. Il est important de noter que les fonctions propres de l’Ha-

miltonien perturbé φ̃′n(P; q) = 〈P|φ′n(q)〉 correspondent aux fonctions propres

de celui non perturbé φ̃m(P) = 〈P |φm〉mais avec un ’shift’ de ~q tel que

φ̃′n(P; q) = φ̃n(P + ~q) (II.88)

et que les valeurs propres correspondantes forment un même spectre tel que

E ′n = En. Il en résulte que 〈φ′n(q)|φm〉 peut être écrit comme une intégrale de

recouvrement des fonctions d’onde ’non shiftée’ et ’shiftée’ φ̃n(P; q) et φ̃′n(P; q)

tel que,

〈φ′n(q)|φm〉 =

∫
d3Np φ̃∗n(P + ~q)φ̃m(P) (II.89)

où φ̃∗n(P + ~q) est la conjuguée complexe de la fonction d’onde ’shiftée’. La

norme au carré de 〈φ′n(q)|φm〉

wm→n(q) = | 〈φ′n(q)|φm〉 |2, (II.90)
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peut être interprétée comme étant une probabilité de transition de l’état |φm〉
à l’état |φ′n〉 suite à la collision de l’atome avec le neutron caractérisée par un

transfert de quantité de mouvement ~q.

En appliquant la transformée de Fourier à l’expression (II.87), on obtient la

forme ci-dessous pour le facteur de structure dynamique

Sαα(q, ω) =
1

ZE

∑

m,n

e−βEmδ

(
ω − En − Em

~

)
wm→n(q) (II.91)

En utilisant le fait que wm→n(q) = wn→m(−q), on retrouve facilement les rela-

tions de balance détaillée exprimées dans les équations (II.65) et (II.67).

L’équation (II.91) peut être écrite sous la forme d’une somme de deux par-

ties,

Sαα(q, ω) =
1

ZE

∑

m=n

e−βEmwm→m(q)δ(ω)+
1

ZE

∑

m6=n
e−βEmδ

(
ω − En − Em

~

)
wm→n(q).

(II.92)

wm→m(q) qui prend part de la première partie de la somme exprime une pro-

babilité que l’atome diffuseur n’effectue aucune transition et reste à son ni-

veau d’énergie initiale m. Les première et deuxième parties de la somme cor-

respondent respectivement à la ligne élastique et à la partie quasi-élastique,

définies dans l’équation (II.58). L’expression générale (II.91) du facteur de

structure dynamique et sa re-écriture sous la forme ci-dessous montrent que

la ligne élastique qui correspond à un ’shift’ ~q = 0 n’est pas différente en na-

ture des lignes correspondantes à des transferts d’énergies différents de zéro.

Contrairement à ce qui est montré dans la partie gauche de la figure (II.3), la

figure (II.4) montre une transition ’continue’ et non brusque entre les partie

élastique et quasi-élastique du spectre de diffusion.

(2) Spectre d’énergie continu. On considère maintenant le cas des Ha-

miltoniens perturbé et non perturbé correspondants à des spectres d’énergie
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FIGURE II.4. Sketch d’un spectre de diffusion de neutrons de

type Franck-Condon [42].

continus,

ĤE |φ(X)〉 = E(X) |φ(X)〉

Ĥ ′E |φ(X ′)〉 = E(X ′) |φ(X ′)〉
(II.93)

où X = {x1, x2, ..., xf} est décrite par un ensemble de variables réelles et E(X)

est l’énergie correspondante.

Dans ce cas, les probabilités de transition sont remplacées par des densités

de probabilité qui sont définis ci-dessous,

W (X ′/X; q) = ρ(X ′)| 〈φ(X ′)|φ(X)〉 |2 (II.94)

avec W (X ′/X; 0) = δ(X − X ′). En introduisant la densité de probabilité à

l’équilibre thermique, Weq(X) = ρ(X) e
−βE(X)

Z
(avec Z =

∫
df ρ(X)e−βE(X)) et

par analogie avec les expressions (II.87) et (II.91) dans le cas d’un spectre
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d’énergie discret, on obtient les formes ci-dessous pour la fonction in-

termédiaire de diffusion partielle,

Fαα(q, t) =

∫ ∫
dfXdfX ′Weq(X)e

i
~ (E(X′)−E(X))tW (X ′/X; q) . (II.95)

En appliquant la transformée de Fourier et en posant X ≡ E et X ′ ≡ E+~ω, le

facteur de structure dynamique correspondant prend la forme d’une moyenne

thermique de la densité de probabilité de transition,

Sαα(q, ω) = ~
∫
dEWeq(E)W (E + ~ω/E; q) . (II.96)

L’expression ci-dessus montre que si les effets quantiques ne sont pas négligés,

Sαα(q, ω) peut être interprétée en terme d’une densité de probabilité des tran-

sitions énergétiques induites par un transfert de vecteur d’onde q. Elle sou-

ligne également le fait qu’il n’existe aucune distinction de nature entre la ligne

élastique (~ω = 0) et la partie quasi-élastique (des petites valeurs de ~ω).

Dans la référence [42], il a été démontré que dans le cas des systèmes

complexes comme les protéines où la fonction de relaxation se caractérise par

un comportement asymptotique auto-similaire en loi de puissance aux temps

longs, les parties élastique et quasi-élastique sont pratiquement fusionnées. La

partie droite de la figure (II.3) montre des spectres de diffusion quasi-élastique

de neutrons mesurés sur le spectromètre IN6 dont la description sera détaillée

dans la section suivante. On peut bien voir dans cette figure que la transi-

tion entre la ligne élastique et la partie quasi-élastique n’est pas brusque mais

plutôt ”lisse”. Une estimation alors de l’amplitude de la ligne élastique, ex-

primée dans la première partie de la somme dans l’équation (II.92) et dans

l’équation (II.96) pour ~ω = 0, peut être réalisée grâce à un modèle minima-

liste global qui ajuste simultanément la ligne élastique et la contribution quasi-

élastique.
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3. Spectromètre IN6

Comme on va le détailler dans le chapitre suivant, le travail présent

concerne l’analyse des données de diffusion quasi-élastique de neutrons

(QENS) qui ont été mesurées par Peters et al [61, 62, 80, 82] sur le spectromètre

IN6 à l’institut Laue-Langevin, Grenoble, France. Il s’agit d’un spectromètre

de temps de vol et de focalisation en temps.

FIGURE II.5. Schéma représentatif d’une expérience de diffu-

sion de neutrons [43].

Les quantités essentielles mesurées par tout spectromètre de diffusion de

neutrons sont : l’énergie initiale du neutronE0, son énergie finaleE et la norme

du vecteur de transfert du vecteur d’onde ayant pour expression

q = |q| = |k0 − |k0| =
√
k2

0 + k2 − 2k0k cos (2θ), (II.97)

où 2θ est l’angle entre les vecteurs k0 et k, défini par la position du détecteur.

Dans le cas de la diffusion élastique où k0 = k, on a

q =
√

2k(1− cos (2θ)) =
4π

λ
sin (θ). (II.98)
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FIGURE II.6. Représentation schématique du spectromètre IN6

à l’ILL, Grenoble [44].

Étant implanté sur le guide H15, le spectromètre IN6 est formé, au départ

comme le montre la figure (II.6), de trois monochromateurs de cristaux de gra-

phite pyrolytique dont les rôles sont la sélection des quatre longueurs d’onde

suivantes, 4,1/ 4,6/ 5,1/ et 5,9 Å et la focalisation du faisceau monochroma-

tique de neutrons incidents sur l’échantillon. Le filtre au Béryllium, refroidi à

basse température (80 K), assure l’élimination de la réflexion du second ordre

provenant des monochromateurs. Le spectromètre IN6 utilise la méthode de

temps de vol par l’intermédiaire de deux choppers dits anti-chevauchement et

Fermi, présentés dans la figure (II.6). Il s’agit de deux disques tournants dont

les axes de rotation sont perpendiculaires à la direction du faisceau neutro-

nique et qui sont constitués de feuilles absorbantes alternées par des fentes

pour laisser le passage aux neutrons. Le chopper anti-chevauchement est
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ajouté afin de supprimer les impulsions de neutrons en évitant le chevauche-

ment du cadre quand le chopper Fermi est déréglé en tournant à une vitesse

plus importante que sa vitesse normale mise à 7500 rpm. Les deux tournent

en phase mais le chopper anti-chevauchement tourne en effet à vitesse un peu

plus réduite [18].

Le principe de la méthode de temps de vol est simple et est basé sur le

fait que la longueur d’onde du neutron λ peut être exprimée en fonction du

temps t nécessaire pour parcourir une distance L. En utilisant la relation de De

Broglie exprimée dans l’équation (II.20), on a

t =
m

h
Lλ. (II.99)

Pour calculer l’énergie finale du neutron Ef (λf ), il faut alors définir un point

de départ dans le temps et dans l’espace pour le faisceau neutronique pulsé.

Les choppers tournants assurent la production des faisceaux de neutrons

mono-cinétiques, ainsi que le repérage d’une origine de temps t0.
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Chapitre 3

Modélisation des spectres QENS de la hAChE libre et inhibée

La diffusion quasi-élastique de neutrons (QENS) est une technique spec-

troscopique puissante résolue en espace, qui est couramment utilisée afin

d’étudier la dynamique diffusive des atomes dans la matière condensée [18,

45]. Les échelles de temps accessibles par la technique QENS vont de l’ordre

de la pico-seconde jusqu’à quelques nano-secondes et les échelles de longueur

accessibles vont de l’Angstrøm jusqu’à quelques nanomètres [46, 16]. Le cha-

pitre présent concerne l’analyse de données QENS provenant des échantillons

en poudre hydratée de l’enzyme Acétylcholinestérase humaine (hAChE) en

formes libre et en présence du ligand ”HuperZine A” (HupA), fixé de manière

réversible. Les mouvements globaux de l’enzyme sont donc inhibés dans les

deux cas. Le but de ce travail est de révéler des changements dans la dy-

namique interne de cette enzyme, induits par la fixation de l’inhibiteur, aux

échelles de temps mentionnées ci-dessus. Les changements dynamiques qu’on

sonde impliquent les changements des amplitudes de mouvements vus par la

diffusion élastique ainsi que la dynamique de relaxation vue par la diffusion

quasi-élastique.

Étant donné le problème de fusion de la ligne élastique et le spectre quasi-

élastique [42], évoqué auparavant dans la toute dernière section du Chapitre

(I), on utilise ici un modèle qui ajuste simultanément la ligne élastique et le

spectre quasi-élastique. Il s’agit d’un modèle “minimaliste” à trois paramètres

dont un est l’amplitude de la ligne élastique et deux autres paramètres qui

décrivent la dynamique de relaxation. L’analyse des données a été menée
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dans un premier temps dans le domaine du temps, c.a.d. sur la fonction in-

termédiaire de diffusion, en éliminant l’effet de la résolution instrumentale

représentée par un spectre Vanadium, et dans un deuxième temps directement

dans le domaine des fréquences, c.à.d. sur les intensités QENS mesurées, en

convoluant le spectre modèle avec la résolution instrumentale.

1. Présentation brève du système biologique étudié

Bien que l’existence du neurotransmetteur l’Acétylcholine (ACh) et son

activité biologique soient connus depuis longtemps puisque sa synthèse chi-

mique a été réalisée pour la première fois en 1867 par Adolf von Baeyer, la

découverte de l’action de l’Acétylcholinestérase (AChE) sur l’Acétylcholine

(ACh) dans le système nerveux n’a pas été mise en évidence qu’en 1932 par

le lauréat de prix Nobel Henry Hallett Dale [47].

En effet et comme son nom l’indique, l’Acétylcholinestérase fait partie de la

famille des enzymes Cholinestérases qui sont dotées de la capacité de catalyser

les réactions d’hydrolyse des esters de choline dont fait partie le neurotrans-

metteur Acétylcholine. Située au niveau des jonctions neuromusculaires et des

synapses interneuronales, l’Acétylcholinestérase est impliquée dans le proces-

sus de la transmission nerveuse en hydrolysant l’Acétylcholine en Choline et

Acétate [48]. Il s’agit d’une réaction fondamentale permettant la relaxation des

neurones cholinergiques après leur activation par les flux nerveux. Le pro-

cessus de la transmission nerveuse dure globalement à peine quelques milli-

secondes, ce qui exige une grande efficacité et rapidité de l’action de l’AChE

sur l’ACh terminant le processus de la transmission nerveuse afin de rétablir

les conditions nécessaires permettant la transmission du flux nerveux suivant.

En effet l’AChE est connue comme étant une des enzymes les plus rapides qui
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est capable d’hydrolyser entre 1000 et 20000 (selon l’espèce en considération)

molécules de substrat par seconde [49].

Paradoxalement et en désaccord avec la rapidité de l’enzyme, la première

structure cristallographique de l’AChE qui a été réalisée sur la raie pacifique,

”Torpedo california” en 1991, a montré que le site actif de cette enzyme est

situé dans un endroit profond et étroit appelé la ”gorge” formée de 14 résidus

aromatiques et dont les dimensions sont 5 Å de diamètre et 20 Å de profon-

deur [50, 51]. Des simulations MD réalisées dans ce contexte ont montré que la

”gorge” étroite est uniquement accessible par les molécules du solvant [52, 53],

ainsi et afin d’être en mesure d’assurer les trafics des substrats, des ligands et

des inhibiteurs de et vers son site actif, l’enzyme devrait être plus flexible en

effectuant des fluctuations d’amplitudes plus larges au niveau du site actif.

Ces mouvements sont bien connus sous le nom des ”modes respiratoires” du

site actif de l’AChE [54].

L’AChE représente la cible d’un très grand nombre de molécules actives

dont certaines sont à aspect toxique et d’autres sont à aspect thérapeutique.

Certains inhibiteurs de l’AChE se fixent soit directement au niveau de son

site actif de façon covalente ou non-covalente soit au niveau de son site

périphérique qui représente l’entrée du site actif. Un blocage complet de cette

enzyme inhibée de façon irréversible engendre la mort. Cependant, l’utili-

sation d’une inhibition irréversible qui est cliniquement modérée de l’AChE

est demandée dans le cas de certaines maladies comme la maladie d’Alzhei-

mer qui se caractérise par une production réduite d’Acétylcholine [48] et cela

afin de prolonger l’action de l’AChE. Parmi les inhibiteurs non-covalents de

l’AChE est l’HuperZine A (HupA) qui est d’un alcaloı̈de naturel extrait de

l’herbe médicinale chinoise Huperzia serrata. C’est un inhibiteur réversible

fort de l’AChE qui se lie directement à son site actif et il est surtout utilisé dans

des traitements palliatifs de la maladie d’Alzheimer [55].
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L’Acétylcholinestérase humaine est ici étudiée sans et avec la fixation du

ligand non-covalent HupA. L’objectif est de regarder si la présence du li-

gand influencerait sa dynamique interne à des échelles de temps de l’ordre

de pico/nano-secondes en utilisant la technique de diffusion quasi-élastique

de neutrons.

FIGURE III.1. Structure cristallographique de

l’Acétylcholinestérase humaine liée au ligand HupA (PDB

4EY5 [4]).

2. Analyse dans le domaine du temps

2.1. Forme générique pour la fonction intermédiaire de diffusion.

Comme la section efficace pour la diffusion incohérente de neutrons par

les atomes d’hydrogène est largement dominante, la section efficace double

différentielle pour des systèmes macromoléculaires riches en hydrogène,

comme les protéines, peut être approchée par [45, 17]

d2σ

dΩdω
≈ |bH,inc|2

|k|
|k0|

S(q, ω), (III.1)
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où bH,inc est la longueur de diffusion incohérente de l’atome d’hydrogène et

S(q, ω) est la transformée de Fourier en temps de la fonction intermédiaire de

diffusion F (q, t) (voir Chapitre.I). Dans le cas des protéines en poudre, où les

mouvement globaux sont éliminés et uniquement les mouvements internes de

la protéine sont considérés, F (q, t) peut être écrite sous la forme générique

suivante

F (q, t) = EISF (q) + (1− EISF (q))φ(q, t) (III.2)

avec EISF (q) est le facteur de structure incohérent élastique défini dans cha-

pitre.I et φ(q, t) est une fonction de relaxation quantique vérifiant φ(q, 0) = 1

et limt→∞ φ(q, t) = 0. Les formes de EISF (q) et φ(q, t) seront introduites dans

la suite.

Partant de la densité pour un seul atome α,

dα(r, t) ≡ δ(r− R̂α(t)), (III.3)

on définit ρ̂(q, t) comme étant la transformée de Fourier en espace de cette

densité,

ρ̂α(q, t) =

∫
d3r exp(iq.̂r)dα(r, t) = exp

(
iq.R̂α(t)

)
(III.4)

et δρ̂(q, t) comme étant la fluctuation temporelle de ρ̂α(t) par rapport à sa va-

leur moyenne,

δρ̂α(q, t) = exp
(
iq.R̂α(t)

)
−
〈

exp
(
iq.R̂α

)〉
, (III.5)

où 〈. . .〉 est une moyenne thermique quantique et en assumant que 〈ρ̂α(q, t)〉 =

〈ρ̂α(q, 0)〉 ≡ 〈ρ̂α(q)〉 à l’équilibre thermique.

La fonction intermédiaire de diffusion, la fonction de relaxation et l’EISF

peuvent ainsi être écrits sous les formes suivantes [56, 57]

F (q, t) =
1

N

∑

α∈H

〈
ρ̂†α(q, 0)ρ̂α(q, t)

〉
, (III.6)
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φ(q, t) =

∑
α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, t)

〉
∑

α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, 0)

〉 (III.7)

et

EISF (q) =
1

N

∑

α∈H

|〈ρ̂α(q)〉|2 . (III.8)

En partant de la forme générale (III.6) de la fonction intermédiaire de diffusion,

on arrive à démontrer les formes (III.7) et (III.8) correspondants respectivement

à φ(q, t) et l’EISF (q).

Démonstration des expressions (III.7) et (III.8) :

F (q, t) =
1

N

∑

α∈H

〈
ρ̂†α(q, 0)ρ̂α(q, t)

〉

=
1

N

∑

α∈H

〈
(δρ̂†α(q, 0) +

〈
ρ̂†α(q)

〉
)(δρ̂α(q, t) + 〈ρ̂α(q)〉)

〉

=
1

N

∑

α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, 0)

〉 1
N

∑
α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, t)

〉

1
N

∑
α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, 0)

〉 +
1

N

∑

α∈H

| 〈ρ̂α(q)〉 |2

=
1

N

∑

α∈H

(1− | 〈ρ̂α(q)〉 |2)
1
N

∑
α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, t)

〉

1
N

∑
α∈H

〈
δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, 0)

〉

︸ ︷︷ ︸
φ(q,t)

+
1

N

∑

α∈H

| 〈ρ̂α(q)〉 |2

︸ ︷︷ ︸
EISF (q)

.

Dans le développement ci-dessus, on a utilisé 〈δρ̂α(q, t)〉 = 0.

2.2. Symmétrisation des spectres. La fonction de corrélation quantique

(III.7) vérifie bien la relation du bilan détaillé (Voir Chapitre.I) tel que

φ(q, t) = φ(q,−t+ iβ~), (III.9)

en supposant que la fonction intermédiaire de diffusion est invariante par rap-

port au changement q→ −q.

Presque la totalité des études QENS se basent sur une description classique

des systèmes étudiés, c.a.d. en considérant la limite ~ → 0. Dans ce cas la
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fonction de Van Hove, qui est la transformée de Fourier spatiale de la fonc-

tion intermédiaire de diffusion (voir Eq. (II.68)), devient la probabilité pour un

déplacement r dans un temps t, moyennée sur tous les atomes dans le système

si l’on considère la diffusion incohérente (voir Eq. (II.76)). Cette approche im-

plique nécessairement la négligence non seulement des degrés de liberté quan-

tiques dans le système de diffusion mais aussi celle de la perturbation locale de

l’échantillon due à l’impact des neutrons incidents [58, 59]. Dans ce contexte,

Schofield a proposé une approximation semi-classique du facteur de structure

dynamique [60]. Il a introduit la fonction suivante

S(+)(q, ω) = e−β~ω/2S(q, ω) (III.10)

qui est une fonction symétrique en ω. Pour des petits transferts d’énergie

~ω << kBT , la correction de Schofield peut se limiter au premier ordre en

~ et la fonction définie ci-dessous (III.10) peut être traitée comme une fonction

classique,

S(+)(q, ω) ≈ Scl(q, ω) (III.11)

ce qui permet par la suite l’utilisation des modèles et des interprétations clas-

siques des données QENS. On mentionne ici que la définition (III.10) détruit

la normalisation du facteur de structure dynamique. Pour cette raison, la fonc-

tion introduite S(+)(q, ω) est, dans l’analyse présente, normalisée par construc-

tion tel que,
∫ ∞

−∞
dω S(+)(q, ω) = 1. (III.12)

La fonction intermédiaire de diffusion correspondante, obtenue par trans-

formée de Fourier de la forme normalisée de (III.10), est symétrique, réelle en

t et normalisée,

F (+)(q, t) = EISF (q) + (1− EISF (q))φ(+)(q, t) ; (III.13)
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tel que F (q, 0) = 1 et φ(+)(q, t) est une fonction de corrélation normalisée,

symétrique et réelle ayant la forme,

φ(+)(q, t) =
φ(q, t+ iβ~/2)

φ(q, iβ~/2)
. (III.14)

2.3. Méthode de déconvolution des spectres de la résolution instrumen-

tale. Comme il a été mentionné précédemment dans le texte, les spectres à

analyser ont été mesurés sur le spectromètres IN6 à L’institut Laue-Langevin

à Grenoble par le groupe de Peters et al [26, 61, 62]. Il s’agit d’un spectromètre

de temps de vol avec une résolution élastique d’environ 70µeV pour une lon-

gueur d’onde des neutrons incidents λ = 5, 1Å. La résolution instrumentale est

obtenue à partir des mesures des spectres de diffusion de l’élément Vanadium.

On part de l’expression

S(+)
exp (q, ω) = S(+)(q, ω) ∗ R̃(q, ω) + Ñ(q, ω) (III.15)

du facteur du structure dynamique mesuré qui peut être écrit comme la convo-

lution du facteur du structure dynamique ”idéal” avec la résolution instru-

mentale R̃(q, ω), plus un bruit inconnu Ñ(q, ω). Ici S(+)(q, t) est la transformée

de Fourier de la fonction intermédiaire de diffusion définie dans l’équation

(III.13), ” ∗ ” indique l’intégral de convolution,

(S(+) ∗ R̃)(q, ω) =

∫ ∞

−∞
dω′ S(+)(q, ω − ω′)R̃(q, ω′), (III.16)

et Ñ(q, ω) et R̃(q, ω), représentent, respectivement le bruit et la résolution ins-

trumentale qui est considérée symétrique.

La partie gauche de la figure (III.2) représente la superposition des spectres

de facteur de structure dynamique mesurées convolués avec la résolution ins-

trumentale correspondants à l’enzyme libre (en bleu) et en présence de l’inhi-

biteur (en rouge) pour une seule valeur de q = 1 Å−1.
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FIGURE III.2. Partie gauche : Lin-Log plots de spectres QENS

mesurés pour q = 1 Å−1 correspondants à l’enzyme libre (bleue)

et inhibée (rouge). Parie droite : Superposition du spectre QENS

expérimental correspondant à l’enzyme libre (ligne bleue) et le

spectre Vanadium (ligne orange) représentant la résolution ins-

trumentale pour q = 1 Å−1.

Les différences entre les deux spectres sont à peine distinguables ce qui

montre que les changements dynamiques de l’enzyme sondés qui sont dus

à la fixation du ligand HupA sont très subtiles. Afin d’éliminer l’effet non-

négligeable de la résolution instrumentale qui est présentée dans la partie

droite de la figure (III.2), on a choisi dans un premier temps d’ajuster le modèle

pour la forme générique de F (q, t) aux données correspondantes qui sont ob-

tenues par des transformées de Fourier discrètes des spectres QENS mesurés

et l’élimination subséquente de la résolution par déconvolution. La procédure

est décrite dans la suite.

La transformée de Fourier inverse de l’équation (III.15) donne

F (+)
exp (q, t) = F (+)(q, t)R(q, t) +N(q, t) , (III.17)
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FIGURE III.3. Partie gauche : Les fonctions intermédiaires de

diffusion extraites correspondantes à l’enzyme libre pour des va-

leurs de q entre 0, 5 et 1, 6 Å−1 (de haut vers le bas). Partie droite :

La résolution instrumentale correspondante dans le temps pour

les mêmes valeurs de q.

où N(q, t) et R(q, t) représentent les transformées de Fourier inverses respec-

tives de Ñ(q, ω) et R̃(q, ω). La résolution de l’équation (III.17) par rapport à

F (+)(q, t) donne la fonction intermédiaire de diffusion déconvoluée,

F (+)(q, t) =
F

(+)
exp (q, t)

R(q, t)
− N(q, t)

R(q, t)
. (III.18)

Ceci montre que la fonction intermédiaire de diffusion extraite F (+)(q, t) est

fiable seulement lorsque le rapport N(q,t)
R(q,t)

reste petit par rapport à F
(+)
exp (q,t)

R(q,t)
. La

forme du bruit est ici inconnue, mais sa contribution devient clairement visible

avec t croissant, ce qui est montré dans la partie gauche de la figure (III.3). Cela

revient au fait qu’on divise le bruit, pour t croissant, par des petites intensités

de la résolution instrumentale, ce qui est montrée dans la partie droite de la

figure (III.3). On voit que l’effet du bruit peut être négligé sur un domaine de

temps d’environ 0 – 30 ps et on note que la gamme complète accessible par le

spectromètre IN6 est égale à π/∆ω ≈ 200 ps, où ~∆ω ≈ 0.01 meV.
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2.4. Modèle pour F (q, t). Le but essentiel de ce travail est d’ajuster les

fonctions intermédiaires extraites déconvoluées de la résolution instrumen-

tale, qui sont présentées dans la partie gauche de la figure (III.3), selon la forme

générique (III.13). Dans le modèle utilisé, on ajuste simultanément l’EISF, i.e.

le plateau vers lequel tend la fonction intermédiaire de diffusion, et la fonction

φ(+)(t) qui décrit la relaxation vers ce plateau. Sa forme est ici décrite par une

fonction Mittag-Leffler (ML) ”étirée” [63, 25, 20]

φ(+)(t) = Eα (−(t/τ)α) (0 < α ≤ 1, τ > 0). (III.19)

Ici α et τ sont respectivement les paramètres de forme et d’échelle. En utilisant

φ(+)(q, t) = φ(+)(−q, t), la dépendance de la fonction de relaxation en q est ici

omise. La fonction ML est représentée par la série entière [64, 65, 66]

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(1 + αk)
α ∈ C,Re{α} > 0. (III.20)

Ceci montre que Eα(z) est en effet une exponentielle généralisée, car elle de-

vient une exponentielle “normale” pour α = 1, où Γ(1 + αk) = k!. La fonction

Eα(−tα) est une “exponentielle étirée généralisée” et donc une généralisation

de la fonction de Kohlrausch-Williams-Watt (KWW) [67, 68],

E1(−tα) = e−t
α

, (III.21)

qui a été largement utilisée pour décrire des processus de relaxation mutli-

échelle provenant des expériences de spectroscopie diélectrique [69], mais

aussi des expériences QENS qui sont la base pour ce travail de thèse [26, 61].

Bien que les deux fonctions de relaxation représentent le même comportement

asymptotique pour les temps courts, leurs comportements asymptotiques aux

temps longs sont très différents. Utilisant que la fonction ML peut être ap-

prochée par [64, 70]

Eα(z)
|z|→∞∼ −

M∑

k=1

z−k

Γ(1− kα)
(M ∈ {1, 2, 3...}) (III.22)
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pour des arguments larges, on voit que la fonction de relaxation φ(+)(t) décroit

asymptotiquement en loi de puissance,

φ(+)(t)
t→∞∼ (t/τ)−α

Γ(1− α)
. (III.23)

Elle a donc un comportement asymptotique auto-similaire, puisque sa forme

est invariante sous un changement d’échelle t→ µt. La fonction KWW décroit,

en revanche, asymptotiquement plus rapidement que toute puissance de t−α.

Une justification du modèle choisi va être développée dans le prochain cha-

pitre en se basant sur les outils de l’analyse asymptotique et une méthode de

mise en échelle universelle appliquée sur la fonction mémoire correspondante

à la fonction de relaxation.

2.5. Résultats dans le domaine du temps. La figure (III.4) montre en

points les fonctions intermédiaires de diffusion extraites en appliquant la

méthode de déconvolution des spectres QENS expérimentaux décrite dans la

section (2.3) et en lignes les ”fits” correspondants selon la forme générique de

F (+)(q, t) exprimée dans l’équation (III.13) en utilisant la fonction ML ”étirée”

(III.19) pour décrire la fonction de relaxation et cela pour trois valeurs de

q = 0, 5, 0, 9 et 1, 5 Å−1 (tel que, q ≡ |q|) [56]. La couleur bleue dans la figure

correspond à l’enzyme libre et la couleur rouge correspond l’enzyme inhibée.

Après l’élimination de la résolution instrumentale, il est bien montré dans la

figure (III.4) qu’on est capable maintenant de distinguer des différences dans

la dynamique de l’enzyme entre les deux états sans et avec inhibiteur. Ce chan-

gement dans la dynamique de l’enzyme est subtile mais il est systématique, ce

qui va être encore plus souligné en regardant les paramètres de ”fit” obtenus

présentés dans les deux figures (III.5) et (III.6).

La figure (III.5) représente une comparaison des variations en q du pa-

ramètre EISF ajusté dans le cas l’enzyme libre (en bleu) et l’enzyme inhibée (en
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FIGURE III.4. . Les fonctions intermédiaires de diffusion

déconvoluées de la résolution instrumentale pour trois valeurs

de q égales à q = 0, 5/ 0, 9 et 1, 5 Å−1 (de haut vers le bas). La

couleur bleue correspond l’enzyme libre et la couleur rouge à

l’enzyme inhibée [56].

rouge) [56]. La figure montre que l’EISF prend des valeurs plus petites dans

le cas de l’enzyme inhibée ce qui reflète une augmentation des amplitudes

des mouvements moyennés des atomes d’hydrogène de l’enzyme étudiée en

présence du ligand HupA.

Quant aux paramètres τ et α qui décrivent la dynamique de relaxation,

leur dépendance en q est présentée dans la figure (III.6) [56]. Les deux pa-

ramètres correspondants à l’enzyme libre (les points en bleu) et inhibée par le

ligand HupA (les points en rouge) décroissent dans les deux cas en q. Tou-

tefois le paramètre α semble ici être plus constant et moins dépendant de

q. La décroissance de τ en q montre surtout que les mouvements localisés

sont plus rapides que les mouvements globaux. La partie gauche de la figure

(III.6) montre que τ prend systématiquement des valeurs plus importantes
57



Free hAChE
Inhibited hAChE

0.0 0.5 1.0 1.5
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

q[Å-1]

E
IS
F

FIGURE III.5. Les EISF obtenus pour l’enzyme libre (bleu)

et l’enzyme inhibée (rouge) en ajustant la forme générique

pour F (q, t) exprimée dans l’équation (III.13) et en décrivant

la fonction de relaxation φ(+)(q, t) pour une ML ”étirée” (voir

Eq.(III.19)). Les barres d’erreurs sont présentées mais sont

presque invisibles [56].

dans le cas de l’enzyme inhibée ce qui indique un ralentissement de la dy-

namique de la relaxation sous l’effet inhibiteur du ligand. Contrairement à τ ,

la partie droite de la figure (III.6) montre que le paramètre de forme α prend

systématiquement des valeurs légèrement plus petites dans le cas de l’enzyme

inhibée. Puisque pour α = 1, la relaxation est exactement une exponentielle,

ce dernier résultat montre alors que la forme de la relaxation devient moins

exponentielle en présence du ligand HupA.

3. Analyse directe dans le domaine des fréquences

Les résultats intéressants, qu’on vient de discuter et qui révèlent un chan-

gement systématique dans la dynamique de l’enzyme hAChE sous l’effet in-

hibiteur du ligand HupA, ont été obtenus grâce à une analyse réalisée dans le
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FIGURE III.6. La dépendance en q des paramètres α et τ ajustés

dans le domaine du temps pour l’enzyme libre (bleu) et l’enzyme

inhibée (rouge) et les ajustements linéaires correspondants. Les

barres d’erreur sont également présentées [56].

domaine du temps motivée par l’idée d’éliminer l’effet visible de la résolution

instrumentale. Comme il a été démontré, cette analyse a été menée sur des

fonctions intermédiaires de diffusion déconvoluées de la résolution instru-

mentale qui ont été extraites grâce à la méthode de déconvolution utilisée et

impliquant l’application des transformées de Fourier discrètes sur les spectres

mesurés en fréquence [56]. Toutefois, l’application de ces transformées de Fou-

rier numériques est nécessairement accompagnée par des erreurs de replie-

ment de spectre qui sont difficiles à estimer et qui n’ont pas évidemment lieu

si on pense à une analyse directe dans le domaine des fréquences. Le défi

maintenant est de développer une méthode d’analyse directe en fréquences

en évitant les transformées de Fourier discrètes et aussi pour consolider les

résultats trouvés en temps.

3.1. Modèle dans le domaine des fréquences. On part de la forme ci-

dessous du facteur de structure dynamique ”idéal” représentant la trans-

formée de Fourier de la forme générique pour la fonction intermédiaire de
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diffusion exprimée dans l’équation (III.13),

S(+)(q, t) = EISF (q)δ(ω) + (1− EISF (q))φ̃(+)(q, ω) (III.24)

où φ̃(+)(q, ω) est la transformée de Fourier de la fonction de relaxation φ(+)(q, t)

définie comme suit

φ̃(+)(q, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωtφ(+)(q, t). (III.25)

Comme il est bien décrit dans l’équation (III.15), ce qu’on mesure

expérimentalement dans le domaine des fréquences est la convolution du fac-

teur de structure dynamique ”idéal” avec la résolution instrumentale plus un

bruit inconnu. Dans le domaine du temps, on a pu négliger le bruit jusqu’à

environ 30 ps et à partir de cette limite le bruit est amplifié étant divisé par des

petites intensités de la résolution instrumentale. Dans l’analyse en fréquence,

on néglige complètement l’effet du bruit sur les spectres mesurés sur toute la

gamme des fréquences. Le facteur du structure dynamique mesuré peut être

alors écrit sous la forme

S(+)
exp (q, ω) = S(+)(q, ω) ∗ R̃(q, ω) (III.26)

avec ”*” est l’intégral de convolution défini auparavant dans l’équation (III.16).

En utilisant l’expression (III.24) de S(+)(q, t), S(+)
exp (q, ω) peut être exprimé

sous la forme

S(+)
exp (q, ω) = EISF (q)R̃(q, ω) + (1− EISF (q))(φ̃(+) ∗ R̃)(q, ω) . (III.27)

Afin de tenir en compte du comportement asymptotique auto-similaire qui

est considéré comme une propriété universelle de la dynamique des protéines,

la fonction Mittag-Leffler ”étirée”, qui est caractérisé par une décroissance

asymptotique en loi de puissance exprimée dans l’équation (III.23), a été uti-

lisée pour décrire la fonction de relaxation (voir équation (III.19)). En utilisant
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la relation suivante entre φ̃(+)(q, ω) et la transformée de Laplace de φ(+)(q, t)

φ̃(+)(ω)
ε→0∼ 1

π
Re{φ̂(+)(iω + ε)}, (III.28)

tels que φ̃(+)(q, ω) est définie dans l’équation (III.25) et

φ̂(+)(s) =

∫ ∞

0

dt exp(−st)φ(+)(t), (Re{s} > 0) (III.29)

définit la transformée de Laplace de φ(+)(t) et étant donnée l’expression sui-

vante de la transformée de Laplace correspondante à la fonction ML ”étirée”

φ̂(+)(s) =
1

s(1 + s−α)
, (III.30)

on peut trouver facilement la forme analytique simple ci-dessous de la trans-

formée de Fourier de la fonction Mittag-Leffler ”étirée”,

φ̃(+)(ω) = Lα(ω), (III.31)

avec

Lα(ω) =
sin
(
πα
2

)

πω
(
ω−α + ωα + 2 cos

(
πα
2

)) (III.32)

peut être considérée comme une fonction Lorentzienne généralisée. Il faut no-

ter que la dépendance en q des toutes les fonctions dans les équations (III.28),

(III.30), (III.31) et (III.32) est omise pour simplifier la notation. Toutes ces fonc-

tions sont également exprimées sans échelle de temps.

L’auto-similarité asymptotique aux temps longs de la fonction ML ”étirée”

(III.23) correspond en utilisant (III.28) à la forme asymptotique ci-dessous de

φ̃(+)(q, ω) aux petites fréquences,

Lα(ω)
ω→0∼ sin

(πα
2

)ωα−1

π
(III.33)

ce qui représente une forme également auto-similaire en loi de puissance.

Le défi maintenant est de construire une forme analytique de S
(+)
exp (q, ω)

ajustable aux données expérimentales. Pour un modèle analytique donné du

spectre de résolution R̃(q, ω), la convolution de ce dernier avec le modèle
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de diffusion φ̃(+)(q, ω) décrit dans les équations (III.31) et (III.32) n’est pas

facile à trouver analytiquement. On représente dans la section qui suit une

méthode semi-analytique pour la convolution des deux modèles de ”fit”

donnés, φ̃(+)(q, ω) et R̃(q, ω).

3.2. Méthode de convolution semi-analytique. Considérons la convolu-

tion en fréquences des deux fonctions φ̃(+)(ω) et R̃(ω) représentant les trans-

formées de Fourier respectives de φ(+)(t) et R(t),

φ̃
(+)
R (ω) = φ̃(+)(ω) ∗ R̃(ω), (III.34)

où la forme de l’intégrale de convolution est introduite dans l’équation (III.16)

et la transformée de Fourier de chacune des deux fonctions φ(+)(t) et R(t) est

définie tel qu’on l’a fait dans l’équation (III.25) pour φ(+)(t).

La convolution en fréquences correspond à un simple produit en temps,

φ̃
(+)
R (ω)↔ φ

(+)
R (t) = φ(+)(t)R(t) et comme on l’a montré dans l’équation (III.28),

elle peut être exprimée en fonction de la transformée de Laplace de φ(+)
R (t) tel

que,

φ̃
(+)
R (ω)

ε→0∼ 1

π
Re{φ̂(+)

R (iω + ε)}, (III.35)

où

φ̂
(+)
R (s) =

∫ ∞

0

dt exp(−st)φ(+)(t)R(t) (Re{s} > 0) (III.36)

est la transformée de Laplace correspondante.

On détaille ici une méthode clé développée dans le domaine de Laplace [57]

qui permet de donner une approximation de φ̂(+)
R (s) et cela en écrivant la trans-

formée de Laplace inverse de R̂(s) de la forme suivante,

R(t) =
1

2πi

∮

C

ds estR̂(s), (III.37)
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où C est un contour fermé contenant toutes les singularités de la transformée

de Laplace de la fonction de résolution R̂(s), et en appliquant ensuite l’ap-

proximation Padé [71, 72, 73] sur la transformée de Laplace de la fonction de

résolution,

R̂(s) ≈ P (s)

Q(s)
, (III.38)

avec P (s) et Q(s) sont deux polynômes représentants les approximants cal-

culés par l’intermédiaire du théorème des fractions continues. Ils sont d’ordres

respectifs m et n et développés en s− s0 où s0 est le point référence dans l’ap-

proximation Padé.

On note d’autre part les racines du polynôme Q(s), (s1, ..., sk, ..., sn) qui

représentent les singularités de R̂(s) et on assume afin de simplifier les no-

tations que toutes les racines de Q(s) ont une multiplicité égale à 1 tel que

Q(s) = (s − s1) × ...(s − sk) × ...(s − sn). En utilisant le théorème des résidus

sur R(t), on peut écrire

R(t) =
∑

k

Res
(
R̂(s)eskt, sk

)

≈
∑

k

cke
skt

(III.39)

où les coefficients ck ont la forme

ck = lim
s→sk

{
(s− sk)

P (s)

Q(s)

}
. (III.40)

Comme on le montre ci-dessous, une approximation de la transformée de

Laplace φ
(+)
R (t) peut par la suite être obtenue sous la forme d’une somme

pondérée de la transformée de Laplace considérée φ̂(+)(s) d’arguments décalés
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de sk [57] tel que,

φ̂
(+)
R (s) ≈

∫ +∞

0

dt e−stφ(+)(t)(
∑

k

esktck)

=
∑

k

ck

∫ +∞

0

dt e−(s−sk)tφ(+)(t)

=
∑

k

ck φ̂
(+)(s− sk).

(III.41)

Exemple : Afin de tester sa validité, on applique la méthode semi-

analytique de convolution détaillée ci-dessus sur l’exemple de l’auto-

convolution de deux fonctions Gaussiennes normalisées ayant chacune la

forme suivante [57],

Gσ(ω) =
e−

ω2

σ2√
2πσ

. (III.42)

Elle représente la transformée de Fourier de la fonction

gσ(t) = e−
−(tσ)2

2 (III.43)

dont la transformée de Laplace est

Ĝσ(s) =

√
π
2
e
s2

2σ2 erfc( s√
2σ

)

σ
, (III.44)

où erfc(x) = 2√
π

∫∞
x
dt e−t

2 est la fonction d’erreur complémentaire [65].

Le résultat de l’auto-convolution en ω des deux Gaussiennes est une fonc-

tion gaussienne d’écart type
√

2σ ayant l’expression suivante,

(Gσ ∗Gσ)(ω) =
e−

ω2

4σ2

2
√
πσ

. (III.45)

La figure (III.7) montre une comparaison entre la fonction Gaussienne auto-

convoluée exacte exprimée dans l’équation (III.45) pour σ = 1 (ligne continue
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FIGURE III.7. La fonction gaussienne auto-convoluée exacte

(Gσ ∗ Gσ)(ω) exprimée dans l’équation (III.45) (ligne cotninue

noire) et celle obtenue en utlisant l’approximation de Padè (ligne

discontinue rouge) [57].

noire) et celle calculée par la méthode de convolution développée dans la sec-

tion (3.2) (ligne pointillée rouge) en appliquant l’approximation Padé sur Ĝσ(s)

avec s0 = 1 et les ordres des polynômes P (s) et Q(s) sont m = n = 8.

3.3. Modèle pour la résolution instrumentale. En utilisant (III.27) et

en introduisant un paramètre d’échelle τ , le modèle pour l’ajustement des

données QENS pour l’enzyme libre et inhibée devient de la forme,

S(+)
exp (q, ω) = EISF (q)R̃(q, ω) + (1− EISF (q))(Lα,τ ∗ R̃)(q, ω) (III.46)

où

Lα,τ (ω) = τLα(τω) (III.47)

où Lα(ω) est définie dans l’équation (III.32). De la même manière que l’ana-

lyse temporelle, l’EISF renseignant sur les amplitudes des mouvements ato-

miques moyennés est ici un paramètre ajusté simultanément avec la partie
65



quasi-élastique qui est décrite par les deux paramètres de forme et d’échelle

α et τ . Une différence principale entre les deux analyses est le fait que dans

le domaine temporel la résolution instrumentale a été éliminée en utilisant la

méthode de déconvolution décrite dans la section (2.3) alors qu’en fréquences

où on ajuste des spectres convolués avec la résolution instrumentale R(q, ω),

on a besoin d’un modèle pour cette dernière. Dans la suite, on décrit un modèle

”raffiné” pour la résolution instrumentale du spectromètre IN6 de l’institut

Laue-Langevin à Grenoble qui est représentée par des spectres de Vanadium

dépendant de q et mesurés à une température ambiante. Ces spectres sont

décrits le plus souvent par une ou une somme de fonctions Gaussiennes mais

comme le montre la figure (III.8) la fonction Gaussienne (courbe pointillée

rouge) peut bien ”fitter” le pic central du spectres mais pas les ailes. Afin

d’améliorer le ”fit” et de tenir plus en compte des ailes, on propose un modèle

pour R̃(q, ω) où on convolue une fonction gaussienne normalisée avec une Lo-

rentizenne généralisée,

R̃(ω) = (LαR,τR ∗Gσ)(ω) (III.48)

où la fonction Gσ(ω) est exprimée dans l’équation (III.42) et LαR,τR(ω) =

τRLαR(τRω) est une forme mise en échelle temporelle de la fonction (III.32).

Pour αR = 1, (III.48) est exactement une fonction de Voigt [65], on peut

considérer alors que le résultat de la convolution est en effet une fonction de

”Voigt généralisée”.

L’ajustement du modèle (III.48) aux spectres expérimentaux de Vanadium

a été pratiquement fait en deux étapes ; on a commencé en ajustant les spectres

à l’expression (III.42). Le σ résultant a été fixé en deuxième étape dans l’ex-

pression (III.48) en ajustant les paramètres restants αR et τR. La convolution

est obtenue grâce à la méthode semi-analytique de convolution décrite dans la

section (3.2) en appliquant l’approximation de Padé sur Ĝσ(s) exprimée dans
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FIGURE III.8. Représentation Lin-Log du spectre de la

résolution instrumentale (points oranges) pour q = 1 Å−1 et le

”fit” correspondant en utilisant le modèle décrit dans l’équation

(III.48) (courbe continue noire) Vs le ”fit” en utilisant une simple

Gaussienne (ligne discontinue noire) [57]. ω est ici un transfert

d’énergie.

l’équation (III.44). Les polynômes P (s) et Q(s) sont d’ordres m = n = 8 et le

point référence choisi est égal à la valeur du σ ”fitté”. La figure (III.8) montre

le spectre de Vanadium pour q = 1Å−1 (les points jaunes) et le ”fit” corres-

pondant (ligne noire) en utilisant le modèle raffiné décrit ci-dessus [57]. Le

paramètre σ ajusté est égal à 0, 036 meV ce qui est cohérent avec la résolution

élastique du spectromètre IN6 égale à 70 µeV pour le neutron incident de lon-

gueur d’onde, λ = 5, 12Å.

3.4. Résultats dans le domaine des fréquences. La partie gauche de la

figure (III.9) montre le spectre QENS convolué avec la résolution instrumen-

tale correspondant à l’enzyme hAChE libre (courbe pointillée bleue) pour une

seule valeur de q = 1Å−1 et le ”fit” correspondant selon la forme (III.46) en
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utilisant les modèles (III.48) et (III.31) respectivement pour la résolution ins-

trumentale R̃(q, ω) et la contribution QENS, φ̃(q, ω), où la convolution des

deux modèles a été obtenue en appliquant la méthode de convolution semi-

analytique décrite dans la section (3.2)[57].

La courbe grise dans la partie droite de la même figure (III.9) représente

la différence des spectres QENS correspondants à l’enzyme libre (hAChE)

et inhibée (hAChE+HupA) et celle en Maganta représente la différence des

modèles d’ajustement correspondants [57]. Les différences observées sont sub-

tiles et sont de l’ordre inférieur à un pour-cent. Comme on peut le voir, l’ajus-

tement reproduit très bien les données expérimentales, ce qui montre que le

modèle utilisé convoluée avec la résolution instrumentale est sensible à ces

petits changements dans la dynamique interne de l’enzyme hAChE.

La diminution de l’amplitude de la ligne élastique montrée dans la figure

(III.9) est similaire pour tous les valeurs de q (ceci n’est pas montré ici) et elle

est systématiquement récompensée par un élargissement de la bande quasi-

élastique, ce qui est imposé par la normalisation des spectres exprimée dans

l’équation (III.12). Le changement de la dynamique interne de l’enzyme est

alors aussi systématique et cela peut se voir également dans la variation du

paramètre EISF ajusté représenté dans la figure (III.10). Les valeurs de l’EISF

ajustées correspondes à l’enzyme inhibée sont systématiquement moins im-

portantes que celles de l’enzyme en forme libre ce qui peut être traduit par

une augmentation des amplitudes moyennées des atomes d’hydrogène [57].

Concernant les paramètres de forme α et d’échelle de temps τ , les deux

diminuent en q comme le montre la figure (III.11) ce qui indique que les mou-

vements localisés sont plus rapides et moins exponentiels que les mouvements

globaux. Dans le cas de l’enzyme inhibée par le ligand HupA, les valeurs du

paramètre τ ajusté sont systématiquement plus importantes et les valeurs α

68



									Difference	of	
Data	

									Difference	of	Fits	

FIGURE III.9. Partie gauche : Le spectre QENS pour l’enzyme

hAChE libre (points bleus) pour q = 1 Å−1 et le ”fit” correspon-

dant selon la forme (III.46) (ligne en maganta). Partie droite : La

différence des spectres QENS mesurées entre l’enzyme libre et

inhibée pour q = 1 Å−1 (ligne grise) et la différence des modèles

de ”fit” correspondants (ligne en maganta) [57].

sont plus petites. La dynamique de l’enzyme hAChE devient alors plus lente

et de forme moins exponentielle sous l’effet de l’inhibition du ligand [57].

La variation en q des paramètres ajustés dans le domaine des fréquences

et la différence entre les deux systèmes enzyme sans et avec ligand sont

systématiques et cohérentes avec celles trouvées dans le domaine du temps

présentées dans les figures (III.5) et (III.6). Toutefois et contrairement aux pa-

ramètres ajustés en temps, la dépendance du paramètre α en q est ici plus pro-

noncée et celle du paramètre τ semble être plus faible. Cela peut s’expliquer

par la forte inter-dépendance des paramètres de ”fit” ainsi que l’effet impor-

tant de la résolution instrumentale qui masque une grande partie du véritable

facteur de structure dynamique.
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FIGURE III.10. Les valeurs des EISF dépendant de q ajustées

dans le domaine des fréquences correspondants au hAChE libre

et celle inhibée (bleu et rouge respectivement). Les barres d’er-

reurs ne sont pas ici visibles [57].

FIGURE III.11. La dépendance en q des paramètres ajustés τ et

α et les ”fit” linéaires correspondants correspondants à l’enzyme

libre (bleu) et inhibée (rouge). Les barres d’erreur sont également

présentées mais pas trop visibles pour certaines valeurs de q [57].
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Il est important de mentionner que l’estimation des barres d’erreur qui

est assurée dans le travail présent par le package ”Wolfram Mathematica”

ne semble pas être crédible surtout dans le cas de l’EISF (q) où les valeurs

des barres d’erreurs sont presque nulles (voir les figures (III.5) et (III.10)). La

comparaison entre les résultats trouvés en temps et en fréquences ainsi que la

comparaison entre les différences des spectres expérimentaux et les différences

des courbes ajustées correspondantes (ce qui est montré dans la figure (III.9))

forment le seul moyen pour pouvoir montrer la qualité du modèle utilisé.

3.5. Interprétation des résultats. On a montré dans la section précédente

qu’en suivant une méthode d’analyse minutieuse avec l’utilisation d’un

modèle adéquat, on est capable de détecter des changements subtiles mais

systématiques dans la dynamique de l’enzyme hAChE sous l’effet inhibiteur

du ligand non-covalent HupA. Ces changements sont bien visibles dans la va-

riation et les différences systématiques des paramètres ajustés entre enzyme

sans et avec ligand.

Afin de donner une interprétation des paramètres ajustés, on considère le

modèle de diffusion confinée d’une particule classique dans un potentiel har-

monique de la forme

V (x) =
1

2
Kx2, (K > 0), (III.49)

(x est la position de la particule diffusante) décrit par le processus Ornstein-

Uhlenbeck (OU) [74] où la fonction d’auto-corrélation de déplacement décroit

de manière exponentielle,

〈x(0)x(t)〉 =
〈
x2
〉

exp(−ηt) (III.50)

et la constante de relaxation η est reliée à la constante de diffusion D par

D =
〈
x2
〉
η. (III.51)
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Afin de décrire des processus de relaxation non exponentiels, l’équation de

Fokker-Planck a été généralisée en une équation fractionnaire et la fonction

Mittag-Leffler ”étirée” apparaı̂t dans sa solution générale, décrivant un proces-

sus OU fractionnaire [75, 76]. La fonction d’auto-corrélation de déplacement

correspondante est de la forme,

〈x(0)x(t)〉 =
〈
x2
〉
Eα(−ηαtα), (III.52)

où ηα est la constante de relaxation ”fractionnaire” tel que ηα = τ̃ 1−αη, (τ̃

est un paramètre d’échelle de temps introduit dans l’équation Fokker-Planck

fractionnaire). Le modèle correspondant décrit la diffusion d’un atome de la

protéine dans un potentiel harmonique ”rugueux” qui peut avoir la forme,

Vr(x) = V (x) + δV (x) (III.53)

où V (x) est la composante ”lisse” qui tend à maintenir x à zéro et la compo-

sante δV (x) est la composante ”rugueuse” qui tend à piéger temporairement

x dans l’un des minima locaux [77].

Ce modèle décrivant la diffusion de la variable x correspondant à un atome

représentatif de la protéine dans un potentiel rugueux peut être assimilé à

l’image du ”paysage d’énergie libre” proposé par Hans Frauenfelder qui décrit

la surface d’énergie potentielle de la protéine en fonction de ses coordonnées

conformationnelles et représente de manière qualitative la dynamique de la

protéine sous forme d’une succession des sauts configurationnels entre les mi-

nima de son énergie libre représentants les sous-états conformationnels [78].

Motivé par l’idée de Frauenfelder, Zwanzig a développé en 1988 un modèle de

diffusion dans un potentiel unidimensionnel rugueux en donnant une forme

Gaussienne au coefficient du diffusion effectif en fonction de la hauteur de

barrière séparant les minima locaux [79] (voir la suite de cette section).
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On considère ici la diffusion da la variable dynamique décrite dans

l’équation (III.5) dans un potentiel harmonique rugueux tel que,

x(t) ≡ δρα(q, t). (III.54)

La figure (III.12) représente un sketch d’un potentiel harmonique rugueux.

x

V(x)

FIGURE III.12. Sketch d’un potentiel harmonique rugueux.

Le paramètre EISF ajusté indique qu’en présence du ligand HupA les am-

plitudes moyennées des mouvements des atomes d’hydrogène deviennent

plus larges, ce qui correspond à une diminution des constantes de force

de la composante lisse du potentiel harmonique [57]. Ceci correspond dans

l’analyse en modes normaux à un ”ramollissement” des modes de basses

fréquences. Les résultats qu’on trouve sont ainsi compatibles avec des obser-

vations faites par Peters et al [80] et Balog et al [81]. Les derniers trouvent au

moyen des modes normaux que la présence du médicament anticancéreux le

méthotrexate ”ramollisse” les vibrations de basses fréquences de la protéine, le

dihydrofolate. Cette observation ne peut toutefois pas être généralisée puisque

des résultats contraires correspondants à la même enzyme hAChE sont obte-

nus en présence du ligand covalent le Soman qui se fixe à l’enzyme d’une
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manière irrévesible [82]. L’augmentation des amplitudes moyennées des mou-

vements d’atomes d’hydrogène peut être expliquée par le fait que le ligand

se fixe d’une manière réversible engendrant des changements de conforma-

tions importants de la molécule et que les échelles de temps vues par le neu-

tron qui s’étend sur quelques pico-secondes sont beaucoup plus courtes que

celles de la cinétique de la fixation du ligand qui s’étend sur quelques nanose-

condes [83, 54]. La vision que le neutron donne représente alors une superpo-

sition de différents états de la molécule moyennés entre enzyme en état libre

et en état de fixation avec ligand.

Le paramètre α ajusté montre que la relaxation devient moins exponentielle

en présence du ligand [56, 57]. Afin de donner une interprétation physique aux

résultats trouvés correspondants à ce paramètre, on écrit la fonction Mittag-

Leffler comme une superposition continue des fonctions exponentielles

φ(+)(t) =

∫ ∞

0

dλ p(λ) exp(−λt) (III.55)

avec λ est un taux de relaxation adimensionnel et le spectre de taux de relaxa-

tion [84]

p(λ) =
sin (πα)

πλ (λ−α + λα + 2 cos (πα))
(III.56)

qui est normalisé tel que
∫∞

0
dλ p(λ) = 1. La forme (III.56) est obtenue en utili-

sant [85]

p(λ) =
1

π
lim
ε→0

(
Im
{
φ̂(+)(−λ− iε)

})
(III.57)

avec φ̂(s) est la transformée de Laplace de la fonction de relaxation dont l’ex-

pression est donnée dans l’équation (III.30).

Démonstration de (III.57) : En effet en appliquant la transformée de La-

place sur (III.55) et en remplaçant λ par µ, on obtient

φ̂(+)(s) =

∫ ∞

0

dµ
p(µ)

µ+ s
. (III.58)
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En utilisant cette dernière, on a

1

π
Im
{
φ̂(+)(−λ− iε)

}
=

1

π

∫ ∞

0

dµ Im

{
p(µ)

µ− λ− iε

}

=
1

π

∫ ∞

0

dµ p(µ)
ε

(µ− λ)2 + ε2
.

(III.59)

Dans la limite ε→ 0, (III.59) aboutit à

lim
ε→0

1

π
Im
{
φ̂(+)(−λ− iε)

}
=

∫ ∞

0

dµ δ(µ− λ)p(µ)

= p(λ).

(III.60)

Le cas particulier α = 1 peut être facilement traité en utilisant la relation (III.57)

et l’expression (III.30) pour la transformée de Laplace φ̂(+)(s). Dans ce cas, on

trouve p(λ) = limε→0
1
π

ε
(1−λ)2+ε2

= δ(1− λ).

Afin de donner une interprétation physique de l’hétérogénéité des taux de

relaxation, on utilise le modèle de Zwanzig pour la diffusion dans un poten-

tiel harmonique effectif rugueux. Dans la référence [79], Zwanzig a dérivée

la forme Gaussienne ci-dessous pour le coefficient de diffusion, exprimée en

fonction de la hauteur de barrière d’énergie entre deux minima

D = D0 exp
(
−[β∆E]2

)
, (III.61)

où β = 1
kBT

(kB étant la constante de Boltzmann). Il est important de men-

tionner que Zwanzig considère dans son modèle une diffusion normale dans

un potentiel à rugosité mono-disperse (∆E = constante). Dans le cas présent,

on considère la diffusion anormale dans un potentiel rugueux à rugosité poly-

disperse.

En utilisant la proportionnalité du coefficient de diffusion et de la constante

de relaxation et en introduisant la hauteur de barrière d’énergie adimension-

nelle

ε = β∆E, (III.62)
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on obtient par la suite la forme ci-dessous sans dimension pour le tau de re-

laxation

λ =
η

η0

= exp
(
−ε2
)

(III.63)

ce qui permet de traduire le spectre du taux de relaxation p(λ) en un spectre

de hauteurs de barrière énergétique p(ε) = |dλ
dε
|p(λ), qui a la forme analytique

ci-dessous,

p(ε) =
1

π

2ε sin(πα)

exp(αε2) + exp(−αε2) + 2 cos(πα)
. (III.64)

et qui dépend uniquement du paramètre α.

La figure (III.13) montre les spectres des hauteurs des barrières d’énergie

dépendant de q correspondants à l’enzyme libre et inhibée qui sont obtenus en

utilisant les paramètres α ajustés dans le domaine du temps et présentés dans

la figure (III.6) [56]. La figure (III.13) montre que les spectres correspondants à

l’enzyme inhibée (courbes en rouge) sont décalés vers des barrières d’énergie

plus élevés ce qui indique que la fixation du ligand mène à la diffusion de

notre variable dynamique (III.54) dans un potentiel plus ”rugueux”. Pour cha-

cune des deux séries de spectres, ces derniers sont décalés pour des valeurs

de q croissantes vers des valeurs de barrières plus élevées. Cette observation

montre que les mouvements protéiques locaux prennent lieu dans un potentiel

plus ”rugueux” que les mouvements globaux.

Les résultats trouvés peuvent être résumés dans le sketch (III.14) qui

montre la superposition des potentiels d’énergie correspondants à l’enzyme

inhibée (potentiel en rouge) et l’enzyme libre (potentiel en bleu). Dans le cas

de l’enzyme inhibée, la surface d’énergie du potentiel est plus rugueuse en

reflétant ainsi le ”shift” des spectres de barrières d’énergie vers des valeurs

plus importantes et la courbure du potentiel est plus réduite ce qui traduit
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Increasing	q	

FIGURE III.13. Les spectres de barrières d’énergie modèles ob-

tenus en utilisant les paramètres α ajustés présentés dans la par-

tie droite de la figure (III.11) pour q = 0, 5/0, 6...1, 6 Å−1 (de haut

vers le bas) [56].

l’augmentation des amplitudes moyennées des mouvements des atomes d’hy-

drogène dans le cas du présence du ligand HupA. Il est important de noter que

l’irrégularité des potentiels reflète l’hétérogénéité des taux de relaxation.
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δρα

V(δρα)

FIGURE III.14. Sketch du potentiel d’énergie effectif correspon-

dant à l’enzyme hAChE libre (bleu) et en complexe avec le ligand

HupA (rouge) [56].
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Chapitre 4

Contexte physique et mathématique du modèle QENS

1. Description ab initio des phénomènes de relaxation

Une justification de l’utilisation de la fonction ML ”étirée”, pour décrire

les fonctions de relaxation mesurées, peut être développée dans le cadre de

la généralisation de l’équation de Langevin qui décrit le mouvement stochas-

tique d’une particule brownienne.

1.1. Équation de Langevin. Le mouvement brownien doit son nom à Ro-

bert Brown, un botaniste anglais qui décrivit en 1827 son observation au mi-

croscope de l’agitation incessante et chaotique des petites particules de taille

d’ordre du micromètre, associées à des grains de pollen du Clarkia Pulchella

dispersées dans l’eau et il se posa la question sur la nature de ce mouvement

stochastique [86]. Il fallait attendre longtemps pour que cette observation soit

traitée de point de vue théorique.

Paul Langevin a proposé en 1908 une équation de mouvement pour décrire

le mouvement brownien [87], en supposant qu’une particule brownienne de

masse M est soumise à deux types de forces résultantes de son interaction avec

son milieu ambiant :

— Une force de frottement proportionnelle à la vitesse v de la forme,

−αv, où α = 6πµa est le coefficient de friction déterminé par la loi de

Stokes et exprimée en fonction du diamètre de la particule (supposée

sphérique), a, et la viscosité du solvent, µ.
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— Une force stochastique Fs(t) due à l’impact des collisions aléatoires

avec les molécules du fluide environnant et indépendante de la vitesse

de la particule brownienne. Sans cette force, la résistance visqueuse

finirait par arrêter la particule brownienne.

L’équation de Langevin décrivant le mouvement d’une particule brownienne

libre soumise à ces deux forces est alors,

M
dv

dt
= −αv + Fs(t), (IV.1)

en mentionnant ici qu’on considère une seule direction dans un système

considéré isotrope.

Pour les considérations suivantes il convient d’écrire l’équation (IV.1) sous

une forme normalisée par la masse,

dv

dt
+ ηv = fs(t) (IV.2)

où η = α/M et fs(t) = Fs(t)/M .

La force stochastique fs(t) est représentée par un ”bruit blanc” Gaussien

vérifiant

〈fs(t)〉 = 0, (IV.3)

et

〈fs(t)fs(0)〉 = 2αkBTδ(t), (IV.4)

où kB est la constante de Boltzmann, T est la température en Kelvin et 〈. . .〉 est

une moyenne temporelle. La distribution de Dirac δ(t) indique qu’il n’y a pas

d’auto-corrélation de la force aléatoire à l’échelle de temps caractéristique de

la vitesse de la particule brownienne. On parle d’une séparation des échelles

de temps entre celle de la force aléatoire (variable dynamique ”rapide”) et celle

de la vitesse (variable dynamique ”lente”). L’équation (IV.4) montre que l’am-

plitude de la force fluctuante est reliée au coefficient de frottement α décrivant
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la dissipation de l’énergie cinétique de la particule browonienne. Cette relation

est bien connue sous le nom de la relation ’fluctuation-dissipation’ [88].

Pour les considérations discutées, il convient de définir la fonction d’auto-

corrélation de vitesse normalisée

ψ(t) =
〈v(t)v(0)〉
〈v2〉 . (IV.5)

La séparation des échelles de temps mentionnée auparavant mène à

〈fs(t)v(0)〉 = 0, (IV.6)

où 〈. . .〉 est ici une moyenne sur les états initiaux de la vitesse, ce qui donne à

partir de l’équation (IV.2) une équation différentielle de la forme

d

dt
ψ(t) + ηψ(t) = 0 , (IV.7)

dont la solution est une fonction exponentielle,

ψ(t) = exp(−ηt). (IV.8)

La séparation entre les mouvements lents de la ”grosse” particule brownienne

et les mouvements rapides des molécules ”légères” du fluide ambiant conduit

donc à une fonction de relaxation qui décroit de manière exponentielle.

1.2. Équation de Langevin généralisée. La séparation des échelles de

temps était une hypothèse justifiée dans le cas de la particule brownienne, mais

elle n’est pas valable si la particule considérée est en interaction avec des parti-

cules de la même taille et masse, comme dans un liquide homogène. Elle n’est

pas non plus valable dans un système complexe où une multitude de variables

dynamiques avec des échelles de temps caractéristiques très différentes, sont

couplées.

Afin d’éviter l’hypothèse de séparation des échelles de temps, R. Zwanzig

et H. Mori ont développé un formalisme de projection qui permet d’établir une
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équation de mouvement pour les fonctions de corrélation d’un ensemble quel-

conque de variables dynamiques A1(t), . . . , Af (t), sans recourir à l’hypothèse

de la séparation des échelles de temps concernant la ”variable d’intérêt” et

le ”reste” [88, 89]. Dans ce contexte, ils dérivent une équation de Langevin

généralisée (ELG) qui a la forme de l’équation de Langevin, mais qui est une

équation de mouvement parfaitement déterministe.

La théorie de l’ELG est basée sur le concept de projection, et pour cette rai-

son on définit le produit scalaire (A,B) des deux observables classiquesA(p, q)

et B(p, q) par la moyenne thermique,

(A,B) =

∫
dnp dnq ρeq(p, q)A

∗(p, q)B(p, q) (IV.9)

où (p, q) est l’ensemble des quantités de mouvements et coordonnées

généralisées et ρeq = exp(−βH(p, q))/
∫
dnp dnq H(p, q) est la fonction de dis-

tribution d’équilibre, où H(p, q) est la fonction de Hamilton du système. On

note qu’une fonction de corrélation est un produit scalaire de la forme

cAB(t) = 〈A∗(0)B(t)〉 = (A(0), B(t)) (IV.10)

On se limite ici au cas d’une seule variable d’intérêt, ainsi qu’à une description

du système en question dans le cadre de la mécanique classique.

L’opérateur de projection sur une variable de l’espace de phase A ≡ A(p, q)

est construit tel que

P = A(A,A)−1(A, .) (IV.11)

et le projecteur orthogonal

Q = 1−P, (IV.12)

ce qui permet de construire des variables de l’espace de phase qui sont non

corrélées. En introduisant l’opérateur de Liouville

L =
∑

i

{
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

}
(IV.13)
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et en supposant qu’une variable dynamique A(p, q) appartient à un sous-

espace uni-dimensionnel des ”variables pertinentes” et ne dépend pas explici-

tement du temps (A ≡ A(p(t), q(t))), on obtient

dA(t)

dt
= LA(t) (IV.14)

ce qui donne la solution formelle

A(t) = exp(tL )A(0). (IV.15)

Dans le but de dériver l’équation de Langevin généralisée, on écrit l’opérateur

de Liouville sous la forme de la somme de deux parties orthogonales par rap-

port à une variable dynamique A choisie,

L = PL + QL , (IV.16)

où les projecteurs P et Q sont donnés par les équations (IV.11) et (IV.12). PL

permet de générer des déplacements infinitésimaux en temps dans un sous-

espace de l’espace de phase et QL dans le sous-espace orthogonal, des va-

riables ”non pertinentes”. On utilise la forme suivante pour l’opérateur iden-

tité [88]

etL = etQL +

∫ t

0

dτe(t−τ)L PL eτQL (IV.17)

et on multiplie par la suite les deux côtés de l’équation (IV.17) par QLA [88].

Le développement du côté gauche de l’équation (IV.17) donne d’une part

etL QLA =
∂

∂t
A(t) + etLA︸ ︷︷ ︸

A(t)

(A,A)−1(A,LA). (IV.18)

En introduisant d’autre part la force généralisée

f+(t) = etQL QLA (IV.19)
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le côté droit de l’équation (IV.17) peut être développée sous la forme suivante

etQL +

∫ t

0

dτe(t−τ)L PL eτQL

= f+(t)−
∫ t

0

dτA(t− τ)(A,A)−1(LA, f+(τ)). (IV.20)

L’égalité des deux équations (IV.18) et (IV.20) aboutit à la fin à une équation

de mouvement déterministe de la forme générale

∂

∂t
A(t) + ΩA(t) +

∫ t

0

dτκ(t− τ)A(τ) = f+(t) (IV.21)

où Ω a la forme

Ω = (A,A)−1(A,LA) (IV.22)

et le noyau κ(t), également appelée fonction mémoire, est donnée par

κ(t) = (A,A)−1(LA, f+(t)). (IV.23)

Sachant que (A,LA) = (A(0), Ȧ(0)) = 0 pour un système classique qui est

symétrique dans le temps, il en suit que dans le cas classique

Ω = 0, (IV.24)

et sachant que LA = Ȧ(0) = f+(0), la fonction mémoire peut être écrite sous

la forme

κ(t) = (A,A)−1(f+(0), f+(t)). (IV.25)

Avec ceci l’équation (IV.21) ressemble donc à l’équation de Langevin normale,

∂

∂t
A(t) +

∫ t

0

dτκ(t− τ)A(τ) = f+(t) (IV.26)

si l’on interprète le terme de convolution comme terme de friction et la force

projetée comme force fluctuante. La relation ’fluctuation-dissipation’ est re-

trouvée en considérant la forme de la fonction mémoire qui est par construc-

tion la fonction d’auto-corrélation de la force f+(t) (équation (IV.25)).
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Par construction, la force projetée, f+(t), est orthogonale par rapport à

A ≡ A(0)

(A, f+(t)) = 0, (IV.27)

ce qui donne, partant de (IV.26), une équation de mouvement intégro-

différentielle fermée pour la fonction d’auto-corrélation, CAA(t) = (A(0), A(t)),

∂

∂t
CAA(t) +

∫ t

0

dτκ(t− τ)CAA(τ) = 0 (IV.28)

1.3. Modélisation de la fonction de relaxation. L’équation de Langevin

généralisée représente une forme qui peut être assimilée à l’équation de Lan-

gevin étant déterministe mais qui est très compliquée à résoudre. L’objectif de

cette section est de trouver la forme d’une fonction de corrélation qui vérifie

l’équation de Langevin généralisée tout en partant d’une connaissance de sa

forme asymptotique ainsi que celle de la fonction mémoire correspondante et

en se basant sur des arguments de mise en échelle et sur des outils de l’analyse

asymptotique.

La méthode de mise en échelle qu’on développe dans la suite et qui traite

l’aspect relaxation des fonctions de corrélation se situe dans le contexte d’une

continuité des travaux traitant différents aspects de la dynamique brownienne.

En 2003, G. Kneller, K. Hinsen et G. Sutmann ont étudié, par simulation d’un

fluide Lennard-Jones, l’effet de la variation de la masse d’une molécule cible

dans le solvant sur l’exponentialité de la fonction d’auto-corrélation de vi-

tesse [90]. Ce travail a montré que l’augmentation de la masse de la molécule

cible mène à une réduction de l’amplitude de la fonction mémoire et à une

forme exponentielle de la fonction d’auto-corrélation de vitesse, ce qui ca-

ractérise un comportement brownien. Plus tard, G. Kneller et G. Sutmann ont

montré que cet effet peut être obtenu mathématiquement par une procédure
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de mise en échelle de la fonction mémoire correspondante à la fonction d’auto-

corrélation de vitesse, sachant qu’elle porte un facteur 1/masse de la molécule

cible [91]. En 2014, G. Kneller a généralisé cette procédure de mise en échelle à

la diffusion anomale [92].

Le point de départ pour la procédure de mise en échelle est l’expression

de la fonction de relaxation à modéliser φ(q, t) exprimée dans l’équation (III.7)

qui s’agit d’une fonction d’auto-corrélation de la variable dynamique δρ̂α(q, t),

ce dernier exprime la variation de la transformée de Fourier en espace de la

densité de particule par rapport à sa valeur moyenne (voir équation (III.5)). La

variable dynamique à considérer est alors

A(q, t) = exp(iq ·Rα(t))− 〈exp(iq ·Rα)〉 (IV.29)

et cette dernière est dépendante dans notre cas de q.

La fonction d’auto-corrélation correspondante normalisée

φ(q, t) =
CAA(q, t)

CAA(q, 0)
(IV.30)

représente dans le cas classique une fonction symétrique dans le temps,

φ(q, t) = φ(q,−t), (IV.31)

et supposant que φ(−q, t) = φ(q, t). Il en résulte que Ω =

(A,A)−1(A(0), LA(0)) = ĊAA(q, 0) = 0, et la fonction de corrélation φ(q, t)

vérifie alors l’équation de Langevin généralisée

∂

∂t
φ(q, t) +

∫ t

0

dτ φ(q, t− τ)κ(q, τ) = 0. (IV.32)

En utilisant φ(q, 0) = 1, la transformée de Laplace de l’équation ci-dessus

conduit à la relation suivante entre les transformées de Laplace de la fonction
86



de relaxation et de la fonction mémoire

φ̂(q, s) =
1

s+ κ̂(q, s)
(IV.33)

où f̂(s) =
∫∞

0
dt exp(−st)f(t),Re{s} > 0 définie la transformée de La-

place d’une fonction quelconque f(t). La fonction de relaxation solution de

l’équation (IV.32) peut donc être écrite en utilisant l’intégrale de contour

φ(q, t) =
1

2πi

∮
ds

exp(st)

s+ κ̂(q, s)
. (IV.34)

1.3.1. Forme asymptotique de la transformée de Laplace de la fonction mémoire.

Afin de dériver une forme asymptotique de la transformée de Laplace de la

fonction mémoire à partir d’une fonction de relaxation correspondante qui

présente un comportement asymptotique en loi de puissance, on utilise un

théorème de l’analyse asymptotique développé par Hardy, Littelwood et Ka-

ramata (HLK) [93] et qui établie une relation entre les comportements asymp-

totiques d’une certaine classe de fonctions et leurs transformées de Laplace. En

introduisant la forme d’une fonction à variation lenteL(t) vérifiant la propriété

lim
t→∞

L(µt)/L(t) = 1, µ > 0 (IV.35)

et en prenant une fonction quelconque h(t) qui se comporte aux temps longs

comme L(t)tρ, avec ρ > −1 ( la fonction h(t) appartient à une classe de fonc-

tions dite à variation régulière), le théorème HLK dit que

h(t)
t→∞∼ L(t)tρ ⇐⇒ ĥ(s)

s→0∼ L(1/s)
Γ(1 + ρ)

s1+ρ
. (IV.36)

Les systèmes complexes présentent souvent des processus de relaxation à

comportement fortement non-exponentiel. On cite dans ce contexte plusieurs

travaux réalisés à des échelles de temps très variées qui observent le caractère

multi-échelle de la dynamique. Un mot clé à citer dans ce contexte est l”auto-

similarité’ qui est une propriété universelle des systèmes complexes [94, 42, 74,
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95]. Afin de prendre en compte le caractère auto-similaire et en lois d’échelle

de la dynamique des système complexe telles que sont les protéines, on part

d’une fonction de relaxation dont tout ce qu’on connait est la forme de son

comportement asymptotique aux temps longs qui est en loi de puissance tel

que,

φ(t)
t→∞∼ φ(∞)(t) ≡ t−α

Γ(1− α)
, (IV.37)

exprimée ici sans échelle de temps. Cette forme asymptotique nous permet

d’utiliser le théorème HLK introduit dans l’équation (IV.36) afin de trouver

une forme asymptotique de sa transformée de Laplace aux petits arguments

de Laplace (s→ 0) tel que,

φ(t)
t→∞∼ t−α

Γ(1− α)
⇐⇒ φ̂(s)

s→0∼ 1

s1−α . (IV.38)

En utilisant l’expression (IV.33) de la transformée de Laplace de la fonction

de relaxation, on obtient une forme asymptotique en loi de puissance pour la

transformée de Laplace de la fonction mémoire

κ̂(s)
s→0∼ s1−α . (IV.39)

1.3.2. Mise en échelle de la fonction mémoire. On considère la procédure sui-

vante de mise à l’échelle de la fonction mémoire

κ(q, t)→ κλ(q, t) = λκ(q, t) (IV.40)

avec λ est un réel positif qui tend vers 0. Puisque la fonction mémoire reflète

le couplage de la variable d’intérêt avec le reste des variables dynamiques du

système, λ→ 0 correspond alors à un couplage ”faible”.

La fonction d’auto-corrélation mise en échelle est obtenue en appliquant

la transformée de Laplace inverse de (IV.33) sur la fonction mémoire mise en
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échelle κλ(q, t) exprimée dans l’équation (IV.40). En effectuant un changement

de variable s→ λu1, on a

φλ(q, t) =
1

2πi

∮
ds

exp(st)

s+ λκ̂(q, s)

s→λu1=
1

2πi

∮
du1

exp(λu1t)

u1 + κ̂(q, λu1)
.

(IV.41)

Étant donnée la forme asymptotique de la transformée de Laplace de la fonc-

tion mémoire (IV.39), alors on a pour λ→ 0 et pour u1 → 0

κ̂(λu1)
λ→0∼ (λu1)1−α ≡ λ1−ακ̂(u1). (IV.42)

On répète la procédure de mise en échelle en effectuant un changement

de variable u2 = λ1−αu1 et après avec u3 = λ1−αu2... ainsi de suite. Après N

itérations, on obtient

φλ(q, t)
λ→0∼ 1

2πi

∮
duN

eλ
∑N−1
k=0

(1−α)k
uN t

uN + λ(1−α)N−1u1−α
N

. (IV.43)

En faisant tendre N → ∞, la fonction d’auto-corrélation mis en échelle prend

la forme suivante

φλ(q, t)
λ→0∼ 1

2πi

∮
du

eλ
1/αut

u+ u1−α . (IV.44)

Afin d’identifier la fonction φλ(q, t), on introduit à ce niveau l’expression

de la fonction Mittag-Leffler (ML) ’étirée’ et on utilise le fait qu’elle est la trans-

formée de Laplace inverse de 1/s(1 + s−α) [65], tel que

Eα(−tα) =
1

2πi

∮
ds

est

s(1 + s−α)
. (IV.45)

La fonction de relaxation mise en échelle φλ(t) peut alors être identifiée à une

fonction (ML) ”étirée”,

φλ(t)
λ→0∼ Eα(−λtα), (IV.46)

exprimée ici sans le paramètre d’échelle de temps τ .
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1.3.3. Dynamique brownienne fractionnaire. La fonction Mittag-Leffler

”étirée” a été couramment associées à la modélisation fractionnaire et

utilisée pour décrire des processus stochastiques à mémoire algébrique

longue [20, 25]. Elle représente la solution de l’équation différentielle

fractionnaire suivante [20]

d

dt
φ(+)(t) + 0D

1−α
t φ(+)(t) = 0 , (IV.47)

où φ(+)(t) vérifie la condition initiale φ(0) = 1 et le symbole 0D
1−α
t φ(+)(t) in-

dique la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville [96]

0D
1−α
t φ(+)(t) =

d

dt

∫ t

0

dt′
(t− t′)α−1

Γ(α)
φ(+)(t′). (IV.48)

Pour α = 1, 0D
1−α
t appliqué à φ(+)(t) représente une opération neutre et

l’équation (IV.47) devient d
dt
φ(+)(t) + φ(+)(t) = 0 dont la solution est la fonc-

tion exponentielle.

En appliquant la transformée de Laplace à l’équation (IV.47), on obtient

sφ̂(+)(s)− 1 + s(s−αφ̂(+)(s)) = 0 (IV.49)

ce qui conduit à la forme de la transformée de Laplace de la fonction (ML)

”étirée” précédemment mentionnée dans le texte,

φ̂(+)(s) =
1

s+ s1−α (IV.50)

et à la forme suivante de la transformée de Laplace de la fonction mémoire

associée

φ̂(+)(s) =
1

s+ κ̂sML(s)
←→ κ̂sML(s) = s1−α. (IV.51)

Il est important de noter que puisque le produit s−αφ̂(s) dans l’équation (IV.49)

correspond à une convolution de φ(t) et tα−1

Γ(α)
dans le domaine du temps, la

dérivée fractionnaire d’ordre 1− α qui apparait dans le temps revient en effet

à la forme particulière de la transformée de Laplace de la fonction mémoire
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correspondant à la fonction (ML) ”étirée” qui est en loi de puissance (voir

l’équation (IV.51)).

L’importance de la fonction (ML) ”étirée” provient aussi du fait qu’elle

est liée au modèle plus physique de la dynamique brownienne fraction-

naire (fBD) dans un potentiel harmonique et plus précisément le processus

Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire qui a été introduit par Mandelbrot et Ness

en 1968 [97]. Il s’agit d’une généralisation du processus Ornstein-Uhlenbeck

(OU) normal [98] en décrivant des processus stochastiques non-markoviens

avec des effets mémoires aux temps longs. Ce modèle a été utilisé pour décrire

les mouvements internes des protéines dans des expériences de spectrosco-

pie de corrélation de fluorescence sur des échelles de temps allant de la milli-

seconde jusqu’aux quelques secondes [13] ainsi que dans des expériences de

diffusion élastique et quasi-élastique de neutrons sur des échelles de temps

beaucoup plus courtes de l’orde des pico-nano-secondes [99, 63]. Le modèle de

la dynamique brownienne fractionnaire fait alors le lien entre les mouvements

protéiques rapides et la dynamique fonctionnelle de la protéine qui s’étend sur

des échelles de temps beaucoup plus longues.

2. Autosimilarité ”faible” de la fonction de relaxation Mittag-Leffler

”étirée”

Cette section concerne le développement d’une étude mathématique du

comportement asymptotique de la fonction Mittag-Leffler ”étirée”

φ(+)(t) = Eα(−tα) (0 < α ≤ 1), (IV.52)

(exprimée ici sans le paramètre d’échelle τ ) basée sur les outils de l’analyse

asymptotique et cela dans le but d’étendre ses comportements asymptotiques

aux temps longs et courts d’auto-similarité stricte à une auto-similarité ”faible”
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avec des comportements toujours similaires, ce qui représente une particu-

larité de la fonction (ML) et ce qui peut souligner son importance dans la

modélisation des phénomènes de relaxations multi-échelles dans les systèmes

complexes [100].

2.1. Étude du comportement asymptotique de la fonction (ML) ’étirée’

aux temps longs. Grâce à son comportement asymptotique en loi de puis-

sance, tel qu’il est exprimée dans l’équation (IV.37), la fonction (ML) ”étirée”

est par la suite invariante par rapport à un changement d’échelle t → µt, ce

qui caractérise un comportement asymptotique auto-similaire,

φ(+)(µt)

φ(+)(t)

t→∞∼ µ−α. (IV.53)

Dans l’analyse asymptotique, les fonctions qui vérifient la propriété ci-dessus

sont dites des fonctions à variation régulière. Karamata définit une fonction à

”variation régulière” comme ci-dessus et montre que toute fonction de cette

forme peut s’écrire sous la forme [93],

φ(+)(t) = L(t)t−α (IV.54)

tel que L(t) est une fonction à variation lente définie auparavant dans

l’équation (IV.35) ayant dans notre cas une forme plus forte tel que,

limt→∞ L(t) = 1. Il résulte de (IV.54) que

φ(+)(µt)

φ(+)(t)
=
L(µt)

L(t)
µ−α

t→∞∼ µ−α (µ > 0) . (IV.55)

Comme on peut le voir dans l’équation (IV.55), l’auto-similarité asymp-

totique caractérisée par un comportement ∼ µ−α est lentement atteinte aux

temps longs en passant uniformément par un régime d’auto-similarité ”faible”

caractérisée par la présence du rapport dépendant du temps, L(µt)
L(t)

[100].
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Étant donnée la forme de la transformée de Laplace de la fonction (ML)

”étirée” exprimée dans l’équation (III.30) et dans le but de trouver une forme

de L(t), on écrit

φ̂(+)(s) =

(
1

Γ(1− α)

1

1 + sα

)

︸ ︷︷ ︸
L(1/s)

Γ(1− α)

s1−α . (IV.56)

Puisque la forme ci-dessous est valable pour s → 0 on peut alors appliquer le

théorème HLK exprimée dans l’équation (IV.36),

φ̂(+)(s)
s→0∼ L(1/s)

Γ(1− α)

s1−α ⇒ φ(t)
t→∞∼ L(t)t−α (IV.57)

où la fonction lentement variante est de la forme,

L(t) =
1

Γ(1− α)

1

1 + t−α
(IV.58)

et tend vers le plateau L(∞) = 1
Γ(1−α)

.

FIGURE IV.1. Représentation Log-Log de la forme asymp-

totique L(t)/L(∞) pour trois valeurs de α égales à

0,2/0,4/0,8 [100].

93



Une forme asymptotique raffinée de φ(t), en comparaison avec l’expression

(IV.37), peut alors être obtenue

φ(+)(t)
t→∞∼ L(t)

L(∞)
φ(∞)(t) ≡ φ

(∞)
L (t) . (IV.59)

La figure (IV.1) montre une comparaison de la forme normalisée de la fonction

à variation lente L(t)
L(∞)

pour trois valeurs de α égales à 0,2/0,4/0,8 [100].

La forme asymptotique (IV.37) et la forme raffinée (IV.59) peuvent être com-

parées à la forme asymptotique générale de la fonction (ML) ”étirée” obtenue

par développement en séries [101],

φ(+)(t)
t→∞∼ −

M∑

k=1

(−1)k
t−kα

Γ(1− kα)
≡ φ

(∞)
M (t) . (IV.60)

La figure (IV.2) représente une comparaison des variations des trois formes

asymptotiques de la fonction (ML) ”étirée” φ(∞)(t), φ(∞)
L (t) et φ(∞)

M (t) définies

respectivement dans les équations (IV.37), (IV.59) et (IV.60) et cela pour trois

valeurs de α, égales à 0, 2/0, 4 et 0, 8. Pour la représentation de φ(∞)
M (t), on a

pris M = 10. Il est important de mentionner qu’en augmentant la valeur de M

on n’obtient pas nécessairement des domaines de validité plus larges en t mais

plutôt à des oscillations des courbes plus importantes. La figure (IV.2) montre

que pour des valeurs décroissantes de α, la forme asymptotique raffinée (IV.59)

est la plus représentative du comportement asymptotique de la fonction (ML)

”étirée” et la plus stable sur des domaines de temps plus larges [100].

2.2. Étude du comportement asymptotique des dérivées de la fonction

(ML) ”étirée” aux temps courts. L’objectif de cette section est de développer

un comportement asymptotique raffiné aux temps courts des dérivées de la

fonction (ML) ”étirée”. Dans ce but, on utilise le fait que la fonction ML peut

être écrite sous la forme d’une superposition continue des fonctions exponen-

tielles, ce qui est exprimée dans l’équation (III.55) du chapitre précédent. En
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FIGURE IV.2. Comparaison des représentations Log-Log de la

fonction φ(+)(t) (lignes bleues continues) et ses formes asymp-

totiques φ(∞)(t) (lignes bleues discontinues), φ
(∞)
L (t) (lignes

oranges continues) et φ(∞)
M (t) (lignes oranges discontinues) pour

trois valeurs de α = 0, 2 / 0, 4 et 0, 8 [100].

appliquant la k-ème dérivée à l’expression (III.55), on obtient la forme suivante

des dérivées k-éme de φ(+)(t) tel que,

dk

dtk
φ(+)(t) =

∫ ∞

0

dλ (−λ)kp(λ) exp(−λt). (IV.61)

L’équation ci-dessus montre que dk

dtk
φ(t) peut être lu comme étant la trans-

formée de Laplace de (−λ)kp(λ). Il est important de mentionner que dk

dtk
φ(t)

présente un comportement asymptotique aux temps courts en loi de puis-

sance,
dk

dtk
φ(+)(t)

t→0∼ −α(1− α) . . . (α− k)

Γ(1 + α)
tα−k. (IV.62)

La forme ci-dessus représente lak-ème dérivation des deux premiers termes de

la représentation entière (III.20) de la fonction ML ”étirée”). Dans la suite, une

forme asymptotique raffinée correspondante sera développée.

En introduisant la fonction lentement décroissante

M(λ) =
sin(πα)

π(1 + 2λ−2α + 2λ−α cos(πα))
(IV.63)
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qui vérifie limλ→∞M(µλ)/M(λ) = 1 pour tout valeur de µ > 0, on a

λkp(λ) = λk−1−αM(λ), (IV.64)

valable pour toute valeur de λ. On peut par la suite appliquer le théorème de

HLK afin de dériver un comportement asymptotique de dk

dtk
φ(t) pour t→ 0,

λkp(λ) = λk−1−αM(λ) =⇒ dk

dtk
φ(t)

t→0∼ (−1)−kM(1/t)
Γ(k − α)

tk−α
. (IV.65)

On peut obtenir une forme asymptotique plus simplifiée de la dérivée k-

éme de la fonction de relaxation aux temps courts en remplaçant sin(πα)
π

dans

l’expression de M(1/t) par 1
Γ(1−α)Γ(α)

et en utilisant le fait que Γ(k − α) =

(1 − α)k−1Γ(1 − α) tel que, (1 − α)k−1 = (1 − α)(2 − α) . . . (1 − k − α) est le

symbole de Pochhammer [65]. En utilisant (−1)k(1−α)k−1

Γ(α)
= α(α−1)...(α−k)

Γ(1+α)
, on ob-

tient finalement

dk

dtk
φ(+)(t)

t→0∼ M(1/t)

M(∞)

dk

dtk

( −tk
Γ(1 + α)

)
. (IV.66)

Une comparaison des fonctions M(1/t)
M(∞)

pour trois valeurs de α, 0,2/0,4 et 0,8

FIGURE IV.3. Représentation Log-Log de la forme asymp-

totique M(1/t)/M(∞) pour trois valeurs de α égales à

0,2/0,4/0,8 [100].

est montrée dans la figure (IV.3).
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On donne les formes des deux dérivées première et seconde de la fonction

(ML) ”étirée”,

d

dt
φ(t) = −tα−1Eα,α(−tα)

d2

dt2
φ(t) = tα−2 {tα (Eα,2α−1(−tα)− (α− 1)Eα,2α(−tα))− (α− 1)Eα,α(−tα)}

(IV.67)

avec

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(β + αk)
α, β ∈ C,Re{α} > 0 (IV.68)

est la forme généralisée de la fonction (ML) [64, 102].

La figure (IV.4) montre un Log-Log plot des dérivées première et seconde

de la fonction (ML) ”étirée” exprimées dans l’équation ci-dessous (lignes

bleues continues) ainsi que ses formes asymptotiques en loi de puissance

(IV.62) (lignes bleues discontinues) et celle raffinée (IV.66) (lignes oranges

continues) pour trois valeurs de α égales à 0, 2, 0, 4 et 0, 8. La figure (IV.4)

montre la même tendance dans le cas des comportements des deux dérivées

premières et secondes de la fonction de relaxation aux temps courts que ce-

lui du comportement de la fonction de relaxation aux temps longs ; plus α est

petite le mieux représente la forme asymptotique ”raffinée” de la fonction en

considération et sur des intervalles de temps plus larges [100].

Dans cette dernière section, le comportement de la fonction (ML) ”étirée”

et de ses dérivées aux temps longs et courts respectivement ont été étudiés

par l’intermédiaire des outils de l’analyse asymptotique qui nous a permis

d’introduire le concept d’auto-similarité ”faible”. Ce concept est défini par

des approximations des formes asymptotiques en loi de puissance par des

formes raffinées qui sont meilleurs pour des plus petites valeurs de α ce

qui caractérise des relaxations fortement non-exponentielles [100]. Le concept

d’auto-similarité ”faible” qui concerne les temps longs et courts peut être relié
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FIGURE IV.4. Représentations Log-Log des dérivées première et

seconde exprimées dans l’équation (IV.67) (lignes bleues conti-

nues) et de ses formes asymptotiques en loi de puissance ex-

primée dans l’équation (IV.62) (lignes bleues discontinues) et

celle raffinée exprimée dans l’équation (IV.66) (lignes oranges

continues) [100].

au fait que le spectre de taux de relaxation de la fonction (ML) ”étirée” est

équivalent au spectre de temps de relaxation défini comme suit

φ(+) =

∫ ∞

0

dτ P (τ) exp(−t/τ) (IV.69)

avec τ = 1
λ

est un temps de relaxation sans dimension et P (τ) = p(1/τ)|dλ
dτ
|. On

utilisant l’expression (III.56), on obtient

P (τ) =
sin(πα)

πτ(τ−α + τα + 2 cos(πα))
. (IV.70)
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Comme on l’a montré, la fonction (ML) ”étirée” expose des propriétés d’auto-

similarité pour les temps courts et longs ce qui peut être lié à cette pro-

priété particulière d’équivalence des spectres de taux et de temps de relaxa-

tion (P (τ) = p(τ)) qui la distingue d’autres modèles de relaxation et qui

souligne son importance dans la modélisation multi-échelle. Il est important

de mentionner que d’autres modèles se caractérisant par le même compor-

tement asymptotique que la fonction Mittag-Leffler (ML), telle que la fonc-

tion hypergéométrique, 2F1

(
β, 1; 1;− t

β

)
[65], ont été essayées pour modéliser

des données quasi-élastiques de neutrons mais seule la fonction (ML) ”étirée”

donne des résultats qui sont physiquement interprétables.
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Chapitre 5

Conclusion

L’objectif du travail présent était d’étudier la dynamique de l’enzyme,

Acétylcholinestérase humaine (hAChE), qui est une molécule bien connue

par les biologistes, car elle joue un rôle crucial dans la transmission neuro-

musculaire. La question fondamentale était de voir si l’activité catalytique en-

zymatique qui s’étend sur des échelles de temps de quelques nano-secondes

peut être reflétée dans la dynamique de relaxation étendue sur des échelles

de temps de l’ordre de quelques pico-secondes. C’est dans ce contexte que la

dynamique de hAChE, dans ses deux formes libre et en présence du ligand

non-covalent HupA, a été étudiée en utilisant la diffusion quasi-élastique de

neutrons (QENS). L’idée était de voir si des changements dans la dynamique

interne de l’enzyme en présence du ligand peuvent être détectés aux échelles

de temps et de longueurs sondées par la technique QENS.

Le travail de thèse concerne essentiellement l’analyse des spectres QENS,

provenant des échantillons de l’enzyme hAChE en poudre hydratée qui ont

été précédemment mesurées par Peters et al sur le spectromètre IN6 à l’Institut

Laue-Langevin, à Grenoble [61, 62, 80, 82]. Il est important de rappeler qu’une

première analyse correspondante a été menée sur ces spectres sans aboutir à

la détection des changements dynamiques à ces échelles [26]. Contrairement à

ce qui a été trouvé, la nouvelle analyse qui a été menée dans les domaines de

temps et de fréquence était capable de révéler des changements subtiles mais
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systématiques dans la dynamique interne du hAChE en présence de l’inhibi-

teur HupA [56, 57].

Le manuscrit de thèse s’articulait globalement sur trois grands chapitres.

Les aspects théoriques de la diffusion quasi-élastique de neutrons utilisés dans

l’étude présente ont été rappelés dans le premier chapitre. Le deuxième cha-

pitre était consacré à l’analyse des spectres QENS qui a été menée dans un

premier temps dans le domaine du temps et après directement dans le do-

maine de fréquence et cela afin de valider l’approche appliquée dans chacun

des deux domaines et de consolider le modèle choisi.

Dans l’analyse temporelle, une méthode de déconvolution des intensités

de diffusion quasi-élastique de neutrons de la résolution instrumentale a été

appliquée [56]. Vu l’hétérogénéité de la dynamique des systèmes complexes

tels que sont les protéines dont les mouvements internes se produisent dans

des structures à forte densité atomique et sur une large gamme des échelles de

temps étant fortement couplés, l’application des modèles qui étudient un seul

mode de mouvement et qui sont généralement basés sur une interprétation

classique des spectres QENS en terme des trajectoires ou comme les ap-

pelle Hans Frauenfelder des ”modèles de mouvement spatial” (Spatial motion

modes) [103] n’est pas pertinente.

Les données déconvoluées en temps ont été décrites par un modèle ”mi-

nimaliste” et global qui ajuste simultanément la ligne élastique et les contri-

butions quasi-élastiques et qui inclut trois paramètres de ’fit’ dépendants

de q dont un est l’EISF décrivant les amplitudes de mouvements atomiques

moyennées et deux paramètres restants d’échelle et de forme, τ et α respecti-

vement, décrivant quant à eux la dynamique de relaxation. Plusieurs modèles

ont été testés pour décrire les fonctions de corrélation obtenues en temps

comme la fonction exponentielle ”étirée” et la fonction hypergéométrique
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2F1

(
β, 1; 1;− t

β

)
mais seule la fonction Mittag-Leffler (ML) ”étirée” donne des

résultats qui sont physiquement interprétables et notamment l’interprétation

du paramètre α qui n’est pas possible dans le cas de la fonction exponentielle

”étirée” puisque la détermination de la forme du spectre de taux de relaxation

n’est pas possible dans ce cas. Le choix de la fonction ML ”étirée” se justi-

fie essentiellement par son comportement asymptotique aux temps longs qui

se diffère fondamentalement de celui de la fonction exponentielle ”étirée” en

décroissant en loi de puissance, ce qui reflète un comportement auto-similaire

de la dynamique de relaxation et ainsi la superposition et l’interdépendance

de beaucoup de types de mouvements [56, 57, 100].

Les paramètres ajustés ont révélé des petits changements dans la dyna-

mique interne de l’enzyme de manière systématique. Afin de consolider les

résultats trouvés dans le domaine du temps et d’éviter les erreurs de re-

pliement du spectre accompagnant l’application des transformées de Fourier

numériques, une analyse directe a été menée, dans le domaine des fréquences,

sur des spectres bruts et donc convolués avec la résolution instrumentale [57].

Toutefois et contrairement à l’analyse temporelle, il fallait dans ce cas trouver

un modèle qui décrit le mieux possible les spectres de la résolution instru-

mentale. La convolution du spectre modèle avec la fonction de la résolution a

été assurée grâce à une approche semi-analytique utilisant l’approximation de

Padé dans l’espace de Laplace. Les résultats trouvés sont cohérents avec ceux

trouvés en temps et confortaient par la suite le modèle choisi [57]. Toutefois

la dépendance des paramètres ajustées α et τ en q est inversée entre les deux

analyses en temps et fréquences (voir détails dans Chapitre.III) et cela peut

être expliqué par la forte interdépendance des paramètres ajustés.

Les changements trouvés peuvent être résumés en une augmentation des

amplitudes de mouvements et un ralentissement de la dynamique diffusive
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interne de l’enzyme en présence du ligand HupA [56, 57]. Dans le but de don-

ner une interprétation physique du paramètres α, le modèle de Zwanzig de

diffusion dans un potentiel harmonique quadratique rugueux [79] (un modèle

qui a été motivé par le concept de ”paysage d’énergie libre” proposé par Hans

Frauenfelder décrivant la dynamique de la protéine comme des sauts des sous-

états conformationnels entre différents minima [5]) a été utilisé pour traduire

les spectres de taux de relaxation qui dépendent uniquement du paramètre α

en terme des hauteurs des barrières d’énergie. Les résultats trouvés peuvent

être visualisés en terme d’une réduction de la courbure et une augmenta-

tion de la rugosité du potentiel d’énergie. Les valeurs des barrières d’énergie

trouvées sont comparables à celles révélées dans le papier de Hans Frauen-

felder en 1991, bien que ces dernières sont obtenues par des expériences de

photo-dissociation effectuées sur la myoglobine en probant des échelles de

temps plus longues que celles de la diffusion de neutrons [104]. Ceci confirme

le caractère universel du comportement ”auto-similaire” des protéines. L’aug-

mentation des amplitudes de mouvements internes de l’enzyme sous l’inhi-

bition du ligand HupA qui correspond à un ”softening” du potentiel semble

être contre-intuitive [81]. Toutefois ceci peut être expliqué par le fait que le li-

gand HupA agit d’une manière réversible et que les échelles de temps liées à la

fixation de l’inhibiteur qui sont de l’orde de quelques nanosecondes sont plus

longues que celles sondées par la technique QENS (de l’ordre de quelques

pico-secondes) [83, 105]. Les neutrons voient alors une superposition d’états

conformationnels de l’enzyme qui varient entre état libre et état inhibé. On

peut imaginer que notre variable dynamique diffuse dans deux potentiels cor-

respondants aux états respectifs ”enzyme sans ligand” et ”enzyme avec li-

gand”. Dans les données expérimentales et comme le montre le sketch (V.1), la

transition entre les deux puits apparaı̂t comme la diffusion dans un seul poten-

tiel effectif ”enveloppe” plus large que chacun des deux potentiels individuel-

lement. Les neutrons voient globalement une superposition de la dynamique
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rapide de l’ordre de la picoseconde dans les deux puits et les amplitudes de

mouvement déterminées par le potentiel enveloppe.

FIGURE V.1. Sketch du double potentiels correspondants aux

états ”hAChE” et ”hAChE+HupA”et le potentiel effectif ”enve-

loppe” expliquant l’augmentation des amplitudes moyennées de

mouvements atomiques.

Le dernier chapitre concerne la justification du choix de la fonction Mittag-

Leffler (ML) ”étirée” comme modèle dynamique pour décrire les fonctions de

corrélation mesurées et notamment ses justifications mathématique et phy-

sique. C’est dans ce contexte qu’on a découvert que le terme d’”auto-similarité

asymptotique” correspond en effet au concept mathématique bien connu des

fonctions à variation régulière. C’est en utilisant ce concept mathématique

ainsi que les outils de l’analyse asymptotique qu’on a pu développer une étude

mathématique du comportement de la fonction ML ”étirée” aux temps longs et

courts. Dans ce chapitre, il a été montré également que la fonction ML ”étirée”

est fortement auto-similaire aux régimes asymptotiques et des formes asymp-

totiques raffinées de la fonction ML ”étirée” aux temps longs ainsi que ses
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dérivées aux temps courts ont été développées. Dans les deux régimes, les

formes asymptotiques correspondantes en loi de puissance sont approchées

par des fonctions lentement variantes dont les formes sont trouvées grâce

au théorème de J. Karamata. L’étude mathématique du modèle était accom-

pagnée d’une justification physique qui se base sur une méthode ”univer-

selle” de mise en échelle de la fonction mémoire correspondante à la fonc-

tion de corrélation, traitée dans la limite classique puisqu’on utilise un modèle

classique pour décrire les fonctions de corrélation qui sont symétrisées. Cette

méthode est basée sur une forme asymptotique en loi de puissance des fonc-

tions de corrélation et en supposant que la variable dynamique est faiblement

couplée au système dynamique [100].

La réussite de l’analyse présente à donner des résultats physiquement in-

terprétables des expériences de diffusion quasi-élastique de neutrons peut être

expliquée par l’application d’un modèle qui est mutli-échelle. La modélisation

mutli-échelle semble être une hypothèse très raisonnable et cela revient au

fait que la dynamique des protéines est hétérogène en se produisant sur un

continuum de modes de mouvements , en allant de la relaxation rapide liée

au déphasage des modes de vibrations atomiques jusqu’à la relaxation lente

entraı̂née par le solvant impliquant tous les atomes de la protéine, et ajou-

tant à ceci l’importance de chaque détail moléculaire où une simple mutation

dans la protéine peut tout changer. L’application des modèles visant certains

modes de mouvement, comme ils sont utilisés pour l’interprétation classique

des spectres QENS n’est pas alors pertinent.
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Chapitre 6

Annexes

1. Publications

Dans la suite les trois publications de la thèse sont citées.

1.1. ”Asymptotic analysis of quasielastic neutron scattering data from

human acetylcholinesterase reveals subtle dynamical changes upon ligand

binding”. Cette publication porte sur l’analyse dans le domaine de temps

des spectres QENS provenant de l’enzyme hAChE. Elle a suscité l’intérêt des

éditeurs étant publiée en tant qu’une communication dans le ”Journal of Che-

mical Physics”.
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ABSTRACT
In this paper, we show that subtle changes in the internal dynamics of human acetylcholinesterase upon ligand binding can be extracted from
quasielastic neutron scattering data by employing a nonexponential relaxation model for the intermediate scattering function. The relaxation
is here described by a stretched Mittag-Leffler function, which exhibits slow power law decay for long times. Our analysis reveals that binding
of a Huperzine A ligand increases the atomic motional amplitudes of the enzyme and slightly slows down its internal diffusive motions. This
result is interpreted within an energy landscape picture for the motion of the hydrogen atoms.

Published under license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/1.5094625

Thermal incoherent neutron scattering is a powerful tool to
study the dynamical properties of condensed soft matter systems at
nanometric length scales and time scales between subpicoseconds
and several nanoseconds.1 Due to the dominance of incoherent scat-
tering from hydrogen atoms, neutron scattering gives a molecule-
averaged view of the dynamics of hydrogen-rich macromolecules,
such as (bio)polymers. For an overview, the reader may consult
Refs. 2 and 3. A particularly interesting field of application is here
the study of functional enzyme dynamics upon ligand binding.4,5

In the following, we will be concerned with analyzing quasielas-
tic neutron scattering (QENS) spectra from hydrated powders of
human acetylcholinesterase (hAChE) with and without a nonco-
valently bound Huperzine A (HupA) ligand. The data have been
collected on the IN6 spectrometer at the Institut Laue-Langevin in
Grenoble. The experimental details have been published recently,
and a corresponding previous data analysis did not reveal systematic
dynamical changes upon binding of the HupA ligand.6–8 The term
“dynamical changes” concerns here the change of motional ampli-
tudes, which are probed by elastic scattering, and the change of the

diffusional/relaxational dynamics, which is probed by quasielastic
scattering.

Due to the dominant incoherent scattering of the hydrogen
atoms, the differential scattering cross section of the hydrogen-rich
hAChE powders, i.e., the measured intensities, may be approximated
by

d2σ
dΩdω

≈ ∣bH,inc∣2 ∣k∣∣k0∣S(q,ω), (1)

where bH,inc is the incoherent scattering length of hydrogen and S(q,
ω) is the dynamic structure factor. The latter is the quantity of inter-
est in neutron spectroscopy and its arguments q = k0 − k and ω are
the momentum and energy transfers from the neutrons to the scat-
tering hydrogen atoms in units of h̵. The dynamic structure factor is
the time Fourier transform of the intermediate scattering function,
F(q, t),

S(q,ω) = 1
2π ∫

+∞
−∞ dt e−iωtF(q, t), (2)
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which is a quantum time correlation function. In protein powder
samples, where rigid-body motions of whole protein molecules are
suppressed, the QENS spectrum has an elastic component and F(q,
t) has the generic form

F(q, t) = EISF(q) + (1 − EISF(q))φ(q, t), (3)

where EISF(q) stands for “elastic incoherent structure factor” and
�(q, t) is a relaxation function fulfilling �(q, 0) = 1 and limt→∞�(q,
t) = 0. Defining ρ̂α(q, t) = exp(iq ⋅ r̂α(t)) to be the Fourier trans-
formed single particle density of hydrogen atom α at position r̂α(t),
we have

EISF(q) = 1
N ∑α∈H∣⟨ρ̂α(q)⟩∣2, (4)

φ(q, t) = 1
N ∑α∈H

⟨δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, t)⟩
⟨δρ̂†α(q, 0)δρ̂α(q, 0)⟩ , (5)

where δρ̂α(q, t) = ρ̂α(q, t) − ⟨ρ̂α(q, 0)⟩. The symbol ⟨⋯⟩ indicates a
quantum thermal average and �(q, t) is a quantum time correlation
function fulfilling

φ(q, t) = φ(−q,−t + iβh̵), (6)

with β = (kBT)−1. For the following considerations, we introduce
the symmetrized relaxation function

φ(+)(t) = φ(t + iβh̵/2)
φ(iβh̵/2) , (7)

where the q-dependence can be omitted due to the fact that �(−q, t)
= �(q, t) in powder samples. By construction, �(+)(q, 0) = 1, and we
write with (3),

F(+)(t) = EISF + (1 − EISF)φ(+)(t). (8)

The overwhelming part of QENS studies is and has been interpreted
by using the classical limit of Van Hove’s theory,9 using classical
diffusion models to describe the dynamics of the hydrogen atoms.
In this case, F(+)(t) is replaced by the classical limit of the interme-
diate scattering function, Fcl(t) = limh̵→0F(t). Besides the fact that
recoil effects are neglected, the use of such models becomes to some
extent meaningless for complex molecular systems, such as proteins,
where each atom participates in a large spectrum of motion types
with an associated large spectrum of time scales.10 Based on these
insights, we propose a corresponding analysis of QENS data using
a simple minimal model for the intermediate scattering function.
The relaxation function �(+) (t) is here represented by a stretched
Mittag-Leffler (ML) function

φ(+)(t) = Eα(−[∣t∣/τ]α) (0 < α ≤ 1, τ > 0), (9)

which behaves for large arguments asφ(+)(t) ∼ ∑M
k=1(−1)k+1(t/τ)−kα/

Γ(1 − αk). Mα > 1 assures that all terms with a slow power law
decay ∝ t−γ, with 0 < γ < 1, are included. The Mittag-Leffler func-
tion has the series representation11 Eα(z) = ∑∞n=0 z

n/Γ(1 + αn) and
can be considered as a generalization of the exponential function,
which is retrieved for α = 1. Our choice for the relaxation func-
tion is motivated by earlier work on protein dynamics studied by

FIG. 1. F(q, t) obtained from the resolution-deconvolved QENS spectra (points)
and corresponding model fits (solid lines) for q = 0.5, 0.9, 1.5 Å−1 from top to
bottom. Blue and red correspond, respectively, to free and HupA-inhibited hAChE

neutron scattering, where it describes the relaxation of the position
autocorrelation function.12

Figure 1 displays the intermediate scattering function obtained
from the resolution-deconvolved QENS spectra for three different
q-values and the corresponding fits of Expression (8) with �(+)(t)
according to (9). We define here q ≡ |q|. The extraction of the inter-
mediate scattering function from the experimental QENS spectrum
is described in the supplementary material. Figure 2 shows for a
selected q-value the resolution-broadened model (and by definition
noise-free) symmetrized dynamic structure factor

S(+)exp (ω) = R(ω) ∗ S(ω), (10)

where “∗” denotes a convolution integral, S(+)exp (ω) ∝ exp(−βh̵ω/2)
Sexp(ω) is the symmetrized experimental dynamic structure fac-
tor13 which is normalized such that F(+)exp (0) = 1, and R(ω) is
the resolution function. The latter has been obtained from a vana-
dium run and has approximately Gaussian shape, with a FWHM
of ≈70 µeV. With (8), it follows then that

S(ω) = EISFδ(ω) + (1 − EISF)φ̃(+)(ω), (11)

FIG. 2. Experimental QENS spectra for q = 1 Å−1 (points) and corresponding
convolution-broadened model fits (solid lines) in lin-log representation. Blue and
red correspond, respectively, to free and HupA-inhibited hAChE.
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FIG. 3. EISF obtained from the fit of Expression (8), with �(+)(t) defined by Eq. (9),
for free and HupA-inhibited hAChE (blue and red dots, respectively). The fits are
supplemented by estimated here almost invisible error bars.

where14

φ̃(+)(ω) = sin( πα2 )
π∣ω∣((τ∣ω∣)−α + (τ∣ω∣)α + 2 cos( πα2 )) . (12)

The model spectra shown in Fig. 2 have been computed by dis-
crete Fourier transform of Fexp(t) = r(t)F(t) for the full accessible
time range of IN6, which is here tmax = 206 ps, and r(t) denotes the
resolution window in the time domain.

Figure 3 displays the fitted EISF for free and HupA-inhibited
hAChE. The results show that the EISF in the latter case is slightly
smaller than its counterpart for the free variant. This reflects that
the average motional amplitudes of the (hydrogen) atoms become
slightly larger in presence of the HupA ligand. This is compat-
ible with the results described in Peters et al.8 and the work
by Balog et al., who find by atomic detail normal mode analy-
sis that binding of the cancer drug methotrexate softens the low-
frequency/large amplitude vibrations of its target protein, dihydro-
folate reductase5 and explain in this way earlier neutron scatter-
ing results.15 The “softening” of the low frequency modes leads,
in fact, to smaller force constants for the local harmonic potential
of the (hydrogen) atoms and thus to larger motional amplitudes.
However, this result cannot be generalized since inverse cases are
also reported in the literature. Examples can be found in Refs. 8
and 16.

While the EISF expresses the amplitudes of the atomic motions,
the parameters τ and α describe their relaxation dynamics and

thus truly dynamical properties of hAChE. The q-dependence of
τ and α is summarized in Fig. 4. Blue and red points again rep-
resent the fitted parameters for free and HupA-inhibited hAChE,
respectively, and the corresponding solid lines correspond to lin-
ear fits. One observes that both series for the τ-parameter decay
with q, where the one for inhibited hAChE displays larger val-
ues as the one for the free counterpart. The decrease of τ with
q, which is seen for both free and inhibited hAChE, reflects the
fact that localized motions are faster than large scale motions,
whereas the general increase of τ upon inhibition of hAChE indi-
cates slower relaxation of the inhibited variant. In contrast to the
scale parameter τ, the form parameter α of the relaxation func-
tion exhibits a much weaker q-dependence, where the values for
the inhibited variant of hAChE are slightly smaller than those of
the free one. Noting that α = 1 corresponds to exponential relax-
ation, this means that the corresponding relaxation dynamics is
less exponential for the inhibited variant. In order to understand
the physical meaning of the α-parameter, we write the stretched
Mittag-Leffler function as a continuous superposition of exponential
functions,

Eα(−tα) = ∫ ∞
0

p(λ) exp(−λt)dλ, (13)

which expresses the dynamical heterogeneity in a system that is com-
posed of a large number of atoms and where each atom contributes
exponentially with a different relaxation constant, λ. Here both t and
λ are dimensionless and

p(λ) = 1
π

sin(πα)
λ(λα + λ−α + 2 cos(πα)) (14)

is a normalized relaxation rate spectrum fulfilling ∫∞0 p(λ)dλ = 1.
Higher moments of p(λ) do not exist.

The relaxation rate spectrum, p(λ), may be related to an energy
barrier spectrum by assuming that the classical Fourier transformed
single particle density, δρ(q, t) = exp(iq ⋅ r(t)) − ⟨exp(iq ⋅ r(0))⟩,
diffuses in a “rough” harmonic potential. Abbreviating x(t) ≡ δρ(q,
t), we write V(x) = V0(x) + δV (x), where V0(x) = Kx2/2 and
δV(x) define, respectively, its smooth and rough component (see
panel (a) of Fig. 5). The smooth component, V0(x), tends to bring
x ≡ δρ to zero, while the rough component, δV(x), hinders this pro-
cess by trapping x in one of the local minima which are separated
by a fixed energy barrier, ∆E. The diffusion in the smooth poten-
tial is described by an Ornstein-Uhlenbeck process, where the dis-
placement autocorrelation function relaxes exponentially, ⟨x(t)x(0)⟩

FIG. 4. Parameters α and τ for free
and HupA-inhibited hAChE as a func-
tion of q (blue and red, respectively).
Points correspond to fitted parameters
and solid lines to linear fits. The fits are
supplemented by estimated error bars.
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FIG. 5. (a) Sketch of a rough har-
monic potential, where the minima are
separated by a fixed energy barrier.(b)
Model energy barrier spectrum for free
and inhibited hAChE (bluish and reddish
curves, respectively) from top to bottom
for q = 0.5, 0.6, . . ., 1.6/Å.

= ⟨x2⟩exp(−η0t), and where the relaxation constant and the diffusion
constant are related through D0 = ⟨x2⟩η0. We use now Zwanzig’s
model17 for the effective diffusion in an arbitrary rough potential,
D = D0 exp(−[β∆E]2), where β = 1/(kBT), which translates thus for
an harmonic potential into η = η0 exp(−[β∆E]2) for the relaxation
constant. Introducing the dimensionless energy barrier � = β∆E and
defining λ = η/η0, we may write

λ = exp(−�2), (15)

which leads to

P(�) = 1
π

2� sin(πα)
exp(α�2) + exp(−α�2) + 2 cos(πα) (16)

for the distribution of the dimensionless energy barriers, �. Panel
(b) of Fig. 5 shows the resulting energy barrier distributions for
free and inhibited hAChE (blueish and reddish curves) as a func-
tion of q, which indicate that binding of the HupA ligand shifts
the energy barriers to slightly higher values and leads at the same
time to a slight broadening. Ligand binding thus leads to a “rough-
ening” of the effective potential energy surface. For both series of
energy barriers, one observes a shift of the distribution to higher val-
ues with increasing q, which corresponds to looking at increasingly
localized motions. This means that localized motions take place in
a rougher potential than those involving the whole protein, and we
note that the energy barrier shift upon fixing of the HupA ligand is

FIG. 6. Sketch of the effective energy landscapes for free and HupA inhibited
hAChE (blue and red curves, respectively). More explanations are given in the
text.

more pronounced. Figure 6 resumes the analysis of the QENS exper-
iments on free and HupA-inhibited hAChE in one single sketch.
The blue and the red curve correspond here, respectively, to the
potential energy surface for free and inhibited hAChE, where the
irregularity of the energy barriers correspond to the motional het-
erogeneity of the dynamics. The reduced curvature in the case of
inhibited hAChE (red curve) reflects the abovementioned vibra-
tional mode softening and explains the observed reduction of the
EISF. The corresponding increased roughness of the energy sur-
face indicates the energy barrier shift to higher values upon ligand
binding.

The present work shows that a careful data analysis with an
appropriate model for the intermediate scattering function, which
essentially reflects its asymptotic slow power law relaxation, allows
for an observation of subtle but systematic changes of the enzyme
dynamics upon ligand binding. The intuitive interpretation of the
results has been obtained by employing Zwanzig’s physical model
of diffusion in a rough quadratic potential, which translates relax-
ation rate spectra into energy barrier spectra. It is also worth not-
ing that the typical barrier heights we find in our study are of the
same order of magnitude as those given in Frauenfelder’s paper on
protein energy landscapes,18 although the latter have been obtained
from flash photolysis experiments, which probe in much longer time
scales than neutron scattering, and from another protein (myog-
mobin). This indicates the “universality”and self-similarity of pro-
tein dynamics.

We finally note that all numerical and many symbolic cal-
culations have been performed with the Wolfram Mathematica
package.19

See supplementary material for the resolution deconvolution of
the experimental QENS spectra and the corresponding calculation of
the intermediate scattering function.

We thank the ILL for the beam time and M. M. Koza for help
on IN6. We thank P. Masson and F. Nachon for the permission to
use and to reanalyze the data.
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1.2. ”Frequency domain modeling of quasielastic neutron scattering

from hydrated protein powders : Application to free and inhibited human

acetylcholinesterase”. Cette publication porte sur l’analyse dans le domaine

des fréquences des spectres QENS provenant de l’enzyme hAChE. Elle a été en

effet mise en avant par l’éditeur à travers un résumé vulgarisé dans la rubrique

SciLight, dans le ”Journal of Chemical Physics”.
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ABSTRACT
This article reports on a frequency domain analysis of quasielastic neutron scattering spectra from free and Huperzine-A-inhibited human
acetylcholinesterase, extending a recent time domain analysis of the same experimental data [M. Saouessi et al., J. Chem. Phys. 150, 161104
(2019)]. An important technical point here is the construction of a semianalytical model for the resolution-broadened dynamic structure
factor that can be fitted to the experimental spectra. We find comparable parameters as in our previous study and demonstrate that our model
is sensitive to subpercent changes in the experimental data, which are caused by reversible binding of the inhibitor Huperzine A.

Published under license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/1.5121703., s

I. INTRODUCTION

Quasielastic neutron scattering (QENS) is a powerful tech-
nique to explore the diffusive motions of atoms in condensed
matter systems on nanometric length scales and (sub)nanosecond
time scales.1,2 Because of the dominant cross section of incoherent
scattering from hydrogen, QENS studies of hydrogen-rich systems
explore, in particular, the diffusive motions of individual hydro-
gen atoms and have been abundantly used to study the dynamics
of biomolecular systems.3,4 One challenge here is to reveal small
changes in the internal functional dynamics of proteins as a result
of external stress, such as hydrostatic pressure5 or ligand bind-
ing.6 A well-known difficulty in this context is the fusion of the
elastic line with the quasielastic spectrum for systems in which
global protein motions are suppressed, and it has been recently
shown that this fusion can be explained by the self-similar slow
relaxation dynamics of proteins.7 In a recent analysis of QENS

data from free and Huperzine A (HupA)-inhibited Human Acetyl-
cholinesterase (hAChE),8 this aspect was taken into account by
using a minimalistic three-parameter model in which the elastic
intensity is fitted together with the parameters describing the relax-
ation dynamics. To remove the influence of the instrumental reso-
lution, the data analysis was performed in the time domain, using
a numerical Fourier transform of the sample and vanadium spec-
tra, where the latter are used to estimate the instrumental reso-
lution. Our analysis revealed quite subtle but systematic changes
in the dynamics of hAChE upon inhibition through noncova-
lently bound HupA. These changes can be resumed in an average
increase of the motional amplitudes of the hydrogen atoms and
a slight slowing down of the relaxation dynamics of hAChE. We
explained this effect within Frauenfelder’s “energy landscape pic-
ture” by an increase of the barrier heights separating the multiple
minima in the “rough” potential surface for the scattering hydrogen
atoms.9,10
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The main objective of this paper is to consolidate our pre-
vious study through a direct frequency domain analysis of the
resolution-broadened experimental spectra, avoiding the numerical
Fourier transform from the frequency to the time domain and the
accompanying aliasing errors.

This paper is organized as follows: In Sec. II, we briefly present
our analytical model for protein dynamics, and Sec. III contains the
core of the paper—a description of a semianalytical method to fit
the resolution-broadened model directly to the experimental QENS
spectra. The direct analysis of QENS spectra of free and HupA-
inhibited hAChE with our method is described in Sec. IV, and the
paper is concluded by a short Résumé.

II. THEORY
A. General form of the scattering functions

The central observable in neutron scattering experiments is the
dynamic structure factor. It carries information about the structure
and dynamics of the scattering system,

S(q,ω) = 1
2π ∫

+∞
−∞ dt e−iωtF(q, t), (1)

where q and ω denote the momentum and energy transfer from
the neutron to the sample in units of h̵, respectively. In experi-
ments on hydrated protein powders, which will be analyzed in the
following, incoherent scattering from the hydrogen atoms dom-
inates and the intermediate scattering function, F(q, t), can be
approximated by

F(q, t) ≈ 1
NH
∑
α∈H⟨e−iq⋅x̂α(0)eiq⋅x̂α(t)⟩, (2)

where x̂α(t) are the position operators of the hydrogen atoms and⟨⋯⟩ denotes a quantum ensemble average. It follows from the sym-
metry properties of quantum time correlation functions and from
the requirement that S(q, ω) must be real that F(q, t) and S(q, ω)
fulfill the detailed balance relations

F(q,−t) = F(q, t + iβh̵), (3)
S(q,−ω) = S(q,ω) exp(−βh̵ω). (4)

Here, β = 1/(kBT), where kB is the Boltzmann constant and T is the
temperature in Kelvin. Equation (4) expresses that neutron energy
gain is less likely than neutron energy loss.

In hydrated powder samples, where rigid-body motions of
whole proteins are suppressed and the motional amplitudes of
individual hydrogen atoms are finite, the intermediate scattering
function tends for large times to a finite plateau value,

lim
t→∞F(q, t) = ∑

α∈H∣⟨eiq⋅x̂α⟩∣
2 ≡ EISF(q), (5)

which is referred to as the Elastic Incoherent Structure Factor (EISF).
Defining

δρ̂α(q, t) = eiq⋅x̂α(t) − ⟨eiq⋅x̂α⟩ (6)

to be the deviation of the spatially Fourier transformed single par-
ticle density of atom α with respect to its mean value and ϕ(q, t)
to be the corresponding atom-averaged normalized autocorrelation
function,

ϕ(q, t) = 1
NH
∑
α∈H
⟨δρ̂†

α(q, 0)δρ̂α(q, t)⟩
⟨δρ̂†

α(q, 0)δρ̂α(q, 0)⟩ , (7)

the intermediate scattering function may be written in the generic
form

F(q, t) = EISF(q) + (1 − EISF(q))ϕ(q, t). (8)
For the dynamic structure factor, this translates into

S(q,ω) = EISF(q)δ(ω) + (1 − EISF(q))ϕ̃(q,ω), (9)

where δ(ω) is the Dirac delta distribution and

ϕ̃(q,ω) = 1
2π ∫

+∞
−∞ dt e−iωtϕ(q, t) (10)

is the Fourier transformed relaxation function.

B. Semiclassical approximation
As in our previous analysis,8 we will be using the normalized

“shifted” relaxation function

ϕ(+)(q, t) = ϕ(q, t + iβh̵/2)
ϕ(q, iβh̵/2) , (11)

which is real and symmetric in time. In frequency space, Relation
(11) reads

ϕ̃(+)(q,ω)∝ e−βh̵ω/2ϕ̃(q,ω), (12)

noting that by construction

∫ +∞
−∞ dω ϕ̃(+)(q,ω) = ϕ(+)(q, 0) = 1. (13)

According to Eq. (8), we define the normalized symmetrized inter-
mediate scattering function,

F(+)(q, t) = EISF(q) + (1 − EISF(q))ϕ(+)(q, t), (14)

and the corresponding real and symmetric dynamic structure factor,

S(+)(q,ω) = EISF(q)δ(ω) + (1 − EISF(q))ϕ̃(+)(q,ω), (15)
which are by definition normalized,

∫ +∞
−∞ dω S(+)(q,ω) = F(+)(q, 0) = 1. (16)

The choice of working with ϕ(+) (q, t) and ϕ̃(+)(q,ω) rather
than with ϕ(q, t) and ϕ̃(q,ω) is motivated by Schofield’s semiclassi-
cal correction,11 which consists in identifying the shifted relaxation
function ϕ(+)(q, t) with its classical counterpart,

ϕ(+)(q, t) ≈ ϕ(cl)(q, t). (17)

The Schofield correction is corrected up to first order in h̵ and allows
for using classical diffusion models to interpret QENS data from
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complex systems, which have an essentially continuous energy spec-
trum. The correction requires βh̵ω ≪ 1 as well as h̵2q2/2meff ≪ 1,
where meff is the effective mass of the scattering atom.

C. Minimal model for internal protein dynamics
In order to account for self-similar relaxation dynamics in

proteins, we use the semiclassical approximation (17), where the
classical correlation function is given by a stretched Mittag-Leffler
function,8

ϕ(+)(t) = Eα,1(−tα) (0 < α ≤ 1). (18)

Here, the q-dependence is omitted and we use a dimensionless time
scale to keep the notation concise. The (generalized) Mittag-Leffler
function Eα ,β(z) is an entire function in the complex plane,12,13

Eα,β(z) = ∞∑
k=0

zk

Γ(β + αk) , (19)

which contains the exponential function as a special case,
E1,1(z) = exp(z). Here, Γ(z) is the Gamma function or a generalized
factorial.13 In contrast to the model relaxation function defined in
Eq. (18), its Fourier spectrum has a simple analytical form,

ϕ̃(+)(ω) = Lα(ω), (20)

where

Lα(ω) = sin( πα2 )
ω(ω−α + ωα + 2 cos( πα2 )) (21)

can be considered as a “generalized Lorentzian function.”
The self-similarity of the relaxation dynamics in proteins is

accounted for by the scale-invariant power law form of the stretched
Mittag-Leffler function for long times,

Eα,1(−tα) t≫1∼ t−α
Γ(1 − α) , (22)

which translates into a scale-invariant power law form

Lα(ω) ω≪1∼ sin(πα
2
)ωα−1, (23)

for its Fourier spectrum at small frequencies. Note that the long time
tail in Eq. (22) vanishes for α→ 1, i.e., for exponential relaxation.

A physical model leading to a relaxation function of the form
(18) is the fractional Ornstein-Uhlenbeck (fOU) process.14 The nor-
mal Ornstein-Uhlenbeck process describes the diffusion of a Brow-
nian particle in a harmonic potential15 and the fractional general-
ization16,17 includes non-Markovian memory effects resulting from
the interactions of the diffusing particle with its environment. In
our model, for the relaxation function, the position of the diffus-
ing Brownian particle is replaced by the classical counterpart of the
dynamical variable δρα(q, t), which is defined in Eq. (6), and the
harmonic potential creates an elastic force driving δρα(q, t) → 0,
or, equivalently, exp(iq ⋅ x(t)) → ⟨exp(iq ⋅ x)⟩. The resulting
nonexponential relaxation function can be expressed as a superposi-
tion of exponential functions,

FIG. 1. Sketch of a rough harmonic potential.

Eα,1(−tα) = ∫ ∞
0

p(λ) exp(−λt)dλ, (24)

where p(λ) is a continuous relaxation rate spectrum of the form

p(λ) = 1
π

sin(πα)
λ(λα + λ−α + 2 cos(πα)) , (25)

fulfilling ∫ ∞0 p(λ)dλ = 1. We note that the moments
λn = ∫ ∞0 dλ λnp(λ) do not exist for n ≥ 1.

The nonexponential relaxation can also be thought of as the
result of the diffusion in a “rough” harmonic potential (see Fig. 1),
where the roughness is defined by a distribution of energy barriers
separating local minima. For this purpose, we use Zwanzig’s theory
of diffusion in rough potential,9 which relates the diffusion constant
D in a rough potential for a given energy barrierΔE to its counterpart
D0 in the smooth envelope potential, D = D0 exp(−[βΔE]2). Using
now that D0 ∝ λ0 for diffusion in a harmonic potential, the relax-
ation rate spectrum given in Eq. (25) can be related to a spectrum of
dimensionless energy barriers,

P(ϵ) = 1
π

2ϵ sin(πα)
exp(αϵ2) + exp(−αϵ2) + 2 cos(πα) , (26)

where ϵ = βΔE.

III. INCLUDING INSTRUMENTAL RESOLUTION
A. Resolution-broadened QENS spectra

The model presented in Sec. II C describes the “ideal” dynamic
structure factor and does not account for instrumental resolution.
The experimentally observed dynamic structure factor is given by
the convolution integral

S(+)R (q,ω) = (S(+) ∗ R̃)(q,ω)
≡ ∫ +∞

−∞ dω′ S(+)(q,ω − ω′)R̃(q,ω′), (27)

where R̃(q,ω) represents the q-dependent resolution function
which is supposed to be even in ω. The latter is typically obtained
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from a vanadium run or by recording the sample spectra at very
low temperatures. Inserting the generic form (9) for the dynamic
structure factor into Expression (27), one obtains the general
expression

S(+)R (q,ω) = EISF(q)R̃(q,ω) + (1 − EISF(q))(ϕ̃(+) ∗ R̃)(q,ω)
(28)

for the experimentally observed dynamic structure factor, where the
index “R” stands for “resolution-broadened.” The challenge for the
direct analysis of QENS experiments in the ω-domain is to con-
struct an analytical expression for S(+)R (q,ω) that can be fitted to
experimental data. A corresponding method will be presented in
Sec. III B.

B. Semianalytical convolution procedure
In the following, we will consider the convolution of two

Fourier spectra, f̃ (ω) and g̃(ω),
h̃(ω) = ( f̃ ∗ g̃)(ω), (29)

where the Fourier transform pair f (t)↔ f̃ (ω) is defined through

f̃ (ω) = 1
2π ∫

+∞
−∞ dt e−iωtf (t), (30)

f (t) = ∫ +∞
−∞ dω eiωt f̃ (ω). (31)

The convolution integral h̃(ω) may be expressed through the
Laplace transform of h(t),

h̃(ω) = 1
π
R{ĥ(iω)}, (32)

where h(t) = f (t)g(t) on account of the convolution theorem of the
Fourier transform,

ĥ(s) = ∫ ∞
0

dt e−stf (t)g(t) (R{s} > 0). (33)

We suppose now that the Laplace transforms f̂ (s) and ĝ(s) are
known, but not the Laplace transform of h(t) = f (t)g(t). An
approximation for the Laplace transform ĥ(s) may be obtained by
expressing g(t) through the contour integral for the inverse Laplace
transform,

g(t) = 1
2πi ∮C ds est ĝ(s), (34)

and using a Padé-approximant,13

ĝ(s) ≈ P(s)
Q(s) , (35)

for its Laplace transform. Here, P(s) and Q(s) are polynomials of a
given order in s–s0, where s0 is the reference point for the Padé-
approximation in the complex s-plane. The essential point here is
that the inverse Laplace transform of ĝ(s) given by Eq. (35) can be

easily computed by means of the residue theorem and leads to a very
simple expression

g(t) ≈∑
k
cke

skt , (36)

where the coefficients ck are given by

ck = lim
s→sk
{(s − sk) P(s)Q(s)}. (37)

We assume here for simplicity that all roots of Q(s) have a multiplic-
ity of 1.

With these prerequisites, the Laplace-transform ĥ(s) is then
approximated through

ĥ(s) ≈ ∫ +∞
0

dt e−stf (t){∑
k
cke

skt}
=∑

k
ck ∫ ∞

0
dt e−(s−sk)tf (t)

=∑
k
ck f̂ (s − sk). (38)

The approximation of ĥ(s) is thus obtained by a weighted sum of
shifted Laplace transforms f̂ (s − sk).

We illustrate the method for the autoconvolution of a normal-
ized Gaussian function,

Gσ(ω) = e− ω2

2σ2√
2πσ

,

the result of which is (Gσ ∗ Gσ)(ω) = G√2σ(ω). In this case, we
have g(t) = exp(−t2σ2/2), and the corresponding Laplace transform
is given by

ĝ(s) =
√ π

2 e
s2

2σ2 erfc( s√
2σ
)

σ
,

where erfc denotes the complementary error function.13

Figure 2 shows the exact autoconvolution for σ = 1 (solid black
line) compared to the approximation (dashed red line). The Padé
approximation of ĝ(s) has here been performed with s0 = 1 and
m = n = 8 for the orders of the polynomials P(s) and Q(s), respec-
tively. We note that the absolute error is smaller than 1.2 × 10−6 for

FIG. 2. Autoconvolution function (Gσ ∗ Gσ )(ω) for σ = 1 (black solid line) and
Padé-approximation (red dashed line).
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ω ∈ [−50, 50]. The calculations have been performed with the
Wolfram Mathematica package.19

C. Model for resolution-broadened QENS spectra
Combining Relations (20) and (28), the model for the analy-

sis of the experimental QENS spectra of free and HupA-inhibited
hAChE is given by

S(+)R (ω) = EISF × R̃(ω) + (1 − EISF) × (Lα,τ ∗ R̃)(ω), (39)

where

Lα,τ(ω) = τLα(ωτ) (40)

is the scaled version of the generalized Lorentzian defined in
Eq. (21). The q-dependent fit parameters in our model for the
resolution broadened QENS spectra are thus

1. the EISF,
2. the form parameter α, and
3. the time scale parameter τ.

As in Ref. 8, the EISF is fitted together with the two parame-
ters α and τ describing the truly quasielastic part of the spectrum,
where the convolution integral (Lα,τ ∗ R̃)(ω) is approximated by
the method described in Sec. III B. The form and the construc-
tion of the model for the resolution function, R̃(ω), which was
adjusted to corresponding vanadium spectra, are described in the
Appendix.

IV. RESULTS
Figure 3 shows a lin-log plot of the raw QENS spectrum

from free and HupA-inhibited hAChE at q = 1.0 Å−1 (blue and
red dots, respectively), together with the corresponding instrumen-
tal resolution function from a vanadium run (orange dots).18 We
note here that the experimental data have been recorded on the
IN6 spectrometer at the Institut Laue-Langevin in Grenoble.20 The
figure shows that systematic differences between the experimen-
tal QENS spectra of HupA-inhibited and free hAChE are hardly
visible.

The capability of our model to account for subtle changes
in QENS spectra is demonstrated in Fig. 4. In the upper panel,
we compare the QENS spectrum of free hAChE with the corre-
sponding fit (blue dots and magenta solid line), and in the lower
panel, the difference between the QENS spectra of inhibited and
free hAChE (hAChE + HupA − hAChE) with the corresponding
difference of the model fits (gray and magenta solid lines, respec-
tively). The HupA-induced intensity changes are in the subpercent
region, but they are systematic since the decrease of the elastic line
leads to a small increase of the intensity in the adjacent quasielastic
domain, which is imposed by the sum rule ∫ +∞−∞ dω S(q,ω) = 1. It is
remarkable that the corresponding difference plot for the resolution-
broadened model dynamic structure factors (magenta solid line)
reproduces the experimental data quite well, which indicates that
the fits are sensitive to very small systematic changes in the QENS
spectra.

The fitted EISFs displayed in Fig. 5 show that the elastic com-
ponent for HupA-inhibited hAChE is slightly smaller than that for

FIG. 3. Experimental QENS spectra (lin-log plot) for the free hAChE (blue), HupA-
inhibited hAChE (red), and vanadium for q = 1.0 Å−1 (orange).18 Here,ω is defined
to be an energy transfer.

free hAChE, i.e., the average motional amplitudes of the hydro-
gen atoms in HupA-inhibited hAChE are slightly enhanced. This is
also expressed by the central line in the difference data presented in
Fig. 4, and we note here that the figures are similar for all q-values
(not shown here).

Figure 6 shows that both the form and time scale parameters,
α and τ, respectively, decay with increasing q. This expresses that
relaxation processes for increasingly localized motions are faster
and have less exponential characteristics. The decrease of τ with

FIG. 4. Upper panel: QENS spectrum (lin-log plot) for pure hAChE at q = 1.0 Å−1

(blue dots) and fitted model (solid magenta line). Lower panel: Difference
between the experimental QENS spectra of HupA-inhibited and free hAChE
for q = 1.0 Å−1 (solid gray line) and the corresponding difference of the fit-
ted models (magenta solid line). In both panels, ω is defined to be an energy
transfer.
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FIG. 5. EISF obtained from the fit of Expression (39) for free and HupA-inhibited
hAChE (blue and red dots, respectively). The error bars are too small to be
visible.

q is here, however, very small, in contrast to our findings in the
precedent study,8 where τ decreased more clearly than α. The prob-
lem is the strong interdependence of the fit parameters α and τ and
that we work here with instrument convolved data, which mask the
detailed structure of the true quasielastic spectrum. Independent of
q, the effect of inhibition through HupA on the internal dynam-
ics of hAChE can be resumed by a slight increase of the relaxation
time scale τ and an enhanced nonexponential characteristic, which
is expressed by a decrease of the form parameter α.

FIG. 6. The q-decay of the fitted parameters α and τ for the free and
the HupA-inhibited hAChE (blue and red, respectively). Points correspond to
fitted parameters and solid lines to linear fits. Error bars can be partially
seen.

FIG. 7. Model energy barrier spectrum P(ϵ) as a function of q for free and inhibited
hAChE (bluish and reddish surfaces, respectively).

The distribution of energy barriers given in Fig. 7 shows that
the effect of lowering α leads to a larger dispersion and a slight
shift to higher barriers, which are consistent with the increase of the
relaxation time scale, τ.

The results for all parameters of the model spectra and, in par-
ticular, their changes upon binding of HupA are consistent with
those found in our previous work.8 We note in this context that
our results for the EISF confirm observations by Peters et al. on
the same system21 and by Balog et al.,6 who have found by nor-
mal mode analysis and MD simulation that binding of the cancer
drug methotrexate softens the potential and enhances the motional
amplitudes of its target protein, dihydrofolate reductase. The lat-
ter point might appear counter-intuitive, in the sense that ligand
binding is intuitively expected to stiffen a protein. This has been,
in fact, observed for some covalently bound ligands (see Ref. 22
and references herein). The increase of the atomic motional ampli-
tudes that we observe could be attributed to the fact that HupA is
reversibly bound to hAChE. Since the entering and leaving of HupA
ligands lead to nonnegligible conformational changes of hAChE
and since the binding kinetics operates on time scales which are
much longer than those accessible to QENS, the neutrons see effec-
tively a superposition of more or less perturbed molecular struc-
tures between free and inhibited hAChE. In the experimental data,
the configurational transition between the potential wells corre-
sponding, respectively, to free and inhibited hAChE appears then
as a motion in a single effective potential well, which is broader
than the individual ones, and to apparently increased motional
amplitudes.

We also mention that the standard deviations of the fitted
parameters have been plotted as error bars, which are, however,
hardly visible in the plots. What count, however, mostly here are the
clearly visible systematic changes of the fitted parameters and their
global variation with q.

V. RÉSUMÉ
The aim of this paper was to consolidate our previous analy-

sis8 of QENS spectra from free and Huperzine A-inhibited human
acetylcholinesterase by a direct analysis of the resolution-broadened
QENS spectra in the frequency space. The analysis in Ref. 8
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FIG. 8. Lin-log plot of the experimental instrumental resolution function from a
vanadium run for q = 1.0 Å−1 (orange points) together with the fitted model (A1)
(solid black line) and the fitted normalized Gaussian function (dashed black line).
Here, ω is defined to be an energy transfer.

was performed by fitting a “minimal” three-parameter model to
the resolution-deconvolved intermediate scattering function, which
involves a numerical Fourier transform of the experimental QENS
spectra. The corresponding unavoidable aliasing errors are diffi-
cult to estimate and do not occur in the direct analysis of QENS
spectra in the frequency space. The latter approach necessitates,
however, an analytical “fittable” model for the resolution-broadened
experimental QENS spectra as well as a good model for the instru-
mental resolution function. Both challenges were met by using a
Padé approximant for the Laplace transformed instrumental time
window, which was chosen to be the product of a Gaussian win-
dow and a slowly decaying stretched Mittag-Leffler function. In
frequency space, the resulting model for the instrumental resolu-
tion function is a generalization of the well-known Voigt function.13

We note here that the representation of the instrumental resolu-
tion function by the dominating Gaussian profile alone is not suf-
ficient for detecting subtle changes in the observed QENS spec-
tra of hAChE upon inhibition through HupA (see Fig. 8 in the
Appendix).

We have demonstrated that our model is able to extract infor-
mation from extremely small but nevertheless significant changes
in the QENS spectra which are in the (sub)percent region. These
changes are remarkably well reproduced and confirm the results
of our previous work.8 A technical key point in our study was
the use of symbolic and numerical calculations with the Wolfram
Mathematica package.19 We finally remark that the direct analy-
sis method for QENS spectra presented here, as well as the anal-
ysis in the time domain used in Ref. 8, is suitable for QENS
studies of biomolecular and complex molecular systems in gen-
eral. They can be expected to be particularly useful to reveal
very small changes in the dynamics upon external stress in a
broader sense, such as hydrostatic pressure, temperature, solvent
changes, etc.
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APPENDIX: MODEL FOR THE INSTRUMENTAL
RESOLUTION

In the following, we describe the model for the instrumental
resolution of the IN6 spectrometer of the Institut Laue-Langevin in
Grenoble on which the QENS experiments were performed. The
experimental basis for the instrumental resolution are vanadium
spectra, which have been recorded at room temperature. At a first
glance, these spectra can be well represented by Gaussian functions,
but the lin-log plot in Fig. 8 shows that this is not the case and, in
particular, that the wings are missing.

To account for these wings, we describe the resolution function
R̃(ω) by the convolution of a normalized Gaussian function with a
scaled form of the generalized Lorentzian (21). Replacing α → αR
and τ → τR for clarity, we have

R̃(ω) = (LαR ,τR ∗Gσ)(ω), (A1)

where

Gσ(ω) = e− ω2

2σ2√
2πσ

(A2)

is a normalized Gaussian function of width σ and

LαR ,τR(ω) = τRLαR(ωτR). (A3)

We note that Expression (A1) becomes the well-known Voigt pro-
file13 for the special case αR = 1.

The convolution (A1) was performed with the semianalyt-
ical method described in Sec. III B of the main text, using a
Padé-approximation for the Laplace-transformed Gaussian function
Ĝσ(s). Concerning the parameters, we note that τR ≈ 1.5 × 107 ps
and αR ≈ 0.2 for all q-values. The fits are not as good as those for
the QENS data, but clearly much better than those with a Gaussian
function alone.

In order to account for the strong dominance of the Gaussian
component in the vanadium spectra as well as for the strong inter-
dependence of the fit parameters {σ, αR, τR}, we performed the fit
of Expression (A1) in two steps. In a first step, we fixed σ by a
fit of Expression (A2) and used the result to fit, in a second step,
Expression (A1) to adjust the remaining parameters αR and τR. The
orders of polynomials P(s) and Q(s) in the Padé approximation of
Ĝσ(s) were set to m = n = 8, and the reference point was chosen to
be the σ-value found from the fit of the Gaussian function, s0 = σ.
Figure 8 displays the fit of the vanadium spectrum for q = 1 Å−1.
The σ parameter was found to be 0.036 meV, which is consistent
with the instrumental resolution of 70 μeV ≈ FWHM for the inci-
dent neutron wave length of 5.12 Å that was used to record the QENS
spectra.
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1.3. ”Weak self-similarity of the Mittag-Leffler relaxation function”.

Cette publication concerne la justification mathématique du modèle utilisé

dans les analyses en temps et en fréquences et ceci en effectuant une étude

mathématique des comportements asymptotiques aux temps longs et courts

de la fonction Mittag-Leffler ”étirée” basée sur les outils de l’analyse asympto-

tique. L’article a suscité l’intérêt des éditeurs étant publiée en tant qu’une lettre

dans le ”Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical”.
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Abstract

The Mittag–Lef�er (ML) relaxation function, Eα(−tα) (0 < α 6 1), describes

multiscale relaxation processes with a broad range of relaxation rates, where

α = 1 corresponds to exponential relaxation. For 0 < α < 1 it decays asymp-

totically ∼t−α and is thus asymptotically self-similar, i.e. form invariant under

a scale transform t→ µt. In the language of asymptotic analysis, such func-

tions are referred to as regularly varying. Based on this observation we derive

a re�ned, ‘weakly self-similar’ asymptotic form by applying a theorem due to

J Karamata. Reasoning along the same lines, we derive also a corresponding

weakly self-similar form for the time derivatives of the ML relaxation function

in the short time limit. In both cases the respective asymptotic power law forms

are approached by slowly varying functions in the sense of asymptotic anal-

ysis and we show that the range of validity of the respective approximations

increases strongly with the decrease of α.

Keywords: Mittag–Le�er function, asymptotic analysis, multiscale relaxation

(Some �gures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

The Mittag-Lef�er relaxation function,

φ(t) :=Eα(−tα), 0 < α 6 1, (1)

appears in various physical and empirical models related to anomalous, non-Markovian

diffusion and relaxation processes with long-timememory effects [1–8]. For simplicity we use

1The author to whom any correspondence to be addressed.

1751-8121/20/20LT01+9$33.00 © 2020 IOP Publishing Ltd Printed in the UK 1
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here a dimensionless time, t, and the symbol Eα(· ) denotes the Mittag–Lef�er (ML) function

[9–11], which is de�ned by the series

Eα(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ(1 + αn)
, α > 0. (2)

Here Γ(z) denotes the gamma function [12] and it follows from Γ(1 + n) = n! that E1(z) =
exp(z). We note that φ(t) is the solution of the fractional differential equation

dφ(t)

dt
+ 0∂

1−α
t φ(t) = 0, (3)

with the initial condition φ(0) = 1, where the symbol 0∂
1−α
t denotes a Riemann–Liouville

derivative [13] of order 1− α,

0∂
1−α
t φ(t) =

d

dt

∫ t

0

dτ
(t− τ )α−1

Γ(α)
φ(τ ). (4)

For α = 1 the fractional differential equation (3) becomes an ordinary differential equation,

φ′(t) + φ(t) = 0, whose solution is the exponential relaxation function, φ(t) = exp(−t). From
a physical point of view, the convolution integral in the fractional derivative re�ects memory

effects, i.e. a non-Markovian character of the underlying relaxation dynamics.

The ML relaxation function may be compared to the Kohlrausch–Williams–Watts (KWW)

function [14–16], ϕ(t) := exp(−tα), which has been extensively used to model in particular

multiscale relaxation processes probed by dielectric spectroscopy [17]. Both functions have

essentially the same short time behavior, but their respective asymptotic behavior for long

times is fundamentally different. The KWW function decays asymptotically faster than any

negative power of t, whereas it follows from the series expansion of the ML function for large

arguments [9],

Eα(z)
|z|→∞∼ −

M∑

n=1

z−n

Γ(1− nα)
(M ∈ {1, 2, 3, . . .}), (5)

that φ(t) displays an asymptotic power law decay

φ(t)
t→∞∼ t−α

Γ(1− α)
≡ φ(∞)(t). (6)

In frequency space this leads also to an asymptotic power law form ∝ ωα−1 of the Fourier

spectrum for small frequencies, and we note here that power law frequency spectra of physical

observables can be quite generally observed for complex, hierarchically organized systems

[18]. It follows from (6) that the ML relaxation function is asymptotically self-similar, i.e.

asymptotically form invariant with respect to the scale transform t→ µt,

lim
t→∞

φ(µt)

φ(t)
= µ−α. (7)

In asymptotic analysis, functions displaying this property are referred to as ‘regularly varying’,

a term which has been coined by J Karamata [19]. Since we are dealing with the ‘stretched’

version the ML function, all its time derivatives exhibit power law behavior in the short time

limit,

2
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φ(k)(t)
t→0∼ − α(α − 1) · · · (α − k + 1)

Γ(1 + α)
tα−k. (8)

They are thus regularly varying functions at the lower end of the time scale, ful�lling

lim
t→0

φ(k)(µt)

φ(k)(t)
= µα−k. (9)

Here and in the following we use the abbreviation φ(k)(t) ≡ dkφ(t)/dtk.
The idea of this paper is to use the fact that the ML relaxation function and its time

derivatives are regularly varying functions in the long and short time limit, respectively, in

order to derive respective re�ned, ‘weakly self-similar’ asymptotic forms with an extended

range of validity by using a theorem by J Karamata [20].

2. Weak self-similarity of φ(t) for long times

The fact that φ(t) is a regularly varying function implies that it can be written in the form [19]

φ(t)
t→∞∼ L(t)t−α, (10)

where L(t) is a ‘slowly varying’ function, which is de�ned through the property

lim
t→∞

L(µt)

L(t)
= 1 (µ > 0). (11)

Expression (10) is a re�ned, ‘weakly self-similar’ asymptotic form of the ML relax-

ation function, compared to (6). In order to derive its concrete form, we use the

Hardy–Littlewood–Karamata (HLK) theorem [20], which relates the asymptotic form of a

certain class of regularly varying functions for large arguments to their Laplace transforms for

small arguments,

h(t)
t→∞∼ L(t)tρ ⇐⇒ ĥ(s)

s→0∼ L(1/s)
Γ(1 + ρ)

s1+ρ
, ρ > −1. (12)

The Laplace transform is de�ned through ĥ(s) =
∫∞
0

dt exp(−st)h(t) (R{s} > 0). One notices

that the exponent ρ must be chosen such that the integral
∫ t

0
dτh(τ ) diverges as t→∞. At

this point one can use that the Laplace transform of the ML relaxation function has a simple

analytical form,

φ̂(s) =
1

s(1 + s−α)
, (13)

which is straightforwardly obtained by a term-by-term transformation of the series

Eα(−tα) =
∑∞

n=0 (−1)αtnα/Γ(1 + αn). Since the Laplace transform of φ(t) is known in the

whole s-plane, it is in particular known for s→ 0, and the HLK theorem can thus be used to

infer the asymptotic form of φ(t) for large times from its Laplace transform. Writing

φ̂(s) =

(
1

Γ(1− α)

1

1 + sα

)

︸ ︷︷ ︸
L(1/s)

Γ(1− α)

s1−α
,

3
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Figure 1. Log–log plot of L(t)/L(∞) for α = 0.2, 0.4, 0.8 (blue solid lines). The dashed
black line refers to the limiting value 1.

it follows that

φ(t)
t→∞∼ L(t)t−α =

L(t)

L(∞)
φ(∞)(t), (14)

where φ(∞)(t) is given by equation (6) and

L(t) =
1

Γ(1− α)

(
1

1 + t−α

)
(15)

is a slowly varying function in the time domain. It tends, in fact, to a plateau value,

limt→∞L(t) ≡ L(∞) = 1/Γ(1− α), and its normalized form, L(t)/L(∞), is shown in �gure 1

for α = 0.2, 0.4, 0.8.We note that the re�ned asymptotic form (14) of φ(t) stays bound for all
values of t,

0 < φ(∞)
L (t) < 1/Γ(1− α) (0 < α 6 1), (16)

in contrast to the alternative expression

φ(t)
t→∞∼ −

M∑

n=1

(−1)n
t−nα

Γ(1− nα)
≡ φ(∞)

p (t), (17)

deriving from the asymptotic form (5) of the ML function. Figure 2 displays a log–log plot

of the exact relaxation function φ(t) for α = 0.2, 0.4, 0.8 (blue solid lines) together with the

asymptotic power law form (6) (blue dashed lines) and the re�ned version φ(∞)
L (t) given in

equation (14) (orange lines). The orange dashed lines correspond to the alternative asymptotic

form φ(∞)
p (t) de�ned in equation (17). Here we have set M = 10, noting that higher values do

not lead to an enlarged domain of validity, but rather to unwanted oscillations. One sees that

the approximation of the exact relaxation function by the re�ned asymptotic form (14) is the

better over increasingly larger time scales the smaller α is, i.e. the more non-exponential the

relaxation function is. In parallel, the variation of the relaxation function with time decreases

and it becomes increasingly weakly self-similar.

4
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Figure 2. Log–log plot of φ(t) for α = 0.2, 0.4, 0.8 (blue solid lines), the asymptotic
power law form (6) for large time arguments (blue dashed lines) and the re�ned asymp-
totic form (14) (orange solid lines). The orange dashed lines display for comparison the
alternative re�ned asymptotic form (17) withM = 10. The choice of M is motivated in
the text.

3. Weak self-similarity of φ(k)(t) for short times

For the following considerations we use that the ML relaxation function can be written as a

continuous superposition of normal exponential functions,

φ(t) =

∫ ∞

0

dλ p(λ) exp(−λt). (18)

where p(λ) is given by [6]

p(λ) =
sin(πα)

πλ (λ−α + λα + 2 cos(πα))
. (19)

For α = 1 one has p(λ) = δ(λ − 1), where δ(· ) denotes the Dirac distribution, expressing

perfectly monoexponential relaxation. Formula (19) is obtained from its Laplace transform

(13), using that p(λ) = limǫ→0+
1
π
I{φ̂(−ǫ − iλ)} is the inverse of the Stieltjes transform φ̂(s) =∫∞

0
dλ p(λ)/(λ + s) [21].

Expression (18) shows that φ(t) can be read as the Laplace transform of p(λ), with λ being

the ‘time variable’ and t the ‘Laplace variable’. More generally, the kth time derivative of φ(t)
is the Laplace transform of (−λ)kp(λ),

φ(k)(t) =

∫ ∞

0

dλ exp(−λt)(−λ)kp(λ). (20)

Writing now

λkp(λ) = λk−1−α sin(πα)

π
(
1 + λ−2α + 2λ−α cos(πα)

)
︸ ︷︷ ︸

M(λ)

(21)

de�nes the slowly varying function

M(λ) =
sin(πα)

π(1 + λ−2α + 2λ−α cos(πα))
, (22)

5
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Figure 3. Log–log plot of M(1/t)/M(∞) for α = 0.2, 0.4, 0.8 (blue solid lines).

and with the replacements φ(t)→ λkp(λ), φ̂(s)→ (−1)kφ(k)(t), and L(t)→M(λ), the HLK

theorem (12) can be applied for k > 1 in order to infer the asymptotic form of the time

derivatives φ(k)(t) for short times from p(λ),

λkp(λ) = M(λ)λk−1−α

=⇒ (−1)kφ(k)(t)
t→0∼ M(1/t)

Γ(k− α)

tk−α
, k = 1, 2, 3, . . . (23)

The case k = 0, i.e. the ML relaxation function itself, must be excluded. The expression for

the asymptotic form of φ(k)(t) can still be considerably simpli�ed by using that limλ→∞ M(λ) =
sin(πα)/π = 1/(Γ(1− α)Γ(α)) [12], and that Γ(k− α) = (1− α)k−1Γ(1− α), where (a)n =
a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) is the Pochhammer symbol. In a second step one can use that

(−1)k(1− α)k−1/Γ(α) = −α(k)/Γ(1 + α), where α(k) = α(α − 1) · · · (α − k+ 1) is the kth

factorial power of α. Using the normalized function M(λ)/M(∞), which is displayed in

�gure 3, we obtain a re�ned asymptotic form of φ(k)(t) compared to (8),

φ(k)(t)
t→0∼ −

(
M(1/t)

M(∞)

)
α(α − 1) · · · (α − k + 1)

Γ(1 + α)
tα−k, (24)

or, equivalently,

φ(k)(t)
t→0∼

(
M(1/t)

M(∞)

)
dk

dtk

(
− tα

Γ(1 + α)

)
. (25)

Noting thatM(1/t) is a slowly varying function for t→ 0 ifM(λ) is slowly varying for λ →∞,

we have thus obtained a concrete weakly self-similar, or regularly varying form for the time

derivatives of φ(t) in the short time limit.

Figure 4 displays a log–log representation of the absolute values of the �rst and second

order time derivatives of φ(t) (blue solid lines), the derivatives of the corresponding limiting

power law form (8) (blue dashed lines), and the re�ned asymptotic forms (25) (solid orange

lines). The analytical expressions for the �rst two derivatives of the ML relaxation functions

are here given by

φ(1)(t) = −tα−1Eα,α (−tα) , (26)

φ(2)(t) = tα−2
{
tα
(
Eα,2α−1 (−tα)− (α − 1)Eα,2α (−tα)

)
− (α − 1)Eα,α (−tα)

}
,

(27)

6
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Figure 4. Log–log plot of |φ(k)(t)| for k = 1, 2 (upper and lower row, respectively),
with α = 0.2, 0.4, 0.8. The solid blue lines correspond to the exact expressions given
in equations (26) and (27), respectively, the blue dashed lines to the limiting power law
form (8), and the orange lines to the re�ned form (25).

where the symbols Eα,β(z) denote the generalized ML function [9–11],

Eα,β(z) =

∞∑

n=0

zn

Γ(β + αn)
, α, β > 0. (28)

We note that expressions (26) and (27) have been obtained with Wolfram’s Mathematica

Package [22]. The �gure shows a similar tendency as for the asymptotic long time form of

the relaxation function, namely that the approximation of the exact functions—here the time

derivatives of φ(t)—by the corresponding re�ned asymptotic forms are the better the smaller α
is. The variation of the displayed functions decreases in parallel, indicating an extended range

of weak self-similarity. We note here that the re�ned asymptotic short time form (24) is not

bound for all values of α and t, since M(λ) is not bound. One sees in fact that M(λ) becomes

singular at λ = 1 if α → 1.

4. Discussion and conclusions

By means of asymptotic analysis we have shown that the ML relaxation function and its time

derivatives exhibit for long times and short times, respectively, a ‘weakly self-similar’ behav-

ior. Except in the transition region at t ≈ 1 (on a dimensionless time scale), the ML relaxation

function thus exhibits a close to self-similar behavior over a large range of time scales, where

the effect is the more pronounced the smaller α is, i.e. the more non-exponential the relaxation

is. The fact that its weak self-similarity concerns both ends of the time scale is re�ected by

7
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the fact that its relaxation rate and time spectra are the same. This is seen as follows: de�n-

ing the (here dimensionless) relaxation times through τ = 1/λ one has instead of (18) the

representation

φ(t) =

∫ ∞

0

dτ P(τ ) exp(−t/τ ), (29)

where P(τ ) = p(1/τ )
∣∣ dλ
dτ

∣∣. Inserting here expression (19) for p(1/τ) leads to

P(τ ) =
sin(πα)

πτ (τ−α + τα + 2 cos(πα))
, (30)

which shows by comparison with expression (19) that, indeed,

P(τ ) = p(τ ). (31)

To our knowledge, the ML relaxation function is the only relaxation function with this partic-

ular property. We mention in this context that this might be the reason why only this model

relaxation function lead to a physically meaningful interpretation of quasielastic neutron scat-

tering experiments probing functional protein dynamics, which has been published recently

[23, 24]. At short times protein dynamics is characterized by rapid relaxation due to dephasing

of the atomic vibration and at long times by relaxation due of the slow, solvent driven modes,

which involve all atoms in the protein. In both cases coupling to the same continuum of modes

is involved, and self-similar multiscale relaxation with the same α is a physically reasonable

assumption.
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Melek SAOUESSI
Modélisation de la dynamique fonctionnelle de l’Acétylcholinestérase

humaine vue par diffusion quasi-élastique de neutrons

Résumé. Dans le travail présent, des spectres de diffusion quasi-élastique de neutrons (QENS) de l’Acétylcholinestérase humaine
(hAChE) sont analysés afin d’étudier des changements dans la dynamique interne de cet enzyme sous l’effet inhibiteur du ligand
non-covalent HuperZine A (HupA). Le défi est de voir si l’activité enzymatique est reflétée par la dynamique de relaxation à des
échelles de temps courtes de l’ordre de quelques dizaines de pico-secondes. Les mouvements de molécules entières peuvent être ici
négligés, car les expériences ont été menées sur des poudres hydratées. Afin de tenir en compte du caractère auto-similaire de la
dynamique des protéines, un modèle multi-échelle est utilisé pour les fonctions de diffusion, qui ajuste simultanément les parties
élastique et quasi-élastique du spectre QENS. Contrairement à une analyse précédemment effectuée sur les mêmes données, l’analyse
présente révèle des changements subtiles mais systématiques dans la dynamique interne de l’enzyme en présence de l’inhibiteur.
Dans une première analyse dans le domaine du temps, les fonctions intermédiaires de diffusion sont obtenues par déconvolution
des spectres expérimentales de la résolution instrumentale. Les fonctions de relaxation correspondantes sont ici modélisées par la
fonction Mittag-Leffler ”étirée” dont le choix se justifie entre autres par son comportement asymptotique en loi de puissance. Afin de
consolider les résultats trouvés, une deuxième analyse est menée directement sur les spectres expérimentaux mesurés dans le domaine
des fréquences, en utilisant une approche semi analytique pour la convolution du spectre modèle avec la fonction de résolution
instrumentale. Les résultats sont cohérents avec ceux trouvés par l’analyse précédente dans le domaine du temps. Ils indiquent en
particulier une augmentation des amplitudes des mouvements des atomes d’hydrogène et un ralentissement de la dynamique interne
de l’enzyme. Ces résultats sont interprétés du point de vue physique en utilisant le concept de “paysages énergétiques” pour les
mouvements des atomes d’hydrogène.

Mots clés : Dynamique des protéines, diffusion quasi-élastique de neutrons, analyse de données.

Modeling the functional dynamics of Human Acetylcholinesterase seen by
quasi-elastic neutron scattering

Abstract. In the present work, quasi-elastic neutron scattering spectra (QENS) from human Acetylcholinesterase are analyzed
to study changes in the internal dynamics of this enzyme upon the non-covalent binding of the ligand HuperZine A (HupA). The
challenge is to see if the enzymatic activity is reflected in the short time relaxation dynamics extending over time scales of some
ten picoseconds. Global motions of whole molecules can here be neglected since the experiments have been performed on hydrated
powder samples. In order to account for the the self-similar character of protein dynamics, a multi-scale model has been used for the
scattering functions, which fits simultaneously the elastic and quasi-elastic components of the the QENS spectrum. In contrast to a
previous analysis of the experimental data, the present study reveals subtle but systematic changes of the internal dynamics of the
enzyme in presence of the inhibitor. In a first analysis, which is performed in the time domain, the intermediate scattering functions
are obtained by deconvolution of the experimental spectra from the instrumental resolution. The corresponding relaxation functions
are here modeled by the “stretched” Mittag-Leffler function whose choice is justified, among others, by its asymptotic power law
decay. In order to consolidate the results, a second analysis has been performed directly on the experimental spectra measured in the
frequency domain, by using a semi-analytical approach for the convolution of the model spectrum with the instrumental resolution
function. The results are consistent with those obtained by the preceding analysis in the time domain. They indicate in particular
an increase of the motional amplitudes of the hydrogen atoms and a slowing-down of the internal dynamics of the enzyme. From
a physical point of view, these findings are interpreted by employing the the concept of “energy landscapes” for the motions of the
hydrogen atoms.
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