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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Résumé

Le but de ce mémoire est d’apporter une solution algorithmique a un probléme provenant de la théorie
des algebres amassées.

Les algébres amassées, inventées par S. Fomin et A. Zelevinsky autour de I’an 2000 [FZ02a], sont des
anneaux commutatifs intégres munis d’une structure combinatoire additionnelle trés particuliere. Cette
structure consiste en la donnée d’une famille de graines reliées les unes aux autres par une procédure
appelée mutation. Chaque graine consiste plus précisément en deux parties : un amas et un carquois.
L’amas d’une graine est une famille d’'un nombre n fixé d’éléments de I'anneau qui engendre librement
son corps des fractions, et le carquois est un graphe orienté qui code les n mutations reliant cette graine
& ses voisines. L’esprit de cette définition est que la réunion des amas forme une famille (en général
infinie) d’éléments remarquables de 'anneau, qui peuvent étre construits par une procédure combinatoire
inductive a partir d’une graine de départ (graine initiale).

Les motivations des inventeurs provenaient de divers exemples, (i) en théorie de Lie algébrique (ainsi
I’anneau des fonctions polynomiales sur le groupe des matrices unitriangulaires a une structure naturelle
d’algebre amassée, liée aux bases canoniques de Lusztig et a la notion de matrice totalement positive)
[['Z02a], (ii) en combinatoire (suites de Somos, phénomene de Laurent [FZ02b]), ou (iii) dans la théorie des
systémes intégrables (conjecture de Zamolodchikov) [FZ03]. Depuis 'apparition des algébres amassées,
de nombreuses autres relations avec divers domaines ont été découvertes, par exemple avec la théorie des
représentations de carquois et d’algébres de dimension finie [BMR ™06, CK06, CKO08], avec la géométrie
des variétés de carquois et les représentations d’algebres affines quantiques [HL10], avec les espaces de
Teichmiiller décorés des surfaces de Riemann [GSV10, FST08, FT18], avec la géométrie birationnelle et
la symétrie miroir [GHKK18].

Le point de départ de ce mémoire est une structure d’algebre amassée pour les anneaux de coordonnées
de certaines strates de la variété de drapeaux associée a un groupe algébrique linéaire simple de type
A, D, E : les variétés de Richarson ouvertes. Ces strates sont les intersections des cellules de Schubert
de la variété de drapeaux relativement a deux sous-groupes de Borel opposés. Elles ont été d’abord
considérées par Kazhdan et Lusztig [KL.80] (en lien avec les polyndomes de Kazhdan-Lusztig), puis sont
réapparues dans ’étude de la structure de Poisson de la variété de drapeaux [GY09], et dans I’étude de sa
partie totalement non-négative [Lus98, Rie97, Rie99, RW08]. Par analogie avec les travaux de Berenstein,
Fomin et Zelevinsky sur les doubles cellules de Bruhat [BFZ05, FZ99], il est raisonnable d’espérer que les
variétés de Richardson ouvertes admettent une structure amassée compatible a la fois avec la structure
symplectique et la positivité totale. Dans [Lec16] une sous-algébre amassée de rang maximal de 'anneau
des coordonnées d’une variété de Richardson a été construite, et il a été conjecturé que cette sous-algebre
coincide avec ’anneau tout entier.

Cette conjecture a récémment été prouvée par Galashin et Lam dans le cas particulier des variétés
positroides, [GL19] c’est-a-dire des strates de Richardson ouvertes de la variété de drapeaux d’un groupe
SL(n,C) (type A) qui apparaissent dans une variété Grassmannienne, mais elle est toujours ouverte en
général. Une des difficultés est sans doute que la construction de [Lecl6] est théorique et ne fournit
pas de graine initiale totalement explicite. En fait, suivant I'approche de [GLS11], & chaque strate de
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Richardson on associe dans [Lec16] une certaine sous-catégorie de Frobenius de la catégorie des modules
sur ’algebre préprojective de méme type que le groupe algébrique de départ, et on montre que cette
catégorie admet une structure amassée au sens de Buan, Iyama, Reiten et Scott [BIRS09]. Le lien avec
I’anneau de coordonnées de la strate de Richardson se fait ensuite par le biais du caractére d’amas déja
étudié dans [GLS06]. Dans cette construction les graines de I’algébre amassée proviennent directement des
modules rigides maximaux de la catégorie de Frobenius. En particulier le carquois de la graine s’identifie
au carquois de Gabriel de ’algébre d’endomorphismes du module rigide maximal. Malheureusement, ces
modules rigides maximaux sont tres difficiles & décrire en général, et méme pour les plus simples d’entre
eux étudiés a la fin de [Lecl16], le carquois associé n’est pas connu.

Dans ce mémoire nous donnons un algorithme qui, & partir des parameétres définissant une strate de
Richardson (c’est-a-dire a partir d’un couple (v,w) d’éléments du groupe de Weyl tels que v < w pour
Pordre de Bruhat), calcule un module rigide maximal explicite de la catégorie de Frobenius associée, ainsi
que son carquois. Le principe de l'algorithme est le suivant. La catégorie C,, ,, introduite dans [Lecl6] est
définie comme l'intersection de deux sous-catégories C¥ et C,, de la catégorie des modules sur l'algebre
préprojective. La catégorie C,, et sa structure amassée ont été étudiées en détail dans [BIRS09, GLS11], et
on connait, pour chaque décomposition réduite w de w, un module rigide maximal Vz de C,, ainsi que son
carquois. On peut donc a partir de cette graine initiale de C,, produire par mutation de nouvelles graines.
L’idée de l'algorithme est d’effectuer une suite de mutations bien choisies qui aboutisse a un module rigide
maximal R de C,, tel que £(w) — £(v) facteurs directs indécomposables de R appartiennent aussi ¢ C¥. La
somme de ces facteurs est le module rigide maximal de C, ,, recherché. De plus son carquois s’obtient &
partir de celui de R en supprimant les fleches adjacentes aux sommets correspondant aux facteurs de R
qui ne sont pas dans C".

La suite de mutations a effectuer peut étre vue comme une variante de la suite de mutations étudiée
dans [GLS11] pour passer du module V4 a un module noté T dans [GLS11]. Une premiere formulation
de lalgorithme, qui nous a été suggérée par J. Schroer, décrit explicitement cette suite a partir de la
donnée de w et de son sous-mot U le plus d droite qui représente v. Pour démontrer que la conjecture
de Schréer est correcte, nous avons dii passer par une deuxiéme formulation de la suite de mutations,
a priori indépendante. Dans [GLS11] sont décrites des stratifications de la catégorie C,, dont les strates
sont paramétrées par des vecteurs d’entiers appelés A-vecteur. Les modules rigides étant caractérisés
par la strate a laquelle ils appartiennent, on peut identifier les modules rigides de C,, au moyen de leur
A-vecteur. On peut aussi donner un critere d’appartenance a C, ,, en termes d’annulation de certaines
coordonnées du A-vecteur. Enfin des formules de mutation des A-vecteurs ont été décrites dans [GLS11].
Dans la deuxiéme formulation de l'algorithme, les mutations sont choisies de maniere a annuler I'une
apres 'autre, un peu comme dans un algorithme “glouton”, les coordonnées appropriées des A-vecteurs.
Le principal résultat de ce mémoire est de montrer que cette stratégie gloutonne fonctionne correctement,
et qu’elle coincide en fait avec la premiére formulation de ’algorithme.

1.2 Organisation

Le mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 2, on commence par rappeler a la section
2.1 les bases de la théorie des systemes de racines et des groupes de Weyl, dont les paires d’éléments
paramétrisent les strates que l'on étudiera. Dans la section 2.2, en partant de la matrice de Cartan
associée a un systeéme de racines cristallographique, on rappelle des résultats sur la théorie des C-algebres
de Lie semi-simples, et en particulier la notion de module de plus haut poids. La structure combinatoire
de ces modules peut étre décrite grace a la théorie des cristaux qu’on utilisera a la section 2.9. Ensuite
on rappelle a la section 2.3 la définition d’une algebre amassée. Dans les sections suivantes on rappelle la
définition de ’algébre préprojective 2.4, de sa catégorie de modules mod(A) sur laquelle on définira un
analogue catégorique de la notion d’algebre amassée, la structure amassée, d’abord en général a la section
2.5 puis plus spécifiquement sur mod(A) & la section 2.6 et enfin sur sa sous-catégorie C, ., catégorie
dont ’étude sera le cceur de ce document, a la section 2.7. On poursuit avec des rappels sur la notion
de A-vecteur & la section 2.8 puis a la section 2.9.3 on calcule les A-vecteurs d’une graine initiale de C,,
relatifs & la stratification associée a une décomposition réduite arbitraire de wg. Finalement, a la section
2.10 on prouve des critéres d’appartenance d’un module M € mod(A) a 'une des catégories C¥ ou C,,
en fonction de son A-vecteur.

Dans le chapitre 3 on décrit deux algorithmes, le premier, conjecturé par Schroér étant une variation de
celui précédemment énoncé dans [GLS11], le deuxiéme étant un algorithme glouton dans sa formulation,
visant & obtenir des modules de C¥ en modifiant de fagon adéquate leurs A-vecteurs. Le premier algorithme
est déterminé par la combinatoire des représentants de v et w choisis, le deuxiéme repose sur des choix
faits a chaque étape en fonction des A-vecteurs. L’équivalence entre ces deux algorithmes sera prouvée a
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la section 5.1.

Au chapitre 4 on prouve que le deuxiéme algorithme permet bien d’obtenir une graine pour la structure
amassée sur C,,,. On énonce les théoremes qu’on va démontrer aux sections 4.3 et 4.6 et on explique
a la section 4.1 l'organisation de la preuve. Ainsi on utilise les résultats prouvés & la section 2.9.3 pour
établir a la section 4.3 une caractérisation des A-vecteurs des facteurs directs du module initial qui seront
mutés par ’algorithme. Dans les sections 4.4 on établit des criteéres combinatoires pour classer les facteurs
directs du module initial et des différents modules mutés en plusieurs ensembles et dans la section 4.5, on
introduit du vocabulaire qui nous permettra de décrire de facon efficiente la structure du carquois associé
aux modules que ’on mutera. On énonce ensuite a la section 4.6 le théoreme qu’on a appelé « structurel »
qui décrit leffet de la suite de mutations de notre algorithme sur la graine initiale et on précise dans la
section suivante ’organisation de la preuve de ce théoreme. On conclut a la section 4.16 a la validité de
ce théoreme.

Au chapitre 5, on prouve comme dit précédemment 1’équivalence des deux algorithmes formulés au
chapitre 5 puis on étudie des corollaires possibles du résultat, dans la théorie des suites vertes et rouges de
Keller et sur le rapport entre la sortie de 1’algorithme et I'obtention d’une graine de C,,,, par un quotient
de la graine initiale Vz.

Dans ’appendice on donne a la section B un exemple détaillé de ’ensemble des étapes des algorithmes
de calcul d’une graine de C, ,, qui illustre de nombreux points de ce document.

Au cours de cette these, on a développé des fonctions SageMath permettant de représenter les modules
et leurs mutations en fonction de leurs A-vecteurs. On a programmé plusieurs fonctions détaillées a la
section A.2 et en particulier une fonction qui prend en entrée le représentant W représenté comme suite
d’entiers et I’élément v (représenté par le type Sage d’élément d’un groupe de Weyl) et renvoie en sortie les
A-vecteurs du module pe (Vi) ainsi que son carquois. Il est aussi possible de faire enregistrer des carquois
et la liste des A-vecteurs a chaque étape de 'algorithme. L’ensemble de ces fonctions peut étre téléchargé
a l'adresse https://menardeOl.users.1lmno.cnrs.fr/soutenance.html et incorporé a une installation
SageMath en suivant les indications de la section A.1.1 et les indications fournies avec I’archive.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

2.1 Systémes de racines, groupe de Weyl et combinatoire

Dans cette section on va définir les notions de systéme de racines et de groupe de Weyl associé a ces
systémes. Les strates des variétés de drapeaux (qu’on définira & la section 2.2.9) auxquelles on va attacher
des algeébres amassées (définies a la section 2.3) seront indexées par des paires d’éléments de ce groupe
de Weyl.

2.1.1 Systeme de racines cristallographique

Cette section est inspirée de [Hum72] et [Car05].

Soit E un espace euclidien, c’est a dire un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire (-, ).

On appelle réflexion de E une transformation linéaire qui laisse fixe un hyperplan (un sous-espace
de codimension un) et qui envoie tout vecteur orthogonal & cet hyperplan sur son opposé.

A chaque vecteur o € F\{0}, on associe une réflexion o, par rapport a I’hyperplan

Po={B8€E|(a,B)=0.

On définit de facon explicite la réflexion par la formule :

_ 5_ 206,0)
oa(B) =B (o, ) o
On notera (3, a) le scalaire (3, a) = %

On définit alors la notion de systéme de racines de la fagon suivante :

Définition 2.1.1 (Systéme de racines). Un sous-ensemble & C FE est appelé systéme de racines
cristallographique de F s’il vérifie les conditions suivantes :

1. ® est fini, engendre E et ne contient pas Og
2. Si a € ¥, les seuls vecteurs colinéaires de « dans ® sont +a
3. Sia€®, 0,(P)=D
4. Sia,Bed, (B,a) €L
Définition 2.1.2 (Groupe de Weyl d’un systéme de racines). Soit ® un systéme de racines de E. On

note W C GL(FE) le sous-groupe engendré par les réflexions (04 )ace. On appelle ce groupe le groupe
de Weyl de 9.

11
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Définition 2.1.3 (Racines simples et positives). Un sous-ensemble II C ® est appelé ensemble des

racines simples de ® si IT est une base de E et si chaque racine 8 € ® peut s’écrire comme 5 = Y ko«
aclIl
ou les coefficients k, sont soit tous positifs soit tous négatifs. Une racine a € II est dite racine simple

(par rapport a II). On peut alors dire qu'une racine est positive par rapport a II, si les k, sont tous
positifs dans la somme ci-dessus. Dans le cas contraire, la racine est dite négative. On note ®* I’ensemble
des racines positives.

On notera IT = {a1, ..., a,} les racines simples de I, I = {1,...,n} 'ensemble des indices des racines
simples, n = Card(II) le nombre de racines simples et r le cardinal de ®.

Définition 2.1.4 (Matrice de Cartan). La matrice A = (a;;)1<ij<n = ({(@s,;)) est appelée matrice
de Cartan de ©.

Proposition 2.1.5 ([Car05, Propositions 6.3 & 6.4]). La matrice de Cartan de ® dépend uniquement de
la numérotation des racines de I1. Elle est indépendante du choix de l’ensemble des racines simples.
Ses coefficients vérifient :

1. a;;=2,Viel

2. a;; €{0,-1,-2,-3} sii#j

3. Sia;; =—-2ou—3 alorsa;; =—1
4. a;; =0 si et seulement si a;; =0

Définition 2.1.6 (Graphe de Coxeter). Soit ® un systéme de racines avec comme ensemble de racines
simples II. Le graphe de Coxeter est le graphe a n sommets correspondant a chacune des racines de I1
oll on a

Gij = (o, ;) {aj, o)
arétes entre les sommets i et j (i # 7).

Définition 2.1.7 (Diagramme de Dynkin). Le diagramme de Dynkin de ® est le graphe de Coxeter
sur lequel on ajoute une fleche pointant vers la plus courte des deux racines si toutes les racines ne sont
pas de méme longueur et si on a une aréte entre deux racines simples de longueur différentes.

Définition 2.1.8. Soit ® = ¥ U un systéme de racines de E tel que ¥ et ) soient eux-mémes
des systemes de racines sur des sous-espaces supplémentaires F; @& Fo = E. Alors on dit que ® est
décomposable en les systemes W et 2 et on note & = ¥ x Q.

Si le systeme de racines ¢ n’admet aucune décomposition de ce type, il est dit irréductible.

Proposition 2.1.9 ([Car05, Section 6]). Un systéme de racines est irréductible si et seulement si son
diagramme de Dynkin est conneze.

La classification des systemes de racines ou des diagrammes de Dynkin est largement traitée dans la
littérature. On pourra notamment consulter [Hum?72], [Car05] ou encore [Hum90]. Ici on rappelle juste
la classification :

Proposition 2.1.10 ([Car05, Liste 6.11]). Les différents diagrammes de Dynkin connezes sont les :

An:1—2 n—1—n (n>1),
B,:1—2 n—2—n—1=n (n>2),
Cp:1—2 n—2—n—-1l<n (n>2),

n—1 (n>4),

D,: 1-2 n—2

N
n

EFg:1-3-4-5-6-7-8,
|
2

(on obtient le graphe de Er d partir de Eg en retirant le sommet 8, celui de Eg en retirant les sommets
T et 8),
Fy:1-2<=3-4,

Gy: 1l<——=2.
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Remarque 2.1.11. En type A, D ou E, graphe de Cozeter et diagramme de Dynkin sont identiques.
Dans ce document on ne considérera que des systémes de racines de types A, D ou E dont on numérotera
les sommets comme ci-dessus.

Exemple 2.1.12. On va présenter une représentation du systéme de racines As. On peut prendre comme
racines simples : a; = (2,0) et ap = (—1,v/3). On a de plus a; +az = (1,v/3) et &+ = {ay, @z, 1 + s},
O = o+ L (D).

(e%) a1+ Qg

—Qq o

—Qq — Qg —Q2

FIGURE 2.1 — Systéme de racines de type As

De maniére générale, le systéme de racines de type A,, peut étre vu dans I’hyperplan de R**! d’équa-
tion 1 +x2 + -+ + 41 = 0 comme 'ensemble des vecteurs e; —ej avec 1 <i# j <n+ 1.

2.1.2 Groupes de Weyl

Définition 2.1.13 (Groupe de Coxeter). Un groupe de Coxeter est un groupe G admettant une
présentation de la forme :

G = (s € 5 (sisy)™ = 1)

oun;; € NU{oo} et (s;5;) = 1 indique que ces deux éléments n’ont pas de relation. On demande de
plus que n; ; = 1 pour tout 1 < ¢ < Card(S), c’est-a-dire que tous les éléments de S soient des involutions.

La donnée de la paire (G, S) est appelée un systéme de Coxeter.

Tout au long de ce document nous considérerons les groupes de Weyl W associés aux systémes
de racines ® de type A,, D, et E,. Ces groupes de Weyl sont des exemples de groupes de Coxeter
avec S = {s; | i € I} ou I est 'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin de ® et n; ; = 2 si
(a;,05) = 0 oun;j =3si () = —1. Etant donné un groupe de Weyl W, on notera ses éléments
v, w,z ou comme produits de réflexions élémentaires s - - - s indexées de droite ¢ gauche. Etant donné
un élément w, on distinguera si nécessaire un représentant particulier de w, noté w et décrit comme
une suite d’entiers (correspondant aux indices des s;), indexée de droite d gauche. Dans ce contexte on
utilisera occasionnellement le vocabulaire de la théorie de la réécriture, parlant de lettres pour les entiers
de la liste, de mot pour le représentant d’un élément de W.

On appelle longueur de w € W, notée ¢(w) le nombre minimal de générateurs d’un représentant de
w dans le systéme de Coxeter (W,S). On appelle représentant réduit de w un représentant composé
exactement de ce nombre de générateurs. Sauf mention contraire, tous les mots considérés dans cette
these seront réduits. On note wy 1’élément de longueur maximale de W.

Notation 2.1.14. Etant donné un représentant réduit w de w, on définit @ comme une complétion &
gauche de W en un représentant de wg. C’est & dire un représentant de wy dont les £(w) premicres lettres
de droite forment le représentant .

Etant donné w = lig(w)s - -+ 01] et 1 <m < {(w), on a :

Wem = Sip,—q """ Siyy W<m = 84,54, 1 " Siy

et
Wem = [tm=1,---,91] W<m = [lm, .., 0]

En pratique on n’indique pas la facon dont on va compléter W en ww, mais nous verrons par la suite
que la fagon exacte dont on le compléte n’a aucune influence sur les résultats que I'on prouve.
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Exemple 2.1.15. On se place dans le groupe de Weyl de type As. On note si, 3, s3 les réflexions
212 . ;o 2 _ _ _ _
élémentaires vérifiant si =1, 518251 = 525182, 525352 = 535253 et 5153 = $3571.

On choisit un élément de W, w := $1825352. Il admet plusieurs représentants : w := [1, 2, 3, 2] corres-
pondant au produit précédent, ws := [1, 3,2, 3] correspondant au produit égal sqs3s283 et, correspondant
au produit s3s1sass, Ws := [3,1,2,3]. Chacun de ces représentants est réduit, la longueur de w étant

£(w) = 4. Le représentant wy = [3,3,1,3,3,2,3,2] n’est pas réduit.

Un des représentant de ’élément de longueur maximal wq est wy = [1,2,3, 1,2, 1]. On peut compléter
a gauche W en un représentant de wy, par exemple w = [3,2, 1,2, 3, 2].

Il y a autant de manieres de compléter a gauche en un représentant de wy que d’expressions réduites
de wov™!. Par exemple si 'on prend v = [3,2,1], on a deux représentants © possibles : [1,2,1,3,2,1] ou
2,1,2,3,2,1].

On a déja défini r a la définition 2.1.3 comme le nombre de racines positives de ®. Ce nombre est
aussi égal a ¢(wg), par la proposition suivante :

Proposition 2.1.16 ([Hum90, Section 1.7]). Soit Wy = [ir, ..., 1], un représentant de wy € W. Alors
les racines de la suite (5;) :

Br=ai, Br=si s, () (2<k<r)
sont deuz & deux distinctes et forment ®T, ’ensemble des racines positives de ®.

Exemple 2.1.17 (Cas As). Prenons un représentant de wg dans As. On pose wy = [1,2,3,1,2,1].
On a

/81 = ] = aq = (1,—1 0,0)7
Bo = 81((12) = o1 + Qo = (1,07 —1,0)7
ﬂg = 8182(041) = Qo = (0,1,71 0),
54 = slsgsl(ag) = o]+ +a3 = (1,0,0, —].),
55 = 81828183(042) = Qg + Q3 = (O, 170, —1)7
BG == 8152518382(041) = (6% = (070, 1, —1)7

et donc on a bien ’ensemble des racines positives du systeme de racines.

Définition 2.1.18. On appelle couleur d’un indice k d’un représentant w = [iy, ..., %] la valeur numé-
rique de .

On dit que deux couleurs i et j sont adjacentes si n; ; = 3 ou encore les sommets i et j sont reliés
par une aréte dans le diagramme de Dynkin du systéme de racines sous-jacent.

Exemple 2.1.19. Dans l’exemple 2.1.15, la couleur de la quatrieme lettre (ou du quatriéme indice, a
partir de la droite) de w est 1.

Définition 2.1.20. Soit W = [ig(y), - - -, 91] un représentant d’un élément d’'un groupe de Weyl de longueur
¢ et 1<k <{un entier. On notera k1 l'indice dans w défini comme

min{k < j < l(w) | i; = ix}

ou bien £(w) + 1 si ensemble précédent est vide. Autrement dit c’est le premier indice de w a gauche !
de k£ de méme couleur que k.
On définit de méme £~ comme
max{l <j <k|i; =i}
ou 0 si I’ensemble précédent est vide.
Soit v € N, kot = (kle=DH)+ et -0+ = o,
On définit également
kmin = min{l < j < l(w) | i; =%}
et
kmax = max{l < j < l(w) | i; =i}

Exemple 2.1.21. En reprenant I'exemple 2.1.15, on a dans w, 17 = 3 et 27 = 5 (car il n’existe aucun
indice supérieur & 2 de méme couleur (3) dans ce représentant).

1. Pour notre numérotation de droite & gauche des représentants.
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Définition 2.1.22. Etant donné un représentant w d’un élément w € W, on appellera 2-mouvement
en position k (1 <k </{(w) — 1) , le mouvement de réécriture suivant :

[irs e U2y Tl Uy She1y - - 5 81] ~ [Ery ooy Gt 2y Bk, Tt 1y She1,y - - - 5 01

ou Mg i1 — 2.
On appellera 3-mouvement en position &, (1 < k < ¢(w) —2), le mouvement de réécriture suivant :

[i’l") .. ';ik+3)ik+27ik+l7ikaik717 e 7i1] ~ [Z.’l"; .. '7ik+3;ik+17ik7ik+laik717 e 7i1]

Ol igi2 = ig €t N4y 4y, = 3.

Exemple 2.1.23. Dans I'exemple 2.1.15 on passe de w = [1, 2,3, 2] A wy = [1, 3, 2, 3] par un 3-mouvement
en position 1. On passe de W & W3 = [3,1,2, 3] par un 2-mouvement en position 3.

2.1.3 Ordre de Bruhat

Proposition 2.1.24 ([Hum90, Section 5.7]). Soit T' l’ensemble des réflexions sq, o € @ et
S ={sq | aell}

alors on a
T = U wSw L.
weW

Définition 2.1.25. Soient w,w’ € W. On note w’ — w s’il existe une réflexion t € T telle que w = w't
avec £(w) > L(w').

Remarque 2.1.26. Sion a a € @ tel que w = w's,, en posant B=w'-a € ®, on a (w') sguw’ = s, et
donc w = sgw’. On peut donc donner une définition alternative : w' — w s’il existe une réflexiont € T
telle que w = tw' avec L(w) > L(w').

Définition 2.1.27 (Ordre de Bruhat). On définit 'ordre de Bruhat par v’ < w si w’ = w dans W ou
s’il existe une suite d’éléments w; € W tels que :

w = w == W, = w.

En pratique on utilisera souvent les caractérisations de ’ordre de Bruhat en terme de sous-expressions,
en vertu du théoreme suivant :

Théoréme 2.1.28 ([Hum90, Section 5.10]). Soit W = [ik, ..., 1] un représentant réduit fixé de w. Alors
on aw < w si et seulement st w' admet au moins un représentant parmi les sous-expressions de W.

Définition 2.1.29 (Ordre de Bruhat faible). Soit u,v € W. On dit que u est plus petit que v pour
lordre de Bruhat faible & gauche (respectivement & droite), noté u <y v (respectivement u <p v) s'il
existe un facteur gauche (un préfixe)? (respectivement droit (un suffixe)) de v représentant u.

Exemple 2.1.30. L’élément du groupe de Weyl de type A3z w = s1525815352 est plus grand pour l'ordre
de Bruhat que v = s3sas3 car il existe un représentant réduit w = [2,1,3,2,3] de w et un représentant
réduit T = [3,2, 3] de v tels que T est un sous-mot de w. En particulier ici, on a méme w >p T.

Dans le groupe de Weyl de type As, w = s1828351 est plus grand pour 'ordre de Bruhat que v = s
car il existe un représentant réduit w = [1,2, 1, 3] et 'unique représentant réduit 7 = [2,1] de v tels que
7 est un sous-mot de .

Proposition 2.1.31 ([Hum90, Section 5.10]). Quel que soit w € W, on a
e<pw<pwy ete<pw<pgwp.

Remarque 2.1.32. Cette proposition nous assure de l’existence d’au moins un représentant w de wy
par complétion a gauche d’un représentant w d’un élément w € W.

Proposition 2.1.33 ([Hum90)). L’inversion est un automorphisme pour l’ordre de Bruhat, la multipli-
cation a gauche ou d droite par wg est un antiautomorphisme.

2. On rappelle qu’on lit les mots de droite & gauche dans ce document
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2.1.4 Représentant le plus a droite

Dans la description de I’algorithme, on aura besoin d’un représentant spécifique de 1’élément v € W,
défini comme le sous-mot le plus & droite de w représentant w € W. On va ici formaliser cette notion et
en indiquer certaines propriétés.

Notation 2.1.34. A partir d’ici et dans toute la suite du document, ¢ désignera la longueur £(v).

Définition 2.1.35. Soit v,w € W des éléments du groupe de Weyl, v de longueur ¢, w de longueur ¢(w),
tels que v < w. On fixe un représentant W = [ig(y), - . ., 41] de w. Comme v < w pour 'ordre de Bruhat il
existe des sous-mots [ig,, ..., ik, | avec r > kg > -+ > k1 > 1 tel que

V=S, Sy -
On note T = [iy,, ..., ip, | le sous-mot de w défini de la fagon suivante :
o pp est le plus petit indice k tel que vs;, < v;
* po est le plus petit indice k > p; tel que vs;, s;, <vs;, ;

e P, est le plus petit indice k > p,, 1 tel que USi,, i, Sipy < USq,

- S .
Pm— m—1’

L]
Ainsi [ip,,...,ip,] est un sous-mot de W donnant un représentant réduit de v.

Exemple 2.1.36. Soit W un groupe de Weyl de type A3 et w € W de représentant w = [1,2,3,1, 2]
et v = $15281. On a ¥ = [2,1,2] (correspondant aux indices 1,2 et 4) qui est le sous-mot de w le plus &
droite représentant v.

Lemme 2.1.37 (Equivalence entre la minimalité & droite et la minimalité lexicographique). Si on appelle

[me, ...,mq] le plus petit L-uplet pour 'ordre lexicographique tel que :
I1<mi<mo<---<mp<r et Simy " Simy, = U

alors on a [myg,...,m1] = [pe,...,p1]-

Démonstration. Comme [ip,, ..., i, ] est un sous-mot de W, par minimalité, on a

[me,...,m1] < [pe...,p1]

pour 'ordre lexicographique. En particulier m; < p;. D’autre part, comme s;,
vS;,,, < v donc p; < my par définition de la suite (pi)i- Ainsi p1 = my.

Supposons par induction que m, = p, pour a = 1,...,b < £. Comme [my,...,m1] < [pe,...,p1] on a
Ma+1 < Pat1. D’autre part vs;, ---s; ainsi

["'Siﬂ” = v on a que

Pa Szmz S’ma+1

USiml ce Simra+1 = ’L)Sipl © S, Sima+1 < USipl C 0 Sip,

alors, par définition de (p;);, on a pat1 < Mai1. Ainsi pey1 = Mgy

O
On renforce ce lemme gréace a la condition d’échange :
Lemme 2.1.38 (Minimalité dans les sous-mots). Soit [ts,...,t1] tel que :
1<t1<--- <ty <r et Siy, " Siy, = U
alors, pour chaque 1 < a < ¥, on aty, > p,. Autrement dit [pe,...,p1] est minimal pour 'ordre partiel <

donné par :
[ces...c1] 2 [de, ... d1] & cq < dg pour tout 1 < a < L.
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Démonstration. Par définition, on a que t, > ky pour tout 1 <a < /£ Onav = Sip, " Sig, €6 Sp, <.
Alors, par la condition d’échange, il existe 1 < a < £ tel que :

(Sitz . ./S\'L.t,a .« e Sitl )Sipl e (Sipe .« Sipg)sipl = .
Ainsi [pe,...,p1] < [te, ... . ,t1, p1] pour lordre lexicographique et alors

[pK""7p2] S [té7"'7%\a7"'7t1]'

En particulier les ¢ — 1 lettres de [tg,. .. s ,t1] ont des indices supérieurs ou égaux & ps. Ensuite,
comme vs;, 8, < US;, , il existe 1 < b < £ avec a # b tel que

(Siv, ** "By " Biyy, 7 iy, )Sipy Sy = (Siy, " Siyy )Siy, Sipy s Sia>b

ou bien
(Site - '/S\Z‘tb - '§ita Sy )Sip2 Sip, = (Siw s Sip3)sip2 Sipy sia <b.
Ainsi [pe, ... 3] < [te, - itay ooty sta] sia>bet [pe, ..., p3] < [tes. . by tay... t1] sib> a.
En continuant de cette fagon, on voit que pour chaque 1 < b < ¢, il y a au moins £ — b + 1 lettres
de [tg,...,t1] qui sont supérieures ou égales a p,. Comme elles sont ordonnées & l'intérieur du mot, cela
prouve le lemme. O
Définition 2.1.39. Par concordance entre toutes ces notions, on appellera [ip,, ..., ] le sous-mot

représentant v le plus a droite de w.

Définition 2.1.40. Etant donné m = p;, I'indice d’une lettre de 7, on définit m® comme
min{m < j < l(v) | ip, = ip,, }
ou £(v) 4+ 1 si 'ensemble est vide..

Autrement dit m® est le plus petit indice parmi ceux des lettres de T de couleur i,,, , strictement
supérieur a m.

Exemple 2.1.41. Dans l'exemple 2.1.36, on a 1% = 3 car i, et iy, valent tous deux 2 et les indices p;
compris entre p; et p3 (autrement dit ici seulement ps) sont d’une couleur différente.

2.2 Algebre de Lie

Soit A = (a; ;)s,jer la matrice de Cartan d’un systéme de racines cristallographique ®.

2.2.1 Algebres de Lie semi-simples

On rappelle que les algebres de Lie semi-simples sur C sont classifiées par les matrices de Cartan de
la fagon suivante :

Définition 2.2.1. On définit ’algebre de Lie g associée a A comme 'algebre de Lie engendrée par les
3n générateurs (e;, fi, hi)1<i<n €t les relations :

1. [hishy] =0,

2. [e;, fi] = hi, [es, f;] = 0sii# j,

3. iy 5] = aijej, [hi, fi] = —ai; fj,

4. Pour tout 1 <i# j <n, ad (e;) %t (e;) =0,

5. Pour tout 1 <i#j <n,ad (f;)~*+1(f;) =0,
ou ad désigne l'action adjointe : ad (z)(y) = [z, y].

Théoréme 2.2.2 ([Serl3, Appendice Section VI]). L’algébre de Lie g est une algébre de Lie semi-simple.
La sous-algébre h engendrée par les h; est une sous-algébre de Cartan de g. Les racines de g vue comme
h-module forment le systeme de racines ®.
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Plus précisément, on appelle poids les éléments de h* et on définit les racines «; comme les éléments
de I’espace bh* tel que :
<Oéi, hj> = Q;j VZ,] el.

La famille (c;);.; forme un ensemble IT de racines simples de ®. On définit alors par linéarité h, pour
tout o € P.
On appelle famille des poids fondamentaux la famille des poids (w;);e; vérifiant :

<wi,hj> = 5,’7]' VZ,j el.

Dans le cas d’'une matrice de Cartan de type Ao, on représente a la figure 2.2 les racines et les poids
fondamentaux.

Qa2 Qg+ ag

—Qq (€3]

—Qq — Qg —0Q

FIGURE 2.2 — Systéme de racines de type As
n n
On note P := @ Zw; le réseau des poids entiers et P+ := @ Ne; le monoide des poids dominants
i=1 =1
entiers.
Si le systéme de racines est irréductible, I’algébre de Lie associée est simple (voir par exemple [Car05,
Corollaire 6.15]).

Théoréme 2.2.3 ([Serl13, Théoréme 7, Chapitre VI.4]). Toute C-algébre de Lie g semi-simple admet
une présentation de la forme de celle de la définition 2.2.1.

On rappelle le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4 (Décomposition de Cartan). L’algébre g admet la décomposition triangulaire suivante :
g=hendn_

ou n est la sous-algébre engendrée par les e; et n_ celle engendrée par les f;.

2.2.2 Modules de plus haut poids

Définition 2.2.5. Soit V un g-module et @w € h* un poids. Notons V¥ I’ensemble de tous les v € V
tels que hv = w(h)v pour tout h € h. On dit qu'un élément de V= est un vecteur de poids w et on
appelle V¥ ’espace de poids de w si VZ #£ (.

Soit v € V. On dit que v est un élément primitif de poids w s’il vérifie les deux conditions
suivantes :

1. v est non nul et de poids w,

2. on a e,v = 0 pour tout o € .
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Les modules irréductibles contenant un tel élément ont des propriétés décrites dans le théoréme
suivant.

Théoréme 2.2.6 ([Serl3, Théoreémes 1 & 2 Section VIL3]). Soit V' un g-module irréductible contenant
un €lément primitif v de poids w alors :

1. v est Vunique élément primitif de V' (a4 multiplication par un scalaire prés) et on appelle son poids
le plus haut poids de V.

2. Les poids w de V sont de la forme :

w:w—g mia;, m; €N,
a; eIl

Ils ont une multiplicité finie et w est de multiplicité 1. On a V= V7.

3. Deux g-modules irréductibles V et Vo de plus haut poids respectifs wy et wo sont isomorphes si et
seulement st wy = wo.

4. Pour tout poids w € bh*, il existe un tel module irréductible de plus haut poids .

Définition 2.2.7. On appelle module de plus haut poids @w un module engendré par un élément
primitif de poids w.

Un module irréductible de plus haut poids w étant unique a isomorphisme pres par le théoreme 2.2.6,
on note ce module H (w).

Exemple 2.2.8. Un exemple particulier de module de plus haut poids est la représentation adjointe de
g c’est a dire, g vu comme un g-module.
On a la décomposition de Cartan de

g=he P e P n
agdt acd—

en espace de poids. Les espaces n,, sont des espaces de poids de dimension 1 et de poids «. h est I'espace
de poids 0 et est de dimension n.

Par exemple, pour g = sl3(C) la représentation adjointe est le module de plus haut poids a; + a3 et
c’est aussi le module de plus bas poids —a; — as. Le module est représenté a la figure 2.3. Un élément
primitif de H (o + a2) est Eq 3.

Vertae: = CEy 3
Vo2 =CEy3 Ve =Ch
VO =b=C(Ei — Ea2) ®C(Es2 — Es3)

V=1 = CEy, Voo =Chsa

Vfalfag = (CE3,1

FIGURE 2.3 — Module H (a3 + az) pour g = sl3(C).
Ici on a
er =ad B, eg =ad Ey3, fi =ad Ey1, fo=ad E3

et
hy =ad (B — Ea2), hy =ad (Ez2 — E33).

La théorie des modules de plus haut poids permet d’étudier les modules de dimension finie, notamment
grace a la proposition 2.2.9 et son corollaire immédiat.
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Proposition 2.2.9 ([Serl3, Proposition 3, Section VIL.4]). Soit V un g-module de dimension finie, alors
on a:

1.V=g, V"
2. Sim est un poids de V', w(hy) est un entier pour tout o € .
8. SiV #£0,V contient un élément primitif.
4. StV est engendré par un élément primitif, V' est irréductible.
Corollaire 2.2.10. Chaque g-module irréductible de dimension finie a un plus haut poids.

On peut aussi définir de méme la notion de module de plus bas poids ou I’élément primitif vérifie
fav = 0 pour tout o € d+.

Proposition 2.2.11. [Car05, Proposition 10.15] H()) est de dimension finie si et seulement si A € PT.
Soit L(A\) le module irréductible de plus bas poids X. L(\) est de dimension finie si et seulement si
A€ —(PT).

Les modules irréductibles de plus hauts poids w; sont appelés modules fondamentaux ou repré-
sentations fondamentales de g.

2.2.3 Caracteres
On note A l'algébre Z[P] du groupe P noté multiplicativement, de base (e™),cp telle que

e’e” =™t

Définition 2.2.12. Soit V' un g-module de dimension finie. Pour chaque poids 7 de V' la multiplicité de
7 dans V est notée m, = dim V™. L’élément

ch(V) = mee” €A

est appelé le caractére de V.
Cet invariant permet de classifier les g-modules de dimension finie.

Proposition 2.2.13 ([Ser13, Proposition 5 section VIL.7]). Soit ch(V) le caractére de V' défini comme
précédemment, on a les propriétés suivantes :

1. ch(V) est invariant par Uaction du groupe de Weyl W sur A, induite par Uaction naturelle de W
sur P

2. Ona
ch(V & V') =ch(V) + ch(V'),

ch(V @ V') = ch(V)ch(V").
3. Deux g-modules V' et V' de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ch(V) = ch(V"’).

Bien qu’il existe une formule explicite due & Weyl ([Serl3, Théoréme 4, Section VIL.7]), le calcul
de ce caractére peut étre assez fastidieux en pratique. Les cristaux qu’on va présenter dans la section
suivante sont des objets combinatoires permettant de faciliter le calcul du caractére des représentations
irréductibles.

2.2.4 Cristaux

On va reprendre les éléments de l'introduction donnée dans [KS97, Section 3].

Définition 2.2.14 (Cristal). Soit ® un systéme de racines cristallographique donné, possédant un en-
semble de racines simples (a;); et de coracines simples (h;); et un réseau de poids P. Un cristal B est
un ensemble muni des applications suivantes :

wt:B—= P, & :B—=>ZU{-x}, ¢;:B—ZU{-0c0}

&:B—BU{0}, fi:B—BU{0}

Les applications vérifient les conditions suivantes :
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L @i(b) = &i(b) 4 (wt(b), hs),

2. sib € B et e;be B alors wt(e;b) = wt(b) + o, €;(€;0) = €,(b) — 1 et @;(€;b) = ¢;(b) + 1,
3. sibe Bet fibe B alors wt(f;b) = wt(b) — oy, £5(fib) = e:(b) + 1 et ;(fib) = pi(b) — 1,
4. pour b, € Bet 1€ I, b =¢;bsi et seulement si b = fib’,

5. pour b € B, si ¢;(b) = —oc alors ;b = f;b = 0.

Définition 2.2.15 (Morphisme de cristaux). Soient By et Bz deux cristaux. Un morphisme 1) est une
application ¢ : By U {0} — By U {0} satisfaisant les conditions suivantes :

1. 4(0) = 0,
2. si b e By et (b) € By alors wt(1(b)) = wt(b), €;(¥(b)) = €:(b) et @;(¢(b)) = ¢i(b),
3. sionabb € By etiel tels que f;(b) = b et ¢(b),h(b') € By alors on a f;(1(b)) = ().

Etant donné un cristal B, on définit son caractére comme ch(B) = 3 wt(b).
beB

Théoréme 2.2.16 ([Kas95, Section 4 & 7]). 1. Pour tout poids N\ € PT, il existe un cristal B(\),
unique d isomorphisme prés, possédant un élément b avec wt(b) = A tel que pour tout i € I, on ait
€;b =0 et vérifiant ch(B(X)) = ch(H()N)).

2. Les cristauz forment une catégorie monoidale.

Le produit tensoriel de deux cristaux est défini dans [Kas95, Section 3.2 & Théoréme 4.1] mais nous ne
I'utiliserons pas dans ce mémoire. Cela permet en particulier d’étudier les caracteéres de produits tensoriels
de g-modules.

On voit dans la section suivante un exemple de cristal.

2.2.5 Le cristal B(c0)

Lorsque 'on utilise la théorie des cristaux pour déterminer les caractéres de représentations de di-
mension finie, on a un cristal particuliéerement intéressant, appelé B(occ). En effet ce cristal contient le
cristal de toutes les représentations irréductibles de dimension finie de g (on en voit une illustration dans
lexemple 2.2.17).

De plus on peut explicitement construire n’importe quel élément de ce cristal & partir d’un élément de
plus haut poids u annulé par tous les opérateurs €;, en lui appliquant une suite bien choisie d’opérateurs
fi.

La définition originale de B(co) est en terme d’une base du groupe quantique U,(n) lorsque ¢ tend
vers 0. Ici on ne développera pas cette définition mais on utilisera a la place un modéle combinatoire :
celui des polytopes de Mirkovié-Vilonen, ol on associe a chaque élément b € B(o0) un polytope convexe
Pol(b) sur le réseau ZI = P, ; Zh;, ce qu’on va développer au théoréme 2.9.2.

Exemple 2.2.17. On représente le début du cristal B(oo) de l'algebre de Lie g de type As a la figure
2.4.

On étiquette les sommets par des modules rigides selon la correspondance qui sera expliquée au
théoreme 2.9.2.

On voit dans le haut du cristal B(co) certains cristaux de représentations de plus haut poids de g de
type As. En fait dans chaque cas, le sommet étiqueté par {0} a pour poids 0 et donc par exemple ici, le

sommet étiqueté par 1 5 ® 1 2 a pour poids —2c; — 2ai5. Pour obtenir les poids corrects du cristal de

chaque représentation de plus haut poids H()), il faut alors rajouter A a chacun des poids. Le sommet
sus-cité a donc finalement le poids @y +wg —2(a + a2) = — (w1 +w3) dans le cristal de la représentation
H(wl + WQ).

De méme le sommet initial étiqueté par {0} a pour poids 0 dans B(co) mais w; dans B(wi ), wy dans
B(WQ) et wi + wq dans B(wl + WQ).



B(W1+ZU2)
{0}
B(w1) h f2 \ B(ws)
\
\ ‘\
1 | 12
}'vl fo 1 fQ
2 1
1e1 1 2 || 262
fi fa fi ) h f2
f 2
19 2 19 1 20 2 20 1
1olal 1 9 1 9 2022
f F2 A _ o hi _ fo fi fo
fi - _ fa
f2 fi
11 2 lele 1 2 ¢ 2 1 o 2 1 o1 202¢ 2 | |22 1
lelelal 1 9 1 1 9 1 9 9 1 9 | 2020202

FIGURE 2.4 — Cristal B(co) de g de type Ay
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2.2.6 Polytopes

On reprend les notations précédentes : g est une algebre de Lie semi-simple de type A, D ou E, b sa
sous-algebre de Cartan, ® le systéme de racines associé et 11 ’ensemble des racines simples. On identifiera
iciget g*, het h* et ; et h;.

Définition 2.2.18 (Donnée GGMS). Soit fte = (ftw)wew une collection d’éléments de hg := P Rh,.
JEI

On dit que cette collection est une donnée de Gelfand-Goresky-MacPherson-Serganova (don-

née GGMS) si elle vérifie la condition suivante :

siw — fiw € (=N)(w™t - hy), YweW,icl.

Remarque 2.2.19. Ici, on choisit des conventions différentes des articles cités par cohérence avec la
proposition 2.9.16.

Définition 2.2.20 (Pseudo-polytope de Weyl, [NS09, Section 2.1] & [Kam10, Section 2.3]). Etant donné
une donnée GGMS ., on lui associe le polytope convexe P(ue) C hr défini par

P(pe) = Conv{py, | w e W}
ou Conv désigne ’enveloppe convexe dans hg. On appelle ce polytope un pseudo-polytope de Weyl.

Exemple 2.2.21. On se place dans le cas d’un systéme de racines de type A;. On commence par

représenter le réseau € Zh; a la figure 2.5.
i€l

FIGURE 2.5 — Réseau @ Zh;
iel

On représente la donnée de la table 2.1 sur la figure 2.6.

w e S1 S92 5281 5182 518281

M 0 —3h1 —th —4h1 — hg —2h1 — 4h2 —4h1 — 4h2

TABLE 2.1 — Donnée

On vérifie que c’est bien une donnée GGMS :
ts; — pe = —3h1 € (=N)(e-h1), ps, — pe = —2hy € (=N)(e - ha),
fsysy — Msy = —h1 — ha € (=N)(s1 - h2) = (=N)(h1 + ha),
Isisy — By = —2(h1 + h2) € (=N)(s2 - h1) = (=N)(h1 + ha),
Psysasy — Msysy = —3ha € (_N)(SISZ : h1)7 Hogsisy — Msiss = —2h1 € (—N)(8231 . hg)

Exemple 2.2.22. On se place dans le groupe de Weyl de type As. On a la donnée GGMS indiquée a la
table 2.2.
On représente le polytope sur la figure 2.7.

Exemple 2.2.23. On se place dans le groupe de Weyl de type Az. On considére la donnée GGMS de la
table 2.3. On a le polytope de la figure 2.8.

De maniere générale, le polytope d’une donnée GGMS par rapport & un groupe de Weyl de type As
sera de la forme de la figure 2.9 avec des arétes de longueurs variables, possiblement nulles.
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FIGURE 2.6 — Polytope P(iie)
w e S9 5152 S951 5158251
Haw 0 —2h1 —hg —2h1 - 3h2 —2h1 —2h1 - 3h2
TABLE 2.2 — Donnée GGMS
I‘LSI = /’65281 0 = Ne
Hss
Hsyisasi = Hsysa
FIGURE 2.7 — Polytope P(iie)
w e S1 S92 S3 5182 S$281
o 0 0 —ho 0 —ho —hy — ho
w S$983 53851 53852 §18281 5185283 $283S51
Haw _h2 - h3 0 —h2 —hl - h2 —hg - h3 —hl — hg — hg
w §9853852 §385152 §385251 §1828381 §185283859 §283851S52
Pow —hy — hs —hy —h1 — hy —hi1 —hy — hg —hg — hg —hy —2hy — hg
w 8983592851 83518281 515825351852 81582838251 82835152851 8158283515281
Hw | —h1 —ha—hs | —hy —ha | —hy —2hg —hg | —h1 —ha —hg | —h1 —2ha — hg | —hy — 2ha — hg3

TABLE 2.3 — Donnée GGMS
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ha
—h1 — 2hy — hs3
—h1 — ha
FIGURE 2.8 — Polytope
898183 52535251
3 5152835152
h3

52535152
hy

5382 538182

FIGURE 2.9 — Polytope général d’'une donnée GGMS de type Ag
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Définition 2.2.24 (Entiers n{’). Soit w = [iy,...,i1] un représentant réduit de wy € W. On pose
w}"’:sil---sil eWpour1 <I<r.

Etant donnée une donnée GGMS pie = (tw)wew, on définit les entiers nj’ = n}”(u,) par la formule
suivante

,u’w'l“" - /“Lw;‘ll = _n?(ﬂiw)*
(5;0)* =Si Siz—lhil‘

Autrement dit, n}’ mesure la longueur de I’aréte joignant Ha | a H -

Définition 2.2.25 (Donnée de Mirkovié-Vilonen). Une donnée GGMS pe = (ftw)wew est dite donnée
de Mirkovié-Vilonen si elle satisfait les conditions suivantes :

o si deux mots réduits w et & sont reliés par un 2-mouvement ® en position k alors on a
nt=nf VI<I<r ¢ {kk+1}

et

W _ @ W@
M = N1y N1 = N
o ¢’ils sont reliés par un 3-mouvement en position k, alors on a :

n =nf, V1<I1<rlé¢{kk+1,k+2}

et
& _ oW W R ]
ng = Mo+ —min(ng, nyl ),
& _ o d
Ngpy1 = min(ny;, nk+2)v
i o, W R
Nipo = Ny + 0y —min(ng, ng ).

Le pseudo-polytope de Weyl d’'une donnée de Mirkovi¢-Vilonen est appelé polytope de Mirkovié-
Vilonen.
On note MV T’ensemble de tous les polytopes de Mirkovié-Vilonen.

Exemple 2.2.26. La donnée GGMS de 'exemple 2.2.21 n’est pas une donnée de Mirkovié-Vilonen. En
effet, on peut considérer w = [1,2,1] et & = [2,1,2]. On a les entiers suivants :

On a un 3-mouvement en position 1 entre u et @ et par exemple 1 = n¥ # min(nf, nd) = 2.
La donnée GGMS de I’exemple 2.2.22 est une donnée de Mirkovié-Vilonen. Pour les mémes représen-
tants w et &, on a les entiers

@ _ 1 F g o0 _
ny =1,n5 =2,n5 =0,

et on a bien
1=340-2, 2=min(2,3), 0=2+0-2.

On peut de méme vérifier que ’exemple 2.2.23 est une donnée de Mirkovi¢-Vilonenen choisissant deux
représentants de wg quelconques.

3. Cf. définition 2.1.22.
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2.2.7 Structure cristalline sur MV(c0)

On va maintenant rappeler comment munir un sous-ensemble de MV d’une structure de cristal comme
dans [NS09], [Kam10].

Tout d’abord, nous définissons les opérateurs de Kashiwara sur les éléments d’une donnée de Mirkovic¢-
Vilonen.

Définition 2.2.27 (Opérateurs de Kashiwara). Soit pe une donnée de Mirkovi¢-Vilonen et j € I. On
définit f;(pe) comme I'unique donnée de Mirkovié-Vilonen 4, telle que pl, = p. —h; et telle que ), = fuq
pour tous les w € W tels que s;w < w. En particulier on aura i, = fiw, et //SJ_ = Us;-

Inversement, on définit e;pe si pe # pis; 1'unique donnée de Mirkovi¢-Vilonen telle que pf, = pe + hy
et telle que g, = fuy si s;w < w.

Définition 2.2.28. On appelle MV(00) 'ensemble des polytopes P = P(u,) de Mirkovié-Vilonen dont
la, donnée de Mirkovié-Vilonen vérifie fi,,, = Op,.

Remarque 2.2.29. On a alors p,, € > (—N)h; pour tout w € W.
jE€I

On peut alors définir une structure de cristal sur MV(c0) de la fagon suivante :

Définition 2.2.30 (Structure de cristal sur MV(o0)). Soit P = P(us) € MV(c0) un polytope de
Mirkovié-Vilonen de donnée GGMS pie = (fbw ) wew -
On pose :

1. wt(P) := pe,
2. £;(P) :=max{N >0 e} P # 0},
3. ¢;i(P) = {a;,wt(P)) +¢;(P),
et on définit Popérateur descendant de Kashiwara f; : MV(oo0) U {0} — MV(o0) U {0} et Popérateur
ascendant e; : MV(o0) U {0} — MV(c0) U {0} par :
¢j0=fj0=0, [iP=[fjP(us):= P(fjpe),

Pleitte) Sl e s
ejP =e;P(j,) ::{ O(J/“L) sinlén#ﬂj

Théoréme 2.2.31 ([Kam07, Section 3]). Soit g une algébre de Lie de type A, D ou E.

(MV(c0),wt, (e)jer, (fi)jer: (€5)jer, (95)je)

est un cristal pour Uy(g) et il existe un unique isomorphisme de cristauz ¢ : B(co) = MV(co) pour
Uq()-

Remarque 2.2.32. Si l'algébre g est de type B,C, F ou G il faut remplacer dans le théoréme U,(g) par
U,(gY) ot g¥ désigne lalgébre de Lie duale au sens de Langlands.

Exemple 2.2.33. En reprenant le graphe de la figure 2.4 page 22 qui représentait le cristal B(oco) et
en étiquetant chaque sommet par les polytopes de Mirkovi¢-Vilonen construits de fagon inductives par
les opérateurs de Kashiwara a partir du sommet initial contenant la donnée de Mirkovi¢-Vilonen nul, on
obtient le graphe cristallin MV (c0).
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2.2.8 Groupes algébriques linéaires

Dans ce qui va suivre, on va supposer que G est un C-groupe algébrique connexe, simplement connexe,
semi-simple. On note B, B~ deux sous-groupes de Borel opposés de radicaux unipotents respectifs NV et
N_. On appelle H leur tore maximal H = BN B_ et on pose W = Normg(H)/H leur groupe de Weyl.
On pourra consulter [Hum?75, Chapitre IX] pour plus de détails sur cette définition du groupe de Weyl
et son lien avec la définition 2.1.13.

On note g = Lie(G) l'algébre de Lie de G. C’est une algébre de Lie semi-simple admettant une
présentation du type de la définition 2.2.1 et h = Lie(H) est une sous-algébre de Cartan de g.

Exemple 2.2.34. On peut considérer le cas G = SL,,(C). Dans ce cas, on peut choisir comme groupe
de Borel B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, B_ celui des matrices triangulaires
inférieures. On a H le sous-groupe des matrices diagonales et N est le sous-groupe des matrices unitrian-
gulaires supérieures, N_ celui des matrices unitriangulaires inférieures.

On va maintenant obtenir des générateurs de G a partir des générateurs de la présentation 2.2.1 de g.
A chaque générateur e; on associe la famille de générateurs z;(t) dépendant d’un paramétre complexe
t, a chaque générateur f;, la famille y;(t) et & chaque générateur h;, la famille z;(¢), images par Papplication
exponentielle :
xi(t) : t — exp(te;), yi(t):t—exp(tfi), zi(t):t— exp(th;).

Exemple 2.2.35. Si on regarde l'algebre de Lie sl4(C), on a :

ei=Eiin, fi=Eiiiet hi =FEi; — Eig1 1.

On a alors _ _ _ _
0000 100 0
0010 01 ¢t 0

=1y g o of "=® =1y o 1 of:
0 0 0 0 00 0 1]
0 0 0 0] 10 0 0]
0000 0100
s=10 0 0 ol "¥®t=1g o 1 o|
0 0 1 0] 0 0 t 1]
1 0 0 0 e 0 0 0
0 -1 0 0 0 et 0 0
=1y o o ol 50t~ 10 o 1 o
0 0 00 0 0 01

Le tore maximal H est engendré par les sous-groupes & un parameétre z;(t) pour tout ¢ € I, le sous-
groupe unipotent maximal N par les sous-groupes & un parameétre x;(t) pour tout ¢ € I et le sous-groupe
unipotent maximal N_ par les sous-groupes a un parametre y;(t) pour tout i € I.

2.2.9 Variété de drapeaux

Définition 2.2.36. Soit G un groupe algébrique simple simplement connexe sur C. On suppose que G
est simplement lacé, c’est a dire que G est de type A, D ou E.

On note W = Normg(H)/H le groupe de Weyl.

On considere la variété de drapeaux X = B~\G et on note 7 : G — X la projection naturelle

m(g) :=B7\g, g € G.

Exemple 2.2.37. En type A, la variété de drapeau X s’identifie a la variété F dont les points sont les
drapeaux de sous-espaces :

F={}cRCcACHRC - CF cC}

En effet, dans le cas G = SL,,1+1(C), ce groupe agit transitivement sur I’ensemble F des drapeaux et
le stabilisateur du drapeau standard est le sous-groupe de Borel B des matrices triangulaires.

Théoréme 2.2.38 ([Hum75, Chapitre X]). Chaque double classe de G modulo B~ contient un unique
w € W. On a donc la décomposition de Bruhat :
G= || B wB".
weW
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On appelle décomposition de Schubert la décomposition de la variété de drapeauz induite & partir de
la décomposition de Bruhat de G par m :

X = |_| m(B~wB7).
weW

On notera Cy, := 1(B~wB~) la cellule de Schubert associée d w. Elle est isomorphe a CH®),

De méme, on peut décomposer G au moyen de l'action d gauche de B~ et de l’action d droite de B.
On appelle cette décomposition, décomposition de Birkhoff :

G= || B wB
weWw
Elle se projette par m comme précédemment sur la décomposition de Schubert opposée :

xX=|]cv

weW
oty C* = (B~ wB) est la cellule de Schubert opposée associée  w et isomorphe a CHwo)=t(w),

Définition 2.2.39. Etant données une cellule de Schubert C,, et une cellule de Schubert opposée C?,
on définit I'intersection
Ryw :=C"NCy,

appelée variété de Richardson ouverte.

Proposition 2.2.40 ([KL80]). Ry, est non vide si et seulement si v < w pour l’ordre de Bruhat. C’est
un sous-ensemble lisse irréductible localement fermé de C,, de dimension {(w) — £(v).

2.3 Algebres amassées

Dans cette section, on va rappeler des résultats fondamentaux sur les algebres amassées et les struc-
tures amassées, notamment pour fixer les notations et les conventions. Cette section est inspirée de [FZ04,
Section 4].

2.3.1 Graine

On fixe deux entiers strictement positifs m > n et on pose F le corps des fractions rationnelles sur Q
en m variables indépendantes.

Définition 2.3.1 (Graine). Une graine de type géométrique dans F est la donnée d’une paire (X, E)
ol

o X={x1,...,Tm} C F est une famille algébriquement libre, qui engendre F,

o B = (bi;) est une matrice m x n d’entiers, telle que la sous-matrice n x n supérieure B = (b; ;)i ;4

est anti-symétrique, on I’appelle partie principale de B. B est de rang maximal.

On définit les graines a une renumérotation simultanée des éléments de X pres, et donc a une renuméro-
tation des lignes et colonnes de B preés.

Remarque 2.3.2. On peut en fait définir les graines dans le contexte plus général ou la matrice n’est
pas antisymétrique, mais seulement anti-symétrisable, mais ici on n’€tudiera que des algébres amassées
dont les graines sont définies par des matrices anti-symétriques.

Définition 2.3.3 (Mutations de graines). On pose x = {z |1 <k <n}etc=X—x.
On définit I'opération py 1 < k < n, appelée mutation dans la direction £, comme I'application

qui associe la graine (Xg, ux(B)) & la graine (X, B) ou :

H xbzk + H xsz:,k
3 1
_ _ bi x>0 bi k<0
Xp =X —{zpfU{z,} on )= il s ,
Tk

—b; ; sit=kouj=k

n ’ N / (2
ur(B) = (b; )i; ou b .= bigelbr+bi kbl
( ) ( 1,,])2] (2] bz,j + ‘ L.kl I»,J'g z.kl k,JI sinon
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2.3.2 Algebre amassée
Définition 2.3.4 (Equlvalence par mutation). Deux graines sont dites équivalentes par muta‘cion7 ce

qui est noté (X, B) x', B’ ), 8'il existe une suite de mutations permettant de passer de (X, B) (x', é’)

On note S la classe de mutation de la graine (X, E) On note X I'union de tous les éléments de F qui
appartiennent a I'une des graines de S a l’exception de ’ensemble des coefficients d’amas c¢. On appelle
les éléments de X" les variables d’amas.

Définition 2.3.5. L’algébre amassée A(S) est la Z[c*!]-sous-algeébre de F engendrée par les variables
d’amas :

A(S) := Z[c*!, &)
L’entier n, cardinal de chaque amas, est appelé rang de A(S).

Remarque 2.3.6. Dans certains cas, on ne considérera que la Z[c|-sous-algébre de F engendrée par
les variables d’amas. Notamment c’est cette définition que l’on prend pour munir C[N] d’une structure
d’algébre amassée.

Exemple 2.3.7. On va décrire I'algebre amassée de type A, sans coeflicients.

On a un amas initial x = (21, 22) et une matrice de mutation B = {_01 (1)} . On a alors :

To+1
e = ((#55m)- [0 9])
X1
.’E2+1 $1+$2+1 0
B) =
,LLZO,Ul(Xv ) (( 1‘1 ) $1x2 > |: 1 O:|>
z1+1 21 +22+1 0
M10M20M1(X,B)=(< -, 2 ) [1 })
T2 12

1+ 1
#20#10M20M1(Xa3)—<( 1:52 ,l’) [_1 0])

Dans ce cas on a en fait parcouru ensemble des amas possibles (& permutation des deux variables
prés) et donc ici lalgeébre amassée est la sous-algebre de Q((z1,x2)) engendrée par les polyndémes de
Laurent :

z1+1 294+1 21 +a0+1
) ’ T1 ’ T1T2 ’

x1,T2,

2.3.3 Carquois

Définition 2.3.8. Un carquois (graphe orienté) Q = (Ip,I1,s,t) est la donnée d’un ensemble I, de
sommets (numérotés de 1 a n), d’un ensemble I; de fleches, d’une application source s : Iy — I et d’une
application but t : Iy — Ij.

Définition 2.3.9 (Carquois d’une graine). A une graine munie d’une matrice B dont la partie principale
est anti-symétrique, on peut associer un carquois de la fagon suivante :

o On associe a chaque élément de X un sommet du carquois : x; — i € I

e On a |b; ;| fleches dans I; de ¢ vers j si b;; > 0, de j vers i sinon, permettant de définir les
applications s et t.

Remarque 2.3.10. La matrice n'étant pas forcément carrée, une partie du carquois ne peut pas forcément
étre déterminée pour les fleches entre deux sommets d’indices > n.

En fait ce n’est pas important car ces sommets correspondront a un sous-ensemble des variables appelé
coefficients, des sommets qui ne seront pas mutés et on considére que deux carquois ne différant que de
fleches entre deur sommets correspondant a des coefficients sont équivalents.

Définition 2.3.11 (Mutation de carquois). La mutation de matrice se traduit par une modification des
fleches du carquois de la facon suivante : si on mute le sommet d’indice k :

1. si on a une suite de fleches i — k — j, on crée une nouvelle fleche i — j,

2. toutes les fleches adjacentes au sommet k sont retournées,
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3. sion a des fleches paralleles et de sens opposés entre deux sommets, on supprime les 2-cycles jusqu’a
avoir un carquois sans aucun 2-cycle.

Remarque 2.3.12. De tels 2-cycles ne sont pas nécessairement uniques, les carquois étant définis a
isomorphisme préservant les sommets pres, la mutation est bien définie.

2.4 Algebre préprojective

Définition 2.4.1. Soit ® un systeéme de racines de type A, D ou E. On choisit une orientation pour
son diagramme de Dynkin afin de le transformer en carquois @ = (Iy, I1, s,t). On définit le carquois
« double » Q = (Ip, 1 UI; ,s,t) ou I; = {a* | a € I | s(a*) = t(a) et t(a*) = s(a)} formé de Q et,
pour toute aréte de (), d’'une aréte entre les mémes sommets mais de sens opposé.

Etant donné un corps K, on définit l'algebre de chemins K@ sur le carquois double Q.

On définit 1’élément ¢ de cette algebre par :

c= E oo’ — a*a,

acl

et on note (c) Iidéal bilatére engendré par cet élément.
On appelle alors algébre préprojective l'algeébre quotient A définie par

A :=KQ/(c).
Définition 2.4.2. On note mod(A) la catégorie des A-modules de dimension finie.

Exemple 2.4.3 (Algebre préprojective de type As). On se place dans le systéme de racine de type As.

On rappelle son diagramme de Dynkin 1 —— 2 —— 3.
On choisit une orientation des fléches afin d’obtenir un carquois 1 —>» 2 rL3.
- -
On double alors les fleches avec des fleches d’orientation opposée 1 2 3.
> - >
o 5

On a alors l'algébre des chemins (engendrées par les fleches «, 3, o, B* et les chemins de longueur
nulle basés en chacun des sommets €1,€5 et €3) sur le carquois double K@, et on introduit les relations
suivantes :

*

@’'a=0, BB"=0, ['f=aa”

Finalement I’algébre A est de dimension 10, de base {e1,e2,€3, a, a*, 8, %, aa*, Ba, a*3*}. Elle agit
sur elle-méme en tant que A-module selon la table 2.4.

€1 | €2 €3 a | of B | B | aa* | Ba | o B

&1 &1 0 0 0 o* 0 0 0 0 | a*p*
€9 0 €9 0 o 0 0 B* | aa™ | 0 0
€3 0 0 €3 0 0 15} 0 0 | fa 0
«@ Q 0 0 0 | aa* 0 0 0 0 0
a* 0| af 0 0 0 0 0 0 0 0
153 0 154 0 Ba| 0 0 0 0 0 0
B* 0 0 B* 0 0 |aa® | 0 0 0 0
aa* | 0 | aa® 0 0 0 0 0 0 0 0
Ba | 0 0 Ba 0 0 0 0 0 0 0
a*f* | 0 0 |a*B*| 0 0 0 0 0 0 0

TABLE 2.4 — Action de A sur elle-méme

Notation 2.4.4. A partir de maintenant A désignera une algebre préprojective associée a un carquois
de type A, D ou E.
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2.4.1 Sous-catégories de mod(A)

Définition 2.4.5. Soit ¢ € I. On note S; le A-module simple de dimension 1, canoniquement en cor-
respondance avec le sommet ¢ du diagramme de Dynkin, on note @); ’enveloppe injective de S; et P; la
couverture projective de S;.

Définition 2.4.6 (Série des socles). Etant donné un module M € mod(A) on appellera série des socles
de M la suite de sous-quotients : soc(M),soc(M/soc(M)),--- ,top(M).

On représentera chacun des facteurs directs simples de ces sous-quotients, par 'indice de ce module
simple.

Exemple 2.4.7. Pour l'algebre préprojective de type Az, le module projectif P, de téte Sz, a comme
série de socles : Sy, .51 & S3,.52. On le représente par la figure 2.11.

FIGURE 2.11 — Module P

C’est un module d’espace vectoriel sous-jacent I’espace vectoriel isomorphe & C* dont on appelle
les vecteurs de base €9, a*, f et aa™ qu’on appellera aussi 5*5. Il possede la table de multiplication
représentée a la table 2.5

g9 | « 8 | aa
er | 0] o 0 0
€9 | €9 0 0 ao™
ez | O 0 15} 0
a | 0 | aa* 0 0
a* | o 0 0 0
5| B 0 0 0
61 0 0 |aa®*| O

TABLE 2.5 — Table de multiplication du module P;

Cette représentation permet, dans les cas simples, de facilement visualiser des quotients ou des sous-
modules de modules donnés, et I’effet des foncteurs £ et T qui sont définis ci-apres :

Définition 2.4.8 ([GLS08]). Etant donné le groupe de Weyl W associé au méme systéme de racines que
A, on note s; les générateurs de Coxeter. Pour chaque ¢ € I, on définit 'endofoncteur &; = &, de mod(A)
comme le foncteur, qui & tout module X € mod(A) associe le module &;(X), noyau de la surjection :

ot m;(X) désigne la multiplicité du module simple S; dans la téte de X.

En ce qui concerne les morphismes, si f : X — Y est un homomorphisme, f(&;(X)) C &(Y) et on
définit & (f) : £;(X) — &£;(Y) comme la restriction de f a &(X).

De maniére similaire, on définit 53 (X)) comme le conoyau de l'injection

sEm L x

?

oum! (X)) désigne la multiplicité du module simple S; dans le socle de X. On définit de maniére analogue

i

a &, Ej(f) pour tout f: X =Y € mod(A).

Etant donné X € mod(A), & agit sur X en retirant la composante isotypique de S; dans la téte de
X.
EJ agit sur X en retirant la composante isotypique de S; dans le socle de X.
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Proposition 2.4.9 ([GLS08, Proposition 5.1]). Les foncteurs &; et 8; vérifient les relations de tresses
de W. On peut donc définir de facon univoque les foncteurs &, et 5 pour chaque w € W.

Exemple 2.4.10. Considérons le module P, de l'algebre préprojective de Ay.

2
VRN

3
NN
2
N/
3

On applique le foncteur &, .5, en regardant deux représentants différents : [2,3,2] et [3,2, 3].

2
/N 1 3 1 1
1 3 N N N
E2E3E7 RN = &6 2 4 | =& 2 4 | = 2 4
2 4 N/ N/
N/ 3 3 3
3
2 2
/N /N 1 3 1
1 3 1 3 NN N
E3E2E3 NN = &3, NN =& 2 4 | = 2 4
2 4 2 4 N S N/
N/ N/ 3 3
3 3

Définition 2.4.11. On note Sub(M) la sous-catégorie pleine de mod(A). Les objets de cette catégorie
sont les A-modules isomorphes & des sous-modules d’une somme directe de copies de M.

On note Fac(M) la sous-catégorie pleine de mod(A) dont les objets sont des A-modules isomorphes
a des quotients d’'une somme directe de copies de M.

Définition 2.4.12 ([GLS11, Section 2.4] & [Lec16, Section 3.2.3]). Soit w € W, posons u := w™wy. On
pose I, = &, (EBle I Ql) On définit la sous-catégorie pleine suivante :

Cy = Fac(I,,) C mod(A).

De maniere duale, on pose J,, := & f (@Ze I Qi) et on définit la sous-catégorie pleine :

w1

C" := Sub(J,) C mod(A).

On introduit maintenant la catégorie qui sera 1’objet d’étude principal de cette these :

Définition 2.4.13 ([Lecl6, Définition 3.6]). Soit v, w deux éléments du groupe de Weyl tels que v < w
pour l'ordre de Bruhat. La catégorie C, ., est définie de la facon suivante :

Cory = Cyy NC.

2.4.2 Caractére d’amas

Le lien entre les sous-catégories de mod(A) et lalgébre C[N] est assuré par le caractére d’amas
¢ : mod(A) — C[N]. On va ici détailler 'expression de ce caractére. On pourra consulter [GLS08,
Section 5] pour plus d’informations.

Définition 2.4.14. Soit M un A-module de dimension m. Soit i = (i1,...,4,,) un représentant d’un
élément de W. On définit la variété Fp,; de drapeaux de sous-modules de type i :

f=(0=FyCF,C-CFp=M)

tels que Fi/Fy—1 = S;, pour 1 <k <m.
On note x(Fari) la caractéristique d’Euler de Fjs; en tant que variété algébrique projective complexe.
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Définition 2.4.15. On appelle caractére d’amas la fonction réguliere o € C[N] qui a pour expression
sur un produit arbitraire de sous-groupes de N & un parametre x;(t) :

ta
eum(x;(t) = > X(Fage) 7
acNFk ’
N a titttk . . . .
ou x5(t) ==z, (t1) - - -z, (t), ;—, = all!ma’;! S = Ty Jky e Jk) €6 B, .t € CL
ay fois ay, fois

On pourra trouver plus de détail sur ce caractére d’amas dans [GLS11, Section 6] et [Lecl6, Section
4].

Exemple 2.4.16. Soit M le module P, de mod(A) pour l’algébre préprojective de type As comme défini
a 'exemple 2.4.7. P5 a seulement deux drapeaux de sous-modules :

2
2C1\C1 ,3C11\3
2 2 N
2
et
2
2 C 3C1\ 3C11\3
2 2 N
2

de types : (2,1,3,2) et (2,3,1,2).
On est en type Az donc N est le groupe des matrices unitriangulaires de SL4(C) qui admet comme
générateurs :

xl(t) = , I’Q(t) = , zg(t) = 7t € C

oo O
[
o= O O
_o0 o O
oSO O
o o= O
O~ + O
_ o O O
o O O
oo = O
o= OO
=+ O O

Ici on va évaluer ¢p, sur le produit z;(t) correspondant & un représentant de 1’élément de longueur
maximale de W, j=11,2,3,1,2,1].

1 t1+ts+1te tito 4+ tits + tats titots

0 1 to + 1 tot
xj(t) = z1(tr)zo(t2)zs(ts)r(ta)za(ts) 21 (t6) = | 0 ? 1 ° i;
0 0 0 1

Par [BFZ96], lorsque t décrit C°, xj(t) décrit un sous-ensemble dense de N, ce qui va nous permettre de
définir de fagon non ambigiie une fonction de C[N] par le caractére d’amas.

On veut avoir j2 = (2,1,3,2) ou j> = (2,3,1,2) avec j = [1,2,3,1,2,1].

Il n’existe aucun a permettant d’obtenir la premiére suite de facteurs de compositions. On peut obtenir
la deuxiéme en posant a = [0,1,1,1,1,0]. On a alors :

o, (xj(t)) = tatstats

ce qui correspond a la fonction M = = be —cd = A(1,2),(3,4), autrement dit le mineur sur

O = Qo
RS~ 0 O

a
1
0
0

oo o

les deux premieres lignes et deux derniéres colonnes.
Ainsi, on a associé au module P, de mod(A), un élément de C[N] qui se trouve étre un mineur.

2.5 Structure amassée

On rappelle ici la définition de [BIRS09, Section II.1] d’une structure amassée, qui permet de modéliser
les algebres amassées dans un contexte catégorique. On verra ensuite comment cette théorie s’applique a
la catégorie mod(A).
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On va supposer que les catégories sont des catégories Krull-Schmidt K-linéaires ot K est un corps
algébriquement clos. Plus particulierement, on va supposer ici que les catégories sont des sous-catégories
fermées par extension de la catégorie mod(A) ot A est une algébre de dimension finie sur un corps
algébriquement clos K.

Supposons qu’on a une famille d’ensembles x appelés amas d’objets indécomposables non-isomorphes.
L’union de tous les objets indécomposables d’amas est appelé I’ensemble des variables d’amas. Supposons
aussi qu’on ait un sous-ensemble p d’objets indécomposables. On note 1" 'union des objets indécompo-
sables dans z et p et on 'appelle amas étendu.

Définition 2.5.1. Etant donné un A-module M, on note add(M) la cloture additive de M, & savoir la
sous-catégorie pleine de la catégorie des A-modules dont les objets sont les A-modules isomorphes & une
somme directe de facteurs directs de M.

Définition 2.5.2 (Approximation de modules, morphismes minimaux). Soit C une sous-catégorie de
mod(A), un homomorphisme f : X — Y € C est une C-approximation a gauche de X si pour tout
homomorphisme g : X — Z avec Z € C il existe un morphisme h : Y — Z tel que g = hf.

Un morphisme f : V — W est dit minimal & gauche si chaque morphisme g : W — W tel que
gf = f est un isomorphisme.

De fagon duale un homomorphisme f : Y — Z est une C-approximation a droite de X si pour
chaque homomorphisme g : Z — X avec Z € C, il existe h: Z — Y tel que g = fh.

Un morphisme f : V — W est dit minimal & droite si chaque morphisme g : V — V tel que fg = f
est un isomorphisme.

Définition 2.5.3. Si une sous-catégorie C C mod(A) est telle que pour tout objet M € mod(A), on a
une C-approximation a droite, la catégorie est dite fonctoriellement finie a droite.

Si une sous-catégorie C C mod(A) est telle que pour tout objet M € C, on a une C-approximation a
gauche, la sous-catégorie est dite fonctoriellement finie a gauche.

Si une sous-catégorie C C mod(A) est & la fois fonctoriellement finie & gauche et & droite, elle est dite
fonctoriellement finie.

Définition 2.5.4 (Structure amassée faible). On dit que les amas, pris avec ’ensemble des coefficients
p, forment une structure amassée faible sur la catégorie C si on a les deux propriétés suivantes.

1. pour chaque amas étendu T et chaque variable d’amas M, il existe un unique objet indécomposable
M* #£ M tel qu’on obtienne un nouvel amas 7™ par remplacement de M par M*. On note cette
opération, appelée échange, par pp(T') = T* et on appelle (M, M*) une paire d’échange,

2. pour chaque variable d’amas M, il existe des suites exactes courtes
« [ g S, rt *
M*"=B=MeM-—=DB =M
ou les applications g et ¢ sont des add(7T\{M })-approximations minimales & droite et f et s des
add(T\{M})-approximations minimales & gauche. On les appelle des suites d’échanges.

Définition 2.5.5. Etant donné un amas étendu T, on définit le carquois Q7 otl les sommets correspondent
aux objets indécomposables de T et le nombre de fleches T; — T est donné par la dimension de ’espace
des applications irréductibles rad(T}, T;)/rad®(T;, T;). Ici rad(,) désigne le radical de add(T).

Définition 2.5.6 (Carquois d’une algébre d’endomorphisme). Etant donné un A-module
M=M @ - & M™

défini comme précédemment, on définit le carquois de son algebre d’endomorphisme comme le carquois
'y dont les sommets sont les End(A)-modules simples S; correspondant aux facteurs directs M; et ou
le nombre de fleches ¢ — j entre S; et S; est donné par :

dim Ethl*DndA(]W) (S“ S])

Proposition 2.5.7 (Voir [GLS06, Section 3.2]). Soit M = MP™ @ --- & M un A-module ot les
M; sont des modules indécomposables deux d deur non isomorphes avec n; > 1,V¥i. On pose S; = Sy,
le End 4 (M)-module simple correspondant a M; et P; = Hom(M;, M), le End 4(M)-module projectif
indécomposable de téte S;. Pour 1 <i,j <n on a égalité entre les nombres suivants :

o le nombre de fleches i — j dans le carquois I'pr de End (M),
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o dimExty,q, (i, S5),
o la dimension de Uespace des applications irréductibles M; — M; dans add(M),

o la dimension de Uespace des applications irréductibles P; — P; dans la catégorie add(Py @ --- @ Py,)
de End o (M)-modules projectifs.

Soit, de plus, f (resp. g) une add(M/(MP™))-approzimation minimale a gauche (resp. a droite) de
M; : f:M; — M (resp. g: M" — M;). Sii#j, ona

dim Extpyq , (ar) (Si, 55) = [M" 2 Mj],
dim Extgna , (an) (S5, Si) = [M" : M;].

Définition 2.5.8. On dit que le carquois Q) = (Q, Q1) est un carquois étendu par rapport & un sous-
ensemble Qf, C Qo ¢’il n’y a aucune fleche entre deux sommets de Q\Q;. On considére que le carquois
@1 d’un amas étendu est un carquois étendu en oubliant les fleches entre deux sommets correspondant
a des coefficients.

Remarque 2.5.9. En pratique, si on considére dans les exemples les carquois d’une catégorie donnée C,
ce qui sera pertinent pour la structure amassée, ce sera le carquois étendu par rapport a l’ensemble des
sommets portant un module projectif. Autrement dit, on négligera les fleches entre deux modules projectifs
(qui n’interviendront pas dans les mutations).

Définition 2.5.10 (Catégorie stable). La catégorie stable C d’une catégorie C C mod(A) est la caté-
gorie ayant les mémes objets que C et dont les morphismes sont les classes d’équivalences de morphismes
de C modulo la factorisation de morphismes a travers un objet C-projectif-injectif.

Définition 2.5.11. Soit C une catégorie admettant une structure amassée faible, on dit que la catégorie
C n’a pas de boucle (resp. de 2-cycles) si dans le carquois étendu de chaque amas étendu de sa structure
amassée il n’y a pas de boucle (resp. de 2-cycles).

Définition 2.5.12 (Structure amassée). On dit que la structure amassée faible précédemment définie
est une structure amassée si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. il n’y a pas de boucles ou de 2-cycles (pour chaque variable d’amas M, chaque morphisme non-
isomorphisme u : M — M se factorise & travers ¢ : B — M et s : M — B’ tandis que chaque
morphisme non-isomorphisme v : M* — M* se factorise & travers f: M* — B et t: B’ — M* ou
B et B’ ne possédent en commun aucun facteur direct indécomposable),

2. pour un amas étendu T, on passe de Q7 & Q7- par une mutation de Fomin-Zelevinsky ¢ au sommet
de Q1 donné par la variable d’amas M.

On verra & la section 2.6 la structure amassée sur la catégorie mod(A) définie & la section 2.4.

Un exemple (qui recouvrira les catégories étudiées ici) de catégories possédant une structure amassée
faible sont les catégories de Frobenius stablement 2-Calabi-Yau. On va rappeller ici les définitions de ces
différents termes.

Définition 2.5.13 (Module projectif, module injectif). Soit C une sous-catégorie fermée par extension
de mod(A). Un module C € C est dit C-projectif si on a Ext)y(C, X) = 0 pour tout X € C.

De maniére duale, un module C € C est dit C-injectif si on a Ext!(X,C) = 0 pour tout X € C. Une
catégorie C est dite avoir assez de projectifs® si pour chaque X € C, il existe une suite exacte courte
de C :

0=-Y—->P—-X—-0

avec P projectif.
Une catégorie C est dite avoir assez d’injectifs® si pour chaque X € C, il existe une suite exacte
courte de C :
0=-X—-1I1—-Y—=0

avec I injectif.

4. Cf définition 2.3.11.
5. having enough projectives en anglais.
6. having enough injectives en anglais.
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Définition 2.5.14 (Catégorie de Frobenius). Une catégorie est dite de Frobenius si elle est exacte ”,
si elle a assez de projectifs et d’injectifs et si les projectifs et les injectifs coincident.

Définition 2.5.15 (Foncteur de dualité). Soit C une K-catégorie. On définit le foncteur D = Homg (-, K),
on 'appelle foncteur de dualité.

Définition 2.5.16 (Catégorie 2-Calabi-Yau). Une catégorie 2-Calabi-Yau est une K-catégorie trian-
gulée C possédant un isomorphisme fonctoriel :

DExt'(A, B) = Ext'(B, A)
pour tous A, B € C.

Définition 2.5.17. Une catégorie C est dite stablement 2-Calabi-Yau si elle est de Frobenius et que
sa catégorie stable C est 2-Calabi-Yau.

2.6 Structure amassée sur ’algebre préprojective

Dans [GLS06] (reformulé dans [BIRS09, Section IL.1]), il est montré que mod(A) est une catégorie
stablement 2-Calabi-Yau sur laquelle existe une structure amassée. Le but de cette section est d’expliciter
cette structure amassée.

On va commencer par rappeler quelques définitions sur les modules, en se basant sur [GLS06]. Ici
A est une algébre de dimension finie sur un corps algébriquement clos K. En pratique, on prendra la
C-algebre A.

Définition 2.6.1. Un A-module M est dit rigide si Ext! (M, M) = 0.

Remarque 2.6.2. Autrement dit cela signifie que toute auto-extension du module est triviale ou encore
que la seule fagon de compléter la suite exacte courte suivante :

0—-M-—->7—-M—=0
est de remplacer 7 par M & M.

Définition 2.6.3. Un module rigide T est rigide maximal si, pour chaque A-module T” tel que T ®T"
est rigide, on a T" € add(T).

Définition 2.6.4. Soit M un module, on note (M) le nombre de classes d’isomorphismes de facteurs
directs indécomposables de M.

Théoréme 2.6.5 ([GLS06, Théoreme 2.1]). Soit A wune algébre préprojective de type A,D ou E et
r = {l(wp) pour wg le mot de longueur maximal du groupe de Weyl associé. Pour tout A-module rigide T,
onaX(T)<r.

Définition 2.6.6. Un A-module T est dit rigide complet si on a 3(T") = r.

Remarque 2.6.7. En fait, par [GLS06, Théoréme 2.2/, on a équivalence entre la notion de module rigide
mazximal et module rigide complet et on a donc un critére numérique simple pour démontrer qu’un module
est rigide mazimal, ce qu’on utilisera pour prouver le théoreme 4.16.1.

2.6.1 Graine pour la structure amassée de mod(A)

Définition 2.6.8. Soit M = M>™ @---&MZ" un module de mod(A) dont on connait la décomposition
en modules indécomposables deux & deux non-isomorphes. Si on a n; = 1 pour tout ¢, on dit que M est
basique.

Définition 2.6.9. Dans mod(A) un module basique rigide maximal M sera appelé graine.

Le but de cette section est de rappeler que les modules basiques rigides maximaux permettent de
définir une structure amassée sur mod(A).

7. Ici on ne détaillera pas la notion de catégorie exacte, toutes les sous-catégories fermées par extensions de catégories
abéliennes 1’étant.
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Définition 2.6.10. Soit 7" un A-module rigide maximal basique de décomposition en facteurs directs
indécomposables :

T=T® - -®T,.

Le carquois I'r de End, (T) définit une matrice entiere B(t) = (¢ ;)1<si j<r OU
t;; = Card{a € (I'r)1 | s(a) = j, t(a) = i} — Card{a € (I'r)1 | s(a) = ¢, t(a) = j}.

On va supposer, quitte a réordonner les termes, que les facteurs directs 15— 41, . . ., I;- sont projectifs.
Pour tout 1 < k <r —n on a la suite exacte courte :

0T 5 @ 1 - 17 —0 (2.1)
ti x>0

ou f est une add(T'/T})-approximation minimale de Ty & gauche.
On pose

pr, (T) =T @T/Ty,

et on appelle pr, (T) = pr(T), la mutation de T' dans la direction T}, (ou k).
De plus, par [GLS06, Théoréme 2.6] on a que les mutations de la partie principale de la matrice B(t)

c’est & dire les coeflicients (b; i)1<1.i<n) coincident avec les mutations de carquois de I'r dans la direction
J/1<1,5< q T
k.

Remarque 2.6.11. On peut utiliser a la place de la suite exacte courte 2.1 la suite exacte courte :

0=Ty - P 17" 5T —0, (2.2)

ti k<0
ot g est une add(T'/Ty)-approzimation minimale de Ty d droite.

Les modules rigides maximaux basiques ont des propriétés spécifiques permettant de définir une
structure amassée :

Proposition 2.6.12 ([GLS06, Proposition 6.7]). Soit T un A-module basique rigide mazximal et X un
facteur direct indécomposable de T. Si X n’est pas projectif, alors il existe exactement un A-module
indécomposable Y a isomorphisme prés tel que X 2Y et Y @ T/X est rigide mazimal.

Proposition 2.6.13 ([GLS06, Proposition 5.7]). Soient X et Y des A-modules rigides indécomposables
tels que dim Ext} (Y, X) = 1 et soit :

0XLMSy 50

une suite exacte courte non-scindée. Alors M @ X et M @Y sont rigides, X,Y ¢ add(M). Si on suppose
de plus que T & X et T &Y sont des A-modules rigides mazimauz basiques pour un T, alors f est une
add(T")-approzimation minimale & gauche et g une add(T)-approximation minimale d droite.

On a un critére, dans nos cas pour savoir si une sous-catégorie de mod(A) posséde une structure
amassée :

Théoréme 2.6.14. [BIRS09, Théoréme I1.5.1] Soit C une sous-catégorie close par extension et foncto-
riellement finie de mod(A). Alors la catégorie C a une structure amassée.

On va préciser des termes de vocabulaire que nous réutiliserons dans la section 2.7.

Définition 2.6.15. Soit C une sous-catégorie de mod(A) possédant une structure amassée. On choisit
un module rigide maximal basique de C, Ty qu’on appelle initial. Tout autre module rigide maximal
basique T est dit accessible s’il est 'image de Ty par un nombre fini de mutations.

Nous allons maintenant voir comment cette structure amassée sur mod(A) induit une structure amas-
sée sur la sous-catégorie C,,. On pourrait faire le méme travail sur C¥ mais comme en pratique on utilisera
des graines de C,,, c’est sur celle-ci qu’on se concentrera.



40 Chapitre 2. Préliminaires

2.6.2 Structure amassée sur C,

Dans cette section on va reprendre une partie des résultats de [GLS11]. On se reportera & cet ar-
ticle pour les preuves. Tout d’abord les théorémes suivants nous assurent que la catégorie a les bonnes
propriétés pour avoir une structure amassée :

Théoréme 2.6.16 ([BIRS09]). Pour tout élément w € W on a les propriétés suivantes :
e C, est une catégorie de Frobenius,
o La catégorie stable C,, est une catégorie 2-Calabi-Yau,

e Cy an Cy-modules projectifs-injectifs indécomposables qui sont les facteurs directs indécomposables
de I,

e Cy = Fac(ly),
ot I, est défini a la 2.4.12.

Définition 2.6.17 (Module amas-basculant). Un module T de B, sous-catégorie fermée par extensions,
facteurs directs et sommes directes de mod(A) est dit B-amas-basculant si on a I’équivalence suivante :

(X € Bet Ext) (T, X) =0) & (X € add(T))
On a alors un critére pour savoir si un module est C,,-rigide maximal :

Théoréme 2.6.18 ([GLS11, Théoreme 2.9]). Pour un A-module rigide T de C,,, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. 3(T) = t(w),
2. T est Cy-rigide mazimal,
3. T est un Cy-module amas-basculant.

On va maintenant voir comment construire explicitement une graine. Pour cela on donnera d’abord
la description des facteurs directs du module puis la description de son carquois.

Définition 2.6.19. Soit X un A-module et S; un module simple, on définit soc;(X) = socg, (X) comme
composante isotypique de S; dans le socle de X ®.

Définition 2.6.20 (Définition des modules (Vi)x). Soit W = [ig(w), ..., %1] et 1 <t < L(w) un entier, X
un A-module, on définit une chaine de modules associée & cette décomposition :

0=XoCX; C- CX,CX,

telle que pour 1 < p <t, X,/X, 1 = soc;,(X/Xp,_1). On définit soc;, .., (X) = X;.
On définit alors le module Vj, comme :
Vi = 50Cq, i, (Qiy ),
L(w)
o Q;, est défini & la définition 2.4.5 et on pose Vg = @ V.
k=1

Définition 2.6.21. Soit W = [ig(y), .- ,%1] un représentant de I’élément w € W. On définit le carquois
de Vi de la fagon suivante :

¢ les sommets du carquois sont étiquetés par les modules (Vi)f(:u{) définis a la définition 2.6.20,
o les fleches sont données par les régles suivantes :

— on a une fleche Vi+ < Vi V(k, k™) € {1,...,¢(w)}, appelée fleche horizontale ,

— on a q;, ;; fleches V; — Vi, iy, # i; si on a I'encadrement suivant :
it >kt > >k,

ol (gi,,i;) est la matrice d’incidence du diagramme de Dynkin sous-jacent. On appelle ces
fleches les fleches fleches ordinaires.

8. De maniére équivalente : somme de tous les sous-modules de X isomorphes a S;.
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Remarque 2.6.22. Ne travaillant que sur des groupes de Weyl de type A, D ou E, ici q;, i, ne vaudra
que 1, entre deux sommets de couleur i,j avec m;; = 3 ou 0, lorsque m; ; = 2.

Exemple 2.6.23. On va se placer dans un groupe de Weyl de type As, on pose w = [3,2,1,3]. On a

donc v = wlwy = s953.

Cw = Fac(&83(Qr)) =Fac| 1 @ 1 ) 3 ¢ 1 9

3

. 3 2 1
ouQr= 9" ®© 1 °3® 2 .
1 2 3
Le module Vi se décompose donc de la fagon suivante :

Vo=1®30 1 3 @ 12
2 3
et possede le carquois de la figure 2.12.
/ 1
1 3
2
2 3

FI1GURE 2.12 — Carquois de Vg

2.7 Existence d’une structure amassée sur C,

Dans [Lecl6], Leclerc prouve lexistence d’une structure amassée sur la catégorie C, , = C¥ N Cy.
On rappelle ici les théorémes principaux montrés dans [Lec16] et les informations qu’ils nous donnent
sur les graines de la structure amassée sur Cy 4.

Proposition 2.7.1 ([Lecl6, Section 3.3]). La catégorie C, ,, est close par extensions, par sommes directes
et par facteurs directs.

Remarque 2.7.2. En revanche, Cy, est close par modules quotients, C* par sous-modules par définition,
mais Cy . n'est ni Pun ni Uautre en général.

De plus, on a :
Proposition 2.7.3 ([Lecl6, Proposition 3.7]). La catégorie C, ., est fonctoriellement finie.

Ces deux propositions, en tenant compte du théoréme 2.6.14 permettent de conclure a 'existence
d’une structure amassée sur C,, .

On connait aussi un moyen de construire des graines de la structure amassée de C, ., via la théorie
des paires de torsion qu’on introduit brievement ici.

2.7.1 Paires de torsion

Définition 2.7.4 (Paire de torsion,[ASS06, Définition IV.1.1]). Une paire (7,F) de sous-catégories
pleines de mod(A) est appelée paire de torsion si on a les conditions suivantes :

1. Hom(M, N) = 0 pour chaque M € T,N € F,
2. si X € mod(A) est tel que Hom(X, N) = 0 pour chaque N € F alors X € T,

3. s1Y € mod(A) est tel que Hom(M,Y) = 0 pour chaque M € T alors Y € F.
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La sous-catégorie T est dite classe de torsion et ses objets objets de torsion. La catégorie F est
dite classe libre de torsion et ses objets objets libres de torsion.

Proposition 2.7.5 ([Lecl6, Section 3.2.5]). Soit w € W, la paire (Cy,C") est une paire de torsion.

Définition 2.7.6. Soit X € mod(A), w € W. On note t,(X), le sous-module maximal de X dans C,,.
On appelle ce module le radical de torsion de X contenu dans C,.

Proposition 2.7.7 ([ASS06, Proposition VI 1.4]). On a X/t,(X) € C¥.

2.7.2 Graine de C,,,

On peut construire un module rigide maximal pour C,,, en utilisant I’application ¢, de la fagon
suivante :

Proposition 2.7.8 ([Lecl6, Proposition 3.12]). Soit T un module rigide mazimal de Cy, alors T /t,(T)
est un module rigide mazimal de Cy 4.

Remarque 2.7.9. On peut alors penser qu’on a un moyen d’avoir une graine pour la structure amassée
sur Cy oy .-

Cependant il manque la condition selon laquelle le module doit étre basique, ce que ce quotient ne nous
assure pas (c’est faux en général).

D’autre part, on ne sait pas non plus comment se comporte le carquois de la graine de C,, avec ce
passage au quotient.

Exemple 2.7.10. On part du module Vi =1@3@ 1 9 3 @ 1 9 (on numérote les facteurs directs
3
de gauche a droite dans lordre croissant) de Pexemple 2.6.23 dans W de type Az. On prend v = s3. On
va donc regarder la catégorie C, pour calculer t,(Vi). On a u = sawy = 5182838281 .
On a

C, = Fac | £1E2E3E26, ) D 1 3 D 2 = Fac(Sg) = add(S2)
1 2 3

La catégorie C, étant trés simple (on aurait d’ailleurs pu se dire que Vjg) est un module rigide maximal
de cette catégorie et en déduire facilement cette expression), il est aisé de déterminer les t,, (V) :

tSz(l) =0, tSz(’?’) =0, ts, < 1 9 3 > =2, ls, ! 2 =0
3

et donc les quotients successifs sont :
%/tSQ(Vl) :Vi = 1a ‘/Q/tsz(vé) :VQ :33 V3/t52(v3) =163 V4/t52(‘/4) :V4

et finalement on a

Vi/ts,(Vi) =1®301@3a 12

3

Ce module n’est pas basique, on a deux modules isomorphes a Sy et Ss.

Cependant en retirant les modules surnuméraires, on obtient bien un module rigide basique de la
catégorie Cy, sy555455,- C'est d’ailleurs le méme module que celui obtenu par application de I'algorithme
3.2.4. On étudiera la connexion entre ces deux fagons de calculer une graine de la structure amassée de
Cy,w & la section 5.3.

2.7.3 Lien avec C[N]

Définition 2.7.11. Soit 7" un module rigide maximal basique de C une sous-catégorie de mod(A)
ayant une structure amassée. On pose T la collection de tous les modules rigides maximaux basiques
C-accessibles & partir de T. On pose T' = T; @ - -+ ® T}, la décomposition de T € T en facteurs directs
indécomposables.

On note R(C) la C-sous algebre de C[N] engendrée par les fonctions o7, (définies a la définition 2.4.15
pour T; facteur direct de T € T et 1 < i < k).

On définit aussi S(C) := Vectc{pn | M € C).
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On peut alors donner une description explicite de cet espace lorsque C = Cy 4.

Proposition 2.7.12 ([Lec16, Proposition 4.2]). On a
S(Cow) = NOICININ' ) .= {f € C[N] | f(nan') = f(z) Yz e N,ne N(v),n' € N'(w)}
ot N(v) ;== NN (v"IN~v) et N'(w) = NN (w !Nw).

Afin de définir R(C, ) il faut fixer un module rigide maximal basique de C, ,,. Pour cela, on choisit
un représentant w de w € W et on définit le module V4 comme dans la définition 2.6.21. On définit alors
le module Uz = Viz/t, (Vi) comme & la proposition 2.7.8.

On peut donner une description plus combinatoire de ce module de la fagon suivante :

Définition 2.7.13. Etant donné w = [iy(y),...,%1] et v € W, on va définir une suite d’éléments de W
(V) - - » V(e(w))) selon le schéma inductif suivant :

P | -1
SipU(k—1) 10V S0, < VUG

Vo) =€ Uk) = { V(k—1) sinon

on a alors vy < -+ < vy = 0.

Remarque 2.7.14. C’est cette méthode qui est utilisée par les algorithmes Sage développés pour modéliser
lalgorithme de mutation pour déterminer le représentant de v minimal a droite dans w.

Définition 2.7.15. On pose ’ensemble

Jow =k e{l,... . 0(w)} | vy = v—-1)}
autrement dit 'ensemble des indices de stagnation de la suite (v(x))-
Proposition 2.7.16. On a alors |J, | = {(w) — £(v) = dIm R, 4.
On peut alors définir les facteurs directs de Uy de la facon suivante :

Définition 2.7.17. Pour tout 1 < j < {(w), on pose U; := Sg,le.
%)

On a alors la proposition suivante, établissant la relation entre les deux définitions de Uz :

Proposition 2.7.18 ([Lecl6, Proposition 4.3]). On a U; = V;/t,(V;) et donc Uz = @  Uj, de plus
1<j<e(w)

5(Uz) = l(w) = £(v).

Ainsi on a le nombre de facteurs indécomposables distincts d’une graine pour la structure amassée
sur Cy -

Finalement on peut énoncer le théoréme suivant, précisant la structure amassée sur C, ,, et son lien
avec I'anneau de coordonnées de la variété de Richardson ouverte R, 4.

Théoréme 2.7.19 ([Lecl6, Théoreme 4.5]). On a les propositions suivantes :

1. Pour v < w € W,le sous-espace S(Cy ) de C[N]| est égal a l'anneau des polynomes doublement
invariants N C[N]N (@),

2. La localisation Sy . de S(Cy ) par rapport auw sous-ensemble multiplicatif
Mv,w = {SDP | P pTOjECtif de Cv,w}
est isomorphe d C[Ry ).

3. La catégorie C, . a une structure amassée. La sous-algébre R(C, ) de S(Cyw) a la structure d’une
algébre amassée. L’ensemble M, ., correspond a l’ensemble des mondmes en les variables gelées de
R(Cy ). Ainsi, Ualgébre amassée R, o, obtenue d partir de R(C, ) en inversant les variables d’amas

gelées est isomorphe d une sous-algébre amassée Ry, ., de C[Ry ).

4. Le nombre de variables d’amas d’un amas de Ry, ., (en comptant les gelées) est égal & dim R, 4.
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5. 8i Cy a un nombre fini d’objets indécomposables a isomorphisme prés, on a R(Cy ) = S(Cyw) €t
Ualgébre amassée R, ., est égale & C[Ry ).

Remarque 2.7.20. L’isomorphisme du point 2. du théoréme 2.7.19 provient de l’isomorphisme de va-
riétés (N N v~ tNv) N (v B wB™) & Ry, défini par Uapplication x — w(vw) ot ici v désigne un
représentant distingué de v (voir [BGY06] et [Lecl16, Lemme 2.2]).

Conjecture 2.7.21. On a l’égalité Ev,w = C[Ry.w] en général.

En plus de [Lecl6] qui prouve la conjecture dans le cas ou C, ,, a un nombre fini d’indécomposables
et dans celui w = v'v avec f(w) = £(v') + £(v), [SSW20] la prouvent dans le cas des variétés ouvertes
de Schubert sur la Grasmannienne. De plus [GL19] montrent que ’anneau de coordonnées d’'une variété
positroide ouverte coincide avec ’algébre amassée associée a un diagramme de Postnikov. Dans ce cas,
en regardant I'action de B~ sur G a droite et non plus a gauche, la graine combinatoire qu’ils définissent
correspond a la graine Uz, définie a la proposition 2.7.8 par Leclerc.

2.8 Stratification des modules sur ’algebre préprojective

Dans cette section, on associe a chaque module de C, un vecteur d’entiers appelé A-vecteur. Ces
vecteurs joueront un réle crucial dans la preuve de l'algorithme qui sera introduit a la définition 3.2.4.
Cette section est une adaptation de [GLS11, Sections 10 & 11].

Dans la définition 2.6.21, on remarque qu’on a une inclusion de modules Vj C Vi+ pour tout couple
(k,kT) € {1,...,4(w)}. On a alors :

Définition 2.8.1. Soit W = [ig(y), - - ., 1], on appelle My, Vk € {1,...,£(w)} le module suivant :

. Vi si k = Emin,
My = { Vie/Vie- sinon.

ou Vi est le module défini a la définition 2.6.20.
Lorsqu’on aura besoin de définir le représentant w de w vis a vis duquel sont définis ces modules, on
notera la famille (M}, ).

On peut alors définir des catégories définies par une stratification par ces familles (M, ) et étudier
la catégorie des modules définis par cette stratification.

Définition 2.8.2. Soit @ = (a1,...,a,) un m-uplet d’entiers positifs et soit Cps_ , la catégorie de tous
les A-modules tels qu’il existe une chaine :

0=XCX3C--CXp, =X
de sous-modules de X avec X /X1 = M,;* pour tout 1 <k <.

Chaque A-module appartient & une seule de ces catégories C M, par le lemme suivant :
Lemme 2.8.3 ([GLSI11, Lemme 10.1]). 8i X est un module de Cpr , et de Cnr, on a a = b.

Définition 2.8.4. On définit la catégorie suivante :

Cjwﬁ = U CMEQ'
a€N™

Lemme 2.8.5 ([GLS11, Lemme 10.2]). On a Cy = Car_.

Définition 2.8.6. On pose By := End, (V4)°P.

Ici A°P désigne 'anneau opposé de A, c’est a dire 'anneau dont la multiplication est effectuée dans
Iordre opposé. Autrement dit, sion a z,y € A, x X 400 y = y X 4 . On verra apres la définition de Ay un
exemple et une justification a l'utilisation de cet anneau opposé.

On définit maintenant les modules Ay et les A-vecteurs.

Définition 2.8.7. On définit les modules standards de By :

Ak = HOHI(V@, Mk)
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Remarque 2.8.8. L’opposition de Endp (Vi) est nécessaire afin d’avoir des Bg-modules ¢ gauche. En
effet, sion a f € Ay et g,h € By, ona (gh) - f= fo(gxp,h)=[o(hXgua,(vy) 9)-

Les modules Ay ont des propriétés intéressantes notamment la suivante :

Lemme 2.8.9 ([GLS11, Lemme 10.3]). Les vecteurs dimension (dimBU(Ak))i(;ﬂl) sont linéairement in-
dépendants.

De plus, ces vecteurs dimension s’adaptent parfaitement & I'inclusion des modules M), dans les modules
Vi, via le résultat suivant :

Lemme 2.8.10 ([GLS11, Lemme 10.4]). Pour tout 1 <k < {(w), on a :
dimp_(Hom(Vi, Vi) = dimp_(Ag) + dimp_(Ag-) + - - + dimp_(Ag,..)-

Finalement on a la proposition suivante permettant de relier les modules de C,, et les modules stan-
dards :

Proposition 2.8.11 ([GLSI1, Proposition 10.5]). Soit X € Cy et a = (a1,...,aw)), les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. X € CME,M

2. Il existe une suite exacte courte :

£(w) £(w)
0— @Vk"f - @Vk‘l’“ -+ X =0,
k=1 k=1

£(w)
3. dimp_(Homyp (Vi, X)) = > apdimp_(Ay).
k=1

2.8.1 Algebres quasi-héréditaires

Définition 2.8.12. Soit A une K-algébre de dimension finie et I/ une classe de A-modules. On note
F(U) la classe de tous les A-modules X ayant une filtration :

0=XoCX;1C--CX; =X

de sous-modules tels que chaque facteur X;/X;_; appartient & & pour 1 < j < ¢. On appelle une telle
filtration U-filtration de X. On appelle ces modules des modules U-filtrés.

Définition 2.8.13 (Module standard). Soient Si,...,S,, les A-modules simples de A, Py,..., P, les
modules projectifs indécomposables. Pour une bijection w : {S1,...,5n} — {1,...,m}, on note A; le
plus grand module quotient de P; tel que [A;,S;] = 0 pour tout j tels que w(S;) > w(S;). Ici [A;, S5]
compte le nombre de facteurs de composition de A; isomorphes a S;.

On définit A = {Aq,...,A,,} la famille des modules standards.

Remarque 2.8.14. On peut définir de fagon duale les modules costandards, noté V.={Vi,...,V,}.

Définition 2.8.15 (Algebre quasi-héréditaire). La K-algébre de dimension finie A est dite quasi-
héréditaire si on a Endas(A;) ~ K, Vi € {1,...,m} et si A € F(A) pour A vue comme A-module
a gauche sur lui-méme.

Remarque 2.8.16. On pourra consulter [DRS89, IR11] pour plus d’information sur les algébres hérédi-
taires, introduites initialement dans [CPS88], [Sco87] et [PS8S].

Définition 2.8.17 (A-vecteur). Supposons qu’on ait une algébre quasi-héréditaire A et F(A) la sous-
catégorie des A-modules A-filtrés. Soit X € F(A), et [X : A;] le nombre d’occurrences de A; dans la
A-filtration de X, alors on définit :

dima (X) = ([X : Aq],..., [X : Ay]) €N
le vecteur de A-dimension ou A-vecteur de X.

On peut montrer que ce nombre ne dépend pas du choix de la filtration.
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Définition 2.8.18. Une algebre est fortement quasi-héréditaire s’il existe une bijection w telle que
pour tout 1 < k < m il existe une suite exacte courte :

0—>Ry—>P.—Dp—0
satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1. Ry est une somme directe de A-modules projectifs P; avec w(j) > w(k),

2. [Dy. : S { (1) :7(21)]; w(k)

Proposition 2.8.19. Chaque algébre fortement quasi-héréditaire est quasi-héréditaire avec A = Dy
pour tout k.

Définition 2.8.20. On dit que A est A-sérielle si chaque P, admet une unique A-filtration.

2.8.2 L’algebre By est quasi-héréditaire

On rappelle qu’on a choisi un représentant w de w € W, les deux collections de modules V7 et M.
Dans cette section on définira S(k) comme la téte (simple) des Bz-modules indécomposables :

Ry := Homp (Vi, Vi) 1<k <m.
On définit comme précédemment Ay := Homp (Viz, M) et on pose :
A:={Aq,..., AL}
On définit la bijection suivante inversant les indices :
w:{S(1),...,8(m)} = {1,...,m},

par w(S(k)) :==m —k+ 1.
On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.8.21 ([GLS11, Théoréeme 11.1]). Soit W un représentant d’un élément w € W. On a les
propriétés suivantes :

1. lalgébre B est fortement quasi-héréditaire et A-sérielle pour la famille des modules standards A,
2. le foncteur Homa (Viz, —) induit ’équivalence de catégories Fg : Cyy — F(A).
Finalement on a la proposition suivante nous donnant une interprétation combinatoire des A-vecteurs :

Proposition 2.8.22 ([GLS11, Proposition 11.3]). Soit X € Cy, et a = (a1,...,am). On a équivalence
entre les propositions suivantes :

1. X € CMW&,
2. dima (Fp(X)) = (a1,...,a,).

Remarque 2.8.23. Autrement dit on a équivalence entre l’existence d’une filtration de X par les modules
My, ..., M,, d%ndice croissant du socle vers la téte avec les multiplicités a et le fait que Fgz(X) ait pour
A-vecteur a.

Ce qu’on peut résumer par :

ASam M&am
Homy (Viz, X) = s X =
AP MP™
Ou encore, pour Vj, :
Ay M,

A
HOIIIA(V@, Vk) = i <~ Vk =

kmin kmin
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Pour la suite du document, on commettra ’abus de langage suivant, permettant d’alléger I’expres-
sion et de garder 'exemple de cette équivalence de stratifications comme interprétation concrete des
A-vecteurs.

Définition 2.8.24 (A-vecteur d’un module de C,,). Soit W un représentant de w € W et X un module
indécomposable de C,,. On définit le A-vecteur de X comme le vecteur d’entiers positifs :

Ag(X) := dima (Fz(X)) = dima (Homa (Vig, X)) = [a1, - - -, Gp(u))
et la coordonnée Ag ;(X) := a; pour tout 1 < i < {(w).

Remarque 2.8.25. Dans ce qui suivra, on regardera souvent les A-vecteurs comme définis a partir d’un
représentant W de wy obtenu par complétion a gauche de w. Dans ce cas, pour les modules de Cy, on a

(A (X)) = (Apa(X))iY.

2.8.3 Mutation de A-vecteurs

L’un des intéréts des A-vecteurs est qu’on sait comment exprimer le A-vecteur d’'un module muté a
partir de son A-vecteur avant mutation et de ceux des modules adjacents par [GLS11, Section 12].

Définition 2.8.26 (Vecteur da). Soit W = [if(y),.-.,%1] un représentant d'un élément w € W. On
rappelle qu’on a le vecteur dimension du Bgp-module : A = Homp (Vig, M), V1 < k < {(w) ou la
coordonnée d’indice m est

dim(Ag)y, = dim Homy (V,y,, My).
On définit le vecteur de vecteurs :

da = (dim(Ay), ..., dim(Ag,)) € (NC)Hw),

Proposition 2.8.27 (A-vecteur d’'un module muté, [GLS11, Proposition 12.6]). Soient (M, ..., M)
les facteurs directs indécomposables d’un A-module M, rigide, C,,-maximal, basique, dont le carquois est
Qum = (Qo, Q1,8,t). Si on mute 'amas dans la direction k, on a le A-vecteur du muté M, A(M}) qui
vérifie la formule suivante :

_A(Mk) + Z A(Ms(oz)) s Z (A(Ms(a))vdA) > Z (A(Mt(a))7dA)7

?G)Q 1’C (EzG)Q 1}9 rzze )Q 1k
*\ L t(a)= t(a)= s(a)=
AMy) = —A(Mg)+ >, A(Myq)) sinon.

?G)Qlk

ot (a,b) désigne le produit scalaire usuel entre deuz vecteurs.

Remarque 2.8.28. Ainsi, pour calculer le muté d’'un A-vecteur, on va utiliser une des suites exactes
courtes des équations 2.1 et 2.2. Cependant, il peut étre fastidieux en pratique de calculer a la main la
condition permettant de définir laquelle des deux doit étre utilisée ou de le déterminer de facon théorique
sans faire les calculs explicitement. On verra au lemme 4.12.4 que dans notre cadre d’étude, il n’y a
qu’une seule suite exacte qui donne des coordonnées toutes positives et c’est donc celle-ci qui sera utilisée
pour le calcul de la mutation de A-vecteur.

2.9 Calcul des A-vecteurs par les polytopes de Mirkovié¢-Vilonen

Le but de cette section est d’expliciter et de rappeler les théorémes de Baumann, Kamnitzer et
Tingley sur les liens existants entre les polytopes de Mirkovié-Vilonen et les modules de C,,, induits
par les équivalences de catégories de [BKT14, Exemple 5.14 & Remarque 5.25]. Cette section va nous
donner un moyen de calculer les A-vecteurs d’un méme module de la graine initiale Vg quel que soit le
représentant de wq par rapport auquel on définit les A-vecteurs.
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2.9.1 Variété nilpotente de Lusztig

Le lien entre la base cristalline B(00) et la catégorie mod(A) a été établi par les travaux de Lusztig
et Kashiwara-Saito que nous allons maintenant rappeler.

Définition 2.9.1 (Variété de Lusztig). Etant donné un carquois Q avec un ensemble de sommets I et un
ensemble d’arétes F, on définit comme a la définition 2.4.1, I’algebre préprojective A. On va considérer
les A-modules comme des espaces vectoriels [-gradués via ’équivalence de catégories classique entre
A-modules et représentations de carquois.

A un vecteur dimension v € NI fixé, la donnée d'un A-module se réduit & la connaissance de la
collection de ses applications linéaires, qu’on verra comme les points d’une variété algébrique. On appelle
cette variété la variété nilpotente de Lusztig qu’on notera A(v). On associera un A-module & un point
de A(v).

On notera B(v) 'ensemble des composantes irréductibles de A(v) et on note :

B=|| BW).

veNI

Théoréme 2.9.2 ([KS97, Théoréme 5.3.2] et [Lusl3, Théoréme 1.8]). B posséde une structure de cristal
et il existe un unique isomorphisme de cristaux

R

B(oo) — B
b — Ab'

Exemple 2.9.3. Dans l'exemple 2.2.17, on a étiqueté chacun des sommets par un module rigide. On
peut le faire puisqu’en type As toute composante irréductible de 9 posséde un unique module rigide a
isomorphisme pres.

On a donc l'existence d’un isomorphisme de cristal entre les composantes irréductibles de réunion de
variétés nilpotentes de Lusztig et les sommets du cristal B(c0). On a vu a la section 2.2.7 comment réaliser
$B(00) en termes de polytopes de Mirkovié-Vilonen. Dans la section suivante, on va relie les composantes
irréductibles de B aux polytopes de Mirkovié¢-Vilonen.

2.9.2 Polytopes de Harder-Naramsimhan

Afin de relier les polytopes de Mirkovié-Vilonen et les A-modules de dimension finie, on construit les
polytopes de Harder-Naramsimhan définis ci-apres.

Définition 2.9.4 (Polytopes de Harder-Naramsimhan, [BKT14]). On appelle polytope de Harder-
Naramsimhan d’un A-module T', ’enveloppe convexe dans RI des vecteurs dimensions des A-sous-
modules de T'. On le note Pol(T).

Exemple 2.9.5. On reprend le module P, de 'exemple 2.4.7.
On liste les sous-modules et leurs vecteurs dimensions dans la table 2.6.

2
Sous-modules 0 2 1 3 1 3 1 3
2 2 2
2
Vecteurs dimension | (0,0,0) | (0,1,0) | (1,1,0) | (0,1,1) | (1,1,1) (1,2,1)

TABLE 2.6 — Données de construction du polytope de Harder-Naramsimhan de P;

Ce qui donne le polytope de la figure 2.13.

Théoréme 2.9.6 ([BKT14, Section 1.3]). Si g est de dimension finie alors pour chaque b € B(o0),
Uensemble {T € Ay | Pol(T) = U(b)} contient un sous-ensemble ouvert dense de Ay, ot U(b) est le
polytope de Mirkovié-Vilonen associé a b dans l’isomorphisme ¥ du théoreme 2.2.31.

Autrement dit Pol(b) est la valeur générique de Uapplication T — Pol(T) sur Ay.

Remarque 2.9.7. Si T € mod(A) est rigide, T est générique i.e. 'adhérence de son orbite est une
composante irréductible Br € B. Donc Pol(T) est le polytope de Mirkovié-Vilonen associé a Br.

Exemple 2.9.8. Cette identification T' <> Pol(T") peut se lire en identifiants les étiquettes des graphes
cristallins des figures 2.4 et 2.10.
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(0,1,1)

(1,1,0)

FI1GURE 2.13 — Polytope de Harder-Naramsimhan de P,

2.9.3 Détermination des A-vecteurs de Vg

On va maintenant utiliser les résultats précédents, ainsi qu’un théoréeme de Naito et Sagaki, pour
obtenir une description des A-vecteurs des facteurs indécomposables de Vi relativement a la structure
quasi-héréditaire de By, ou w est une décomposition réduite arbitraire de wy.

Tout d’abord, en tenant compte de la remarque 2.9.7, comme les facteurs indécomposables

Var (1<k<(w))
de Vi sont rigides, on voit que les polytopes de Harder-Naramsimhan
Pol(Vi ) (1 <k < {(w))

sont des polytopes de Mirkovié-Vilonen. Plus précisément, le cristal B(co) contient les cristaux B(\)
de toutes les représentations irréductibles de dimension finie H(A). D’apres [GLS11, Proposition 9.1],
le module Vg correspond & un vecteur de poids extrémal w;, — s;, ---;, (w;,) de la représentation
fondamentale H(w;,). Ainsi le polytope Pol(Vi ;) n’est autre que le polytope de Mirkovié-Vilonen de
poids extrémal w;, — s;, - - 84, (w9;, ) du cristal B(w;, ).

Les polytopes de Mirkovié¢-Vilonen de poids extrémaux des cristaux B(\) ont été calculés par Naito et
Sagaki [NS09, Théoreme 4.1.5]. D’autre part les liens entre les polytopes de Harder-Naramsimhan et les
A-vecteurs sont donnés par Baumann, Kamnitzer et Tingley [BKT14, Sections 5.3 & 5.4]. En traduisant
dans nos conventions ces résultats et en les appliquant aux modules Vz i, nous arrivons aux regles de
calcul suivantes.

Définition 2.9.9. Soit W = [i,,...,i1] un représentant de wog tel que W = [ig(y),...,i1]. On note uy
I’élément défini par

uk’ = S'LT ...
avec u, = e.

On choisit wo = [jr, ..., j1], un autre représentant de wo. On définit [, _,, ..., jq] le représentant le
plus d gauche de uy dans wy.

Notation 2.9.10. A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette section, on fixe un entier 1 < k < L(w).
Cela revient a fixer un facteur direct indécomposable Vi de Vip.

Définition 2.9.11. On rappelle 'énumération des racines de ®T définie & la proposition 2.1.16. On
définit la suite (8;"°); comme
wo

= wWo — g ...g. )
1 = @y et ﬁm = Siy Sl?rLfl(alnL)’ 2§m§r

ol oy, est la racine simple associée au sommet 7; du diagramme de Dynkin.
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Notation 2.9.12. On reprend les notations précédentes. On note

[jrkv s vjm} = [.jT" s ajl]\[jq'r—k? s 7jth]
I’ensemble des lettres de wg n’intervenant pas dans ’écriture la plus a gauche de uy.
Exemple 2.9.13. On choisit w := [2,1,2,3,2,1] et Wy = [1,2,3,1,2,1]. On prend k£ = 4, on a donc

ug4 = S951. Le représentant le plus a gauche de uy dans g est formé des lettres d’indices : ¢ = 3 et
go =5,etdoncri =1,r9 =2,73 = 4,74 = 6.

Définition 2.9.14 ([NS09, Section 4.1]). Avec les notations précédentes, on définit une suite d’éléments
(&"); de la facon suivante. On pose £;° = w;,. On pose par convention 7o = 0 et on a

o = Sﬁfcosﬁ:-bco,l " g0 (w) (1<c<k),
;‘;0 = f}fi‘) Sire < qq < Tet1-

Exemple 2.9.15. On reprend les données de 'exemple 2.9.13.
On a w = wy. On rappelle qu'on a ¢ =3 et go=5. On a :

wo __ —

0. - w - w27

wo __ — —

1 = 561 (WQ) =Sy (w2> = w2,

wo __ _ _

2 = 582581 (w2) = Say+as (@2) = w2 — Q1 — Oy,
W W,

30 = 2" =W — 01 — (g,
wo __ _ _

4 = 584582551 (2) = San4as+as (w2 —a1 —a2) =wy—a;—a,
w W,

5.0: 4’ = 1wy — Q1 — A2,
w

6. = SBsSB.SB25B (w2) = Sag(w2 —a) — az) = w9y — Q1 — Qg — Q3.

Proposition 2.9.16. Avec les notations de la définition 2.9.14

0 sii€{q, . qroi}

o (Vi 1)) = nio o = bo g
(B (Vi k)i = n;"°  tel que n; {<5gﬂ0,§gfl> sinon

ot £ = w;, . _
On peut définir de fagon équivalente ny’® comme Uentier tel que
&0 — €0 = n" .
Exemple 2.9.17. On continue 'exemple 2.9.15. On va calculer le A, -vecteur du module V4 dont la
décomposition de socle est :

1 3.
2
La suite des poids calculée a 'exemple 2.9.15 est :

o = wy = w2,
& = wa,
§o = w2—a1—
§3 = wa—a;—ay,
§4 = w2—a1—ay,
§ = w2—a1—ay,
6 = w2—a1—a— a3

Donc :
S—& =nmp= 0,
§1—& =nofa= ai+ay= P,
§2—& =n3fz= 0,
3-8 =ngfy= 0,
§4—& =nsB5= 0,
& —& =mneghs = az= .

On retrouve le méme résultat en calculant ainsi :

nvli)0 = < ?07 g)0> = <a1’w2> =0,
ng = (B2,&) = (a1 + ag, w2) =1,
ns = Ng, = 07
ng = (B1,&3) = (a1 +ap +a3,ws —a1 —az) =0,
ns = Mg, =Y

ng= (Bs,&) = (a3, w2 — a1 — a2) =1
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Son Ay,-vecteur vaut donc [0,1,0,0,0,1] et, considérant que les strates associées a wg sont les sui-
vantes :

M, | My | Ms| M, My | Mg
1 1 2 1 2 3
2 2 3
3
on a bien
Ms _ 1 5
My 9

2.10 Condition d’appartenance aux sous-catégories C, et C"

Dans cette section, on donne un critére combinatoire d’appartenance d’un module de mod(A) aux
sous-catégories CV et Cy, en terme de leurs A-vecteurs définis a la définition 2.8.24.

Proposition 2.10.1. Soit W un représentant de w € W. Soit W un représentant de wgy ayant comme
facteur droit w. Un module de mod(A) dont les Ay -vecteurs de ses facteurs directs ont des coordonnées
toutes nulles pour les indices > £(w) appartient a la catégorie C,,.

Démonstration. Par le lemme 2.8.5, on a que tout module de C,, admet une stratification par les modules
(Mi,w)fg) et inversement, tout module admettant une telle stratification appartient a la catégorie. Ainsi,
ici, tout module de mod(A) = C,, admettant une filtration par les ¢(w) premiers modules M; ., appartient
a la catégorie C,,. O

Avant de prouver un critére d’appartenance a C?, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.10.2. Soit M un module de mod(A), v € W, T un représentant de v. On fize comme d la
notation 2.1.14 une complétion d gauche v en wo de T. Le module t,(M) (défini d la définition 2.7.6) a
pour Ay-vecteur celui composé des £(v) premiéres coordonnés de celui de M.

Démonstration. Soit N, le sous-module de M, de Aj-vecteur celui composé des ¢(v) premieres coordon-
nées de celui de M. On va montrer que c’est le module maximal de C, parmi les sous-modules de M par
I’absurde.

N est un sous-module de M, qui appartient & C,. Par maximalité, on a N C ¢,(M). Ainsi on a
M/N 2 M/t,(M). Par définition des Ay-vecteurs tout sous-module de M contenant N posséde pour
£(v) premieres coordonnées celles de N. Ainsi, s’il existe ¢,(M) 2 N dans C,, on a que t,(M) possede au
moins une coordonnée de son A,-vecteur qui est d’indice supérieur a £(v), ce qui contredit ’appartenance
a C, d’apres la proposition 2.10.1, c’est absurde.

Donc t,(M) = N. O

Proposition 2.10.3 (Critére d’appartenance a C¥). Soit v € W et M un module de mod(A). Alors, on
a M € CV si et seulement si les £(v) premiéres coordonnées de son Ay-vecteur sont nulles.

Démonstration. On rappelle que par la proposition 2.7.7 pour tout module M € mod(A), on a
M/t,(M) € C".

Ainsi, M = M /t,(M) ou encore ¢,(M) = 0 si et seulement si M € C".

Or, par le lemme précédent, on a que t,(M) a pour Ay-vecteur le vecteur dont les £(v)-premiéres
coordonnées sont les mémes que celles de M et dont les autres sont nulles. Ainsi, ¢, (M) = 0, est équivalent
a avoir que Ay (M) commence par £(v) coordonnées nulles. O
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CHAPITRE 3

Deux descriptions de l'algorithme

3.1 Premier algorithme de mutation

Dans toute cette section, on se place dans un groupe de Weyl W de type A, D ou E et on choisit un
élément w € W, un représentant w = [ig(w)7 ...,11] de w et un élément v € W tel que v < w. On pose
¢ ={(v) et on note T = [ip,,...,ip | le représentant le plus a droite de v dans w.

On va énoncer un algorithme permettant de construire un module rigide maximal basique de Cy ,, &
partir d’un module rigide maximal basique de C,,. Pour cela, on a besoin de définir certaines quantités a
partir de la combinatoire de w et .

3.1.1 Définitions préalables
Définition 3.1.1 (Entiers S, et v,,). Soit 1 < m < {¢. On définit :

Ym = Card{1 < j <m | iy, = ip,, }.
Autrement dit v, est le nombre de lettres de ¥ d’indice inférieur a m de méme couleur que i, ,.
On définit de méme :
Bm = Card{l1 < j <py, |VI <k <m,p, #jeti;=ip, }.

Autrement dit, §,, est le nombre de lettres de w d’indices compris entre 1 et p,, — 1 n’intervenant pas
dans 7 et de méme couleur que 7y, .

Exemple 3.1.2. On se place dans un groupe de Weyl de type D4. On rappelle que, conformément aux
conventions de la proposition 2.1.10, le sommet 2 correspond au point trivalent.
On choisit w = [3,1,2,1,4,2,3,1,2,1] et = [3,1,2,4,3,1]. Ainsi on a [py,...,ps] = [1,4,6,8,9,10].
On va déterminer 5 et 75. La cinquieme lettre de T est un 1 et elle correspond a la lettre d’indice
ps = 9 de W. On va donc considérer le mot W<y = [1,2,1,4,2,3,1,2,1]. On va souligner les lettres
apparaissant dans 7 et surligner les 1 n’y apparaissant pas. On a ainsi :

ESQ = [lv 27 T; 47 27 37 T? 2) l]
On a deux 1 soulignés donc 5 = 2 et deux 1 surlignés donc 85 = 2.

Définition 3.1.3. Soient 1 < k < {(w), 0 < m < {(v). On définit

a(k,m) = Card{1 < j <m|ip, =ir}.

Remarque 3.1.4. En fait a compte le nombre de lettres de v de couleur iy, d’indice inférieur ou égal a
m.

On a a(k,m) = a(kt,m) = a(k™,m) (siles indices k™ et k= existent). En effet, dans cette définition,
k n’intervient que par l'intermédiaire de iy = i+ = ip— .

23
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Remarque 3.1.5. On a vy, = &(pm, m).
Proposition 3.1.6. Sii,,, =ik, on a a(k,m)=a(k,m —1)+ 1. Sinon on a a(k,m) = a(k,m —1).
Démonstration. Dans le premier cas, on a
{1<ji<mlip =ir}={1<j<m—1]ip, =ir}U{ip,}.
Dans le second, on a
(L<i<mlip =in} = {1 <m—1]iy, =it}

car ip,, 7 ik O

3.1.2 Définition du premier algorithme de mutation

Pour cet algorithme, on appliquera une suite de mutations a la graine initiale V4 pour la structure
amassée sur C,, déterminée comme dans la définition 2.6.20 par w = [ig(w)7 sy iy

L’algorithme s’exprime sous la forme d’une suite de suites de mutations, notée (fiy,)1<m<e¢ correspon-
dant aux lettres de . Chacun des fi,, est une suite de mutations de sommets de méme couleur 4,, , c’est
a dire situés sur une méme ligne horizontale du carquois.

Définition 3.1.7 (Suite de mutations fi,,). Soit 1 < m < £(v). On pose k = py, ¥ = Ym €t 5 = fBm. On
définit la suite de mutations :

~ { [ ()= © " © B(omin)?+ S (Fmax) 7™ = (kmin) T
Hom, == id sinon
ott kT, k7, kmin, kmax ont été définis a la définition 2.1.20.

Autrement dit, fi,, mute par ordre croissant tous les sommets de couleur 4,,, dont I'indice est compris
entre deux bornes. L’indice minimal, sera le premier, décalé dans ’ordre croissant du nombre d’indices
de cette couleur qu’on a « sauté » (au sens de f3,,), l'indice maximal, le dernier, décalé dans lordre
décroissant du nombre d’indices de cette couleur qu’on a déja mutés (en comptant celui qu’on va muter).
En fait la borne maximale correspond a l’exclusion finale des derniers sommets de la ligne des sommets
a muter.

Exemple 3.1.8. On se place dans W de type As avec
w=1[1,3,2,4,3,2,4,5,4,3,2,1,2] et v = $2545553512-

Onap; =1,ps=2,p3=4,p4=06,p5s =7,ps = 8.
On a les entiers v et 8 indiqués dans la table 3.1.

m [1]2]3[4]5]6
pm | 12416738
ip, |2]1]3]5 2
Bm |O]O]O]O[T][1
Y L1 1[1[1]2

TABLE 3.1 — Valeurs des entiers 3 et

On a alors :

[1 = Hg O f3 O fi1, fo = fl2, [z = [lg O [l4, flg = id, s e = M3

Remarque 3.1.9. On remarque que 'algorithme ressemble d lalgorithme de [GLS11, Section 13.1] d la
différence que pour les fiy, ot Bm # 0, on omet les B, premiéres mutations sur la ligne de couleur ip,, .
C’est le cas ici pour |15 et [ig.

Notation 3.1.10. On va noter R;,, les modules obtenus par la suite de mutations fi,, o --- o fi;. Plus
précisément, on posera R; o = V; pour V; facteur direct de Vi, pour tout 1 <i < £(w).
Ensuite, on posera R; ; = [i;(R; j—1) pour 1 <i < /l(w) et 1 < j < {(v).
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Définition 3.1.11 (Définition de l’algorithme). Soit W le représentant de w fixé comme précédemment
et v le représentant le plus a droite de v dans w.
On définit

M.(VU) — S(/jé 0::-0 /71(VU))

ou S correspond a la suppression des facteurs directs Ry ¢, tels que k > (kmax)“(k’“”))’.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.12. p* (Vi) est un module rigide mazimal basique de C, .. Le carquois de p® (Vi) est
obtenu en retirant au carquois de fig o -+ o 11 (Vig) toutes les fleches adjacentes a un sommet supprimé
par lopération S et seulement celles-ci.

Remarque 3.1.13. En particulier si v est le facteur droit de w, on a pour tout m, By = 0 et dans ce
cas on retrouve les £(v) premiéres étapes de l'algorithme [GLS11, Section 13.1] (mais dans lalgorithme
de Geiss, Leclerc et Schroer, on ne supprime pas de module d la fin).

Cependant on n’a pas nécessairement v <p w et donc on ne peut pas en général trouver de tels
représentants « bien adaptés ».

Exemple 3.1.14. On reprend les données de I'exemple 3.1.8. On représente Vi avec son carquois a la
figure 3.1. On rappelle qu’on est dans le cas ou W est de type A5 avec w = [1,3,2,4,3,2,4,5,4,3,2,1,2]
et v = 5954555351 S2.

g4 Vo= 2
1
2
1
N \
Vip = ) Ve 2
4 8 = Vs=1 -
1737 1,3 BTy =2
;N \ /
Vig= 2.4 Vo= 2 -
271735 7103 5 Vi=1,
2°4 2°4 3
3 3
N 7 N e
\ Y
Vs=12
3
4

FIGUre 3.1 — Module Vg

On va appliquer la suite de mutation ji; = pg o pz o pg.
On a la mutation de V; = 2 correspondant aux deux suites exactes courtes :

2= 12 — 1, (3.1)

1— 12 — 2. (3.2)

et donc le module muté V;* est le simple S;.
Apres cette mutation on a le module de la figure 3.2 (les fleches modifiées sont en magenta gras).
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Viz = )
4 _
3 ‘/2—12
2
1 / \
Vit = 5 = 2
134 . 8 123 ‘/3:12—)‘/1*:1
7 N 7 \ /
Vie= 2 4 Vo= 2 _
2T %35 P T 173 5 Vi= 1,
2 4 2 4 3
3 3
4 4 N /
3
4

FIGURE 3.2 — Module p; (Ve)

On mute alors V3 = 1 5 correspondant aux deux suites exactes courtes suivantes :

Ly = 1@ 2, > 2 (3.3)

On a alors V5" = 123 et le module p3 o g (Vi) est celui de la figure 3.3.
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Viz = 45
3 Va= 2
2
1
N /
V11: 5 Ve =
2 4 8 Vi 2 *
13 1,3 3Tty <=l
FooN /
Vie= 2 4 Vo= 2 —
27135 T 135 Vai=1,
2 4 2 4 3
3 3
N 7 N -
\ /
Ve =1
67 79
3
4
5
FIGURE 3.3 — Module p3 o ;1 (Vap)
On mute maintenant Vg = 123 .
2
On a les suites exactes courtes :
2 = 2 & 5 — )
13 13 2 4 2 4
2 1.3 13
2
5> 26 2 - 2 .
2 4 1 1 35 13
13 2 4 2

3

On a donc Vg = 5 45 et le module de la figure 3.4.
13
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Viz = )
4
Vo= 2
9? ‘T
1
Vll— 5 V* 5
4 8 = Vi = *
: i 1234:/Y | 7‘/1 B
o= 2ty BT 2y i=y
24 274 5
3 3
‘H) l—)J \': l_) t’,: l)
24— T r < 9
313 .%lz) -)1
67 79
3
4
5

FIGURE 3.4 — Module fi; (Ve)
On renomme les facteurs indécomposables du module en conservant leurs indices :
Vl* e R1,17 V3* ~ R3,1; Vv8* e RS,la Vk ~ Rk,la k ¢ {17378}

On va maintenant appliquer i = us2 & f1(Vig), on obtient la figure 3.5.
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Rizq = 5
4 R, = 5
3 2,1 4
2 3
1 \
R = 5 _
Tz M=, )0 M1 =123 «—Ria=1

Risi= 2.4  Ryi= .2 .
LTy T T 173 5 Rap=1,
274 274 3
3 3
Ry = 2, Roi= 1 Rsqi= 1
173 I 5 5,1 N
2,4, < “3 5 “3
J lt) 1 l
Roy=1,
3
4
5

FIGURE 3.5 — Module fi5 o i1 (Vi)

A nouveau on renomme les facteurs indécomposables R§,1 ~+ Ry o et Ry 1~ Rp 2 pour k # 2.
On applique maintenant la suite de mutations 13 = g o pg et on obtient le module de la figure 3.6
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4 Ryp= 5

FIGURE 3.6 — Module iy o jiz o fis 0 i1 (Vi) = Jis © fiz o fir (Vi)

On renomme les modules indécomposables R} 5 ~ Ry 3, Rg o ~> Ro 3 et Ry 2 ~ Ry 3.
Comme on a fi4 = id, on conserve le module, on renomme Ry 3 ~» Rj 4.
On applique la suite de mutations fi5 = pr et on obtient le module de la figure 3.7.
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Riza = 5

FIGURE 3.7 — Module 15 o fig o fig o iz © j11 (Vaz)

On renomme les facteurs indécomposables R; 4 = R75 et Rra = Rig5 et k #7T.
On applique g = p3. On a le module de la figure 3.8.
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FIGURE 3.8 — Module ﬁﬁ o ,175 (@) /74 @) /73 o ﬁz o ﬁl(VE)

On renomme les modules R} 5 ~ R3¢ et Rg 5 ~» Ry ¢ pour k # 3.

Afin d’obtenir 1®, on calcule les indices (max)® ")~ pour les k de chaque couleur. Pour la couleur

1, on regarde (2max)®?%~ = 13~ = 2. Pour la couleur 2, on regarde (1,.,)*"%~ = 112~ = 3. Pour la
couleur 3, on regarde (4max)°‘(4’6)’ =127 = 9. Pour la couleur 4, on regarde (5max)a(5’6)’ =100 =7.
Pour la couleur 5, on regarde (Gmax)a(676)_ =617 =0.

Ainsi p® retire les modules indécomposables d’indice 13,8,11,12,10,6 et on obtient le module de la
figure 3.9.

FIGURE 3.9 — Module p® (V)

Ainsi, par le théoréme 3.1.12 on a que p* (Vi) est un module rigide basique maximal de C, ,,, dont le
carquois est représenté a la figure 3.9.

La preuve de ce théoréme sera l'objet du reste du document. Cependant pour cela on prouvera en
fait un autre algorithme qu’on introduit dans la section suivante, puis on établira 1’équivalence entre les

deux définitions.
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3.2 Deuxieme algorithme de mutation

On définit préalablement des quantités combinatoires.

3.2.1 Définitions préalables

Soit v, w deux éléments de W, et deux représentants v et w comme dans la section précédente. Soit
1 <m < ¢ ={(v). On rappelle que, comme indiqué a la notation 2.1.14, ¥ est la complétion & gauche de
7 en un représentant réduit de wy.

Définition 3.2.1 (Ensemble d’indices A,,(R)). Soit R un module rigide maximal de C,, admettant une
£(w) N
décomposition en facteurs directs indécomposables R = @ R; dans un ordre fixé. A chaque facteur
i=1
direct R;, 1 <i < £(w), on associe son A,-vecteur Ay (R;). On pose b, = ((pm)max)a(pm’m)_.
On définit :

ot Ay, désigne la meme coordonnée du Ag-vecteur.
On ordonne les éléments de A,,(R) par ordre croissant et on note (A,,(R))1 le plus petit des éléments
de A, (M), (An(R)); le iéme plus petit et (A, (R))max le plus grand.

3.2.2 Définition du deuxieme algorithme

On a une description analogue de I’algorithme en termes d’une suite de suites de mutations (1, )1<m<s-
Les sommets & muter dans fi,, sont définis en fonction de leurs Ag-vecteurs.
Définition 3.2.2 (Suite de mutations fi,,). Soit R un module rigide maximal basique de la catégorie
C., admettant une décomposition R = @fg) R; ou les facteurs sont deux a deux distincts. On détermine
Pensemble des indices A,,(R) = A,, comme & la définition 3.2.1. Alors on définit fi,, comme la suite de
mutations suivante :

ﬂ — HA L max © BAp max—1 © """ O HA, 1 si Am(R) 7& 9,
me id sinon,

o ur(R) désigne la mutation de R dans la direction k.
Autrement dit, on mute les modules ayant un A,-vecteur de meéme coordonnée non-nulle dans I'ordre
croissant de leurs indices en n’allant pas plus loin qu'une certaine borne. Comme dans le premier algo-

rithme, (olt on le faisait via la quantité v qui augmente) on mute un sommet de moins, via b,,,, & chaque
suite de mutations sur une ligne d’une couleur donnée.

Notation 3.2.3. Comme a la notation 3.1.10, on posera R;o = V; pour tout facteur V; de Vi et
1<i<l(w)et Rij=f;(R;;—1)pour 1 <i<{l(w)etl<yj<Ll(v).

On justifiera cet abus de notation par la proposition 5.1.1 ot 'on montrera que les deux définitions
de nos algorithmes de mutations sont en fait équivalentes.

Définition 3.2.4. On définit la suite d’applications suivantes :
te(Vip) = S(fie 0 -+ - 0 fir (Vip))
ol, comme précédemment, S correspond a la suppression des facteurs directs Ry, 4., tels que
N

Remarque 3.2.5. Dans cet algorithme on ne sait quels sommets seront mutés par fi,, qu’apres avoir
effectué fipy—1 001 (Vi) et en regardant les Ay-vecteurs des modules mutés.

Théoréme 3.2.6. po(Viy) est un module rigide maximal basique de Cy .. Le carquois de pe(Vig) est
obtenu en retirant au carquois de fig o --- o 11 (Vig) toutes les fleches adjacentes a un sommet supprimé
par lopération S et seulement celles-ci.

Exemple 3.2.7. On reprend le cas de ’exemple 3.1.8. On rappelle qu’on est dans le cas ou W est de
type As avec w = [1,3,2,4,3,2,4,5,4,3,2,1,2] et v = $25455535152.

On va devoir d’abord déterminer les A,-vecteurs des facteurs directs indécomposables de V.

On complete 7 = [2,4,5,3,1,2] en 0 = [2,3,4,5,4,1,2,3,1,2,4,5,3,1,2]. On a alors les strates de la
table 3.2.
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k 1 2 3 4 5
My, 4 2 2 5 2
’ 1 3 35
4
k 6 7 8 9 10
My, 2 3 2 35 5
Y1173 1 345 4 4
k 11 12 13 14 15
Mkv 1 2 2 3 4
3 173 4
4 4

TABLE 3.2 — Strates définissant la A;-stratification

Les Ag-vecteurs des modules (V;)1<ij<¢(w) (figure 3.1) sont alors ceux de la table 3.3. Afin d’éviter
d’écrire des vecteurs de N'® dont la majorité des coordonnées seront nulles, on les écrit comme combinai-
sons linéaires des vecteurs (f;)1<i<15 de la base canonique de Z'.

k 1 2 3 4 5 6 7
Ay(Vi) fi fo fi+ fu f3+ fu fi2 fa+ fi2 + fun
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Vi) | i+ e | f3+ [ +fmtfis| it fe+fio| fat+fe+fis| o+ fr+ fio

TABLE 3.3 — Ag-vecteurs de Vg

On va déterminer la suite de mutations i1 (V). On détermine ensemble :
A1(V) ={1<i<8|A;1 (V) # 0} ={1,3,8}.

On a donc 11 (Vi) = us o g o .
On va appliquer la proposition 2.8.27 pour calculer les évolutions de A;-vecteurs.
On reprend les équations 3.1 et 3.2 qui donnent :

Ay(VY) = Ay(V3) = A;(Vi) = fi+fu—fi=fu

ou bien

As (Vi) £ Ag(Vo) = As(Vi) = fo — fi.

On remarque que seul le premier calcul est possible (un A-vecteur ne pouvant avoir des coordonnées stric-
tement négatives, cf. remarque 2.8.28). On verra au corollaire 4.12.5 qu’en général, dans cet algorithme,
une seule des deux suites exactes donne des coordonnées positives.

On calcule ensuite Ay (V3) en reprenant les équations 3.3 et 3.4.

Ap(V5) = As(VI) + A (Va) = As(Va) = fu+ it fo—fi—fu=fs
Ay(Vo) + Ay(Va) = As(V3) = o+ fat fu—fi—fu=-fi+tfatf3
De méme on obtient A, (Vg") par le calcul suivant :
Ap(Vg) = Ap(V) + A (Via) — Ay (Ve) = fo + f1+ fo + fro — f1 — fo = fo + fr0-

On a donc comme table de A,-vecteurs pour ji1(V4) la table 3.4.
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k 1 2 3 4 5 6 7
Ay(Ri1) fi1 P fe f3+ fu fi2 fa+ fi2 + f11
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Ri1) | fo+ fio | [a+ fs + fuu+ fis | fi+fe+ fio | [+ fs+ fis | fo+ fr+ fio

TABLE 3.4 — Aj-vecteurs de [i7 (Vi)

Comme on a la méme suite de mutations fi; = i1 qu’a ’exemple 3.1.2; on a le méme module fi; (V) =
f1 (V). On note Ry = fi1(Vg), représenté a la figure 3.4. On détermine maintenant As (i3 (Viz)) et fia.

On a

et donc

o = po = fla.
Suite & cette mutation, on obtient le module Ry = fis o i1 (Viz) = Jie o i1 (Vis), représenté a la figure
3.5. Les Ay-vecteurs des facteurs directs sont ceux de la table 3.5.

Ax(Ry) = {1 <i< 2| Apa(Rin)} = {2}

k 1 2 3 4 5 6 7
Ay(Rp2) fu fr+ fio fe f3+ fi1 fi2 fa+ fio +fu
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Ri2) | fo+ fio | f3+ fs + fuu+ fiz | fi+fo+ fio | f3+ fs+ fis | fo+ fr+ fio

On détermine maintenant :

TABLE 3.5 — Ay-vecteurs de fiz o i1 (Vi)

A3(Rp) ={1<i<9|Ay3(Ri3) #0} ={4,9}

et on a donc alors jis = g o p4 et on a & nouveau i3 = fi3.
On obtient donc le module R3 représenté a la figure 3.6 et on a les Ag-vecteurs de la table 3.6.

k 1 2 3 4 5 6 7
Ay (Ry,3) fi f7+ fio fe fs fi2 fa+ fi2 + fu
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Rr3) | fo+ fio | fs + fis + fur+ fiz | i+ fe + fio | [3+ fa+ fis | fo+ fr+ fio

TABLE 3.6 — Ay-vecteurs de iz o - - o fi1 (Vi)

On détermine maintenant

et on a donc [y = id = Ji4.
On pose donc R4 = R3 et on détermine

As(Ry) = {1 < i < 7|Ags(Ria) # 0 = {7}.

On a 5 = uy = fi5 et donc on a Rs = fi5 o --- o i1 (Vi) qui est le module représenté a la figure 3.7 et
dont les A,-vecteurs sont ceux de la table 3.7.
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k 1 2 3 4 5 6 7
Ay(Ri,5) fu fr+ fio fo f3 fi2 fa+ fi2 fir + fiz
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Ris) | fo+ fio | fa + fis +fu+fis| fi+fe+ fio| [3+ fa+ fis | fo+ fr+ fio

On détermine

TABLE 3.7 — Ag-vecteurs de fi5 o - -+ o iy (Vi)

et donc on a jig = 3 = lig-
Ce qui nous donne alors figo---o i1 (Vir) qui est représenté a la figure 3.8 et dont les Aj-vecteurs sont
indiqués a la table 3.8.

Ag ={1 <i<3|A;6(R5) # 0} = {3}

k 1 2 3 4 5 6 7
Ay (Ri6) fu fr+ fio fio f8 fi2 fa+ fi2 fi1 + fiz
k 8 9 10 11 12 13
Ay(Rig) | fo+ fio | fs+ fis + fun+ fiz | fi + fe + fio | f3+ fa+ fis | fo+ fr+ fio

TABLE 3.8 — Aj-vecteurs de fig o - -+ o iy (Vi)

On retire ensuite les facteurs indécomposables comme dans ’exemple 3.1.8 et on obtient le module
représenté a la figure 3.9 dont les A,-vecteurs sont indiqués a la table 3.9.

k

1

2

3

4

)

7

9

Ay (Ri6)

fu

f7+ fio

f1o

fs

12

fir + fi3

fs + fis

TABLE 3.9 — Ag-vecteurs de pe (Vi)

Comme chaque facteur de (Vi) a un Ag-vecteur dont toutes les coordonnées d’indice inférieur ou
égal & 6 sont nulles, on a bien uq(Viy) € CY.



CHAPITRE 4

Preuve du théoreme

Dans tout ce chapitre on fixe W = [ig(y),...,41] un mot réduit pour w € W, on choisit v < w et
on note T = [ip,,...,ip, ] le représentant de v le plus & droite dans W (cf. section 2.1.4). On note ¢ la
complétion a gauche de ¥ en un représentant de wp (c¢f. notation 2.1.14). On note Vg le module rigide
maximal de C,, associé & w défini a la définition 2.6.20.

4.1 Idées de la preuve

Comme on l'a vu, l'algorithme du chapitre 3 ressemble & la suite de mutations décrite dans [GLS11].
Cependant il est plus complexe.

La premiere différence est que la suite de mutations fi,, (ou fi,,) ne commence pas toujours au début
de la ligne du carquois de couleur ¢, . Pour décrire exactement le point de départ des mutations sur cette
ligne, nous utilisons les A;-vecteurs des modules correspondant a chaque sommet. En fait seules les ¢(v)
premiéres coordonnées de ces vecteurs sont utilisées (cf. section 3.2). Pour pouvoir amorcer I’algorithme,
nous devons donc commencer par calculer les £(v) premiéres coordonnées des A,-vecteurs des facteurs
directs indécomposables du module rigide initial V. C’est 'objet de la section 4.3, qui s’appuie sur les
résultats rappelés a la section 2.9.

La deuxiéme différence est plus substantielle. Le point clé de la démonstration de [GLS11] est que, &
chaque mutation, la configuration des fléches du carquois incidente au sommet muté est toujours la méme :
les fleches sortant du sommet muté sont toujours des fleches horizontales, et les fleches entrant dans le
sommet muté sont toujours des fleches obliques issues de sommets appartenant a des lignes de couleurs
adjacentes & 7, . Cela permet un controle simple des suites exactes courtes associées a chaque mutation,
qui donnent par projection via le caractére d’amas des identités déterminantales déja démontrées par
Fomin et Zelevinsky.

Dans ’algorithme du chapitre 3, la situation n’est plus aussi réguliere. Par exemple, il peut y avoir des
fleches entre le sommet muté et des lignes de couleur non adjacente a 4, . Pour pouvoir néanmoins contro-
ler 'algorithme, et vérifier qu’a chaque étape les £(v) premiéres coordonnées des A,-vecteurs se modifient
de maniere réguliere, on est amené a considérer seulement une partie de la graine en mutation, qu’on
appellera graine coupée. Il s’agit de la graine obtenue en retirant tous les facteurs directs indécomposables
dont les A;-vecteurs ont déja toutes leurs ¢(v) premieres coordonnées égales & 0. En d’autres termes, on
retire tous les facteurs indécomposables qui appartiennent déja a la sous-catégorie C¥. Le carquois de la
graine coupée est par définition le sous-carquois plein obtenu en retirant les sommets correspondant aux
facteurs indécomposables qu’on a retirés. Le point crucial de la preuve est alors que le carquois de la
graine coupée a une structure plus simple que 'on peut contrdler par mutation. En particulier dans ce
carquois coupé, les fleches sortant du sommet muté sont toujours des fleches horizontales, et les fleches
entrant dans le sommet muté sont toujours des fleches obliques issues de sommets appartenant a des
lignes de couleurs adjacentes a i, . Ceci est énoncé plus précisément dans le théoréme structurel 4.6.1,
et la preuve de ce théoréme occupe la plus grande partie de ce chapitre.
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4.2 Définitions

Définition 4.2.1 (A-vecteur raccourci d’un module de C,,). Dans le chapitre 4, on ne considérera souvent
que les ¢(v) premiéres coordonnées du A;-vecteur d’un module. On désignera ce A-vecteur raccourci par :

X (v
Ay = (Ag ).

Définition 4.2.2. On rappelle les notations introduites a la définition 2.1.20 et a la notation 2.1.14.
On appelle k* le plus petit indice strictement supérieur a k& de méme couleur dans w. S’il n’existe pas,
on pose kT = {(w) + 1. De méme on définit k= le plus grand indice strictement inférieur & k& de méme
couleur dans w. S’il n’existe pas, on pose £k~ = 0.

On a défini a(k, m) & la définition 3.1.3 comme le nombre d’indices inférieurs & i,,, parmi ceux de ¥
qui sont de la couleur de .

On introduit trois nouvelles notations :

Soit 1 < m < £(v), m?® est I'indice d’une lettre de v strictement supérieur & p,, de couleur i, . S’il
n’existe pas, on note m® = £+ 1

Sous les mémes hypotheses, f(k) est l'indice du plus grand élément de T inférieur ou égal a k, de
couleur ig. fmin(k) est 'indice du plus petit élément de ¥ de couleur ix. Si un tel indice n’existe pas,
fmin(k) =0. Sik=r+1, on pose f(k)=~(v)+ 1.

Autrement dit :

m® :=min({1 < j < L(v) | pj > pm et ip, =ip, }, L+ 1),

Fk) = max{l < j </{(v) | p; <ketiy, =i} silensemble est non vide
10 sinon

min{l < j < /(v) | iy, =i} sil'ensemble est non vide

Frmin(k) = { 0 sinon

Remarque 4.2.3. Si k = p,, f(k) =n et de maniére générale, on a f(pn) =n mais pspy < k.

Dans le cas d’une lettre de v, f permet de passer de son indice dans W a son indice dans U, si l'indice
k n’est pas celui d’une lettre de T (donc on n'a aucun n tel que p, = k), f(k) indique Uindice dans T de
la lettre de couleur iy, la plus proche a droite.

Exemple 4.2.4. Soit W de type D5 (on rappelle que le diagramme de Dynkin général est & la proposition
2.1.10) et w = [4,3,2,5,3,1,2,4,3,1,4,2,5,3,4,2,1,2,3,2] et v = [1,2,4,3,1,2,5,3,4,2,1,2,3]. On a
donc comme indices pour les lettres de v :

[2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13, 14, 15].

On a 21 =7 car la deuxiéme lettre de w, 72, est un 3 et le 3 suivant dans W est & la position 7.

On a f(1) = 0 car la premiére lettre de W n’est pas dans ¥ et on n’en a aucune de méme couleur (ici
1) d’indice inférieur dans T. A contrario, f(9) = 8 car dans T, iy est le huitieme lettre (i,4) de T. On a
f(10) = 5 car si la dixieme lettre de w qui est un 4 = i19, n’est pas dans v; le cinquiéme élément de v qui
correspond a la sixiéme lettre de w est aussi un 4 : ps = 6 et i = ip, = 4, le plus grand de ceux d’indice
inférieur a 10 dans v.

On a fimin(17) = 7 car le premier indice dans 7 d’une lettre valant 5 = 417 est le septieéme, i,, = i17 = 5.

On a «(9,10) = 3 car dans la partie droite de w allant jusqu’a I'indice égal au dixiéme élément de T,
autrement dit p1g = 12, on a 3 lettres égales a 2 = ig faisant partie de v (3,5 et 9).

Définition 4.2.5 (Graine coupée). Soit 0 < m < £. On note R, = iy, 0 ---0 i1 (Vip) = @f(:“i) R; m ol
les R; ,, sont indécomposables et les fi; forment la suite de mutations définie a la définition 3.2.2. On
appelle graine coupée le module G,,, = C(R,,) obtenu a partir de R,, en retirant :

o les facteurs directs R; ,,, tels que E@(Rim) =0, qu’on appellera les sommets/modules évincés,

o les facteurs directs R; ., tels que ¢ > (imax ) @)~

On note G = Rim si Rim € Gy

Quand on parlera du carquois de la graine coupée G,,, on parlera du carquois de R,,, dont on a retiré
les sommets ci-dessus et les arétes adjacentes a ces sommets.

On appelle Ry, ... le sommet de couleur 7; d’indice minimum parmi les sommets de R. De méme, on
appelle Ry__ . le sommet de couleur i; d’indice maximum parmi les sommets de R.

maxi
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On étend cette notation aux modules de la graine coupée G de V, en prenant minimum et maximum
parmi les sommets de G.
En vertu de cette indexation des facteurs directs, on dira que le module R, ,, est de couleur i;.

Remarque 4.2.6. On remarque par la proposition 2.10.3 que les modules R; ,, évincés sont les facteurs
directs de R, appartenant d Cy, .

Définition 4.2.7 (Sous-carquois bicolore). Soit 1 < m < fet 1 < j, k < f(w) tels que i, # i;. On
appellera sous-carquois bicolore relatif aux couleurs (ig,%;) le sous-carquois du carquois de R,
formé :

o des sommets correspondants aux indices de couleur iy, et i ,
e des fleches entre deux sommets de couleur i,
« des fleches entre des sommets de couleurs iy et ;.

Remarque 4.2.8. Ici les deux couleurs jouent un réle dissymétrique. En particulier on ne représente
pas les fleches entre deux sommets de couleur i;.

Définition 4.2.9 (Dent de scie). Soit I' un sous-carquois bicolore relatif aux couleurs (i, ¢;). On appelle
dent de scie de I', un cycle de I' formé des éléments suivants :

1. une fleche d’origine un sommet de couleur iy, disons Ry, et de but un sommet de couleur i;, disons
R

7
2. une fleche d’origine R; et de but un sommet de couleur i) d’indice inférieur a &, disons Ry~ pour
un a > 0,

3. une suite de fleches entre sommets de couleur iy : Rpo- — Rya-1- — -+ — Rp— — Ry.

On dit alors que Rja- est 'extrémité droite de la dent de scie, Rj son extrémité gauche et R;
son sommet.

On appelle suite de dents de scie successives une collection de n dents de scies qu'on peut
ordonner de fagon a ce que l'extrémité gauche de la dent m soit 'extrémité droite de la dent m + 1
pour tout 1 < m < n — 1. On appelle extrémité droite de la suite 'extrémité droite de la dent 1 et
extrémité gauche de la suite 'extrémité gauche de la dent n.

Exemple 4.2.10. On va considérer le carquois de la figure 4.1

Rj, Rj, < Rjz‘/, Rj, \
Ry, Ryy < Ry, \ Ry, / Ry, = Ry, — Ry,
me = ng =~ Rmz - le

FIGURE 4.1 — Exemple de carquois

oltona js > ja > j3 > jo > j1 cingq sommets de méme couleur (qu’on appellera i), k7 > kg > --- > k;
sept sommets de méme couleur iy et my > mg > mo > my quatre sommets de méme couleur i,,. Les
couleurs 7; et 75 sont adjacentes tout comme les couleurs i;, et i,, mais pas les couleurs i; et .

La figure 4.2 représente le sous-carquois bicolore par rapport aux couleurs (i;,1), a la figure 4.3 celui
par rapport aux couleurs (i, %;) (observer que les deux sont différents) et a la figure 4.4 celui par rapport
aux couleurs (i, %, ). A chaque fois on représentera en gras les fleches entre deux sommets de la premieére
couleur.
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Ry, Ry, Ry, Ry, Ry, Ry,

FIGURE 4.2 — Sous-carquois bicolore (ij, i)

FIGURE 4.3 — Sous-carquois bicolore (ik, ;)

Rms Rm2 le

FIGURE 4.4 — Sous-carquois bicolore (ix, i,,) découpé en sous-carquois
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Définition 4.2.11 (Carquois en dents de scie). Soit I' le sous-carquois relatif aux couleurs (ig,¢;). On
dit que I' a une configuration en dents de scie si on peut le découper en les 6 sous-carquois (un
sommet pouvant appartenir a plusieurs carquois) suivants :

1. une suite de o sommets reliés par des fleches consécutives

Rikpin)ot < By @+ < = R+ < B, @20,

2. une ou aucune fleche R, . o+ — R; ot R; est un sommet de couleur i;. Si cette fleche existe, on
I'appelle barbe initiale,

3. une suite de n dents de scie successives d’extrémité droite Ry . )+ et d’extrémité gauche R, s
ou >0,

une ou aucune fleche Ry — R
on 'appelle barbe finale,

)e- ou Ry est un sommet de couleur i, si cette fleche existe,

max

5. une suite de 5 sommets reliés par des fleches consécutives

Ry,

maxi < R(knlaxi)_ A R(knlaxi)(571)7 — R(kmaxi)ﬁf’

une collection de sommets de couleur 4; n’étant but ou source d’aucune fleche.

On dit que le carquois a une configuration en dents de scie pure s’il ne possede pas de barbe
initiale.

Exemple 4.2.12. On a illustré dans les figures 4.4, 4.2, 4.3 les sous-carquois de la définition 4.2.11. On
représente en pointillés bleus la suite de fleches initiales et en pointillés cyans la suite finale, en traits
normaux verts la suite de dents de scie, en tirets rouges la barbe initiale, en tirets orange la barbe finale,
enfin on encadre en gris les sommets isolés.

Pour avoir un exemple de barbe finale, on a R;, — Ry, dans la figure 4.3.

On a sur les figures 4.2 et 4.4 une configuration en dents de scie non-pure, alors que la figure 4.3 a
une configuration en dents de scie pure.

Proposition 4.2.13. Si un sous-carquois bicolore (ix, ;) a une structure en dents de scie, cette structure
est conservée en retirant des sommets consécutifs de méme couleur parmi les indices minimauz.

Remarque 4.2.14. En revanche ce n’est pas forcément le cas pour la structure en dents de scie pures,
des lors qu’on retire un sommet de la ligne de couleur iy.

Démonstration. On prouve que c’est le cas en retirant R;
Si on retire R; on a plusieurs cas :

et Ry et on conclut par récurrence.

mini mini

mini

1. R est un sommet isolé,

Jmini

2. R

Jmini

est le but d’une barbe initiale,

3. R est le sommet de la premiere dent,

Jmini

4. R est la source de la barbe finale.

Jmini

Dans le premier cas, retirer ;. . ne change pas la structure. Dans le deuxiéme cas, en retirant ;. .,
on retire la barbe initiale Ry — R; . .. Elle est alors suivie d’une suite de dents, d’une barbe finale ou
d’une suite de sommets. La structure en dents de scie est préservée.

Dans le troisiéme cas, retirer R; . . retire la premiére dent. Il n’y a pas de barbe initiale (sinon elle
aurait pour but un sommet d’indice plus petit que jmini, impossible par minimalité). La structure est
préservée

Dans le quatriéme cas, la barbe finale est en fait la seule fleche ordinaire du carquois, en la supprimant
avec R; . . tous les sommets de couleurs i; sont maintenant des sommets isolés, et la ligne de couleur iy,
est en suite consécutive de type 1. La structure est conservée.

Ainsi dans tous les cas, supprimer R; ne perturbe pas la structure en dents de scie.

mini

On va maintenant étudier l'effet d’une suppression de Ry, .. Encore une fois on a plusieurs choix
possibles :
1. Ry, est le premier sommet d’une suite de sommets reliés par des fleches horizontales consécutives,
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2. Ry est la source de la barbe initiale,

mini

3. Ry est l'extrémité droite d’une dent,

mini

4. Ry, est le but d’une barbe finale.

i

Dans le premier cas, la suite est raccourcie d'un sommet (ou disparait), la structure est préservée.

Dans le deuxiéme cas, la barbe disparait et la ligne commence maintenant par une dent, une barbe
finale ou une suite de fleches horizontales (précédemment la suite finale). La structure est préservée.

Dans le troisieme cas, la dent Ry, o+ ¢ Rj < Ry, (ol « est la longueur de la dent) devient une
suite initiale de fleches horizontales : Ry = o+ 4= -+ <= R(g,,,,)+ puis une barbe initiale R, o+ — R;
et ensuite un reprend la suite de dents présente initialement moins une. La structure est préservée.

Dans le dernier cas, la barbe finale est supprimée, comme pour R;, . . les deux lignes sont désormais
disjointes et i n’est plus qu’une ligne formée d’une succession de fleches horizontales. La structure est
préservée. O

4.3 Structure des A;,-vecteurs initiaux de V

Le but de cette section est de prouver le théoreme 4.3.1 afin de pouvoir initialiser notre récurrence.
Pour cela, on le montrera sous une autre forme, plus adaptée a la preuve, via le théoreme 4.3.10 et 'on
établira I'équivalence des deux théoremes par la remarque 4.3.11. Dans cette section on continuera a
utiliser les objets et notations introduites dans les sections précédentes.

Théoréme 4.3.1 (Structure des A,-vecteurs initiaux). Les ¢ premiéres coordonnées des Ay -vecteurs des
facteurs directs indécomposables de Vi vérifient la formule suivante :

f(a)
Av(Va) = 5ip7~7iafj7 (1 S a S E(w))
j=1
Exemple 4.3.2. On consideére le cas ou W est de type D5, w = [5,1,3,2,4,3,2,5,1,2,3,4,3,2,1, 3,2],
v = [3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3]. On compléte T en © = [5,3,4,2,3,5,4,2,1,3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3]. On

choisit a = 14, on a f(14) = 10 et 414 = 2. Alors :

Ay(Vipia) = f3+ fio

On a en fait comme vecteur complet : A, = f3 + fi10 + fo0-

On peut aussi considérer 'exemple 3.2.7 ou les coordonnées des Aj-vecteurs sont celles qui sont
colorées.

Remarque 4.3.3. On peut reformuler en disant que les £ premiéres coordonnées du Ay -vecteur du module
Vi valent 0 sauf celles dont l'indice i correspond a un indice p; <k et de couleur iy, qui valent alors 1.

Notation 4.3.4. Soit 1 < a < ¢(w). Le module V, € Vi a son Ay-vecteur uniquement déterminé par

les a premiéres lettres de w. On va donc associer & w = [iy,...,41] un découpage
Wq = [iav e ;il] et u, = [im v 7ia+1]'
On notera [jm, ..., jm,| le représentant le plus & gauche de u, = s;,. -+ s;,,, = wow, ' dans le repré-
sentant 0 = [j,,...,j1].
Onnote 1 <71 <719 < -+ <1y <71 leséléments de {1,...,7}\{m1,...,m._q} c’est & dire les indices

des lettres de v n’intervenant pas dans I’écriture du représentant le plus a gauche de u,.

On va utiliser la description des A-coordonnées en termes de données de Mirkovié-Vilonen, donnée
par la proposition 2.9.16, afin de prouver que dans notre cas on a bien le théoreme 4.3.1.

Proposition 4.3.5. Avec les notations précédentes, on a :
1. mq > £ si et seulement st py < a4+ 1,

2. il existe un entier ¢, 0 < g < £ —1 tel que my =€ —q si et seulement sipr—q > a+1 et pr—q—1 < a.
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Démonstration. On va prouver chaque résultat indépendamment, a chaque fois en prouvant que chacune
des proposition est équivalente a une méme troisiéme.

On commence par prouver le point 1.

Supposons qu’on ait p, < a alors on a que [ip,,...,%p, ] est un sous-mot de [iq,...,41] qui est un
représentant de w, et donc on a :

v < u;lwo = Wg.

Réciproquement, si on a v < wy,, il existe au moins un sous-mot de [ig, . . .,41] représentant v. Par le
lemme 2.1.38, le sous-mot le plus & droite représentant v est plus petit pour l'ordre lexicographique que
n’importe laquelle des expressions de v dans w, et donc est un sous-mot de w,. En particulier on a donc
pe < a.

Ainsi on a montré que py < a < v < u;lwo.

On va maintenant montrer qu’on a équivalence entre m; > £ et v < u;lwg.

On suppose que my > £. Dans ce ¢as [Jm,_.,---,Jm,] €st un sous-mot de [j,,...,je+1]. Or ce dernier
est un représentant de wov~! et donc on a u, < wov~'. Or par la proposition 2.1.33 et le fait que
wyt = wp on a que u, < wov~! & uy' < vwg et par la méme proposition, on a uy 'wy > v ce qu'on
voulait montrer.

Réciproquement, supposons qu’on ait u, < wov~!. Alors on a un représentant de u, parmi les sous-
mots de [jr,...,Je+1]. Par le lemme 2.1.38, on a que chacun de ces mots est plus petit, pour lordre
lexicographique que [jm,_.,---,Jm,] €t donc en particulier ce mot est un sous mot de [j,,...,je+1] et en
particulier m; > ¢+ 1.

Ainsi on a (my > 0) & (v <utwgy) & (pe < a).

On prouve maintenant le point 2, & nouveau par une double équivalence avec une troisiéme proposition.

Supposons qu’on ait ¢ tel que m; = £ — ¢. On veut montrer que c’est équivalent a

(u < wosj, -+ 8j,_,1) €t (u L wosj, -+ 85,_,)
Comme m1 =4 — ¢, [Jm,_o+---»Jm,) €St un sous-mot de [j,, ..., jr—q] et on a alors

u < WoSj, - “Sjp_g1

D’autre part, par maximalité de j,,. . & gauche dans [j.,...,j1] = © et par le lemme 2.1.38 on sait
qu’il n’existe aucun sous-mot [j, _.,...,Jn,] représentant u, tel que ny > my. Donc u n’admet aucun
représentant dans [f,, ..., jm,+1] d’olt

u £ wosj, - Sj,

Montrons maintenant I’implication réciproque. Par hypothése, on sait qu’il existe au moins un repré-

sentant de u, dans les sous-mots de [jy, ..., je—q] €t aucun parmi ceux de [j,, ..., jr—g—1]. On en déduit
donc que tout représentant de u, dans [jy, ..., jr—q] commence a droite par js—,. Or par le lemme 2.1.38,
le représentant le plus & gauche, [jm,_.,. .-, m,] est un de ceux-ci et donc m; = £ — q.

Ainsi on a montré que :
(my=0—q) & ((u<wosj, -+ s5,_,_,) et (u L wosj, -+ 85,_,))-
On veut maintenant montrer 1’équivalence :
(pe—g = a+1) et (pr—g-1 < a)) & ((u < wosi,, "'Siwqul) et (u £ wosi,, - "Sipe,q))'

Supposons qu’on ait py_q > a+1 et pp_g—1 < a. Ainsi Sip, T Siy, admet au moins un représentant
e
parmi les sous mots de [ig, ...,i1] dont en particulier [i,, . _,,...,ip, ]| et donc on a

-1
Sipy_y_y " Sip, < u, wp.

Inversement, Sip, " Si n’admet aucun représentant parmi les sous-mots de [i4,...,i1] et on a :
l—q

p1
Si sy ZLustw
Ipg_q ipq a 0-
A nouveau, en passant & 'inverse et en multipliant & gauche par wg on retrouve les deux inégalités :
WoSiy, **Sip, 2= Ua, €t

WoSiy, iy, ? Ug.
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On va maintenant prouver la réciproque.
Si on a ces deux inégalités c’est qu’on n’a aucun représentant de Sip,_. """ Sip, dans [ig,...,41] et
(—q
qu’on en a au moins un pour s;,  ---s;, . Par minimalité et par le lemme 2.1.38 on a donc que pour
e

le représentant le plus a gauche de u,, on a pp—g > a et pr_q—1 < a.
On a donc bien ’équivalence

((pe—g = a4+ 1) N (pe—g—1 < a)) & ((ua < wosi,, -85, )N (w L wosi, ---si,, ).
Il nous reste a montrer les deux équivalences
<u‘1 < WoSiy, - Siw,qfl) & (u< WoSj, -~ Sjé*qfl)

et
(u £ wosi,, -+ 8i,,_ ) & (u g wosj - 85,_,)

Ces équivalences sont immédiates car (j;)1<i<¢ = (ip;)1<j<¢ par définition de . O

Exemple 4.3.6. On se place dans W = Dg avec le diagramme de Dynkin de la figure 4.5

FIGURE 4.5 — Diagramme de Dynkin du type Dsg
Onaw=[5,3,4,2,3,6,4,2,1,5,2,3,2,4,3,6,4,5,3,4,1,3] et on le compléte en

W= [27374767 1,2,3,4,5,3,4,2,3,6,4,2,1,5,2,3,2,4,3,6,4,5, 3,4, 1,&].

On choisit v = $485818253548652835455848253 (et donc £(v) = 14), et on a :

v=105,4,1,5,2,3,2,4,3,6,4,5,4, 3],

complété en
v =104,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,5,4,2,3,2,5,4,1,5,2,3,2,4,3,6,4,5,4, 3].

On a comme indices de lettres de w formant v :

(pi)1<i<14 = [1,3,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 16, 22].

Si on choisit a = 10, on a alors

W =1[2,3,4,6,1,2,3,4,5,3,4,2,3,6,4,2,1,5,2,3,2,4,3,6,4,5,3,4,1,3].

u1o0 w10

On cherche! alors le représentant le plus & gauche de u;o dans 0.
On trouve [6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,4,2,3,2,5,4,1,5,2,3] qui reprend les lettres aux positions

[9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29].

En particulier on a donc m; = 9. pg = 11 > a+ 1 et pg = 10 < a, comme dans le second cas de la
proposition 4.3.5.
Si on récapitule, on a

1. On peut utiliser la fonction sousMotReduitMinimalAGauche dans les fonctions SAGE associées & ce document.
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ou les lettres surlignées en rouge représentent les positions des lettres du représentant de uig dans w et
¥ et celles soulignées en bleu, celles de v.

On se place maintenant dans un cas proche. On garde w, on prend v = $4555152535456525354558452853.
Onav=[4,1,2,3,24,3,6,4,5,4, 3], donc en particulier p;o = 15 et

b =1[4,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,2,3,4,5,4,3,2,4,1,2,3,2,4,3,6,4,5,4, 3.

On prend a = 16. On a p13 = 15 < 17 = a + 1. Cela donne donc

On a comme représentant de uig : U1g = [2,3,4,6,1,2,3,4,5,3,4,2,3,6]. Le représentant le plus a
gauche de uig dans v est alors : [4,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,2,4,5,3]. En particulier m; = 14 > 12 = £(v),
on est dans le premier cas de la proposition 4.3.5.

On va maintenant montrer donner une description des coordonnées des A, -vecteurs des modules de
V-

Proposition 4.3.7. Soit V, un facteur direct indécomposable de Viz, de socle le module simple S;,. On
choisit un représentant © = [k, ..., k1] de wg et on note [kn, ..., km,] le représentant le plus a gauche
de u, dans &. Soit m < my. Alors on a ,avec les notations de la définition 2.9.14, £& = sy, -+ sy, (w=i,)

et
1 sik,, =14

B (Va) = { 0 sinon
Démonstration. On a B = s, -+~ sk, _, (a;,) et donc

Sgi, = (skl U Skm—l)sknz (skl T Skm—l)_l

alors
SB}Ln ...SIBQI;: — sk] . .'Skyn'
En effet, on a une simplification des facteurs comme le montre I’écriture :

sge = (Sky k1) (Sko) Sy = Sk1 ) (Sky = Sk —2) (S 1) (Sk—a +* Sky ) *+ (Sky ) (Sk ) (Sky ) Sky
= Sk Sk,

Comme ici on suppose que m < 1mq, on a

& = sz - 53 (wi,) = Sk, - 5k, (W4,)
et donc . .
fvzn—l - gﬁ, = Sky1 " Skpp—1 (wia = Sk, (wia»'

Or on a sy, (w;,) — @i, = 0si ky, # iq et @, — s, (wi,) = ag,, sinon. Alors &£, _| — &% = B2 i
k= 1, et donc :

n._ .=

i { 1 si km = ia,

m 0 sinon,
d’oui, par la proposition 2.9.16, le résultat voulu. O
Lemme 4.3.8. Sl existe 0 < g < {—1 tel quemq =4 —q, on a [mgy1,...,m1] =[{,..., 0 —ql.

Exemple 4.3.9. Considérons le cas ol on a

w=[5,1,3,2,4,3,2,5,1,2,3,4,3,2,1,3,2]

et
6: [37 2747 3)571747 3? 2) 173])

qu’on complete en
w=14,3,2,51,3,2,4,3,2,5,1,2,3,4,3,2,1, 3, 2
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et
0=15,3,4,2,3,5,4,2,1,3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3].

On a ¢ =11, py = 15. Prenons a = 10. On a alors u, qui admet comme représentant réduit le plus a
gauche dans w :
[4,3,2,5,1,3,2,4,3,2,5]

et dans ¥, celui formé par les lettres surlignées :

b =105,34,2,35,4,2,1,3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3].

v

Le lemme affirme que ici, la partie du représentant le plus a gauche de u, dans © qui est dans v est
un facteur gauche de . Ici le sous-mot [3,2,4, 3, 5] est contigu.

Démonstration. On va prouver le résultat pour 0, w fixés et pour toute valeur de a.

Sia > pe — 1 ou encore que a + 1 > py, par la proposition 4.3.5, on a m; , > ¢ et donc on ne vérifie
pas les hypotheses du théoréme.

Sia+1=p;alors pp—1 < a+1etdoncp,1 < a et par la proposition 4.3.5, on a my , = £ et donc
[m1,qa] = [4] et le lemme est vérifié.

Pour a < p, on va procéder par une récurrence décroissante sur la valeur de a. Les suites (m;)1<i<r—q
dépendant de la valeur de a, on va leur adjoindre en indice la valeur a a laquelle elles se rapportent.

On suppose quon a 1 < a < pg, quiil existe 0 < ¢, < £ — 1 tel que my, = ¢ — q et que

[mqa+1’a, e ,ml’a] = [f, e 7€ — qa}-
On veut montrer que pour b = a — 1, il existe 0 < ¢, < £ — 1 tel que miyp = £ — g, et que
[mqb+17b, oo ,’I’?’LL(,] = [Z, SR ,€ - qb].

On commence par montrer l'existence de g,. Comme m; o = £ — q,, par la proposition 4.3.5, on a :
De—gq, 2 a+1letprg,1<a.
On peut réécrire cela de la fagon suivante :
Do—g, = b+2et pr_g,—1 < b+ 1.
On a alors deux cas possibles :
1. soit pp_q,—1 = b+ 1,
2. soit pg_q,—1 < 0.
1. Dans le premier cas on a alors
Do—go—1 > b+1et ppg, 2 <b+1etainsi pp_g,—2 <b.
Par la proposition 4.3.5, on a my =¥f — qq — 1 et donc ¢, = g, + 1.

2. Dans le second cas, on a
Pe—q, >b+2>b+1et Po—q,—-1 <b

et par la proposition 4.3.5, on a my, = £ — g, et donc g, = gp.

Dans les deux cas on a donc prouvé I'existence d'un ¢, > ¢, tel que my, = £ — gp.

On montre maintenant que chacun des deux cas implique 'égalité [mg,+1.,...,m1p] = [(,..., ¢ —q]-
On commence par le premier cas. On a alors ¢, = ¢, +1 et m1p = £ — ¢. On va commencer par
montrer que [mr_b,b, . ,m21b] est un représentant de u,.

Par définition, on a up = sj,, " Sj..,
Or ip, = jo pour tout 1 < o < £ par définition de v. Comme m , = £ — gy,

=8485y, Alnsi ups;, = 8;, - 85, = Uq.

Imiy = Jl—qp = Ype_gq, = po_g,-1-

Or comme par I'hypothese définissant le premier cas on a py—g,—1 =b+ 1, 0n a jm, , = ipt1-
Alors Ug = UpSiyyy = UbSjpy s = iy, T Simy,, ©F [My—b b, - - ., Map] est un représentant de u, dans
0.

Mais on sait que le représentant le plus a gauche de u, dans v est [m,_qq, ..., M1, ainsi par le lemme
2.1.38, pour tout 2 < a <1 —b, on a Ma—1,4 = Ma,p-
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On va montrer qu’en fait on a mqy_1 4 = Mg p pour tout a.
Comme mgp > mqp, O &

L—gp=mig>mop>mip=L—q —1
donc my 4 = mop. On peut alors répéter cet encadrement pour toutes les valeurs de « et obtenir
V2<a<q+1, ma,bzgfqb‘i’a*l:moz—l,a

et donc
[Mgy+1,5 s M2p] = [Mgut1,a5- M1l = [0 0 —gp + 1]

et comme on a déja montré que m;, = £ — qp, on a finalement :
[mqb+17b, “ee ,me] = [é, [ ,f — qb].

On va maintenant démontrer le deuxiéme cas. On a { — g, = My, = M1 p = £ — qs.
Comme précédemment up = uq5si,,, par définition et doncuy = 55, -85, Si,,,- Or L(up) =7r—b

a,a

par définition de uy, (et comme  est un représentant réduit) et £(ups;,, ) <r—b—lcars;, ---s;,.

en est un représentant. On a donc £(up) > £(upsy,, |, )-
Par la relation d’échange on a qu’il existe un r — b > a > my; tel que

Ug = UbSiy ) = Sjp,_, " -§jma,b S Sy,
Or, comme [jm, _, .»---»Jm; ] est le représentant le plus & gauche de ugq, on a :
Vi<p<a mgp<mggetVa+1<8<r—>5b mgp<mg_i,.
On va montrer par récurrence que pour tout 2 < § < min(«, ¢, + 1), on a
mgp = Mgq
Pour =2, 0onam, =my,="{— qp, ensuite on a

C—qgp=mip<mop<mo,=0—q,=0—q@+1

et donc moyp = ¢ —qp +1 = ma . On a donc l'initialisation.
Par récurrence on suppose qu’on a mg_ip =¢ —q,+ 8 —2 =mg_1 4. Alors on a

C—q+B—2=mpg_1p <mgy
et par minimalité on a mgp < mg, = — g + [ — 1. On a donc la suite d’inégalités :
C—qp+B—2=mp_1p<mgp<mge=L—qp+5—1
et ainsi mgp = Mg,q.
On va donc maintenant chercher a déterminer les positions relatives de a et g, +1, en effet, si a > ¢ +1

on peut déduire de la récurrence précédente le résultat du lemme.
On va procéder par 'absurde, supposons qu’on ait min(a, g +1) = a < ¢, + 1. On a alors

C—qgpH+a—2=ma1p < Ma, < Mat1p < Maa=0—q+a—1.

C’est impossible pour des questions de cardinalité. Ainsi on a o > g + 1 et donc, mg . = mg, pour tout
2<B8<qp+1.
De plus on a mj , = mj, et finalement on peut écrire :

[mqurl’b, . 7m1’b] = [& N 7£ — qb].
Ainsi on a montré le lemme dans les deux cas. O

Théoréme 4.3.10. On a l'identité suivante entre coordonnées de A-vecteurs :
Ai},m(va) = Au’;,ipm (Va)

pour 1 <m </{(v), 1 <a < /{l(w).
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Démonstration. Tout d’abord, si a = r (ce qui implique que ¢(w) = r et donc w = wyp), on a u, = € et
donc on va devoir raisonner légerement différent des autres cas, dans ce cas, on peut toujours appliquer
la proposition 4.3.7 et donc on a I’égalité voulue.

On va prouver une a une les identités cherchées, pour chaque 1 < m < £(v).

Tout d’abord, si m < mq, on sait par la proposition 4.3.7 que dans ce cas la, en prenant £ = v, on a

1 sijm =14

Bom(Va) = { 0 sinon

On va maintenant montrer qu’on peut réutiliser ce résultat avec & = w et a la place de m, p,, pour
avoir un résultat similaire avec Ay, 5, (Va).

Pour cela on utilise la proposition 4.3.5. En effet, comme m < mj, on a deux possibilités.

Dans un premier cas, on a m < my pour tout 1 < m < £ (cas 1) et alors p; < a. Or p,,, < py et alors
le m nécessaire pour la borne de la proposition 4.3.7 est alors le premier indice du représentant le plus
a gauche de u, dans 1, ce qui est par définition a 4+ 1. On a donc bien p,, < m; , et on peut appliquer
la proposition 4.3.5.

Dans l'autre cas, il existe un 0 < ¢ < £ — 1 tel que my; = ¢ — ¢q. Mais dans tous les cas on a m < my
et donc p,, < pe_q—1 < a et donc a nouveau on peut appliquer la proposition 4.3.5. On a alors :

1 si,, =i,

Aisp, (Va) = { 0 sinon

Or, comme par définition %, = j,, on a
Al’),m(Va) = Aw,pm (Va)~

Il nous reste a étudier le cas ou m > mj.
Dans ce cas, par la proposition 4.3.5, on sait que m > ¢ — g et donc p,, > pr—q > a+ 1. Par définition

de u, dans w, on sait que f;;”m = gin—l et donc n;“,bm = 0 et ainsi Ay p,, (Vo) = 0. Il nous reste donc a
prouver que, dans ce cas Ay, (Vy) =0
Pour cela, on va utiliser le lemme 4.3.8. On a que [4,...,¢ — q] = [mg41,...,m1], ainsi, pour tout

(>m>{0—q,onal;.,(V,)=0.
Ainsi pour tout 1 <m < fon a
Ai} m(Va) = Aﬂupm (Va)-

)

On peut maintenant prouver le théoréme 4.3.1 :

Démonstration. Par définition f(a) = max{l < j < L(v) | p; < aetiy,, = i,}. On va ici utiliser le
théoreme 4.3.10 en distinguant d’une part, les m tels que p,, < a, et d’autre part les autres.

Dans le premier cas, par la proposition 4.3.5, on a que m < m; et donc pour ces coordonnées, on peut
directement utiliser la proposition 4.3.7.

Dans le deuxiéme cas, par le lemme 4.3.8 et la preuve du théoreme 4.3.10 on sait que les coordonnées
sont nulles, ce qui se traduit ici par une sommation en dehors de ces indices. O

Remarque 4.3.11. On peut reformuler ce résultat en disant que si V, est un facteur direct indécompo-

sable de Vi, les indices des coordonnées égales d 1 de Ay(Vy,) sont les entiers appartenant a l’ensemble :
{1 <5 <) | fminla) <j < fla) iy, = ia},
les autres étant nulles.

En effet, 'ensemble {1 < j < fuin(a) | ip, = ia} est vide par minimalité de fmin(a).

4.4 Description des sommets évincés

Soit 0 < m < {(v).

Dans cette section, on va établir un critére combinatoire sur I’indice £ d’un facteur direct indécompo-
sable Ry de fiy, o - - o fi1 (Vi) permettant d’établir si Ry, ,, € C¥ et donc 8'il sera évincé dans la graine
coupée. Pour cela on fera une hypotheése sur Ay (Ry ) qui sera montrée au théoreme 4.6.1.

Soit 1 < k < f(w) tel que k < ((pk)max)“(m”m)*. Dans cette section, on pose R = [i, o -+ o fi1(Viz)
et Rk = Rk,m~
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Hypothése 4.4.1. Les indices des coordonnées non-nulles de Ay(Ry) sont les éléments de 'ensemble :
{1 <5 <] fan(R)*Em™® < G < fRE™TY 4y =i}

Exemple 4.4.2. On peut constater dans ’exemple 3.2.7 que cette hypothese est vérifiée.

Lemme 4.4.3. Si iy =i, alors fom(k)*Fm=D = f(p,) =m

Démonstration. En effet, fmin(k)o‘(k’m’l)éB est le premier indice dans ¥ d’une lettre de w de la couleur
ir, qu'on a décalé (dans v) a(k,m — 1) fois. Si la m éme lettre de v est de la couleur i alors le décalé
a(k,m — 1) fois de la premiére lettre de la couleur iy dans T est exactement p,,. O

Exemple 4.4.4. On reprend les données de ’exemple 3.1.8. On a w = [1,3,2,4,3,2,4,5,4,3,2,1,2] et
U = $28485835182. Ona p1 = 1,ps = 2,p3 =4,ps = 6,p5 = 7,p6 = 8.
Ainsi frnin (7)(757D8 = 509 = 5 = £(7) ou encore fuin(8)*E0-D® = 19 = 6 = f(8).

Définition 4.4.5. L’application £(k, m), définie par :

£k m) = min{l(w) > j > pp | 31 < ¢ <L(v) | j = pq et i; =i}  sinon vide,
)= Lw) +1 sinon,

avec pg = 0 est l'application qui, au couple (k,m), associe 'indice de la premiere lettre soulignée de
couleur que i, dans w & gauche (strictement) de 7, .

Remarque 4.4.6. On a &(k—,m) = &(kT,m) = &(k,m) (si k, kT, k™ existent).
Proposition 4.4.7. f({(k,m)) = fmin(]g)a(kvm)@'

Démonstration. Si m = 0, le résultat est immédiat par définition. Si m # 0, on va distinguer deux cas.
Si i = ip,,, alors par le lemme 4.4.3, on a f(£(k,m)) = f(pn)® = fumin(k)@Em=D+FDE De plus, par
Pégalité des couleurs on a a(k,m) = a(k,m — 1) + 1 et donc on en déduit I’égalité

F(&(k,m)) = fnin (k)* P,

Si iy, # ip,,, on raisonne par récurrence sur m. On suppose donc que f(&(k,m—1)) = fuin (k)*Fm=D&,
Comme dans ce cas a(k,m — 1) = a(k,m), il nous reste & montrer que £(k,m — 1) = £(k,m). En
effet, on aurait une différence s’il existe une lettre de ¥ de couleur i; dont l’indice est dans 'intervalle
{pm—1+1, pm —1}, ce qui est impossible par minimalité de T. Ainsi on a {(k, m—1) = {(k, m) et ’'hérédité
est donc montrée dans le cas stationnaire et le cas ol on a une progression. O

Corollaire 4.4.8. Soit Ry un module vérifiant I’hypothése 4.4.1. Alors R € CV si et seulement si
ketkm)t < ¢(k,m).

Démonstration. Dans ce cas 'ensemble de I'hypothese 4.4.1 est vide car
FREmMTY < f(E(Rm)) = frnin (k)X EE.

L’inégalité est stricte, car méme si f n’est pas strictement croissante, l'indice py(gyack,m)+ est inférieur ou
égal & k*(k:m)F alors qu'il existe 1 < j < £ tel que &£(k,m) = p; et donc Preh,m)) = §(k,m). O

Corollaire 4.4.9 (Evictions initiales). Les facteurs indécomposables Vi, de Vg tels que f(k) < fumin(k)
sont dans C¥. Donc dans ce cas Vi, & C(Vi)

Démonstration. Par la remarque 4.3.11 chaque facteur direct de Vi vérifie ’hypothese 4.4.1 pour m = 0.
Comme on a f(£(k,0)) = fmin(k) pour tout k, le corollaire 4.4.8 s’applique. O

Corollaire 4.4.10. Si Rj-, Ry, sont des facteurs directs de R vérifiant U’hypothése 4.4.1 et si R € C?
alors Ry- € C".

Démonstration. On a (k= )*Fm+ < getkmt < ¢(k m) = &(k~,m). Par le corollaire 4.4.8, on a que
R,- €C". O]
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4.5 Structure en dents de scie du carquois de V%

Proposition 4.5.1. Pour tout couple (ix,1;) de couleurs adjacentes, le sous-carquois bicolore (i,%;) du
carquots du module Viz a une configuration en dents de scie au sens de la définition 4.2.11.

Démonstration. D’apres la définition 2.6.21, D’existence des fleches ordinaires est conditionnée par la
vérification d’inégalités du type

Et >4t >k>j ou jT>kt>ji>k

On va raisonner en parcourant les différents indices kmini, (kmini) ¥, - - - s (Kmaxi) > Kmaxi €t montrer qu’on
vérifie, selon le cas, les différentes configurations. On notera k l'indice du sommet qu’on est en train
d’examiner.

Tout d’abord tant qu'on a k™ < jumini, aucune des deux inégalités ne peut étre vérifiée et donc on n’a
pas de fleche entre la ligne i; et V. On est donc dans le cas 1. de la définition 4.2.11. Si jmini < Kkmini c€
cas ne se produit pas et I’ensemble des fleches de 1. est vide.

Sion a kmaxi < Jmini (€6 Jmini 7 Jmaxi), on ’a pas de fléche ordinaire entre les deux lignes et donc on
est dans le cas 1. sur toute la ligne, le point est vérifié.

Inversement si Kmini > Jmaxi (€t que kmini 7 kmaxi) on est dans le cas 5. sur toute la ligne.

Si initialement on a jumini < Emini alors il existe un (jmini)?* tel que (Gmini) TV > kming > (Gmini)
Alors on considére le k& maximal tel que &t > (jmini) OtV > & > (Jimi)?t. On a alors une fleche
Vijmin)r+ — V. Clest la barbe initiale (cas 2.).

Sinon on a un k minimal vérifiant kT > jni > k. Il peut cependant exister plusieurs indices de
couleur i; ainsi encadrés par kT et k et on va nommer ici le j maximal pour cette condition, de sorte
quon ait 57 > k* > j > k. On a alors une fléche V; — Vj, qui va étre le début d’une dent de la série de
dents 3. de la structure en dents de scie.

Si j = jmaxi alors il sera impossible de trouver un v > 0 et un k tels que k&t > jO0+D+ > k> j7F car
ici j7t = j0+D+ = 4 1. On n’a pas de dent et cette fleche formant la dent incompléte correspond a la
barbe finale (point 4. de la définition). Ensuite on n’aura plus que les fleches horizontales entre sommets
de la ligne i, conformément au point 5. de la définition.

Sinon, il existe un v > 0 tel que, pour le méme j que celui du paragraphe définissant V; — V4, 'inégalité
EOFD+ > 5+ > 7T > j est vérifiée, on a alors une fleche Vir+ — V; et donc la Virr — V; — Vi, de la
suite de dents du point 3. de la définition.

A ce moment 13, soit on peut trouver un ¢ > 0 vérifiant j(¢+D+ > gOFD+ 5 ¢+ > k7+ et alors on
a le début d’une nouvelle dent selon le principe précédent, soit ce n’est pas possible et alors on arrive
directement a la partie 5. de la définition sans passer par la partie 4..

On répete les dents de la partie 3. jusqu’a arriver soit a une fin des indices j qui conduit a une barbe
finale ou & une ligne du type 5. selon le cas soit a une fin des indices k£ qui donne alors la fin du point

sans barbe finale et ligne simple finales (4. et 5.) tous deux optionnels.
O

4.6 Enoncé du théoréme structurel

On veut prouver par récurrence le théoréme suivant :

Théoréme 4.6.1 (Théoréme structurel). Avec les notations de la section 4.2, en posant 1 < k < £(w),
0<m <L), Gp =C(fimo---0i1(Vz)) ona :

1. Chagque facteur G;m a un Ag-vecteur dont les coordonnées d’indice inférieur ou égal a m sont
nulles.

2. Pour chaque module G tel que Gyt . existe dans G,,, on a une fleche Gy+ < Grm. On
Uappelle fleche horizontale.

8. Les autres fléches du carquois de G, sont entre des modules de couleurs distinctes adjacentes : si on
a G m — Gjm avec iy, # i, alors iy, et i; sont des couleurs adjacentes. Ces fléches sont appelées
fléches ordinaires.

4. Pour tout couple de couleurs adjacentes iy et ij, le sous-carquois bicolore de G, par rapport aux
couleurs (i,1;) a une configuration en dents de scie.

En particulier aucun sommet ne posséde plus de deux fleches incidentes a une autre ligne de couleur
adjacente donnée.
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5. Pour toute couleur i; adjacente d la couleur i, ., le sous-carquois bicolore de Gy, par rapport aux
couleurs (ip, . ,1;) a une configuration en dents de scies pures.

6. Les ¢ premiéres coordonnées du Ay-vecteur du module Gy, ., de G, vérifient la régle suivante :

o les coordonnées éqgales a 1 sont les coordonnées d’indices 1 < j < € telles que iy, = iy et ou j
vérifie l'inégalité :
fmin(k')a(k’m)ea <j< f(koc(k,m)+)7 (41)

o toutes les autres coordonnées d’indice inférieur ou égal a £ sont nulles.
Dans le cas ot m = £(v), le point 5 est sans objet.

Remarque 4.6.2. On remarque que, d’aprés le point 6, les seuls sommets ayant une coordonnée m non
nulle pour leur Ay-vecteur seront les sommets de couleur i, . Par définition de l’algorithme 3.2.4, on a
donc que dans [, on ne mutera que des sommets de la méme ligne. De plus en étudiant la formule 4.1,
on a que si on mute le sommet k, on mute les sommets k+,k*T etc. Jusqu’a kpaxi exclu.

4.7 Structure de la preuve du théoreme structurel

Afin de prouver le théoreme 4.6.1, on procedera par récurrence. Dans la section 4.8, on prouve 1'ini-
tialisation de la récurrence, en utilisant les résultats de la section 4.3. Dans la section 4.9 on énonce un
lemme permettant de prouver I’hérédité des points 1, 2, 3, 4, 6. Dans la section 4.13, on énonce un lemme
permettant de conclure a I’hérédité du point 5. On conclut a ’hérédité dans la section 4.15.

4.8 Initialisation du théoréme structurel

On suppose dans cette partie que m = 0 et on considére la graine coupée initiale G = C'(Vg). Avant
de montrer les différents points, on remarque que, par le corollaire 4.4.9, les sommets d’indice inférieur
strictement & ¢,, sont évincés.

4.8.1 Point 1

Dans ce cas le point 1 est trivial.

4.8.2 Point 2

Le carquois de la graine coupée est un sous-carquois du carquois de Vi dont on n’a retiré que des
fleches ordinaires ou des fleches horizontales adjacentes & un sommet retiré lui aussi. Par construction, le
carquois de Vi vérifie cette propriété.

4.8.3 Point 3

Pour la méme raison que précédemment ce point est vérifié par construction.

4.8.4 Point 4

Par les points 2 et 3 qu’on vient de démontrer, on a déja ’existence des fleches ordinaires et horizontales
prédites. En effet par le corollaire 4.4.9, on a que G contient les sommets k tels que f(k) > fmin(k). En
particulier, c’est un sous-carquois de celui de V., . Le carquois de Vi, est obtenu & partir de celui
de Vi en retirant des sommets consécutifs parmi ceux d’indices minimaux de chaque couleur (par le
corollaire 4.4.10). Par la proposition 4.2.13, on ne perturbe pas cette structure en retirant des sommets
consécutifs initiaux d’une ligne.

Ensuite, pour passer du carquois de Vi, a celui de G on va a nouveau supprimer des sommets mais
sur des lignes de couleur différentes de i,,, encore une fois, des sommets consécutifs d’indices initiaux, ce
qui ne perturbera pas la structure en dents de scie.

Finalement, par la proposition 4.5.1, on sait que le carquois de Vi est en dents de scie pour tout ses
sous-carquois bicolores. Par ce qui précede, cette qualité est conservée pour G.

On a donc vérifié le point pour G.
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4.8.5 Point 5
Ce résultat est prouvé par le lemme suivant :

Lemme 4.8.1 (Configurations des fleches ordinaires dans le cas initial). Dans une graine coupée
G =C(Vg),
la ligne de couleur i,, vérifie le point 5 du théoréme 4.6.1.

Démonstration. On remarque tout d’abord que par minimalité de v, I'indice minimal de couleur i,,
appartient a T. Ainsi tout sommet V; € Vi de couleur p; appartient au carquois de G et on a bien
(pl)mini = (pl)min = P1-

On doit prouver dans ce cas que pour chaque ligne de couleur i; adjacente & la ligne 4, , la fleche
d’indice minimal est V; — V(p,)+.

Supposons qu’on ait j et v minimaux tels qu’on a une fleche Vi, )7+ — V;. On va montrer qu’on a
alors une fleche V; — V, e+ ou ¢ < 7. Cela veut dire que I'inégalité

prOtIT > s pt s
est vérifiée et on veut montrer qu’il existe { < y tel que
Gt p It > s gyt

On montre que v > 0. En effet, si on avait v = 0 dans la premiere équation on aurait j tel que j < p;
ce qui est impossible. En effet, on a fiin(j) > 1 (car j et p; sont de couleurs différentes) et f(j) =0 (car
J < p1). Alors on aurait V; qui ne serait pas un sommet du carquois de G donc v > 0.

Ainsi on a que pY+ > j > 1. Il existe donc un ¢ < ~ tel que ngHH_ > 5> p%f Comme de plus on a
Gt >p]T et p]T > 16t finalement on a l'inégalité

. +1)+

it s st
et donc la fleche V; — Vp¥+ n’était pas celle d’indice minimal. On a donc que la fleche ordinaire d’indice
minimal entre les deux lignes pointe forcément vers la ligne de couleur p;. O

4.8.6 Point 6

Ce point est équivalent & la remarque 4.3.11.

4.8.7 Conclusion

La graine initiale G vérifie les condition du 4.6.1, Uinitialisation de la récurrence est vérifiée.

4.9 Structure de la preuve de I’hérédité

On va maintenant prouver I’hérédité des différents points. Pour les points 1, 2, 3, 4 et 6, on le prouvera
tout au long de I'exécution de [i,,, en montrant que ces points sont conservés, sous une forme légerement
adaptée, apres chaque mutation élémentaire pg. Pour le point 5, on procédera de méme mais a la fin
de fi,, on aura besoin du résultat du lemme 4.15.2 dont la preuve repose sur le 4.13.2 pour revenir a
I’hérédité du point 5 du théoreme structurel 4.6.1.

On résume cette « étude mutation aprés mutation » dans le lemme suivant :

Lemme 4.9.1 (Lemme structurel). Lorsqu’on est au milieu d’une mutation sur une ligne, donc sur une
suite d’opérations de la forme :

R= Hjv+ O [bj(v=1)+ O+ -+ O W5 O fim—10 flm—20 - ﬂl(vm) = Hjr+ O+ 0 Mj(Rm—l)

on a une version faible du théoréme structurel 4.6.1 de la fagon suivante :
Dans la graine coupée G = C(R), on note Gim—1 les facteurs de G non-encore mutés par [y, et

Gi,m = ,ui(Gi,mfl) :

1. Les facteurs Gi,m—1 de couleur différente de i; et les facteurs Gjpm, G+ m,...,Gjv+.m ont des
coordonnées d’indice inférieur ou égal d m nulles.
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2. On a les mémes fléches horizontales que précédemment a l’exception de la fléche horizontale
G4 me1 = Gjvtm

qui est dans le sens opposé (si G # C(fiy—1 0 -0 1(Vi)), sinon, on a exactement le point 2 du
théoréme).

3. comme dans le théoréme structurel : toutes les fléches qui ne sont pas horizontales sont entre des
lignes de couleur adjacentes.

4. Pour tout couple de couleurs (ci,c2) avec ci,ca # ip,,, le sous-carquois bicolore (c1,c2) est en
configuration dents de scie. De plus les sous-carquois bicolores (ip,, ,c3) avec ¢z une couleur adja-
cente d ip,, auquel on retire les sommets de couleur i; d’indice supérieur strictement a j7 est en
configuration dents de scie.

5. Les sous-carquots bicolores (ij,c3) auzquels on a retiré les sommets de couleur i; d’indice inférieur
strictement a 771 sont en configuration de dents de scie pure.

6. Soit Gy un facteur indécomposable qui a un indice de couleur différente de celle de j (c’est a dire

de iy, ) ou qui est l'un des G j¢v—1)+ 1y - -+ Gjm- Alors Ei, (Gk) a des coordonnées toutes nulles sauf
celles d’indices de couleur iy, appartenant a lintervalle :

Fnin ()2 EmM® < 5 < f(gem+y), (4.2)

qut valent alors 1.

4.9.1 Preuve de l’initialisation du lemme structurel

Ici on prouve que les hypothéses de lemme sont vérifiées pour la graine G,,,—1 = C(fim—10-- 011 (Viz)).
On suppose que le théoréme 4.6.1 est vérifié pour la graine coupée G,,—1 = C(lim—10 -0 i1 (Vip)).

Point 1 Cela revient a dire que les facteurs Gy, ,—1 de couleur différente de i), ont des coordonnées
d’indice inférieur ou égal a m nulles. Le point 1 du théoréme nous donne déja cette information pour les
coordonnées jusqu’a l'indice m — 1 (inclus). De plus, en utilisant le point 6 du théoréme, comme i, # iy
et donc, pour ces k, a(k,m) = a(k,m — 1), les sommets d’une couleur différente de celle de j ont déja
une coordonnée d’indice m nulle.

Point 2 Ici on est dans le cas particulier du point 2 et donc tautologiquement, les hypothéses du point
2 du théoréme sont vérifiées.

Point 3 Ici aussi, par hypothese, G vérifie les hypotheses du théoréme.

Point 4 Ici, 'ensemble d’indices est vide et donc I'hypothese est vérifiée, étant une restriction des
hypotheéses du théoréme (car on ne considére pas les sous-carquois bicolores dont 1'une des couleurs est

i).

Point 5 Les sous-carquois bicolores considérés étant les (iy,,c3), ce point revient a I’hypotheése 5 du
théoréme et est donc trivialement vérifié.

Point 6 Comme pour le point 1, on a a(k,m) = a(k,m — 1) pour tout k d’une couleur différente de
i; et la liste des sommets de la couleur i; considérée est vide donc cette hypothese revient a celle du
théoréme et est trivialement vérifiée.

Conclusion Ainsi, on remarque qu’a part ce qui concerne la ligne de couleur i;, ces hypotheses sont
celles du théoréme avant qu’on commence la ligne de mutation, elles sont donc vérifiées et I'initialisation
de la preuve du lemme 4.9.1 est correcte.
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4.10 Configurations et héritages

Dans cette section, on va, par une analyse des configurations possibles et par des disjonctions de cas,
donner des outils qui permettront de prouver les points 4 et 5 du lemme 4.9.1 dans la section 4.12.

Remarque 4.10.1. Par définition de l'ensemble de I’équation 4.1, on a que si R+ ,, est évincé, alors
Rym est forcément lui-méme évincé. Inversement, une fois qu’un module n’est pas évincé, les suivants
de la ligne ne le seront pas non plus lors de cette série de mutations. C’est pour cela qu’on n’étudiera les
évictions que dans les configurations initiales.

On liste ici les configurations qui vont intervenir au cours de nos mutations. On notera ici Gy les
modules initiaux puis G une fois mutés.

Configurations initiales

Initialement et sous réserve de la validité des hypotheses 5 et 4 du théoreme 4.6.1, on a les trois
configurations de la table 4.1 comme configurations possibles.

Pour expliquer les raisons de ces héritages de configuration, on va détailler les cas. A chaque fois on
se référera aux configuration de la table 4.1 ou & celles de la table 4.2 en adaptant la numérotation des
sommets. Dans chacun des cas, on suppose que G2+ existe, car si ce n’est pas le cas alors Gy+ = Gy, ., est
le dernier sommet de sa ligne et alors on ne va pas le muter. De plus on aura alors kpaxi = (kmax)‘:“(’””)Jr
et donc a partir de ce moment, ce module ne fera plus partie des graines coupées successives.

Cas qq si éviction Dans ce cas, aprés mutation de Gg, on 1’évince de la graine coupée et donc G+
est le nouveau premier sommet de sa ligne. Si G+ n’avait aucune fleche ordinaire, on est & nouveau dans
le cas oy. S’il avait une fleche ordinaire avec la ligne 4;, par le point 5 la premiere fleche G; < G+ a
forcément pour but G+ et alors, selon la présence d’une fleche G2+ — G on est dans le cas o ou le
cas ap. Par le méme raisonnement sur le point 5, G, ne peut avoir deux fleches ordinaires le reliant a G,
auquel cas il y en aurait une qui aurait G comme source.

Cas ag sans éviction Sion n’a pas d’éviction, on continue dans les cas suivants. Comme précédemment,
G+ ne peut posséder au plus qu'une fleche ordinaire avec la ligne G, celle-ci ayant G+ comme but. Si
on n’en a pas, on est dans le cas fy, si on en a une, selon la configuration entre G2+ et G, on est dans
le cas (31 ou fs.

Cas «a; avec éviction Sion a éviction de G}, G+ devient le premier sommet de la ligne. Cependant, la
fleche G; — G+ est toujours présente. De plus on ne peut pas avoir d’autre fleche de la ligne 7; adjacente
a G+ car ici, soit la fleche G; — G}, était la seule entre les deux lignes soit c’était le début d'une dent
Gv+ = Gj = Gy avec v > 1 (puisqu’on n’a pas Gy+ — G par hypothese), 'autre fleche étant conservée
malgré ’éviction. Ainsi on a donc une seule fleche pointant sur G+ et selon la configuration de G2+ on
est dans le cas a1 ou as.

Cas «; sans éviction Si on n’a pas d’éviction, on est donc maintenant en train d’étudier la confi-
guration autour de G+ tout en sachant qu’il n’y a qu’une seule fleche ordinaire G; — G+ et qu'on
a une fleche G — G;. Ainsi, a renommage des sommets pres et selon 'existence ou non d’une fleche
G2+ — G, on est dans le cas 3 ou f4.

Cas ay avec éviction Si on a éviction G+ devient le premier sommet de sa ligne. De plus on sait
qu'on n’a pas de fleche G+ < G; mais Gi+ étant la fin d'une dent G+ — G; — G}, soit c’était la
derniere (et seule) et on n’a plus d’autre fleche, soit il existe v > 0 tel que Gj»+ — G+. Si une telle
fleche n’existe pas, G+ n’est pas relié a la ligne i; et on est dans le cas ag a nouveau, sinon, selon ce qui
se passe autour de G2+ on est dans le cas a; ou as.

Cas ay sans éviction Sans éviction, on arrive avec G+ entouré de deux fleches horizontales 'ayant
comme source, et potentiellement une fleche ordinaire Gjv+ — G,j. Du fait de I’absence de connexion
entre G+ et G, on n'est pas dans un cas 3 ou 34 et donc en plus du renommage k™ — k, on fera
aussi un renommage j7+ — j pour les configurations de la table 4.2. Si on n’a pas de fleche ordinaire, on
retombe sur le cas (3y. Si on en a une, selon ce qui se passe sur G2+ on est dans le 51 ou (5.



Config. Qg ay Qo
Surnom Initiale simple Initiale dent longue Initiale dent courte
Gj+ ~—- Gj - Gj+ <~ Gj -
G < G+~ Gi N\ SN
< Gp+ Gy < Gr+ Gy
Gj+ - Gj <~ Gj+ - Gj -
1 (G) < Gp+ = G} <N /AN
«-- G+ Gy, «-- G+ A
Suivant sans éviction Bo, B1, B2 B3 Ba Bos B1, B2
Suivant si éviction ag, aq, Qg aq, Qo Qg, i, Qg
TABLE 4.1 — Configurations initiales possibles et évolution
Config. Bo B B2 Bs Ba
Surnom Début et fin Entrée dent longue | Entrée dent courte | Milieu dent (longue) Fin dent
Gj Gj Gj Gj
G Gir = G > G- 0 v 0 v 0 AN VARIRN
G+ « Gy » G- G+ « Gy » G- G+ « Gy » G- G+ + Gy » G-
Gj Gj Gj Gj
ue(G) || G > Gl Gl <N Dt St 0t 0
G+ » G, < G Gp+ » G, < G G+ » G, = G G+ » Gy, = G-
Suivant Bos B1, B2 B3 Ba Bo, B1, B2 B3 Ba Bo; B1, B2

TABLE 4.2 — Configurations générales possibles et évolution

Se8eILIoY 0 suoremsyuo)) ‘OI'y

g8



86 Chapitre 4. Preuve du théoréeme

Exemple 4.10.2. On va illustrer cela par 'exemple de la figure 4.6

sz Gh
//1 \\\
/ \ P O VAN
Gk, G, Gk, Gk,
NG
G,
i, avec éviction i, sans éviction
Gy, Gj, G,
/ (@) / \
Gh Gy~ [ Gr ~— Gy~ [Gn] - Gi,
D) a A
( .) )
(;p Gp

FIGURE 4.6 — Evolutions de configurations initiales

Initialement on a un carquois ol les sommets jo et j; sont de couleur ij;, k; de couleur i et p de
couleur %,.

Le sous-carquois bicolore (ij,%;) est en configuration ay par rapport au sommet Gy, (fleches en
tirets bleus et fleches horizontales de la ligne ¢ autour de (A)). Le sous-carquois bicolore (ig, i) est en
configuration oy autour de Gy, (fleches en pointillés rouges autour de (B) et fleches horizontales).

Ensuite, apres mutation de Gy, , si on a éviction de ce dernier, on observe que le sous-carquois bicolore
(i, 1) est maintenant en configuration a; autour de Gy, (tirets violets, lettre (C)). De son c6té le carquois
bicolore (ix,4,) est maintenant en configuration asy (pointillés verts, (D)). On remarque que si la dent
initiale avait été Gy, — G, — Gy,, (D) serait encore en configuration a;.

Si on n’a pas éviction du dernier sommet, alors la configuration du sous-carquois bicolore (i, ;)
autour de Gg, est de type (1 (tirets orange, (D)). Si la dent Gy, — G,, — Gy, était plus courte
(Gry — G, = Gy,), on aurait une configuration de type f.

La configuration du sous-carquois bicolore (ix,i,) est de type B4 (3 fleches ordinaires en pointillés
magenta, (F)). On remarque que comme précédemment, si la dent était plus longue, et qu’on avait
initialement G}, — G, — Gy, on serait alors en configuration 3.

Configurations générales

Par le tableau 4.2, on a identifié pour l'instant 5 configurations générales. On montrera que sous
nos hypotheses, on n’aura toujours que ces 5 configurations puisqu’aucune autre n’émerge suite a des
mutations.

Cas [y Apres mutation de Gg, on arrive sur G+. G+ peut étre au plus adjacent a une seule fleche
ordinaire, disons G; — G+ (pour les mémes raisons que dans le cas ag). Si on n’a pas de telle fleche, on
retombe sur un cas fy. S’il en existe une, selon la configuration autour de G2+, on tombe donc dans le
cas (51 ou fs.

Cas 31 Suite a la mutation de G, on a d’ores et déja un triangle G — G; — Gj+. De plus, comme
pour le cas ay, on ne peut avoir de fleche Gj++ — G+, ¥y > 0. Ainsi selon la configuration de G2+, on
sera dans le cas 3 ou [34.

Cas 3, Dans ce cas, comme pour ay, on aura potentiellement une fleche Gjv+ — G+ et I'absence de
fleche G+ 0 G; entraine un renommage des sommets. Si une telle fleche n’existe pas, on est dans le cas
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Bo (remarquons alors que c¢’était la derniere dent et donc qu’on n’aura plus que du Sy jusqu’a la fin pour
ce couple de lignes). Si elle existe, selon la configuration de G2+ on est dans le cas 81 ou fs.

Cas 33 Comme pour le cas 1, on n’a qu'une seule fleche ordinaire G; — G+. Ainsi, selon la configu-
ration de G2+ on est dans le cas 83 ou f.

Cas 84 Comme pour le cas 2, on considere un nouveau sommet de la ligne ;. Si on n’a pas de fleche
de ce sommet vers G+ on est dans le cas Sy et comme précédemment dans ce cas la on y reste jusqu’a
la fin. Si elle existe, on est dans le cas $; ou s selon la configuration de G2+ .

Exemple 4.10.3. On va illustrer cela par 'exemple de la figure 4.7
sz Gjl
7 I ‘\
I \ AN
Gy +— Gy ~— G, ~— — Gj,

(B) .
Gp
/"/;/
GJQ Gjl G]2 G]l
.
(O ] (E)

FIGURE 4.7 — Evolutions de configurations générales

Initialement, dans le sous-carquois bicolore (ix,%;) on a une configuration 8, autour de Gy, (tirets
verts, (A)). Dans le sous-carquois bicolore (i, ,) on a une configuration 31 (pointillés rouge, (B)).

Aprés mutation pg,, dans le sous-carquois (i,%;), on a, autour de Gy, une configuration By (tirets
violets, (C)). Dans le sous-carquois (i, i), on a une configuration 83 (pointillés bleu, (D)).

Apres mutation py,, dans le sous-carquois (ix,i;) on a une configuration fy autour de Gy, ((E),
pas de fleches ordinaires). Dans le sous-carquois (ix,%p), on a une configuration 84 & nouveau (pointillés
magenta).

4.11 Décalage de dents

Dans cette section, on va montrer que l'effet des mutations successives de fi,, sur les sous-carquois
bicolores (i, ,c3) peut se résumer en un « décalage des dents » de la configuration en dents de scie (un
tel décalage pouvant provoquer 'apparition d’une barbe initiale).

Proposition 4.11.1 (Décalage de dents). Supposons qu’on ait une ligne i,,, d’un carquois dans la confi-
guration 5 du théoréme J.6.1. Aprés mutation de chacun des sommets de la ligne dans l'ordre croissant de
leurs indices Fpm)z @ O (Dm ) mins €8 exclusion du sommet d’indice mazimal de la ligne, appelé G
on retrouve une configuration en dents de scie d un décalage des indices de la ligne ip, d’un rang vers
la droite. Autrement dit les dents Gre+ — G; — Gy, deviennent des dents Gro—nsy = Gj = G- ol

ip = ip,, avec les restrictions suivantes :

(an)maxi )

o S0k = kmini, alors le triangle Gra+ — G; — Gy devient apres mutation la fleche Gy o_1yy — Gj

o Sila derniére fléche ordinaire est dans lorientation G; — Gj avec k # kmaxi (barbe finale), on a
Uapparition d’une dent G’(kkmaxi), — G = G;_ (avec la réserve précédente si k = Kmin;).
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Démonstration. On va utiliser ’étude des différentes configurations possibles de la section 4.10.

On va commencer le raisonnement & la premiére dent apres éviction (éventuelle) des modules initiaux
de la ligne. On peut supposer, sans perte de généralité, qu’il n’y a pas eu d’éviction. En effet dans le cas
contraire, apres ’éviction, on recommence le raisonnement initial sur la méme ligne mais un module plus
loin et la ligne est toujours dans la configuration voulue d’apres la proposition 4.2.13.

Si on a une suite de modules du type 1. (dans la nomenclature de la définition 4.2.11, on se déplace
jusqu’a atteindre la premiére dent (on rappelle qu’on n’a pas de barbe initiale de par la configuration de
la ligne). On a alors ici 4 cas de figures : d’une part, soit le sommet du triangle est le premier module de
la ligne soit non, d’autre part soit c’est une dent courte (les extrémités gauche et droite sont des sommets
consécutifs) (Gr+ — G; — Gy) soit c’est une dent plus longue. Selon les cas on a le tableau 4.3 pour la
premiere configuration explorée :

Triangle long | Triangle court
Sommet initial aq Qs
Sommet non initial 51 B

TABLE 4.3 — Configuration initiale selon les cas

On va commencer par traiter les cas courts. Si on est dans le cas aws, aprés mutation, on a une fleche
unique G}, — G; qui forme la dent décalée (étant I'image de la fleche initiale G+ — G;) et dégénérée, le
décalage de la fleche G; — Gy, n’étant pas possible sur G-, ce sommet n’existant pas ou plus. Il n’y a
pas de fleche partant vers les sommets successifs & Gy, pour la suite des dents, on se référera aux cas f5.

Si on est dans le cas 82, on passe directement d'une dent G+ — G; — Gy aunedent G, — G; — G _,
on a donc décalé la dent d’un rang vers la droite et sans créer de fleche vers les sommets successifs a
G- A nouveau, pour la dent suivante, on réutilisera le raisonnement général, et elle commencera par une
configuration 1 ou fs

Pour ce qui est du cas aj, la dent longue initiale, le raisonnement sera le méme que pour fi, la
dent longue générale, a I'exception de la délétion de la fleche G; — G qui ne peut pas étre décalée en
G; — Gy~ faute d’existence de Gj-. La preuve dans ce cas sera donc vue & travers le dernier cas (on a
alors ’apparition d’une barbe initiale).

Pour le cas de la dent longue générale, on commence par la configuration (31, la fleche Gpvv — G
qui forme la dent avec G; — Gy n’est pas représentée, car v > 1 (7 représente la longueur de la base
de la dent). La mutation de $; nous donne la fleche G; — G _, le renversement de la fleche ordinaire
en Gi — G; et l'apparition d’une fleche G; — Gj+. On passe alors au sommet suivant a muter, la
configuration (en tenant compte de la réécriture k* ~~ k par rapport aux indices de la table 4.2) étant
alors B3 siy > 2 ou By siy=2.

Siy > 2, alors apres mutation, la fleche initiale renversée qu’on avait G, — G est supprimée, la fleche
G — G+ est renversée et une fleche G; — G241 apparait. On recommence alors le méme raisonnement
au pas suivant, arrivant en configuration 83 5,4 selon si G-+ est le successeur direct du sommet qu’on va
muter.

Si v = 2 ou qu’on arrive en configuration 4 suite & une suite de configurations (3, on est alors au
moment oll on va muter G-1)+ et on a dans le triangle initialement considéré :

1. la fleche décalée G; — G (qui n’existe pas si G est le premier de sa ligne)
2. la fleche G,

3. la fleche G; — G-+ qu’on s’attend a avoir dans le sens opposé comme formant la dent avec la
fleche (1)

4. la fleche G+ — G qui est le coté gauche de la dent.

Apres mutation, la fleche 1) est inchangée, la 2) est supprimée, la 3) est renversée, formant une dent
t-n+ — Gj — Gy _ et la fleche 4) est supprimée. Finalement on a bien décalé la dent d’un rang vers
la droite.

Suite a cette mutation on reprend le raisonnement par une configuration 81 ou [o immédiatement
(car les dents successives ont un sommet en commun), soit on arrive sur une barbe finale ou la suite de
fleches horizontales finales. Si c’est ce dernier cas, il n’y a alors plus rien a faire.

Si on a une barbe finale, on a alors une configuration (31, suivie de configurations 3 mais sans avoir de
configuration 4 pour conclure la récurrence. Si on appelle G¢+ le dernier sommet de la ligne, le dernier
sommet qu’on mutera sera G-+ en configuration S3. Apres mutation on a une fleche G} (_,). — G
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qui ferme la dent dégénérée formée de la barbe finale et une fleche G; — G+ qui n’apparaitra plus
par la suite, le sommet but rejoignant la liste des sommets ignorés par la coupure de la graine. Ainsi
finalement on retombe bien sur I’hypothese du lemme.

O

Exemple 4.11.2. On va reprendre ’exemple 4.10.3

On a la dent initialement Gg, — G;, — Gy, qui se retrouve décalée en G;, — G;, — G} apres
[y © Pk, , C'est le cas d’une dent courte non-initiale.

On peut ajouter un carquois précédent, traduisant 1’état avant la mutation pg,. Ce carquois serait :

sz Gh
] \ P
Gy —— Gy —— Gy —— Gy —

.

Alors on voit une dent (A) Gy, — G, — G, qui, aprés piy, o pg, se réduit a la barbe initiale
G7, — Gj1. Clest le cas d’une dent longue initiale.
Pour illustrer la deuxiéme partie de la 4.11.1, on va considérer le carquois suivant :

\/\

Gy, ~— Gi, ~— G,

Gp

G, ~— Gy,

Dans ce cas la, apres pg, o --- o g, on a le carquois :

o it~

G, — G*
Qui devient, apres exclusion de G, de la liste des sommets considérés :

G, G;

T N

* * * *
Gk4 Gks Gk? le

On a ici I'apparition d’une dent Gy, — G, — G}, alors qu’on n’avait initialement qu’une barbe finale
sz — sz.

Néanmoins on remarquera que ¢a ne perturbe ni la structure en dents de scie, ni les mutations
ultérieures, le sommet Ry, ne sera plus muté et donc la fleche ne sera pas prise en compte dans le calcul
des A-vecteurs lors des mutations ultérieures.

4.12 Preuve de I’hérédité du lemme structurel

On suppose le lemme 4.9.1 vérifié pour le module ji;¢—1)+ © -0 1 © figm—10--- 0 1y (Vig).
Le point 1 sera prouvé en dernier, se déduisant du point 6.

Point 2 On a deux cas, soit on est au début de la ligne (premiere mutation ou suivant une éviction
)

autrement dit dans un des cas « de la section 4.10 soit ce n’est pas le cas et on est dans un des cas .

Si on est dans un cas «, on a une fleche R+ ,,,—1 < R;,» avant mutation, par le 4 du lemme. Suite a
’ jt,m—1 J» )

la mutation, cette fleche sera renversée et ce sera la seule fleche horizontale dans ce cas. Ainsi, autour de

Rj+ p,—1 on aura la fleche R+ ,,—1 — R, qui sera la seule modifiée et donc on a bien montré I'hérédité.
Sion est dans un cas 3, on a la configuration R4+ 1 < Rjv+ m—1 — Rjv-1+ - Apres mutation,

les deux fleches sont inversées et donc on a Rj(7+1>+7m,1 — Rjvt m Rj(7_1>+,m qui sont les deux seules

fleches horizontales modifiées et donc on a bien une seule fleche horizontale dans un sens inhabituel, a la

place prévue (on sait que les autres fleches horizontales n’ont pas été modifiées). On a donc bien I’hérédité.
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Point 3 En étudiant les différentes configurations de la section 4.10, et en utilisant le corollaire du point
5 en ce que le sommet qu’on va muter est but de toutes les fleches ordinaires qui lui sont adjacentes et
source d’aucune, on a donc la validité de 1’étude des configuration de la section 4.10 et pas de possibilité
de création d’une fleche entre lignes de couleurs toutes deux adjacentes & i; mais non adjacentes entre
elles.

Point 4 Par hypothese de récurrence, on sait déja que la ligne Rj¢—1)+ ,, < -+ < Rjy est dans la
configuration voulue, il faut donc montrer qu’apres mutation de R; ,,,—1, la ligne prolongée de ce module,
maintenant noté R; ,,, sera dans la bonne configuration.

Si on est sur le premier sommet de la ligne, la ligne prolongée sera réduite au module qu’on vient de
muter. En étudiant les configurations o de la section 4.10, on a que R; ,,, est en phase 1. ou 5. au sens de
la définition 4.2.11 apres une configuration o, aprés une configuration a; ou as on est en phase barbe
initiale (on ne regarde pas la fleche Ry, ;p—1 — Rj+ ,—1). Ainsi dans chacun de ces cas, on vérifie le point.

Si on est au milieu de la ligne, on doit examiner les configurations 5. Si on est en By c’est qu'on n’a
pas encore atteint la premiére dent ou qu’on a dépassé la derniére et donc que sur ce qui précede sur la
ligne, on est en phase 1. ou 5.. Le résultat apres la mutation donne un prolongement de cette phase.

Si on est en 31 ou en fs, soit on avait avant une phase 1. (on ne peut pas avoir de barbe initiale par
le point 5 du théoreme) soit une dent. Apres la mutation, on a une dent Rjv+ ., = Rim—1 — R+ m
et donc on est toujours dans la suite des dents. Si on est dans la configuration 83 ou 84, c¢’est qu’on est
au milieu d’une dent, et la ligne qui précéde est dans ce cas. Apres mutation, on a décalé 'extrémité de
la dent d’un rang a gauche et la demi-ligne de droite est toujours en phase de dents.

Ainsi, on a vérifié le point 4 du lemme.

Exemple 4.12.1. On va considérer le cas W = Dg, avec
w=[52,4,3,6,1,4,52,3,1,4,6,2,1,3,2,4,5,3,2,4,3,1,2],

et pour
v =14,3,6,4,52,3,4,6,1,3,4,5,2,3,2].

On regarde C'(fi5 o --- o i1(Vig)). Ici on est dans le cas initial de la récurrence du lemme, donc dans la
figure 4.8, la ligne verte de couleur 3 est en configuration de dents de scies pures.

G205 2 Gis5 2 Gii5

FIGURE 4.8 — C(ﬂ() 0---0 ,0/1 (FU))

On mute maintenant dans la direction 6. On a le carquois de la figure 4.9.

Toutes les autres lignes que la verte sont en configuration de dents de scie et la ligne verte dont on
ne considére que le sommet Gg 5 est aussi en configuration de dents de scie (cas dégénéré avec un seul
sommet et une seule fleche ordinaire).
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Gao5 2 Gis5 Giis

Gai5 = G135
FIGURE 4.9 - C(pug o fis 0 -+ -0 fi1(T'w))

Point 5 Ce point revient a dire que pour toute couleur adjacente a i;, la premiere fleche ordinaire apres
Rj++ ;n—1 a pour but la ligne de couleur i;.

On va le prouver en supposant qu’il existe une barbe initiale et montrer que c¢’est impossible.

Soit la fleche était déja présente dans la graine fi,,,—1 o - - -0 i1 (Vi), soit elle a été créé par la mutation
précédente, soit elle fait partie d’'une dent dont on a supprimé l'autre fleche ordinaire.

Dans le premier cas ¢’est impossible par ’hypothese 5 du théoreme (et cela veut dire, que par rapport
a cette couleur on n’a toujours été que dans les configurations ag ou Sy dans les mutations précédentes).
Pour le deuxiéme cas, en regardant les cas créant des fleches vers le successeur du sommet muté (a savoir
ai, 1 et [3) on voit que ce sont toujours des fleches ayant la ligne de couleur ¢; comme but.

Ainsi si une fleche apparaissait ce serait 'extrémité gauche d’une dent. On sait déja que ce ne peut pas
étre une dent dont la base est de longueur 1 (cas oz et f2) car dans ce cas, la fleche Rjv+ o1 — Rgm—1
est supprimée par la mutation, c’est donc une fleche provenant d’une dent « longue ». Mais dans ce cas
on a eu a un moment la configuration 1 et ensuite des configurations 3. Mais alors la fleche ordinaire
ayant pour source [2jv+ ,,_1 aurait été supprimée par la configuration 3, de I'étape précédente.

Ainsi on a que pour toute couleur adjacente a celle de j, la premiere fleche ordinaire du couple de
lignes a la ligne de couleur ¢; comme but. On a démontré I’hérédité du point 5.

Exemple 4.12.2. On regarde la figure 4.9, on consideére la partie gauche de la ligne verte, formée des
sommets G195 et G165, on est bien en configuration de dents de scie pures, G195 n’étant source d’aucune
fleche ordinaire.

Point 6 Ici, il faut montrer que, si les coordonnées non nulles parmi les ¢ premieres du A;-vecteur de
Rj++ ;n—1 sont les ¢ de la couleur 7; tels que

fmin(j’v-s-)oé(j,m—l)@ <i< f(j('y+a(j,m—1))+)
avant mutation, R;v+ ,, posseéde pour coordonnées non nulles parmi les ¢ premieres, les 7 tels que
fmin(j7+)a(jﬂn)@ <i< f(j(’y+a(jvm))+).
On va tout d’abord établir des résultats intermédiaires, conséquences du point 5.

Lemme 4.12.3. A chaque mutation de pe, le module & muter n’est source d’aucune fléeche ordinaire vers
un autre sommet de la graine coupée.

Démonstration. C’est initialement vrai lorsque dans la graine G = (fi,—1 0 -+ - o i1(Vig)), on va muter le
premier sommet, jmin; de la ligne i, . En effet, aucun sous-carquois bicolore (i, , ¢3) pour toute couleur
c3 adjacente ne possede de barbe initiale, en vertu de I’hypothése 5 du théoreme structurel 4.6.1. Le
premier sommet ne posséde soit pas de fleche ordinaire (s’il est en configuration 1. par rapport a chacune
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de ses couleurs adjacentes) soit des fleches ayant juini comme but (configurations 3., extrémité d’une
dent, ou configuration 4., barbe finale).

Par le point 5, tous les carquois bicolores (ij,c3) ol i; est le sommet qu’on va muter sont en confi-
guration de dents de scie pure. Ainsi s’il existait une fleche ordinaire de source i; dans la graine G, il
existerait au moins un sous-carquois bicolore qui ne serait pas en configuration de dents de scie pure. [

Cette hypothese, conjuguée a '’hypotheése 6 du lemme structurel 4.9.1, nous permet de déduire I'infor-
mation suivante sur I’évolution du A,-vecteur du facteur qu’on va muter (ce qui va nous étre utile pour
déterminer si le module qu’on vient de muter doit étre évincé par la suite ou non).

Lemme 4.12.4 (Evolution des coordonnées des A;-vecteurs par mutation). Sile sommet qu’on va muter
est dans une des configurations du point 5 du lemme 4.9.1 alors les ¢ premiéres coordonnées du facteur
direct indécomposable muté Gy = Gy, m seront (vues comme des vecteurs) :

Ao(Grm) = &J(thm—l) + &‘;(Glr,m—ﬂ — Ap(Grm1)

avec le vecteur nul pour E@(Gk—,mq) 51 G- m—1 ¢ G.

Démonstration. Par le lemme 4.12.3 et les hypotheses du lemme 4.9.1, on a que le module qu’on va

muter est source de toutes les fleches horizontales qui lui sont adjacentes et but de toutes les fleches

ordinaires qui lui sont adjacentes. On va reprendre la proposition 2.8.27. D’apres cette proposition il y a

deux formules différentes & utiliser selon les cas pour le A-vecteur du module muté. Ici, on ne fera pas le

calcul permettant de déterminer laquelle utiliser mais on va raisonner par ’absurde, en utilisant le fait

que, de par la définition méme des A-vecteurs ceux-ci ne peuvent avoir que des coordonnées positives.
Pour fixer les notations, on va supposer en étre a la mutation

[j(y=1)4 © O f1j O fly—1 O flyp—2 0 -+ i1 (Vip)

et donc qu’on va muter le module G+ 1,1

Par le point 6 du lemme 4.12.4 pour fi;(v—1)+ 0+ 0 f1j 0 flyy—1 0+ -0 fi1(Vi), on a que les sommets qui
ne sont pas sur la ligne du sommet muté ont une coordonnée d’indice m nulle pour leur A;-vecteur (elle
est nulle car ils ne sont pas de la bonne couleur et ils n’ont pas été mutés depuis). Ainsi si 'on utilise la
premiere formule de la proposition 2.8.27, on calculera :

S AuG) — Ay(Girt )

Gi_>Gj’Y+,m—1

Or, comme pour chacun des G;, la coordonnée d’indice m est nulle et que ce n’est pas le cas pour
G v+ m—1, on aurait pour Gjv+ ., une coordonnée d’indice m négative, ce qui est absurde. Ainsi, par
élimination, on sait que l'on va utiliser la deuxiéme formule, c’est-a-dire considérer dans le calcul les
modules étant le but des fleches horizontales, & savoir Gj<7+1)+,m_1 dans tous les cas? et Gj(—y—l)+7m le
cas échéant 3. Dans ce cas, pour éviter une répétition de deux raisonnements similaires, on considérera ce
module comme étant égal au module nul.

On a alors 1’égalité voulue pour le calcul des coordonnées du module muté :

Ao(Givtm) = Di(Gjer-14 ) + Do (Giirvins 1) = D (Gt 1)

En particulier, cela implique :

Corollaire 4.12.5. La suite exacte courte utilisée pour calculer A@(ij,m) est celle donnée par les
fléches ayant pour origine Gjv+ pm—1.

On prouve maintenant le point 6 pour fij+ © ftjcr—1)+ © -+ 0 i © flyy—1 0 - - 0 fiy (Vi) avec la formule
obtenue au lemme 4.12.4 :

A@(ijtm) = A@(Gﬂwm,m,l) + A@(Gjm—l)—,m) - Ai}(Gj’H',m—l)

On rappelle que les coordonnées des différents termes sont les ¢ de la couleur de j tels que :

fmin(j)a(j’mil)69 <i< f(j(vﬁl(j’mil))ﬂ pour G v+ m_1,

2. 11 existe forcément car sinon, Gj”rJr,m—l serait le dernier module de la ligne et par définition de la coupure, on le
supprimerait.
3. Si ij.’m est le premier de sa ligne, il n’a pas de prédécesseur.
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fmin(j)oc(j’mfl)69 << f(j(wﬂﬁx(j’mfl)”) pour G(v+1)+ m_15

.fmin(.j)oz(j’m)EB <i< f(j(771+a(j’m))+) pour Gj“’*”*,ma

en effet, G-+ ,,, ayant déja été muté, a est modifié. L’argument de frin a été remplacé par j dans
chaque expression car cette fonction ne dépend que de la couleur. En simplifiant les expressions et en
tenant compte du fait que a(j,m) = a(j,m — 1) + 1, on a alors :

f}nﬂi!ﬂ(j)oz(j’m_l)65 S ) S f(j(ﬂ/+a(j,m—1))+) pour Gj’*"',’m—la

Frin() 20 TIE < < pOHFAUMTDT)  pour Gsne o,
fmin(j)(a(j’m_1)+1)$ <i< f(j(ﬁ-*-a(jm@—l))-&-) pour Gj(wfl)Jr,m-

On peut donc redécouper en trois intervalles :
Froin()EGmV® < < frn () @GmDTDE,

Funi (j)(a(j,m—1)+1)® <i< f(j(v+a(j,m—1))+)’

min

fOFeGm=Fy < < f(OFalim=1F+)

Sur le premier intervalle, on a une coordonnée non nulle pour Gj~+ 1 et une pour G;e+1)+ 1, les
coordonnées de G j++ ,, sur cet intervalle seront donc nulles (on remarque que c’est en fait un seul indice,
égal a m).

Sur le second, les trois facteurs ont des coordonnées non nulles, 1 +1 — 1 = 1 donc les coordonnées
du muté seront égales a 1.

Sur le dernier intervalle, seul Gj(7+1)+)m,1 sera non nul et donc le muté aura des coordonnées non
nulles.

Ainsi finalement, les coordonnées non nulles du muté G-+ ,, seront dans 'intervalle

fmin(j)(a(j,m—l)-i-l)@ <i< f(j(v-&-a(j,m—l)-i-l)—i-)’

ce qu’on peut réécrire
fmin(j)a(j7m)® <i< f(j(wa(j,m))ﬂ.

On retombe bien sur I'inégalité qu’on voulait prouver, on a prouvé I’hérédité.
Point 1 Se déduit directement du point 6.

Conclusion

On vient de montrer I’hérédité des hypotheses. Par récurrence, on a donc les six hypotheses vérifiées
a chaque mutation sur la ligne si elles sont effectuées dans cet ordre.

4.13 Lemme d’inclusion

Ayant prouvé le lemme structurel 4.9.1, on est proche d’avoir prouvé I’hérédité du théoreme structurel
4.6.1. Néanmoins, de part sa formulation, le point 5, qui dit que la ligne i, ,, sera en configuration dents
de scie pure, ne peut se déduire du lemme 4.9.1. On va donc avoir recours a un nouveau résultat en
remarquant que la combinatoire du carquois de la graine coupée est proche du carquois d’une graine Vg
ot W est un sous-mot gauche de w. On en déduira la structure en dents de scie pures de la combinatoire
de cette graine intermédiaire.

Plus précisément, pour 1 < m < £(v), on note Wsy,,,, le facteur gauche [ig(y), ... ,ip,,,] de W. A
ce mot on peut associer grace a la définition 2.6.20 un module VEZMH, et le carquois correspondant
I'w,,., donné par la définition 2.6.21. Le lemme 4.13.2 va montrer que, moyennant des renumérotations
appropriées p,,, ce carquois contient comme sous-carquois le carquois coupé I',, de la graine coupée
Clftm o -+ 0 fir(Vig)).-

L’intérét de ce lemme est que ce carquois I'yy,,,, est parfaitement explicite et de forme réguliere
donnée par la définition 2.6.21, et on parviendra a en déduire le point 5 manquant du théoreme structurel
4.6.1.
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Définition 4.13.1 (Morphisme de graphe). Soient I' = (g, I'1) et IV = (I'{,I'}) deux graphes. Une
application f : 'y — I'{j est un morphisme de graphe si pour tout aréte «;, ;, € I'1 de source le sommet
I';, et de but le sommet I';,, Paréte f(cy, j,) de source f(I';) et de but f(I';,) appartient & I'}.

Si f est injective, on dit que I' est inclus dans I".

Lemme 4.13.2 (Inclusion de carquois). Soit 0 < m < £(v). Soient

Tw,, = Wim+1, B, jim+1) et Ua,, = (Gim, aj, j,m)

les carquois (vus comme ensembles de sommets et de fléches) des modules respectivement définis par

Vs, ., €t Cfim oo p1(Vi))

ot on note les fleches de fagcon a ce que j, j,.m ait pour source js et pour but j;.
Pour 0 < m < £(v), on définit la famille d’applications (pm)m par :

P (Gim> @, gom) = (Wiams1, By, gema1)
m Gi,m — Wia(i,m,)+’m+1

Ces applications sont des morphismes de graphes injectifs préservant les couleurs de la fagon suivante :
St Wims1 = pm(Gr,m) alors i; = i.

Remarque 4.13.3. L’inclusion p permet de lire le carquois T'q,, (aux étiquettes des sommets prés)
dans la partie gauche du carquois 'y, ., . Cette inclusion est mise en évidence dans l’exemple 4.13.4 en
coloriant en orange dans 'y, ., les sommets images de ceuz de I'g,, par pp,.

Exemple 4.13.4. Comme dans ’exemple 4.12.1. On va considérer le cas W = Dg, avec
w = [57 2? 47 37@7 1747 é’ 2737 1747 67 2717&7 2? 47 é) 3727 47 35 ]‘72]7

et pour
v =[4,3,6,4,5,2,3,4,6,1,3,4,5,2,3,2],

on a comme indices des lettres de 7 [1,3,5,7,8,10,11,13,14,16,17, 18,19, 21, 22, 23].
On va considérer m = 6, m + 1 = 7 (soit pg = 10 et p; = 11) et donc regarder les carquois des
modules :

PEZlO et C(ﬂg) O:+++0 ﬂl(VE))

On va illustrer le résultat de ps sur trois sommets et quatre fleches dont les noms sur la figure 4.10
sont Wia6, Wies, Wis,s et B15,12,6, 510,166, 514,10,6 €t B19,16.6-

Pour calculer les images des différentes fonctions et morphismes, on calcule les quantités suivantes :
a(12,5) =2, a(16,5) = 1, «(18,5) = 1.

Pour les sommets, on a Wis ¢ qui n’a pas d’antécédent par ps (tout comme la fléche 515 12 6 puisqu’elle
est incidente a ce sommet). On a p5(Gio5) = Wigeass+ g = Wiee, p5(G75) = Wige.

Afin de vérifier que c’est bien un morphisme de graphe, on remarque de plus que p5(Gs5) = Wigg,
p5(G1475) = W1976 et p5(G675) = W1076. On a les fleches asg 6,5, 6,10,5 et Q14,10,5 dans FGs et des fleches
B14,10,65 B10,16,6 €t B19,16,6 dans T'yy.
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$19.16.6 Y B14,10,6 -~
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Wags ~—— Wige Wiae

Wise
FIGURE 4.10 - I',,
Ga0,5 &
Gizs Gos

a6,10,5
Gie,5 Gios| <+ — — — — Ggs
Q14105 ~v x
P - /(18,0,5
P /

Gio5 Giaps Gss

Ga15 Gizs

FIGURE 4.11 - C(fi5 0 --- 0 i1 (T'w))
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4.14 Preuve du lemme d’inclusion

Preuve du lemme 4.13.2. Pour prouver le lemme on aura besoin de deux applications supplémentaires
qui ne sont pas des morphismes de graphes.
On définit vy, : 'y, — I'w,,., par les opérations suivantes sur les sommets et fleches :

Wj+,m+1 si Z.j = ipm et (pm)max > j+ > Pm+1,
Wim +— Wjm+1  sinon si 1 7 ip,, €t J > Pmy1,
¢D,,. sinon,
tm ¢ D, si Wj.m ¢ D, ouWj, ¢ D,,,
Bjsjem 6ji,jjr,m+1 sinon si iy, =15, =ip,,,

Bj..jesm+1  sinon.

ou l'on note 3, (;.) la fleche telle que

7Lm(jt)7m
S(/BL1IL(js)7L'r7L(jt)7m) = Lm(WjS,m) et t<ﬁb7n(js)7b'rn(jt)ym) = Lm(th,m)~

On définit 7z, : ' — D', par les opérations suivantes sur les sommets et fleches :

m—1

G L G s (5 # i) on (e > 70T 2 E(m))
Jm= ¢ Dy~ sinon,

7 . gjs:jfnm si ) (Z].s 7é ip'm % Z]t) ou (Z]a - Z]t - ipvn)’

si ij, = tip,, 7# 15, et st_’rn—17G]‘t7m_1 € Dg

i gem Lis = .
S1 5, #* i, = tj, €t stvm_l’Gj;,mfl S Dﬁm’

Oéjsvjhm*l L
JssJg T
¢ Dy sinon.

m

et, pour chaque fleche ¢, j;, m—1 telle qu’il n’existe pas de fleche Qi+ j. m—1 AVec y > 0 et vérifiant
a(je,m—1 . < . R ~ N
jf(“’m " # (Jt)max (c’est a dire qu'on est sur une barbe finale), on ajoute une fleche aj,, ;, m ol

a(ge,m)—

Jto = (Jt)max

On va d’abord montrer que dans tous les cas la fonction ¢, définie ci-dessus est bien définie et que
tm(I'w,,) est bien Iy, ., le carquois du module Vg, .

Ensuite on prouvera de la méme fagon que 7, est bien définie, que l'image 7, (I'c,, _,) est bien le
carquois du module C(fi,, o --- o fi1(Vi)) et que p,, est un morphisme de graphes.
Soit 0 < m < £(v). Par définition on a que I'y,, ., est un carquois obtenu a partir de I'yy,, en retirant
les sommets d’indice py,4+1 > 7 > pm et les fleches incidentes a ces sommets.

Les sommets de I'yy,, n’ayant pas d’image par ¢, sont :

1. W(pm)

max M
2. les sommets W, tels que i; # ip,, €t Ppy1 > 7> Py

3. les sommets W, tels que 7; = 4, et D1 > j1 > pm, c’est & dire tous les sommets de couleur ip,,
d’indice dans lintervalle {p.,, ..., pm+1 — 1} sauf celui d’indice maximal vérifiant cette propriété.

Ainsi, parmi les sommets ayant une image par i, on a une bijection Wj,, <> Wj 41 pour les
sommets de couleur différente de 4, d’indice supérieur ou égal & p,, 11 et une bijection Wj ,, < Wit 4
pour les sommets de couleur i, ..

De plus dans I'w,,,, on a les mémes fleches que dans I'yy,, a I'exception de celles qui sont incidentes
a un sommet d’indice pp41 > J > Pm-

Parmi ces fleches conservés, les fleches a;, j,.m telles qu’au moins une des deux extrémités est d'une
couleur différente de 7, , on a une bijection a;_j, m ¢ @, j,,m+1. Dans le cas contraire, on a une fleche
horizontale et on a la bijection ay, g+ m < Qs g2t oyt La fleche Qi gt , appartient a I'y,,,, car
par hypothése k™ > pyi1 et kT # kpax et donc Wiet 41 € Tw, -

Ainsi on a une bijection entre le carquois 'y, , et le sous-carquois plein du carquois 'y, sur lequel
tm, est défini. On a donc iy, (I'w,,) = I'yyy1 pour tout 0 < m < £(v).

Soit I'g,,_, le carquois de la graine coupée C(fipy—1 0 -+ o fi1(Vi)). On va montrer que %,,(Tq,. ;)
est le carquois de la graine coupée C(fiy, o - o fi1(Vi)). Afin de fixer les notations, on posera que
fim = [+ © - O i

Par la proposition 4.11.1, on sait que le carquois I, _, est modifié de la fagon prescrite par 1, apres
mutations dans les directions k, k™, ..., k7" successivement et coupure du carquois obtenu.

ym+
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Ainsi ¢, et i, sont bien définis et on a bien ¢,,(T'w,,) =Tw,. ., et i,,Ta,._,) =Ta,.-

On va maintenant prouver que p,, est un morphisme de graphes pour tout 0 < m < {(v) par
récurrence.

Pour pg, comme I'g, est le sous-carquois plein de Vi contenant tous les sommets R;o vérifiant
J > &(4,0) et que 'y, est le sous-carquois plein de Vi contenant tous les sommets R;o vérifiant j > p;
et que pour tout 1 < j < 4(w), on a £(4,0) > p1, g, est un sous-carquois de I'y,. De plus comme on a
pour tout 1 < j < ¢(w), a(4,0) = 0 on n’a pas de décalage de sommets (ni de fleches) et donc pg est bien
défini et, a renommage des sommets et fleches pres, est I'identité sur son image. C’est donc un morphisme
sur son image.

Supposons maintenant que p,,—1 est un morphisme de graphes. On va montrer que p,, est un mor-
phisme de graphes. Pour cela on va montrer que pour tout m, on a pm, © i, = tm © Pm—1 sur leurs
ensembles de définition.

Prm—
(Giom—1,%5, js.m—1) ——> (Wjm, Bj. jem)

lﬁm lbm,

Pm
(Gjims ¥, joom) ———> Wimi1,Bj. jom+1)

On va distinguer plusieurs cas pour G ,—1 :
L. soit j4Um =D+ = (i), Y pax

2. ou sinon j*Um™t < p

3. ou sinon £(j,m) > U™+ > p

4. ou sinon j*U™+ > £(4,m)

Dans le premier cas, G -1 n’a pas d’image par fi,,. D’autre part p,—1(Gjm-1) = Wja(j,mfl)tm et
tn(WiaGm=1+ m) = WiaG.m)+ me1-

Dans le deuxiéme cas, comme £(4,m) > pmy1 pour tout 1 <4 < £(w), on n’a pas d’'image de G m—1
par fi,,. On a pp1(Gjm-1) = Wjat.m-1+ m et Wiag.m-1+ ,, n'a pas d'image par tp,.

Dans le troisieme cas, Gj 1 n’a pas d'image par fi,,. On a py—1(Gjm—1) = Wiatm-1+ ,, €t on a
deux cas pour 'image de Wja(j,”m—l){»’m par Lpy,. Sii; = ip,, alors

tn(WiaGm-1+ m) = WiaGm-1+0+ my1 = WieGm+ mi1,

sinon

[/m(Wja(‘j.m,—l)«{»’m) = Wja(j,m71)+’m+1 = Wja(j,wn)+7m+1.

Dans le quatrieme cas, on a fi,,(Gjm-1) = Gjm et pm(Gjm) = Wjat.m+ 1. D’autre part on a
Pm—1(Gjm-1) = WiaGm-1+ . Alors 1y (Wiag.m-1+ ,,) a deux résultats possibles. Si i; = i, alors

tn(WiaGm—1+ m) = WitaGm-1+0+ 1 €t comme aj,m) = a(j,m — 1)+ 1, on a

[/m<Wja(j,m—1)+7m) = Wja(j,m)+’m+1.

Sinon on a Ly, (WiaGm-1+ 1) = WiaGm-1+ 141 €t comme a(j,m —1) = a(j, m) finalement on a bien
dans les deux cas Lm(Wjau,mle’m) = Wja(j,WL)+’m+1. On a donc bien I'égalité.
On va maintenant prouver 1’égalité pour les fleches. Pour cela on les divise en sous-ensembles :

1. les fleches o, j, ,m—1 telles que G, ;m—1 ou Gj, m—1 n'a pas d’image par f,,,
2. ou sinon les fleches o, j, m—1 telles que i;, # ip,. et 5, # ip,.,
3. ou sinon les fleches o, j, m—1 telles que i;, = %5, = ip,.,

. S L . . L , -
4. ou sinon les fleches oy, j, m—1 OU %5, = ip,, ou bien (exclusivement) i;, = ip, (qu’on subdivisera en
deux sous-cas).

Dans le premier cas, on n’est pas dans le domaine de définition de 1,,.
Dans le deuxieme cas, on a fi,, (@}, j, m—1) = @, j,,m €t alors

Pm(ajs,jt,m) = 5jsa<js,m>+1j3(jtﬁm)+,m+1-
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D’autre part, on a
pWL71(ajs,jt7M71) = 5j?(js,m—1>+’jf<jt,m71>+)m

et alors on a

lm (ﬁj?(isv’"*l)‘F,j;’tUtvmfl)‘*”m) = /Bj?(js,"L*1>+7j;¥(‘7t=m*1)+,m'

Dans le troisieme cas, on a fi,, (0, j,.m—1) = Qj_ j,,m €t
Pm (Y, j,m) = ﬂjaus,mw ot m+-
s Jt

D’autre part, on a

Pm—1 (ajs ,jt,ml) = ﬁjg(js=7nr—1)+)jf‘(]‘tvm*1)+’m

et

Lm(ﬂjgus,m—1>+)j3<n,m71>+’m) = ﬁjgaus,m—1>+1)+)jia(n,m—lwlw’mﬂ = ﬁjgus,mw’jf(n,m)ﬁmﬂ.

Dans le quatrieme cas, pour fixer les notations, on va supposer qu’on a i;, = %5, , l'autre cas s’en
déduira de fagon similaire. On a fi, (), j,,m-1) = ;- 5, ,,- Alors on a

pm(aj;’jt’m) = B(js—)oz(js,m,)+’j:‘(jtvm)+’m+1 = /ng(jsxm*1)+’j§¥(jt=m_1)+’m+1

car a(jo,m) = aljs,m — 1) + 1.
D’autre part, on a

Pm—l(Oéjs,j,,,m—l) = BaGsm-1+ alipm-—1+ m
s Jt )

J J
et alors

Lm(ﬁj?(js,M*1)+7j;l(1tvm*1)+,m) = /Bj?(js,m—1>+7j3(y‘t,m—1)+7m+1-

Ainsi dans tous les cas ou la fonction est définie, on a bien I’égalité.

Finalement on a montré que pour chaque sommet et chaque fleche de I',  ayant un antécédent par
T, SO0 image par p,, est égale a I'image de cet antécédent par la composée ty, 0 pp,—1. Comme on a
montré que pour tout m, p,, est bien définie et que par hypothése de récurrence on sait que p,,_1 est un
morphisme de graphes, on va prouver que p,, est aussi un morphisme de graphes.

Comme on sait que tout sommet de I'g,, admet un antécédent par m,,, pm est bien définie pour
tous les sommets. Pour les fleches, il reste quelques fleches n’ayant pas d’antécédent par 7, mais étant
présentes dans ', ce sont les fleches décrites a la proposition 4.11.1, créées suite au décalage de barbes
finales.

Dans ce cas 1a on a donc des fleches QN mom— ou i; est une couleur adjacente a i, . De
plus on sait que dans I'g,,_,, la derniere fleche entre les lignes i; et i, était la fleche o g m—1 ol

ik = i(p,) €t k < (pm)ﬁ‘g{”’m)*. Comme p,,_1 est un morphisme de graphes, on sait qu’il existe une

fleche 6ja(],7n—1)+’ka(k,m—l)-f—)m dans I'yy,,. Par définition de I'yy,,, I'inégalité suivante est vérifiée :

j(a(j,mfl)Jrl)Jr > k(a(k,m71)+1)+ > ja(j,mfl)Jr > k,a(k,mfl)%* (43)

Pour montrer que «, . a@m.m)— im & bien une image par p,,, il faut montrer que la fleche
J,

(Pm ) max
BjeGm =1+ (pyn) s mt1

existe. C’est équivalent & montrer que I'inégalité
j(a(j,m—l)-i-l)-i- > E(w) +1> ja(j,m—1)+ > (pm)max

est vérifiée. En particulier cette égalité nous donne que j*UGm—D+ = jalm)+ — 4
Ainsi cette fleche n’existe que si j = (jmax) U™ D,
On va montrer que c’est une solution de 'inégalité 4.3 et que c’est la seule.
Tout d’abord, si j = (jmax)“(j’m_l)_ alors jo‘(j’m_l)"‘ = Jmax €t alors

j(a(j,mfl)Jrl)Jr — €(w) +1> k(a(k,m71)+1)+.

L’équation est bien vérifiée.
Supposons qu'il existe j # jﬁlg&mfl)i qu’on va noter (Jmax)?~ avec vy > «a(j, m—1) vérifiant 'équation

4.3. En l'injectant dans ’équation on obtient :

(jmax)(v—(a(jvm—l)-kl))— > glalkm=1)+1)+ o (jmax)(v—a(jm—l))— > folkm=1)+
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ol aucune des quantités n’est égale & ¢(w) + 1 car v — (a(j,m — 1) + 1) > 0. D’autre part, comme par
hypothese k < (pm)%%’xm’m)_ on a kleem=—1+D+ < Ainsi, il existe un entier § > 0 tel que

(kmax)(tsfl)f > (jmax)(vf(a(jymfl)ﬂ))f > (kmax)57 > (jmax)(vfa(jymfl))f

et donc il existe une fleche 5(; = yo-aGm-1)- m dans Iy .

max)’ 7,

OrT'g,, , étant un sous-carquois complet de 'y, , et les sommets W(jmx)(%a(j,mfmf m €t W(kmax)é— m
étant dans 'image de p,,—1, la fleche ﬂ(jmax)(v_a(j,m_l))_7(kmax)5_7m a un antécédent dans I'g,, ,, C’est
absurde.

Ainsi la seule solution de I’équation 4.3 possible est j = (jmax)a(J’m_l)_ et donc la fleche

Y pm)nm ™ gm
a bien une image dans I'y,,, , .

Pm est un morphisme de graphes.

O

Exemple 4.14.1. On va reprendre le cas de 'exemple 4.13.4, & savoir le cas W = Dg, avec
@ = [572?45§7§7 174?5)2737 1743@)27l7§72347§737274a§7 172];

et pour
6: [47 37 674’57 27 3747 6’ 17374’ 57 2)37 2]7
on a comme indices des lettres de 7 [1,3,5,7,8,10,11,13,14,16,17, 18,19, 21, 22, 23].

On va considérer m = 6, m + 1 = 7 (soit pg = 10 et p; = 11) et donc regarder les carquois des
modules :

I'g>10 et C(fis 0 -+ o 1 (Vig)),

ainsi que les carquois des modules :

Iz>11 et Cfig o -+~ o fir(Vig)).

On va maintenant illustrer les fonctions tg et Tig.

Pour passer de la figure 4.12 & la figure 4.14, on a 15(Wizs) = Wia7, te(Wie,e) = Wi+ = Waaz
car ip, = i16 et enfin 15(Wig,6) = Wis 7. En ce qui concerne les fleches, on a $14,10.6 qui n’a pas d’image,
t6(B15,12,6) = P15,12,7, L6(S19,16,6) = Br9,16,7 €t t6(B10,16,6) = Pi6,22,7-

Pour passer de la figure 4.13 a la figure 4.15, on a fig(G1o,5) = Gio,6 €t fig(G7,5) = G7,6. De plus on
a ig(06,10,5) = 06,10,65 Fig(V14,10,5) = Q14,6,6 CAT 119 = ipy. g,6,5 N'a pas d’image par 7ig.

FIGURE 4.12 - T"

W>10
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Gi65 G| <+ — — — — Ggs
Q14105 ~v x
- /«m,a,s
P /7

Gig 5 Gias Gs 5

\ G
Ga15 G135
FIGURE 4.13 - C(fis 0o --- 0o i1 (T'w))
Wao,7 Wisz Wiz
B15,12,7
< ya
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FIGURE 4.14 — T'

W>11

Gao,6 Gis6 Giie
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G21 6 G13 6

FIGURE 4.15 - C(figo - -0 fi1(T'w))
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4.15 Hérédité du théoreme structurel
Au vu du lemme 4.13.2, on peut en déduire le résultat suivant :

Lemme 4.15.1. La famille de morphismes (pm,) admet une réciproque partielle :

Wim+1, Bjejem+1) = (Gims @, o m) 4
o W, . Giatmr— st 0™~ > €(i,m)
el ¢ Dy sinon
Démonstration. On a montré au lemme 4.13.2 que le carquois I'g,, était inclus dans le carquois 'y, ;.
La condition pour que le morphisme soit défini correspond a la condition pour qu’un sommet appartienne
aleq,. O

m

Lemme 4.15.2 (Retour a la disposition habituelle du point 5 du théoréme 4.6.1). Dans la graine
Cliim o0 fu(Vir)), 0<m < ¢,
alors la ligne de couleur iy, , est dans la configuration 5 du théoréme 4.6.1.

Démonstration. Ce lemme utilise le lemme 4.15.1. En effet, on veut prouver que le carquois ', est dans

-
la configuration cherchée. En fait, on commence par prouver que c’est le cas pour le carquois 'y, _, .
C’est immédiat par le lemme 4.8.1 en prenant ici pour W, Wyp,,,, €t pm41 pour wp. Ainsi on sait que la
ligne qu’on va muter dans ce carquois est dans la bonne configuration.

Maintenant on doit se ramener au sous carquois I',,. On va donc avoir potentiellement des suppres-
sions de sommets. Cependant, on ne va avoir aucune suppression sur la ligne qu’on va muter. En effet,
par minimalité de 7 il n’existe aucune lettre de la couleur i,, ., dans intervalle {p,,...,pm+1}, dans le
cas contraire, ce serait cet indice la qui serait utilisé par p,,4+1. D’autre part, on ne peut pas avoir p,, de
cette couleur, sinon le mot 7 aurait deux lettres de méme couleur accolées et donc serait simplifiable, ce
qui est absurde : T était supposé réduit.

Or, si on avait 'apparition d’une barbe initiale sur la ligne p,,+1 cela signifierait qu’on a supprimé un
sommet d’un triangle de cette ligne. Le carquois I',, vérifie donc la bonne configuration. O

On va supposer ici qu’on est dans la configuration du 4.9.1 et qu’on est dans la graine G = C(R) ou
R = pj+ o Hj(v=1)+ O+ 0O 15O frm—10 flm—2 0+ o fi1 (Vi)

avec fly = fjv+ O fljv—1)+ O+ O [ij.

Point 1

On part du point 1 du lemme 4.9.1. A cet instant de la mutation, seul le module Rj+1+ n’a pas
nécessairement des coordonnées d’indice inférieur & m non-nulles (en fait seule la coordonnée d’indice m).
Cependant comme kOtD+ > (kmax)"‘(k’m)*, dans les graines coupées suivantes, ce module sera retiré.
Ainsi la vérification de ce point pour tous les sommets est assurée et donc on a la validité de I’hypothese
1 du théoréme 4.6.1 pour la graine C(fi,, o - - - fi1 (Viz)).

Point 2

Par le point 2 du lemme, on a une seule fleche horizontale dans un sens incorrect Ryy+1)+ — Riv+.
L’exclusion du module Ry +1)+ des prochaines graines coupées entraine la suppression de cette fleche
(entre autres) et donc la graine nouvellement formée satisfait a nouveau la condition 2 du théoréme.

Point 3

Par le point 3 du lemme, identique au point du théoréeme, on sait que sans ’exclusion du sommet,
le point est toujours valide. Si on exclut un sommet, on ne fait que retirer des fleches ordinaires et pas
en créer entre deux lignes de couleur non-adjacentes. Apres suppression, la condition 3 du théoréme est
donc vérifiée.
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Point 4

Par le point 4 du lemme, chaque ligne est dans la bonne configuration avant exclusion du dernier
sommet de la ligne i;. Apres exclusion, on aura retiré des fleches ordinaires et une fleche horizontale (si
le sommet n’est pas le seul de sa ligne).

Si la fin de la ligne ¢; était en phase (e), on l’a juste raccourcie d’'un sommet, si on avait une barbe
finale, elle disparait en ne remettant pas en cause la validité de 'hypothese, si elle était la fin d’une suite
de dents successives, la derniére dent est amputée, la partie droite formant alors une barbe finale. Si elle
avait une barbe initiale, la dérogation est supprimée et on n’a plus que la phase (a) pour ce couple de
lignes. Si elle était en phase (a), on a désormais une phase (a) raccourcie d’'un sommet. On a les mémes
raisonnements pour les phases (d), (c) et (b) si on regarde une ligne d’une couleur adjacente.

Ainsi dans chacun des cas la structure en dents de scie est conservée sur la couleur ¢; et les couleurs
adjacentes et les autres lignes ne sont pas modifiées. Donc aprés suppression du sommet de fin de la ligne,
le point 4 du théoréme est vérifié.

Point 5

Ici on ne peut pas utiliser une extension du point 5 puisqu’on doit regarder la ligne 4,,,,, qui est
différente de la ligne i;. Cependant, on a le lemme 4.15.2 qui nous permet de conclure. Si jamais m = ¢
et donc que le lemme ne s’applique pas, 'hypothése du théoréeme est vide et donc vérifiée.

Point 6

Le point 6 du lemme, nous dit que tous les sommets sauf Rj<w+1)+,m,1 vérifient la bonne identité
combinatoire de leur ¢ premieres coordonnées, par rapport au point 6 du théoréme (donc pour a(j,m)).
Ainsi supprimer le dernier module « fautif » permet de vérifier immédiatement le résultat voulu.

Conclusion

Ainsi on a montré que si les conditions du théoreme étaient vérifiées pour fi,,—10--- o fi1(Vi), elles le
sont & nouveau pour fim, © fim—1© - - o fi1 (V) et donc on a montré ’hérédité. L’initialisation étant aussi
vérifiée, on a prouvé par récurrence que pour tout 0 < m < ¢ la graine coupée fi,, o - - - o iy (Vz) vérifiait
la structure du théoreme 4.6.1.

4.16 Preuve du théoréme final

On veut prouver le théoréeme suivant :

Théoréme 4.16.1 (Structure amassée sur les strates de variétés de drapeaux). Le module pe(Vy) est
une graine pour la structure amassée sur la catégorie Cy, .

Pour prouver ce théoréeme on va en fait chercher a prouver plusieurs résultats :
Proposition 4.16.2. Le module pe(Vig) est dans Cy

Démonstration. Le module de la graine pe(V5) est 'image par mutations et suppressions successives de
facteurs directs d’un module Vg € C,,. La catégorie C,, étant stable par mutations et facteurs directs, il
est immédiat que le module de pe(V5) est un module de Cy,.

Pour prouver 'appartenance de C¥, on va utiliser le point 1 du théoréme 4.6.1. En effet, si ’on prend
m = £, on a que tous les modules V; de la graine ont des coordonnées d’indice inférieur ou égal a ¢ toutes
nulles pour leur Az-vecteur ainsi tous les facteurs directs du module sont dans C”. Cette catégorie étant
stable par somme directe, on a que la somme directe des modules est dans C? et donc le module de pe (Viz)
est dans C” par la proposition 2.10.3. Il est donc dans Cy .- O

Proposition 4.16.3. Le module ue (V) est rigide.

Démonstration. Le module initial Vi est rigide car c’est une graine pour la structure amassée sur la
catégorie C,,. De plus on sait que la rigidité est conservé par les mutations. D’autre part si un module M
est rigide, par définition, pour tout sous-module N C M, N est rigide aussi. pe(Vi) se décomposant en
une succession de mutations élémentaires et de suppression de facteurs directs (un module ainsi privé d’un
facteur direct étant un sous-module du module originel), la rigidité de Vi entraine celle de pe(Vim). O

Proposition 4.16.4. Le module jie(Viz) est rigide maximal dans Cy
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Démonstration. On rappelle qu'un module rigide est dit maximal dans la catégorie C, s’il est rigide et
qu’il possede le nombre maximal de facteurs directs irréductibles possibles dans la catégorie.

Par la proposition 4.16.3, on sait que ue (Vi) est rigide. Par la proposition 2.7.18; on sait qu’un module
rigide maximal de C, ,, a £(w) —¢(v) facteurs directs distincts. D’autre part, initialement Vg possede ¢(w)
facteurs directs irréductibles distincts. A la fin de p,, on retire les modules dont les indices appartiennent

\

a

U <5 < 0w) i =ik | § > Gna)*<F07 )
kel

Le cardinal de cet ensemble est

> alk0) =t

kel

Ainsi pe(Vir) possede £(w) — £(v) facteurs directs indécomposable distincts, est rigide et appartient & la
catégorie C, ,,. C’est donc un module rigide maximal de Cy 4. O]

Preuve du théoréme 4.16.1. Par la définition 2.6.9, un module rigide maximal basique sur I’algebre pré-
projective est une graine pour la structure amassée sur la catégorie. Par la proposition 4.16.4, on a donc
te (Vi) qui est une graine pour la structure amassées sur Cy 4. O]

Proposition 4.16.5. Les facteurs directs C,, o -projectifs de pe(Viy) correspondent aux sommets de I'g,
adjacents & l'un des sommets supprimés par S et aur sommets du carquois I'r, qui ne sont adjacents a
aucun autre sommet de I'g, .

Démonstration. Un module ne relevant d’aucune des deux catégories de la proposition est donc dans C, 4,
et adjacent uniquement a des facteurs directs de C, ,,. Donc si on le mute il est encore dans C, ,,.

Si le sommet Ry qu’on va muter est adjacent a 'un des sommets de Cy\Cy w, le sommet muté
appartiendra & Cy,\Cy 4, ainsi il n'est pas C, ,-mutable et est donc C, ,-projectif.

Si le sommet n’est adjacent & aucun autre, il n’est pas non plus mutable et donc C,, ,,-projectif. O

Proposition 4.16.6. Le carquois I'g,,, obtenu a partir de celui de Vi par les mutations successives de
e €t le retrait des sommets est le carquois du module e (V).

Démonstration. Par la proposition 4.16.5, les facteurs supprimés ne sont adjacents & aucun sommet non
Cy w-projectif. Ainsi la suppression de ces sommets ne supprime aucun fleche entre un facteur mutable et
un facteur (mutable ou C, ,,-projectif).

Le carquois obtenu, qui est un sous-carquois plein du carquois d’une graine de C,,, est donc le carquois
d’une graine de C, 4. O
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CHAPITRE D

Applications du théoréme

5.1 Equivalence de la définition des algorithmes de mutation

A la section 3.1, on a donné deux définitions pour la suite de mutations-suppressions & effectuer. A
I’aide de la preuve du théoreme 4.6.1, on peut maintenant prouver ’équivalence des deux définitions.

Proposition 5.1.1. Pour tout m, on a iy, = fimn-

Démonstration. On va utiliser les résultats du théoreme 4.6.1 pour en déduire les mutations définies par
ii. En effet, ici on ne va s’intéresser qu’aux coordonnées des A;-vecteurs d’indice < /.

On a donc que les coordonnées d’indice m non-nulles sont sur les modules Ry ,,—1 de la graine
fim—1 - fu1(Vip) tels que iy = i, . Et parmi ceux la, en fait on a ceux tels que

fmin(k)a(k,mfl)EB <m< f(koc(k,mfl)jt)

et tels que k < (kmax)a(k’m)_ (¢f. définition 3.2.1).

Le module de plus petit indice qui sera muté, s’il existe, est Ry, ,,—1 tel que m = f(k“(k””_l)“‘). Celui
de plus grand indice est celui d’indice (kmax)a(k’m)_.

D’autre part, par définition de ji.,,, on a qu’a ce point la, on va muter les sommets

(Pr)min) ™ -+ (D ) ™)

De plus on rappelle que par définition v,, = a(p,, m) et donc finalement fi,, mute les sommets
d’indices
(P )inin) < (P )ana) P~

Il nous faut donc montrer que

k = (kmax)a(hm)i g k = ((pm)max)a(pm’m)i,

et
m = fk**Fm D) o k= ((pp)min) P

Pour la premiére équivalence, comme (P )max = kmax €t a(pm, m) = a(k, m), elle est évidente.
Pour la deuxiéme équivalence, par définition de f on a que le plus petit k tel que f(k*Fm=D+) =m
est celui vérifiant
ka(k,mfl)qL = Din.
En effet, il vérifie bien P’égalité et si on a un j de méme couleur tel que joFm—1+ < palkm—1+ zlorg
jAEmTIT < py et f(GAEmTUE) <m.
Ainsi I’équivalence peut se réécrire :

P = pokm—1+ oy ((pm)min)ﬁm—i- — k.
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On part du membre de droite auquel on applique (v, — 1)+ = (a(k,m) — 1)+ = a(k,m — 1)+ car
ik = ip,,, ON a alors
((Pm)min) (e HBm =D+ — plalkm—1)+

Or on sait que v, + B = Card{l < k < py, | ix = 4p,, } c’est & dire le nombre de lettres de couleur
ip,, d’indice inférieur ou égal a p,, dans w. Alors, si on part de la premiére lettre de @ de couleur iy,
et qu’on la décale du nombre de lettres de méme couleur dans W<, on atteint 'indice p;, et donc ici
((prm)min) O Tm =D+ = p et on a bien p,, = k*Fm=1+,

Ainsi, les deux définitions de mutations mutent les mémes sommets dans le méme ordre, elles sont
donc équivalentes. O

Corollaire 5.1.2. On a pe(Viz) = p* (V).

5.2 Suites rouges et vertes

Dans cette section on va examiner la suite de mutations du théoréme 3.1.12 du point de vue de la
théorie des suites rouges-vertes de Keller. On commence par rappeler quelques définitions.

5.2.1 Définitions

Dans cette section on se basera sur [KD20].

Définition 5.2.1. Soit Q un carquois a n sommets. Le carquois encadré @ est obtenu a partir de Q)
en ajoutant pour chaque sommet 7 € (Jp, un nouveau sommet 7’ et une nouvelle fleche i/ — .

Dans ce contexte on appellera ces nouveaux sommets 7' des sommets gelés.

Soit R un carquois obtenu & partir de @) par une suite finie de mutations (sur les sommets ¢ € @). Un
sommet est dit vert par rapport a @ s'il n’est la source d’aucune fleche @ — j' ol j/ € R est un sommet
gelé. Inversement un sommet est dit rouge par rapport a @, s’il n’est le but d’aucune fleche ayant pour
source un sommet gelé j' € R.

Remarque 5.2.2. Comme le carquois de la définition 2.6.21 est le carquois de l’algebre d’endomor-
phismes de Vi (et pas le carquois de Ualgébre opposée) nous devons utiliser des fléches i' — i au lieu des
fléeches i — ' de [KD20].

Remarque 5.2.3. Tous les sommets d’un carquois sont verts par rapport a lui-méme.

Théoréme 5.2.4 ([DWZ10, Théoréme 1.7]). Tout sommet non-gelé de R est soit vert soit rouge par
rapport a n’importe quel carquois de sa classe de mutation.

Définition 5.2.5 (Suites verte, verte maximale, rougissante). Une suite de sommets k = (ky,...,kyn)
d’un carquois initial @) est verte par rapport a un carquois R donné si pour chaque 1 <t < N, le sommet
k; est vert par rapport a R dans le carquois partiellement muté :

-~

Hkeq OO gy O [k (Q)

Une suite est verte maximale par rapport a R si elle est verte par rapport a R et si tous les sommets
non-gelés de p;(Q) sont rouges par rapport a R.

Une suite est rougissante par rapport a R si tout les sommets non-gelés de ,ui(é) sont rouges par
rapport & R (sans nécessairement que la suite soit verte).

Conjecture 5.2.6. La suite des sommets de Vi mutés par pe est une suite verte par rapport a V.

Exemple 5.2.7. On se place dans le groupe de Weyl de type A4 avec
w=[3,2,3,1,4,3,2,3] et v = 54528351852.

On représente a la figure 5.1 le carquois de Vi (dont les sommets sont en vert) ainsi que son encadre-
ment en bleu.

Ici pe = S(ug o ps o p2). On va regarder I’évolution du carquois au fur et & mesure des mutations,
en représentant en vert les fleches ayant pour but un sommet gelé, en rouge celle ayant pour source un
sommet gelé. On représente en vert ou en rouge les sommets selon leur coloration au sens de la définition
5.2.1.

Apres avoir retiré les sommets, on obtient le carquois de ue(V5) a la figure 5.5
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Vs
t
‘/'r/
\Z Va
} t
7 Vi
Vs Vs V3 Vi
t t t t
Vg ; Vi Vi
Vi
t
Vi

FI1GURE 5.1 — Carquois encadré de Vi

V7
}
v/
Vs
t
Vg
Vi
t
V]

FIGURE 5.2 — Carquois encadré de ps (V)
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Vs
t
%
Va Vo
t '
Vi Vs
VE% VES Vj V1
t t v t
Vg | V3 |41
Vy
t
Vl/

FIGURE 5.3 — Carquois encadré de ps o g (Vi)

7! Ves // !
Vs Vs V3 Vi

FIGURE 5.4 — Carquois encadré de ug o us o ua(Vig)

Vs V3 Vi
Vi Vé Vi

FIGURE 5.5 — Carquois encadré de pq(V5)
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Proposition 5.2.8. La suite des sommets de Vi, mutés par 1, est une suite verte par rapport a V.

Exemple 5.2.9. Comme dans 'exemple 5.2.7, on va regarder l'effet de pe sur le carquois Vi mais cette
fois pour les sommets rouges et verts déterminés en fonction du carquois V;. On utilise ici la complétion
0=1[4,1,2,3,1,2,1,4, 3,2] et on part du carquois de V,, pour arriver au carquois de V,;, d’ott on en déduit
celui de V7 avec w = [4,1,3,2,3,1,4,3,2,3]. On a le carquois de la figure 5.7 qu’on va muter. On remarque
qu’on a renuméroté les sommets colorés en cohérence avec w mais les sommets gelés ont gardé les noms
qu’ils avaient dans V,,. Leurs positions ont pu étre modifiées pour des raisons de lisibilité du carquois.

‘/9 < ‘/() - ‘/'1
? 4 }
Vi = Vi
T t !
144 V2 %4
Vi = Vs
n t
Vi 10 - V3
t
v v
FIGURE 5.6 — Carquois 1713
Vs
? \
Vs V2
t
v
Vi = ’ Vi
1 / ?
V! 2

?
Vi

FIGURE 5.7 — Carquois de Vg avec une Vj-coloration des sommets

Et finalement, a la figure 5.11, on obtient des colorations différentes de la figure 5.5. Cependant dans
ces deux exemples, la suite de mutations effectuée était verte.
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Vz
t
v v v
Vs Vs Vs Vi
t t
vz vy
Vy
t
V3

FIGURE 5.8 — Carquois de ps (V) avec une Vi-coloration des sommets

Vs
t
Vs

V7 X
t
‘/7( g; ‘f / ‘/71/

Vs Ve Vs Vi
t {
: vy
Vi
4
4

FIGURE 5.9 — Carquois de p3 o p2(V4) avec une Vy-coloration des sommets
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V7
t
|74
15 Ve
t
v/ vy
Vi
t
Vi

FIGURE 5.10 — Carquois de pg o ps o po(Vem) avec une Vy-coloration des sommets

%4

)

T

Ve Vs Vi

FIGURE 5.11 — Carquois de pe (V) avec une Vi-coloration des sommets
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Démonstration de la proposition 5.2.8. Le module V,; (et son carquois) est dans la classe de mutation de
V, - on peut passer de ¥ a w par une suite de 2 et 3-mouvements. Les 2-mouvements se traduisent par une
renumérotation des sommets, les 3-mouvements par une mutation et une renumérotation des sommets.

Dans la suite, on va noter Fy le foncteur Homy (V;, —). Par la preuve de l’algorithme, on a vu que
le calcul des A;-vecteurs s’effectue toujours en prenant en compte la suite exacte courte dont le module
a muter, Ry, est le noyau, comme expliqué dans le corollaire 4.12.5. Par [GLS11, Proposition 12.4], on
a équivalence entre le fait qu’une suite exacte courte soit Fy-exacte et une condition sur les dimensions
de ses vecteurs de B,-dimension. Cette condition est équivalente au fait de choisir la suite exacte courte
dont Ry est le noyau.

D’apres [KB20], ceci est équivalent au fait que la mutation est verte par rapport a V;.

Ainsi les mutations de pe sont des mutations vertes par rapport a V. O

Remarque 5.2.10. Comme on peut le voir dans lexemple 5.2.7, la suite des sommets mutés par e
n’est ni une suite verte mazimale, ni rougissante.

5.3 Obtention des graines par quotient

On rappelle qu’on a décrit a la proposition 2.7.8 un procédé général pour construire des graines de
Cy.w : partant d'une graine 7" de C,,, on forme T'/t, (7). Malheureusement ce module n’est pas basique en
général, et on ne sait pas calculer son carquois. On conjecture ici qu’on peut trouver grace a ’algorithme
un sous-module basique, rigide et C, ,,-maximal de Vi/t, (Vi) et donc déterminer son carquois.

Conjecture 5.3.1. Soit Vi le module de la définition 2.6.20. Alors pe(Vig) est un sous-module basique
mazximal de Vg /t, (V).

Corollaire 5.3.2. L’algorithme ue permet de déterminer le carquois d’un sous-module basique, rigide,
Co,w-mazimal de Vg /t,(Vip).

Exemple 5.3.3. On reprend l’exemple 5.2.7. On rappelle qu’on a W de type Ay, w = [3,2,3,1,4,3,2, 3]
et v = 8482535152. On va déterminer C,, et C, d’apres la définition 2.4.12.

On a donc :
3 3 2 2
1 1 3 2 4 4
2 3

Cy, = Fac 20 123@2 ® 23

1 2 3 4
C” = Sub 4 0 3 69123 @ 1

3 4

On représente les facteurs de V4 dans la table 5.1, les sous-modules t,(V;) dans la table 5.2, et les
modules U; = V; /¢, (V;) dans la table 5.3.

Vi Va V3 Vi Vs Vs Va Vs

3 2
3,32, 2, 53 | 93y IR
4|1 3 9 3

TABLE 5.1 — Facteurs directs de Vg
On a donc
Umzvg/tv(vﬁ)z3@3@3@34@34@123
4

et le plus grand sous-module basique est :

3

53]

3

53]

1 3
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t'u(Vl) t’U(V2) t'U(VS) t'u(V4) t'u(VS) t'u(V6) tv(V7) tv(‘/S)

0 9 9 23 9 9 2 9
3

TABLE 5.2 — Facteurs directs ¢, (V;)

U |Uy |Us | Uy | Us | Us Uy Us

TABLE 5.3 — Facteurs directs de Viz/t, (Vi)

En appliquant /.4 comme dans 'exemple 5.2.7, on a pe(Vig) = 3 @ 3 & 4 2

4 3

4
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ANNEXE A

Algorithmes Sage

A.1 Prérequis

A.1.1 Imnstallation

Ces fichiers nécessitent d’avoir installé Sage sur sa machine. Les algorithmes ont été testés sur la ver-
sion 8.1 de Sage. Pour installer les fichiers, il faut récupérer ’archive disponible sur https://menarde01.
users.lmno.cnrs.fr/files/SageClusterStructureOnStrata0fFlagVarieties.zip et la décompres-
ser dans le dossier voulu. Ensuite, modifier le chemin dudit dossier dans le fichier run.sage a ’endroit
indiqué. Les indications données sont prévues pour une utilisation de Sage via l'invite de commande.
L’utilisation via un bloc-note ne devrait pas poser de probleme & partir du moment ou les fichiers sont
chargés mais cela n’a pas été testé.

A.1.2 Chargement des fichiers

On a deux possibilités pour le chargement des fichiers :
¢ les charger a chaque nouvelle session Sage

e les charger ponctuellement

Chargement persistant

Si 'on veut que Sage charge les fichiers spécifiques a chaque démarrage, il faut s’assurer de déplacer
le fichier init.sage a l'intérieur du dossier ~/.sage sur un systéme Unix (ou le dossier équivalent sur une
autre installation de Sage, se reporter a la documentation officielle du logiciel).

Si le fichier existe déja, il suffit d’insérer les lignes du fichier dans le fichier init.sage déja existant, en
vérifiant le chemin vers le fichier run.sage a la ligne démarrant par load.

A chaque démarrage de Sage, les instructions du fichier init.sage seront lues et les fichiers chargés.

Chargement ponctuel

Pour charger les fichiers, il suffit de charger le fichier run.sage et d’avoir correctement configuré ce
fichier comme indiqué a la section A.1.1. Pour cela il faut taper

load("chemin_ vers_ le_ fichier /run.sage")

en adaptant évidemment le chemin vers le fichier.

A.2 Exemples minimaux fonctionnels

Le but de cette section est de reproduire quelques exemples d’utilisation du code développé pendant
la theése dans certains cas parmi les plus usuels.
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A.2.1 Suivi de l’algorithme principal

[W,[s1,s2,s83,s84,s85,86]]=creerGroupeWeyl ("D6")

#0n créé un groupe de Weyl de type D6 et on nomme les 6 réflexiomns é
lémentaires du groupe.

w=W.random_element_of_length (25)

#0n tire au hasard un élément du groupe W de longueur 25

repw=motVersRep (w)

#0n récupére un représentant repw de 1’élément w

repw=modifAleatoireRep (repw,34,W) [0]

#0n modifie le représentant en lui appliquant 34 mouvements é
lémentaires (2 ou 3-mouvements, potentiellements répétés)

v=choixSousMot (W, repw)

v=choixSousMot (W, repw)

#0n choisit aléatoirement un élément v plus petit que w pour 1’ordre de
Bruhat

#0n doit le faire deux fois car la premiére itération renvoie souvent
1’élément

# w lui-méme

testAlgo2 (repw,v,enregistrement=True)

#0n teste notre algorithme dans le cas ou on a choisi le couple
(repw,v) comme données et on enregistrement le résultat dans le
dossier log du dossier ou on a mis le fichier run.sage

testAlgo2(repw,v,enregistrement=True,

.couperADroite=True)
#Idem que précédemment mais cette fois on a la graine coupée.

On obtient alors des fichiers images semblables a ceux de la figure A.1, A.2 ou A.3. Ici les données
de départ étaient W de type Dg, w = [3,4,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,1,2,3,4,5,1,2,3,4,1,2,3,1,2,1] et v =
535456525835455515253545654535152S571.

Delta_v vecteursDelta_w vecteurs

& v3: fgﬁ- § +e03
V6 : Vﬁlf%? S 1883+ e00
vﬁ §§§E i §§$§§§1583-em
W mrperiniiigias..
MR g 1e2:1 54 §g$§§$$§:$ﬂ+ﬂs
v e L B e
e HiE 3 IR .
N s ﬁi'ngﬁgiﬂgf i §§§§ IR e
Yv ' V26 oy, TSR TRATASTHITHITEET A TEba T el 18318304 oy
AVl .

liste des aretes :
(1,3),(2,5),43,6),(4.8), (59 ,(610), (7,12), (8,13) , (9, 14) , (10, 15),
(11,21), (12,17), (13, 18), (14,19) , (15, 20), (16, 25), (17, 22) , (18, 23), (19, 24) , (21, 28),

LN

V30 16 (22, 26), (23,27) ., (25,30) , (26, 29), (2, 1), (3,2), (4,2) ,(5,3),(5,4),(7.4),
° (6,5),(8,5),(9,6),(8,7),(11,7),(9,8) (12, 8), (10,9) , (13, 9) | (14, 10},
W est de type D6 (17,11), (13,12) , (16, 12), (14,13) , (17, 13), (15, 14) , (18, 14) , (19, 15), (22, 16) , (18, 17) ,
repwvaut[3,4,6,2,3,4,51,2,3,4,6,1,2,3,4,51,2,3,4,1,23,1,2,1] (21,17), (19, 18) , (22, 18), (20, 19) , (23, 19), (24, 20), (26, 21) , (23, 22), (25, 22) , (24, 23),
v a pour représentant [3,4,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,4,3,1,2,1] (26, 23) , (27, 24), (29, 25) , (27, 26) , (28, 26) , (29, 27) , (29, 28), (30, 29) ,

FIGURE A.1 — Exemple de sortie de lalgorithme (graine initiale non-coupée)

Delta_v vecteursDelta_w vecteurs

V1: 30 e
" FV_E €88 + e10
V5: Tahst HAElR 1808 + e1s
R Rk
) : g9 80 18+ era
vii: (g
Vi3
v
v
v
v
v
v
v
v
v
§
v
Vi

liste des aretes
(1.2).(1,3),(2.5,3.5).(3.6). (42).(4,8),(51), (54,59,
(6,9),(6,13), (7,4),(7,11),(7,13), (8,5), (8, 7), (8, 17) (9, 3) , (3, 12),

V3025 V16 (10,11), (10, 19), (11, 14), (12, 6), (12, 8), (12, 16}, (12, 18), (13,12) , (13, 14), (14,7),
Mutation : $(13)o5(12): (14,10), (14, 18), (15, 10) , (15, 24) . (16, 9) , (16, 22) , (17, 12), (17.21) , (17, 23), (18,13) ,
S(16)95(14)05(18)c:1305(17) ojx1205(21)05(10)5(19)op 1405( 23) 018011 305(22) o p1701265(25)ox1605(26) 02201 17opu 12047 “2138‘11;)‘[[21;‘21;) ,((21?,11;)),((21494,2105’>,‘42159,1267))‘[(2250‘21;),((2251,353), ((2215’ 2282))‘ ‘(2226 1279))' ([2227' 2253])’
S(27)0pi230p180p1 30180 u40S5(15)0p: 100 u60p 3op105(24)op19op140p9 0pSop 205(20)0 pl502100p60p30p1(T) court correctement decoupe (27,24), (28, 26), (29, 25) , (29, 27), (29, 28) , (30, 29),

FIGURE A.2 — Exemple de sortie finale de I’algorithme (graine de C, )
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:

Delta_v vecteursDelta_w vecteurs
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g% TE88 + e10
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ot
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¥

3:
5
B
v
liste des aretes :

(1,3),(2,5),(3,6),(4,8),(509),(610),(7,12),(8,13), (9, 14) , (10, 15),
(11,21), (12,17), (13, 18), (14, 19), (15, 20), (16, 25) , (17, 22) , (18, 23), (19, 24) , (21, 28) ,
(22,26), (23,27), (25, 30),(26,29), (2,1),(3,2),(4,2),(5,3),(5,4),(7.4).
(6,5),(8,5),(9,6),(87),(11,7), (9, 8), (12, 8),(10,9) , (13, 9), (14, 10),

W est de type D6 17,11), (13,12) , (16, 12) , (14, 13) , (17, 13) , (15, 14) , (18, 14), (19, 15) , (22, 16) , (18, 17),
repw vaut[3,4,6,2,3,4,51,2,3,4,6,1,2,3,4,51,2,3,4,1,23,1,2,1] (21,17), (19,18), (22, 18), (20, 19) , (23, 19) , (24, 20) , (26, 21), (23, 22), (25, 22) , (24, 23) ,
v a pour représentant [3, 4,6,2,3,4,5,1,2,3,4,6,4,3,1,2,1] (26, 23),(27,24), (29,25) , (27, 26) , (28, 26) , (29, 27) , (29, 28), (30, 29) ,
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FIGURE A.3 — Exemple de sortie de l'algorithme (version coupée de la graine initiale)

Sur les images de gauche on voit les carquois (dans le cas des graines coupés les sommets en jaune
sont ceux appartenant a C¥). Les sommets en bleu ciel sont des sommets C,,-projectifs (mais il peut aussi
en exister parmi les sommets quelconques). Sur les images de droites on a les A, et Ay-coordonnées de
chacun des facteurs directs de la graine puis la liste des arétes. Pour des raisons techniques apparaissent
aussi des sommets isolés qui appartiennent a V,;, mais pas a Vi et les fleches adjacentes sont toujours
listées méme si non représentées.

Ici, on a fait le choix de tirer les données au hasard, mais on peut tout a fait imposer des conditions.

[Ww,[s1,s2,s83,s84,s85,s6]]=creerGroupeWeyl ("D6")
#0n créé un groupe de Weyl de type D6 et on nomme les 6 réflexions é
lémentaires du groupe.

#0n récupére un représentant repw de 1’élément w

#0n choisit un élément v plus petit que w pour 1l’ordre de Bruhat

testAlgo2(repw,v,enregistrement=True)

#0n teste notre algorithme dans le cas oud on a choisi le couple
(repw,v) comme données et on enregistrement le résultat dans le
dossier log du dossier ou on a mis le fichier run.sage

testAlgo2(repw,v,enregistrement=True,

.couperADroite=True)
#Idem que précédemment mais cette fois on a la graine coupée.

A.2.2 Génération du carquois de V5

Afin de générer une graine initiale, on a deux fonctions selon que 1’on veut connaitre ses vecteurs A
et A, d’'une part ou la coloration de ses sommets d’autre part.

Pour obtenir les Aj-vecteurs et A, -vecteurs, le plus simple est en fait d’utiliser I’algorithme général
mais de ne lui faire faire aucune mutation. Seulement on ne peut pas lui indiquer une liste de mutations
vides (sinon il va directement calculer la liste de la définition 3.1.7). L’astuce est donc de lui demander
de faire deux fois la méme mutation.

#0n suppose qu’on a déja défini W, les réflexions

#initiales et le représentant repw et 1’élement v

testAlgo2(repw,v,listeMutations=[(1,0) ,(1,0)],enregistrement=True)

#Ici en fait on lui indique de muter deux fois le sommet d’indice 1

#I1 affiche la sortie de 1l’algorithme et 1l’enregistre dans le dossier
indiqué

#L’algorithme renvoie des données dont le carquois, les matrices

#de $\Delta$-coordonnées, la liste des graphiques et la liste

#des mouvements de réécriture

Pour obtenir la Vg-coloration du carquois de la graine de Vi, on saisit le code suivant :

#0n suppose qu’on a déja défini W, les réflexions

#initiales et le représentant repw et 1’élément v
carquoisEncadreInitial (repw,W,affiche=True)
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#L’algorithme affiche le carquois,une liste de sommets

#colorés sur un autre graphique avec la liste des arétes
#et renvoie le carquois encadré.

Si on veut la coloration par rapport a une autre graine, on doit avoir le chemin de réécriture d’une
graine a l'autre et donc les représentants de wy contenant & droite les éléments qu’on veut considérer.
Par exemple pour avoir la V, coloration de la graine Vi (en fait V,;) on saisit le code suivant.

#0n suppose qu’on a déja défini W, les réflexions
#initiales et le représentant repw et 1’élément v

#0n calcule les représentants de w_O
repwcomplete=completeMot (repw,W)

repvcomplete=completeMot (motVersRep (v) ,W)

#0n calcule la liste de mouvements de réécriture de 1l’un a 1l’autre
liste=calculMouvementsTresses (repvcomplete ,repwcomplete ,W)

#0n génére le carquois de V_v
Q=carquoisEncadreInitial (repvcomplete ,W)

#0n lui applique les mouvements de réécriture
R=appliquerListeMouvementsSSVZCarquoisCvecteurs (Q,liste)

#0n affiche le résultat
genCarquoisCVecteurs (R, repwcomplete)




ANNEXE B

Exemple de fonctionnement de I’algorithme

Tout au long de ce chapitre on mettra en parallele les calculs faits & la main et les sorties de 'implé-
mentation Sage. Dans I'implémentation, les arétes seront représentées par un couple de deux entiers, cor-
respondants aux sommets, le premier étant la source, le second le but. Les sommets négatifs sont en fait les
sommets gelés apparaissant dans la coloration rouge-verte du carquois. On va détailler ’application de ’al-
gorithme 3.2.4 au cas d’un groupe de Weyl W de type D5 avec w = [5,1,3,2,4,3,2,5,1,2,3,4,3,2,1, 3,2]
et 7 = [3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3]. On associe une couleur & chacune de réflexions élémentaires de W :
1,2,3,4,5. Par la suite, quand on aura besoin d’un représentant de wy contenant w a droite, on choisira
w = [4,3,2,5,1,3,2,4,3,2,5,1,2,3,4,3,2,1,3,2]. On commence par mettre en évidence 1’écriture de ©
dans w :

w=15,1,3,2,4,3,2,51,2,3,4,3,2,1,3,2]

On a donc I’équivalence entre les indices i et p; de la table B.1.

Indice dans ¥ (p;) | Indice dans w (k) | Couleur (ix = 1,,)
1 2
2 3
3 4
4 5
) 6
6 9
7 10
8 12
9 13
10 14
11 15

TABLE B.1 — Correspondance entre les indices k et p;

On peut déja déduire, par la définition 3.1.7 les sommets qui vont étre mutés par l’algorithme (on
colore les uy selon la couleur iy de k dans W) :

= So id o id o id o us o O (43 O [l O L7 O[5 O [io O o O 4y O fbg O 143 O [L12 O L7 O L5 O [
He < M5 O [1o © [3 He O b7 O [b5 O [l O fl11 O g O fbg O Jbg O [43 O [L12 O [L7 O [i5 O [l

K11 K10 Ko s w7 M6 s fha 3 2 M1

B.1 Données initiales

On détermine & la main le module V4 dans la table B.2 ainsi que son carquois a la figure B.1 (on
lit la couleur des modules & la couleur de leur socle). On donne & la figure B.2 I’équivalent de la sortie
de l'implémentation (ou les facteurs directs indécomposables sont représentés par leur A-vecteur qu’on
calculera ci-apres.
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— V1o

FiGUurEe B.1 — Carquois de Vg

Vi Va Vs Va Vs Ve

[\)
[N}
>~
—
)
oo
[N

w

[\
ot
[\
=~
ot
—
w
w
'S
ot
—_
w

TABLE B.2 — Décomposition de socle des modules V;

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1: f14 e0l
V2: fol +fla e02
V3: f02 +f14 e03
V4 : f03 +f14 e0l + e04
V5: fol +f04 e02 + e05
V6 : 05 e06
V7: fOl +f04 + f17 e02 + €05 + e07
Vv8: 03+ fld + f20 e0l + €04 + €08
Vv9: 02+ f06 + f20 €03 + e09
V10 : f07 +f17 elo

V1l: f03 + f14 + f19 eOl + e04 + €08 + ell
viz: fol + fo4 + f08 + f14 + f19 e02 + e05 + €07 + el2
Vi3 f05 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14: f03 + f10 + f20 e0l + e04 + €08 + ell + el4d
V15: fOl + f04 + f08 + f11 + f17 + f20 €02 + €05 + €07 + el2 + el5
V16: f02 + f06 + f12 €03 + e09 + el6
V17: f07 + f15 + 20 el0 + el7

V19
V20 :

liste des aretes :

(1. 4),(2.5),(3,9),(4.8),(5 7)., (6,13), (7, 12),(8,11), (9. 16) , (10, 17),
(11,14), (12,15) , (13, 20), (14,18}, (15,19) , (2, 1) , (3, 1), (4,2),(8,3), (7,4},
(6,5),(12,6),(10,7),(11,7),(9, 8), (14,9), (15, 10}, (12, 11), (13, 12), (14, 12),
(19,13) , (15, 14) . (16, 14), (17. 15) , (18, 15) . (18, 16) , (19, 17) , (19, 18) , (20, 19) ,

W est de type D5
repwvaut[5,1,3,2,4,3,2,51,2,3,4,3,2,1,3, 2]
Vv a pour représentant [3, 2, 4,3,5,1,4,3,2,1,3]

FI1GURE B.2 — Sortie de 'implémentation
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B.2 A-stratification

Ici on va appeler L; les modules déterminant les Az-vecteurs. On appellera W; les facteurs directs
indécomposables de V;, et M; leurs quotients déterminant les A -vecteurs.

L, Lo L Ly Ls Lg Ly Lg Ly
2 2 2 2 1 2 4
3 1 1 3 3
4
Lo Ly Ly L3 Ly L5 Lig L7
2 3 1 3 1 4 4
1 3 2 . 2 4 3 2 3
2 3 3 5 3 5
3 5 5 5
5

TABLE B.3 — Décomposition de socle des modules M;

Afin de définir les Ag-vecteurs, on choisit la complétion! de T en

Ce qui nous donne les facteurs directs indécomposables (W;) de V; de la table B.4 qui se stratifient

selon les modules M; ; de la table B.5

b =1[5,3,4,2,3,5,4,2,1,3,2,4,3,5,1,4,3,2,1,3]

Wy Wy W3 Wy Ws Ws Wy
3 1 1 3 1 1 3
2 2 2 2 2
3 3 1 3
4 5
Ws Wy Wio Wiy Wi Wi Wiy
1 1 3 3 1 2
2 2 2 22 5 2 2 5 3
1 33 3 33 33 3 33 2
2 4 4 2 4 5 2 4 5 4 5 2 4 5 3
3 3 3 3 1 3 4
2 2 2
Wis Wi Wiz Wig Wi Wao
3 2 5 2 5 3 4
2 1 33 3 3 2 45 3
1 3 22 4 5 2 4 5 2 4 33 2
2 1 33 33 3 22 4 5 1 3
3 2 4 5 2 4 5 2 5 33 2
5 3 3 3 2 4 5 3
2 4 3 5

TABLE B.4 — Décomposition de socle des modules W;

1. Elle peut étre purement arbitraire, tant qu’elle est réduite. Ici on a choisit la sortie de I'implémentation.
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My Mo M3 My My Mg M
3 1 1 3 1 3
2 2 2 2 2
Mg My Mg My Mo M3 My
3 3 5 2
2 5 2 2 2
33 33 3
4 5 2 4 5 4
M5 Mg M7 Mg Mg My
3 2 2 5 3 4
2 5 33 3 3 4
3 4 5 4
4

TABLE B.5 — Décomposition de socle des modules M; ;
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B.3 A-vecteurs des modules initiaux

On a directement le A, -vecteur de chaque module V; dans la table B.6 comme dans la remarque
2.8.23.

V1 ‘/2 VS ‘/4 ‘/5 VG
(51 es €3 er +ey e+ €5
V7 Vs Vo Vio Vi Via
€2 +e5+ey e1+eq+eg €3 + eg €10 €1 testegtenn | et+esterten
Vis Vig Vis Vie Viz
+ e1t+estegtenntes|eatest+ertenters | es+eg+es e10 + €17

TABLE B.6 — A,-vecteurs des modules V;

Pour déterminer les A,-vecteurs, on pourrait utiliser les résultats du théoreme 4.3.10 mais on n’aurait
alors d’information que sur les ¢(v) = 11 premiéres coordonnées. Ici on va appliquer une autre stratégie
et utiliser le résultat suivant :

Théoréme B.3.1 ([BKT14, Propositions 5.26 & 5.27]). Soient W et Wa deux représentants d’un méme
mot réduit w, M un module de C,.
Siw et Wy différent d’un 2-mouvement (cf. définition 2.1.22) en position 1 < k < l(w) —1 et si on a
Ag(M) = [y - -+ > M2y b 1, My M1, - - -, 1]
alors on a
Aﬁz(M) = [nf(u))a sy M2 Mgy M- 1, M—15 - - - anl]-
Siw et wo difféerent d’un 3-mouvement en position 1 < k < (w) — 2 et si on a :
AE(M) = [ng(w), ey N3, M2, M1, Mgy Ng—1,5 - - - ,nl],
alors on a
Aﬁz (M) = [né(w)v ey ME43,7,4, Py N—1,5 - - - anl]v

ou
P = Nggo + Npypr — Min(ng, npyo), ¢ =min(ngio, k), T = Ngp1 +ng — min(ng, ngyo).

Ainsi, comme w et © sont deux représentants réduits de wq, pour déterminer le A,-vecteur d’un module
de Cy C Cy, = mod(A) on part de son Ay-vecteur et on détermine un chemin d’étape élémentaires de
réécritures en termes de 2 et 3-mouvements de w a v. Pour information ce sont les :

(17,18), (15,16), (9,10), (8,9), (9, 10,11), (8,9), (11,12), (12,13), (13,14, 15), (15, 16, 17), (14, 15),

(17,18,19), (16,17), (19, 20), (12, 13), (10, 11,12), (12,13, 14), (11, 12), (14, 15), (15, 16), (16, 17),
(17,18,19), (13,14), (7,8), (8,9,10), (10, 11), (11,12), (12, 13), (13, 14, 15), (12, 13), (15, 16, 17), (14, 15),
(10,11),(2,3), (3,4,5), (5,6), (1,2,3), (3,4), (4,5), (5,6,7), (4,5), (2,3,4), (1,2), (7,8),
(8,9,10), (10,11,12), (9,10), (12,13), (13, 14)

Ensuite on applique le théoréme B.3.1 pour calculer a chaque étape de réécriture le A-vecteur du module.
On obtient alors les Ay-vecteurs de la table B.7

Vi Vs V3 Vy Vs
fla fi+ fua fo+ fua f3+ fia fi+fa
Ve Va Vs Vo Vio
fs f1+ fa+ f1r f3 + fia + foo fa+ fo + foo fr+ fiz
Vi1 Via Vi3 V14 Vis
fs+fratfro| it Sfatfos+ fiat fro| fs+ fo+ frat fro| f3+ fio+ foo | f1+ fa+ fs+ fu1+ fir + fao
Vie Viz
fa+ fo + f12 fr+ fis + fao

TABLE B.7 — Aj-vecteurs des modules V;
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On a donc les données de départ de notre graine en joignant le carquois B.1 et les tables B.6 et B.7.
On retrouve les tables B.6 et B.7 dans la sortie de 'implémentation reproduite a la figure B.3, les
Ay-vecteurs étant en rouge, les Ay-vecteurs en vert (aucun lien avec la coloration rouge-verte de Keller).

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs
V1: fl4 e0l
V2: f01 + f14 e02
V3: f02 + f14 e03
V4: f03 +fl4 e0l + e04
V5: f0l +f04 e02 + e05
V6 : f05 e06
v7: 0l +f04 +f17 e02 + e05 + 07
v8: f03 +fl4 + f20 e01 + e04 + €08
Vv9: f02 + f06 + f20 e03 + e09
Vv10: f07 + f17 el0
V11l: 03 + f14 + f19 e0l + e04 + €08 + ell
V12 : fol + f04 + f08 + f14 + f19 e02 + e05 + €07 + el2
V13: f05 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14: f03 + f10 + f20 e01 + e04 + €08 + ell + el4
V15 : fol + f04 + f08 + f11 + f17 + f20 e02 + e05 + €07 + el2 + el5
V16: f02 + f06 + f12 e03 + e09 + el6
V17: fO7 + f15 + f20 el0 + el7
V18 :
V19 :
V20 :

liste des aretes :
(1,4),(2,5),(3,9),(4,8),(5,7),(6,13),(7,12), (8, 11), (9, 16), (10, 17),
(11, 14), (12, 15), (13, 20) , (14, 18),(15,19),(2,1),(3,1),(4,2),(8,3),(7.4),
(6,5),(12,6),(10,7),(11,7),(9,8), (14, 9), (15, 10), (12, 11), (13, 12), (14, 12) ,
(19,13), (15, 14), (16, 14), (17, 15), (18, 15), (18, 16}, (19, 17), (19, 18), (20, 19),

Ficure B.3 — Vi

On remarque que, comme ¢(v) = 11, en vertu du critére énoncé par la proposition 4.16.2, les modules
dont le Ay-vecteur est nul jusqu’a la onzieme coordonnée incluse appartiennent a Cv. Ils sont représentés
dans la table B.7 par une case jaune pale. Ici on a uniquement V; dans ce cas. Il est donc évincé.

B.4 Lien avec le théoréme 4.3.10

On peut ici illustrer les résultats du théoreme 4.3.10 en remarquant que les premieres coordonnées
des A,-vecteurs de la table B.7 sont bien égales aux coordonnées des A -vecteurs de la table B.6 pour
la correspondance de la table B.1.

Par exemple on doit avoir pour chaque module Ay 3(Vy) = Ay 4(Vi) pour chaque module (Vk)i(fl) .
En effet, pour chacun des modules ayant une quatrieme A,-coordonnée non nulle (Vy, Vg, Vi1, Vi4), ces
modules ont une troisieme A -coordonnée non nulle. Et ce sont les seuls pour laquelle cette coordonnée

est non nulle.

B.5 Lien avec la définition alternative de I’algorithme

On a vu au début de cette section que la premieére suite de mutations serait g1 o 7 o s o pg. On
détermine, & partir de la table B.7 I'ensemble A (V) défini a la définition 3.2.1.

On détermine d’abord la borne by, = ((p1)max)* PV~ Ici p1 = 2. 2max = 14 et a(2,1) = 1. Ainsi
b= 14" = 12. A;(Vi) est donc l'ensemble des indices des modules ayant une coordonnée 1 non nulle
dans leur Ag-vecteur et dont lindice est inférieur ou égal & 12. On a A; (V) = [2,5,7,12] et donc

fi1 = j112 © f7 O 5 O flg = fi1.

B.6 Calcul de la V;-coloration des sommets

On illustre ici des définitions de la section 5.2. On représente a la figure B.4 le carquois encadré V,
dans sa coloration initiale. On rappelle qu'on a © = [5,3,4,2,3,5,4,2,1,3,2,4,3,5,1,4,3,2,1, 3].

On applique les différents mouvements de réécriture de v a w puis on supprime les sommets d’indice
supérieur a £(w) pour obtenir le carquois V-coloré de Vi 4 la figure B.5. Les sommets gelés n’ont pas été
renommeés au fur et a mesure des modifications mais ils ont été réarrangés afin d’améliorer la lisibilité du
diagramme. On voit a la figure B.6 la sortie brute des algorithmes.
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FIGURE B.4 — Coloration initiale de V;
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FIGURE B.5 — Carquois de Vg, V;-coloré
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rithme

B.6 — Sortie d’algo

FIGURE
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Dans la suite on colorera seulement les sommets sans représenter les sommets gelés et les fleches
adjacentes.

B.7 Mutations

On rappelle la graine Ry en dessinant a la figure B.7 son carquois et en rappelant ses A-coordonnées
a la table B.8. Les cases a fond jaune correspondent aux facteurs appartenant a C” et les sommets
correspondant dans les graphes seront encadrés. Les sommets seront colorés en rouge ou en vert selon
leur V-coloration et les fleches horizontales seront colorées selon la couleur de la ligne. On mettra a
chaque fois en paralléle les données calculées par nos propres moyens et les sorties de ’algorithme.

Les fleches ne sont pas toujours tres lisibles sur le graphique de gauche de la sortie de I'implémentation
alors elles sont énumérées dans les graphiques de droite. Les fleches adjacentes aux sommets 18, 19 et 20
sont des artefacts techniques et ne doivent pas étre considérés. Ici on a fait les suppressions au fur et a
mesure des mutations mais les arétes supprimées sont toujours listées.

Pour retrouver les graines coupées a chaque étape il faut regarder quels sont les sommets ayant des
coordonnées dans les graphiques de droite des sorties de 'implémentation et retrancher ceux qui sont
encadrés dans les figures montrant les sommets colorés.

Sur 'implémentation les sommets ayant des points bleus foncés sont des sommets n’appartenant pas
a la graine initiale, les sommets en bleu ciel sont des sommets correspondants a des facteurs non mutables
et les sommets avec un point rouge (couleur changée dans les derniéres versions de I'implémentation) sont
des sommets quelconques (potentiellement non tous mutables). La couleur rouge n’a ici rien & voir avec
la coloration rouge-verte de Keller.

On rappelle qu’on va faire la suite de mutations :

= S0 id o id o O [l5 O [L10 O [i3 © O [l7 O[5 O [19 O O (18 O [L4 O [lg O [13 O [L12 O [L7 O [i5 O [l
He ’/: H1o0 M3 M7 O s O [2 O 11 © g O Lhg O [lg O [13 O 12 O [b7 O [i5 O [42
M8

K11 H1o

%44 He Ha M3 H2 1231

Rro <— Rsp Ry
Rg 0
Ri7,0 Rio,0
F1cURE B.7 — Carquois de Ry
1 2 3 4 5
f1a J1+ fua Jo+ fua f3+ fua fi+ [fa
6 7 8 9 10
fs fi+ fa+ fir f3+ fia+ fao fo+ fo+ fao fr+ fir
11 12 13 14 15
fat+fuut+fio| i+ fa+fa+fiatfro| fs+ fo+ fra+ frio | fa+ fio+ foo | fr + fa+ fs+ fir + fir + fao
16 17
fo+ fo + f12 fr+ fis + fao

TABLE B.8 — Ay-vecteurs des modules R; o
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W est de type D5
repwvaut[5,1,3,2,4,3,2,5/1,2,3,4,3,2,1,3,2]
v a pour représentant [3, 2, 4,3,5,1,4,3,2,1, 3]

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1: fl4 e0l
v2: fol +f14 e02
V3: f02 +fl14 e03
V4: f03 +fl4 e0l + 04
v5: fol +fo4 e02 + e05
V6 : f05 e06
V7 fOl + f04 + f17 €02 + €05 + e07
v8: 03 +fl4 + f20 e0l + €04 + 08
Vv9: 02 +f06 + f20 e03 + 09
v10: fo7 +f17 elo
V1l: f03 + f14 + f19 e0l + e04 + €08 + ell
V12 : f0l + f04 + f08 + f14 + f19 e02 + e05 + €07 + el2
V13: f05 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14: 03 + f10 + f20 e01 + e04 + €08 + ell + el4
V15 f01 + f04 + f08 + f11 + f17 + f20 e02 + e05 + e07 + el2 + el5
V16: f02 +f06 + f12 e03 + 209 + el6
V17: {07 +f15 + f20 el0 + el7
V18:
V1g:
V20:

liste des aretes :

(1,4),(2,5),(3,9),(4,8),(5 7), (6,13}, (7,12), (8, 11), (9, 16) , (10, 17) ,
(11, 14), (12, 15). (13, 20). (14, 18) ,(15,19),(2,1),(3,1) ., (4,2),(8,3) . (7. 4) .
(6,5),(12,6),(10,7),(11,7),(9,8),(14,9),(15,10), (12,11), (13,12), (14,12),
(19,13), (15, 14), (16, 14), (17, 15), (18, 15) , (18, 16), (19, 17) , (19, 18), (20, 19) ,

FIGURE B.8 — Vi
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On va détailler la premiére mutation. On mute le module Rj .
Par le corollaire 4.12.5, on sait que le muté de Ry sera Ry ; vérifiant 1’égalité de A,-vecteurs :

Ay(Ra1) = Ay(Rs0) + Ay(Rip) = As(Rop) = fi+ fa+ fra—fi— fua=fa

On a alors le carquois de la figure B.9 et les mémes A,-vecteurs qu’a la table B.8 & 'exception de

)

Ri6,0 Ry 0 Rs30
Rig0 < Ri10 < Rs 0 Ry 0
/NS \ AN
Ri50 Rz —— Rs) RQ:/
\31:5,0/4 Ro‘,o/‘

Rl(),()

FIGURE B.9 — Carquois de usg(Rp)

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1: fl4 e0l
V2: f04 e0l + e05
V3: f02 + fl4 e03
V4: f03 + f14 e0l + e04
V5: f0l + f04 e02 + e05
V6 : f05 e06
V7: 01+ f04 + f17 e02 + e05 + €07
V8 f03 + f14 + f20 e01 + e04 + e08
Vo f02 + f06 + f20 e03 + e09
V10: f07 + f17 elo
V1l: 03 +fl4 + f19 e0l + e04 + €08 + ell
V12: fO1 + f04 + f08 + f14 + f19 e02 + e05 + e07 + el2
V13: fO5 + f09 + f14 + 19 e06 + el3
V14 : f03 + f10 + 20 e01 + €04 + €08 + ell + el4
V15: fol + fo4 + fO8 + f11 + f17 + f20 €02 + €05 + €07 + el2 + el5
V16: f02 + f06 + f12 e03 + 209 + el6
V17: fO7 + f15 + 20 el0 + el7
V18 :
V19
V20

liste des aretes :
(1,2).(2.4),(3,1),(3,9),(4,5),(4,8),(5,2).(5.7),(6,5), (6,13),
(7,4),1(7,12),(8,3),(8,11),(9,8), (9, 16), (10, 7), (10, 17) , (11, 7), (11, 14),
(12, 6), (12, 11}, (12, 15), (13, 12), (13, 20) , (14, 9), (14, 12}, (14, 18), (15, 10) , (15, 14),
Mutation : ;2(T) (15, 19), (16, 14) , (17, 15), (18, 15) , (18, 16) , (19, 13), (19, 17), (19, 18), (20, 19),

FIGURE B.10 — pua (V)

On continue sur le méme principe pour finir 7 et on obtient la figure B.11 et la table B.9.

1 2 3 4 5
fia fa fo+ fia f3+ fia fa+ fir
6 7 8 9 10
fs fa+ fs+ fia + fio f3+ fia + foo fo+ fo+ fa0 fr+ fiz
11 12 13 14 15
fs+ fiat fro | fat+ fa+ fii+ fir+ foo | fs + fo+ fra+ fro | f3+ fio+ foo | f1+ fa+ fs+ fi1 + fir + feo
16 17
fo+ fo + f12 fr+ fis + foo

TABLE B.9 — Ay-vecteurs des modules R; 1
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Ri51

Rl?,l ~ Rl[).l

FIGURE B.11 — Carquois de i1 (Ro) = Ry

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1:fl4 e0l
V2 : 04 e0l + e05
V3: f02 +fl4 e03
V4 : 03 + fl4 e0l + e04
V5: 04 + 17 e0l + e05 + e07
V6 : f05 e06
VT f04 + f08 + f14 + f19 e0l + e05 + e07 + el2
V8 : f03 + f14 + f20 e01 + e04 + e08
V9 f02 + f06 + f20 e03 + e09
V10: f07 + 17 elo
V11l: f03 + 14 + f19 e0l + e04 + €08 + ell
V12 : f04 + f08 + f11 + f17 + f20 e0L + e05 + €07 + el2 + el5
V13 : f05 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14 f03 + f10 + 20 €01 + €04 + €08 + ell + el4
V15:
V16: f02 + f06 + f12 e03 + €09 + el6
V17: f07 + f15 + f20 el0 + el7
V18 :
V19
V20

liste des aretes :
(1,2),(2,5),(3,1),(3,9).(4,8).(5.4),(57),1(6,2),(6,13),(7,6),
(7,11), (7,12}, (8,3), (8,11), (9, 8), (9, 16) , (10, 5), (10, 17), (11, 5}, (11, 14),
i (12,10, (12, 13), (12, 14), (13, 7), (13, 15) , (13, 20) , (14, 7), (14, 9), (14, 18) , (15, 12),
Mutation : 5(15)op120x70u502(T) court (15,19), (16, 14) , (17,15), (18, 15), (18, 16) , (19, 13), (19, 17), (19, 18) , (20, 19},

FIGURE B.12 - R,
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On applique ensuite la suite de mutations o et on obtient la figure B.13 et la table B.10.

Ri6.2

FiGURE B.13 — Carquois de R»

1 2 3 4 5)
f1a fa fe + fa0 f3+ fua fa+ fir
6 7 8 9 10
f5 fa+ fs 4 fia + fio f3 =+ fia + foo fo + f12 fr+ fir
11 12 13 14 15
fs+fia+ fro| fat+ fa+ fui+ fie+ foo | fs+fo+ fra+ fro | f3+ fio+ foo | f1+ fa+ fa+ fi1 + fir + fao
16 17
fo+ fo + fi2 fr+ fi5 + feo

TABLE B.10 — Ay-vecteurs des modules R; >

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1:fl4 e0l
V2 : 104 e0l + €05
V3: f06 + f20 e01 + €09
V4: f03 + f14 e0l + €04
V5: f04 +f17 e0l + €05 + 07
V6 : f05 e06
VT f04 + f08 + f14 + f19 e0l + €05 + e07 + el2
V8 : f03 + f14 + f20 e01 + €04 + e08
V9: f06 + f12 e0l + €09 + el6
v10: f07 +f17 elo
V11: f03 +fl14 + f19 e0l + €04 + €08 + ell
V12 : f04 + f08 + f11 + f17 + f20 e0L + €05 + €07 + el2 + el5
V13: f05 + f09 + f14 + f19 e06 + €l3
V14 fo3 + f10 + f20 e01 + €04 + €08 + ell + el4
V15:

V16:
V17: f07 +f15 + f20 el0 + el7

V19:
V20:

liste des aretes :
(1,2),11,3),(2,5),(3,8).(3,9),(4,8),(54),(57),(6,2), (6, 13),
(7,6),(7,11),(7,12), (8, 1), (8,11), (9, 14) , (10, 5), (10, 17}, (11, 5) , (11, 14) ,
(12,10), (12, 13), (12, 14), (13, 7), (13, 15) , (13, 20) , (14, 3), (14, 7) , (14, 18) , (15, 12),
Mutation : 5(16)op90,:305(15)0p120p7ou50p2(T) court (15,19), (16, 9}, (17, 15), (18, 15), (18, 16) , (19, 13), (19, 17), (19, 18), (20, 19) ,

FIGURE B.14 — R,
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On applique ensuite la suite de mutations ji3 et on obtient la figure B.15 et la table B.11.
Ri6,3 Ry 3 Rs 3
er{j ] RH § \
RUB %
Ri73 =« Rio3
FiGURE B.15 — Carquois de R3
1 2 3 4 5
f1a fa fe + foo fa0 fa+ f17
6 7 8 9 10
f5 fa+ fs+ fua+ fio Jia + f9 Jo + fi2 fz + fir
11 12 13 14 15
fio+ foo | fa+ fo+ fur + fir + foo | f5 4+ fo+ fra+ fro | fa+ fio+ fao | f1 + fa+ fa + fur + fir + fao
16 17
fo+ fo + f12 fr 4 fis + f20

TABLE B.11 — Ay-vecteurs des modules R; 3

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1: fl4 e0l

V2: 04 e0l + €05
V3: f06 + f20 e01 + e09

V4 : f20 e08

V5: f04 +fl7 e0l + €05 + e07
V6 : f05 e06
V7 f04 + f08 + f14 + f19 e01 + €05 + e07 + el2

V8: fl4 +fl9 e0l + €08 + ell
V9: f06 + fl2 e01 + e09 + elb
Vv10: f07 +f17 elo
V11: f10 +f20 e01 + €08 + ell + el4
V12: f04 + f08 + f11 + f17 + 20 e01 + €05 + e07 + el2 + el5
V13: f05 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14 :
V15 ;¢
V16 :
V17: f07 +f15 + 20 el0 + el7

V19
V20:

liste des aretes :
(1,2),(1,8),(2,5),(3,4),(3,9),(4,8),(51),(57),(6,2),(6,13),
(7.6),(7,8),(7,12),(8,5),(8,11), (9, 14), (10, 5), (10, 17}, (11, 3), (11, 7),
(12,10, (12, 13), (12, 14}, (13, 7), (13, 15}, (13, 20}, (14, 11}, (14, 18) , (15, 12), (15, 19) ,
Mutation : 5(14)op110.80p405(16)0;:92u305(15) opl20pT ou50,2(T) court (16, 9),(17,15), (18, 15), (18, 16), (19, 13) , (19, 17), (19, 18) , (20, 19),

FIGURE B.16 — R3
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On applique ensuite la suite de mutations ji4 et on obtient la figure B.17 et la table B.12.

Rig 4 Ry 4 R34

Ri5.4

Ri7.4 R10.4
F1GURE B.17 — Carquois de Ry
1 2 3 4 5
f1a fi7 f6 + foo f0 f8 + fia + fio
6 7 8 9 10
fs fs + fi1 + fiz + fao fia + f1o fo + fi2 fr+ far
11 12 13 14 15
fio+fo | fa+fes+fii+fir+fol| fs+fot+fia+fio| fs+fio+ feo | fi+ fa+ fs+ fur+ fir+ fao
16 17
fo+ fo + fi2 fr+ fi5+ fao
TABLE B.12 — Ay-vecteurs des modules R; 4
Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs
V16 VO V3 V1: f14 e0l
] v2: f17 e07
V3: f06 + f20 e0l + e09
f08+fl‘{144:» ;219 e07 + el2
V5
AVAR:) V1i4 V1 6 : f05 €06
[ ] [ ] V7 08 + f11 + f17 + f20 07 + €12 + el5
V8: fl4 + f19 e0l + 08 + ell
V9: f06 + fl2 e0l + e09 + el6
V10: f07 + f17 elo
V19 V15 V11: f10 + f20 €01 + €08 + ell + el4
° V12:
V13: fo5 + f09 + f14 + f19 e06 + el3
V14 :
V15
V20 V16 :
° V17: 07 + f15 + f20 el0 + el7
V19 :
V20 :

liste des aretes :
(1,8),(2,1),(2,5),(3,4),(3,9),(4,8),(56),(57).(58),(6,13),
(7,10),(7,11), (7, 13), (8, 2), (8,11), (9, 14) , (10, 2), (10, 17), (11, 3), (11, 5),
) (11,12),(12,7), (12, 14), (13, 5), (13, 15), (13, 20, (14, 11), (14, 18), (15, 12) , (15, 19),
Mutation : 5{12)opu7op50pu205(14)op110u8op405(16)0u90u305(15)0p120p TopSop2(T) court (16,9),(17,15), (18, 15), (18, 16) , (19, 13}, (19, 17), (19, 18) , (20, 19) ,

FIGURE B.18 — R4
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On applique ensuite la suite de mutations 15 et on obtient la figure B.19 et la table B.13.

Ris5

Ri7.5 Rio,5
F1GURrE B.19 — Carquois de Rj
1 2 3 4 5
f14 fiz Je + fao f20 fs + fia + fio
6 7 8 9 10
fo+ fia+ fio fs + f11+ fir + fao fia + f1o fo + f12 fr+ fir
11 12 13 14 15
f10 + fao fo+fe+ fii+ fir+ foo | fs+ fo+ frat fro | f3+ fro+ foo | f1+ fa+ fs+ fi1 + fir + fao
16 17
fo+ fe + f12 fr+ f15 + fao
TABLE B.13 — Ay-vecteurs des modules R; 5
V16 v V3
L] Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs
V1:fl4 e0l
V2 :fl7 e07
V18 Vid Vv " V1 V3: f06 + 20 €01 + €09
V4 : f20 e08
[ ] [ ] V5 08 + f14 + f19 e07 + el2
V6 - f09 + f14 + f19 €13
VT fo8 + f11 + f17 + f20 €07 + el2 + el5
Vv8: fl4 +f19 e0l + e08 + ell
V19 V15 V12 V9: f06 + 12 e01 + €09 + el6
. . V10: f07 + f17 el0
V1l: f10 + f20 e0l1 + €08 + ell + el4
V12 :
V13 :
V14 :
V20 V1S :
V16 :
. V17 f07 + f15 + f20 €10 + el7
V18 :
V19 :
V20 :
liste des aretes :
(1,8),(2,1),(2,5),(3,4),(3,9),(4,8),(57),(5 8),(6,5),(7,10),
(7,11),(7,13),(8, 2),(8,11), (9,14), (10, 2), (10, 17), (11, 3), (1L, 5), (11,12),
Mutation : §(13) 16 s(12) (iTopse F‘2:5{14) 11 1op8Bopd S(16)c 190,13 5(15) 1120705 ,-Z(T] court (12,7).(12,14), (13, 6), (13,15), (13, 20), (14,11}, (14, 18) , (15, 12), (15,19), (16, 9) ,

(17,15), (18, 15) , (18, 16) , (19,13}, (19, 17) , (19, 18}, (20, 19),

FIicUure B.20 — R;5
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On applique ensuite la suite de mutations jig et on obtient la figure B.21 et la table B.14.

Ris 6

R14.(5

Rz

Rio

F1GURE B.21 — Carquois de Rg

1 2 3 4 5
f1a fir fi2 f0 fs + fia + fio
6 7 8 9 10
fo+ fia+ fio fs + fi1 + fir + fao fia + fio fo + f12 fr+ fir
11 12 13 14 15
f10 + fao fo+fe+ fii+ fir+ fao | fs+ fo+ frat fro | f3+ fro+ foo | f1+ fa+ fs+ fi1 + fir + fao
16 17
fo+ fo + f12 fr+ f15 + fao

Mutation : 5(9)#n395(13)06:5(12)

TABLE B.14 — A;-vecteurs des modules R; g

V1é V9 V3
[ ]

\2%:}
[ ] [ ]

V19
[

V15 V12

V20

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1:fl4 e0l
Vv2:fl7 e07
V3:fl2 e08 + el6
V4: 120 e08
V5: 08+ fl4 + f19 e07 + el2
V6: f09 +fl4 +f19 el3
Vi f08 + f11 + f17 + 120 e07 + el2 + el5
Vv8: fl4 +f19 e0l + €08 + ell

V10:
V11:

Ve
f07 + f17 el0
f10 + 20 e01 + 08 + ell + el4
V12 :
V13:
V14 :
V15 @

V17: f07 + f15 + f20 el0 + el7
V18 :

V19 :
V20

liste des aretes :

(1,8),(2,1),12,5),(3,11),(4,3),(4,8),(5,7), (5, 8), (6,5), (7, 10),

(7,11),(7,13),(8,2),(8,11),(9,3), (9, 14), (10, 2}, (10, 17) , (11, 4), (11, 5) ,

(11,9), (11, 12) (12, 7), (12, 14), (13, 6), (13,15),(13, 20), (14, 11), (14, 18) , (15, 12) ,

7 op5en205(14)0u11on80p405(16)01904305(15)epl 20 pTop502(T) court

FIGURE B.22 — Rjg

(15, 19), (16, 9), (17, 15), (18, 15), (18, 16) , (19, 13), (19, 17), (19, 18), (20, 19),
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On applique ensuite la suite de mutations 17 et on obtient la figure B.23 et la table B.15.

Rig 7

FiGURE B.23 — Carquois de R7
1 2 3 4 5
fia fiz fi2 f20 fs + f1a + fio
6 7 8 9 10
fo+ fia+ f19 fs + fi1 + fir + fao fia + fio fo + f12 f15 + fao
11 12 13 14 15
f1o + fao fo+fs+ fii+ fir+ foo | fs+ fo+ fra+ fro | f3+ fro+ foo | f1+ fa+ fs+ fu1 + fir + fao
16 17
fo+ fo + f12 fr+ fis + foo

TABLE B.15 — Ay-vecteurs des modules R; 7

V16 V9 V3
® ®
V18 V14 4 V1
] L
V19 V15V12 2
L] e o
V20 V13
L] [
V17
L ]

$(9)op305(13)op60S(12) opTopSep205(14) ol 1opBopdoS(16)op90u305(15) opl 2op

Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1:fl4 e0l
V2 :fl7 e07
V3:fl2 e08 + el6
V4 : 120 e08
V5: 08 +fl4 + f19 e07 + el2
V6: f09 +fl4 + f19 €13
V7 f08 + f11 + f17 + 20 €07 + el2 + el5
Vv8: fl4 + f19 e0l + e08 + ell

Vv10: f15 + f20 é07 +el7
V11: f10 + f20 e01 + €08 + ell + el4

V20':
liste des aretes :

(1,8),(2,1),(2,5), (2,10}, (3,11),(4.3) . (4.8) . (5, 7), (5,8),(6,5),
(7,2),(7,11),(7,13),(7,17),(8,2), (8,11}, (9, 3), (9, 14), (10,7}, (11, 4),
(11,5),(11,9), (11, 12),(12,7), (12, 14), (13, 6), (13, 15), (13, 20), (14, 11), (14, 18),
(15,12), (15, 19), (16.9), (17, 10) ., (17, 15) , (18, 15) , (18, 16) . (19, 13}, (19, 17) , (19, 18) .
(20,19),

FiGURE B.24 — R7
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On applique ensuite la suite de mutations fi11 o fi1g © fig © fig = 5 €t on obtient la figure B.25 et la
table B.16.

Ri6.11 H(’M/
/ /
T

Ria11 Ry Rg 11 R4

N/ . /

Ri211 RN — Rs 11 Ry 11

N _—— N/

Ri3 11 R 11

Ri5,11

FIGURE B.25 — Carquois de R
1 2 3 4 )
f1a fir fi2 f0 fi11 + fir + feo
6 7 8 9 10
fo+ fia+ fio fs + fi11 + fir + fao f1a + f1o fo + f12 J15 + fa0
11 12 13 14 15
f10 + fao fo+ fe+ fii+ fir+ foo | fs+ fo+ fuat fro | f3+ fro+ foo | f1+ fa+ fs+ fi1 + fir + fao
16 17
fo+ fo + f12 fr+ f15 + fao

TABLE B.16 — Aj-vecteurs des modules R; 11

Finalement on supprime les sommets 5,6,7,9,11,12,13,14, 15,16, 17 et on obtient la figure B.26 et la
table B.17. Ici le seul sommet C, ,-mutable est R .

1 2 3 4 8 10
fia | fir | fiz | foo | fia+ fio | fis + foo

TABLE B.17 — A;-vecteurs des modules (Vi)
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FIGURE B.26 — Carquois de pe(Vig)

V16 V9 V2

[ ] [ ] Delta_v vecteurs Delta_w vecteurs

V1: 14 e01
V2 f17 e07
V1¥MLS)/ N1 V3: f12 e08 + el6
V4 : f20 e08
o 00 Vs
V6 :

V7
VB: fl4 +f19 e0l + €08 + ell

V1Y ML 2VVY/2 V9

o 00 00 V10: f15 + f20 e07 + el7
V11 :
V12 :
V13 :

V20 V13 Y6 vie:

o o V16 :
V17
V18
V19
vi7 o vao:
o liste des aretes :
(1,8),(2.1),(2,10),(3,11), (4, 3) . (4,8), (5.2) , (5,6) , (5,11), (6, 7) ,
N (6,8),(7,5),(7,13),17,17). (8, 5), (9, 3) , (3, 14), (10, 7). (11, 4, (11, 9) ,
Mutation : S(5)oS(11)o5(6)e (11,12), (12, 7). (12, 14) . (13, 6, (13, 15) . (13, 20) , (14, 11) . (14, 18}, (15, 12) , (15, 19) ,
TopS0p205(14)op110p80u405(16)0p90305(15 )01 20 TopS0u2(T) ¢ (1690 1910} (17.15) " (1. 15] (15, T6] (15, 15] (15, 171 (15, 28] (20, 19]

FIGURE B.27 — e (Vi)
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Résumé :

Les algebres amassées sont des anneaux commutatifs intégres avec une structure combinatoire particuliere.
Cette structure consiste en la donnée d’une famille de graines, liées entre elles par une opération appelée mutation.
Chaque graine est composée de deux parties : un amas et un carquois.

Les variétés de Richardson ouvertes sont des strates de la variété de drapeaux associée & un groupe linéaire
algébrique de type simplement lacé. Elles sont I'intersection de cellules de Schubert respectivement a deux sous-
groupes de Borel opposés. Dans [Lec16], une sous-algébre amassée de rang maximal sur ’anneau de coordonnées
d’une variété de Richardson ouverte a été construite et cette sous-algebre est conjecturée étre égale a I’anneau
entier. La construction de cette algebre amassée provient d’une catégorie de Frobenius C,,. de modules sur
l'algeébre préprojective, définie comme intersection de deux catégories C,, et C* déja étudiées par Geiss, Leclerc,
Schréer et Buan, Iyama, Reiten et Scott. Le lien entre les algebres amassées et les structures amassées est donné
par le caractére d’amas défini dans [GLS06].

Dans cette thése, nous construisons un algorithme qui, étant donné les parameétres définissant une variété de
Richardson ouverte, construit un module rigide maximal explicite de la catégorie de Frobenius associée et son
carquois. Cet algorithme a pour donnée de départ la graine initiale pour la structure amassée sur C,, définie
par un représentant w d’un élément w du groupe de Weyl. Par le biais d’une suite de mutations déterminée
combinatoirement, on obtient a partir de la graine initiale un module rigide maximal de C,, qui, a suppression
de certains facteurs directs pres, est un module rigide maximal de Cy,,.,. De plus le sous-carquois du carquois
muté est exactement le carquois de 'algebre d’endomorphisme du module rigide maximal de C, ., donnant alors
la description complete d’une graine initiale pour la structure amassée de Cy,w.

Abstract :

Cluster algebras are integral domains with a particular combinatorial structure. This structure consists in the
data of a family of seeds linked together by an operation called mutation. Each seed consists in two parts : a
cluster and a quiver.

Richardson open varieties are some strata of the flag variety associated to a simple linear algebraic group
of simply-laced type. These are the intersection of Schubert cells with respect to two opposite Borel subgroups.
In [Lecl6] a cluster subalgebra of maximal rank on the coordinate ring of an open Richardson variety has been
constructed and this subalgebra is conjectured to be equal to the whole ring. The construction of this cluster
algebra comes from a Frobenius category C, ., of modules over the preprojective algebra, defined as the intersection
of two categories C,, and C” already studied by Geiss, Leclerc, Schréer and Buan, Iyama, Reiten and Scott. The
bond between cluster algebras and cluster structures is given by the cluster character defined in [GLS06].

In this thesis we build an algorithm which, given the parameters defining a Richardson open variety, compute
an explicit maximal rigid module of the associated Frobenius category and its quiver. This algorithm has an
initial seed for the cluster structure on C,, defined by a representative w of an element w of the Weyl group as a
starting datum. By a combinatorially defined sequence of mutation on this initial seed we obtain a maximal rigid
module of C,, which is, up to deletion of some direct summands is a maximal rigid module of C, .. In addition,
the subquiver of the mutated quiver is exactly the quiver of the endomorphism algebra of the C,,,-maximal rigid
module, giving then the complete description of an initial seed for the cluster structure on Cy .

Mots clés : Algebres Amassées, Variétés de Richardson ouvertes, Algebre de Lie, Théorie des représentations,
Combinatoire, Algorithmique, Structures Amassées, Groupe de Weyl, Algebre préprojective, Carquois.
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