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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Résumé

Le but de ce mémoire est d’apporter une solution algorithmique a un probléme provenant de la théorie
des algebres amassées.

Les algébres amassées, inventées par S. Fomin et A. Zelevinsky autour de I’an 2000 [FZ02a], sont des
anneaux commutatifs intégres munis d’une structure combinatoire additionnelle trés particuliere. Cette
structure consiste en la donnée d’une famille de graines reliées les unes aux autres par une procédure
appelée mutation. Chaque graine consiste plus précisément en deux parties : un amas et un carquois.
L’amas d’une graine est une famille d’'un nombre n fixé d’éléments de I'anneau qui engendre librement
son corps des fractions, et le carquois est un graphe orienté qui code les n mutations reliant cette graine
& ses voisines. L’esprit de cette définition est que la réunion des amas forme une famille (en général
infinie) d’éléments remarquables de 'anneau, qui peuvent étre construits par une procédure combinatoire
inductive a partir d’une graine de départ (graine initiale).

Les motivations des inventeurs provenaient de divers exemples, (i) en théorie de Lie algébrique (ainsi
I’anneau des fonctions polynomiales sur le groupe des matrices unitriangulaires a une structure naturelle
d’algebre amassée, liée aux bases canoniques de Lusztig et a la notion de matrice totalement positive)
[['Z02a], (ii) en combinatoire (suites de Somos, phénomene de Laurent [FZ02b]), ou (iii) dans la théorie des
systémes intégrables (conjecture de Zamolodchikov) [FZ03]. Depuis 'apparition des algébres amassées,
de nombreuses autres relations avec divers domaines ont été découvertes, par exemple avec la théorie des
représentations de carquois et d’algébres de dimension finie [BMR ™06, CK06, CKO08], avec la géométrie
des variétés de carquois et les représentations d’algebres affines quantiques [HL10], avec les espaces de
Teichmiiller décorés des surfaces de Riemann [GSV10, FST08, FT18], avec la géométrie birationnelle et
la symétrie miroir [GHKK18].

Le point de départ de ce mémoire est une structure d’algebre amassée pour les anneaux de coordonnées
de certaines strates de la variété de drapeaux associée a un groupe algébrique linéaire simple de type
A, D, E : les variétés de Richarson ouvertes. Ces strates sont les intersections des cellules de Schubert
de la variété de drapeaux relativement a deux sous-groupes de Borel opposés. Elles ont été d’abord
considérées par Kazhdan et Lusztig [KL.80] (en lien avec les polyndomes de Kazhdan-Lusztig), puis sont
réapparues dans ’étude de la structure de Poisson de la variété de drapeaux [GY09], et dans I’étude de sa
partie totalement non-négative [Lus98, Rie97, Rie99, RW08]. Par analogie avec les travaux de Berenstein,
Fomin et Zelevinsky sur les doubles cellules de Bruhat [BFZ05, FZ99], il est raisonnable d’espérer que les
variétés de Richardson ouvertes admettent une structure amassée compatible a la fois avec la structure
symplectique et la positivité totale. Dans [Lec16] une sous-algébre amassée de rang maximal de 'anneau
des coordonnées d’une variété de Richardson a été construite, et il a été conjecturé que cette sous-algebre
coincide avec ’anneau tout entier.

Cette conjecture a récémment été prouvée par Galashin et Lam dans le cas particulier des variétés
positroides, [GL19] c’est-a-dire des strates de Richardson ouvertes de la variété de drapeaux d’un groupe
SL(n,C) (type A) qui apparaissent dans une variété Grassmannienne, mais elle est toujours ouverte en
général. Une des difficultés est sans doute que la construction de [Lecl6] est théorique et ne fournit
pas de graine initiale totalement explicite. En fait, suivant I'approche de [GLS11], & chaque strate de
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Richardson on associe dans [Lec16] une certaine sous-catégorie de Frobenius de la catégorie des modules
sur ’algebre préprojective de méme type que le groupe algébrique de départ, et on montre que cette
catégorie admet une structure amassée au sens de Buan, Iyama, Reiten et Scott [BIRS09]. Le lien avec
I’anneau de coordonnées de la strate de Richardson se fait ensuite par le biais du caractére d’amas déja
étudié dans [GLS06]. Dans cette construction les graines de I’algébre amassée proviennent directement des
modules rigides maximaux de la catégorie de Frobenius. En particulier le carquois de la graine s’identifie
au carquois de Gabriel de ’algébre d’endomorphismes du module rigide maximal. Malheureusement, ces
modules rigides maximaux sont tres difficiles & décrire en général, et méme pour les plus simples d’entre
eux étudiés a la fin de [Lecl16], le carquois associé n’est pas connu.

Dans ce mémoire nous donnons un algorithme qui, & partir des parameétres définissant une strate de
Richardson (c’est-a-dire a partir d’un couple (v,w) d’éléments du groupe de Weyl tels que v < w pour
Pordre de Bruhat), calcule un module rigide maximal explicite de la catégorie de Frobenius associée, ainsi
que son carquois. Le principe de l'algorithme est le suivant. La catégorie C,, ,, introduite dans [Lecl6] est
définie comme l'intersection de deux sous-catégories C¥ et C,, de la catégorie des modules sur l'algebre
préprojective. La catégorie C,, et sa structure amassée ont été étudiées en détail dans [BIRS09, GLS11], et
on connait, pour chaque décomposition réduite w de w, un module rigide maximal Vz de C,, ainsi que son
carquois. On peut donc a partir de cette graine initiale de C,, produire par mutation de nouvelles graines.
L’idée de l'algorithme est d’effectuer une suite de mutations bien choisies qui aboutisse a un module rigide
maximal R de C,, tel que £(w) — £(v) facteurs directs indécomposables de R appartiennent aussi ¢ C¥. La
somme de ces facteurs est le module rigide maximal de C, ,, recherché. De plus son carquois s’obtient &
partir de celui de R en supprimant les fleches adjacentes aux sommets correspondant aux facteurs de R
qui ne sont pas dans C".

La suite de mutations a effectuer peut étre vue comme une variante de la suite de mutations étudiée
dans [GLS11] pour passer du module V4 a un module noté T dans [GLS11]. Une premiere formulation
de lalgorithme, qui nous a été suggérée par J. Schroer, décrit explicitement cette suite a partir de la
donnée de w et de son sous-mot U le plus d droite qui représente v. Pour démontrer que la conjecture
de Schréer est correcte, nous avons dii passer par une deuxiéme formulation de la suite de mutations,
a priori indépendante. Dans [GLS11] sont décrites des stratifications de la catégorie C,, dont les strates
sont paramétrées par des vecteurs d’entiers appelés A-vecteur. Les modules rigides étant caractérisés
par la strate a laquelle ils appartiennent, on peut identifier les modules rigides de C,, au moyen de leur
A-vecteur. On peut aussi donner un critere d’appartenance a C, ,, en termes d’annulation de certaines
coordonnées du A-vecteur. Enfin des formules de mutation des A-vecteurs ont été décrites dans [GLS11].
Dans la deuxiéme formulation de l'algorithme, les mutations sont choisies de maniere a annuler I'une
apres 'autre, un peu comme dans un algorithme “glouton”, les coordonnées appropriées des A-vecteurs.
Le principal résultat de ce mémoire est de montrer que cette stratégie gloutonne fonctionne correctement,
et qu’elle coincide en fait avec la premiére formulation de ’algorithme.

1.2 Organisation

Le mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 2, on commence par rappeler a la section
2.1 les bases de la théorie des systemes de racines et des groupes de Weyl, dont les paires d’éléments
paramétrisent les strates que l'on étudiera. Dans la section 2.2, en partant de la matrice de Cartan
associée a un systeéme de racines cristallographique, on rappelle des résultats sur la théorie des C-algebres
de Lie semi-simples, et en particulier la notion de module de plus haut poids. La structure combinatoire
de ces modules peut étre décrite grace a la théorie des cristaux qu’on utilisera a la section 2.9. Ensuite
on rappelle a la section 2.3 la définition d’une algebre amassée. Dans les sections suivantes on rappelle la
définition de ’algébre préprojective 2.4, de sa catégorie de modules mod(A) sur laquelle on définira un
analogue catégorique de la notion d’algebre amassée, la structure amassée, d’abord en général a la section
2.5 puis plus spécifiquement sur mod(A) & la section 2.6 et enfin sur sa sous-catégorie C, ., catégorie
dont ’étude sera le cceur de ce document, a la section 2.7. On poursuit avec des rappels sur la notion
de A-vecteur & la section 2.8 puis a la section 2.9.3 on calcule les A-vecteurs d’une graine initiale de C,,
relatifs & la stratification associée a une décomposition réduite arbitraire de wg. Finalement, a la section
2.10 on prouve des critéres d’appartenance d’un module M € mod(A) a 'une des catégories C¥ ou C,,
en fonction de son A-vecteur.

Dans le chapitre 3 on décrit deux algorithmes, le premier, conjecturé par Schroér étant une variation de
celui précédemment énoncé dans [GLS11], le deuxiéme étant un algorithme glouton dans sa formulation,
visant & obtenir des modules de C¥ en modifiant de fagon adéquate leurs A-vecteurs. Le premier algorithme
est déterminé par la combinatoire des représentants de v et w choisis, le deuxiéme repose sur des choix
faits a chaque étape en fonction des A-vecteurs. L’équivalence entre ces deux algorithmes sera prouvée a
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la section 5.1.

Au chapitre 4 on prouve que le deuxiéme algorithme permet bien d’obtenir une graine pour la structure
amassée sur C,,,. On énonce les théoremes qu’on va démontrer aux sections 4.3 et 4.6 et on explique
a la section 4.1 l'organisation de la preuve. Ainsi on utilise les résultats prouvés & la section 2.9.3 pour
établir a la section 4.3 une caractérisation des A-vecteurs des facteurs directs du module initial qui seront
mutés par ’algorithme. Dans les sections 4.4 on établit des criteéres combinatoires pour classer les facteurs
directs du module initial et des différents modules mutés en plusieurs ensembles et dans la section 4.5, on
introduit du vocabulaire qui nous permettra de décrire de facon efficiente la structure du carquois associé
aux modules que ’on mutera. On énonce ensuite a la section 4.6 le théoreme qu’on a appelé « structurel »
qui décrit leffet de la suite de mutations de notre algorithme sur la graine initiale et on précise dans la
section suivante ’organisation de la preuve de ce théoreme. On conclut a la section 4.16 a la validité de
ce théoreme.

Au chapitre 5, on prouve comme dit précédemment 1’équivalence des deux algorithmes formulés au
chapitre 5 puis on étudie des corollaires possibles du résultat, dans la théorie des suites vertes et rouges de
Keller et sur le rapport entre la sortie de 1’algorithme et I'obtention d’une graine de C,,,, par un quotient
de la graine initiale Vz.

Dans ’appendice on donne a la section B un exemple détaillé de ’ensemble des étapes des algorithmes
de calcul d’une graine de C, ,, qui illustre de nombreux points de ce document.

Au cours de cette these, on a développé des fonctions SageMath permettant de représenter les modules
et leurs mutations en fonction de leurs A-vecteurs. On a programmé plusieurs fonctions détaillées a la
section A.2 et en particulier une fonction qui prend en entrée le représentant W représenté comme suite
d’entiers et I’élément v (représenté par le type Sage d’élément d’un groupe de Weyl) et renvoie en sortie les
A-vecteurs du module pe (Vi) ainsi que son carquois. Il est aussi possible de faire enregistrer des carquois
et la liste des A-vecteurs a chaque étape de 'algorithme. L’ensemble de ces fonctions peut étre téléchargé
a l'adresse https://menardeOl.users.1lmno.cnrs.fr/soutenance.html et incorporé a une installation
SageMath en suivant les indications de la section A.1.1 et les indications fournies avec I’archive.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

2.1 Systémes de racines, groupe de Weyl et combinatoire

Dans cette section on va définir les notions de systéme de racines et de groupe de Weyl associé a ces
systémes. Les strates des variétés de drapeaux (qu’on définira & la section 2.2.9) auxquelles on va attacher
des algeébres amassées (définies a la section 2.3) seront indexées par des paires d’éléments de ce groupe
de Weyl.

2.1.1 Systeme de racines cristallographique

Cette section est inspirée de [Hum72] et [Car05].

Soit E un espace euclidien, c’est a dire un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire (-, ).

On appelle réflexion de E une transformation linéaire qui laisse fixe un hyperplan (un sous-espace
de codimension un) et qui envoie tout vecteur orthogonal & cet hyperplan sur son opposé.

A chaque vecteur o € F\{0}, on associe une réflexion o, par rapport a I’hyperplan

Po={B8€E|(a,B)=0.

On définit de facon explicite la réflexion par la formule :

_ 5_ 206,0)
oa(B) =B (o, ) o
On notera (3, a) le scalaire (3, a) = %

On définit alors la notion de systéme de racines de la fagon suivante :

Définition 2.1.1 (Systéme de racines). Un sous-ensemble & C FE est appelé systéme de racines
cristallographique de F s’il vérifie les conditions suivantes :

1. ® est fini, engendre E et ne contient pas Og
2. Si a € ¥, les seuls vecteurs colinéaires de « dans ® sont +a
3. Sia€®, 0,(P)=D
4. Sia,Bed, (B,a) €L
Définition 2.1.2 (Groupe de Weyl d’un systéme de racines). Soit ® un systéme de racines de E. On

note W C GL(FE) le sous-groupe engendré par les réflexions (04 )ace. On appelle ce groupe le groupe
de Weyl de 9.

11
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Définition 2.1.3 (Racines simples et positives). Un sous-ensemble II C ® est appelé ensemble des

racines simples de ® si IT est une base de E et si chaque racine 8 € ® peut s’écrire comme 5 = Y ko«
aclIl
ou les coefficients k, sont soit tous positifs soit tous négatifs. Une racine a € II est dite racine simple

(par rapport a II). On peut alors dire qu'une racine est positive par rapport a II, si les k, sont tous
positifs dans la somme ci-dessus. Dans le cas contraire, la racine est dite négative. On note ®* I’ensemble
des racines positives.

On notera IT = {a1, ..., a,} les racines simples de I, I = {1,...,n} 'ensemble des indices des racines
simples, n = Card(II) le nombre de racines simples et r le cardinal de ®.

Définition 2.1.4 (Matrice de Cartan). La matrice A = (a;;)1<ij<n = ({(@s,;)) est appelée matrice
de Cartan de ©.

Proposition 2.1.5 ([Car05, Propositions 6.3 & 6.4]). La matrice de Cartan de ® dépend uniquement de
la numérotation des racines de I1. Elle est indépendante du choix de l’ensemble des racines simples.
Ses coefficients vérifient :

1. a;;=2,Viel

2. a;; €{0,-1,-2,-3} sii#j

3. Sia;; =—-2ou—3 alorsa;; =—1
4. a;; =0 si et seulement si a;; =0

Définition 2.1.6 (Graphe de Coxeter). Soit ® un systéme de racines avec comme ensemble de racines
simples II. Le graphe de Coxeter est le graphe a n sommets correspondant a chacune des racines de I1
oll on a

Gij = (o, ;) {aj, o)
arétes entre les sommets i et j (i # 7).

Définition 2.1.7 (Diagramme de Dynkin). Le diagramme de Dynkin de ® est le graphe de Coxeter
sur lequel on ajoute une fleche pointant vers la plus courte des deux racines si toutes les racines ne sont
pas de méme longueur et si on a une aréte entre deux racines simples de longueur différentes.

Définition 2.1.8. Soit ® = ¥ U un systéme de racines de E tel que ¥ et ) soient eux-mémes
des systemes de racines sur des sous-espaces supplémentaires F; @& Fo = E. Alors on dit que ® est
décomposable en les systemes W et 2 et on note & = ¥ x Q.

Si le systeme de racines ¢ n’admet aucune décomposition de ce type, il est dit irréductible.

Proposition 2.1.9 ([Car05, Section 6]). Un systéme de racines est irréductible si et seulement si son
diagramme de Dynkin est conneze.

La classification des systemes de racines ou des diagrammes de Dynkin est largement traitée dans la
littérature. On pourra notamment consulter [Hum?72], [Car05] ou encore [Hum90]. Ici on rappelle juste
la classification :

Proposition 2.1.10 ([Car05, Liste 6.11]). Les différents diagrammes de Dynkin connezes sont les :

An:1—2 n—1—n (n>1),
B,:1—2 n—2—n—1=n (n>2),
Cp:1—2 n—2—n—-1l<n (n>2),

n—1 (n>4),

D,: 1-2 n—2

N
n

EFg:1-3-4-5-6-7-8,
|
2

(on obtient le graphe de Er d partir de Eg en retirant le sommet 8, celui de Eg en retirant les sommets
T et 8),
Fy:1-2<=3-4,

Gy: 1l<——=2.
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Remarque 2.1.11. En type A, D ou E, graphe de Cozeter et diagramme de Dynkin sont identiques.
Dans ce document on ne considérera que des systémes de racines de types A, D ou E dont on numérotera
les sommets comme ci-dessus.

Exemple 2.1.12. On va présenter une représentation du systéme de racines As. On peut prendre comme
racines simples : a; = (2,0) et ap = (—1,v/3). On a de plus a; +az = (1,v/3) et &+ = {ay, @z, 1 + s},
O = o+ L (D).

(e%) a1+ Qg

—Qq o

—Qq — Qg —Q2

FIGURE 2.1 — Systéme de racines de type As

De maniére générale, le systéme de racines de type A,, peut étre vu dans I’hyperplan de R**! d’équa-
tion 1 +x2 + -+ + 41 = 0 comme 'ensemble des vecteurs e; —ej avec 1 <i# j <n+ 1.

2.1.2 Groupes de Weyl

Définition 2.1.13 (Groupe de Coxeter). Un groupe de Coxeter est un groupe G admettant une
présentation de la forme :

G = (s € 5 (sisy)™ = 1)

oun;; € NU{oo} et (s;5;) = 1 indique que ces deux éléments n’ont pas de relation. On demande de
plus que n; ; = 1 pour tout 1 < ¢ < Card(S), c’est-a-dire que tous les éléments de S soient des involutions.

La donnée de la paire (G, S) est appelée un systéme de Coxeter.

Tout au long de ce document nous considérerons les groupes de Weyl W associés aux systémes
de racines ® de type A,, D, et E,. Ces groupes de Weyl sont des exemples de groupes de Coxeter
avec S = {s; | i € I} ou I est 'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin de ® et n; ; = 2 si
(a;,05) = 0 oun;j =3si () = —1. Etant donné un groupe de Weyl W, on notera ses éléments
v, w,z ou comme produits de réflexions élémentaires s - - - s indexées de droite ¢ gauche. Etant donné
un élément w, on distinguera si nécessaire un représentant particulier de w, noté w et décrit comme
une suite d’entiers (correspondant aux indices des s;), indexée de droite d gauche. Dans ce contexte on
utilisera occasionnellement le vocabulaire de la théorie de la réécriture, parlant de lettres pour les entiers
de la liste, de mot pour le représentant d’un élément de W.

On appelle longueur de w € W, notée ¢(w) le nombre minimal de générateurs d’un représentant de
w dans le systéme de Coxeter (W,S). On appelle représentant réduit de w un représentant composé
exactement de ce nombre de générateurs. Sauf mention contraire, tous les mots considérés dans cette
these seront réduits. On note wy 1’élément de longueur maximale de W.

Notation 2.1.14. Etant donné un représentant réduit w de w, on définit @ comme une complétion &
gauche de W en un représentant de wg. C’est & dire un représentant de wy dont les £(w) premicres lettres
de droite forment le représentant .

Etant donné w = lig(w)s - -+ 01] et 1 <m < {(w), on a :

Wem = Sip,—q """ Siyy W<m = 84,54, 1 " Siy

et
Wem = [tm=1,---,91] W<m = [lm, .., 0]

En pratique on n’indique pas la facon dont on va compléter W en ww, mais nous verrons par la suite
que la fagon exacte dont on le compléte n’a aucune influence sur les résultats que I'on prouve.
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Exemple 2.1.15. On se place dans le groupe de Weyl de type As. On note si, 3, s3 les réflexions
212 . ;o 2 _ _ _ _
élémentaires vérifiant si =1, 518251 = 525182, 525352 = 535253 et 5153 = $3571.

On choisit un élément de W, w := $1825352. Il admet plusieurs représentants : w := [1, 2, 3, 2] corres-
pondant au produit précédent, ws := [1, 3,2, 3] correspondant au produit égal sqs3s283 et, correspondant
au produit s3s1sass, Ws := [3,1,2,3]. Chacun de ces représentants est réduit, la longueur de w étant

£(w) = 4. Le représentant wy = [3,3,1,3,3,2,3,2] n’est pas réduit.

Un des représentant de ’élément de longueur maximal wq est wy = [1,2,3, 1,2, 1]. On peut compléter
a gauche W en un représentant de wy, par exemple w = [3,2, 1,2, 3, 2].

Il y a autant de manieres de compléter a gauche en un représentant de wy que d’expressions réduites
de wov™!. Par exemple si 'on prend v = [3,2,1], on a deux représentants © possibles : [1,2,1,3,2,1] ou
2,1,2,3,2,1].

On a déja défini r a la définition 2.1.3 comme le nombre de racines positives de ®. Ce nombre est
aussi égal a ¢(wg), par la proposition suivante :

Proposition 2.1.16 ([Hum90, Section 1.7]). Soit Wy = [ir, ..., 1], un représentant de wy € W. Alors
les racines de la suite (5;) :

Br=ai, Br=si s, () (2<k<r)
sont deuz & deux distinctes et forment ®T, ’ensemble des racines positives de ®.

Exemple 2.1.17 (Cas As). Prenons un représentant de wg dans As. On pose wy = [1,2,3,1,2,1].
On a

/81 = ] = aq = (1,—1 0,0)7
Bo = 81((12) = o1 + Qo = (1,07 —1,0)7
ﬂg = 8182(041) = Qo = (0,1,71 0),
54 = slsgsl(ag) = o]+ +a3 = (1,0,0, —].),
55 = 81828183(042) = Qg + Q3 = (O, 170, —1)7
BG == 8152518382(041) = (6% = (070, 1, —1)7

et donc on a bien ’ensemble des racines positives du systeme de racines.

Définition 2.1.18. On appelle couleur d’un indice k d’un représentant w = [iy, ..., %] la valeur numé-
rique de .

On dit que deux couleurs i et j sont adjacentes si n; ; = 3 ou encore les sommets i et j sont reliés
par une aréte dans le diagramme de Dynkin du systéme de racines sous-jacent.

Exemple 2.1.19. Dans l’exemple 2.1.15, la couleur de la quatrieme lettre (ou du quatriéme indice, a
partir de la droite) de w est 1.

Définition 2.1.20. Soit W = [ig(y), - - -, 91] un représentant d’un élément d’'un groupe de Weyl de longueur
¢ et 1<k <{un entier. On notera k1 l'indice dans w défini comme

min{k < j < l(w) | i; = ix}

ou bien £(w) + 1 si ensemble précédent est vide. Autrement dit c’est le premier indice de w a gauche !
de k£ de méme couleur que k.
On définit de méme £~ comme
max{l <j <k|i; =i}
ou 0 si I’ensemble précédent est vide.
Soit v € N, kot = (kle=DH)+ et -0+ = o,
On définit également
kmin = min{l < j < l(w) | i; =%}
et
kmax = max{l < j < l(w) | i; =i}

Exemple 2.1.21. En reprenant I'exemple 2.1.15, on a dans w, 17 = 3 et 27 = 5 (car il n’existe aucun
indice supérieur & 2 de méme couleur (3) dans ce représentant).

1. Pour notre numérotation de droite & gauche des représentants.
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Définition 2.1.22. Etant donné un représentant w d’un élément w € W, on appellera 2-mouvement
en position k (1 <k </{(w) — 1) , le mouvement de réécriture suivant :

[irs e U2y Tl Uy She1y - - 5 81] ~ [Ery ooy Gt 2y Bk, Tt 1y She1,y - - - 5 01

ou Mg i1 — 2.
On appellera 3-mouvement en position &, (1 < k < ¢(w) —2), le mouvement de réécriture suivant :

[i’l") .. ';ik+3)ik+27ik+l7ikaik717 e 7i1] ~ [Z.’l"; .. '7ik+3;ik+17ik7ik+laik717 e 7i1]

Ol igi2 = ig €t N4y 4y, = 3.

Exemple 2.1.23. Dans I'exemple 2.1.15 on passe de w = [1, 2,3, 2] A wy = [1, 3, 2, 3] par un 3-mouvement
en position 1. On passe de W & W3 = [3,1,2, 3] par un 2-mouvement en position 3.

2.1.3 Ordre de Bruhat

Proposition 2.1.24 ([Hum90, Section 5.7]). Soit T' l’ensemble des réflexions sq, o € @ et
S ={sq | aell}

alors on a
T = U wSw L.
weW

Définition 2.1.25. Soient w,w’ € W. On note w’ — w s’il existe une réflexion t € T telle que w = w't
avec £(w) > L(w').

Remarque 2.1.26. Sion a a € @ tel que w = w's,, en posant B=w'-a € ®, on a (w') sguw’ = s, et
donc w = sgw’. On peut donc donner une définition alternative : w' — w s’il existe une réflexiont € T
telle que w = tw' avec L(w) > L(w').

Définition 2.1.27 (Ordre de Bruhat). On définit 'ordre de Bruhat par v’ < w si w’ = w dans W ou
s’il existe une suite d’éléments w; € W tels que :

w = w == W, = w.

En pratique on utilisera souvent les caractérisations de ’ordre de Bruhat en terme de sous-expressions,
en vertu du théoreme suivant :

Théoréme 2.1.28 ([Hum90, Section 5.10]). Soit W = [ik, ..., 1] un représentant réduit fixé de w. Alors
on aw < w si et seulement st w' admet au moins un représentant parmi les sous-expressions de W.

Définition 2.1.29 (Ordre de Bruhat faible). Soit u,v € W. On dit que u est plus petit que v pour
lordre de Bruhat faible & gauche (respectivement & droite), noté u <y v (respectivement u <p v) s'il
existe un facteur gauche (un préfixe)? (respectivement droit (un suffixe)) de v représentant u.

Exemple 2.1.30. L’élément du groupe de Weyl de type A3z w = s1525815352 est plus grand pour l'ordre
de Bruhat que v = s3sas3 car il existe un représentant réduit w = [2,1,3,2,3] de w et un représentant
réduit T = [3,2, 3] de v tels que T est un sous-mot de w. En particulier ici, on a méme w >p T.

Dans le groupe de Weyl de type As, w = s1828351 est plus grand pour 'ordre de Bruhat que v = s
car il existe un représentant réduit w = [1,2, 1, 3] et 'unique représentant réduit 7 = [2,1] de v tels que
7 est un sous-mot de .

Proposition 2.1.31 ([Hum90, Section 5.10]). Quel que soit w € W, on a
e<pw<pwy ete<pw<pgwp.

Remarque 2.1.32. Cette proposition nous assure de l’existence d’au moins un représentant w de wy
par complétion a gauche d’un représentant w d’un élément w € W.

Proposition 2.1.33 ([Hum90)). L’inversion est un automorphisme pour l’ordre de Bruhat, la multipli-
cation a gauche ou d droite par wg est un antiautomorphisme.

2. On rappelle qu’on lit les mots de droite & gauche dans ce document
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2.1.4 Représentant le plus a droite

Dans la description de I’algorithme, on aura besoin d’un représentant spécifique de 1’élément v € W,
défini comme le sous-mot le plus & droite de w représentant w € W. On va ici formaliser cette notion et
en indiquer certaines propriétés.

Notation 2.1.34. A partir d’ici et dans toute la suite du document, ¢ désignera la longueur £(v).

Définition 2.1.35. Soit v,w € W des éléments du groupe de Weyl, v de longueur ¢, w de longueur ¢(w),
tels que v < w. On fixe un représentant W = [ig(y), - . ., 41] de w. Comme v < w pour 'ordre de Bruhat il
existe des sous-mots [ig,, ..., ik, | avec r > kg > -+ > k1 > 1 tel que

V=S, Sy -
On note T = [iy,, ..., ip, | le sous-mot de w défini de la fagon suivante :
o pp est le plus petit indice k tel que vs;, < v;
* po est le plus petit indice k > p; tel que vs;, s;, <vs;, ;

e P, est le plus petit indice k > p,, 1 tel que USi,, i, Sipy < USq,

- S .
Pm— m—1’

L]
Ainsi [ip,,...,ip,] est un sous-mot de W donnant un représentant réduit de v.

Exemple 2.1.36. Soit W un groupe de Weyl de type A3 et w € W de représentant w = [1,2,3,1, 2]
et v = $15281. On a ¥ = [2,1,2] (correspondant aux indices 1,2 et 4) qui est le sous-mot de w le plus &
droite représentant v.

Lemme 2.1.37 (Equivalence entre la minimalité & droite et la minimalité lexicographique). Si on appelle

[me, ...,mq] le plus petit L-uplet pour 'ordre lexicographique tel que :
I1<mi<mo<---<mp<r et Simy " Simy, = U

alors on a [myg,...,m1] = [pe,...,p1]-

Démonstration. Comme [ip,, ..., i, ] est un sous-mot de W, par minimalité, on a

[me,...,m1] < [pe...,p1]

pour 'ordre lexicographique. En particulier m; < p;. D’autre part, comme s;,
vS;,,, < v donc p; < my par définition de la suite (pi)i- Ainsi p1 = my.

Supposons par induction que m, = p, pour a = 1,...,b < £. Comme [my,...,m1] < [pe,...,p1] on a
Ma+1 < Pat1. D’autre part vs;, ---s; ainsi

["'Siﬂ” = v on a que

Pa Szmz S’ma+1

USiml ce Simra+1 = ’L)Sipl © S, Sima+1 < USipl C 0 Sip,

alors, par définition de (p;);, on a pat1 < Mai1. Ainsi pey1 = Mgy

O
On renforce ce lemme gréace a la condition d’échange :
Lemme 2.1.38 (Minimalité dans les sous-mots). Soit [ts,...,t1] tel que :
1<t1<--- <ty <r et Siy, " Siy, = U
alors, pour chaque 1 < a < ¥, on aty, > p,. Autrement dit [pe,...,p1] est minimal pour 'ordre partiel <

donné par :
[ces...c1] 2 [de, ... d1] & cq < dg pour tout 1 < a < L.
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Démonstration. Par définition, on a que t, > ky pour tout 1 <a < /£ Onav = Sip, " Sig, €6 Sp, <.
Alors, par la condition d’échange, il existe 1 < a < £ tel que :

(Sitz . ./S\'L.t,a .« e Sitl )Sipl e (Sipe .« Sipg)sipl = .
Ainsi [pe,...,p1] < [te, ... . ,t1, p1] pour lordre lexicographique et alors

[pK""7p2] S [té7"'7%\a7"'7t1]'

En particulier les ¢ — 1 lettres de [tg,. .. s ,t1] ont des indices supérieurs ou égaux & ps. Ensuite,
comme vs;, 8, < US;, , il existe 1 < b < £ avec a # b tel que

(Siv, ** "By " Biyy, 7 iy, )Sipy Sy = (Siy, " Siyy )Siy, Sipy s Sia>b

ou bien
(Site - '/S\Z‘tb - '§ita Sy )Sip2 Sip, = (Siw s Sip3)sip2 Sipy sia <b.
Ainsi [pe, ... 3] < [te, - itay ooty sta] sia>bet [pe, ..., p3] < [tes. . by tay... t1] sib> a.
En continuant de cette fagon, on voit que pour chaque 1 < b < ¢, il y a au moins £ — b + 1 lettres
de [tg,...,t1] qui sont supérieures ou égales a p,. Comme elles sont ordonnées & l'intérieur du mot, cela
prouve le lemme. O
Définition 2.1.39. Par concordance entre toutes ces notions, on appellera [ip,, ..., ] le sous-mot

représentant v le plus a droite de w.

Définition 2.1.40. Etant donné m = p;, I'indice d’une lettre de 7, on définit m® comme
min{m < j < l(v) | ip, = ip,, }
ou £(v) 4+ 1 si 'ensemble est vide..

Autrement dit m® est le plus petit indice parmi ceux des lettres de T de couleur i,,, , strictement
supérieur a m.

Exemple 2.1.41. Dans l'exemple 2.1.36, on a 1% = 3 car i, et iy, valent tous deux 2 et les indices p;
compris entre p; et p3 (autrement dit ici seulement ps) sont d’une couleur différente.

2.2 Algebre de Lie

Soit A = (a; ;)s,jer la matrice de Cartan d’un systéme de racines cristallographique ®.

2.2.1 Algebres de Lie semi-simples

On rappelle que les algebres de Lie semi-simples sur C sont classifiées par les matrices de Cartan de
la fagon suivante :

Définition 2.2.1. On définit ’algebre de Lie g associée a A comme 'algebre de Lie engendrée par les
3n générateurs (e;, fi, hi)1<i<n €t les relations :

1. [hishy] =0,

2. [e;, fi] = hi, [es, f;] = 0sii# j,

3. iy 5] = aijej, [hi, fi] = —ai; fj,

4. Pour tout 1 <i# j <n, ad (e;) %t (e;) =0,

5. Pour tout 1 <i#j <n,ad (f;)~*+1(f;) =0,
ou ad désigne l'action adjointe : ad (z)(y) = [z, y].

Théoréme 2.2.2 ([Serl3, Appendice Section VI]). L’algébre de Lie g est une algébre de Lie semi-simple.
La sous-algébre h engendrée par les h; est une sous-algébre de Cartan de g. Les racines de g vue comme
h-module forment le systeme de racines ®.
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Plus précisément, on appelle poids les éléments de h* et on définit les racines «; comme les éléments
de I’espace bh* tel que :
<Oéi, hj> = Q;j VZ,] el.

La famille (c;);.; forme un ensemble IT de racines simples de ®. On définit alors par linéarité h, pour
tout o € P.
On appelle famille des poids fondamentaux la famille des poids (w;);e; vérifiant :

<wi,hj> = 5,’7]' VZ,j el.

Dans le cas d’'une matrice de Cartan de type Ao, on représente a la figure 2.2 les racines et les poids
fondamentaux.

Qa2 Qg+ ag

—Qq (€3]

—Qq — Qg —0Q

FIGURE 2.2 — Systéme de racines de type As
n n
On note P := @ Zw; le réseau des poids entiers et P+ := @ Ne; le monoide des poids dominants
i=1 =1
entiers.
Si le systéme de racines est irréductible, I’algébre de Lie associée est simple (voir par exemple [Car05,
Corollaire 6.15]).

Théoréme 2.2.3 ([Serl13, Théoréme 7, Chapitre VI.4]). Toute C-algébre de Lie g semi-simple admet
une présentation de la forme de celle de la définition 2.2.1.

On rappelle le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4 (Décomposition de Cartan). L’algébre g admet la décomposition triangulaire suivante :
g=hendn_

ou n est la sous-algébre engendrée par les e; et n_ celle engendrée par les f;.

2.2.2 Modules de plus haut poids

Définition 2.2.5. Soit V un g-module et @w € h* un poids. Notons V¥ I’ensemble de tous les v € V
tels que hv = w(h)v pour tout h € h. On dit qu'un élément de V= est un vecteur de poids w et on
appelle V¥ ’espace de poids de w si VZ #£ (.

Soit v € V. On dit que v est un élément primitif de poids w s’il vérifie les deux conditions
suivantes :

1. v est non nul et de poids w,

2. on a e,v = 0 pour tout o € .
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Les modules irréductibles contenant un tel élément ont des propriétés décrites dans le théoréme
suivant.

Théoréme 2.2.6 ([Serl3, Théoreémes 1 & 2 Section VIL3]). Soit V' un g-module irréductible contenant
un €lément primitif v de poids w alors :

1. v est Vunique élément primitif de V' (a4 multiplication par un scalaire prés) et on appelle son poids
le plus haut poids de V.

2. Les poids w de V sont de la forme :

w:w—g mia;, m; €N,
a; eIl

Ils ont une multiplicité finie et w est de multiplicité 1. On a V= V7.

3. Deux g-modules irréductibles V et Vo de plus haut poids respectifs wy et wo sont isomorphes si et
seulement st wy = wo.

4. Pour tout poids w € bh*, il existe un tel module irréductible de plus haut poids .

Définition 2.2.7. On appelle module de plus haut poids @w un module engendré par un élément
primitif de poids w.

Un module irréductible de plus haut poids w étant unique a isomorphisme pres par le théoreme 2.2.6,
on note ce module H (w).

Exemple 2.2.8. Un exemple particulier de module de plus haut poids est la représentation adjointe de
g c’est a dire, g vu comme un g-module.
On a la décomposition de Cartan de

g=he P e P n
agdt acd—

en espace de poids. Les espaces n,, sont des espaces de poids de dimension 1 et de poids «. h est I'espace
de poids 0 et est de dimension n.

Par exemple, pour g = sl3(C) la représentation adjointe est le module de plus haut poids a; + a3 et
c’est aussi le module de plus bas poids —a; — as. Le module est représenté a la figure 2.3. Un élément
primitif de H (o + a2) est Eq 3.

Vertae: = CEy 3
Vo2 =CEy3 Ve =Ch
VO =b=C(Ei — Ea2) ®C(Es2 — Es3)

V=1 = CEy, Voo =Chsa

Vfalfag = (CE3,1

FIGURE 2.3 — Module H (a3 + az) pour g = sl3(C).
Ici on a
er =ad B, eg =ad Ey3, fi =ad Ey1, fo=ad E3

et
hy =ad (B — Ea2), hy =ad (Ez2 — E33).

La théorie des modules de plus haut poids permet d’étudier les modules de dimension finie, notamment
grace a la proposition 2.2.9 et son corollaire immédiat.
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Proposition 2.2.9 ([Serl3, Proposition 3, Section VIL.4]). Soit V un g-module de dimension finie, alors
on a:

1.V=g, V"
2. Sim est un poids de V', w(hy) est un entier pour tout o € .
8. SiV #£0,V contient un élément primitif.
4. StV est engendré par un élément primitif, V' est irréductible.
Corollaire 2.2.10. Chaque g-module irréductible de dimension finie a un plus haut poids.

On peut aussi définir de méme la notion de module de plus bas poids ou I’élément primitif vérifie
fav = 0 pour tout o € d+.

Proposition 2.2.11. [Car05, Proposition 10.15] H()) est de dimension finie si et seulement si A € PT.
Soit L(A\) le module irréductible de plus bas poids X. L(\) est de dimension finie si et seulement si
A€ —(PT).

Les modules irréductibles de plus hauts poids w; sont appelés modules fondamentaux ou repré-
sentations fondamentales de g.

2.2.3 Caracteres
On note A l'algébre Z[P] du groupe P noté multiplicativement, de base (e™),cp telle que

e’e” =™t

Définition 2.2.12. Soit V' un g-module de dimension finie. Pour chaque poids 7 de V' la multiplicité de
7 dans V est notée m, = dim V™. L’élément

ch(V) = mee” €A

est appelé le caractére de V.
Cet invariant permet de classifier les g-modules de dimension finie.

Proposition 2.2.13 ([Ser13, Proposition 5 section VIL.7]). Soit ch(V) le caractére de V' défini comme
précédemment, on a les propriétés suivantes :

1. ch(V) est invariant par Uaction du groupe de Weyl W sur A, induite par Uaction naturelle de W
sur P

2. Ona
ch(V & V') =ch(V) + ch(V'),

ch(V @ V') = ch(V)ch(V").
3. Deux g-modules V' et V' de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ch(V) = ch(V"’).

Bien qu’il existe une formule explicite due & Weyl ([Serl3, Théoréme 4, Section VIL.7]), le calcul
de ce caractére peut étre assez fastidieux en pratique. Les cristaux qu’on va présenter dans la section
suivante sont des objets combinatoires permettant de faciliter le calcul du caractére des représentations
irréductibles.

2.2.4 Cristaux

On va reprendre les éléments de l'introduction donnée dans [KS97, Section 3].

Définition 2.2.14 (Cristal). Soit ® un systéme de racines cristallographique donné, possédant un en-
semble de racines simples (a;); et de coracines simples (h;); et un réseau de poids P. Un cristal B est
un ensemble muni des applications suivantes :

wt:B—= P, & :B—=>ZU{-x}, ¢;:B—ZU{-0c0}

&:B—BU{0}, fi:B—BU{0}

Les applications vérifient les conditions suivantes :
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L @i(b) = &i(b) 4 (wt(b), hs),

2. sib € B et e;be B alors wt(e;b) = wt(b) + o, €;(€;0) = €,(b) — 1 et @;(€;b) = ¢;(b) + 1,
3. sibe Bet fibe B alors wt(f;b) = wt(b) — oy, £5(fib) = e:(b) + 1 et ;(fib) = pi(b) — 1,
4. pour b, € Bet 1€ I, b =¢;bsi et seulement si b = fib’,

5. pour b € B, si ¢;(b) = —oc alors ;b = f;b = 0.

Définition 2.2.15 (Morphisme de cristaux). Soient By et Bz deux cristaux. Un morphisme 1) est une
application ¢ : By U {0} — By U {0} satisfaisant les conditions suivantes :

1. 4(0) = 0,
2. si b e By et (b) € By alors wt(1(b)) = wt(b), €;(¥(b)) = €:(b) et @;(¢(b)) = ¢i(b),
3. sionabb € By etiel tels que f;(b) = b et ¢(b),h(b') € By alors on a f;(1(b)) = ().

Etant donné un cristal B, on définit son caractére comme ch(B) = 3 wt(b).
beB

Théoréme 2.2.16 ([Kas95, Section 4 & 7]). 1. Pour tout poids N\ € PT, il existe un cristal B(\),
unique d isomorphisme prés, possédant un élément b avec wt(b) = A tel que pour tout i € I, on ait
€;b =0 et vérifiant ch(B(X)) = ch(H()N)).

2. Les cristauz forment une catégorie monoidale.

Le produit tensoriel de deux cristaux est défini dans [Kas95, Section 3.2 & Théoréme 4.1] mais nous ne
I'utiliserons pas dans ce mémoire. Cela permet en particulier d’étudier les caracteéres de produits tensoriels
de g-modules.

On voit dans la section suivante un exemple de cristal.

2.2.5 Le cristal B(c0)

Lorsque 'on utilise la théorie des cristaux pour déterminer les caractéres de représentations de di-
mension finie, on a un cristal particuliéerement intéressant, appelé B(occ). En effet ce cristal contient le
cristal de toutes les représentations irréductibles de dimension finie de g (on en voit une illustration dans
lexemple 2.2.17).

De plus on peut explicitement construire n’importe quel élément de ce cristal & partir d’un élément de
plus haut poids u annulé par tous les opérateurs €;, en lui appliquant une suite bien choisie d’opérateurs
fi.

La définition originale de B(co) est en terme d’une base du groupe quantique U,(n) lorsque ¢ tend
vers 0. Ici on ne développera pas cette définition mais on utilisera a la place un modéle combinatoire :
celui des polytopes de Mirkovié-Vilonen, ol on associe a chaque élément b € B(o0) un polytope convexe
Pol(b) sur le réseau ZI = P, ; Zh;, ce qu’on va développer au théoréme 2.9.2.

Exemple 2.2.17. On représente le début du cristal B(oo) de l'algebre de Lie g de type As a la figure
2.4.

On étiquette les sommets par des modules rigides selon la correspondance qui sera expliquée au
théoreme 2.9.2.

On voit dans le haut du cristal B(co) certains cristaux de représentations de plus haut poids de g de
type As. En fait dans chaque cas, le sommet étiqueté par {0} a pour poids 0 et donc par exemple ici, le

sommet étiqueté par 1 5 ® 1 2 a pour poids —2c; — 2ai5. Pour obtenir les poids corrects du cristal de

chaque représentation de plus haut poids H()), il faut alors rajouter A a chacun des poids. Le sommet
sus-cité a donc finalement le poids @y +wg —2(a + a2) = — (w1 +w3) dans le cristal de la représentation
H(wl + WQ).

De méme le sommet initial étiqueté par {0} a pour poids 0 dans B(co) mais w; dans B(wi ), wy dans
B(WQ) et wi + wq dans B(wl + WQ).



B(W1+ZU2)
{0}
B(w1) h f2 \ B(ws)
\
\ ‘\
1 | 12
}'vl fo 1 fQ
2 1
1e1 1 2 || 262
fi fa fi ) h f2
f 2
19 2 19 1 20 2 20 1
1olal 1 9 1 9 2022
f F2 A _ o hi _ fo fi fo
fi - _ fa
f2 fi
11 2 lele 1 2 ¢ 2 1 o 2 1 o1 202¢ 2 | |22 1
lelelal 1 9 1 1 9 1 9 9 1 9 | 2020202

FIGURE 2.4 — Cristal B(co) de g de type Ay
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2.2.6 Polytopes

On reprend les notations précédentes : g est une algebre de Lie semi-simple de type A, D ou E, b sa
sous-algebre de Cartan, ® le systéme de racines associé et 11 ’ensemble des racines simples. On identifiera
iciget g*, het h* et ; et h;.

Définition 2.2.18 (Donnée GGMS). Soit fte = (ftw)wew une collection d’éléments de hg := P Rh,.
JEI

On dit que cette collection est une donnée de Gelfand-Goresky-MacPherson-Serganova (don-

née GGMS) si elle vérifie la condition suivante :

siw — fiw € (=N)(w™t - hy), YweW,icl.

Remarque 2.2.19. Ici, on choisit des conventions différentes des articles cités par cohérence avec la
proposition 2.9.16.

Définition 2.2.20 (Pseudo-polytope de Weyl, [NS09, Section 2.1] & [Kam10, Section 2.3]). Etant donné
une donnée GGMS ., on lui associe le polytope convexe P(ue) C hr défini par

P(pe) = Conv{py, | w e W}
ou Conv désigne ’enveloppe convexe dans hg. On appelle ce polytope un pseudo-polytope de Weyl.

Exemple 2.2.21. On se place dans le cas d’un systéme de racines de type A;. On commence par

représenter le réseau € Zh; a la figure 2.5.
i€l

FIGURE 2.5 — Réseau @ Zh;
iel

On représente la donnée de la table 2.1 sur la figure 2.6.

w e S1 S92 5281 5182 518281

M 0 —3h1 —th —4h1 — hg —2h1 — 4h2 —4h1 — 4h2

TABLE 2.1 — Donnée

On vérifie que c’est bien une donnée GGMS :
ts; — pe = —3h1 € (=N)(e-h1), ps, — pe = —2hy € (=N)(e - ha),
fsysy — Msy = —h1 — ha € (=N)(s1 - h2) = (=N)(h1 + ha),
Isisy — By = —2(h1 + h2) € (=N)(s2 - h1) = (=N)(h1 + ha),
Psysasy — Msysy = —3ha € (_N)(SISZ : h1)7 Hogsisy — Msiss = —2h1 € (—N)(8231 . hg)

Exemple 2.2.22. On se place dans le groupe de Weyl de type As. On a la donnée GGMS indiquée a la
table 2.2.
On représente le polytope sur la figure 2.7.

Exemple 2.2.23. On se place dans le groupe de Weyl de type Az. On considére la donnée GGMS de la
table 2.3. On a le polytope de la figure 2.8.

De maniere générale, le polytope d’une donnée GGMS par rapport & un groupe de Weyl de type As
sera de la forme de la figure 2.9 avec des arétes de longueurs variables, possiblement nulles.
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FIGURE 2.6 — Polytope P(iie)
w e S9 5152 S951 5158251
Haw 0 —2h1 —hg —2h1 - 3h2 —2h1 —2h1 - 3h2
TABLE 2.2 — Donnée GGMS
I‘LSI = /’65281 0 = Ne
Hss
Hsyisasi = Hsysa
FIGURE 2.7 — Polytope P(iie)
w e S1 S92 S3 5182 S$281
o 0 0 —ho 0 —ho —hy — ho
w S$983 53851 53852 §18281 5185283 $283S51
Haw _h2 - h3 0 —h2 —hl - h2 —hg - h3 —hl — hg — hg
w §9853852 §385152 §385251 §1828381 §185283859 §283851S52
Pow —hy — hs —hy —h1 — hy —hi1 —hy — hg —hg — hg —hy —2hy — hg
w 8983592851 83518281 515825351852 81582838251 82835152851 8158283515281
Hw | —h1 —ha—hs | —hy —ha | —hy —2hg —hg | —h1 —ha —hg | —h1 —2ha — hg | —hy — 2ha — hg3

TABLE 2.3 — Donnée GGMS
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ha
—h1 — 2hy — hs3
—h1 — ha
FIGURE 2.8 — Polytope
898183 52535251
3 5152835152
h3

52535152
hy

5382 538182

FIGURE 2.9 — Polytope général d’'une donnée GGMS de type Ag
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Définition 2.2.24 (Entiers n{’). Soit w = [iy,...,i1] un représentant réduit de wy € W. On pose
w}"’:sil---sil eWpour1 <I<r.

Etant donnée une donnée GGMS pie = (tw)wew, on définit les entiers nj’ = n}”(u,) par la formule
suivante

,u’w'l“" - /“Lw;‘ll = _n?(ﬂiw)*
(5;0)* =Si Siz—lhil‘

Autrement dit, n}’ mesure la longueur de I’aréte joignant Ha | a H -

Définition 2.2.25 (Donnée de Mirkovié-Vilonen). Une donnée GGMS pe = (ftw)wew est dite donnée
de Mirkovié-Vilonen si elle satisfait les conditions suivantes :

o si deux mots réduits w et & sont reliés par un 2-mouvement ® en position k alors on a
nt=nf VI<I<r ¢ {kk+1}

et

W _ @ W@
M = N1y N1 = N
o ¢’ils sont reliés par un 3-mouvement en position k, alors on a :

n =nf, V1<I1<rlé¢{kk+1,k+2}

et
& _ oW W R ]
ng = Mo+ —min(ng, nyl ),
& _ o d
Ngpy1 = min(ny;, nk+2)v
i o, W R
Nipo = Ny + 0y —min(ng, ng ).

Le pseudo-polytope de Weyl d’'une donnée de Mirkovi¢-Vilonen est appelé polytope de Mirkovié-
Vilonen.
On note MV T’ensemble de tous les polytopes de Mirkovié-Vilonen.

Exemple 2.2.26. La donnée GGMS de 'exemple 2.2.21 n’est pas une donnée de Mirkovié-Vilonen. En
effet, on peut considérer w = [1,2,1] et & = [2,1,2]. On a les entiers suivants :

On a un 3-mouvement en position 1 entre u et @ et par exemple 1 = n¥ # min(nf, nd) = 2.
La donnée GGMS de I’exemple 2.2.22 est une donnée de Mirkovié-Vilonen. Pour les mémes représen-
tants w et &, on a les entiers

@ _ 1 F g o0 _
ny =1,n5 =2,n5 =0,

et on a bien
1=340-2, 2=min(2,3), 0=2+0-2.

On peut de méme vérifier que ’exemple 2.2.23 est une donnée de Mirkovi¢-Vilonenen choisissant deux
représentants de wg quelconques.

3. Cf. définition 2.1.22.
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2.2.7 Structure cristalline sur MV(c0)

On va maintenant rappeler comment munir un sous-ensemble de MV d’une structure de cristal comme
dans [NS09], [Kam10].

Tout d’abord, nous définissons les opérateurs de Kashiwara sur les éléments d’une donnée de Mirkovic¢-
Vilonen.

Définition 2.2.27 (Opérateurs de Kashiwara). Soit pe une donnée de Mirkovi¢-Vilonen et j € I. On
définit f;(pe) comme I'unique donnée de Mirkovié-Vilonen 4, telle que pl, = p. —h; et telle que ), = fuq
pour tous les w € W tels que s;w < w. En particulier on aura i, = fiw, et //SJ_ = Us;-

Inversement, on définit e;pe si pe # pis; 1'unique donnée de Mirkovi¢-Vilonen telle que pf, = pe + hy
et telle que g, = fuy si s;w < w.

Définition 2.2.28. On appelle MV(00) 'ensemble des polytopes P = P(u,) de Mirkovié-Vilonen dont
la, donnée de Mirkovié-Vilonen vérifie fi,,, = Op,.

Remarque 2.2.29. On a alors p,, € > (—N)h; pour tout w € W.
jE€I

On peut alors définir une structure de cristal sur MV(c0) de la fagon suivante :

Définition 2.2.30 (Structure de cristal sur MV(o0)). Soit P = P(us) € MV(c0) un polytope de
Mirkovié-Vilonen de donnée GGMS pie = (fbw ) wew -
On pose :

1. wt(P) := pe,
2. £;(P) :=max{N >0 e} P # 0},
3. ¢;i(P) = {a;,wt(P)) +¢;(P),
et on définit Popérateur descendant de Kashiwara f; : MV(oo0) U {0} — MV(o0) U {0} et Popérateur
ascendant e; : MV(o0) U {0} — MV(c0) U {0} par :
¢j0=fj0=0, [iP=[fjP(us):= P(fjpe),

Pleitte) Sl e s
ejP =e;P(j,) ::{ O(J/“L) sinlén#ﬂj

Théoréme 2.2.31 ([Kam07, Section 3]). Soit g une algébre de Lie de type A, D ou E.

(MV(c0),wt, (e)jer, (fi)jer: (€5)jer, (95)je)

est un cristal pour Uy(g) et il existe un unique isomorphisme de cristauz ¢ : B(co) = MV(co) pour
Uq()-

Remarque 2.2.32. Si l'algébre g est de type B,C, F ou G il faut remplacer dans le théoréme U,(g) par
U,(gY) ot g¥ désigne lalgébre de Lie duale au sens de Langlands.

Exemple 2.2.33. En reprenant le graphe de la figure 2.4 page 22 qui représentait le cristal B(oco) et
en étiquetant chaque sommet par les polytopes de Mirkovi¢-Vilonen construits de fagon inductives par
les opérateurs de Kashiwara a partir du sommet initial contenant la donnée de Mirkovi¢-Vilonen nul, on
obtient le graphe cristallin MV (c0).
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2.2.8 Groupes algébriques linéaires

Dans ce qui va suivre, on va supposer que G est un C-groupe algébrique connexe, simplement connexe,
semi-simple. On note B, B~ deux sous-groupes de Borel opposés de radicaux unipotents respectifs NV et
N_. On appelle H leur tore maximal H = BN B_ et on pose W = Normg(H)/H leur groupe de Weyl.
On pourra consulter [Hum?75, Chapitre IX] pour plus de détails sur cette définition du groupe de Weyl
et son lien avec la définition 2.1.13.

On note g = Lie(G) l'algébre de Lie de G. C’est une algébre de Lie semi-simple admettant une
présentation du type de la définition 2.2.1 et h = Lie(H) est une sous-algébre de Cartan de g.

Exemple 2.2.34. On peut considérer le cas G = SL,,(C). Dans ce cas, on peut choisir comme groupe
de Borel B le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, B_ celui des matrices triangulaires
inférieures. On a H le sous-groupe des matrices diagonales et N est le sous-groupe des matrices unitrian-
gulaires supérieures, N_ celui des matrices unitriangulaires inférieures.

On va maintenant obtenir des générateurs de G a partir des générateurs de la présentation 2.2.1 de g.
A chaque générateur e; on associe la famille de générateurs z;(t) dépendant d’un paramétre complexe
t, a chaque générateur f;, la famille y;(t) et & chaque générateur h;, la famille z;(¢), images par Papplication
exponentielle :
xi(t) : t — exp(te;), yi(t):t—exp(tfi), zi(t):t— exp(th;).

Exemple 2.2.35. Si on regarde l'algebre de Lie sl4(C), on a :

ei=Eiin, fi=Eiiiet hi =FEi; — Eig1 1.

On a alors _ _ _ _
0000 100 0
0010 01 ¢t 0

=1y g o of "=® =1y o 1 of:
0 0 0 0 00 0 1]
0 0 0 0] 10 0 0]
0000 0100
s=10 0 0 ol "¥®t=1g o 1 o|
0 0 1 0] 0 0 t 1]
1 0 0 0 e 0 0 0
0 -1 0 0 0 et 0 0
=1y o o ol 50t~ 10 o 1 o
0 0 00 0 0 01

Le tore maximal H est engendré par les sous-groupes & un parameétre z;(t) pour tout ¢ € I, le sous-
groupe unipotent maximal N par les sous-groupes & un parameétre x;(t) pour tout ¢ € I et le sous-groupe
unipotent maximal N_ par les sous-groupes a un parametre y;(t) pour tout i € I.

2.2.9 Variété de drapeaux

Définition 2.2.36. Soit G un groupe algébrique simple simplement connexe sur C. On suppose que G
est simplement lacé, c’est a dire que G est de type A, D ou E.

On note W = Normg(H)/H le groupe de Weyl.

On considere la variété de drapeaux X = B~\G et on note 7 : G — X la projection naturelle

m(g) :=B7\g, g € G.

Exemple 2.2.37. En type A, la variété de drapeau X s’identifie a la variété F dont les points sont les
drapeaux de sous-espaces :

F={}cRCcACHRC - CF cC}

En effet, dans le cas G = SL,,1+1(C), ce groupe agit transitivement sur I’ensemble F des drapeaux et
le stabilisateur du drapeau standard est le sous-groupe de Borel B des matrices triangulaires.

Théoréme 2.2.38 ([Hum75, Chapitre X]). Chaque double classe de G modulo B~ contient un unique
w € W. On a donc la décomposition de Bruhat :
G= || B wB".
weW
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On appelle décomposition de Schubert la décomposition de la variété de drapeauz induite & partir de
la décomposition de Bruhat de G par m :

X = |_| m(B~wB7).
weW

On notera Cy, := 1(B~wB~) la cellule de Schubert associée d w. Elle est isomorphe a CH®),

De méme, on peut décomposer G au moyen de l'action d gauche de B~ et de l’action d droite de B.
On appelle cette décomposition, décomposition de Birkhoff :

G= || B wB
weWw
Elle se projette par m comme précédemment sur la décomposition de Schubert opposée :

xX=|]cv

weW
oty C* = (B~ wB) est la cellule de Schubert opposée associée  w et isomorphe a CHwo)=t(w),

Définition 2.2.39. Etant données une cellule de Schubert C,, et une cellule de Schubert opposée C?,
on définit I'intersection
Ryw :=C"NCy,

appelée variété de Richardson ouverte.

Proposition 2.2.40 ([KL80]). Ry, est non vide si et seulement si v < w pour l’ordre de Bruhat. C’est
un sous-ensemble lisse irréductible localement fermé de C,, de dimension {(w) — £(v).

2.3 Algebres amassées

Dans cette section, on va rappeler des résultats fondamentaux sur les algebres amassées et les struc-
tures amassées, notamment pour fixer les notations et les conventions. Cette section est inspirée de [FZ04,
Section 4].

2.3.1 Graine

On fixe deux entiers strictement positifs m > n et on pose F le corps des fractions rationnelles sur Q
en m variables indépendantes.

Définition 2.3.1 (Graine). Une graine de type géométrique dans F est la donnée d’une paire (X, E)
ol

o X={x1,...,Tm} C F est une famille algébriquement libre, qui engendre F,

o B = (bi;) est une matrice m x n d’entiers, telle que la sous-matrice n x n supérieure B = (b; ;)i ;4

est anti-symétrique, on I’appelle partie principale de B. B est de rang maximal.

On définit les graines a une renumérotation simultanée des éléments de X pres, et donc a une renuméro-
tation des lignes et colonnes de B preés.

Remarque 2.3.2. On peut en fait définir les graines dans le contexte plus général ou la matrice n’est
pas antisymétrique, mais seulement anti-symétrisable, mais ici on n’€tudiera que des algébres amassées
dont les graines sont définies par des matrices anti-symétriques.

Définition 2.3.3 (Mutations de graines). On pose x = {z |1 <k <n}etc=X—x.
On définit I'opération py 1 < k < n, appelée mutation dans la direction £, comme I'application

qui associe la graine (Xg, ux(B)) & la graine (X, B) ou :

H xbzk + H xsz:,k
3 1
_ _ bi x>0 bi k<0
Xp =X —{zpfU{z,} on )= il s ,
Tk

—b; ; sit=kouj=k

n ’ N / (2
ur(B) = (b; )i; ou b .= bigelbr+bi kbl
( ) ( 1,,])2] (2] bz,j + ‘ L.kl I»,J'g z.kl k,JI sinon
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2.3.2 Algebre amassée
Définition 2.3.4 (Equlvalence par mutation). Deux graines sont dites équivalentes par muta‘cion7 ce

qui est noté (X, B) x', B’ ), 8'il existe une suite de mutations permettant de passer de (X, B) (x', é’)

On note S la classe de mutation de la graine (X, E) On note X I'union de tous les éléments de F qui
appartiennent a I'une des graines de S a l’exception de ’ensemble des coefficients d’amas c¢. On appelle
les éléments de X" les variables d’amas.

Définition 2.3.5. L’algébre amassée A(S) est la Z[c*!]-sous-algeébre de F engendrée par les variables
d’amas :

A(S) := Z[c*!, &)
L’entier n, cardinal de chaque amas, est appelé rang de A(S).

Remarque 2.3.6. Dans certains cas, on ne considérera que la Z[c|-sous-algébre de F engendrée par
les variables d’amas. Notamment c’est cette définition que l’on prend pour munir C[N] d’une structure
d’algébre amassée.

Exemple 2.3.7. On va décrire I'algebre amassée de type A, sans coeflicients.

On a un amas initial x = (21, 22) et une matrice de mutation B = {_01 (1)} . On a alors :

To+1
e = ((#55m)- [0 9])
X1
.’E2+1 $1+$2+1 0
B) =
,LLZO,Ul(Xv ) (( 1‘1 ) $1x2 > |: 1 O:|>
z1+1 21 +22+1 0
M10M20M1(X,B)=(< -, 2 ) [1 })
T2 12

1+ 1
#20#10M20M1(Xa3)—<( 1:52 ,l’) [_1 0])

Dans ce cas on a en fait parcouru ensemble des amas possibles (& permutation des deux variables
prés) et donc ici lalgeébre amassée est la sous-algebre de Q((z1,x2)) engendrée par les polyndémes de
Laurent :

z1+1 294+1 21 +a0+1
) ’ T1 ’ T1T2 ’

x1,T2,

2.3.3 Carquois

Définition 2.3.8. Un carquois (graphe orienté) Q = (Ip,I1,s,t) est la donnée d’un ensemble I, de
sommets (numérotés de 1 a n), d’un ensemble I; de fleches, d’une application source s : Iy — I et d’une
application but t : Iy — Ij.

Définition 2.3.9 (Carquois d’une graine). A une graine munie d’une matrice B dont la partie principale
est anti-symétrique, on peut associer un carquois de la fagon suivante :

o On associe a chaque élément de X un sommet du carquois : x; — i € I

e On a |b; ;| fleches dans I; de ¢ vers j si b;; > 0, de j vers i sinon, permettant de définir les
applications s et t.

Remarque 2.3.10. La matrice n'étant pas forcément carrée, une partie du carquois ne peut pas forcément
étre déterminée pour les fleches entre deux sommets d’indices > n.

En fait ce n’est pas important car ces sommets correspondront a un sous-ensemble des variables appelé
coefficients, des sommets qui ne seront pas mutés et on considére que deux carquois ne différant que de
fleches entre deur sommets correspondant a des coefficients sont équivalents.

Définition 2.3.11 (Mutation de carquois). La mutation de matrice se traduit par une modification des
fleches du carquois de la facon suivante : si on mute le sommet d’indice k :

1. si on a une suite de fleches i — k — j, on crée une nouvelle fleche i — j,

2. toutes les fleches adjacentes au sommet k sont retournées,
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3. sion a des fleches paralleles et de sens opposés entre deux sommets, on supprime les 2-cycles jusqu’a
avoir un carquois sans aucun 2-cycle.

Remarque 2.3.12. De tels 2-cycles ne sont pas nécessairement uniques, les carquois étant définis a
isomorphisme préservant les sommets pres, la mutation est bien définie.

2.4 Algebre préprojective

Définition 2.4.1. Soit ® un systeéme de racines de type A, D ou E. On choisit une orientation pour
son diagramme de Dynkin afin de le transformer en carquois @ = (Iy, I1, s,t). On définit le carquois
« double » Q = (Ip, 1 UI; ,s,t) ou I; = {a* | a € I | s(a*) = t(a) et t(a*) = s(a)} formé de Q et,
pour toute aréte de (), d’'une aréte entre les mémes sommets mais de sens opposé.

Etant donné un corps K, on définit l'algebre de chemins K@ sur le carquois double Q.

On définit 1’élément ¢ de cette algebre par :

c= E oo’ — a*a,

acl

et on note (c) Iidéal bilatére engendré par cet élément.
On appelle alors algébre préprojective l'algeébre quotient A définie par

A :=KQ/(c).
Définition 2.4.2. On note mod(A) la catégorie des A-modules de dimension finie.

Exemple 2.4.3 (Algebre préprojective de type As). On se place dans le systéme de racine de type As.

On rappelle son diagramme de Dynkin 1 —— 2 —— 3.
On choisit une orientation des fléches afin d’obtenir un carquois 1 —>» 2 rL3.
- -
On double alors les fleches avec des fleches d’orientation opposée 1 2 3.
> - >
o 5

On a alors l'algébre des chemins (engendrées par les fleches «, 3, o, B* et les chemins de longueur
nulle basés en chacun des sommets €1,€5 et €3) sur le carquois double K@, et on introduit les relations
suivantes :

*

@’'a=0, BB"=0, ['f=aa”

Finalement I’algébre A est de dimension 10, de base {e1,e2,€3, a, a*, 8, %, aa*, Ba, a*3*}. Elle agit
sur elle-méme en tant que A-module selon la table 2.4.

€1 | €2 €3 a | of B | B | aa* | Ba | o B

&1 &1 0 0 0 o* 0 0 0 0 | a*p*
€9 0 €9 0 o 0 0 B* | aa™ | 0 0
€3 0 0 €3 0 0 15} 0 0 | fa 0
«@ Q 0 0 0 | aa* 0 0 0 0 0
a* 0| af 0 0 0 0 0 0 0 0
153 0 154 0 Ba| 0 0 0 0 0 0
B* 0 0 B* 0 0 |aa® | 0 0 0 0
aa* | 0 | aa® 0 0 0 0 0 0 0 0
Ba | 0 0 Ba 0 0 0 0 0 0 0
a*f* | 0 0 |a*B*| 0 0 0 0 0 0 0

TABLE 2.4 — Action de A sur elle-méme

Notation 2.4.4. A partir de maintenant A désignera une algebre préprojective associée a un carquois
de type A, D ou E.
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2.4.1 Sous-catégories de mod(A)

Définition 2.4.5. Soit ¢ € I. On note S; le A-module simple de dimension 1, canoniquement en cor-
respondance avec le sommet ¢ du diagramme de Dynkin, on note @); ’enveloppe injective de S; et P; la
couverture projective de S;.

Définition 2.4.6 (Série des socles). Etant donné un module M € mod(A) on appellera série des socles
de M la suite de sous-quotients : soc(M),soc(M/soc(M)),--- ,top(M).

On représentera chacun des facteurs directs simples de ces sous-quotients, par 'indice de ce module
simple.

Exemple 2.4.7. Pour l'algebre préprojective de type Az, le module projectif P, de téte Sz, a comme
série de socles : Sy, .51 & S3,.52. On le représente par la figure 2.11.

FIGURE 2.11 — Module P

C’est un module d’espace vectoriel sous-jacent I’espace vectoriel isomorphe & C* dont on appelle
les vecteurs de base €9, a*, f et aa™ qu’on appellera aussi 5*5. Il possede la table de multiplication
représentée a la table 2.5

g9 | « 8 | aa
er | 0] o 0 0
€9 | €9 0 0 ao™
ez | O 0 15} 0
a | 0 | aa* 0 0
a* | o 0 0 0
5| B 0 0 0
61 0 0 |aa®*| O

TABLE 2.5 — Table de multiplication du module P;

Cette représentation permet, dans les cas simples, de facilement visualiser des quotients ou des sous-
modules de modules donnés, et I’effet des foncteurs £ et T qui sont définis ci-apres :

Définition 2.4.8 ([GLS08]). Etant donné le groupe de Weyl W associé au méme systéme de racines que
A, on note s; les générateurs de Coxeter. Pour chaque ¢ € I, on définit 'endofoncteur &; = &, de mod(A)
comme le foncteur, qui & tout module X € mod(A) associe le module &;(X), noyau de la surjection :

ot m;(X) désigne la multiplicité du module simple S; dans la téte de X.

En ce qui concerne les morphismes, si f : X — Y est un homomorphisme, f(&;(X)) C &(Y) et on
définit & (f) : £;(X) — &£;(Y) comme la restriction de f a &(X).

De maniére similaire, on définit 53 (X)) comme le conoyau de l'injection

sEm L x

?

oum! (X)) désigne la multiplicité du module simple S; dans le socle de X. On définit de maniére analogue

i

a &, Ej(f) pour tout f: X =Y € mod(A).

Etant donné X € mod(A), & agit sur X en retirant la composante isotypique de S; dans la téte de
X.
EJ agit sur X en retirant la composante isotypique de S; dans le socle de X.



34 Chapitre 2. Préliminaires

Proposition 2.4.9 ([GLS08, Proposition 5.1]). Les foncteurs &; et 8; vérifient les relations de tresses
de W. On peut donc définir de facon univoque les foncteurs &, et 5 pour chaque w € W.

Exemple 2.4.10. Considérons le module P, de l'algebre préprojective de Ay.

2
VRN

3
NN
2
N/
3

On applique le foncteur &, .5, en regardant deux représentants différents : [2,3,2] et [3,2, 3].

2
/N 1 3 1 1
1 3 N N N
E2E3E7 RN = &6 2 4 | =& 2 4 | = 2 4
2 4 N/ N/
N/ 3 3 3
3
2 2
/N /N 1 3 1
1 3 1 3 NN N
E3E2E3 NN = &3, NN =& 2 4 | = 2 4
2 4 2 4 N S N/
N/ N/ 3 3
3 3

Définition 2.4.11. On note Sub(M) la sous-catégorie pleine de mod(A). Les objets de cette catégorie
sont les A-modules isomorphes & des sous-modules d’une somme directe de copies de M.

On note Fac(M) la sous-catégorie pleine de mod(A) dont les objets sont des A-modules isomorphes
a des quotients d’'une somme directe de copies de M.

Définition 2.4.12 ([GLS11, Section 2.4] & [Lec16, Section 3.2.3]). Soit w € W, posons u := w™wy. On
pose I, = &, (EBle I Ql) On définit la sous-catégorie pleine suivante :

Cy = Fac(I,,) C mod(A).

De maniere duale, on pose J,, := & f (@Ze I Qi) et on définit la sous-catégorie pleine :

w1

C" := Sub(J,) C mod(A).

On introduit maintenant la catégorie qui sera 1’objet d’étude principal de cette these :

Définition 2.4.13 ([Lecl6, Définition 3.6]). Soit v, w deux éléments du groupe de Weyl tels que v < w
pour l'ordre de Bruhat. La catégorie C, ., est définie de la facon suivante :

Cory = Cyy NC.

2.4.2 Caractére d’amas

Le lien entre les sous-catégories de mod(A) et lalgébre C[N] est assuré par le caractére d’amas
¢ : mod(A) — C[N]. On va ici détailler 'expression de ce caractére. On pourra consulter [GLS08,
Section 5] pour plus d’informations.

Définition 2.4.14. Soit M un A-module de dimension m. Soit i = (i1,...,4,,) un représentant d’un
élément de W. On définit la variété Fp,; de drapeaux de sous-modules de type i :

f=(0=FyCF,C-CFp=M)

tels que Fi/Fy—1 = S;, pour 1 <k <m.
On note x(Fari) la caractéristique d’Euler de Fjs; en tant que variété algébrique projective complexe.
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Définition 2.4.15. On appelle caractére d’amas la fonction réguliere o € C[N] qui a pour expression
sur un produit arbitraire de sous-groupes de N & un parametre x;(t) :

ta
eum(x;(t) = > X(Fage) 7
acNFk ’
N a titttk . . . .
ou x5(t) ==z, (t1) - - -z, (t), ;—, = all!ma’;! S = Ty Jky e Jk) €6 B, .t € CL
ay fois ay, fois

On pourra trouver plus de détail sur ce caractére d’amas dans [GLS11, Section 6] et [Lecl6, Section
4].

Exemple 2.4.16. Soit M le module P, de mod(A) pour l’algébre préprojective de type As comme défini
a 'exemple 2.4.7. P5 a seulement deux drapeaux de sous-modules :

2
2C1\C1 ,3C11\3
2 2 N
2
et
2
2 C 3C1\ 3C11\3
2 2 N
2

de types : (2,1,3,2) et (2,3,1,2).
On est en type Az donc N est le groupe des matrices unitriangulaires de SL4(C) qui admet comme
générateurs :

xl(t) = , I’Q(t) = , zg(t) = 7t € C

oo O
[
o= O O
_o0 o O
oSO O
o o= O
O~ + O
_ o O O
o O O
oo = O
o= OO
=+ O O

Ici on va évaluer ¢p, sur le produit z;(t) correspondant & un représentant de 1’élément de longueur
maximale de W, j=11,2,3,1,2,1].

1 t1+ts+1te tito 4+ tits + tats titots

0 1 to + 1 tot
xj(t) = z1(tr)zo(t2)zs(ts)r(ta)za(ts) 21 (t6) = | 0 ? 1 ° i;
0 0 0 1

Par [BFZ96], lorsque t décrit C°, xj(t) décrit un sous-ensemble dense de N, ce qui va nous permettre de
définir de fagon non ambigiie une fonction de C[N] par le caractére d’amas.

On veut avoir j2 = (2,1,3,2) ou j> = (2,3,1,2) avec j = [1,2,3,1,2,1].

Il n’existe aucun a permettant d’obtenir la premiére suite de facteurs de compositions. On peut obtenir
la deuxiéme en posant a = [0,1,1,1,1,0]. On a alors :

o, (xj(t)) = tatstats

ce qui correspond a la fonction M = = be —cd = A(1,2),(3,4), autrement dit le mineur sur

O = Qo
RS~ 0 O

a
1
0
0

oo o

les deux premieres lignes et deux derniéres colonnes.
Ainsi, on a associé au module P, de mod(A), un élément de C[N] qui se trouve étre un mineur.

2.5 Structure amassée

On rappelle ici la définition de [BIRS09, Section II.1] d’une structure amassée, qui permet de modéliser
les algebres amassées dans un contexte catégorique. On verra ensuite comment cette théorie s’applique a
la catégorie mod(A).
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On va supposer que les catégories sont des catégories Krull-Schmidt K-linéaires ot K est un corps
algébriquement clos. Plus particulierement, on va supposer ici que les catégories sont des sous-catégories
fermées par extension de la catégorie mod(A) ot A est une algébre de dimension finie sur un corps
algébriquement clos K.

Supposons qu’on a une famille d’ensembles x appelés amas d’objets indécomposables non-isomorphes.
L’union de tous les objets indécomposables d’amas est appelé I’ensemble des variables d’amas. Supposons
aussi qu’on ait un sous-ensemble p d’objets indécomposables. On note 1" 'union des objets indécompo-
sables dans z et p et on 'appelle amas étendu.

Définition 2.5.1. Etant donné un A-module M, on note add(M) la cloture additive de M, & savoir la
sous-catégorie pleine de la catégorie des A-modules dont les objets sont les A-modules isomorphes & une
somme directe de facteurs directs de M.

Définition 2.5.2 (Approximation de modules, morphismes minimaux). Soit C une sous-catégorie de
mod(A), un homomorphisme f : X — Y € C est une C-approximation a gauche de X si pour tout
homomorphisme g : X — Z avec Z € C il existe un morphisme h : Y — Z tel que g = hf.

Un morphisme f : V — W est dit minimal & gauche si chaque morphisme g : W — W tel que
gf = f est un isomorphisme.

De fagon duale un homomorphisme f : Y — Z est une C-approximation a droite de X si pour
chaque homomorphisme g : Z — X avec Z € C, il existe h: Z — Y tel que g = fh.

Un morphisme f : V — W est dit minimal & droite si chaque morphisme g : V — V tel que fg = f
est un isomorphisme.

Définition 2.5.3. Si une sous-catégorie C C mod(A) est telle que pour tout objet M € mod(A), on a
une C-approximation a droite, la catégorie est dite fonctoriellement finie a droite.

Si une sous-catégorie C C mod(A) est telle que pour tout objet M € C, on a une C-approximation a
gauche, la sous-catégorie est dite fonctoriellement finie a gauche.

Si une sous-catégorie C C mod(A) est & la fois fonctoriellement finie & gauche et & droite, elle est dite
fonctoriellement finie.

Définition 2.5.4 (Structure amassée faible). On dit que les amas, pris avec ’ensemble des coefficients
p, forment une structure amassée faible sur la catégorie C si on a les deux propriétés suivantes.

1. pour chaque amas étendu T et chaque variable d’amas M, il existe un unique objet indécomposable
M* #£ M tel qu’on obtienne un nouvel amas 7™ par remplacement de M par M*. On note cette
opération, appelée échange, par pp(T') = T* et on appelle (M, M*) une paire d’échange,

2. pour chaque variable d’amas M, il existe des suites exactes courtes
« [ g S, rt *
M*"=B=MeM-—=DB =M
ou les applications g et ¢ sont des add(7T\{M })-approximations minimales & droite et f et s des
add(T\{M})-approximations minimales & gauche. On les appelle des suites d’échanges.

Définition 2.5.5. Etant donné un amas étendu T, on définit le carquois Q7 otl les sommets correspondent
aux objets indécomposables de T et le nombre de fleches T; — T est donné par la dimension de ’espace
des applications irréductibles rad(T}, T;)/rad®(T;, T;). Ici rad(,) désigne le radical de add(T).

Définition 2.5.6 (Carquois d’une algébre d’endomorphisme). Etant donné un A-module
M=M @ - & M™

défini comme précédemment, on définit le carquois de son algebre d’endomorphisme comme le carquois
'y dont les sommets sont les End(A)-modules simples S; correspondant aux facteurs directs M; et ou
le nombre de fleches ¢ — j entre S; et S; est donné par :

dim Ethl*DndA(]W) (S“ S])

Proposition 2.5.7 (Voir [GLS06, Section 3.2]). Soit M = MP™ @ --- & M un A-module ot les
M; sont des modules indécomposables deux d deur non isomorphes avec n; > 1,V¥i. On pose S; = Sy,
le End 4 (M)-module simple correspondant a M; et P; = Hom(M;, M), le End 4(M)-module projectif
indécomposable de téte S;. Pour 1 <i,j <n on a égalité entre les nombres suivants :

o le nombre de fleches i — j dans le carquois I'pr de End (M),
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o dimExty,q, (i, S5),
o la dimension de Uespace des applications irréductibles M; — M; dans add(M),

o la dimension de Uespace des applications irréductibles P; — P; dans la catégorie add(Py @ --- @ Py,)
de End o (M)-modules projectifs.

Soit, de plus, f (resp. g) une add(M/(MP™))-approzimation minimale a gauche (resp. a droite) de
M; : f:M; — M (resp. g: M" — M;). Sii#j, ona

dim Extpyq , (ar) (Si, 55) = [M" 2 Mj],
dim Extgna , (an) (S5, Si) = [M" : M;].

Définition 2.5.8. On dit que le carquois Q) = (Q, Q1) est un carquois étendu par rapport & un sous-
ensemble Qf, C Qo ¢’il n’y a aucune fleche entre deux sommets de Q\Q;. On considére que le carquois
@1 d’un amas étendu est un carquois étendu en oubliant les fleches entre deux sommets correspondant
a des coefficients.

Remarque 2.5.9. En pratique, si on considére dans les exemples les carquois d’une catégorie donnée C,
ce qui sera pertinent pour la structure amassée, ce sera le carquois étendu par rapport a l’ensemble des
sommets portant un module projectif. Autrement dit, on négligera les fleches entre deux modules projectifs
(qui n’interviendront pas dans les mutations).

Définition 2.5.10 (Catégorie stable). La catégorie stable C d’une catégorie C C mod(A) est la caté-
gorie ayant les mémes objets que C et dont les morphismes sont les classes d’équivalences de morphismes
de C modulo la factorisation de morphismes a travers un objet C-projectif-injectif.

Définition 2.5.11. Soit C une catégorie admettant une structure amassée faible, on dit que la catégorie
C n’a pas de boucle (resp. de 2-cycles) si dans le carquois étendu de chaque amas étendu de sa structure
amassée il n’y a pas de boucle (resp. de 2-cycles).

Définition 2.5.12 (Structure amassée). On dit que la structure amassée faible précédemment définie
est une structure amassée si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. il n’y a pas de boucles ou de 2-cycles (pour chaque variable d’amas M, chaque morphisme non-
isomorphisme u : M — M se factorise & travers ¢ : B — M et s : M — B’ tandis que chaque
morphisme non-isomorphisme v : M* — M* se factorise & travers f: M* — B et t: B’ — M* ou
B et B’ ne possédent en commun aucun facteur direct indécomposable),

2. pour un amas étendu T, on passe de Q7 & Q7- par une mutation de Fomin-Zelevinsky ¢ au sommet
de Q1 donné par la variable d’amas M.

On verra & la section 2.6 la structure amassée sur la catégorie mod(A) définie & la section 2.4.

Un exemple (qui recouvrira les catégories étudiées ici) de catégories possédant une structure amassée
faible sont les catégories de Frobenius stablement 2-Calabi-Yau. On va rappeller ici les définitions de ces
différents termes.

Définition 2.5.13 (Module projectif, module injectif). Soit C une sous-catégorie fermée par extension
de mod(A). Un module C € C est dit C-projectif si on a Ext)y(C, X) = 0 pour tout X € C.

De maniére duale, un module C € C est dit C-injectif si on a Ext!(X,C) = 0 pour tout X € C. Une
catégorie C est dite avoir assez de projectifs® si pour chaque X € C, il existe une suite exacte courte
de C :

0=-Y—->P—-X—-0

avec P projectif.
Une catégorie C est dite avoir assez d’injectifs® si pour chaque X € C, il existe une suite exacte
courte de C :
0=-X—-1I1—-Y—=0

avec I injectif.

4. Cf définition 2.3.11.
5. having enough projectives en anglais.
6. having enough injectives en anglais.
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Définition 2.5.14 (Catégorie de Frobenius). Une catégorie est dite de Frobenius si elle est exacte ”,
si elle a assez de projectifs et d’injectifs et si les projectifs et les injectifs coincident.

Définition 2.5.15 (Foncteur de dualité). Soit C une K-catégorie. On définit le foncteur D = Homg (-, K),
on 'appelle foncteur de dualité.

Définition 2.5.16 (Catégorie 2-Calabi-Yau). Une catégorie 2-Calabi-Yau est une K-catégorie trian-
gulée C possédant un isomorphisme fonctoriel :

DExt'(A, B) = Ext'(B, A)
pour tous A, B € C.

Définition 2.5.17. Une catégorie C est dite stablement 2-Calabi-Yau si elle est de Frobenius et que
sa catégorie stable C est 2-Calabi-Yau.

2.6 Structure amassée sur ’algebre préprojective

Dans [GLS06] (reformulé dans [BIRS09, Section IL.1]), il est montré que mod(A) est une catégorie
stablement 2-Calabi-Yau sur laquelle existe une structure amassée. Le but de cette section est d’expliciter
cette structure amassée.

On va commencer par rappeler quelques définitions sur les modules, en se basant sur [GLS06]. Ici
A est une algébre de dimension finie sur un corps algébriquement clos K. En pratique, on prendra la
C-algebre A.

Définition 2.6.1. Un A-module M est dit rigide si Ext! (M, M) = 0.

Remarque 2.6.2. Autrement dit cela signifie que toute auto-extension du module est triviale ou encore
que la seule fagon de compléter la suite exacte courte suivante :

0—-M-—->7—-M—=0
est de remplacer 7 par M & M.

Définition 2.6.3. Un module rigide T est rigide maximal si, pour chaque A-module T” tel que T ®T"
est rigide, on a T" € add(T).

Définition 2.6.4. Soit M un module, on note (M) le nombre de classes d’isomorphismes de facteurs
directs indécomposables de M.

Théoréme 2.6.5 ([GLS06, Théoreme 2.1]). Soit A wune algébre préprojective de type A,D ou E et
r = {l(wp) pour wg le mot de longueur maximal du groupe de Weyl associé. Pour tout A-module rigide T,
onaX(T)<r.

Définition 2.6.6. Un A-module T est dit rigide complet si on a 3(T") = r.

Remarque 2.6.7. En fait, par [GLS06, Théoréme 2.2/, on a équivalence entre la notion de module rigide
mazximal et module rigide complet et on a donc un critére numérique simple pour démontrer qu’un module
est rigide mazimal, ce qu’on utilisera pour prouver le théoreme 4.16.1.

2.6.1 Graine pour la structure amassée de mod(A)

Définition 2.6.8. Soit M = M>™ @---&MZ" un module de mod(A) dont on connait la décomposition
en modules indécomposables deux & deux non-isomorphes. Si on a n; = 1 pour tout ¢, on dit que M est
basique.

Définition 2.6.9. Dans mod(A) un module basique rigide maximal M sera appelé graine.

Le but de cette section est de rappeler que les modules basiques rigides maximaux permettent de
définir une structure amassée sur mod(A).

7. Ici on ne détaillera pas la notion de catégorie exacte, toutes les sous-catégories fermées par extensions de catégories
abéliennes 1’étant.
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Définition 2.6.10. Soit 7" un A-module rigide maximal basique de décomposition en facteurs directs
indécomposables :

T=T® - -®T,.

Le carquois I'r de End, (T) définit une matrice entiere B(t) = (¢ ;)1<si j<r OU
t;; = Card{a € (I'r)1 | s(a) = j, t(a) = i} — Card{a € (I'r)1 | s(a) = ¢, t(a) = j}.

On va supposer, quitte a réordonner les termes, que les facteurs directs 15— 41, . . ., I;- sont projectifs.
Pour tout 1 < k <r —n on a la suite exacte courte :

0T 5 @ 1 - 17 —0 (2.1)
ti x>0

ou f est une add(T'/T})-approximation minimale de Ty & gauche.
On pose

pr, (T) =T @T/Ty,

et on appelle pr, (T) = pr(T), la mutation de T' dans la direction T}, (ou k).
De plus, par [GLS06, Théoréme 2.6] on a que les mutations de la partie principale de la matrice B(t)

c’est & dire les coeflicients (b; i)1<1.i<n) coincident avec les mutations de carquois de I'r dans la direction
J/1<1,5< q T
k.

Remarque 2.6.11. On peut utiliser a la place de la suite exacte courte 2.1 la suite exacte courte :

0=Ty - P 17" 5T —0, (2.2)

ti k<0
ot g est une add(T'/Ty)-approzimation minimale de Ty d droite.

Les modules rigides maximaux basiques ont des propriétés spécifiques permettant de définir une
structure amassée :

Proposition 2.6.12 ([GLS06, Proposition 6.7]). Soit T un A-module basique rigide mazximal et X un
facteur direct indécomposable de T. Si X n’est pas projectif, alors il existe exactement un A-module
indécomposable Y a isomorphisme prés tel que X 2Y et Y @ T/X est rigide mazimal.

Proposition 2.6.13 ([GLS06, Proposition 5.7]). Soient X et Y des A-modules rigides indécomposables
tels que dim Ext} (Y, X) = 1 et soit :

0XLMSy 50

une suite exacte courte non-scindée. Alors M @ X et M @Y sont rigides, X,Y ¢ add(M). Si on suppose
de plus que T & X et T &Y sont des A-modules rigides mazimauz basiques pour un T, alors f est une
add(T")-approzimation minimale & gauche et g une add(T)-approximation minimale d droite.

On a un critére, dans nos cas pour savoir si une sous-catégorie de mod(A) posséde une structure
amassée :

Théoréme 2.6.14. [BIRS09, Théoréme I1.5.1] Soit C une sous-catégorie close par extension et foncto-
riellement finie de mod(A). Alors la catégorie C a une structure amassée.

On va préciser des termes de vocabulaire que nous réutiliserons dans la section 2.7.

Définition 2.6.15. Soit C une sous-catégorie de mod(A) possédant une structure amassée. On choisit
un module rigide maximal basique de C, Ty qu’on appelle initial. Tout autre module rigide maximal
basique T est dit accessible s’il est 'image de Ty par un nombre fini de mutations.

Nous allons maintenant voir comment cette structure amassée sur mod(A) induit une structure amas-
sée sur la sous-catégorie C,,. On pourrait faire le méme travail sur C¥ mais comme en pratique on utilisera
des graines de C,,, c’est sur celle-ci qu’on se concentrera.
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2.6.2 Structure amassée sur C,

Dans cette section on va reprendre une partie des résultats de [GLS11]. On se reportera & cet ar-
ticle pour les preuves. Tout d’abord les théorémes suivants nous assurent que la catégorie a les bonnes
propriétés pour avoir une structure amassée :

Théoréme 2.6.16 ([BIRS09]). Pour tout élément w € W on a les propriétés suivantes :
e C, est une catégorie de Frobenius,
o La catégorie stable C,, est une catégorie 2-Calabi-Yau,

e Cy an Cy-modules projectifs-injectifs indécomposables qui sont les facteurs directs indécomposables
de I,

e Cy = Fac(ly),
ot I, est défini a la 2.4.12.

Définition 2.6.17 (Module amas-basculant). Un module T de B, sous-catégorie fermée par extensions,
facteurs directs et sommes directes de mod(A) est dit B-amas-basculant si on a I’équivalence suivante :

(X € Bet Ext) (T, X) =0) & (X € add(T))
On a alors un critére pour savoir si un module est C,,-rigide maximal :

Théoréme 2.6.18 ([GLS11, Théoreme 2.9]). Pour un A-module rigide T de C,,, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. 3(T) = t(w),
2. T est Cy-rigide mazimal,
3. T est un Cy-module amas-basculant.

On va maintenant voir comment construire explicitement une graine. Pour cela on donnera d’abord
la description des facteurs directs du module puis la description de son carquois.

Définition 2.6.19. Soit X un A-module et S; un module simple, on définit soc;(X) = socg, (X) comme
composante isotypique de S; dans le socle de X ®.

Définition 2.6.20 (Définition des modules (Vi)x). Soit W = [ig(w), ..., %1] et 1 <t < L(w) un entier, X
un A-module, on définit une chaine de modules associée & cette décomposition :

0=XoCX; C- CX,CX,

telle que pour 1 < p <t, X,/X, 1 = soc;,(X/Xp,_1). On définit soc;, .., (X) = X;.
On définit alors le module Vj, comme :
Vi = 50Cq, i, (Qiy ),
L(w)
o Q;, est défini & la définition 2.4.5 et on pose Vg = @ V.
k=1

Définition 2.6.21. Soit W = [ig(y), .- ,%1] un représentant de I’élément w € W. On définit le carquois
de Vi de la fagon suivante :

¢ les sommets du carquois sont étiquetés par les modules (Vi)f(:u{) définis a la définition 2.6.20,
o les fleches sont données par les régles suivantes :

— on a une fleche Vi+ < Vi V(k, k™) € {1,...,¢(w)}, appelée fleche horizontale ,

— on a q;, ;; fleches V; — Vi, iy, # i; si on a I'encadrement suivant :
it >kt > >k,

ol (gi,,i;) est la matrice d’incidence du diagramme de Dynkin sous-jacent. On appelle ces
fleches les fleches fleches ordinaires.

8. De maniére équivalente : somme de tous les sous-modules de X isomorphes a S;.
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Remarque 2.6.22. Ne travaillant que sur des groupes de Weyl de type A, D ou E, ici q;, i, ne vaudra
que 1, entre deux sommets de couleur i,j avec m;; = 3 ou 0, lorsque m; ; = 2.

Exemple 2.6.23. On va se placer dans un groupe de Weyl de type As, on pose w = [3,2,1,3]. On a

donc v = wlwy = s953.

Cw = Fac(&83(Qr)) =Fac| 1 @ 1 ) 3 ¢ 1 9

3

. 3 2 1
ouQr= 9" ®© 1 °3® 2 .
1 2 3
Le module Vi se décompose donc de la fagon suivante :

Vo=1®30 1 3 @ 12
2 3
et possede le carquois de la figure 2.12.
/ 1
1 3
2
2 3

FI1GURE 2.12 — Carquois de Vg

2.7 Existence d’une structure amassée sur C,

Dans [Lecl6], Leclerc prouve lexistence d’une structure amassée sur la catégorie C, , = C¥ N Cy.
On rappelle ici les théorémes principaux montrés dans [Lec16] et les informations qu’ils nous donnent
sur les graines de la structure amassée sur Cy 4.

Proposition 2.7.1 ([Lecl6, Section 3.3]). La catégorie C, ,, est close par extensions, par sommes directes
et par facteurs directs.

Remarque 2.7.2. En revanche, Cy, est close par modules quotients, C* par sous-modules par définition,
mais Cy . n'est ni Pun ni Uautre en général.

De plus, on a :
Proposition 2.7.3 ([Lecl6, Proposition 3.7]). La catégorie C, ., est fonctoriellement finie.

Ces deux propositions, en tenant compte du théoréme 2.6.14 permettent de conclure a '