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Résumé

Nous étudions dans cette these des structures généralisant la notion classique
de mot. Elles sont construites a partir d’un ensemble partiellement ordonné
(partially ordered set ou poset) vérifiant les propriétés suivantes :

— elles ne contiennent pas 4 éléments distincts x,y, z,t dont I'ordre relatif
est exactement z < y, z < y, z < t (posets dits sans N);

— les chaines sont des ordres linéaires dénombrables et dispersés;
— les antichaines sont finies;

et chaque élément est étiqueté par une lettre d’un alphabet fini. De maniére équi-
valente, la classe des posets que nous considérons est la plus petite construite
a partir du poset vide et du singleton, fermée par les produits séquentiel et pa-
rallele finis, et le produit w et son renversé —w (posets série-paralléles). Elle est
une généralisation a la fois des posets série-paralléles finis étiquetés, en y ajou-
tant I'infinitude, et des mots transfinis, en affaiblissant I'ordre total des éléments
en ordre partiel. En informatique, les posets série-paralléles finis trouvent leur
intérét dans la modélisation des processus concurrents basés sur les primitives
fork/join, et les mots transfinis dans 1’étude de la récursivité.

Les langages rationnels de ces posets étiquetés sont définis a partir d’expres-
sions et d’automates équivalents introduits par Bedon et Rispal, qui généralisent
le cas des mots transfinis (Bruyere et Carton) et celui des posets finis (Lodaya
et Weil). Dans cette thése nous les étudions du point de vue de la logique.
Nous généralisons en particulier le théoreme de Biichi, Elgot et Trakhtenbrot,
établissant pour le cas des langages de mots finis 1’égalité entre la classe des
langages rationnels et celle des langages définissables en logique monadique du
second ordre (MSO). La logique mise en ceuvre est une extension de MSO par
de l’arithmétique de Presburger.

Nous nous intéressons également a certaines variétés d’algebres de posets.
Nous montrons que I’algebre dont I'univers est la classe des posets série-paralléles
transfinis et dont les opérations sont les produits séquentiel et parallele finis et
les produits (resp. puissances) w et —w est libre dans la variété correspondante
V (resp. V’). Nous en déduisons la liberté de la méme algeébre sans le produit
paralléle ou le produit —w. Enfin, nous montrons que la théorie équationnelle de
V' est décidable. Ce sont notamment des généralisations de résultats similaires
de Bloom et Choffrut pour la variété d’algebres de mots de longueur inférieure
a w*, de Choffrut et Esik pour la variété d’algebres de posets sans N dont les
antichaines sont finies et les chaines sont de longueur inférieure a w* et ceux de
Bloom et Esik pour la variété d’algébres de mots sur les ordre linéaires dénom-
brables et dispersés.

Mots clés : automates et logique, posets N-libres transfinis, posets série-
paralleles, langage rationnel, automate branchant, logique monadique du second
ordre, décidabilité, arithmétique de Presburger, variété, algebre libre, théorie
équationnelle.






Abstract

We study in this thesis structures extending the classical notion of word.
They are built from a partially ordered set (poset) verifying the following pro-
perties :

— they do not contain 4 distinct elements x,y, z,t whose relative order is
exactly z <y, z <y, z <t (posets called N-free);

— their chains are countable and scattered linear orderings;
— their antichains are finite ;

and each element is labeled by a letter of a finite alphabet. Equivalently, the
class of posets which we consider is the smallest one built from the empty poset
and the singleton, and being closed under sequential and parallel products,
and w product and its backward ordering —w (series-parallel posets). It is a
generalization of both of finite series-parallel labeled posets, by adding infinity,
and transfinite words, by weakening the total ordering of the elements to a
partial ordering. In computer science, series-parallel posets find their interest
in modeling concurrent processes based on fork/join primitives, and transfinite
words in the study of recursion.

The rational languages of these labeled posets are defined from expressions
and equivalent automata introduced by Bedon and Rispal, which generalize the
case of transfinite words (Bruyeére and Carton) and the one of finite posets (Lo-
daya and Weil). In this thesis we study such structures from the logic point
of view. In particular, we generalize the Biichi-Elgot-Trakhtenbrot theorem, es-
tablishing in the case of finite words the correspondence between the class of
rational languages and the one of languages definable in monadic second or-
der logic (MSO). The implemented logic is an extension of MSO by Presburger
arithmetic.

We focus on some varieties of posets algebras too. We show that the alge-
bra whose universe is the class of transfinite series-parallel posets and whose
operations are the sequential and parallel products and the w and —w products
(resp. powers) is free in the corresponding variety V' (resp. V). We deduce the
freeness of the same algebra without parallel or —w product. Finally, we show
that the equational theory of V' is decidable. These results are, in particular,
generalizations of similar results of Bloom and Choffrut on the variety of alge-
bras of words whose length are less than w®, of Choffrut and Esik on the variety
of algebras of N-free posets whose antichains are finite and whose chains are
less than w* and those of Bloom and Esik on the variety of algebras of words
indexed by countable and scattered linear orderings.

Keywords : automata and logic, transfinite N-free posets, series-parallel
posets, rational languages, branching automata, monadic second-order logic,
decidability, Presburger arithmetic, variety, free algebra, equational theory.
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INTRODUCTION

Les mathématiques sont en étroite relation avec plusieurs disciplines scienti-
fiques. Formaliser mathématiquement une notion particuliére et ses différentes
propriétés donne acces a la large panoplie d’outils et de techniques que les ma-
thématiques pures mettent en exergue pour déduire de nouvelles connaissances.
Ainsi, les scientifiques cherchent souvent & modéliser mathématiquement leurs
objets d’études afin de mieux comprendre leurs comportements et de pouvoir
étudier leurs propriétés.

En 1943, dans 'optique de concevoir des machines simulant un cerveau hu-
main, Warren McCulloch et Walter Pitts assimilent dans [60] un neurone bio-
logique a une fonction a plusieurs variables a valeurs réelles. Ils font ensuite
interagir ces neurones entre eux pour former ce qui a été appelé par la suite
« automate fini ». Un automate est couramment défini comme une machine
abstraite possédant un ensemble fini d’états dont certains sont dits initiaux ou
finaux, un ensemble de symboles appelés lettres et une relation de transition
indiquant quels états peuvent étre atteints par la machine a la lecture d’un
symbole & partir d’un autre état. Il prend en entrée des suites finies de lettres
appelée « mots », lit les lettres séquentiellement a partir d’'un état initial et va
d’état en état conformément a sa relation de transition. Le mot est reconnu si
l'automate termine son calcul dans un état final.

C’est Stephen Cole Kleene qui a été le précurseur de la théorie des automates.
Les automates définis ci-dessus portent d’ailleurs son nom. Dans larticle [52]
paru en 1956, Kleene a été amené a faire un rapport sur 'article de McCulloch
et Pitts. Il y donne une autre modélisation des langages définissables par un
automate fini. En effet, il montre qu’un ensemble de mots finis peut étre reconnu
par un automate fini si et seulement si cet ensemble peut étre décrit par une
expression rationnelle. Il s’agit de structures formées récursivement a partir d’un
ensemble de lettres appelé alphabet en utilisant d’autres symboles représentant
des opérations binaires : +, - et un symbole unaire : *. Ces opérations sont
interprétées comme étant les opérations d’union ensembliste, de concaténation
des mots et d’itération finie de cette concaténation (appelée I’étoile de Kleene).
Ce résultat est connu sous le nom de « théoreme de Kleene ». I1 marque la
naissance de la théorie des automates.

La théorie des automates intervient dans plusieurs domaines : mathéma-
tiques, linguistique, électronique, biologie, etc. Elle est aussi une des plus im-
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portantes branches de 'informatique théorique. La théorie des automates joue
un réle majeur dans le traitement de texte, la compilation, la théorie de cal-
cul, la théorie des codes, la théorie des langages, entre autres. Ces nombreuses
applications ont incité les chercheurs a I’étudier de plus pres. D’autres modeles
mathématiques équivalents aux automates de Kleene ont vu le jour depuis. Les
résultats de Schiitzenberger dans [78] ont anticipé la caractérisation algébrique
des langages des automates de Kleene par des structures appelées « semigroupes
finis ». En effet, tout ensemble de mots est décrit par un semigroupe fini si et
seulement si c’est le langage d’un automate de Kleene. En particulier, parmi tous
les semigroupes finis décrivant le langage d’un automate, un unique semigroupe
fini se distingue appelé semigroupe « syntaxique » qui reflete les propriétés al-
gébriques de ce langage. Cette notion avancée par Schiitzenberger dans [78] lui
permet dans [79] de classifier certains langages définissables par des automates
de Kleene selon les propriétés que leurs semigroupes syntaxiques satisfont : le
langage d’un automate de Kleene peut étre décrit par une expression ration-
nelle n’utilisant que des opérations booléennes et 'opération de concaténation
(appelés langages sans étoile) si et seulement si son semigroupe syntaxique est
apériodique. La proximité entre les semigroupes et les langages des automates
finis a été renforcée plus tard par Eilenberg [42] avec le théoréme des pseudo-
variétés. Il établit la correspondance entre la classe de tous les semigroupes finis
et celle des langages des automates de Kleene. En parallele, grace notamment
aux travaux de Myhill et Nerode [64], un automate fini dont le nombre d’états
est le plus petit possible appelé « automate minimal » est associé a tout langage
rationnel. Ces résultats font que la classe des langages rationnels est fermée par
complémentation et qu’elle forme par conséquent une algebre de Boole.

Les automates de Kleene ont aussi été utilisés pour résoudre des problemes
de décidabilité issus de la logique mathématique. Les logiciens Biichi [28], Elgot
[44] et Trakhtenbrot [83], dans les années 60, ont établit séparément la corres-
pondance des langages des énoncés de logique monadique du second ordre avec
les langages rationnels de mots finis. Ce résultat est en particulier utilisé pour
donner un algorithme décidant de la validité des formules de logique monadique
faible du second ordre & un ou plusieurs successeurs. Le probléme de décider
si une formule de logique du second ordre est valide est ramené & un probléme
vacuité d’automates de Kleene. Quant aux langages sans étoile, McNaughton
et Papert [62] montrent leur correspondance avec un fragment de la logique
monadique du second ordre ou les variables du second ordre sont interdites : la
logique du premier ordre.

Les différents liens entre les automates, la logique mathématique et ’algebre
ont suscité d’autres applications des langages rationnels. Les notions d’automate
et de logique sont par exemple utilisées ensemble & des fins de vérification de
programmes. Les automates peuvent étre utilisés pour simuler des machines sé-
quentielles & mémoire bornée. On peut voir chaque état d’'un automate comme
I’état d’une machine et chaque lettre de son alphabet comme une instruction
et par conséquent assimiler mots reconnus par un automate et programmes
séquentiels. La logique est utilisée pour exprimer les propriétés qu’on veut vé-
rifier sur ces machines. Vérifier qu'une machine satisfait une propriété revient
a tester si l'intersection des langages de leurs modélisations est vide ou pas.
De plus, le résultat de Biichi, Elgot et Trakhtenbrot a été généralisé plus tard
vers des structures moins restreintes que les mots finis, en s’appuyant sur des
notions d’automates adaptées. Parmi eux, on peut citer les mots indicés par
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tous les entiers positifs [29], les ordinaux [31, 32, 30], les arbres [73], les ordres
linéaires [11], etc. Ces généralisations fournissent en particulier des algorithmes
de décision pour la théorie du second ordre des ordinaux dénombrables [30] et
celle des fonctions & deux successeurs [73].

Afin d’étudier le comportement de machines séquentielles s’exécutant indé-
finiment pour I'un et pour des motivations liées toujours & des problémes de
décisions pour l'autre, Muller [63] et Biichi [29] définissent des automates re-
connaissant des mots indicés par tous les entiers naturels appelés les w-mots.
En particulier, Biichi [29] a montré que les langages reconnus par ses automates
sont exactement ceux décrits par la logique monadique du second ordre sur les
w-mots. Les deux définitions d’automates ont été montrées équivalentes par Mc-
Naughton dans [61]. De plus, en ajoutant une itération sur w — qui n’est pas
autorisée a étre imbriquée — aux opérations rationnelles introduites par Kleene,
il étend le théoreme de Kleene aux w-mots. Un analogue du théoreme de Mc-
Naughton et Papert pour les w-mots a été aussi montré dans [89]. Dans [31],
Biichi a généralisé ses résultats en définissant un modeéle d’automate reconnais-
sant des mots indicés par des ordinaux dénombrables et en montrant que les
langages de ces automates sont exactement ceux définissables en logique mona-
dique du second ordre. Les automates sur les ordinaux permettent en particulier
de simuler une exécution infinie d’une machine séquentielle en un temps fini, et
d’étudier son comportement apres cette exécution. Les ordinaux modélisent une
suite infinie d’actions pouvant s’exécuter en un temps fini. Une sous-classe des
langages rationnels sur les mots indicés par des ordinaux dénombrables a été
étudiée par Choueka dans [38]. Il définit des automates reconnaissant des mots
de longueur inférieure a w™, n € N, et des expressions rationnelles équivalentes,
étendant ainsi a ce cas le théoreme de Kleene. C’est Wojciechowski qui généralise
le théoreme de Kleene aux langages rationnels de mots sur les ordinaux dénom-
brables dans [88] en ajoutant une itération sur les ordinaux dénombrables. Les
automates de Choueka et ceux de Wojciechowski ont la méme expressivité [5]
quand les mots des langages reconnus par ces derniers sont de longueur inférieure
aw” neN.

Si une suite infinie d’instructions a exécuter dans le futur peut étre simulée
par un mot sur w, une suite infinie déja exécutée dans le passé peut étre simulée
avec un mot sur ’ensemble des entiers négatifs, noté —w. Un modele d’auto-
mates sur les mots dits bi-infinis indicés par I’ensemble des entiers relatifs a été
considéré dans [48, 65] tout comme des expressions rationnelles équivalentes.
Plus généralement, des automates de mots englobant tous les modeles d’au-
tomates sus-cités ont été considérés dans [26] par Bruyere et Carton. Il s’agit
d’automates reconnaissant des mots indicés par des ordres linéaires. En se re-
streignant au cas des ordres linéaires dénombrables et dispersés et en s’aidant de
la caractérisation d’Hausdorff [51] de ces ordres linéaires, ils montrent un ana-
logue du théoreme de Kleene. Les ordres linéaires dénombrables et dispersés sont
des ordres linéaires finis ou des ordres linéaires infinis dénombrables ne conte-
nant pas de sous-ordre isomorphe & Q. Il s’agit des ordres linéaires construits a
partir de ’ordre linéaire vide ou du singleton en utilisant des sommes finies, in-
dicées par w ou par —w [51]. Cette caractérisation permet d’associer un ordinal
dénombrable unique a chaque ordre linéaire dénombrable et dispersé ; une pro-
priété intéressante pour faire des preuves par induction. Une généralisation du
théoreme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot est montrée dans [11] par Bedon, Bes,
Carton et Rispal, énoncant la correspondance des langages des automates sur
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les ordres linéaires dénombrables et dispersés avec la logique monadique du se-
cond ordre sur les mémes ordres linéaires. Dans [18], des expressions rationnelles
équivalentes aux automates sur les ordres linéaires ont été introduites.

La caractérisation algébrique des langages rationnels des mots finis et les
aboutissements qui en découlent ont incité les chercheurs a généraliser ces ré-
sultats aux mots infinis. Des structures algébriques inspirées des semigroupes
ont été définies pour y parvenir. Les algébres de Wilke [85, 86] ont été définies
pour capturer expressivité des automates de Biichi et Muller. En particulier,
une généralisation du théoréeme des variétés d’Eilenberg est montrée dans [85].
Des algebres adaptant les semigroupes au cas des mots indicés par w, appelées
w-semigroupes, ont été introduites par Perrin et Pin [70]. En particulier, Perrin
montre une extension du théoréme de Schiitzenberger aux w-mots dans [68].
Les w-semigroupes et algebres de Wilke sont généralisés au cas de mots dont
le support est un ordinal plus petit que w™, n € N, dans [6] et le théoréme de
Schiitzenberger, McNaughton et Papert sur les langages sans étoile est étendu
a ce cas dans [7]. Bedon et Carton généralisent I’approche algébrique aux mots
indicés par des ordinaux dénombrables dans [12] avec des structures appelées
wi-semigroupes utilisées dans [7] pour étendre les résultats sur les langages sans
étoile au cas des ordinaux dénombrables. Enfin, des structures adaptées aux
mots indicés par les ordres linéaires, appelées o-semigroupes, ont été définies
dans [36]. Une généralisation des théorémes de Schiitzenberger et d’Eilenberg
est montrée dans [14] par Bedon et Rispal pour le cas des mots indicés par des
ordres linéaires dénombrables et dispersés. Les caractérisations algébriques des
différentes classes de langages rationnels de mots ont comme conséquence im-
médiate la fermeture de ces classes par complémentation et intersection. Cette
propriété est cruciale pour résoudre les problemes de décidabilité en logique.
Compte tenu de ces faits, la question de la validité des formules de logique
monadique du second ordre sur toutes ces classes est décidable.

La juxtaposition de plusieurs opérations pour former un ensemble de struc-
tures pose la question des propriétés axiomatiques que satisfait la combinaison
de ces opérations. Par exemple, on sait que la concaténation binaire est une
opération associative, mais on ne sait pas se prononcer aussi facilement sur
son comportement lorsqu’elle cohabite avec des opérations d’arités infinies. Une
approche algébrique peut étre utilisée pour répondre a ce genre de questions.
Le théoreme dit « HSP » de Birkhoff [19] établit la correspondance entre les
classes d’algebres définies a partir d’égalités (classes équationnelles) et celles
fermées par division et par produits directs (variétés d’algebres). Les algeébres
de Wilke ou les w-semigroupes sont des structures algébriques divisées en deux
composantes et équipées de trois opérations : une opération binaire de conca-
ténation finie sur la premiére composante, une opération d’itération d’arité w
(la puissance w) sur la deuxiéme, et une opération concaténant un élément de
la premiére composante avec un élément de la deuxiéme. Dans [20], Bloom et
Choffrut fusionnent les deux composantes et considerent des variétés d’algebres
équipées de 'opération de concaténation binaire et la puissance w. Ils montrent
que l'algebre dont 'univers est la collection des mots contenant les lettres d’un
alphabet et fermée par les opérations de concaténation et de la puissance w
est une algebre libre dans la variété considérée. En utilisant les automates de
Choueka, ils montrent que la théorie équationnelle de cette variété est décidable
en temps polynomial. Ces résultats ont été étendus aux cas des variétés dont
les algébres sont aussi équipées de la puissance —w [23] et quand le produit w
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(concaténation de w posets) est utilisé au lieu de la puissance [37].

Avec l'apparition de la programmation parallele, des modélisations des pro-
grammes concurrents ont émergé. La concurrence est classiquement modélisée,
entre autres, par les exécutions de Mazurkiewicz [59] ou les ensembles semi-
linéaires [66]. Les ensembles semi-linéaires sont les ensembles rationnels dans
le monoide commutatif [43]. En particulier si un mot est une suite d’actions
ordonnée, un mot dans le monoide commutatif est un ensemble d’instructions
dans lequel 'ordre n’importe pas, ou, de maniere équivalente, un ensemble d’ins-
tructions indépendantes, qui peuvent étre exécutées de maniere concurrente. Des
modeles de programmes concurrents alliant la séquentialité et le parallélisme ont
aussi été considérés dans [49, 71] : les ensembles partiellement ordonnés commu-
nément appelés poset (pour « partially ordered set »). C’est sur ces structures
que nous nous focalisons dans cette thése. Dans un poset, les instructions d’un
programme concurrent sont modélisées par des étiquettes associées aux éléments
du poset. L’ordre partiel des éléments du poset définit 'ordre d’exécution des
instructions. Les posets étiquetés sont une généralisation des mots. En effet,
les mots peuvent étre assimilés a des ensembles linéairement ordonnés dont les
éléments sont étiquetés. D’une autre maniere, les posets étiquetés dont les anti-
chaines sont de tailles inférieures ou égales a 1 sont des mots. Due a la possible
répétitivité des instructions, les mots et les posets étiquetés peuvent étre assimi-
1és a des multiensembles respectivement linéairement et partiellement ordonnés,
d’ou l'appellation « pomset » (partially ordered multisets) qu’on trouve aussi
dans la littérature [49, 50, 87].

Les opérations de base sur les posets étiquetés sont la composition séquen-
tielle, notée - et la composition paralléle notée ||. Les deux opérations sont asso-
ciatives et la composition paralléle est naturellement commutative. La compo-
sition parallele P; || P, de deux posets P; et P» engendre un ensemble partielle-
ment ordonné par I'union des relations d’ordres des deux posets. La composition
séquentielle P; - P, engendre un poset préservant I'ordre des éléments de P; et P,
entre eux et met les éléments de P; avant ceux de P». L’utilisation d’un nombre
fini de fois de compositions séquentielles et paralléles sur des posets finis produit
un ensemble fini partiellement ordonné série-parallele. Les posets série-paralleles
ont des propriétés intéressantes en termes de graphes. Ils correspondent aux po-
sets n’ayant pas quatre élément 1, xs, x3, x4 ordonnés exactement de la maniere
suivante : z1 < 9, ¥3 < Ta, T3 < Z4, [49, 50, 84]. Ordonnés de cette maniére ces
éléments forment un N. Les posets série-paralleles sont appelés aussi « posets
N-libres ».

Le franc succes de la théorie des automates sur les mots a encouragé sa
généralisation vers le cas des posets. Plusieurs études sont allées dans ce sens.
Les réseaux de Petri [74] ont été considérés par Grabowski dans [50]. Des au-
tomates sur des ensembles ordonnés par plusieurs ordres partiels ont aussi été
définis dans [45]. Dans cette thése, nous nous concentrons sur les automates
branchants introduits par Lodaya et Weil [56, 57]. Ce sont une généralisation
des automates de Kleene, avec deux nouveaux types de transitions : « fork »
et « join », en plus des transitions séquentielles habituelles des automates de
Kleene. Les transitions fork permettent de mettre un nombre fini de flux d’ins-
tructions en concurrence et les transitions join les unifient. Les automates bran-
chants de Lodaya et Weil reconnaissent des langages rationnels de la classe des
posets finis N-libres étiquetés par un alphabet A, notée SP(A).

Lodaya et Weil étendent dans [56] plusieurs résultats classiques de la théorie
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des automates sur les mots. En ajoutant seulement la composition parallele aux
opérations utilisées par Kleene, ils définissent une notion d’expression ration-
nelle représentant des langages de posets N-libres dont le nombre de branches
paralléles est délimité. C’est dans [55, 58] qu’ils réussissent & généraliser le théo-
reme de Kleene aux automates branchants en introduisant une opération ra-
tionnelle d’itération paralléle finie notamment. Aussi, des structures algébriques
équipées des compositions séquentielle et paralléle, appelées sp-algebres, ont été
introduites. Ces structures caractérisent bien les langages rationnels de posets
N-libres de largeurs bornées, mais ne capturent pas ’expressivité des automates
branchants de maniere générale. Néanmoins, les sp-algebres forment une variété
d’algebres dont SP(A) est une algebre libre [21].

La caractérisation en logique monadique du second ordre des langages ration-
nels de posets N-libres de largeurs délimitées est due & Kuske. 11 étudie dans [53]
la classe des w-posets série-paralleles obtenue en utilisant les compositions sé-
quentielle, parallele bornée et la puissance w. Comme dans le cas fini, il montre
que cette classe correspond & la classe des posets N-libres dont les antichaines
sont bornées et dont les chaines sont indicées par I’ensemble des entiers naturels.
En utilisant les sp-algebres et la logique monadique du second ordre, il donne
des caractérisations respectivement algébrique et logique des langages ration-
nels de w-posets N-libres de largeurs bornées. Il en déduit une caractérisation
logique dans le cas fini. Des automates branchants reconnaissant des ensembles
de posets infinis ont aussi été considérés dans [15, 54]. Dans [54], Kuske définit
une généralisation des automates branchants aux w-posets en s’inspirant des au-
tomates de Biichi sur les w-mots. 11 donne une extension du théoréme de Kleene
aux langages rationnels de w-posets de largeurs bornées. De plus, il étend les
théoremes de Schiitzenberger et de McNaughton et Papert sur les langages sans
étoile de w-posets N-libres. Dans [15], Bedon et Rispal s’intéressent & la classe
de posets S P° obtenue a partir de ’ensemble vide et du singleton en utilisant les
compositions séquentielle et paralléle finies, la composition séquentielle infinie
a droite w et la composition séquentielle infinie & gauche —w. Ils montrent que
cette classe correspond a la classe des posets N-libres dont les antichalnes sont
finies et dont les chaines sont des ordres linéaires dénombrables et dispersés. Ils
donnent une caractérisation a la Hausdorff de SP®, donnant ainsi une propriété
pour les posets de SP° pratique pour les preuves par induction. Il définissent des
automates branchants reconnaissant des langages de tels posets et établissent
une généralisation du théoreme de Kleene en définissant une notion d’expres-
sion rationnelle unifiant celles de Lodaya et Weil pour les posets N-libres finis
et celles de Bruyere et Carton pour les mots indicés par des ordres linéaires
dénombrables et dispersés. Avec une approche algébrique, Bedon montre que
cette classe de langages rationnels est fermée par complémentation [10]. Dans
[8], il caractérise les langages rationnels de posets de SP° étiquetés de largeurs
bornées respectivement en termes de logique monadique du second ordre et de
structures similaires aux sp-algebres de Lodaya et Weil.

La puissance expressive de la logique monadique du second ordre sur les po-
sets série-paralléles permet de caractériser des langages rationnels de posets de
largeurs bornées. Toutefois, elle est strictement moins expressive dans le cadre
général. Contrairement a 1’étoile de Kleene, 'itération parallele finie n’est pas
définissable en logique monadique du second ordre. Kuske a suggéré dans [53]
d’étendre cette derniere de maniére a capturer I’expressivité des automates bran-
chants. Bedon a utilisé dans [9] une logique consistant en MSO augmentée par
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de l'arithmétique de Presburger, appelée P-MSO, pour y parvenir. L’arithmé-
tique de Presburger permet de manipuler les ensembles semi-linéaires par des
moyens de logique, [47]. Les ensembles semi-linéaires sont fermés en particulier
par itération paralléle finie. En s’appuyant sur la fermeture de la classe des lan-
gages rationnels de SP(A) par complémentation montrée dans le méme article
[9], Bedon montre que les langages des automates branchants de Lodaya et Weil
sont exactement ceux définissables en P-MSO sur SP(A) étendant ainsi le théo-
reme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot aux posets N-libres finis. En conséquence de
ce résultat, la théorie P-MSO sur SP(A) est décidable.

Des théories équationnelles de posets ont été étudiées dans [21, 22, 37]. Celle
des variétés d’algebres de posets équipées des compositions séquentielle et pa-
rallele est montrée décidable dans [21] par Bloom et Esik. Dans [22], les mémes
auteurs ont ajouté aux algebres de Wilke 'opération de composition parallele
finie & leurs premieres composantes. Ils caractérisent les algebres libres de la
variété de telles algebres et montrent la décidabilité de sa théorie équationnelle.
Choffrut et Esik considérent dans [37] des variétés d’algebres de posets équipées
de la composition séquentielle, la composition parallele, et la puissance ou le
produit w. Ils caractérisent les algebres libres de ces variétés et montrent que la
théorie équationnelle de celle utilisant la puissance w est décidable.

Nous étudions dans cette these la classe SP®(A) des posets étiquetés, N-
libres, dont les chaines sont des ordres linéaires dénombrables et dispersés et
dont les antichaines sont finies, d’un point de vue logique et algébrique. La
classe SP°(A) est la plus petite classe de posets série-paralléles contenant le
poset vide, chaque lettre de 'alphabet A, et qui est fermée par la composition
séquentielle, la composition parallele et les produits w et —w. Nous étendons
le théoreme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot en montrant qu’un sous-ensemble de
SP°(A) est rationnel si et seulement si ce sous-ensemble est définissable par un
énoncé de P-MSO, avec des constructions effectives d’un formalisme a 'autre.
La décidabilité de la théorie P-MSO sur SP°(A) est un corollaire de cette ca-
ractérisation. Ce résultat englobe toutes les caractérisations logiques citées dans
les paragraphes précédents. Le passage d’une formule de logique P-MSO vers
un automate branchant de Bedon et Rispal reprend des arguments classiques
similaires & ceux utilisés par Bedon, Bes, Carton et Rispal [11] et Bedon [9]
dans leurs caractérisations logiques respectivement pour les langages rationnels
sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés et pour les langages rationnels
de posets série-paralleles finis. L’autre sens de la preuve utilise de nouveaux
arguments. La construction habituelle utilisée notamment pour construire une
formule de logique monadique du second ordre & partir d’'un automate dans le
cas des w-mots encode le calcul fait par 'automate pour reconnaitre un w-mot.
Dans ce cas, la formule associe un état de I'automate a chaque lettre du mot
conformément & la définition de 'automate. Cela est possible puisque la suite
d’états rencontrés lors du processus de la reconnaissance du mot est isomorphe
a la suite des lettres du mot en question. Cette propriété n’est plus vérifiée dans
le cas des automates sur les ordres linéaires. Dans [11], les auteurs surpassent
cette difficulté en construisant une formule de logique a partir d’une expres-
sion rationnelle plutdét quun automate. La méme contrainte subsiste dans le
cas des posets série-paralléles transfinis, et nous ’évitons de la méme maniere.
Toutefois, d’autres complications surviennent. La construction d’une formule
P-MSO a partir d’une expression rationnelle décrivant un langage de SP°®(A)
est développée comme suit. Nous transformons I’expression rationnelle en un
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graphe orienté, étiqueté, partiellement ordonné et potentiellement cyclique. La
formule P-MSO est construite en parcourant inductivement le graphe obtenu.
La cyclicité est évitée en identifiant grace a des formules de logique monadique
du second ordre des facteurs particuliers de posets.

Du point de vue algébrique, nous nous intéressons a certaines variétés d’al-
gebres de posets série-paralléles transfinis. Il s’agit des variétés d’algebres de
posets considérées dans [37] ol le produit —w ou la puissance —w sont ajoutés
et celles considérées dans [23] ol la composition paralléle est ajoutée. Nous mon-
trons que l'algebre SP®(A) équipée des compositions séquentielle et parallele et
des produits w et —w est une algebre libre dans sa variété correspondante. Nous
en déduisons la liberté de I'algebre constituée des mots sur les ordres linéaires
équipée de la composition séquentielle et des produits w et —w dans sa va-
riété correspondante. Nous considérons aussi la classe des posets série-paralléles
transfinis ou les produits w et —w ont été remplacés par les puissances w et —w
et nous montrons qu’elle est librement engendrée dans sa variété d’algebres cor-
respondante. Nous prouvons aussi que la théorie équationnelle de cette derniere
variété est décidable.

Cette these est composée de cing chapitres et structurée de la maniere sui-
vante :

1. Nous aborderons dans le Chapitre 1 les notions de base et les notations que
nous manipulerons tout au long de cette these. Nous évoquerons quelques
définitions élémentaires de la théorie des ensembles et de 1’algebre univer-
selle. Nous définirons formellement les notions d’ordre linéaire, de poset
(étiqueté) et nous donnerons leurs différentes caractérisations.

2. Nous présenterons dans le Chapitre 2 plusieurs classes de langages ration-
nels. Nous définirons pour chaque classe des expressions rationnelles et des
automates adaptés. La derniére section de ce chapitre est consacrée aux
langages rationnels du monoide commutatif.

3. Dans le Chapitre 3, la syntaxe et la sémantique de la logique P-MSO sont
présentées. Nous commencerons par présenter successivement la logique
du premier ordre, 'arithmétique de Presburger et la logique monadique
du second ordre. Dans la derniere section de ce chapitre nous rappellerons
les caractérisations par la logique monadique du second ordre des langages
rationnels sur les ordinaux dénombrables et sur les ordres linéaires dénom-
brables et dispersés. Nous présenterons la construction d’une formule de
logique monadique du second ordre a partir d’une expression rationnelle
pour chaque classe.

4. Le Chapitre 4 est entierement consacré a la preuve de notre généralisa-
tion du théoréeme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot aux posets série-paralléles
transfinis. La majeure partie de ce chapitre est dédiée a la description
et la preuve de correction de la construction effective d’'un énoncé de
P-MSO a partir d’'une expression rationnelle définissant un langage de
posets série-paralleles transfinis. Nous commencerons par définir des ex-
pressions rationnelles appelées « >1-expressions rationnelles » différentes
mais équivalentes aux expressions rationnelles définies par Bedon et Rispal
dans [15]. Nous rappellerons certaines notions de la théorie des graphes et
nous décrirons la structure de graphe qui nous intéresse. Par la suite, nous
présenterons la construction d’'un graphe a partir d’'une >l-expression et
celle d'une formule P-MSO & partir du graphe résultant. En particulier,
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nous exposons la technique dite « s-coloriage » qui nous permet d’esquiver
la possible cyclicité de ce graphe. Dans la derniere section de ce chapitre
nous exposerons la construction d’un automate branchant sur les posets
série-paralléles transfinis a partir d’une formule P-MSO.

5. Dans le Chapitre 5, nous étudions les posets série-paralléles transfinis d’un
point de vue algébrique. En premier lieu, nous définirons les classes de po-
sets et les variétés d’algebres de posets auxquelles nous nous intéressons.
Par la suite, nous distinguerons les algebres libres de ces variétés d’al-
gebres. A la fin nous donnerons un algorithme décidant la théorie équation-
nelle de la variété d’algebres de posets série-paralléles transfinis équipée
des compositions séquentielle et paralléle et des puissance w et —w.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre sont définis les objets mathématiques principaux qu’on ma-
nipulera tout au long de cette these. Les définitions élémentaires de la théorie
des ensembles sont rappelées dans la Section 1.1 ainsi que les notions de rela-
tion et fonction. Les nombres cardinaux sont le sujet de la Section 1.2. Dans
la Section 1.3, nous exposons la notion d’ordre de maniére générale et nous
définissons formellement les ordres linéaires. Nous y donnons en particulier la
caractérisation d’Hausdorff des ordres linéaires dénombrables et dispersés. Les
posets sont définis dans la Section 1.4 avec une caractérisation a la Hausdorff
étendant celle des ordres linéaires dénombrables et dispersés. Enfin, des notions
d’algebre universelle sont rappelées dans la Section 1.5.

Les ordres linéaires sont des objets fondamentaux dans cette thése. Nous
nous appuyons particulierement sur le livre de Rosenstein [76] dédié & ce sujet.
En particulier, cette theése se place dans la méme lignée que ce livre du point de
vue de la théorie des ensembles.

1.1 Notions de base

Dans cette section, nous rappelons certaines notions élémentaires mathéma-
tiques. Nous nous penchons sur la définition des ensembles, opérations, relations
et fonctions.

1.1.1 Ensembles et opérations

Une collection C est un groupement d’objets pas forcément distincts appelés
éléments de C. Une classe est une collection d’objets distincts. Un ensemble
est une classe pouvant étre formellement définie en théorie axiomatique des
ensembles. Toutes les classes ne sont pas des ensembles. L’ensemble ne contenant
aucun élément est I'ensemble vide, noté (). Un ensemble composé d’un unique
élément est un singleton.

Soit E un ensemble. Lorsque e est un élément de E, on dit que e appartient
a FE ou que e est dans F, et on écrit e € E. L’ensemble des entiers naturels est
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noté N, et N privé de 0 est noté N*. L’ensemble des entiers relatifs est noté Z.
Pour tout entier naturel n € N, on note ensemble {1,...,n} par [n].

Les opérations qu’on va définir dans la suite pour les ensembles vaudront
aussi pour les classes.

Un ensemble F' est un sous-ensemble (ou une partie) de E si tous les éléments
de F appartiennent & E. On dit alors que F est inclus dans E et on écrit F' C E.
S’il existe au moins un élément de F qui n’est pas dans F' alors F est strictement
inclus dans (ou partie propre de) E et on écrit F' C E. Pour préciser que c’est
bien une inclusion stricte on peut aussi utiliser le symbole C. Naturellement,
() est sous-ensemble de n’importe quel ensemble et chaque ensemble est sous-
ensemble de lui méme. Deux ensembles FE et F' sont égaux, noté F = F, si
E C F et FF C E. On note 'ensemble des sous-ensembles, I’ensemble des sous-
ensembles non vides et ’ensemble des sous-ensembles de E contenant au moins
deux éléments par respectivement Z(E), T (E) et 22>1(E).

Une opération sur un ensemble E est un procédé consistant a faire interagir
zéro ou plusieurs éléments de F, appelés opérandes, autour d’un symbole ma-
thématique appelé opérateur pour obtenir un autre élément de F. Le résultat
d’une opération dépend de la valeur des opérandes et de la sémantique donnée
a Uopérateur. L’arité d’une opération correspond au nombre d’opérandes inter-
agissant dans I'opération. De maniére générale, une opération op d’arité n € N
et d’opérandes ey, ..., e, est notée op(ey,...,e,). Une opération d’arité 0 est
appelée constante. Une opération d’arité 1 est une opération unaire. Une opéra-
tion d’arité 2 est une opération binaire. Souvent on note par e; op es I'opération
op(e1,ez2). En plus des opérations d’arité finie, nous utiliserons par la suite des
opérations d’arité infinie. Nous en parlerons dans les sections suivantes.

Un ensemble E est fermé par une opération op si 'application de op sur des
éléments de E donne toujours comme résultat un élément de E. Soit OP un
ensemble d’opérations sur un ensemble E et soit S C E. La fermeture de S par
OP, notée 6op(S), est le plus petit sous-ensemble X de E tel que S C X et X
est fermé par les opérations de OP.

Exemple 1.1.1. Les ensembles N et Z sont fermés par les opérations d’addition
et multiplication. Par contre, ils ne sont pas fermés par la division. De plus,
seul Z est fermé par la soustraction. En effet, 0 — 1 € N. L’ensemble N est la
fermeture de {0,1} par {4, x}.

Les exemples d’opérations ci-dessus sont des opérations binaires. Les études
essayent d’y trouver certaines propriétés qui facilitent leurs manipulations et
leurs compréhensions. Nous listons quelques propriétés d’opérations.

Soit op une opération binaire sur un ensemble E. On dit que op

— est commutative si ’ordre de ses opérandes n’influe pas sur le résultat. En
d’autres termes, pour toute paire d’opérandes z,y € E, x op y =y op x;

— est associative, si pour tout x,y,2 € E, (x opy) op z =x op (y op 2);

— admet un élément neutre s’il existe un élément e € E tel que, pour tout
reFE eopr=xope=ux.

Lorsqu’une opération associative est utilisée plusieurs fois successivement, les
parentheses signifiant ’ordre des opérations ne sont pas nécessaires et sont sou-
vent enlevées.

11
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Exemple 1.1.2. L’addition et la multiplication dans N et Z sont commutatives,
associatives et possedent un élément neutre. L’élément neutre de ’addition est
0, celui de la multiplication est 1. La soustraction et la division ne sont ni
commutatives ni associatives.

Soient F et I’ deux ensembles. L’union de F et F, notée EUF, est ’ensemble
des éléments qui appartiennent a E ou a F. L’intersection de E et F', notée
E N F, est 'ensemble des éléments qui appartiennent en méme temps a E et
a F. Les ensembles E et F sont dits disjoints si E N F = (. La différence de
E et F, notée E \ F, est I'ensemble des éléments qui appartiennent & E mais
qui n’appartiennent pas a F. Le produit cartésien de E et F, noté E x F, est
Pensemble E x F = {(e,f): e € E,f € F}. Lorsque E C F, le complément
de E dans F, noté EC, est F'\ E. Le complément est une opération unaire.
Notons que, contrairement a 1'union et I'intersection, la différence et le produit
cartésien de deux ensembles ne sont pas commutatifs. Aussi, contrairement a la
différence d’ensembles, I’'union, 'intersection d’ensembles sont associatifs. D’une
maniere générale, le produit cartésien d’ensembles n’est pas associatif puisque
les éléments de E x (F'x G) sont des couples de la forme (e, (f, g)) et ceux de (E x
F)x G sont de la forme ((e, f), g) pour des ensembles E, F,Gete € E, f € F,g €
G. Il lest si un parmi F, F et G est vide. Toutefois, de la maniére avec laquelle
on définit le produit cartésien de n € N ensembles dans le paragraphe suivant,
on fait en sorte que le produit cartésien soit associatif. Le couple d’ensembles
non-vides (F, @) est une partition de ’ensemble non-vide F si FUG = E et
FNnG=0.

L’union, 'intersection et le produit cartésien de deux ensembles peuvent se
généraliser a n’importe quel nombre n € N, n > 2, d’ensembles. Soient n € N
ensembles FEy,..., E,. L'union et U'intersection de tous ces ensembles, notées
respectivement U, E; et N[,y i correspondent respectivement a E1U- - -UE,
et E1N---NE,. Le produit cartésien £y x---Xx E,,, noté Hie[n] FE;, est 'ensemble
{(e1,...,en): pour tout i € [n], e; € E;}. Les éléments de Fy x --- x E,, sont
appelés n-uplets ou tuples. Les 2-uplets sont aussi appelés couples ou paires.
Soient E un ensemble et n € N*. On définit E” par B! = Eet E"tl = E"x E =
E x E™. Par convention, E° = {()}. Le tuple () est appelé le tuple vide. Soit
e = (e1,...,e,) un n-uplet. La projection de e sur sa i®™¢ composante est notée
m;(e), soit m;(e) = e;. Par extension, quand E est un ensemble de n-uplets,
m;(E) est 'ensemble {m;(e): e € E'}.

On définit souvent un ensemble comme étant le plus petit ensemble satisfai-
sant une ou plusieurs propriétés particulieres. Il s’agit de 'intersection de tous
les ensembles satisfaisant la ou les propriétés citées.

Un multiensemble est une collection d’objets pas forcément distincts. En
effet, contrairement aux ensembles, un élément d’un multiensemble peut appa-
raitre plusieurs fois. Le nombre d’instances d’un élément dans un multiensemble
est sa multiplicité. En conséquence, un ensemble est un multiensemble ou tous
les éléments sont de multiplicité 1.

1.1.2 Relations et fonctions

Soient E1,..., E, des ensembles, pour n € N. Une relation R sur Hie[n] E;
est un sous-ensemble de Hie[n] E;. Lorsque (21, ...,%,) € R,ondit que x1,...,x,
sont en relation R. Quand n = 2 (R est une relation binaire) on note xRy pour
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(z,y) € R. Notons que 'ordre d’apparition des éléments dans les tuples est im-
portant. En effet, étant donnés une relation Rsur Ex F,xz € Eety € F, xRy
n’implique par forcément que yRx. La relation R est interne si £1 = --- = E,.
Remarquons qu’une opération sur un ensemble E est une relation interne sur F
sont des relations internes. Précisément, une opération d’arité n sur un ensemble
E est une relation interne R sur E"*! ot pour chaque élément (x1,...,2,41) de
R, zy,...,z, correspondent aux opérandes de l'opération et x, 1 est le résultat
de V'opération. Comme les opérations d’arité 0, une relation sur () est appelée
constante. Dans la suite, on s’intéresse surtout aux relations binaires. Lorsqu’on
énonce que R est une relation sur E il faut comprendre que R est une relation
ExE.
Soit E un ensemble et soit R une relation sur E. On dit que R est :

— réflexive si, pour tout x € E, zRx;

— transitive si, pour tout z,y,z € E, xRy et yRz implique zRz;

— symétrique si, pour tout =,y € F, xRy implique yRzx ;

— antisymétrique si, pour tout x,y € E, xRy et yRx implique = = y;

— asymétrique si, pour tout z,y € E, quand x # y, alors soit xRy ou bien
yRx ou bien aucune des deux n’est vraie.

Une relation R sur F est une relation d’ordre si R est transitive et antisy-
métrique.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble F et soient z,y € E. Si xRy
ou yRzx alors x et y sont dits comparables. Sinon x et y sont incomparables. La
relation d’ordre R est dite totale si tous les éléments distincts de F sont deux
a deux comparables. Sinon, elle est partielle. Une relation d’ordre est stricte si
aucun élément n’est comparable avec lui méme. Notons qu’une relation d’ordre
stricte est une relation transitive et asymétrique. Les relations d’ordres sont
souvent notées < quand elles ne sont pas strictes et < quand elles le sont. Ainsi,
quand R est une relation d’ordre sur F et (x,y) € R, on écrit < y quand R
est stricte et z < y sinon.

Une relation R sur E est une relation d’équivalence si R est réflexive, tran-
sitive et symétrique. Les relations d’équivalences sont souvent notées par =.
Quand deux éléments z,y € F sont en relation par une relation d’équivalence,
on dit que x est équivalent a y. Lorsque = est une relation d’équivalence sur
un ensemble E, E peut étre partitionné en classes d’équivalences. En effet, une
classe d’équivalence de E est un sous-ensemble F' de E tel que

— x 2y, pour tout x,y € F;
— il n’existe pas z € EC et z € F tels que z = 2.

De maniere informelle, ’ensemble F' est une classe d’équivalence si chaque élé-
ment de F' est équivalent a tous les autres éléments de F' et seulement les
éléments de F. La classe d’équivalence de x € F, notée C, est I’ensemble des
éléments de E équivalents a z. De maniere plus formelle C, = {y € E: x 2 y}.
On dénote par z/~ n’importe quel élément de C,. C’est un représentant de C,,.
L’ensemble quotient de E par la relation d’équivalence &, noté E/=, est l'en-
semble des classes d’équivalences de E.

Soient E et F' deux ensembles et soit g une relation sur £ x F. On dit que
g est une fonction de E vers F, notée g: E — F, si pour tout z € F il existe
au plus un seul y € F tel que xRy. Dans ce cas, E est appelé 'ensemble de
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départ ou domaine et F I’ensemble d’arrivée ou codomaine de g. D’autre part,
si pour tout z € F il existe exactement un seul y tel que xRy, la fonction g
est dite totale aussi appelée application. Sinon la fonction g est dite partielle.
Remarquons qu’une opération d’arité n € N sur E est une application de E™
vers E. Quand (z,y) € g, I'élément x (resp. y) est appelé 1'antécédent (resp.
Iimage) de y (resp. =) par g, et on écrit g(x) = y. On dit aussi que g envoie x
vers y. Les antécédents d’une fonction sont aussi appelés entrées ou arguments
de la fonction. L’ensemble des éléments de FE dont 'image par g dans F est y,
formellement {z € E: g(z) = y}, est noté g~'(y) et appelé I'image réciproque
de y par g dans E. La fonction réciproque de g, notée ¢!, est définie par : pour
tout € E, si g(x) = y alors g~'(y) = x. Toutes les fonctions n’admettent
pas forcément de fonctions réciproques. Les fonctions bijectives sont assurées
d’en avoir. Les notions d’image et d’image réciproque d’éléments de E et F
respectivement peuvent étre étendues aux sous-ensembles de F et de F'. Soient
E' C E et F/ C F. L’image de E’ par g dans F, notée g(E’), est 'ensemble
{g(x): z € E'}. L’image réciproque de F’ par g dans E, noté g~ 1(F’), est
Iensemble {x € E: g(x) € F'}.
Soient E et F' deux ensembles. Une fonction g: E — F est dite :
— dnjective si g(z) = g(z’) implique x = 2/, ou de maniére équivalente si
x # a’ implique g(z) # g(z’), pour tout x,2’ € E;
— surjective si quelque soit y € F' il existe au moins un * € E tel que
9(z) =y;
— bijective si g est en méme temps injective et surjective.

Par conséquent, étant donnée une fonction bijective, tout élément de son en-
semble de départ (resp. arrivée) est en relation avec exactement un élément
de l'ensemble d’arrivée (resp. départ). Soient F, F,G des ensembles et soient
f: E— Fetg: FF— @ deux fonctions. La composition de f et g, notée go f,
est la fonction g o f: E — G définie, pour tout x € E, par go f(z) = g(f(x)).

Remarque 1.1.3. Soit la relation = définie sur la classe des ensembles & par :
E = E' siet seulement s’il existe une fonction bijective de E vers E', pour tout
E.E' € &. Alors = est une relation d’équivalence sur &. En effet, tout ensemble
est naturellement en bijection avec lui méme (réflexivité). De plus, la transitivité
s’obtient par une simple composition de fonctions bijectives. Enfin, la symétrie
est aussi valable pour = puisque les fonctions bijectives admettent des fonctions
réciproques bijectives.

Soient F, E deux ensembles vérifiant E C F’ et soient f: E — Fet f': B/ —
F deux fonctions. La fonction f’ est la restriction de f sur E’, notée f|g/, si
f'(e') = f(€') pour tout €’ € E’. On dit alors que la fonction f étends (ou est
une extension de) f'.

Maintenant que la notion de fonction est définie, on peut définir plus formel-
lement la notion de multiensemble. Un multiensemble est un 2-uplet A = (E,m)
ou E est un ensemble et m: E — N une application qui associe a chaque élément
de E sa multiplicité. On dit alors que le multiensemble A est sur I’ensemble F.
Un multiensemble (E, m) avec m(e) = 1 (resp. m(e) = 0) pour tout e € F est as-
similable & un ensemble (resp. ensemble vide). Deux multiensembles A = (E, m)
et B=(E',m’) A et B sont égaux si E = E’ et pour tout e € E, m(e) = m/(e),
sinon ils sont différents. On note par .#(FE) et .#>'(E) respectivement 1’en-
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semble des multiensembles sur E et ’ensemble des multiensembles sur E ayant
au moins deux éléments.

1.2 Cardinaux

Un ensemble F est infini s’il existe une bijection de E vers une partie propre
de E. Sinon F est fini. Pour compter le nombre d’éléments d’un ensemble fini on
utilise les nombres finis usuels. Lorsqu’il s’agit d’un ensemble infini les nombres
de N ne suffisent plus. Dans un contexte ou des ensembles infinis peuvent étre
manipulés, la taille des ensembles est décrite en termes de nombres cardinaux.

Les nombres cardinauz (ou simplement cardinauz) sont une généralisation
des entiers naturels servant a mesurer la taille des ensembles. Le cardinal d’'un
ensemble F est noté |E|. Il est infini si ¢a n’est pas un entier.

Soient E et E’ deux ensembles. Les ensembles E et E’ sont de méme cardinal,
noté |E| = |E’|, ¢'il existe une fonction bijective f: E — E’. Par conséquent,
un cardinal peut étre vu comme un représentant de la classe d’équivalence d’en-
sembles bijectifs (voir Remarque 1.1.3). La relation < sur ’ensemble des cardi-
naux définie, pour toute paire C et C’ de cardinaux d’ensembles E et E’, par
C < C' i et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. C#£C;

2. il existe une fonction injective de E vers E’;

est une relation d’ordre totale et stricte.
Ce qui a amené a généraliser la notion de cardinal aux ensembles infinis est
le bien connu théoreme de Cantor qui dit ceci :

Théoréme 1.2.1 (Cantor). Soit E un ensemble. Il n’existe pas de fonction
bijective de E vers Z(E).

En d’autres termes, tout ensemble est de cardinal strictement plus petit que
I’ensemble de ses parties. Cela montre que les ensembles infinis ne sont pas tous
de méme cardinalité. En fait, il existe une infinité de cardinaux infinis.

Exemple 1.2.2. Soit E un ensemble infini. Par le Théoréme 1.2.1, on sait que
|E| # |Z(E)|. De plus, on peut prouwver que |E| < |Z(E)|. En effet, il existe
une fonction injective f: E — P(E) définie par : pour tout e € E, f(e) = {e}.

Le plus petit cardinal infini est le cardinal de I’ensemble des entiers naturels,
noté Ny. Tout ensemble F de cardinal inférieur ou égal a X est dit dénombrable.
Sinon E est indénombrable. Notons que si E est un ensemble dénombrable et
que chaque e € E est un ensemble dénombrable alors I'union (J,.pe est un
ensemble dénombrable. Le plus petit cardinal d’'un ensemble indénombrable est
noté Nip.

Exemple 1.2.3. Tout ensemble fini est dénombrable. Les ensembles N, Z sont
des ensembles infinis dénombrables. L’ensemble N est infini a cause de la fonc-
tion f(x) =x+1 de N a N*, par exemple. Méme constat pour Z avec la fonction
f:Z — N définie, pour tout x € Z, par :

2¢ six >0
f(x){ 2 +1 siz<0
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Les ensembles N et 7 sont dénombrables pour les mémes raisons. L’ensemble
N x N est infini puisque N est infini. En définissant une bijection de N x N vers
N, appelée « fonction de couplage », Cantor a prouvé que Nx N est dénombrable.
Par conséquent, les ensembles D et Q des nombres a développement décimal fini
et des nombres rationnels sont aussi infinis et dénombrables. La raison est que
les éléments de ces ensembles s’écrivent tous comme une fraction d’un couple
de N x N*.

1.3 Ordres

Cette section est dédiée aux ordres. Nous y présentons les notions d’ordres
linéaires et les ordres partiels qui seront utiles pour la suite. Nous invitons le
lecteur intéressé par le sujet & consulter le livre de Rosenstein [76] entiérement
consacré aux ordres linéaires.

1.3.1 Définitions

Un ordre (ou ensemble ordonné) (E, R) est un ensemble £ muni d’une rela-
tion d’ordre R. Il est dénombrable si E est dénombrable. L’ordre (E, R) est total
(resp. partiel) si R est une relation d’ordre totale (resp. partielle). L’ensemble
E est alors totalement ordonné (partiellement ordonné). Souvent, on confond
lordre (E,R) et son ensemble E en disant « 'ordre total (resp. partiel) E »
lorsqu’il n’y a pas de risque d’ambiguité. Le cas échéant, il faut comprendre
« Pordre total (resp. partiel) (E, R) » ou de maniére équivalente « 'ensemble E
muni de la relation d’ordre totale (resp. partielle) R ».

Soit (E,R) un ordre. Un élément m € E est un plus petit élément (ou
minimum) de E, ¢'il n’existe pas x € F tel que x # m et xRm. De fagon
similaire, m est un plus grand élément (ou mazimum) de E ¢l n’existe pas
x € F tel que x # m et mRz. Notons que les ordres totaux admettent au plus
un minimum et au plus un maximum. Ce n’est pas le cas des ordres partiels
qui peuvent avoir plusieurs minimums et maximums. Selon la nature de ’ordre,
on note min(E) (resp. max(F)) le minimum (resp. maximum) ou lensemble
des minimums (resp. maximums) de lordre (E,R). Un élément y € E est
successeur d'un élément x € E si xRy et il n’existe pas d’élément z € E tel que
xRz et zRy. Dans ce cas = est prédécesseur de y et x et y sont dits consécutifs.

Soient (E, R) et (E’, R') deux ordres. L'ordre (E’, R') est un sous-ordre de
(E,R) si E' C E et pour tout z,y € E', Ry si et seulement si 2Ry. Dans
ce cas, remarquons que R = RN E' x E’. Notons qu'un élément v € E a
un prédécesseur (resp. successeur) si le sous-ordre {y € E: yRx,y # x} (resp.
{y € E: zRy,y # x}) a un maximum (resp. minimum). L’ordre (E’, R’) est un
intervalle de (E, R) si (E', R') est un sous-ordre de (E, R) tel que, pour tout
el,eh € E' et e € E, si €| Re et eRel, alors e € E'. L’intervalle est initial (resp.
final) s'il n’existe aucun élément e € E\ E’ tel que eRe’ (resp. ¢'Re) et ¢ € E.

Soient (E, R) et (E’, R') deux ordres tels que (E’, R') est un sous-ordre de
(E,R). Un élément x € E est une borne inférieure de E' dans E si zRe’ pour
tout ¢’ € F’. L’6lément x est une plus grande borne inférieure de E’ si z est
une borne inférieure de E’ et pour toute autre borne inférieure y de E’, yRx
ou y est incomparable avec x. Similairement, un élément z € E est une borne
supérieure de E’ dans E si ¢/ Rr pour tout ¢ € E’. L’élément x est une plus
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petite borne supérieure de E’ si x est une borne supérieure de E’ et, pour toute
autre borne supérieure y de E’, xRy ou y est incomparable avec z. Comme
pour les maximums et les minimums, contrairement aux ordres totaux, les sous-
ordres d’un ordre partiel peuvent avoir plusieurs bornes inférieures et supérieures
comme ils peuvent ne pas en avoir du tout.

Selon la nature de 'ordre, on note inf(E) (resp. sup(E)) la borne inférieure
(resp. supérieure) ou l’ensemble des bornes inférieures (resp. supérieures) de
lordre (E’, R) dans (E, R).

Soient (E,R) et (E’, R') deux ordres. Une fonction f: E — E’ préservant
l’ordre est une fonction injective satisfaisant la propriété suivante :

pour tout z,y € E, xRy implique f(z)Rf(y)

Les ordres E et E’ sont isomorphes, noté E ~ E’, §’il existe une fonction
bijective f: E — E’ préservant I'ordre telle que

pour tout z,y € E, xRy si et seulement si f(x)R f(y)

Remarque 1.3.1. L’isomorphisme d’ordres est une relation d’équivalence sur
la classe des ordres. En effet, tout ordre est isomorphe d lui méme (réflexivité).
De plus, pour tout ordres E, E' et E" tels que E est isomorphe a E' et E' est
isomorphe a E", on peut prowver que E et E" sont isomorphes (transitivité).
La fonction f: E — E" préservant l'ordre est la composée des deux fonctions
préservant 'ordre entre E et E' et entre E' et E”. Enfin, la symétrie est vérifiée
puisque les fonctions préservant l’ordre sont bijectives.

Les notions présentées ci-dessus valent pour tous les ordres. La suite de
la section est exclusivement dédiée aux ordres linéaires. On reviendra plus en
détails sur les ordres partiels dans la Section 1.4.

1.3.2 Ordres linéaires

Un ordre (E, R) est un ordre linéaire si R est une relation d’ordre totale et
stricte. L’ensemble E est alors dit linéairement ordonné. Enfin, 'ordre linéaire
(E, R) est un bon ordre si tout sous-ordre non vide de (E, R) a un minimum.

Exemple 1.3.2. Soient (N, <y) et (Z,<z) respectivement l’ensemble des en-
tiers naturels et ’ensemble des entiers relatifs munis de leurs relations d’ordres
strictes habituelles. Alors (N, <n) et (Z,<z) sont des ordres linéaires. En par-
ticulier (N, <y) est un bon ordre mais pas (Z,<z).

Lorsqu’un ordre linéaire J non vide n’a pas de minimum (resp. maximum) on
dit que J est limite ¢ gauche (resp. limite d droite). Le type d’ordre d’un ordre
linéaire J est un représentant de la classe d’équivalence C'; pour I'isomorphisme
d’ordres linéaires. Le type d’ordre de tout ordre linéaire isomorphe a l'ordre
linéaire {1,...,n} est noté n, pour tout n € N. La classe des types d’ordre
linéaires finis est notée 4. Les types d’ordre de N, Z et Q munis de leurs
relations d’ordres strictes habituelles sont notés respectivement w, ¢, 7. Les
ordinauz sont les types d’ordre des bons ordres. On reviendra plus en détails
sur les ordinaux dans la Sous-section 1.3.4.

Soient E un ensemble, (J,< ;) un ordre linéaire, et pour tout j € J, soit
e; un élément de E. La suite (e;)jecs est appelé suite linéairement ordonnée
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d’éléments de E. On parlera aussi d’une suite indicée par l'ordre linéaire J.
L’ordre linéaire J est appelé aussi la longueur de la suite ou son support. La
suite (e;)jes peut étre considérée comme une application de f: J — E.

Les ordres linéaires sont appelés ainsi parce que leurs éléments sont ordon-
nés de fagon a pouvoir les placer le long d’une ligne de gauche a droite sans
ambiguité. La non-ambiguité du placement des éléments d’un ordre linéaire J
est due notamment a l’asymétrie de la relation d’ordre stricte < avec laquelle
J est équipé. En effet, un élément y € J est a droite d’un élément = € J si et
seulement si x < y. Les éléments d’un ordre linéaire sont représentés par des
« ® ». Une infinité d’éléments est représentée par trois petits points consécutifs
« -+ » (voir Figure 1.1).

Exemple 1.3.3. Soient Ny et Z; les sous-ensembles de respectivement N et
7 des entiers non divisibles par 2 et soient No = N{ et Zy = Z§ tous munis
de leurs relations d’ordres strictes habituelles des entiers. Ces ordres linéaires
sont tous représentés dans la Figure 1.1. Remarquons que N1, Ny sont des sous-
ordres de l’ordre linéaire N. Le méme constat est établi pour Z, Zo avec ’ordre
linéaire Z. Dans le méme temps, N1, Ny et N sont tous les trois isomorphes.
En effet la bijection f: Ny — Ny, définie par f(z) = x — 1, préserve l'ordre. De
méme pour les bijections f1: Ny = N et fo: Ny — N définies respectivement par
filz) = C”T*l et fa(x) = §. De la méme maniere, Zy,Zy et Zs sont tous les trois
isomorphes. Par conséquent N1 et Ny sont de type d’ordre w, et Z, et Zo sont
de type d’ordre (. Remarquons que w est limite a droite et ¢ limite a gauche et
a droite.

o o o o o o o o o o
13579 02468
Ny N
(a) w
e 0o 0 0 o ..o 0o 0 0 o--
31135 —-4-20 2 4
Zl ZZ
(b) ¢

FIGURE 1.1 — Des ordres linéaires ayant comme types d’ordre w et ¢

Les ordres linéaires que nous utilisons par la suite sont définis & isomor-
phisme pres. En effet, quand un ordre linéaire est utilisé, on suppose que c’est
le représentant de sa classe d’équivalence (le type d’ordre).

1.3.3 Opérations sur les ordres linéaires

Soient I et J deux ensembles disjoints munis des relations d’ordres strictes
<1 et <j respectivement. Le miroir (ou I'inverse) de lordre linéaire I, noté —1I,
est ordre linéaire (I, <), ou < est défini par : pour tout z,y € J, x < y si et
seulement si y <; x. Remarquons que —(—I) = I. Aussi, quand I est un ordre
linéaire fini —1 ~ [.
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La somme binaire des ordres linéaires I et J, notée I+ J, est l'ordre linéaire
(I U J,<) défini par : pour tout z,y € I UJ, z < y si et seulement si une des
conditions suivantes est vérifiée :

l.xeletyeJ,
2. xy,yeletx<yy;
. x,yeJetz<;y.

De maniéere informelle I+ J consiste a mettre les éléments de J a droite de ceux
de I de fagon a ce que les éléments de I et de J gardent leurs ordres de départ et
que les éléments de J soient tous supérieurs a ceux de I. Notons que la somme
binaire d’ordres linéaires est une opération associative. Par contre, elle n’est pas
commutative.

Exemple 1.3.4. Remarquons que —( = (. D’ailleurs ¢ est isomorphe 4 —w+w.
Remarquons aussi que —w + w # w + —w. En effet, —w + w est limite d gauche
et a droite, contrairement d w + —w qui a un minimum et un maxrimum.

La somme binaire d’ordres linéaires peut s’étendre a une somme prenant
comme argument une suite d’ordres linéaires. Soit (J, <) un ordre linéaire et
pour tout j € J soit (I, <;) un ordre linéaire, o tous les I; sont disjoints.
La somme indicée par J (ou J-somme) 3. ; I; est ordre linéaire (K, <), ot
K = Ujes1;, muni de < défini par : pour tout =,y € K, x < y si et seulement
si une des conditions suivantes est vérifiée :

1. ilexiste j € J tel que x,y € I et x <; y;

2. il existe j,j' € J tels que j <; j et x € [; et y € L.

De maniere informelle, cela correspond a dérouler les éléments de J le long d’une
ligne et a remplacer tout élément j € J par I;. Lorsque les ordres linéaires I;
sont tous isomorphes & un ordre linéaire I alors ) jed I; est appelé le produit
de J copies de I, noté I - J. Enfin, pour tout ordinal «, on dénote par I 'ordre
linéaire [ - I -1---.

—_——

« fois

Exemple 1.3.5. Dans la Figure 1.2 est représenté l'ordre linéaire —w - —w =
—w?. Cet ordre linéaire peut étre écrit aussi Zje—w I; ou chaque I; est iso-
morphe a —w. Il s’agit de dérouler —w et de remplacer chacun de ses éléments
par —w. Dans la Figure 1.3 et la Figure 1.4 sont respectivement représentés les

FIGURE 1.2 — L’ordre linéaire représentant —w?

ordres linéaires w - —w et —w - w. Remarquons que w- —w # —w - w.

FIGURE 1.3 — L’ordre linéaire représentant w - —w
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FIGURE 1.4 — L’ordre linéaire représentant —w - w

1.3.4 Ordinaux

Rappelons que l'isomorphisme d’ordres linéaires est une relation d’équiva-
lence sur la classe des ordres linéaires (voir Remarque 1.3.1). Rappelons aussi
qu’un bon ordre est un ordre linéaire dont tout sous-ordre non vide admet un
minimum. Alors E” est un ordinal. Le théoréme suivant décrit une relation entre
les bons ordres.

Théoréme 1.3.6. (voir [76, Théoréme 3.9] par exemple) Soient (E,R) et
(E',R") deux bons ordres. Alors, exactement une des assertions suivantes est
vrate :

1. (E,R)~ (E',|R);
2. (E,R) est isomorphe a un intervalle initial de (E', R') ;
3. (E', R) est isomorphe a un intervalle initial de (E, R).

Un ordinal est un représentant d’une classe d’équivalence de la classe des
bons ordres pour la relation d’isomorphisme d’ordres linéaires. Les ordinaux
sont une sous-classe de la classe des ordres linéaires. Cette classe est notée Ord.
Elle est aussi bien ordonnée. En effet, la classe Ord munie de < défini, pour
tout a, B8 € Ord, par a < f3 si et seulement si « est isomorphe a un intervalle
initial de 3, est un bon ordre. La classe des ordinaux dénombrables est notée
O.0na AN C O COrd.

Un ordinal a est successeur s’il admet un maximum. Dit autrement, s’il
existe 8 € Ord tel que aw ~ §+ 1. Un ordinal qui n’est pas successeur est limite.
Les ordinaux limites sont des ordres linéaires limites a droite. L’ordinal O est
limite. Notons que tout ordinal successeur a un prédécesseur dans Ord.

Les ordinaux sont tres utilisés en mathématiques. Ils permettent, en particu-
lier, d’énoncer des définitions ou de faire des démonstrations grace au principe
d’induction.

Soit O un intervalle de Ord et soit I un intervalle initial de O. Une définition
inductive sur O permet de définir étape par étape un ensemble d’objets mathé-
matiques E en fonction d’autres objets mathématiques du méme ensemble E.
A chaque objet est associé un unique ordinal a € O qu’on appelle son rang. Les
éléments de E ayant comme rang un ordinal de I sont définis indépendamment
des autres éléments de E. C’est les cas de base de la définition inductive. Tout
élément de E ayant comme rang « € O \ I est défini en fonction d’autres élé-
ments de E de rangs plus petits que «, qui sont eux mémes définis en fonction
d’autres éléments de E de rangs encore plus petits, etc. L’importance cruciale de
I'utilisation des ordinaux est le fait que ce processus décroissant s’arréte forcé-
ment. En effet, il n’existe pas de suite infiniment décroissante d’ordinaux. Dans
ce cas, on dit que la définition est bien fondée.

Sur le méme principe, une preuve par induction transfinie consiste a prouver
qu’une propriété P portant sur un intervalle O de Ord est vraie, en prouvant
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qu’elle est vraie pour tout ordinal de O. Cela peut se faire de deux maniéres
différentes mais équivalentes.

1. L’induction forte, qui consiste & vérifier que supposer que P est vérifiée
pour tout ordinal 8 € O tel que 8 < « implique que P est vérifiée pour «,
pour tout « € O ;

2. L’induction faible, qui consiste a :
— vérifier que P est vérifiée pour les cas de base;

— vérifier que, pour tout ordinal successeur «, supposer que P est véri-
fiée pour son prédécesseur implique que P est vérifiée pour «;

— vérifier que, pour tout ordinal limite «, supposer que P est vérifiée
pour tout ordinal plus petit que v implique que P est vérifiée pour a.

Si la vérification est fructueuse, on peut conclure que la propriété P est vraie
pour tout ordinal de O. Les définitions ou preuves par induction transfinie gé-
néralisent les notions de définitions et démonstrations par récurrence sur l'en-
semble des entiers naturels N.

Tout ordinal o peut aussi étre représenté par ’ensemble des ordinaux plus
petits que a. Cette définition est attribuée a John von Neumann. Le plus petit
ordinal, noté 0, est le représentant de la classe d’équivalence du bon ordre vide.
Cette classe d’équivalence ne contient d’ailleurs qu’un seul élément : (). L’ordinal
qui suit 0 est un représentant de la classe d’équivalence des singletons bien or-
donnés, noté 1 = {0} = {0}. Ensuite vient le représentant de la classe d’équiva-
lence des ensembles bien ordonnées & deux éléments, noté 2 = {0,1} = {0, {0} },
et ainsi de suite, pour tous les ordinaux de Ord. De maniere générale, dans le
contexte des ordinaux finis, n € N dénote 1’ordinal représentant la classe d’équi-
valence des bons ordres a n éléments. Le premier ordinal infini est w, représenté
comme ’ensemble des ordinaux finis. Dans le cadre de la définition & la Von
Neumann des ordinaux on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.7. Soit o, € Ord. Les écritures suivantes sont équivalentes :
1. a<fB;
2. a€f;
3. aCfB;

4. a# B et a est un intervalle initial de (3.

En plus des opérations sur les ordres linéaires définies dans la sous-section
précédente, nous définissons 'opération d’exponentiation sur les ordinaux. Soit o
un ordinal limite et soit (5;);cq une suite strictement croissante d’ordinaux. On
dénote par lim((5;)ica) le plus petit ordinal qui est plus grand de chacun des
B;. Ainsi, étant donné un ordinal 3, on définit 8¢ par induction sur a comme
suit :

Bl =1
gotl = go. g
g = lim((ﬁa/)alea) quand « est limite et différent de 0

L’un des théoremes fondamentaux sur les ordinaux attribue une forme nor-
male & tout ordinal :
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Théoréme 1.3.8 (Cantor). Tout ordinal o € Ord peut s’écrire de la maniére
sutvante :
W™ ng +w*? ng 4w -ny

de fagon unique, ot aq,...,qx sont des ordinaux tels que ay > --- > g et
ke N etny,...,n, des ordinaux finis différents de 0.

1.3.5 Ordres linéaires dispersés

Un ordre linéaire J est dense si, pour tout z,z € J tels que = < z il existe
y € J tel que x < y < z. En conséquence, ’ordre linéaire vide et celui contenant
un seul élément sont des ordres linéaires denses. L’ordre linéaire J est dispersé
si aucun de ses sous-ordres infinis n’est dense.

Exemple 1.3.9. Les ordres linéaires de type d’ordre 1 sont denses. L’un des
ordres linéaires de type d’ordre n est l’ensemble Q muni de sa relation d’ordre
stricte habituelle. En effet, entre chaque paire d’éléments x,z € Q tels que x < z,
on peut trouver un autre élément de y € Q tels que x < y < z. Par exemple,

1 1 2 . 1 2 7
entre 5 et 5, il y a . Ensuite, entre 5 et £ il y a 55, etc.

Les ordres linéaires dispersés sont des ordres linéaires finis ou des ordres
linéaires infinis qui n’ont pas de sous-ordre isomorphe a 7.

Plutét que de les définir en disant ce qu’ils ne sont pas, Felix Hausdorff
a proposé une caractérisation intéressante de la classe . des ordres linéaires
dénombrables dispersés . En effet, il en donne une définition inductive, sur la
classe des ordinaux &. Les cas de base de la construction sont les ordres linéaires
finis 0 et 1. Ensuite, pour chaque ordinal a € &, on construit des classes d’ordres
linéaires & partir des classes construites aux étapes précédentes (prédécesseurs
de «) en utilisant des sommes indicées par ordres linéaires finis, w, —w ou (.

Définition 1.3.10. Pour tout o € O, soit V,, la classe des ordres linéaires
définie inductivement comme ceci :

Vo= {0’1}

Vo= Ii:JeNU{(w —wh €| ]V

JjeJ B<a

Notons, en particulier, que puisque 'union dénombrable d’ensembles dé-
nombrables est un ensemble dénombrable, les sommes utilisées dans la Défini-
tion 1.3.10 donnent comme résultats des ordres linéaires dénombrables. Felix
Hausdorff prouve le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.11 ([51]). = U Va.
acl

Comme conséquence du Théoreme 1.3.11, la classe des ordres linéaires dé-
nombrables et dispersés est fermée par les J-sommes, ot J € A U {w, —w, (}.
De plus, puisque 1 € .47, pour tout & € &, Ug<o V3 C V.

La construction de la Définition 1.3.10 est intéressante notamment parce
qu’elle associe a chaque ordre linéaire J un ordinal unique o € & appelé le rang
de J. Néanmoins, cette construction peut étre raffinée de maniére a donner plus
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d’intuition au lecteur sur la notion de rang d’un ordre linéaire de .. En effet,
puisque ¢ ~ —w + w, on peut se passer des (-sommes. On isole aussi les sommes
finies dans une classe a part. Formellement :

Définition 1.3.12. Pour tout o € O, soient U, et Z, les classes d’ordres
linéaires définies inductivement comme ceci :

Uy ={0,1}

Zo=1> Ii:JeN I €U,
jeJ

Ue=4> Li:Jefw,—whLiel)Zspul 2 a>0
JjeJ B<a B<a

Proposition 1.3.13. Pour tout o € O, les assertions suivantes sont vraies :
1. Uy, CZy CUpya;
2. Uy CVyy
3. Voo CZy C Vg

Démonstration. La premiere assertion U, C Z, vient du fait que 1 € 4. De
plus on sait que Z, C U,41 par définition de Uy 1.

La deuxiéme assertion peut étre obtenue par induction sur «. Par définition,
Uy = Vp. Supposons maintenant que o > 0 et soit I € U,. Par définition
de U,, on sait que soit I € Ug<qZg ou I est de la forme Eje] I; ou J €
{w, —w} et chaque I; € Ug<qZp. Le premier cas est trivial. Dans le deuxiéme
cas chaque I = 7, Ik, pour t; € A, tel que chaque Ij € Ug<aUp. Par
hypothese d’induction chaque I;x € Ug<qVp. SiJ = lalors I =37, . I1x qui
est clairement dans V,,. Si J = w alors

I'=(Ioo+--+Tose-1)+ o+ -+l 1)+ -+ Lo+ +Lig—1)+--
qui peut étre réécrit comme une w-somme d’éléments de Ug<, V3 :
I=1Iyo+1Ipq1+ - +1lo-1+1l10+...

Donc I € V,. Le raisonnement est symétrique au cas précédent quand J = —w.

Tournons nous vers la troisieme assertion. On commence par prouver que
pour tout o € O, V, C Z,. On procéde par induction sur a. Si a« = 0 alors
clairement Vy C Zy. De plus, remarquons que Zg = A et V; = A U{w, —w, (}.
Alors Zy C Vi. Cela prouve le cas de base. Supposons maintenant que o« > 0
et soit [ € V,,. Alors I = ZjeJIj ounJ € AN U{w,—w,(} et pour tout j € J,
I; € Ug<o V3. Par hypothese d’induction, chaque I; € Ug<,Zg. Par définition
de Un, Ug<caZp C U,. De plus, I € U, quand J € {w,—w}. Donc, comme
conséquence de la premiere assertion et par définition de Z,, I € Z, quand
J € A U{w, —w}. Maintenant, si J = Calors I =) .. Ij+> ., I; puisque
¢ ~ —w+w. On sait que K; = Zjeiw Ij et Ko = Zj€w I; sont dans U,. Alors,
par définition de Z,, I = Zje2 K; € Z, puisque 2 € 4. Cela prouve que
V. C Z, pour tout a € . En outre, dii notamment au cas de base, I'inclusion
est stricte. La preuve que pour tout a € 0, Z, C V, 41 peut étre déduite par
transitivité des deux premieres assertions. O
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Par conséquent, on peut déduire le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.14. .%¥ = |J Z,.
a€l

Gréace a ce raffinement, on peut mieux visualiser la notion de rang d’un
ordre linéaire I € .. 1l s’agit du nombre ordinal maximal d’imbrications des
w-sommes et —w-sommes lors de la construction de I.

Définition 1.3.15. Soit I € .¥. Le rang de I, noté r(I), est le plus petit ordinal
a €0 tel que I € Z,.

Cette notion est tres utile. Elle permet de prouver des propriétés sur les
ordres linéaires de . par induction.

Exemple 1.3.16. Les ordres linéaires finis sont de rang 0. Leurs constructions
n'utilisent aucune w-somme ou —w-somme. C’est les seuls qui appartiennent a
Zy. Les ordres linéaires w et —w sont de rang 1. Ils sont construits dans Uy en
utilisant respectivement une w-somme et une —w-somme d’ordres linéaires finis
de Zy. L’ordre linéaire ( est également de rang 1. Il est construit dans Z; en
utilisant une 2-somme (somme binaire) d’ordres linéaires isomorphes d —w et w.
L’ordre linéaire —w? représenté dans la Figure 1.2 est de rang 2. Il est construit
dans Uy en utilisant une —w-somme d’ordres linéaires tous isomorphes a —w.
De maniére générale, pour tout ordinal o, —w®, w et (¢ sont de rang a.. Enfin,
Pordre linéaire —w® + w™t!, a € O, est de rang o + 1.

1.3.6 Coupures

Soit I un ordre linéaire. Une coupure de Dedekind (ou simplement coupure)
de I est un couple (J, K) d’intervalles disjoints de I tels que J U K = I et
les éléments de J sont tous inférieurs aux éléments de K. Une coupure (J, K)
de I est une fosse dans I si J et K ne sont pas vides, J n’a pas de maximum
et K n’a pas de minimum. L’ensemble des coupures de I est noté I. Un ordre
linéaire est complet s’il n’a pas de fosse. Les coupures d’un ordre linéaire peuvent
aussi étre linéairement ordonnées. En effet, la relation < sur I, définie par :
(I1,J1) < (I3, J2) si et seulement si Iy C Jo, pour tout (1, J1), (I, J2) € I, est
une relation d’ordre totale et stricte sur I. Notons que, pour toutes coupures
(I1, 1), (I2, J2) € I, lorsque (11, J1) < (I2, J2) Vinclusion Jy C J; est vraie aussi.
L’ordre linéaire I admet un minimum et un maximum. Il s’agit en 'occurrence de
(I,0) et (9, I) respectivement. L’ensemble I* est par définition I\ {(Z,0), (0, )}.

Exemple 1.3.17. Pour tout n € N, Uordre linéaire I ou I = {0,...,n—1}
ordonné de la maniére suivante : 0 < --- <n—1, est

{0,1), ({0}, {1,....,n—1}),...,({0,...,n =2}, {n — 1}),(1,0)}

Remarquons que I est isomorphe d l'ordinal n et que I est formé de couples d’or-
dinaux. Par conséquent, pour tout ordinal finin, l’ordre linéaire fi est isomorphe
a

{(0,n),(l,n—-1),(2,n—=2),...,(n—2,2),(n—1,1),(n,0)}
qui est lui méme isomorphe da Uordinal n + 1. Cela vaut d’ailleurs pour tous les
ordinaux. L’ordre linéaire des coupures de tout ordinal o est isomorphe a o+ 1.
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FIGURE 1.5 — L’ordre linéaire représentant Tuloul =w+-w. Chaque coupure
est représentée par « | »

L’ordre linéaire & contient les coupures (B, w), ({0,...,n},{n+1,...}) pour tout
n €N, et (w,0). Il est isomorphe a Uordinal w+ 1. Lordre linéaire des coupures
de —w est isomorphe a 1 + —w.

Naturellement, 'union I U I de l'ensemble des éléments de I et I’ensemble
de ses coupures [ peut également étre linéairement ordonnée. En effet, étant
donnés <; et <; les relations d’ordres sur respectivement I et I, la relation

<=<;U<; Ui, (LK) eI xI:ic JJU{((J,K),i)eIxT:ic K}

est une relation d’ordre totale et stricte sur I U I. De maniére informelle, la
relation d’ordre < sur TU T garde les éléments de I et de I ordonnés comme ils
I’étaient et pose, pour tout i € I et ¢ = (J, K) € I,i<clorsquei€ Jete<i
lorsque 7 € K. Notons qu'’il n’existe pas 1,42 € I ni ¢}, € I tels que iy et ig ou
1} et i} sont consécutifs dans TUI. En effet, pour tout i1, s € I tels que iy <; ia,
il existe ¢ € I tel que i1 < ¢ < ig. De plus, si i1 et io sont consécutifs dans [
alors ¢ est unique. Symétriquement, pour tout ci,cy € I tels que c; <; ¢, il
existe ¢ € I tel que ¢; < i < co. De plus, si ¢; et co sont consécutifs dans I alors
i est unique. Le minimum (I, 0) et le maximum (@, ) de I sont le minimum et
le maximum de I U I. De plus :

Proposition 1.3.18. Soit I un ordre linéaire. Alors l'ordre linéaire I U I est
complet.

Démonstration. Remarquons que I’ensemble des coupures J de tout sous-ordre
J de I est un sous-ordre de I. De plus J U J est naturellement un sous-ordre
de TUI. Ainsi, puisque tout sous-ordre de ce genre admet un minimum et un
maximum, I U T est complet.

O

Exemple 1.3.19. Soit I = w+—w. L’ordre linéaire I est isomorphe a (. L’ordre
linéaire T n’est pas complet. La coupure (w,—w) est une fosse. En effet, w n'a
pas de mazximum et —w n’a pas de minimum. L’ordre linéaire TUT est représenté
dans la Figure 1.5. 1l est isomorphe a w + 1+ —w.

1.4 Posets

Dans cette section, nous reviendrons plus en détails sur une généralisation
des ordres linéaires : les ensembles partiellement ordonnés (posets). On définit
dans la Sous-section 1.4.1 des notions relatives aux posets. On y présente aussi
des extensions aux posets des opérations définies sur les ordres linéaires. La
classe des posets SP¢ a laquelle nous nous intéressons tout au long de cette
these est définie dans la Sous-section 1.4.2 en plus des propriétés que les posets
de cette classe satisfont. Plusieurs caractérisations de SP° sont rappelées dans
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la Sous-section 1.4.3, notamment une généralisation due & Bedon et Rispal dans
[15] de la construction inductive de Hausdorff présentée dans Définition 1.3.10.
Enfin, nous nous intéressons dans la Sous-section 1.4.4 aux posets de SP° quand
ils sont étiquetés par un ensemble de symboles, appelés alphabet. Les posets
étiquetés sont appelés aussi pomsets. C’est une généralisation de la notion de
mot, puisque un mot peut étre vu comme un ordre linéaire étiqueté par un
alphabet. Les posets étiquetés ont été étudiés en premier dans [50, 87]. Toujours
dans la Sous-section 1.4.4, nous définirons plusieurs sous classes des posets de
SP° étiquetés, auxquelles on va s’intéresser tout au long de cette these.

1.4.1 Définitions et opérations

Les posets sont une généralisation des ordres linéaires. En effet, contraire-
ment aux ordres linéaires ou toute paire d’éléments différents sont comparables,
les éléments des posets ne le sont pas forcément. Formellement, un poset (P, <)
(pour Partially Ordered set) est un ensemble muni d’une relation d’ordre par-
tielle et stricte. Le poset vide est le poset (0,0). Il est noté 0. Par soucis de
simplification, un poset (P, <) est souvent noté P. Les posets sont souvent no-
tés P,Q,R,....

Soit (P, <) un poset. Une chaine Q de P est un sous-ordre de P tel que
(Q,< NQ x Q) est un ordre linéaire. Une antichatne @@ de P est un sous-
ensemble de P tel que tous les éléments de ) sont deux & deux incomparables.
La largeur de P est wd(P) = sup({|@|: @ antichaine de P}). Notons que les
ordres linéaires sont des posets de largeur 1. Le poset vide est I'unique poset de
largeur 0.

Les posets sont représentés avec le diagramme de Hasse. Dans le diagramme
de Hasse original les éléments sont représentés par des points « e » ou des sym-
boles alphabétiques. Quand deux éléments x et y d'un poset sont comparables
ils sont reliés par un segment. Dans ce cas, x est au dessus de y dans la repré-
sentation si et seulement si x est inférieur a y. En effet, 'ordre croissant des
éléments se lit de haut en bas. Dans nos représentations de posets, nous utilise-
rons le méme diagramme avec quelques modifications. L’ordre croissant se lira
de gauche a droite pour uniformiser avec les ordres linéaires. De plus, nous nous
contenterons de la réduction transitive du diagramme original. En effet, quand
r < y et y < z dans un poset, nous nous limitons a dessiner des segments entre
T et y et entre y et z sans en dessiner entre z et z méme si, par transitivité,
x < z. Par conséquent, x < y dans le diagramme s’il existe un chemin de = a y
parcourant les segments de gauche a droite.

Exemple 1.4.1. Dans la Figure 1.6 est représenté le diagramme de Hasse du
poset (P, <) ou

P = {J}Q,...,LI}5}

<= {(z0,71), .., (0, ¥5), (¥1,22), (¥1,75), (T2, 5), (3, 74), (¥3,¥5), (T4, 25)}

L’élément xy est le minimum de P et x5 son maximum. Ces éléments sont
comparables avec tous les autres éléments. L’élément x1 est plus grand que xg,
plus petit que x5 et x5 et incomparable a x3 et x4. L’élément x4 est plus grand
que xg et x1, plus petit que x5 et incomparable a x3 et xy4.

Un poset (P, <) est N-libre s’il n’a pas de sous-ensemble N = {z1,x2, 23,24}
tel que < NN? = {(z1,x2), (73,22), (v3,24)}. Autrement dit, si Pordre partiel
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S p—
xo/ \xg,
N
FIGURE 1.6 — Le diagramme de Hasse du poset (P, <) ou P = {xg,...,25} et
<={(zo,x1),..., (x0,5), (1, 22), (1, T5), (T2, T5), (T3, T4), (T3, 25), (T4,25)})

(P, <) n’a pas de sous-ordre isomorphe & N. Un sous-ordre d’un poset est appelé
aussi sous-poset. Le diagramme de Hasse du poset N est représenté dans la
Figure 1.7. La Figure 1.8 représente le diagramme de Hasse d’un poset qui n’est

€2 T4

Tq T3

FI1GURE 1.7 — Le poset N. Exceptionnellement, dans cette figure, I’ordre crois-
sant est représenté de bas en haut

pas N-libre. Le poset de la Figure 1.6 est quant a lui N-libre. Aucun de ces
sous-posets n’est isomorphe au poset V.

Lo ——T2

x4
\137/— x5
Ty —— :103/— xﬁ/

FiGURE 1.8 — Le diagramme de Hasse d'un poset qui n’est pas N-libre. En
effet, le sous-poset {z4, x5, 26,27} est isomorphe au poset N aussi bien que le

sous-poset {xa, x4, x5, ¢}

On définit les opérations suivantes sur les posets.

Soient (P,<p) et (@, <g) deux posets disjoints. L'union (ou composition
paralléle) de (P, <p) et (Q,<q), notée P U Q, est le poset (PUQ,<p U <q).
Ainsi, étant donnés <=<p U <g et deux éléments z,y de PUQ, = < y si et
seulement si une des conditions suivantes est vérifiée :

l.z,ye Petx <py;

2. z,yeQetx<guy.

De plus, certaines opérations sur les ordres linéaires peuvent s’étendre aux po-
sets. La somme (ou composition séquentielle) de (P, <p) et (Q, <qg), notée P+Q,
est le poset (PUQ, <p U <g UP x Q). Ainsi, étant donnés <=<p U <g UPxQ
et deux éléments x,y de P+ @, x < y si et seulement si une des conditions sui-
vantes est vérifiée :

l.z,ye Petx <py;
2.z, yeQetx<qy;
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3.zePetyeq.

Exemple 1.4.2. La Figure 1.9 représente deuz posets

Py =({z1, 22,23, 74}, { (71, 2), (21, 3), (¥1,74)})

Py =({y1, Y2, y3,ya}, {(y1,93), (Y1, v4), (y2,Y3), (Y2, ) })

ainsi que la composition paralléle Py U Py et la composition séquentielle Py + Ps.
Remarquons que My = {21}, Mo = {y1,y2}, M1UM>s et My sont respectivement
les ensembles des minimums de Py, Py, Pi U Py et Py + P5. Remarquons aussi
que M{ = {xo, x5, 24}, M5 = {ys,ya}, M{ U M} et M} sont les ensembles des
maximums de Py, Py, Py U Py et Py + Py respectivement.

X9
ZL‘1< I3
T3 Y1— Y3 T4 Ta— Y1— Y3
P 171<173 Py >< PlUPy: Y159 P4y I'lgm:sx
T4 Y2— Y4 ul T4— Y2— Y4
27— Y4

FIGURE 1.9 — Le diagramme de Hasse de deux posets N-libres P, et P» et leur
compositions paralleles et séquentielles

Notons que la somme de posets est une opération associative. L’union de
posets est une opération associative et commutative. Ainsi, écrire Py +---+ P,
ou PLU---UP,, pour n € N et des posets P,...,FP,, ne nécessite pas de
mettre des parentheses. Ces écritures peuvent étre raccourcies en Zie[n] P; et
Uie[n] P; respectivement. De plus, la somme finie de posets peut étre généralisée
a n’importe quelle suite linéairement ordonnée ((Pj, <;))jes de posets deux &
deux disjoints par

r=(JP.(J<pul U PxP)

jeJ jeJ jeJ g3’ €d, 3<5’
Ainsi, étant donnés <= (U,c; <;)U(U; jes j<j P x Pyr) et deux éléments z,y
de > jes Pj, v <y si et seulement si une des conditions suivantes est vérifiée :
1. il existe j € J tel que =,y € Pj et z < y;
2. il existe j,j' € J tels que j <y j et x € Pj et y € Pjr.

La somme jeg est appelée somme indicée par I'ordre linéaire J.

1.4.2 Caractéristiques des posets

On s’intéresse dans cette these a la classe de posets suivante :

Définition 1.4.3. La classe SP°® des posets série-paralleles est la plus petite
classe de posets contenant le poset vide 0, le singleton et qui est fermée par la
composition paralléle finie disjointe et la somme disjointe indicée par un ordre li-
néaire dénombrable et dispersé de posets. Ces posets sont définis a isomorphisme
preés.
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Notons que, puisque les sommes sont indicées par des ordres linéaires dé-
nombrables et dispersés, et les compositions paralleles sont finies, les posets de
S P° sont dénombrables, leurs antichaines finies et leurs chaines sont des ordres
linéaires dénombrables et dispersés. Les posets de SP° sont appelés posets série-
paralleéles dénombrables et dispersés. Notons que SP° contient des posets dont
la largeur n’est majorée par aucun entier naturel.

Exemple 1.4.4. Pour tout i € N, soit P; une antichaine telle que |P;| = i. Soit
P =3%.c. Pi. Remarquons que P € SP°. Aussi, notons qu’il n’y pas n € N tel
que, pour toute antichaine Q de P, |Q| < n.

On dénote par SP°T = SP¢\ {0}, a savoir la classe SP° sans le poset vide.

Soit J € .. Une J-factorisation ou une factorisation séquentielle d’un poset
P € SP° est une suite de posets (P));ey telle que P = >, ; P;. Une facto-
risation paralléle d'un poset P est un ensemble de posets {P,..., P,}, pour
n € N, tel que P = {J;¢(,; % On confond souvent entre I'écriture 3, ; P
(resp. Ujep, i) et la factorisation (Pj)jes (vesp. {P1,...,P,}) d'un poset P
en disant « soit la factorisation séquentielle (resp. parallele) >, ; P; (resp.
U e P;) de P » puisque la factorisation peut étre déduite de I’écriture de P.
Une factorisation (séquentielle ou parallele) est dite non triviale si aucun des P;
n’est le poset vide.

Un poset P € SP° est séquentiel si P est un singleton ou si P admet
une J-factorisation non triviale (P;);c; ol J est un ordre linéaire qui contient
au moins deux différents éléments. Il est paralléle s’il admet une factorisation
paralléle non triviale {Py,..., P,}, pour n € N, ot n > 1. Notons que le poset
vide est le seul de SP°® qui n’est ni séquentiel ni paralléle. Le poset P est
séquentiellement irréductible s’il n’admet pas de factorisation séquentielle non
triviale. Il est parallélement irréductible s’il n’admet pas de factorisation parallele
non triviale. Le poset vide n’est ni séquentiellement ni parallelement irréductible.
Une factorisation séquentielle (P;) e, pour J € 7, est irréductible si elle est
non triviale et si tous les P; sont séquentiellement irréductibles. On dit dans ce
cas que P est indicé par J (ou P est sur J). Réciproquement, une factorisation
parallele {Py,..., P,}, pour n € N, est irréductible si elle est non triviale et si
chaque P;, i € [n], est parallelement irréductible.

Si I est un intervalle d’un ordre linéaire J alors il existe deux ordres linéaires
K et L tels que J ~ K + I + L. Cette propriété n’est plus vraie dans le cas
des posets. Nous définissons une notion analogue qui permet de généraliser cette
propriété. Soit P € SP°. Un sous-ordre I non-vide de P est un bon intervalle de
P si I est un intervalle de P et, pour tout p € P, quand =,y € I tels que p < x
ouz <petnip<yniy<palors p € I. De maniére informelle, I est un bon
intervalle de P si, pour tout p € P, quand p est comparable avec un élément
de I et incomparable avec un autre élément de I alors p € I. Un bon intervalle
d’un poset correspond a un élément d’une de ses factorisations non triviales ou
a un bon intervalle d’un élément d’une de ses factorisations non triviales.

Proposition 1.4.5. Soient P € SP® et I C P. Alors I est un bon intervalle
de P si et seulement s’il existe un ordre linéaire J € ¥ non vide tel que

— soit P admet une J-factorisation (Pj)jes ;

— ou P admet une factorisation paralléle {Py,...,P;}, ou J est fini,

et il existe j € J tel que soit I = P; ouI C P; et I est un bon intervalle de P;.
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Démonstration. Quand I est un bon intervalle de P et X est telque I C X C P,
alors I est aussi un bon intervalle de X . En conséquence, I’implication de gauche
vers la droite est vérifiée. Pour la réciproque, il suffit de noter que lorsque I est
un bon intervalle de I’ qui est lui méme un bon intervalle de P, alors I est un
bon intervalle de P. O

Chaque poset de SP°® admet une unique factorisation séquentielle (resp.
parallele) irréductible. Dans [15] une relation d’équivalence ~ sur les éléments
d’un poset P de SP? est définie, telle que P/~ est isomorphe & un ordre linéaire
dénombrable et dispersé (Lemme 9), et telle que chaque classe d’équivalence est
un bon intervalle séquentiellement irréductible de P. Cela a induit 'unicité d’une
factorisation séquentielle irréductible d’un poset.

Proposition 1.4.6 ([15]). Chaque poset de SP°® non vide admet une unique
factorisation séquentielle irréductible.

Avec les mémes arguments, on peut montrer la méme chose pour la factori-
sation parallele irréductible.

Exemple 1.4.7. Reprenons les posets P, et P, de la Figure 1.9. Ici, P, =
{z1}+ ({2} U{z3}U{z4}) et Po = ({y1}U{y2}) + {ys} U{ya}). Les deux posets
sont séquentiels. Naturellement Py 4 Py est séquentiel et Py U Py est paralléle. Le
poset {xa }U{a3}U{xs} est un sous-poset paralléle de Py. Sa factorisation paral-
lele irréductible est {{xa}, {xs}, {x4}}. La factorisation séquentielle irréductible

de Py est ({z1}, {z2} U{xs} U{zs}).

1.4.3 Caractérisations de SP°

Manipuler des objets infinis, tels les posets de SP°, nécessite généralement
lexistence d’une propriété inductive sur ces objets. C’est le cas des ordres li-
néaires dénombrables et dispersés grace a la construction inductive de Haus-
dorff (voir Définition 1.3.10). Dans [15], N. Bedon et C. Rispal proposent une
construction & la Hausdorff de SP°.

Définition 1.4.8. Les classes Vo, et Wy, pour tout o € O, de posets dénom-
brables et dispersés (d isomorphisme prés) sont inductivement définies comme
suit :

Vo= {071}

Wa = (g{u,-‘r}(Va)

Vo =

> P J e {w,—w} et pour tout je J,P;e |J Wﬂ}u U Ws
jeJ B<a B<a

et la classe Sgp de posets dénombrables et dispersés par Ssp = Uyecp Wa-
En conclusion, ils prouvent le théoreme suivant :
Théoréme 1.4.9 ([15]). S, = SP°.

Ainsi, comme les ordres linéaires dénombrables et dispersés, a chaque poset
P de SP° est associé un unique ordinal. Il s’agit du plus petit ordinal a € & tel
que P € W, en l'occurrence. De plus, pour tout a € &, chaque classe W, peut
étre décomposée en deux sous-classes permettant de dissocier les compositions
finies séquentielles et paralléles.
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Théoréme 1.4.10 ([15]). Pour tout o € O, i € N, soient

on,O = Va

Yo = P:3neNP= ) P;tel que Pj € X, ; pour tout j € [n]}
Jj€ln]

Xeit1 = P:3neNP= |J P; tel que P; € Y,; pour tout j € [n]}
Jjeln]

Alors Wy = U Xoi-
ieN

Cela permet d’associer a chaque poset P € SP°, en plus d’un ordinal o € 0,
un entier ¢ € N de maniére unique. En effet, ’ensemble & x N muni de la
relation d’ordre définie, pour tout («,i),(8,7) € € x N, par : (8,7) < («a,1) si
et seulement 8 < a ou 8 = a et j < i, est un bon ordre. Ainsi, en conséquence
des Théorémes 1.4.9 et 1.4.10, pour tout poset P € SP°, il existe (a,i) € O x N
aussi petit que possible tel que P € X, ;.

Définition 1.4.11. Le rang rp(P) d’un poset P € SP° est le plus petit (o, 1) €
O x N tel que P € X, ;.

Remarquons que, pour tout (a,i) € 0 x N, Y,,; C Xgit1 C Yaiy1. Ces
inclusions sont dues au fait qu’on puisse faire des sommes Zie[l] et des unions
Uie[l]' Comme pour les ordres linéaires, quand un poset P est de rang rp(P) =
(i), « désigne le nombre ordinal maximal d’imbrications des w-sommes et
—w-sommes utilisées pour construire P.

Exemple 1.4.12. Tout ordre linéaire J € ¥ ayant comme rang r(J) = a €
O est de rang rp(J) € {(a,0),(a,1)}. Tout poset P € SP° fini est de rang
rp(P) = (0,4), i € N.

Focalisons nous sur le cas des posets P de rang (a,0), pour a € O.

Remarque 1.4.13. Soit P € SP° avec rp(P) = («,0), a > 0. Supposons que
P = ZjeJ P; soit une J-factorisation non triviale de P pour J € {w,—w}.
Alors, pour tout j € J, rp(P;) < rp(P). De plus, pour tout (§8,i) € 0 x N tel
que (B,1) < (,0), pour tout j € J il existe k € J tel que k> j (resp. k < j) et

(8,4) < rp(Px) < rp(P)
Il en résulte que, pour tout j € J, 375, Pj (resp. 325 P;) est de rang (., 0).

Le Théoréme 1.4.10 montre en particulier que tout poset P de rang («,0),
a > 0 admet une J-factorisation non triviale ot J € {w, —w}. Le lemme suivant
montre que dans ce cas P admet uniquement une w-factorisation ou uniquement
une —w-factorisation de ce genre.

Lemme 1.4.14. Soit P € SP° un poset séquentiel tel que rp(P) = (a,0),
o> 0. Soient 37, ; Pj et 32, P; des J et J'-factorisations non triviales de
P ou J,J €{w,—w}. Alors J = J".

Démonstration. Supposons par l'absurde que J # J'. Supposons sans perte
de généralité que J = w et J' = —w. Soit L = 3, Pjet R =33 . P
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pour k € w. Alors P = L - R. Comme conséquence de la Remarque 1.4.13,
rp(R) = (@, 0). Remarquons qu’il existe k' € —w tel que R est un bon intervalle
séquentiel de R' = 3./~  Pj,. Soit L' =37 ., P/,. Comme conséquence de
la Remarque 1.4.13, rp(L') = rp(R) = (a,0). De plus rp(R) < rp(R’') < rp(P)
Par conséquent rp(R’) = («,0) aussi. Ona P = L'-R/, et par le Théoréme 1.4.10,
rp(P) = (o, 1), ce qui est une contradiction. O

La classe SP° coincide avec la classe NF° des posets N-libres dénombrables
dont les chaines sont des ordres linéaires dénombrables et dispersés et dont les
antichaines sont finies. C’est une extension de la correspondance de ces deux
classes de posets dans le cas des posets finis [84].

Théoréme 1.4.15 ([15]). NF°® = SP°.

Cette correspondance nous procure, en plus de la caractérisation constructive
de SP° dans le Théoréme 1.4.9, une caractérisation par rapport a l'ordre des
éléments de ses posets. Aussi, la Définition 1.4.8 et le Théoreme 1.4.9 donnent
une définition bien fondée de SP° qu’on considére a partir de maintenant comme
un ensemble, malgré qu’elle ait été définie comme une classe.

1.4.4 Posets étiquetés

Un alphabet A est un ensemble (pas nécessairement fini) de symboles appelés
lettres. Soit A un alphabet. Un poset étiqueté par A (ou poset sur A) est un
3-uplet (P, <,l) tel que (P,<) est un poset et [: P — A une application d’éti-
quetage associant & chaque élément de P une lettre de A. Les posets étiquetés
sont aussi appelés pomsets dans la littérature. Deux posets étiquetés sont iso-
morphes s’il existe une fonction bijective préservant ’ordre et I’étiquetage entre
les deux posets. L’unique poset vide étiqueté est noté e. On dénote aussi par
« a » le poset singleton dont 'unique élément est étiqueté par a € A, a savoir
({z},0,l(x) = a). Par soucis de simplification, comme les posets non étiquetés,
un poset étiqueté (P, <,l) est aussi souvent noté P.

Dans la définition suivante, on étend les opérations sur les posets non-
étiquetés aux posets étiquetés.

Définition 1.4.16. Soient (P,<p,lp) et (Q,<qg,lg) deuz posets disjoints éti-
quetés par A. Le produit séquentiel, appelé aussi concaténation, (P, <p,lp) -
(Q,<qg,lg), qu'on écrit aussi (P,<p,lp)(Q,<q,lg) pour simplifier, est le po-
set (P,<p) + (Q,<q) étiqueté par lp Ulg. Similairement, le produit parallele
(P,<p,lp) || (@, <q,lq) estle poset (P,<p)U(Q,<q) étiqueté parlp Ulq.

Aussi, le produit [[ ;¢ ; (P, <j,1;) d’une suite linéairement ordonnée ((Pj, <;
13))jes (ou J-produit) de posets étiquetés par A est le poset ZjEJ(Pj,<j)
étiqueté par UjeJ lp;.

Ainsi, le produit séquentiel, le produit parallele et le produit d’une suite
linéairement ordonnée de posets étiquetés sont obtenus par respectivement la
composition séquentielle, la composition paralléle et la somme d’une suite linéai-
rement ordonnée des posets non étiquetés correspondants. L’application d’éti-
quetage du poset résultat correspond a 'union des applications d’étiquetage des
posets étiquetés utilisés lors de 'opération. De plus, comme les opérations cor-
respondantes sur les posets non étiquetés, le produit séquentiel est une opération
associative et le produit parallele une opération associative et commutative.
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Toujours pour raccourcir, on écrit P - Q (ou PQ), P || Q et [[;c, P; res-
pectivement les produits (P, <p,lp) - (Q,<0,lg), (P,<p.lp) || (Q,<q,lg) et
HjeJ(Pj7 <;,1;), pour simplifier. Aussi, lorsque, pour’tout i € [n], P, = P, pour
un certain poset P, on écrit P™ pour Hie[n] P; et PI" pour lien) Pi-

On définit aussi deux cas particuliers de J-produits.

Définition 1.4.17. Soit P un poset étiqueté. La puissance w (resp. —w) de P,
notée P¥ (resp. P~%), est le w-produit (resp. —w-produit) d’une suite linéaire-
ment ordonné (Pj)je. (resp. (Pj)je—w) de posets tous isomorphes & P.

Soit A un alphabet. L’ensemble des posets de SP° étiquetés par A est no-
tée SP°(A). Aussi, SP°T(A) = SP°(A) \ {€}. Les notions définies pour les
posets non étiquetés (chaine, antichaine, largeur, factorisation, poset séquentiel,
poset parallele, . ..) s’étendent naturellement aux posets étiquetés. Soit (P, <, 1)
un poset étiqueté. Le rang de (P, <,!) est égal au rang de (P, <). Le poset éti-
queté (P, <',1") est un facteur de (P,<,l) si (P’,<’) est un bon intervalle de
(P, <) et I’ la restriction de I & P’. Nous confondons également facteur et bon
intervalle dans la suite. Les posets étiquetés de largeur 1 sont appelés « mots »
dans la littérature.

Soit A un alphabet. En plus de SP°(A), nous nous intéressons dans les
chapitres suivants & plusieurs sous-ensembles de SP°(A).

Définition 1.4.18. Soit A un alphabet. On définit
— A*, le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel ;
— AY, le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant € pour tout a € A,
et qui est fermé par le produit séquentiel fini et le produit w ;
— A°, le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant € pour tout a € A,
et qui est fermé par le produit séquentiel fini, le produit w et le produit —w ;

— SP(A), le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant € pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel fini et le produit paralléle.

Remarquons que :
— A* est 'ensemble des mots indicés par .4 (mots finis) ;

— A* est I’ensemble des mots indicés par & (mots sur les ordinaux dénom-
brables) ;

— A° est 'ensemble des mots indicés par . (mots sur les ordres linéaires
dénombrables et dispersés) ;

— SP(A) est ’ensemble des posets N-libres étiquetés indicés par .4 (posets
finis).

Exemple 1.4.19. Reprenons le poset de ’Exemple 1.4.1. Dans la Figure 1.10
est représenté le poset P = a-((b-b) || (b-b))-a étiqueté par l’alphabet A = {a,b}.
L’application d’étiquetage associe a xq et x5 la lettre a et a4 x1, ..., x4 la lettre b.
Le poset P admet un seul minimum et un seul mazximum tous les deuz étiquetés
par a.

Exemple 1.4.20. Pour tout j € N, soit P, une antichaine telle que |Pj| = j
ot tous les éléments de P; sont étiqueté par a. Le poset P = HjewPi est le
poset de ’Exemple 1.4.4 étiqueté par Ualphabet A = {a}. Il est représenté dans
la Figure 1.11.
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b —1b
a/ \a

AN /
b——— b

FIGURE 1.10 — Le diagramme de Hasse du poset de la Figure 1.6 étiqueté par
lalphabet A = {a,b}

FI1GURE 1.11 — Le diagramme de Hasse du poset de ’Exemple 1.4.4 étiqueté par
Palphabet A = {a}

Dans la suite de cette these, on omettra quelquefois de préciser qu'un poset
est étiqueté. Cela sera compris du contexte. Généralement, a l'utilisation d’un
poset étiqueté, on précise de quelle classe de posets celui-ci est pris.

1.5 Algebre

Nous reprenons dans cette section certaines notions d’algebre universelle qui
nous seront utiles dans les chapitres suivants. Pour plus de détails, le lecteur est
renvoyé & [1] ou [77]. Les définitions habituelles des différentes notions présen-
tées dans cette section ont été adaptées pour permettre de manier des opérations
d’arités infinies. Nous définissons les structures algébriques qui nous intéressent
dans la Sous-section 1.5.1 et nous rappelons les définitions d’homomorphisme,
de congruence et de noyau notamment. Brievement, une structure algébrique
est un ensemble F équipé d’opérations. En algebre universelle classique les opé-
rations d’une algebre sont d’arités finies. Dans cette section nous utilisons des
algebres dont les opérations peuvent étre d’arités infinies. les résultats d’algebre
universelle que nous exposons dans cette section sont relatifs a des structures
algébriques dont les opérations sont d’arités finies. Néanmoins, ces résultats sont
facilement généralisables aux cas des algebres dont les ensembles ou les arités de
ses opérations peuvent étre infinis. Nous abordons dans la Sous-section 1.5.2 les
variétés d’algebres en présentant deux manieres différentes de les définir. Dans
la Sous-section 1.5.3, nous rappelons la définition des théories équationnelles et
leurs liens étroits avec les variétés d’algebres. Enfin, la notion d’algebre libre et
ses propriétés intéressantes sont exhibées dans la Sous-section 1.5.4.

1.5.1 Structures algébriques

Dans cette sous-section, par soucis d’uniformisation et pour simplifier les
définitions, toutes les opérations sur un ensemble E seront souvent considérées
comme des opérations d’arité 1 avec, comme seule opérande, une suite linéaire-
ment ordonnée d’éléments de E.
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Une signature ou un type algébrique p est une paire (F,\) ot F est un en-
semble dont les éléments sont des symboles d’opérations et A: F — & une
application associant a chaque op de F' un ordre linéaire dénombrable et dis-
persé I. I’ensemble des symboles d’opérations de F' associées a un ordre linéaire
I € ¥ est noté p;. Par abus de langage, nous appelons A(op) l'arité de op.

Une algébre (ou structure algébrique) </ est une paire (4, p), ou A est un
ensemble non vide (appelé 'univers de &) et p = (F, \) une signature algébrique
dont les symboles d’opérations de F' sont interprétés comme des opérations sur
A. Ainsi pour tout op € py, pour un ordre linéaire dénombrable et dispersé
1, op est interprétée comme une opérations d’arité I sur A. Dans la suite, les
symboles d’opérations d’une signature p et les opérations concretes sur I'univers
d’une algebre de signature p sont confondus. Remarquons que A est fermé par
les opérations de p. Certaines algebres sont particulieres de par les propriétés
que satisfont les opérations de sa signature.

Par convention, les algebres sont notées par des lettres calligraphiques ma-
juscules o7, B, ... et leurs univers par les lettres majuscules correspondantes
A, B,C,... Quand ’ensemble des opérations d’une signature algébrique est fini
et que les ordres linéaires associées a ces opérations peuvent étre déduits du
contexte, on note une algébre o/ dont A est l'univers et {opi,...,op,} len-
semble des opérations de sa signature par (A, op1,...,0py,). Aussi, pour simpli-
fier la notation, une algébre dont I'univers est A est notée A également quand
il n’y a pas de risque de confusion. Lorsque on manipule plusieurs algebres de
méme signature, on écrit op® pour désigner I'opération op de la signature de
I’algebre 7. Prenons quelques exemples d’algebres qui seront utilisées par la
suite.

Soit S un ensemble et soit - une opération binaire sur S. Alors :

— Dalgebre (5, ) est un semigroupe si I'opération - est associative.

— Dalgebre (S, -, e) est monoide si (S,-) est un semigroupe et e € S est un
élément neutre de -. C’est-a-dire que ’équation x-e = e-x = z, pour tout
x € 5, est satisfaite.
— Talgebre (S, -, e) est monoide commutatif si (S,-) est un monoide et 'opé-
ration - est commutative en plus d’étre associative.
Notons que les semigroupes et les monoides sont des algebres dont la signature
est ({-},{(-,2)}) et ({-,¢e},{(-,2),(e,0)}) ot O et 2 désignent les ordres linéaires
a zéro et deux éléments respectivement.
Soient &7 et & deux algebres de méme signature p. Un homomorphisme
f: 9 — P est une fonction f: A — B telle que

f(OP'Q{((ai)ieI)) = Op‘%((f(ai))iel))

pour tout I € ., op € p; et pour toute suite linéairement ordonnée (a;);cr
d’éléments de A. On dit alors que la fonction f préserve (ou commute avec)
les opérations de p. Notons que cette notion est différente avec la préservation
d’ordre définie au préalable. L’algebre % est une image homomorphe de o si
la fonction f est surjective. L’homomorphisme f est un isomorphisme si f est
bijective. On dit alors que & et % sont isomorphes, et on écrit o/ ~ 2. Enfin,
P est une sous-algeébre de < si B est un sous-ensemble de A fermé par toutes
les opérations de p. Cest-a-dire, op((a;)icr) € B, pour tout I € ., op € pr
et pour toute suite linéairement ordonnée (a;);c; d’éléments de B. Notons que
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tout sous-ensemble de A n’est pas forcément 'univers d’une sous-algebre de
o/. En revanche, a partir de tout sous-ensemble de A on peut construire une
sous-algebre de . En effet, pour tout X C A, lalgeébre & dont 'univers est la
fermeture de X par les opérations de p et dont le type algébrique est p est une
sous-algebre de o7. C’est d’ailleurs la plus petite sous-algebre de <7 contenant
X. Formellement, pour tout X C A, (€r(X),p) est une sous-algebre de o7,
ou F' désigne I'ensemble des opérations de p. Notons que € (X) correspond a
I'intersection des univers de toutes les sous-algébres de &/ qui contiennent X.
L’ensemble X est appelée ensemble de générateurs de 1'algebre €r(X). On dit
alors que l'algébre €r(X) est engendrée par X ou que X engendre €r(X).

Soit &7 une algebre de signature p et soit R une relation d’équivalence sur
A. La relation R est compatible avec op € pr, pour I € .7, si (a;,a;) € R, pour
tout ¢ € I, implique (op((a;)ier),op((a})icr) € R pour toutes suites (a;)icr,
(a})ier d’éléments de A. Une congruence sur &7 est une relation d’équivalence
0 sur A qui est compatible avec toutes les opérations de p. L’ensemble des
congruences sur &7 est noté Cong(/). Soit &7 une algébre de signature p et soit
# une congruence sur /. Puisque 6 est une relation d’équivalence, I'univers A de
I’algebre &7 peut étre partitionné en classes d’équivalences Cy, pour tout a € A.
Rappelons que A/ = {C,: a € A} est appelé I'ensemble quotient de A par 6.
L’algebre de signature p et dont 'univers est A/ est appelée 'algébre quotient
de & par 6. Elle est notée <7 /0. Cette algebre satisfait pour tout I € .7, op € p;
et pour toute suite linéairement ordonnée (a;);e; d’éléments de A

op”/((ai/0)ier) = op” ((ai)ier) /0

comme conséquence de la compatibilité de 6§ avec toutes les opérations de p. De
plus, 27 /0 est une image homomorphe de <. En effet, la fonction h: A — A/6
définie par h(a) = a/6, pour tout a € A, est un homomorphisme surjectif de
of vers o /0. 11 est appelé I’homomorphisme naturel de 1'algébre 7 vers son
algebre quotient <7/6.

Le noyau ker(f) d'un homomorphisme f: o/ — % d’une algébre &7 vers une
algebre A toutes les deux de type p est I’ensemble des couples (a,a’) € A x A
qui font que f n’est pas injectif. Formellement

ker(f) = {(a,d’) € A%: f(a) = f(a')}

Notons que ker(f) est une relation d’équivalence sur A. En effet, il est facile de
prouver que les propriétés de réflexivité, transitivité et symétrie sont satisfaites.
Cette relation définit un partitionnement de A en plusieurs classes d’éléments
ayant la méme image par f. De plus, ker(f) est compatible avec toutes les
opérations de p. En effet, pour toute opération op € p; pour I € ¥ et pour
toute suite (a;,a});er d’éléments de ker(f),

Flop™ ((ai)ien)) = o™ ((f(ai)ier)) = op” ((f(ai)ier)) = fop™ ((a})ier))

Les notions de noyau et d’homomorphisme naturel nous permettent d’énoncer
le bien connu théoréme d’homomorphisme, appelé aussi le premier théoréme
d’isomorphisme.

Théoréme 1.5.1. (voir [1, Proposition 1.2.2] par exemple) Soit f: of — A
un homomorphisme surjectif de lalgébre o wvers 'algébre B de type p. Alors,
il existe un unique isomorphisme g: o [ker(f) — B tel que f = goh ot h est
I’homomorphisme naturel de l’algébre o/ wvers son algébre quotient < [ker(f).
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Ce théoréme montre en particulier qu'une image homomorphe d’une algebre
o/ correspond & une algebre quotient de <7, et vice-versa.

Soit (4% );c; une suite d’algeébres de méme signature p. Le produit direct
[Lic; # est T'algebre de type p dont l'univers est le produit cartésien A =
[Lic; Ai et qui satisfait pour tout J € .7, op € py, pour toute suite (a;);jes
d’éléments de A et pour tout i € I :

mi(op” ((a7)jes)) = op™ ((mi(a;))jer)

ou m; désigne la projection sur la i®™¢ composante. En particulier, pour deux
algebres o7 et # de méme signature p, le produit direct &7 x £ est 'algebre de
type p dont 'univers est A x B qui satisfait pour tout J € ., op € p; et pour

toute suite (a;,b;);jes d’éléments de A x B :

Op%x@((aj’ bj)je]) — (Op=527(((1,j)j6])7 opga((bj)jeJ))

1.5.2 Variétés d’algebres

Soit J#" une classe d’algebres de méme type algébrique. On dénote par
— H(J), la classe des images homomorphes des algebres de J¢ ;
— I(X), la classe des algebres isomorphes aux algebres de J¢ ;
— S(¢), la classe des sous-algebres des algebres de ¢

— P(¥), la classe des algebres qui sont produits directs d’une suite non vide
d’algebres de 7.

Une classe d’algebres de méme type fermée par H,S et P est appelée une
variété. De maniére équivalente, une variété V est une classe d’algebres de méme
type qui satisfait les trois conditions suivantes :

1. si & € V et & est une image homomorphe de o alors Z € V ;

2. 81 & €V et A est une sous-algebre de o alors B €V ;

3. si ()ier est une suite d’algebres de V alors [[,.; % € V.

On dénote par V(£") la plus petite variété contenant la classe d’algébres £ de
méme type. Dans ce cas, on dit que la variété V() est engendrée par J¢ . Si
A = {4/}, pour une algebre &7, on écrit V(&) au lieu de V ({<}). Notons que
V() = HSP(2). On appelle ¥ -algébre une algébre appartenant a la variété
d’algebres 7.

Exemple 1.5.2. La classe de tous les semigroupes (resp. monoides) est une
variété d’algébres de type ({-},{(-,2)}) (resp. ({,e},{(-2),(e,0)})).

Une variété d’algebres peut aussi étre définie par une liste de propriétés
que toutes ses algebres doivent satisfaire. Ces propriétés sont exprimées sous
formes d’équations appelées identités ou ariomes. Par exemple, la propriété
d’associativité du produit - des semigroupes peut étre exprimée sous forme de
Péquation (x-y)-z=2x-(y-z) o z, y et z sont des symboles représentant des
éléments du semigroupe.

Soit p = (F, \) un type algébrique et soit X un ensemble de symboles diffé-
rents appelés variables. Supposons que X et I’ensemble des symboles désignant
les opérations de F' soient disjoints. L’ensemble des termes de type p sur X,
noté T(X), est le plus petit ensemble qui satisfait les conditions suivantes :
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— X CT(X);
— pour tout op € pg, op € T(X);

— pour tout I € ., op € p; et pour toute suite linéairement ordonnée (¢;);cs
de termes X, op((t;)icr) € T(X).

Remarquons que T(X) # (0 si et seulement si X U pyg # 0. Soit I un ordre
linéaire dénombrable et dispersé et soit (z;);cr une suite de variables différentes
de X. On dénote par t((z;)icr) le terme ¢t € T(X) ol n’apparaissent que des
variables de la suite (z;);c;. De maniére équivalente, on écrit t((x;);csr) quand
t € T(Uier{x;}). On définit la notion de sous-terme d’un terme de T'(X) de la
maniére suivante. Soit ¢ € T'(X). Alors :

— t est un sous-terme de t;

— sl t est de la forme op((t;)ier), pour I € . et op € py, alors pour tout
1 € I, t; est un sous-terme de ¢;

— le sous-terme d’un sous-terme de ¢ est un sous-terme de t.

Un sous-terme direct de t est un sous-terme de ¢ qui n’est pas sous-terme d’un
sous-terme de ¢ différent de t. Chaque terme ¢ de type p peut étre interprété sur
n’importe quelle algebre &7 de type p. Les variables apparaissant dans ¢ sont
interprétées comme des éléments de A, tandis que les opérations apparaissant
dans t sont interprétées comme des opérations concretes sur des éléments de A.

Soient X un ensemble de variables et &/ une algebre de type algébrique p.
Soit (x;)ser une suite de variables différentes de X. Pour chaque terme ¢((z;)icr)
de type p, on définit la fonction t%: AT — A appelée Iopération induite par t
sur &/, prenant comme opérande une suite (a;);e; d’éléments de A, et définie
inductivement de la manieére suivante :

— sit =y, pour i € I, alors t7 ((a;)ier) = a;;
— sit=op € py alors t7((a;)icr) = op ;
— si t est de la forme op((t;((%i)icr;))jer), Pour J € & et op € py alors

7 ((ai)ier) = op” (¢ ((a)ier,))jer)

Notons la distinction entre op et op. Le symbole op est juste utilisé pour former
les termes de T'(X) alors que op” est une opération concréte sur les éléments
de A. De maniére informelle, t¥ correspond au terme ¢ ot les variables sont
remplacées par des éléments de A et les symboles d’opérations par les opérations
correspondantes sur A. Elle donne une interprétation de ¢ dans A.

Exemple 1.5.3. Soit X = {x,y, 2z} un ensemble de variables et soit A = {a,b}
un alphabet. Soit p = (F,\) ou F = {-,;e}, A(-) = 2 et AMe) = 0 un type
algébrique. Alors

€ T, Y, 2z T Y, Yy T y-z x(yz), Jf(ﬂ?@)

sont tous des termes différents de type p. Soit of = (A*,-,€) une algébre de type
p ot - désigne le produil séquentiel de posets. Remarquons que (A*,- €) est un
monoide puisque - est associative et € est un élément neutre pour -. Prenons
le terme t = x - (y - z). Alors le terme t peut étre noté t(x,y, z,s) puisque les
variables apparaissant dans t sont dans {x,y,z,s}. Aussi

t“(a,b,a,a) =a- (b-a), t¥(b,b,b,a) =b-(b-b)
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Le terme t' = x - (z - e) est noté t'(z). De plus
' (a)=a-(a-€), ') =0b-(b-e€)

Enrichissons maintenant p avec lopération ||. Soit p’ = (F', ') o F' = {-, ||, e},
N(E)=N() =2 et MV(e) =0 un type algébrique. Alors

€ T Y, 2z Y, Yy T y-=z, 33‘”27 yHma m(y||z), 3?” (.’L’ﬂ?)

sont tous des termes différents de type p’. Soit B = (SP(A),-,|,€) une algébre
de type p' ou || désigne le produit paralléle de posets. Soitt =x - (y || z). On a

t2(a,b,0) = t*(a,a,b) = a- (a || b)
puisque le produit paralléle est commutatif.

On peut maintenant définir la notion d’axiome ou d’identité.

Soit X un ensemble de variables. Une identité de type p sur X est une
expression de la forme ¢ = ¢ ou t et t' sont des termes sur X de type p.
L’ensemble de toutes les identités de type p sur X est notée Id(X). Soit o/ une
algebre de type p et soient t((z;)icr) et t'((x;)icr) deux termes de type p, pour
un ordre linéaire dénombrable et dispersé I. La suite (a;);c; d’éléments de A
satisfait 'identité ¢ =t si

7 ((ai)ier) =t ((ai)ier)

De plus, Palgébre &7 satisfait Uidentité ¢ = ¢ si n’importe quelle suite (a;)iecr
d’éléments de A satisfait ¢ = t’. On dit alors que t = ¢’ est vraie dans & et
on écrit & | t = t'. De maniére similaire, une classe d’algebres 2~ de type
p satisfait lidentité ¢ = t/, noté aussi # = t = t/, si, pour tout & € 7,
o/ =t =1t Plus généralement étant donné un ensemble d’identités E C Id(X)
de type p, lalgeébre o7 (resp. la classe d’algebres %) satisfait =, noté o = =
(resp. A |=E) si & (resp. ) satisfait chacune des identités de Z. Une classe
d’algebres de type algébrique p qui satisfait un ensemble d’identités = de type
p sur un ensemble de variables X est une classe équationnelle, notée M(Z). On
dit alors que M (Z) est axiomatisée par Z ou que = est une base pour M(Z).
Toute algebre de M(E) est dite étre un modéle pour =.
Les classes équationnelles coincident avec les variétés d’algebres.

Théoréme 1.5.4. (Birkhoff) Soit % wune classe d’algébres. Alors & est une
classe équationnelle si et seulement si c’est une variété d’algébres.

Ainsi, toute identité satisfaite par une algébre o/ de J# est satisfaite par
toutes les sous-algebres et les images homomorphes de 7. De plus, si une identité
est satisfaite par chaque algebre de la suite (7 );c; d’algébres de J#7, alors cette
méme identité est satisfaite par [],.; .

Exemple 1.5.5. On définit les deux variétés suivantes :
1. la variété A de type ({-},{(-,2)}) satisfaisant 'identité :

(z-y)-z=2-(y2)
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2. la variété A" de type ({-,e},{(-,2), (e,0)}) satisfaisant les identités :

(z-y)-z=2-(y2)

€T =T

La variété A (resp. M') est la variété de tous les semigroupes (resp. monoides)
(voir Exemple 1.5.2).

1.5.3 Théories équationnelles

L’ensemble des identités de type algébrique p sur ensemble de variables X
qu’une classe d’algebres 2 de type p satisfait est noté I'd (X). En particulier,
on a les égalités suivantes :

M(Idy (X)) = V() = HSP(X)

Une théorie équationnelle est un ensemble d’identités = de type algébrique p
sur un ensemble de variables X tel qu’il existe une classe d’algebres £ de type
p telle que

Idy(X)=2
L’ensemble des identités = est appelée la variété de £ . Soit X un ensemble de
variables. Lorsqu’une variété d’algebres J£ est définie par un ensemble d’identi-
tés 2 C Id(X), Pensemble des identités = peut ne pas étre exhaustif. C’est-a-dire
E C Idx (X). Toutefois, d’autres identités de =C peuvent étre déduites & partir
de Z.

Soient X un ensemble de variables, p une signature algébrique et T'(X)
lensemble des termes de type p sur X. Soit E C Id(X) et soient ¢,t' € T(X).
On écrit Z =t = t’ si toute algebre de type p satisfaisant = satisfait aussi t = t'.
Dit autrement, si pour toute algébre & de type p, & = = implique & =t =t'.
De plus :

Définition 1.5.6. Soient X un ensemble de variables, p une signature algé-
brique et T(X) Uensemble des termes de type p sur X. Soit = C Id(X) et

soient t,t' € T(X). La fermeture déductive de =, notée D(Z), est le plus petit
sous-ensemble de Id(X) tel que 2 C D(2) et

1. pour toutt € T(X),t =t € D(E);

2. sit=1t € D(E) alorst’ =t € D(T);

3. sit=t,t=t"e DE) alorst =t" € D(E);

4. sity =t € D(E), t; est un sous-terme d’un terme t € T(X) et t' est
obtenu a partir de t en remplacant certains sous-termes isomorphes a ty
par t} alors t =t' € D(E);

5 sit1=t, € DE),ze X, t, € T(X) ettt/ € T(X) deux termes obtenus
en substituant toutes les occurrences de x dans respectivement t1 et t| par
ty alorst =1t € D(E).

Toute identité ¢ = t' € D(Z) \ Z est dite prouvable & partir de Z, noté

Ett =1t Une preuve formelle de t = t’ est une suite d’identités de Id(X)
ty =t ta=1th, ... . t, =t

pour n € N, telle que ¢, =t et t}, =t et, pour tout i € [n] :
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— soit ¢; et ¢ sont deux termes identiques (premiere régle de la Défini-
tion 1.5.6) ;

— ou t; =t} est obtenu a partir des identités qui le précede dans la suite en
appliquant une des transformations (2)—(5) de la Définition 1.5.6.

On énonce le théoreme de complétude de la logique équationnelle dii a Bir-
khoff.

Théoréme 1.5.7. (Birkhoff) Soient X un ensemble de variables et soit = C
Id(X). Alors, pour toute identité t = t' € 1d(X), les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1. EEt=t
2. t=t e D(E).

Lors de I’étude d’une théorie équationnelle, il est souvent question d’étu-
dier la décidabilité de celle-ci. Une théorie équationnelle = C Id(X), pour un
ensemble de variables X, est décidable s’il existe un algorithme décidant de
Pappartenance d’'une identité a D(Z).

1.5.4 Algebres libres

Soit £ une classe d’algebres de type p et soit X un ensemble. L’algebre o7
de type p est dite avoir la propriété universelle pour J£ sur X si et seulement
si, pour toute algebre # € £, toute fonction f: X — B peut étre étendue vers
un homomorphisme f#: A — B. Cet homomorphisme fait que le diagramme
de la Figure 1.12, ou la fonction g est définie par, pour tout = € X, g(z) = «,
commute. D’une autre maniére, f# doit vérifier ffog = f. De plus, si X engendre

/
X B
g fﬁ
A
FIGURE 1.12

of alors f* est 'unique homomorphisme étendant f.

Proposition 1.5.8. Soit o/ une algebre engendrée par un ensemble X C A.
Soit B une algébre de méme type que </ et soit une fonction f: X — B. S’il
existe un homomorphisme étendant f alors il est unique.

Démonstration. Soient g: A — Bet h: A — B deux homomorphismes étendant
f et soit p la signature de & et . Soit a € A. La preuve est par induction sur
le nombre ordinal maximal « d’imbrications des opérations de p utilisées pour
construire a. Si « = 0 alors a € X et g(a) = h(a) = f(a). Dans le cas ot a = 1,
supposant sans perte de généralité que a = op((a;)ics) pour un ordre linéaire
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I € ., une opération de p; et pour une suite (a;);e; d’éléments de A. Puisque
« =1, alors pour tout i € I, a; € X. Alors

9(op” ((as)ier)) = op” ((9(a:))ier)

= op” ((h(a))ier)

= h(op” ((ai)ier))
La preuve est la méme pour « > 1. On déduit que, pour tout i € I, g(a;) = h(a;)
par hypothése d’induction. O

Dans ce cas, &7 est dite libre pour J# sur X. Par ailleurs, si &/ € ¢ alors
o est dite libre dans ¢ sur X. On dit alors que o est librement engendrée par
X dans # . L’ensemble X est appelé ensemble générateur libre de <.

Soit p un type algébrique et soit X un ensemble de variables. Munir ’en-
semble des termes T'(X) de type p de la signature algébrique p nous procure une
algebre libre dans la classe de toutes les algebres de type p sur X. Une algebre
libre dans la classe de toutes les algebres de méme type est dite absolument
libre.

L’algébre des termes 7 (X) de type p sur un ensemble non vide X est l’al-
gebre dont I'univers est T'(X) et qui satisfait pour tout I € .7, op € py et pour
toute suite linéairement ordonnée (t;);cr de termes de T'(X)

Opy(X)((ai)iel) = Op((ai)iel)

Lorsque X = (), .7 () existe si et seulement si pg # (). Remarquons que op”
est une opération concréte sur les éléments de T'(X) alors que op est juste un
symbole utilisé pour la construction des termes de T'(X). Il est bien connu que
I’algebre des termes est une algebre absolument libre.

(X)

Théoréme 1.5.9. (voir [77, Théoréme 10.8] par exemple) Soit X # 0 un en-
semble de variables et soit p un type algébrique. Alors, si pg # 0, lalgébre T (X)
de type p est absolument libre.

Démonstration. Soit </ une algebre de type p et soit une fonction f: X — A.
On définit la fonction f#: T(X) — A par, pour tout ¢((z;)ier) € T(X), f*(t) =
t ((f(z4))ier). La fonction f* étend bien f. En effet, si un terme t = x € X
alors fH(t(x)) =t ((f(x))) = f(z). Il faut prouver maintenant que f# commute
avec les opérations de p. Soit ¢t € T(X) tel que t est de la forme op((¢;)icr)
pour un ordre linéaire I € . et op € p;. Si I = 0 il n’y a rien a faire. Sinon,
supposons que t soit sur la suite (x;);cs de variables de X, pour J € .. Alors,
par définition

Fiop((ti)ier)) = op™ (7 ((a5)je.))ier) = op™ (f*(t:))ier)

ou pour tout j € J, aj = f(x;). De plus, puisque par définition X engendre
I (X) alors 7 (X) est absolument libre. O

On montre dans la suite que chaque classe £ d’algebres de méme type
admet une algebre libre par cardinal d’ensemble de générateurs. Cette algebre
peut étre déduite a partir de ’algebre des termes de méme type.
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Soit J# une classe d’algebres de méme type p et soit X un ensemble de
variables. Soit

0(X) ={d € Cong(7(X)): 7(X)/d € IS(K)}

On définit une congruence sur 7 (X) associée a £ de la maniére suivante :

Ia(X)= () ¢

PEl 1

On note par Fu (X) lalgébre 7 (X)/9x(X), ot X = X/9x(X). On a le
théoreme suivant :

Théoréme 1.5.10. (Birkhoff) Soit % une classe d’algebres non vide de méme

type p et soit X un ensemble de variables, ou X U pg 7&7@ Alors Fy(X) €
ISP(X). De plus, lalgébre Fy (X) est libre pour & sur X.

Notons qu’en conséquence du théoreme précédent et le théoréme d’homo-
morphisme, toute algebre de type p est une image homomorphe de 1’algebre des
termes de type p. De plus, a isomorphisme pres, toute classe d’algebres admet
au plus une algebre libre par cardinal | X|, pour un ensemble de variables X.

Proposition 1.5.11. (voir [77, Théoréme 10.7] par exemple) Soient X1 et
Xo deur ensembles de variables tels que |X1| = [Xa|. Alors, pour toute classe
d’algébres A, Fpy(X1) =~ Fp(X2).

Ainsi, Palgebre des termes 7 (X) de type p et F(X) sont des algebres
libres pour # sur X. Pour étudier une classe d’algebres J# de plus pres, il
serait plus intéressant que % contienne une algebre libre. Néanmoins, toutes
les classes d’algebres ne contiennent pas forcément d’algebres libres. Les variétés
d’algebres ont la particularité de satisfaire cette propriété. En effet, étant donné
un ensemble de variables X, V(J¢") contient forcément une algébre isomorphe

a F (X)) puisque toute variété d’algebres est fermée par I.S en particulier.

Théoréme 1.5.12 (Birkhoff). Soient X un ensemble de variables et ¥V une
variété d’algébres de type p tels que X U pg # 0. Alors, d isomorphisme pres,

Fy(X) est libre dans ¥ sur X.

L’intérét des algebres libres dans les variétés d’algebres est décrit par la
proposition suivante :

Proposition 1.5.13. Soit £ une classe d’algebres de méme type p et soit X un
ensemble de variables. Soient t et t' deux termes de T'(X). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. X Et=t;
2. Fy(X)Et="t;

3. (t,t') e 9 (X).
Démonstration. (1) = (2) et (2) = (3) sont une conséquence du fait que
Fx(X) € ISP(¢) (voir Théoréme 1.5.10). Enfin, remarquons qu’en consé-
quence du théoréeme d’homomorphisme, pour toute algebre &/ € 2, le noyau
de ’homomorphisme f: T(X) — A est un élément de V. Ainsi, puisque
f(@) = f(') quand t = ¢ alors (3) = (2).
O
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En particulier, trouver 1'algebre libre d’une variété d’algebres J#" permet de
restreindre I’étude de la décidabilité de la théorie équationnelle de Id » (X ), pour
un ensemble de variables X, a trouver un algorithme décidant si une identité

t =1t € Id(X) est satisfaite par Fy (X).

Exemple 1.5.14. Reprenons les variétés d’algebres dans I’Exemple 1.5.5. Pour

tout alphabet A, lalgébre (A*,-) (resp. (A*,-,€)) est lalgébre libre dans A

(resp. M') sur A. L’algébre (A™T,-) (resp. (A*,- €)) est appelée le semigroupe
libre (resp. monoide libre).

Soit 2 Lo varicté de type (0 |, eh, {(+2), (1, 2), (e,0)}) satisfaisant les iden-

tités :

(-y)-z=w-(y-2) (

@y llz=zl(yl2) (

vlly=yl= (

x-e=zx (

e-r==zx (

(

(

zle=x

e e e e e e
N O U s W N
S N N N N N N

ellz=x

Pour tout alphabet A, lalgébre (SP(A),-, ||, €) est lalgébre libre dans & sur
A. De plus la théorie équationnelle de & est décidable, [21]. Soit = ’ensemble
des identités (1.1) — (1.7). L’identité e - e = e || e est prouvable & partir de =.
En effet, une prewve formelle de e-e = e || e est la suivante :

(1.4) .7

e-e = ee = eleee=ele
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CHAPITRE 2

LANGAGES RATIONNELS

Ce chapitre est consacré a la présentation des classes de langages rationnels
des ensembles de posets introduits dans la Définition 1.4.18. Un langage ration-
nel d’une classe de posets C' étiquetés par un alphabet A est un sous-ensemble
de C qui peut étre obtenu & partir des lettres de A et de ’ensemble vide en
utilisant certaines opérations d’arités finies appelées « opérations rationnelles ».
Ces langages peuvent étre modélisés de plusieurs maniéres ; par des expressions
rationnelles ou des automates notamment.

Le socle de la théorie des automates est le théoreme de Kleene [52] établissant
la correspondance entre la classe des langages décrits par des automates finis
et celle dont les langages sont décrits par des termes, appelés « expressions
rationnelles », construits a partir d’un alphabet en utilisant les symboles -, + et *,
interprétés respectivement comme la concaténation, I'union et 'itération finie
de la concaténation. Ce théoreme a été étendu des mots finis vers notamment les
mots dont les supports sont des ordinaux dénombrables [88] et plus généralement
des ordres linéaires dénombrables et dispersés [26]. Nous renvoyons le lecteur a
[25] on une hiérarchie de plusieurs classes de langages rationnels sur les mots
est étudiée. Le théoreme de Kleene a également été généralisé par Lodaya et
Weil [55, 58] aux posets N-libres finis et par Bedon et Rispal [15] aux posets
série-paralleles transfinis. Ces généralisations ont été montrées en enrichissant
les automates de Kleene par de nouveaux types de transitions et ses expressions
rationnelles par de nouveaux symboles d’opérations. Le théoreme de Kleene et
ses généralisations sont 'objet de ce chapitre.

Ce chapitre est divisé en quatre sections. Nous définissons dans la Section 2.1
toutes les opérations rationnelles que nous allons utiliser tout au long de cette
these et les différentes classes de langages rationnels auxquelles nous nous in-
téressons. Les expressions rationnelles et les automates décrivant chaque classe
de langages rationnels sont introduits dans respectivement la Section 2.2 et la
Section 2.3. Nous nous intéressons dans la Section 2.4 aux langages rationnels
des monoides commutatifs.
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2.1 Opérations rationnelles

Un langage L est une partie d’'un ensemble E de structures. Si E est un en-
semble de structures étiquetés sur un alphabet A alors L est un langage sur A.
On définit dans la suite différentes opérations sur les langages, appelées opéra-
tions rationnelles. Ces opérations sont toutes d’arités finies (unaire ou binaire).
Lorsque un langage L ne contient qu’une seule structure S, on a tendance a
écrire par exemple S°P au lieu de L°P pour éviter d’écrire les accolades, pour une
opération rationnelle unaire op. C’est le cas aussi pour les opérations binaires.
Les structures dont il est question dans ce chapitre sont des posets N-libres
étiquetés.

Le produit séquentiel (ou concaténation) et le produit paralléle de deux lan-
gages de posets L et L’ sont des extensions respectivement du produit séquentiel
et du produit parallele définis de la maniére suivante :

L. L'={P-P:PecLPecl}etL|L={P|P:PecLPecl}

Le symbole de concaténation est souvent négligé. On écrira LL' pour L - L'.

L’union de deux langages de posets L et L’ est notée L + L’. Soient A et
B deux alphabets. Soient L un langage de posets étiquetés par B, P un poset
étiqueté par A et £ € A.

La substitution de £ par L dans P, notée L oz P, est le langage L' de posets
étiquetés par (A \ {¢}) U B ou chaque poset P’ € L' est le résultat du rem-
placement non-uniforme de chaque élément étiqueté par £ dans P par un poset
étiqueté de L. La non-uniformité sous-entend que deux éléments étiquetés par
& peuvent étre remplacés par des posets différents de L. Quand L C SP°(B) et
P € SP°(A), la substitution Lo, est ’homomorphisme

he (SP(A), L TD = (2sPeau B, LT

ou ] désigne le produit indicé par un ordre linéaire dénombrable et dispersé,
défini par h(§) = L et h(a) = a pour tout a € A\ {£}. De maniére plus
formelle, soient A et B deux alphabets. Soient L un langage de posets étiquetés
par B, (P,<p,lp) un poset étiqueté par A et { € A. Alors L o P contient
tout poset (R, <g,lr) étiqueté par (A\ {£}) U B tel qu'il existe une application
vr: ' (€) = Let

Sr=Sp\15'©) U Sunw

z€l5t(€)

<r=<rlsy, | <unw U {2} X Suae
z€l (€) (z,y)E<pNPxIZ"(E)

U SVR(?/) X {33}

(y,z)E<Pﬂl;1(£)><P
ZR :lP|SR U lVR(z)

z€l(€)

Exemple 2.1.1. Soient B = {a,b}, A= BU{¢}, P=>b| (£-&) € SP°(A)
et L ={a| bb-a} C SP°(B). Alors Log P ={b || ((a | b)-(a | b)),b |
((b-a)-(b-a),b| ((a]b)-(b-a)),b| ((b-a)-(a] b))}
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La substitution d’une lettre dans un poset par un langage peut étre étendue
de la maniére suivante. Soient L et L’ deux langages de posets étiquetés par un
alphabet A et soit £ € A. Alors

LogL'= | Lo¢P
pPeL’

De maniere générale, I'opération de substitution peut étre itérée sur le méme
langage. Soit A un alphabet avec £ € A. La substitution itérée sur un langage
L de posets étiquetés par A, notée L*¢, est définie inductivement de la maniere
suivante :

L = U L* avec L% = {¢} et LUFDE = (U L) o¢ L
ieN j<i

Exemple 2.1.2. Soit l'alphabet A = {a} et L = ao¢ (a(& || €))*S. Alors L est le
plus petit langage contenant le poset a et tel que si x,y € L alors a(x || y) € L.
Ainsi L = {a,a(a || a),a(a(a || a) || a),a(a(a || a) || a(a || a)),.. .}

Nous définissons maintenant les itérations séquentielles sur les langages de
posets. Il s’agit de produits de posets indicés par des ordres linéaires dénom-
brables et dispersés appartenant a des classes particulieres d’ordres linéaires.
Ces itérations sont notée L, pour un langage de posets L et une sous-classe
# de 7. Elles sont définies de la maniere suivante :

LY ={][P:Je s PeL}
Jj€J

Plus précisément. Soit L un langage de posets. Alors :

L*={][ PiineN",PeL}
J€[n]

Cette itération est appelée Iitération de Kleene. Il s’agit d’une itération sé-
quentielle finie définie par Kleene dans [52]. On définit aussi la variante * de la
maniére suivante.

L*={]] P:neN,P L}
J€[n]
Il s’agit de l'itération sur tous les ordres linéaires finis sauf 'ordre linéaire vide.
Remarquons que LT = L*\ {€}.
Comme analogue de l'itération séquentielle finie, on définit aussi une itéra-
tion paralléle finie de la maniere suivante. Soit L un langage ou £ n’étiquette
aucun élément d’un poset qu'il contient. Alors :

L® = {e} og {(L | {€N}* = {lljem Pj:n €N, P; € L}

On dénote par LY = L®\ {e}. Ainsi, quand A est un alphabet, A® est la classe
de toutes les antichaines sur A. Les éléments de A® sont aussi appelées mots
commutatifs. On y reviendra plus en détails dans la Section 2.4.
L’itération séquentielle de type d’ordre w a été définie dans [61] par Mc-
Naughton :
LWZ{HPJ‘ZPJ'EL}

JEW
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Ensuite Wojciechowski a introduit une opération d’itération séquentielle sur
les ordinaux dénombrables [88] :

L={][[P:eco,PeL}
JEa
Bruyere et Carton ont introduit les miroirs des itérations séquentielles ci-
dessus [26].

L ={]] P:PeL}
JjE—~w
L={]] P:aco,PcL}

JjE—

Il s’agit respectivement de l'itération séquentielle sur —w et sur les miroirs des

ordinaux de ¢. Remarquons que L*, Lt L* C L% et que L*, LT, L= C L1,
Enfin, soient L et Lo deux langages de posets. L’opération binaire ¢ intro-

duite par Bruyere et Carton dans [26] est définie de la maniére suivante :

LioLy={ [[ P:Jes\{0}et PjeLisijeJet PjcLysije .}
jeJuj*

Un poset P € LyoLs si et seulement si P admet une K-factorisation séquentielle
ott K = JUJ* est un ordre linéaire dénombrable, dispersé, complet et non vide
tel que pour tout k € K, P, € L1 quand k € J et P, € Ly quand k € J* (voir
Figure 2.1).

Remarque 2.1.3. Soient L1 et Ly deux langages rationnels de posets. Alors
P e Loy si et seulement si il existe un ordre linéaire I dénombrable, dispersé,
complet et non vide, et une suite de posets (P;)icr tels que P =[],.; P; et, pour
tout i € I, les conditions suivantes sont satisfaites :

icl

— pour tout j € [2], si P; € L; et i a un successeur i’ alors Py ¢ Lj ;
— st 1 n'est pas le minimum de I et n’a pas de prédécesseur alors P; € Ly ;
— st1 n'est pas le maximum de I et n’a pas de successeur alors P; € Lo ;

— si i € I est le plus petit ou le plus grand élément de I alors P; € L.

Notons que € € Ly ¢ Ly si et seulement si € € L.

Ly Ly Ly ;L
FIGURE 2.1 — L1 ¢ Lo

Etant donné un langage de posets L, on note par L° le langage (Lo{e})+{e}.
D’une autre maniere :

Lo:{Hpj;JeyetpourtoutjEJ,PjEL}
jeJ
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Remarquons la consistance avec la notation par A° de la classe des ordres
linéaires dénombrables et dispersés étiquetés par un alphabet A.

De nombreuses classes de langages rationnels ont été définies . Chaque classe
de langages rationnels est spécifique & une classe de posets particuliere (voir
Définition 1.4.18) et est différente des autres de par les opérations rationnelles
utilisées. Nous listons quelques unes dans la suite.

La classe des langages rationnels de la classe de mots .#, notée Rat(.#),
pour .# € {A*, A¥ A°} est la plus petite classe de langages de mots contenant
0, {e}, {a} pour tout a € A et qui est fermée par

— {-,*, 4} pour A = A* [52];
— {5, 49,798 T8 o) pour A = A° [26).
Les classes de langages rationnels définis ci-dessus sont des langages rationnels

de respectivement mots finis, mots sur les ordinaux dénombrables et mots sur
les ordres linéaires dénombrables et dispersés. Notons que pour un alphabet A :

Rat(A*) C Rat(A*) C Rat(A°)

Une hiérarchie de langages rationnels sur les mots a été établie dans [25]. Les
langages rationnels de mots définis ci-dessus ainsi que d’autres y sont étudiées.
Nous y renvoyons le lecteur pour plus de détails.

Tout ensemble de mots n’est pas forcément un langage rationnel :

Exemple 2.1.4. Le langage L = {e, ab, aabb,aaabbd, ...} contenant tous les
mots finis étiquetés par A = {a,b} ayant autant de a que de b et ot les b sont
situés apres les a n’est pas rationnel.

La classe des langages rationnels de la classe de posets &, notée Rat(%), pour
€ € {SP(A),SP°(A)} est la plus petite classe de langages de posets contenant
0, {e}, {a} pour tout a € A et qui est fermée par

— {4, ]l,0¢,*¢ ,* ,+} pour € = SP(A) [55, 56, 57, 58] ;

7 {'7 ”7 =+, 057*6 a* ’w ’7(4, 7U 77h 70} pour € = SPQ(A) [15] 3
sous les conditions suivantes pour les opérations o et *€ et pour tout lan-
gages L, L' de & :

— Lo¢ L' € Rat(€¢) sie ¢ L;

— L*¢ € Rat(¥) si pour tout élément étiqueté par & dans un poset P de L,

il existe un autre élément de P qui ne lui est pas comparable.

Il s’agit des classes des langage rationnels de posets dont la factorisation séquen-
tielle irréductible est indicée respectivement par des ordres linéaires finis et des
ordres linéaires dénombrables et dispersés. Les conditions sur o¢ et *€ excluent
les langages du type de 'Exemple 2.1.4. Ceci afin d’instaurer une hiérarchie
cohérente entre les classes des langages rationnels de chaque classe de posets.
Ainsi, il est clair que pour un alphabet A on a :

Rat(A*) C Rat(A*) C Rat(A°) C Rat(SP°(A))

Rat(A*) C Rat(SP(A)) C Rat(SP°(A))
Les deux prochaines sous-sections illustrent deux représentations particulieres
des langages rationnels. Les expressions rationnelles et les automates en I'occur-

rence. Le prochain chapitre détaille des caractérisations au moyen de la logique
formelle de différentes classes de langages rationnels.
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2.2 Expressions rationnelles

Soit A un alphabet et soit £ € A. Une expression rationnelle sur A est un
terme sur AU {0, ¢} de type p = (F,\) ou

F= {'7 ||7 +, OEa*g 7* ,w 7_w ’h ’—h 70}

et pour tout op € F, A(op) est d’arité de op. Les notions de sous-expression ra-
tionnelle et sous-expression rationnelle directe se définissent similairement aux
notions de sous-terme et sous-terme direct. L’ensemble des expressions ration-
nelles sur A est notée Rg(A).

On définit inductivement une application L: Rg(A) — L (SP°(A)) de la
maniere suivante :

L(ey - e3) = L(ey) - L(ea)
L(ey || e2) = L(ex) || L(e2)
L(ey + e2) = L(ey) + L(ea)
L(e1 o¢ e2) = L(e1) o¢ L(e2)

)
)
L(e*) = L(e)
L(e7¥)=L(e)™™
L(e®) = L(e)"
L(e ) = L(e)~"
L(e; oe2) = L(ey) o L(ez)

Etant donné e € Rg(A), L(e) est appelé le langage de I'expression rationnelle e.
Un langage L est rationnel s’il existe une expression rationnelle e € Rg(A) telle
que L(e) = L.

Soit A un alphabet. On note par

— Rpg(A*) le sous-ensemble de Rg(A) n’utilisant que les symboles de
AUu{b,eyu{,",+}
— Rp(A*) le sous-ensemble de Rp(A) n’utilisant que les symboles de
AU{OYU{, +2.7)
— Rpg(A®) le sous-ensemble de Rg(A) n’utilisant que les symboles de
AU{D, e U+ 7972 7% o}
Ainsi, étant donné un langage L sur A, on a

— L € Rat(A*) si et seulement si il existe e € Rg(A*) tel que L = L(e);
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— L € Rat(A*) si et seulement si il existe e € Rg(AF) tel que L = L(e);

— L € Rat(A°) si et seulement si il existe e € Rp(A°) tel que L = L(e).
En ce qui concerne les posets, soit A un alphabet avec £ € A. On note par

— Rg(SP(A)) le sous-ensemble de Rg(A) n’utilisant que les symboles de

AU{D, U oe,™ " +}
— Rg(SP°(A)) le sous-ensemble de Rp(A) n’utilisant que les symboles de
AU{D, ULl 0, 779 578 o)

avec les conditions suivantes sur les expressions rationnelles de la forme e o¢ €’
et e*¢ :

— ¢ ¢ L(e) dans les expressions rationnelles de la forme e o¢ €’ et e*¢;

— dans les expressions rationnelles de la forme e*¢, pour tout élément étiqueté
par £ dans un poset P de L(e), il existe un autre élément de P qui ne lui
est pas comparable.

Ces conditions excluent de Rg(SP(A)) et Rp(SP°(A)) les expressions ration-
nelles de la forme € o (a£b)*¢, par exemple, dont le langage est {a"b": n € N}.
Celui-ci n’est pas rationnel (voir Exemple 2.1.4). Ainsi, étant donnés un alpha-
bet A avec £ € A et L un langage sur A, on a :

— L € Rat(SP(A)) si et seulement si il existe e € Rg(SP(A)) tel que L =
L(e);

— L € Rat(SP°(A)) si et seulement si il existe e € Rg(SP°(A)) tel que
L= L(e).

2.3 Automates

Chacun des modeles d’automates que nous allons étudier correspond a 1’auto-
mate de la Définition 2.3.1 auquel est retiré un ou plusieurs types de transitions.
L’automate de la Définition 2.3.1 correspond a celui introduit par Bedon et Ris-
pal dans [15]. Un langage est reconnu par ce dernier si et seulement si c’est
un langage de Rat(SP°(A)). Pour distinguer entre les différents modeles, on
appelle automates sur les mots finis, ordinaux dénombrables et ordres linéaires
dénombrables et dispersés les automates sur les mots de A*, A¥ et A° respecti-
vement. Pour ce qui est des posets, on appelle automate sur les posets finis et
posets transfinis les automates branchants reconnaissant les langages rationnels
de SP(A) et SP°(A) respectivement, pour un alphabet A.

2.3.1 Définitions et notation

Nous définissons dans cette section des notions communes & toutes les classes
d’automates présentées dans la suite.

Définition 2.3.1. Un automate est un quintuplet o = (Q, A, E,I1,F) ou :
o () est un ensemble fini d’éléments appelés états ;
o A est un alphabet fini;
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o [ C Q estl’ensemble des états initiaux ;
o ' C Q estl’ensemble des états finaux;
e F est I’ensemble des transitions de <.
L’ensemble des transitions E est partitionné en cing types de transitions :
1. les transitions successeurs Fgu.. C (Q X A X Q)
les transitions limites & gauche Ejma C (2(Q) x Q)
les transitions limites & droite Ejimp C (Q X Z2(Q))
les transitions fork Eforp C (Q x A471(Q))
les transitions join Ejoin C (A471(Q) x Q)

Les ensembles de transitions successeurs, limites a droite et limites a gauche
forment l’ensemble des transitions séquentielles Fgeq = Fsyce U Elimp U Ejima -

AN INCICS

Un automate peut étre représenté de plusieurs manieres. Nous choisissons
de le représenter par un diagramme ou :

— les états sont représentés par des cercles contenant le nom de 1’état en
question ;

— les états initiaux sont marqués par une fleche entrante ;
— les états finaux sont doublement encerclés;
— les transitions sont représentées par des fleches entre les états ou les en-

sembles d’états concernés.

Exemple 2.3.2. Sur la Figure 2.2 est représenté lautomate (Q, A, E, I, F) avec

Q=10,1,2,3,4,5,6,7} A ={a,b}
Boee={1%1,15125%435%56% 1}

Eiima = {({1,6},7)} Eymp = {(0’ {1})}
Efors = {(1,{2,3})} Ejoin = {({4,5},6)}
I=1{0} F={1,7}

nORO
@_”, (1,6} =7

0— {1}

FIGURE 2.2 — Exemple d’un automate

Soit &7 = (Q, A, E, I, F') un automate. Une transition séquentielle successeur
t = (p,a,q) est notée p 2, ¢. Dans ce cas on dit que ¢ est étiquetée par a. Une
transition limite & gauche (P,q) € Ejima (resp. droite (¢, P) € Ejymp) est notée
P — q (resp. ¢ — P). On dit qu’une transition ¢t € E quitte un état ou sort d’'un
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état p si t est une transition successeur (p,a,q), une transition limite a droite
p — P ou une transition fork (p,{p1,...,pn}) pour n € N*. Symétriquement,
on dit que ¢t € E rentre dans un état ¢ si ¢’est une transition successeur (p, a, q),
une transition limite & gauche P — ¢ ou une transition join ({q1,...,qn},q)
pour n € N*.

Un automate &/ = (Q, A, E,I, F) prend en entrée un poset étiqueté P et
répond si oui ou non il accepte P. La notion d’acceptation de P par 7 est rela-
tive a la notion de chemin dans un automate. De maniere générale, un chemin
~v d’un état p & un état ¢ dans un automate o7 = (Q, A, E, I, F) est un poset
étiqueté par E ayant un unique minimum et un unique maximum. L’élément
minimum de ~ est étiqueté par une transition quittant p et I’élément maximum
de vy est étiqueté par une transition entrant dans ¢q. En particulier, si &7 est un
automate sur les mots alors v est de largeur 1 et les transitions étiquetant ~ sont
toutes séquentielles. Les états p et ¢ sont appelés respectivement la source et la
destination de ~y. Deux chemins v et 7' dans & sont consécutifs si la destination
de v est la source de 4/. Un chemin v d’un état p & un état ¢ dans &7 est dit
acceptant si p est un état initial de & et ¢ un état final. Le langage reconnu
par un automate dépend de la notion de chemin étiqueté par un poset dans un
automate. Nous définirons cette notion formellement pour chaque classe d’au-
tomates. De maniére générale, un automate o = (Q, A, E, I, F) sur 'ensemble
de posets E € {A*, A% A°, SP(A), SP°(A)} est complet si, pour tout P € E et
pour tout p € @, il existe ¢ € @Q tel que P est ’étiquette d’un chemin de p vers
q dans o7. Lorsqu’un automate n’est pas complet, il est facile de le compléter.
C’est-a-dire qu’il est facile d’obtenir un automate % de méme langage que o/
tel que A est complet. Il suffit de construire & a partir de & en ajoutant a
son ensemble d’états un nouvel état non final dit puits s et d’ajouter les tran-
sitions qui manquent & &7 pour qu’il soit complet en les faisant toutes rentrer
dans s. Quand un poset P est ’étiquette d’un chemin acceptant dans un auto-
mate 7, on dit que &7 reconnait (ou accepte) P. Le langage de <7, noté L(&/),
est ’ensemble des étiquettes de ses chemins acceptants.

Nous présentons dans la suite les modeéles d’automates reconnaissant chaque
classe de langages rationnels définie dans les sections précédentes. On rappelle
également quelques résultats, marquants ou nécessaires par la suite, de chaque
classe de langages rationnels, notamment la fermeture effective de ces classes
par complémentation. Cette propriété de fermeture est tres utile. Elle permet de
déduire la fermeture par l'intersection et la différence. C’est aussi une propriété
nécessaire dans le chapitre suivant, lors de la transformation d’une formule de
logique en automate. On se penchera aussi sur les problemes de décidabilité de
vacuité et d’équivalences d’automates. Ces éléments sont indispensables pour
prouver la décidabilité des logiques formelles qu’on étudiera dans le chapitre
suivant. Tous les théorémes que nous citerons dans les prochaines sous-sections
sont effectifs. C’est a dire qu’il existe des algorithmes capables de témoigner de
la véracité de chaque théoreme.

2.3.2 Mots finis

Les automates sur les mots finis ont été introduits par Kleene dans [52]. L’en-
semble de transitions d’un automate de Kleene ne comporte que des transitions
séquentielles successeurs.

Un chemin dans un automate & = (Q, A, E, I, F) sur les mots finis est une
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a,b
N b 1511351151151 1511%2
[ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [}

FIGURE 2.3 — Un automate de Kleene de langage (a+0b)*-b et un de ses chemins
acceptants étiqueté par aababb

suite finie de transitions séquentielles successeurs. Formellement, ’ensemble des
chemins v étiquetés par des mots de A* de contenus C(vy) dans & est le plus
petit ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— pour tout p € @, € est un chemin de p & p étiqueté par € de contenu {p}
dans « ;

— pour toute transition t = (p, a,q) € Egeq, t est un chemin de p & g étiqueté
par a de contenu {p, ¢} dans < ;

— pour toute suite finie (7y;)i<x de chemins consécutifs dans <, avec k >
1, respectivement étiquetés par ug,...,ur de pg,..., Pk & qo,--.,qk de
contenus (C'(Vi))i<k, [ [;<x Vi est un chemin de po & g, étiqueté par [ [, ;. u;
de contenu U;<;C(v;) dans . -

Remarquons que la factorisation séquentielle irréductible de tout mot fini non
vide accepté par & est indicée par le méme ordre linéaire fini que la factorisation
séquentielle irréductible du chemin dont il est I’étiquette.

Exemple 2.3.3. Soit A = {a,b} un alphabet. Sur la Figure 2.8 est représenté
d gauche un automate de Kleene &/ reconnaissant le langage rationnel L €
Rat(A*) dont tous les mots se terminent par un b. Formellement

o =({1,2},{a,b}, {1 S 1,1 % 1,1 5 23, {1}, {2})

Le langage L est aussi le langage de l’expression rationnelle (a+b)*-b, qu’on
peut écrire aussi A*b. Sur le coté droit de la Figure 2.3 un chemin acceptant
de of . Ce chemin est de contenu {1,2} et il est étiqueté par aababb.

Le bien connu théoreme de Kleene est le suivant :

Théoréme 2.3.4 ([52]). Soit L un langage sur un alphabet A fini. Alors L €
Rat(A*) si et seulement s’il existe un automate de Kleene o7 tel que L = L(<7).

D’autres caractérisations des langages rationnels de A* existent, notamment
des caractérisations algébriques. En effet, les langages rationnels de A* peuvent
aussi étre définies par les monoides finis.

Soit A un alphabet et soit L C A*. Soit (M, -, €) un monoide et soit f: A* —
M un homomorphisme de monoides. On dit que le monoide M reconnait L s’il
existe un sous-ensemble P C M tel que L = f~1(P).

Théoréme 2.3.5. Soit A un alphabet fini et soit L C AT. Alors, L € Rat(A™)
si et seulement si L est reconnu par un monoide fini.

De plus, si L est reconnu par un monoide M, LC lest aussi. En effet, s’il
existe P C M tel que f~1(P) = L, ot f: A* — M est un homomorphisme de
monoides, alors L¢ = f~1(PY). Ainsi :
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Théoréme 2.3.6. Soit A un alphabet fini et soient L et L' deux langages de
Rat(A*). Alors LY, LN L' et L'\ L sont des langages rationnels de Rat(A*).

Exemple 2.3.7. Reprenons le langage de I’Exemple 2.3. Le langage complé-
mentaire de L(A*b) est L(A*a + €). Il s’agit de tous les mots de A* qui ne
se terminent pas b. Un automate reconnaissant ce langage complémentaire est
représenté dans la Figure 2.4.

*’
N
a

FIGURE 2.4 — Un automate de Kleene dont le langage est le complémentaire du
langage de 'automate de la Figure 2.3

2.3.3 Mots sur les ordinaux

Pour reconnaitre les langages rationnels sur les ordinaux dénombrables il
faut ajouter aux automates de Kleene un nouveau type de transitions. Il s’agit
de transitions appartenant & Z(Q) x @, pour un ensemble d’états Q. C’est
Biichi et Muller qui ont été les premiers a utiliser des automates sur w dans
respectivement [28] et [63]. Biichi a ensuite défini des automates sur les ordinaux
dans [28] et [31]. Un modele d’automate reconnaissant des langages rationnels
de mots sur les ordinaux de rangs finis a été défini par Choueka dans [38].
Une autre définition de modele d’automates sur les ordinaux a été donnée par
dans [88] par Wojciechowski avec une extension du théoréme de Kleene a la clé.
D’autres variantes d’automates sur les ordinaux ont été aussi introduites. Pour
plus de généralité, nous travaillerons sur un modele consistant en l'automate
de la Définition 2.3.1 ou ’ensemble des transitions est restreint aux transitions
séquentielles successeurs et limites & gauche.

Exemple 2.3.8. L’automate &7 représenté sur la Figure 2.5 est le suivant :

o = ({12}, {a, b}, {1 & 1,1 % 1,({1},2)}, {1}, {2})

Dans cet automate, il n’y a qu’une seule transition limite d gauche : {1} — 2.

e P . b
Les transitions séquentielles successeurs sont 1 < 1 et 1 = 1.

¥

{1} =2

FIGURE 2.5 — Un automate de Biichi sur les ordinaux
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Un chemin dans un automate & = (Q, A, F, I, F') sur les ordinaux dénom-
brables est une suite de transitions de E indicée par un ordinal dénombrable.
Les transitions d’un tel chemin sont soit des transitions successeurs Es., ou des
transitions limites & gauche Ej;e. Dans un chemin v = ({g)g<q de &7, pour
un ordinal @ € &, une transition tg est une transition limite a gauche si et
seulement si 8 est un ordinal limite. Dans le cas contraire, tg est une transition
séquentielle successeur. L’utilisation d’une transition limite a gauche lors d’un
indice limite 8 < « dans 7y est tributaire des transitions utilisées avant 3. C’est
ici qu’intervient la notion d’ensemble cofinal & gauche d’une suite d’ensembles
d’états indicée par un ordre linéaire.

Soit @ un ensemble, C' = (Q);) e une suite de sous-ensembles de @ indicée
par un ordre linéaire dénombrable et dispersé J, ¢ € J une coupure de J et soit
< la relation d’ordre totale et stricte naturelle sur J U .J. Alors

cofs-(C) = {q: pour tout i < ¢, il existe i’ € J tel que i <7’ <cet g€ Qi}

L’ensemble cof.- (C) est 'ensemble des éléments de @ qui apparaissent in-
finiment souvent dans les ();, j < ¢, d'indice infiniment proche a gauche de
la coupure c. Il est appelé I’ensemble cofinal a gauche de C en c. Remarquons
que cof.-(C) est vide quand ¢ a un prédécesseur dans J U J. 1l est de méme
quand ¢ est le minimum de J U J. Inversement, quand la coupure ¢ n’a pas de
prédécesseur dans J U J et n’est pas le minimum de J U J alors nécessairement
cof.—(C) n’est pas vide. En effet, dans ce cas la coupure ¢ est précédée d'une
infinité de @, et, puisque @ est fini, il y aura forcément certains états de @
qui apparaitront infiniment souvent. La notion de cofinalité a gauche est utilisée
dans la suite dans une suite d’ensembles d’états indicée par w. Les ensembles
d’états en question sont les contenus des chemins.

Soit & = (Q, A, E, I, F) un automate sur les ordinaux dénombrables. L’en-
semble des chemins 7 étiquetés par des mots de A* de contenus C(y) dans .o/
est le plus petit ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— pour tout p € Q, € est un chemin de p & p étiqueté par e de contenu {p}
dans & ;

— pour toute transition ¢ = (p,a, q) € Eseq, t est un chemin de p a g étiqueté
par a de contenu {p, ¢} dans & ;

— pour toute suite finie (;);<) de chemins consécutifs dans <, avec k >
1, respectivement étiquetés par ug,...,ur de pg,...,Pr & qo,...,qr de
contenus (C'(i))i<k, [ [;<x Vi est un chemin de po a g, étiqueté par [[, ., u;
de contenu U;<;C(7;) dans o7 ;

— pour toute suite (7;);c, de chemins consécutifs dans <7, respectivement
étiquetés par (u;)ie, de contenus C' = (C(7;))iew €t pour toute transition
t = cof,,~(C) = q € Eyima, (I];c,, vi)t est un chemin de la source de v &
q étiqueté par [, .., u; de contenu (Use,C(7;)) U {q} dans <.

Dans le cas des automates sur les ordinaux dénombrables, la factorisation
séquentielle irréductible de tout mot fini non vide accepté par & est indicée
par le méme ordre linéaire fini que la factorisation séquentielle irréductible du
chemin dont il est I’étiquette. De plus pour tout mot infini u accepté par <7 tel
que sa factorisation irréductible est [[;.,, ui, pour un ordinal dénombrable «, la
factorisation irréductible du chemin dont il est ’étiquette est indicé par « + 1.
Cette derniére correspond & &*.
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Exemple 2.3.9. Reprenons l'automate <7 de I’Ezemple 2.5.8 représenté dans
la Figure 2.5. Le langage de of est celui de Uexpression rationnelle (a + b)¥
qu’on peut écrire aussi A¥. Un chemin acceptant v de of étiqueté par (ab)® est
dessiné sur la Figure 2.6. 1l s’agit de v = ~' - t. ou 7' = ((1,a,1) - (1,b,1))¥
et t est la transition limite d gauche ({1},2). Remarquons que ' est une w-

1%11511%1 1451 ¢ ({112
[ ] [ ] [ ) ® --- °

FIGURE 2.6 — Un chemin acceptant, de 'automate représenté dans la Figure 2.5,
étiqueté par (ab)”

suite de chemins consécutifs ou chaque chemin est étiqueté par ab et est de
contenu {1}. Ainsi, ’ensemble cofinal 4 gauche de C' dans la coupure ¢ = w est
cof.-(C) = {1}. Puisque ({1},2) € Elima alors v est un chemin de 1 d 2 dans
& étiqueté par (ab)¥. Enfin, puisque 1 est un état initial et 2 un état final alors
v est un chemin acceptant de o7 et (ab)¥ € L(</). Tous les chemins acceptants

de o7 sont de contenu {1,2}. Parmi les mots reconnus par &/ on retrouve aussi
(aa)¥ = a¥, (bb)¥ = b¥, (ba)¥...

Wojciechowski a généralisé le théoreme de Kleene en montrant que les auto-
mates sur les ordinaux dénombrables sont de méme expressivité que les expres-
sions rationnelles de Rg(A*).

Théoréme 2.3.10 ([88]). Soit L un langage sur un alphabet A fini. Alors L €
Rat(A*) si et seulement si il existe un automate sur les ordinauz dénombrables
o tel que L = L(<).

Exemple 2.3.11. Soit A = {a,b} un alphabet. Les deux automates représentés
sur la Figure 2.7 reconnaissent A%. Le mot vide € est reconnu puisque dans les
deuz automates, les états initiauz sont finaux. Sans leurs transitions limites a
droite, les deux automates reconnaissent A*. Pour tout ordinal limite «, [’en-

a,b

QD ¥o

ab (1,2} > 1 {1} -1

FIGURE 2.7 — Deux automates sur les ordinaux de langage (a + b)®

semble cofinal a gauche de o dans n’importe quelle suite de contenus de chemins
consécutifs de lautomate d gauche (resp. droite) de la Figure 2.7 est {1,2} (resp.

{1})-

Exemple 2.3.12. Le langage de l'automate & de la Figure 2.8 est

A%((aA%)" + (aA%)%)
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oti A = {a,b} est Ualphabet de l’automate. Sans I’état 3 et les transitions 2 = 1
et ({1,2}, 3) on retrouve l'automate de la Figure 2.5. Ainsi, le chemin représenté
sur la Figure 2.5 est un chemin acceptant de %. Outre les chemins étiquetés par

S0

{1} =2
{1,2} =3

cC 2%1 C 2%1 C 2%1 C c  ({1,2},3)

FIGURE 2.8 — Un automate # sur les ordinaux dénombrables de langage
A¥((aA)* + (aA¥)¥) o A = {a, b} est Palphabet de 'automate, et un chemin
acceptant de o7 ou C' est le chemin de la Figure 2.6

les mots de A%, grice d la transition 2 = 1 et le fait que Uétat 2 soit final, aprés
avoir lu un mot de A%, on peut lire un nombre fini de fois un mot de aA“. On
reconnait ainsi un mot de A¥(aA%)*. On peut aussi le faire un nombre infini de
fois grdce a la transition ({1,2},3) et le fait que U’état 3 soit final. Un exemple
d’un chemin C' avec un tel comportement est en bas de la Figure 2.8. Par C
on désigne le chemin représenté dans la Figure 2.6. Dans ce cas les états 1 et
2 se répéteront infiniment sowvent. En d’autres termes cof.—(C') = {1,2}, ce
qui justifie ’emploi de la transition ({1,2},3). On reconnait ainsi un mot u de
A¥(aA®)¥, (ab)?(a(ab)¥)® = ((ab)¥a)® plus précisément. C’est un mot de rang
rp(u) = 2.

La classe des langages rationnels de A? est fermée par complémentation, et
donc par intersection et différence, puisque ces deux derniéres s’expriment avec
I'union et la complémentation.

Théoréme 2.3.13 (Biichi). Soit A un alphabet fini et soient of et B deur au-
tomates sur les ordinaux dénombrables. Il existe des automates sur les ordinaux
dénombrables de langages L(«7)°, L(«7) N L(B) et L(</) \ L(B).

2.3.4 Mots sur les ordres linéaires dénombrables et dis-
persés

Les automates sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés ont été
définis par Bruyere et Carton dans [26]. C’est une généralisation des automates
sur les ordinaux dénombrables. En plus des transitions limites & gauche, Bruyéere
et Carton ont introduit les transitions limites a droite. Leur mode d’emploi est
symétrique a celui des transitions limites a gauche. Ainsi, un automate sur
les ordres linéaires dénombrables et dispersés correspond & celui introduit a
la Définition 2.3.1 ou l'ensemble des transitions est restreint aux transitions
séquentielles successeurs, limites a gauche et limites a droite.
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Exemple 2.3.14. L’automate &/ représenté sur la Figure 2.9 est le suivant :

o = ({0,1,2,3}, {a, b}, E, {0}, {3})
E= Eseq = Esucc ) ElimG U ElimD

Boee={1 51,1511 %215%22%22%2
Eume = {({2},3)}
Eiimp = {(0,{1})}

o O

{2} =3
0— {1}

FIGURE 2.9 — Un automate sur les ordres linéaires

Un chemin dans un automate o = (Q, A, E,I, F) sur les ordres linéaires
dénombrables et dispersés est une suite de transitions de E indicée par un ordre
linéaire. Les transitions d’un tel chemin sont soit des transitions successeurs
Eseq, des transitions limites a gauche Ejmag ou des transitions limite a droite
Eiimp. Dans un chemin v = (¢;);es de &, pour un ordre linéaire J, une tran-
sition t; = P — p est une transition limite a gauche si et seulement si j n’a
pas de prédécesseur et n’est pas le minimum de J. Dans ce cas, P = cof;- (7).
Symétriquement, une transition t; = p — P est une transition limite & droite si
et seulement si j n’a pas de successeur et n’est pas le maximum de J. Dans ce
cas, P = cofj+(y) ou cofj+ () est I'ensemble cofinal & droite de v en j. II est
défini symétriquement a ’ensemble cofinal gauche de la maniére suivante :

cofj+ () = {q: pour tout i > j, il existe i’ € J tel que j <’ <ietqe Qy}

Cette notion est utilisée dans la suite dans une suite d’ensembles d’états indicée
par —w.

Soit & = (Q, A, E, I, F) un automate sur les ordres linéaires dénombrables
et dispersés. L’ensemble des chemins v étiquetés par des mots de A°® de contenus
C(v) dans «f est le plus petit ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— pour tout p € @, € est un chemin de p & p étiqueté par e de contenu {p}
dans & ;

— pour toute transition t = (p, a,q) € Egeq, t est un chemin de p & g étiqueté
par a de contenu {p, ¢} dans « ;

— pour toute suite finie (;);<) de chemins consécutifs dans <, avec k >
1, respectivement étiquetés par ug,...,ur de pg,...,Pr & qo,-..,qk de
contenus (C'(7i))i<k, [ [;< Vi est un chemin de pg a g, étiqueté par [[, -, u;
de contenu U;<;C(7;) dans o7 ;
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— pour toute suite (7;);cw de chemins consécutifs dans &/ respectivement
étiquetés par (u;)ic, de contenus C = (C(7;))icw €t pour toute transition
t = cof,~(C) = q € Eyima, (I];c, Vi)t est un chemin de la source de v &
q étiqueté par [, u; de contenu (Uje,C(v;)) U {q} dans & ;

— symétriquement, pour toute suite (7;)ic—w de chemins consécutifs dans
&/ respectivement étiquetés par (u;);c—. de contenus C = (C(Vi))ic—w
et pour toute transition t = ¢ — cof_,+(C) € Eymp, t([[;c_,, Vi) est
un chemin de ¢ & la destination de vy étiqueté par [] u; de contenu

(Uie—wC(75)) U {q} dans &

La définition donnée ci-dessus n’est pas exactement celle donnée par Bruyere
et Carton dans [26]. Nous 'avons adapté pour qu’elle soit facilement générali-
sable & la définition de chemin d’un automate sur les posets série-paralléles
transfinis. Dans [26], un chemin d’étiquette u sur un automate sur les ordres

linéaires dénombrables et dispersés est plutdt une suite (qj)i6 ; d’états.

1€E—w

Exemple 2.3.15. Reprenons l'automate of de I’Exemple 2.5.14 représenté dans
la Figure 2.9. Le langage de 7 est le langage de AS ou de maniére équivalente
AYAY, Un chemin~y de &/ est dessiné sur la Figure 2.6. Il s’agit de v = t-~' -t/
ot t est la transition limite d droite (0,{1}),

Y=1%11%1)1%202%22% 2~

et t' est la transition limite d gauche ({2},3). Il existe bien un chemin dans

0{1}) ¢ 1%1 151 1%29%91%2 ¢ ({2},3)
[ ) [ )

FI1GURE 2.10 — Un chemin acceptant de 'automate représenté dans la Figure 2.9,
étiqueté par (ab)S

o entre 1 et 1 étiqueté par a ou b. Ce chemin est de contenu {1}. Le facteur
1511 5 1)7% de~' est une —w-suite de chemins consécutifs dont chacun est
de contenu C' = {1}~%. Ainsi, l’ensemble cofinal a droite de C dans la coupure
¢ = —w est cof,+(C) = {1}. Puisque t € Eymp alors t- (1 %11 LN 1)~
est un chemin de 0 a4 1 dans &7 étiqueté par (ab)™*. Symétriquement, on peut
déduire que (2 o9 2)«-t' est un chemin de 2 4 3 dans o étiqueté par (ba)®.
Puisque 0 est un état initial et 3 un état final alors v est un chemin acceptant
de o/ et (ab)~“a(ba)* = (ab)¢ € L(4/). Remarquons que si la transition 1 = 2
(resp. 1 LN 2) est supprimée alors le langage de l'automate sera A~“bA“ (resp.
A™%aA¥).

Théoréme 2.3.16 ([26]). Soit L C A° un langage sur un alphabet A fini. Alors
L € Rat(A®) si et seulement s’il existe un automate sur les ordres linéaires
dénombrables et dispersés of tel que L = L(<f).

Exemple 2.3.17. Soit o/ l'automate de la Figure 2.11. Le langage de <7 sans
ses transitions limites est a(ba)*. En ajoutant seulement la transition limite a
gauche {1,2} — 2 on reconnait a(ba)?. Symétriquement, en ajoutant seulement
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la transition limite & droite 1 — {1,2} on reconnait (ab) 8a. Ainsi, a(ba)? U
(ab)~fa C L(o/). La w-suite de chemins consécutifs (2 H11 4 2)¥ suivie de
la transition limite a4 gauche {1,2} — 2 forme un chemin de 2 & 2 étiqueté
par (ba)® dans /. On précédant ce chemin de la transition 1 % 2 on obtient
un chemin -y acceptant dans &/ étiqueté par a(ba)®. Similairement, la —w-suite
de chemins consécutifs (;)ic—. 0U, pour tout i € —w, y; = 7y, précédée de la
transition limite d droite 1 — {1,2} est un chemin acceptant dans of étiqueté
par (a(ba)?)~%. Le langage de lautomate o7 est L(</) = a o b.

Q0

b (1,2} > 2
1 {1,2}

FIGURE 2.11 — Un automate sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés
de langage a ¢ b.

Rispal et Carton ont prouvé dans [75] que la classe des langages rationnels
de A° est fermée par complémentation. Ainsi :

Théoréme 2.3.18 ([75]). Soit A un alphabet fini et soient of et B deuz au-
tomates sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés. Il existe des auto-

mate sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés de langages L(JZ%)C,
L(A)NL(RB) et L()\ L(A).

Il a été montré dans [33] que la question de l'existence d’un chemin entre deux
états d’un automate est décidable en temps polynomial. On peut en déduire le
théoréme suivant :

Théoréme 2.3.19 ([33]). Soit & un automate sur les ordres linéaires dénom-
brables et dispersés. Alors, la question L(«/) = 0 est décidable.

Gréce aux deux théorémes précédents et notamment a leffectivité du Théo-
reme 2.3.18, on peut déduire aussi le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.20 ([27]). Soit &7 et B deux automates sur les ordres linéaires
dénombrables et dispersés. Alors, la question L(&/) = L(A) est décidable.

En effet, L(e/) = L(Z) si et seulement si (L(</) N L(%)C) U (L(;zf)c N
L(#)) = 0. Ce théoréme a été néanmoins prouvé dans [27], avant que la preuve
de la fermeture de Rat(A®) par complémentation ne soit trouvée.

2.3.5 Posets finis

Les automates branchants ont été introduits dans [55, 56, 57, 58]. C’est une
généralisation des automates de Kleene, en étendant I’ensemble des transitions
par des transitions dites fork et join.
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Exemple 2.3.21. L’automate branchant of représenté sur la Figure 2.12 est
le suivant :

o =({1,2,3,4,5,6},{a, b}, E,{1},{6})
E = Esyecc U Etork U Ejoin

Eauee = {2 % 4,3 % 5}
Efork = {(17 {17 1})7 (17 {273})}
Ejoin = {({67 6}7 6)7 ({47 5}76)}

@_a>
o
@_L,

FIGURE 2.12 — Un automate branchant sur les posets finis

Soit & = (Q, A, E,I,F) un automate sur les posets finis. L’ensemble des
chemins ~ étiquetés par des posets de SP(A) de contenus C(v) dans o est le
plus petit ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— pour tout p € @, € est un chemin de p & p étiqueté par e de contenu {p}
dans « ;

— pour toute transition ¢t = (p, a,q) € Egeq, t est un chemin de p & g étiqueté
par a de contenu {p, ¢} dans & ;

— pour toute suite finie (7y;)i<x de chemins consécutifs dans <, avec k >
1, respectivement étiquetés par FPp,..., P, de po,...,pr & qo,-...,qr de
contenus (C(7i))i<k, [ ;< Vi est un chemin de pg & gy, étiqueté par [ [, P;
de contenu U;<;,C(y;) dans 7 ; -

— pour chaque ensemble fini de chemins {v1,...,vx} dans &, pour k > 1,
étiquetés respectivement par Py, ..., Pr, de p1,...,pr & q1,...,qk, Si t =

(p,{p1,---,pe}) € Efork et t' = ({q1, ..., qr}, q) € Ejoin, alors, t(||j<xy;)t’
est un chemin de p vers ¢ étiqueté par Py || --- || P de contenu {p,q}

dans &7

Un poset parallele P € SP(A) est accepté par o7 s’il admet une factorisation
Py - || Pn, avec n > 2, telle que :

— pour tout i € [n], P; est 'étiquette d’un chemin 7; de p; & ¢; dans & ;
— il existe t = (p,{p1,--,Pn}) € Efork et t' = ({q1,...,qn},q) € Ejoin;
— p est un état initial et ¢ un état final.

Dans ce cas, P est 1’étiquette d’'un chemin v dans o/ de la forme t(y')t’ ou
7" =lliem) Vi et chaque v; est un chemin dans & étiqueté par P;, pour tout
i € [n]. Remarquons que, puisque la factorisation parallele de P n’est pas for-
cément irréductible, certains P;, i € [n], peuvent étre & leurs tours paralléles.
Les chemins dont ils seront ’étiquette auront la méme forme que ~. Ce qui
entrainera une sorte d’imbrication de fork et de join. Remarquons aussi que le
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contenu C(7) ne dépend aucunement des ;. Par ailleurs, si P est un poset sé-
quentiel alors P est ’étiquette d’un chemin acceptant dans 7 si P admet une
factorisation P; - ... - P, telle que :

— pour tout ¢ € [n], P; est Pétiquette d’un chemin ~; dans &7 de p; & ¢;;
— pour tout i € [n— 1], ¢; = pi11 (les ; sont consécutifs) ;
— pp est un état initial et ¢, un état final.

De manieére générale, un chemin ~ sur un automate branchant est un poset
étiqueté ayant 'une des formes suivantes : €, t ou ¢(v)t’ ou t et ¢’ sont des
transitions et 7’ est un sous-chemin de ~.

Exemple 2.3.22. Un chemin acceptant v de lautomate o/ de la Figure 2.12
est représenté sur la Figure 2.13. Soity' = (1,{2,3})(2 % 4 3 LN 5)({4,5},6).
Alors ' est un chemin acceptant de of étiqueté par a || b. C’est aussi un sous-
chemin de ~y. Le chemin v est égal a Hie[s] P; ou

Pl = (17{1’1}) P3 = ({6’6}’6)
Py =1 | o4 Y2, = (1,{1, 1})(’)’/ [ 7/)({676}76)

Le chemin v est étiqueté par (a || b) || (a || b) || (a || b). Les posets Py, Py et P3
sont des sous-posets de v mais ne sont pas eur mémes des chemins. En revanche,

v, et v2.1 sont tous des chemins dans <7 de contenu {1,6}. Remarquons que
L() C A® ou A = {a,b}. Le langage de o/ est (a || b)®

/ \

/ \3—>5/

—4
/ \ <3—b>5> \
/!

6

\/ \/

b
33— 5

FIGURE 2. 13 Un chemin acceptant de 'automate de la Figure 2.12 étiqueté
par (a | B =allallallb]b]b

Exemple 2.3.23. Soit & l'automate de la Figure 2.2 ou les états O et 7 et
les transitions limites sont supprimés et ot 1 est 'état initial. Soit A = {a, b}
Ualphabet de %B. Tous les mots de A* sont reconnus par %B. Il s’agit de toutes
les étiquettes des chemins acceptants ayant comme contenu {1}. Tous les posets
reconnus par B sont de largeurs au plus 2. Le poset (b || b)a est Uétiquette du

chemin (1,{2,3})(2 by I 3 KN 5)({4,5},6)6 % 1. Ce dernier est un chemin
acceptant de # de contenu {1,6}. Le langage de B est (A*(b | b)a)*

Théoréme 2.3.24 ([56]). Soit L un langage sur un alphabet A fini. Alors L €
Rat(SP(A)) si et seulement s’il existe un automate branchant <7 tel que L =

L().
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Bedon a prouvé dans [9] que la classe des langages rationnels de SP(A) est
fermée par complémentation.

Théoréme 2.3.25 ([9]). Soit A un alphabet fini et soient L et L' deux langages
de Rat(SP(A)). Alors L, LNL' et L\ L' sont aussi des langages rationnels
de Rat(SP(A)).

Théoréme 2.3.26 ([9]). Soit A un alphabet fini et soient of et B deur au-

tomates branchants. Il existe des automates branchants de langages L(,Qi)c,
L(/)NL(A) et L(</)\ L(A).

Similairement aux automates sur les mots, le probleme de vacuité des auto-
mates branchants est décidable.

Théoréme 2.3.27. ([58]) Soit &/ un automate branchant. Alors, la question
L(o/) = 0 est décidable.

Ainsi :

Corollaire 2.3.28. Soient &7 et B deux automates branchants. Alors, la ques-
tion L(o/) = L(9A) est décidable.

2.3.6 Posets sur les ordres linéaires dénombrables et dis-
persés

Les automates branchants sur les posets N-libres dénombrables et dispersés
correspondent a I'automate de la Définition 2.3.1. Ils ont été introduits dans [15].
C’est une généralisation de toutes les classes d’automates précédemment défi-
nies. La définition de chemin étiqueté par un poset dans ce genre d’automate
est aussi une généralisation des définitions de chemins vues dans les classes
d’automates précédentes.

Soit & = (Q, A, E, I, F) un automate sur SP°(A). L’ensemble des chemins
v étiquetés par des posets de SP°(A) de contenus C(y) dans &est le plus petit
ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— pour tout p € @, € est un chemin de p & p étiqueté par e de contenu {p}
dans & ;

— pour toute transition t = (p, a,q) € Eqeq, t est un chemin de p & g étiqueté
par a de contenu {p, ¢} dans & ;

— pour toute suite finie (7y;)i<x de chemins consécutifs dans <, avec k >
1, respectivement étiquetés par Pp,..., P, de po,...,pr & qo,...,qr de
contenus (C(7i))i<k, [ [;<x Vi est un chemin de pg a gy étiqueté par [ [, P;
de contenu U;<xC(v;) dans 7 ;

— pour chaque ensemble fini de chemins {v1,...,v;} dans &, pour k > 1,

étiquetés respectivement par Py, ..., Py, de p1,...,pr & q1,...,qQk, Si t =
(p,{p1,---,pe}) € Efork et t’ = ({q1, ..., qr}, q) € Ejoin, alors, t(||j<xy;)t’
est un chemin de p vers ¢ étiqueté par P || --- || Py de contenu {p, q}
dans « ;

— pour toute suite (7;);cw de chemins consécutifs dans & respectivement
étiquetés par (P;)ie, de contenus C' = (C(;))iew €t pour toute transition
t =cof,-(C) = q € Eiima, ([];c,, i)t est un chemin de la source de o a
q étiqueté par [, u; de contenu (Use,C(v;)) U {q} dans o ;
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— symétriquement, pour toute suite (7;)ic—w de chemins consécutifs dans
o respectivement étiquetés par (P;);e—,, de contenus C' = (C(¥;))ic—w
et pour toute transition t = ¢ — cof_,+(C) € Eimp, t([[;c_,, Vi) est
un chemin de ¢ & la destination de 7o étiqueté par [] P; de contenu
(Uie—uC(7:)) U{g} dans 4.

1€E—w

Exemple 2.3.29. Considérons lalphabet A = {a,b}. Soit l'automate & =
(Q,A,E,I,F) o :

— Q=10,1,2}, I = {0} et F ={1};
— Esuee ={(0,a,1),(1,q,2),(2,a,2),(0,b,0),(1,b,1),(2,0,2)} ;
— Eiima U Eiimp = {({0},0), ({1}, 1), ({2}, 2), (0,{0}), (1, {1}), (2, {2})}
— Eforr = {(0,{0,0}), (1,{1,0}), (2,{2,2})} ;
— Ejoin = {({0,0},0),({0,1},1), ({1,1},2)} U {({2,2},2): pour tout z €
{0,1,2}.
Remarquons que

— il y a un chemin dans o/ de source 0 et de destination O étiqueté par P si
et seulement si P n’a pas d’éléments étiquetés par a ;

— il y a un chemin dans o/ de source 0 et de destination 1 étiqueté par P si
et seulement si P a exactement un seul élément étiqueté par a ;

— il y a un chemin dans o/ de source 0 et de destination 2 étiqueté par P si
et seulement si P a au moins deux éléments étiquetés par a

Par conséquent L(f) est l'ensemble des posets de SP®(A) contenant exactement
un seul élément étiqueté par a.

Exemple 2.3.30. Soit o/ l'automate de la Figure 2.2. C’est un automate bran-
chant sur les posets série-paralléles transfinis. En se limitant juste a l’état 0,
létat 1 et la transition limite & droite 0 — {1}, on retrouve un automate sur
les ordres linéaires dénombrables et dispersés reconnaissant A=, Il n’y a aucun
chemin dans o/ de source 1 et de destination 0. Tout chemin quittant 0 n’y passe
plus. Rappelons que 'automate <7 sans ses transitions limites, les états 0 et 7 et
ayant comme état initial 1 est l'automate de L’Exemple 2.53.23 dont le langage
est (A*(b || b)a)*. Ainsi les mots qui sont étiquettes des chemins de source 0
et de destination 6 appartiennent & A~ (A*(b || b)a)*. Grice a la transition
limite & gauche {1,6} — 7 et l’état 7 qui est final, on peut itérer (A*(b || b)a)*
infiniment souvent d droite. Par conséquent, les chemins de & de source 1 et
de destination 7 sont étiquetés par des posets de ((A*(b || b)a)*)*. Le langage de
o est A7Y((A*(b || b)a)*)*. Notons qu’en remplagant 0 — {1} par 0 — {1,6},
le langage de </ devient (A*(b || b)a)S.

Théoréme 2.3.31 ([15]). Soit L un langage sur un alphabet A fini. Alors L €
Rat(SP°(A)) si et seulement si il existe un automate branchant of tel que L =

L().

La classe des langages rationnels de SP®(A) est aussi fermée par complé-
mentation.

Théoréme 2.3.32 ([10]). Soit A un alphabet fini et soient L et L' deux langages
de Rat(SP°(A)). Alors LY, LN L' et L'\ L' sont des langages rationnels de
Rat(SP°(A)).
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En plus, par extension de la décidabilité des problémes de vacuité et d’équi-
valences d’automates dans les cas des automates sur les ordres linéaires dénom-
brables et dispersés et des automates sur les posets finis, nous avons le théoréme
suivant :

Théoréme 2.3.33. Soit &/ et B deuxr automates branchants sur les posets
transfinis. Alors, les questions L(«/) = () et L(«/) = L(%B) sont décidables.

2.4 Langages rationnels du monoide commutatif

Rappelons que dans un monoide (M, -, e), la classe des langages rationnels
est la plus petite classe contenant @), {e}, {m} pour tout m € M et qui est
fermée par les opérations de {+,-,* }. Quand le monoide est commutatif, nous
noterons son produit par || au lieu de - et sa fermeture itérative par ® au lieu
de *. Ainsi, la classe des langages rationnels du monoide commutatif A® est la
plus petite classe contenant (§, {e}, {a} pour tout a € A et qui est fermée par
union finie +, produit paralléle || et itération paralléle ®. Pour qu’il n’y ait pas
de confusion entre les langages rationnels du monoide commutatif et les langages
rationnels de n’importe quelle autre classe de posets, on appelle la classe des
langages rationnels du monoide commutatif, la classe des langages ||-rationnels.

Naturellement, ’ensemble des termes de type {+,|,®} sur un alphabet
A forme un ensemble d’expressions rationnelles caractérisant les langages ||-
rationnels. De plus, tout langage ||-rationnel est le langage d’un automate bran-
chant de Lodaya et Weil. Remarquons que lorsqu'un langage L C SP°(A) est
rationnel alors L C A® si et seulement si L est ||-rationnel.

Les langages |-rationnels d’un monoide M sont étroitement liés aux en-
sembles semi-linéaires de M. Historiquement, les ensembles semi-linéaires sont
définis sur N*, k& € N, muni de 'opération commutative d’addition sur les tuples
de N* définie par :

(1, zk) + (Y1, 5yk) = (@1 + Y1, -, Tk + Yk)

Définition 2.4.1. Un sous-ensemble L de N*, k € N, est linéaire s%l s’écrit
sous la forme

L:u+U*:{u+ZvisnGNetpourtoutiE[n],viGU}
i€[n]

ot u € NF et U= {v1,...,0,,} CNF m € N. Il est semi-linéaire si c’est une
union finie d’ensembles linéaires.

Dans notre cas, en s’appuyant sur 'image de Parikh, nous considérons les
ensembles semi-linéaires comme des sous-ensembles de A® pour un alphabet
A. En effet, étant donné un alphabet fini A = {ay,...,a,}, n € N* I'image
de Parikh (voir [67]) d'un mot commutatif u € A®, notée p(u), est le n-uplet
(Julg,s- - ul,, ) ol [ul,, , pour tout i € [n], désigne le nombre d’occurrences de
la lettre a; dans u. Pour tout i € [n], 'image de Parikh de a; est le tuple dont
toutes les coordonnées sont & 0 sauf la i®™° qui est égale a 1. Ce tuple est noté
1;. Plus généralement, on note par [;, [ € N* le tuple dont toutes les coordonnées
sont & 0 sauf la i®™® qui est égale & [. La taille des deux derniers tuples sera
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comprise du contexte. Par extension, I'image de Parikh d’un langage L C A®
est ’ensemble des images de Parikh des éléments de L.

Remarque 2.4.2. L’image de Parikh d’un mot commutatif dépend de [’ordre
total implicite donné auzx différents a;. Ainsi, pour utiliser l’image de Parikh
de maniére plus harmonieuse, lorsque nous manipulons des ensembles semi-
linéaires ou des langages ||-rationnels sur un alphabet fini A = {a1,...,a,},
implicitement, lalphabet A est totalement ordonné par les indices des a; : a3 <
.-+ < ap. Egalement, lorsque les lettres ne sont pas indicées, Ualphabet A est
implicitement totalement ordonné par l'ordre d’apparition des lettres dans A.

Cette définition de I'image de Parikh définit un isomorphisme de monoides
entre (A®,|,¢) et (N",+,(0,...,0)), ou |A] = n. Dans ce contexte, lorsque
A =A{ay,...,a,} et B = {by,..., by}, pour n,m € N* sont deux alphabets
disjoints totalement ordonnés, les deux alphabets sont assimilés a des mots
finis. Ainsi, on dénote, pour tout i € [m], par A oy, B lalphabet totalement
ordonné {by,...,b;—1,a1,...,an,bi11,...,by} ol Vordre correspond & l'ordre
d’apparition des lettres dans A op, B. Par conséquent, lorsque L et L’ sont des
langages |-rationnels de A® et B® respectivement, le langage L op, L’ est un
langage ||-rationnel de (Ao,, B)®. De plus, si A = B alors Loy, L est un langage
||l-rationnel de A®. Ainsi :

Définition 2.4.3. Soient A un alphabet fini et (A®, ||, e) un monoide commu-
tatif. Un sous-ensemble L de A® est linéaire s’il s’écrit sous la forme

L=ay |l [lax | (JG@ia |-l aix)®

iel

ou I est un ensemble fini, k,k; € N, aj,a,; € A pour tout 1 € [k], i € I et
j € [ki]. Il est semi-linéaire si c¢’est une union finie d’ensembles linéaires.

Théoréme 2.4.4 ([43]). Dans un monoide commutatif, un langage est ||-rationnel
si et seulement si il est semi-linéaire.

Exemple 2.4.5. Considérons le langage L sur l'alphabet A = {a,b} consistant
en tous les mots finis commutatifs ayant strictement plus de a que de b. Alors
L est le langage de l'expression rationnelle a || a® || (a || a® || b)® sur A®. Le
langage L est linéaire. Il est aussi semi-linéaire. En effet, remarquons que L a
aussi la forme a || (a || b+ a)®.

Exemple 2.4.6. L’image de Parikh du langage de I’Exemple 2.4.5 sur l’alphabet
A ={a,b} est
{(n,m) € N*: n > m}

avec a < b comme ordre total implicite de l’alphabet A.
De plus, Parikh a montré le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.7. ([67, Théoréme 2]) Soit A un alphabet et soit L € A®. Alors
L est le langage d’une grammaire non-contextuelle si et seulement si L est semi-
linéaire.
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Remarque 2.4.8. Soit A un alphabet. A tout ensemble linéaire L = ap ||
o ak | (Uier(ain -+ |l ai7ki))® du monoide commutatif A®, ot I est
un ensemble fini, k,k; € N, aj,a;; € A pour tout l € [k], i € I et j € [ki],
correspond la grammaire non-contextuelle de méme langage suivante :

= lier(ain |- laig) 1€ | ar |- ax

ot « || » est Uopération du monoide. De plus, étant donnés a € A, différent de
tous les ai, a; j, et Uensemble linéaire sur A® suivant

n i\ ®
L=ay |- fallal™ | (@i |l [l aiw [1al™))
icl

oun,n; € N pour touti € I, L** est le langage de la grammaire non-contextuelle
d’axiome S suivante :

S—=¢ ] a
€= lier(ain || llaiw 1ST) 1€ | ar - llax || ST

Notons que la Remarque 2.4.8 s’étend naturellement aux ensembles semi-
linéaires.

On montre dans le lemme suivant que la classe des ensembles semi-linéaires
est fermée par substitution simple et substitution itérée :

Lemme 2.4.9. Soient A un alphabet, & € A, L et L' des ensembles semi-
linéaires de A®. Alors L o¢ L’ et L*¢ sont aussi des ensembles semi-linéaires
de A®.

Démonstration. En appliquant le Théoréme 2.4.4, on déduit que L et L’ sont
des langages ||-rationnels de A®. Tls sont donc les langages de deux expressions
rationnelles e et ¢/ utilisant comme opérations que les opérations de {+, [|,® }.
Soit e’ l'expression rationnelle ¢’ ot chaque sous-expression £ est remplacée
par e. Remarquons que L(e’) = L(e o¢ €'). Ainsi L o L' est un langage |-
rationnel de A®. De plus, la preuve que L*¢ est un ensemble semi-linéaire est
une conséquence directe de la Remarque 2.4.8 et du Théoreme 2.4.7. O]

La classe des ensembles semi-linéaires est aussi fermée par union, intersec-
tion, complémentation et différence.

Théoréme 2.4.10. ([47, Théoréme 1.1]) Soient E,E’ deux ensembles semi-
linéaires. Alors E¢, EUE', ENE' et E\ E' sont aussi des ensembles semi-
linéaires.
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CHAPITRE 3

LOGIQUE

En plus des automates, la logique formelle permet également de caractériser
les langages rationnels. Il y a plusieurs types de logiques mathématiques. Elles
peuvent se différencier par leur pouvoir d’expressivité. En conséquence, selon les
structures a caractériser, une logique peut étre préférée a une autre. Les formules
de logique permettent de caractériser un langage en énongant formellement des
propriétés que les structures de ce langage vérifient. Les formules d’une logique
L sont construites a partir de formules de base en suivant des régles définies
par la syntaze de L. Une sémantique est attribuée aux formules de L pour leur
donner du sens. Les formules sont interprétées sur une classe de structures.
Le langage d’une formule est la sous-classe des structures vérifiant la propriété
qu’elle énonce. Le domaine d’interprétation de L est appelé I'univers de L

Nous définissons dans la Section 3.1 la syntaxe de la logique dite du premier
ordre. L’arithmétique de Presburger est une logique du premier ordre enrichie
notamment par ’addition et qui interprétée dans ’ensemble des entiers natu-
rels N. Elle permet de manipuler les ensembles semi-linéaires avec des formules
de logique. Elle est définie dans la Sous-section 3.1.1. Dans la Section 3.2 une
généralisation de la logique du premier ordre est définie. Il s’agit de la logique
monadique du second ordre (MSO). Cette logique est connue pour son étroite
liaison avec les langages rationnels de A*, A%, A® notamment. Une extension de
la logique monadique du second ordre avec 'arithmétique de Presburger appelée
P-MSO est présentée dans la Section 3.3.

De maniere générale, le domaine d’interprétation que nous associons aux
formules de logique MSO et P-MSO est SP°(A). En se limitant aux mots,
Biichi [28], Elgot [44] et Trakhtenbrot [83] ont montré séparément que MSO est
de méme expressivité que les automates de Kleene quand celle-ci est interprétée
sur A*. On se penchera dans la Section 3.4 sur les généralisations de ce résultat
au cas des langages rationnels de A* par Biichi [31] et au cas des langages
rationnels de A° par Bedon, Beés, Carton et Rispal [11].
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3.1 Logique du premier ordre

Nous commencons par présenter dans cette section la syntaxe de la logique
du premier ordre (FO, First Order).
Les formules de logique du premier ordre sont construites a partir de :

— variables du premier ordre : souvent notées par des lettres minuscules
x,Yy, z ... potentiellement indicées ;

— connecteurs booléens : V (ou), = (non);
— quantificateur : 3 (il existe) ;

et d’'un ensemble de relations appelé 1’ensemble des prédicats ou la signature de
la logique. Les formules de logique sont souvent notées par des lettres grecques
telles que ¥, ¢, 0, x .- ..

Rappelons qu’une constante est une relation d’arité 0. L’ensemble des for-
mules atomiques d’une logique correspond aux formules de base & partir des-
quelles sont construites ses formules. Pour FO, I'ensemble des formules ato-
miques est construit a partir de I’ensemble des variables du premier ordre U
et de sa signature Lrp. Précisément, pour tout prédicat P sur U™ de Zro,
P(zy,...,x,) est une formule atomique, pour n € N et zy,...,z, € U.

Définition 3.1.1. Les formules FO sont construites a partir des éléments dé-
finis ci-dessus, en obéissant a la syntaze suivante :

— toute formule atomique est une formule FO ;

— st Y est une formule FO et x est une variable du premier ordre alors Iz
est une formule FO;

— st ¢ est une formule FO alors = Uest aussi;
— sty et o sont des formules FO alors 11 V 1 Uest aussi.

Cette définition est inductive. L’induction est finie.

Pour que les formules soient plus lisibles, des parenthéses sont aussi uti-
lisées. Notons qu’en plus des connecteurs booléens — et V, nous utilisons les
connecteurs A (et), = (implique) et < (équivalent a). Les formules 1 A s,
1 = g et Y1 & 1)y sont des abréviations respectivement des formules
(1 V), TP Vhg et (Y1 = o) A (Y2 = 11). Une formule ¢ utilisée
pour construire une formule ¢ est dite sous-formule de ¢. Nous considérons que
toute formule est une sous-formule d’elle méme. On appelle portée d’'un quan-
tificateur dans une formule ¥ la plus petite sous-formule de 1) dans laquelle il
apparait. Par Yz on dénote -3x—). Le quantificateur V se lit « pour tout ».

Une occurrence d’une variable du premier ordre z dans une formule 1) est
un emplacement dans 1, qui n’est pas immédiatement précédé par un quanti-
ficateur, ou la variable x apparait. Il peut y avoir plusieurs occurrences d’une
méme variable dans une formule de logique .

Une occurrence d’une variable du premier ordre x dans v est libre s’il n’existe
pas de sous-formule Jav)’ (resp. Va ¢') de 9 telle que = apparait dans ¢’. Sinon,
elle est lice. Pour plus de commodité, quitte & renommer les variables, nous
supposons qu’aucune formule de logique n’utilise deux fois le méme nom de
variable pour deux variables différentes.

70



3.1 - Logique du premier ordre 3 - Logique

Exemple 3.1.2. Soient h un prédicat unaire, f un prédicat binaire et soit la
formule suivante :

¥ = f(z,y) NGz b)) A (Vo [z, )

Il y a quatre occurrences de nom de variable x dans la formule ci-dessus. Les
deux derniéres occurrences sont toutes les deux dans la portée de Vx et font
toutes deux Téférence a la méme variable. Aprés le renommage des variables on
obtient :

¥ = f(z1,y) A (T2 h(x2)) A (Vog f(z3,23))
La définition suivante formalise la notion de variable libre :
Définition 3.1.3. Soit ¢ une formule FO. L’ensemble des variables libres de 1,
noté FV (), est défini par induction sur la structure de 1 comme suit :

— si 1 est une formule atomique alors FV (¢) est l'ensemble des variables
apparaissant dans 1 ;

— sip = alors FV () = FV(Y') ;
— si 1 est de la forme 1 V 1bg alors FV (¢) = FV (1) U FV (2) ;
— sty est de la forme Jx’ alors FV () = FV (') \ {z}.
Ainsi, quand toutes les occurrences d’un nom de variable x désignent la méme

variable dans une formule ¢ alors x est liée dans v si il existe une sous-formule

' de 1 olt x apparait et x ¢ FV (¢').

Exemple 3.1.4. Soit ¥ la formule de I’Exemple 3.1.2 aprés renommage des
variables :

Y= f(x1,y) A (Fz2 h(z2)) A (VI3 f(23,73))

L’ensemble des variables libres de v est {x1,y}. De plus :

FV(f(z1,9)) = {z1,y} FV(h(z2)) = {w2}
FV(f(z3,23)) = {3} FV(3z2 h(z2)) =0
On note par ¥ (z1, . .., z,) la formule ¢ dans laquelle les variables du premier
ordre x1, ..., T, sont des variables libres, pour n € N. Une formule de logique

telle que F'V (1)) = ( est dite close. Ce genre de formule est appelée aussi énoncé.
Soit A un alphabet. La signature de nos formules de logique du premier ordre
est :
ZLro = {<}U{a: pour tout a € A}

Le prédicat < est binaire. Il prend comme arguments deux variables du premier
ordre x et y et est écrit < (x,y) ou x < y. Pour tout a € A, le prédicat a est
unaire. Il prend en argument une variable du premier ordre x.

Exemple 3.1.5. Soit A = {a,b} un alphabet et soit la formule FO suivante :
Y=Vralx) = Jyax<yAbdly)
La formule v n’a pas de variables libres. C’est une formule close. Les formules
a(z), z <y, b(y), z <yAbly), Iy z <yAby), alz) = Ty Jybly), ¥
sont des sous-formules de . Soit ¢’ la sous-formule x < y A b(y). On a

FV (') ={z,y}. On peut donc la noter par ' (x,y).
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Nous définirons la sémantique des formules de logique du premier ordre en
méme temps que celle des formules de logique monadique du second ordre dans
la section suivante. Mais avant, nous introduisons un exemple d’une logique du
premier ordre avec une signature différente de celle énoncée précédemment : la
logique de Presburger.

3.1.1 Arithmétique de Presburger

La logique de Presburger ou 1’ arithmétique de Presburger définie dans [72] est
une logique du premier ordre interprétée sur N. Sa signature utilise un unique
prédicat qui est le prédicat ternaire +(a, b, ¢), qu’on écrit souvent a + b = ¢, ol
a, b et ¢ sont des variables du premier ordre :

Loy = {+(av b, C)}

On note par &, la classe des formules de Presburger ayant n € N variables
libres et par & = U;en ;.

Exemple 3.1.6. La formule
plxy) =k r=y+k
est une formule de Presburger de &5.

L’univers d’interprétation des variables des formules de Presburger est I'en-
semble des entiers naturels N. Pour tout n € N, les formules de &7, caractérisent
des sous-ensembles de N”.

Soit p(x1,...,2,) une formule de Presburger dont les variables libres sont
Z1,...,Zn, pour n € N. Linterprétation v = (vy,...,v,) € N* de (z1,...,2,)
dans N" satisfait (est un modéle pour) p, noté v |= p si :

— pest de la forme x; = x; + z, et v; = vj + vy, pour i, j, k € [n];
— pest de la forme p; V ps et v = p1 ou v | po;
— p est de la forme —p’ et v £ p';
— pest dela forme 3z p'(x1, ..., z,, ) et il existe une interprétation v, 1 €
N de z telle que (vy,...,Un, Unt1) E 0/
ou le symbole [~ signifie « n’est pas un modele ».

Soit p(x1, ..., x,) une formule de Presburger de &,,, pour n € N. L’ensemble
de Presburger de p, noté L(p), est :

L(p) ={(v1,...,vn) €N": (v1,...,0,) = p}

Un sous-ensemble L de N™ est un ensemble de Presburger s’il est I’'ensemble de
Presburger d’une formule de Presburger de &2,,. Une tautologie de Presburger
est une formule de Presburger satisfaite par n’importe quelle interprétation de
ses variables libres. Par convention ’ensemble {()} est 'ensemble de Presburger
de toute tautologie de Presburger close. Une tautologie de Presburger close est
notée par « vrai ».

Exemple 3.1.7. Reprenons la formule p(x1,x2) de U'Exzemple 3.1.6. L’ensemble
de Presburger de p est l’ensemble de tous les couples d’entiers (vi,ve) tel que
v1 < vs.
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Pour alléger les formules de logique de Presburger et pour qu’elles soient
plus lisibles, nous utiliserons des abréviations qui font références a des formules
définissables en arithmétique de Presburger. Par exemple, la formule :

pl) =Vyy=y+=x

est notée x = 0, relativement & son ensemble de Presburger qui est L(p) = 0.
En effet, il n’y a que 0 qui peut étre ajouté a n’importe quel entier sans modifier
sa valeur. Aussi :

y=zpour Jxx=0ANy=z+=x
y<zpourdrz=y+axA-z=0
y<zpoury<zVy=z
z=y+lpowry<zA(-Jzy<zAz<zx)
r=npour Jyx=y+1Ay=n—1, pour tout n € N*
pour tout n € N :
r+y=npourdzzx+y=zAz=n
r+y+z=npour Vi<, (x+y=iAz=n—1)
z+y <npour Vi<, (z+y=1)
T+y>npour " x+y<n

Les autres abréviations que nous aurons a utiliser et qui ne sont pas dans la
liste ci-dessus s’en déduisent facilement.

Exemple 3.1.8. Soit la formule de Presburger suivante :
plr,y)=3kIK k=K +1Az=y+k

L’ensemble de Presburger de p' est un sous-ensemble de l’ensemble de Presburger
de la formule p de I’Exzemple 3.1.7. Ici, nous spécifions que Uentier qui doit étre
ajouté a l’interprétation de y pour avoir comme résultat l’interprétation de x
doit étre supérieur strictement a 0. Par conséquent :

L(p) ={(z,y) e N*: z <y}

Exemple 3.1.9. Reprenons lexpression rationnelle a || a® || (a || a® || b)® de
UEzemple 2.4.5 (voir aussi Exemple 2.4.6) sur lalphabet A = {a,b}. Rappelons
que son langage est ’ensemble semi-linéaire L = a || (a || b+a)® de A®. L’image
de Parikh de L correspond a l’ensemble de Presburger de la formule p”(z,y) =
x >y. Celte derniére est la négation de la formule p(x,y) de ’Exemple 3.1.6.

Les ensembles de Presburger et les ensembles semi-linéaires sont liés par le
théoréme suivant :

Théoréme 3.1.10 ([47]). Soit A un alphabet de taille n € N. Un langage L
de A® est semi-linéaire si et seulement si il est I’ensemble de Presburger L(p)
d’une formule de Presburger p(x1,...,%yn), i.e. (|ul, ..., |ul, ) € L(p) si et
seulement si uw € L. De plus, les constructions d’un formalisme da autre sont
effectives.
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Ce théoréme montre que tout ensemble de Presburger de N™ correspond a
l’image de Parikh d’un ensemble semi-linéaire de A® et réciproquement, pour
tout alphabet A de taille n. L’ensemble semi-linéaire de A® correspondant a ’en-
semble de Presburger d’une tautologie de Presburger close est {¢}. Remarquons
que Vordre des coordonnées des éléments de L(p) dépend de lordre implicite
des lettres de l'alphabet A (voir Remarque 2.4.2).

Soit A un alphabet avec £ € A. En conséquence du Lemme 2.4.9, si deux
langages L et L' sont des ensembles semi-linéaires de A® alors Log L' et L*¢ le
sont aussi. De plus, grace au Théoreme 3.1.10, on sait que 'image de Parikh de
Log L' et L* est un ensemble de Presburger.

Définition 3.1.11. Soient p(z1,...,xx) et p/(x],...,2),) deur formules de
Presburger et soient A = {ai,...,ar} et B = {by,...,b} deux alphabets dis-
joints ou égauzs. Considérons L et L' comme les ensembles semi-linéaires de A®
et B® correspondants, par le Théoréme 3.1.10, auz ensembles de Presburger res-
pectivement de p et p’. Quand A et B sont disjoints, pour tout i € [k'], Loy, L'
est un ensemble semi-linéaire de (A oy, B)® et aussi, ’ensemble de Presburger
d’une formule de Presburger qu’on note par p Oy p. Quand A = B, pour tout
i € [K'], Loy, L' est un ensemble semi-linéaire de A® et I’ensemble de Presburger
d’une formule de Presburger qu’on note par powgp’.

Exemple 3.1.12. Soient p(x1,22) = x1 +x2 = 1 et p/(z],2h,2) =2, = 1A
ah +af < 1. Alors L(p) = {(1,0),(0,1)} et L(p") = {(1,0,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
Soient A = {a1,a2} et B = {b1,ba,b3} deux alphabets disjoints. Considérons
les ensembles de Presburger de p et p' comme des ensembles semi-linéaires L
et L' de respectivement A® et B®. Alors L, L' et L oy, L' sont respectivement
les langages des expressions rationnelles ay + a2, by || (ba + b3 + €) et by |
(by + a1 + as + €) de respectivement A®, B® et (Ao, B)®. L’image de Parikh
{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} de L op, L' est aussi I’'ensemble de
Presburger de p Oy, P =x1=1ANxo+2x3+134 <1.

L’opération de substitution sur les langages de mots commutatifs s’étend na-
turellement a leurs images de Parikh. La relation entre les images de Parikh des
langages de mots commutatifs intervenant dans une opération de substitution
est décrite par les lemmes suivants. Ils sont obtenus par une simple application
de la définition de I'opération de substitution.

Lemme 3.1.13. Soient A = {as,...,ar} et B = {b1,..., by} deux alphabets

disjoints, L C A®, L' C B® et i e [K']. Alors (v},..., vj\,,_1) € p(L oy, L")
si et seulement si (vy,...,v{ |, v, v 4, ..., v 1) € p(L'), pour v; € N, et
v ; 1 1

il eziste (v1,1,-.., V1K) -5 (Vo 1, V0 k) € D(L) tels que (Vi ... 00 1) =

(U1,17"'7U1,k‘) + -4 (UU;J,...,UU/ k)'

i

Lemme 3.1.14. Soient A = {ay,...,ax} un alphabet, L,L' C A® et i € [k].
Alors (v{,...,v}) € p(Log, L") si et seulement si il existe (v1,...,v}) € p(L)
et (vj1,...,v%) € p(L) pour tout j € [v]] tels que pour tout r € [k]

.y Zje[v” Vjr sir=i;
/ , .
vl + Zje[v;] Vi,  Sinon.

Similairement & la Définition 3.1.11, nous définissons des notations relatives
aux substitutions itérées sur des ensembles semi-linéaires.
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Définition 3.1.15. Soit p(z1,...,xx) une formule de Presburger et soit A =
{a1,...,ax} un alphabet. Considérons L comme l’ensemble semi-linéaire de A®
correspondant, par le Théoréme 3.1.10, a l’ensemble de Presburger de p. Pour
tout j € N et i € [k], L** et L% sont des ensembles semi-linéaires de A®
et aussi les ensembles de Presburger de formules de Presburger respectivement
notées par p**i et pI%i.

Exemple 3.1.16. Soit
plx1,29) =(x1+22=1)V(t; =0A23=2)V(z1 =1 A2 = 1)

Soit A = {a1,a2} et considérons l'ensemble de Presburger de p comme un en-
semble semi-linéaire L de A®. Alors L = {a1,az,as || az,a1 || az}. Considérons
L*%2 = U;enL'2. De maniére générale et par induction sur i on peut vérifier
que
U L ={uec A® : 1< |u| < 2° et lul,, < 2i=11
Jj<i
Par conséquent L**2 = A®\ {e}, et p**2(x1,22) = x1 + 32 > 1. Maintenant,
pour tout i € N soit p;(x1,20) =1 < 21 + 29 <20 Axy <2071 Alors L(p;) est
image de Parikh de ) L7%2. Ainsi pUtD®2 = pie, p et p0%2(xq,29) = 21 =
i<i
0A T = 1. =
D’un autre point de vue, L**2 est aussi le langage de la grammaire non
contextuelle d’axiome & suivante :

= a1 |ax|a || &€

C’est aussi le point fize du systeme suivant :

E—=ar] (E+e)+E|E+a

En s’inspirant de la définition de 'opération rationnelle de substitution ité-
rée, on a le lemme suivant :

Lemme 3.1.17. Soient p(x1,...,x,) une formule de Presburger et i € [n].
Pour tout j € N, pUtDzi = (v . pk®)e, p. De plus, L(p*™) = UjenL(p?).

Démonstration. Considérons l’ensemble de Presburger de p comme un ensemble
semi-linéaire sur Palphabet {ay,...,a,}. La premiére partie du lemme peut étre
déduite a partir des définitions :
L(ptD%) = L(p)U+V% = (U< L(p)*™) 0a, L(P)

= (Urgy L(p*) 0q, L(p) = L(Vi<;jp™™*) 0a, L(p)

= L((Vi<jp"")os,p)
Pour la deuxiéme partie du lemme : L(p*®1) = L(p)*% = UjenL(p)’®
UjenL(p’™).

Le lemme suivant montre que toute lettre différente de £ appartenant a
I'ensemble semi-linéaire L*¢ est déja présente dans ’ensemble semi-linéaire L.

o
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Lemme 3.1.18. Soient p(z1,...,xx) une formule de Presburger pour k € N*,
i€ k] ettelk]\{i}. Alors 1, € L(p) si et seulement si 1, € L(p**?).

Démonstration. L’implication de la gauche vers la droite est triviale puisque
L(p) € L(p*®#) en conséquence notamment du Lemme 3.1.17. Réciproquement,
soit A = {a1,...,axr} un alphabet. Considérons I’ensemble de Presburger de
p comme un ensemble semi-linéaire L sur A. Par conséquent, p*** dénote une
formule de Presburger dont ’ensemble semi-linéaire correspondant est L*%:.
Remarquons que 1; correspond a la lettre a; € A dans L**. On doit montrer
que a; € L. On proceéde par contraposée. Supposons que a; ¢ L. On montre par
induction sur j que si a; ¢ L alors a; & L% pour tout j € [n].
Si j =0 alors L% = {a;} et a; # a;. Si j = 1 alors L'% = L et a; ¢ L par
hypothése. Maintenant, si j > 1 alors L7% = ( |J L7'%) o,, L. Par hypothese
J3'<g
d’induction, pour tout j' < j, a; & Li'ai, De plus a; ¢ L. Puisque pour tout
jEN, a; & L7% alors a; & L*%.
O

3.2 Logique monadique du second ordre

La logique monadique du second ordre (MSO) est une généralisation de la
logique FO. Les formules de logique MSO sont construites comme celles de FO.
De plus, MSO autorise I'utilisation de variables dites du second ordre souvent
notées par des lettres majuscules X,Y, Z ... potentiellement indicées. Ces va-
riables du second ordre peuvent étres quantifiées de fagon existentielle (3) ou
universelle (V). Nos formules MSO sont construites sur la signature

Lyso = Lro U{X(x)}

La formule X (z) est une formule atomique de MSO ot X est une variable
du second ordre et x une variable du premier ordre. Aussi, si ¥ est une for-
mule MSO alors 93X 9 est une formule MSO. Similairement aux formules FO
VX ¢ = -3X . L’ensemble FV () des variables libres d’une formule MSO
est définie exactement comme dans la Définition 3.1.3 a laquelle est ajoutée la
regle suivante :

si ¢ est de la forme 3X ¢’ alors FV () = FV (') \ {X}

Toujours pour éviter toute confusion, nous supposons qu’aucune formule de
logique monadique du second ordre n’utilise le méme nom de variable pour
deux variables différentes. On note par ¥(x1,...,%n, X1,...,X,) une formule
MSO 1 dans laquelle les variables du premier ordre x4, . .., x, et les variables du
second ordre X7, ..., X, sont des variables libres, pour n,n’ € N. Similairement
aux formules FO, une formule MSO sans variables libres est une formule close
ou un énoncé.

Exemple 3.2.1. Soit A ={a,b} un alphabet. La formule suivante :
¢o=3Y3IZ le(Y(xl) \ Z(!L‘l))
AVzo(Y(ze) = —Z(x2)) A (Z(22) = Y (22)))
AVYV2Z(Y(y) AN Z(2)) = y<zAa(y) Ab(z))

est un énoncé de MSO.
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Revenons a la sémantique que nous donnons aux formules de logique MSO.
Cela induira la sémantique donnée aux formules FO automatiquement. L uni-
vers d’interprétation de nos formules de logique MSO est la classe des posets
série-paralleles étiquetés. Nos formules de logique MSO formalisent ainsi les
propriétés de sous-ensembles de SP®(A) pour un alphabet A. Les variables du
premier ordre utilisées dans une formule MSO représentent des éléments des
posets qu’on veut caractériser. Les variables du second ordre représentent des
ensembles d’éléments de posets qu’on veut caractériser. La formule atomique
X (x), qu'on a tendance & écrire € X, est interprétée comme : I’élément d’un
poset représenté par la variable du premier ordre x appartient a I’ensemble
d’éléments d’un poset représenté par la variable du second ordre X. Dans une
formule MSO, le prédicat x < y signifie que x et y représentent deux éléments
d’un poset P et < y dans P. Le prédicat a(z) signifie que = représente un
élément d’un poset P étiqueté par la lettre a € A.

Exemple 3.2.2. Reprenons la formule du premier ordre ¥ de l’Exemple 8.1.5 :
Y=Vralx) = Jyx<yAbdly)
Cette formule est lue de la maniére suivante :

Pour tout élément x d’un poset P, si x est étiqueté par a dans P alors il existe
un élément y de P tel que x < y dans P et y est étiqueté par b.

Ainsi, tout poset P dont tout élément étiqueté par a est suivi par un élément
étiqueté par b satisfait la formule . Remarquons que, pour tout élément x éti-
queté par a dans un poset satisfaisant 1, [’élément étiqueté par b qui le suit n’est
pas forcément successeur de a. Les posets €, b, bb, aaab, (a || b)b par exemple
satisfont 1. Les posets a, aba, a || a, a || b par exemple ne satisfont pas .

Exemple 3.2.3. Reprenons l’énoncé ¢ de I’Exemple 3.2.1.

— la premiére ligne de la formule s’assure que tous les éléments du poset
analysé sont soit dans l'interprétation Y ou dans celle de Z ;

— la deuziéme ligne vérifie que tout élément se trouvant dans l’interprétation
de 'Y ne se trouve pas dans l’interprétation de Z et inversement ;

— la troisiéme ligne indique que les €léments de l'interprétation de Y sont
tous inférieurs aux élément de linterprétation de Z, et que tous les élé-
ments de l'interprétation de'Y sont étiquetés par a et ceux de linterpré-
tation de Z par b.

Les deux premieres lignes de la formule partitionnent tout poset P analysé en
deur sous-posets Y et Z. Cette partition n’est pas au sens mathématique du
terme puisque Y ou Z peuvent étre vides. La troisieme vérifie en particulier que
P =Y + Z. Par conséquent tout poset P ayant une factorisation séquentielle
potentiellement triviale Py - Py ot tous les éléments de Py sont étiquetés par a
et ceux de Py sont étiquetés par b satisfait la formule ¢. En particulier, le poset
vide satisfait ¢ et tous les posets dont tous les éléments sont étiquetés par a
(resp. b) satisfont ¢.

Lorsque une formule MSO 1 est close, il n’y a pas de confusion quant a
I’ensemble de posets dont la formule 1) liste les propriétés, comme vu dans
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les exemples précédents. Toutefois, la confusion subsiste quand FV(¢) # 0.
Lorsqu’on écrit
Y=Vralz) = Jyz<yAbly)

on décrit ’ensemble de tous les posets dont tout élément étiqueté par a est suivi
d’un élément étiqueté par b. Tandis que dans

Y'(2,y) = a(z) = = <yAby)

on ne sait pas & quels éléments de posets les variables = et y (qui sont libres
dans ce cas) font références. L’ensemble des posets caractérisé par cette derniere
formule dépend de l'interprétation donnée a = et y. Le poset P = a-a-b satisfait
les propriétés décrites par la formule 1 puisqu’il existe bien un élément dans P
étiqueté par b qui suit tous les éléments de P étiqueté par a. Cependant, notons
que P satisfait 1’ seulement dans le cas ou = désigne un élément de P étiqueté
par a et y celui étiqueté par b ou quand les deux désignent 1’élément étiqueté
par b. Dans le cas ou = désigne I’élément étiqueté par b et y un élément étiqueté
par a, P ne satisfait pas v¢’. Idem dans le cas ot = et y désignent tous les deux
un élément étiqueté par a.

Quand un poset P satisfait les propriétés formalisées dans une formule
close 9 on dit que P est un modéle pour ¢ ou que P satisfait 1, noté P = 1.
Inversement, P £ ¢ si P ne satisfait pas les propriétés formalisées dans .
Puisqu’une formule MSO close est construite inductivement a partir de formules
MSO potentiellement non closes, il va falloir définir formellement la notion de
modele d’une formule de logique non close. Lorsque 1 a des occurrences de va-
riables libres x1,...,2,, X1,...,X,,, pour n,m € N qui ne sont pas tous les
deux égaux a 0, la notion de modele pour ¥(x1, ..., 2z, X1, ..., X;,) est définie
relativement a l'interprétation donnée aux variables libres de ¢ dans un poset.
L’interprétation d’une variable libre du premier ordre (resp. second ordre) est
une valeur concréte donnée a cette variable correspondant & un élément (resp.
ensemble d’éléments) d’un élément de l'univers d’interprétation.

Dans la suite nous définissons formellement par induction sur la structure
de ¢ la notion de modele d’une formule MSO . Soient U; = {x1,...,2,} un
ensemble de variables du premier ordre et Uy = {Xi,...,X,,} un ensemble de
variables du second ordre, pour n,m € N. Soit ¥ une formule MSO dont les les
variables du premier (resp. second) ordre sont toutes dans Uy (resp. Us). Soit P
un poset étiqueté par un alphabet A et soient pq: Vi — P et us: Vo — P(P)
des applications appelées interprétations de respectivement Uy et Us dans P.
Soient vy,...,v, € P et Vi,...,V,, C P tels que p1(x;) = v; pour tout ¢ € [n]
et po(X;) =V, pour tout j € [m]. Alors, le poset P est un modeéle pour ¢ avec
les interprétations p; et po noté

P (x1,v1)y oy (X, vn), (X1, V1), oo, (X, Vi) E 9
si
— Y=z <3 et v; < vy dans P;
— 1 = a(z1) et vy est étiqueté par a dans P, pour a € A;
— = Xq(x1) et v1 € Vp
— 1 est de la forme 1 V 15 et

P7 ({)31,’1}1)7 ey (il?n,’l}n)7 (Xla V1)7 ey (Xm7 V’m) |: wl
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ou
P7 (.’)31,’1}1)7...,(.’En,’l}n)7(Xl,V]),...7(Xm,Vm) }Z ¢2

— 1) est de la forme —1)’ et
Py (z1,v1)y oy (Tnyvn), (X1, V1), ooy (X, Vin) = 11
— 1 est de la forme Jzq ¢’ et il existe v} € P tel que
P, (x1,v)), (2,v2), ..y (T, v0), (X1, V1)s ooy (Xmy Vi) E
— 1) est de la forme 3X; ¢’ et il existe V{ C P tel que
P (z1,v1),. ., (n,vn), (X1, V7)), (X2, V2), ..o, (X, Vi) E ¥

Remarquons que les valeurs données par p; et po aux variables du premier
et du second ordre qui ne sont pas libres dans 1 n’ont pas vraiment d’intérét.
Par conséquent, si 1 est une formule MSO close alors P est un modeéle pour
si

P? (-'1717/141(1'1)); SRR (mnvul(mn))7 (X17/1'2(X1))7 RS (Xmﬂ:U’Q(Xm)) ): 1/)

pour n’importe quelles p1 et po. Dans ce cas, on écrit tout simplement P = 1.
De plus, dans le cas ou FV(¢) = {«f,..., n,,Xl,...,Xﬁn,} C U; U Uy, pour
n',m’ € N tels que 9 n’est pas close, alors on écrit

Pz, 00), o (o), (X V) (X Vi) E (@], Xy ey Xonr)

pour vi,...,v,, € Pet V/,...,V!, C P sl existe deux interprétations p; et
o de respectivement Uy et Us dans P tel que P est un modele pour ¥ avec py
et pg, pour tout i € [n'], pu1(x;) = vj et, pour tout j € [m'], u2(X3) = V. On
appelle vy,...,v, et Vi, ..., V,, interprétation donnée aux Varlables T1,...,Tn
et X1,...,X,, dans P

Exemple 3.2.4. Soit la formule de logique
V' (2,y) =alz) = z<yAby)
et soit le poset P = aab qu’on détaille par

P = ({z1, 22,23}, 71 < 22 < x3,{(21,0), (x2,0a), (x3,0)})

Alors
P, (x’x3)’ (y,fES) ': 1//(95724)
P, (z,33), (y, 72) = ¢/ (x,y)
P7 (x7x1>7 (y7x3) ': W(%y)
P, (xaxQ)a (y,:ﬂg) ': 1/)/(Z,y)
P, (z,22), (y, 1) = ' (x,)
P, (z,21), (y, 72) = V' (x,)
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Exemple 3.2.5. Soit
V(y,2,Y, Z2) = (Y(y) N Z(2)) = y <zNaly) Ab(2))
une sous-formule de la formule close ¢ de I’Exemple 3.2.1 et soit le poset

P = ({z1, 22, 23, 24}, { (21, 22), (21, 23), (21, 24), (22, 24), (23, 24)}, 1)

ayant la fonction d’étiquetage | = {(x1,a), (x2,b), (x3,b), (x4,a)}. Le poset P
s’écrit plus simplement a(b || b)a. Remarquons que

P, (y,z1), (2,22), (Y, {21}), (Z, {22, 23}) | ¥(2,y, X, Y)

P, (y,z4), (2, 22), (Y, {z1}), (Z,{23}) E ¥(z,y, X, Y)

P, (y,74), (2,23), (Y, 0), (Z,{z3}) E ¥(z,y, X, Y)

P, (y,24), (z,23), (Y, {z1,24}), (Z, {23}) £ (2,9, X,Y)

P, (y,z2), (2, 24), (Y, {z1, 22, 24}), (Z, {1, 23}) £ (2,9, X,Y)

Remarquons aussi que Pt~ ¢.

On peut aussi voir les formules de logique comme étant des formules expri-
mant les propriétés d’'un ensemble de posets sur un alphabet étendu. On appelle
ces posets des posets marqués par extension de la notion de mot marqué définie
par exemple dans [69] ou [82].

Définition 3.2.6. Soit A un alphabet et soit Y(x1,...,Tn, X1,...,Xm) une
formule MSO ayant un ensemble Vi = {x1,...,z,} de variables du premier
ordre libres et un ensemble Vo = {X1,...,X;n} de variables du second ordre
libres. Un (V1,Va)-poset (ou poset marqué par Vi et Va) étiqueté par A est un
poset (P, <,1) étiqueté par A x P (Vi) x P(Va) tel que pour tout i € [n] il existe
exactement un seul p € P tel que z; € ma(l(p)).

Remarquons qu’a partir de tout poset étiqueté par A, on peut construire un
(D, 0)-poset étiqueté par A et réciproquement. Dans la suite nous confondrons
les deux notions. Remarquons aussi qu’une interprétation des variables libres
Z1yeees Ty X1, ..., Xy dans un poset (P, <,1) étiqueté par A induit un unique
(V1, Va)-poset (P, <, 1) étiqueté par A x P(V1) x P(V3) et réciproquement :
— les posets (P, <) et (P’,<’) sont isomorphes;
— pour tout v € P, m(I'(v)) = 1(v);
— chaque variable libre  du premier ordre apparait dans la deuxiéme compo-
sante de I'étiquette d’un élément v € P’ si et seulement si Uinterprétation
de x dans P est v;

— chaque variable libre X du deuxieme ordre apparait dans la troisiéme
composante de Iétiquette d’un élément v € P’ si et seulement si v est un
élément de 'interprétation de X dans P.

Pour ne pas alourdir la notation, souvent on ne fera pas de différence entre
une variable du second ordre et son interprétation. Un (Vi, Va)-poset est aussi
noté P(xy1, ..., Tn, X1,..., Xom) quand Vi = {z1,...,z et Vo = {X1,..., X;n }.

On peut maintenant définir la notion de satisfaction d’une formule de lo-
gique 9 par un poset marqué. Soient A un alphabet, V7 un ensemble de variables
du premier ordre, V5 un ensemble de variables du second ordre, 1 une formule
MSO dont les variables du premier (resp. second) ordre sont dans Vi (resp. Va)
et soit (P, <,l) un (V1,Vz2)-poset. Alors P |= 4 si et seulement si :
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— ¢ =1z < y et il existe p,p’ € P tel que x € mo(1(p)), y € m(I(p')) et p < p’
dans P;

— 1 = a(z) et il existe p € P tel que x € ma(l(p)) et m(I(p)) = a, pour
a€A;

— 1 = X (x) et il existe p € P tel que z € m2(l(p)) et X € m3(l(p));

— =11 Vet PEyouP =

== et PR

— ¢ = Jz Y’ et il existe p € P tel que le poset P dans lequel 1'étiquette
(a, V,V') € Ax P(V1) x P(Vz) de p est devenue (a, V U {x}, V') est un
modele pour 1) ;

— 1) = 33X ¢/ et il existe Q C P tel que le poset P dans lequel 1’étiquette
(ag, Ve, V)) € Ax P (V1) x P(Va) de ¢, pour tout ¢ € Q, est devenue
(ag, Vg, Vy U{X}) est un modele pour 9’ ;

Remarquons qu’'un poset marqué qui est modele d’une formule close est un

(D, 0)-poset.

Exemple 3.2.7. Reprenons la formule ¢'(x,y) de I’Exemple 3.2.4 et le poset
P = aab. Le poset P avec Uinterprétation (x,x3), (y,x2) (resp. (x,z2), (y,x1))
induit le poset margué (a,, 8)(a, {y}, 0)(b, {z},0) (resp. (a, {y}, D)(a, =}, 0)(b
0,0)) et on a

((a,0,0)(a, {y}, 0)(b, {z},0) |= ¢’
(a,{y},0)(a, {x},0)(b,0,0) = v/

Le poset P avec Uinterprétation (y,x2), (z,x4), (Y, {21, 22, 24}), (Z,{z1,23})
des variables libres de ¥(y, z,Y, Z) de ’Ezemple 3.2.3 induit le poset marqué

(@, 0,{Y, ZH (0, {y},{Y D) I (6,0,{2}))(a, {z},{Y'})

qui n’est pas un modéle pour ¢(x,y, X,Y).

3.3 P-MSO

La logique P-MSO (Presburger Monadic Second Order) est une extension de
la logique MSO qui utilise I'arithmétique de Presburger. Elle a été utilisée par
Bedon dans [9] pour caractériser les langages rationnels de posets N-libres finis.
Notons que 'association de la logique MSO avec l'arithmétique de Presburger
a été aussi utilisée, indépendamment, par Dal Zilio et Lugiez [41] et par Seidl,
Schwentick et Muscholl [80]. Dans ces deux travaux, les auteurs définissent des
notions d’automates d’arbres caractérisés par la logique MSO associée a I’arith-
métique de Presburger. Ils utilisent notamment ces caractérisations pour obtenir
des procédures de décision d’interrogations sur des documents XML.

La logique P-MSO est un mélange entre MSO et la logique de Presburger.
D’un point de vue syntaxique, les formules de P-MSO sont construites a partir
de trois types de variables : les variables du premier ordre, les variables du second
ordre et les variables de Presburger; et d’'un ensemble de prédicats prédéfini,
en utilisant les mémes regles de construction que pour les formules de MSO. La
différence entre P-MSO et MSO se situe dans les formules de la forme :

w(Z) = Q(Zﬂ/}hmywmp(th,xn))
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ol Z est une variable du second ordre libre, 1);, pour tout i € [n], est une formule
P-MSO n’ayant pas de variables libres du premier ordre, et p(z1,...,z,) une
formule de Presburger de &2,,. Les variables x4, ..., x, sont libres pour p mais
ne sont pas libres pour la formule compléte ¥(Z). On interpréte les formules
P-MSO sur les posets série-paralleles transfinis étiquetés par un alphabet A. La
signature utilisée est Lp_nrs0 = {<, X ()} U {a: a € A}. 1l s’agit exactement
de la méme signature utilisée pour les formules MSO.

Formellement, soit A un alphabet V7, V5 et V4 trois ensembles disjoints de
variables nommeées respectivement wvariables du premier ordre de P-MSO wva-
riables du second ordre de P-MSO, et variables du premier ordre de Presburger.

Les formules de P-MSO sont construites inductivement selon la syntaxe sui-
vante :

1. sia € A et x € V; alors a(z) est une formule P-MSO ;

si xz,y € V7 alors x < y est une formule P-MSO ;

sizeViet X € Vyalors z € X (ou X(z)) est une formule P-MSO ;

si 1 et Y9 sont des formules P-MSO alors ¥ V1) et 11 Ats le sont aussi;
si 9 est une formule P-MSO alors —) est aussi une formule P-MSO ;

si ¢ est une formule P-MSO et 2 € V; (resp. X € V5) alors 3z ¢ et Va
(resp. 3X ¢ et VX ) sont des formules P-MSO ;

T.81Z €V, 21,...,2n € Vi, p € Py, pour n € N| et pour tout i € [n], ¥;
est une formule P-MSO sans variable libre du premier ordre alors

Q(Zawla"wwnap(‘rh'",wn))

est une formule P-MSO.

Les six premieres regles de construction sont exactement celles construisant les
formules MSO sur la signature Zy;s0. La nouveauté dans P-MSO réside dans
le septiéme régle de construction. L’ensemble FV (1)) des variables libres d’une
formule P-MSO généralise celui de MSO en plus de la regle suivante :

A o

si ¢ est une formule P-MSO de la forme 2(Z,4¢1,...,¥n, p(z1,...,2,)) alors

FV(y) ={Z}
Similairement aux formules MSO, on note par ¥ (z1,...,%n, X1,..., X,;,) une
formule P-MSO 1 dans laquelle les variables du premier ordre x1,...,x, et les
variables du second ordre X1, ..., X,, sont des variables libres, pour n,m € N.

Un énoncé P-MSO ou une formule close P-MSO est une formule P-MSO sans
variables libres.

Comme précisé plus haut, les formules P-MSO sont interprétées sur les po-
sets de SP°(A) pour un alphabet A. Comme MSQO, les variables de V] sont
interprétées sur des éléments de posets de SP°(A), celles de V5 sur des sous-
ensembles de posets de SP°(A). Les variables de Vg sont interprétées sur N. La
sémantique donnée aux formules P-MSO généralise celle donnée aux formules
MSO. Comme en MSO, quand x,y € V; sont interprétées sur des éléments d’un
poset (P, <p,lp) € SP°(A) et X € V5 comme un sous-ensemble de P, les for-
mules atomiques = < y, a(x) et X (x) sont interprétées comme respectivement
x <py,lp(xr) =aet z € X. Les quantificateurs spécifient les modalités des dif-
férentes variables et les connecteurs —, V permettent d’appliquer des opérations
booléennes sur les formules P-MSO.
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Nous détaillons dans la suite la sémantique donnée & une formule de la forme

w(Z) = ‘Q(valu"'vwnvp(mla'“ ,(En))

Soit P € SP°(A) et soit ¢y, ...,cy, des couleurs différentes. Informellement,
on assimile le concept de satisfaction de (Z) par P & une notion de coloriage
de linterprétation Y de Z dans P. Pour que P satisfasse ¥(Z), il faut que Y
soit un facteur de P admettant une factorisation parallele |[;e) Yy non triviale
pouvant étre coloriée de la maniére suivante : A chaque Y, i € [k], on associe
une couleur ¢;, j € [n], si Y; satisfait ¢);. Remarquons qu’il peut y avoir plu-
sieurs tels coloriages, comme il peut ne pas y en avoir du tout. Un coloriage
est fructueux si (vi,...,vn) € L(p) ou chaque v;, j € [n] désigne le nombre
d’utilisations de la couleur ¢;. Plus formellement P satisfait 1/(Z) si Z est inter-
prétée comme un bon intervalle Y non vide de P, et il existe (vy,...,v,) € L(p)
et des posets séquentiels Y1 1,...,Y1 41,y Yo1,..., Y, € SP°T(A) tels que
Y =llietnilljew, Yis et Yi; satisfait ¢; pour tout i € [n] et j € [v;]. Si c’est le
cas, on écrit P,Y = v (2).

Exemple 3.3.1. Soit A = {a1,a2}, et soit v, = Iz a;(x), i € [2]. Soit
p(x1,m0) = Tk13ko o1 = 2k1 ANy = 2k + 1 € P, Soient Py = ai(ay || a1)aq,
Py = asas et Py = (a1 || az)a; et soit P =P || Py || Ps. Alors

P, P 2(X, 91,12, p(x1,22))
puisque Py et P3 satisfont 11, Py satisfait o et (2,1) € L(p).

Soit A un alphabet. L’univers d’interprétation de nos formules de logique
P-MSO est SP°(A). Dans la suite, cet univers sera restreint suivant la classe
de posets de {A*, A*, A°, SP(A),SP°(A)} quon aura & traiter. S'il n’est pas
cité, il sera compris du contexte. Le langage d’une formule 1, noté Le, (¢), est
I’ensemble des posets marqués de 'univers d’interprétation % qui sont modeéles
pour 9. En particulier, lorsque 1 est une formule close, Ly (1)) est un ensemble
de (0, 0)-posets. Deux formules 11 et ¥ sont dites logiquement équivalentes dans
un univers d’interprétation %, noté v¥; =4 12, si Ly (1) = La/ (12). Quand
Punivers % est compris du contexte on écrit L(v) au lieu de Lo, (1) et 11 = 9y
au lieu de 1 =9 ¥o.

Exemple 3.3.2. Soit [’énoncé FO suivant
Yp=Vralx) = Jyr<yA(-Tzax<zAz<y) Aby)

Alors La-() est Uensemble des mots finis ou toute lettre a est suivie immé-
diatement d’une lettre b. Ce langage est exprimé par l’expression rationnelle
b*(abT)*b*. Similairement, L 41 (1)) = b*(abb®)8b et L 40 (1p) = b°(abb®)®b°.

Exemple 3.3.3. Soit la formule MSO ¢ close de I’Exemple 3.2.1 décrite aussi
dans 'Ezemple 3.2.3. Alors L-(¢) = a*b*, L 4:(¢) = ab! et Lao(¢) = a°.

Soit A un alphabet. La logique MSO est étroitement liée aux langages ration-
nels sur les mots de maniere générale. En particulier, quand elle est interprétée
sur A* (resp. A, A°) elle est exactement de méme expressivité que les auto-
mates de Kleene (resp. sur les ordinaux dénombrables, sur les ordres linéaires
dénombrables et dispersés). Ces résultats sont ’objet de la prochaine section.
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Bedon a étendu ces résultats aux langages rationnels de SP(A) en utilisant
P-MSO. Nous en parlerons dans le chapitre suivant, et nous les étendrons aux
langages rationnels de SP¢(A). De son coté, la logique FO est strictement moins
expressive que MSO. Elle caractérise les langages sans étoiles de A*. Un lan-
gage sans étoile de A* est le langage d’une expression rationnelle n’utilisant pas
Popération * mais ot 'opération de complémentation est admise.

Théoréme 3.3.4 ([62]). Soit A un alphabet. Alors un langage L de A* est sans
étoile si et seulement si il existe un énoncé FO 1 tel que La+ () = L.

Dans une logique L interprétée sur une classe de posets %, une L-théorie
Tp d’un poset P est I’ensemble des formules de L dont P est un modele. Une
L-théorie T est décidable si la question « la formule ¢ appartient & la théorie
T 7?7 » est décidable pour toute formule 1) de L.

Soit A un alphabet. Dans la prochaine section, on retracera les résultats de
décidabilités de MSO sur A*, A% et A°. Dans le chapitre suivant on se penchera
sur la décidabilité de la théorie P-MSO sur SP(A) et SP°(A). Mais d’abord
nous définissons dans la prochaine sous-section des formules P-MSO qui nous
serons utiles dans la suite.

3.3.1 Relations définissables en P-MSO

Soit P un poset étiqueté. Une relation R C P™ x (Z(P))™ est définissable
en P-MSO (resp. MSO) dans P s’il existe une formule P-MSO (resp. MSO)
or(x1,. .., Tm, X1,...,Xpn) qui est satisfaite par P si et seulement si I'inter-
prétation (vy,...,vm, Vi,...,V,) donnée aux variables libres de ¢ dans P est
un élément de R. Naturellement toute relation sur P définissable en MSO est
définissable en P-MSO.

Pour alléger nos formules de logique et pour qu’elles soient plus lisibles nous
utiliserons ce qu’on appelle macro. 11 s’agit d’abréviations de longues formules
de logique a l'aide de symboles ou de noms de fonctions permettant de rendre
les formules plus compréhensibles. Bien siir, avant 1'utilisation d’une macro on
définira au préalable a quoi elle fait référence.

e (e, X) =3z z € X Ap(x, X)
V¥, X) =V z € X = ¢(z,X)
r=y+l=y<azA(-Tzy<zAz<uz)
r<y=z=yVr<y
Dom(X)=Vzxze X
Ces macros formalisent de haut en bas I'existence d’un « dans X tel que ¢ (z, X),
pour tout z si x € X alors ¢ (z, X), le fait que x soit un élément successeur de
y, le fait que = soit plus petit ou égal a y et le fait que X contienne tous les
éléments du poset dans lequel X est interprétée. Aussi, étant données deux for-
mules P-MSO 91 (z1, ..., %k, X1, .. ,in) et Yo(x1,. .., Thy, X1, .. ,Xk/?), pour
ki, k1, ko, k5 € N, on dénote par ¢y (21, ..., Thy, X1, 000y Xpr ) Ve tha(T1, .00, Thy,s
Xi,..., Xpy) la formule

wl(ajla'"?Ik17X17"'7Xk'1) \/1/}2(1:17'"7:Ek27X17"'7Xk"2)

si la condition c est vérifiée et v (z1,..., Tk, X1, .. ,kal) sinon.
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On liste dans la suite quelques macros de relations sur le posets définissables
en P-MSO. Soient P un poset étiqueté, X,Y,Z C P et x € P. Alors :

XCY=VezeY = xe”

X=Y=XCYANYCX

XAY=-X=Y

XCY=XCYA-X=Y
YUZ=X=Vz(zeYVzeZ)eoreX
YNZ=0=Vz (z€Y = w€Z)N(z€Z — —x€Y)
YNZA0=-YNZ=0

Y, ZA0=Y £0ANZ#0

X<Y=VaVy (z e X AyeY) = <y
min(z, X) =V¥y z <y

max(z, X) =Viyy <z
Succ(z, X)=Fyy=a+1
Pred(z,X)=Fyz =y +1
L’interprétation de ces macros est suffisamment explicite. Les deux dernieres en
particulier vérifient que x admet respectivement un successeur et un prédéces-
seur dans X. Plus généralement :
Comp(z,y) =z <yVy<z
Incomp(z,y) = —Comp(z,y)
ot Comp(z,y) et Incomp(z,y) expriment respectivement « x est comparable a
y » et « x est incomparable a y ». Dans le méme contexte, les formules :
r=y=3X)Y | X|=1AY|=1AzeXANyeYANX=Y
x|y = -2 =y A Incomp(z,y)
X|Y=VaVy(ze X AyeY) = x|y
expriment que x est égal & y, que z est différent et incomparable & y et que

les éléments de X sont tous différents et incomparables aux éléments de Y. On
dénote par

Wz p(x) = Fo P(a) A (Vy ¥(y) = y= 1)

la formule exprimant l'existence d’un unique z tel que ¥ (z). Les formules

FY YV, X) =3V Y C X A(Y, X)
VXY (Y, X)=VY Y C X = (Y, X)

sont similaires & 3%z ¢ (z, X) et V¥z (x, X).
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La relation « (Y, Z) est une partition de X » est aussi définissable en P-MSO :
Partition(X,Y,Z) =Y UZ=XAYNZ=10

Notons que ce n’est pas exactement la définition mathématique de la notion de
partition d’un ensemble. En effet, ici nous autorisons Y et Z a étre vides.
La relation |X| = n pour tout n € N l'est aussi :

— X|=0=X=0
— |X|=n+1=3Y,Z Partition(X,Y, Z) A |Y|=1A|Z]|=n
On en déduit une formule P-MSO définissant la relation |X| > n :

IX|>n=-(X|=0A---AX|=n—1)

La relation « X est la composition séquentielle de Y et Z » est définissable en
P-MSO :
X =Y + Z =Partition(X,Y,Z2)ANY < Z

Similairement, « X est la composition parallele de Y et Z » est aussi défi-
nissable en P-MSO :

X =Y || Z=Partition(X,Y,Z)AY || Z
Plus généralement, la relation « X est un intervalle de P » I’est aussi :
Intervalle(X,P) =X C P A(V¥aV'pv¥ar 2 <pAp <2’ — pe X)

C’est une traduction en MSO de la définition formelle de la notion d’intervalle.
On peut déduire aussi une formule MSO définissant « X est un bon intervalle
de P ».

Facteur(X, P) = Intervalle(X,P) A X # 0
A (VX v X 2'YF p(Comp(p, ) A Incomp(p,2’) = p € X)

C’est une traduction en MSO de la définition formelle de la notion de bon
intervalle qui correspond a la notion de facteur dans les posets étiquetés.
Les formules suivantes :

Facteury(X, P) = Facteur(X, P)A
(1X] =1V 33X, Xo X1, Xo #0AX = X1 + Xo)
Facteurp(X, P) = Facteur(X, P) ANIX, Xo X, Xo # DAX = X1 || X5

définissent les relations « X est un facteur séquentiel de P » et « X est un
facteur parallele de P ».

Enfin, nous aurons besoin de la macro formalisant la notion de facteur maxi-
mal d’une partie d’un poset. Soit P un poset et Y un sous-poset de P. Une
partie X de Y est un facteur maximal de P dans Y si X est un facteur de Y
et il n’existe pas de facteur @@ de Y tel que X est une partie de Q. C’est ce
qu’exprime la formule MSO suivante :

FacteurMax(X,Y) = Facteur(X,Y) A (—3Q Facteur(Q,Y)A X C Q)
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Exemple 3.3.5. Soit % € {A*, A}, A° SP(A),SP°(A)} pour un alphabet A et
soit a € A. Soit la formule suivante :

H(X) =X #0ADom(X)AF¥z a(x)

La formule ¢(X) est satisfaite par tout poset de % qui contient au moins un
élément étiqueté par a. La sous-formule Dom(X) s’assure que linterprétation
de X contient tous les éléments du poset de % dans lequel X est interprété. La
formule suivante

e(Y) = Dom(Y) A3FY1,Y2 Y1,Ya #OANY =Y, + Yo A p(Y1) A §(Yz)

définit le langage (Lo (0) \ {€}) - (La (¢) \ {€})-
Exemple 3.3.6. Soit A = {a,b} et soient les énoncés P-MSO suivants :

Yo = 3X Dom(X) N | X|=1Aa(z)

Py = 3X Dom(X) N | X| =1Nb(z)
Alors Lgpo(ay(¥a) = {a} et Lgpo(ay(ihs) = {b}. Soit ’énoncé P-MSO suivant :

¢ =3X Dom(X) N 2(X, Ya, ¥y, 1 = 23 A~z =0)

L’ensemble de Presburger de la formule ©1 = xo A -1 = 0 est {(v,v): v €
N*}. L’énoncé ¢ est satisfait par tous les posets paralléles dont la factorisation
parallele irréductible est de la forme ||icin) P, pour n € N*, telle qu’il eviste
une partition (K1, Ks2) de [n] avec |K1| = |Ks| et, pour tout j € K1, P; = 9,
et, pour tout j € Ko, Pj = vy. Par conséquent Lgpoca)y(¢) = (a || b)®. Alors
Lgpocay(®) = Lspcay(¢). Le langage défini par ¢ est le langage de l'automate
de la Figure 2.12 décrit dans I’Exemple 2.3.22.

3.4 Automates sur les mots et MSO

Soit A un alphabet. Le résultat de Biichi [28], Elgot [44] et Trakhtenbrot [83]
établissant ’équivalence d’expressivité entre les automates de Kleene et MSO
a été généralisé a plusieurs autres classes de mots. En particulier, Biichi I’'a gé-
néralisé pour les langages rationnels de A* dans [31] et Bedon, Bes, Carton et
Rispal pour les langages rationnels de A° dans [11]. Les preuves de ces asser-
tions sont effectives. Il s’agit de construire a partir d’une expression rationnelle
ou d’un automate de langage L une formule de logique MSO de langage L aussi,
et inversement. Dans le cas A* ou Af, la construction classique d’une formule
MSO a partir d’un langage rationnel L se fait en encodant les propriétés satis-
faites par un chemin acceptant d’'un automate o/ de langage L. L’idée est de
simuler un chemin acceptant v de &/ en mettant chaque élément x du mot w
qui I’étiquette dans une variable du second ordre X; encodant une transition
séquentielle t = (p, a, q) telle que a(x) de maniére a ce que la suite des X; simule
un chemin acceptant dans 7. Cette construction repose sur le fait que, de ma-
niére générale, I'ordre linéaire indicant la factorisation séquentielle irréductible
d’un mot et celle du chemin dont il est I’étiquette sont similaires dans le cas
des automates de Kleene et les automates sur les ordinaux dénombrables. Cette
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propriété n’est plus vérifiée dans le cas des automates sur les ordres linéaires dé-
nombrables et dispersés. Par conséquent, cette construction n’est pas facilement
généralisable aux langages rationnels de A°. Dans ce cas, les auteurs dans [11]
ont plutdt construit une formule MSO de langage L a partir d’une expression
rationnelle de méme langage. De plus, nous verrons dans le chapitre suivant que
la méme difficulté subsiste dans le cas des automates branchants sur les posets
série-paralleles transfinis. Pour plus d’uniformité, nous présenterons dans cette
section la construction d'une formule MSO interprétée sur A* (resp. A®) & partir
d’une expression rationnelle de Rp(A*) (resp. Rg(A®)). Ces constructions sont
inspirées de celle donnée dans [11]. Nous décrivons dans la Sous-section 3.4.1
comment construire une formule de logique MSO a partir d’une expression ra-
tionnelle de Rp(A*). La construction d’une formule de logique MSO & partir
d’une expression rationnelle de Rg(A°) proposée dans [11] est donnée dans la
Sous-section 3.4.2. Une construction similaire pour les langages rationnels de
mots finis s’en déduit assez facilement.

La construction d’'un automate sur les mots a partir d’'une formule MSO
interprétée sur A*, A* ou A° est un cas particulier de la construction d’un au-
tomate a partir d’une formule P-MSO interprétée sur SP°®(A) que nous allons
présenter dans la Section 4.5 du chapitre suivant. L’argument clé est la ferme-
ture des différentes classes d’automates présentées dans le chapitre précédent
par complémentation. Comme corollaire de 'effectivité du théoréme de Biichi,
Elgot et Trakhtenbrot et de ses généralisations, la décidabilité des théories MSO
sur A*, A¥ et A°.

3.4.1 MSO et langages rationnels de A*

L’équivalence d’expressivité entre la logique MSO interprétée sur les mots
de A* et les automates de Kleene a été établie par Biichi [28], Elgot [44] et
Trakhtenbrot [83]. Biichi a généralisé ce résultat aux langages rationnels de A*.

Théoréme 3.4.1 ([31]). Soit A un alphabet. Alors L C A* est rationnel si et
seulement st il existe une formule 1 de MSO telle que L 43(¢0) = L.

La construction proposée par Biichi d’une formule de logique MSO v, de
langage L € Rat(A*) repose sur un automate <7 sur les ordinaux dénombrables
reconnaissant L. Nous présentons dans cette sous-section une construction de 1y,
par induction sur une expression rationnelle de langage L. Cette construction
est un cas particulier de la construction proposée dans [11] par Bedon, Bés,
Carton et Rispal dans le cas des langages rationnels sur les ordres linéaires.

Rappelons que les expressions rationnelles de Rp(A") sont des termes sur
AU {0, e} de type algébrique (F,\) ot F' = {+,-* % "} et \(op) est l'arité de
op, pour tout op € F. Ainsi, une expression rationnelle e de Rg(A") a 1'une des
formes suivantes :

/ / /
0, €, a(a€A), e; +ea, €1 €3, €*, €%, e

Soit e € Rp(AF) telle que L(e) = L. Peu importe la forme de e, 1y, est de la
forme suivante :

AX (¢(X) A Dom(X))
C’est la sous-formule (X)) qui change selon la forme de e. Remarquons que la
variable du second ordre X est interprétée comme ’ensemble des éléments d’un
mot u susceptible de satisfaire .
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— si e =0 alors
U(X) = ~(X = X)

— si e =c¢alors

H(X) = |X| =0

— si e =a, pour a € A, alors

Y(X) = |X| = 1AV a(x)
— si e est de la forme e; + es ou e - ey alors, par hypothese d’induction, il
existe ¥;(Y) tel que le langage de

X (¢i(X) A Dom (X))

est L(e;), ¢ € [2]. Ainsi

— pour e] + e :

P(X) = P1(X) Ve (X)

— pour eq -eg :
P(X) =3X1, Xa X = X1 4 Xo A (X1) A ha(Xa)

Quand e est de la forme e; - es, la formule 17, exprime que les éléments de X
doivent pouvoir étre partitionnés en deux sous-ensembles X et X5 tel que X;
satisfait 1;(Y"), ¢ € [2]. Les ensembles X; sont 'interprétation des éléments d’un
facteur u; de u tel que u = uy - ug et u; € L(e;), 1 € [2].

L’idée générale de la construction de ¥ (X) est semblable quand e est de la
forme €’*, ¢’ ou /9. Le cas échéant, 1)(X) doit exprimer que X peut étre parti-
tionné en une suite de sous-ensembles (X;);cq, pour un ordinal dénombrable «,
telle que chaque X; est interprété comme I’ensemble des éléments d’un mot de
L(e’). Cette solution est impossible au vu de la potentielle infinité des X;. C’est
la ou la notion de « facteur maximal » intervient. La formule ¥ (X) exprime
que X doit pouvoir étre partitionné en deux sous-ensembles X; et X5 tels que
tout facteur maximal de X; est ’ensemble des éléments d’un mot de L(e;). Nous
avons besoin aussi d’une formule simulant une chaine contenant un et un seul
élément de chaque facteur maximal de Xy et Xs.

Chaine(C,X)=C C X AVY FacteurMax(Y,X) = (Jlece CAceY)
Il faut ensuite vérifier le type d’ordre de cette chaine :

Fini(X) = |X| =0 Vv 3%z max(z, X) AV*z (min(z, X) V Pred(z, X))
Omega(X) = —Fini(X) A X # 0 A -3%z max(z, X)
AVY(Y ¢ X = Fini(Y))
La sous-formule VXz min(x, X) V Pred(z, X) de Fini(X) exprime que tout
élément x € X est soit le minimum de X ou admet un prédécesseur dans X. La

formule Omega(X) exprime que X n’est pas fini, n’est pas vide, qu'il n’admet
pas de maximum et que toute partie propre de X est finie.
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Soit ¢'(X) la formule MSO obtenue par hypothése d’induction telle que
I’énoncé
IX (' (X) A Dom(X))
est de langage L(e’).
Remarquons que dans le cas ot e est de la forme e¢* ou €%, si ¢ = € ou
e/ = () alors L(e) = €. De plus si e est de la forme €’ et €/ = € ou €/ = () alors
L(e) = L(€’). Donc on peut supposer dans la suite que €’ # € et €’ # (.
— si e est de la forme e™*
d)(X) = 3X13013X2302
Partition(X, X1, X2) A Chaine(Cy, X1) A Chaine(Cy, X3)
AN3IZ CyUCy = Z AFini(Z)
AVY (FacteurMax(Y, X;) V FacteurMax(Y, X»)) = ¢/(Y))
VIX|=0
— si e est de la forme €’* remarquons que lorsque € € L(e') alors L(e')* C
L(e")¥. En effet, si € € L(e’) alors des mots de L(e’)* peuvent étre finis
dans le cas ou € est itéré infiniment souvent. Alors :
’(/J(X) = 3X13013X2302
Partition(X, X1, XQ) A Chaine(Cl, Xl) A Chaine(C’g, XQ)
AN3Z CLUCy = Z A (Omega(Z)Veer(eFini(Z))
AVY (FacteurMax(Y, X;) V FacteurMax(Y, X3)) = ¢'(Y)
veGL(e’) |X| =0

En revanche, si e est de la forme e’ alors

’L[)(X) =3dX;3X5 Partition(X, Xl, XQ)
AVY (FacteurMax(Y, X;) V FacteurMax(Y, X3)) = ¢'(Y)
VIX|=0

puisque 7, est interprétée sur AF.

3.4.2 MSO et langages rationnels de A°

Une généralisation du théoreme de Biichi a été établie par Bedon, Bes, Car-
ton et Rispal dans [11] en utilisant la logique MSO interprétée sur A°.

Théoréme 3.4.2 ([11]). Soit A un alphabet. Alors L C A° est rationnel si et
seulement si il existe une formule ¢ de MSO telle que Lao(¢)) = L.

En réalité, Bedon, Beés, Carton et Rispal ont prouvé dans [11] que tout
langage rationnel sur les ordres linéaires est définissable en MSO. Ensuite, une
preuve pour le cas des ordres linéaires dénombrables et dispersés est déduite.
C’est cette derniere qu’on présente dans la suite. La construction proposée dans
[11] est par induction sur une expression rationnelle.

Rappelons que les expressions rationnelles de Rp(A°) sont des termes sur
AU{d, e} de type (F,\) oi F = {-* 4+ 7« F =% o)l Ainsi, une expression
rationnelle e de Rp(A*) a 1'une des formes suivantes :

I—w /

Iw / —
7€h7€ , € ha €10 e

0, € a(acA), e +ea €162, € €
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La construction de 9y, telle que L(¢;) = L(e) est par induction sur une ex-
pression rationnelle e telle que L(e) = L. Similairement au cas des ordinaux
dénombrables, 1’énoncé 1, est de la forme suivante :

IX ((X) A Dom(X))

C’est la sous-formule 9(X) qui change selon la forme de e. Les cas de base de
I'induction sont exactement les mémes. De méme que lorsque e est de la forme
e1 + ez ou e; - e5. L'idée générale est toujours la méme. La formule ¢(X) ex-
prime que X peut étre partitionné en une suite de sous-ensembles (X;);c s, pour
un ordre linéaire dénombrable et dispersé J, telle que chaque X; est interprété
comme 'ensemble des éléments d’'un mot de L(e’). La différence est due ex-
clusivement au changement du domaine d’interprétation qui n’est plus Af mais
A°. Par exemple, la formule 17, construite dans la section précédente pour une
expression rationnelle de la forme e’ interprétée sur A° définit plutot L(e’)°.
Similairement, la formule Fini(X) n’exprime plus la méme chose. Elle est par
exemple satisfaite par tous les mots indicés par —w quand elle est interprétée
sur A°. Par conséquent, il faut pouvoir caractériser d’autres types d’ordre ou
classes de types d’ordre :

Ordinal(X) =V*Y (Y #0 = FVymin(y,Y))
Fini(X) =V*Y(Y #0 = 3 23y max(z,Y) Anin(y,Y))
Omega(X) = —Fini(X) A X # 0 A -Jz max(z, X)
AVXY (Y # 0 = 3y min(y,Y))
A (3Y 2 max(z,Y) = Fini(Y)))

En particulier la formule Fini(X) vérifie que toute partie non vide de X admet
un minimum et un maximum. Par ailleurs, a partir des formules ci-dessus, nous
pouvons déduire les formules -Ordinal(X) et -Omega(X) :

-0rdinal(X) =V*Y (Y # 0 — 3y max(y,Y))
-Omega(X) = —Fini(X) A X # 0 A =3z min(z, X)
AVYY (Y #0 = 3¥y max(y,Y))
A (3¥z min(z,Y) = Fini(Y)))

Par conséquent, si e est de la forme e’* (resp. €'¥) alors ¥(X) est exactement
celle vue dans la Sous-section 3.4.1 au méme cas, en remplacant Fini(Z) (resp.
Omega(Z)) par sa nouvelle définition. Le cas ol e est de la forme '~ est similaire
au cas ol e est de la forme e’ en remplagant Omega(Z) par -Omega(Z). Le cas
ot e est de la forme e? (resp. /~%) est similaire au cas oti elle est de la forme e’*
en remplagant Fini(Z) par Ordinal(Z) (resp. -Ordinal(X)).

Enfin, quand e est de la forme e ¢ e5, il faut pouvoir vérifier le type d’ordre
d’un ordre linéaire dénombrable et dispersé I sur lequel un mot de L(ej o e3) est
indicé. Il faut aussi vérifier certaines de ses propriétés suivant 'appartenance ou
non de € & L(e;), i € [2] (voir [11, Section 3.2] et Remarque 2.1.3).

Supposons d’abord que € ¢ L(e1) U L(eg). Dans ce cas le lemme suivant
donne les propriétés que doit satisfaire I.

Lemme 3.4.3. ([11, Lemme 2]) Soit A un alphabet fini et soient e1,e2 €
RE(A®). Alors, un mot u € L(ej ¢ e3) si et seulement si il est indicé par un
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ordre linéaire dénombrable et dispersé I complet qui peut étre partitionné en
deux sous-ordres J et K vérifiant les propriétés suivantes :

1. si I admet un minimum mq alors my € J ;
2. si I admet un maximum mo alors mg € J ;

3. tout élément de J différent du minimum et du maximum admet un prédé-
cesseur et successeur dans I appartenant a K ;

4. st J admet un minimum m/ alors m admet un successeur dans I appar-
tenant a K ;

5. si J admet un mazimum mb alors mly, admet un prédécesseur dans I ap-
partenant d K ;

6. il existe au moins un élément de J entre chaque paire d’éléments de K.
Rappelons qu’un ordre linéaire I est complet §’il n’admet pas de coupure

(J, K) telle que J et K ne sont pas vides, J n’a pas de maximum et K n’a pas
de minimum. Alors :

Complet(I)=VJVK (J,K #OANT=J+ K = 3z max(z,J) Vmin(z, K))
Ainsi :

$(X) = 3X,3J3X,3K3 X1, Xo £OANJUK =1
APartition(X, X7, X5) A Chaine(J, X1) A Chaine(K, X5) A Complet(])
AVYY FacteurMax(Y, X;) = ¢1(Y)
AVY FacteurMax(Y, Xs) = ¢o(Y)
A (F'my min(my,I)) = my € J
A (F'my max(mg, I)) = mg € J
AV j(-min(j, J) V —max(j, J)) = (Succ(j, K) A Pred(j, K))
A (37m) min(m),J)) = Succ(m), K)
A (37 mh max(m}, J)) = Pred(mj, K)
AVER VB ky(ky < ky = 37§ k1 <j Nj' < ko)

Les quatre premieres lignes de la formule permettent de partitionner X de
maniere conforme a la définition de 'opération rationnelle ¢. Les six dernieres
lignes formalisent les propriétés du Lemme 3.4.3 dans l'ordre. La formule v;(Y)
est celle obtenue par hypothese d’induction telle que I’énoncé

IX (1 (X) A Dom (X))

soit de langage L(e;), i € [2].

Les propriétés que doit vérifier I dans les autres cas sont soit un sous-
ensemble de celles citées ci-dessus ou bien tres similaires. Ces propriétés sont
montrées dans [11]. Nous nous contenterons de les lister sans écrire toutes les
formules correspondantes.

Sie € Liey) et € € L(ey) alors € € L(ey ¢ e3). Dans ce cas u € L(ej ¢ e3)
si et seulement si u peut étre écrit comme [[;.; u; tel que I est soit vide ou [
est complet et peut étre partitionné en deux sous-ordres J et K tels que les
propriétés suivantes sont satisfaites :
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1. u; # € pour tout i € I ;

2. u; € L(e1) quand ¢ € J, et u; € L(ez) sinon;

3. tout élément de J différent du minimum de I admet un prédécesseur dans
I appartenant a K ;

4. tout élément de J différent du maximum de I admet un successeur dans
I appartenant a K.

Sied L(er) et € € L(ez) alors u € L(e; ¢ eg) si et seulement si u peut étre

écrit comme J],.; u; tel que I est 'ordre linéaire réduit a un seul élément ou

n’importe quel ordre linéaire dénombrable et dispersé qui peut étre partitionné
en deux sous-ordres J et K tels que les propriétés suivantes sont satisfaites :

—_

u; # € pour tout i € I;
u; € L(ey) sii € J, et u; € L(ez) sinon;
si I admet un minimum m; alors m; € J;

si I admet un maximum msy alors my € J;

PR e

il existe au moins un élément de J entre chaque paire d’éléments de K.

Enfin, si e € L(e1) N L(ez) alors u peut s’écrire comme [ [, u; tel que I est
n’importe quel ordre linéaire dénombrable et dispersé et u; est n’importe quel
mot non vide de L(e;) U L(ez), pour tout ¢ € I. Dans ce cas :

Q/J(X) =3dX;3X5 Partition(X, Xl,XQ)
AVY FacteurMax(Y, X;) = (¥1(Y) V 2(Y))
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CHAPITRE 4

LAUTOMATES SUR LES POSETS ET P-MSO

La particularité de MSO est son adaptation aux classes de langages ration-
nels de A*, A% et A°. Pour caractériser ces langages rationnels, seule 'univers de
MSO change d’une classe & une autre. Toutefois, en ce qui concerne les posets,
MSO est moins expressive que les automates branchants. En effet, il n’y a pas
de formule MSO de langage (a || b)® par exemple.

Nous présentons dans ce chapitre I'un des principaux résultats de cette these :

Théoréme 4.0.1 ([2, 4]). Soit un alphabet A. Un langage L C SP°(A) est
rationnel si et seulement si il est définissable en P-MSO avec des constructions
effectives d’un formalisme vers 'autre.

C’est une généralisation, en particulier, de I’équivalence d’expressivité entre
MSO et les automates de Kleene, les automates sur les ordinaux dénombrables
(Théoreme 3.4.1) et les automates sur les ordres linéaires dénombrables et dis-
persés (Théoréme 3.4.2), quand MSO est respectivement interprétée sur A*, A*
et A°. Un résultat similaire a aussi été montré pour les langages rationnels de
posets série-paralléles finis SP(A). Dans [9], Bedon utilise une extension de la
logique MSO avec I'arithmétique de Presburger, appelée P-MSO, pour montrer
que, lorsqu’elle est interprétée sur SP(A), P-MSO est effectivement équivalente
en expressivité aux automates branchants de Lodaya et Weil. Une procédure
de décision pour la théorie P-MSO sur SP(A) s’en déduit naturellement. La
construction d’un automate branchant <7 a partir d’une formule P-MSO utilise
des arguments classiques et s’appuie sur la fermeture de la classe des langages
rationnels de SP(A) par complémentation montrée dans le méme article. La
réciproque reprend la construction classique de Biichi. Une formule P-MSO de
méme langage que <7 est construite en encodant en P-MSO les propriétés satis-
faites exclusivement par les chemins acceptant de .o7.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur une généralisation du théoreme de
Biichi-Elgot-Trakhtenbrot pour les langages rationnels de SP®(A). Nous mon-
trons que tout langage L C SP°(A) est rationnel si et seulement si il est dé-
finissable en P-MSO. Ce résultat est effectif. La construction d’un automate
branchant sur les posets série-paralléles transfinis & partir d’une formule P-
MSO reprend aussi des techniques habituelles. Nous présentons cette construc-
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tion dans la Section 4.5. L’argument majeur est la fermeture de la classe des
langages rationnels de SP°(A) par complémentation (Théoréeme 2.3.32). Cepen-
dant, I'implication de la gauche vers la droite utilise de nouvelles techniques.
La technique habituelle de la construction d’une formule de logique ¥ a par-
tir d’'un automate &/ de mémes langages consiste a encoder les propriétés des
chemins acceptants de &/ par des moyens de logique. La formule 1 encode un
chemin acceptant v dans &7 étiqueté par un poset P en mettant chaque élément
de P dans une variable du second ordre indicée par une transition séquentielle
successeur de maniere consistante avec la définition de chemin. Il reste a enco-
der 'utilisation des transitions limites. Pour cela il faudrait que chaque facteur
F de P ait un élément qui soit une plus grande borne inférieure ou une plus
petite borne supérieure de F' dans P. Cet élément servirait en particulier a en-
coder 1'utilisation des transitions limites. Contrairement aux posets de A*, A*
ou SP(A), les posets de A° et SP°(A) n’ont pas cette propriété. Par exemple
le poset X = a=“a¥ facteur du poset Y = a“a"“a“a™ n’a ni de plus grande
borne inférieure ni de plus petite borne superleure dans Y C’est ce qui rend
dans [11] en construisant ¢ a partir d’une expression rationnelle e € Rg(A°) de
méme langage que /. En nous appuyant sur le Théoreme 2.3.31, nous faisons
de méme pour les langages rationnels de SP°(A).

Nous construisons a partir d’une expression rationnelle e € Rg(SP°(A)) une
formule P-MSO . telle que L(e) = L(t.). La construction se divise en trois
étapes. La premiére étape consiste a transformer e en une forme équivalente
appelée >1-expression. Cette derniére nous garantit que les différents symboles
représentant des produits séquentiels composent séquentiellement, une fois inter-
prétés, au moins deux posets non vides. Par exemple l express1on rationnelle a*
est transformée en la >1-expression e +a+a* “toua itere séquentiellement a
de maniére finie et au moins deux fois. C’est une propriété trés importante no-
tamment pour la derniére étape de la construction. Les >1-expressions sont in-
troduites dans la Section 4.1. La deuxiéme étape consiste a construire un graphe
D, par induction sur la >1-expression rationnelle construite a partir de e. Durant
I’induction, nous faisons en sorte que D, satisfasse certaines conditions facili-
tant, en particulier, le calcul de la formule de Presburger qui apparaitra dans
1. Les noeuds de D, sont étiquetés par des lettres, des opérations séquentielles
de >1-expressions ou par des formules de Presburger. Ces étiquettes, et notam-
ment les opérations séquentielles, sont définissables en P-MSO en généralisant
les techniques vues dans la Sous-section 3.4.2. Nous appelons « D-graphe » un
graphe construit a partir d’une >1-expression. La définition d’un D-graphe et sa
construction a partir d’'une >1-expression sont présentées dans respectivement
la Sous-section 4.2.3 et la Sous-section 4.2.2. Enfin, nous parcourons D, pour
construire 1., en associant a chaque nceud n de D, une formule P-MSO ),
dépendamment de 1’étiquette de n et de ses fils potentiels. La difficulté réside
dans le fait que D, n’est pas forcément acyclique. La récursivité provoquée par
la possible non acyclicité de D, est évitée, en contournant, durant le parcours
de D., certains arcs dit spéciauz identifiés lors de la construction de D.. En
effet, le graphe D, privé de ces arcs spéciaux est acyclique. Le contournement
de ces arcs spéciaux s’appuie sur une technique définissable en MSO appelée
s-coloriage, développée dans la Sous-section 4.3.2. Elle permet l'arrét du par-
cours de D., en identifiant certains facteurs séquentiels de posets de L(e). La
construction effective de v, a partir de D, est donnée dans la Section 4.4.
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4.1 Langages >l-rationnels

Soit A un alphabet. Avant de construire une structure de graphe a partir
d’une expression rationnelle e € Rg(SP®(A)), il faut que cette derniére subisse
quelques modifications. En effet, pour des raisons techniques qu’on détaillera
dans les sections suivantes, on doit s’assurer que les opérations rationnelles sé-
quentielles qu’on utilise composent au moins deux posets non vides. Ce n’est pas
le cas pour les opérations séquentielles utilisées pour construire les langages ra-
tionnels de SP®(A). Rappelons que la classe des langages rationnels de SP°®(A)
est la plus petite classe de langages contenant (), {e}, {a} pour tout a € A, et
qui est fermée par

{'7 Hv -+, Of’*g 7* 7w 77w ’h :h ,<>}
Parmi elles, les opérations séquentielles sont les suivantes : {-,* %, 7% 1 =% o}.
Remarquons qu’aucune d’elles ne satisfait la propriété énoncée ci-dessus, en
particulier lorsque une opérande est un langage contenant e. Par exemple {e} -

{a} = {a}. Nous définissant dans la suite des variantes de ces opérations. Soient
L, L' C SP°(A). On définit :

L = (L\ {e}) - (L' \ {€}) L ={]][ Pin>1PeL\{}

i€[n]
7 = {HR-: P; € L pour tout i € w
1EW
et P;, P; # € pour certains i, j avec i # j}
L7t = { H P;: P, € L pour tout i € —w
1E—w
et P;, P; # € pour certains 4, j avec 1 # j}
5 :{HPi: a € 0, P; € L pour tout i € o
i€
et P;, P; # e pour certains i, j avec i # j}
:{H P;: o€ 0, P, € L pour tout i € —«

1€E—a

L7h>1
et P;, P; # € pour certains 4, j avec 1 # j}
Loo'L'={ [[ P:Jes\{0},PeLsijePel sijelJ
jeJuJ*
et P;, P; # € pour certains ¢,j € J U J* i # 5}
Définition 4.1.1. Soient A un alphabet et & € A. La classe des langages >1-

rationnels de SP®(A) est la plus petite classe contenant (), {e}, {a} pour tout
a € A, et qui est fermée par les opérations de

>1 * >1 ,>1 . >1 , >1 >1 1>1 >1
op _{||7O§7£7Ua' , X , O , W , W ah 7_h }
sous les conditions suivantes :
— e€¢ L dans Log L' et L**;

— dans L*¢, pour tout élément étiqueté par & dans un poset P de L, il existe
un autre élément de P qui ne lui est pas comparable.
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On note par L +. L’ le langage L + L' quand la condition c est vérifiée, L
sinon.

Remarque 4.1.2. Soit A un alphabet et soient L, L' C SP°(A). Remarquons
les égalités suivantes :

L-I'=L>'L +ecr I e L L*=L""+L+e
L'=L"" 4L+ L=L"%" 4 L+te
L¥ =L e L* L% =L feep L*
L =1 4. L L =L 4. L*

Lol = L7 'L + L+ I/

Ainsi, en conséquence de la fermeture de Rat(SP°(A)) par complémentation,
et donc par intersection et différence (Théoréme 2.3.32), remarquons qu’un lan-
gage de SP°(A) est rationnel si et seulement si il est >1-rationnel.

On définit aussi une variante des expressions rationnelles de Rp(SP°(A))
appelée >1-expressions. Soit A un alphabet et soit £ € A. Une >1-expression sur
A est un terme sur AU{(), ¢} de type algébrique p = (F,\) ott F' = op~! et pour
tout op € F', A(op) est l'arité de op. L’ensemble des >1-expressions sur A est noté
R7'(A). Similairement & Rp(A), une application L: R (A) — Z(SP°(A))
peut étre aisément définie. Etant donné e € R3(A), L(e) est appelé le langage
de la >1-expression e. L’ensemble R7'(SP°(A)) est le sous-ensemble de R, (A)
ou les expressions rationnelles de la forme e o¢ e’ et e*¢ satisfont les conditions
suivantes :

— € ¢ L(e) dans les expressions rationnelles de la forme e o¢ €’ et €*¢;

— dans les expressions rationnelles de la forme e*¢, pour tout élément étiqueté
par £ dans un poset P de L(e), il existe un autre élément de P qui ne lui
est pas comparable.

Un langage est >1-rationnel s’il est le langage d’une >1-expression. Notons qu’en
utilisant des égalités similaires a celles de la Remarque 4.1.2, toute expression
rationnelle de Rg(SP°(A)) peut étre transformée de maniére unique (a com-
mutativité et associativité prés) en une >1-expression de Ry,'(SP°(A)), appelée
la >1-expression de e. En revanche, il existe des >1-expressions qui ne sont la
>1-expression d’aucune expression rationnelle de Rg(SP°(A)). Par exemple,
la >1-expression a->le n’est la >l-expression d’aucune expression rationnelle.
C’est-a-dire qu’il n’existe pas d’expression rationnelle de Rg(SP°(A)) qui, en
la transformant en une >l-expression donne a-~'e, méme s’il existe bien une
expression rationnelle de méme langage, () en I'occurrence.

Exemple 4.1.3. Soient les expressions rationnelles e1 = a o (a(€ || €))*¢ et
ez = e; o b®. Alors €f = aog (a”1(€ || €))*¢ est la >1-expression de e1. La
>1-expression de ey est €jo”1(bo” e + b+ €) + €f.

4.2 Graphes

Nous présentons dans cette section la construction d’un graphe a partir d’une
>1-expression. Nous appelons ces graphes des D-graphes. Nous présentons dans
la Sous-section 4.2.1 des notions de théorie des graphes qui nous seront utiles par
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la suite. Nous définirons formellement les D-graphes dans la Sous-section 4.2.2 et
nous expliquerons dans la Sous-section 4.2.3 comment les construire a partir de
>1-expressions, puis nous exposerons les propriétés structurelles qu’ils satisfont
dans la Sous-section 4.2.4. Une notion de langage est associée aux D-graphes
dans la Sous-section 4.2.5. Enfin, nous montrons dans la Sous-section 4.2.6 que
le langage d’'un D-graphe est le langage de la >1-expression dont il est issu.

4.2.1 Généralités

Un graphe est un objet mathématique utilisé pour modéliser des connexions
entre un ensemble d’objets. Les objets sont représentés par des points appelés
sommets ou noeuds et les relations entre eux par des traits les reliant. Nous
évoquons dans cette sous-section quelques notions de la théorie des graphes
utiles pour la suite. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur & consulter [40],
par exemple.

Formellement, un graphe ¢ est un couple ¥ = (V, E) ot V est un ensemble
de neeuds (ou sommets) de 4 et E une relation binaire sur V. Il est fini si
I’ensemble de ses sommets est fini, sinon il est infini.

Un graphe non orienté ¢4 est un graphe (V, E) ou les éléments de E sont
des paires non ordonnées de nceuds différents appelées arétes de 4. Par non
ordonné on veut dire que (n,n’) et (n',n) désignent la méme aréte reliant les
neeuds n et n/, n # n/, qu’'on note aussi par {n,n’}. Les éléments d’une aréte
e = {n,n'} € E sont appelés les extrémités de e. On dit alors que e joint n et
n' et que n et n’ sont connectés. Dans ce type de graphe, une aréte joignant les
noeuds n et n’ décrit une relation symétrique entre n et n’. Dans un graphe fini
non orienté ¢, une chaine de n € V vers n’ € V est une suite n,nq,...,ng,n’
de nceuds telle que k = 0 et n et n’ sont connectés ou k > 0 et n est connecté &
ny, n’ est connecté a ny, et pour tout ¢ € [k — 1], n; est connecté a n; 1. Cette
chaine est un cycle si k > 2, n = n’ et les nceuds ny,...,ng,n’ sont distincts.
Le graphe ¢ est acyclique s’il ne contient pas de cycle. Il est connezxe si pour
toute paire s, € V, s # &, il existe une chaine de s vers s’. Un graphe connexe
et acyclique est appelé arbre. Les arbres ont notamment la particularité d’avoir
pour chaque paire de nceuds différents n,n’ exactement une chaine, dont tous
les neeuds sont différents, de n vers n'.

Exemple 4.2.1. Le poset N représenté dans la Figure 1.7 et reproduit dans la
Figure 4.1, pour plus de commodité, peut étre assimilé au graphe suivant :

({z1, 22,73, 24}, {71, 22}, {22, 73}, {73, 24} })
C’est un graphe connexe et acyclique : un arbre.

X9 X4

T T3

FIGURE 4.1 — Le poset N
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Un graphe orienté ¢ est un graphe (V, E) ou les éléments de E sont des
paires ordonnées de noeuds appelées arcs de 4. Dans ce cas les arcs (n,n’) et
(n/,n) sont différents. Dans arc e = (n,n’), n est appelé la source de e et n’ sa
destination. On dit que l'arc e va de n & n’. Remarquons qu’a chaque graphe ¢
orienté on peut associer un graphe non orienté. Il suffit d’enlever l'orientation
des arcs. Le graphe non orienté obtenu s’appelle le graphe sous-jacent de ¥.
Un graphe orienté est connezxe si son graphe sous-jacent est connexe. Un arc
e = (n,n’) est représenté par une fleche allant du nceud n au noeud n’. On dit
que e sort de n et entre dans n'. Il est noté n — n’. Le degré sortant (resp.
entrant) d’un noeeud n de V dans ¢, noté deg,,.(n) (resp. deg,,(n)), est le
nombre d’arcs sortants de (resp. entrants &) n.

Dans un graphe fini orienté 4 = (V, F), les nceuds de la suite nq, . . ., ng, pour
k > 0, sont dits consécutifs ’il existe un arc n; — n; 41 € E, pour tout ¢ € [k—1].
On dit aussi que la suite de noeuds nq,...,ni va de ny a ng. Similairement, les
arcs de la suite eq, . . ., eg sont dits consécutifs si la destination de e; est la source
de e;41, pour tout ¢ € [k — 1]. Un noeud p de V est un ancétre d’'un nceud n
de V ¢'il existe dans ¢ une suite de noeuds consécutifs nq,...,ng, pour k € N
telle que p,nq,...,ng,n est aussi une suite de noeuds consécutifs. Le nceud n
est dit étre un descendant de p. Quand k£ = 0, on dit que p est un parent pour
n et n un enfant de p. Un cycle dans & est une suite ny,...,ng, k > 1, de
neeuds consécutifs de ¢ telle que n; = ng. Un graphe orienté est acyclique s’il
ne contient pas de cycle. Un graphe orienté acyclique est appelé DAG (Directed
Acyclic Graph). Dans un DAG, il y a deux types de nceuds :

1. les noeuds internes : les noeuds ayant un degré sortant non nul;
2. les feuilles : les noceuds ayant un degré sortant nul.

Remarquons qu’'un arbre orienté est un DAG.

Les noeuds et/ou les arétes (resp. arcs) d’un graphe non orienté (resp. orienté)
peuvent étre étiquetés. Un graphe étiqueté par un ensemble de symboles F' est
un 3-uplet (V, E,1) tel que (V, E) est un graphe et [ une application associant
a chaque noeud et/ou aréte (resp. arc) du graphe non orienté (resp. orienté) un
élément de F, appelé son étiquette.

Exemple 4.2.2. L’automate de la Figure 2.4 reproduit dans la Figure 4.2, pour
plus de commodité, peut étre assimilé au graphe suivant :

({07 1}7 {(07())7 (07 1)7 (17 0)7 (17 1)}7 {((0’ 0),04)7 ((07 1)7 b)’ ((170)’ a)7 ((1’ ]')7 b)})

C’est un graphe orienté dont les arcs sont étiquetés par un alphabet {a,b}.
Il n’est pas acyclique puisqu’il existe un cycle entre 0 et 0 par exemple.
a b

_>”

a

FIGURE 4.2 — Un graphe orienté dont les arcs sont étiquetés.

Un arbre enraciné T est un arbre dont ’ensemble des nceuds contient un
nceud unique appelé la racine de T. La particularité de la racine d'un arbre
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enraciné est le fait qu’elle induise une orientation des arétes. En effet, un arbre
enraciné T peut étre assimilé & un arbre orienté T” ot la racine de T est le seul
noeud de T” n’ayant pas de parents et qui est ancétre de tous les autres nceuds,
et ot il y a un arc de n & n’ dans T §’il existe une chaine de r,ny,...,ng,n,n’
dans T, k > 0. Par conséquent, nous utilisons pour les arbres enracinés le vo-
cabulaire défini pour les graphes orientés. Ainsi, la racine d’un arbre enraciné
est facilement identifiable. Il s’agit du seul noeud dont le degré entrant est de 0.
En effet, tous les nceuds différents de la racine sont de degré entrant 1. Notons
qu'un DAG connexe n’est pas toujours un arbre enraciné. Inversement, un arbre
enraciné est un DAG. Tous les arbres que nous aurons a utiliser sont des arbres
enracinés. Par soucis de simplification, les arbres enracinés sont appelés simple-
ment arbres dans la suite. Ainsi, en disant « I'arbre (T, E') », il faut comprendre
« Parbre orienté (T, E) ou il existe un unique nceud r € V tel qu’il n’existe pas
n €V avec (n,r) € E »

Soit T'= (V, E) un arbre. Alors T/ = (V', E’) est un sous-arbre de T si les
conditions suivantes sont vérifiées :

— V' CVet B CE,;
— T est un arbre;

— pour tout n € V, si n € V/ alors, pour tout descendant n’ de n dans T,
n' est aussi un descendant de n dans T”.

Un sous-arbre de T” différent de T est un sous-arbre strict de T. Un arbre a
autant de sous-arbres qu’il a de noeuds. Un sous-arbre & partir d’un nceud n
de T est le sous-arbre de T enraciné par n. Il est induit par les descendants de
n. Le sous-arbre T” de T est un sous-arbre direct de T si T' # T et il n’existe
pas T" # T, T’ sous-arbre de T tel que T” est un sous-arbre de T". Remarquons
que les sous-arbres directs d’un arbre T' ont pour racines les enfants de la racine
deT.

Etant donné un arbre T et un nceud z de T, la profondeur de z est la
longueur de 'unique suite d’arcs consécutifs menant de la racine de T & z. La
hauteur de = est la plus petite borne supérieure des longueurs des suites de
neeuds consécutifs menant de z vers une feuille de T'. La hauteur de T est la
hauteur de sa racine. On peut définir une relation d’ordre partielle sur I’ensemble
des sous-arbres de T' comme suit, pour tout 77, T" sous-arbres de T :

T’ < T" si et seulement si 7" est un sous-arbre strict de T"

Un arbre T ou toute suite décroissante de sous-arbres est bien ordonnée est
idoine pour les preuves par induction. C’est le cas de tout arbre dont la hauteur
est finie par exemple.

Un arbre ordonné est un arbre dont les enfants de chaque noeud sont to-
talement ordonnés. Soit I un ordre linéaire dénombrable et dispersé. L’arbre
ordonné de racine r et dont la suite ordonnée de ses sous-arbres directs est
(T3)ier est noté (r, (T;)icr)-

Un graphe enraciné est un graphe ¢4 = (V, E) dans lequel un nceud est
désigné et appelé racine du graphe, notée r(¥¢). Contrairement aux racines des
arbres, la racine d’'un graphe enraciné n’a pas de propriétés particulieres.
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N
2 3
4/ \9
5/ \6
7/ \8

FIGURE 4.3 — Un arbre enraciné dont la racine est le nceud 1

4.2.2 D-graphes

On appelle D-graphe un cas particulier de graphe fini orienté enraciné dont
les noeuds sont étiquetés et dont les arcs sont partiellement ordonnés. Dans un
D-graphe, deux arcs sont comparables s’ils ont un parent commun, sinon ils sont
incomparables. Plus formellement :

Définition 4.2.3. Un D-graphe est un 7-uplet D = (V, Es, En,r, out, A,1) tel
que :
— V est un ensemble fini dont les éléments sont les neeuds de D ;

— l’ensemble des arcs de D est partitionné en deux ensembles disjoints Eg C
V x V (arcs spéciaux) et Exy CV x V' (arcs normaux).

— r eV estla racine de D ;

— out est une application associant d chaque neeud n € V une suite finie tota-
lement ordonnée ey . .. ey d’arcs sortants de n (notons qu’un arc peut avoir
plusieurs occurrences dans out(n)). On dit que n est bordé par out(n) ;

— A est l’alphabet de D ;

— 1V s AUL2U{> x>t ol w2l —w>t g2t >t est une application
d’étiquetage satisfaisant :

— sil(n) € A alors |out(n)| =0;

— sil(n) € Py alors |out(n)| =k ;

— sil(n) € {1, w>t —w>l 5>t —4>1Y alors |out(n)| = 1;
(n) € {1,071} alors |out(n)| = 2.

Les ensembles des arcs spéciauz et arcs normaux de D sont notés Eg(D) et
En(D).

— sil

Remarquons que lorsque un noeud n d’un D-graphe est étiqueté par le sym-
bole d'une opération séquentielle de op~?! alors le cardinal de out(n) correspond
a larité de l'opération séquentielle en question. Similairement, lorsque n est
étiqueté par une formule de Presburger p(z1,...,2) € P, k € N, alors le car-
dinal de out(n) correspond au nombre k de variables libres de p. Par définition,
le degré sortant d’un nceud n d’un D-graphe n’est pas toujours égal a |out(n)],
puisqu’il peut y avoir plusieurs occurrences d’'un méme arc dans out(n). L’ordre
partiel des arcs d’un D-graphe est induit par I’application out. Nous définissons
une feuille d’'un D-graphe comme étant tout nceud n tel que out(n) ne contient
pas d’arcs normaux.
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On assimile souvent les suites a des mots. Par exemple, étant donné un
neeud n d’un D-graphe D, out(n) est assimilé & un mot fini étiqueté par des
arcs sortants de n. On dénote par e o s la suite d’arcs obtenue en remplagant
dans la suite d’arcs s toute occurrence de I’arc €’ par I’arc e. Quand un nceud n’
de D est la destination du i*™¢ arc de out(n) (la i®™ lettre de out(n)), on dit

céme -eme

que n' est le 4 enfant de n. Notons que n’ peut étre simultanément le i et
le j*™¢ enfant de n avec i # j (voir Exemple 4.2.21). Il peut étre aussi I'enfant
de plus d’un nceud. Quand ¢ est la position d’un arc de s alors s’ o; s est la suite
d’arcs obtenue en remplagant le i°™¢ arc de s par s’. On note aussi par n’ o' s
la suite d’arcs obtenue a partir de s en remplacant chaque occurrence de n dans
les sources des arcs de s par n’. Quand ce n’est pas précisé, remplacer la source
d’un arc normal (resp. spécial) donne un arc normal (resp. spécial).

Nous représentons les nceuds des D-graphes par leurs étiquettes, les arcs
sont représentés par des fleches démarrant de la source de 'arc et pointant a la
destination de 1’arc. Vu que out(n), pour un nceud n, est une suite totalement
ordonnée, nous mettons juste a coté de chaque arc de out(n) sa position dans
out(n). Les arcs normaux sont représentés par des fleches pleines et les arcs
spéciaux par des fleches en tirets.

Nous utilisons les D-graphes comme structure intermédiaire permettant de
construire une formule P-MSO 1. a partir d’'une expression rationnelle e €
Rg(SP°(A)), pour un alphabet A, telle que L(¢.) = L(e). Un D-graphe D,
est construit par induction sur la >l-expression correspondante a e, puis 1
est construite par induction sur D. privé de ses arcs spéciaux. Pour faciliter
la construction de D, et . par la suite, nous avons besoin qu'un D-graphe
satisfasse certaines propriétés.

Définition 4.2.4. Soit D = (V, Es, En, 1, out, A,1) un D-graphe. On dit que D
satisfait :
— la Propriété PP s’il n’a aucun arc n — m tel que l(n),l(m) € & ;

— la Propriété SS s’il n’a aucun arc spécial n — m tel que m est étiqueté
dans & ;

— la Propriété DAG si (V,0, En,r, out, A1) est acyclique.

Lors de la construction de D, a partir de e, chaque étape d’induction s’as-
sure que le D-graphe obtenu satisfait toutes les propriétés citées dans la Dé-
finition 4.2.4. La construction de D, se fait a partir des D-graphes des sous-
expressions rationnelles directes de e. Ceux-ci satisfont lesdites propriétés par
hypothése d’induction. Selon la forme de e, des modifications des étiquettes et
des bordures de certains noeuds lors de la construction inductive peuvent entrai-
ner le D-graphe en cours de construction a ne plus satisfaire la Propriété PP.
Dans ce cas, il n’existe pas plus de deux nceuds consécutifs étiquetés par une for-
mule de Presburger. L’algorithme suivant prend en compte ce type de D-graphe
et le transforme en un D-graphe satisfaisant la Propriété PP.

Quand deux noeuds n et n’ sont consécutifs et sont étiquetés par des formules
de Presburger, I’Algorithme 1 supprime la connexion qui existe entre n et n’
et crée de nouvelles connexions entre n et les enfants de n’. Le cas échéant
I’étiquette de n est modifiée aussi.

Dans la suite nous associons aux nceuds d’un D-graphe une notion de lan-
gage. Le langage d’'un D-graphe est le langage de sa racine. Le langage d’un
nceud n d’un D-graphe dépend de ’étiquette de n et de ses potentiels enfants.
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Algorithme 1 PP-suppression

pour tout noeud n tel que I(n) est p(z1,...,z;) faire
tant que il existe (p,i) tel que n est le i*™° descendant de p
et I(p) est p/ (2}, ..., z},) faire
Up) < pow p'
out(p) <= (p 0, out(n)) o; out(p)

Supprimer n s’il est de degré entrant 0

En particulier, le langage d’un nceud étiqueté par une formule de Presburger

p(x1,...,2k) consiste en une composition paralléle de posets des langages des
enfants de n. Par définition, la taille de la bordure d’un nceud étiqueté par
p(x1,...,2k) est égale & k, pour kK € N. Dans un poset du langage de n, le

nombre de posets de chaque langage d’un enfant n; de n mis en paralléle dé-
pend de v;, pour ¢ € [k] et une solution (vy,...,v;) € L(p). Un D-graphe D, est
construit de maniere a ce que son langage soit celui de I’expression rationnelle e.
Selon la forme de e, certaines constructions sont plus délicates que d’autres.
Lorsque e est de la forme €’ || ¢” ou e’ +¢€”, D, est construit & partir de 'union
de D et D.», obtenus par hypothese d’induction, en ajoutant un seul nceud
s, qui sera la racine de D., bordé par s — r(D.),s — r(De~). L'union et le
produit parallele sont modélisés en étiquetant la racine s par une formule de
Presburger p(z1,x2). Elle doit signifier dans le cas du produit paralléle qu’un
poset du langage de s doit composer en paralléle un poset du langage de r(D.)
et un poset du langage de r(De~). Par conséquent p doit avoir comme unique
solution (1,1). Dans le cas de 'union p doit signifier qu'un poset du langage de
s est soit un poset du langage de 7(D,/) ou un poset du langage de r(D.~). Par
conséquent L(p) doit étre égal & {(1,0), (0,1)}. Apres la construction de D., la
PP-suppression doit étre appliquée pour garantir la Propriété PP. L’idée lorsque
e est de la forme €’ o¢ € est de construire D, & partir de I'union de D,/ et Den
en remplacant chaque noeud étiqueté par £ dans D.» par une copie de r(D.).
Le cas ol e est de la forme €*¢ est plus délicat & cause de la récursion. Pour
garantir que ¢ soit dans le langage de D,, nous devons nous assurer que 7 (D)
soit étiqueté par une formule de Presburger p(z1,...,zx), k > 0, 1; € L(p) et
qu'il ait comme ™ enfant un nceud n étiqueté par &. Puis nous devons rem-
placer, comme pour la substitution simple, tout nceud étiqueté par &, sauf n,
par une copie de la racine. Cela requiert que n ait comme seul parent la racine.
Ensuite, nous devons transformer p de maniére consistante avec la définition
de e/*¢. Cela se fait grace a la Définition 3.1.15, en transformant p en p**i. En
particulier, grace au Lemme 3.1.18, on sait que 1; € L(p*¢). Ainsi, la condition
que tout nceud étiqueté par une formule de Presburger ait au plus un enfant
étiqueté par & s’impose aussi.

Définition 4.2.5. Soit A un alphabet tel que £ € A. On dit qu’un D-graphe D =
(V, Es, En,r,out, A 1) est {&-normalisé si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. siun neud étiqueté par & est Uenfant de la racine alors il n’est pas l'enfant
d’un autre neud ;

2. pour chaquen € V avecl(n) € P, si out(n) est une suiten — dy,...,n —
dy, alors il existe au plus un i € [k] tel que l(d;) = €.

La &-normalisation de D consiste en la transformation donnée par I’Algorithme 2.
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Algorithme 2 ¢-normalisation d'un D-graphe

// Premiére étape
pour chaque arc f: n — x pour n # r et x enfant de r avec I(z) = £ faire
Ajouter un nouveau noeud y étiqueté par £ dans V et n — y dans En(D)
out(n) < (n — y) oy out(n)
// Deuxiéme étape
pour tout n € V tel que I(n) est une formule p(z1,...,xx)
et out(n) est une suite e;: n — nq,...,ex: n — ny faire
si [{i1,...,im € k] : l(ns;) = £} > 1 alors
Ajouter un nouveau noeud ng étiqueté par £ dans V
Ajouter n — ngy dans En (D)
Un) < 3xiy, . @i, (0 = X jepm %) A P(@1, -, k)
out(n) <= (n — ng)(€oe,, ...€0, out(n))
Supprimer tous les n;,, j € [m], qui sont de degré entrant 0

Dans I’Algorithme 2, remarquons que € o, out(n) (resp. out(n) « (n —
y) oy out(n)) permet de supprimer toutes les occurrences de 'arc e; (resp. f) de
out(n). Ainsi, ils sont implicitement supprimés du D-graphe. La premiére étape
de I’Algorithme 2 permet de garantir la premiere condition de la Définition 4.2.5.
Apres cette étape, tout noeud étiqueté par £ qui est enfant de la racine est
uniquement ’enfant de la racine. Sa deuxiéme étape s’assure que tout nceud n
étiqueté par une formule de Presburger p a au plus un enfant étiqueté par &, et
modifie p pour prendre en compte la modification de la bordure de n.

Remarquons que la {-normalisation et la PP-suppression préservent les Pro-
priétés PP et SS. C’est-a-dire que le D-graphe obtenu en appliquant les deux
algorithmes a n’importe quel D-graphe satisfaisant les propriétés PP et SS, sa-
tisfait lui aussi ces propriétés. Notons que la &-normalisation préserve aussi la
Propriété DAG contrairement a la PP-suppression.

4.2.3 Des >l-expressions aux D-graphes

Soit e une >1-expression. Dans cette section nous construisons un D-graphe
D, par induction sur e. Durant chaque étape d’induction D, est construit a
partir des D-graphes des sous-termes directs de e obtenus par induction, en
ajoutant ou supprimant des nceuds et en modifiant les étiquettes et les bordures
de certains nceuds existants. Notons que toute étape de la construction se ter-
minera implicitement par I’Algorithme 2. Aussi, la construction s’assure que le
D-graphe obtenu a chaque étape d’induction satisfait les Propriétés PP, SS et
DAG. Par conséquent, nous partons du principe que les D-graphes obtenus par
induction sont &-normalisés et satisfont les Propriétés PP, SS et DAG.

Commengons la construction de D, = (V, Eg, En,r,out, A,1). Sauf quand
c’est mentionné, les arcs ajoutés durant les différentes étapes de la construction
sont normaux.

— Case=c¢€ (resp. e=a € A)
D, est réduit & un seul noeud étiqueté par n’importe quelle tautologie de
Presburger close (resp. étiqueté par a), sans arcs.
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— Cas e = e op ey (resp. e = €P) avec op € {->!,0>1} (resp. op €
{*>1a w>1> _w>1a u>17 _h>1})
D, est construit & partir de l'union disjointe de D, et D, (resp. D./),
avec un nouveau nceud n défini comme la racine de D,, étiqueté par op,
et bordé par n — (D, ),n — 7(De,) (resp. n — r(De)).

— Cas e=-ej10¢ €3

Quand ey = £ alors D, est identique a D.,. Sinon, D, est construit a
partir de 'union disjointe de D., et D., transformé par I’Algorithme 3.
L’idée est de remplacer dans D., tout nceud étiqueté par £ par une copie
de r(De, ). Cela pourrait amener le D-graphe & avoir certains arcs n — n/
avec n et n’ étiquetés par des formules de Presburger, et donc & ne pas
satisfaire la Propriété PP. C’est le cas quand r(D.,) et un parent d’un
noeud de D., étiqueté par & sont tous les deux étiquetés par des formules
de Presburger. On résout ce probléme en appliquant la PP-suppression.

_D[31 DEQ Delogez
p1($17~~~7xk) T(Dcz) T(D€105_§2)
ny ny O¢ —

R
\Z \ n

v
M e g T M Yooz Zek-1)
BN v
X
A4 A4 ~/ x £
1) <
R 7
)
ML Mg e Mg e My v v

Y Y \ Y

FIGURE 4.4 — La substitution, en utilisant 1’Algorithme 3, de deux nceuds éti-
quetés par £ dans D,, par un D-graphe enraciné par un noeud étiqueté par une
formule de Presburger. Ici ni n, ni les n; ne sont étiquetés dans & et p = pioy, pa.
Les fleches en pointillés représentent des suites d’arcs consécutifs

Algorithme 3 Construction de D(510562

pour tout nceud n de D,, avec I(n) = ¢ faire
l(n) < U(r(De,))
out(n) < n ¥D.) out(r(De,))
Appliquer PP-suppression

Supprimer r(D,, ) de D,

La racine de D, est r(D.,).

— Case=¢*
La construction de D, se fait a partir D.,. C’est le seul cas ou des arcs
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spéciaux sont ajoutés. C’est aussi le seul cas susceptible d’ajouter a la
bordure de out(n) d’un nceud n de D, un arc se trouvant déja dans
out(n). La construction de D¢ s’appuie sur les mémes principes que le
cas précédent : chaque nceud de D, étiqueté par £ doit étre remplacé
par une copie de la racine. Ceci est délicat dans certains cas a cause des
propriétés qu’on doit garantir dans le D-graphe en sortie. La construction
suit I’Algorithme 4, en commencgant a partir de D.,. On procede en deux
étapes. La premiere étape s’assure en particulier que la racine est étiquetée
par une formule de Presburger p avec un i®™° enfant n; étiqueté par &
pour exactement un seul 7, et que 1; est dans I’ensemble de Presburger
de p. Dans la seconde étape, tous les noeuds étiquetés par &, sauf n;, sont
remplacés par une copie de la racine et on garantit la Propriété PP.

Algorithme 4 Construction de D, /«e

// Premiere étape : transformation de la racine
sil(r(De)) est p(x1,...,x) et out(r(D.)) est une suite e; ... e, alors
si il existe e;: r(Der) — ny, i € [k], tel que y(n;) = £ alors
> Puisque D, est &-normalisé ¢ est unique
(r(De))  po™
sinon
Ajouter un nouveau nceud z étiqueté par € et (D, ) — x dans En (D)
I(r(Der)) < (p(w1, ..y 2k) Axpyr = 0) V (Njg@i = 0 A 21 = 1)
out(r(Der)) + out(r(De))(r(Der) — x)
sinon
Considérer D, ;¢ au lieu de D,/ dans la suite de la construction

// Seconde étape

pour chaque nceud n étiqueté par & qui n’est pas enfant de la racine r faire
I(n) « I(r)
out(n) « n of out(r) > Tous ces nouveaux arcs sont spéciaux
Appliquer PP-suppression

Ainsi, dans la seconde étape de I’Algorithme 4 et avant la PP-suppression,
Iétiquette de chaque nceud n étiqueté auparavant par &, qui n’est pas
enfant de la racine, est remplacée par ’étiquette de la racine r et la bordure
de n est remplacée par celle de r. La PP-suppression s’occupe ensuite de
garantir la Propriété PP dans le D-graphe résultat. Notons qu’apres la
premiére étape le D-graphe satisfait la Propriété PP. En particulier, aucun
des enfants nq,...,n; de la racine r n’a son étiquette dans &. Puisque
les nouveaux arcs spéciaux ont leurs destinations dans {ni,...,n;} la
construction préserve la Propriété SS.
— Cas e=e1 + ez (resp. e =€ || e2)

D, est construit a partir de I'union disjointe de D,, et D.,, avec un nou-
veau nceud n étiqueté par p(z1,2) = 3 -,cp @i = 1 (vesp. 21 = 22 = 1),
bordé par n — r(De,),n — r(D,,), qui est la racine de D.. Enfin, la
PP-suppression est appliquée si nécessaire.

Remarque 4.2.6. Les arcs spéciauzr sont ajoutés exclusivement par [’Algo-
rithme 4 lors de la construction de D ¢ a partir de Der. A la fin de ['exé-
cution de l’Algorithme 4 et de I’Algorithme 2, tous les nouveaux arcs spéciaux
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pr(@1, ..., xL)

mp .-

FIGURE 4.5 — L’application de la deuxiéme étape de I’Algorithme 4. Ici p/ =
pr oy, p et aucun des n et n; n'est étiqueté dans . Les fleches en pointillés
représentent des suites d’arcs consécutifs et les fleches en tirets représentent des
arcs spéciaux

de D i«c ont comme sources des neuds étiquetés par des formules de Presburger
qui me sont pas enfants de la racine d cause notamment de la Propriété PP.
Ces neuds sources ne sont pas des feuilles puisqu’ils sont sources aussi d’un
arc normal ayant comme destination un neeud étiqueté par £ ajouté durant la
&-normalisation. De plus, ces nouveaux arcs spéciauxr ont comme destinations
des neeuds qui ne sont pas étiquetés par &. Remarquons qu’aucune étape de
construction utilisant D.¢ ne peut changer la source de ces arcs spéciaux. Par
conséquent, tout arc spécial d’un D-graphe a comme source un neud étiqueté
par une formule de Presburger.

Exemple 4.2.7. Soite = (b- (a || £*))*¢. La >1-expression correspondante d e
est f=(b>1(a |l (€7 4+ €+ €))*. Les différentes étapes de la construction de
Dy sont détaillées dans la Figure 4.6.

La construction de Dy a fait appel a I’Algorithme 1 trois fois : lors de la
construction du D-graphe de §*>1 + &+ ¢, lors de la construction du D-graphe
deal (&7 +&+¢€) =al| & etalétape finale. La derniere seulement a
été détaillée. Remarquons que le D-graphe de §*>1 + & + € est le D-graphe de
§*>1 + & dans lequel la formule de Presburger p étiquetant la racine est modifiée
de maniére d ce qu’elle ait L(p) U (0,0) comme ensemble de Presburger. La
transformation de la formule de Presburger durant I’étape de la PP-suppression
est détaillée dans I’Exemple 3.1.12.

Exemple 4.2.8. Remarquons que la >1-expression de /T est e'* ' + ¢’ pour
toute expression rationnelle €'. Soit e = (a || b)og ((€ || €)7)*¢. La >1-expression
correspondante d e est f = (a || b) o (€ || &) + (€ || ). Les différentes
étapes de la construction de Dy sont détaillées dans la Figure 4.7. Similairement

a l’exemple précédent, il y a une PP-suppression cachée lolrs de la construction
du D-graphe de (€ || £)* a partir du D-graphe de (€ || 5)*> .
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FIGURE 4.6 — La construction du D-graphe de (b->1(a || (€*" 4+ & +€)))*¢ étape
par étape. La PP-suppression est détaillée uniquement dans la derniére étape
Les arcs normaux sont représentés par fleches pleines, les arcs spéciaux par des
fleches en tirets et les numéros a coté des arcs sortants d’un noeud n indiquent

les positions de ces arcs dans out(n)
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FIGURE 4.7 - La construction du D-graphe de (a || b) o¢ (€ || €)*7 + (€ || €))%
étape par étape. La PP-suppression est détaillée dans les deux substitutions
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Ainsi, pour construire un D-graphe a partir d’une expression rationnelle de e,
il faut d’abord transformer cette derniére en une >1-expression f puis construire
le D-graphe par induction sur f. Nous confondons souvent entre une expression
rationnelle et sa >1-expression. Dans la suite, nous notons par D, le D-graphe
de e quand e est une >l-expression ou de la >l-expression de e quand e est
une expression rationnelle. Tous les D-graphes que nous aurons a utiliser dans
la suite sont des D-graphes construits a partir des >1-expressions d’expressions
rationnelles.

4.2.4 Propriétés de D-graphes

Nous présentons dans cette sous-section certaines propriétés structurelles
satisfaites par les D-graphes d’expressions rationnelles. La preuve du bon fon-
dement de la Définition 4.2.16 en découle. Ces propriétés donnent aussi une
intuition sur la corrélation entre les D-graphes et les expression rationnelles
dont ils sont issus. Les preuves de la véracité de ces propriétés sont essentiel-
lement des vérifications par induction sur ’expression rationnelle a partir de
laquelle le D-graphe est construit.

Le lemme suivant caractérise le D-graphe D, d’une expression rationnelle e
telle que € € L(e).

Lemme 4.2.9. Soit e une >1-expression. Alors e € L(e) si et seulement sir(D.)
est étiqueté par une formule de Presburger p(z1,...,xk) et (0,...,0) € L(p), ou
D, est limité a un seul neud étiqueté par une tautologie de Presburger close.

Démonstration. On procede par induction sur e.

Si e = e alors D, a un unique noeud étiqueté par une tautologie de Presburger
close et le lemme suit immédiatement.

Si e = a alors D, a un unique nceud étiqueté par a et le lemme suit immé-
diatement aussi.

Si e est de la forme e = e1 op ez avec op € {->1,0>1} ou e est de la forme
efP avec op € {1 w>l, —w>l 5> —4>1} alors € € L(e) et r(De) n'est pas
étiqueté par une formule de Presburger et ’énoncé du lemme est vérifié.

Supposons maintenant que e soit de la forme e = e; o¢ e2. Nécessairement
e & L(er). Si eg = £ alors D, = D,, et 'énoncé du lemme est vérifié par
hypothese d’induction. Supposons que es # £. Dans ce cas D, est construit en
modifiant D.,, et la racine de D, est la racine (dont I’étiquette est peut étre
modifiée) de D.,. Supposons d’abord que r(D,,) n’ait pas été modifié durant
la construction. Puisque € € L(e) si et seulement si € € L(ez) le lemme vient
directement de I’hypothése d’induction. Supposons maintenant que r(D.,) ait
été modifié durant la construction. Alors, ce nceud est étiqueté par une formule
de Presburger p(z1, . . .zy), a un ™ enfant n étiqueté par &, i € [k], et D, a une
racine étiquetée par une formule de Presburger p/(zf, ..., x},). Par construction
r(D.) est étiqueté par p’ o, p. Supposons d’abord que ¢ € L(e), et donc € €
L(ez). Par hypotheése d’induction (0,...,0) € L(p) et d’aprés le Lemme 3.1.13
(0,...,0) € L(p' 04, p). Réciproquement, supposons que (0, ...,0) € L(p’ oy, p).
D’apres le Lemme 3.1.13, (0, ..., 0) € L(p). Par hypothése d’induction, € € L(ez)
et donc € € L(e).

Retournons au cas ot e est de la forme e = ¢/**. Pour I’implication de la
gauche vers la droite, notons que € € L(e) implique € € L(¢’), ce qui est interdit
dans la définition des langages >1-rationnels. Revenons a I'implication de la
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droite vers la gauche. Rappelons que la construction de D,/ a partir de D,/
est divisée en deux étapes : la racine de D, ¢ est construite dans la premiere
étape, et n’est pas modifiée dans la deuxieme étape. Apres la premiere étape,
la racine est étiquetée par une formule de Presburger p. La premiere étape est
divisée en trois cas, et c’est juste une constatation de voir que p ne peut pas
étre close et que (0,...,0) & L(p).

Le cas oll e = e1 + e5 et e = e || es sont aussi des conséquences directes de
la construction et du Lemme 3.1.13.

On a montré que le lemme est vérifié a chaque étape de la construction
de D, a partir de e en considérant D, avant que I’Algorithme 2 soit appliqué.
Pour conclure, il suffit de remarquer 1’Algorithme 2 préserve les propriétés du
lemme. O

Rappelons que par définition (Section 2.1), L*¢ n’est pas rationnel quand L
contient un poset ayant un élément étiqueté par £ qui est comparable avec tous
les éléments. Ce type de poset est de la forme PEP’. Le lemme suivant caractérise
un D-graphe D, d’une expression rationnelle e telle que PP’ € L(e), pour des
posets P, P’.

Lemme 4.2.10. Soient f une expression rationnelle et e son >l-expression
correspondante. Alors, soit D, est limité a un seul neud étiqueté par € ou il
existe dans D, une suite d’arcs consécutifs e1: s1 — di,...,en: S — dy telle
que

— 81 =1(D,);
— d, est étiqueté par & ;

— pour tout i € [n], sis; est étiqueté par une formule de Presburger p(z1, .. .,
x) alors il existe j € [k] tel que e; est le j°™¢ arc de out(s;) et 1; € L(p)

si et seulement si PyEPy € L(f) pour Py, P, € SP°(A).

Démonstration. On procede par induction sur f. Quand f est une expression
rationnelle, sa >1-expression correspondante est notée par e. Avant de commen-
cer, rappelons que I’Algorithme 2 est utilisé apres chaque étape d’induction de
la construction de D.. Remarquons qu’il existe une suite d’arcs comme énoncé
dans le lemme dans D, apres que 1’Algorithme 2 soit appliqué si et seulement si
une telle suite existe déja avant que I’Algorithme 2 ne soit appliqué. Par consé-
quent, on prouve le lemme sur le D-graphe construit par induction sur e avant
que I’Algorithme 2 soit appliqué.

Si f = a pour une lettre a € A ou f = € alors D, n’a pas d’arcs, et I’énoncé
du lemme est vérifié.

Si f est de la forme f = f’- f”, alors e est de la forme e = ¢ +Feer(e)
" +eer(ery €. Supposons sans perte de généralité que e € L(e")\ L(e"), donc e est
de la forme e = ¢’->1e” +¢”. Supposons d’abord que r(D.) ne soit pas étiqueté
par une formule de Presburger. Par construction, D, a une racine étiquetée par
une formule de Presburger p(z1,x2) = z1+22 = 1, et out(r(D,)) est de la forme
out(r(D,)) = r(D.) — n1,7(De) — na, na est la racine d’une copie de D, ny
est un noeud étiqueté par ->! avec deux enfants nz et ny : les racines des copies
de respectivement D,/ et D.. Supposons d’abord qu’il existe dans D, une suite
d’arcs consécutifs e1: s1 — dy,...,en: S — d, comme énoncé dans le lemme.
On distingue cing cas : d,, est un descendant de ns, ng ou n4, ou ny ou ny sont
des nceuds étiquetés par & et d, est 'un d’eux. Dans le premier cas, il suffit

1.>1 0
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de supprimer le premier arc de la suite et appliquer ’hypothése d’induction
sur la copie de D, de racine no. Des arguments similaires sont utilisés dans le
deuxieme cas. Le troisieme cas peut étre réduit au premier, puisque no et ng
sont tous les deux des racines de copies de D... Dans le quatrieme cas, n = 1,
(0,1) € L(p) et & € L(f). Dans le cinquiéme cas ny est aussi étiqueté par &.
Supposons maintenant que Pi¢P, € L(f) pour Pi, P, € SP°(A). On distingue
deux cas. Dans le premier cas, il existe Py 1,P12 € SP°(A) tels que P, =
P11Pi g et Py o&Py € L(f") = L(e”). Il suffit d’ajouter r(D.) — ng au début de
la suite d’arcs obtenue par hypothese d’induction appliquée sur la copie de D,
de racine ny. Dans le deuxiéme cas il existe Py 1, Py € SP°(A) tels que P, =
Py 1Py 5 et PIEP>1 € L(f') = L(e’). Dans ce cas, il suffit d’ajouter r(D.) —
ni1,n1 — ng au début de la suite d’arcs obtenue par hypotheése d’induction
appliquée sur D.,. Quand 1’étiquette de r(D,~) est une formule de Presburger,
le Lemme 3.1.13 devrait étre utilisé en plus des arguments ci-dessus.

Les cas des autres opérations séquentielles sont similaires.

Si f est de la forme f = f’ o f”, alors e est de la forme e = €’ o¢ €”. Si
e” est £ ou ¢ est £ alors par construction D, est isomorphe respectivement
a De ou Degn et il suffit d’appliquer I’hypothése d’induction. Donc on peut
supposer que € et €’ ne sont pas &, et que D, est construit & partir de D,
et Der. Supposons d’abord qu’il existe dans D, une suite d’arcs consécutifs
e1: 81 — di,...,en: S, — d, comme dans ’énoncé du lemme. Puisque tous
les nocuds étiquetés par £ ont été remplacés dans D., nécessairement il existe
i € [n] tel que e;: s; — d; est un arc allant d’un nceud de D, vers un nceud
de D./. Alors, ou bien Iétiquette de s; était £ et elle a été changée par ’étiquette
de 7(D,./) durant la construction, ou alors s; était étiqueté par une formule de
Presburger p(z1,...,zk), r(De) était étiqueté par une formule de Presburger

p'(2h, ..., 2}), si a comme r®"® enfant s étiqueté par £ avant la construction,

d; est le '™ enfant de r(D./), et 'étiquette de s; a été changée en p’ o, p.

Supposons qu’on soit dans le deuxiéme cas (le premier cas est plus simple et
utilise des arguments similaires). Par hypothese 1,1 € L(p'o,, p), et d’apres
les Lemmes 4.2.9 et 3.1.13, 1, € L(p) et 1,» € L(p’). Lasuite (D) — d;, Siy1 —
dit1,..., Sy — d, d’arcs de D, vérifie 'énoncé du lemme, et par hypothese
d’induction il existe Py, Py € SP°(A) tels que PiEP> € L(f’). Considérons
maintenant les nceuds s;, j < i tels que s; a été modifié durant la construction
de Deroeer et est étiqueté par une formule de Presburger, nécessairement de la
forme p’ow” p; ou p; était I'étiquette de s; dans D, et r; est I'indice de s; — x;
dans out(s;) dans D, avec x; étiqueté par £. Par hypothese, 1, € L(p o, pj)
pour un k; tel que s; — d; a comme indice k; dans out(s;) dans D, et, puisque
s; — dj est un arc de D¢ et comme conséquence du Lemme 3.1.13, 15, € L(p;)
pour un k;s tel que s; — d; a comme indice kj, dans out(s;) dans D.». La suite
d’arcs s;1 — dq,...,8; — s d’arcs de D, vérifie les conditions du lemme, et par
hypotheése d’induction P{{Ps € L(f") pour Pj, Pj € SP°(A). Par conséquent
PLPEP,Py € L(f og [").

Retournons maintenant au coté inverse du lemme, et supposons que P1{P €
L(f" o¢ f") pour Py, P, € SP°(A). Nécessairement, il existe Pj, P, Ps, Py €
SP?(A) tels que P{¢Py € L(f") et PPy € L(f'), P, = P{P{' et P, = P} Pj.
Par hypothese d’induction, il existe une suite s;1 — di1,...,8n,,1 — dns1
(resp. s12 — d1.2,...,8np2 — dp,2) d’arcs de D (resp. Dev) qui vérifie
I’énoncé du lemme. Supposons d’abord que 7(De/) et s,, 2 ne soient pas tous le
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deux étiquetés par des formules de Presburger. L’étiquette de d,,, o était £ dans
D et a été modifiée en I'étiquette de 7(D./) dans Deroer. La suite s1o —
di2,- 3 8np2 = dny2,dny2 = d11,- -, 8ny 1 = dyy 1 d’arcs de Dero o vérifie
I’énoncé du lemme. En effet, par construction les sources d,, 2, 52,1, - ., Sny,1 Vé-
rifient I’énoncé du lemme. Si une des sources s; 2, i € [n2), a été modifiée durant
la construction, alors nécessairement r(D,.) et étiqueté par une formule de Pres-
burger p’, cette source ne peut pas étre s, 2, et son étiquette est une formule de
Presburger p dans D¢ qui a été changée en p’o,; p pour j indice d’un arc s; 5 — s
dans out(s; 2) dans D.», avec s étiqueté par £. Puisque par hypothese d’induc-
tion il existe r tel que r est un indice de s; 2 — d; 2 dans out(s; 2) dans D, et
L, € L(p), et donc r # j, alors 1}, € L(p’ oz, p) d’apres le Lemme 3.1.13, pour &
indice de s;,2 — d; 2 dans out(s; 2) dans D.. Maintenant, revons au cas ot (D)
et 55,2 sont tous les deux étiquetés par des formules de Presburger, respective-
ment p’ et p. Alors la suite s1.0 — d1,2,...,8ny2 = d11,821 = d21, .-, 80,1 —
dp,1 d’arcs de Dero e vérifie 'énoncé du lemme. On argumente comme ci
dessus, avec une attention particuliere a 'arc sy, 2 — di,1. Par hypothese, il
existe j tel que Sp,2 — dp,2 a comme indice j dans out(s,, 2) dans D, et
1, € L(p). Egalement par hypothése, il existe j tel que 7(Der) — dy,1 a comme
indice j" dans out(r(D,)) dans D.s, et 1;; € L(p’). D’aprées le Lemme 3.1.13 et
par construction de Dero.err, 1jyj—1 € L(p' 0, p) et j+ 3" — 1 est un indice
de 8y,,2 — di,1 dans out(s,, o) dans Dero.er.

Si f est de la forme f = f’' + f” des arguments similaires sont utilisés.

Si f est de la forme f = f"*¢, alors e est de la forme e = ¢/*¢. Par définition,
& € L(f) et par construction, il y a une suite (de longueur 1) d’arcs de D,
satisfaisant I’énoncé du lemme.

Si f est de la forme f = f' | f” alors e est de la forme e =€’ || ", et il y a
plusieurs cas. Sie ¢ L(f")UL(f") alors aucun des deux membres de ’équivalence
du lemme n’est vrai, et le lemme est vérifié. Donc supposons sans perte de
généralité que € € L(f"”). D’aprés le Lemme 4.2.9, r(D.) est étiqueté par une
formule de Presburger ps, telle que soit po est une tautologie de Presburger close
ou (0,...,0) € L(ps). Supposons que Pi{Py € L(f") pour Pi,P, € SP°(A),
et sans perte de généralité que r(D.) n’est pas étiqueté par une formule de
Presburger. Par construction r(D,) est étiqueté par p = pg oy, (21 = z2 = 1),
et 17 € L(p) d’aprés le Lemme 3.1.13. 11 suffit d’ajouter larc r(D.) — (D)
au début de la suite d’arcs obtenue par hypothese d’induction sur D, pour
construire les suites requises d’arcs de D.. Revenons a ’autre implication du
lemme, et supposons l'existence de la suite d’arcs dans D.. Supposons sans
perte de généralité que r(D. ) et r(Der) soient tous les deux étiquetés par de
formules de Presburger, respectivement p; et ps, donc 1'étiquette de r(D.) est
P = P194, P20, (x1 = 22 = 1). D’apres le Lemme 3.1.13, un de p1, p2, disons sans
perte de généralité p; est une tautologie close de Presburger ou a (0, ...,0) dans
son ensemble de Presburger, donc € € L(f’) d’apres le Lemme 4.2.9. En utilisant
le Lemme 3.1.13 encore et 'hypotheése d’induction sur Der, on a P1EP> € L(f")
pour Py, P, € SP°(A) donc PiEP, € L(f). O

Notons que dans l'assertion du Lemme 4.2.10, le D-graphe n’est pas obtenu
a partir d’'une >l-expression arbitraire. C’est le D-graphe de la >1-expression
d’une expression rationnelle. Une >l-expression de la forme ¢->1e par exemple
n’est la >l-expression d’aucune expression rationnelle. Son langage est vide.
Son D-graphe ne satisfait pas la propriété énoncée dans le Lemme 4.2.10. Le
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fait que e soit la >l-expression d’une expression rationnelle est une condition
nécessaire.

Lemme 4.2.11. Le D-graphe D, d’une >l-expression e n’a pas d’arc spécial
dont la destination est un neud étiqueté par &.

Démonstration. Le seul endroit ou les arcs spéciaux sont ajoutés est 1’Algo-
rithme 4. Si un arc spécial s: n — x, avec x étiqueté par &, a été ajouté, alors
nécessairement = est un enfant de la racine. L’Algorithme 2 est appliqué apres
I’Algorithme 4. Sa premiére étape supprime s. O

Conformément a la construction inductive de D-graphes a partir de >1-
expressions (Section 4.2.3), des arcs spéciaux sont ajoutés seulement lors du
remplacement des nceuds étiqueté par £ dans la construction de D,.¢ a partir D,
pour une >1-expression e (Algorithme 4). Les arcs spéciaux ont toujours comme
source un neeud étiqueté par une formule de Presburger (voir Remarque 4.2.6).
En s’appuyant sur le Lemme 4.2.10, on montre les propositions suivantes :

Proposition 4.2.12. Soit Dy le D-graphe d’une expression rationnelle f. Pour

toute suite o = e1: 81 — di,...,e;: §; = dy d’arcs consécutifs de Dy telle que
s1 = r(Dy) et e € Eg(Dy), il existe i € [l] tel que s; est étiqueté par une
formule de Presburger p(x1,...,,,), et pour tout r € [m] tel que e; est le réme
arc dans oul(s;) et pour tout (vy,...,vm) € L(p), sivy >0 alors 3 ;e vi > 1.

Démonstration. On procede par induction sur f.

Rappelons que I’ Algorithme 2 est appliqué apres chaque étape de la construc-
tion inductive d’un D-graphe a partir d’'une >1-expression. Si la proposition est
vraie sur le D-graphe D avant l'application de Algorithme 2, alors elle reste
vraie aprés son application (D-graphe D'). En effet, 1’ Algorithme 2 n’ajoute pas
d’arcs spéciaux ; il ajoute seulement des arcs normaux dont les destinations sont
des noeuds étiquetés par £. Donc, si une suite « d’arcs consécutifs se termine
par un arc spécial dans D', alors cette suite existe dans D, mais ’étiquette
et la bordure de certaines sources d’arcs ont pu étre modifiées si c’est des for-
mules de Presburger. Supposons que 1’étiquette de la source s; d’un arc e; de
« ait été modifiée; cela s’est produit dans I'étape 2 de l'algorithme et néces-
sairement 1’étiquette de s; est une formule de Presburger. En conséquence du
Lemme 4.2.11, il n’y a aucun d;, j € [l], étiqueté par £. Donc, il y a une bijec-
tion f entre l’ensemble des positions de e; dans out(s;) dans D et ensemble
des positions de e; dans out(s;) dans D’. Soient p(x1,...,x) Uétiquette de s;
dans D, p/(z},...,x},) son étiquette dans D', r une position de e; dans out(s;)
dans D et 7’ une position de e; dans out(s;) dans D’ telles que f(r) = r’. Par
construction de p’ & partir de p on a (y1,...,yx) € L(p), yr > 0, 3Zicq % > 0
si et seulement si (y1,...,y5) € L(p'), yp >0, X, ¥i > 0.

Les arguments pour la preuve de la proposition sont trés similaires a ceux
utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.10 dans tous les cas, sauf o¢ et *¢. On met
I’accent sur ces deux cas.

Supposons que f soit de la forme f = f" o¢ f”, et qu’on est dans les cas
triviaux f” = £ ou f' = & Donc e est de la forme e = €’ o¢ €. Puisque la
construction de D, a partir de D, et D.» n’ajoute pas de nouveaux arc spé-
ciaux, tous les arcs spéciaux sont soit de D, ou Dg~. Supposons d’abord que
e; € D.r. Par construction, e; ...e; sont tous de D.. Les noeuds s;, ¢ € [I], ont
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pu étre modifiés par la construction (étiquettes, bordures, ou le deux). Les s; mo-
difiés étaient nécessairement étiquetés par des formules de Presburger dans D,
et sont toujours étiquetés par des formules de Presburger dans D.. Soit K =
{k € [l]: si a son étiquette dans & dans D.}. Si|K| = 0 on a une contradiction
avec I’hypothese d’induction. Donc|K| > 0. Supposons par ’absurde que pour
tout k € K, s, est étiqueté par une formule de Presburger pr (215, - Tm, k),
et il existe rp € [my] tel que e, a comme indice r, dans out(sg) dans D, et
1, € L(pk). Si pour tout k € K I'étiquette de s, n’a pas été modifiée durant la
construction de D, nous obtenons une contradiction avec I’hypothese d’induc-
tion. Soit K’ le sous-ensemble de K tel que k' € K’ si et seulement si 1’étiquette
de sp a été modifiée durant la construction de D.. Par construction, r(D./)
est étiqueté par une formule de Presburger po(z1,0,...,%k,,0) €t pour chaque
k' € K', sjs était étiqueté par une formule de Presburger pj, (1, . .. ,xm;”k/)
dans D, et ppr = pg O, , Pl pour iy € [m},]. Puisque € € L(e’), d’apres le
Lemme 4.2.9, alors (0,...,0) € L(pg). Donc il y a (y1,05---,Yke.0) € L(po)
et (yl,k/,...,ymg“k/) € L(p),) tels que soit Zie[ko] vio = 1, yi, = 1 et
Zie[m;,]yi,k/ =1, 0ou y;,, i = 0 et Zie[m;,]yi,k/ = 1. Dans les deux cas,
on obtient une contradiction avec 'hypothése d’induction sur D, .

Supposons maintenant que e; € D.,. Par construction il existe k € [I] tel
que s appartient a D.~ et est source d’arcs dont les destinations sont des
neeuds de Der. Si, dans la construction de D, s; a été modifié pour étre
une copie de (D) alors il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction sur D,
pour avoir la proposition. Sinon, ’étiquette de s dans D, est p(x1,...,zx) oy
p'(zh,...,x,) avec p(x1,...,x,) étiquette de r(Der) et p'(zf, ..., 2}) 1'éti-
quette de s; dans D, pour i € [k']. La proposition vient du Lemme 3.1.13 et
de ’hypothese d’induction appliquée sur D.:.

Retournons au cas f = f’*g, donc e est de la forme e = ¢/*°. Par 'absurde
supposons que la proposition soit fausse sur une suite d’arcs consécutifs eq, . .., ¢
qu’on peut supposer aussi petite que possible. On peut supposer qu’elle est
fausse avant que I’Algorithme 2 soit appliqué. Nécessairement, le seul arc spécial
de la suite est e, sinon la suite n’est pas aussi petite que possible. Notons
que dans la construction de D, a partir de D/, tous les nouveaux arcs sont
spéciaux excepté les nouveaux arcs de out(r(D,-¢)). Dong, 8’il y a un nouvel
arc dans ey, ..., e_1, ¢’est nécessairement e;. Soit K C [I] tel que k € K si et
seulement si s; est un nocud de D,/ et s, a été modifié durant la construction
de D_/-¢ & partir de D./. Si K = () on obtient une contradiction avec ’hypothese
d’induction, que s; soit un nouveau nceud ou non. Par conséquent K # ().
Soit k € K, et supposons que si ait été étiqueté par £ dans D... Alors la
nouvelle étiquette de s est identique & ’étiquette de r(D,.«¢) et out(sg) =
Sk off(CDe/*&) out(r(Dgi+¢)), avec tous les arcs de source s, dans Dg.c spéciaux.
Puisque la suite eq,...,e; est aussi petite que possible alors nécessairement
k=101>1.

Supposons d’abord que tous les arcs eq,...,e_1 existent dans D,/. Suppo-
sons aussi que s; ait été étiqueté par & dans D.. Pour tout k € K \ {1,1},
s est étiqueté dans D¢ par une formule de Presburger py(z1,...,z,,) de
la forme pp = p o) pi. pour t € [n}], avec pfc(x’l,...,:v;l;c) son étiquette
dans D/, et p(zf, ..., z1,) Vétiquette de r(D,/-¢). Aussi, out(sg) = (s Of‘r(CDe/*s)
out(r(Der¢))) o1, w avec w = wi, ..., wy, = out(sg) dans Des. Supposons que
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ej apparaisse & une position k; € [ny] dans out(sy) dans Dge. Si 1, € L(p)
alors nécessairement, par définition de py, et parce que (0, ...,0) € L(p) puisque
e ¢ L(¢/) (Lemme 4.2.9), il existe ko € [n}] tel que ko est un indice de ey dans
out(sy) dans D et 1x, € L(p)) comme conséquence du Lemme 3.1.13. Main-
tenant, considérons s;. Puisque c’est un élément de D, alors nécessairement
il est étiqueté par une formule de Presburger p dans D./, et p(z1,...,z,) a
pu étre changé par la construction de deux maniéres. Si s; a comme *™° en-
fant un neceud étiqueté par £ dans D/, alors p a été changée en p**¥ dans D..
Selon le Lemme 3.1.18, si 1; € L(p*™) pour j € [n] \ {¢} alors 1; € L(p).
Sinon, si s; n’a pas d’enfant étiqueté par £ dans D, alors p a été changée
en p'(x1,..., 2ng1) = (21, .., 20) ATpy1 = 0)V (Ajg)zi = 0AZp 1 = 1), et si
1, € L(p") pour j € [n] alors 1; € L(p). Il s’en suit que la suite d’arcs ey, ..., 1
dans D, satisfait I’énoncé du Lemme 4.2.10, et donc il existe P, P» € SP°(A)
tels que P1EP, € L(e') ce qui est une contradiction avec le cas *¢ de la définition
des langages rationnels. Quand s; était étiqueté par une formule de Presburger
dans D, on argumente comme ci-dessus.

Enfin, quand e; n’est pas un arc de D, alors 7(Dgs«¢) est un nouveau noeud
étiqueté par z1+x2 = 1 et out(r(Deiwe)) = ey, f pour un arc f de destination un
nouveau neeud étiqueté par &, et le résultat vient aussi en utilisant les arguments
ci-dessus. O

En commengant la suite d’arcs a partir de n’importe quel arc spécial on a

Proposition 4.2.13. Soit Dy le D-graphe d’une expression rationnelle f. Pour
toute suite a = ey ...e; d’arcs consécutifs de Dy avec e1,e; € Es(Dy), 1 > 1, il
existe un neud n source d’un e;, i € [l], tel que n est étiqueté par une formule
de Presburger p(z1,...,2m), et pour tout r € [m] tel que e; est le 7™ arc dans
out(n) et pour tout (vi,...,vm) € L(p), si vy >0 alors 3, vi > 1.

Le reste la section est consacré a la preuve de la Proposition 4.2.13. On com-
mence par montrer quelques propriétés des D-graphes d’expressions rationnelles
de la forme e*¢ ou e og €’.

Lemme 4.2.14. Soit e une >1-expression. Soit S l’ensemble de tous les arcs
spéciaur de Dg«e ajoutés dans la construction de D.«e a partir de D,. Alors,
pour tous les neuds s,d de Dgse, si s — d € S alors r(Dg«c) — d est un arc

de De*g.
De plus, pour n’importe quel s — d € S, notons les étiquettes de s et de
7(Dgxe) dans D¢ par respectivement ps(x3,...,x;, ) et pp(xf,...,x;, ), et sup-

posons que i soit un indice de s — d dans out(s) dans Dg-c. Si 1; € L(ps) alors
il existe j indice de r(Dgxe) — d dans out(r(Dexc)) tel que 1; € L(p,).

Démonstration. La premiere partie du lemme est immédiate par construction
de D..c. Pour la deuxiéme partie, il y a deux cas : soit s était étiqueté par &
dans D, ou non. Si c’est le cas, par construction ps; = p, et le résultat s’en suit.
Sinon, s était le parent d’un nceud s’ étiqueté par & dans D,, et était étiqueté
par une formule de Presburger p(x1,...,x,) dans D.. Soit k l'indice de s — &
dans out(s) dans D.. Alors ps = pr 04, p. Ainsi, si 1; € L(ps), alors 15, € L(p) et
li—k+1 € L(py), comme conséquence du Lemme 3.1.13. Par définition de out(s)
dans la construction de D,.e, i — k + 1 est un indice de r(Dg+¢) — d dans
out(r(Dg«e)). O
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La preuve du lemme suivant utilise des arguments similaires a ceux utilisés
dans la preuve du Lemme 4.2.14.

Lemme 4.2.15. Soient e et e’ deux >1-expressions et f: s — d un arc de Deo,er

allant d’un neud s de D vers un neud d de D ajouté dans la construction
de Deoger @ partir de Der et D.. Alors r(De) — d est un arc de D..

De plus, létiquette de s dans Deo o est une formule de Presburger ps(x,

.. @y, ) si et seulement si I’étiquette de r(D.) est une formule de Presburger

pr(2f, ..., 2y, ). Dans ce cas, supposons que i soit un indice de f dans out(s).

Si 1; € L(ps) alors il existe j indice de r(D.) — d dans out(r(D,)) tel que

1; € L(py).
On est prét maintenant a prouver la Proposition 4.2.13.

Démonstration de la Proposition 4.2.18. On procede par induction sur I’expres-
sion rationnelle f. On note par e la >1-expression de f.

Si f = a pour une lettre a € A ou f = € alors e est de la méme forme et D,
n’a pas d’arcs, et la proposition est vérifiée.

Si f est de la forme f = f'°” pour op € {*,w,—w,f,—4}, ou de la forme
f=fopf"” pour op € {-,0} il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction.

Si f=f1| f2 alors e est de la forme e = e; || e2. Remarquons que la suite
d’arcs de I’énoncé est entierement composée d’arcs qui appartiennent tous a D, ,
ou qui appartiennent tous a D.,. Puisque le destinations et les sources de ces
arcs n’ont pas été modifiées par la construction, il suffit d’appliquer ’hypothése
d’induction.

Le cas f = f1 + fa est exactement le méme que f = f1 || fa.

Supposons que f soit de la forme f = f’o¢ f”. Quand tous les arcs eq, ..., ¢
sont de Dy il suffit d’appliquer I'’hypothese d’induction. Quand tous les arcs
e1,...,e sont de Dy» argumentation est identique a celle de la preuve de la
Proposition 4.2.12. Sinon, il existe i € [I] tel que e; va d’un nceud de Dy~ vers
un nceud de Dy, tous les arcs ey, ..., e;—1 sont de Dy» et tous le arc e;41,...,¢
sont de Dys. Donc la proposition est une conséquence directe du Lemme 4.2.15
et la Proposition 4.2.12.

Enfin, supposons que f soit de la forme f = f'**. Quand chaque e;, i € [1],
existe dans Dy la proposition vient de I’hypothese d’induction et des arguments
similaires & ceux utilisés dans la preuve de la Proposition 4.2.12. Donc, suppo-
sons qu'il existe i € [I] tel que e; est un arc ajouté dans la construction de D /.
a partir de Dy/. L’arc e; a été ajouté dans I’étape 1 ou 2 de la construction.
Si c’est dans ’étape 1, alors e; n’est pas un arc spécial et sa source est la ra-
cine de D¢, donc 7 = 1, ce qui constitue une contradiction. Donc, e; vient de
I’étape 2. La proposition vient du Lemme 4.2.14 et la Proposition 4.2.12. O]

4.2.5 Langages de D-graphes

Nous définissons dans cette section le langage d’un nceud d’un D-graphe issu
d’une expression rationnelle. Le langage d’un tel D-graphe est aussi défini dans
cette section. C’est le langage de sa racine. Un D-graphe d’une expression ra-
tionnelle est construit de telle maniere que son langage soit celui de I’expression
rationnelle. C’est ce que nous montrons par la suite.
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Définition 4.2.16. Soit e la >1-expression d’une expression rationnelle sur un
alphabet A. Soient n un neud de D, et P € SP°(A). Un chemin d partir de n
dans D, et étiqueté par P est un arbre ordonné étiqueté Tp tel que :

1. quand P est un singleton étiqueté par a et n une feuille étiquetée par a
alors Tp est réduit a un seul neud étiqueté par (n,a) ;

2. quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par ->1 et bordé par

out(n) =n — ny,n — ng alors Tp a la forme Tp = (m,Tp,,Tp,) avec m
étiqueté par (n,2) et Tp, est un chemin de n; dans D, étiqueté par un
poset non vide P;, i € [2], tel que P = P Py ;

3. quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par et bordé par
out(n) = n — ny alors Tp a la forme Tp = (m,Tp,,...,Tp,) avec m
étiqueté par (n,k) et Tp, est un chemin de ny dans D, étiqueté par P;,
i € [k], tel que P = Py...Py. Il doit y avoir i,i' € [k], i # i, tels que
Pi7 Pi’ 7& €;

4. quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par w”"' et bordé par
out(n) =n — ny alors Tp a la forme Tp = (m, (Tp,)icw) avec m étiqueté
par (n,w) et Tp, est un chemin de nq dans D, étiqueté par P;, i € w, tel
que P =[],c,, Pi. Il doit y avoir i, € w tels que i #1i' et P;, Py # €;

5. la construction quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par —w
est symétrique ;

*>1

>1

>1

6. quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par §>' et bordé par
out(n) = n — ny alors Tp a la forme Tp = (m,(Tp,)ica) pour o €
0 \{0,1} avec m étiqueté par (n,«) et Tp, est un chemin de ny dans D.
étiqueté par P;, i € «, tel que P = [].., P;. Il doit y avoir i,i’ € « tels
que i #1i et Py, Py #¢;

7. la construction quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par —A
est symétrique ;

1€

>1

8. quand P est un poset séquentiel et n est étiqueté par o1 et bordé par
out(n) = n — ni,n — na alors Tp a la forme Tp = (m,(Tp;);c 05+
pour J € .#\{0,1} avec m étiqueté par (n,J U f*) et Tp, est un chemin
de ny dans D. quand j € J, de no quand j € J*, et étiqueté par pPj,
jeJu J*, tel que P = I1 P;. Il doit y avoir j,j' € JU J* tels que
j?é]/ et Pj,Pj/ 7é €5

9. quand n est éliqueté par p(z1,...,xK) € Py el bordé par out(n) = n —
ni,...,n — ng alors Tp a la forme Tp = (m, (TP, )ic[k),je[v]) avec m
étiqueté par (n, (vi,...,vx)) avec (vi,...,vx) € L(p), et Tp, ; est un che-
min de n; dans D, étiqueté par un poset non vide P; ;, i € [k], j € [v;], tel
que P =|licii)lljefv,) Pi.j- Notons que puisque le produit paralléle de posets
est commutatif, 'ordre de la suite (Tp, ;)ic[x),je[v;] m'a pas d’importance
particuliére.

jeJuj*

Dans le dernier cas, quand Tp a la forme Tp = (m, (Tp, ;)ick].jev:]) €& 1 —
ny € Eg(De) pourt € [k], on dit que P, ; est marqué par n — n; dans Tp, et
que n. — my comimence pr., pour tout j € [v]. Le marquage est une notion
héréditaire : tout facteur de P; marqué par un arc spécial e dans Tp, est aussi
considéré marqué par e dans Tp.

Notons que € peut étre I’étiquette d’un chemin seulement dans le cas 9 de la
Définition 4.2.16 quand (0,...,0) € L(p) ou quand p est une tautologie close.
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Dans le cas contraire, la Propriété PP garantie que tous les P; ; ne sont pas
vides. Remarquons que la définition des chemins issus de nceuds étiquetés par
une opération séquentielle est conforme a la définition de cette derniere dans la
Section 4.1.

Nous définissons les notions de sous-chemin, sous-chemin strict et sous-
chemin direct d’un chemin dans un D-graphe D, similairement aux notions de
sous-arbre, sous-arbre strict et sous-arbre direct d’un arbre. Ainsi, étant donné
un chemin 7' = (m, (T});c1), pour un ordre linéaire I € ., dans D., un sous-
chemin de T est soit T ou un sous-chemin de I'un des T;, ¢ € I. Les T;, i € I,
sont les sous-chemins directs de T'. Les sous-chemins de T différents de T sont les
sous-chemins stricts de T. Comme pour les sous-arbres, les sous-chemins d’un
chemin T dans D, peuvent étre partiellement ordonnés par une relation d’ordre
qu’on note <.. Ainsi, pour tout sous-chemins stricts 7" et 7" de T on a :

T' <, T" si et seulement si T’ est un sous-chemin strict de 7"

La Définition 4.2.16 est par induction sur la structure des chemins dans un
D-graphe. Remarquons qu’un chemin peut avoir une hauteur infinie. C’est le
cas par exemple d’un chemin T & partir d’un nceud n étiqueté par w>' ol
T = ((n,w),(T})icw), chaque T; est de hauteur finie et la hauteur de T4
est strictement supérieure & la hauteur de T;, pour tout ¢ € w (voir aussi
Exemple 1.4.20). La Définition 4.2.16 s’appuie sur <.. Nous montrons dans
la proposition suivante que <. est bien fondée.

Proposition 4.2.17. La relation d’ordre <. est bien fondée.

Démonstration. Considérons la classe de tous les (Tp, P) formés d’un chemin Tp
et de son étiquette P partiellement ordonnés par la relation (Tp, P) < (Tps, P')
si et seulement si Tp <. Tps,. Nous attestons que < est un bon ordre. En
effet, supposons par I’absurde qu’il existe une suite infinie décroissante --- <
(Tp,,P;) < --- < (Tp,, P1) < (Tp,, P). On peut supposer que Tp, , soit un
sous-chemin direct de T'p,, pour tout ¢. Chaque T'p, est un chemin d’un neceud n;.
Par conséquent, il existe un arc e; : n; — n;y; dans D, pour tout ¢. La suite
€p,€1,... est une suite infinie d’arcs consécutifs. On sait que les D-graphes
privés de leurs arcs spéciaux sont des DAG. Puisque un cycle dans un D-graphe
doit contenir un arc spécial, il y a parmi les e; un arc spécial e qui se répete
infiniment souvent dans la suite. Soit ig,41,... la suite de tous les indices des
i; telle que e;; = e. La construction de P;; a partir P, , nécessite au moins un
produit parallele par un poset non vide en conséquence de la Proposition 4.2.13.
Puisque la destination d’un arc spécial n’est pas étiquetée par une formule de
Presburger (Propriété SS), la construction de P;; a partir de P, , nécessite aussi
un produit séquentiel par un poset séquentiel non vide. Donc nécessairement
rp(Pi;) > rp(Pi,,,). La suite --- < rp(P;,) < rp(P;,) est une suite infinie
décroissante de rangs de posets, ce qui est contradictoire puisque l'ordre des
rangs des posets est bien fondé. O

Définition 4.2.18. Soit D le D-graphe d’une expression rationnelle. Soit n un
neud de D. Le langage L(D,n) de n dans D est l'ensemble des étiquettes des
chemins dans D de n. Le langage L(D) de D est le langage de sa racine.
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Quand il n’y a pas risque de confusion, on note par L(n) le langage d’un
nceeud dans un D-graphe déduit du contexte.

Dans le cadre des langages des D-graphes, les Propriétés PP et SS permettent
de garantir certains faits. Etant donnés un D-graphe D d’une expression ration-
nelle sur un alphabet A et n un nceud de D, si a € L(n), pour a € A, nécessai-
rement n est étiqueté par a, ou, grace a la Propriété PP, n est étiqueté par une
formule de Presburger et a un enfant étiqueté par a. La Propriété SS garantit
que L(n) ne contient pas de poset paralléle quand n est la destination d’un arc
spécial. Par conséquent, tout poset marqué est séquentiel. En particulier :

Remarque 4.2.19. Comme conséquence de la Proposition 4.2.13, quand il y
a un chemin a partir de r(D.) étiqueté par P, s’il contient deux sous-chemins
différents étiquetés par Fy et Fy tous les deur marqués par le méme arc spécial,
alors Fy et Fy sont nécessairement des posets séquentiels (Propriété SS), et soit

(Cy) FiNFy=0. Eventuellement, F1 Fy est un facteur séquentiel de P ;

(Co) un est strictement inclus dans Uautre, sans perte de généralité Fy C F.
Dans ce cas, il existe x € Fy \ Fy tel que x est incomparable & tous les
éléments de F;.

Exemple 4.2.20. Soient Ly et Ly les langages de respectivement e; = aog(a(§ ||
))*¢ (regarder aussi I’Exemple 4.1.3) et de e = b°. Considérons les D-graphes
D.,D., et D., de respectivement e = e1 ¢ ez, e1 et ey représentés a gauche
de la Figure 4.8. Soit 3 Uordre linéaire fini {x1,x2,23} tel que 1 < x2 < 3.
Alors 3* = {({z1}, {22, 23}), ({z1, 2}, {x3})}. Soient x4 = ({z1}, {z2, 23}) et
x5 = ({z1, 22}, {xs}). Alors 3U3* = {z1,...,25} ordonné comme suit : v1 <
Ty < Xo <5 < IT3.

Un chemin T dans D. d partir de v(D,.) est représenté d droite de la Fi-
gure 4.8 étiqueté par P = [[;ca03- Fj, ot Fyy = alala || a) || a),Fuy, =
&F, = a,F,, = b et Fpy = a(a || a). Notons que F,,,F,,, Fy, € L(D.,)
et Fy,, Fyy € L(De,). Notons aussi que Fyy = [[;ccie F5,5 ot Fs; = b quand
jEC et F5; =€ quand j € é* Remarquons que le chemin T a un unique sous-
chemin direct T" étiqueté aussi par P. Soient T, T, T, T, T, les sous-
chemins directs de T’ pris dans 'ordre de gauche d droite. Remarquons que
chaque T, est étiqueté par F, .

Exemple 4.2.21. Soit e = ((a || £*)*¢ +b(c || d))** une expression rationnelle.
Le D-graphe D, de la >1-ezxpression de e est représenté en haut de la Figure 4.9.

Soit ny,...,n11 le parcours préfize de D, sans ses arcs spéciauz. On a
Es(D.) = {ngy = na,ng — nz,ng — nr}. Les feuilles de D, sont na,ns, ng, ns,
nig,n11- Notons que dans out(ng) = mg — no,ng — N3,Ng — N2, Ny —

n3,Ng — Ns,N4 — Ny chacun des arcs ny — no et ng — ng se répéte deux
fois. En bas a gauche et en bas a droite de la Figure 4.9 sont représentés res-
pectivement le poset P = a || (§(a || (b(c || d)b(c || d)))) de L(D.) et un
chemin Tp dans D, de ni étiqueté par P. La racine de Tp est étiquetée par
(n1,(1,1,0,0)) avec (1,1,0,0) € L(p1). Le chemin Tp a deuzx sous-chemins

directs Tp, = (ng,a) et Tp, = ((n3,2),Tp,,,Tp,,) étiquetés respectivement
par Pi = a et Py = Py1P5, avec P = Py | P2, Tp,, et Tp,, les sous-
chemins directs de Tp, 4 partir de ny respectivement étiquetés par Po; = &

et Poo = a || (b(c || d)b(c || d)). Dans la continuité, Tp,, et Tp,, ont respec-
tivement la forme ((ng4, (0,...,0,1,0)), (n5,£)) et ((ng,(1,1,0,...,0)),Tr,, Tr;)
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1+ T ta3=1

FIGURE 4.8 — Le D-graphe D, de e = a o¢ (a(€ || €))*¢ ¢ b° et un chemin dans
D, de r(D.). Pour alléger les figures, les nceuds des chemins sont étiquetés par
s au lieu de (n, s) ot n est un nceud de D,
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FIGURE 4.9 — Le D-graphe D, de la >l-expression de e = ((a || £*)*¢ + (b(c ||
d)))*¢, un poset P =a || (&(a || (b(c || d)b(c || d)))) de L(e) et un chemin dans
D, de r(D.) étiqueté par P. Ici pi(x1,...,24) = (1 = 22 = 0A 23 + 24 =
1)\/(.131 >1Aza+23+24 < 1) et po(x1,...,26) = (:L‘l > 1Az < 1A3<i<6T; =
0)V(x1 > 0Az2 = 0A((23 = 24 = 0Ax5+26 = 1) V(23 > 1Azs+a5+26 < 1)))
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avec (0,...,0,1,0),(1,1,0,...,0) € L(p2) et (ns,&), Tr, et Tp, sont de respec-
tivement ns, noy et n3 étiquetés respectivement par £, Fy = a et F3 = b(c ||
d)b(c || d). Notons qu’il existe un chemin de ny, différent de Tp, ,, étiqueté par
le méme poset. La seule différence réside dans la racine qui est étiquetée par
(n4,(0,0,1,1,0,0)). Remarquons que Tr, et Tg, sont commencés par respecti-
vement ng — ng et ng — ny. Similairement, Tr, et Tp, sont des sous-chemins
de T, de ny étiquetés par Fy = Fy» = b(c || d) et sont commencés par ny — nz.
Chaque F; est marqué par Uarc qui commence Tr,, i € [4]. En conséquence de
la Remarque 4.2.19, Uarc marquant F3 est nécessairement différent de ceux qui
marquent Fy et Fs.

Les propriétés montrées dans la Sous-section 4.2.4 donnent un apergu sur la
concordance des langages des expressions rationnelles avec les langages de leurs
D-graphes. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Le Lemme 4.2.9
montre que € € L(e) si et seulement si € € L(D,). Le Lemme 4.2.10 explique qu’il
existe un poset dans L(D.) ayant un élément étiqueté par & comparable & tous
les autres éléments si et seulement si le méme genre de poset existe dans L(e).
La Proposition 4.2.12 et la Proposition 4.2.13 montrent en particulier que les
éléments de tout facteur marqué d’un poset P de L(D.) sont tous incomparables
avec au moins un élément de P. Les facteurs marqués de P sont les étiquettes des
sous-chemins commencés par un arc spécial du chemin dont P est I’étiquette. Ces
arcs spéciaux ont été forcément introduits lors de la construction du D-graphe
d’une sous-expression €/ de e de la forme e”*¢. Par définition, tout élément
étiqueté par £ d’un poset de L(e”) doit étre incomparable avec au moins un
autre élément.

La prochaine section est entierement consacrée a la preuve de la proposition
suivante :

Proposition 4.2.22. Pour toute expression rationnelle f, L(Dy) = L(f).

4.2.6 Preuve de la correction de la construction de D-
graphes

Nous allons maintenant prouver I’exactitude de la construction de D, a partir
d’une expression rationnelle e (Proposition 4.2.22).

Cas e =€’ o¢ ¢

Nous montrons ici, pour toutes expressions rationnelles e, e’ € Rg(SP°(A))
que, si eog e’ € Rp(SP°(A)) alors L(D,) og L(Der) = L(Deoer). Par définition,
pour que e og € soit dans Rg(SP°(A)) il faut que ¢ ¢ L(e). Par conséquent,
d’apres le Lemme 4.2.9, quand r(D,) est étiqueté par une formule de Presburger
p(z1,...,2k), pour un m € N, la formule p n’est ni une tautologie close de
Presburger ni (0,...,0) € L(p). Dans la suite, nous partons du principe que
lorsqu’une expression rationnelle e est de la forme e’ o¢ €”, alors € ¢ L(e’).

Lemme 4.2.23. Soient Do et Do les D-graphes de deuz expressions ration-
nelles €' et €'’ et soit e = e’ o¢ €”. Alors, pour tout neud n commun & Der et
D., L(r(De)) o¢ L(Derr,n) = L(De,n).

Démonstration. Nous montrons que L(r(Deg)) og L(Der,n) C L(De,n). La
preuve que L(D¢,n) € L(r(De)) o¢ L(Der,n) utilise des arguments similaires.
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Soit P € L(r(Der)) o¢ L(Der,n). Par définition de l'opération de substitution,
il existe P’ € L(Dev,n) tel que P € L(r(De)) o¢ P'. On procede par induction
sur la structure d’un chemin de L(D.r,n) étiqueté par P’ pour montrer que
P € L(D.,n). Commengons par les cas ol out(n) est vide dans D, .

Supposons que n soit étiqueté par ¢ dans D, Par construction n a la méme
étiquette que r(D. ) dans D, et out(n) =n (D) out(r(D.s)) dans D.. Dans
ce cas I’ensemble des chemins de n dans D, est isomorphe a ’ensemble des
chemins de r(D./) dans D... Par conséquent, L(D.,n) = L(r(D.)). Puisque
L(Dgr,n) = {£}, on a par définition de 'opération de substitution P € L(D,,n).
Sinon, si n est étiqueté par une lettre a € A qui n’est pas £ dans D, alors
par construction n est étiqueté de la méme fagon dans D.. On a L(D.,n) =
L(r(De)) o¢ L(Der,m) = {a}.

Supposons maintenant que out(n) =e1:M — Ny,...,e2%: N — ny dans
D, pour k € N. Soit, T un chemin de n étiqueté par P’ dans D, Sil’étiquette
de n dans D.» est dans {->1 %71 o>t > —w>1 p>1 —4>11 alors P’ admet
une J-factorisation de la forme [[;.; Pj pour J € %\ {0,1} telle qu’il existe
au moins j,j’ € J avec j # j', tels que P}, P}, # € et pour tout j € J, Pj €
L(Dgr,nyt) est Iétiquette d’'un sous-chemin de T' dans D.» a partir ng, pour
t € [k]. Par conséquent, P =[], ; P; ol chaque P; € L(r(De')) o¢ Pj. Dans ce
cas, il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction pour montrer que P € L(Dg,n).

Enfin, supposons que n soit étiqueté dans D, par une formule de Presburger
p2(x1,...,x). Dans ce cas, la racine de T est étiquetée par (n, (v1,...,vx)) avec
(v1,...,vk) € L(p2). De plus, par construction, n est aussi étiqueté par une
formule de Presburger dans D.. Supposons que n soit étiqueté par une formule
de Presburger p(z1,...,2) pour I € N. Supposons aussi que out(r(D.)) =
e1,1: 7(Der) = 71,...,€1,m: 7(Der) = 14 pour m € N. On distingue deux cas :
le cas ou n a un enfant étiqueté par & et le cas ou il n’en a pas.

Commengcons par le cas ou il existe i € [k] tel que n; est étiqueté par &. Sup-
posons que r(D,/) soit étiqueté par une formule de Presburger p1(y1,...,4ym). Ce
cas nécessite une PP-suppression. On a [ = k + m — 1. Notons que 7 est unique
puisque D.» est {-normalisé par hypotheése. Alors p = p; oy, p2 et out(n) =
€l1y,...,€ dans De ou €1,---,€i—-1,€i+m,---,€ = €21,...,€2,4-1,€2,441,...,€E2L

et e, ..., € m_1="n Oizfj ) out(r(D.s)). On distingue trois cas :

1. si (v1,...,v;) = (0,...,0) alors T est une feuille et P’ = P = e. D’apres
le Lemme 3.1.13, (0,...,0) € L(p). Par conséquent P € L(D.,n);

2. sinon, §'il existe t € [k] tel que (vi,...,v,) = 1; alors il y a deux cas
selon t : si t # i alors en conséquence du Lemme 3.1.13 et la construc-
tion, il existe t' € [I] tel que 1¢ € L(p) et ey = ezys. On déduit que
L(D¢,ny) € L(De,n). En outre, T' = (d, Tps) ou d est étiqueté par (n, 1;)
et un sous-chemin Tp: de T & partir n; dans D, étiqueté par P’. Par
conséquent, puisque Tps est un sous-chemin de T a partir d’'un nceud
commun entre D, et D, par hypothése d’induction L(r(De)) og P’ C
L(D¢,nt). On a P € L(De,n). Sinon, P’ = £ et par définition de 1'opé-
ration de substitution P € L(r(D,)). Donc P est I’étiquette d'un che-
min Tp dans D. a partir de r(D./) dont la racine est étiquetée par
(r(Der), (V4, ..., v,)) avec (vi,...,v),) € L(p1). D’apres le Lemme 3.1.13,

il existe (vi,...,0i—1,V],. ., V0, Vit1,...,0;) € L(p). De plus, rappe-
lons que par construction e;,...,€i4m-1 =N — r1,...,0 — Tp. On a
P e L(D.,n);
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3. sinon, P’ = P| | Py ou P} :Hji[sk]Hse[Uj] P|
JF1
Pj = &I™. Par conséquent, P = P, || P, ot P =l e llsefv,] Prjs
3
chaque Py j s € L(r(Der)) o¢ Py j 5, P2 =llsev;) Pa.s €t pcj)ﬁr tout s € [vi],
P, s € L(r(De)) est 'étiquette d'un Tb ¢ chemin de r(D.) dans D
étiqueté par P ¢ de racine étiquetée par (r(De), (Vg y,-..,05,,)) pour
(V5,155 Vs m) € L(p1). En outre, chaque P ; _ est I'étiquette d'un sous-
chemin direct de T' dans D, d'un nceud commun de D, et D.. Donc, par
hypothese d’induction, chaque Py j s € L(D.,n;). De plus, comme consé-
quence du Lemme 3.1.13, il existe (v7,...,v]) € L(p) tel que (v, ..., v/ 4,
Vi 0]) = (V1,000 021, Vg, .- 0k) b (U0 ) = (1)371,
s V) T (U 1 Y m)- Ona Py || Py € L(Deyn);
Revenons maintenant au cas ou n n’a pas d’enfant étiqueté par £ ou r(D,/)
n’est pas étiqueté par une formule de Presburger. Ce cas ne nécessite pas de
PP-suppression. Par construction, I’étiquette et la bordure de n dans D~ et D,

sont les mémes. On distingue trois cas :

P1I7j7s S L(Deu,n]—) et

27587

1. si(v1,...,v5) = (0,...,0) ou p est une tautologie de Presburger close alors
T est une feuille et P = P’ = ¢. Puisque L(p2) = L(p) alors € € L(De,n);

2. sinon, s'il existe t € [k] tel que 1; € L(p) alors T = (d,Tp:) ou d est
étiqueté par (n,1;) et Tps est un sous-chemin de T & partir n; dans Der
étiqueté par P’. De plus, puisque est un sous-chemin de 7' & partir d’un
nceeud commun a D, et D, , alors par hypothese d’induction, peu importe
que n; soit étiqueté par & ou non, L(r(De)) og L(Derr,nt) € L(De,ny). On
a P e L(Dgn);

3. sinon, P’ =||;exllsefv,) Pjs ot chaque Pj . € L(Der,n; ). Donc, par dé-
finition de l'opération de substitution, P =|;cpxllsefv;) Pjs out chaque
Pjs € L(r(Der)) o¢ P . Le lemme suit par hypothese d’induction.

[

La construction dans I’Algorithme 3 indique que 7(Droger) = r(Der). Donc
comme corollaire du Lemme 4.2.23, on a :

Corollaire 4.2.24. Soient D¢ et Der les D-graphes des expressions ration-
nelles ' et . Alors L(r(Derogerr)) = L(r(Der)) 0¢ L(r(Derr)).

Cas e = ¢/*¢

Retournons maintenant a la preuve de I’exactitude de la construction de D¢
pour un expression rationnelle e. Le D-graphe D,.c est construit a partir de D,
qui est obtenu par hypothese d’induction. Toujours par hypothese d’induction,
on sait que L(D.) = L(e). Par conséquent, puisque la rationalité de L(e*¢)
implique que e # £ et € ¢ L(e) alors D, n’est ni un seul nceud étiqueté par £
ni un D-graphe enraciné par un noeud étiqueté par p(z1,...,Tm,) € Py pour
m € N telle que p est une tautologie de Presburger close ou (0,...,0) € L(p)
(Lemme 4.2.9). De plus, quand e = a € A\ {{}, D, est limité & un seul noeud
étiqueté par a sans arcs, et par construction, D,«¢ est un D-graphe contenant
trois nceuds. Un nceud np étiqueté par a, un nceud no étiqueté par £ et un
nceud étiqueté par x1 + x9 = 1 qui est la racine de D, «¢ bordé par r(Dg.c) —
n1,7(Dgx¢) — ng. Dans ce cas, remarquons que L(e*¢) = L(r(D¢))*¢ = L(Dgx¢)
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= {a,¢}. Donc, dans les lemmes suivants, ce cas n’est pas traité. Dans la suite
nous supposons que lorsqu’une expression rationnelle e est de la forme e*¢ alors
tout ¢ de tout poset de L(e) est incomparable avec au moins un autre élément.

On commence par montrer que L(D,)*¢ C L(Dg¢). On montre d’abord
quelques lemmes intermédiaires.

Rappelons que la premiére étape de 1’Algorithme 4 garantit que la racine de
D, est étiquetée par une formule de Presburger p avec un i®™¢ enfant étiqueté
par & pour exactement un seul ¢, et 1; est dans ’ensemble de Presburger de p.

Par conséquent :

Lemme 4.2.25. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Alors £ €
L(r(Dg«e)).

Lemme 4.2.26. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e et soit d
Uenfant de r(Dg«¢) étiqueté par §. Pour tout neud commun n de D, et Dg.c, si
les conditions sutvantes sont vérifiées :

— N # r(Dgxe) ;
— n #d quand r(D.) est étiqueté dan & ;
alors L(r(Dgx¢)) og L(De,n) C L(Dgwe, n).

Démonstration. Puisque la seconde étape de I’Algorithme 4 est similaire a I’Al-
gorithme 3, la preuve utilise des arguments similaires a ceux utilisés dans la
preuve du Lemme 4.2.23. En effet, les arguments a utiliser pour montrer le
lemme quand n est étiqueté par a € A\ {{} ou par une opération séquentielle
sont les mémes que ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.23 quand n est
étiqueté de la méme maniere. De plus, quand n est étiqueté par £ dans D,
alors n est étiqueté dans D,.c exactement comme r(D..¢) Uest, et out(n) =
n = Y ona (N o) ) out(r(Dg«¢))) dans D¢ avec y un nouveau noeud éti-
queté par & aussi. Par conséquent, ’ensemble des chemins dans D« a partir
de n est isomorphe & ’ensemble des chemins dans D,.c & partir de r(D,.¢),
et donc L(Dgse,n) = L(r(Dgy-¢)). Puisque L(De,n) = {£}, le lemme suit par
hypothése d’induction. Enfin, le cas ou n est étiqueté dans &2 utilise aussi des
arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.23. En effet,
puisque 7(D,«¢) est toujours étiqueté dans & par construction, les arguments
utilisés dans le cas olt n a un enfant étiqueté par ¢ (différent de d grace a la
&-normalisation) sont similaires & ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.23
dans le cas ou la construction nécessitait une PP-suppression. En outre, si n
n’est pas étiqueté par une formule de Presburger, les arguments sont similaires
a ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.2.23 quand la construction ne néces-

sitait pas de PP-suppression.
O

Lemme 4.2.27. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Alors
L(r(Des¢)) og L(r(De)) € L(r(De-¢))-

Démonstration. Supposons que out(r(D,)) = r(D.) = r1,...,7(Ds) — 11 et
out(r(Dgxe)) = r(Dgxe) = 11, ..., 7(Dgxe) — 11, pour k,m € N*. On distingue
deux cas, selon si r(D,) est étiqueté dans & ou non.

Supposons d’abord que r(D,) n’est pas étiqueté dans &2. Alors par construc-
tion m = 2, r(D,¢) est étiqueté par p'(z1,22) = 21 + 22 = 1, ] = r(D.), 7}
est étiqueté comme r(D.) et 7} est étiqueté par & D’aprés le Lemme 4.2.26,
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L(r(Dgx¢)) og L(r(De)) € L(Dgx¢,1]). Par conséquent, puisqu’on a 1y € L(p’),
alors L(r(Dexe)) o¢ L(r(De)) c ( (De-e)).-

Sinon, supposons que r(D,) soit ethuete par une formule de Presburger
p(z1,...,2k). Par construction, 7(D.) = r(Dg+¢). On distingue deux cas selon
la présence d’'un enfant de r(D,) étiqueté par £ ou non :

1. Sl existe ¢ € [k] tel que r; est étiqueté par ¢ alors, par construction
out(r(D,)) = out(r(Dge)), m(Dee) est étiqueté par p’ = p*¥i. Soit P €
L(r(Dgsxe)) o¢ L(r(De)). Par définition de P'opération de substitution il
existe P’ € L(r(D.)) tel que P € L(r(D.«¢)) o¢ P'. De plus il existe

L(p)

(v1,...,0) € el que

P' € L(De,r)1™ |- €07 o | L(De, i)™

Supposons sans perte de généralité que les v; occurrences de ¢ dans P’
aient été substituées par Pi,..., P, € L(r(Dg¢)) pour obtenir P. Soit

P'"=P |- | Py, Alors
P € L(r(Dese))oe L(Deyr))I™ |-+ | P" || -+ || L(r(Dese))oe L(De, i)™
Notons que pour tout s € [v;], il existe (vs1,...,vs %) € L(p') tel que

Py € L(Dgwe, )™ [ L |- || L(Die, )

D’aprés le Lemme 4.2.26, pour tout j € [k], j # ¢, L(r(Dex¢))oe L(De,r;j) C
L(D,-¢,7%). De plus, on a par construction L(De,7;) = L(De«s,7;) = {&}.
Alors

P e LDe )V || | LDt )1 |- || (D, )™

ou v = Ese[vi] vs,i et pour tout j € [k] \ {i}, v = v; + Zse[vi] Vs j-
Remarquons que pour tout s € [v;] il existe t5 € N tel que (vs,1,...,0s%) €
L(p'=*) et t4 est le plus petit possible. Soit t = max{t,: s € [v;]}. On a
(v}, ...,v}) € L(p*TV7). Par conséquent P € L(r(D,-¢));

2. sinon, par construction, m = k+ 1, 7/ est étiqueté par £ dans D, ¢, pour
tout j € [k], rj et 7 sont étiquetés de la méme maniere et r(D,-¢) est
étiqueté par

P, xm) = (p(w1, .. 2k) A = 0) V (Ajer; =0 Az = 1)

Remarquons que pour tout (vi,...,v;) € L(p), il existe (vy,...,v;,0) €
L(p'). En conséquence du Lemme 4.2.26, pour tout j € [k], L(7(Dgx¢)) o¢
L(De¢,rj) C L(Dese,1%). Ainsi L(r(Dewe)) og L(r(De)) C L(r(Dexe)).

O

Lemme 4.2.28. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Alors
L(r(De))* C L(r(Dese))-

Démonstration. Soit P € L(r(D,))*¢. Par définition de la substitution itérée, il
existe i € N tel que P € L(r(D,.))%. Le lemme peut étre montré par induction
sur ¢ en utilisant le Lemme 4.2.25 et le Lemme 4.2.27. O
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Montrons maintenant que L(D.¢) C L(D,)*¢. On montre d’abord quelques
lemmes intermédiaires.

Lemme 4.2.29. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e ot r(D,)
est étiqueté par une formule de Presburger p(z1,...,xk), out(r(D.)) = r(D.) —
r1,...,7(De) = 1 pour k € N*| et r; est étiqueté par &, pour un i € [k|, et soit
(v,...,v) € L(p**). Alors

(L(Dev5 oe Lr)I [ € || | (D) o L(m>'”*) C L(D.)*¢

Démonstration. Soit

”’Ul

L =L(De)* o L(r))I™ | - |1 €1

~ || L(De)*™ o¢ L(ry)

Rappelons que L(D,) = L(r(D.)). D’aprés le Lemme 3.1.17 il existe un t € N,
qu’on peut supposer le plus petit possible, tel que (v},...,v}) € L(p***). On
procede par induction sur t.

Sit = 0 alors (vq,...,v;,) = 1;. Donc L = {&} et par définition de la
substitution itérée on a L C L(D.)%

Sit=1alors (v{,...,v}) € L(p). Soit P € L. Par définition de la substitu-
tion itérée, il existe j € N tel que P est dans

(U LD 0e LGl ) [+ 1€V o | (U LADLY€ o Lir)I™)

/<j /<J
De plus, puisque £ € |J L(De)jlf, alors

J'<q

Pe | | LD | o (L(rl)l“'1 - el

J'<j

o)

On sait que L(D.) = U L) | - €l
(vi,...,vx)EL(p)
conséquent, par définition de la substitution itérée P € L(D,)U+VE.

Sit > 1alors (v},...,v}) € L((Vy<s p!'*)e,,p) selon le Lemme 3.1.17. Dans
ce cas, d’apres le Lemme 3.1.14, il existe (v1,1,---,Vk1)s -5 (V1055 -+ Vky;) €
L(Vy<t pt,ri) et (v1,...,u5) € L(p) tels que pour tout ! € [k], | # i, v] =
u+ Y, vsetv,= > wv;, Par conséquent,

s€fwi] s€mil

| |l L(rk)“%. Par

L= (L(De)*i o¢ L(rl)H”l) |-l Lol - || Lo, o (L(De)*5 o¢ L(rk)“"’“>

ol pour tout s € [v;],

o = (1D S o L)1) 1o €17 I (2D 0 L)1 ™)

Par hypothese d’induction, pour tout s € [v;], Ls C L(D,)*¢. Alors

LS L(De)€ o (L) ™ ||+ €1 ] L) ™)
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Soit P € L. Alors il existe j € N tel que

Pe | L)) oe (Le)l™ |- 110" |- Il L™ )
J'<i

Remarquons que L(r)I™ || -~ || €1" || --- || L(rp)I™ € L(D.). Alors P ¢

L(D,)U+hE, O

Lemme 4.2.30. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e et soit d
Uenfant de r(Dg«¢) étiqueté par €. Pour tout neud commun n de D, et Dg«c, si
les conditions suitvantes sont vérifiées :

— nFr(Dewe) ;
— n #d quand r(D,) est étiqueté dans & ;
alors L(Dg«e,n) C L(r(D.))* o¢ L(De,n).

Démonstration. Soit P € L(Dg«,n). On montre par induction sur un chemin
étiqueté par P de n dans Dg.c que P € L(r(D.))*® o¢L(D.,n). On prouve
seulement le cas ou n est étiqueté par £ dans D.. Les arguments pour montrer
les aurtes cas sont similaires a ceux utilisés dans le Lemme 4.2.23.

Supposons donc que n soit étiqueté par & dans D,. Alors L(D.,n) = {¢}.
Alors par définition de lopération de substitution, il faut montrer que P €
L(r(D.))*¢ ou de maniére équivalente qu'’il existe ¢t € N tel que P € L(r(D,))*.
Rappelons que d’apres I’Algorithme 4 la racine r(D,«¢) est étiquetée dans &2,

n est étiqueté exactement comme 7(De-e) dans Dee et out(n) = n o} o)

out(r(Dg«¢)) dans D,«¢. Puisque d est un enfant de r(D,-¢ ), alors I’Algorithme 4
produit un D-graphe non £-normalisé. Par conséquent I’ Algorithme 2 transforme
out(n) enn — yonﬁd(nozge*g)out(r(De*g ))) ol y est un nouveau nceud étiqueté
par €.

Supposons que out(n) = n — ny,...,n — ng dans Dg.e et out(r(D.)) =
r(De) = r1,...,7(De) = 7 pour m,k € N*. Supposons aussi que n est éti-
queté dans D« par une formule de Presburger p/(z1,...,z). Remarquons
que ’ensemble des chemins étiquetés par P a partir de n dans D_.¢ n’est pas
vide et pour tout chemin T de cet ensemble, la racine de T est étiquetée par
(n, (v1,...,v;)) avec (v1,...,v;) € L(p"). On distingue deux cas selon 1’étique-
tage de r(D.). Supposons d’abord que 7(D,) ne soit pas étiqueté dans &. Alors
par construction, k = 2, n est étiqueté par p'(x1,22) = x1+x2 = 1, ny = r(D,),
ng = y dans D,«¢, ny est de méme étiquette que r(D,.) et ny est étiqueté par &.
Remarquons que L(p’) = {11, 12}. Si (v1,v2) = 19 alors P = £ et, par définition
de la substitution itérée, P € L(r(D.))%. Sinon, T = (u,Tp) ol u est étiqueté
par (n,11) et Tp est un chemin de n; étiqueté par P dans D,.s. Par conséquent,
puisque Tp est un sous-chemin de T a partir de nq, qui est un nceud commun
de D, et D¢, alors par hypothese d’induction P € L(r(D,))*¢ o¢ L(r(D,)). Par
définition de la substitution itérée il existe t € N tel que

Pe | |JLr(De)"¢ | og L(r(D.))

v <t

On a P € L(r(D,))t+15.
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Supposons maintenant que ’étiquette de (D) soit une formule de Presbur-
ger p(z1,...,Tm). On distingue deux cas selon la présence ou non d’un enfant
de r(D,) étiqueté par &

1. ¢'il existe i € [m] tel que r; est étiqueté par £ alors, par construction,

k = m, out(r(D,.)) et out(r(Dg«¢)) ont les mémes nceuds destinations
T1,...,T m €t out(n) a comme nceuds destinations (apres la £&-normalisation)
Nyeeey e = T1ye ey i1, Yy Tid 1y - - - s . De plus, p’ = p*¥i et pour tout
j € [k], rj et n; sont de mémes étiquette dans D,«e. S’il existe i’ € [k] tel
que (vy,...,vx) = 1y alors T = (u, Tp) avec u étiqueté par (n, (v1,...,v))
et T'p est un chemin de n; étiqueté par P dans D, .c. Dans ce cas, on déduit
que L(Dge,nir) C L(Dgwe,m). Sid’ =i alors P = ¢ et P € L(r(D.))%.

Sinon, d’aprés le Lemme 3.1.18, (vy,...,vx) € L(p). Ceci implique que
L(De,ry) C L(r(D.)). En outre, puisque T est un sous-chemin direct de
T a partir r; qui est un nceud commun de D, et D,-¢ alors par hypothese
d’induction P € L(r(D.))*® o¢ L(De, ;). Par définition de la substitution

itérée, il existe t € N tel que P € | |J L(T(De))t/5> 0¢L(De, 7). On a
<t

P € L(r(D.))"*Y¢. Dans le cas ou Y. v; > 1, P =[;ellsepw;) Pis 0l
J€k]

chaque Pj s € L(D,«¢,n;) est Pétiquette d’un sous-chemin direct de T &

partir de n;. Alors par hypotheése d’induction, pour tout j € [k], j # i,

pour tout s € [v;], Pjs € L(r(De))*¢ og L(De,r;). Alors P est dans

L(r(De))™ 0g L(Dey )™ |- (1€ |-+ || L(r(De)) ™ 0¢ L(De, i)™

On a, en conséquence du Lemme 4.2.29, P € L(r(D.))*¢;

2. sinon, par construction, k = m + 1, ny,...,ng = 1,...,"m, Y, N est
étiqueté par € dans D, .c et

o1, ... x6) = (p(x1,. ..y 2m) Az, = 0) V (Njepmzj =0 A xR = 1)

Remarquons que L(p') = {(v1,...,0m,0): (v1,...,vm) € L(p)} U {1x}.
Si (v1,...,v5) = 1 alors P = ¢ et, par définition de la substitution ité-
rée, P € L(r(D.))%. Sinon, s’il existe i’ € [m] tel que (vy,...,vx) = 1y
alors P € L(D_«,n;). Donc dans ce cas T = (u, Tp) avec u étiqueté par
(n,1) et Tp est un sous-chemin de T & partir n; dans D..e étiqueté
aussi par P. En outre, ny = 7 est un noeud commun de D, et D .
Alors par hypothése d’induction P € L(r(D.))* og L(De,7). Par défi-
nition de l'opération de substitution itérée il existe ¢ € N tel que P €

( U L(r(DE))t/5> og L(D.,ry). Remarquons qu'on a aussi L(De,7) C
<t

L(r(D.)). On a P € L(r(D,))t+1s,

Sinon, P =||jcimllsefv;] Pjs ot chaque Pj s € L(D,w¢,n;) et Pj s est 'éti-
quette d’'un sous-chemin direct de 1" a partir n;. Alors par hypothese
d’induction, pour tout j € [m], pour tout s € [v;], Pjs C L(r(D.))* o¢
L(De,rj). De plus, on sait par définition de la substitution itérée que
pour tout j € [m], pour tout s € [v;] il existe t;, € N tel que P;, C

U L(r(De))t;v-@) og L(De, ;). Soit t = max{t;s: j € [m],s € [v;]}.

t <tjs

J:8—
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Alors
Pe | U LD | o¢ (L(Der)!™ ||+ || L(De, )™ )
<t
Par conséquent, puisque (L(De,r1)!™ || -+ || L(De,7)I"™) € L(r(Dv)),

ona P € L(r(D,))t+1E,
O

Lemme 4.2.31. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Alors
L(r(Dy)) € L(r(Do))*,

Démonstration. Supposons que out(r(De)) = r(De) — ri,...,7(De) — 11 et
out(r(Dgre)) = 17(Dgve) = 11, ..., 7(Dgwe) = 71 pour k,m € N*. Par construc-
tion, 7(Dg-¢) est étiqueté dans Z2,,. Supposons que 1'étiquette de r(Dg.e) soit
une formule de Presburger p'(z1, ..., % ). Soit P € L(r(D<)). Alors pour tout
chemin T" d’étiquette P dans D,.¢ a partir de la racine, la racine de T est étique-
tée par (r(Dgxe), (v1, ..., Uy )) pour une solution (vy,...,vy) € L(p'). Il y a deux
cas selon I'étiquette de r(D.). Supposons d’abord que (D, ) ne soit pas étiqueté
dans . Alors par construction m = 2, r(D,.¢) est étiqueté par p'(z1,22) =
x1+x9 =1, 7 =r(D,), r} et r(D.) sont étiquetés de la méme maniére et 15 est
étiqueté par &. Remarquons que L(p’) = {11, 12}. Si (v1,v2) = 15 alors P = £ et
P € L(r(D.))%. Sinon, (vi,vs) = 11 et P € L(Dg-¢,7;). Comme conséquence
du Lemme 4.2.30, P € L(r(D.))*® o¢ L(r(D.)). Alors par définition de la sub-
stitution itérée il existe t € N tel que P € | |J L(T(De))tl5> o¢ L(r(De)). Par
<t

conséquent L(r(Dewc)) C L(r(D,))t+1e,

Sinon, supposons que ’étiquette de r(D,.) soit une formule de Presburger
p(z1, ..., 2k). Par construction r(D.) = r(D,«¢). Il y a deux cas selon la présence
ou non d’un enfant de (D) étiqueté par ¢ :

1. ¢'il existe i € [k] tel que r; est étiqueté par & alors par construction
out(r(D,)) = out(r(Dg«¢)) et p' = p**i. D’aprés le Lemme 4.2.30, pour
tout j € [k],j # i, L(Dewe,7}) C L(r(De))** o¢ L(De,7;). Remarquons
quon a aussi L(Dg«¢, ;) = L(Deg,7;) = {£}. Alors P est dans

L(r(De))™ 0g L(Deyr)™ || (1€ |-+ || L(r(De))* 0¢ L(De,ri)™

On conclut par le Lemme 4.2.29;

2. sinon par construction m = k + 1 et pour tout j € [k], r; = r;. De plus,
Ty, est étiqueté par &, pour tout j € [k] les nceuds 7} et r; sont étiquetés

de la méme maniere et
P, xm) = (p(x1, .. 2) A = 0) V (Ajer; =0 Az = 1)

. Remarquons que L(p') = {1, } U{(v1,...,v,0): (v1,...,0%) € L(p)}. Si
(v1,...,0m) = 1, alors P = £ et par définition de la substitution itérée
P € L(r(D.))%. Sinon, (vq,...,v;) € L(p). D’apres le Lemme 4.2.30,

pour tout j € [k] L(Dewe,7}) C L(r(D¢))*¢ o¢ L(D.,7;). Alors, pour tout
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j € [K] il existe t; tel que L(Dewe, %) C ( U L(r(De))t;5> og L(De,rj).

t<t;
Soit t = max{t; : j € [k]}. Alors P est dans

U (D))" | ¢ (L(Deyr)I™ [+ || L(Dey i)™ )

t<t

On a P € L(r(D,))#+1e,
O

Ainsi, grace au Lemme 4.2.28 et au Lemme 4.2.31, on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.32. Soit D, le D-graphe d’une expression rationnelle e. Alors
L(r(Deve)) = L(r(De))*.

Preuve de la Proposition 4.2.22
Nous sommes maintenant préts a prouver la Proposition 4.2.22.

Démonstration de Proposition 4.2.22. On procede par induction sur f. Dans la
suite de la preuve, quand f est une expression rationnelle, la >1-expression
correspondante est notée e.

Si f=ae€ Aalors e =a, D, est simplement un neeud n étiqueté par a et
selon la Définition 4.2.16, il y a un seul chemin partant de n dans D, et celui-ci
est étiqueté par a. Alors L(D.) = L(f) = {a}.

Si f = e alors e = €, D, est simplement un noeud n étiqueté par une tauto-
logie de Presburger close p et selon la Définition 4.2.16, il y a un seul chemin
partant de n dans D, et celui-ci est étiqueté par e. Alors L(D.) = L(f) = {e}.

Dans le cas ot f = f1 || f2, e a la forme e; || es. Supposons d’abord
que ni r(D,,) ni 7(D.,) ne sont étiquetés dans &2, alors par construction de
D, il existe un chemin T dans D, & partir de r(D,) étiqueté par un poset
P € SP°(A) si et seulement si T est de la forme (m,Ty,Ts) avec m étiqueté
par (r(D.),(1,1)), T; est un chemin dans D., & partir r(D,,) étiqueté par P;
non vide de L(D,), i € 2] et P = Py || P2. Alors L(D.) = L(D,,) || L(D,,) et
par hypothése d’induction L(D.) = L(f). Sinon, supposons que 7(D,,) soit
étiqueté p1(x11,...,216) et out(r(De,)) = 7(Dey) — T1,...,7(De,) — T
pour un k € N et r(D,,) nest pas étiqueté dans &. Alors par construction
de D., r(D.) est étiqueté par p(x11,...,%1%,T2) = p1 04, (T1 = T2 = 1) €t
out(r(D.)) = r(De) — 71,...,7(De) = 7, 7(De) — r(De,). En conséquence
du Lemme 3.1.13, L(p) = {(v1,...,vk,1): (v1,...,0%) € L(p1)}. En particulier,
quand e; = € alors p; est une tautologie close, L(p) = {(1)} et out(r(D,)) =
r(De) = (D, ). Par construction de D, il existe un chemin 7" dans D, & partir
de r(D.) étiqueté par un poset P € SP°(A) si et seulement si T est de la forme
(m, (Tp, ,)ick),je[v,] T") avec m étiqueté par (r(De), (v1,. .., vk, 1)) pour une so-
lution (vy,...,vx) € L(p1), Tp, ; est un chemin dans D, & partir de r; étiqueté
par un poset P; ; non vide de L(D,,r;), i € [k], j € [v;], et T est un chemin
dans D., a partir de r(D,,) étiqueté par un poset P’ non vide de L(D,,,7(D.,))
tels que P = P; H P’ ou P, :Hie[k]HjE[vi] PL]‘ (Pl S L(Del))- Alors L(De) =
L(D.,) || L(D,) et par hypothese d’induction L(D.) = L(f). On montre le cas
ou seulement r(D.,) est étiqueté dans &2 en utilisant des arguments similaires.
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Supposons maintenant que r(D,,) soit étiqueté par une formule de Presbur-
ger p1(x1,1,...,21%), out(r(De,)) = 7(De,) = 71,...,7(Dey) = 7iy 7(De,)
est étiqueté par une formule de Presburger pa(z2,1,. .., 22k ) et out(r(De,)) =
7(Dey) = 11, ..,7(De,) — 7}, pour k, k' € N. Alors par construction de D,
r(De) est étiqueté p(z1,1,...,T1k, T215.--, T2 k') = P2 Oy P1 Ogy (T1 = T2 = 1)
et out(r(De)) = r(De) — r1,...,7(De) = 11, 7(De) = 14, ..., 7(De) = 1},. En
conséquence du Lemme 3.1.13, L(p) = {(v1,..., 0,0}, ...,0}): (v1,...,08) €
L(p1), (v},...,v},) € L(p2)}. En particulier, p est une tautologie de Presbur-
ger close si et seulement si p; et po sont toutes les deux des tautologies closes
aussi (e; = eg = €). Donc, par construction de D, il existe un chemin T' dans
D, a partir de r(D,.) étiqueté par un poset P € SP®(A) si et seulement si
T est de la forme (m, (Tp, ,)icik],jcivi]s (TP’ . )icl],jew]) avec m étiqueté par
i, i

(T(‘De)v (’01, v 7vk7v/1a s 71);@’))7 (Ulv cee 7Uk) € L(pl) et (Ullv s 7U;g’) € L(p2)7
Tp, ; est un chemin de D, a partir de r; étiqueté par un poset P; ; non vide de
L(De,,7i), 1 € k], § € [vi], Tp; . est un chemin dans D, a partir de rl étiqueté
par un poset P} ; non vide de L(D,,,7;), i € [k'], j € [v]], tels que P = Py || P»
ot P =llicpulljefv) Pij (P1 € L(De,)), et Po =[licwlljevy Pi; (P2 € L(De,)).
Alors L(D,) = L(D.,) || L(D.,) et par hypothése d’induction L(D,.) = L(f).

La preuve quand f = f; + fo utilise des arguments similaires.

Quand f = f1 - f» alors e est de la forme e;->les +ecL(er) €2 tecL(es) €1-
Supposons d’abord que € € L(e;) U L(ez). Alors e = e;-~ley. Par construction
de D., il existe un chemin T dans D, & partir de r(D.) étiqueté par un poset
P € SP°t(A), si et seulement si T est de la forme (m, Ty, Tz) avec m étiqueté par
(r(De),2) et T; est un chemin dans D,, a partir de r(D,,) étiqueté par un poset
P; non vide de L(r(D,,)), i € [2], et P = P, P5. Alors L(D,) = L(D,,)->'L(D.,)
et par hypothese d’induction L(D.) = L(f). Dans le cas ot € € L(e1) N L(ez), e
est de la forme e;->ley + e; + ep. En utilisant des arguments similaires & ceux
utilisés quand e avait la forme e; 4+ ez on a L(D,) = L(Dg,.>1.,) U L(D,, ) U
L(D.,). Donc, puisque L(D,, >1.,) = L(D,,)-"'L(D,,) on a, par hypothese
d’induction, L(D.) = L(f). On montre de maniére similaire les cas ou € €
L(ez) \ L(e1) et € € L(e1) \ L(e2).

Dans le cas ol f = f1 ¢ fa, e est de la forme e;o”tes + €1 +eeL(er) €2-
Supposons d’abord que € ¢ L(e1). Dans ce cas e est de la forme e;0”teg + e;.
En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés quand e avait la forme
e1 + ez on a L(D.) = L(Dg o>1¢,) U L(De,). Soit ¢ = e;0”tes. Alors par
construction de D./, il y a un chemin 7' dans D, & partir de r(D,/) étiqueté
par P € SP° si et seulement si T est de la forme (m, (Tj)jeJuj*) avec m
étiqueté par (r(De),J U J*), J € #\ {0,1}, Tj est un chemin dans D., &
partir de r(D,) étiqueté par un poset P; de L(r(De,)) quand j € J, Tj est
un chemin dans D, a partir de r(De,) étiqueté par un poset P; de L(r(De,))
quand j € J*, P = HjEJUj* P; et il doit exister au moins 7,5’ € J U J*
tels que j # j' et Pj, Py # e. Alors L(Dy) = L(D,,)o” ' L(D.,) et L(D.) =
L(D,,)o”*L(D,,) U L(D.,). Donc par hypothése d’induction L(D.) = L(f).
Supposons maintenant que € € L(e1). Alors e est de la forme e;0”tea+e1+eo. En
utilisant des arguments similaires a ceux utilisés quand e était de la forme e; +e5
on a L(D.) = L(Dg,6>1¢,) U L(De,) U L(De,). Donc, puisque L(D., ¢>10,) =
L(D.,)o”tL(D.,) on a, par hypothese d’induction, L(D.) = L(f).

Lorsque f = f{, e est de la forme e’{>1 +e1+te. Soit e’ = e’{>1. Par construction
de D, il existe un chemin 7" dans D, & partir de r(D,./) étiqueté par un poset
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P € SP°T(A) siet seulement T est de la forme (m, Tp,, ..., Tp,) avec m étiqueté
par (r(Der),n), n € N\ {0,1}, pour tout j € [n] T, est un chemin dans D, a
partir de r(De, ) étiqueté par un poset P; € L(r(De,)), P = [[;¢(, P et il doit
exister 7,7 € [n] tels que j # j' et Pj, Pjs # €. Alors L(Dor) = L(Del)*>1. En
utilisant des arguments similaires & ceux utilisés quand e était de la forme e; +e5
onaL(D,) = L(De;>1 JUL(D,, )JUL(D.). Donc, puigsue L(Defl) = L(D.,)*,
on a, par hypothése d’induction, L(D.) = L(f).

On utilise des arguments similaires au cas précédent pour montrer la propo-
sition pour les cas ou f = f1h>1 et f= ffh>1.

Quand f = fi*’>1, e est de la forme e‘f>1 +eeL(er) (eT>1 + e1 + €). Supposons
d’abord que € ¢ L(e1). Alors e est de la forme ¢%” . Par construction de D,
il existe un chemin 7' dans D, & partir de r(D,) étiqueté par un poset P €
SP°(A) si et seulement si T' est de la forme (m, (T});e.) avec m étiqueté par
(r(De),w), T; est un chemin dans D., & partir de r(D,, ) étiqueté par un poset
Pj € L(r(De,)), j € w, P = [, P et il doit exister j,j’ € w tels que
j # j' et Pj, Py # e Alors L(D,.) = L(Del)w>1 et par hypotheése d’induction
L(D,) = L(f). Dans le cas ol € € L(ey), e est de la forme e¢” +¢” +e;+¢. En
utilisant des arguments similaires a ceux utilisés quand e était de la forme e; +e5
onaL(D,.) = L(Def>1)UL(De’1‘>l+el+e)' Donc, puisque L(D6T>1) = L(Del)w>1
et L(De;>1+e1+e) = L(Del)’k>1 +L(D.,)+L(e), on a, par hypothese d’induction,
L(De) = L(f)-

On montre le cas ou f = f] “”" de la méme manibre.

Les cas o f est de la forme f; ¢ ou f10¢ fo sont traités respectivement dans
le Corollaire 4.2.24 et le Corollaire 4.2.32. [

4.3 Coloriage

Dans la section précédente, nous avons construit a partir d’une expression
rationnelle une structure particuliere de graphe appelée D-graphe. Nous avons
montré que le langage d'un D-graphe D, est exactement le langage de I'expres-
sion rationnelle e a partir de laquelle il est construit. Nous voulons maintenant
construire une formule P-MSO v, & partir de D, telle que P € SP°(A) sa-
tisfasse 1. si et seulement si P € L(D.) = L(e). L’idée est de parcourir D,
récursivement pour calculer .. Le plan est de définir pour chaque noeud n de
D, une formule de P-MSO ,,(X). On veut qu'un facteur P’ d’un poset P satis-
fasse 1, (P') si et seulement si P’ € L(D,,n). La formule v, (X) sera construire
dépendamment de I’étiquette de n dans D, et de ses enfants. La formule 1, (X)
est simple a construire quand n est étiqueté par une lettre. Lorsque n est éti-
queté par un produit séquentiel, ¥, (X) dépend des formules 1,,, définies pour
les n; enfants de n obtenues par hypotheése d’induction. Par construction les
arcs sortants de n sont des arcs normaux. Quand n est étiqueté par un produit
séquentiel unaire, n est la source d’un seul arc normal n — n;. Dans ce cas, la
formule v, (X) partitionne X en X7, X5 non vides de maniére consistante avec
I’étiquette de n en utilisant les techniques vues dans la Sous-section 3.4.2. Tout
facteur maximal F' d’un des X; doit satisfaire la formule ¥, (F'). La construc-
tion est similaire lorsque n est étiqueté par ->1. Dans ce cas n est la source de
deux arcs normaux n — n; et n — ng. La formule v, (X) partitionne X en
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X1, X5 tels que X7 < Xy et 1, (X1) et ¢,,(X2) sont vraies. Dans le cas ou n
est étiqueté par o1, la formule v, (X) partitionne X en X, X, non vides de
maniere a satisfaire les propriétés énoncées dans le Lemme 3.4.3. La difficulté
réside dans le cas des noeuds sources d’arcs spéciaux. Par construction de tels
neceuds sont étiquetés par des formules de Presburger. Les arcs spéciaux peuvent
causer des dépendances circulaires entre les formules associées aux nceuds de D,
et sont les seuls a pouvoir le faire. Pour éviter cette récursivité, contrairement
aux autres cas, une formule associée a un nceud n étiqueté par une formule de
Presburger n’est pas directement exprimée en fonction des formules associées
aux nceuds enfants de n joints par des arcs spéciaux. Les facteurs de posets
de L(n) qui sont étiquettes de chemins d’un n; enfant de n joint par un arc
spécial n — n; ont la particularité d’étre marqués par n — n;. Nous nous ap-
puyons sur une technique définissable en MSO appelée s-coloriage identifiant
ces facteurs. Un s-coloriage d’un poset P est une fonction partielle ¢ attachant a
certains facteurs de P une couleur prise dans un ensemble de couleurs C. Toute
fonction n’est pas forcément définissable en MSO, mais nous montrons que le
s-coloriage l'est. C’est-a-dire qu’il existe Y7,...,Y, C P, k € N, et une formule
MSO ¢.(F,Y1,...,Ys) tels que, pour tout ¢ € C' et pour tout facteur F de P :

FYy,....Y Ec(F,Y1,...,Y;) si et seulement si ¢(F) = ¢

L’ensemble des couleurs C' est composé de tous les couples (s,b) ol s est un arc
spécial de D, et b € B. Lorsque n est étiqueté par une formule de Presburger
p(z1,...,2k) et bordé par n — ny,...,n — ng, nous construisons ¥, (X) de
telle maniere que X la satisfasse si X peut étre factorisé en :

X=Xl X)) e 1 (X [l X0

ou (v1,...,vx) € L(p), et pour tout ¢ € [k], pour tout j € [v;], X; ; satisfait i),
sin — n; est un arc normal, sinon X; ; satisfait ¢,,—,,,. C’est la formule 1), qui se
chargera par la suite, indépendamment de ,,(X), de contraindre tout facteur
X ; satisfaisant c¢,—,,, & satisfaire aussi 9,,. En effet, la formule 1. exprime
Pexistence d’un encodage Y7,...,Yr C P, k € N, d’'un s-coloriage de P tel que :

— pour tout facteur F' de P et pour tout n — m € Eg(D.), si
F7Y17"'7Yk ): cn—)m(Fvylv"'vyk)

alors F' satisfait ¢, (F);
— P satisfait ¥,(p,)(P).
Nous allons maintenant donner la technique du s-coloriage. Commengons par
remarquer que le s-coloriage n’est utilisé que pour identifier des facteurs sé-

quentiels de P. On note Seq ’ensemble des posets séquentiels de SP° et F(P)
I’ensemble des facteurs séquentiels du poset P.

Définition 4.3.1. Soit P € SP° et C un ensemble fini non vide de couleurs.
Un s-coloriage ¢: F5(P) — C de P avec C est une fonction partielle de Fs(P)
a C. Il est compatible si, pour tous facteurs différents F, F' € Fs(P) tels que
c(F) et ¢(F') sont définis, soit :

— FNF' =0et si F+ F' € Fy(P), alors ¢(F) # ¢(F') ;
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— lun est strictement inclus dans Uautre (disons sans perte de généralité
F C F'), et si «(F) = (F') alors il existe x € F'\ F tel que x est
incomparable da tous les éléments de F.

Pour encoder le s-coloriage d’un facteur ' d’un poset P, nous nous appuyons
notamment sur des facteurs particuliers de F appelés facteurs « séquentiellement
maximaux directs ». Un facteur F' d’'un poset P est séquentiellement maximal
s’il n’existe pas de posets R, .S pas tous les deux vides tels que R+ F + .S est un
facteur de P. On dénote par F),s(P) le sous-ensemble de F(P) de posets séquen-
tiellement maximaux. Tout poset séquentiel est un facteur séquentiel séquentiel-
lement maximal de lui-méme. Formellement, pour tout P € Seq, P € F,,s(P).
Un facteur F € F,,,5(P) est direct il n’existe pas P’ € F,,s(P)\ {P, F'} tel que
F € F,,s(P'). On dénote par DF,,;(P) le sous-ensemble de F,,;(P) contenant
tous les facteurs stricts et directs de P.

Exemple 4.3.2. Soit P = (aUb)+c+ (dU(e+ (fU(g+h)))U1i) le poset non
étiqueté représenté dans la Figure 4.10. Alors :
— a,aUb et (aUD) + ¢ sont des facteurs stricts de P ;
— aUbetdU(e+ (fU(g+h))) Ui sont des facteurs paralléles de P ;
— (aUb)+cetc+ (dU(e+ (fU(g+h)))Ui) sont des facteurs séquentiels
de P ;
— g+ h et dUi sont des facteurs séquentiellement mazimaux de P ;
—a, e+ (fU(g+ h)) et P sont des facteurs séquentiellement mazimauz
directs de P.
— (aUb) +c est un facteur séquentiel de P mais il n’est pas séquentiellement
mazimal.

FIGURE 4.10 — Le poset non étiqueté P = (aUb) +c+ (dU(e+ (fU(g+h)))U1)

L’encodage d’un s-coloriage d’un poset P s’appuie sur une autre technique
appelée ms-coloriage, elle aussi définissable en MSO . Le ms-coloriage est propre
aux facteurs séquentiels séquentiellement maximaux de P. Nous définissons cette
technique dans la Sous-section 4.3.1 et nous montrons comment ’encoder en
MSO. Nous montrons comment encoder en MSO un s-coloriage compatible dans
la Sous-section 4.3.2. Dans la Sous-section 4.3.3, nous établissons un lien entre les
s-coloriages compatibles et les chemins des D-graphes d’expressions rationnelles.

4.3.1 ms-coloriage

Etant donné un ensemble de couleurs C, un ms-coloriage d’un poset P € SP°
avec C est une fonction totale

¢: Fs(P) = C
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Un ms-coloriage de P peut étre encodé en utilisant trois ensembles X, X7, X7
d’éléments de P, pour chaque ¢ € C. nous voulons pouvoir dire sans ambiguité,
a partir de X, X5 XP & quels facteurs de F,s(P) est associée la couleur ¢ € C.
L’idée est de trouver des éléments de F' ayant des propriétés qui singularisent F'.
Par exemple, un élément z de F' qui est comparable a tous les autres éléments
de F n’a cette propriété que dans F. En effet, il n’existe aucun facteur F’ €
Fos(P) tel que F € Fs(F') \ {F'} et z est comparable & tous les autres
éléments de F’. Le plus petit F’ de ce genre a F comme facteur séquentiel
séquentiellement maximal direct, et par conséquent il existe y € F’ tel que y
est incomparable a z. De tels éléments sont mis dans X/’. Cependant, c’est plus
compliqué de distinguer F' quand celui-ci ne contient pas ce genre d’éléments. Le
cas échéant, on sait que I’ admet une factorisation non triviale F; + F5 avec au
moins un des F; qui est parallele. Supposons sans perte de généralité que F} soit
un poset paralléle. L’idée est de mettre deux éléments incomparables et différents
x,2' de Fy dans X? et un élément y de Fy dans X 2. Toutefois, il faut étre prudent
dans le choix de ces éléments. Les éléments y, x, 2’ appartiennent forcément &
des facteurs de P qui sont eux aussi dans Fy,,s(P) auxquels il faut donc associer
une couleur. Par conséquent il faut pouvoir remplir (X%, X3, XP).cc de fagon
cohérente de maniére & pouvoir associer a chaque facteur de F' € F,,,4(P) la
couleur ¢(F'). C’est ce que nous allons montrer dans cette sous-section.

Avant de commencer, nous introduisons quelques notations. Pour alléger, on
note par msy les ensembles (X*, X5, XP).cc. Aussi, étant donnés c € C, z € P
et a € {w,s,p}, on note par msy +< z les sous-ensembles (X%, X3, X)cc
de P définis par :

X’B _

c

B — — o
X, U{z} quand f=aetd =¢
X5 sinon.

Quand (y,z,7") € P2, on dénote par msy +. (y,z,2') = ms& +5y +P x +2 .
On note par msé{ +ex = msé( +% z. Enfin, étant donnés des sous-ensembles
de P ms¥ = (X¥, X2, XP)ecc et msy = (X.,*, X.*, X,P).cc, on entend par
I'union ensemble par ensemble de ms)c( et ms)C( les sous-ensembles de P :

(XPUX" XS UXS, XPUXP)eo

Les quatre prochaines définitions posent les bases de la maniere avec laquelle
msé( est utilisé pour encoder un ms-coloriage d’un poset.

Définition 4.3.3. Soit P € SP°, msy des sous-ensembles de P, et soit c € C.
Alors (y,x,2') € X5 x XP x X? est directement lié par ¢ pour F € F,,s(P) dans
ms)c( si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. F=F+F+F;, Fo,=F,UF,,x € F,,o’ € Fy ety € F\ Fy, pour des
posets FlaF27F3aFwaF:v’ ;
2. il existe z € F \ Fy incomparable a (et différent de) y ;
3. il n’y a pas de facteur F' € F,(F)\ {F} tel que F' = F| + F} + F},
Fy = Fy, U F;4 pour des posets FY, Iy, 3, Fy 1, Fy 5, tels que une des
conditions suivantes soient vérifiée :

(a) il existe x1, 29 € XT tels que vy € Fy 1,09 € Fyy ety € F'\ Fy;
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(b) il existe yy € X7 et 1 € XP tels que v € Fyy, 21 € Fyy et yy €
F/ \ F2/ ;
(c) illemiste Y1 € X7 et xp € XP tels que 2’ € Fyy,21 € Fy5 ety €
F'\ F}.
Dans ce cas, y, z, et ' sont dits respectivement directement s-1ié, p-lié et p-lié
par ¢ pour F dans msyX. De plus, on dit que (y,x,2') (resp. y, x et a') est

indirectement 1ié¢ (resp. s-lié, p-lié et p-lié) par ¢ dans ms& pour tout F' €
Fs(P)\{F} tel que F € Fy,s(F").

Remarquons que si y,z et (y,z,x’) sont directement respectivement s-lié,
p-lié et lié par ¢ € C pour F € F,,;(P) dans msg alors ils sont indirectement
respectivement s-1ié, p-lié et lié dans (X NF', XS NF', XP N F').cc pour tout
F' € F,,s(P) contenant strictement F. Aussi, en conséquence du troisiéme
point de la Définition 4.3.3, si (y,x,2’) est directement 1ié par ¢ € C' pour P
dans msg alors il n'existe pas (y,s,s'), (t,x,'), (t,s,2") € X x XP x XP qui
sont liés par ¢ pour F' € F,,5(P)\ {P} dans msZ&. On dit qu'un élément de
P3 (resp. P) est lié (vesp. s-lié, p-lié) par ¢ € C pour F € F,,5(P) dans msy
s’il est indifféremment directement ou indirectement lié (resp. s-lié, p-1ié) par ¢
pour F dans msg.

Exemple 4.3.4. Soit C = {rouge, bleu}. Considérons le poset P € SP°(A) de
la Figure 4.11. Soient Py = {xo,..., x4} et Po = {x7,...,210}. Alors P1, Py, P €
Fm‘J(P) Soient mS)C( = (Xxuge’Xﬁouge?Xfouge)7 (Xl;wluleflue?Xbplue) les sous-
ensembles de P représentés a droite de la Figure 4.11. Nous cherchons dans
cet exemple les triplets de X7 x XP x X? liés pour Py, P» ou P par une cou-
leur ¢ € C' dans ms)c(. Pour Py, on trouve les triplets (z1,x3,x4) et (23,21, 22)
qui sont directement liés par bleu pour P, dans msé{. En revanche, il n’existe
pas z,t € Py N Xby., tels que (xo,z,t) est lié par bleuw pour Py dans msy
puisque xo n’est incomparable avec aucun autre élément de Py. C’est (x19, x7, Ts)
qui est le seul triplet lié pour Py. Ce triplet est directement lié par rouge
pour P dans msg. Revenons maintenant a P. Pour la couleur rouge, cha-
cun des (y,x7,x11), (Y, o7, T13), (y, T8, 211), (¥, 28, ©13), (Y, T7, 28) et (y,x11,213)
pour y € {xo, x5} satisfont la premiére et la deuxiéme condition de la Défini-
tion 4.3.3. Cependant, tous ceux utilisant x7 ou xg ne satisfont pas la troisieme
condition de la Définition 4.3.3, puisque x7 et xg sont déja utilisés dans le tri-
plet (x10,x7,x8) lié par rouge pour Py. Par conséquent, seuls (zg,211,213) et
(25,211, 213) sont directement liés par rouge pour P dans ms)c(. Similairement,
seul (x12,x0,x5) est directement lié par blew pour P dans mS‘é’(. Les triplets
(z1,23,24) et (x3,x1,x2) (resp. (xo, 11, 213), (T5, 11, 213) et (x10, T7,28)) sont
indirectement liés par bleu (resp. rouge) pour P dans msy .

ms-colorier un poset séquentiel séquentiellement maximal P s’encode en uti-
lisant des éléments de P U P3 appelés candidats au ms-coloriage de P.

Définition 4.3.5. Soient P € Seq dont la factorisation séquentielle irréduc-

tible est Zje.] Pj et ms& des sous-ensembles de P. L’ensemble ‘fmséc (P) de

candidats pour le ms-coloriage de P est le plus petit sous-ensemble de P U P3
tel que :
— sl existe j € J tel que |Pj| =1 et ¢ € C tel que P; C XY alors P; C
%msx (P) ?’
C
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L5 T11—T12 w
Xrouge = {1’0}
s
Tl — I3 /.%'7.139 Xrouge - {1’071'5,$10}
— —~ —
960\ /.’IJ@\ >< Xfouge - {33771’8,1‘11”1,‘13}
T2 — T4 Ty —T10 wo_
Xbleu - {21313}

S
Xirew = {Z0, 21, 23, 212}

D —
Xbleu - {iC()ﬂL'l,!L‘Q, (E3,£L'4,£C5}

Z13

FIGURE 4.11 — Le diagramme de Hasse d’un poset P € SP°

— sl n’y a pas de j € J tel que |P;j| =1 et il existe c € C, y,x,x’ € P tels
que (y,x, ') est directement lié par ¢ pour P dans msy alors (y,z,2') €

x(P).

Exemple 4.3.6. Reprenons [’Exemple 4.8.4. On a

Cons ({9013} = {713}
{0}
{(z10,27,28)}

0

)
(F1)
) =
)

Méme si (x1,x3,24) et (x3, 21, 22) sont directement liés pour Py par bleu dans
mSé(, ils ne sont pas candidats au ms-coloriage de Py, puisque zo € P; et
comparable & tous les autres éléments de Py. Tous les autres éléments de Fys(P)
n'ont aucun candidat pour leur ms-coloriage dans msg.

Pour encoder un ms-coloriage ¢ d'un poset P , il va falloir que msé contienne
exactement un candidat pour chaque F' € F,s(P).

Définition 4.3.7. Soient P € Seq dont la factorisation séquentielle irréductible
esty e Pjet msy des sous-ensembles de P. Alors msé( ms-colorie P enc € C,
noté ms& (P) = c, 8i €,,,x (P) est un singleton €,,,x (P) = {x} et soit x € XV
ouxz € X x XP x XP. Dans ce cas, on dit que P est ms-colorié en c par x.
De plus, msg ms-colorie complétement un poset P € SP® si ms& (F) est défini
pour tout F' € Fp,4(P).

Ainsi, quand P € SP° et ¢: Fj,,s(P) — C est un ms-coloriage de P avec
C alors les sous-ensembles ms& de P encodent ¢ si msd (F) = ¢(F) pour tout
F € F,s(P).

A la fin de cette sous-section, nous montrons comment encoder un ms-
coloriage complet d’un poset P € SP° avec msé( , par induction sur rp(P).
Le ms-coloriage en ¢ € C d’un facteur de F,,,s(P) qui n’a pas encore de candi-
dats pour son ms-coloriage dans msg et qui contient un élément x comparable
a tous ses autres éléments est simple a faire. Il suffit d’ajouter = a X". Notons
que cela ne compromet pas le ms-coloriage des autres éléments de F,,,;(P). Ce-
pendant, ajouter arbitrairement n’importe quel élément de P dans X; ou X?
dans le but de ms-colorier un élément de F,,;(P) pourrait altérer le ms-coloriage
d’autres facteurs. Cela nous mene a introduire la définition suivante :
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Définition 4.3.8. Soient P € SP°, msy des sous-ensembles de P, F € Fy,5(P)
et c € C. Alors x € P est s-libre (resp. p-libre) pour (F,c) dans msy s’il n'est
pas s-lié (resp. p-lié) par ¢ pour F dans msy +5 x (resp. msE +2 x).

Remarquons que si x € P est a-libre pour (F,c) avec F € F,,,s(P), ¢ €
C et a € {s,p} alors z est a-libre pour (F’,c) dans msy mais aussi dans
(XYNF,X:NF' XN F)eco pour tout F' € F,,s(F) tel que z € F'.

Exemple 4.3.9. Soit C = {rouge,bleu} un ensemble de couleurs. Consi-
dérons le poset P € SP° de la Figure 4.12. Soient P, = {x;: i € [2;16]},
Py, = {.TZ 1 E [17;25]} et P3 = {3?1973320,%22,1‘23}. Alors P, P, Py € FmS<P>.
Soit ¢: Frs(P) — C un ms-coloriage de P tel que ¢(Py) = rouge et ¢(Py) =
¢(P;) = bleu. On définit msy qui encode ¢(P;), i € [3]. Notons que dans cet

w —
Xrouge - {.’E4}
erouge = Xfouge = @
Kilow =0

Xprew = {719, 718}

14 —
Xprew = {9022, T23,T21, 3619}

FI1GURE 4.12 — Le diagramme de Hasse d’un poset P € SP® et un ms-coloriage
de Py, Py, P € F,,5(P)

exemple, on encode seulement la restriction de ¢ a Py, Py, P3 : la généralisa-
tion de la méthode pour encoder la fonction totale ¢: F,s(P) — C suit le
méme principe. On commence avec tous les ensembles de msé( vide. Le po-
set Py contient deux éléments qui sont comparables a tous le autres éléments
de Py : x4 et x16. Choisissons un parmi eux, indifféremment x4. Puis ajou-
tons x4 4 Xy Cela suffit pour encoder que Py est ms-colorié en rouge,
puisqu’il n’y a pas d’autre candidat dans msé( pour le ms-coloriage de Pi.
Encodons maintenant ¢(P3) = bleu. Notons que, puisque P3 n’a pas d’élé-
ment comparable a tous le autres, on doit utiliser un 3-uplet dans Ps. Choi-
sissons par exemple (19, T2, T23), et ajoutant x19 4 Xi,., €t Taz, T2z ¢ Xb ..
Alors, (219, T22,x23) est directement lié par bleu pour P dans msé{. Ceci
est un encodage du ms-coloriage de P3 en bleu, puisqu’il n’y a pas d’autre
(2,2,2") € X5 x XP x XP qui ms-colorie P3 en ¢ € C, et puisque ¢a n’interfére
pas avec l’encodage du ms-coloriage d’autres facteurs de F,s(P). Retournons
maintenant a Ps. Il n’a pas d’élément comparable a tous les autres. Donc, on

doit choisir un S-uplet (y,vy',y") comme on a fait pour P;. Notons que x19
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n’est pas un bon choix pour y puisqu’il est déja s-lié par bleu pour Ps dans
ms)C(. L’élément xo9 n'est pas non plus un bon choix pour y puisqu’il n’est pas
s-libre pour (Ps,bleu) et par conséquent non s-libre pour (P, bleu). En ef-
fet, Vajouter dans X3,,, rendrait (za9,%22,T23) candidat pour le ms-coloriage
de P3 en bleu, et en conséquence, indépendamment de y' et y”, (x20,vy’,y")
ne peut plus étre lié par bleu pour Py dans msé. Choisissons, par exemple,
y = x18 et y' = xo1. Puisqu’on ne peut pas prendre y"’ € {xoa, a3} puisqu’ils
sont déja p-liés par bleu pour Ps; dans mséf, alors nécessairement y" est in-
différemment un parmi xag, T19, disons x1g9. Ajoutons y dans X3, et y',y"
dans Xy, et c’est terminé. Finalement, (X7o,00 Xouger Xbouge) = ({x4},0,0)

et (quyvlem leleua Xgleu) - (@, {1'19, xlS}a {3322, T23,T21, iﬂlg}).

Proposition 4.3.10. Soient C' un ensemble non vide de couleurs et P € SP°.
Pour tout ms-coloriage ¢ de P avec C il existe des sous-ensembles ms de P
qui encodent c.

Le reste de cette sous-section est consacré a la preuve de la Proposition 4.3.10.
L’idée pour encoder un ms-coloriage ¢ d’un poset P est de démarrer avec les
ensembles de msg vides puis d’y insérer, a chaque étape d’induction et pour
chaque facteur séquentiel séquentiellement maximal F' de P, un élément x de F'
comparable a tous les autres éléments de F' dans X, ou, sinon, un triplet y
dans X? et z,2’ dans X? tels que (y,z,z’) est directement lié par ¢ pour F'
dans ms& et ¢(F) = c. Dans le deuxiéme cas, le choix de y, z et 2’ doit étre fait
avec précaution. Ils ne doivent pas compromettre le ms-coloriage d’un facteur
F' € F5(F). La clé est de choisir y,z et 2’ respectivement s-libre, p-libre et
p-libre pour (F,c’) dans msé{, pour tout ¢’ € C. Les lemmes suivants montrent
que tout poset P de Seq qui est completement ms-colorié par msé( contient,
pour tout ¢ € C, au moins un élément s-libre et p-libre pour (P, ¢) dans ms)c(,
pour toute couleur ¢ € C.

Lemme 4.3.11. Soit P € Seq complétement ms-colorié par msé{ Si pour tout
c € C, tous les éléments de XP? (resp. XZ) sont p-liés (resp. s-liés) par ¢ pour
P dans msé{ alors il existe x,y € P tels, que pour tout c € C, x est p-libre et y
est s-libre pour (P, c) dans msy.

Démonstration. On procéde par induction sur rp(P). Si rp(P) = (0,i) pour
i € 0,1 alors P est soit le singleton ou un ordre linéaire fini. Dans les deux cas,
pour tout ¢ € C, il n’y a pas (y,z,2’) € P? 1ié par ¢ pour P dans msg. Donc,

U X2 = U XP =0 et pour tout € P, pour tout ¢ € C, = est naturellement
ceC ceC
s-libre et p-libre pour (P,¢) dans ms)c( . Sinon, supposons que la factorisation

séquentielle irréductible de P soit ) jes Py pour J € . \ {0,1}. Supposons
que P soit ms-colorié en e par z € X. Alors, d’apres les Définitions 4.3.5—
4.3.7, z est comparable a tous les autres éléments de P. Dans ce cas, d’apres la
Définition 4.3.8, z est s-libre et p-libre pour (P, c) dans mséf, pour tout ¢ € C.

Sinon, supposons que P soit ms-colorié en e par (y,z,2’) € X2 x XP x
X?. Alors, d’aprés la Définition 4.3.7, €, x (P) = {(y,z,2")} et d’aprés la
Définition 4.3.5 il n’y pas de j € J tel que |P;| =1, et (y, z,z’) est directement
lié par e pour P dans msg. D’aprés la Définition 4.3.3, P = P, + P, + P,
Py = P,UP,UP,» pour P, P,y € DF,,s(P) et Py, Py, P53, P, des facteurs de P,
tels que x € P,, 2’ € Py et y € P\ P,. Remarquons qu'’il existe Py € DF,,s(P)
tel que y € P, et tous les éléments de P, sont comparables a ceux de P.
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On a rp(Py),rp(Py),rp(Py) < rp(P). En outre, z n’est pas p-lié, 2’ n’est pas
p-lié et y n’est pas s-1ié par e pour respectivement P,, P, et P, dans msé( ,
sinon (y,x,2’) n’aurait pas pu étre directement lié par e pour P dans msé(
selon la Définition 4.3.3. Donc, soient X? = X? N P,, X: = (X: N P,)\ {y}
et X¥ = XP NP, Xs = X:N P, pour tout ¢ € C \ {e} et soit msg =
(X¥ X3, ﬁ)eec. Remarquons que Py et msg satisfont ’hypothése du lemme.
Alors, par hypothese d’induction, il existe z € P, tel que z est p-libre pour
(Py,c) dans msg, pour tout ¢ € C. De plus, pour tout ¢ € C' z reste p-libre
pour (P,,c) dans msg. En effet, supposons par absurde qu’il existe ¢’ € C' tel
que z n’est pas p-libre pour (P, ¢’) dans msg . Alors, d’apreés la Définition 4.3.8,
il existe y1 € X5 et o € X% tels que (y1,22,2) est lié par ¢ pour P, dans
ms& = msg +¥, 2. Notons que, puisque y est utilisé dans (y,z,2’) pour ms-
colorier P en e alors y est s-libre pour (P, e) dans msg. Donc, z peut ne pas étre
p-libre seulement quand y; = y et ¢’ = e. En effet, malgré la présence de y; dans
X3 et xp dans X%, quand y1 # y ou ¢’ # e, (y1,22,2) n'a pas formé un triplet

lié puisque z a été prouvé p-libre pour (P,,¢’) dans msé( . Selon ’hypothese du
lemme, x5 est p-lié par e pour P dans msé(. Alors il existe yo € X5 et 2, € X?
tels que (y2, T2, xh) est lié par e pour P dans msy. De plus, (y2, x2,7h) est 1ié
par e pour P, dans msg puisque si yo, 74 € P\ P, alors (y2, T2, ¥5) sera un autre
candidat pour le ms-coloriage de P en e par msy ce qui n’est pas permis par
la définition d’un ms-coloriage complet de P. Donc, (y, 2, 2) et (y2, T2, x5) sont
liés par e pour P, dans respectivement msé(/ et ms)c(. Supposons que (y, 2, 2)
et (y2, 72, 75) soient directement liés par e pour respectivement P, dans msé{/
et P dans msg pour P,, P € Fy,5(P,). Remarquons que (y2, 72, 75) est lié
par e pour P dans ms& aussi puisque yo # y (le contraire aurait contredit le
fait que (y,z,2’) est lié par e pour P dans msy ). Remarquons aussi que msg,
contient msg . On distingue trois cas :

L. si P) € Fis(P)) \ {P,/} alors nécessairement chacun de y,z et zo sont
incomparables a z5. Alors, naturellement (ys, z,2%) est aussi directement
lié par e pour lezl dans msé{ +%, z, ce qui contredit le fait que z est p-libre
pour (P,,e) dans msg ;

2. dans le cas ou Py = P, alors la selon Définition 4.3.3, P, = P, | + P, 5 +
P, 5 tels que z2,75,2 € P, 5, 2z et 25 sont incomparables a x3 et y,y2 €
P, \ P, . Dans ce cas (y2, 72, 2) est aussi directement li¢ par e pour P,
dans msg +%, z, ce qui contredit le fait que z est p-libre pour (P, e) dans
msg ;

3. si P € Fus(P,) \ {P,} alors (y,r2,2) ne peut pas étre lié par e dans
msé' selon la Définition 4.3.3.

Donc pour tout ¢ € C, z reste p-libre pour (P,, ¢) dans msé(.

Montrons maintenant que pour tout ¢ € C, z reste p-libre aussi pour (P, c)
dans msé . Par ’absurde supposons qu’il existe ¢’ € C tel que z n’est pas p-libre
pour (P,¢’) dans msg. Alors, il existe y; € X5 et z2 € X7, tels que (yi1,z2, 2)
est 1ié par ¢ pour P dans msé{l. Puisque z est p-libre pour (P,,¢’) dans msé
alors y,z2 ¢ P,. Cela signifie que (y1, 2, 2) est directement lié pour P dans
msd . Alors, selon la Définition 4.3.3 il existe P,,, Pr, € DFE,s(P) tels que
y1 € Py, 23 € Py, et tous les éléments de P, sont comparables a ceux de Py, et
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incomparables a ceux de P,. Par hypothese, y; et 2 sont respectivement s-1ié et
p-lié par ¢ pour P dans msy. Alors il existe yo € X5 et xl, zh, x5 € XY tels que
(y1,x1,2]) et (ya, x2,xh) sont liés par ¢ pour P dans msZ. Par hypothese P est
ms-colorié par (y, z,z’) dans msy. Alors le ms- colorlage complet de P par ms&
implique que (y1,z1,x]) et (y2, T2, x5) sont liés par ¢’ pour respectivement P,, et
P,, dans ms . Remarquons que ms¥ contient ms¥ et Py, Pr, € Fps(P)\{P}.
Par conséquent, selon la Définition 4.3.3, (y1,x2,2) ne peut pas étre lié par ¢’
dans ms)c( "ce qui souléve une contradiction.

Maintenant, soient X5 = XN P,, X? = (X? N P, ) \{z} et X = XP N
P, X§ = XN P, pour tout ¢ € C\ {e} et soit msy = (XY, X¢, XE)cec-
Remarquons que P, et msé{ satisfont ’hypothese du lemme. Alors par hypothese
d’induction, pour tout ¢ € C, il existe z € P, tel que z est s-libre pour (P, ¢)
dans ms)C( . La preuve que z reste s-libre pour (P, ¢), pour tout ¢ € C, dans msé(
utilise des arguments similaires. O

En utilisant le lemme précédent, nous montrons que le ms-coloriage d’un
poset P € Seq peut étre encodé sans changer le ms-coloriage de ses facteurs
séquentiels stricts séquentiellement maximaux.

Lemme 4.3.12. Soient P € Seq et msé( des sous-ensembles de P. Si les condi-
tions suitvantes sont vérifiées :

7 (gmséf(P):@;

— pour tout P’ € F,5(P)\ {P}, P est complétement ms-colorié par msy ;

— pour tout ¢ € C, tous les éléments de XP (resp. X$) sont p-liés (resp.
s-liés) par ¢ pour P dans msé(.

Alors, pour tout e € C, il existe z € P U P3, msg/ = msg +¢ 2, tels que :

— pour tout P’ € F,s(P)\{P}, z € P’ etc€ C, z est lié par ¢ dans ms&
pour P’ si et seulement si x est lié par ¢ dans ms)c(l pour P’ ;

— 2z ms-colorie P en e.

Démonstration. Supposons qu ‘on veuille ms-colorier P en €€ C.Si P={z}
alors chaque ensemble de msc est vide. Définissons msy par : tous les en-

sembles sont vides sauf X.* = {z}. Dans ce cas, €, g/( ) = {z}. Si \P\ > 1,

ms

supposons que sa factorisation séquentielle irréductible soit P =3 je 7 Pj, pour
J e \ {0,1}. S’il existe j € J tel que P; = {z} alors il suffit de poser
msé{/ = msgg +. x pour satisfaire les propriétés du lemme. Supposons main—
tenant que la factorisation séquentielle irréductible de P soit P = ). i 5P,

pour J € %\ {0,1} et chaque P; est un poset parallele. Soient j, ;7' € J
tels que j 7é j/. Alors P; = 7,1 U Pjyg @] Pj73 et Pj/ = Pj’,l @] Pj/72 @] Pj/,g
tels que Pj1, Pj2, Pjr1, Py o € DF,,s(P). Par hypothese, chacun des facteurs
Pj1,Pj2,Pj1,Pj o est complétement ms-colorié par msg. De plus, tous les
éléments de P+ N XY et P+ N X7 sont respectivement p-liés et s-liés par ¢ pour
Py.; dans msd, k € {j,j'}, t € [2], pour tout ¢ € C. D’apres le Lemme 4.3.11
il existe y;1 € Pj1 s-libre, x;, 1 € Pjs 1 p-libre et x5, » € Py o p-libre pour res-
pectivement (P;1,€), (Pj1,€) et (Pjr 2,e) dans msg. De plus, on peut prouver
par ’absurde en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve
du Lemme 4.3.11, que y;, 1,1‘]/ 1 et xjr o restent respectivement s-libre, p-libre et

p-libre pour (P, e) dans ms . Donc, en posant msy = msX 4+ (yj1, T 1, % 2),
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(yj1,24 1,2 2) est directement lié par e pour P dans msé(/ et (yj1,%50 1,25 .2)
ms-colorie P en e. En outre, puisque y; 1, z;/,1 et x; 2 sont respectivement s-
libre, p-libre, p-libre pour (P, e) dans msg alors pour tout P’ € F,,s(P)\ {P},
x € P et ccC,x est lié par ¢ dans ms)cfl pour P’ si et seulement si z est 1ié
par ¢ dans ms)c(/ pour P’ O

Nous sommes maintenant préts a prouver la Proposition 4.3.10.

Démonstration de la Proposition 4.3.10. Le cas ou P = () n’a pas besoin d’étre
traité puisque dans ce cas F,;(P) = (). Supposons que P € SP°T. On construit,
par induction sur rp(P) un ms-coloriage ms& = (X%, X$, XP).cc encodant
¢, en s’assurant a chaque étape d’induction que pour tout ¢ € C, X? et X
contiennent seulement des éléments respectivement p-liés et s-liés pour P dans
msé( . On commence avec tous les ensembles de msé( vides. Le premier cas est
le cas ot rp(P) = (0,0). Dans ce cas, P est le singleton {z}. Posons X¥ = {x},
otl e = ¢(P), et laissons tous les autres ensembles composant msy vides et c’est
terminé.

Sinon, supposons P € Seq et que sa factorisation séquentielle irréductible
soit 3. ; Py, pour J € .\ {0,1}. Pour tout j € J, soit Pj = U;cpy,) Fii la
factorisation parallele irréductible de P;. Notons que chaque rp(P;;) < rp(P)
pour tout P;;. Ainsi, par hypothese d’induction, il existe msgj’i satisfaisant
la proposition pour chaque P;j; € DF,, (P). Soit msé(/ I'union, ensemble par
ensemble, des différents msé{j’i, pour tout j € J, i € [k;], k; > 1. Par construc-
tion de msé{/7 pour tout ¢ € C, chaque élément = de XP (resp. X?) est p-
lié (resp. s-lié) par ¢ pour F, € F,,s(P)\ {P} dans msé{,. Cela garantit que
‘Kmsg/(P) =0 et msX (F) = ¢(F) pour tout F € Fp,s(P) \ {P}. 1l suffit d’ap-
pliquer le Lemme 4.3.12 pour conclure.

Enfin, supposons maintenant que P ait la forme Uje[k] P; pour k > 1 ol
chaque P; € DF,,;(P). Puisque chaque P; € Seq, construire un ms-coloriage
X; e . R . .
msg’ satisfaisant la proposition pour chaque P; peut étre accompli en utilisant
les mémes arguments que ceux utilisés dans le paragraphe précédent. On définit

X - iy X
msg comme 'union, ensemble par ensemble, des différents ms,’, pour tout
j € [k]. O

Nous avons prouvé que tout ms-coloriage ¢ d’'un poset P avec un ensemble
non vide de couleurs C peut étre encodé par un certain ms)c( . Cet encodage est
naturellement définissable en MSO. En effet, étant donné un poset P, il existe
les formules MSO suivantes :

— msd (F) = c qui est satisfaite si et seulement si msX(F) = ¢ (cf. Dé-
finition 4.3.7), en supposant que F' € F,,,;(P). Elle exprime qu'il existe
2z € FUF? tel que z est 'unique candidat pour le ms-coloriage de P en ¢
dans msg ;

— ms-Coloriage(P,msy) qui est satisfaite si et seulement si msg est un
ms-coloriage complet de P. Elle exprime que, pour chaque F' € F,,s(P),
il existe ¢ € C tel que ms& (F) = c.

Ici ms& correspond aux variables libres du second ordre XY, X? et X?
pour tout ¢ € C. Les formules ci-dessus sont exprimées en faisant une simple
traduction des Définitions 4.3.3-4.3.7 en MSO.
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Posant les formules suivantes :

Facteur,,s(F, P) = Facteur,(F, P) A -3F’ Facteur(F’, P)
ANEFF" F"=F +FVF'"=F+ F' NFacteur(F", P))
DFacteur,,(F, P) = Facteur,,s(F,P)AN—-3P' P # P'ANP' # F
A Facteur,,s(P’, P) A Facteur,,s(F, P)
exprimant respectivement que « F' est un facteur séquentiellement maximal de
P » et « F est un facteur séquentiellement maximal direct de P ».
Notons par ¥¢, pour une couleur ¢ € C, une formule ayant comme variables
libres au moins X2, X7 et X?. Nous traduisons la Définition 4.3.3 par :
LIE (y,z,2', F) = aFlaFQEIFmHFx/HF{EIFéaFQI,lEIFQ’QEIFIZ
ANF=F+F,VF=F+F)
ANFEy=F, |Fy ANye FiAz e Fy N2’ € Fp Ny || 2
A —3F' Facteur,,s(F',F)\NF' #F
ANF =F|+F,VF=F,+F)ANF, =F,, || F5,
AN(XENF, #0) A (XENFy # 0) Ay € F
VIXNFI#DNXENFyy #0)ANx e Fy
V(XINF A0 AXENE, #0) Ad € Fyy)

De plus les formules

Candidaté (v, F) =z € FAz € XY AV y(y # 2 = Comp(z,y))
Candidat§,,(y,z,2', F) = -3 Vy(y # 2 = Comp(y, 2))
ALIE (y,z,2', F)

expriment que x (resp. (y,x,z’)) est un candidat pour le ms-coloriage de F en c.

Notons que LIE®(y,x,2’, F), Candidat® (z, F) et Candidatg,,(y, z,z', F) sup-

posent que F' est un facteur séquentiel séquentiellement maximal d’un poset P.
La formule msg (F) = c suivante aussi :

(3 Candidat® (z, F) A Aycco—Candidat® (z, F)
c'#c
A Aerec—(3y1 3,37 Candidatg;,p(yl, r1, 7y, F)
Vdz oz # 2 A Candidatij(zl, )
V

(Jy3x3a’Candidaty,,(y, z, ', F) A /\crec—\Candidatg;p (y,z,2', F)
c'#c

A Aeree (22 Candidatf;(zg, F)
V Jyo3wodxh, (Yo £y V as #xVay #2)
A Candidatﬁ;,p(yh z1,77, F)))
La formule msg (F) = ¢ ci-dessus est divisée en deux blocs. Le premier vérifie

qu’il existe un candidat z au ms-coloriage de F' en ¢, que z n’est pas candidat
au ms-coloriage de F en ¢’ # ¢ et que, pour tout ¢ € C, il est faux de dire
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qu’il existe yy,x1, 2} tels que (y1,z1, 7)) est un candidat au ms-coloriage de F'
en ¢ ou qu'il existe 27 différent de z tel que z; est candidat au ms-coloriage de
F en . Similairement, le deuxiéme bloc vérifie qu’il existe y, z,z’ € F tels que
(y,z,2") est candidat au ms-coloriage de F en ¢ et qu’il n’est pas candidat au
ms-coloriage de F' en une autre couleur. Elle vérifie aussi qu’il n’y pas d’autres
candidats mis & part (y,z,z’) pour le ms-coloriage de F' en n’importe quelle
couleur. Notons que le premier bloc est satisfait si et seulement si le deuxieéme
ne l'est pas. La formule msX(F) = ¢ a comme variables libres F et les sous-
ensembles msy de P. Enfin :

ms-Coloriage(P, msy) = VF(Facteur,,(F, P) = V.cc msg (F) = c¢)

4.3.2 Encodage avec MSO d’un s-coloriage compatible

Nous encodons dans cette sous-section, avec MSO, un s-coloriage compatible
d’un poset P avec un ensemble de couleurs C. L’encodage d’un s-coloriage ¢ de
P par C se fait a l'aide d’'un ensemble X!, pour chaque ¢ € C, ainsi qu'un
ms-coloriage complet de P avec Z(C) encodé par des sous-ensembles ms);z(c)
de P. Pour alléger, on note par sy les sous-ensembles ((X?)cec, msfgz(c)) de P.
Un encodage d’'un s-coloriage de P associe la couleur ¢ & F € F,(P) si chacun
de ses éléments comparables a tous les autres est dans X! et si chacun des
éléments de DF,, (F) est ms-colorié par une couleur ¢ € Z(C) avec ¢ € ¢.
Formellement :

Définition 4.3.13. Soient P € SP°t, F € F,(P) dont la factorisation séquen-
tielle irréductible est ZjEJ F;, X! un sous-ensemble de P pour chaque c € C,

et msi}(c) un ms-coloriage complet de P. Alors sé{ s-colorie F' en c € C, noté
sg(F) = ¢, si pour tout j € J,
1. Fj € X! quand |F;|=1;
2. quand |F;| > 1, ce msé,(c)(Fj,i) pour tout F;; tel que F; =
est la factorisation parallele irréductible de F ;
3. il n’y a pas F',F" pas tous les deuz vides tels que F' + F + F" € Fs(P)
et sg(F'+ F+F")=c.
Enfin, quand P € SP° et ¢: Fs(P) — C est un s-coloriage de P avec C alors
les sous-ensembles s de P encodent ¢ si s& (F) = ¢(F) pour tout F € Fy(P).

 Fii

ie[nj

Comme conséquence de la Condition 3 de la Définition 4.3.13, notons que
lorsque F' et F’ sont deux facteurs séquentiels de P tels que F' + F’ est aussi
un facteur séquentiel de P, il n’y a pas de sé( encodant un s-coloriage tel
que s&(F) = s&(F'). La finalité derriere I'utilisation d’un encodage d'un ms-
coloriage de P par £(C) dans l’encodage d’un s-coloriage compatible ¢ de P
par C' est la possibilité qu’il y ait un facteur F' € F,,,5(P) qui soit aussi facteur
séquentiel séquentiellement maximal de plusieurs facteurs séquentiels F1, ..., Fy
de P tels que ¢(Fy) # - - # ¢(F) (voir Exemple 4.3.17).

Exemple 4.3.14. Soient C' = {rouge, vert} un ensemble de couleurs et P =
a+ (bUc)+d+(eU((gUh)+ (1UF))Uf). Soient Fy = a+ (bUc), Fo = P\ Fy,
F5 = (gUh)+(iUj) et Fy = e. Alors F1, Fs, F3, Fy € F4(P). Notons que F3 C Fy
et qu’il existe x € Fy \ F3 tel que x est incomparable a n'importe quel y € Fs.
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Soit ¢: Fs(P) — C le s-coloriage défini par ¢(Fy) = ¢(Fy) = vert et ¢(Fy) =
¢(F3) = rouge. Notons que ¢ est compatible. La Figure 4.18 représente P avec
un encodage s de c.

----------- ms-coloriage
—  s-coloriage

X:ert = {a, 6} Xgrert} = {b7 C} X:ert = {a’7 6}
ng)rert} = {b7 C} X:")ouge = {d} Xg-ouge} = {6, fa g, h, Z,]}
Xfrouge} = {h} X?[Dred} = {7”]} X(g) = {a}

et tous les autres sont vides.

FIGURE 4.13 — Le diagramme de Hasse d'un poset P € SP° et un s-coloriage
X
s¢ de P

L’ensemble F,,s(P) est constitué des singletons b,c,e,g,h,i,j, f, de F5 et
de P. On a ms)gfb(c)(b) = ms;ﬂ.(c) (¢) = {vert} et msé(c)(e) = mséz(c)(g) =
ms)gg,(c)(h) = msg,)(c)(i) = msg)(c)(j) = msé,(c)(f) = {rouge}. On a aussi
msg,,(c)(Fg) = {rouge} puisque %ms;i(c) (F3) ={(h,i,5)}, (h,i,5) € Xfrouge} X
Xfmuge} X Xfmuge} et il n’y a pas de factorisation de F3 en F3 = X +Y +Z pour
des posets XY, Z tels que Y est un singleton. Puisque €,,,x (P) = {a} et

@(C)
a€ Xy ona ms)g(,,(c)(P) = (), et par conséquent P est complétement ms-colorié
par ms)g(,,(c).

S’agissant du s-coloriage, on a s& (F1) = vert puisque a € X%,.p, d & XV,

DF,,s(F1) = {{b},{c}}, et vert ms)gg,(c)(F) pour tout F € DF,4(Fy). On a
¢ (Fa) = rouge puisque d € X2, Touge & ms)g;(c)(b), rouge ¢ msé(c)(c),
DF,,s(Fs) = {{f}, F3, F4} et rouge € ms)gg(c)(F) pour tout F' € DF,,s(F3).
On a s&(F3) = rouge puisque DF,s(F3) = {{g},{h}, {i},{j}}, rouge €
msg-,,(c)(F) pour tout F € DF,,5(F3), et il n’y a pas X,Y pas tous les deux
vides tels que X + F3 + Y est un facteur de P. Enfin, ség(F4) = wert puisque
e€ Xy, etiln’yapas X,Y pas tous les deux vides tels que X +e+Y est un
facteur de P.

Proposition 4.3.15. Soient P € SP°, C un ensemble non vide de couleurs et
¢: Fy(P) — C un s-coloriage compatible de P. Il existe des sous-ensembles s&
de P qui encodent c.
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Démonstration. A partir de ¢ définissons un ms-coloriage ¢’ : F,,(P) — Z(C)
comme suit : pour tout F € F,,(P),

/(F)={c: F € DF,,s(F') pour F' € Fs(P) tel que ¢(F') = ¢}

Selon la Proposition 4.3.10, ¢’ est encodé par msé(c). Pour définir un encodage
s = ((Xé’)cec,msg(c)) de ¢ il suffit maintenant de définir X! comme suit,
pour chaque c € C : & € X! si et seulement si il existe F' € Fy(P) tel que ¢(F) =
c et z est comparable & tous les éléments de F'\ {z}. On vérifie que s (F) = ¢(F)
pour tout F € F(P). Supposons tout d’abord que ¢(F) = ¢ pour F € F(P)
et c€ C, et soit F=> jed F}; la sa factorisation séquentielle irréductible. Soit
j € J tel que Fj est un singleton. Il est par conséquent comparable a tous les
éléments de F' \ {z}. Par définition z € X?. Par conséquent, le point 1 de la
Définition 4.3.13 est vérifié. Des arguments similaires peuvent étre appliqués
quand F; n’est pas un singleton : le point 2 de la Définition 4.3.13 est aussi
vérifié. Puisqu’il n’y a pas de F’ € F(P) tel que ¢(F’) =cet F + F' € Fy(P)
ou F' + F € F4(P), et qu’il n’y a pas X,Y pas tous les deux vides tels que
(X +F+Y) = ¢, alors le point 3 de la Définition 4.3.13 est vérifié, et par
conséquent s)c((F) = c. Des arguments similaires sont utilisés pour montrer si
s (F) = calors ¢(F) = c. O

Nous avons montré que n’importe quel s-coloriage compatible ¢ de P avec C
peut étre encodé par des sous-ensembles sg de P comme ci-dessus. Cet encodage
est définissable en MSO. En effet, il existe les formules MSO suivantes :

— s&(F) = ¢ qui est satisfaite si et seulement si s& s-colorie F en ¢ € C,
en supposant que toutes les variables de la formule soient interprétées

dans P et que F' soit un facteur séquentiel de P. Elle est obtenue par une
traduction directe en MSO de la Définition 4.3.13;

— s-Coloriage(P, s&) qui est satisfaite si et seulement si ms-Coloriage(P,
ms)gg(c)) est vraie et pour chaque facteur parallele non vide F' de P, il
existe c € Z(C) tel que msé(c)(F’) = ¢, pour tout F’ € DF,,;(F).

En effet, sX(F) = ¢ correspond & :

(V2 (V'yz #y = Comp(z,y)) = = € X})
AVF;; (DFacteur,,;(F;;, F) = Vc’e(@(c)msga(c)(Fj,i) ="
ceC’
AVFNP(F #0AN3I I =F +FVI=F+ F' ANFacteur,(I, P"))
—
(|F'|=1 = F'nX!=0)A (Facteur,(F',P') =

3F]; DFacteur,,,(F};, F') A ﬁ(vcfeg(c)ms;(c)(F;,i) =C")
ceC’

Etant donnés un poset P et un facteur séquentiel F' de P, la formule ci-dessus
vérifie si s& s-colorie F en ¢ € C. La premiére (resp. deuxi¢me) ligne correspond
a la premiere (resp. deuxiéme) condition de la Définition 4.3.13. Les derniéres
lignes vérifient la troisieme condition de la Définition 4.3.13 en s’assurant que,
pour tout facteur F’ non vide de P tel que F' + F ou F + F’ est un facteur
séquentiel de P, si F’ est le singleton alors il n’est pas dans X! et si c’est un
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facteur paralléle alors il contient au moins un facteur séquentiel direct séquen-
tiellement maximal F7, tel que ¢’ ¢ ms;{z(c)(F]{’i). La formule s (F) = c a
comme variables libres F' et toutes les variables du second ordre encodant sg .
Enfin :

s-Coloriage(P, s ) = ms-Coloriage(P, ms)g(z(c))
AYF (Facteury,(F, P) = V.ep ) (VF'
(DFacteur,,s(F', F) = msg,,(c) (F') =¢)))

ou sé( est constitué des variables libres du second ordre X?, pour tout c € C,
et de ms)gg(c) lui méme constitué¢ de X%, X3 et X%, pour tout ¢ € 2(C).

4.3.3 s-coloriages compatibles et D-graphes

Le s-coloriage est un argument majeur dans la transformation d’un D-graphe
d’une expression rationnelle en une formule P-MSO (Section 4.4). Nous utilisons
le s-coloriage pour associer un arc spécial & un facteur F' € Fs(P) comme suit.

Proposition 4.3.16. Soient D. le D-graphe d’une expression rationnelle e,
C =B x Eg(D.), n un neud de D.. Supposons qu’il y ait un chemin Tp de n
étiqueté par P € SP°(A). Il existe un s-coloriage compatible de P avec C' et son
encodage s& en MSO tel que T2(s& (F)) = f € Es(D.) si et seulement si F est
marqué par f dans Tp, pour n’importe quel F' € Fy(P).

Démonstration. Soit ¢: Fs(P) — C un s-coloriage de P tel que, pour tout F' €
Fy(P), ¢(F) = (b, f) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

— F est marqué par f dans Tp;
— pour tout F’ € F5(P), si FF' € Fs(P) et ¢(F") = (V, f) alors b £ V.

Naturellement ¢ vérifie la spécification de la proposition (voir aussi Remarque
4.2.19), et lexistence de sé{ vient de la Proposition 4.3.15. O

La Proposition 4.3.16 atteste de P'existence d’un s-coloriage ¢ de P € L(D,)
identifiant les facteurs de P marqués par un arc spécial f en les s-coloriant par
(b, f) ot b est un booléen. L’encodage des s-coloriages ne permet pas s& (F) =
s& (F') quand F, F', FF’ € Fy(P). Les booléens nous permettent d’éviter toute
confusion lorsque P a un facteur séquentiel F'F' avec F' et I’ marqués par le
méme arc spécial f. Le cas échéant F et F’ seront s-coloriés par respectivement
(b, f) et (V/, f) avec b # b'. Ce cas particulier est présent dans "'Exemple 4.2.21
et explicité en termes de s-coloriage et ms-coloriage dans ’exemple suivant.

Exemple 4.3.17. Continuons I’Exemple 4.2.21. Dénotons par by, c;,d; (resp.
by, ¢, d;) les éléments les plus a gauche (resp. droite, cf. Figure 4.9) de P étique-
tés par b, c et d. Soit C = B x Eg(D.). En conséquence de la Proposition 4.3.16
il existe un s-coloriage compatible et son encodage s& = ((X?)cec, msé,(c)) tels
que s&(Fy) = (b1,n4 — n7), s&(Fo) = (b2,n4 — n7), s (F3) = (b3, n4 — n3),
s&(Fy) = (by,ng — na) pour by, by, b3, by € B, by # b, et s&(F) est indé-
fini quand F # Fy, Fy, F3, Fy. Notons que by doit étre différent de by puisque
F\Fy € Fy(P), et Fy et Fy sont marqués par le méme arc spécial (Wg(sé((Fl)) =
ﬂg(sé((Fg)) =ny — ny). Remarquons que ¢; et d; sont tous les deux des facteurs
séquentiels séquentiellement maximauz de Fy et F3. Similairement, ¢, et d, sont
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tous les deux des facteurs séquentiels séquentiellement maximaux de Fy et Fj.
En utilisant les techniques vues tout au long de cette section, on a :

X(Ubl,n4ﬁn7) ={bi}:

o X(sz,mam) ={br};

— X(Ubg,’ﬂ4*)7’7,3) ={b;,b.};

(Ub4’n4ﬂnz) =Fy;

— XY = 0 pour tout ¢ € C\ {(b1,ns — n7),(ba,ng — n7),(bz,ng —
n3), (ba,na — n2)} ;

— ms)gg,(c) (a) = ms);z(c) (di) = {(bs,na — n3),(b1,nqg = n7)};

- ms)gg’(C) (cr) = ms)gg(C)(dr) = {(b3,n4 = n3), (b2, na = n7)};

— 50 (F) = 0 quand F € Fy(P)\ {ar}, i}, {er . o).

4.4 Des D-graphes a P-MSO

Soient A un alphabet, e une expression rationnelle de Rg(SP°(A)), D, le
D-graphe de son >l-expression et C = B x Eg(D.). Nous calculons dans cette
section un énoncé ¢¥p, de P-MSO tel que P satisfait ¥p, si et seulement si
P e L(D.), pour tout P € SP°(A). Naturellement les formules qui vont suivre
sont interprétées dans SP°(A). Le calcul de ¢p, se fait par induction sur la
structure de D., sans ses arcs spéciaux, comme suit. Nous associons a chaque
nceud n de D, une formule P-MSO ,,(X) en fonction de I’étiquette de n et de
ses potentiels enfants. Dans la suite 1), (X) est la formule P-MSO associée au
i*™e enfant de n obtenue par induction.

Si n est étiqueté par a € A alors

UV (X) = | X]| =1AV¥z a(x)

Si n est étiqueté par un produit séquentiel alors ¥, (X) est calculée en utilisant
exactement les techniques utilisées dans la Sous-section 3.4.2. La seule différence
réside dans le fait qu’ici, le cas ot | X| = 0 est définitivement écarté en raison
de la définition des produits séquentiels des >1-expressions et parallelement de
la définition des chemins d’un D-graphe a partir d’'un nceud étiqueté par un
produit séquentiel. Les macros définies dans 1E Chapitre 3 que nous allons uti-
liser dans la suite n’ont pas besoin d’étre redéfinies. En effet, leurs sémantiques
ne changent pas lorsqu’elles sont interprétées dans SP°(A). En particulier, les
macros Omega(X) et Fini(X) que nous utilisons ici sont celles définies dans la
Sous-section 3.4.2 dans le cas des ordres linéaires dénombrables et dispersés.

Si n est étiqueté par ->! alors par définition n a deux enfants n; et ns dans
D.. Supposons que n soit bordé par n — ni,n — ng. Alors

wn(X) = HXlan Xl,XQ 7é @/\X = Xl +X2 /\¢n1 (Xl) /\'(/)ng(X2)

>1

Si n est étiqueté par *>1, w>!, 5> —w>1 ou —p~* alors par définition n a un

seul enfant ny dans D,.. Alors
Y(X) =3X,3C13X3C, X1, Xo # 0
APartition(X, X1, Xo) A Chaine(C4, X1) A Chaine(Cs, X5)
ANIZ CLUCy=ZAN|Z]| Z2Né(2)
AVY (FacteurMax(Y, X1) V FacteurMax(Y, X3)) = ¢y, (Y)
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ou la sous-formule |Z| > 2 vérifie que le total des facteurs maximaux de X; et
de X5 est supérieur ou égal a deux puisque tout poset étiquette d’un chemin
de n dans D, est la concaténation d’au moins deux posets de L(D,,n1) (voir
Définition 4.2.16), et ot ¢(Z) est :

>1
dans le cas *

>1
dans le cas °

h>1

>1

Z) dans le cas “

UJ>1

)
)
Z) dans le cas ~
)
)

-Omega(Z) dans le cas ~

Enfin, si n est étiqueté par ¢! alors par définition n a deux enfants n; et ng
dans D,. Supposons que n soit bordé par n — nj,n — ng. La formule ¢(X)
est construite similairement au cas ol I'expression rationnelle e est de la forme
e1 ¢ eg de la Sous-section 3.4.2 avec quelques ajustements. Il y a quatre sous-cas
selon 'appartenance ou non de € & L(D., n;), ¢ € [2]. Si€ € L(De,n1)UL(D,,n2)
alors :
Y(X)=3X13JAXAKIT JUK =TA X1, Xo £ DA T > 2

APartition(X, X;, X5) A Chaine(J, X;) A Chaine(K, X2) A Complet(])

AVY FacteurMax(Y, X;) = ¢,,(Y)

AVYY FacteurMax(Y, Xo) = ,,,(Y)

A (F'my min(my,I)) = my € J

A (3o max(mso, 1)) = mo € J

AV j(-min(j, J) V —max(j, J)) = (Succ(j, K) A Pred(j, K))

A (37m) min(m},J)) = Succ(m), K)

A (37 mlh max(m,J)) = Pred(mj, K)

AVERY B ko (ky < ke = 375 k1 < NG < ko)
Comme dans le cas des autres produits séquentiels, I'ajustement ici consiste a
vérifier que X; et Xo qui partitionnent X ne sont pas vides et que 'union des
chaines J et K contient au moins deux éléments. C’est la méme modification
a apporter dans les cas ot € € L(D.,n1) et € ¢ L(De,n2), € ¢ L(D¢,nq) et
€ € L(De,n2), ou € € L(De,n1) N L(De,n2).

Dans le cas ot n est étiqueté par une formule de Presburger p(x1,...,x)

par définition n a k enfants, k € N. Soient n — nq,...,n — ny les arcs sortants
de n dans l'ordre. Posons C = B x Eg(D.). Alors :

wn(X) = Q(X,Xl,~~',Xk,p(1'1,...,.’£k))
ol

_ YWY Don(Y) = ¢, (Y) sin —n; € Ex(D.);
Y= WY Don(Y) = Viep sX(Y) = (byn —n;)  sin — n; € Es(D,).

En conclusion, 1’énoncé ¢p, formalise que P € L(D.) si et seulement si il
existe un chemin Tp» dans D, de r(D.) étiqueté par P. Dans ¢p,, un s-coloriage
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compatible s& de P est utilisé de maniére a ce que T2 (s (F)) = f si et seulement
si F' est marqué par f dans Tp, pour chaque facteur séquentiel F' de P. L’énoncé
garantit que lorsque F' est marqué par f =n — m alors F satisfait ¢, (F).

Yp, =3P3sy Dom(P) A s-Coloriage(P, s3) At (p,)(P) A

nHmE/ES(D )VF (Facteur,(F, P) A b\e/]B s&(F) = (b,n — m)) = ¥, (F))

[Pl=0
eEL(e

En conséquence de la Proposition 4.2.22 et de la construction ci-dessus d’une
formule P-MSO a partir du D-graphe d’une expression rationnelle, on a :

Proposition 4.4.1. Soient A un alphabet. Pour toute expression rationnelle
e € Rp(SP°(A)) il existe une formule P-MSO . telle que L(vp.) = L(e). De
plus la construction de 1. est effective.

Cette proposition fournit une preuve de 'implication de gauche vers la droite
du Théoreme 4.0.1

Exemple 4.4.2. Soit e = a o¢ (a(§ || €))*¢ Uexpression rationnelle e, de
UExemple 4.2.20. Dans cet exemple on détaille la construction de la formule P-
MSO p, apartir de D., en utilisant les techniques évoquées dans la Section 4.4.
Le D-graphe D, et le poset P = a(a || a(a(a || a(a || a)) || a(a || a))) de L(D.)
sont représentés a gauche de la Figure 4.14. Soit nq,...,ng le parcours préfize
de D. sans ses arcs spéciauzr. On a Eg(D,) = {ny — 712} C =B x Eg(D.) et

*wm( )* (X %( )wne( )$1+$2*1)
o wnz( )—HXlaX% X=X +X2/\"/)n3(X1)/\wn4< )7'
— Yy (X) = ¥ (X) = P (X) = [X] = 1A V¥ ala);
— P, (X) = 2(X, Voer s5 (V) = (byng = n2), b, (Y), 21 + 22 = 2)
ot (YY) = VY Dom(Y) = (Y). Alors
Yp, =3P3sx Dom(P) A s-Coloriage(P, s) A b, (P)
AV (Facteur(F,P) A V. so(F) = (b,ng = n3)) = thn, (F))

Sur la droite de la Figure 4.14 est représenté un chemin Tp dans D. de
ny étiqueté par P. La racine de Tp est étiquetée par (ny,(1,0)) avec (1,0) €
L(z14x2 =1). Alors Tp a un unique sous-chemin direct Tp, de ng étiqueté aussi
par P. Par conséquent P € L(ng). Remarquons que Tp = (m, Tp,, Tp,) otm est
étiqueté par (na,2), et Tp, et Tp, sont des chemins dans D, de respectivement ns
et ny étiquetés respectivement par Py = a et Po = a || a(a(a || a(a || @)) || a(a ||
a)). Donc, P = P, Py. Soit F;, i € [4], l"étiquette du sous-chemin Tr,, i € [4],
de Tp commencé par larc spécial ny — ng, comme décrit dans Figure 4.14.
Un facteur de P est marqué par ng — ng dans Tp si et seulement si c’est
un des F;. Par conséquent, il existe x € F; \ F; qui est incomparable d tous
les autres éléments de F; quand F; C F;, comme indiqué dans le point (Cy)
de la Remarque 4.2.19. En conséquence de la Proposition 4.3.16, ce marquage
peut étre exprimé en MSO avec un encodage sé( d’un s-coloriage compatible. Un

facteur de P marqué dans Tp satisfait Vyep s (Y) = (b,ng — n2), pour b € B,
si et seulement si c’est un des F;. Les éléments maximums de Py satisfont 1y,
Py satisfait ¢y, et Py satisfait 1, . Ainsi, P satisfait 1, aussi bien que 1, et
c’est un modéle pour V¥p, .
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Sle 6 ?
/ “ & / \f(m

ns \ a
a
. ; e 20,
: a/ T, -7 N T,
) 2% P
Fy \a \ / \
a a a /(171) a (0,2)
Fy a/ Tk, L P . a/ \a
“ Bt ., ar
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FIGURE 4.14 — Le D-graphe D, de la >1-expression de e = a o¢ (a(€ || €))*¢, le
poset P = a(a || a(a(a || a(a || @) || a(a || a))) de L(e) et un chemin dans D,
de ny étiqueté par P

Exemple 4.4.3. Soit le D-graphe D. de Uexpression rationnelle e = (a ||
b)og (€ ]| €)1)* représenté dans la Figure 4.15. Sa construction étape par étape
est détaillée dans la Figure 4.7. Soit ny,...,ny le parcours préfize de D, sans
ses arcs spéciauz. On a Eg(D.) = {n3 — na} et C = B x Eg(D,.). Construi-
sons Yp,. Commengons par les formules de chaque neud de D, :

Uy (X) = (X, Y0y (V) Vg (V) 0, (YV), 21 + 22 > 1 Ay = x3)
Uny (X) = 3X1, Xo,C1,Cy X1, Xo £ 0
A Partition(X, X1, X5) A Chaine(Cy, X1) A Chaine(Ca, X5)
AN3Z C1UCy=Z N|Z| > 2N Fini(2)
AYY (FacteurMaz(Y, X1) V FacteurMaz(Y, X3)) = 1, (Y)
g (X) = 2(X, bé/% sg(Y) = (b,ng = n2), ¥, (Y), ¥, (Y),

1+ X2 > 2N 29 = 23)

Uny(X)
s (X)

ot Y(Y) = VY Dom(Y) = ¢(Y). Alors

Yng (X) =X =1 AVX 2 a(x)
Un, (X) = |X]| = LAYz b(x)

Yp, =3P3sy Dom(P) A s-Coloriage(P, sy) A bn, (P)
A (VF (Facteurs(F, P) A A sg (F) = (b,n3 — n2)) = ¥, (F))
€

Soient F{ = Fy = (£ [ §) - (€ [1 £), F3 = (F5 [ §) - (€ [| §). Soit F; = {(a ||
b)} o¢ F! pour tout i € [3]. Soient Py = (Fy || F3)-((a || D) || (a || b)), Po=a et
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ny
1+ 22 > 1 NT0 =23
7 N
w1 a b
k4
1\/ i ne
N
T+ x9 > 2N T2 =23 nr
2 \3 n3
a b
N4 ns

FIGURE 4.15 — Le D-graphe de la >1-expression (a || b)og (€ || €)*7 + (£ || €))*¢

P; =b. Notons que P =Py || Py || Ps € L(e). Pour D,, Fy, Fy, F5, P, € L(ns),
Fi | F5 € L(ns), P> € L(ng) et P3 € L(ny). Par conséquent P € L(ny). Il y
a un chemin vy de ny étiqueté par P tel que F € {Fy, Fo, F3} si et seulement
si F' est marqué par ng — no dans 7. Ainsi, chaque F;, i € [3], doit étre s-
colorié par (b;,n3 — ng) pour b; € B. Sous ce s-coloriage Fy, Fy et F3 satisfont
Viez s (Y) = (b,ng — n2) aussi bien que ¢y, Fy || F3, P1, P» et Py satisfont
respectivement Vp,, Wn,, Une €t Yn,. Donc P satisfait 1y, et c’est un modéle
pour ¥p, .

4.5 De P-MSO aux automates

La construction d’un automate de langage L a partir d’'une formule de lo-
gique de méme langage repose sur les mémes principes pour toutes les classes de
langages rationnels évoquées précédemment (voir Chapitre 2). Nous détaillons
dans cette section la construction d’un automate branchant sur SP°(A) de lan-
gage L a partir d’une formule P-MSO interprétée sur SP°(A) de méme langage.
La construction d’un automate sur les autres classes de langages rationnels s’en
déduit facilement en restreignant ’ensemble des transitions aux transitions de
l’automate en question. La construction effective d’un automate sur SP°(A) de
langage L a partir d’'une formule P-MSO de méme langage induit une procé-
dure de décision pour la théorie P-MSO sur SP°(A). Il en est de méme pour la
théorie P-MSO sur SP(A) et celle de MSO sur A°, A et A* pour les mémes
raisons.

Soit A un alphabet. La construction d’un automate branchant sur SP°(A)
a partir d'une formule P-MSO interprétée sur SP°(A) de méme langage utilise
les mémes techniques que la construction d’un automate branchant sur SP(A)
a partir d’une formule P-MSO interprétée sur SP(A) de méme langage se trou-
vant dans [9]. On exclut € de la construction. Si € est un modele pour la formule,
il peut étre réintroduit facilement dans le langage de ’automate construit. Rap-
pelons que le Théoreme 2.3.32 certifie que la classe des langages rationnels de
SP°(A) est fermée par les opérations booléennes.

Soient A un alphabet et ¢(z1, ..., zn, X1, ..., X;n) une formule P-MSO ayant
Pensemble Vi = {z1,...,2,} de variables libres du premier ordre et 'ensemble
Vo = {X1,...,X,n} de variables libres du second ordre toutes interprétées
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comme respectivement des éléments et des ensembles d’éléments de posets de
SP°(A). Rappelons qu'un poset étiqueté par A peut étre assimilé & un (0, 0)-
poset étiqueté par A. Rappelons également que l'interprétation des variables
libres x1,...,xp,, X1,...,X;, dans un poset P en plus du poset lui méme in-
duisent un unique (Vi, Va)-poset P(z1,...,Tn, X1,...,Xm) et réciproquement.
Cela nous permet d’utiliser indifféremment une représentation ou une autre pour
alléger la notation. Enfin, rappelons que pour plus de commodité, on ne fait pas
de différence entre une variable et son interprétation quand cela est compris du
contexte.

Nous construisons un automate branchant .7, sur I'alphabet A x Z(V;) x
P (Vo) telque Pyxy, ..., x0, X1,..., X E(21,..., 20, X1,..., X, siet seule-
ment si P(xy,..., Tn, X1,...,X;m) € L(4,;) pour tout poset P. Si ¢ est un
énoncé, alors P = 1 si et seulement si P € L(<;). La construction de <7, est
par induction sur la structure de 1. C’est une généralisation de la construction
d’un automate de Kleene & partir d’une formule MSO (voir par exemple [82]
pour une présentation claire de ce cas de figure).

Pour commencer, il faut pouvoir vérifier que les posets donnés en entrée
soient des posets marqués (Définition 3.2.6). Il est simple de construire un au-
tomate (v, v,)-poset qui teste si un poset P étiqueté par A x (V) x P (V)
est un (Vq, Vo)-poset pour certains Vi, Vo, Il suffit de construire, pour chaque
v € V1, un automate Qf(’{/l Va)-poset testant dans P si v apparait exactement une
fois dans les deuxiémes composantes des lettres étiquetant les éléments de P.
L’Exemple 2.3.29 illustre un automate branchant testant si une lettre a appa-
rait exactement une fois dans un poset. A partir de cet exemple nous pouvons
déduire facilement sz(‘{/l Va)-poset POUT tout v € V1. Puisque, comme conséquence
du Théoreme 2.3.31, la classe des langages rationnels de SP°(A) est fermée par
intersection notamment, on peut effectivement construire un automate dont le

langage est la conjonction des langages des 4&7&,1 Va)-posets Pour tout v € V1. Clest

lautomate (v, v,)-poset- A partir de maintenant on considére que les entrées
des automates branchants sont des (V4, Va)-posets.

Quand la formule 9 est de la forme z; < x; pour des variables du premier
ordre x;,r; € Vi, 'automate <7, -, doit vérifier que x; et x; apparaissent dans
la seconde composante des lettres du poset marqué en entrée et que la lettre
comportant x; apparait avant celle comportant ;. La construction de &7, <.,
est la suivante. Il a #(V1) U{L} comme ensemble d’états avec L un état puits.
L’état () est le seul état initial et tous les états V € F2(V4) tels que z;,z; € V
sont finaux. La transition séquentielle successeur d’un état V € (V7)) étiquetée
par (a, Wi, Ws) € A x (V1) x P (V,) rentre dans

— Lsiz; gVetax; €W oum,x; € Wy,
— V U W sinon.

Chaque état s qui n’est pas L est la source d’une transition fork (s, {s,s}), et
pour chaque paire d’états (Wi, Ws) € P(V1) x Z(Vy), (W1, Wa}, W1 U Wa)
sont des transitions join de &7, <. Enfin, pour chaque V- € 2(V1), ({V},V)
et (V,{V'}) sont des transitions séquentielles limites de .27, <. Intuitivement,
chaque état V € (V;) sauvegarde les deuxiémes composantes de toutes les
lettres que rencontre tout chemin de () vers V. La propriété principale de o7, <.,
est qu’il existe un chemin « dans @7, <., de I'état () vers un état V € 2(V;) si
et seulement si v est étiqueté par un poset marqué P ou 'union des deuxiemes
composantes des lettres de P est égal a V. L’utilisation par un chemin v d’une
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transition séquentielle successeur de source V € Z2(V;) étiquetée par une lettre
de Ax Z(V1) x Z(V,) ol x; appartient a la deuxiéme composante mene v vers
un état final si x; € V et vers I’état puits L dans le cas contraire.

La construction d’un automate branchant pour les formules de la forme a(z;)
et ; € X; utilise le méme principe. On donne ici la construction d’un automate
branchant pour &7, cx, qui teste si z; est dans X;. Cet automate a comme
ensemble d’états Q = {1, T} avec L comme unique état initial et T comme
unique état final. Les seules transitions séquentielles successeurs allant de 1 a
T sont étiquetées par (a, Wi, Wa) tel que z; € Wy et X; € Wy. Toutes les autres
transitions séquentielles sont des transitions séquentielles allant de s a s, ({s}, s)
ou (s, {s}) pour tout état s. Les transitions fork sont de la forme (s, {s, s}) pour
tout état s, et les transitions join sont de la forme ({s1, 2}, s3) olt s3 = T si au
moins un des états s; ou s est T, s3 = L sinon.

La construction d’'un automate branchant pour les formules de la forme
1 V1hg ou )’ sont une conséquence du Théoréme 2.3.31 et la fermeture de la
classe des langages rationnels de SP°(A) par les opérations booléennes, I'union
et la complémentation notamment.

Supposons maintenant que (z1,...,Zn, X1,...,Xm) soit une formule P-
MSO avec Vi = {z1,...,2,} comme ensemble de variables libres du premier
ordre et Vo = {Xj,...,X,,} comme ensemble de variables libres du second

ordre pour n,m € N. Soit l'automate branchant o7, = (Q',A x Z(Vi) x
P(Va), B, I’ F') construit & partir de ¥(z1,...,2,, X1,..., X,;n) par hypo-
these d’induction, et soit ¢ € [n]. On utilise %7, pour construire un automate
branchant

gy = (Q x B, Ax (Vi \{x;}) x P(Va), E, I' x {faux}, F' x {vrai})
tel que
P,xl,...,xi,l,xiJrl,...7xn,X1,...7Xm ’:Exﬂp(xh...,acn,Xh...,Xm)

si et seulement si P(z1,...,%i—1,Tit1,-- - Zn, X1,.--, Xm) € L(&Ag,4), pour
tout poset P. L’idée ici est d’enlever 'interprétation donnée a la variable libre
x; dans les posets satisfaisant I'automate 7. L’ensemble des transitions E est
construit comme suit. Pour les transitions séquentielles successeurs :

Eguce = {((¢,b), (a, W1, W2), (¢, b)): (q, (a, W1,Wa),q') € E' et x; & W1}
U {((Q7 faux)7 (av Wl \ {1'1}» W2)7 (q/a Vrai)): (Q7 (av Wla W2)7 q,) € E/
et x; € W1}

Pour les transitions fork :

Efork = {(((h»b)v {(qQ’b)v (Q3,b)}): (q1, {Q%QB}) € El}

Pour les transitions join :

Ejoin = {({(q1,01), (q2,b2)}, (g3,b1 ou b2)): ({q1,42},43) € E'}

Pour les transitions séquentielles limites a gauche :

Eiima = {({(qlab)v' L] (qn’b)}a (qvb)): ({(h?' . -;Qn}7Q) € El}
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Pour les transitions séquentielles limites a droite :

Elimp = {((Q7b)7 {((ha b)7 SRR (qnv b)}) (q7 {qla R qn}) € El}

Ici, le booléen apparaissant dans la deuxiéme composante d'un état de /5,
indique 'utilisation ou non d’une transition séquentielle successeur étiquetée par
(a, W{,Ws) onx; ¢ W/ issue d’une transition séquentielle successeur (a, Wy, W)
de 7, telle que Wi = W{ U {x;}. Un chemin acceptant dans @/5;,, doit impé-
rativement utiliser cette transition pour qu’il puisse étre acceptant. En effet, il
existe siirement une sous-formule de 1 de la forme a(z;). La construction d’un
automate branchant pour une formule P-MSO de la forme 3X1) est similaire.

Remarque 4.5.1. Nous avons monitré a travers toutes les constructions ci-
dessus que pour chaque énoncé MSO v il existe un automate branchant oy, tel
que P =1 si et seulement si P € L(47).

Le dernier cas est celui ou 1 est de la forme

Q(Zawh'"awnap(xlw-'vxn))

Rappelons ici que z1,...,x, sont des variables interprétées dans N, et que
chaque v;, i € [n], est un énoncé P-MSO. Par hypothése d’induction, il existe
un automate 7, tel que R |= v; si et seulement si R € L(<7,). De par la
sémantique de

Q(Z,l/h,...,Z/Jn,[)(ml,u.,l'n))

les posets de chaque L(1);) sont des posets séquentiels. Rappelons que cette
propriété est définissable en MSO par :

‘R|:1\/E|R1§|R2 RhRQ?é@/\R:Rl'FRQ

En conséquence de la Remarque 4.5.1, cette propriété peut étre testée par un
automate branchant A. En conséquence du Théoreme 2.3.31 et la fermeture par
complémentation de la classe des langages rationnels de SP°(A), il existe un
automate branchant o7, tel que L; = L(</), ) = L(y,) N L(#). Maintenant,
soit B = {b1,...,b,} un nouvel alphabet disjoint avec A. Il existe un automate
% sur lalphabet B tel que L(%) est Uensemble de Presburger de p(z1,...,2,)
sur B, [9]. Soit L = Lq op, (...(Ly op, L(¥))). Il est clair que L = L(¢). En
s’appuyant sur le Théoreme 2.3.31, L est le langage d’un automate branchant.

Proposition 4.5.2. Soit A un alphabet. Pour toute formule P-MSO 1 inter-
prétée sur SP°(A) il existe un automate branchant oy sur SP°(A) tel que
L(y) = L(y). De plus la construction de <7, est effective.

Cette proposition fournit une preuve de 'implication de droite vers la gauche
du Théoreme 4.0.1. On en obtient aussi une procédure de décision de la théorie
P-MSO sur SP°(A). En effet, en conséquence de la décidabilité de la vacuité
d’un automate branchant sur SP°®(A) (Théoreme 5.3.4), on a :

Corollaire 4.5.3. Soit A un alphabet. La théorie P-MSO sur SP°(A) est dé-
cidable.
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La procédure de décision consiste a construire un automate branchant .7
associé & un énoncé ¢ de P-MSO et de voir si L(47) est vide ou pas.

A partir de la construction d’un automate branchant sur SP°(A) & partir
d’une formule P-MSO interprétée sur SP°(A) vue ci-dessus, on peut aisément
déduire des constructions similaires d’un automate branchant sur SP(A) a par-
tir d’une formule P-MSO interprétée sur SP(A) ou d’un automate sur A* (resp.
Af, A®) & partir d’une formule MSO interprétée sur A* (resp. A%, A°). En effet,
nous avons vu dans la Section 2.3 que les automates branchants sur SP°(A) sont
une généralisation des types d’automates reconnaissant des langages rationnels
de SP(A), A*, A* ou A°. 1l suffit de procéder par induction sur une formule
P-MSO interprétée sur SP(A) ou une formule MSO interprétée sur A* (resp.
A% A®) et de restreindre les automates & construire aux transitions les concer-
nant. Puisque le probléme de vacuité d’un automate est décidable pour tous ces
types d’automate et que les classes des langages rationnels de A*, A A° et
SP(A) sont toutes fermées par les opérations booléennes, un résultat similaire
au corollaire 4.5.3 s’en suit naturellement.

Corollaire 4.5.4. Soit A un alphabet. On a :
— la théorie MSO de A* est décidable ;
— la théorie MSO de A? est décidable ;
— la théorie MSO de A° est décidable;
— la théorie P-MSO de SP(A) est décidable.
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CHAPITRE b

THEORIES EQUATIONNELLES DE POSETS

Dans l'optique de généraliser la caractérisation algébrique des langages ra-
tionnels de mots finis par les semigroupes finis, pour un alphabet A, aux langages
de mots sur w, Wilke [86] a introduit des algebres & deux composantes équipée
du produit séquentiel fini et de la puissance w. Une composante traite le cas
des mots finis et 'autre traite le cas des mots indicés par w. Les opérations de
cette algebre sont liées par des identités reflétant leurs propriétés. Ces identités
définissent une variété d’algebres. Perrin et Pin ont défini des algebres simi-
laires aux algebres de Wilke, appelées w-semigroupes [70], ou la puissance w
est remplacée par le produit w. Les deux structures sont équivalentes quand le
nombre d’élément des algebres est fini. Cette étude algébrique des mots sur w a
été étendue vers des structures moins restreintes. Dans [22], les w-semigroupes
ont été enrichis par le produit parallele permettant de prendre en considération
des posets N-libres ayant des antichaines finies et des chaines pouvant atteindre
w. Dans [6, 13], la structure des w-semigroupes a été modifiée de maniére a
pouvoir considérer des mots dont les chaines peuvent aller au dela de w i.e.
des ordinaux de rangs finis et des ordinaux dénombrables. Ces dernieres al-
gebres ont été enrichies dans [35, 36] par des opérations telles que la puissance
—w pour prendre en compte des mots sur des ordres linéaires dénombrables
(parfois dispersés). Certaines des modifications évoquées précédemment ont été
apportées aux w-semigroupes dans [10, 37] pour considérer des algébres de po-
sets transfinis. Les motivations dans [6, 10, 13, 35, 36, 54] sont principalement
I’étude des liens entre les automates, les expressions rationnelles, 1’algebre et la
logique. Dans [20, 22, 23, 37] les auteurs s’axent essentiellement sur les variétés
d’algebres. Ce chapitre va aussi dans ce sens.

Des variétés d’algebres de posets ont été considérées dans [21]. Les auteurs
ont montré que SP(A) est librement engendrée par A dans sa variété corres-
pondante et ont prouvé la décidabilité de sa théorie équationnelle. Ces résultats
ont été étendus dans [22] aux posets dont les antichaines sont finies et dont
les chaines sont sur w. Dans [20], les deux composantes des w-semigroupes ont
été jumelées en gardant leurs opérations. Les identités que ces opérations satis-
font définissent une variété d’algebres. Les auteurs montrent que I’algebre dont
I'univers est la classe des mots de rangs inférieurs a w est une algebre libre de
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cette variété et déduisent la décidabilité sa théorie équationnelle. Des résultats
similaires ont pu étre montrés dans [23] dans le cas des variétés d’algébres qui
sont équipées du produit séquentiel, la puissance w et la puissance —w. Dans
[37] les auteurs considérent deux types de variétés d’algebres de posets. Celle
dont les algebres sont équipées des produits séquentiel, parallele et w, et celle ou
le produit w a été remplacé par la puissance w. Ils ont caractérisé les algebres
libres de ces variétés et ils ont montré la décidabilité de la théorie équationnelle
de celle utilisant la puissance w.

Dans ce chapitre, on met 1’accent sur des variétés d’algebres de posets équi-
pées du produit parallele, du produit séquentiel et soit des produits w et —w ou
des puissances w et —w. Nous prouvons que 'algebre dont 'univers est SP®(A)
et qui est équipée des produits parallele, séquentiel, w et —w est librement en-
gendrée par A dans sa variété correspondante ¥/, [3]. On en déduit une preuve de
la liberté de A° dans sa variété correspondante. Nous considérons aussi la classe
de posets étiquetés “SP(A) ou les produits w et —w ont été remplacés par les
puissances w et —w. En utilisant les résultats de Bloom et Esik dans [23], nous
montrons que l’algébre dont 'univers est “SP(A) et qui est équipée des produits
séquentiel et parallele et des puissances w et —w est librement engendrée par
A dans sa variété correspondante ¥”. Les arguments utilisés pour prouver la
liberté de “SP(A) sont similaires & ceux utilisés dans [37, Th.6.1] dans lequel
la variété considérée est ¥’ sans la puissance —w. De plus en s’appuyant sur le
Corollaire 4.5.3 nous montrons que la théorie équationnelle de ¥ est décidable.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Nous présentons dans la Section 5.1 les
variétés d’algebres de posets auxquelles on s’intéresse et les axiomes qu’elles sa-
tisfont. Nous montrons dans la Section 5.2 en particulier que SP°(A) et “SP(A)
sont libres dans leurs variétés correspondantes ¥ et ¥”. Enfin, nous consacrons
la Section 5.3 & la preuve de la décidabilité de la théorie équationnelle de ¥”.

5.1 Variétés d’algebres de posets

Nous définissons dans cette section les différentes variétés étudiées dans ce
chapitre en listant les identités qu’elles satisfont. Mais avant nous définissons
les ensembles de posets étiquetés auxquelles nous faisons référence. Pour plus
de commodité, nous rappelons la définition de certains ensembles de posets déja
présentées dans la Définition 1.4.18.

Définition 5.1.1. Soit A un alphabet. On définit

— “A, le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel, la puissance w et la
puissance —w ;

— A°, le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout a €
A, et qui est fermé par le produit séquentiel, le produit w et le produit —w ;

— wSP(A), le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour
tout a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel, le produit paralléle
et le produit w ;

— SPYA), le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel, le produit paralléle et la
puissance w ;
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— “SP(A), le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel, le produit paralléle, la
puissance w et la puissance —w ;

— SP°(A) le plus petit ensemble de posets étiquetés contenant €, a pour tout
a € A, et qui est fermé par le produit séquentiel, le produit paralléle, le
produit w et le produit —w.

Soient les identités suivantes de type ({1,*,7%, -, ||,w, —w}, ) avec
AL) =0, A*) =A(") =1, A() = A() =2, Mw) =w et M(~w) = —w
construites sur un ensemble de variables X :

z-(y-z)=(x-y) =z (

| (wlz)=@ly = (

vly=yll= (

(-9 =z (y x)° (
(z™)* = a*, n>1 (A5

(z-y)™“ =2y (

(

(

(

(™)™ =27, n>1 Ay
r-l==x Ag
l-z=x Ag

€T || l==x (Alo
1“=1 (A1
17 =1 (A2
pour toute w-suite xg,x1,...,x;,... et toute factorisation
(T0y -+ s Tng—1), (T oy Ty —1)s ey (Tmagyev ey Tpy—1)y - - -
W((.’L‘(), N 7.’17710,1), (l‘no, ce ,LL‘nl,l), . ) = w(xo,xh . ) (Alg)
xo - w(z1, T2, ...) = w(xo,z1,Ta,...) (A14)
w(l,1,...)=1 (A1s)
pour toute —w-suite ..., x;,...,x1, Ty et toute factorisation
cos (@ 1y Ty )y s (g — 1y e Xng )y (Tig—15 -+ -5 T0)
—w(ee oy Ty =1y Tng)s (Bng—1,- -+, 20)) = —w(...,21,Z0) (Aze)
—w(...7.’1?2,$1)-1'0:—w(...,$2,$1,$0> (A17)
—(U(...,]_,].) =1 (A18)

Remarquons que chaque algebre dont 'univers est une classe de posets & de
la Définition 5.1.1 équipée de I’élément neutre € et des opérations sur lesquelles
P est fermée satisfait les identités ci-dessus qui sont de méme type. Dans ce
contexte, € est I'interprétation de 1 dans ce genre d’algebres.

Les variétés auxquelles on s’intéresse sont les suivantes :

Définition 5.1.2. On définit
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— Y, la collection d’algébres de la forme (S,-*,7% 1) qui satisfont les iden-

tités (A1), (Ag)—(Ag) et (A11),(A12);

— Y, la collection d’algébres de la forme (S, -,w, —w, 1) qui satisfont les iden-

tités (A1), (Ag), (Ag) et (A13)—(A1g);

— Y, la collection d’algébres de la forme (S, ||,w,1) qui satisfont les iden-
tités (A1)—(As), (Ag)—(A10) et (A13)—(A15) ;

— ¥/, la collection d’algébres de la forme (S,-,|,*,1) qui satisfont les iden-
tités (A1)—(As) et (Ag)—(A11);

— ¥, la collection d’algébres de la forme (S,-,||,*,”*,1) qui satisfont les
identités (A1)—(A12) ;

— ¥, la collection d’algébres de la forme (S, |,w,—w,1) qui satisfont les

identités (Al)*(Ag), (A8)7(A10) et (Alg)*(Alg).

Rappelons qu'une algebre dont I'univers est un ensemble S est notée S aussi
quand il n’y a pas de confusion possible.

5.2 Algebres libres

Rappelons qu’en conséquence du Théoréme 1.5.12 toute variété d’algebres
contient une algebre libre par cardinal d’ensemble de générateurs. Cette derniere
est isomorphe a une algebre des termes de méme type algébrique sur un ensemble
de variables X. De plus, en conséquence de la Proposition 1.5.11, cette algebre
est unique, a isomorphisme pres, pour chaque cardinal de X. Dans ce cadre,
certaines des variétés définies dans la Définition 5.1.2 ont été déja étudiées.
Dans [23], Bloom et Esik ont montré le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1 ([23]). Soit A un alphabet. Alors “A est librement engendrée
par A dans V.

Dans [37], Choffrut et Esik ont traité le cas des variétés #; et #;. Ils ont
montré le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.2 ([37]). Soit A un alphabet. Alors wSP(A) et SPYA) sont
librement engendrées par A respectivement dans ¥7 et V.

Nous caractérisons dans cette section les algebres libres des variétés 7,
¥’ et ¥. Nous montrons dans la Sous-section 5.2.1 que SP°(A) est librement
engendrée par A dans ¥, pour un alphabet A. A partir de ce résultat nous
déduisons une démonstration de la liberté de A° dans ¥5. On en déduit aussi
une nouvelle preuve de la liberté wSP(A) dans #;. La Sous-section 5.2.2 est
consacrée & la preuve de la liberté de “SP(A) dans ¥’. Nous nous appuyons
sur le Théoreme 5.2.1 et nous utilisons les mémes techniques utilisées dans [37]
pour prouver la liberté de SP“(A) dans #7.

5.2.1 Liberté de SP°(A)

Tout au long de cette sous-section A désigne un alphabet. Nous montrons que
SP°(A) est librement engendrée par A dans ¥'. Pour cela, nous devons montrer
que pour toute algebre S dans ¥ et pour toute fonction h: A — 5, il existe
une extension unique de h en un homomorphisme SP°(A4) — S préservant
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les opérations de ¥. Les produits w et —w font partie de ces opérations. Le
lemme suivant nous permet d’éliminer toute occurrence de la constante 1 dans
un élément s € S de la forme J(sg,S1,...,8i,...) oU (8j)jes est une J-suite
d’éléments de S et J € {w, —w}.

Lemme 5.2.3. Soit S € ¥ et soit s = (s;)es une suite d’élément de S, pour
J € {w, —w}. Soit (s})jres la suite d’éléments de s différents de 1. Alors, soit
1. J(S0, 815+ 8iy.-.) = J(sy, 84,185 ...) quand J = J;
2. ou J(S0,81y-+-s8iy.-.) =84Sk, quand J = n, pour un entiern > 1;
3. ou J(80,81,.-,8i,...) =1 quand J' = 0.
Démonstration. Si, pour tout j € J, s; # 1 alors naturellement J = J’. Sinon,
supposons que J = w. Supposons que le nombre de j € w tel que s; # 1 soit

fini. Si, pour tout j € w, s; = 1 alors on conclut par (Ay5). Sinon, il existe k € w
tel que pour tout j > k, s; = 1. En utilisant (A14) k fois on a

W(80,815-+38iy.-.) =80 ...~k -w(l,1,...)
Par (Ai5), w(1,1,...) = 1. Puisqu’il existe au moins [ € [k] tel que s; # 1 on
conclut en utilisant (A;), (Ag) et (Ag) si nécessaire.

Maintenant, s’il existe un nombre fini de j € w tel que s; = 1 alors il existe
k € w tel que pour tout j > k, s; # 1. Alors, en utilisant (A14) k fois on a

W(80,815-«-y8iye-v) =80« Sk W(Skt1,Skt2,---)
En utilisant (A7), (A4g) et (Ag) quand c’est nécessaire, on a
SOt e Sk =80 ... Sp
pour k' < k, et pour tout j' <k, s;-, # 1. Donc, en utilisant (A14) &’ fois
W(S0y 81y« vy Siyev-) = W(Shy ey Shry Skals Skt2y---) = W(SHyShyersShyent)

S’il y a une infinité de j; € w et une infinité de j» € w tels que s;, = let s;, #1
alors en utilisant (A;3) on a

! !/ !
W(S0yS1y-v-ySiye-r) =w(ShySTyvesShyeen)
ou chaque s} = Sk, - * Sk, pour kj, k; € w. Ainsi, en utilisant, pour chaque
s}, (A1), (As) et (Ag) si nécessaire, on a , pour tout j € w, s = 5. - 523 ol

l; < kj. Donc, en utilisant encore une fois (Ai3), on a :

W(80581,-+-58iy---) :w(sgo,...,326,521,...,32,1,...) = w(80, 8y s8hyn)
Le cas ou J = —w est symmértique, en utilisant (A;6) au lieu de (Ay3), (A7)
au lieu de (A14) et (A15) au lieu de (A;zs). O

Théoréme 5.2.4. Soit A un alphabet. SP°(A) est librement engendrée par A
dans V.
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Démonstration. Pour tout («o,7) € € x N, soit X, ; 'ensemble des posets de
SP°(A) de rang (a,4) ou moins. Soit A4 = (M, -, ||,w, —w, 1) une algebre de ¥
et soit h: A — M une fonction. On montre que h peut étre étendue de maniere
unique en un homomorphisme de #-algebres h#: SP°(A) — M. On définit hf
comme hf = U hea,i ot chaque hqa: Xos — M est définie par induction
(a,i)€OXN

sur (o, i) comme suit. On dénote par he(q,i) = U(g,j)<(a,i)hs.;- Soit P € Xq ;.
Si rp(P) < (a,i) alors ha,i(P) = he(a,:)(P). Sinon :

— sia=0eti=0alors ha; =hU(e = 1);

— si >0 et i =0 alors P admet une J-factorisation non triviale

p=]]P (5.19)

jeJ

ou J € {w,—w} (voir Remarque 1.4.13) et rp(P;) < rp(P) pour tout
j € J. On définit h, ;(P) par

hai(P) =[] he(ai(P))
jeJ
— si1>0:
— si P est un poset séquentiel alors il admet une factorisation

p=1[ " (5.20)

j€ln]

ou chaque P; est un poset non vide de rang inférieur a (o) et
n € A\ {0,1}. On définit h, ;(P) par

ha,i(P) = H ha,ifl(Pj)

J€[n]
— sinon, P est un poset parallele. Nous écrivons
P :”se[n] P

ou chaque P, est un poset séquentiel et n > 2. Alors, nous définissons
ha,i(P) par
ha,i(P) :”se[n] ha,i(PS)
D’aprées le Théoreme 1.4.10, les factorisations utilisées dans la définition de
he,i existent. Toutefois, les séquentielles d’entres elles ((5.19) et (5.20)) ne sont

pas uniques. Ceci peut remettre en cause le fait que h,,; soit une fonction bien
définie. Pour tout P € SP°(A) de rang (a,4), on montre que :

1. hqa,(P) ne dépend pas de la factorisation de P et est donc bien définie;
2. hq,; commute avec toutes les opérations de ¥ :

(@) ha,i(Iljes P5) = Iljes hai(Py), pour J € A U{w, —w};

(b) ha,i(”se[n] Py) :”se[n] ha,i(Ps), pour n € N.
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On procede par induction sur («,¢). Commencons par prouver que h,; en-
voie P € X, ; vers le méme élément de M peut importe la factorisation de P.
Si (a,4) = (0,0) le résultat est immédiat. Sinon, supposons d’abord que i = 0.
D’apres le Lemme 1.4.14, toutes les factorisations possibles de P comme indiqué
dans (5.19) sont toutes des w-factorisations ou toutes des —w-factorisations. Sup-
posons sans perte de généralité que P admette seulement des w-factorisations
comme dans (5.19). Soient P = [, Pj et P = [[,c, @; deux différentes
w-factorisations de ce genre. Par définition de hq ;

ha il [T Pi) = T hetoiy(Pi) et hai( [T @5) = [] Pein (@)
JEW JEW JEW JEW

Il existe une suite (R;); e, de posets non vides telle que P =[], ., Rx et pour
tout j € w il existe kp,, kggj kQ;, kbj € w tel que

Pi= J] ReQ= ][ &

’ !
kp, SISk, kq, <I<ky

Par hypothese d’induction h.(,,; commute avec toutes les opérations de 7.
Alors, on a pour tout j € w :

hewnP) = JI  re@o@®)ethe@n(@) =[] h<n(R)

kp, SIS, ka, <U<ky,
Par conséquent [[;c,, h<(ai)(£5) peut étre écrit comme
Wl (o) (Brpy) - b (Biy, )y he oy (Bip, ) -+ Py (B, )5

= W(h<(a,i) (RkPO )y ey h<(a,i) (Rklpo), h<(a,i) (RkPl ), RN h<(a,i) (Rk;’1 )y )
(A1s)
= w(he(ai)(Brgy) -+ heai) (Rigy ) heani)(Rig, ) -+ hcaiy (Rigy )y )

On a
[T 7<ti(P) = T] hetan(@))
JEW JEW
Le cas o P admet seulement des —w-factorisations comme indiqué dans (5.19)
est prouvé symétriquement en utilisant (Ai6) au lieu de (Ay3).

Supposons maintenant que ¢ > 0 et que P soit un poset séquentiel. Soient
Hse[n] PsetJ] jepm] Q; deux différentes factorisations de P comme indiqué dans
(5.20). 11 existe une suite Ry,..., Ry, pour t > m,n, de posets non vides telle
que P = Hké[ﬂ Ry, avec la propriété que pour tout s € [n], j € [m], il existe
kp,,kp, kq, kg, € [t] tels que

P, = H Ry et Qj = H Ry

kp, ISk, kq, SISk

Par définition de hq ;

hail [T Po) = [] Pai-1(Ps) et haiC [T @) = ] Pei-1(Q;)
s€n

s€[n] ] J€[m] JE[m]
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Par hypothese d’induction h,;—1 commute avec toutes les opérations de 7.
Alors, en utilisant (A;), on a, pour tout s € [n], j € [m] :

hai—1(Ps) = H ha,i—1(Ry) et hai—1(Q;) = H ha,i—1(Ry)

’ ’
kp, <I<Kf, kq, <I<kj,.
Ainsi Hse[n] ha,i—1(Ps) peut étre écrit comme

(a1 (R1) i1 (Rig, ) o (a1 (Bip ) b1 (Big, )

Ay
Dhoir(Br) - hica(Rigy ) (haica(Rag,,) - R (R, )

Donc

II reica(Po) = ] hai-1(Q;)

s€[n] j€lm]

Ainsi, on a prouvé que h, ; est bien définie pour les posets séquentiels de rang
(a,7) € 0 x N. De plus, & commutativité pres, la factorisation parallele irré-
ductible est unique. Par conséquent h, ; est bien définie pour tous les posets de
rang («a, %), pour tout (a,i) € & x N.

Montrons maintenant que hq ; préserve les opérations de ¥ dans X, ;.

Supposons que P soit un poset séquentiel. Il y a deux cas selon i.

Supposons que ¢ = 0. Le cas ot a = 0 est triviale, supposons donc que @ > 0.
Supposons sans perte de généralité que P = [] jew Pj soit une w-factorisation
non triviale de P choisie comme indiqué dans (5.19). Soient

P=]lF=1] A =QR

JEW JjE—w

trois factorisations séquentielles de P. On montre que

hai(P) = [[ Pai®) = [] hai(P)) = hai(Q) - hai(R)

JjEwW jE—w

D’apres le Lemme 1.4.14 et le Lemme 5.2.3, il y a seulement un nombre fini
de P non vides. En conséquence du Lemme 5.2.3 et le fait que hq(e) = 1,
prouver que ha i(P) = [[;c_,, ha,i(P}') peut étre réduit a prouver que hq ;(P) =
ha,i(Q)-ha,i(R). Supposons d’abord que les factorisations HjEw P]{ et Q- R soient
non triviales. On ramene la preuve que hq i(P) = ha,i(Q)-ha,i(R) & prouver que
ha,i(P) = 11;e, ha,i(F). En effet, puisque P n’a pas de d’élément maximum, R
n’en a pas non plus. Donc, R aussi admet une w-factorisation non triviale. Soit
[I;c. Rj une telle w-factorisation de R. Alors, puisque 7p(P) = rp(Q - R), on a
rp(Q) < rp(P) et rp(R) = rp(P). Puisque mp(Q) < rp(P), en utilisant (Ai4),
HjEw Pjou Py = Q et Pj ; = R;, pour tout j > 0, est une w-factorisation de P.
Dong, il reste a prouver que hq ;(P) = H]Ew ha,i(Pj). Puisque, par hypothese
la factorisation [] jew P; est non triviale, ceci peut étre fait en utilisant les
mémes arguments que ceux qui montrent que h, ; est bien définie. Supposons
maintenant que les factorisations ] jew P]( et Q- R contiennent des posets vides.
Si R = € (resp. @ = ¢€) alors par définition h, ;(R) = 1 (resp. ha(Q) = 1), et on
conclut par (As) (resp. (Ag)). Si]];¢,, P} contient des posets vides alors, d’apres
le Lemme 5.2.3, il peut étre écrit comme une w-factorisation non triviale ou une
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factorisation de la forme P| - P pour des posets Pj, Py pas tous les deux vides.
Ces deux cas ont été D’ores et déja traités. Le cas ot la définition de h, ; choisit
une —w-factorisation de P comme dans (5.19) est prouvé symétriquement en
utilisant (A7) au lieu de (A14).

Supposons maintenant que i > 0. Soit [[ e P; une factorisation séquen-
tielle de P comme dans (5.20) pour n € .4". Par définition de hq ;

hai(P) =[] hai-1(P:)

s€[n]

De nouveau, quand P = [[,, P}, P=[[;c_,, P/, P = Q- R sont des factori-
sations séquentielles de P comme ci-dessus, on montre que

ha7i(P) = H hO(ﬂ;(P]() = H ha,i(le‘/) = hozﬂ'(Q) : ha,i(R)
JEW JjE—w

Commencons par montrer que hq ;(P) = ha,i(Q)-ha,i(R). Si R = € (resp. Q =€)
alors par définition hy;(R) = 1 (resp. hq(Q) = 1), et on conclut avec (Ag)
(resp. (Ag)). Sinon, il y a quatre cas. Si rp(Q),rp(R) < rp(P) alors @ - R peut
étre considéré comme une factorisation de P comme indiqué dans (5.20) et le
résultat suit avec les mémes arguments que ceux prouvant que h,; est bien
définie. Supposons maintenant que rp(Q),rp(R) = rp(P). 1l existe une suite
Z1,...,7Z de posets non vides, pour t > n, telle que P = er[t] Zy, et il existe
kq € [n] et kp,, k€ [t], pour tout s € [n], tels que

Po= [l 2z.@=1]] Zzer= ][ 2

kp, <ISK), lelko] kq<I<t

Par hypotheése d’induction h, ;—; commute avec le produit séquentiel sur des
posets de rangs inférieurs a rp(P). Donc, pour tout s € [n],

haici(P) =[] hei-1(Z)

kp, ISk,

De plus, puisque rp(Zi) < rp(P), pour tout k € [t], [T,eny) 2t €t [y <<t £
sont des factorisations de respectivement @ et R comme dans (5.20). Alors, par
définition de hq ;

hai(@Q) = [ hai-1(Z) et hai(R) = [] Pai-1(Z1)

1€[kq] ko<I<t
Ainsi Hse[n] hea,i—1(Ps) peut étre écrit comme
(hayi=1(Zkp,) - ha,z‘fl(Zkgal)) oo (hayic1(Zgp, ) e ha,i,l(Zk/Pn))

2 i1 (Z1) - hai 1 (Zg)) - (haviot (Zigan) - - haio1(Z2)

La preuve utilise des arguments similaires quand (rp(Q) < rp(P) et rp(R) =
rp(P)) ou (rp(Q) = rp(P) et rp(R) < rp(P)).
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Prouvons maintenant que hq,i(P) = [[;¢,, ha,i(P}). Comme conséquence du
Lemme 5.2.3 et le cas précédent on peut supposer que || jew PJ’» soit non triviale.
Il existe une suite (Zx)rew de posets non vides telle que P =[], ., Z&, et pour
tout s € [n — 1], il existe kp,,kjp € w et pour tout j € w il existe k'PJ{, kp € w

J

r= I z.p= ][] 2

kp, SISk, kpj,_gzgk;,;

tels que

et

P, = H A

>k,

n—1

Par hypothese d’induction h, ; commute avec le produit séquentiel et le produit
w sur des posets de rangs inférieurs & rp(P). Alors, pour tout s € [n—1] et pour
tout j € w:

hai(Po) =[] heilZ)ethai(P)= ][] heilZ)
kp, <I<K}, kps <I<K.,
J i

De plus

hoc,i(Pn) = H ha,i(Zl)

1>k,

n—1

Par conséquent [[;c,, ha,i(P}) peut étre écrit comme

JEW
w(h%i(ZkP,) La— ha,i(Zk;,), ), ha,i(ZkP/) L— h%i(Zk'P, ), .. )
0 0 1 1

(Ais)
= w(hai(Zkp )y hai(Zir,) s hai(Zigy ), - hai(Zie ), )
0 0 1 1

)i hai(Zy,  41),--)

1 n—1

(A14)
:4 w(ho"i(ZkPO’) EE— hOt,i(Zk;;n7

En utilisant (A;), remarquons que

ha,i(Z1) - ... h“ﬁi(Z’C%ﬂ, ) =hai(P1) ... hai(Pno1)

1

hai(P) =[] hai(P))
JEwW
On montre symétriquement, en utilisant (A16) au lieu de (A413) et (A17) au lieu
de (A14), que
hai(P) = [] hei(P})
JjE—w
Enfin, supposons que P soit un poset parallele. Soit P =||s¢[n) Ps la fac-
torisation parallele irréductible de P, pour n € N. Supposons qu’on facto-
rise P en Q || R. Si R = € (resp. @ = €) alors par définition hq;(R) = 1
(resp. ha:(Q) = 1), et on conclut par (Aig) et (Asz) si nécessaire. Sinon, il y a
quatre cas. Supposons d’abord que @) et R soient des posets paralleéles. Soient
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Q =|jemm) Qj et R =|[rep) R les factorisation paralleles irréductible de respec-
tivement @ et R, pour m,l € N. Remarquons que m + [ = n. Par définition de
ha,i

hoc,i(P) :Hse[n] ha,i(Ps)7 haﬁi(Q) :H]E[m] ha,i(Qj) et ha,i(R) :”ke[l] ha,i(Rk)

Alors, en utilisant (A4s) et (As) on a

ha(P) = ha(Q) || ha(R)

Si @ et R sont des posets séquentiels alors @ || R est la factorisation paral-
lele irréductible de P, a commutativité pres. Dans ce cas, il suffit d’appliquer
la définition de h,,;. La preuve utilise des arguments similaires quand (Q est
séquentiel et R est parallele) ou (@ est parallele et R est séquentiel).

Ainsi, puisque hg,o = h et pour tout (o, i) € O xN, («,7) > (0,0), hq,; étend
h<(a,i) alors h% est une extension de h. De plus, puisque h¥ s’appuie sur h et
que A engendre I'algébre SP°(A) alors en conséquence de la Proposition 1.5.8,
h* est unique.

O

Les preuves des théorémes suivants s’appuient sur les mémes arguments Il
suffit de restreindre h? aux opérations de la variété correspondante. En particu-
lier, cela nous procure une nouvelle preuve pour le Théoreme 5.2.6, montré déja
dans [37].

Théoréme 5.2.5. A° est librement engendrée par A dans Y.

Théoréme 5.2.6 ([37]). wSP(A) est librement engendrée par A dans ¥1.

5.2.2 Liberté de “SP(A)

Tout au long de cette sous-section A désigne un alphabet. En nous inspirant
de la preuve que SP“(A) est libre dans #{ dans [37], on montre que “SP(A) est
librement engendrée par A dans ¥. La preuve s’appuie sur le Théoréeme 5.2.1
stipulant que “A est libre dans ¥{/. Nous aurons besoin d’étendre 'opération de
substitution d’une lettre vers I’ensemble de l’alphabet (voir Section 2.1).

Soient A et B deux alphabets et soit P un poset étiqueté par A. Pour tout
a € A, soit G, un poset étiqueté par B associé & a et soit G = (Gy)aeca. Le poset
étiqueté par B consistant en P dans lequel tout élément étiqueté par a € A est
remplacé par G, pour tout a € A, est noté G o4 P. En particulier, dans le cas
d’un alphabet fini A = {aq,...,a,}, pour n € N*, et A et B disjoints :

G A P = Gan Oan ( " Oay (Gal Oay P))

Naturellement, si P et G, pour tout a € A, sont N-libres, alors G o4 P lest
aussi.

Nous commencgons par montrer que, pour toute algebre S de méme signature
que “A dont 'univers est un sous-ensemble de “SP(A) tel que S = €. v ~v1(S5),
la substitution ci-dessus définit un homomorphisme allant de “A a S. De plus,
sous certaines conditions, cet homomorphisme est un isomorphisme.
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Lemme 5.2.7. Soient A et B deux alphabets. Soit S C “SP(B) tel que S
est fermé par le produit séquentiel, la puissance w et la puissance —w. Soit
f+ A = G une fonction définie par f(a) = G, € G pour G C S. Alors, la
fonction ff: “A — S étendant f définie par f*(u) = G o4 u, pour tout u € “A,
est un homomorphisme de (“A,-* , 7% €) a (S,-*,”“,1).

De plus, si f est bijective, S est engendrée par G, et G contient seulement
des posets séquentiellement irréductibles alors f* est bijective.

Démonstration. Soit u € “A dont la factorisation séquentielle irréductible est
HjEJuj pour J € ., ol chaque u; € A. Notons que f¥(u) = Goyu =
[jes Goawi = [I;e s f(ui). Solent v-w, z* et y = des factorisations séquentielles
de u. Alors, on peut facilement prouver que

Fiu) = fi(v) - fi(w) = f(a)” = fiy)™

en s’appuyant sur I'unicité de la factorisation séquentielle irréductible de u (Pro-
position 1.4.6).

Montrons maintenant que lorsque f est bijective et S est engendrée par
un ensemble de posets séquentiellement irréductibles, f* est bijective. Soient
u,v € “A et supposons que f*(u) = P et f*(v) = Q. Soient [],.; u; et [Tesvi
les factorisations séquentielles irréductibles de respectivement u et v, pour I, J €
., o chaque u; et v; sont dans A. Par définition de f¥, P = [[,c; Pi et
Q= HjeJQj out chaque P; = Gogu; et Q; = G oy v;. Donce, pour tout ¢ € I et
pour tout j € J, P; et ); sont des posets séquentiellement irréductibles de G.
Supposons que P = Q. Alors I = J et, pour tout ¢ € I, P; = @;. On a, pour
tout ¢ € I, u; = v; puisque f est injective par hypotheése. De plus, puisque G
engendre S, chaque élément P de S peut étre écrit comme [] jed P; ot chaque
Pj € G, pour J € .. Puisque f est surjective par hypothese, pour tout j € J,
il existe u; € A tel que f(u;) = P;. Ainsi fﬁ(]_[jejuj) = P. O

En conséquence du Théoréme 1.5.4 et de la premiere partie du Lemme 5.2.7
en particulier :

Corollaire 5.2.8. Pour tout S C “SP(A) fermé par le produit séquentiel, la
puissance w et la puissance —w et engendré par un ensemble de posets séquen-
tiellement irréductibles de “SP(A), Ualgébre (S,-,* , 7% 1) est une ¥ -algébre.

Aussi, comme conséquence du Théoreme 5.2.1 et du Lemme 5.2.7, puisque
d’apres la Proposition 1.5.11, il n’y a qu’une algebre libre par cardinal d’en-
semble de générateurs dans une variété d’algebres :

Corollaire 5.2.9. Pour tout S C “SP(A) fermé par le produit séquentiel, la
puissance w et la puissance —w et engendré par un ensemble de posets séquentiel-
lement irréductibles de “SP(A), Ualgébre (S,-*,~ 1) est librement engendrée
par G dans V.

Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 5.2.10. “SP(A) est librement engendrée par A dans V.

Démonstration. Pour tout ¢ € N, soit “SP(A); le sous-ensemble de “SP(A)
contenant tous ses posets de largeurs inférieures ou égales a i. Alors “SP(A) =
Uien “SP(A);. Notons que “SP(A)y = {1} et “SP(A); = “A. Remarquons que
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pour tout i € N, “SP(A); est fermée par le produit séquentiel, la puissance w et
la puissance —w. Aussi, pour tout ¢ € N, “SP(A); est engendrée par ses posets
séquentiellement irréductibles. D’apres le Corollaire 5.2.8, pour tout i € N,
“SP(A); peut étre considérée comme une ¥j-algebre. Egalement, d’aprés le
Corollaire 5.2.9, pour tout ¢ € N, “SP(A); est librement engendrée par ses
posets séquentiellement irréductibles dans ¥{. Donc, pour tout i € Net S € ¥,
une fonction h': A — S peut étre étendue en un unique homomorphisme de
¥ -algébres hl: “SP(A); — S.

Soit S une ¥”’-algebre et soit h: A — S une fonction. On montre que h peut
étre étendue en un homomorphisme de #’-algebres h*: “SP(A) — S de maniére
unique. En effet, on définit h* comme h* = (J h; ou chaque h;: “SP(A); — S

i€N
est définie, par induction sur 4, comme suit :
— quand i = 0, hg est définie par e — 1;

— quand ¢ = 1, hy est Punique homomorphisme de ¥(j-algébres “A — S
étendant h (Théoréme 5.2.1);

— quand i > 2, h; est définie comme suit :
— sur les posets P de largeurs inférieures & i, h;(P) est h;—1(P);
— sur les posets séquentiels P de largeur i, h;(P) est h}(P);

— sur les posets paralleles P de largeur ¢, h;(P) est définie relativement
a la factorisation parallele irréductible [ ;cj,) P; de P, pour n € N,
par :

hi(P) =ljem) hi-1(P;)

Prouver que hf est un homomorphisme de ¥’-algebres se fait de la maniére
habituelle. De plus, 'unicité de A vient du fait que h* étend h et que A est un
ensemble de générateurs de “SP(A). O

5.3 Décidabilité

Tout au long de cette section A désigne un alphabet. Nous prouvons ici la
décidabilité de la théorie équationnelle de ¥”.

Soit 7 la signature des ¥’-algébres. On commence par définir I'ensemble des
termes auquel on s’intéresse.

Définition 5.3.1. L’ensemble des termes Ta sur A de type 7 est le plus petit
ensemble qui satisfait les conditions suivantes :

— AU{1} CTy;
— sity,ts € Ty alors ty - ta, 1 H to €Ty ;
— sit €Tx alors tY,t7“ € Ty.

Nous voulons trouver un algorithme qui, étant donnés deux termes ¢,t’ € T4,
décide si ¥' =t =1t'.

Exemple 5.3.2. L’dentité t = t' suivante

(@[ y™)- G- @[ (™™ -9)* = (= y™™) 2)"
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est satisfaite par les algébres de V'. En effet

(@l G ) 2

K
Qe|
€
~—
—
I3
~
&
—
<
<
~
|
€
~—
~
€

Par conséquent

(A1) = (A F (@ ly™) - (z- @[l (y7-2))" = (x| y™) - 2)*
La preuve formelle est (A7), (Ag), (A7), (45), t =1

Puisque “SP(A) est libre dans ¥, d’apres la Proposition 1.5.13, trouver un
algorithme décidant la théorie équationnelle de ¥’ peut étre ramené & trouver
un algorithme décidant si “SP(A) = ¢t = ¢'. En effet, soit T (A) = (Ta,- ||
279 1) lalgebre des termes de type 7 sur A. D’aprés le Théoréme 1.5.9,
lalgebre .7 (A) est absolument libre i.e. elle est librement engendrée par A dans
la classe contenant toutes les algebres de signature 7. Soit la relation = {(¢,t') €
Ta: V' =t =1} sur Ty x Ty. D’aprés la Proposition 1.5.13, la relation = est
une congruence sur .7 (A4) telle que l'algébre .7 (X)/= est une algebre libre dans
¥’ (voir aussi Théoréme 1.5.10). Remarquons que |A/=| = |A|. Par conséquent,
T (X)/= et “SP(A) sont isomorphes. Cet isomorphisme, qu’on note [¢] pour
t € 7(X)/=, peut étre défini par

[l=¢
[a/=] = a, a€A
[t1 - to] = [ta] - [t2]
[t1 [ t2] = [ta] Il [22]
[t“] = [1]”
E=1=0"
Ona:

Proposition 5.3.3. Soient t,t' € Ty. Alors [t] = [t'] si et seulement si V' |=
t=t.

Par conséquent, prouver la décidabilité de la théorie équationnelle de ¥’
peut étre réduit a décider si [t] = [¢t'], pour tout ¢,¢" € Ta.

Théoréme 5.3.4. Soient t,t' € Ty. La question « [t] = [¢'] ¢ » est décidable.

La procédure de décision est comme suit. Les termes ¢ et ' peuvent étre
assimilés & des expressions rationnelles de Rg(SP°(A)) dont les langages sont
limités & un seul poset (voir Section 2.2). D’apres le Théoréme 4.0.1, on peut
construire de maniere effective a partir de ces expressions rationnelles, deux
formules de P-MSO v, et ¢ telles que L(1p:) = [t] et L(vp) = [t']. On a
L(tpy N py) = 0 si et seulement si [t] # [¢']. Le Théoréme 5.3.4 découle de la
décidabilité de la théorie P-MSO sur SP®(A) d’aprés le Corollaire 4.5.3. Cette
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procédure de décision se base essentiellement sur les résultats montrés dans le
chapitre précédent. Sa complexité est non élémentaire. Une autre procédure
de décision avec une complexité exponentielle en la taille de ¢, ¢’ peut étre déri-
vée a partir de la preuve de [37, Théoréeme 7.6], dans laquelle la puissance ~¢
n’est pas considérée, en remplagant I'utilisation de [37, Théoréme 7.3] par [23,
Corollaire 3.19].
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Nous avons présenté dans le Chapitre 2 trois classes de langages rationnels
de mots. Chaque classe est différente de I'autre de par la classe des ordres li-
néaires par lesquels les mots de ses langages sont indicés : des ordres linéaires
finis, des ordinaux dénombrables, des ordres linéaires dénombrables et disper-
sés. Nous y avons présenté aussi deux classes de langages rationnels de posets
étiquetés série-paralleles dont les antichaines sont finies : celle ou les chaines
des posets sont finies et celle ou les chaines des posets sont des ordres linéaires
dénombrables et dispersés. Nous avons exposé pour chaque classe de langages
rationnels les types d’automates et d’expressions rationnelles qui caractérisent
ces langages. En particulier, les types d’automates et d’expressions rationnelles
décrivant des langages rationnels de posets série-paralleles transfinis généralisent
les automates et expressions rationnelles pour les langages rationnels des autres
classes. Toutes ces classes ont des caractérisations en logique.

En ajustant son univers d’interprétation de maniére appropriée, la logique
monadique du second ordre est exactement de méme expressivité que les auto-
mates de Kleene, les automates sur les ordinaux dénombrables et les automates
sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés. Ces résultats ont été présentés
dans le Chapitre 3. Pour ce qui est des posets, la logique monadique du second
ordre est strictement moins expressive que les automates branchants. Dans le
cas des posets série-paralleles finis, elle est exactement de méme expressivité
que les langages dits « série-rationnels » [53]. Un langage sur un alphabet A est
série-rationnel §’il est obtenu a partir de I’ensemble vide et des lettres de A
en utilisant I'union +, le produit séquentiel -, le produit paralléle || et litéra-
tion séquentielle finie . Cette classe de langages est strictement incluse dans
Rat(SP(A)). Des expressions rationnelles et des automates branchants la ca-
ractérisant ont été définis dans [57]. En particulier, les automates branchants de
méme expressivité sont des automates branchants dits « fork-acycliques ». Un
automate branchant 7 est fork-acyclique si tout chemin acceptant v de 7 ne
contient pas de sous-chemin de la forme f({|;c}n) 7i)j avec un des ; de la forme
Fllien vi)t, pour n,n’ € N et des transitions fork f et join j de &/. Le résultat
suivant est dii a Lodaya et Weil :

Théoréme 5.3.5 ([57]). Soit L € SP(A). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
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— L est accepté par un automate branchant et la largeur des posets de L est
bornée ;

— L est accepté par un automate branchant fork-acyclique ;

— L est série-rationnel.

Un analogue de ces résultats existe pour le cas des posets série-paralleles
transfinis. Dans SP°®(A) les langages série-rationnels sont les langages décrits
par les expressions rationnelles de Rg(A) ou les symboles *¢, o¢ ne sont pas
utilisés. On a alors :

Théoréme 5.3.6 ([8]). Soit L € SP°(A). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

— L est accepté par un automate branchant sur les posets série-paralléles
transfinis et la largeur des posets de L est bornée ;

— L est accepté par un automate branchant sur les posets série-paralléles
transfinis fork-acyclique ;

— L est série-rationnel ;

— L est définissable en MSO.

L’itération parallele finie n’est pas définissable en logique monadique du se-
cond ordre. Bedon a montré qu’une extension de la logique monadique du second
ordre par l'arithmétique de Presburger, appelée P-MSO, capture I’expressivité
des automates branchants de Lodaya et Weil, [9]. Nous avons renforcé le lien
entre la théorie des automates et la logique en montrant dans le Chapitre 4, par
des constructions effectives utilisant des arguments nouveaux, que le langage
de toute formule P-MSO interprétée sur des posets étiquetés série-paralleles
transfinis est le langage d’un automate branchant sur les posets série-paralleles
transfinis, et réciproquement. Comme conséquence, toute question sur les lan-
gages rationnels de SP®(A) définissable en P-MSO est décidable.

La construction classique d’une formule de logique de méme expressivité
qu’un automate o7, initiée par Biichi-Elgot-Trakhtenbrot sur les automates de
Kleene, consiste & encoder les propriétés d’un chemin acceptant de <7 par des
moyens de logique. Etant donné un mot fini w, lexistence d’un chemin acceptant
~ dans un automate de Kleene o = (Q, A, E, I, F) étiqueté par w est exprimé
en logique MSO en encodant chaque état ¢ de de v dans une position de w
apparaissant dans une variable du second ordre X, de maniére consistante avec
la définition de chemin acceptant d’un automate de Kleene. Cette technique
s’appuie sur le fait que les ordres linéaires sous-jacents aux mots reconnus par
un automate et leurs chemins acceptants sont isomorphes. Elle est facilement
généralisable pour la construction d’une formule de logique MSO de méme ex-
pressivité qu’un automate sur les ordinaux dénombrables ou plus généralement
quand les ordres linéaires sous-jacents aux mots reconnus par un automate sont
des ordres linéaires complets. Toutefois, elle ne I’est plus quand il s’agit d’ordres
linéaires non complets. La méme difficulté subsiste dans le cas des posets sur
les ordres linéaires dénombrables et dispersés. Dans [11], les auteurs ont choisi
de contourner cette difficulté en construisant la formule de logique MSO de
méme expressivité qu'un automate sur les ordres linéaires dénombrables o7 et
dispersés en partant plutét d’une expression rationnelle de méme langage que
/. Nous avons fait de méme pour la construction d’une formule P-MSO de
méme expressivité qu'un automate branchant sur SP°(A) (Chapitre 4).
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Dans [34], Carton, Colcombet et Puppis ont montré qu’un langage d’ordres
linéaires dénombrables L est définissable en MSO si et seulement si il Iest en
utilisant les coupures de ces ordres linéaires « en arriere plan ». Autrement dit,
l'utilisation d’éléments de R dans des formules de logique MSO exprimant des
propriétés sur Q n’accroit en rien I'expressivité de la logique MSO. Cependant,
le passage d’un formalisme & l'autre n’est pas effectif & cause notamment de I'in-
décidabilité de la théorie MSO de (R, <) [81]. Dans notre cas, il serait intéres-
sant de trouver un résultat similaire quant & 1’'utilisation « en arriere plan » des
coupures des ordres linéaires dénombrables et dispersés. De plus, si le passage
d’un formalisme & l'autre est effectif, nous pourrions démontrer ’équivalence
d’expressivité des automates sur A® (resp. SP°(A)) et MSO (resp. P-MSO) en
utilisant les méthodes développées pour le cas des mots finis.

Un prolongement naturel de nos travaux serait aussi de considérer des posets
dont les chalnes sont des ordres linéaires sans restriction aucune. Nommément,
la plus petite classe de posets contenant le poset vide, le singleton et qui est
fermée par la composition parallele finie et par la somme indicée par un ordre
linéaire. Cette classe de posets est équivalente a la classe de posets N-libres dont
les antichaines sont finies [15]. Des langages rationnels de mots indicés par des
ordres linéaires ont été déja considérés. Un analogue du théoreme de Kleene pour
les mots sur les ordres linéaires dénombrables et dispersés a été montré dans [26]
par Bruyére et Carton (voir Sous-section 2.3.4). Les auteurs ont fait remarquer
que le type d’automates qu’ils avait introduit est adapté aussi aux mots sur tous
les ordres linéaires. Dans ce cas, Bés et Carton ont montré dans [18] qu’il faut
enlever les restrictions de la dénombrabilité et la dispersion des ordres linéaires
dans les opérations ?, % et o, et qu'il faut ajouter une opération rationnelle
dite « n-shuffle » pour avoir un analogue du théoréme de Kleene. Soit A un
alphabet fini, n € N* et Ly,..., L, des langages de mots sur les ordres linéaires.
Alors sh(Ly,...,L,) est 'ensemble des mots w indicés par des ordres linéaires
pouvant étre écrits comme w = [] jeg wj ol :

— J est un ordre linéaire complet n’ayant ni minimum ni maximum;

— il existe une partition (J1,...,J,) de J telle que tous les J; sont denses

dans J, et pour tout j € J, si j € J; alors w; € Ly.

Il serait intéressant de voir si les mémes modifications ménent vers la méme
conclusion dans le cas des posets. Le cas échéant, la prochaine étape serait de
donner une caractérisation logique a ces langages de posets. Bedon, Bes, Car-
ton et Rispal ont montré dans [11] que les langages rationnels sur les ordres
linéaires sont définissables en logique monadique du second ordre. Toutefois, la
logique monadique du second ordre est strictement plus expressive. En parti-
culier, la classe des langages rationnels sur les ordres linéaires n’est pas fermée
par complémentation. La premiere étape serait de déterminer quel fragment de
la logique monadique du second ordre est exactement de méme expressivité que
les automates sur les ordres linéaires, puis de restreindre P-MSO de maniere
conforme.

De maniere générale, nos travaux présentés dans le Chapitre 4 peuvent étre
poursuivis par ’étude de logiques moins expressives que P-MSO. Cela se fait
généralement, pour la logique sur les structures finies (comme les mots finis),
par une modification de la signature, ou en restreignant le nombre de variables
ou l'alternance des quantificateurs. Pour les ordres linéaires, il est aussi intéres-
sant de restreindre l'interprétation des variables du second ordre, par exemple,

176



CONCLUSION CONCLUSION

sur leurs cardinaux ou sur leurs types d’ordre. Cela a été fait dans [39] ou les
interprétations des variables du second ordre ont été restreintes aux singletons
(regarder aussi [16, 17]), ordinaux, ou ordres linéaires dispersés, avec des carac-
térisations algébriques analogues a celle de Schiitzenberger de telles logiques.

Dans le Chapitre 5, nous avons étudié différentes classes de posets série-
paralléles transfinis d’un point de vue algébrique. Nous avons montré que, pour
tout alphabet A, SP°(A) et A° sont des algebres libres dans leurs variétés
d’algebres correspondantes. Nous nous sommes aussi intéressés a la sous-classe
“SP(A) de SP°(A) obtenue a partir de l'ensemble vide et de toutes les lettres
de A en utilisant le produit séquentiel, le produit paralleéle et les puissances w
et —w. Nous avons montré que “SP(A) est une algebre libre dans sa variété
d’algebres et, en nous appuyons sur la décidabilité de la théorie P-MSO montrée
dans le Chapitre 4, nous avons montré que la validité de toute identité du méme
type algébrique est décidable. Ces travaux peuvent étre prolongés en considérant
d’autres opérations sur les posets, comme l'opération 7-shuffle considérée dans
[24] et l'itération parallele infinie considérée dans [46].
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ms-coloriage, 136
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final, 16
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langage, 46
concaténation, 46
itération, 47
produit parallele, 46
produit séquentiel, 46
rationnel, 50
substitution, 46
substitution itérée, 47
union, 46

logique
L-théorie, 84
ensemble des prédicats, 70
formules atomiques, 70
logique de Presburger, 72
logique du premier ordre, 70
signature, 70
univers, 69

élément neutre, 11
arité, 11
associative, 11
binaire, 11
commutative, 11
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forme normale, 21
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successeur, 20

ordre, 16
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relation d’équivalence
compatible, 36
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suite
longueur, 18
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Posets série-paralléles : automates, logiques et théories
équationnelles

Nous étudions dans cette theése des structures généralisant la notion clas-
sique de mot. Nous considérons la classe de posets construite a partir du poset
vide et du singleton, fermée par les produits séquentiel et parallele finis, et le
produit w et —w (posets série-paralléles). Du point de vue de la logique, nous
généralisons le théoréeme de Biichi, Elgot et Trakhtenbrot, établissant pour le
cas des langages de mots finis 1’égalité entre la classe des langages rationnels et
celle des langages définissables en logique monadique du second ordre (MSO).
La logique mise en ceuvre est une extension de MSO par de I'arithmétique de
Presburger. D’un point de vue algébrique, nous montrons que ’algébre dont
I'univers est la classe des posets série-paralleles transfinis et dont les opérations
sont les produits séquentiel et paralléle finis et les produits (resp. puissances) w
et —w est libre dans la variété correspondante V' (resp. V5). Nous en déduisons
la liberté de la méme algebre sans le produit paralléle ou le produit —w. Enfin,
nous montrons que la théorie équationnelle de V|, est décidable.

Series-parallel posets : automata, logic and equational theories

We study in this thesis structures extending the classical notion of word.
We consider the class of posets built from the empty poset and the singleton,
and being closed under sequential and parallel products, and w product and
its backward ordering —w (series-parallel posets). From the logic point of view,
we generalize the Biichi-Elgot-Trakhtenbrot theorem, establishing in the case
of finite words the correspondence between the class of rational languages and
the one of languages definable in monadic second order logic (MSO). The im-
plemented logic is an extension of MSO by Presburger arithmetic. From the
algebraic point of view, we show that the algebra whose universe is the class
of transfinite series-parallel posets and whose operations are the sequential and
parallel products and the w and —w products (resp. powers) is free in the cor-
responding variety V (resp. Vy ). We deduce the freeness of the same algebra
without parallel or —w product. Finally, we show that the equational theory of
Vo is decidable.
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