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Chapitre 1

Introduction

(English version of the introduction from page

Le but de cette theése est d’étudier une classe importante d’algebres de Lie non réductives,
que sont les contractions paraboliques (des contractions d’algebres de Lie réductives). Plus préci-
sément, nous étudions l'algebre des semi-invariants symétriques associée a de telles contractions
paraboliques. Notre étude se base sur des résultats importants de Panyushev et Yakimova,
concernant la polynomialité de 1’algebre des invariants symétriques (en types A et C) de ces
contractions paraboliques.

Algebres d’invariants et de semi-invariants

Commengons par définir les algebres d’invariants et de semi-invariants. Soit K un corps de
caractéristique 0 algébriquement clos, (¢, [, ]) une algebre de Lie de dimension finie sur K et ¢
son espace vectoriel dual. On définit I'indice ind £ comme la plus petite dimension du noyau de
¢f pour f € £, oll ¢y est la forme bilinéaire définie par ¢ : (x,y) — f([z,y]). La représentation
adjointe de ¢ sur lui-méme est la représentation d’algebre de Lie naturelle définie a partir du
crochet de Lie ad(g)(h) = g - h = [g,h] pour tous g,h € £. On étend cette représentation en
une unique représentation, que 1’on note toujours ad, de € sur I'algebre symétrique S(£) telle que
ad(g) est une dérivation sur S(£) pour tout g € &.

On s’intéresse aux algebres des invariants Y (£) et des semi-invariants Sy(£), qui sont des sous-
algebres de S(t). L’algebre des invariants Y () est 'algebre formée de 'ensemble des invariants
(dits encore invariants symétriques), c’est-a-dire tous les éléments de S(¢) annulés par tous les
ad(g), g € t. L’algebre des semi-invariants Sy(£) est 'algebre engendrée par tous les semi-
invariants (dits encore semi-invariants symétriques), c’est-a-dire les éléments de S(£) qui sont
vecteurs propres pour tous les ad(g), g € €. Si s est un semi-invariant (non nul), il existe alors
A € £ tel que ad(g)(s) = A(g)s pour tout g € ¢, et on appelle A le poids de s. On peut munir S(¢)
d’un crochet de Poisson {,} qui étend le crochet de Lie sur £, de sorte que l’algebre associative
S(¢) devient une algébre de Poisson. Les algebres Y (£) et Sy(€) correspondent alors au centre et
au semi-centre de cette algebre de Poisson. Leurs dimensions de Gelfand-Kirillov GKdim Y (£) et
GKdim Sy(¥) sont les degrés de transcendance des corps des fractions associés. Par un théoreme



de Rosenlicht, on a GKdim Y (¢) < ind ¢ [34], avec I’égalité si Y (£) = Sy(¢) (voir |11, Chap. I, Sec.
B, 5.12]). En théorie des invariants associée a des algebres de Lie, une des questions cruciales
relative aux algebres Y (£) et Sy(£) est la polynomialité, c’est-a-dire déterminer si oui ou non ces
algebres sont isomorphes a des algébres de polynémes.

Géométriquement, plagons-nous dans le cas ou € est 'algebre de Lie d’un groupe algébrique
connexe K. L’algébre Y(£) s’identifie alors a I’algébre K[€*]¥ des fonctions polynomiales sur
t* invariantes par l'action coadjointe de K. Si Y (¥) est de type fini, la variété associée a cette
algebre est alors Specm Y (¢) = ¢* /K. La polynomialité de l'algebre Y (£) implique alors que
t* /K est un espace affine. De maniére analogue aux algebres, on peut également définir le corps
des invariants C(£), qui est un sous-corps de Frac(S(¥)), le corps des fractions de S(¢). Si C(¢)
est une extension transcendante pure de K, alors géométriquement, cela revient a affirmer que
t* /K est une variété rationnelle. Si C(£) = Frac(Y(£)), alors la polynomialité de Y (£) entraine
clairement la rationalité de C(£). En revanche, la réciproque n’est pas vérifiée : Dixmier a exhibé
un contre-exemple dans lequel Y (£) n’est pas polynomiale et n’est méme pas de type fini mais
C(t) = Frac(Y(¥)) est bien une extension transcendante pure de K [6, 4.4.8 et 4.9.20].

Le premier résultat important de polynomialité d’algebre d’invariants est celui de Chevalley
[6]. Ce résultat affirme que si g est une algebre de Lie réductive, c’est-a-dire le produit d’une
algebre de Lie semi-simple par une algebre de Lie abélienne, alors Y(g) est polynomiale. Dans
le cas ou g est semi-simple, la preuve repose sur un isomorphisme entre ’algeébre des invariants
Y(g) ~ Y(g*) et I'algebre S(h*)", oi1 b est une sous-algebre de Cartan de g et W est le groupe
de Weyl du systeme de racines associé a (g,h). En particulier, W peut étre vu comme un
sous-groupe fini de GL(h*) engendré par des réflexions. Chevalley identifie alors S(h*)" & une
algeébre de polynémes par un résultat d’algebre commutative (voir |35, théoréme 31.1.6] pour
une exposition). Un résultat de Kostant |25/ donne une autre interprétation a ce résultat. Il
affirme qu'il existe un sous-espace affine V de g* tel que le morphisme Y (g) ~ K[g*]¢ — K[V] de
restriction & V est un isomorphisme de Y(g) sur l'algebre K[V] des fonctions polynomiales sur
V. De tels isomorphismes sont appelés "sections de Kostant—Weierstrass"H

Si ¢ = g° est le centralisateur d’un élément nilpotent e pour une algebre de Lie g simple,
Premet, Panyushev et Yakimova ont montré la polynomialité de Y (g¢) lorsque g est de type A
ou C' [29]. Leur démonstration repose sur le théoreme suivant de Panyushev 28| théoreme 1.2].

Théoréme 1. Soit t une algébre de Lie. Supposons que € vérifie la propriété de codimension 2,
et que GKdim Y (¢) = ind €. Soit | = ind ¢, et soient f1,..., fi des éléments homogénes algébri-
quement indépendants de Y (¢). Alors

(1) ', deg f; > (dim ¢ +ind €)/2,
(2) si Yl deg f; = (dim €+ ind €)/2, alors Y(¢) = K[f1, ..., fi].

On définit la propriété de codimension 2 comme suit :

Définition. Soit € une algebre de Lie. Pour tout f € £*, on dit que f est régulier dans £* si le
noyau de la forme bilinéaireﬂ ¢y est de dimension minimale. Sinon, on dit que f est singulier
dans €.

1On rencontre souvent les désignations de "tranches de Kostant" ou de "sections de Weierstrass'. On peut aussi

désigner par ces termes le sous-espace affine V.
2introduite plus tot




*

On dit alors que ¢ vérifie la propri¢té de codimension 2 si I'ensemble £G,, des éléments

singuliers dans £* est de codimension au moins 2 dans £*.

Ainsi la question de la polynomialité de Y (£) dans le cas € = g¢ a été longuement étudiée,
et c’est dans ce cadre que plusieurs cas de non-polynomialité ont été trouvés. Lorsque e est un
vecteur de plus haut poids pour g simple de type Es, alors on a Y(g¢) ~ Sy(p) pour une certaine
sous-algebre parabolique p de g et Yakimova a montré que cette algebre n’était pas polynomiale
[37]. Charbonnel et Moreau ont prolongé I’étude en donnant des conditions nécessaires et suffi-
santes & la polynomialité de Y(g¢). Si Y(g¢) est polynomiale, ils montrent également que S(g)
est un Y(g¢)-module libre. Ils utilisent alors ces conditions pour étudier la polynomialité de
Y (g°) en fonction de 1’élément e € g dans les cas ot g est simple de type B ou D. Par exemple,
ils trouvent un cas ot Y(g¢) n’est pas polynomiale, lorsque g est de type D7 [5, §7.3].

Les résultats de polynomialité d’algebres de semi-invariants Sy(£) sont plus parcellaires.
Leur étude peut passer par I’étude de la troncation canonique de €. Pour une algebre de Lie ¢
quelconque, on appelle troncation canonique de &, que I'on note €4, la plus grande sous-algebre
de Lie de t sur laquelle s’annulent tous les poids de semi-invariants. Fauquant-Millet et Josep}ﬁ
ont montré dans un cadre assez général’| que I'on a Sy(£) = Y(£,) = Sy(¢s) [12, Appendice B.2].
Ainsi ’étude de polynomialité d’une algebre de semi-invariants revient a étudier la polynomialité
d’une algebre d’invariants. Par exemple, si g est une algebre de Lie réductive, on a g, = g, de
sorte que Sy(g) = Y(g), ainsi Sy(g) est polynomiale. Joseph [19] a montré que dans le cas d’une
sous-algebre de Borel b d’une algebre de Lie simple g, l'algebre des semi-invariants Sy(b) est
polynomiale engendrée par rgg générateurs (rgg est le rang de g) calculés explicitement. Dans
le cas ou p est une sous-algebre biparabolique en type A ou C, Joseph et Fauquant-Millet [13]
ont montré la polynomialité de Sy(p) en encadrant le caractere formel de Sy(p) par deux bornes
dont ils montrent 1’égalité notamment en types A et C. En types A et C, ils parviennent a
calculer les poids et les degrés de générateurs homogenes. En type A, Joseph a également exhibé
des sections de Kostant-Weierstrass pour Y(p,) = Sy(p) [21].

Contractions paraboliques

On s’intéresse dans cette these a une classe particuliere d’algebres de Lie dites contractions para-
boliques, qui sont des contractions d’algebres de Lie réductives. Ces algebres ont été introduites
par E. Feigin, dans le cas d’une contraction par une sous-algebre de Borel [14], puis par Panyu-
shev et Yakimova pour une sous-algeébre parabolique quelconque [31]. Soit g une algebre de Lie
réductive et p une sous-algebre parabolique de g. On note n le radical nilpotent de p et n™ le
radical nilpotent de la sous-algebre parabolique opposée de p de sorte que, si [ est un facteur de
Levide ponag=n®d[l@®n . Onaalorsp=ndldoug=pPdn~. On définit ¢ = p x(n™)?
la contraction parabolique de g par p. Ici, (n7)* est l’espace vectoriel n~ vu comme une sous-
algebre de Lie abélienneﬂ de q ainsi qu'un p-module par l'identification n= ~ g /p. On peut
voir cette algebre de Lie comme une contraction d’In'o'nu—WigneIﬁ] de g. Pour tout t # 0, soit

3reprenant Borho, Gabriel et Rentschler dans le cas nilpotent

“en particulier si ¢ est une algebre de Lie ad-algébrique

SPour des raisons pratiques, on omettra dans la suite cette notation et on notera simplement cette algébre de
Lie n™.

Spour une définition générale des contractions d’Inénu-Wigner, voir [18] ou [8, §2.3]



¢t : g — g Pautomorphisme de K-espace vectoriel défini par
Vpep,Ynen, ¢(p+n)=p+tn.

On définit alors g, 1'algebre de Lie égale a g comme espace vectoriel, et de crochet de Lie défini
par
Va,4" € 8(1) 100 Ng, = ¢ ([ee(q)s ce(d)]g)-

La limite, lorsque t tend vers 0, des algebres de Lieﬂ g(;) donne la contraction parabolique g.

A partir de ces contractions paraboliques, Feigin définit des dégénérescences de variétés de
drapeaux et étudie combinatoirement en détail de telles variétés. Ces dégénérescences permettent
par exemple d’obtenir un lien combinatoire avec la suite des nombres de Genocchi [15].

D’autres algebres de Lie étudiées peuvent s’apparenter dans certains cas particuliers a des
contractions paraboliques. Les algebres de Lie de la forme a x a* avec a une algebre de Lie, sont
des cas particuliers de doubles de Drinfeld (voir [9], [10] ou [20, §3.2]). Lorsque a = b est une
sous-algebre de Borel, I'algebre de Lie b x b* quotientée par son centreﬁ est isomorphe a une
contraction parabolique par une sous-algebre de Borel. Postérieurement aux résultats présentés
dans ce présent rapport, Bar-Natan et Van der Veen en type A [1], puis Bulois et Ressayre pour
une sous-algebre de Borel de type quelconque [4] étudient les automorphismes d’une telle algebre.
Pour cela, Bulois et Ressayre réinterprétent ces algebres a ’aide des algebres de Kac-Moody.

En type A, une contraction parabolique par une sous-algebre de Borel peut étre également
vue comme 'algebre de Lie associée a un schéma cyclique de Brauer, introduit par Knutson et
Zinn-Justin (24, 1.1 et 2.1]. Le schéma cyclique de Brauer est défini comme l’ensemble E des
matrices M de taille n x n telles que M e M = 0, ou e est un produit associatif défini par
déformation du produit usuel sur les matrices. La structure d’algébre de Lie sur F associée au
produit associatif e en fait alors une contraction parabolique par une sous-algebre de Borel en
type A.

Panyushev et Yakimova ont également étudié d’autres types de contractions, notamment
les Za-contractions (voir par exemple [36] et [28]), qui sont du type gy X g; ot g = gy @ g; est
une Zso-graduation d’une algebre de Lie réductive g. De maniére plus générale, Panyushev et
Yakimova ont pour but de classifier toutes les algebres de Lie de la forme g xV avec g une
algebre de Lie simple et V' une représentation de dimension finie de g telles que ’algebre des
invariants associée est polynomiale (voir par exemple [32]).

Algebres d’invariants et de semi-invariants associées a des contrac-
tions paraboliques

Cette thése se place dans la continuité des travaux de Panyushev et Yakimova concernant ’étude
de Y(q) [31] lorsque g est une contraction parabolique et en reprend les résultats essentiels.
D’apres Panyushev et Yakimova ([31, 1]) pour une contraction parabolique g, il existe un groupe
algébrique connexe @ tel que q en soit 1’algebre de Lie. Dans [31], ils étudient la polynomialité des

" Autrement dit, la limite, lorsque ¢ tend vers 0, du crochet de Lie sur g(¢) est le crochet de Lie sur q.
8ici le centre de b x b* est isomorphe & la sous-algébre de Cartan associée a b*



algebres d’invariants K[q]? et K[q*]9. Par un raisonnement de géométrie algébriquﬂ Panyushev
et Yakimova montrent aisément que K[q]% est une algébre polynomiale. Pour toute contraction
parabolique q par une sous-algebre de Borel, ils montrent également [30] que K[q*]% ~ Y(q) est
polynomiale (cela utilise des propriétés spécifiques au radical nilpotent d’une sous-algebre de
Borel). En revanche, I'étude de I'algébre Y(q) ~ K[q*]9 de mani¢re générale est plus complexe.
On pose q une contraction parabolique d’une algebre de Lie semi-simple g par une sous-algebre
parabolique p et G, P des groupes algébriques connexes tels que g,p sont les algebres de Lie
respectivement de G, P. A partir de générateurs homogenes Fi, ..., F, algébriquement indé-
pendants de l'algebre Y(g), Panyushev et Yakimova construisent des éléments F7,...,Fn de
Y(q) obtenus par dégénérescence des Fi,...,F, via les ¢;. Ces F7,..., Fn engendrent libre-
ment Y(q) dans le cas d’une contraction par une sous-algebre de Borel; ils sont également les
candidats potentiels & librement engendrer Y(q) dans le cas général. Pour montrer ce dernier
point dans le cas d’une sous-algebre parabolique quelconque, ils reprennent l'idée de sections
de Kostant-Weierstrass en 'adaptant aux cas de contractions paraboliques et construisent une
injectionm 1 de Y(q) vers une certaine algebre S(g®)”", oil e est un élément nilpotent de g. Les
invariants F7,...Fn € Y(q) C K[g*] peuvent alors étre vus dans cette derniere algebre, et on
note F,,, = (Fm). Les °F,, appartiennent en fait a S(g®)®" = Y(g®). Dans les cas des types
A et C, Panyushev et Yakimova montrent que S(g¢)”" = Y(g®) et que les °F,, forment une
famille algébriquement indépendante qui engendre Y(g¢) (via I’étude avec Premet [29] mention-
née précédemment). De plus, dans ces cas, 'application de restriction 1) précédente, qui était
injective, devient un isomorphisme d’algebres de Y(q) sur Y(g¢). Avec ces derniers résultats, ils
parviennent a conclure que Y(q) est polynomiale et engendrée par F7,... Fn.

Yakimova s’est également intéressée a la polynomialité de Sy(q) ou ¢ est une contraction
parabolique par une sous-algebre de Borel. Elle conclut dans ce cas a la polynomialité de Sy(q)
[38, §5.1]. Sa démonstration reprend la famille F7,..., F5 qui engendre librement Y(q). Elle
remarque que F; admet une décomposition en facteurs irréductibleﬂ avec des facteurs de
degré 1, c’est-a-dire dans q C S(q). En remplagant ainsi F,; dans la famille F7,..., F; par
ses facteurs irréductibles, elle obtient une certaine famille F, dont elle montre qu’elle engendre
librement Sy(q).

Dans cette these, on reprend 'idée de décomposer un invariant en facteurs irréductibles puis
de remplacer l'invariant par ses facteurs irréductibles. L’idée est d’obtenir une famille F dont
on espére qu’elle engendre librement 'algebre des semi-invariants. En revanche, pour démontrer
que F engendre bien l'algebre des semi-invariants, I’approche que nous avons choisie diverge de
celle de Yakimova. En effet, un point clé de la démonstration de Yakimova est le calcul explicite
de ce que 'on appelle un semi-invariant fondamental. Son calcul est spécifique au cas du Borel et
utilise le fait que la troncation canonique de q est ici égale a I’algébre de Lie dérivée q’, de sorte
que Sy(q) = Y(q'). Or si q est une contraction parabolique quelconque en type A, les inclusions
q C qp C q sont dans bien des cas des inclusions stricteﬂ Une adaptation des arguments de
Yakimova dans un cadre plus général nous semble difficile.

Aussi, une démonstration passant par le théoreme[I]de Panyushev a été envisagée, en prenant

Yessentiellement grace & une variante du lemme d’Igusa

0qui est une application de restriction

11 qui sont nécessairement des semi-invariants

2pour q une contraction parabolique de gl,,, on calculera précisément q, a la section



t=gq AE Une hypothese cruciale de ce théoreme est la propriété de codimension 2. Celle-ci est
vérifiée si et seulement si le semi-invariant fondamental associé est constant [23]. Or dans le
cas ol q est une contraction par une sous-algébre de Borel b, avec q' = q,, Yakimova [38|
théoréeme 5.5 montre que, hormis le cas du type A, le semi-invariant fondamental de q' = q,
n’est pas constant, donc 'algebre de Lie q, ne vérifie pas la propriété de codimension 2. Une

démonstration passant par le théoréme [I] ne pourra donc pas se généraliser en dehors du type
A.

Résultats principaux

Présentons un résumé des résultats de ce rapport. Le résultat principal de cette these est celui-ci :

Théoréme principal. Soit q une contraction parabolique d’une algébre de Lie simple g par une
sous-algebre parabolique p.

(%) Sig est

— soit de type A,
— soit de type C et telle que les facteurs de Levi de p sont de type AE

alors Sy(q) est polynomiale.

(xx) Il existe une contraction parabolique q, avec g de type C et telle que les facteurs de Levi
de p ne sont pas de type A, pour laquelle Sy(q) n’est pas polynomiale.

Contractions paraboliques de gl,

Pour montrer la polynomialité dans les cas (%), on se base sur I’étude des contractions parabo-
liques de l’ensemble gl,, des matrices de taille n. Si q est une contraction parabolique de gl,,, la
polynomialité de Sy(q) se démontre en trois étapes :

« Etape 1 : exhiber une famille particuliére F algébriquement indépendante de Sy(q),
« Etape 2 : montrer que F est une base de transcendance de Sy(q),

« Etape 3 : conclure que Sy(q) = K[F].

Etape 1 : Tout facteur de semi-invariant est encore un semi-invariant. Ainsi, de la méme
manieére que Yakimova dans le cas du Borel, on trouve des semi-invariants propres (c’est-a-dire
de poids non nul) en factorisant des invariants connus. Si F,,, € S(gl,,) est la somme des mineurs

3on rappelle que Sy(q) = Y(q,)

140n entend par "facteur de Levi de type A" un facteur ne faisant apparaitre que des racines courtes. Par
exemple, si le facteur de Levi ne fait apparaitre que la racine longue, on ne considérera pas ce facteur de Levi
comme "de type A" bien qu’il soit a priori isomorphe & un produit de la forme sl; X a avec a une algebre de Lie
abélienne.
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principaux de taille m, alors Fi,..., F,, engendre librement Y(gl,) et Fy,..., Fy engendre li-
brement Y(q)E ou 'on note f*® la composante de f de degré maximal en n~. Dans un premier
temps, on factorise donc les Fr, (section [3.2). Soit [ un facteur de Levi associé a q. L’algebre [
est isomorphe a un certain produit gl;, x ... X gl; . On dit que chaque g[; est un bloc de [, de
sorte que s est le nombre de blocs de [. Deux blocs gl;, et gl; , sont dits isomorphes si i = ix .
On note également i,,x = maxy ix la taille du plus gros bloc. Pour tout m € [1,n],

o §'il existe ¢ € {i1,...,is} tel que m = Y, min(ix, ), alors on pose ry, le nombre de blocs
de I qui sont de taille ¢, autrement dit r,,, = Card({k| iy =1i}),
e sinon, on pose 1, = 1.

Théoréme (voir théoreme (3.2.2). Pour tout m € [1,n], linvariant Fy, est produit de ry, fac-
teurs homogénes non constants, notés F, 1, ..., Fp, ... Ces facteurs sont des semi-invariants et
vérifient de plus :

(1) pour tout t € [1,ry, — 1], Ft € S(n™),

(2) notant £, := A1y, A, la famille des poids de Fi 1, ..., Fp,s 00 0 Ap1 + ... +
Amrm = 0 et £, est de rang ry,, — 1,

(3) les espaces vectoriels Vect((Am.t)e) pour m € [1,n] sont en somme directe,

(4) la famille F des Fy,; est algébriquement indépendante.

Avec ce théoreme, on obtient ainsi des facteurs non triviaux de F)3, si r, > 2, facteurs dont on
peut décrire explicitement le poids et le degré. On obtient la décomposition du théoreme ainsi
que le point (1) en étudiant combinatoirement les invariants Fy, (sous-section [3.1). On montre
les points (2) et (3) en calculant explicitement les poids des Fy,; (sous-section [3.2.2)). Ce calcul
des poids permet également de montrer le point (4) grace au théoreme plus général suivant :

Théoréme (voir théoreme . Soit € une algébre de Lie de dimension finie. Soit d > 1
et (fm)1<m<a une famille d’éléments algébriquement indépendants de Y (€). Supposons que pour
tout m € [1,d]), linvariant fy, se décompose en un produit de semi-invariants fm, = [[}™ fn"}t
avec > 1, et les sy, > 1 des entiers premiers entre eux (dans leur ensemble). On suppose de
plus que les semi-invariants fp,; vérifient :

o am fizé, Uensemble des poids Ay des fmt pour t € [1,7p,] forme une famille de rang
Tm — 1,

o les espaces vectoriels Vect (A t)1<t<r,,) pour m € [1,d]] sont en somme directe.

Alors les (fm,t)1<m<d, 1<t<r,, sont algébriquement indépendants.

50n déduit ce point de ’étude des Fp, en type A par Panyushev et Yakimova [31] (voir la proposition [3.1.28)).
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Etape 2 : L’étape suivante est de montrer que F est une base de transcendance de Sy(q). Pour
cela, on montre que la dimension de Gelfand-Kirillov GKdim K[F] de I’algebre polynomiale K[F],
engendrée par F, est égale a la dimension de Gelfand-Kirillov de Sy(q). Comme GKdim K[F]
est le degré de transcendance du corps des fractions de K[F]|, par l'algébrique indépendance de
F, c’est également le cardinal de F. Il suffit alors de montrer que GKdim Sy(q) = Card(F). On
a déja GKdim Sy(q) = GKdim Y(q,) = ind q,.

Ensuite, on calcule ind q,, qui est donné par le théoreme suivant :

Théoréme (voir théoréme [3.3.1). Soit s le nombre de blocs d’un facteur de Levi | associé a
q et p le nombre de classes d’isomorphisme de blocs de |. Autrement dit, | est de la forme
[~gl; x...x gl avec Card({i1,...,is}) =p. Ona

dimq, =n? — (s —p) et ind q, = Card(F) = GKdim(K[F]) = n+ (s — p).

Pour montrer ce dernier théoréme, on utilise une égalité de Ooms et van den Bergh |27,
Proposition 3.1]
dimq+indgq =dimqy +indq, .

On a dimq = dimg = n? et Panyushev et Yakimova ont montré que indq = rgg = n [31,
Théoreme 3.1]. On sait que ind g, = GKdim Sy(q) > GKdim K[F] = Card F = n+ (s —p). Pour
conclure pour le théoréme, on montre alors que dim q, > n? — (s —p) :

o on part de I'inclusion vraie pour toute algebre de Lie ¢’ ®3(q) C q5 (ot 3(q) est le centre
de q) qui fournit un sous-espace vectoriel de q, de dimension n? — s + 1,

 puisque les Fy, appartiennent a Sy(q) C S(q,), on trouve les p — 1 dimensions restantes en
calculant certains facteurs dans h, (ou h, := hN g, avec h une sous-algebre de Cartan de
gl,,) de termes de certains Fy, bien choisis (section (3.3)).

Etape 3 : Il reste alors & montrer que les F, ; engendrent bien Sy(q) (section [3.4). On montre
d’abord un premier théoreme applicable a priori en dehors du contexte des contractions para-
boliques.

Théoréme (voir théoreme [3.4.6). Soit € une algébre de Lie de dimension finie. On suppose que
Y (¢) est une algébre factorielle. On suppose également que

1) il existe un morphisme de K-algébres 9 : S(¥) — Y (£) tel que ¥y est un isomorphisme.
|y ()

Soit (fm)1<m<a une famille d’invariants irréductibles de Y (€). Etant donné pour tout m € [1,d]
une décomposition de fn, dans S(¢) de la forme

m

=TT (fme)m (%)

t=1

avec vy € N¥, on suppose pour tout m que lon est dans au moins un des deux cas suivants :
e la décomposition @ est triviale, c’est-a-dire ry, =1 et vy, 1 = 1, autrement dit fp, = fim1,
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o la décomposition @ est la décomposition de f, en éléments irréductibles dans S(¥).

On note f lensemble des fr, 1. Si GKdim Sy(¢) = GKdim K[f], alors l’ensemble des poidﬂ de
Sy (€) est un groupe et Sy(t) est engendrée par Y (€) et les éléments de £. En particulier, si les
fm engendrent Y (¥), alors Sy(t) = KIf].

On va montrer que les contractions paraboliques q dans les cas (%) du théoréme principal
vont vérifier les hypotheses du théoreme ci-dessus, donc en particulier que I’ensemble des poids
de Sy(q) est un groupe. Ceci est particulier aux contractions paraboliques car une telle propriété
n’est pas vraie en général. Par exemple pour une sous-algebre parabolique p propre d’une algebre
de Lie g semi-simple, I’ensemble des poids de Sy(p) n’est pas un groupe (voir |13} lemme 4.2.4]).

Sous les hypotheses de ce théoréme, on voit que la décomposition de f,, est triviale si et
seulement si r,, = 1. De plus, si m vérifie r,, > 2, alors on remarque que pour tout t, fy,;
est un semi—invarianﬂ et est de poids non nul. Dans notre cas, si pour un certain m, on a
une décomposition Fy, = [[;™ Fin+ avec 1, > 2, on ne sait pas a priori si les Fy, ¢ sont bien
irréductibles. Pour montrer cela, on utilise le résultat technique suivant.

Théoréme (voir théoreme [3.4.13)). Soit ¢ une algébre de Lie de dimension finie. On suppose
que Y (&) est une algébre factorielle. Soit (fm)i1<m<da une famille d’invariants irréductibles dans
Y (¢), et pour tout m, une décomposition

m

fr = [T(fimp)"

t=1

de fm dans S(€), avec vp,y € N* pour tout m,t. On note f l’ensemble des f, et £* l’ensemble des
fm,t pour lesquels ry,, > 2. On suppose que GKdim K[f] = GKdim Sy(£). Si les trois hypothéses
suivantes sont vérifiées :

1) il existe un morphisme de K-algébres 9 : S(¥) — Y (£) tel que ¥y est un isomorphisme.
|y ()
(II) tout f € £* est indivisible dans le semi-groupe multiplicatif Sy(?)m

(III) pour tout f € £*, il existe une K-algebre factorielle Ay et un morphisme de K-algébres
g : Sy(€) = Ay tel que V¢(f) nest pas inversible dans Ay et est premier avec ¥¢(g) pour

tout g € £\ {f}.
alors les fmt dans £ sont irréductibles dans S(¥).

Pour conclure que Sy(q) = K[F] dans le cas d’une contraction parabolique q de gl,, avec nos
semi-invariants F, + construits a '’étape 1, on montre que les hypotheses (I), (II) et (III) sont
vérifiées.

Pour I'hypothese (II), on montre que les semi-invariants Fy, ; pour r, > 2 sont indivisibles
en remarquant qu’ils sont de degré partiel 1 en certains éléments e, ,, de la base canonique de
gl,.

18 qui en général est un semi-groupe
172est un facteur d’un invariant donc un semi-invariant, voir la proposition [2.2.13
18est-a-dire f n’est pas une puissance a®™¢ dans Sy(£) pour tout a > 2
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On rappelle que les algebres S(€) et K[£*] sont isomorphes. De méme, si A est une K-algebre,
les A-algebres A®g S(€) et A[A @k ¥ sont naturellement isomorphes, ce qui donne un sens a
fl@)e Aou f e ARk S(E) et ¢ € ARk €*. Pour les hypotheses (I) et (III), on démontre en fait
des hypotheses (I’) et (III’) plus fortes, mais plus adaptées a notre cas :

() il existe g1, ..., gs qui engendrent librement Y () et ¢ € K[X1,..., Xy] ® £* tel que pour
tout m € [1,d'], on a gnm(q) = Xm,

(II") pour tout m € [1,d] tel que 7, > 2 et t € [1,ry,], il existe ¢n € K[X] ® € tel que
degX fm,t(Qm,t) Z 1et fp,,T(Qm,t) S KX pour (,U,, T) 7é (m7t)'

Avec (I’), le morphisme ¢ dans (I) est alors f € S(¢) — f(q) € K[X1,...,X¢] ~ Y(¢). L’hy-
pothese (III') est une reformulation de (III) avec Ay = K[X]. On remarque au passage que
Ihypothese (I’) implique Pexistence d’une section de Kostant-Weierstrass pour Y(q). Les dé-
monstrations de (I’), ou les gi,...,g4 sont les Fy,...,Fy, et de (III’) sont combinatoires et
utilisent des graphes orientés pondérés que ’on appelle cheminements. Un cheminement est un
graphe orienté pondéré d’ensemble de sommets [1,n] pour lequel il existe une unique aréte al-
lant d’un sommet z a un sommet y. Lorsqu’on représente graphiquement un cheminement, on
ne représente que les arétes de poids non nul.

Soit A = K[X1,...,X,]. A ¢ € A®gl’ fixé, on associe un cheminement G(g) de poids
appartenant a A appelé graphe de q. Le cheminement G(q) est tel que l'aréte de x vers y dans
G(q) est de poids ez (q). Les Fy, sont sommes de termes de la forme +[];c;€; ,) avec J un
sous-ensemble de [1,n] et o une permutation des éléments de I'ensemble J. Ainsi pour calculer

E? (q), il suffit de

o déterminer dans G(q) les sous-graphes circuits de longueur m, c’est-a-dire les unions de
circuits de G(¢) & sommets disjoints dont toutes les arétes sont de poids non nul, et qui
totalisent m sommets,

» montrer que ces sous-graphes sont bien associés a des monomes de F}3,, c’est-a-dire vérifier
qu’ils ont bien le bon degré en n™.

Pour le point (I'), on choisit alors g tel que G(q) est de la forme suivante :

avec {vi,...,v,} = [1,n]. A m € [1,n] fixé, ce cheminement admet un unique sous-graphe
circuits de longueur m, qui est le circuit suivant :
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que l'on fait correspondre a un unique mondéme S,, de F),. Avec de bons choix de la suite
(v1,...,0y), c'est-a-dire de 'ordre des v;, le monéme S,, est un mondéme de Fy, pour tout m, de
sorte que Fp(q) = Sm(q) = Xom.

Pour le point (IIT’), & m, ¢ fixés, on spécialise ce ¢ en X,,, = X et X,, = 1 pour p # m, de sorte
que F3(q) = X et F,, +(q) € K* pour p # m. Pour un bon choix de (v1,...,v,) parmi ceux qui
vérifient le point (I'), on a Fy, +(q) € K* X et F, -(¢) € K* pour (p,7) # (m,t). Les hypothéses
(D), (II) et (III") étant vérifiées, on a bien Sy(q) = K[F] et F engendre donc librement Sy(q) en

type gl,,.

Contractions paraboliques en types A et C

Pour montrer la partie (x) du théoréeme principal, on étudie la polynomialité de Sy(q) lorsque
q est une contraction parabolique de g = sl,, ou g = sp,, (chapitre |4 en remarquant que q est
nécessairement une sous-algebre de Lie d’une contraction parabolique q de gl,,. Pour cela, une
idée est de projeter sur q les résultats que 'on a sur q. Soit pr : S(q) — S(q) une projection telle
que 'application linéaire sous-jacente pr : ¢ — ¢ soit un morphisme de g-modules. Dans les cas
que l'on considere, on a pr(Fy,) = pr(F,)® = 1,7 pr(Emt)-

En type A (section , on a g = sl, 'algebre de Lie du groupe spécial linéaire, c¢’est-a-dire
I’ensemble des matrices de taille n de trace nulle. On considére la projection pr : S(gl,,) — S(sl;,)
induite par la décomposition gl,, = sl, ®Kid. Dans ce cas, on a pr(F?) = pr(id) = 0, mais
les pr(Fy,) pour m € [2,n] engendrent librement Y(q) par [31]. Le poids de pr(Fi,+) est le
poids de Fy,; restreint a sl,, et on montre que les pr(F), ) sont algébriquement mdependants
a nouveau grace au théoreme On voit facilement que les pr(F,, ;) forment une base de
transcendance de Sy(q). Enfin, si x € Sy(q), alors x € Sy(q) puisque Kid = 3(q), ainsi z = pr(x)
est un polynome en les Fy, ¢, donc en les pr(F, ;).

En type C, on a n pair et g = sp,, 'algébre de Lie du groupe symplectiqu On considére
d%pL oK 1d)

sp- C sl, est Porthogonal de sp,, pour la forme de Killing de sl,,. Dans ce cas, on a pr(EF%) =0

pour tout m impair, mais les pr(Fy,) pour m € [1,n] pair engendrent librement Y(q) par [31].

la projection pr : S(gl,,) — S(sp,,) induite par la décomposition gl,, = sp, B

Si l’on se place dans le cas (%) du théoreéme principal, c’est-a-dire dans le cas ot le facteur de
Levi associé a la contraction q n’a pas de facteur de type C, alors les facteurs de Levi [ associés
a la contraction parabolique q de gl,, sont de la forme [ ~ gl; x ... x gl; avec s pair (section

'90n prend la définition de sp,, donnée par (3, Chap. VIII].
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. Dans ce cas, la démonstration de la polynomialité de Sy(q) reprend globalement le méme
schéma de preuve qu’en type gl,. Dans q, la décomposition Fy, = [];™ Fy, ¢ est non triviale,
c’est-a-dire telle que 1, > 2, seulement si m est pair. On obtient alors des décompositions de
la forme pr(Fy,) = th 1 Z’}t, ou certaines puissances s,,; > 2 apparaissent en regroupant
les facteurs colinéaires apres projection. On peut a nouveau utiliser le théoreme [3.2.17] pour
montrer que la famille de semi-invariants deux a deux non-colinéaires f = (fy, ;)m, que I'on
obtient est algébriquement indépendante. Cette famille est de cardinal n/2 + s/2 = ind q + s/2.
Ainsi dim q, > dim g’ = dimq —s/2 et indq, > indq + s/2. Par ’équation de Ooms et Van den
Bergh , on a donc les égalités, de sorte que la famille f forme une base de transcendance
de Sy(q). Pour montrer que Sy(q) = K[f], on montre encore les hypotheses (I), (II), et (III)
du théoreme en reprenant les hypotheses (I’) et (III’) mentionnées précédemment pour
montrer (I) et (III).

Pour I'hypothese (II), on montre que pour la plupart des fy, ¢+, leur poids A, ; est indivisible
dans I’ensemble des poids A de Sy(q), c’est-a-dire que Ay, ¢ aA pour a > 2. En fait, puisque
A C Y, Zwy, ou les wy sont les poids fondamentaux de sp,,, il suffit de vérifier que A, ; est
irréductible dans } ;. Z w;,. Il existe des poids A, + qui ne vérifient pas cette derniere propriété et
dans ces cas particuliers, on vérifie I'indivisibilité des semi-invariants directement en montrant
qu’ils sont de degré 1 en certains éléments d’une base de sp,,.

Pour I’hypothese (I'), on réutilise la notion de graphe de ¢, que I'on modifie légérement en
type C. Soit A = K[X1,..., X}, 5] A g € A®sp? fixé, on associe un cheminement G(q) de poids
dans A appelé graphe de g, tel que 'aréte de x vers y est de poids pr(es;y)(q). Cette définition
implique une certaine symétrie dans les graphes de ¢, dans le sens ou s’il existe une aréte z — y
de poids non nul dans le graphe de ¢, 'aréte n +1 —y — n + 1 — z est également de poids non
num On exhibe alors comme en type gl,, un élément ¢ tel que son graphe G(¢) admet un unique
sous-graphe circuits a m sommets, qui est en fait un circuit. Le dit graphe a la forme suivante :

1 Xnja-1 Xn/2
avec {v1,...,v,} = [1,n].
Pour le point (IIT"), il n’existe pas suffisamment de suites (v1, . .., v,) qui conviennent au point

(I’), donc on ne peut pas procéder comme pour une contraction parabolique de gl,, en adaptant
simplement le ¢ obtenu au point (I’). On choisit d’abord un certain ¢’ € %, pour lequel G(¢q') est
un graphe circuits union disjointe de circuits Cy, ..., ;. On note Si, . .., §; les monomes associés,
et de ce choix de ¢’ on tire S;(¢') = 1 pour tout j et pr(F2)(¢') = [I5=; S;(¢') = 1 pour tout p
(pair) tel que r, > 2, ou i est tel que p = Y, min(iy, 7). Fixons m,t. Pour vérifier 'hypothese

20Ce résultat provient de la construction de sp,, donnée dans [3], dans laquelle la sous-algebre de Cartan de sp,,
est diagonale.



(IIT’), I'idée est de modifier ¢’ en multipliant un terme de ¢’ par X. Si g est le ¢’ modifié, on a alors
Si(q) = XP avec p € {1,2} et Sj(¢q) = 1 pour j # i, et donc pr(Fy,)(¢q) = XP. Or avec cette seule
opération, on obtient également pr(Fl;)(q) = X? pour > m tel que r, > 2, ce qui ne concorde
pas avec I’hypothese (III’), & moins que i = ipax 1= maxiy, c’est-a-dire la plus grande taille de
bloc de [. Si @ # imax, pour éviter cela, on modifie un peu plus ¢’ et la structure des circuits C;
et Ci+1 dans le graphe circuits G(¢'), pour cette fois, obtenir ¢ qui vérifie degy pr(Fy3,)(q) > 1 et
degy pr(F7)(q) = 0 pour u # m tel que r, > 2. En choisissant soigneusement sur quelles arétes
effectuer la modification, on fait en sorte que ¢ vérifie la condition (III’).

Placons-nous maintenant dans le cas ou le facteur de Levi associé a la contraction q a un
facteur de type C, c’est-a-dire dans le cas ou les facteurs de Levi [ associés a la contraction
parabolique q de gl,, sont de la forme [ = gl; x ... x gl;, avec s impair. Dans ce cas, il peut
exister dans gl,, des décompositions non triviales Fyy, = [[;™ Fyn+ avec m impair. Or pour m
impair, pr(F,,) = 0 d’ou pr(Fy,) = 0 et il existe des cas avec m impair ot pr(F,,:) # 0 pour
certains t. Dans ces cas, si I'on ne considere que les pr(F, ) pour m pair, la famille £ qu’ils
forment n’est pas une base de transcendance de Sy(q) : il "manque" des éléments. Prenons un
exemple (section et considérons q la contraction parabolique de glg définie par le diagramme
suivant® :

,,,,,,

On note q la contraction parabolique de spg correspondante. Dans ce cas-ci, on a une décomposi-
tion F§ = Fy1Fg2Fs 3 qui se projette en pr(Fg) = pr(Fy 1)? pr(Fy2) ainsi qu'une décomposition
F3 = F51F5 5. En projetant, on obtient pr(Fy) = pr(Fs,1) = 0 alors que pr(Fs2) = pr(eig) # 0.
Or pr(F52) n'est proportionnel & aucun des pr(Fy,+) avec m pair. Pour appliquer la méme dé-
marche que dans les cas précédents, on souhaiterait retrouver ce pr(Fs2) comme facteur d’un
invariant, c’est-a-dire ici un polynéme en pr(Fs), pr(Fy), pr(Fg), pr(£g). On trouve que pr(Fs2)
divise pr(Fg) — 1 pr(F})?, et on note pr(Fg) — ; pr(Fy)? = F pr(F52). On montre alors que la fa-
mille pr(F3), pr(Fg), pr(Fy,1), pr(Fz2), F, pr(Fs2) est algébriquement indépendante en calculant
les poids des semi-invariants et en reprenant ’idée des cas précédents. On montre enfin que la fa-
mille pr(F3), pr(Fy), pr(Fg), pr(Fs1), pr(Fz2), ﬁ,pr(F&g) engendre l'algebre Sy(q) en montrant
a la main les hypotheses (I"), (II) et (IH Puisque F pr(Fy2) + 1pr(Fp)? = pr(Fs1)? pr(Fsz2),
I’algebre N
Sy(q) = Klpr(£3), pr(Fy), pr(Fg), pr(Fs,1), pr(Fsz2), F, pr(Fs2)]
2a ligne pleine sépare les ez,y dans p et ceux dans n™, et les e, , entre la ligne pleine et la ligne en pointillés

forment une base d’un facteur de Levi [
22¢t non (IIT’) qui ne peut pas étre simplement montré ici
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est isomorphe a lalgebre KX, X9, X3, X4, X5, X6, X7]/( X6 X7 + %X% — X7X5) qui n'est pas
polynomiale.

Les phénomenes menant a ce contre-exemple ne sont pas isolés. On présente a la section
quelques conjectures dans ce sens.

Quelques pistes pour des contractions paraboliques en d’autres types

On discute a la section [5.2] les limites de I’approche que nous avons menée et quelques pistes
possibles pour étudier des cas en d’autres types. Le schéma de preuve de polynomialité ou
de non-polynomialité de 1’algebre des semi-invariants associée a une contraction parabolique q
présenté ici repose a minima sur la connaissance d’une famille génératrice minimale de Y(q).
Une telle famille est donnée notamment en types A et C' par Panyushev et Yakimova [31]. En
types B et D ainsi qu’en types exceptionnels, la méconnaissance d’une telle famille de maniere
générale rend difficile une telle étude. De plus, certaines propriétés des contractions paraboliques
qui sont vraies en types A et C ne le sont plus nécessairement en types B ou D. Par exemple,
il est possible que pr(F,,)® # pr(Fy) c’est-a-dire pr(Fy,) = 0 alors que pr(F,,)® # 0, ce qui
complique la combinatoire pour trouver des semi-invariants.

A Dinverse, dans certains cas pour lesquels 'approche de Panyushev et Yakimova a échoué,
on peut espérer trouver une base de transcendance d’invariants en étudiant des semi-invariants
connus. Par exemple, on peut utiliser la proposition suivante qui donne les semi-invariants de
degré 1 pour une contraction parabolique.

Proposition (voir proposition. Soit q = p x n~ une contraction parabolique d’une algébre
simple g associée a une certaine sous-algebre de Cartan, une certaine base m du systéme de
racines R associé et un certain sous-ensemble @' & w. On note 0 la plus grande racine de R.
Soit e € q non nul. Alors e est un semi-invariant (de degré 1) de S(q) si et seulement si e € gg,
avec B € (—m \ —7') U {0} tel que le sommet associé a —F dans le diagramme de Dynkin étendu
de R n’est relié a aucun sommet associé a un élément de w'.

Dans l’exemple |31, remarque 4.6] en type Dg avec ' = {as, a4, a5}, la famille pr(Fy)®,
..., pr(F10)®, f* (avec f une racine carrée de pr(Fj2)) n’est pas algébriquement indépendante
et est donc "trop petite'. En observant les semi-invariants de degré 1, on remarque que pr(Fjy)®
appartient a 'idéal de S(q) engendré par des semi-invariants x1, zo de degré 1. En poussant les
calculs on obtient pr(Fy)® = z111 +22y2+T172Y1,2, OU Y1, Y2, Y1,2 sont des semi-invariants et x1y1,
Zay2, T122y1,2 sont des invariants de méme degré et degré en n~ que pr(Fy)®. On peut espérer
avec ces trois invariants obtenir une famille "plus grande" voire algébriquement indépendante.

Le travail de cette theése peut étre relié a d’autres articles récemment publiés. Rappelons que
Pon décrit explicitement les générateurs de Sy(q) lorsque Sy(q) est polynomial (avec leur poids
et leur degré) en type A et en type C avec un facteur de Levi de type A. Cela semble également
donner une écriture explicite des générateurs de 'algébre polynomiale S(n~)?". Cette question
a été évoquée par Joseph et Fittouhi (voir [16, §2.2.3]). Toujours selon Joseph et Fittouhi, le
nombre de ces générateurs est aussi égal au nombre de variétés orbitales d’hypersurface dans
le radical nilpotent n de la sous-algeébre parabolique p (voir |16} §2.3.4]). Ces variétés orbitales
d’hypersurface ont été décrites en type A par Joseph et Melnikov [22] et par Perelman [33] pour
les autres types classiques.
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Introduction in English

The goal of this PhD thesis is to study an important class of non-reductive Lie algebras called
parabolic contractions (which are deformations of reductive Lie algebras). More precisely, we
study the symmetric algebra of semi-invariants associated with such parabolic contractions.
Our study relies on crucial results from Panyushev and Yakimova about the polynomiality of the
symmetric algebra of invariants (in types A and C') associated with these parabolic contractions.

Algebras of invariants and semi-invariants

First we define algebras of invariants and semi-invariants. Let K be an algebraically closed field
with characteristic zero, (¢,[, ]) a finite-dimensional Lie algebra over K and ¢ its dual vector
space. Define the index ind £ as the smallest dimension of the kernel of ¢ for f € €, where ¢y
is the bilinear form defined by ¢ : (x,y) = f([z,y]). The adjoint representation of € on itself is
the natural Lie algebra representation defined from its Lie bracket ad(g)(h) = g - h = [g, h] for
all g, h € £. Extend this representation to a unique representation, which is still denoted by ad,
from € to the symmetric algebra S(€) of € such that ad(g) is a derivation on S(¢) for all g € &.

We focus on the algebra of invariants Y (£) and the algebra of semi-invariants Sy(£), which
are subalgebras of S(£). The algebra of invariants Y () is the algebra of all invariants (or
symmetric invariants), i.e. all elements of S(£) in the kernel of every ad(g), g € £. The algebra
of semi-invariants Sy(¢) is the algebra generated by all semi-invariants (or symmetric semi-
invariants), i.e. the elements of S(£) which are eigenvectors of every ad(g), g € £. Let s be a
non-zero semi-invariant, then there exists A € € such that ad(g)(s) = A(g)s for every g € .
Call A the weight of s. Endow S(¢) with a Poisson bracket {,} extending the Lie bracket on
¢, such that the associative algebra S(£) becomes a Poisson algebra. The algebras Y () and
Sy(¢) are respectively the centre and the semi-centre of this Poisson algebra. Their Gelfand-
Kirillov dimensions GKdim Y (¢) and GKdim Sy(¢) coincide with the transcendence degrees of
their associated fields of fractions. By a theorem of Rosenlicht, we get GKdim Y (¢) < ind¢
[34], with equality when Y () = Sy(¢) (see [11, Chap. I, Sec. B, 5.12]). In invariant theory
associated with Lie algebras, one of the crucial questions related to the algebras Y (£) and Sy(¥)
is the polynomiality, i.e. determining whether these algebras are isomorphic to some algebras
of polynomials.

Geometrically, let us consider the case when £ is the Lie algebra of a connected algebraic
group K. The algebra Y (£) identifies with the algebra K[€*]% of polynomial functions on £* which
are invariant under the coadjoint action of K. If Y (£) has finite type, the variety associated with
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the algebra of invariants is then Specm Y (£) = ¢* /K. The polynomiality of Y(¢) then implies
that ¢* /K is an affine space. Similarly to algebras, one can also define the field of invariants
C(¢), which is a subfield of the fraction field Frac(S(#)) of S(¢). If C(¥) is a purely transcendental
extension of K, then geometrically, ¢* /K is a rational variety. If C(¢) = Frac(Y(¢)), then
the polynomiality of Y (£) clearly implies the rationality of C(¢). However, the converse is not
true: Dixmier has given a counterexample in which Y (£) is not polynomial and even not finitely
generated but C(£) = Frac(Y(¢)) is indeed rational [6, 4.4.8 and 4.9.20].

The first well-known result of polynomiality of algebra of invariants is due to Chevalley [6].
It states that if g is a reductive Lie algebra, i.e. the product of a semisimple and an abelian
Lie algebra, then Y(g) is polynomial. In the case where g is semisimple, the proof relies on an
isomorphism between the algebra of invariants Y(g) ~ Y(g*) and the algebra S(h*)"V, where b
is a Cartan subalgebra of g and W is the Weyl group associated with the root system of (g, ).
In particular, W can be seen as a finite subgroup of GL(h*) generated by reflections. Chevalley
then identifies S(h*)" with a polynomial algebra thanks to a result of commutative algebra (see
[35, theorem 31.1.6] for more details). A result of Kostant [25] gives another interpretation of
this result. According to it, there exists an affine subspace V of g* such that the restriction
morphism Y(g) ~ K[g*]® — K[V] to V is an isomorphism from Y(g) to the algebra K[V] of
polynomial functions on V. Such isomorphisms are called "Kostant-Weierstrass sections"@

If £ = g° is the centraliser of a nilpotent element e of a simple Lie algebra g, Premet,
Panyushev and Yakimova have shown the polynomiality of Y(g¢) when g is simple of type A or
C' [29]. Their proof relies on the following theorem of Panyushev [28, theorem 1.2].

Theorem 1. Let £ be a finite-dimensional Lie algebra. Assume that € verifies the codimension
2 property, and GKdimY (¢) = ind €. Let | = ind ¢, and fi,..., f; be algebraically independent
homogeneous elements of Y (). Then

(1) 1) deg fi > (dim® +ind €)/2,
(2) if Yt deg f; = (dim € +ind €)/2, then Y (¢) = K[f1,..., fi].

Here the codimension 2 property is defined via the following:

Définition. Let € be a Lie algebra. For every f € €, we say that f is reqular in €* if the kernel
of the bilinear fornﬁ ¢ has minimal dimension. Otherwise, we say that f is singular in €*.

We say that € verifies the codimension 2 property if the set of singular elements E:ing in ¢*
has codimension at least 2 in £*.

Thus the question of the polynomiality of Y(¢) when ¢ = g° has been thoroughly studied,
and several cases of non-polynomiality have been discovered in this case. If e is a highest root
vector for g simple of type FEg, then one has Y(g¢) ~ Sy(p) for a certain parabolic subalgebra
p of g and Yakimova has shown that this algebra was not polynomial [37]. Charbonnel and
Moreau extended this study by giving a necessary and sufficient condition for the polynomiality

23They are also often called "Kostant slices" or "Weierstrass sections". These terms can also designate the affine
subspace V.
2introduced earlier
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of Y(g¢). If Y(g°) is polynomial, they also showed that S(g€) is a free Y(g¢)-module. They then
use these conditions to study the polynomiality of Y(g¢) depending on the element e € g when
g is simple of type B or D. For example they find a case where Y(g¢) is not polynomial, when
g is of type D7 [5, §7.3].

Polynomiality results concerning the algebra of semi-invariants Sy(#) are more fragmented.
These algebras can be studied via the canonical truncation of €. For a Lie algebra €, the canonical
truncation €, of ¢ is the largest Lie subalgebra of ¢ which vanishes on all weights of Sy(¢).
Fauquant-Millet and Josep@ showed in a quite general framﬂ that Sy(€) = Y(€y) = Sy(€x)
[12, Appendice B.2]. Thus, studying the polynomiality of an algebra of semi-invariants reduces
to, in a certain sense, the study of the polynomiality of an algebra of invariants . For example,
if g is a reductive Lie algebra, one has g, = g, so that Sy(g) = Y(g), thus Sy(g) is polynomial.
Joseph [19] showed that in the case of a Borel subalgebra b of a simple Lie algebra g, the algebra
of semi-invariants Sy(b) is polynomial and generated by rk g generators (rk g being the rank
of g) which are explicitly computed. In the case where p is a biparabolic Lie subalgebra in
type A or C, Joseph and Fauquant-Millet |13] showed the polynomiality of Sy(p) by finding an
upper bound and a lower bound to the formal character of Sy(p) and by showing the bounds
are equal notably in types A and C. In types A and C, they successfully computed the weights
and degrees of homogeneous generators. In type A, Joseph also exhibited Kostant-Weierstrass
sections for Y(p,) = Sy(p) [21].

Parabolic contractions

In this PhD thesis, we focus on a particular class of Lie algebras called parabolic contractions,
which are deformations of reductive Lie algebras. These algebras have been introduced by E.
Feigin, in the case of a contraction by a Borel subalgebra [14], and Panyushev and Yakimova
for all parabolic subalgebras [31]. Let g be a reductive Lie algebra and p a parabolic subalgebra
of g. Denote by n the nilradical of p and n™ the nilradical of the opposite parabolic subalgebra
of p so that, if [ is a Levi factor of p, one has g=n®1E&n~. Then p =ndlthusg=pSn~.
Define q = p x(n™)? the parabolic contraction of g by p. Here, (n™)? is the vector subspace n™
seen as an abelian idea]lﬂ of q as well as a p-module with the identification n~ ~ g /p. One can
see this Lie algebra as an Inénu-Wigner contractioﬂ of g. For every ¢t # 0, let ¢, : g — g be
the automorphism of K-vector space defined by

Vpep,Vnen ,c(p+n)=p+in.
Define then g() the Lie algebra equal to g as vector space, with its Lie bracket defined as
V(L q/ € g(t)7 [Q7 q/]g(t) = Ct_l([ct(Q)a Ct(q/)]g)-

The limit, when ¢ goes to 0, of the Lie algebraﬁ g(1) gives the parabolic contraction .

2following Borho, Gabriel and Rentschler in the nilpotent case

26in particular if £ is an ad-algebraic Lie algebra

2"For practical reasons, we will omit this notation after this and simply note this Lie algebra n™.
28for a general definition of Inénu-Wigner contractions, see [18] or |8, §2.3]

2In other words, the limit, when ¢ goes to 0, of the Lie brackets on 94 gives the Lie bracket on g.
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From these parabolic contractions, Feigin defines flag variety degenerations and studies them
combinatorially in detail. With these degenerations, he gets a combinatorial link with the
sequence of Genocchi numbers [15].

Other previously studied Lie algebras are similar to some parabolic contractions in particular
cases. Lie algebras of the form a x a* with a a Lie algebra, are particular cases of Drinfeld doubles
(see [9], |10] or [20, §3.2]). When a = b is a Borel subalgebra, the quotient of the Lie algebra
b x b* by its centre{ﬂ is isomorphic to a parabolic contraction by a Borel subalgebra. After the
results presented in this dissertation, Bar-Natan and Van der Veen in type A [1], then Bulois
and Ressayre for a Borel subalgebra in all types [4] study the automorphisms of such algebras.
For this, Bulois and Ressayre redefine these algebras in the setting of Kac-Moody algebras.

In type A, a parabolic contraction by a Borel subalgebra can be seen as the Lie algebra
associated with a Brauer cyclic scheme, introduced by Knutson and Zinn-Justin |24, 1.1 and
2.1]. The Brauer cyclic scheme is defined as the set E of all matrices M with size n x n such that
M e M = 0, where e is an associative product which deforms the usual product on matrices. The
Lie algebra structure on E associated with the associative product e gives rise to a parabolic
contraction by a Borel subalgebra in type A.

Panyushev and Yakimova have also studied other types of contractions, e.g., Zo-contractions
(see for instance [36] and [28]), of the form g, x g; where g = gy @ g, is a Zz-grading of a reductive
Lie algebra g. More generally, Panyushev and Yakimova are aiming at classifying all Lie algebras
of the form g xV with g a simple Lie algebra and V' a finite-dimensional representation of g such
that the associated algebra of invariants is polynomial (e.g., see [32]).

Algebras of invariants and semi-invariants associated with parabolic
contractions

This PhD thesis lies in the continuity of the work of Panyushev and Yakimova concerning
the study of Y(q) [31] where q is a parabolic contraction and we use their essential results.
According to Panyushev and Yakimova (|31, 1]) for a parabolic contraction g, there exists a
connected algebraic group @) such that q is its Lie algebra. In [31], they study the polynomiality
of the algebras of invariants K[q]¢ and K[q*]¥. Using algebraic geometr Panyushev and
Yakimova easily show that K[q]Q is a polynomial algebra. For every parabolic contraction g
by a Borel subalgebra, they also show [30] that K[q*]¥ ~ Y(q) is polynomial (using properties
which are specific to the nilradical of a Borel subalgebra). However, studying the algebra
Y(q) =~ K[q*]¥ more generally is more involved. Set q a parabolic contraction of a semisimple
Lie algebra g by a parabolic subalgebra p and G, P connected algebraic groups such that g, p are
the Lie algebras respectively of G, P. From algebraically independent homogeneous generators
Fi,...,Fp of the algebra Y(g), Panyushev and Yakimova construct some elements F7, ..., Fn
of Y(q) by degenerating Fi,...,F, via ¢;. These F7,...,Fn freely generate Y(q) in the case
of a contraction by a Borel subalgebra ; they also are potential candidates to freely generate
Y(q) in the general case. To show this last point in the case of any parabolic subalgebra,
they use the idea of Kostant-Weierstrass sections and adapt it to the parabolic contractions

3%here the centre of b x b* is isomorphic to the Cartan subalgebra associated with b*
3legsentially some form of the Igusa lemma
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case. They construct an injectionlﬂ ¥ from Y(q) to a certain algebra S(g¢)", where ¢ is a
nilpotent element of g. The invariants F7,...Fy € Y(q) C K[q*] can then be seen in the
algebra S(g®)”* by setting <F,, = ¥ (F2,). In fact, the elements ¢F,, belong to S(g®)%" = Y(g°).
In types A and C, Panyushev and Yakimova showed that S(g®)"" = Y(g®) and that the °F,,
are algebraically independent and generate Y(g°) (via their study with Premet [29] previously
mentioned). Furthermore, in these cases, the restriction map 1, which was injective, becomes
an isomorphism of algebras between Y (q) and Y (g¢). With these latest results, they successfully
show that Y(q) is polynomial and generated by F7,... Fn.

Yakimova has also considered the question of the polynomiality of Sy(q) where q is a parabolic
contraction by a Borel subalgebra. In this case, she shows the polynomiality of Sy(q) [38, §5.1].
The proof again uses the family of free generators F7,...,Fn of Y(q). She notes emarks that
Fo has a unique factorisation as a product of irreducible elementﬁ of degree 1, i.e. in q C S(q).
Thus, by replacing F in the family F7,...,F; by its irreducible factors, she gets a certain
family F', and shows that it freely generates Sy(q).

In this thesis, we take this idea of decomposing an invariant into a product of irreducible
elements then replacing the invariant with its irreducible factors. The idea is to get a family F
which would hopefully freely generate the algebra of semi-invariants . However, to show that
F does generate the algebra of semi-invariants, our approach differs from the one of Yakimova.
In fact, one of the key points of Yakimova’s proof is the explicit computation of what is called
a fundamental semi-invariant. This computation is specific to the Borel case and uses the fact
that in this specific case, the canonical truncation ¢, is equal to the derived Lie algebra ¢, so
that Sy(q) = Y(q'). Yet if q is any parabolic contraction in type A, the inclusions q' C q, C q
are in many cases prope@ We think that adapting Yakimova’s arguments in a more general
setting may be difficult.

Also, we considered a proof using Panyushev’s theorem |1} with £ = g AIE In this theorem,
a crucial hypothesis is the codimension 2 property. This property is verified if and only if the
associated fundamental semi-invariant is scalar [23]. Yet in the case when q is a contraction by
a Borel subalgebra b, for which q' = q,, Yakimova [38] theorem 5.5] shows that, except in type
A, the fundamental semi-invariant associated with g, is not scalar, so the Lie algebra q, does
not satisfy the codimension 2 property. Thus a proof using theorem [I] cannot be generalised
outside type A.

Main results

We give an outline of the results of this dissertation. Our main result is the following:

Main theorem. Let q be a parabolic contraction of a simple Lie algebra g by a parabolic sub-
algebra p.

() Ifgis

32which is a restriction map

33which are then semi-invariants

34for q a parabolic contraction of gl,,, we compute precisely q, in section
35remember that Sy(q) = Y(q,)
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— either of type A,
— or of type C with a Levi factor of p of type Aﬂ

then Sy(q) is polynomial.

(xx) There exists a parabolic contraction q, with g of type C' and such that the Levi factor of p
is not of type A, for which Sy(q) is not polynomial.

Parabolic contractions of gl,

To show the polynomiality in the (%) cases, we rely on the study on the parabolic contractions
of gl,,, which is the Lie algebra of all matrices with size n. If q is a parabolic contraction of gl,,,
the polynomiality of Sy(q) is shown in three steps:

o Step 1: finding a specific algebraically independent family F of Sy(q),
o Step 2: showing that F is a transcendence basis of Sy(q),
 Step 3: conclude that Sy(q) = K[F].

Step 1: Any factor of a semi-invariant is still a semi-invariant. Thus, in the same way as
Yakimova in the Borel case, we find proper semi-invariants (i.e. with a non-zero weight) by
factorising some known invariants. If F,,, € S(gl,,) is the sum of the principal minors of size m,
then Fi,...,F, freely generate Y(gl,) and FY,..., F} freely generate Y(q)m where f* is the
component of f with maximal degree in n™. So firstly, we factorise the F}3, (Section. Let [ be
a Levi factor associated with q. The algebra [ is isomorphic to a certain product gl;, x ... xgl; .
We say that each gl; is a block of [, so that s is the number of blocks of [. Two blocks gl;, and
g[ik, are said to be isomorphic if i, = ipr. Also set imax = maxy i the size of the biggest block.
For every m € [1,n],

o if there exists i € {iy,...,is} such that m = >", min(ig, ), then set r,, as the number of
blocks of [ with size i, i.e. 7, = Card({k |ix = i}),

e otherwise, set r,,, = 1.

Theorem (see theorem [3.2.2)). For every m € [1,n], the invariant E3, is a product of vy, non-
constant homogeneous factors, denoted by Fy,1,..., Fy .. These factors are semi-invariants
and also verify the following properties:

(1) for allt € [1,ry, — 1], Fnt € S(n™),

(2) setting £y = Am1s- - Amrn for the weights of Fy1,..., Fpr,., one has Ap1 + ...+
Amrm = 0 and £, has rank r,, —1,

36By "Levi factor of type A", we mean a factor only associated with short roots. For example, if the Levi
factor is associated only with the long root, we will not consider this factor as a "type A" Levi factor, even if it is
isomorphic to a certain product sla X a with a an abelian Lie algebra.

37This point can be deduced from the study of the Fp, in type A by Panyushev and Yakimova [31] (see

proposition [3.1.28).
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(3) the vector spaces Vect((Am.t)t) for m € [1,n] are in direct sum,

(4) the family F of all Fy,; is algebraically independent.

With this theorem, we get non-trivial factors of F, if r,, > 2, with their weights and their
degrees. The decomposition of F, in the above theorem together with (1) is obtained by a
combinatorial study of the invariants Fj, (subsection [3.1)). We show (2) and (3) by explicitly
computing the weights of the semi-invariants F,; (subsection . This computation also
induces (4) with the following general theorem:

Theorem (see theorem . Let ¢ be a finite-dimensional Lie algebra. Let d > 1 and
(fm)i<m<a be a family of algebraically independent elements of Y (€). Assume that for every
m € [1,d], the invariant f,, decomposes into a product of semi-invariants fm, = [[}™ ;”}t with,
Tm > 1, and sy > 1 some (setwise) coprime numbers. Also assume that the semi-invariants

fm,t verify the following:

o for a fized m, the family of weights Amt of fmt fort € [1,mn] has rank ry, — 1,

o the sum of the vector spaces Vect ((Am t)1<t<r,,) for m € [1,d] is a direct sum.

Then the (fmt)1<m<d, 1<t<r., are algebraically independent.

Step 2: The next step is to show that F is a transcendence basis of Sy(q). For that purpose, we
show that the Gelfand-Kirillov dimension GKdim K[F] of the polynomial algebra K[F] generated
by F, is equal to the Gelfand-Kirillov dimension of Sy(q). Since GKdim K[F] is the transcendence
degree of the field of fractions of K[F], and since F is algebraically independent, then GKdim K[F]
is also the cardinality of F. Thus it is sufficient to show that GKdim Sy(q) = Card(F). We
already have GKdim Sy(q) = GKdim Y(q,) = ind q,.

Then, we compute ind q,, which is given by the following theorem:

Theorem (see theorem [3.3.1)). Let s be the number of blocks of a Levi factor | associated with
q and p the number of isomorphism classes of blocks of . That is, | verifies [ ~ gl;, x ... x gl;_
with Card({i1,...,is}) = p. Then

dimq, =n? — (s —p) and ind q, = Card(F) = GKdim(K[F]) = n + (s — p).
To show the above theorem, we use an equality proved by Ooms and van den Bergh [27,
Proposition 3.1]
dimq+indq =dimqy +indq, .
One has dim q = dim g = n?, and Panyushev and Yakimova have shown that indq = rgg = n
[31, Theorem 3.1]. Also indqy, = GKdimSy(q) > GKdimK[F] = CardF = n + (s — p). To
conclude, we then show that dimq, > n? — (s — p):

o we start with the inclusion ¢’ ®3(q) C g, (where 3(q) is the centre of q) which is true for
any Lie algebra, this inclusion gives us a vector subspace of q, with dimension n? — s+ 1,

o since the invariants F, belong to Sy(q) C S(q,), the p— 1 remaining dimensions are given
by computing some factors in h, (where b, := hNq, with h a Cartan subalgebra of gl,,)
of some terms for well-chosen F3, (section [3.3).
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Step 3: It suffices then to show that the F,; generate Sy(q) (section [3.4). We first show a
theorem which can be applied outside the frame of parabolic contractions.

Theorem (see theorem [3.4.6)). Let ¢ be a finite-dimensional Lie algebra. Assume that Y (€) is a
UFD and that

1) there exists a K-algebra homomorphism ¥ : S(€) — Y (£) such that ¥\~ s an isomorphism.
|y (¥)

Let (fm)1<m<d be a family of invariants which are irreducible in Y (€). Given for all m € [1,d]
a decomposition of fn, in S(t) as

m

fn =TT (fm) (%)

t=1

with vy € N*, assume that for each m, we are in one of the two following cases:

e the decomposition @ is trivial, i.e. Ty, =1 and vy,1 =1, that is fp, = fim1,

e the décomposition @ is the decomposition of f,, as a product of irreducible elements in

S(e).

Let £ be the set of all fp, . If GKdim Sy(¢) = GKdim K[f], then the set of weightﬁ of Sy(¥) is
a group and Sy(&) is generated by Y (£) and the elements of £. In particular, if the elements fp,
generate Y (8), then Sy(t) = K[f].

We will show that parabolic contractions q in the (x) cases of the main theorem verify the
hypotheses from the above theorem, so that in particular, the set of weights of Sy(q) is a group.
This is specific to parabolic contractions since such property is not true in general. For instance,
for a proper parabolic subalgebra p of a semi-simple Lie algebra g, the set of weights of Sy(p) is
not a group (see |13, lemma 4.2.4]).

Under the hypotheses of this theorem, we see that the decomposition of f,, is trivial if and
only if r,,, = 1. Moreover, if m is such that r,, > 2, then we see that for all ¢, fy,; is a semi-
invarian@ and has non-zero weight. However in our case, when we obtain a decomposition of
Fy = TI;7 Fongt with 7, > 2, we do not know a priori whether all F, ; are indeed irreducible.
To show this, we use the more technical following result.

Theorem (see theorem |3.4.13)). Let € be a finite-dimensional Lie algebra. Assume that Y (€) is
a UFD. Let (fm)i1<m=<d be a family of invariants which are irreducible in Y (£), and for every m,
assume that f,, has a decomposition as

Tm

fm = H (fm,t)ym’t

t=1

with vy € N*. Set f the set of all f+ and £ the set of fm ¢ for which ry, > 2. Assume that
GKdim K[f] = GKdim Sy(¢). Assume further that the following three hypotheses are satisfied:

38which is a semi-group in the general case
39t is a factor of an invariant so a semi-invariant, see proposition [2.2.13
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(1) there exists a homomorphism of K-algebras 9 : S(¢) — Y () such that ¥y is an isomor-
phism.

(II) each f € £* is indivisible in the multiplicative semi-group Sy(E)ﬂ

(II1) for each f € £, there exists a K-algebra Ay, which is a UFD, and a K-algebra homo-
morphism ¥y : Sy(¢) — Ay such that ¥¢(f) is not invertible in Ay and such that Vs(f) is
coprime to every U¢(g) for all g € £\ {f}.

then the fu 1 in £ are irreducible in S(¥).

To conclude that Sy(q) = K[F] in the case of a parabolic contraction q of gl,, with the semi-
invariants Fj,, ; we constructed in step 1, we show that the three hypotheses (I), (II) and (III)
are satisfied.

For the hypothesis (II), we show that the semi-invariants F, ; for r,, > 2 are indivisible by
noting that they have degree 1 in some e, ., where (€, )1<vw<n is the canonical basis of gl,,.

Recall that the algebras S(t) and K[¢*] are isomorphic. In the same way, if A is a K-
algebra, the A-algebras A®g S(t) and A[A®k £*] are naturally isomorphic, which allows to
write f(q) € A where f € A®k S(¢) and ¢ € A®xk £*. For hypotheses (I) and (III), in fact we
show some stronger hypotheses (I') and (IIT"), which are more adapted to our case:

(') there exists gi,...,g4 which freely generate Y(¢) and ¢ € K[X1,..., Xy] ® £ such that
for every m € [1,d'], one has g,,(q) = X,

(IIT") for all m € [1,d] such that r,, > 2 and t € [1,7,,], there exists ¢, € K[X] ® " such that
degy fm.t(gm) = 1 and fur(gm.) € K* for (u,7) # (m,1).

With ('), the homomorphism ¢ in (I) is f € S(¢) — f(¢) € K[X1,...,Xa] ~ Y(¢). The
hypothesis (IIT’) is a reformulation of (III) with A; = K[X]. Note that hypothesis (I’) implies
the existence of a Kostant-Weierstrass section for Y(q). Proofs of (I’), with the g1,...,gq being
the Fy,...,Fy, and of (III’) are combinatorial and use weighted digraphﬁ we call pathways.
A pathway is a weighted digraph with set of vertices [1,n] and for which there is exactly one
arrow going from any vertex x to any vertex y. When we graphically represent a pathway, we
only represent arrows with non-zero weights.

Let A =K[Xy,...,X,]. Fix ¢ € A®gl;,. We define a pathway G(q) associated with ¢ with
weights belonging to .4 which we call the graph of q. The pathway G(q) is such that the arrow
going from z to y in G(q) has weight e, ,(¢). The F;, are sums of terms of the form &[], ; ¢; ,(;)
with J a subset of [1,n] and o a permutation of the set J. Thus to compute Fp (g), it suffices
to

o determine the dicyclic subgraphs of G(q) with length m, i.e. unions of directed cycles in
G(q) with disjoint sets of vertices such that the arrows of all considered cycles have a
non-zero weight, with the total subgraph having m vertices,

104 ¢. f is not an a'* power in Sy(t) for any a > 2

4I'We denote by "digraph" a directed graph.
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o show that these dicyclic subgraphs are associated with monomials of F}3,, i.e. verify that
they have the right degree in n™.

For (I’), we choose ¢ such that G(q) is represented graphically as follows:

with {v1,...,v,} = [1,n]. If we fix m € [1,n], this pathway has a unique dicyclic subgraph of
length m, which is the following directed cycle:

Xm

D O

This cycle corresponds to a unique monomial S, of F;,. With a good choice of the sequence
(v1,...,vy), i.e. of the order of the v;, then the monomial S, is a monomial of Fy, for every m,
so that F2(q) = Sm(q) = Xm.

For (IIT’), fix m,t. We take ¢ as constructed above and set X,,, = X and X,, = 1 for p # m,
so that Fy,(¢) = X and F), -(¢q) € K* for u # m. With a good choice of the sequence (v1,...,v,)
among those that satisfy point (I’), we get Fy,,+(¢) € K* X and F), -(¢q) € K* for (u, 1) # (m,1).
With hypotheses (I’), (II) and (III’) satisfied, we eventually have Sy(q) = K[F| so F freely
generate Sy(q) in type gl,,.

Parabolic contractions in type A and C

To show the polynomiality in cases (%) of the main theorem, we study the polynomiality of
Sy(q) when q is a parabolic contraction of g = sl, or g = sp,, (chapter [4)). Note that q is
a Lie subalgebra of a parabolic contraction q of gl,. To study the polynomiality, an idea is
to project on q the results we got on q. Let pr : S(q) — S(q) be a projection such that its
restriction pr : ¢ — ¢ is a g-module homomorphism. In the cases we consider here, one has

pr(Fy,) = pr(Fm)® = T2 pr(Fm.e)-
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In type A (section , one has g = sl,, the Lie algebra of the special linear group, i.e. the
set of all matrices of size n with trace zero. We consider the projection pr : S(gl,) — S(sly)
coming from the decomposition gl, = sl, ®Kid. In this case, we get pr(Fy) = pr(id) = 0,
and the pr(Fy,) for m € [2,n] freely generate Y(q) according to [31]. The weight of pr(Fp,+)
is the weight of F),; restricted to sl,, and we show that the pr(F,, ;) are again algebraically
independent making use of the theorem We then easily see that the set of pr(F,)
provides a transcendence basis of Sy(q). Finally, if z € Sy(q), then x € Sy(q) since Kid = 3(q),
thus = pr(z) is a polynomial in the Fy, ¢, so it is also a polynomial in the pr(F, ).

In type C, the integer n is even and we take g = sp,, the Lie algebra of the symplectic
grou Consider the projection pr : S(gl,) — S(sp,,) coming from the decomposition gl, =
5P, Gj%pf; <) Kid) where sp;- C s, is the orthogonal of sp,, with respect to the Killing form of
sl,. In this case, we get pr(Fy,) = 0 for every odd integer m, but the pr(FEy,) for even m € [1,n]
freely generate Y (q) according to [31].

In the (*) case of the main theorem, 7.e. when the Levi factor associated with the contraction
g has no factor of type C, then the Levi factors [ associated with the parabolic contraction q of
gl,, can be written as [~ gl;, x ... x gl; with s even (section. In this case, the proof of the
polynomiality of Sy(q) mainly follows the pattern of the type gl,,. In q, the decomposition Fy, =
[1;7) Finz is non-trivial, i.e. such that 7, > 2, only if m is even. We then get decompositions
pr(Fe) ==+ Hfgl i{:@t, where some powers s,, ; > 2 appear by gathering the factors that become
colinear after projection. Again, we can use theorem to show that the family £ = (fi ¢)m.¢
of pairwise non colinear semi-invariants is algebraically independent. This family has cardinality
n/2+s/2 = indq + s/2. Thus dimq, > dimq = dimg — s/2 and indq, > indq + s/2. With
Ooms and Van den Bergh’s equality , these inequalities become equalities, so that the
family f becomes a trascendence basis of Sy(q). To show that Sy(q) = K[f], we once again show
that the hypotheses (I), (II), and (III) from theorem are verified, and again, we use the

hypotheses (I’) and (III’) previously mentioned to show (I) and (III).

For (II), we show that most of f,;’s weights, say A, are indivisible in the set of weights
A of Sy(q), i.e. At € al for a > 2. In fact, since A C Y, Z wy, with wy, being the fundamental
weights of sp,,, it is enough to prove that A, ; is indivisible in ), Z w;,. However, there remain
some weights A, ; which do not verify this last property. In these particular cases, we verify the
semi-invariants indivisibility directly by proving that they have degree 1 in certain elements of
a basis of sp,,.

For (I'), we reuse the notion of pathway, which we modify slightly in type C. Let A =
K[X1,..., Xy /2] Fix ¢ € A®sp;;,. Define a pathway G(q) with weights in A called the graph
of ¢, such that the arrow from x to y has weight pr(e;,)(q). This definition implies that all
graphs in type C' have a symmetry, in that an arrow x — y with non-zero weight in the graph
of ¢ implies an arrow n + 1 —y — n + 1 — z with non-zero Weighﬁ As in type gl,,, we then
construct an element ¢ such that its graph G(¢) has a unique dicyclic subgraph of length m,
which is in fact a directed cycle. Said graph has the following representation:

42We take the definition of sp,, given by [3].
“3This fact comes from the construction of sp,, given in 3], where the Cartan subalgebra of sp,, is diagonal.
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Xn/2—1 Xn/?

with {v1,...,v,} = [1,n].

For (IIT’), there are not enough sequences (v1,...,v,) satisfying (I’), so we cannot proceed
as for a parabolic contraction of gl,, by simply adapting the ¢ constructed in (I’). Instead we
first choose ¢’ € q%, such that G(¢') is a dicyclic graph, i.e. a disjoint union of cycles Cy,...,C;.
Set Sy, ...,S; the associated monomials, and from this choice of cycles we get Sj(¢') =1 for all
j and pr(F3)(¢") = §‘=1 Si(¢") = 1 for every (even) p verifying r, > 2, where 7 is such that
w =Y, min(ig, ). Fix m,t. To verify (III’), the idea is to modify ¢’ by multiplying a term of
¢’ by X. If we note ¢ the modified ¢’, we then have S;(¢) = X? with p € {1,2} and S;(¢q) =1
for j # i, and so pr(Fy,)(¢) = XP. Yet we also get pr(F?)(q) = X? for u > m such that r, > 2,
which does not coincide with (IIT’), unless i = iyax := max(ix) i.e. the maximal size of blocks
for the Levi factor [. To avoid this when i # imyax, we modify ¢/ further and the structure of the
cycles C; and C;11 in the dicyclic graph G(¢’), to obtain ¢ which satisfies degy pr(E3)(q) > 1 et
degy pr(F};)(q) = 0 for pu # m such that r, > 2. By carefully choosing the edges on which we
make this modification, the newly constructed ¢ satisfies (III").

Now we prove part (#*) of the main theorem. Consider the case where the Levi factor
associated with the contraction q has a type C factor, i.e. the case where the Levi factors [
associated with the parabolic contraction q of gl, can be written [ = gl; x... x gl;, with s
odd. In this case, non-trivial decompositions Fy, = [[;™ Fpn+ in gl,, can occur for some odd m.
However, for an odd m, one gets pr(Fy,) = 0 thus pr(F;,) = 0 and there are cases with m odd
where pr(F, ;) # 0 for certain ¢. In these cases, if we only consider the set of pr(F,, ;) for even
m, the resulting family f is not a transcendence basis of Sy(q): some elements are "missing".
Take the following example (section and consider q the parabolic contraction of glg defined
by the following diagram@

44the full line separates elements e; , in p from those in n™, and the e;,, between the full line and the dashed
line form a basis of a Levi factor [
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Set q = pr(q) the corresponding parabolic contraction of spg. In this case, we get a decomposition
Fg = Fg1Fg2Fg 3 projecting to pr(Fg) = pI‘(Fg,l)sz‘(F&g) as well as a decomposition F3 =
F51F59. Projecting the latter decomposition gives pr(F?) = pr(Fs1) = 0, however pr(Fs2) =
pr(eig) # 0. Yet pr(Fs2) is not proportional to any pr(F,;) with m even. To apply the
same pattern of proof as in the previous cases, we would like to find pr(Fs2) as a factor of
an invariant, .e. here a polynomial in pr(F3),pr(Fy), pr(Fg),pr(Fg). We find that pr(Fs2)
divides pr(Fg) — 1 pr(F})?, and we set pr(Fg) — 3 pr(Fy)* = Fpr(Fs2). We then show that the
family pr(FZ'),pr(FG'),pr(F&l),pr(F&g),ﬁ,pr(Fg,,g) is algebraically independent by computing
their weights, and using the same kind of proof as in the previous cases. We then show that
the family pr(Fg),pr(Fi),pr(Fg),pr(Fg’l),pr(Fég),F’, pr(Fs2) generates the algebra Sy(q) by
verifying hypotheses (I’), (II) et (HI) Since Fpr(Fs2) + L pr(Fp)? = pr(Fsq)? pr(Fs2), the
algebra _
Sy (@) = Klpr(E3), pr(F3), pr(F3), pr(Fa), pr(Fez), F, pr(F )

is isomorphic to the algebra K[ X1, Xo, X3, X4, X5, X¢, X7]/ (X6 X7 + iX% — X?X5) which is not
polynomial.

The phenomenon yielding this counterexample is not isolated. We present in chapter |5 some
conjectures in this direction.

Some tracks for parabolic contractions in other types

We discuss in section the limits of our approach and some possible tracks to study some
cases in other types. The pattern to prove the polynomiality (or not) of the algebra of semi-
invariants associated with a parabolic contraction ¢ which we presented here is at least based
on the knowledge of a minimal generating family of Y(q). Such family is given in types A and
C' by Panyushev and Yakimova [31]. In types B and D as well as in exceptional types, this
type of study is much harder because we do not know such family. Moreover, some properties
of parabolic contractions which are true in types A and C may not be true anymore in types B
or D. For instance, one may have pr(F,,)® # pr(Fy,) i.e. pr(Fy,) = 0 while pr(F,,)® # 0, which
makes the combinatorial study of the semi-invariants considerably harder.

Conversely, in some cases where the approach of Panyushev and Yakimova failed, we can
hope to find a trascendence basis of the algebra of invariants by studying known semi-invariants.
For instance, we can use the following proposition which gives the semi-invariants with degree
1 for a parabolic contraction.

Proposition (see proposition . Let q = pxn~ be a parabolic contraction of a simple Lie
algebra g associated with a certain Cartan subalgebra, o certain basis m of the associated root
system R and a certain subset ©' G mw. Set 0 the highest root of R. Let e € q be non zero. Then
e is a semi-invariant (of degree 1) of S(q) if and only if e € gg, with B € (=7 \ —7') U {0} such
that the vertex associated with —f in the extended Dynkin diagram of R is not linked to any
vertex associated with an element of 7.

In the example [31, remark 4.6] in type Dg with ' = {as, a4, a5}, the family pr(Fy)e,
ooy Dr(F19)®, f* (with f a square root of pr(Fis)) is not algebraically independent thus is "too

“3instead of (IIT") which cannot be simply showed here
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small". By studying the semi-invariants of degree 1, we remark that pr(F4)® is in the ideal of
S(q) generated by some semi-invariants x1,zo of degree 1. More explicitly, we get pr(Fy)® =
T1Y1+T2Yy2+x1T2Y1 2, Where y1, y2, Y1 2 are semi-invariants and x1y1, xa2y2, T122y1 2 are invariants
with the same degree and degree in n™ as pr(Fy)®. With these three invariants, we can hope to

get a "wider" family, maybe even an algebraically independent one.

The work of this thesis can be linked to other recently published articles. Recall that we
explicitly describe the generators of Sy(q) when Sy(q) is polynomial (with their weights and
their degrees) in type A and in type C with a Levi factor of type A. This also seems to give an
explicit formula for the generators of the polynomial algebra S(n‘)p/. This question has been
mentioned by Fittouhi and Joseph (see |16, §2.2.3]). Also, according to Joseph and Fittouhi,
the number of these generators is equal to the number of hypersurface orbital varieties in the
nilradical n of the parabolic subalgebra p (see [16| §2.3.4]). These hypersurface orbital varieties
have been described in type A by Joseph and Melnikov [22] and by Perelman [33] for the other
classical types.
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Chapitre 2

Notations, premieres définitions

2.1 Notations, définitions générales

On rappelle que K est un corps de caractéristique 0 algébriquement clos. Tous les espaces vec-
toriels et algeébres considérés ont pour corps de base K. Soit N = {0,1,2,...} Pensemble des
entiers naturels, Z ’ensemble des entiers relatifs, Q ’ensemble des nombres rationnels. On note
N* = N\{0}. Pour tous a < b dans Z, on note [a, b] I'ensemble des entiers k tels que a < k < b.
Si a > b, on pose par convention [a,b] = (). Pour un ensemble J fini, on notera son cardinal |.J|
ou Card(J). On note &(J) 'ensemble des permutations de J, et pour tout k € N*, &y, := &y -
On note 0 le symbole de Kronecker, c’est-a-dire pour tous u,v dans un ensemble F, d,, vaut 1
siu =wv et 0 sinon. Si R est un anneau, on note R* I'ensemble des éléments inversibles de R.

Pour V un K-espace vectoriel de dimension finie on note dim V' la dimension de V', et pour
a,b € V,onnote a b s’il existe ¢ € K* tel que a = ¢b. On note V* le dual de V' et S(V') 'algebre
symétrique de V', qui est une algebre de polynémes de dim V' générateurs. On munit S(V') de
sa structure d’algebre graduée. Si Vi et V5 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
V, on note V1 & Va2 la somme directe de V; et Va ainsi que pry, y, la projection de V' sur V;
parallelement & V5. Si X' est un semi-groupe abélien, on dit que x € X est un élément indivisible
(ou non divisible) de X’ si pour tout entier £k > 2, on a z ¢ kX := {kx |z € X'}. Si Y est une
variété algébrique, on note K[Y] l'algebre des fonctions régulieres sur Y.

Soit n € N*. Soit g := gl,, 'ensemble des matrices de taille n x n a coefficients dans K
muni d’une structure d’algebre de Lie avec le crochet [z,y] = zy — yx (ou ici le produit zy
est le produit matriciel) pour tous z,y € gl,. On note également g le sous-espace vectoriel de
g formé des matrices de diagonale nulle. On fixe I := [1,n], (epq)pqer la base canonique de
gl, et (e;,q>p,q6 1 la base duale de gl associée. Pour tous J,J' C I, on note g J.J/ le sous-espace
vectoriel de g = gl,, engendré par les e, 4 avec p € J,q € J'. On note aussi g; := g;,. Si V
est un sous-espace vectoriel de g, on notera Vj y :=V Ng; ; (et de méme que précédemment,
Vy = Vj). Pour J,J" C I de méme cardinal, on écrit Ay € S(gl,) le mineur associé aux
coefficients de ligne .J et de colonne J’, autrement dit :

A= 2, e []eon

o€BIj(J,J") jeJ
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(le produit est cette fois-ci le produit tensoriel dans S(gl,,)) ou Bij(J,J') est I'ensemble des
bijections de .J dans .J' et pour tout o € Bij(.J,J'), on note £(c) = £(0) = (—1)"™() o inv(o)
est le nombre d’inversions de o. On note également A; := A ;. Un mineur principal est un
mineur de la forme Ay, pour J C I. On note alors

Fj=> Ay (2.1)

|J|=J

Soit B une K-algebre associative, commutative integre et unitaire, on appelle monéme en
ai,...,aq € B\{0} une expression de la forme kai'...a’, avec k € K* et r; € N pour tout
1 <4 < d. SiP est un polyndme en les a,...,aq, qui s’écrit P = 3" . ke r, at...alf,
on appellera mondéme de P (en les ay,...,a4) un ke, ai' .. .a:ld avec ky, . r, 7 0. On note
également Klay,...,aq] la K-algeébre engendrée par ay, ..., aq.

Soit A une K-algébre associative commutative unitaire intégre de type fini. La dimension
de Gelfand-Kirillov de A, notée GKdim A coincide avec le degré de transcendance sur K du
corps des fractions de A. C’est en particulier le cardinal maximal d’une famille algébriquement
indépendante de A. Si a = (ay,...,aq) est une famille finie algébriquement indépendante d’élé-
ments de A, la famille a est une base de transcendance de A si d = GKdim A. De maniére
équivalente, la famille a est une base de transcendance de A si a est algébriquement indépendante
et pour tout = € A, la famille (aq,...,aq,x) est algébriquement liée. La famille a = (ay, ..., aq)
engendre librement A si a est algébriquement indépendante et A = K|ay,...,aq]. En parti-
culier, toute famille engendrant librement A est une base de transcendance de A. On dit qu'une
algebre est polynomiale lorsqu’elle est isomorphe & une algebre de polynomes, c’est-a-dire
lorsqu’elle admet un sous-ensemble fini qui ’engendre librement.

2.2 Rappels sur les algebres de Lie, contractions paraboliques,
algebres d’invariants et de semi-invariants

Toutes les algebres de Lie considérées par la suite seront de dimension finie. Pour toute algebre
de Lie €, on note ¢ = [t €] I'algébre de Lie dérivée de € et 3(£) le centre de £ Dans toute cette
section, on considére £ une algebre de Lie (de dimension finie). Comme dans [6], si t et s sont
deux idéaux de £ d’intersection nulle, on note t @ s la somme des deux espaces vectoriels, et t X s
I’algebre de Lie produit.

2.2.1 Rappels sur les algebres de Lie

On reprend quelques définitions de base de [6].

Définition 2.2.1. Pour tout f € £*, on définit la forme bilinéaire alternée ¢ par ¢¢(x,y) =
f([x,y]) pour tous z,y € €. Soit £) < ¢ le noyau de la forme bilinéaire ¢7. On définit I'indice
de € par ind £ = min{dim &) | f € £*}.

Définition 2.2.2. Soient a et b deux algebres de Lie, et ¢ : a — Der b un morphisme d’algebres
de Lie entre a et l'algebre de Lie des dérivations Der b de b. On définit le produit semi-direct
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a X4 b comme étant 'espace vectoriel a @ b muni du crochet de Lie défini par :
Va,d' € a,Vb,b' € b,[a+ b,a’ +b] = [a,d'] + [b,V] + ¢(a) (b)) — ¢(a’) (D)

En particulier, b est un idéal de a x4 b. On note souvent a x b pour a x4 b lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur le morphisme ¢.

2.2.2 Contractions paraboliques

Définition 2.2.3. Soit g = ¢’ @ 3(g) une algebre de Lie réductive de crochet de Lie [,]q, et
b := b* @ 3(g) une sous-algebre de Cartan de g. Soit R le systéme de racines associé & (g’, h>),
et 7 une base de R. Pour tout § € R, on note g3 = {x € g : Vh € b, [h,z]y = f(h)x}. On note
R = RTUR™ la décomposition de R en racines positives et négatives induite par m. Soit 7’ C .
On note R, le sous-systéme de racines de R engendré par 7/, et R = R;L/ LR, la décomposition
en racines positives et négatives induite par 7. Soit p = P ger+ur-, 95 ® h. On dit que p est la
sous-algébre parabolique associée a b, 7 et 7’. On appelle sous-algébre parabolique de g une
sous-algebre de Lie de g ainsi définie pour certains choix de h et 7. Soit n* = EBﬁe RH\RY, 93

et n” = @BER*\R;, gg- Ona g=pdn~. Soit (n7)* 'espace vectoriel n~ muni d'une structure

d’algebre de Lie abélienne. On définit alors q := p x(n™)? la contraction parabolique de g
par p, ou le produit semi-direct découle du morphisme ¢ : p — Der (n7)* ~ End n™ défini par

d(p)(n) =p.n=[p,n]q = pry- y([p;nlg), p EP,nEN.

Pour des raisons pratiques, on omettra souvent l’exposant () de l’algeébre de Lie (n™)* et on
notera simplement cette algebre de Lie n™. Pour tous p1,p2 € p,n1,n2 € n~, on a donc :

[p1, p2lq = [p1, P2y, [p1,n1]q = pro-  ([p1,1]g) [n1,n2]q = 0.

On remarque en particulier que pour tout h € b et tout = € g, on a [h, x]q = [h, x]g. On appelle
contraction parabolique de g toute construction d’un tel q pour tout choix de sous-algebre
parabolique p, c¢’est-a-dire & conjugaison pres, pour tout choix de «’ C .

Remarque 2.2.4. L’algebre de Lie q n’est en général pas réductive. La sous-algebre n~ est un
idéal abélien de g. Les espaces vectoriels q et g sont égaux et ont la méme structure de h-module.
Un calcul simple donne ¢’ =p' xn~.

Propriété 2.2.5 (Panyushev, Yakimova [31]). Une contraction parabolique q d’une algébre ré-
ductive g est algébrique, c’est-da-dire l’algébre de Lie d’un groupe algébrique Q.

Théoréme 2.2.6 (Panyushev, Yakimova [31]). Pour toute contraction parabolique q d’une al-
gebre de Lie réductive g, lindice de q est égal au rang de g.

On définit certains cas particuliers importants de contractions paraboliques.

Définition 2.2.7. On prend g = gl,, et h C g l’ensemble des matrices diagonales, qui est une
sous-algeébre de Cartan de g. On a gl), = sl,, :== {z € gl,, | tr(z) = 0} (ou tr(x) désigne la trace
de ) et 3(gl,) = Kid (o1 id est la matrice identité). On note h* := hNg' (qu'on a noté §
dans la définition . Pour tout £ € [1,n — 1], soit hy = e ¢ — €r41,0+1 €t wp € (h)* le poids
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fondamental associé & hy, c’est-a-dire que la base (wy)s est la base de (h*)* duale de la base
(he)e de b, On étend alors ces poids fondamentaux & des éléments de g* en posant pour tout
l, (wz)@@Kid = 0 ou g est 'ensemble des matrices de diagonale nulle. Par convention, on pose
également wy = w, = 0. On note (€;);c[i,n] la base de h* duale de la base (e;)ic[1,n) de b,
et pour i € [1,n — 1], on note a; = ¢; — €;41. On considére la base 7 = {a1,...,a,-1} de R.
Soit 7’ C 7. Soit p la sous-algebre parabolique associée a b, m et 7’. On appelle sous-algébre
parabolique standard une sous-algebre parabolique définie dans ces conditions. On appelle
également contraction parabolique standard de g une contraction parabolique de g par une
sous-algebre parabolique standard.

Propriété 2.2.8. Toute contraction parabolique de g = gl,, est la conjuguée d’une contraction
parabolique standard de g.

Jusqu’a la fin du chapitre 4l p désignera une sous-algebre parabolique standard et q une
contraction parabolique de g par p, et on reprendra souvent les notations de la définition [2.2.7]
On choisit la sous-algebre parabolique p propre, autrement dit 7’ # . En particulier, on an > 2.

2.2.3 Algebres d’invariants et de semi-invariants

On reprend ¢ une algebre de Lie quelconque de dimension finie. L’action adjointe de ¢ s’étend
en une unique action d’algebre de Lie de ¢ sur son algebre symétrique S(¢). On note ¢ - f si
q € tet f € S(k) pour désigner cette action. On rappelle que cette action d’algebre de Lie est
caractérisée par les points suivants :

® pourQ7f€E7 Onaq.f:[(bfh

o pour tout ¢ € ¢, Papplication f € S(¢) — ¢ - f est une dérivation de S(¥).

Désormais, lorsqu’il n’y a pas de précision, si q1,q2 € £, le produit giqo sera le produit dans
Palgebre commutative S(£), a ne pas confondre avec un éventuel produit associatif dans le cas
ou ¢ est une sous-algebre de Lie de g = gl,,.

Définition 2.2.9. On définit I’algébre des invariants de S(¢) comme la sous-algebre Y (¢) C
S(t) définie Y(£) = {s € S(¢) |Vge t,q-s=0}. Un élément de Y(&) est appelé invariant de
S(e).

Définition-Propriété 2.2.10. Pour A\ € £, soit S(¢)y = {s € S(¢) |[Vg € t,q-s = A(¢)s}. On
appelle semi-invariant de S(t) un élément f non nul appartenant a S(€)x pour un certain
A € ¢, et on dit que X est le poids de f. On note A(t) (ou A s’il n’y a pas d’ambiguité sur
Ualgébre de Lie €) l’ensemble des poids de semi-invariants de S(€) (ou par abus, l’ensemble des
poids de S(¥)), c’est-d-dire A(€) :== {\ € € | S(€)x # 0}. L’espace vectoriel Sy () := @yrcp S(8)a
est alors une algébre, appelée algébre des semi-invariants de S(t).

La démonstration vient du point suivant :

Propriété 2.2.11. Pour tous p,v € €, on a S(8),S(¢), C S(&)urv. En particulier, A admet
une structure de semi-groupe. On a Y () = S(€)g C Sy(£), de sorte que Sy(£) ainsi que tous les
S(€),, sont des Y (€)-modules.
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Remarque 2.2.12. Si q est une contraction parabolique définie comme a la définition alors
A(q) C (b®)* (la notation h™ a été introduite dans la définition [2.2.3)).

La proposition suivante a été montrée par Moeglin ([26]).

Proposition 2.2.13. Soit f € S(£) un semi-invariant non nul, alors tout facteur de f est un
semi-invariant.

On donne une démonstration élémentaire pour le lecteur.

Démonstration. On peut supposer que f est non constant. Par factorialité de S(¢), f s’écrit

d
r=T11 2
u=1

avec les f,, € S(¢) irréductibles premiers entre eux deux a deux, et p,, € N*. Comme tout produit
de semi-invariants est un semi-invariant par la propriété [2.2.11] il suffit de montrer que chaque
fu est un semi-invariant et donc de montrer que :

(1) si g,h sont non nuls et premiers entre eux et gh est un semi-invariant, alors g et h sont
des semi-invariants,

(2) si gP, avec p € N* et g # 0, est un semi-invariant, alors g est un semi-invariant.

Pour (1), supposons gh de poids A alors pour tout g € &,

q-(gh) =Xq)gh=(q-g)h+g(q-h).

Ainsi (Mq)g —q-g)h = g(q - h). Puisque g et h sont premiers entre eux, h divise ¢ - h. Or
deg(gq-h) < deg(h) donc il existe pu € € tel que ¢-h = p(q) h et on obtient alors g-g = (A—pu)(q) g.

Pour (2), supposons gP de poids A, alors pour tout ¢ € q
q-9"=Ma)g" =p(a-9) g,

d’oﬁq-gz%g. H

2.3 Troncation canonique et ad-algébricité

Cette sous-section reprend en grande partie les résultats exposés dans [20, 2.4.5] et [11], Sec. B,
Chap. I].

Définition 2.3.1. Soit ¢ une algebre de Lie et A I'ensemble des poids de S(£). La troncation
canonique £, est la sous-algebre de Lie de € définie par €4 = ()¢, ker A.

Propriété 2.3.2. Soit £ une algébre de Lie, on note A = A(€). On a ¥ ®3(k) C €,.
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Démonstration. Soit A € A, et s un semi-invariant non nul de poids A. Pour tous z,y € £ on a

Mz, yl)s = [z, y]-s = (2~ (y-5)) = (y- (2 5)) = (AM@)A(y) — AMy)A(x))s = 0. Siz € 3(¢), on a
Az)s =2 -5 =0 donc \(z) = 0. O

La définition suivante est tirée de |35, 24.8.2].

Définition 2.3.3. L’algebre de Lie ¢ est ad-algébrique si 'algebre de Lie ad ¢ est algébrique,
c’est-a-dire une sous-algebre de Lie algébrique de gl(t).

En particulier, une algebre de Lie algébrique est ad-algébrique. On obtient alors le théoreme
suivant, présenté dans [12, Appendice B.2] dans une version un peu plus générale, qui généralise
un résultat de Borho, Gabriel et Rentschler [2, Satz 6.1].

Théoréme 2.3.4 (Joseph, Millet). Soit ¢ une algébre de Lie de dimension finie. Si ¢ est ad-
algébrique, alors Sy(€) =Y (£x) = Sy(£a).

En particulier, dans le cas ot q est une contraction parabolique d’une algebre de Lie réductive,
q est ad-algebrique (par [20, §2.4.5], voir également [11, chap. I, Sec. B, 6.3]). On a donc Sy(q) =
Sy(qa) = Y(qu). De plus, par un résultat de Chevalley et Dixmier |7, lemme 7], qui est un cas
particulier d’'un théoreme de Rosenlicht [34], on a degtr Frac(Y(q,)) < degtr (Frac(S(qy)))% =
ind q. Comme Y(q,) = Sy(q,), on a (voir [11, Chap. I, Sec. B, 5.12])

Théoréme 2.3.5. GKdim Sy(q) = GKdim Y(q,) = ind q,.
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Chapitre 3

Polynomialité de ’algebre des
semi-invariants associée a une
contraction parabolique de gl,

On rappelle que q = p x n~ est une contraction parabolique standard de gl,,.

3.1 Propriétés relatives a une contraction parabolique

Dans cette section, on développe une combinatoire sur la contraction parabolique qui permettra
d’exhiber des semi-invariants comme facteurs d’invariants symétriques.

3.1.1 Combinatoire de la contraction parabolique

Sous les notations de la section [2.1] et la définition [2.2.7] on introduit les notations suivantes qui
seront utiles pour la suite.

Notation 3.1.1. On rappelle que g = gl,, et I = [1,n] avec n > 2.

e Onpose 7\ 7' ={a,,...,0, Javecs>2,et [, ={0 =19 <11 <...<is-1 <ts=n}
Pour tout k € [1, s], on note I, = [tx—1+1, tx]. On obtient alors une partition I = I L. ..U
I, telle que [ := g; x ... x g;, est un facteur de Levi de p. Soit iy = Card I, = 1y — 1p_1,
de sorte que n =iy + ... +1is et gy =~ gl; ; on note également iyay = maxj<i<s(ix). On
note u1 + ...+ pi,., = n la partition duale de (ix). Pour tout z € [1,n], on note k(zx)
I'unique indice de [1, s] tel que = € Iy, et i(x) = Card(I,)). Pour tout i € N, on pose
K(i) ={k € [1,s] |ix > i}. Les K(i), 1 < i < imax ont pour cardinal p; et forment une
suite décroissante (pour Iinclusion) de parties de [1,s]. On note r; = {kj1 < ... < ki, }
Pensemble des k tels que i = i, c’est-a-dire k; = K (i) \ K(i + 1).

e Pour tout J C I, l'algebre p; = pNg; est une sous-algebre parabolique de g;. On note
alors J, = J N I pour tout k, de sorte que J = Jy U ... Js. On appelle partition
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de J (associée a p;) cette partition, et les Jy sont les parts de cette partition. On pose
Jr = Card Jj, d’ou Card J = j; + ...+ js. Si L C [1, 5], on note Jp, := | cr, Jk-

e Pour tout i € [0,imax], on note p; = Cardk; = Card({k € [1,s] | ix =i}) et m; =
Z?;af‘ pemin(i,¢) = Y 7_;min(é,49;). On pose I I'ensemble des i tels que p; > 1. Soit
My, ensemble des m; tels que p; > k. La famille des M, forme une suite décroissante de
sous-ensembles de [0,n]. On a en particulier

— My l'ensemble des m; pour i € [0, imax],

— M; ’ensemble des m; pour ¢ € 1,

— M I'ensemble des m; avec i € I et p; > 2.
Exemple 3.1.2. En type gl,, pour illustrer les différentes constructions, on se basera sur
lexemple suivant : on prend n = 12, et ©’ = {a1, a2, a3, a4, a7, 08,010}, de sorte que I; =

{1,2,3,4}, Iy = {5}, I3 = {6,7,8,9}, I, = {10,11} et I5 = {12}. On schématise cet exemple

comme suit :

g7

L’algebre de Lie [ = gl x gl; x gly X gly x gl; est un facteur de Levi de p. On a alors I = {1,2,4}
et (i1,12,13,14,15) = (4,1,4,2,1). Ainsi la partition duale est (w1, u2, 13, pa) = (5,3,2,2), d’ou
my = 5, mg = 8 et my = 12. Remarquons que 3 ¢ I, et donc que mg = 10 n’est pas dans M;.
Ona K(0) = K(1) = {1,2,3,4,5}, K(2) = {1,3,4}, K(3) = K(4) = {1,3}, et &1 = {2,5},
Ro = {4}, R4 = {1,3}

On représente p comme suit :

[ 1]
[

N R = A

Le nombres de cases de la ligne k est égal a ¢;. Par exemple, on représente i; = 4 par les
quatre cases de la premiere ligne. On obtient une bijection entre les sous-algebres paraboliques
standards p de gl,, et de tels diagrammes a n cases. On lit alors I’élément p; de la partition duale
en comptant le nombre de cases sur la i®™¢ colonne.
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On peut aussi représenter tous les J C I. Prenons par exemple J = {2,3,6,7,9,10}. On a
J1=A2,3}, o =0, J3={6,7,9}, Jy = {10}, J5 = 0. On représente J en remplissant la ligne k
du tableau par les éléments de Ji, de la gauche vers la droite. Dans notre exemple, cela donne

10

N R = e
(@)
EN |
©

On représentera enfin le diagramme comme suit

— N R

pour désigner ’ensemble de tous les J C I dont la représentation remplit toutes les cases
hachurées, et seulement les cases hachurées. Par exemple, le sous-ensemble J précédent est dans
cet ensemble.

Les propriétés élémentaires suivantes seront utiles pour la suite.
Propriété 3.1.3. On a q' =@, Keuwy & @gf, Kb, et 3(q) = Kid.

Propriété 3.1.4.

(1) Onapyo=myg=0,my=s etm;,,, =n. Pourtouti, l'entier p; est non nul si et seulement
st il existe k tel que Card(ly) = 1.

(2) L’application i € [0, imaes] — mi € My est bijective croissante. En particulier, |I| = |My].
(8) Pour tout i, on a |K(i)] = m; —m;_1,

(4) Pour tout i € [1,imaesz]), on a m; — mj—y = Card({k|ir > i}) > 0. Ainsi pour tout
i € [1,imaz — 1], on a

Mi41 — My = My — Myi—1 8ii¢ I,
Miy1 —m; <My —mi—] Si1 € L

En particulier, la suite (m; —m;_1) est décroissante.
(5) Sim € My, alors m — 1 ¢ My, sauf dans le cas ot m =m;, . =mn et n ¢ My,

(6) Pour tout i, on a K(i+1) = K(i) \ ki.
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Preuve de (5). Si m € Mj et m # n, alors m = m; avec i € I\ {imax}. Donc par le point
(4), on a m; —mj—1 > miy1 —m; > 1, d'oit m; — m;—; > 2. En particulier, par le point (2),
m;—1=m—1¢ M. Si i = ipax €t n = m;,_,. € Mo, alors on a également m; — m;—1 =
Card({k |ir > i}) > 2 par définition de M. O

Notation 3.1.5. Soient x,y € [1,n]. On définit alors

o une relation d’équivalence par x ~ y si k(x) = k(y), on note également x ~ y si k(z) # k(y),

o un préordre z <X y si k(x) < k(y), on note également x < y si k(z) < k(y); on pourra
également noter la relation dans ’autre sens.

Propriété 3.1.6. Soient x,y € [1,n]. Onaz <y=2x Sy etx <y =z <y, les réciproques
de ces implications étant fausses en général.

Propriété 3.1.7. Soit p,q € [1,n]. Alors e, 4 appartient @ n~ (respectivement & p) si et seule-
ment si p = q (respectivement p < q).

3.1.2 Degrés en n~ des [ et mineurs de taille j de degré maximal en n™

On rappelle que pour tout j € [1,n], on note Fj la somme des mineurs principaux de taille j
(voir équation (2.1))). Ces F; pour j € [1,n] engendrent librement Y(gl,,) et vont jouer un role
crucial dans la description de l'algebre des invariants symétriques Y(q) (voir proposition |3.1.28)).

Définition 3.1.8.

e Soit IV un sous-espace vectoriel de gl, engendré par des éléments de la base canonique
(€ij)1<i,j<n. Pour un monéme de la forme ae; j, ...€; ;. € S(gl,) avec a € K*, son
degré en N, noté degy(ae;, i ---€i,j.), est le nombre de k tels que e;, j, est dans N (on
pose par convention degy (0) = —oc). On pose deg, = pour degg,. . SiF € S(q) est une
somme de tels mondmes linéairement indépendants, le degré deg (F ) de F en N est défini
comme le maximum des degrés en N de ses monomes. On dit que F' est homogéne en
N lorsque tous ses monoémes sont de méme degré en N. On dit que F' est bihomogéne
en N lorsque F' est homogene pour le degré total sur S(q) et homogene en N.

o Pour F € S(q), on note F** € S(q) la composante de plus haut degré en n™ de F, c’est-a-dire
la somme de ses mondémes de degré maximal en n™.

o Pour F € S(q) bihomogene en n~, on appelle bidegré (en p et n~) de F le couple
(degp F,deg,- F), et on le note bideg, ,- ', ou bideg F' s’il n’y a pas d’ambiguité. Comme
deg F' = deg, I' + deg,- I, deux éléments de méme bidegré ont méme degré total.

Propriété 3.1.9.

(1) Soient F, F" € S(q) bihomogénes en n™. Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

(a) bideg F' = bideg F”,
(b) (deg F', deg,- F) = (deg I, deg,- '),
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(c) (deg F,deg, F') = (deg F',deg, F").
(2) Pour tous Fi, Fs € S(q), on a (F1F»)® = FYFy.
Dans toute la suite, on va chercher a calculer les 7. Cela nécessite de connaitre les degrés en
n~ des F}. Pour les calculer, on a besoin de déterminer les degrés en n™ des mineurs principaux.

Lemme 3.1.10. On se place sous les notations de|3.1.1. Soit J C I. On rappelle que Aj =
Yooee, €(0) e €row)- Alors le degré en n™ de Ay est égal a |J| — max(jy).

Remarque 3.1.11. Comme les (HleJ el,a(l)) . sont linéairement indépendants, on a
oe6y

deg,- Ay = max deg, - Hel o( .
7€8 leJ

Autrement dit, le degré en n~ de Ay est le maximum sur ’ensemble des 0 € G ; du nombre de
€1,0() dans n”.

Exemple 3.1.12. On reprend l'exemple et le sous-ensemble J C [ représenté par le
diagramme suivant.

10

N R =
D
\]
©

On a |J| = 6, et maxy ji correspond a la derniére colonne dont au moins une case est remplie
(lorsqu’on observe les colonnes du diagramme de la gauche vers la droite), ici il s’agit de la 3%me
colonne. Ainsi

degn_AJ:6—3:3.

Notation 3.1.13. Soit J C I, j = Card(J). Soit 6 I'unique bijection strictement croissante de
J dans [[1, j]. Cette bijection induit un isomorphisme d’algebres de Lie O : g; 5 al;.

Preuve du lemme[3.110. Comme deg,- A; = degn; Ay, il suffit de travailler sur g;. La bijec-
tion 07 et I'isomorphisme O ; permettent alors de se ramener au cas ou J = [1, j]. Sans perdre de
généralité, on supposera donc dans la suite que J = I. En particulier, A; =: A est simplement
le déterminant sur g, j = n et pour tout k, on a ji = ig. Soit ko € K, (c'est-a-dire tel que
ko = imax). Le déterminant A est donné par :

A= Z 61 IO REE en,a(n)-

oeG,

Chaque e, ; appartient soit a p, soit a n~. En particulier, par la propriété tout élément de
la forme e, 4 avec p — ¢ = imax est dans n~ ; en effet, p > ¢ donc p = ¢, et tout I est de la forme
[ak, bi] avec by — ar =i — 1 < imax — 1, donc p »~ ¢. Ainsi les éléments €;,, +11, - -5 €nn—imax
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sont bien dans n™. Puisque les termes €1 y—i . 415 - - - » €imax,n 1€ sont pas dans n™ (ils sont de la
forme e, ; avec p < ¢), le mondme €., 1.1 - €nn—imax€l,n—imax+1 - - - Cimax,ns Ui (all signe pres)
est un mondéme de A, est de degré n — imax €n n.

Montrons maintenant que ce degré est maximal sur les monoémes de A. Soit ¢ € &,,. Le
produit €1 ;1 - - - € o(n) €st (au signe preés) un mondéme de A. Supposons que € ,(1y, €y (1) € N~
avec | < ' et o(l) > o(l'). Alors on a I’ > | > o(l) > o(l'). Ainsi, avec les propriétés
et [3.1.7, en prenant 7 = (o(I) o(I')), on a également e; ., ), ey ro) € n~. Ceci implique par
récurrence qu’il existe o’ € &,, vérifiant les deux conditions suivantes :

o le mondme ey ,/(1). .. €, 4(n) €st de méme degré en n™ que ey (1) .- €y o(n)s

o Sl€ or(1y)s s €001y aVee i < ... <4 est I'ensemble des e; ;) dans n™, alors 'appli-
cation a|’ {1l est strictement croissante.

On considere de tels [1 < ... < lg et on va montrer que d < n — iyax. Soit ¢ I'indice maximal
tel que l; € |_|],z°:1 I.. Alors {lyy1,...,lq} C Uk=ko+1 [k~ En prenant les cardinaux, on obtient
d—1t < 35 _go+1 k- De plus, puisque e;, 5;,) € n~, par la propriété onad'(ly) € |_|£();11 1.
Alors, par croissance de o/, on a {d'(l1),...,0'(ls)} C Uigl I;.. En prenant les cardinaux, on
obtient ¢ < Z/]zo:—ll 1. Finalement,

ko—1 s
d=t+(d—t)< > ix+ > dk=n—1i=n—inax O
k=1 k=ko+1

Remarque 3.1.14. Comme les (Aj) jcr |s=; sont linéairement indépendants, on a

deg,- F; = Jcl}l,%f)f:j deg,- Aj.

Ainsi, par le lemme [3.1.10)

deg.- F; =4 — min max(jg).
go- Fj =7 =, min max(jy)

Exemple 3.1.15. On reprend le cas de la contraction parabolique introduite dans I’exemple
[3:1:2] Pour j = 6, en reprenant approche de 'exemple [3.1.12] il s’agit de trouver quels J C I
de cardinal 6 minimisent le nombre de colonnes sur lesquelles au moins une case est remplie. On
constate alors qu’au moins 2 colonnes auront une case remplie et qu’il s’agit bien du minimum
possible ; par exemple, les sous-ensembles J du type

[S R TE

n’ont bien que 2 colonnes avec au moins une case remplie.
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Corollaire 3.1.16. Pour tout j € [1,n], Uentier j — deg,- F; est Uunique i € [1,imqs] tel que
mi—1 <j<m

(voir le point (2) de la propriété . La suite (deg,— Fj)i<j<n vérifie alors la relation de
récurrence suivante : on a deg,- F1 =0 et pour tout j € [1,n — 1],

degn— Fj Sij:miaie [[Oyimaa:_l]]v

deg,- F; +1 sinon. (3.1)

degn— F‘jJrl = {

Démonstration. On note i 'unique entier de [1, iyax] tel que m;—1 < j < m;. Pour le deuxieéme
point, on a F; = id de degré 0 en n~ (puisque hNn~ = {0}), donc la relation de récurrence est
une conséquence du premier point. Par la remarque |3.1.14] il s’agit de montrer que pour tout J
de cardinal 7, on a max (ji) > i et qu’il existe J pour lequel ’égalité est vérifiée (voir .

Soit J C I de cardinal j. Si max(ji) < i, alors pour tout k, on a jp < i — 1. Comme par
définition, ji < ik, on a jr < min(i — 1,4x). Ainsi

S S
J=> k<Y min(i—1,i) = mi1 <, (3.2)
k=1 k=1

ce qui est absurde.

Définition-Propriété 3.1.17. Soit i l'unique entier de [1,ima] tel que m;i—1 < j < m;. On a
Jj—mi—1 < Card({k € [1, s] | ir. > i}).

Soit K C {k € [1,s] |ix > i} de cardinal j —m;_1. Soit alors un sous-ensemble J C I défini
par les choix de Ji suivants :

o sik ¢ K, on choisit J, C I, de cardinal min(i — 1, 1),

o si k€ K, on choisit J, C Iy de cardinal 1.

On note J(j) l'ensemble des J C I ainsi définis, pour tous choix de K et de Jy pour k € [1, s].
Pour tout J € J(j), on a Card(J) = j et max(ji) = i. En particulier, pour tout J € J(j), on
a deg,- Ay =deg,- F; =j —i.

Exemple 3.1.18. Si 'on reprend ’exemple de la contraction parabolique introduite en [3.1.2
avec j = 7, puisque (mg, m1, mg, mg,mq) = (0,5,8,10,12), on a m; < j < mg donc i = 2. Ainsi,
on choisit K C {1,3,4} de cardinal 7 — 5 = 2. L’ensemble J(7) correspond en fait & 1’ensemble
des J C I de cardinal 7 dont le diagramme a la premiére colonne entierement remplie et 2 cases
(qui correspondent aux lignes indicées par I'ensemble K') sont remplies sur la deuxiéme colonne.
Autrement dit, J(7) correspond a tous les J qui sont de I'un des trois types suivants :

72737777
77257077
220230777
227707277

N R =
N R =
— N R =
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Démonstration de la définition-propriété|3.1.17.

e Onaj—mi—1 <Card({k € [1,s]|ix > i}). En effet, par hypothése sur i, on a
0<j—mij—1 <m;—mi—1 =Card({k € [1,s]|ir >i})
par la propriété [3.1.4

o Pour tout J € J(j), on a Card(J) = j. En effet,
Card(J) =Y ji
k=1

= > i+ > min(i—1,i)

keK  k¢K

=Y 1+ > (—1)+ > min(i —1,i)

keK keK k¢ K

= Card(K) + > min(i — 1,i;) + > _ min(i — 1,4)
keK k¢K

= Card(K) + > _ min(i — 1, i)
k=1
= (J —mi—1) +mi—1 = J.

Par construction, pour de tels J, on a alors max(ji) = i. ]
Ceci conclut donc la démonstration du corollaire [3.1.16) ]

Exemple 3.1.19. Appliquons la définition-propriété a deux cas particuliers.

o Pour m = m; € My non nul, on a m — deg,- F,,, = i (corollaire [3.1.16). Comme m —
m;—1 = Card({k|ir > i}) (propriété|3.1.4), 'ensemble J est dans J(m) si et seulement si
Jr = min(i, i) pour tout k € [1, s].

o Supposons que m =m; € Mg\ {n}. Onam+ 1 —deg,- F,+1 =i+ 1 (corollaire |3.1.16)).
Dans ce cas, I’ensemble J C I appartient a J(m + 1) si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées (définition |3.1.17) :

— il existe un unique k; tel que ji, =i+ 1 < iy,

— pour tout k # ky, jr = min(i, ix).

Corollaire 3.1.20. Soit i € [1,ima] et m :=m;.

(1) Soit J C I de cardinal m. On a max(ji) > i. Alors l’ensemble J est dans J(m) si et
seulement si max(ji) = i.

(2) Si J € J(m+1), alors pour tout | € Jy, (notation de l'exemple ,onaJ\{l} €
J(m). Inversement, si J € J(m), m # n, alors pour tout l € I'\ J, JU{l} € T(m+1).
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Démonstration. Le point (2) est clair. Montrons le point (1). Comme dans la démonstration du

corollaire [3.1.16] (voir équation [3.2)), on montre que max(jy,) > 4. Si J € J(m), alors max(ji) = i
par construction. Il reste & montrer la réciproque. Si max(ji) = i, on a ji < ¢ pour tout k. Comme
Ji C I, on a j < iy, d’ou jr < min(i,ix). Puisque >, jr = m = Y, min(i, i), ceci implique
que ji = min(i, i) pour tout k, c’est-a-dire J € J(m) (exemple [3.1.19). O

Notation 3.1.21. Soit k € [1,s], et j € [1,n]. On note J(j)g, ou plutdt Ji quand il n’y aura
pas d’ambiguité sur j, 'ensemble des Jp = J N I pour J € J(j). En particulier, par ’exemple
pour tout m = m; € My, on a J(m), = {Jx C Ii | |Jx| = min(i, i)} pour tout k € [1, s],
et on a une bijection

T 70m) — T(m)
k=1

(Jo)1<k<s — || Jk
k=1

Exemple 3.1.22. Reprenons 'exemple Prenons m = mo = 8. L’ensemble 7 (8) est
composé des sous-ensembles J C I tels que chaque ligne est remplie jusqu’a la 2°™¢ colonne
(ou remplie complétement s’il n’y a pas de case sur la deuxiéme colonne). Autrement dit, 7(8)
correspond au seul type représenté ci-dessous

I N

m2:8

Il s’agit également du seul type de sous-ensembles J C I de cardinal 8 qui vérifie max(j) = 2.

Ceci implique que pour J € J(8), le choix des indices pour les cases d’une certaine ligne
(donc d’un certain Ji) ne dépend pas du choix fait sur les autres lignes (donc des autres Jj),
puisque les cardinaux des J; sont fixés.

Au contraire, dans un cas ou l'on regarde J(j) avec j ¢ My, par exemple J(9), il existe
plusieurs types de diagramme possibles pour J :

7777
7

— N s
— N

et donc pour J € J(9), le nombre d’indices pour la troisieme ligne dépend du choix du nombre
d’indices de la premiére ligne.
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De plus, il existe d’autres types de diagramme pour J qui donnent également max(ji) = 3.
Par exemple :

N R =
<3 N
NN Ny

3.1.3 Les F engendrent librement Y(q)

Définition 3.1.23. Soit q = p xn~ une contraction parabolique standard de gl,. Soit p4 =
pNsl, (on an™ C sl,). On pose alors ¢4 = p4 x n~. L’algebre de Lie g est la contraction
parabolique standard de sl,, associée & q. Son crochet de Lie [, |4 vérifie [z,y],a = [z,y]q
pour tous z,y € qA.

Comme dans gl,,, toute contraction parabolique de sl,, est la conjuguée d’une contraction
parabolique standard de sl,,. Dans la suite, on posera toujours q* la contraction parabolique
standard de sl,, associée a q.

Définition 3.1.24. Soit pr : gl, — s, la projection sur sl,, parallelement & Kid. La projection

prd s’%étend en un unique morphisme d’algebres graduées pr? : S(gl,,) — S(sl,), qui est la

projection sur S(sl,) parallélement & S(gl,,) id. On note aussi F; := pr(F}) pour tout j € [2,n].

Propriété 3.1.25. La projection pr* vue de q dans q** (qui sont égales respectivement a gl,, et
sl, comme espaces vectoriels) est un morphisme de q”-modules.

Démonstration. Soient q; € g4 et g = prd(qe) + zid € g, avec z € K. On a
prt([q1, ¢2lq) = pr’ (g1, pr(g2)]q + g1, id]q) = pr' (g1, pr(g2)]q) = a1, Pr'(g2)]4a
Propriété 3.1.26. Pour tout j € [2,n], on a F} := prd(Fj)® = prA(Fj').

Démonstration. On pose

d
k
=Y F", (3.3)
k=0

ou Fj(k) est la composante de F; de degré k£ en n~ et on suppose que Fj(d) # 0. Alors par

définition, on a Fj(d) = F}. En projetant 'équation (3.3)), on obtient

d
Fi=prt(E) =Y prt (FY).
k=0
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Pour tout s € S(q) non nul bihomogene en n~, on a soit deg,— pr’(s) = deg,- s, soit pri(s) = 0.
Il s’agit donc de montrer que pr# (Fj(d)> = prt (F;) # 0. Autrement dit, il s’agit de montrer
que F? ¢ S(gl,) id. Puisque pr# stabilise S(gl,,) b et est 'identité sur S(g), ot g est I'ensemble
des matrices de diagonale nulle, il suffit de montrer que F} a une composante dans S(g). Comme
les monémes de Fj, a fortiori de F; sont linéairement indépendants, il suffit de montrer qu’il
existe un mondme de F? qui est dans S(g). Or, si A est un mineur de taille j de degré maximal
en n~, on peut exhiber un monéme de A; qui soit dans S(g), de la méme maniére que dans la
démonstration du lemme B.1.10l O

Théoréme 3.1.27 (Panyushev, Yakimova). Les F?, 2 < j < n engendrent librement Y(g?)
([31], théoréme 5.1).

Proposition 3.1.28. Les F, 1 < j <n engendrent librement Y (q).
Démonstration. Par une démonstration analogue a [30], théoréme 1.1, on montre que les F i
1 < j < n sont bien dans Y(q). Comme Kid C 3(q), on a Y(q) = Y(q?) ® S(Kid), ainsi

id, F3,..., Fn est une famille algébriquement indépendante de polynémes engendrant Y (q). On
remarque que F7? =id.

Comme deg 77 = j, pour tout j € [2,n], il existe P; € K[X1,..., X;_1] tel que
F? = F7 + P(id, F3, F3, ..., F;_y)id. (3.4)
Si donc ¢ € K[X71,...,X,] est tel que ¢(FY,...,Fy) =0, en posant
Y= ¢(X1, Xo + Po(X1) X1, .., Xy + Pu(Xy, -0, Xnm1) X0),

on obtient Y (id, Fy, ..., Fa_1) = ¢(Fy,..., Fr) =0, d’ott ¢y = 0. On peut alors revenir de ¢ a ¢
par un changement de variables, ainsi ¢ = 0, donc les F} sont algébriquement indépendants.

Avec 'équation (3.4), on montre par récurrence que les 3 sont des polynomes en les Fy,
k < j, donc les F? engendrent bien Y(q). O

3.2 Une famille de semi-invariants algébriquement indépendants

On reprend les notations de

Notation 3.2.1. On rappelle que i € I — m; € M; est bijective (voir propriété [3.1.4). Pour
tout m € [1,n], on définit alors r,, par :

o Ty =p; sim=m; € My,
e 7, = 1 sinon.

Dans cette section, on va montrer le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.2. Soit m € [1,n]. Alors Fy, est (a une constante multiplicative non nulle prés)
produit de r := ry, facteurs homogénes non constants, notés Fy1,...,Fp. Ces facteurs sont
des semi-invariants de S(q) et vérifient de plus :
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(1) pour toutt € [1,r — 1], Fnt € S(n™),

(2) notant £, := A1, - .. Am,r la famille des poids de Fyy 1,. .., Fp o ona A1+ ..+ Ay =
0 et £, est de rangr — 1,

(3) les espaces vectoriels Vect((Am.t)e) pour m € [1,n] sont en somme directe,

(4) la famille F = (Fint)1<m<n, 1<t<r, est algébriquement indépendante.

Les Fy,+ seront définis a I’équation (3.9)), a la fin de la sous-section Le point (1) est
montré a la suite. Les points (2) et (3) sont montrés dans la sous-section Le point (4) est
montré dans la sous-section [3.2.3]

Exemple 3.2.3.

e Dans le cas ou p est une sous-algebre de Borel, pour i = i = 1, 0onar =s = n et
m =n. Pour tout t € [1,n—1], on a Fy,; = €441+, et F, , = e1,. Pour tout ¢t € [1,n—1],
le semi-invariant F), ; est bien dans S(n™). Les Y, Fy, ..., Fy_1,Fy1,. .., F,, forment une
famille algébriquement indépendante. On retrouve bien la construction de Yakimova [38|
§5.1] dans sa démonstration de la polynomialité de Sy(q).

« Sin est pair, on appelle cas de la racine centrale le cas ot 7' = 7\ {ay,/2}, autrement dit
le cas représenté par le diagramme suivant :

Dans ce cas, on a I} = [1,n/2] et Iy = [n/2 + 1,n], dou I = {n/2} et My = {n}. On
obtient
F; OCFn,l Fn,2;

ou Iy, 1 = Ap, 1, est le déterminant du quadrant bas gauche et F, 2 = Ay, 1, est le déter-
minant du quadrant haut droite. On n’exhibe pas de semi-invariant non invariant a partir
des autres F j’.

3.2.1 Factorisation des F},

Dans cette section, on fixe i € I, r := p;, m := m;; on note k := k; = {k1 < ... < k,} (voir
notation [3.1.1]).

Notation 3.2.4. On rappelle que 6; est défini en On note ¥ = [1,m]. Pour tous
J,J' € J(m), et pour tout k, par[3.1.21] on a 6,;(J;) = 6.(J;). On note alors Ty, := 6;(Jj,) pour
n’importe quel J € J(m). Ceci implique en particulier que si J,J € J(m) vérifient J, = J},
alors (6)7, = (9J')|J,;-
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Gréace aux résultats de la section on a une formule plus précise pour F,.

Proposition 3.2.5. On a deg,- F,, = m — i, et

Ey= Y A%
JeJ(m)

Démonstration. On rappelle que Fi, = 37544 | j1=m B (équation ([2.1). Le lemme [3.1.10| montre
que deg,—- Ay = m — max(ji) et par le corollaire [3.1.20 (1), max(ji) > 7, ou I'égalité est vérifiée
si et seulement si J € J(m). On conclut par la remarque [3.1.14 O

Proposition 3.2.6. Soit J € J(m). Soit 0 € &(J) tel que [1c s €150 s0it un mondome de degré
m—i enn~. Alors pour tout t € [1,7 — 1], on @ o(Jpp,41,k1]) = Ik kesr—1] €t €lo) €N pour
tout 1€ Jpy11,ky 1]

Démonstration. Si r = 1, la proposition est vide. On suppose donc dans la suite que r > 2.
Pour tout k, on a ji = min(ig, i), donc jr = i pour tout k € k. Soit t € [1,7 — 1] et s =

Pres X Nigs la contraction parabolique de g; définie par p,o = p; P n;ﬂkt’kt g =P +9g kg ] et

Noog = @ep €87 \ Prc Kep 4, de sorte que la partition associée a cette contraction parabolique est
Jiu.o U g, U J[[kt,kt+11] U Jk,y 41 U ... U Js. En particulier, les espaces vectoriels g, et q;
sont égaux.

gJ[[kt/,,kf+1]] gJ

/

gJ[[k7t+1v}‘“t+1]] kg k111

On a alors n; = ujﬂkt, @ et de plus, tout e, , appartenant a n; est soit dans n;[[kty

Y| k1l
soit dans n_. Ainsi
deg,- [] et00) = deg,- [Tewow +des, TTevon)
leJ [ke kel ge g leJ

Notons J' 'ensemble des [ € Jy, 1,7 tels que o(1) € Jp, k,,,]- Alors

deg, - H €1,0(1) = deg,- H €lo(1)-

Tk 411 leJ R TN | leJ’
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I € s 4
G, E E (J[kt,kt+1ﬂ)7 ‘ou

deg, - H €lo(l) < degn H €1,0/(1)

Tlkekesal (g Tlkg kg1l 1/

€1,0/(1) Pour un certain

key1l

S degn— AJ[[kt

keypal”

par la remarque [3.1.11 Ainsi par le lemme [3.1.10| (on rappelle que ji, = ji,, = i et par
construction, jir < ¢ pour tout k),

deg, - [Teow < dega- Ay, .

Tlke k1] leJ

De méme, par le lemme|3.1.10} on a degnr_cs [Licseroq) < m—Card(Jp, i, ,])- Le terme [ [,y €1 51
étant supposé de degré maximal en n~ égal a m — ¢, on a donc

= Card(J[[kt,kt+1ﬂ) -1

kg1l

deg - H €Lo(l) = Card <{l eJ | €lLo(l) S n;[[ktaktJrl]] }) = Card(J[[khktH]]) — 1,

ILky, k41l e g

degn;es H el01) = Card ({l e J|e o) € nres}) =m — Card(Jukt7kt+1ﬂ).
ledJ

Onan;ﬂkt,kt+ © Bty 1 ka1 Do 1 10 et Card(Jig,11,k4.]) = Card( e, kpyy 1) = Card( e, g pa)) —

i. Alors on a {l €Jleoq En J[[k C J[ky+1,ke41]> 4’00 I'égalité par égalité des cardinaux.
ty

kryql
Ainsi pour tout I € Jpp, 14,4, o0 a o(l) € Jp, k. —1]- Autrement dit, o (J[[kt+1,kt+1]]) C
ke ks 1 —1]» €0 o0 a égalité par injectivité de o et égalité des cardinaux.

Proposition 3.2.7. Pour tout J € J(m), AY est produit de r facteurs homogénes non constants.

Notation 3.2.8. Pour tout J C I, on définit deux partitions :

e J=JO U oI uJ0 ot JO = g,y pour 1<t < v —1et JO =
J\UZlJ® = = J[1 ki Julke+1,6] ; POUr tout ¢ € [1,7], on note j® = Card J® et TO .=
0y (J( )> (voir notation |3.2.4)),

o J=JWu.  uJglr-Uygilon g .= ke kr—1y pour 1 <t <r—Tet Jrl = J\LZ1 Lyt =
J[1, k1 —1]U[k»,s] 3 POUT tout ¢ € [1,7], on note U = Card JU et TH .= 9, (J[t]).

Si J € J(m), par définition de k, pour tout ¢ € [1,7], on a j® = ;.

Preuve de la proposition [3.2.7. Notons S le sous-ensemble de S(.J) tel que
7= Z £(o) Hel,a(l)
o€ESy leJ

c’est-a-dire 'ensemble des o € &(J) tel que deg,- [[;c€101) = deg,- Ay. On a montré avec
les propositions [3.2.5] et 3.2.6] que la permutation o est dans S si et seulement si toutes les
conditions suivantes sont vérifiées :
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(C1) pour tout t € [1,7], o (J(t)) = Ji,
(C2) pour tout t € [1,r — 1] et pour tout I € J®, eLo) EN,

(€3) Card ({l € JO) | er oy €n}) =m—i = Tyeqyony 4@ = 50 — .

Soit I'application

o€ Sy— (O’|J(t)>1<t<T S SL(II) X ... X SST_I) X SST),

ou Sgt) est Pensemble des bijections de J® dans JI vérifiant (C2) sit < r et (C3) sit =r. Par
(C1), cette application est bijective. Soit n € &,,, définie par :

* Mgl = T® pour tout t € [1,7],
e 1) est croissante sur chacun des T,
et ' := 0;'n0; € &(J). Alors pour tout o € &, et pour tout ¢ € [1,7], on a (1’ o o)y =

1’00 ;) qui est une permutation de JO, dote(noo) = e(n'oo ;). ..e(n' 00y ). Finalement,
on obtient

(o) =e() e ooy ...e(n 0 0y 5m)
=¢e(n) 5(U|J<1)) . --€(U|J<r>)

(on rappelle que (o) a été défini a la section pour une bijection quelconque entre sous-
ensembles de N). Ainsi :

5= <) [Teow

O'ES‘] leJ

= () > [1 (dat) 11 ez,otm’)

(010mr0)e S xS 11 1es®

et donc

Ay=em) [T D o) TI evo |- (3.5)

t=1 O'tGS(Jt) leJ®
Cette derniere égalité découle du fait général suivant : soit A un anneau associatif et commutatif,
Ei,...,Eq des ensembles finis et pour tout y; € E; avec i € [1,d], soit a,, un élément de A,
alors

d d
> [Tay. =11 > aw (3.6)

(Y1,--Yyd) EF1 X ... X Egq 1=1 i=1ly,€E;
O
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En utilisant les notations de la sous-section I’égalité (3.5)) se simplifie en

A =e(n) H A}(tu[m (3.7)
t=1

ou ’on a donc

A}(t),ﬂt] = Z e(ot) H €L, o4 (l)- (3.8)

oresty leJ®
Par la condition (C2), on a A}(t)’J[t] € S(n7) pour t <.
Remarque 3.2.9. On présente une maniere plus visuelle de voir pourquoi A}(t), S de degré j ()
(équation (3.8])), est dans S(n™) pour ¢ < r. Par définition, pour tout k € [kt + 1, ki1 — 1], on
a |Jx| <i=|Jg,| = [Jg,, |- Pour t <r, le sous-espace g ;¢ su est alors de la forme suivante
FIOWIC

=

Le produit dans S(q) des e, , "diagonaux" (la diagonale vue dans g ju, tracée dans la figure
précédente) est dans S(n™), et donc les monémes de A ;) ;i de degré maximal en n~ sont en

fait dans S(n™). Le facteur A% s est donc dans S(n7).

RSO0

Proposition 3.2.10. F3 est produit de r facteurs homogénes non constants.

Démonstration. De ce qui précede, on obtient (voir les notations de la définition |3.1.17 et la

notation :
Fo= S ay= Y Ay

JeJ (m) (Je)el ], Tn
=¢e(n) Z H A}(t),J[t]
(Jo)e] ], Tn t=1

(on continue de noter J = ||, Ji). Pour tout J € J(m) et k € x (voir notation [3.1.1), on a
Jk = i = 1, ainsi pour k € k, Pensemble J, = {Ix} n’a qu’un élément. L’ensemble J € J(m)
est donc uniquement déterminé par les Ji, k ¢ k. Si pour k € k, on note toujours Ji = I, dans
la somme, alors J; n’est plus une variable et on a

Fr=cm) > 1A%

(Jk)el_lkgN Tk t=1
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On a [1,s] \ k = ( ] | AT 1,kt+1}]) U ([1, k1 — 1] U [kr + 1,s]). Pour tout ¢t € [1,r — 1], les

ensembles J) et JlI ne dépendent que des choix de J, € Ji pour k € [k + 1,kipq — 1].
De la méme maniére, les ensembles J() et JI'l ne dépendent que des choix de J; € Jj pour
ke 1,k — 1] U [k + 1, s]. Par I’équation (3.6]), on peut donc écrire :

Fro=em]] > A%w i

. [[kt+1,kt+1—1ﬂ sit<r
= . <t<
ou K; { [L ki — Uk +1,8] sit=r On pose alors pour 1 <t <r
Fm,t = Z }(t)ﬁ][t] . (39)
(o€l Lrer, T
On a alors .
F;@ =Cm H Font,
t=1
avec ¢, = e(n) € K* (n dépend de m). O

Les F},, ; sont bien des semi-invariants non constants (par linéaire indépendance des A}(U J[t])

et dans S(n™) pour t < r (car les A%, ; sont dans S(n™)). Le point (1) du théoreme (3.2.2 est
donc vérifié. ’

Définition 3.2.11. Si m = m; € My, on note 7, := p;. Pour m € [1,n] \ M1, on note r,, =1
et ¢y, = 1, de sorte que pour tout m € [1,n], on a

Ey = cm [ Fine- (3.10)
t=1

On note alors F la famille composée de ’ensemble des F,,; pour 1 <m <net 1 <t <1rp,.

Exemple 3.2.12. Dans le cas de 'exemple ou [ ~ gl xgly xgly xglyxglj,onal=
{1,2,4} et M; = {5,8,12}. On obtient donc

[ ] [ ] [ ]
Fy o< F51F52, Fg o< Fy 1, FPy o< Fig1F12,2,

ou le nombre de facteurs de Fy, est le nombre d’occurrences de gl; dans [. Par exemple, le
semi-invariant F5; est la somme des Azmb’u}’{&a’b} pour a € I3 et b € Iy, et Fia1 = AE5791],[[1,51]'

3.2.2 Poids des semi-invariants F,, ;

Pour i € I, on a posé m := my;, r := p; et Ay ¢ le poids du semi-invariant F,,, ; pour tout t € [1,r].
On rappelle également que A := A(q) est U'ensemble des poids de semi-invariants de S(q).

Notation 3.2.13. Pour m € [1,n] \ My, on note A, 1 = 0, de sorte que pour tout m € [1,n]
et t € [1,7,], le semi-invariant F), ; soit de poids A, ¢.
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Par la proposition les F}, + sont des semi-invariants. Calculons leurs poids. Si r = 1,
il n’y a qu'un seul facteur (qui est Fy,,) qui est donc un invariant (donc de poids nul), il suffit
donc de s’intéresser au cas r = p; > 2. Comme F}, est un invariant, on a > ;_; A ¢ = 0, donc il
suffit de s’intéresser aux poids A, s pour 1 <t <r — 1.

On rappelle que I, = {0 =19 <1 < ... <ts-1 <ty =n} est la partition de la sous-algebre
parabolique p, vérifiant I, = [tp—1 + 1, tx], et que Kk = k; = {k1 < ... < k,} est 'ensemble des k
tels que i = i (notation . On rappelle également que les wy pour 1 < k < n — 1 sont les
poids fondamentaux et que 'on a posé wy = w, = 0.

Lemme 3.2.14. On a A C D ¢j, Zw,.

Démonstration. Par la propriété [3.1.3] on a

q'@5(a) = (@Kep,q@ @Khb) e Kid.

pF#q 3

Par la propriété on a également q' @ 3(q) C q,. Ainsi pour tout A € A, ona A(q' @ 3(q)) = 0.
Autrement dit, A € @Lefp Kw,. Or pour tout e, , et pour tout ¢ € I, \ {0,n}, on a h, - ey, =
[hes €uvlq € Z ey, d'ott le lemme. O

Proposition 3.2.15. Pour tout t € [1,r — 1], le poids de Fy,; est
Am,t = wkt - wkt+l7 (311)

ou wy = w,,_, — @, . Les Ay vérifient les propriétés (2) et (3) du théoreme |3.2.2. On a
également Ay, = Wi, — W, -

Démonstration. La formule pour )\, , résulte de la formule pour A, ; avec t < r et du fait que
22:1 )\m,t =0.

Par le lemme [3.2.14] il suffit de calculer h,, - Fy,+ pour k € [1,s — 1]. Rappelons (équation
(13.9)) que pour t € [1,r — 1],

— [ ]
Fng = > NONOE
(Jk)erGKt Tk

Alors

oy, - Fong = > huy, - DSy gta-

(Jk)erEKt Tk

Fixons J € J(m)j, pour tout k € Ky = [kt + 1, ki1 — 1]. Alors (par I'équation (3.8))

[ ]
hoy, - A% gt = Ty - > elor) I evowy
ez 10

= Z E(O't) Z h[,k 'el,ot(l) H el/vgt(l/)‘

Utesfp leJ® reJO\{1}
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Rappelons que q et g sont isomorphes en tant que h-modules. On a donc :

Pt €00 = (S = Supret) = et 1 + 0t1.000)) €100

Donc

Z huy “CLo(l) H €, o (') = 0 H €l,04(1)>

leJ® e JO\{1} leJ®

5 = Z <5Lk7l - 5%,0,5([) - 5Lk+1,l + 5Lk+1,0't(l))
leJ®

=0,c5t) — 0, eg0 — 0y 11e5m 0, 11e10
= Oueedpy iyl Oy 11 T Ol y1 kg1 T Ol Tk, 1

= Ouedi, ., — Oued, — Outied,,, +0uticsy,-

Or pour tout u, k, € &, donc Ji, = I, , d’ou

0 =duyer,,, —Ouel, = Ou+icl,,, +0u+icr,
= Okkysr — Okke — Okkysr—1 + Ok ky—1
par définition des ¢ (voir notation [3.1.1). Ainsi § ne dépend en fait pas des choix de Jj et
Fpnt est de poids Ay = wg, — wy,,,. Posons ep = w@,,, avec ¢g = es = 0. La famille des ey,

1 <k <s—1 est libre. La famille des wy = ex_1 —ex, 1 < k < s est donc de rang s — 1, et
vérifie >, wi = 0.

Exemple 3.2.16. Dans I’exemple les poids appartiennent au réseau Z w4 ® Z ws ® Z wg B
Z w11 que 'on représentera sur le diagramme matriciel comme suit :

T
!
|
|
|
|
!
|
|

n |
I
w1y
On a alors
e e0 =0, e1 = 1wy, eg = ws, e3 = wy et e4 = w11, e5 =0,
® W] = —W4, W2 = W4 — W5, W3 = W5 — Wy, W4 = W9 — W11, W5 = W11,
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e A5 = wy —ws et A\j21 = w; — w3 ; on rappelle que m = 5 (respectivement m = 12) est
associé a i = 1 (respectivement a i = 4).

Montrons maintenant les points (2) et (3) du théoréme Supposons que Y721 2 Ay = 0

avec xy € K et posons 2o = 2, = 0. On a donc Zg;ll zi(wg, — Wg,,,) = 0, c’est-a-dire

r

Z(wt — x4—1)wg, = 0.

t=1

Comme la famille des wy, est de rang s — 1 et vérifie ) j_jwr =0, 0ona x; —x9 = 22 — 1 =
.o =Tp_1 — Tp—2 = Ty — Ty_1, Ce qui implique que tous les x; sont nuls. En particulier, les Ay, ¢
sont linéairement indépendants, ce qui montre (2) du théoréme

Pour tout j € [1,4max], soit A; € Vect((Am,;,¢)¢). Supposons que >°; A; = 0 et montrons que
tous les A\; sont nuls. Pour tout j € [1,4max], on a

Vect ((Am;¢)t) = Vect((wkjyt — wk?j,t+1)t<Pj) C Vect((wkjyt)t),

ou l'on rappelle que k;; est le k; correspondant a ;. Pour tout j, on peut donc écrire \; =
>t Tj Wk, ,, et on a donc

Z jpwy; , = 0. (3.12)
gt

De plus, I'ensemble des wy;, pour j € [1,imax] et t € [1, p;] est I'ensemble des wy, pour k € [1, 5]
(car |; r; = [1,s]). Ainsi 'équation (3.12)) se réécrit

Z rrwg = 0,
k

ol xj = x4 si k = kj; (tout k € [1, s] s’écrit de maniere unique k = k;; pour un certain (j,1)).
Comme les wy forment une famille de rang s — 1 telle que >, wi = 0, tous les zj sont égaux,
et donc pour tout j, on obtient \; € K>, wy;,. Or pour tout j, on a K3, wy;, N Vect((wy, , —
W 1 Jt<p;) = 0 . En effet,

o si I'ensemble des wy, , pour t € [1, p;] est I'ensemble des wy, pour k € [1,s] (c’est-a-dire,
si k= [1,s]), alors >, wy, , = >p wi, =0,

e sinon, 'ensemble des wy,, pour t € [1, p;] est strictement inclus dans I’ensemble des wy,
pour k € [1,s], et donc la famille des wy;, pour ¢ € [1, p;] est linéairement indépendante
donc 37, wg, , ¢ Vect((wkﬁ — wkj,t+1)t<Pj)'

Ainsi A\; = 0 pour tout j et les Vect((Am, ¢)¢) sont bien en somme directe. On a donc le point

(3) du théoreme O

3.2.3 Indépendance algébrique

On montre (4) du théoreme c’est-a-dire I'indépendance algébrique des F}, ; par le théoreme
suivant.
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Théoréme 3.2.17. Soit ¢ une algébre de Lie. Soit d > 1 et (fm)i<m<d une famille d’éléments
algébriquement indépendants de Y (). Supposons que pour tout m € [1,d], linvariant f,, se
décompose en un produit de semi-invariants fm, o« [} ;mtt avec Ty, > 1 et les sy > 1 des
entiers premiers entre eux (dans leur ensemble). On suppose de plus que les semi-invariants fo

vérifient :

o am fixé, Uensemble des poids \p s des fm pour t € [1,7y,] forme une famille de rang
Tm — L.

o les espaces vectoriels Vect ((Amt)i<t<r,,) pour m € [1,d] sont en somme directe.

Alors les (fm,t)1<m<d, 1<t<r,, sont algébriquement indépendants.

Remarque 3.2.18. Les hypotheéses du théoréme sont vérifiées dans le cas que I'on étudie grace a

la proposition [3.1.28| et aux points (2) et (3) du théoreme

Démonstration. Soit A(f) le semi-groupe engendré par les poids des f,, ;. Considérons deux
mondmes en les fp, ; respectivement anzl [y (frg)P™" et anzl [ (frmt)? ;n»t, et supposons
qu'ils sont de méme poids, disons A € A(f). Pour tout m, on note Ly, := Vect (Am t)1<t<r.,)-
On a Vect(A(f)) = @,,, Lim. On considere alors la décomposition A = >~ A\, avec Ay, € Lyy,. Les
L,, étant en somme directe, pour tout m, les poids de [[;™; (fm.e)P™" et de [T}™ (fm,t)plm’t sont
égaux a Ap,. On fixe désormais m. On a donc

Tm Tm

/
me,t)\m,t = me,t)\m,t = )\m
t=1 t=1

Or la famille des A\p, ¢, 1 < t < 7y, est de rang ry, — 1 et vérifie > ;™ Sy Ame = 0 (car fp,
IL f;"}t) Ainsi il existe ¢,, € Q tel que pour tout ¢, on a p’mi — DPm,t = OmSm,¢. Puisque les s, ¢
sont premiers entre eux, on a nécessairement ¢,, € Z.

En particulier, I'ordre défini sur N'™ par (2,.1)¢ < (Ym,t)e © Vt, Tt < Ym, devient un ordre
total sur Pp, := {(xm)e € N™ | 370" T tAmt = A} €t cet ensemble admet un minimum pour
cet ordre. Notons (b, ) ce minimum. Il ne dépend que de )\, et notamment pas du choix des
Pyt €t Dy

Pour tout monome [T;™ (fm¢)'™" de poids A, il existe donc un unique ¢, € N tel que
Pmt = ©mSm,t + bm ¢ pour tout t. L’application (pm.)¢ € Pm — ©m € N est clairement bijective.
Ainsi pour tout m, on a

ﬁ (fm,t)pm’t = ﬁ (fm,t)@msm’t+bm’t
t=1 t=1
Tm Pm ry,
= (H (fm,t)sm’t> H (fm,t)bm’t
t=1 t=1
x (fm)wm H(fm,t)bm’t-
t=1
et donc
d rm d d T
IT IT (fm)Pm o (H f?,‘ii"> T IT (fm)’ (3.13)
m=1t=1 m=1 m=1t=1
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Pm,t

Supposons qu'un polynoéme en les f,,; de la forme Zp:(pm,t)m,t kp 1Lt fing est nul. Pour
conclure, il suffit de montrer que tous les kp sont nécessairement nuls. Par ’absurde, suppo-
sons qu’au moins un des kp est non nul. Comme les S(£), sont en somme directe, on peut
supposer que tous les mondmes deux a deux non colinéaires kp [[,,, ; fnpl’ft’t ont le méme poids A.
Autrement dit, & une constante multiplicative non nulle pres, ils s’écrivent tous sous la forme de
I’équation . L’application (pm.t)mt € P1 X ... X Pg = (om)m € N est bijective et (bt )m,t
ne dépend pas des py, . Ainsi le facteur [1%_; TI7™, (fm)"™" est commun & tous ces monomes
et peut étre simplifié. Ils deviennent donc (& une constante multiplicative non nulle pres) des
mondmes de la forme Hflnzl firm deux a deux distincts. On obtient donc un polynéme P non
trivial qui est nul en les f,,, ce qui est absurde car les f,, sont algébriquement indépendants. [

3.3 Dimension de Gelfand-Kirillov

On a montré que la famille F de la définition [3.2.11] (voir I’équation (3.9))) est une famille
algébriquement indépendante de semi-invariants. Par la proposition [2.3.5] on sait que indq, =
GKdimY(q,) > Card(F), ou

Card(F) = Card([[1,n] \ My) + Zpi
i€l
=n — Card(M;) + Zpi.
i€l

Comme p; = Card({k € [1,s] | ix = i}) et I et M; sont en bijection, on a

indgy >n+ (s —p), (3.14)
ou on rappelle que s est le nombre de blocs d’un facteur de Levi de p et p = Card(I), c’est-a-dire
le nombre de classes d’isomorphismes de blocs d’un facteur de Levi de p, d’otu p < s.

Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit F la famille des semi-invariants de la définition |3.2.11| (voir équation
(13.9) ). Alors

2

+ dimay = n? — (s —p),

o indqy = Card(F) =n+ (s —p).
Ainsi avec le théoreme[3.2.9 (4), la famille F forme une base de transcendance dans Sy(q). En

particulier, si K[F] est l’algébre (polynomiale) engendrée par ¥, alors l’extension Sy(q) D K[F]
est algébrique.

Pour montrer que ind q, = Card(F), on utilise le résultat suivant de Ooms et van den Bergh
[27, Proposition 3.1]
dimq+indq =dimq, +indq, . (3.15)

Dans le cas de la contraction parabolique, on a dimq = dimg = n?, et par un résultat de
Panyushev et Yakimova ([31], théoréme 3.1), on sait que ind q = ind g = n.
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Remarque 3.3.2. Par construction des semi-invariants comme facteurs des F}y,, la famille F vérifie

- . - dimqg+indg dimgqy +indqy
Zdegf:ZdegFm:ZdegF = 5 = 5 .
feF m=1

m=1

Ainsi F vérifie bien la condition sur les degrés du théoreme [I} On ne sait pas conclure avec le
théoréme [I] car on n’a pas trouvé de moyen de vérifier la propriété de codimension 2 pour q,.

On rappelle (preuve du lemme [3.2.14) que

q = (@Kem ® @Khb>

pFq g1y

est de dimension n? — s. On rappelle que ¢’ @K 3(q) C q, (propriété [2.3.2)). Cette inclusion n’est
toutefois pas une égalité en général. Pour obtenir plus d’éléments de q,, on va une nouvelle fois
utiliser les F7.

Pour tout j € [1,n], puisque F} est un invariant de S(q), on a F; € Y(q) C Sy(q) =
Y(qp) C S(qy) par le théoreme Soit g le sous-espace vectoriel de g formé des matrices de
diagonale nulle. On a qy = g ® h, ou h, := hNg,. Ainsi, on a les isomorphismes d’algebres
S(q) ~ S(g) @Kk S(h) et S(qp) =~ S(§) @k S(ha). On utilise alors le résultat d’algebre tensorielle
suivant.

Propriété 3.3.3. Soit F € S(qy). Si F s’écrit >, wiv;, ot u; € S(g), vi € S(h), avec les u;
linéairement indépendants, alors pour tout i, v; € S(hy) C S(qp)-

On fixe alors m := m; € M tel que i # ipax (voir notation 3.1.1)). On omettra dans la suite
les indices 4.

Lemme 3.3.4. SiJ € J(m), alors A% € S(g).

Démonstration. On a deg,- Fy,, = m — i (voir la proposition [3.2.5)). Soit J € J(m). Supposons
par I'absurde que A% ¢ S(g), c’est-a-dire qu’il existe ¢ € &(J) avec un point fixe I’ tel que
[Lics €100y soit un mondme de degré maximal m — ¢ en n™. Alors [[;c y\ 11y €1,0() est également
de degré m —i en n™, et c’est (au signe pres) un mondme de A j\{rry, qui est lui-méme un terme

de Fy,—1. Ainsi m — ¢ = deg,- (HZGJ elyg(l)) < deg,- Fyn—1. Or, comme m — 1 ¢ My (propriété

3.1.4), on a deg,- Fy,—1 = m—1i—1 par I'égalité (3.1)) du corollaire|3.1.16| ce qui est absurde. [

Proposition 3.3.5. Soit J' l'ensemble des J' C I de cardinal m + 1 tels que deg,- Ay =

deg,— Finy1, de sorte que Fy 1 = 3 yeqr AY,. Par la propriété onaJm+1)cCJ
(Vinclusion est en fait stricte).

(1) Pourtout J € J', on a degy AY < 1 et Iégalité est vérifice si et seulement si J € J(m+1)
(voir définition . Ainsi degy F, 1 = 1.

(2) Pour J € J(m+1), la somme des mondmes de degré 1 en by dans A% est

> ey

lGJkJ

otu ky est défini dans l’exzemple|3.1.19,
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Démonstration. (@aee( 7 KIIcs e o‘(l))J 4 est une famille d’espaces vectoriels en somme
bl /e /
directe. En particulier, (AY%,) ey est une famille d’éléments linéairement indépendants. Par

légalité (3.1), on a deg,- Fi1 = m —i. Si J € J', on a donc max(ji) = i + 1 par le lemme
et on distingue alors deux cas.

Si J € J' est tel qu'il existe ko # ki, tels que jr, = Jry =i+ 1, alors Aj € S(g). En effet,
supposons comme précédemment que (o) [[;c; €1,0(1) Soit un mondme de A tel que o admette
un point fixe I’. On a donc deg,, - (HleJ el,o(l)) < deg,- A\ (). Mais au moins un des deux sous-

ensembles Jy, ou Ji; est une part de la partition de J\ {I'}, et ces deux sous-ensembles sont de
cardinal 7 + 1. Par le lemme 3.1.10, on a alors deg,- Ap gy = (m+1-1)—(i+1)=m—i—1.
Le monome [];c s €1,y n’est donc pas de degré maximal m —i en n~ et n’apparait pas dans AY.

Sinon, on a J € J(m + 1). Supposons que €(0) [[;c s €,0() est un monéme de A% de degré
> 1 en b, c’est-a-dire que o a un point fixe I’. Comme deg,- A% = deg,- Fypy1 = m — i, on a

deg, - (HZEJ elya(l)) =m—i. Or e(0) [[1es €1,00) = 5(0‘|J\{l/})el/71/ HZEJ\{Z/} €l,0() est un mondme
de ey Ap gy, ce qui implique que deg,- A p gy > m —i. Comme A gy est un terme de
Fin, on a également deg,- A ) < deg,- F,, = m — i, et donc d’apres ce qui précede, on a
I’égalité. Ceci implique, d’apres le lemme que la partition de J \ {l'} a sa plus grande
part de cardinal ¢, ce qui implique que I’ € Jj,, donc que J\ {I'} € J(m) (corollaire (2)).
Alors par le lemme on a A% gy € S(g). Finalement, (o) [[;c €1,5() est un mondme de
ey A}\{l,} et est de degré 1 en b. O

On note By, 41 et Cppq1 la somme des monomes de Fy, | de degre respectivement 0 et 1 en
h. Puisque g C q5, on a By,11 € S(qp), de plus on rappelle que Fy, | = Bpyt1 + Cpg1 € S(qp)-
Ainsi Crp1 € S(qp)-

Proposition 3.3.6. Pour tout i € I, on note id® = 2 k| Card(ly)=i dglk avec idg, = dier, €L

Alors q @@ieIKId() C qp-

Démonstration. On a, d’apres la proposition précédente :

Co1= Y > enAhyy

JeJ (m+1) €y,

D’apres le corollaire (2), lapplication
{1 e Tm+1),I € i, } = {(J,1)|J € T(m),lel\J}
(T, 1) = (NI
est une bijection. La somme se réécrit donc :
C’m+1 = Z ( Z el,l) A?]
Jeg(m) \lel\J

Par le lemme les A%, J € J(m) sont dans S(g) et linéairement indépendants car A% €

Doca) Klljes€jo)- D'apres la propriété pour tout J € J(m), le terme > i\ €Ll est
donc dans S(h,), et donc a fortiori dans q,.

62



Du fait que J(m) :={I\ J|J € J(m)} est aussi 'ensemble des J C I tels que Card(Jy) =
max (i — 4,0), le terme

S
Yo e
k=1 léjk
appartient & q, pour tout J € J(m).

Pour tout k € [1, 5], on définit trj, comme I'application trace sur la sous-algébre g;, C q, que
I'on étend a une forme linéaire sur q (en posant try, (€yw) = 0 si €y & g7, ). Comme g, ~ gl; ,
on a sl;, ~ g C q'. Ainsi, pour ¢ € g;, C q, on a g € ¢’ si et seulement si trj, (¢) = 0. Modulo

q’, on a donc
ZGZJ ell—m gIk7

N max(tx—12,0
ol ﬁ = %, et donc modulo ¢/, on a

Z Z e = Z max(z’;? —1,0) idy,

k=11e7, k=1 Uk
_ max(j —4,0) .
=> > —— iy,
J€I ke[1,s] J
=7
_ max(j —4,0) .
=) — = ) idg,
Jjel J ke[1,s]

=]

Z an—z 0)1d(J).
el

En considérant tous les termes ) M id¥) pour i € I\ {imax}, on obtient un systéme

J€l
linéaire triangulaire inversible en les id"), pour j € I\ {minT}, ainsi les id® pour i € I\ {minT}
sont dans q,. Comme ),y id® =id e 3(q) C qyu, le terme id™minT) et également dans qa-

Montrons enfin que les id(i), 1 € I forment une famille linéairement indépendante et que le
sous-espace vectoriel qu’ils engendrent est en somme directe avec q’. Soient z; € K pour tout

i€let qgedq tels que ‘

> a;id® ¢ =

i€l
D’apres ce qui précede, pour tout ¢ € ¢, on a try, (¢) = 0 pour tout k € [1, s]. Soit donc i € I
et k € [1,s] tel que ix = || =i. On a donc

try, (Z ;id® +q> =0,
i€l

donc z;, i, = 0, d’ou ; = x;, = 0, et ceci pour tout 7 € I, ce qui conclut. ]

Exemple 3.3.7. On reprend 'exemple . Dans cet exemple, on obtient trois vecteurs id(l),

id® et id® donnés par les diagrammes respectifs suivants :
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On a finalement
2

—(s—p)

Or on a (équation (3.14)) indqy > n+ (s —p) d’ott dim q, +ind q, > n? + n. Comme (équation
(3.15)) dimg, +indqy, = dimq+indg = n? + n, les inégalités précédentes sont en fait des
égalités, ce qui implique le théoreme [3.3.1

dimqgy, > dimq +p=n

3.4 Théoréeme de polynomialité de semi-centre et application

On a une famille F' de semi-invariants algébriquement indépendants de Sy(q), qui semble étre une
bonne candidate pour engendrer Sy(q). Dans cette section, on donne des théorémes généraux
pour montrer qu'une certaine famille de semi-invariants f C Sy(£) (ou € est une algebre de
Lie quelconque) engendre Sy(t). On appliquera ensuite ces théorémes a notre famille F. On
appliquera également ces mémes théorémes aux autres cas que 1’on traitera (notamment en type

o).

3.4.1 Théoréeme de polynomialité de semi-centre

Soit ¢ une algebre de Lie. Dans cette sous-section, on considere (fy,)i1<m<q une famille d’inva-
riants de S(£) et une famille de semi-invariants de S(£) non constants f := {f,,+|1 <m < d,1 <
t < rpt avec r,, € N* pour tout m, telles que pour tout m € [1,d] et ¢t € [1,7,,], il existe des
entiers vy, ; > 0 tels que

Tm
o< [T (). (3.16)
t=1
On note KI[f] la sous-algebre de Sy(£) engendrée par les éléments de f, et on souhaiterait déter-
miner a quelles conditions on a K[f] = Sy(¢). Soit A(f) le semi-groupe des poids de K[f]. On
note aussi f* ’ensemble des éléments de f de poids non nul.

Remarque 3.4.1. Quitte a retirer un f,, de la liste, on peut d’abord supposer que les f,, sont
deur a deux non colinéaires. En revanche, on ne peut pas faire de méme pour les f,, ;. Toutefois,
pour f,g € f, quitte & multiplier f et g (et leurs invariants associés) par des constantes, on peut
supposer que f « g = f = g (en respectant toujours les hypotheses ci-dessus). On supposera
donc ces hypotheses supplémentaires vérifiées dans la suite de cette sous-section.

Lemme 3.4.2. Le semi-groupe A(f) est un groupe.
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Démonstration. Pour tous m,t, on note Ay, ; le poids de fi, +. Par I’équation (3.16]), on a —Ap, ; =
Zu#t Vm,uAm,u + (Vm7t - 1))\m,t- [

Lemme 3.4.3. On suppose que les fp, sont irréductibles dans Y (¢). Soit My := {m € [1,d] | rm >
2}, Onaf* ={fims|me My, 1 <t<ry,}

Démonstration. L’inclusion C est claire : si m ¢ My, alors r,, = 1 et comme f,,, est supposé
irréductible dans Y(¢), on a fp,1 = fim qui est de poids nul. Pour 'autre inclusion, comme
les éléments de f sont non constants, un f,,; avec m € My est nécessairement un facteur
non constant de fp,. Puisque f, est irréductible dans Y (£), le semi-invariant f,; n’est pas un
invariant, donc est de poids non nul. ]

Si x est un semi-invariant de S(£), on voudra montrer (sous certaines hypotheses) que x €
K[f]. Pour ce faire, le lemme suivant est fondamental.

Lemme 3.4.4. On suppose que GKdim(K[f]) = GKdim Sy (¥). Soit x un semi-invariant de S(¥).
Alors il existe a € N* et s, € N pour tout z € £ tels que

z? H 2% e Y(¥).

zef X

Démonstration. Soit x un semi-invariant de S(€) que I'on peut supposer de poids non nul. Puisque
GKdim(K[f]) = GKdim Sy(¢), il existe un polynéme P € K[f][X] non nul tel que P(z) = 0.
Quitte a diviser par une certaine puissance de X, on peut supposer que X ne divise pas P.
Autrement dit, il existe un entier ¢ et des polynémes P;((fm,t)m¢) € K[f] avec Po((fm,t)m,t) # 0
tels que :

C

Z Pk((fm,t)m,t)wk =0.

k=0
Il existe alors a > 1 tel que P,((fmt)m,s) # 0. Comme dans la preuve du théoreme on
peut supposer qu'’il existe un poids A tel que pour tout k& € [0, c], pour tout monéme Sy de
Pi((fm.t)m.t), le semi-invariant Sxz* est de poids A. En particulier, chaque Py (( fmt)m,t) est un
semi-invariant et Py((fm,t)m,t) est de poids A, d’ou A € A(f). Puisque A(f) est un groupe (lemme
, quitte a multiplier par un certain mondéme en les f € f, on peut supposer que A = 0.
SiIlfef f°/ est (& une constante multiplicative non nulle prés) un mondéme quelconque de P,
alors 2% [[ sc¢ f°/ est un invariant. Ainsi 2¢[[;cex f°/ est encore un semi-invariant (proposition

2.2.13)) et est de poids nul donc est un invariant. O

Corollaire 3.4.5. On reprend les hypothéses du lemme m Alors l’ensemble des poids A(E)
de Sy(¢) est un groupe.

Démonstration. Soit x un semi-invariant (non nul) de S(£). Alors par le lemme il existe
a € N" et s, € N pour tout z € f* tels que 2% [],c¢x 2°% € Y (). Ainsi, il existe un semi-invariant
y (non nul) de S(¢) tel que zy € Y (). Ainsi, si x est de poids A, on a un semi-invariant y de

poids —A. O

On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 3.4.6. Soit ¢ une algébre de Lie. Soit (fm)i1<m<d une famille d’invariants de Y (£).
Etant donné pour tout m € [1,d] une décomposition de f,, dans S(¥) de la forme

Tm
— Vm,t
fno = T (fn)"™ (&%)
t=1
avec vy € N*, on suppose pour tout m que l'on est dans au moins un des deux cas suivants :

e la décomposition @ est triviale, c’est-a-dire ry, = 1 et vy, 1 = 1, autrement dit fr, = fim1,

e la décomposition @ est la décomposition de fy, en éléments irréductibles dans S(¥).
On note f l'ensemble des f, . Sous les hypothéses suivantes :

(a) Y (%) est une algébre factorielle,
(b) GKdim Sy(¢) = GKdim K[f],
(c) les fm sont irréductibles dans Y (€),

1) il existe un morphisme de K-algébres ¥ : S(¥) — Y (¥) tel que ¥y est un isomorphisme,
[Y(®)

alors l’ensemble des poids de Sy(¥) est un groupe et Sy () est engendrée par Y (8) et les éléments
de f. En particulier, si

(d) les fm engendrent Y (t),

alors Sy(t) = K[f].
Remarque 3.4.7.
o Dans les cas que l'on étudie par la suite, les hypotheses (a), (c) et (d) découleront de I’étude
de Panyushev et Yakimova |31] et I’hypothese (b) de 'étude précédente (notamment le

théoreme [3.3.1)). Les hypotheses (I), (II) et (III) (ou (II) et (III) apparaissent au théoréme
3.4.13) demandent une étude plus poussée.

o L’hypothese (I) implique que Y (£) est une algebre de type fini.
L’hypothese de factorialité de Y () de ce théoréme implique en fait des propriétés fortes sur
Pensemble des poids A(), par exemple la proposition suivante.

Proposition 3.4.8. Supposons que Y (£) soit une algébre factorielle. Soit A € A(£)\ {0} le poids
d’un semi-invariant x irréductible dans S(€). Alors l'un des deux Y (€)-modules S(€)x ou S(€)_y
est libre de rang < 1.

Démonstration. Si S(€), ou S(€)_, est réduit & 0, la proposition est satisfaite. Sinon, soient
x',y,1y des semi-invariants non nuls de poids respectifs A\, —A, —X. On peut choisir y de sorte
que si s € Y(#) divise y, alors s € K. On a

(zy)(2"y) = (xy)(zy).
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L’invariant zy est irréductible dans Y(¢). En effet, si s,t € Y(£) sont tels que zy = st, alors
comme z est irréductible dans S(¢), x divise s ou ¢, et donc y est divisible par ¢ ou par s. Par
hypothese, on a donc t ou s dans K.

L’invariant zy divise alors (zy')(2'y) dans Y (), donc divise xy’ ou z'y. Si xy divise zy’ dans
Y (), alors il existe s € Y () tel que v/ = sy; si zy divise 2’y dans Y(¢), alors il existe s € Y (¥)
tel que 2’ = sx. Autrement dit, on a S(€)) = Y (£)x ou S(¢)_, = Y(£)y. O

Remarque 3.4.9. On dit que z,z’ € S(€) sont Y(£)-libres si pour tous s,s € Y(¢) tels que
sz+ 52 =0,onas=s" =0. Supposons qu’il existe un poids A non nul et des semi-invariants
x, 2" de poids A qui sont Y (£)-libres, ainsi que des semi-invariants y, 3’ de poids —\ qui sont éga-
lement Y (£)-libres. Par contraposée de la proposition si 'un des semi-invariants z, 2, y, v/
est irréductible dans S(t), alors Y (£) n’est pas factorielle, et donc en particulier n’est pas poly-
nomiale.

Preuve du théoréme[3.4.6, On note £* ensemble des f,, ; de poids non nul. Par le lemme
f* est 'ensemble des fy,; avec m tel que 7, > 2.

Lemme 3.4.10. Sous les hypothéses du théoréme[3.4.6, soit z € Sy(€), f € Y(€), £ = Lf"
une partition de £*, a € N* et s, € N pour tout z € £* tels que

x® H 2% = (H ZSZ) f. (3.17)

zef’ zef!

Alors il existe f" € Y(€) et t, € N pour tout z € £ tels que

¢ = (H th) 1.
zefX

Démonstration. Pour toute sous-algebre de type fini A de S(t), on note Specm(.A) le spectre
maximal de A, que 'on peut identifier avec un sous-ensemble algébrique affine de £* (voir [35]
11.6.3]). Pour f € Y(¢), on note V'(f) := {q € Specm Y (¢) | f(¢) = 0} le lieu d’annulation de
f. Pour f € S(&), on note également V'(f) := {¢ € SpecmS(¢) ~ €| f(¢) = 0}. On note
i:Y(€) — S() l'inclusion canonique. Le morphisme 7 est alors une section du morphisme ¢ de
I’hypothese (I), dans le sens ot Yoi est un isomorphisme. Soit alors i* = Specm (i) : Specm S(£) ~
£ — Specm Y (£) qui est un morphisme dominant.

Lemme 3.4.11. Si V est une hypersurface de Specm S(¥), alors i*(V) est une sous-variété de
codimension au plus un de Specm(Y (£)).

Remarque 3.4.12. Plus généralement, si V est une sous-variété de Specm S(€) ~ ¢* de codimension
[, alors i*()) est une sous-variété de Specm Y (¢) de codimension au plus .

Démonstration. On peut supposer V irréductible. Dans cette preuve, on utilise plusieurs fois
le résultat classique de géométrie algébrique donné par [35, 15.5]. Soit 4}, : V — i*(V) définie
par la restriction de ¢* & V. Par définition, 7}, est dominante. Soient y et 3, deux points gé-
néraux respectivement de Specm Y (£) et de i*(V). On a dimi*(V) = dimV —dim 3, (yy) >
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dim ) — dim i*_l(yy). Pour conclure, on va montrer que toutes les fibres de ¢* ont méme dimen-
sion, de sorte que

dim#*(V) > dim V — dim i* * (yy) = dim £* —1 — dim i* () = dim Specm Y (¢) — 1

Par I'hypotheése (I), on a un morphisme ¢ : S(¢) — Y(¢) dont le dual 9* = Specm(?) :
Specm Y (¢) — £" est une section de i*, dans le sens ou i* o ¥* est un isomorphisme. Soit
K = ker ¢ le noyau de 9, alors Y (£) est isomorphe a S(£)/K et donc ¥* correspond & 'immersion
fermée ¥9* : Z — Specm S(€), ou Z := V'(K) ~ Specm Y (£). Puisque 9J* est une section de i*,
pour toute fibre F' de ¢*, ’ensemble F' N Z est un point. En notant codim pour la codimension
dans £*, on a donc (voir |17}, I, Prop. 7.1] pour I'inégalité)

dim & = codim F N Z < codim F + codim Z
= codim F' + dim #* — dim Specm Y (£),

et donc dim F' < dim €* — dim Specm Y (£). D’un autre coté, toute fibre F' de i* est de dimension
supérieure a la dimension d’une fibre générale de i*, qui est de dimension dim ¢* — dim Specm Y ()
(le morphisme i* est dominant), ce qui donne 1’égalité. ]

On reprend la preuve du lemme Si tous les s, dans (3.17) pour z € f’ sont nuls,
le lemme est bien vérifié. Supposons alors que Y, cp s, > 1. Soit g = f, - € £’ tel que dans
I’équation , on a s; > 1. Alors g divise [, 2°#f. Comme les éléments de £* sont
supposés irréductibles, g divise f = i(f). Pour tout ¢ € €*, on a donc g(q) = 0 = i(f)(q) = 0.

On obtient ainsi i*(V"(g)) C V'(f) ot i*(V"(g)) C V'(f).

Or par le lemme 3.4.11L i*(V"(g)) est de codimension au plus 1 dans Specm(Y (£)). De plus,
5i€ €V (g), alors fu(i*(€)) = i(£u)(€) = fu(€) x [Ts £ (€) = 0 (car fur(€) = 0). Autrement
dit, *(V"(g)) € V'(f.). Or V'(fu) est une hypersurface irréductible de Specm Y () (car f,

est irréductible dans Y(¢)) donc i*(V"(g)) = V'(fu). Ainsi V'(f,) C V'(f), donc le radical
VY (£) de 'idéal fY () est inclus dans |/ f, Y(£). Puisque Y () est supposée factorielle et f,
est irréductible, I'idéal f,, Y () est premier donc 4/ f, Y(€) = f, Y(£) (voir |35, 14.2.3 et 14.3.3]).
Finalement f € \/fY(¢) C f,Y(¢), d'ou f, divise f dans Y(¥).

Il existe donc f € Y(¥) tel que

¢ H 2% = H 2% f, f,

zef’ zef”

que 'on peut simplifier avec 1’égalité @ en une égalité de la forme :

maHthZ H th]?

z€h’ z€h”

avec une partition £* = h’/ Uh” vérifiant

e hCf'ett, <s, pour tout z € h’,

o et de plus, soit h’' ¢ f’, soit il existe au moins un z € h’ tel que ¢, < s,
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ainsi ) otz < Y cp 52 On conclut alors par récurrence sur ) ¢ 5. O

On peut maintenant conclure pour la preuve du théoreme Soit z un semi-invariant de
S(¢), que I'on suppose irréductible dans S(£). Par le lemme il existe a € N*, f € Y(¢) (non
nul) et s, € N pour tout g € £ tels que

2 I[ g% = 1. (3.18)

gefx

Par le lemme [3.4.10} il existe donc f' € Y(¢) et ¢, € N pour tout z € £* tels que

= [ 2"

zefx

Si pour tout z € £*, on a t, = 0, alors % est un semi-invariant de poids nul donc x est lui-méme
un semi-invariant de poids nul donc un invariant. Sinon il existe un ¢,, z € £*, non nul. Alors z
divise * d’olt z x x (puisque z est supposé irréductible dans S(£)).

Par la proposition [2.2.13] tout semi-invariant est produit de semi-invariants irréductibles
dans S(), et tout élément de Sy () est somme de semi-invariants, ainsi Sy(£) est bien engendrée
par Y (£) et les éléments de f. O

Lorsque I'on a des décompositions fp, oc [T (fm,t)"™*, appliquer le théoréme nécessite
de montrer I'irréductibilité de certains fy, ;. Or ce dernier point est difficile & démontrer a priori.
Ainsi, dans les cas qui nous intéresseront ici, on utilisera plutét le théoreme suivant.

Théoréme 3.4.13. On reprend les hypothéses et notations du début de cette sous-section. On
suppose que

(a) Y (%) est factorielle,

(b) GKdim K[f] = GKdim Sy(¢),

(c) les fm sont irréductibles dans Y (£),

(1) il existe un morphisme de K-algébres ¥ : S(¢) — Y(£) tel que |y est un isomorphisme.

(II) tout f € £* est indivisible dans le semi-groupe multiplicatif Sy () (c’est-da-dire que pour
tout a > 2, f nest pas une puissance a®™® dans Sy(¥)),

(III) pour tout f € £*, il existe une K-algébre factorielle Ay et un morphisme de K-algébres
Uy : Sy(€) = Ay tel que U¢(f) nest pas inversible dans Ay et est premier avec 9¢(g) pour

tout g € £\ {f}.

Alors les fmt dans £ sont irréductibles dans S(¢). En particulier, d’aprés le théoréme st
de plus

(d) les fm engendrent Y (€),
alors Sy () = K[f].
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Démonstration. Soit A := A(£) le semi-groupe des poids de Sy(¢). Soit f = f+ € £* et z un
facteur irréductible de f. Appliquons le lemme [3.4.4] & x. 1l existe donc a € N* et s, € N pour
tout z € £* tels que

a2 I g% € Y(¥).
gefx

Soit ¥ un morphisme vérifiant I’hypothese (I). Tout g € f* sécrit ¢ = f,» pour p, 7 avec

uw € My (par le lemme . Alors par 'équation (3.16), g = f,, - divise f, donc ¥(g) divise
V(f,). Comme f, est irréductible dans Y(£) et 9|y () est un isomorphisme, I’élément J(f,) est
irréductible dans Y (&), donc ¥(g) est constant ou ¥(g) o< ¥(f,). Le méme argument s’applique
a x (x divise fy,; donc f,,). Ainsi il existe s, € N pour tout u € My tels que

0 (:ﬂ“ 11 gs") =9(x)* I] 9(9)* o< T 9(fu)™ 219( 11 f,i”) :

gefx gefx pnEMo HEMo
Comme 9|y est un isomorphisme, avec les équations (3.16), on obtient une équation de la

forme :
’
2 [[ g™ o I] g%
gefx gefx

avec s’g € N pour tout ¢ € £*. En simplifiant cette équation, il existe alors une partition
£* =" Uf" et des entiers uy > 0 pour tout g € £* tels que

x® H 9" x H g'. (3.19)

gef’ gef”

Par ’hypothese (III), on a pour tout h € £*,

GN | KAGORES | EAES

gef’ gef”
Supposons que f € f’, alors
o pour tout h € ', on a 95 (h)" qui divise [Lyeer Un(g)*s. Puisque 95, (h) est non inversible
et premier avec les 95,(g), g € £\ {h}, cela implique que u; = 0,

o de méme, pour tout h € £, on a J,(h)"" qui divise Vp(2)* [ ep In(g)*. Or Ip(h) est
non inversible et

— Yp(h) est premier avec les 95,(g), g € £/ (car ' C £*\ {h}),

— Jp(h) est premier avec ¥ (f) (puisque h # f), et donc ¥y, (h) est premier avec ¥ (x)
(puisque 9 (x) divise U5 (f)).

Ainsi ¥, (h) est premier avec 5, (2)* [[ e Un(g)"s done uy = 0.

Finalement, ’équation ([3.19) devient
% o 1,

d’ot x € K*, ce qui est absurde car on a supposé que x était irréductible (donc non constant).
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On a donc f € f”. Alors de la méme maniére que précédemment, on montre que pour tout
h e f*\{f}, on a u, = 0. On ne peut cependant pas conclure pour f. L’équation devient
alors
% o fY.
De méme que précédemment, si uy = 0, on aboutit a une absurdité. On a donc uy > 0, d’ou
f divise z%. Puisque z est supposé irréductible, on a alors f o a? pour un certain b € N*. Par
Ihypothese (II), on a alors b = 1, donc x o f.

On vient donc de montrer que tout facteur irréductible x de f était associé a f. Le semi-
invariant f est donc irréductible. O

Ainsi, lorsqu’on voudra montrer que Sy () est engendrée par certains f,, on appliquera le

théoreme B.4.13]

Remarque 3.4.14. Dans les cas qui suivront, on appliquera le théoréme dans le cadre
suivant :

o L’isomorphisme canonique de K-espace vectoriels f € £ — [q € " — ¢(f)] € (£*)* se pro-
longe en un unique isomorphisme d’algeébres entre S(€) et 1'algebre K[¢*] des fonctions poly-
nomiales sur £*. On identifiera dans la suite un élément de S(&) avec son image dans K[¢*].
En particulier, pour tous z1,...,z; € et tout ¢ € €, on a (z1...2x)(q) = q(z1) ... q(zk).

o Si A est une K-algebre, on pourra voir dans la suite un élément y € S(¢) ~ K[¢*] comme un
élément de A[A @k £¥] ¢’est-a-dire une fonction polynomiale sur le A-module €% := A ®x t*
en identifiant y et id ®y.

Proposition 3.4.15. On reprend les hypothéses et notations du début de cette sous-section.
Considérons les hypothéses suivantes :

(I’) il existe g1,...,9q4 qui engendrent librement Y (€) et q € EE([Xh...,Xd/] tel que pour tout
m e [[]"d/]]? on a gm(q) < X,
(III’) pour tout m € [1,d] tel que rp, > 2 et t € [1,ry], il existe gms € Efqu] tel que
degx fm,i(gme) 2 1 €t fuz(gms) € K™ pour (u,7) # (m,1).

Alors les hypothéses (I’) et (III°) impliquent respectivement les hypothéses (I) et (III) du théoréme

[3-4-13

Les g1,...,g4 de 'hypothese (I’) seront souvent les fi,..., fg introduits au début de cette
sous-section, mais pas toujours.

Démonstration.

(I’) Sous I'hypothése (I'), comme Y(£) est librement engendrée par les gp,, 1 < m < d,
I’application

S(E) — K[Xl, e ,Xd/]
fr— 1)
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restreinte & Y (£) est un isomorphisme. Il suffit alors de composer cette application avec un
isomorphisme K[X7,..., Xg] = Y(£) pour obtenir un morphisme 9 voulu.

(III’) Sous 'hypothese (IIT"), I’application

Vg0t Sy(8) — K[X]
fr— f(Qm,t)

vérifie I'hypothese (III). O

Les hypotheses (I’) et (III’) ont des interprétations plus géométriques. Cependant, on mon-
trera ces propriétés telles quelles dans la suite.

Remarque 3.4.16.

o Plagons-nous dans 'hypotheése (I’). Alors ¢ € E]};[Xh__’ X,] implique par évaluation une
fonction polynomiale q : (z1,...,z¢) € K¢ — q(z1,...,34) € €, notons Q son image
et Q sa fermeture (pour la topologie de Zariski). Soit ¢* : f € K[Q] — foq € K[K?]
I’application duale. Supposons que ¢* est un isomorphisme. Cette hypothese est vérifiée
par exemple si ¢ est une fonction polynomiale de degré 1 injective, de sorte que Q = Q est
un espace affine de dimension d’. Cette derniére hypothése sera notamment vérifiée pour
les deux ¢ que 1'on exhibe aux sous-sections et Soit ’application de restriction

resg: f € Y(8) — f@ € K[Q].

Par I'hypothese (I'), 'application ¢* o resgz est un isomorphisme, et donc resg est un
isomorphisme. On dit que le morphisme resg est une "tranche' pour Y(¢). Si Q est un
espace affine, on parle de section de Kostant-Weierstrass.

« Plagons-nous dans I'’hypothese (III"). Fixons m, t. Soit = une racine de fp, +(¢m+). Alors en
évaluant g, en x, on obtient un élément g € €* tel que fp,:(q) = 0 et f,v v (q) # 0 pour
(m/,t') # (m,t). Autrement dit, si pour toute f € S(¢) ~ K[¢*], on note V(f) = {¢ €
€ | f(¢') = 0}, alors V(fm,) n’est pas inclus dans I'union des V(fy, ) pour (m/,t") #
(m,t).

3.4.2 Cheminement associé a une forme linéaire sur un sous-module de M,,(.A4)

Soit A une K-algebre polynomiale. On introduit une combinatoire pour étudier les f(q) avec
feS(q)etqeqy. A la maniére des graphes de probabilités et des matrices de transitions, dans
cette sous-section, on associe un graphe orienté pondéré a toute forme A-linéaire ¢ : M — A ou
M est un sous-A-module de M,,(A).

Cheminements : définitions, premiéres propriétés
Définition 3.4.17. On appelle A-cheminement (ou cheminement) un graphe orienté et pon-

déré par des éléments de A, de sommets I, tel que pour tous x,y € I, il existe une et une seule
aréte de x vers y. On dira que x est la base de I'aréte et y le but de ’aréte.
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Définition 3.4.18. Soit G un cheminement.

e On appelle support de G et on note supp G 'ensemble des x € I qui sont la base ou le
but d’'une aréte de G de poids non nul.

e Deux cheminements G et G’ sont dits compatibles si leurs supports sont disjoints, et
incompatibles sinon.

e On appelle graphe non trivial induit par G que I'on note G le graphe orienté pondéré
d’ensemble de sommets supp G, et d’ensemble d’arétes toutes les arétes de poids non nul
de G, avec les mémes poids.

Autrement dit, le graphe non trivial induit par G est le graphe dans lequel on ne garde que
les arétes non nulles et les sommets pertinents.

Définition 3.4.19. Soit G un cheminement. On appelle une "représentation graphique de G"
une représentation graphique de son graphe non trivial induit. Pour z,y € I, on introduit de
plus les notations graphiques suivantes :

o sil’aréte de z vers y est de poids a, on représentera cette aréte de la facon suivante : z — y,

 pour tout a € A\{0}, on note = @ ysilonax kg y avec k € K,

i 1
. 0nnotex—>y511’onam(—2y,
e onnotex --+»ysilonax —x; — 22— ... > 27 =y avec [ € N quelconque,

« onnote z -y si on a z = y avec a € A\{0}.

Exemple 3.4.20. Soit G et G’ deux cheminements de sommets [1,4] dont les graphes non
triviaux induits sont représentés respectivement comme suit :

Opep g

-Y 1 -1 1

W ol

On a supp(G) = {1,2,4} et supp(g’') = {2,3,4}. Les deux cheminements sont donc incompa-
tibles. Suivant les notations de la définition[3.4.19] on pourra les représenter de maniére simplifiée

comme suit :
(1)- (0 «2) (2)
(Y) (Y)
(&) (D—)
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Définition 3.4.21. Soient G et G’ deux cheminements.

o On dit que G et G’ sont équivalents si G et G’ ont les mémes arétes (pas nécessairement
avec les mémes poids).

e Pour tous z,y € I, soit a,, (respectivement a’x,y) le poids de l'aréte de = vers y dans G
(respectivement G’). On appelle somme de G et G, et on note G + G’, le cheminement
tel que pour tous x,y € I, 'aréte de x vers y est de poids a;, + agw.

e Le cheminement G’ est un sous-cheminement de G si QA’ est un sous-graphe de QA .

e Le cheminement G est un circuit si G est un circuit (c’est-a-~dire un graphe cyclique orienté,
de poids non nuls quelconques),

e Le cheminement G est un graphe circuits si G est une union de circuits a supports
disjoints (d’arétes de poids non nuls quelconques) ou, de maniere équivalente, si G est une
somme de circuits compatibles.

» Un sous-graphe circuits (respectivement un sous-circuit) de G est un sous-cheminement
de G qui est également un graphe circuits (respectivement un circuit).

Exemple 3.4.22. On reprend les graphes G et G’ de I'exemple [3.4.20, Leur somme G + G’ est
représentée comme suit (on remarque notamment ’absence d’aréte de 2 a 4) :

2/\\& 2X

-Y 1

-

2/-\\/@ g% _

©

Un sous-graphe circuits de G + G’ est une somme de certains de ses sous-circuits compatibles.
Comme ses trois sous-circuits sont deux a deux incompatibles, les sous-graphes circuits de G + G’
sont exactement ses sous-circuits.

b

Les trois sous-circuits de ce graphe sont

2)(@

Y

—1

e

Propriété 3.4.23. Pour tout J C [1,n], on a une bijection entre &(J) et l’ensemble des graphes
circuits de support J a équivalence preés.

Démonstration. La bijection consiste & associer a une permutation o € &(J) le graphe G7 dont

les arétes de poids non nul sont les ! N o(l) pour tout [ € J. O
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Cheminement associé a g

Soit M un sous-A-module de ’ensemble M,,(A) des matrices carrées n x n a coefficients dans
A. La famille (€y4)1<v,w<n forme une base canonique du .A-module M,,(A) et (e;w)lgv,wgn est
sa base duale. On note Hom(M, A) 'ensemble des applications A-linéaires de M dans A. Soit
pr une application A-linéaire de M,,(.A) dans M.

Définition 3.4.24. Pour tout ¢ € Hom(M, A), on définit G(¢) un cheminement associé a ¢
(ainsi que M et pr) appelé graphe de g, tel que I'aréte de  vers y a pour poids g(pr(esy)).

Si M = M, (A) et pr = id, on dira que G(q) est le graphe de ¢ en type gl,. Si M = sp,, (A)
et pr = pr% (que 'on définit a la Section, on dira que G(q) est le graphe de ¢ en type C.

*
x7y,

Exemple 3.4.25. En type gl,, pour ¢ = ae’ ,, a € A\{0}, le cheminement G(q) a une seule

aréte de poids non nul : z % y.
Propriété 3.4.26. Si q,q' € Hom(M, A), alors G(q+¢') = G(q) + G(¢).
Exemple 3.4.27. Si ’'on reprend le cheminement G de ’exemple [3.4.20
Qe A{D)
-1

-Y 1

of

alors en type gly, ce cheminement est le graphe de la forme linéaire ¢ € (g[Z)K[ X.Y] définie par
q=2e]1— Ye’fA +2Xe5; —e5 ey (3.20)

Définition-Propriété 3.4.28. Pour tout cheminement H, on définit dans l’algébre symétrique
S(M) le monéme Sy = Hx;y .y pr(ez,y). On appelle Sy le H-mondéme associé a M et pr. Un
H-mondme en type gl, est un H-mondome associé a M = M, (A) et pr =id ; un H-mondme
en type C est un H-monéme associé a M = sp,,(A) et pr = pr® (voir section .

Pour tout sous-cheminement H de G(q), on a
Sule)= I aler(eay)) #0,
:rl>y EH
ot q(pr(es,y)) € A\{0} est le poids de l’aréte de x vers y dans G(q).

Remarque 3.4.29. Si ‘H est un sous-cheminement de G(q), la notion de type de H-mondéme est
indépendante du type de G(q). Plus précisément, si G(q) est un graphe en type C, on pourra
définir un H-monodéme en type gl,,, et vice versa.

Exemple 3.4.30. Si I’on continue sur I’exemple le G-mondéme en type gl, est
Sg=er1€e14€21€24€41,
et en reprenant le ¢ de I’équation , on obtient
Sg(q) =2x (-Y) x2X x (—1) x 1 =4XY.
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Pour gl,,, on a

Fn= > > e ]ew0

e oe6(J) leJ

=m

Cette expression nous incite alors a étudier les termes du type [];c s pr(elﬁ(l)), et plus précisément
pour pouvoir vérifier les hypotheses (I) et (III) du théoreme [3.4.13] leur valeur en q.

Proposition 3.4.31. Soit S € S(M) et ¢ € Hom(M, A). Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

o S est dela forme [];c;pr(e; o)) avec J C [1,n], o € &(J) et S(q) # 0,

o S =S5y avec H un sous-graphe circuits de G(q).
Démonstration. Montrons les points suivants.

(1) Si H est un graphe circuits, alors Sy est de la forme [[;c; pr(e;,)) avec J C [1,n] et
o€ S(J).

(2) Pour tout S = [[;c;pr(e; o)) avec J C [1,n] et o € &(J), et tout ¢ € Hom(M,.A), on a
S(q) # 0 si et seulement si S = Sy pour un certain sous-graphe circuits H de G(q).

Le point (1) est une conséquence directe de la propriété (J est le support de H). Le sens
réciproque du point (2) résulte de la propriété Pour le sens direct, si S(q) # 0, alors pour
tout [ € J, on a q(pr(e;,(;))) # 0, donc il existe une aréte entre [ et o(l). Le sous-cheminement
H de G(q) de support J et d’arétes non nulles 'ensemble des arétes de I vers o(l) pour [ € J
forme un sous-graphe circuits de G(q), tel que Sy = S.

Montrons maintenant la proposition. Soit S de la forme [[;c; pr(e;,()) avec J C [1,n] et
o € 6(J) tel que S(q) # 0. Alors par (2), on a § = S pour un certain sous-graphe circuits H
de G(q). Inversement, si S = Sy pour un certain sous-graphe circuits H de G(q), alors par (1),
S est bien de la forme [],c ; pr(e;,()) avec J C [1,n] et 0 € &(J), et donc en réappliquant (2),
on a S§(q) #0. O

La proposition 3.4.31] affirme donc qu’étudier les monomes S de la forme [, ; pr(e; »(;)) avec
J C[1,n] et o € &(J) tels que S(q) # 0 revient a étudier les sous-graphes circuits de G(q).

Remarque 3.4.32. La réciproque de (1) dans la démonstration de est fausse en général.
Soit M le sous-A-module de M3(.A) défini par M = Ae; 1 ® Aeg et pr I'application A-linéaire
de My(A) dans M définie par pr(e;;) = pr(e12) = e11 et pr(eg1) = pr(egz) = ez2. Soit
q =€} + €55 Le graphe G(q) est alors

1/—\ 1
1 \‘/

Le sous-cheminement H représenté comme suit
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(O

n’est pas un sous-graphe circuits et donne Sy = pr(e1,1) pr(ez,1) = pr(ei,1) pr(ezz2), ce qui donne
un contre-exemple a la réciproque de (1).

3.4.3 Application du théoreme [3.4.13|a ¢ = q en type gl,

Par le théoréme [3.2.2] dans le cas d’une contraction parabolique standard g en type gl,, I'en-
semble F des F),; forme une famille d’éléments algébriquement indépendants. On veut donc
conclure a la polynomialité de Sy(£) lorsque ¢ = q en appliquant le théoréme avec f = F,
ou les égalités de la forme (3.16f) sont ici les égalités . On vérifie d’abord les hypotheses

(a), (b), (c) et (d) :
(a) L’algebre Y(q) est polynomiale (proposition [3.1.28)) donc en particulier factorielle.

(b) Par le théoreme on a GKdim Sy(q) = indqy, = CardF. Comme l’ensemble F des
Fin ¢ forme une famille d’éléments algébriquement indépendants (théoreme (4)), on
a GKdim Sy(q) = GKdim K[F].

(c,d) Les fp, = Fp engendrent librement Y(q) (proposition [3.1.28]) donc en particulier, sont
irréductibles dans Y(q).

Il reste donc & vérifier les hypotheses (I), (II) et (III).

Hypothése (II)

Tous les Fy, sont des sommes de mondmes de la forme [];c ;e ,¢) avec J C I et 0 € &(J). En
particulier, aucun monoéme de F}; ne contient de terme e, ,, au carré. Autrement dit, pour tous
v,w, on a deg, ~Fp <1, et on al'égalité si et seulement si e, ,, apparait dans un monoéme de
E? . Pour un tel evw Vérifiant ces conditions équivalentes, on a deg, = Fp,: <1, et on a I’égalité
si et seulement si e, apparait dans un monome de Fj, ;. Par relation sur les degrés partiels,
ceci implique que F,; ne peut pas étre une puissance a®™° dans S(q) pour a > 2, et est donc
indivisible dans S(q).

Remarque 3.4.33. Soit F' un semi-invariant de Sy(q) de poids A. Si A est indivisible dans le
semi-groupe additif A(q) (voir notations de la section [2.2.3), alors F est indivisible dans le semi-
groupe multiplicatif S(q). On rappelle que par le lemme @ on a A(q) C @ye 1, Zwg. Pour
montrer qu'un poids A est indivisible dans A(q), il suffit donc de montrer qu’il est indivisible dans
@re1, Zwe. Dans notre cas, les poids des Fiy,; sont presque tous indivisibles dans @y, Z wy. 11
existe cependant une exception : le cas de la racine centrale, ¢’est-a~dire n pair et 7\ 7' = {a, /2}.
Dans ce cas particulier, on rappelle que (exemple Foi1=Ap 1 et Fo = Ap, 1, sont de
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poids respectifs —2w,, /5 et 2@, /5 ; pour m # n, on a ry, =1 et F,1 = F3 donc A1 = 0. Or
F, 1 et F, 2 sont deux polynomes déterminants sur gl,,, donc irréductibles d’ott indivisibles dans
le semi-groupe multiplicatif S(q).

Hypothéses (I) et (III)

Dans notre cas, on va montrer que ¢ = q vérifie les hypotheses (I') et (IIT’) de la proposition
avec gm = fm = Iy, et fi i = iy pour tous m,t.

Fixons ¢ € [1,s]. On consideére le graphe orienté non pondéré cyclique C suivant (que l'on
ne considere pas comme un cheminement) :

On pondere cette fois-ci les sommets de ce graphe : le sommet k est pondéré par I'entier pg j :=
i = |Ix|. La somme des poids est Y, i, = n. On définit alors des suites (vm)1<m<n, (tm)i<m<n
et (Pm,khgmgn,lgkgs comme suit.

o A l'étape 1,
(1-a) on se pose au sommet t; := & du graphe C, puis

(1-b) on choisit v; € I}, puis

(1-c) on diminue de 1 le poids du sommet ¢;.

Apres cette étape (1-c), tout sommet k est pondéré par Uentier py = |Ii \ (I N {v1})], et
Zk) plzk =n- 1'

¢ On définit alors ce processus par récurrence, de sorte qu’a ’étape u,

(u-a) depuis t,_1, on avance dans le graphe C suivant l'orientation jusqu’au prochain som-
met ¢, tel que py—14, > 0 (si t, = ty—1, alors on doit parcourir tout le graphe C
suivant l'orientation), puis

(u-b) on choisit v, dans I, \ (I, N{v1,...,vy—1}), qui est un ensemble de cardinal p,_; 4, >
0, puis

(u-c) on diminue de 1 le poids du sommet t,,.

Apres I’étape (u-c), tout sommet k est pondéré par l'entier p, , = |I1 \ (I N{v1,..., v })],
et > p Puk =N — U
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e On continue ce procédé jusqu’a la fin de I'étape n, c’est-a-dire apreés 1'étape (n-c) ou la
somme des poids est nulle, donc tous les poids des sommets sont nuls.
L’application m € [1,n] — vy, € I est bijective. En particulier, {v1,...,v,} = I.

Exemple 3.4.34. Dans I'exemple supposons ¢ = t; = 4. On reprend les schémas de
I’exemple [3.1.22] La représentation de I comme sous-ensemble de I est :

1
5
6

10|11
12

N CR

On construit alors une suite (v1,...,v12) en choisissant et cochant un élément de la ligne ¢1, puis
en choisissant et cochant un élément de la ligne inférieure non déja coché, et ainsi de suite. S’il
n’y a plus de case non cochée sur une ligne, on passe a la ligne suivante. Si on était sur la derniere
ligne, on revient a la premiére ligne. Ici une suite possible est (10,12,1,5,6,11,2,7,3,8,4,9).

On définit alors ¢ € K[X1,...,X,] ®k q* de maniére similaire aux matrices compagnons :
n n—1
q= Z Xeey 4, + Z ef,uhw. (3.21)
=1 (=1

Exemple 3.4.35. Dans notre exemple, avec la suite (vg), choisie précédemment, on obtient ¢
donné par la matrice suivante :

1
X3 X7 Xg X1 Xy X5 Xg X9 X2 Xi Xg Xo

1

L’élément q est choisi de sorte que son graphe G(q) en type gl,, est :
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On remarque que pour chaque m € [1,n], le cheminement G(q) admet un seul sous-graphe
circuits a m sommets, qui est

O O

Appelons ce cheminement G, et S, := Sg,, le Gp,-monome en type gl,. Par la proposition
a une constante multiplicative non nulle pres, le mondéme S,, est le seul monéme de F;,

tel que Sy,(q) # 0. Par la propriété [3.4.28 on a
Fn(q) = (=1)"*'Sm(q) o< X (3.22)

Pour conclure pour le point (I'), il reste & montrer que (—1)"*1S,, est en fait un monéme de
Ey,, et donc pour cela, a montrer que Sy, = €4, v, €om,vm_1 - - - €vg,0; Verifie deg,— Sy, = deg,— F,.

Pour m = 1, on a F1 = id de degré 0 en n™, et e,, ., est également de degré 0 en n™.
On va alors montrer que la suite deg,- S, vérifie la méme relation de récurrence que deg,- F,

(équation (3.1)) du corollaire [3.1.16)). Pour tout m € [1,n — 1], on a

degn* Sm-‘rl = degn* 'Sm + degu* €v1,Um+1 + degn* Comt1,0m degn* €v1,0m -

Sivm < Um41 < v1 (voir notation|3.1.5)), alors par la propriété ON A €4y 1115 Comt,vms CotLyom €
n~. Alors deg,- Sp+1 = deg,- S; + 1. On a comme ceci six cas a étudier :

(1) v < Vg1 < 01,
(2) Vmt1 =X v < v,
(
(

3 Um+1 = U1 =< Ums

)
)
)
4) vy < V1 X Ut
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(5) V1 X Um < Umtd,

(6) V] X Umt1 =X Ume

et on obtient le résultat suivant :

1 dans les cas (1), (3) et (5),

deg,- Smy1 — deg,- Sm = { 0 dans les cas (2), (4) et (6)

Pour conclure, on veut montrer que I'on est dans I'un des cas (2), (4), ou (6) si et seulement si
m = m;, 1 <1i < imax. Pour tous z,y € [1, s], considérons dans le graphe orienté C le trajet non
trivial le plus court de x vers y. On note |z O y] 'ensemble des sommets de C parcourus via ce
trajet, en excluant z et en incluant y (par exemple, si = y, on parcourt tout le graphe C).

Propriété 3.4.36. Soit m € [1,n]. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) Uentier m vérifie l'un des trois cas (2), (4) ou (6),
(b) on aty €]ty O tmy],

(c) onam=m;, 1 <i<ipe—1.

Démonstration. En termes de tg, les cas (1) a (6) se réécrivent

~
3
=
A
=k
IN
~
3

En remarquant que |t O tpmi1] sécrit [t + 1, tmt1] si tm < tmt1 et [tm + 1, 8] U1, tta] si
tm > tm+1, on montre en disjoignant les cas que (a) équivaut a (b).

Montrons maintenant que (b) équivaut a (c). On reprend la définition combinatoire de la
suite (vg)g.

Dans le graphe, on s’arréte d’abord une premiere fois a tous les sommets, puisque les poids
Po,k = ik sont nécessairement > 1. Puisqu’il y a s = m sommets, on se sera arrété a tous les
sommets a la fin de ’étape mi. Plus précisément, a la fin de cette étape, on se trouve juste
avant le sommet ¢1, et on a py,, p = por — 1 = max(0,pg  — 1) pour tout k. Ainsi, c’est a I’étape
m1 + 1 que I'on va repasser pour la deuxiéme fois par ¢;. Comme p,,, s, peut étre nul, a I’étape
mq + 1, on ne s’arrétera pas nécessairement au sommet t1, mais on a t1 €|t O ty,+1].

Reprenons juste aprés (mg-c) et juste avant (m; + 1-a). A partir de ce moment, on s’arréte &
tous les sommets k tels que py,, k= por — 1 > 1, autrement dit, tel que pg = 1 > 2. Puisqu’il
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y a mg — mq tels sommets (prop}"iété (3)), on se sera arrété a tous ces sommets a la fin de
Pétape mi + (mg — m1) = ma. A la fin de cette étape, on se trouve au sommet t,,,, qui est le
dernier sommet avant ¢ tel que poyt,,, > 2, et on a pp, = max (0, po ; — 2) pour tout k. Ainsi,
c’est a I’étape ma + 1 que I'on va repasser pour la troisieme fois par ¢;. Comme py,, ¢, peut étre
nul, on ne s’arrétera pas nécessairement au sommet t1, mais on a t; E]tm2 O tm2+1].

On continue par récurrence ce raisonnement jusqu’a m;, .. = n. Ainsi les seuls entiers m €
[1,n] tels que t; €]ty O ty41] sont les entiers de la forme m; avec 1 < i < ipax — 1, ce qui donne
(b) & (c). O

On conclut donc pour le point (I’).

Pour (IIT"), on rappelle que £* = {F,,;|m € My, 1 <t < r,,} (lemme [3.4.3)). Posons m,t
avec m € My et t € [1,7,]. On a Fp, oc [[;™) - Notons g, , un g de la forme de I’équation
tel que le parametre & (dont dépend la suite (vg)x) est choisi dans [k;+1, kv 1], c’est-a-dire
I.clI ) (voir notation . On rappelle 'expression de Fy, ., (équation (3.9)) :

Fg = > A% -
(Jk)EHkEKt Tk
On a donc (voir notation |3.2.8|)
Fru.€S (gl(u)J[u]) . (3.23)

Puisque les g i sont en somme directe (les 1 () étant deux & deux disjoints), on obtient le
lemme suivant :

Lemme 3.4.37. Soit J C I et 0 € &(J) tels que [[;c; €151y est (au signe prés) un mondme

de F3,. On al]icje00) = I, (HleJ<u> el,,,(l)). Alors pour tout u, le facteur []c jw) €10) est
(au signe prés) un mondme de Fy, .

Puisqu’il existe un unique mondéme S de F2, tel que S(q), ;) # 0, il existe un unique mondéme
Su de Fy,y tel que Su(qy,,) # 0 pour tout u. Ainsi pour tout u € [1,rm], on a Fpyu(q) o
[Tocinr® €vo@)(@mne) ot J = {v1,...,vm} et ¢ = (U Vm—1 ... v1). Par construction de g, ;, on
a alors €y, v, (¢ t) = Xm, et pour tout £ > 1, ey, 4, ,(qy,,) = 1. Comme par hypothese, v; a
6té pris dans I®) et que les 1™ sont disjoints, on a Frnt(qme) o< Xm et pour tout u # ¢, on a
Fon (@ e) o< 1.

On rappelle que pour tout y, on a
F}:(q;n,t) x X, (3.24)

Notons alors g, € q%[x} la spécialisation de qut en X, = 1 pour tout u # m et X;;, = X.
On a alors F, 1(gm,t) < X, Fnu(gm,t) < 1 pour tout u # t, et pour tout (u,7) avec pu # m, le
polynoéme Fj, -(¢m) divise F,(gmy) € KX, donc F, 7 (gms) € K*. Ainsi ¢+ vérifie 'hypothese
(IIT’) de la proposition

Les hypotheses (I), (II) et (III) sont donc vérifiées et on obtient

\

Théoreme 3.4.38. Soit q une contraction parabolique standard de gl,,, associée a un facteur
de Levi l =gy X ...x gy . Alors
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o la troncation canonique q, est égale a q' ® @iKid(i), ot id® = >\ =i id91k7

o lindice de qp estindqy = n+ s —p, ot p est le nombre de classes d’isomorphisme des
blocs gy, dans 1,

o lalgébre des semi-invariants Sy(q) = Y(q,) est polynomiale et librement engendrée par
les semi-invariants Fy, 1 <m < n, 1 <t < ry (voir théoréme . En particulier,
l’ensemble des poids A(q) de Sy(q) est un groupe.

Remarque 3.4.39. On vient de montrer que I’algebre Sy(q) est librement engendrée par les F, ;.
On a déja montré par le théoreme que tous les F,, + tels que r,, > 2 sont irréductibles. En
fait, tous les F,,, ; sont irréductibles : si x est un facteur irréductible non constant de F3,, ¢, alors x
est un semi-invariant, donc un polynéme en les F), -, qui divise F;;, ;. Par algébrique indépendance
des F), ;, le semi-invariant = est donc associé a Fj, ;. Pour tout m € [1,n], I’équation ([3.10)

T™m
(]
Ey = cm [[ Fint
t=1

est donc la décomposition en produit d’éléments irréductibles de F}3..
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Chapitre 4

Etude de la polynomialité en type A
et C

4.1 Polynomialité en type A

L’étude précédente sur g = gl,, permet de conclure assez facilement pour le type A, c’est-a-dire
le cas ou I’algebre de Lie semi-simple est g := sl,,.

Dans cette section et uniquement dans cette section, on notera pr la projection prA de la
définition On rappelle que si ¢ = p X n~ est une contraction parabolique standard sur
al,,, on a défini la contraction parabolique g4 = p4 xn~ en type A avec p4 = pr(p). Une
telle contraction parabolique est appelée contraction parabolique standard de sl,. Toute
contraction parabolique en type A est la conjuguée d’une telle contraction parabolique.

Théoréme 4.1.1. Soit ¢! = p xn~ une contraction parabolique standard en type A. Soit F

la famille des Fr,z de la définition [3.2.11]
Alors Sy(q) est polynomiale et pr(F) := {pr(f) | f € F\{F11}} engendre librement Sy(q*).

Remarque 4.1.2.

e Ona Fy; =id donc pr(Fy 1) =0, c’est pourquoi on exclut F;; de pr(F).

o En type A, on a deg,- pr(F,,) = deg,- F,,, pour tout m, c’est-a-dire pr(F,,)® = pr(Fy)

(voir propriété (3.1.26]).

Démonstration. Les F& = pr(F®) engendrent librement Y (q) (théoréme|3.1.27)). En appliquant
pr a Fy, o [[;™ Fimt (équation (3.10)), on obtient

Tm
Fp o H pr(Fnt),
t=1

et le poids de pr(Fj,;) est le poids de F,; restreint a sl,. On vérifie alors aisément que les
pr(Fy,) sont algébriquement indépendants par le théoreme [3.2.17]
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Si x € Sy(q?), alors 2 € Sy(q) puisque Kid C 3(q), ainsi 2 est un polynéme en les Fj,; par
le théoreme [3.4.38] On conclut alors en appliquant pr. O

Remarque 4.1.3. Puisque q = qA x Kid, on peut reprendre I’étude pour q et on trouve facilement
que :
e la troncation canonique qf est égale & q' P,

Kpr(id(i)) (on rappelle que les id@
pour ¢ € I forment une famille libre dans q, et que > ;g id® =

id),
e l'indice de qj\l est ind qf =ind gy —1,

« D'ensemble des poids A(q4) de Sy(q?) est A(q4) = pr(A(q)) := {AgalA € Aq)} et est un
groupe.

4.2 Généralités en type C

L’algebre de Lie q est toujours une contraction parabolique de gl,, par une sous-algebre parabo-
lique standard p.

Notation 4.2.1. On définit 'involution v € &,, par y(k) =n+ 1 —k. Si L C [1,n], on notera
également LY = y(L) := {~(I)|l € L}. Si M € gl,,, on note M" la matrice symétrique de M par
rapport a Pantidiagonale (c’est-a-dire M]J = Mj» 47),etsiV C gl,,onnote VY = {M7|M € V}.
L’application K-linéaire M € gl, — M" € gl,, s’étend naturellement en un morphisme d’algebres
de S(gl,,) (et donc de S(q)) dans lui-méme. On note 7 I'image de f € S(gl,,) par ce morphisme.

Notation 4.2.2. On reprend globalement les conventions de [3, chap. VIII]. On suppose ici que
n est pair et on pose n = 2n/. On définit sp,, comme I’ensemble des matrices de la forme

My M,

Ms —M]
avec My, My, M3 des matrices n' x n’ telles que My = M et My = Mj. L’espace vectoriel sp,,
est de dimension n(n + 1)/2. On appellera abusivement la base canonique de sp,, une base de

sp,, constituée des ey, — €y v pour 1 < u,v < n/, des ey + €y v pour (u,v) ¢ [1,7/]? tels
que u +v < n, et des e,y pour 1 <u < n. On compléte la représentation graphique de gl,, :

al,, .

al,

al} al,

ott gl (respectivement gl;,) est le sous-espace vectoriel de gl,, engendré par I'ensemble des e, ,
telsque (1 <u<netn+1<v<n)ou(n+1<u<netl<v<n') (respectivement
1<u,v<n’ oun'+1<uv<n).
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Définition 4.2.3. On reprend les notations combinatoires d’une contraction parabolique de gl,,
(définition . Soit ¢ = p xn~ une contraction parabolique standard de gl,,. On dit que q
est une contraction parabolique standard symétrique (ou CPSS) si le sous-ensemble 7’ C 7
associé a q est symétrique, dans le sens ot pour tout i € [1,n — 1], on a o; € 7’ < ap—; € 7.
De maniére équivalente, q est symétrique si et seulement si p7” =p et (n7)? =

Définition 4.2.4. Soit ¢ = p x n~ une contraction parabolique standard symétrique de gl,,.
Soient p¢ = pNsp, et (n7)¢ =n"Nsp,. On a sp, = p€ ©(n~)¢ (comme q est symétrique, tout
vecteur de la base canonique de sp,, est soit dans p, soit dans n~). On pose alors ¢ = p© x (n™)°.
L’algebre de Lie q¢ est une contraction parabolique de sp,,, que I'on appelle contraction pa-
rabolique standard de sp,,. Toute contraction parabolique en type C' est la conjuguée d’'une
telle contraction. Son crochet de Lie [, ;¢ vérifie [x,yl,c = [z,y]q pour tous z,y € q¢. On dit
également que g est une contraction parabolique standard de gl,, au-dessus de q¢.

Définition 4.2.5. Soit pr¢ = Plsp spl @kid 1@ projection de gl,, sur sp, parallelement a
sp- ©Kid, ot sp;- est l'orthogonal de sp, C sl, pour la forme de Killing de sl,. Jusqu'a
la fin de ce chapitre, on note pr pour pr®. La projection pr induit un morphisme d’algébres
S(gl,,) = S(sp,,) que par abus, on note toujours pr.

Remarque 4.2.6. Les sous-espaces vectoriels g[f sont les sous-espaces vectoriels engendrés par
les e, tels que pr(e] ,) = £ pr(euw).

Précisons comment la combinatoire de la contraction parabolique standard symétrique q de
gl,, (définition D se projette en type C'. Soit h¢ := pr(h) 'ensemble des matrices diagonales

de sp,,, qui forment une sous-algebre de Cartan de sp,,. On note R® := {Bysp, | B € R} le systeme
C

de racines associé. Pour tout i € [1,n'], on note wj" = w;|s, les poids fondamentaux. Pour
tout ¢ € [n' +1,n — 1], on a @ijgp, = Wn—i|gp = w¢ .. Pour i € [1,n'], on note ¢ = €l ap,
et af = Qi|gp, - Pour i € [1,n' — 1], on a af =€ — €, et af = 2¢C,. On considére la base
¢ = {Bisp, | B € T} = {a%...,a%} de RC. Soit (7¢) = {Bsp, | B € 7'} Alors p¢ est la
sous-algébre parabolique associée & h, 7€ et (7€)

Dans toute la suite, on pose q une CPSS au-dessus d’une contraction parabolique standard
C
q~ de sp,,.

Propriété 4.2.7. La projection pr vue de q dans q© (qui sont égales respectivement a gl,, et
sp,, comme espaces vectoriels) est un morphisme de q¢-modules.

Démonstration. On note g+ = 5p# @ Kid. Soient ¢1 € ¢€ et go = pr(qe) + qﬁ‘ € q avec qé‘ €qt.
Par définition de g, on a [g1,¢3]; € q*. En utilisant la définition du crochet de Lie sur
q, on obtient [q1,q5 ]q € g (on pourra définir pt := pNgt et (n7)L := n~Ngt, de sorte que
p=p“@pt,n =m")%® )t et gt = ptB(n)t). Ainsi

pr([q1, g2lq) = pr(lgr, pr(g2)]q + [91, 43 Jq) = pr((g1, pr(g2)lq) = [g1, Prg2)]4c- O
En type C, les monomes d'un polynome de S(q) et les degrés en (n™)% et p© sont définis et

sous-entendus par rapport & la base canonique décrite plus haut. Aussi, le bidegré d’un élément
F € S(sp,,) bihomogene en (n~)¢ est le couple (degyo F) deg(,—yc F).
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Propriété 4.2.8. La projection pr "préserve les bidegrés" dans le sens ot si s est un élément
bihomogéne en nw™ de S(q) (isomorphe a S(gl,) comme algebre), alors soit bidegyc o pr(s) =
bideg,, - s, soit pr(s) = 0. En particulier, pour tout f € S(q), on a deg,—yo pr(f) < deg,- f.

Démonstration. Cette propriété vient du fait que pr(p) = p© et pr(n~) = (n7)°. O

On utilise alors cette projection et nos connaissances en type gl,, pour étudier le type C.

Propriété 4.2.9. Soit F' un semi-invariant de q de poids X. Alors pr(F) est un semi-invariant
de q©, de poids Ajq-

Démonstration. On a une décomposition de S(gl,) comme somme de q“-modules : S(q) =
S(q%) @ (qL®S(q)>. La projection pr : S(q) — S(q“) est alors une projection parallelement
a gt ®85(q). Pour tout ¢ € q%, on a donc ¢ - pr(F) = pr(q- F) = pr(A(q)F) = X(q) pr(F) par la
propriété O

Comme en type A, on reprend ’étude de I'algebre des invariants de Panyushev et Yakimova
[31] :
Théoréme 4.2.10. Pour toute contraction parabolique q€ de sp,,, 'algébre des invariants Y (q%)
est polynomiale et librement engendrée par les fpy := pr(Fop)®, 1 <m/ <n'.

On va donc étudier les projetés des semi-invariants Fj,, ; du théoreme par la projection
pr. Dans toute la suite, on notera abusivement e , pour la forme linéaire restreinte a sp,,.

Lemme 4.2.11. Pour tous u,u’,v,v" € [1,n], on a pr(euy)(e} /) # 0 si et seulement si
(/) € {(u,0), (67, w7}

De méme, on a Kpr(ey) = Kpr(ey ) si et seulement si (u',v") € {(u,v), (v7,u”)}.

Démonstration. Le point crucial est de voir que pour tous u, v, on a pr(ey,) = %(euvv +€epr ),
oue==xlsie,,¢€ g[i. O

On rappelle que les graphes de forme linéaire sont définis & la sous-section [3.4.2]
*

Corollaire 4.2.12. Pour tous z,y € [1,n], pour ¢ = e; ,, le graphe G(q) est :

e siy=21x", composé d’une seule aréte r — vy,

o sty F£x7, composé de deux arétes x — y ety — 7.

Soit m € [1,n] pair et &, l'’ensemble des mondémes S de F,, c’est-a-dire I'ensemble des
(o) [ies €100y pour J C I de cardinal m et o € &(J). On note aussi &, 'ensemble des pr(S)
avec S un mondme de F,. On considére 'application pr : &,, — &,.

Remarque 4.2.13. L’application pr : &, — &, est surjective (par définition). Cependant, si
S € &, est un mondme de F,, alors pr(S) € &), n’est pas nécessairement un monéme de
pr(Fy,). Cela tient a la non injectivité de pr sur &,,, autrement dit au fait que I’ensemble des
monoémes Si,...,S4 € &, tels que pr(Sk) « pr(S) peut avoir plus d’un élément, et donc qu’il
est possible que Y, pr(Sx) = 0, ce qui implique que pr(S) ne soit pas un mondéme de pr(Fy,).
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Proposition 4.2.14. S5i § € &, est symétrique, c’est-a-dire S = S alors pour tout T € &,
on apr(T) x pr(S) = T = S. En particulier, si S est un monéme symétrique de F,,, alors
pr(S) est un monome de pr(F,).

Démonstration. Remarquons déja que S est symétrique si et seulement si S o [[;c ; €;,5(;) avec
J C [1,n] symétrique (c’est-a-dire tel que J7 = J) et 0 € &(J) tel que o oy oo =~. En effet,
par définition de la symétrie de S, pour tout =,y € I, e, ,, divise S si et seulement si ey~ v divise
S. Ainsi, si z,y € J, alors 27,y” € J et si y = o(z), alors 27 = a(y7).

Supposons alors que pr(7) oc pr(S). On écrit S oc [[jey €00y avec J C [1,n] symétrique
de cardinal m et o € &(J) tel que coyoo =7, et T o< [y priey o) avec J' C [1,n] de
cardinal m et ¢’ € &(J'). On a alors

[Ipreron) o< T prievoran)
leJ l'eJ’
Soit I' € J'. Alors il existe [ € J tel que pr(e; o)) o pr(ey o)), et donc par le lemme [4.2.11
soit (I',a'(1") = (I,0(1)), soit (I',a' (")) = (a(1)7,17).
D’abord, on a soit I’ =, soit I’ = o(1)7, et donc comme J est symétrique, on a en particulier
I € J. Ainsi J' C J et donc J' = J par égalité des cardinaux.

Ensuite, on a soit o/(I') = o(l) = o(I'), soit o’(I') =17 = 071 (a(1))? = o7 1(1"")? = o(I') (car
govyoo=r). Ainsi ¢/(I') = o(l'), donc ¢/ = o ce qui conclut. O

Lemme 4.2.15. Pour tout m € [1,n] pair, il existe un monome symétrique S de Fy,.

Démonstration. Comme m est pair, il existe J € J(m) (déﬁnition qui est symétrique : en
effet, pour tous k, k' tels que k' = s+ 1 —k, par symétrie de q, on a I}y = I7 et on peut choisir Ji
et Jys de sorte que Jy = J; . Par la proposition si deg,- Fy, = m — i, alors maxy, \Jk.] =1.
SiJ={a1 <...<anm}, comme pour tout [ € [[1 m — i on a a;4; > a;, par la propriété
on obtient a;1; = a; (voir définition ; de plus, on ne peut pas avoir a;y; ~ a; car sinon
ay ~ aj41 ~ ...~ ap4; ce qui contredit le fait que maxy |Jx| = ¢, donc a;4; > a;. Finalement le
terme €q;,a,, ;41 - - - €asamCaisr,ar - - - Camam_; €St un terme symétrique de degré m —i en n~ (car
Am+1-1 = a] pour tout [). O

D’apres la proposition si § est un mondéme symétrique de Fp,, alors pr(S) est un
monoéme de pr(F),). Par la propriété on obtient ainsi degg,—yc pr(S) < degy—yo pr(Fi,) <
deg,- Fy, = deg,- S. Or pr(S) est un mondme non nul, donc bihomogene en (n~)“, donc toujours
par la propriété on a degg,—yc pr(S) = deg,- S, d’ott deg,—yo pr(Fy,) = deg,- F,. Ainsi

ona:
pr(Fm)* = pr(Fy,). (4.1)

Pour tout m’ € [1,7'], on note désormais f,,, := pr(Fa,,)® = pr(Fy,./).

Remarque 4.2.16. Pour m impair, on a pr(Ey3,) = pr(F,,)* = 0 car pr(F,,) = 0 (voir [3]).
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4.3 Cas ou le facteur de Levi est de type A

On rappelle que n’ = n/2. Soit q¢ une contraction parabolique standard de sp, telle que
af ¢ (7). Soit q la CPSS au-dessus de q”. Dans ce cas, on a e, = epy1n € (n7)¢
de sorte que l'algebre de Lie q admet un facteur de Levi [ de la forme

)

=g X...Xgr,
ot 'on a I4q1_j = I} pour tout k € [1,s], et ot s est pair. On note s = 2s'.

Remarque 4.3.1. Réciproquement, si q admet un facteur de Levi d’une telle forme, la contraction
q¢ en type C déduite de q vérifie o, ¢ (7).

On a alors [© := pr(l) ~ gl;, X ... x gl; , qui est un facteur de Levi de q¢.
Notation-Propriété 4.3.2. On reprend pour q toutes les notations de|3.1.1].

o Pour tout i € [0, imas], les entiers p; et m; sont pairs. En particulier, M; = My =: M et
tous les éléments de M sont pairs. Pour tout i, on définit alors p), :== p;/2 et m} :=m;/2.
On note M’ := {m/2|m € M}. En particulier, pour tout m = m; € M, Uentier r,, = p;
est pair. Pour tout m’ € M/, on note alors v/, := To,, /2.

o Pour tout i € I, lensemble rk; = {ki1 < ... <k, } est symétrique dans le sens o1
ki pi41—¢t = s+ 1 — ki pour tout t. Comme précédemment, on omet souvent les indices i.

Exemple 4.3.3. Pour illustrer les raisonnements de cette section, on se placera dans le cas d’une
CPSSoun=12,s =81 = {1}, 1o ={2,3},I3 = {4,5}, I, = {6} et [, = Ij_, pour 5 < k < 8.
On a imax = 2, p1 = 4, po = 4, my = 8 et mg = 12. On représente ce cas schématiquement
comme suit :

4.3.1 Semi-invariants

On pose maintenant i € I, m = m;, r = p;, m’ =m/2 et v’ = p, = r/2. D’aprés I’équation ([3.9)),
ona Fy o< Fpyq...Fy,, avec
Fat= Y A s

JL €T
VkeK:
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ke +1, ki1 —1 it
ol Kt:{ ke + 1, Kty l stb<r . De IsH,k:I,Z pour tout k € [1,s] et kyy1-4 =

L,k —1]U [k, +1,s8] sit=r
s+ 1 — k; pour tout t, on tire (I(t))v = It pour tout t < r et (I(T))Py = JI"l par définition

des J®_ JU (notation 3.2.8).

Proposition 4.3.4. Pour tout t € [1,7' — 1], on a pr(Fp,,—¢) = (—1)d&Fmt pr(F,, ;).

Démonstration. Comme of, ¢ (7¢), on a F,,; € S(gl,,) pour tout ¢ € [1,7" — 1]. Pour tout
k € K¢ = [kt +1, ki — 1], pour tout choix de Ji, € Jj, son symétrique J; est un choix possible
deJje Jypourl=s+1—-ke K,y =[kr—t+1,kr_431 —1] = s+ 1— Ky, et la correspondance
est bijective.

g(r—t) jlr—t]

Ainsi, comme lillustre le diagramme ci-dessus, on a AJ(T_ﬂ’J[T_t] = (A}M’JM)V sur gl,,, de sorte

que
pr(Epe¢) = (—1)385me pr(F, ). O

Exemple 4.3.5. Dans l’exemple on a FS. X F871F872Fg’3F8’4 et F1.2 X F12,1F1272F1273F1274.
Pour tout m pair différent de 8 et 12, on a Fy, = F,,, 1. La projection donne alors pr(Fy3) =
—Pr(Fra) et pr(Fizs) = pr(Afyg iy gsop) = PrALy 5 23)) = Pr(F12a).

Notation 4.3.6.
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/

e Solent ¢ € I, m = m; € M, r = p;, m' = m/2 € M et v =7/, = p, =r/2. On
note fy = pr(Fops ) pour t € [1,7] et fyy 41 = pr(Fm,). On pose également ¢, :=
Cm H;"/:_ll(—l)degFm’t (équation (3.10)). On a alors

r'—1

2
fm’ = C;n’ H fm/,t X fm’,r’ X fm’,r’—‘rlu (42)
t=1

avec fo s € S((n7)%) pour tout ¢ < r’ par le théoreme [3.2.2).

o Pour tout m’' € [1,n'] \ M/, on note ¢, =1, fpr1 := fm €t 7., = 0. On note alors f la
famille de semi-invariants de Sy(q®) composée de I’ensemble des fomr g pour 1 <m/ < n/
et 1<t<r ,+1.

On obtient Card(f) = 3™ (r, +1)=n"+5".

m/=1

4.3.2 Poids

On reprend les notations de la sous-section Soit w,? =w¢ - wf“; pour 1 < k < 5.

lk—1

Proposition 4.3.7. A m/ =m} € M fizé, pour tout t € [1,7 , + 1], le semi-invariant fu; est

de poids
C C

. /
. wy, — w8 t<r,,
At = 2fwg5 sit=rl,,
—2wf sit=r,+1

Sim' ¢ M/, on a )\%/71 =0. A/ fizé, la famille ()‘g@/,t)lgtgr’ 41 est de rang ;.

C

Les espaces vectoriels VeCt((Am/7t)]_§t§T:n,+1) pour m’ € [1,n'] sont en somme directe.

C

m/ .t

c

Démonstration. L’expression des poids vient du fait que A b

= )\Qm/’t‘ﬁpn. Les poids A

1 <t¢ <7/, sont linéairement indépendants. En effet, posons ekc = wbck, avec eOC = 0. La famille

des eg, 1 < k < & est libre, donc la famille des w,? = eg_l — ekc, 1 < k < ¢ est libre.

Exemple 4.3.8. On reprend 'exemple
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On a alors

. eg:O, efzw?,eg’:wg, egzwgetef:wg,
. wlcz—wlc7wg:wlc—wg,wg:wg—wgetwgzwg—wg,

c _,C C \C __ cC yC _,C C c _ C
. )‘8,1—“)1 _w4a)‘8,2_2w47)‘12,1_w2 —wy et /\12,2—2“)3-

Montrons alors que quelque soit k = {k; < ... < k.} C [1,s], la famille des A\, , =
w,?t — w,gﬂ, 1<t<r —1et )\Tcr;,’r, = 2wy, , est libre. Supposons que 2{':1 xt/\g,ﬂf = 0 avec
x; € K et posons xg = 0. On a donc Z:/:_ll :L't(w,?t — w,iﬂ) + 2xr1w,§, =0, c’est-a-dire

r'—1
Z (HZ't — :ct_l)w,g + (21'74 — xrz_l)w,%;, =0.
t=1
Comme la famille des w,? est libreonadonc 1 —zg =29 — X1 = ... = Tp_| — Tpi_g = 2T, —

z._1 = 0, ce qui implique que tous les z; sont nuls. En particulier, les )\g,t sont linéairement
indépendants.
C

/
m’,,t
2/1

et I’ensemble des wg qui apparaissent dans ’écriture des )\gl, , sont disjoints. Comme les wg
i/’

Soient m; # m; dans M. Alors I’ensemble des wg qui apparaissent dans ’écriture des A

forment une famille libre, les espaces vectoriels Vect(()\ncqj,_” )t) pour 1 <4 <,y sont en somme
directe. ' O

Corollaire 4.3.9. Par le théoréme les for ¢, pour m’ € [1,n'], et t € [1,r],, + 1] sont
algébriquement indépendants, de sorte que indq§ > n' + X, c1pi =n' + 5.

4.3.3 Troncation canonique
L’algebre dérivée (q¢) de q© est

@) =9 P Kopr(h),
1e1,n/—1]
g1,

ot q¢ est le sous-espace vectoriel des matrices de sp,, de diagonale nulle. Ainsi (q¥) est de

dimension dim q¢ —s'.

Or (q9) c q§ (propriété [2.3.2) donc dim q§ > dim(q®)’ = dim q© —s' et indq§ > n’ + 5’ =
ind q¢ +s'. Mais alors par (3.15)), on a les égalités, de sorte que

Proposition 4.3.10. On a q§ = (q%). Ceci implique que la famille des fosq, m' € [1,n'],
t € [1,7, +1] est une base de transcendance de Sy(q°).
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4.3.4 Application du théoréme [3.4.13/a £ = q©

On sait que 'ensemble f des f,,/; forme une base de transcendance de Sy(q¢). On veut donc
conclure & la polynomialité lorsque € = q© est une contraction parabolique de sp,, en appliquant
le théoreme [3.4.13| avec f I’ensemble des f, ¢. On vérifie d’abord les hypotheses (a), (b), (c) et

(d) :
(a) Lalgebre Y(q“) est polynomiale (théoréme |4.2.10)) donc en particulier factorielle.

(b) On a GKdimSy(q®) = indq§ (théoréme [2.3.5). Comme l'ensemble f des f,,; est de
cardinal ind q§ (proposition [4.3.10)), on a GKdim Sy(q¢) = GKdim KIf].

(c,d) Les fpy = pr(Fs, ) pour tout m’ € [1,n'] engendrent librement 'algebre Y(q

irréductibles dans Y (q%).

¢) donc sont

Il reste donc a vérifier les hypotheses (I), (II) et (III) du théoreme |3.4.13

Hypotheése (I)

Pour montrer les hypotheses (I) et (III), on va comme précédemment montrer que les hypotheses
(I’) et (IIT’) (de la proposition [3.4.15) sont vérifiées. On prendra ici g,y = fpy = pr(Fs,,) et
fms ¢ défini comme précédemment pour tous m/, t.

Notation 4.3.11. On définit alors une partition I = UZE" 1(1) telle que pour tout i € [1, imax] :

. I0) = I(3),

) [ 1 sike K()
o pour tout k € [1,s], |1(i) N Ix| = { 0 sinon .
On a |I(i)] = |K ()| = m; — m;—1. Pour tout i, on note aussi (i)~ := I(z) N [1,n'] et I(3)T :=
I(i)Nn" +1,2n7].

On pose alors la suite (v;)1<;<y/ définie par les deux points suivants :
o pour tout ¢ € [1,%max], 'ensemble des v; avec | € [m}_; + 1,m!] est 'ensemble I (i)~ si i
est impair et I()" si i est pair,

o lasuite (v1)m;  <1<m est strictement croissante.

On pose alors

n’ n’

_ Lk * *
q9= Z Xﬂev;’,vj + 61}1,1;1’ + Z Cvjv5-1°
j=1 7j=2

Exemple 4.3.12. Reprenons I’exemple Le diagramme de la CPSS donne
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NN~ = DN DN

Tous les diagrammes de CPSS sont nécessairement symétriques, et lorsque le facteur de Levi est
de type A, le diagramme admet un nombre pair de lignes.

Comme dans I'exemple [3.4.34] pour tout k, on remplit la ligne k avec les éléments de I,
mais contrairement au type gl,, on demande ici une condition supplémentaire :

e sion inscrit un entier £ sur une case, alors on doit inscrire ’entier k7 sur la case symétrique.

Un exemple d’un tel remplissage est celui-ci :

OO\]‘QCNQOH

10[11
12

NN~ = DN DN

L’ensemble I(7) est alors ’ensemble des indices situés sur la colonne i, ici on obtient I(1) =
{1,3,5,6,7,8,10,12} et I(2) = {2,4,9,11}. On construit alors la suite (v;) en prenant pour
chaque colonne alternativement la premiere ou la deuxieme moitié des cases,

‘GJU!OJ»—!

11

NN~ NN

puis en lisant les indices de haut en bas et de gauche a droite. Ici on obtient (v;); = (1, 3,5,6,9,11).

En type C, on voit un élément ey, , dans (q9)* par restriction, il admet une décomposition

dans la base canonique de (q%)* (la base duale de la base canonique de q). Dans 'exemple, on
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représente alors ¢ par une matrice via I'isomorphisme q¢ — (q¢)* donné par la base canonique
de q%.

X4 —1

Dans le cas général, le graphe G(q) en type C est alors de la forme (voir le corollaire 4.2.12))

On se référera dans la suite aux définitions générales introduites dans la sous-partie Les
sous-graphes circuits de G(g) sont les graphes de la forme

Xm

pour m € [1,n/]. On note Ha,, ce sous-graphe circuits, Soy, 1= Sy, le Hop-mondme en type
gl,, (voir définition (3.4.28]), et ng := pr(Sam) le Hop-mondme en type C. On a Sz, (q) ¢ Xy
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Le sous-graphe Ha,, est symétrique au sens ou si 'on a une aréte de x vers y, alors on
a une aréte de 3y vers 7. Ceci implique que Sy, est symétrique. Ainsi par la proposition
a une constante multiplicative non nulle pres, Szcm est un monoéme de pr(Fh,) en les
pr(es,y) et, par la proposition le seul monoéme S de pr(Fsy,) tel que S(g) # 0. On a donc
pr(Fom)(q) o< 85,(q) o X

Pour conclure quant & 'hypothese (I'), il faut maintenant vérifier que S$, est (4 une constante
multiplicative non nulle prés) un mondéme de pr(Fs, ). Par I'égalité (4.1), il suffit de montrer
que deg,- Sop, = deg,— Fop,.

Comme sur gl,,, on va montrer que la suite deg,- Sa,, vérifie la méme relation de récurrence
que deg,— F,, , sachant que (voir équation (3.1)))

degn_ Fo,+1 si2m=m;, 1 <i <ipax — 1,

degy— Fomt2 = { deg,- Fom + 2 sinon.

Premiérement, on a deg,- So = 1 = deg,- F>. En effet, puisque v1 € I(1), ona v; < n’, et donc
comme on est dans le cas ot o, ¢ (7¢), on a v] = vy (voir propriété . Alnsi e, v € p et
ev'l‘/wl en .

On a ensuite
deg,- Somi2 = deg,— Som + deg,— ey, 1 0,, + deg,— Codl, )

+ deg,,- €,

m+1:Vm+1 o degn7 ev;ynv

Um*

Déja, puisque y est décroissante pour le préordre < sur [1,n], on a deg,- e, Wl = deg,- €vpit,vms

d’ou

deg,— Somq2 = deg,— So + 2deg,— €y, y 1 0, + degy— e,

1 Vm1 - degn* ev;’m

Um*

Si 2m n’est pas égal a un my, 1 < i < ipax, alors m et m + 1 appartiennent a un méme
intervalle [m}_; + 1,m/] pour un certain ¢ (propriété (2)). Ainsi par définition de la suite
(Uk)m;_lﬂgkgm;a on a Uy, < Upmt1 €t Uy » Uy (car Pensemble des v avee m)_; +1 < k < m]
est inclus dans I(i) et [I(i) N 1| < 1 pour tout k). Ainsi vy, < V1, d'olt deg,- €y, 41 0, = 1.
De plus, vy, et v,11 sont soit tous les deux dans I(i)~, soit tous les deux dans (i), de sorte

que vy > vy, si et seulement si vi+1”7 > Umy1. Finalement, deg,— Sopy2 = deg,— Som + 2.

Si 2m est égal & un m;, 1 < i < iyax, alors m et m + 1 n’appartiennent pas a un méme
intervalle [m/_; 4 1,m/], de sorte que soit vy, € I(i)* et vpmy1 € I(i 4 1)7, soit vy, € 1(i)” et
Um+1 € I(i +1)T. Dans le premier cas, on a :

* Umtl < Um, donc deg,— €y, .1 v, =0,

o V)11 > Umg1, donc deg - e, =1,

m+1 yUm4-1

o U}, < Up, donc deg,- e, ,, = 0.

Dans le second cas, on a :

* Umtl = Um, donc deg,— €y, 1 v, = 1,
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o U 11 < U1, donc deg,— e, =0,

+17Um+1

o V), > Unp, donc deg, - €y =1.

yUm

Dans ces deux cas, on obtient deg,— Sam42 = deg,- Sa, + 1. Ainsi, Sa,, et Fy, ont méme degré
en n~, ce qui conclut pour '’hypothese (I').

Hypotheése (IIT)

Contrairement au type gl,, ot le ¢ que 'on a exhibé pour I’hypothese (I') pouvait facilement étre
adapté pour ’hypothese (IIT’), ici ce n’est pas le cas, puisque pour le ¢ ci-dessus, on ne controéle
pas quels ¢ vérifient f,,.(q) ¢ K*.

On reprend les définitions et notations utilisées pour ’hypothese (I). Pour tout i € [1, imax],
on définit

/
m;—1
o * * *
% = Z Coppro | T Co 07, . te,, R
B i—1 mlo =+ m'. i
l=m;_,+1 i—1 g

Le graphe G(q}) en type C' est de la forme (voir le corollaire 4 2.12)

et est donc un circuit (voir définition [3.4.21)). Soit 7; le G(q})-monodme en type gl,, et 7; = pr(T;)
le G(¢)-mondme en type C. Par la suite, on pourra noter G(g,) sous la forme

ou le 7 signale qu’il s’agit du graphe G(¢).

Propriété 4.3.13. Le monome T; est de la forme [];cq) prieioq)) avec o € &(1(i)), et vérifie
Ti(q;) € K*. Parmi les facteurs pr(e;,)) -
o exactement deux (e, , 0? et e, o ,) sont tels que o(l) =17 (autrement dit sont
mi_q ’ m;_1+1 m;’ my;

sur lantidiagonale). Suivant la parité de i, l'un est tel que o(l) > 1 (et est donc sur la
partie supérieure de I’antidiagonale, donc dans p©) et Uautre est tel que o(l) < 1 (et est

donc sur la partie inférieure de Uantidiagonale, donc dans (n™)%),
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o tous les autres facteurs vont par paire de la forme pr(e; (1)) et pr(eqs v, v) avec l+o(l) <
n 4+ 1; ils sont tous dans (n™)%,

o tous les facteurs pr(e; »(;y) dans (n™)C sont tels que o(l) et | sont deus termes consécutifs

(pour Uordre croissant) de l’ensemble I(3).

Sipr(e; o)) est un facteur de Ty, alors l'un des deur termes e?‘g(l) ou e;(l)w 1 est un terme de
/
q;-

On définit alors ¢/ = Y3 ¢/ qui a donc pour graphe en type C' la somme des graphes
compatibles G(¢}), 1 <4 < imax. Le graphe G(¢') est un graphe circuits.
Exemple 4.3.14. Dans 'exemple avec la suite (v;); définie en 4.3.12} on a
qy=e31+ €3+ eis+ergtel et Go=€l19+ €5+ €511

(les e} , sont vus comme des formes linéaires sur sp,,). Ces formes linéaires correspondent res-
k)

pectivement aux circuits suivants
Ainsi G(q') correspond a la somme de ces deux circuits. On a également

Ti o (e31 — €12.10)° (€53 — e10,8)* (e6.5 — es.7)? €76 €112 et To o (es2 — €11.0)° €94 €211

Proposition 4.3.15. Pour tout m = m; € M, le monome H;-Zl T; est a une constante mul-
tiplicative mon nulle prés un mondéme de pr(Fy) et pour tout mondme S de pr(Fy) on a
S(q) # 0 S < IIj=, T;. En particulier, on a f,;(¢') o< [T5=1 Tj(¢') € K*.

Cette proposition n’est pas essentielle pour obtenir ’hypothese (III’) en tant que telle, mais
sa démonstration servira de modele dans les multiples cas que ’on exhibera plus tard.

Démonstration. On montre le sens direct en plusieurs étapes :

(1) Déterminer I’ensemble des S € S(gl,,) qui sont des mondémes de F,, pour un

certain m et qui vérifient pr(S)(q¢’) # 0.

Par la proposition [3.4.31} les mondmes S de la forme (o) [[;c; pr(e; 1)) avec J C I,
o € 6(J) tels que §(¢') # 0 sont les monoémes S tels que S o Sy avec ‘H un sous-graphe

circuits de G(¢') (voir définition [3.4.21)), c’est-a-dire, étant donné la forme de G(¢'), les
mondmes S tels que S o [[;cx T; avec K C [1, imax]-

(2) Parmi ces mondémes, déterminer ceux qui sont des mondémes de F a m =m,; €
M fixé.
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Pour cela, il s’agit de calculer les bidegrés de ces monoémes. On calculera en fait leurs degrés
et leurs degrés en p. D’apres la propriété on a

deg Tj = [I(j)| =mj —mj_1 et degpﬁ =1,

ce qui donne
deg H T; = Z(mj —mj_1) et degp H T; = |K]|.
JEK jEK JeK
Rappelons que degpr(Fy,) = m; et deg, pr(Fy;,) = i (proposition |3.2.5). On cherche donc
K C [[Limax]] tel que

Yjex(mj —mj_1) =m;
K| =i

Remarquons déja que K = [1,i] vérifie ces conditions. Ensuite, soit K C [1,imax] de
cardinal ¢ différent de [1,4]. Par la propriété la suite (M — Mj_1)1<j<ima. €St dé-
croissante, et pour tout j > i, on a m; —mj_1 < m; —m;—1. Comme K # [1,4], puisque
|K|=1d,ona KN[i+1,imax] # 0, et donc 35 (my —mj—1) < 351 (mj —mj_1) = m.
Ainsi K = [[1,4] est bien le seul sous-ensemble de [1, ipmax] qui satisfait simultanément les
deux conditions ci-dessus.

Si S est un mondéme de pr(FS,), alors S o< pr(S) avec S un mondéme de F* . Avec les points (1)

et (2), si S(¢’) # 0, alors S x H§:1 T;.

Réciproquement, si S H;-:l T;, comme S := H;’:l T est symétrique, par la proposition
4.2.14} S est bien un monéme de pr(F,,), qui est de degré maximal en (n~)¢ par le point (2),
donc est un mondme de pr(Fy). De plus S(¢’) # 0 par le point (1). O

Rappelons que pour tout i € I, ona f,,(¢’) }:1 Ti(¢') € K*.Fixonsi € I, m' =m] e M/,
m=2m/,r" =71, r=2r"ett e [l,r +1]. Pour montrer (III'), une premiére idée est de
multiplier un terme de ¢} convenable par X, de sorte que si g est la forme linéaire modifiée, on a
frmr (@) o< XP avec p € {1,2} et pour 7 # t, frv +(q) € K*. Par la proposition pour j < @
on a également fm;_ (q) € K*, donc fmg_ﬁ(q) € K* pour tout 7. Avec cette seule modification, si
1 < tmax ON & fm;(q) o XP pour j > i, ce qui n’est pas le résultat voulu, car on souhaiterait que

fm;_ (q) o< 1 pour j > 4. Si i = imax, la condition j > i est vide et ce probléme ne se pose pas.

Dans le cas ol i < imax, on va donc introduire des modifications supplémentaires sur ¢’ et
donc sur son graphe G(q’) (en type C) pour faire en sorte que fm;_ (¢) € K* pour j > i (on ne
gardera pas nécessairement I’hypothese fy,(¢) o< XP, on se contentera de degy fn/(q) > 0).
Lorsque cette modification sera faite, comme dans la preuve de la proposition on va

o déterminer ’ensemble des mondémes S qui sont des mondémes de Fj,, pour un certain m et

qui vérifient pr(S)(q) # 0, c’est-a-dire identifier les sous-graphes circuits H de G(q),

o parmi ces monoémes, déterminer ceux qui sont des monomes de F, a m = m; fixé, c’est-a-
dire identifier quels sous-graphes circuits H vérifient degSy = m et deg, Sy = i,
et pour ces sous-graphes circuits H, calculer Sy (q).
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On rappelle que pour tout u € [1,7'], on a F,,,, € S (g](u)’l[u]) (équation (3.23)), d’olt f . =

pr(Frnu) € S (pr(91<u> 1) )) et forrp1 = Pr(Fmy) € S (pr(gl(r)J[r])). Or on a pr(g w jm) C
870w gl + O70—w gir—w POUr u € [Lr" — 1] et pr(grw ) C G7w sl POUr u € {r’ 7'} Les
gl(u) Ml Bpr—w) plr—u] POUT U € [1,7] et 970 qiv) sont en somme directe. Le produit H 17T est
a une constante multlphcatlve pres un mondme de pr(Fy,) en les pr(egy) (proposmon .

Ainsi de la méme maniére que dans le lemme [3.:4.37] & une constante multiplicative prés il existe
Yy, mondme de fp,r,, pour 1 < u <7’ +1, tel que

r'—1

7
H’]}: H yﬁxyr’ X Yr 41
j=1 u=1

(voir I’équation . A m/ fixé, les y, sont donc premiers entre eux deux a deux.

Proposition 4.3.16. Pour tout u € [1,7' + 1], il existe un facteur pr(ey,,) du monome T; qui
divise également le monome y,,.

Démonstration. On suppose que u € [1,7']. Le raisonnement est similaire si u = ' + 1. L’en-
semble des facteurs irréductibles de 7; qui divisent y, est I’ensemble des facteurs irréductibles
priey,w) de Ti avec ey € @) sl O B7¢—w - On rappelle que (notation ) et I
sont de la forme (") = |—|k:a+1 Iy et T = | P71 1 ot a < b vérifient |1,] = |Ib] = 4. Puisque
I(i) est défini de telle sorte que I(i) N I # () si et seulement si |Ix| > i, on a I(i) N I, # 0.
Soit alors v € I(i) N Iy, et pr(eyq) le facteur irréductible de 7; correspondant. Ce facteur
appartient & (n7)¢ car u < r’. Alors par définition de 7;, l'indice w appartient & I. avec
¢ = max{k < b|I(i) NI # 0} = max{k < b||I;| > i} (propriété [£.3.13). Comme |I,| = 1,

onac>a,etdoncl.CI [“}. Ainsi pr(ey,,) divise nécessairement y,,. O

On rappelle que 7 et ¢ sont fixés. On consideére un facteur pr(e, ,,) commun a 7; et y;. Comme
pr(ewr vv) = £ pr(eyw), on peut supposer que v+w < n+1. Par la derniére phrase de la propriété
4.3.13] le terme ey ,, est au signe prés un terme de ¢’

Notation 4.3.17. Les e , avec a +b < n + 1 forment une base de (q9)*. Sia+b<n+1,0n
note pq p le coefficient de e} , dans ¢'. Si a+b > n+1, il existe €, € {£1} tel que € | = €p€y 4v
avec b +a” <n+1. On pé)se donc pgp = €4,4Pp 7. Ainsi, pour tous a, b, on a pa,b7€ {-1,0, 1},
et sipgp 7 0, le terme pq pey , est un terme de q.

On modifie alors ¢ et ¢, ;, et on note ¢ (respectivement ¢;, ¢;+1) le ¢’ (respectivement g,
;1) modifié. Pour tous j ¢ {i,i+ 1}, on note également g; = q;-.

Cas 1 : Si i = imax, comme on 'a évoqué précédemment, on multiplie simplement le terme
Puw€y . de ¢ par X. En termes de graphes, on passe de G(¢') & G(g) en multipliant par X les
poids des arétes v — w et w? — v7 (qui sont éventuellement une seule et méme arete) Alors
pour tout 7’ € [1,imax], le seul monéme S de pr(£y, ) tel que S(g) # 0 vérifie S o< [Tj_; Sg(y)-

Pour tout m = my € M\ {n}, on a alors pr(Fy)(q) x H?:l Sg(q;)(@) € K* et pr(Fy)(q) o
H’ma" Sg(g;)(q) o< XP avec p € {1,2}. Puisque le seul terme modifié est p, we€} ,, et que pr(e, )
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est un facteur de y, le seul facteur de pr(Fy) qui appliqué en ¢ est de degré non nul en X est
le terme f,,; ;. On a donc f,,;  ,(q) X avec p' € {1,2} et f, w(q) oc 1 pour u # t.
De plus, pour tout x' € [1,n" — 1], fr ;(q) divise pr(£3,)(q) € K*. Ainsi 'hypothese (II") est
vérifiée.

Exemple 4.3.18. Dans l’exemplem si pr(ey,w) = €94, alors la modification donne le graphe
G(q) suivant :

Dans tous les cas suivants, on supposera que i # imax. On modifiera ¢; et ¢;,;; on pourra
leur retirer et ajouter des termes. Les graphes G(g;) et G(g;+1) qui en résultent ne seront pas
équivalents a G(g;) et G(qgj,,)- Il faudra alors vérifier que I’hypothese (IIT’) est satisfaite, donc
calculer pr(Fy)(q) pour tout m € M, et donc déterminer pour tout m € M quels mondmes
S¢ de pr(F?) vérifient S (q) # 0 et calculer ces SC(q), c’est-a-dire avoir un "analogue" de la
proposition [£.3.15] pour g.

Définition 4.3.19.

 On utilise les notations de la définition [3.4.19] Dans les graphes qui suivront, on notera
des arétes sous la forme

T O—>Y et O ==>Y
pour signifier que 'aréte représente un élément pr(e;,) dans p (respectivement qu’exac-
tement une des arétes impliquées dans la suite d’arétes représente un élément de p). Une

aréte (respectivement une aréte pointillée) qui ne sera pas sous cette forme représentera
un élément de (n7)¢ (respectivement une suite d’éléments de (n™)%).

e On parlera parfois de degré ou de bidegré d’un graphe G pour signifier le degré ou le bidegré
de Sg.
Cas 2 : Si w=v", alors par la propriété

(2.a) soit w < v (c’est-a-dire e,,, € (7)), dans ce cas, on définit x,y de sorte que pr(e;,,) soit
I'unique facteur de T;11 tel que y = 27 et y < x,

(2.b) soit w > v (c’est-a-dire e,,, € p), dans ce cas, on définit z,y de sorte que pr(e;,) soit
P'unique facteur de 7;11 tel que y = z7 et y > x.
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/ * *
Dans les deux cas, ¢ est obtenu en remplagant dans ¢' les termes pyyv€y, v + Dz avey oo DAr les

* *
termes py v X €y v + € 4

Exemple 4.3.20. Dans l'exemple [4.3.3]
« le sous-cas (2.a) correspond a pr(e, ) = €76, et alors pr(egy) = eg 4,

o le sous-cas (2.b) correspond & pr(ey ) = €1,12, et alors pr(ez ) = e 11.

Cas (2.a) On passe alors du graphe G(¢’) au graphe G(q) en effectuant les modifications
suivantes :

iy i 270 o
V ey 1)V e T

l T

T €— 1+1 T
7,—|—]_ Q~ '4 Q~ 4'4

Identifions les sous-graphes circuits H de G(q). Identifions d’abord les sous-circuits de
G(q). En dehors des circuits G(q}) pour j ¢ {4,i+ 1}, on a ces deux sous-circuits incompatibles :

PRI -

Lo (X) o Lo o
v VY v VY

x” x

i+1 it1 9, R

"=

Le premier est équivalent & G(q}), on le notera Gi. On note le second G. Ils sont de bidegré
respectifs (1, [1(i)| — 1) et (2,[1(0)] + [1(i + 1)] = 2).
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Un sous-graphe circuits de G(q) est donc de la forme suivante
H="> G(d)+ > G,
j€D1 keDo
avec Dy C [1,imax] \ {7,7 + 1} et Do & {1,2}.
Identifions quels sous-graphes circuits H vérifient deg Sy, = m et deg, Sy =i. On a
bideg G| = bideg G(q;) et bideg G5 = bideg G(q;) + bideg G(q;, ;). Définissons une fonction T qui
associe & chaque sous-circuit de H un sous-graphe circuits de G(¢') de méme bidegré :

o pour j ¢ {i,i+ 1}, on pose T(G(q})) = G(d}),
« Y(G1) = G(q),
o Y(G5) = G(q}) + G(diy1)-

Puisque H ne peut contenir a la fois G] et G, tous les Y(G) pour G un sous-circuit de H
sont compatibles deux & deux, ainsi la somme ;e p, T(G(q})) + 2 jep, Y(G)) est bien un sous-
graphe circuits de G(¢'), qui est de méme bidegré que H. Autrement dit, étudier le bidegré de
H revient & étudier le bidegré d’un certain sous-graphe circuits de G(¢’), ce qui a déja été fait
précédemment (démonstration de la proposition (2)). Avec cette considération, on obtient
alors a my € M fixé,

e si i’ < i, alors le seul sous-graphe circuits H tel que degSy = my et deg, Sy = 7’ est
Zje[l,i’]] Q(q}),

e si ¢/ = 1, alors le seul sous-graphe circuits H tel que deg Sy = my et deg, Sy = i’ est
(X2 6(a)) + 61,

e sid’ >+ 1, alors le seul sous-graphe circuits H tel que deg Sy = my et deg, Sy = i’ est

(Zje[[l,i—l]]u[[i-s-zi/]] g(Q;)) + Gs.

On montre alors grace aux propriétés|3.4.28 et [3.4.31|que pour tout i’ # 4, la quantité pr(Fy,,)(q)

est un polynéme de degré nul en X, et pr(F,,)(¢) « X. Comme dans le cas i = imax, puisque
seul le coefficient en e}, est non constant et que pr(eyv) est un facteur de y; lui-méme un
monome de f,, ;, le seul facteur de pr(FT'ni) qui appliqué en q est de degré > 1 en X est le terme
fm: ¢+ Alnsi on a degx fim: (@) = 1 et degy fr (q) = 0 pour u # t. Pour tout u # mj, on a
égalnlement degy fur=0. ' '

Cas (2.b) La démonstration est identique au cas (2.a), seuls les vecteurs de p sont diffé-
rents.

- -
. S a . " h

) o A 1 . S
¥ . ¥o(X) N

V Q> )7 V Q> )7

AR e © I z7 T

/I: + 1 ““ 4;‘ /L + ]- ‘~~ 4;‘
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Exemple 4.3.22. Avec ’exemple |4.3.20[dans le sous-cas (2.b), on obtient le graphe G(q) suivant

Cas (3) : Si w # v7, alors par la propriété 4.3.13) on a pr(e,.) € (7)Y, et donc v = w
(propriété [3.1.7). Comme par hypothése v+w <n+1, on a v,w € I(i)".

Cas (3.a) : Supposons qu’il existe un facteur pr(e,,) de 711 tel que y < w < v < z.
Alors e, € (n7)%. On distingue encore deux cas.

N\ L Qe _ * * * * *
Cas (3.a.i) : Siy = 27, alors on remplace py, €} ,, +Pza7 €y 17 PAT PpwX ey 1y +€p o+ -

Exemple 4.3.23. Un exemple de ce cas dans ’exemple est le cas ol pr(ey.) = pr(ess)
et pr(eg,y) = €9 4.

On passe alors du graphe G(¢') au graphe G(q) en effectuant les modifications suivantes :

"‘ ~~N
’ -~
4 -
* .
L4 A Y
2 »' b (3
WY —> Y === >V —— W
T —
i+ 1 . . i+ 1

Exemple 4.3.24. Avec 'exemple |4.3.23] on obtient le graphe G(g) suivant
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Identifions les sous-graphes circuits H de G(q). Identifions d’abord les sous-circuits de
G(q). En dehors des circuits G(q;) pour j ¢ {4,4+ 1}, on a ces trois sous-circuits :

-
- i

"_—"'-"~.~~ "¢ x“
O" ~“ . Z »' b
iy (X) X) o ¢ W w
WY — ) mmm P U —q) Uﬂ/--->i
x 7o+ 1
i+1 i+1 "\___6

Le premier circuit est équivalent & G(¢;), on le notera Gj. On note les deux autres respectivement
Gy et G5. Le graphe G| est incompatible avec les graphes G5 et G (les graphes Gy et G5 sont
compatibles). Un sous-graphe circuits de G(q) est donc de la forme

> G+ > G
j€Dy keDo
avec Dy C [1,imax] \ {¢,7+ 1} et Do C {1} ou Dy C {2,3}.
Identifions quels sous-graphes circuits H vérifient deg Sy, = m et deg, Sy =i. On a

bideg G| = bideg G(q;) et bideg(G5 + G3) = bideg G(q;) + bideg G(g;, ;). Alors comme dans le cas
précédent, a my; € M fixé,

e pour i < i, le sous-graphe H; = 2 e[ g(q;) vérifie bideg Sy, = bideg pr(Fin,, ),
» pour i' =i, le sous-graphe Hy = (L12] G(g))) + G vérifie bideg Sy, = bideg pr(Fyn,),

o pour i > i+ 1 le sous-graphe (Zje[l,ifl]]u[[iJrQ,i/]] Q(qg)) + Gy + G4 vérifie bideg Sy, =
bideg pr(Fy,,, )-

mais contrairement au cas précédent, il n’y a pas unicité. Autrement dit, il peut exister d’autres
sous-graphes circuits donnant une égalité de bidegré. Cela vient du fait que cette fois-ci, le sous-
graphe circuits incompatible avec G| est une somme de deux circuits compatibles et non plus un
seul circuit.
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Remarquons que tous les circuits de G(g) ont chacun au moins une aréte propre, c’est-a-
dire une aréte dont le poids dans ce circuit est non nul et le poids dans tout autre circuit de
G(q) est nul. Plus précisément,

o toute aréte de tout circuit G(g;) avec j € [1,7 — 1] U [[i + 2, imax] est une aréte propre,

X X
e les arétes v (—>) w et w” (—>) vY de G sont propres,

o les arétes v — 27,  — v7, ainsi que la suite d’arétes 7 --» = de G} sont propres,

o laréte w? — w de G est propre.

Soit z := {z1,...,Zi—1, 25, 25, Zi+2, - - - » Zinae ; UN ensemble d’indéterminées. On choisit ¢ 2 e
une aréte propre de G(g;) pour j € [1,i—1]U[i +2, imax] (respectivement de g;. pour j € {2,3}).

On multiplie le coefficient (non nul) de €7, ., dans g par z; (respectivement par 27).

On a alors Sgg,)(q) o z;-)j pour tout j € [1,i — 1] U [[¢ + 2, imax] €t Sg;(q) x (z})p;pour J €
{2,3}, 0ou pj,p;- € {1,2} (a e, ., peuvent correspondre deux arétes). Les S¢(q) pour C' parcourant
l’ensemble des sous-graphes circuits de G(q) sont linéairement indépendants comme polyndmes
en X et en les éléments de z. Pour C' un sous-graphe circuits de G(q), on a degy Sc(q) > 0 si et
seulement si G est un sous-circuit de C. On calcule alors les pr(Fy, )(q).

Si ¢’ = i, alors il existe un unique sous-graphe circuits dont G{ est un sous-circuit qui vérifie les

propriétés de bidegré : il s'agit de G = 212} G(g;) +Gf. On a Sg(q) (H;';l1 sz') X2. Ainsi, si H

est un autre sous-graphe circuits de G(q) vérifiant les égalités de bidegré, alors degy Sy (q) = 0.
Par conséquent, pr(Fy,.)(q) est de la forme (H;;ll zj) X2+ P(z) avec P(z) un polyndéme en les
éléments de z. Comme précédemment, puisque ey, est le seul terme dont le coefficient est de
degré > 1 en X et que pr(ey ) x pr(eyr,v) est un terme de y; lui-méme un mondme de fmi b
le seul facteur de pr(Fy, ) qui appliqué en g est de degré > 1 en X est le facteur fm; +- Ainsi on

a bien degx fyn;((q) > 0 et frr u(q) € K* pour u # t.

Sii' # i, alors il n’existe pas de sous-graphe circuits dont G; est un sous-circuit qui vérifie les
propriétés de bidegré. En effet, si un tel sous-graphe circuits C' existe, C' ne peut pas contenir
les graphes G; et G3 (par incompatibilité avec Gj). Comme G(g;) est équivalent a G(q}) pour
J € [1yimax] \ {isi + 1} et G| est équivalent & G(q}), le cheminement C est donc équivalent
a un sous-graphe circuits C’ de G(¢'), qui vérifie 'égalité de bidegré. D’apres la preuve de la
proposition on a alors ¢ = ;;1 G(qj). On distingue alors deux cas :

o si ¢/ < i, alors G(¢;) n’est pas un sous-cheminement de C’, donc G| n’est pas un sous-
cheminement de C, ce qui est absurde,

o sid’ >, alors G(g;, ) est un sous-cheminement de C’, ce qui est absurde car il n’y a pas
de circuit équivalent & G(g;, ;) dans G(q).

Ainsi, si H est un sous-graphe circuits de G(q) vérifiant les égalités de bidegré, alors Sy(¢q) est un
monoéme uniquement en les éléments de z. Comme les S(q) pour C' un sous-graphe circuits de
G(q) sont linéairement indépendants par construction, la quantité pr(£y, ,)(g) est un polyndme
Py (z) non nul. l
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Pour conclure quant & ’hypothese (III'), on évalue alors (z1,. .., Zi—1, 25, 25, Zit2; - - - Zimax )
en (b, ...,bi—1,bh,b5,bito, ..., b, ) € K™ qui n’appartient

e nia V(z;) pour tout 1 < j <i—1 (pour que pr(Fpn, )(¢q) #0),

i

« nia V(P;) pour tout j € [1,imax] \ {} (pour que pr(Fy, )(g) # 0 pour j # i),

ot V(Q) C K'm=x est le lieu d’annulation de Q € K[z].

Remarque 4.3.25. Récapitulons les points cruciaux de la modification : on modifie ¢; et ¢;, ; dans
¢’ de sorte que dans le graphe G(g), on a trois nouveaux sous-circuits G}, G5, G5 tels que
« supp Gj Usupp G5 Usupp G = supp G(g;) U supp G(q; 1),

o G est équivalent & G(q}) et tous les poids des arétes de G; sont égaux & ceux des arétes
de G(¢}), excepté ceux des arétes v — w et w? — v (qui peuvent étre la méme aréte) qui
sont multipliés par X,

o les circuits G5, G4

— ne sont pas équivalents a G(gj ) dans G(gq),
— sont incompatibles avec Gj,

— ont leur somme ayant le méme bidegré que G(q;) + G(qj,,),

o chacun des trois circuits G{, G5, G5 a des arétes propres, et les arétes v — w et w? — v
sont propres pour Gj.

et ces propriétés suffisent a conclure pour I'hypothese (IIT"). II suffira de montrer ces propriétés
dans les autres cas.

Cas (3.a.ii) : Si y # 27, alors on remplace py w€} ,, + Puy€s , PAT Dow Xy, + €5 + €5

Exemple 4.3.26. Un exemple de ce cas dans ’exemple est le cas ol pr(ey ) = pr(es3s)
et pr(eay) = pr(esa).

On passe alors du graphe G(¢') au graphe G(q) en effectuant les modifications suivantes :

¢’4 §~~ ¢’4 §~~
4 ~ 4 ~
L4 -~ L4 -~
. "O \‘ ) "0 \‘
Loy Lo} Loy (X) (X) o
WY —— )Y mmmm- > VU —— W WY — ) mmmmn > U — W
) €e——y <--QY e——2 ) Yy’ <=--0Y T
i+1 A i+l A
- L4 kS *
QQ " QQ "
‘~~ ¢" ‘~~ o"

- - - -
e ammm=" e ammm="
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Exemple 4.3.27. Avec 'exemple |4.3.26} on obtient le graphe G(q) suivant

OO

(&
(X) (X)
(2)

S

On peut vérifier que les circuits G, G5, G5 respectivement définis par

---
--- - -
- - Pd ~

"l' ~§“ . "¢' ~“
iy (X) (X) b i e o]
W) —> ) === U — W VY === w’ Tf
Yy <-0Y . x) x
i+1 i+1 i+l A
§~ "

-
SErmmm="

vérifient les propriétés de la remarque

Cas (3.b) : Dans le cas ol1 on n’a y < w < v < 2 pour aucun facteur pr(e,,) de
Ti+1, montrons que pour tout y € I(i + 1), on a v < y. On rappelle que v,w € (i)~

Soit y € I(i + 1). On reprend les notations [3.1.1

o Premiérement, on ne peut pas avoir w < y < v. En effet, on a K(i + 1) C K (i) et, par la

propriété K@) N [k(w) +1,k(v) — 1] = 0.

o Il reste donc a vérifier que I'on ne peut pas avoir y < w. S'il existe y € I(i + 1) tel que
y = w, alors il existe z € I(i+ 1) tel que y < w < v < z (il suffit de prendre z = y7, on a
z>n'+1ety <n'). Quitte alors & augmenter y et diminuer z, grace au premier point, on
peut supposer que y et z sont deux termes consécutifs pour l'ordre croissant de (i + 1),
et donc que pr(e, ) est un facteur de 741, ce qui est absurde par hypothese.

Considérons donc, d’apres la propriété le facteur de la forme e, ;» de Ti41 avec 27 > x
(c’est-a-dire le terme sur la partie haute de l'antidiagonale). On a donc w < v < z < 7. On
remplace alors puweaw + Do e;M par puwXG;w + e;‘:,w + e:j’m.

Exemple 4.3.28. Un exemple de ce cas dans 'exemple est le cas ol pr(ey) = pr(es 1)
et pr(es ) = e 11.
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On passe de G(¢') & G(q) en effectuant les modifications suivantes :

-y -y
’__- . =" -~

t+1 . . 1+1

'¢ ‘e '¢ ‘e
NS R S
iy (X) (X) s, iy ., i
V e W O D> ) =—> 7Y U vy
1+ 1 t+1 1+1

vérifient les propriétés de la remarque [4.3.25
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Hypothese (II)

Soit m’ = m) € M'. On pose ' =71/ ,, m =2m’ € M et r = 2r’. On rappelle (proposition 4.3.7))

m/’?

que pour tout ¢t € [1,7' + 1], on a

c _ ,C ; /
o W, — Wp, 5 S t<r
Ao =14 2wf, sit=r' :
C EI
2wy, sit=7r"4+1
avec w,? = wg_ L wLCk et wlc € (sp,)* les poids fondamentaux. Comme en type gl,, si A¢

est I'ensemble des poids de Sy(q®), alors A¢ C @2‘;1 Zw§ . ainsi tous les )‘Szf,t’ t < r’ sont
indivisibles dans A€, de sorte que leurs semi-invariants associés fme + sont bien indivisibles dans
Sy(q%). Restent les cas ot t = 7/ et t = ¢/ + 1, qui correspondent & ot = Pr(Fp) et
fm’,r’+1 = pr(Fm,r)-

Notons D le sous-espace vectoriel de gl,, des matrices antidiagonales, engendré par les e, .
On a en fait D C sp,,. Pour tout e, ,+ € D, Pinvariant F,,, est de degré au plus 1 en e, v, donc
Fy, aussi (c’est une somme de certains monémes de Fj,). Or pour tout v, w, on a e, € D&
pr(evw) € D. Ainsi pour tout e, .~ € D, la projection pr(Fy2,) est de degré au plus 1 en e, v, et
donc les f,,/; aussi (ce sont des facteurs de pr(Fy,)).

Propriété 4.3.30. Le semi-invariant f,, ; est de degré 1 en un élément e, v € D si et seulement
site{r',r+1}.

Démonstration. On rappelle que F,; € S(g;0) jin)- Si Fin e est de degré 1 en des éléments de
D, alors DN 91 111 F (). Mais alors (I(t))7 N 7I[t] #0.Orsit<r, ona (I(’5)>7 = 1"~ donc
(I(t)>7 N IH = 7= A 1l Comme les I sont disjoints, Uensemble I~ N I est non vide
si et seulement sit = r/2 =7'. Sit =7, on a (I(T’))y = 11", donc (I(t)>7 NIM £ §. Ainsi

t € {r',r}. Autrement dit, avec la notation si fyt est de degré 1 en des éléments de D,
alors t € {r/,r" + 1}.

Prenons 7;, qui est un facteur d’'un mondéme de pr(Fy,) si m = m; (proposition .
D’apres la propriété [£.3.13] il existe exactement deux facteurs irréductibles de 7; qui sont sur
I'antidiagonale, dont un dans p© et I'un dans (n™)%. D’apres ce qui précede et le lemme
ils apparaissent donc dans un mondéme de fy,,» ou fp, ,741. Pour conclure, on va montrer que
I'un des facteurs apparait dans f,, , et 'autre dans f,,, ;1. Le facteur dans pC apparait
nécessairement dans fp, 141 car fpy 0 = pr(Fp, ) € S((n*)c). Par la propriété le
facteur dans (n~)% est du type pr(e,.) (avec w = v7) ot w,v sont deux termes consécutifs
pour l'ordre croissant de I(i). Autrement dit, on a k(w) < k(v) avec k(w),k(v) € K(i) et
[k(w) + 1,k(v) — 1] N K (i) = 0, c’est-a-dire |Ix| < i pour tout k € [k(w) + 1,k(v) — 1]. Or,
comme ¢ € I, il existe ¢ € k;, c’est-a-dire tel que |I.| = i. Comme k(w) < s’ < s +1 < k(v),
par symétrie, il existe donc d,d’ tels que d < k(w) < k(v) < d' et d,d" € k;. En particulier, on a
k1 < k(v) <k, (ou l'on rappelle que x; = {k1 < ... < k,} en omettant les indices 7).

Si ey, apparaissait dans fy,/ /11, puisque fy,/ 41 € S(gl(r)’lm), on aurait v € I =
I ey Uk +1,5]> done k(v) € [1,k1] U [k + 1,5], ce qui est en contradiction avec les inégali-
tés précédentes. 0
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Ainsi les semi-invariants fy, ,» et fp, /41 sont de degré 1 en des éléments de ’antidiagonale
(qui sont des vecteurs de la base canonique de sp,, définie dans la partie 4.2]), donc en particulier
sont indivisibles par additivité des degrés partiels.

Les hypotheses (I), (II) et (III) du théoreme [3.4.13| sont donc vérifiées. On obtient :

Théoréme 4.3.31. Soit © une contraction parabolique standard de sp,,, = sp,, telle que ag, ¢
(7). Soit q une contraction parabolique standard symétrique de gl,, au-dessus de q€, associée
a un facteur de Levi | =gy x ... x gy . Alors

o la troncation canonique q§ de q¢ est q§ = (q¢)’

o lindice de q§ est indq§ = (n +s)/2,

o lalgebre des semi-invariants Sy(q®) = Y(q/C\') est polynomiale et librement engendrée par
les semi-invariants pr(Fopy ), m' € [1,n/2] et t € [1,7],+ 1] ot les semi-invariants Fy,
en type gl,, sont ceux de la contraction parabolique standard symétrique q au-dessus de q¢.
En particulier, ’ensemble des poids A(qC) de Sy(q©) est un groupe.

4.4 Un cas de non-polynomialité lorsque le facteur de Levi n’est
pas de type A

On considére la CPSS q (voir définition [4.2.3)) de glg définie par #" = {9, a4, ag}, autrement
dit, la contraction parabolique associée au diagramme suivant :

7777777

et ¢ = pr(q) la contraction de spg associée. On a alors (7¢)’
suivre un cheminement analogue au type A et au type C ou ag,

l’adapter au vu de quelques problémes non rencontrés jusqu’ici.

= {af,a{}. On va tenter de
¢ (7). On verra qu’il faudra

4.4.1 Semi-invariants
Pour trouver les semi-invariants de q¢ en type C, on a regardé la contraction parabolique g

au-dessus de q©, factorisé les invariants en semi-invariants, puis projeté ces semi-invariants, en
retirant les termes qui se télescopent du fait de la projection.
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Si I'on s’intéresse a notre cas, on a F5 = F51F52 et Fg = Fy1Fg2Fg3. Lorsque 1'on veut
projeter la premiere égalité, on obtient pr(F3) = 0 (d’apres [3, chapitre 8]). On trouve bien
pr(Fs1) = 0, mais pr(F52) = e; 8 # 0. Autrement dit, en ne considérant que les projections des
Fy,, on perd la donnée du semi-invariant pr(Fs2).

On a deg,- Fs =6 et deg,- Fy =3 (corollaire, de sorte que F$ et (F})? ont les mémes
bidegrés. Par un calcul, on trouve alors que pr(F5 o) divise pr(Fg) — i pr(F?)2. On rappelle que
fmr = pr(Fy,,). On note alors f5 := pr(Fg) — 1 pr(Ef)? = fo— 1f3 et fs = f51f52 ot foo :=
pr(£5s2). Pour fi, on a pr(Fg) oc pr(Fs ;1) pr(F2) pr(Fys). Posant fi1 := pr(fz2) = pr(fza)
et fao = pr(Fg3), on a fy ff,1f472. Quitte a multiplier f42, on peut et on va supposer que

fo=fi1 a2
Propriété 4.4.1. On a f4 = f4271f4,2, avec
fan=pr(Bpasyesy) et fi2 =pr(Ah 238 116,7.8))

On a également f5 := fy — %f% = f5,1f5,2, de sorte que

foafszt 313 = Fafua (43)

4.4.2 Poids et troncation canonique

Propriété 4.4.2. Les poids de fi1 et fio sont les restrictions des poids de Fy1 et Fg3 d spg
(propriété c’est-a-dire respectivement /\40’1 =wf{ - w§ et )\22 = 2(w§ — @¥). Le poids
de f52=e18 est 2wlc et donc le poids de f51 est —2wlc.

Comme la famille (f1, fa, f3, f1) est algébriquement indépendante [31], la famille (f1, f3, fa, fa—
% f2) est algébriquement indépendante, donc par le théoréme [3.2.17| appliqué aux facteurs fi,

f3s faq, fa2, 51, fs2 de (f1, f3, f1, fa — 1 f3), on obtient :

Propriété 4.4.3. La famille (f1, f3, fa1, fa2, f5.1, f5.2) est algébriquement indépendante.

Ainsi GKdim Sy(q®) = indq§{ > 6 = ind q“ +2. Or par la propriété on a q§ D (q¢),
avec dim(q®)’ = dim q¢ —2. Alors

ind q§ +dim q§ > ind q© +2 + dim ¢ =2 = ind q© + dim q°,
et on a les égalités par le résultat de Ooms et van den Bergh (équation (3.15)))

Propriété 4.4.4. On aq§ = (q°) etind q§ = 6. Ainsi GKdim Sy(q®) = 6 et donc par ezemple,
la famille {f1, f3, fa1, f1.2, f5.1, fs2} est une base de transcendance de Sy(q®).

Par I'égalité (4.3), la famille f1, fo, f3, fa1, fa2, f5.1, f5,2 n'est pas algébriquement indépen-
dante et la famille f1, f3, fa,1, fa,2, f5.1, f5,2 est bien algébriquement indépendante, mais a priori
ne semble pas engendrer ’algebre (par exemple, elle ne semble pas engendrer fa).
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4.4.3 L’algebre K[fi, fa, f3, fa1, f12, f51, f5,2] n’est pas polynomiale

Proposition 4.4.5. On a un isomorphisme de K-algébres

K[X1, Xa, X3, X4.1, X4.2, X5.1, X5,
KIfi. for fosfus Jus o foal o b2 X Xty Koz X, X5
(X5,1X5,2 +3X5 — X4,1X472)

(ot X1, X9, X3, X41, X2, X51,Xs52 sont des indéterminées).

Démonstration. Puisque 'on a ff71f4,2 — %f22 = f5,1f5,2, on a bien une application surjective
K[X1, Xo, X3, X41, X42, X51, X5 2]
(X5,1X5,2 +ix2 - Xf,1X4,2)

— K[ f1, f2, f3, fa, fa2s f5,1, f5.2]

(qui est I'évaluation en fi, fa, f3, fa1, fa.2, f5.1, f5.2). Il reste & montrer que 'application est bien
bijective.

Soit P € K[ X1, X2, X3, X41, X492, X51, X52] tel que P(f1, f2, f3, fa1, faz2, f5.1, f5,2) = 0. Soit
P = (iX% + X51 X592 — XZ71X472) @ + R la division euclidienne de P par %X% + X51 X592 —
X42’1X4’2 par rapport a I'indéterminée X5 (le polynéme iX% + X51X52 — XZ71X472 est de coeffi-
cient dominant inversible comme polynéme en Xs, ce qui justifie la division euclidienne). Ainsi
R est un polynéme de degré au plus 1 en X5, que 1’on note

R = Ri(X1, X3, X41, X42,X5.1, X52)Xo + Ro(X1, X3, X1, X422, X5,1, X52),
et il s’agit de montrer que Ry = Ry = 0. Evaluons P en f1, f2, f35 fa, fa2, f5.1, f5,2, on obtient

Ry(f1, f3: far, faz2, f5.1, f5.2) f2 + Ro(f1, f3, fa1, fa2, 5,1, f5,2) = 0. (4.4)

Comme f1, f3, fa1, f1.2, 5,1, f5,2 est une famille algébriquement indépendante (propriété ,
il suffit de montrer que Ry := Ri(f1, f3, fa,1, f4.2, [5.1, f5.2) et Ro := Ro(f1, f3, fa1, fa2, [5,1, f5.2)
sont nuls. On raisonne alors de la méme maniere que dans la démonstration du théoréme [3.2.17]
Supposons que R; et Ry sont non nuls. On peut supposer que tous les monémes dans 1’égalité
(4.4), qui sont des semi-invariants, sont de méme poids. Puisque le semi-groupe engendré par les
poids de fa1, f1.2, f5.1, f5,2 est un groupe (on le vérifie a la main), on peut supposer que ce poids
est nul. Ainsi on peut supposer que R et Rg sont des invariants. Or, puisque les poids de fy 1 et
de f51 ne sont pas liés, un mondéme en fi, f3, f4,1, fa2, f5,1, f5,2 de poids nul est nécessairement
de la forme

1,,)\%
PP st = 14000 (F-388)

avec les s; € N. Alors Ry et Rg sont des polyndémes en f1, fa, f3, f1, de degré pair en fo. Comme
f1, f2, f3, f1 est une famille algébriquement indépendante (théoreme [4.2.10)), cela contredit 1’éga-
lité (4.4]) qui se réécrit R1fo + Rg = 0. Ainsi Ry = 0 ou Ryp = 0, d’ott R1 = Ry = 0, et donc
Ry =Ry=0. O
K[X1, X9, X3, Xa1, X422, X51, X52]
(X5,1X5,2 +1X% - X42,1X472)

Proposition 4.4.6. L’algebre n’est pas polynomiale.

K[X1,X2,X3,X4,1,X4,2,X] |,

1yv2 2
(X£,1X4,2+ZX2 _X4,1X4,2>

X/
42}), le point 0

Démonstration. On vérifie que sur la variété Specm(

est singulier en calculant son espace tangent.
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4.4.4 Les semi-invariants fi, fo, f3, fa1, f12, f5.1, f52 engendrent Sy(q)

Pour montrer que Sy(q%) = K[f1, fa, f3, f1.1, fa.2, f5.1, f5.2], on applique encore une fois le théo-

reme [3.4.13] cette fois-ci a £ := {f1, fa, f3, fa1, fa2, f51, f5.2}. On pose fr1 = fm pour m €
{1,2,3}. On vérifie d’abord les hypotheses (a), (b), (c) et (d) :

(a) L’algebre Y(q¢) est polynomiale [31] donc en particulier factorielle.

(b) L’équation (4.3)) montre que GKdim K[f] < 6. Comme I'ensemble { f1, f3, fa1, fa.2, f5,1, f5.2}
forme une base de transcendance de Sy(q®) (propriété [4.4.4), on a GKdim Sy(q¢) =
GKdim K[f] = 6.

(c,d) Comme fi, fa, f3, fs engendrent librement Y(q®) (théoréme , les invariants f1, fo,
fas f1, [5 := fa — 1 f3 engendrent l'algebre Y(q°), et f1, f2, f3, fa sont irréductibles dans
Y(q%). L’invariant f5 est un polyndme irréductible en fi, fo, f3, f1 donc est également
irréductible dans Y(q).

Il reste donc a vérifier les hypotheses (I), (IT) et (III).

Hypothése (II)

On rappelle que /\4631 =of -wf, /\22 =2(w§ —w?), Agl = —2w¢ et )\gQ = 2w{ (sous-section

. Or comme dans le cas o, ¢ (7€), on a A C @j_, Zwf. Ainsi )\21 est donc bien
indivisible dans A€, donc fa1 est indivisible dans Sy(q©).

Pour f42, f51 et f52, on raisonne comme dans le cas ag, ¢ (TI'C)/ , ¢’est-a-dire que ’on montre
que ces semi-invariants sont de degré 1 en certains vecteurs e, ,» appartenant a I’antidiagonale.

Le mondéme — pr(eg 1) pr(es,7) pr(ei,g) pr(ess) est un monéme de fy o (par la propriété [4.4.1) qui
est de degré 1 en pr(e;g) = e1g, ol e1g est un vecteur de la base canonique appartenant &
lantidiagonale. De méme, pr(e; g) = e g est un terme de f52 (en fait, f52 = e18). Enfin

S = —pr(e1g) priese) pr(esa) pr(es2) pr(es,7) pr(er,s) pr(ess) pr(es,)

est un mondme de fy = pr(Fg) qui n’est pas un monéme de % f2. En effet, dans le cas contraire,
S serait un produit de deux monémes de fo, et on vérifie manuellement qu’il n’existe pas de
facteur de degré 4 de S de la forme [, ; pr(e; o)) avec J C [1,8] et o € &(J).

Ainsi S est un mondéme de fy — % f2 d’ou

pr(ess) pr(es,s) pr(es2) pr(es,7) prers) pr(ess) pr(es;)

est un facteur de f5 1, qui est bien de degré 1 en pr(ep7) = e2 7, oll ez 7 est un vecteur de la base
canonique appartenant a ’antidiagonale.

Hypothése (I)

Comme en type A et dans le cas ag, (7%)" du type C, pour montrer ’hypothése (I), on montre
en fait ’hypothese (I’) de la proposition [3.4.15] Ici ’ensemble {g1, g2, g3, g4} de la proposition
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3.4.13| correspond aux invariants fi, fo, f3, f1 introduits dans cette section, et on construit ¢ de
maniére similaire au cas af, ¢ (7¢)’ du type C' comme suit :

—_
—_
I

X —1

Dans notre cas, on a f* = {fa1, fa2, f5.1, f52}. Comme dans les cas précédents, on va exhiber les
morphismes 97 : Sy(q°) — K[X] sous la forme g — g(qy) avec ¢; € (qc)ﬁqu]v mais contrairement

Hypothése (III)

aux cas précédents, on ne demandera pas de condition restrictive sur les degrés des 9¢(h) pour
h € £*. On se contentera de vérifier que ¥¢(f) est bien non constant et premier avec les ¥¢(h),
h # f. On définit ¢’ par

/ * * * * * * *
¢ =ejrtegteg ez tegotessters.

Son graphe G(¢') est de la forme :

6 {8 —>( 7 —>(5

D2 e
Puisque nos semi-invariants sont des facteurs de pr(Fg) et pr(Fg) — 1 pr(Ff)?, on s’intéresse aux

sous-graphes circuits de G(¢') de longueur 4 et 8. On vérifie que les seuls sous-graphes circuits
de longueur 4 sont :

115



X

que l'on note Gi, G5 et G5. Les deux premiers sont compatibles, le troisiéme est incompatible
avec les deux premiers. On a Sgi = Sgé. On vérifie également que le seul sous-graphe circuits de

longueur 8 est Gj + G.
O
(D—(2) é)

Les mondmes correspondants ont bien les bons bidegrés. Posons S := Sg: (¢') = Sg; (¢') € K* et
T = Sgé(q’) € K*, par la proposition ona:

() fold) = ~(28g +Sg,)(d) = ~(25 + 1),

(ii) fa(q) = (Sgjg,)(d') = S°.

dott (fa—1f3)(q) = S*—32S+T)* =T (S — %) Comme dans le cas o, ¢ (7¢)’, pour

n/

obtenir ¢, on multiplie un terme convenable de ¢’ par X.

(1) : Pour (m,t) = (4,1), on transforme ¢’ en ¢ en multipliant le coefficient en (e} 5)|sp, =
(es2 —e75)* de ¢’ par X. Pour passer du graphe G(¢') au graphe G(g¢), on multiplie alors les
poids des arétes 4 — 2 et 7 — 5 par X.

(X) o=
D (21—

De la méme maniére que dans les calculs (i) et (ii), on obtient alors f4(q) = (SX)? et (f4 —
%f%)(q) =T (SX — %) Les polynémes (SX)? et T (SX — %) sont premiers entre eux. Puisque

seul le coefficient de (e42 — e75)* de ¢ est de degré > 0 en X, on a nécessairement fy 2(q) € K~
et f4271(q) x X? par la propriété c’est-a-dire f11(q) o< X, et donc nécessairement premier

avec f51(q) et f52(q) qui divisent T (SX — %)

(2) : Pour (m,t) = (4,2), on effectue le méme type de transformation mais en multipliant
par exemple le coefficient en (e31 — egg)* de ¢’ par X (propriété [4.4.1). Le raisonnement est
similaire.
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(3) : Pour (m,t) = (5,1), on peut en fait reprendre un des ¢ construits au-dessus. En effet,
puisque f52 = ey g, dans les deux cas ci-dessus, on a f52(¢) € K*, donc f51(g) est associé a

T (SX - %), qui est premier avec (SX)2.

(4) : Pour (m,t) = (5,2), il faut multiplier par X le coefficient en e ¢ de ¢, et on a alors
falq) = S? et (f. —ifg)(q) =TX (5’ - %) Puisque I'on a f52(¢) = X par construction, f52(q)

est bien premier avec fi1(q) et f42(g) qui sont constants et on a (f51)(q) = —37°X + ST qui
est bien premier avec X.

4.4.5 Conclusion

On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.7. On considére la contraction parabolique standard q de glg définie par ©’ =
{ag, ay, ag}, autrement dit, la contraction parabolique associée au diagramme suivant :

7777777

et ¥ = pr9(q) la contraction de spg associée.
L’algebre des semi-invariants Sy(qC) n’est pas polynomiale et engendrée par f1, f2, f3, fan,
fa2, fs1, f5.2. Plus précisément, Sy(q¥) est isomorphe d l’algébre
K[X1, X2, X3, X471, Xa2, X} 1, X} o]
(Xi,lel,z + iXQZ - X2,1X4,2)
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Chapitre 5

Considérations diverses

5.1 Conjectures en type C

Tout au long de I'étude en type C, plusieurs résultats récurrents sont apparus. Avec certains
calculs dans d’autres cas que ceux étudiés, ces considérations ameénent quelques conjectures.

5.1.1 Troncation canonique

Conjecture 1. Soit ¢ une contraction parabolique en type C. Alors qf = (q)'. En particulier,

dans le cas d’une contraction parabolique standard, on a ind q§ = ind q¢ + Card ((7‘(’0) \ (WC)’).

On a montré ceci dans le cas ag/ ¢ (%) ainsi que dans le contre-exemple de la section Il
a fallu pour cela minorer ind qg en exhibant une famille d’éléments algébriquement indépendants
de Y(qg) = Sy(q®) de cardinal suffisasamment grand. Dans le cas général en type C, faute d’étude
concluante, on ne dispose plus d’une telle famille, de sorte que ’on ne peut plus conclure que

a5 = (a9)".
5.1.2 Condition nécessaire et suffisante a la polynomialité
Empiriquement, sur tous les cas en type C que 'on a pu étudier, le seul obstacle a la polynomialité

est celui du type du contre-exemple que I'on a exhibé en section . On pose q¢ une contraction
parabolique standard en type C et q la CPSS au-dessus de q© (voir la définition [4.2.3)).

Dans la CPSS q en type gl,,, lorsque ag, € (79, il peut exister m € My impair, et donc
une décomposition non triviale du type F3, = Fyn1. .., Fin .. Puisque pour tout J de cardinal
impair, on a Ajy = —Ay, on obtient pr(Fy,) = 0. Comme dans le contre-exemple, il n'y a

toutefois aucune raison que pr(£, ;) = 0 pour tout ¢.

Il existe des cas ou ce genre de considération n’empéche pas la polynomialité. Par exemple,
prenons le facteur de Levi [ de la forme [ = glyyy X glpp ;17 X gl,y avec n pair > 6. On a
F3 = F31F39 avec F39 = €)1 5,. Dans ce cas, on a pr(Fy) — %pr(FQ')2 = g X €1, pour un certain
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semi-invariant g. Avec le méme schéma de preuve que précédemment, on montre que la famille
(pr(F3), g, e1.n,pr(Fy), ..., pr(F2)) engendre librement Sy(q®).

Le point crucial qui a fait échouer la polynomialité dans le contre-exemple est le fait que ’on
ait simultanément m = 5 impair dans My et 2m — 2 = 8 dans M. Ainsi, dans le cas général,
on pense obtenir deux décompositions du type

2 2
pr(Fa,_o) = f2m72,1 e f2mf2,r;n_1fl f2m—2,r§n,1 f2m—2,r;n,1+1a

[] ]' (] 2 m
pr(Fy, o) — 1 pr(Fy,_1)" = 95711%2,1 . -gim,g,%ﬂ,

ou s € N* et les espaces de poids sont en somme directe. De maniére générale, dans tous les

cas que l'on a considérés, on a constaté le fait suivant :

Conjecture 2. Sim € My est impair, alors il existe une décomposition f = HZ’;}LI gr* avec les

Fs, o) — 3pr(Fp_1)* si2m—2<
gr non constants et non liés deux d deuz, ou f = pr( 2,"‘_2) apr(F) st am ="
pr(Fe_1) si2m—2>n

Cette conjecture peut faire apparaitre un probleme du type du contre-exemple de la sous-

section dans le cas ot m € My est impair et 2m — 2 € Ms. En revanche, si m € My

est impair, alors m — 1 ¢ M; (propriété (5)), ce qui ne pose donc pas le méme type de

probléme. On conjecture alors :

Conjecture 3. En type C, l'algébre Sy(q¥) des semi-invariants n’est pas polynomiale si et
seulement si il existe m € Mo impair tel que 2m — 2 € M.

5.2 Limites de approche en type différent de A et C

En type autre que A et C, il n’existe plus de théoréme général donnant la polynomialité de
Y(q). On pourrait toutefois espérer comprendre les cas de non-polynomialité en s’intéressant
aux semi-invariants obtenus comme facteurs d’invariants connus dans ces deux types.

Aussi, on ne peut plus simplement étudier les projections sur so,, des semi-invariants en type
gl,,. Cela vient du fait que 'on n’a plus nécessairement pr(F,,)* = pr(Fy,) pour tout m. Par
exemple, en type D, il arrive que

deg o Pr(Fn) < deg,- Fi,.

Le cas inconclusif de Panyushev et Yakimova

Panyushev et Yakimova montrent la polynomialité de Y(q) lorsque q est une contraction para-
bolique en type A ou C. Dans leur article, ils exhibent également un cas ou leur approche ne
permet pas de conclure [31, remarque 4.6]. Reprenons leur cas dans la perspective d’y chercher
des semi-invariants.

On reprend les conventions de [3, chapitre 8]. Pour tout n, on définit s0,, comme 1’ensemble
des matrices M de taille n x n antisymétriques par rapport a ’antidiagonale, autrement dit,
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telles que M7 = —M. Le type D correspond a so0, avec n pair. Comme en type C, on définit en
type D une projection pr? : gl, — so,, qui est la projection par rapport & Kid @ so- ot so;- est

I’orthogonal de so, pour la forme de Killing sur sl,,. Dans cette sous-section, on notera pr pour

prP.

Dans I’exemple de Panyushev et Yakimova, on se place en type Dg, et on regarde la contrac-
tion parabolique q” de so12 image par pr de la contraction parabolique q de gl;, donnée par le
diagramme suivant :

97,

g7,

,,,,,,,,,,,,,

Dans ce cas, on a pr(Fg) = 0 (car eg 12 divise F§ et la projection des éléments antidiagonaux est
nulle) et deg,—yp pr(Fs) = 4 (alors que deg,- Fs = 5). En revanche, pour m € {2,4,8,10,12},
on a bien deg,—yp pr(Fn) = deg,- Fi,.

Par [3, Chap. VIII], 'algebre des invariants Y (s012) est polynomiale et engendrée par pr(Fs),
pr(Fy), pr(Fs), pr(Fg), pr(Fip) et f, ou f est une racine carrée de pr(Fjz). Panyushev et Ya-
kimova ont étudié la famille pr(F»)®, pr(Fy)®, pr(Fs)®, pr(Fs)®, pr(Fip)®, f*® et ont conclu
dans ce cas que la famille était algébriquement liée dans Y(q”). Comme ils ont montré que
ind q” = rgso12 = 6, cette famille ne peut pas non plus engendrer Y (q”).

On peut tout de méme essayer de tirer des semi-invariants de cette famille. En type A,
on a une décomposition Ff, = Fi21F722 ce qui en projetant, donne une projection de la forme
pr(Ff) = 23y3 ot pr(Fia,1) = 23 et pr(Fi2,2) = y3. Comme ind ¢ —ind g = dim q” — dim q¥ <
dim q? — dim(qD ) = 3, il manque soit des éléments dans q/f? , soit des semi-invariants. On peut
obtenir des semi-invariants indépendamment de 1’étude des pr(Fs)®, pr(Fy)®, pr(Fs)®, pr(Fs)®,
pr(£10)°, f°.

Proposition 5.2.1. Soit ¢ = p X n~ une contraction parabolique d’une algébre simple g associé
d une certaine sous-algébre de Cartan, une certaine base w du systéme de racines R associé et
un certain sous-ensemble 7' G w. On note 0 la plus grande racine de R. Soit e € q\{0}. Alors e
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est un semi-invariant (de degré 1) de S(q) si et seulement sie € g_g ou ff € (w\7')U{—0} est
telle que le sommet associé a 5 dans le diagramme de Dynkin étendu de R n’est relié a aucun
sommet associé a un élément de 7.

Démonstration. On rappelle que par définition du crochet de Lie sur g, on a pour tous pi,ps €
p,ni,ng €N

[p1,p2lq = [p1,P2lg, [p1,n1]q = Pry-p ([p1,71]g) [n1,n2)q = 0.
Le sous-espace vectoriel (Dycrii_n 0a) B 9_g®h engendre lalgebre de Lie g : en effet, n~
appartient a 'algebre de Lie engendrée par (P,cr 8o) © 9_g €t p appartient a I'algebre de Lie
engendrée par (Bocxii—x 0a) © .

Soit B € (—m \ —n') U {0}. Alors e € gg est un semi-invariant et seulement si [gg, gg/]q = 0
pour ' € w U —x" U {—0}. Si B =6, alors

« pour tout 3’ € 7, on a [gg, gg]g = 0, d’olt [gg, 85]q =0,
e pour /81 = _97 on a [gﬂagﬁ’]g Cg= hC p, ainsi [gﬁagﬁ’]q =0,

e pour tout 3’ € —7', on a gg, g € p donc [gg, 85/]q = [0, 93g- Par conséquent, [gs, 95]q =
0 si et seulement si les sommets du diagramme de Dynkin étendu associés a —3 et —f3' ne
sont pas reliés.

Si g € —m\ —7’', on raisonne de méme. On a donc montré que dans le cas ou € (—7\ —7")U{0},
I'élément e € gg est un semi-invariant si et seulement si tous les sommets reliés au sommet du
diagramme de Dynkin étendu associé & —f sont associés a des éléments de 7 \ 7’. Il reste a
montrer que si z € q est un semi-invariant, alors x € gg avec 8 € (=7 \ —7') U {6}.

On peut déja remarquer que si x € q est un semi-invariant, alors x € gg pour un certain
p € RU{0} (Paction de b sur q est diagonalisable et les sous-espaces propres sont les gg). On
peut supposer que x # 0. Soit R = R™ LU R~ la décomposition de R en racines positives et
négatives, R, le systéme de racines engendré par 7’ et R = R:/ LR, la décomposition de R
en racines positives et négatives.

On a (3 # 0 puisque pour tout h € b, on a [q, hlq = [g, h]y € Kh.

Si B e (RYUR,)\ {6}, alors gg C p et il existe 3/ € RY UR_, tel que 3+ ' € R UR_,
d’'ott [gg, 0p]q = (05, 0plg = 9540 # 0.

Sife (R \R_)\(—7m\—7'),alors gg C n~ etilexiste 3 € RTUR_, tel que +5" € R™\R_,
d’ou (g5, 9p/lq = 95, 95/]g = 9p450 # 0.

Ainsi § € (—m \ —7") U {0}, ce qui conclut la démonstration. O

Dans notre cas, le diagramme de Dynkin étendu est

(&%) @ (%]

9 @)
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(les sommets grisés sont ceux représentant les éléments de 7’) donc, par la proposition
les semi-invariants de degré 1 de S(q”) sont associés soit & z1 := pr(es;1) € g_g,, soit a
xg = pr(e111) € gp- On calcule alors les poids Aj, A2 et A3 de z1, z2 et 3, qui sont li-
néairement indépendants. Si g1, ..., gq est une famille algébriquement indépendante de Y(qD ),
alors la famille g1, ..., g4, T1, T2, 3 est une famille algébriquement indépendante de Sy(q”). On
montre cela de maniere similaire au théoreme [3.2.17]: & un poids A fixé, tous les monémes m
en gi,...,94,T1,T2,x3 de poids A auront leur partie a:lflzng%g:* en commun (autrement dit, by,
ba, bs ne dépendent pas du monéme de poids A considéré); cela vient du fait que le poids de
gt ... ggd:clilz:gzx? est le poids de xlilxgzx?f et que les poids de z1, x2 et x3 sont linéairement
indépendants.

Ainsi ind qf > ind q” +3. Puisque dim qfe > dim q” —3, on peut conclure par (3.15) que
indg¥ =indq? +3 =9 et qf = (q”)".
On peut calculer que x1 et xo ne divisent pas pr(F»)®, pr(Fy)®, pr(Fs)®, pr(Fs)®, pr(Fio)®,

f*. En revanche, on constate que pr(Fy)® appartient a I'idéal engendré par x; et xo. En fait, un
calcul montre qu

pr(Fy)® = z1y1 + x2y2 + 122y 2,
avec Y1, Y2, y1,2 des semi-invariants irréductibles bihomogenes en (n™)P de bidegrés respectifs
(1,2), (0,3), (0,2) (voir définition|3.1.8)) et de poids respectifs —A1, —Ag, —A1—A2. En particulier,
fil) = T1Y1, ff) 1= oy et ff = x122y1 2 sont des invariants bihomogenes en (n_)D de méme
bidegré que pr(Fy)®.
Aussi, contrairement & tous les cas précédents, il existe \ tel que S(q”)y n’est pas un Y(q”)-
module libre de rang 1 (on prend A = —A; — A2, on a les semi-invariants y1y2 et y12).

Remarque 5.2.2. On ne peut pas appliquer la proposition [3.4.8 pour conclure & la non-factorialité
(donc & la non-polynomialité) de Y(q”) puisque les seuls semi-invariants de poids A\; + Ao que
'on connaisse sont dans Y(q°)zizs.

On soupgonne que la famille pr(Fy), ff), fiQ), f’), pr(Fs)®, f* est candidate a engendrer
librement Y(q”), et que la famille pr(F3), 1, T2, Y1, Y2, y1.2, pr(Fs)®, x3, y3 est une famille

. < . D 4 o () @)
candidate a engendrer librement Sy(q~). On a déja calculd’| que pr(Fg) = fa fa .

5.3 Structure de I’ensemble des poids de Sy(q)

Il se trouve que dans toutes les contractions paraboliques que 1’on a étudiées jusqu’ici, I’ensemble
des poids est un groupe, ce qui amene la conjecture suivante :

Conjecture 4. Soit q une contraction parabolique et A le semi-groupe des poids de Sy(q). Alors
A est un groupe.

Si cette conjecture est vérifiée, alors tout semi-invariant est bien un facteur d’un invariant
(et la réciproque provient de la proposition [2.2.13)).

Lon détaille ce calcul en donnant les expressions exactes de x1, T2, Y1, Y2, ¥1,2 €N annexe
2calcul en annexe
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Chapitre 6

Annexe

Calculs dans le cas inconclusif de Panyushev et Yakimova

On reprend les notations utilisées dans la sous-section dans le cas inconclusif de Panyushev
et Yakimova en type Dg. On détaille ici les calculs montrant les résultats suivants annoncés dans
la sous-section 5.2 :

Proposition.
(1) On a
pr(Fy)® = x1y1 + z2y2 + 122912,

avec y1, Y2, y1,2 des semi-invariants irréductibles bihomogenes en (n7)P de bidegrés res-

pectifs (1,2), (0,3), (0,2) (voir définition[3.1.8) et de poids respectifs —A1, —A2, —A1 — Aa.

(2) On ape(F$) = (1) — £%)".

Calcul de pr(Fy)*

On montre ici le point (1) de la proposition. On rappelle que

Fr= > A

Card(J)=4

On commence par calculer pr(F}). Si pr(Fy) # 0, alors pr(Fy)® = pr(Fy7). On va donc regarder
les Ay avec J de cardinal 4 de degré maximal en n~ et calculer leurs projections. D’apres le

corollaire [3.1.16| et le lemme [3.1.10} les A; de degré maximal en n~ sont ceux qui vérifient
maxy jr = 1. On a alors 15 types différents de mineurs a étudier :

A1 205 A1,2,0,11,A12,0,12, A12611, A1.26,12, A1,2.11,12, A1 ap 11 D1,a,6,125 D1,a,11,125 A1 p,11,12,

A 411, D2,40p12, 22,411,125 Db 11,12, Dap,11,12-

Ici, a désigne un élément de [3,6] et b un élément de [7,10]. Par exemple, la notation Aj 245
désigne les mineurs de la forme Ay 5,1 avec a € [3,6] et b € [7,10]. Comme Ay 5 4 est inclus
dans S(g(1,2,q,}) aVeC G125} Teprésenté comme suit :
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ST QN

onaAf, = €21€42€pq €1, Le méme raisonnement se généralise a tous les cas. En particulier,
LR [ ] [ ] o [ ] [ ] o A L
ez divise Afo 12, Al gy Alo1112) Al gpi2 Algir12 €6 ATy 1p 1. De méme, eg 1y divise
. . 14 “ - X S
A27a7b’11. Puisque pr(e1,12) = pr(ez,11) = 0, cela implique que les projections de tous ces termes
sont nulles. Il reste donc a étudier les mineurs des types suivants :

A1 2ab, A1,2,0,11, A1,2511, Atap11, D2,0512, D2.4,11,12, D2 11,12, Dap,11,12-

Remarquons que ces types peuvent étre associés par paires via I’application d’anti-transposition
s € S(so0,) — s7 € S(so0,). Par exemple, un mineur du type Aj 4 sera associé par anti-
transposition a un mineur du type Agp 11,12. On obtient ainsi une bijection entre les mineurs du
type A 245 et les mineurs du type Agp 11,12. Ainsi, apres projection, ces mineurs seront égaux.
En procédant ainsi pour tous les types, il reste donc 4 types de mineurs :

A12.ab A1ab115A1,2,0,11, A1,25,11,

et on a
pr(Fy) =2 x > pr(es,1) pr(eaz2) pr(esq) prieip)
(a,b)€[3,6] X [7,10]
+2x Z pr(eq,1) pr(esq) prieip) priesin)

(a,b)€[3,6]x[7,10]

+2x Y pr(es1) pr(es2) priei ) priesn).
2€[3,10]

Tous les mondmes sont bien linéairement indépendants, ce qui montre que pr(Fy) # 0 et donc
que pr(Fy)® = pr(Fy). Comme x; = pr(ez,1) et x2 = pr(ey,11), on obtient

pr(Fy)® = z1y1 + x2y2 + 122y 2,

avec

y1:=2X Z pr(eq,2) pr(epa) prieip),
(a,b)€[3,6]x[7,10]

Yo 1= 2 X > pr(eq,1) pr(ep,a) pr(eiip),
(a,b)€[3,6] x[7,10]

Yy12:=2x Z pr(es2) pr(eirs),
z€[3,10]

et on vérifie que y1, Y2 et y; 2 satisfont les propriétés annoncées.
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Calcul de pr(Fg)*

Pour le point (2) de la proposition, on raisonne de méme que précédemment. On calcule donc
pr(Fg), et on regarde les Ay avec J de cardinal 8 de degré maximal en n™, égal a 6 par le
corollaire '3.1.16|7 dont on calcule les projections. Ces A sont ceux de la forme Ay 944 411,12}

avec {a,b)

Par ,

Calculons

C [3,6] et {c,d} C [7,10]. Représentons g1 2.4p.cd,11,12}

1 2 a b c dl1112

QU O Q@ DN

—_
=

1
12

on a donc
o .
F8 - {1,27a,b,11,12}7{1,2,C,d,11,12}A{C,d},{a,b}'

R . , _ N
A{1,2,a,b,11,12},{1,2,6,(1,11,12}7 qui est de degré 4 en n~. On remarque que la sous-algebre

de Lie g{1,2,a,b,11,12},{1,2,C,d,11,12} est de la forme

1 2 ¢ d 1112

S QN

1
12

| —
:I

On développe Agy 244 11,12) {1,2,¢,d,11,12} Selon la deuxieme ligne. Certains des termes que I'on

obtient ne

sont pas de degré 4 en n™. Par exemple, e22A(1 45,11,12},{1,¢,d,11,12} 'est pas de degré

4 enn” : pour s’en convaincre, on peut visualiser g¢y qp11,12},{1,¢,d,11,12}
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Il ¢ d1112

1
a
b

11
12/ "

Aussi, puisque pr(ez11) = 0, le terme €211 (1,0,5,11,12},{1,2,c,d,12} @ sa projection nulle et on
peut donc I'écarter. Il reste deux termes a considérer, qui sont —ea 1A 511,12} {2,¢,d,11,12} €t
\ . X )
€212 (1,a.5,11,12},{1,2,c.d,11}- 11 reste donc a calculer A{1,a,b,11,12},{2,c,d,11,12} (qui est de degré 3 en
_ . . , 2 ,
no) et AL 0 p11,12) {12,411} (qui est de degré 4 en n™). On trouve (en développant selon la
colonne numérotée 11)

Azl,a,b,ll,lQ},{Z,c,d,11,12} = —e12,118 (a0} {2,123 A 1,11} {e,ay — €1,118a ), {212} A (11,12}, {c,d}»

(Labi1,12}, {12,041} = €121 8 v} (1.2} (111} {ed) T €1,118ap} (1.2} A (11,12} {c.d}»

d’ott, en notant 37,4 (cq) 1a somme sur I'ensemble des (a,b) € [3,6]% et (c,d) € [7,10]%, la
formule

pr(Fg) = — aipr ( > A{a,b},{Q,lQ}A{l,ll},{c,d}A{c,d},{a,b})
(a,b),(c,d)

— a3 pr ( > A{a,b},{l,Q}A{l1,12},{c,d}A{c,d},{a,b})
(a,b),(c,d)

+ x122 Pr ( > A{a,b},{g,lz}A{n,u},{c,d}A{c,d},{a,b})
(a,b),(c,d)

+ x122 PI ( > A{a,b},{l,Q}A{l,ll},{c,d}A{c,d},{a,b}) :
(a,b),(c,d)

Or par anti-transposition, on a

Pr( > A{a,b},{2,12}A{n,m},{c,d}A{c,d},{a,b}) Zpr( > A{a,b},{l,Z}A{l,ll},{c,d}A{c,d},{a,b}) ,
(a,b),(c,d) (a,b),(c,d)
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d’ou

pr(Fg) = —aipr ( > A{a,b},{z,u}A{1,11},{c,d}A{c,d},{a,b})
(a,b),(c,d)

— a5 pr ( > A{a,b},{l,Q}A{ll,lQ},{c,d}A{c,d},{a,b})
(a,b),(c,d)

+ 2129 pr ( > A{a,b},{2,12}A{n,m},{c,d}A{c,d},{a,b}) :
(a,b),(c,d)

Pour conclure, il nous suffit de montrer que

Pr< > A{a,b},{2,12}A{Ln},{c,d}A{c,d},{a,b}) =i, (6.1)

(a,b),(c,d)

Pr< > A{a,b},{l,Q}A{11,12},{c,d}A{c,d},{a,b}) =3, (6.2)
(a,b),(c,d)

pr( > A{a,b},{2,12}A{n,u},{c,d}A{c,d},{a,b}) = y1y2. (6.3)
(a,b),(c,d)

Pour I'égalité (6.1]), si 'on développe le terme

Afap 2,123 A01,11) fe,dy Afe,d) {ab)s

on a 8 mondmes qui apparaissent, et modulo un échange des variables a et b OLE| des variables
c et d, on a deux classes de mondmes, dont des représentants sont

€1,c€c,a€q,2€11,d€d,bCh,12 et — €1,c€c,a€q,12€11,d€d,bED,2-

Quatre de ces mondémes sont de la premiere classe et quatre des monoémes sont de la deuxieme
classe. Aprés sommation, on obtient alors

pl‘( > A{a,b},{2,12}A{l,ll},{c,d}A{c,d},{a,b}) =
(a,b),(c,d)

4 > pr(eie) pr(eca) pr(ea2) preira) prieds) pries2)
(a,b),(c,d)

—4 > pr(ere) pr(eca) pr(ea2) prieirq) pr(eas) press)-
(a,b),(c,d)

Le "ou" n’est pas exclusif, on peut échanger les variables a et b en méme temps qu’échanger les variables c et

d.
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On a

4 > pr(ere) pr(eca) prea2) pr(eir,a) pr(eap) pries2)
(a,b),(c,d)

pr (61,c) Pl“(ec,a)Pl“(ea,z)) (2 Z Pl”(ell,d) pr(ed,b) pr(eb,12))
(b,d)

2
( (a,c e[[s 6]x[7,10] ,d)€[3,6]x[7,10]

et
> pr(ere) pr(eca) pr(ea2) prieit,a) prieas) priess)
(a,b),(c,d)
= ( pr(e1,c) Pr(ec,a)pr(ea,m)) ( pr(ei1,q4) pr(eq,p) Pr(eb,2)> :
(a,c)€[3,6] X [7,10] (b,d)€[3,6]x[7,10]
Or
2 > pr(e1,c) pr(eca) pr(€q,2) = 2 > pr(ei1,q) pr(eqp) pr(esi2) = y1
(a,0)€[3,6]x[7,10] (b,d)€[3,6]x[7,10]
et
> pr(ei,c) pr(eca) pr(eq,12) = > pr(ei,q) pr(eqp) priepz) = 0.
(a,c)€[3,6] x[7,10] (b,d)€[3,6]x[7,10]

Pour la deuxiéme égalité, montrons par exemple que Y-, ¢)c[3,6]x[7,10] pr(ei,c) pr(ecq) pr(eq,i2) =
0. II suffit de remarquer que :

e sic=a", ona pr(e.,) =0 de sorte que pr(ei ) pr(ecaq) pr(eqi2) =0,
o les autres termes pr(e; ) pr(ecq) pr(eq,12) pour ¢ # a?, s’associent par paires de la forme

pr(ei,c) Pr(eca) Pr(€q,12) €t pr(e1,qv) pr(eqr,ev) pr(ecr,12) = — pr(ei.c) pr(ecq) pr(eq,i2), avec
c<al.

Les calculs pour les deux autres équations (6.2)) et (6.3 sont similaires.
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Index des notations

F*, [42
ms [34]
Fm,tu
I,
1(i), 1(i)*, 1), [01]

Iy, Jiy ik, I
I,

f(t)r%[t], 0l ) gl
Jr, [0

K (i),

Kt’ @

L"/’M’Y V’Y’f"/7@

59,

K[Y],

K[F],

Agg, Ay,

GKdim A, [34]

A(E), A,

Sy(t),

S(V),

S(E)Av

Y(¥),

bideg F,

degy (F),

n, b2

g= g[n’ @

gJ,J’v 97, VJ,J’a VJa
93,

gli,@g[n,

£,

€x,

a4,

q“, p¢, (n7)C,
hA{ @

id(®

imaxy @

ind?,@
K, ki, voir ki, kit
Kiy ki, [B9)
)\m,ta
[a, 0], 33
F,[p]]
L [0
M, M/, 87
Mo,Ml,Mg, Mk, ke N,
£, K[f], A(f), £*,[64
T, BT
G+¢',[3
G(q).
J (), 4
T (ks T, [A6]
Sy, [T4
T, %k,
T, Ti, |94
m,
pr,
pr€,
Pis M, T;n”
pi?@
supp G, [72
5Py, B3
07,0, A2
@y, [36]
wio’ O‘z‘cv 7©, (770)/’
g,
g,
a x b,[33]
o B
cm, P4
€pg> €pg:
m/ .t

he, [36]

HE
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k(z),i(z), 39

k., [45]

mi,@

pa,ba|g_7|

Q'fv

Tm, 49|

r~y, xoy 2y <y, A

yu:m
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