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Chapitre 1

Introduction

Cette these porte sur différents problemes issus du controle quantique et de
la résonance magnétique nucléaire. Dans ce chapitre introductif, nous pré-
sentons les cadres généraux dans lesquels se développent nos contributions.

1.1 Optimisation multi-objectifs pour les sys-
temes quantiques bilinéaires perturbés

Ce chapitre présente les résultats de contrdle optimal pour des systemes
quantiques perturbés obtenus dans le cadre d’une collaboration avec G. Tu-
rinici (Université Paris Dauphine), J. Salomon (INRIA, Paris) et M. Belhadj
(IPEIN a Nabeul, Tunisie). Nous commengons par une courte présentation
des modeles utilisés avant d’expliquer nos contributions.

1.1.1 Modeles et applications

La théorie du contrdle quantique [144, 145, 68] consiste a manipuler des ob-
jets quantiques (molécules, atomes, ---), principalement avec des champs
lasers en incluant des termes li¢ a I’environnement. Durant les 20 dernieres
années 'analyse et 'optimisation numérique ont permis des progreés impor-
tants dans ce domaine. Ainsi, des nombreux algorithmes ont été développés
pour résoudre numériquement des problemes rencontrés par les physiciens et
les chimistes [80, 146, 147]. Du point de vue de la formulation mathématique,
la dynamique des systémes quantiques est, de nombreux travaux, modélisée



par ’équation de Schrodinger :

mjtw» = (Ho — e(m)|v(1)),
(1.1)

9(0)) = [¥0)-

Dans ce systeme, I’état du systeme la fonction d’onde, a 'instant t est noté
|1(t)) € H. L’espace des états H est un espace de Hilbert, qui peut étre de di-
mension finie ou infinie. En I'absence de controéle, le Hamiltonien du systeme
Hj est appelé I”Hamiltonien interne. Le terme £(t) correspond a un controle
a valeurs réelles. En pratique () représente I'intensité d’un laser ou d'un
champ magnétique (dans le cas de la résonance magnétique nucléaire). Ce
champ est couplé au systeme a travers I’ Hamiltonien d’interaction p qui cor-
respond le plus souvent a un moment d’interaction dipolaire. le Hamiltonien
complet Hy—e(t)p est un opérateur auto-adjoint. Le cadre considéré est donc
celui du controle bilinéaire!. De nombreux problémes consistent a déterminer
un champ laser qui permet d’amener le systeme de son état initial vers un état
proche d'un état cible donné ou d’une classe d’états spécifiques, par exemple
maximisant la valeur d’une observable. Avant d’aborder ce probleme, il faut
dégager des criteres de controlabilté de I’équation de Schrodinger (voir par
exmeple [38, 39, 40, 41, 42, 43] et [50] pour une discussion plus générale),
ce qui consiste & étudier si, pour tout couple (1g, Yeple) € (S (0,1))?, il
existe un temps final 7' > 0 et une impulsion laser £(t) € L*([0,T];R) tels
que le systéme partant de ¢ (t = 0) = by vérifie Y(t = T') = Yeiple - Si cette
condition est remplie le systeme est dit contrélable.

Pour la résolution numérique de (1.1), on utilise généralement des techniques
de controle optimal basées sur des algorithmes itératifs. Dans le cas de la
mécanique quantique, des algorithmes spécifiques ont été développés, les al-
gorithmes monotones [80, 81, 157]. Ces derniers ont la propriété d’optimiser
de maniere monotone la fonctionnelle considérée. Des méthodes de type gra-
dient ont aussi été proposées dans ce cadre [57].

D’autres questions ont été abordées dans la littérature, notament le cas du
probleme de controle d’ensemble en présence d’incertitudes : supposons que
le champ laser soit soumis a des perturbations. La perturbation qui agit a
un instant donné est supposée aléatoire, et nous devons trouver un champ
qui controle le systeme quelque soit sa valeur. Une réponse théorique a déja
été donnée dans le cas ou les perturbations sont supposées constantes [21].

LCette appellation vient du fait que la variable de controle multiplie I’état dans 1’équa-
tion d’évolution.



Chapitre 1. Introduction

Sur le plan numérique, nous avons traité ce probléeme en adaptant les tech-
niques du contdle optimal. Dans ce cas, nous reformulons le probleme sous
forme d’un ensemble de systemes quantiques perturbés. En introduisant le
probleme d’optimisation correspondant, nous associons une fonctionnelle a
chaque valeur de perturbation. Nous avons ainsi une famille de fonctionnelles
a optimiser simultanément. Pour résoudre ce probléeme, nous présentons dans
la section suivante une approche basée sur une stratégie d’optimisation multi-
critere ainsi que la méthode itérative associée.

1.1.2 Aspects mathématiques

Comme nous 'avons dit ci-dessus, la conception du champ de laser pour le
transfert d’un état initial a un état cible peut étre réalisée a ’aide des tech-
niques de controle optimal. L’application de cette approche a la mécanique
quantique a commencé a la fin des années 1980 [82, 150] et donne lieu & des
progres continus dans beaucoup d’applications comme par exemple 'infor-
matique quantique [151, 152] ou encore la cryptographie quantique [153].
Pour déterminer en pratique un controle, on commence par reformuler le pro-
bléeme sous la forme d'un probleme d’optimisation via l'introduction d’une
fonctionnelle, dépendant du champ laser et décrivant l'objectif et d’éven-
tuelles contraintes additionnelles. L’objectif est alors de déterminer un controle
qui permet de modifier la dynamique du systeme pour optimiser la fonc-
tionnelle considérée. Mathématiquement, le probleme se formule de la fagon
suivante : on cherche a optimiser J de la forme :

T(w.2) = g(T) + [ B (o), =),

sous la contrainte (1.1). Le champ &(t), t € [0,7] appartient a un ensemble
de controles admissibles, typiquement L?([0, T]; R). La fonction g(¢(T)) rend
compte de la qualité de la solution au temps final T', par exemple de la dis-
tance entre I’état du systeme au temps final et une cible ¥p1e, avec g(1(t)) =
|¥(T) = eivie||3 qu'on cherche & minimiser, ou encore (1(T)|O}(T)), avec O
I'observable associée a une grandeur physique que 1’on souhaite maximiser.
Enfin, la fonction h(y(t),e(t)) est un coit dépendant du chemin suivi lors
du processus controlé qui peut par exemple décrire I'énergie utilisée pour
controler le systéme, comme c’est le cas en posant h(¢(t),e(t)) = ag?(t), ou
le coefficient o permet la pénalisation du contréle pour obtenir un champ
physiquement admissible. Le probleme de contréle optimal peut alors étre



défini de la facon suivante :
e = argmin J(¢, €).
€

Dans le cas d’un systéeme quantique perturbé, nous introduisons une famille
de fonctionnelles {Jg, & = 1,--- , K} a optimiser. Dans cette situation, la
notion habituelle d’optimalité est remplacée par celle de 1’optimalité de Pa-
reto. Pour le dire simplement, le front de Pareto d'un probleme de controle
multi-objectif est ’ensemble des solutions telles qu’aucune autre solution
n’est meilleure sur tous les objectifs. Des résultats théoriques et pratiques
ont été établis par J. A. Désidéri et ses coauteurs pour cette classe de pro-
blemes [26, 27, 28, 29]. Ils proposent en particulier un algorithme d’optimisa-
tion multi-critere dite algorithme de descente d gradients multiples (MGDA)
qui est une généralisation de lalgorithme de plus grand descente [154] au
contexte multi-objectif. Cette méthode a pour but de réduire, a chaque itéra-
tion, 'ensemble des valeurs des fonctionnelles de cott {Ji, k =1,--- | K} de
fagon simultanée (dans le cas d’un probléme de minimisation). La minimisa-
tion simultanée réalisée dans MGDA repose sur un résultat simple d’analyse
convexe [26, 27] selon lequel 1’élément de plus petite norme de 1'enveloppe
convexe des gradients associés a plusieurs critéres fournit une direction de
descente commune.

1.1.3 Contributions de la thése

Dans le chapitre 2, nous avons appliqué les concepts et les méthodes de
I'optimisation multi-critere aux cas du contrdle quantique en présence de
perturbations. Nous considérons des systemes quantiques bilinéaires pertur-
bés que nous traitons par minimisation simultanée. Notre approche est basée
sur MGDA. En utilisant une combinaison linéaire des directions de descentes
données par les gradients des fonctionnelles, nous sommes en mesure d’iden-
tifier une direction de descente commune a tous les criteéres lorsque le point
de limite courant ¥ n’est pas optimal au sens de Pareto. Il est prouvé que
I'algorithme converge vers un point de conception Pareto-stationnaire [27].
Des simulations numériques montrent l’efficacité de notre méthode. Nous
avons en particulier réussi a obtenir un champ de controle optimal qui assure
Iorientation simultanée de tout systeme perturbé vers un état cible a un
instant 7" tout en évitant des trajectoires indésirables.
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Chapitre 1. Introduction

1.2 Controéle optimal des systemes périodiques
et applications a la résonance magnétique
nucléaire

Les chapitres 3 et 4 abordent un domaine différent d’application du controle
quantique, a savoir le controle de la dynamique des spins en RMN dans le
cas d’un systéme périodique. Le travail du chapitre 4 fait 'objet d’un article
publié dans Phys. Rev. A [60]. Il a été réalisé en collaboration de J. Salomon
(INRIA, Paris), D. Sugny, K. Hamraoui (Université de Bourgogne) et S. J.
Glaser (Technische Universitat Miinchen).

1.2.1 Modeles et applications

Différents algorithmes numériques itératifs ont été proposés pour résoudre
les systémes d’optimalité [77, 79, 80, 81, 82, 83] dans diverses domaines
de la physico-chimie, comme la photochimie [66, 67], la résonance magné-
tique nucléaire (RMN) [84, 85, 86], 'imagerie par résonance magnétique
(IRM) [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96] ou encore 'informatique quan-
tique [73]. Plusieurs modifications d’algorithmes standards tels que les algo-
rithmes de gradients ont été proposées pour tenir compte des limites et des
incertitudes expérimentales [97, 98, 79, 84, 99, 100, 101, 85, 86, 102, 103],
montrant ainsi leur efficacité et la possibilité de les adapter a de nouvelles
classes de problemes de controle.

Nous considérons dans les chapitres 3 et 4 un probleme issu de la réso-
nance magnétique nucléaire (RMN). Ce phénomeéne apparait pour certains
atomes possédant un spin nucléaire, propriété classique en mécanique quan-
tique. De facon imagée, le spin correspond au mouvement de rotation de la
particule sur elle-méme. Dans ce cadre, des études s’intéressent au controle
optimal d’'un certain type de spin, dit spin 1/2, en interaction avec un en-
vironnement donné [155, 156]. Dans le cas que nous considérons dans cette
these, I’évolution de 1’état du systeme est décrite par des équations dites
équations de Bloch et le controle est constitué de deux champs magnétiques
orientés le long des axes (Oz) et (Oy). Rappelons que du point de vue ma-
thématique, la structure de la dynamique est la méme que celle de I’équation
de Schrodinger (1.1). Tous les résultats obtenus peuvent donc étre étendus a
ce cadre.

Le probleme de contréle non standard auquel nous nous intéressons con-
cerne un systeme quantique qui évolue périodiquement sous l’application ré-



pétée et réguliere d'une séquence d’impulsions appelé scans. Cette dynamique
périodique controlée est cruciale dans de nombreux cas puisque le rapport
signal sur bruit (SNR, Signal-to-Noise Ratio) augmente avec le nombre de
scans. Dans ce cadre, ’état initial et final de la dynamique ne sont pas connus
et dépendent du champ de contréle utilisé. La littérature [122] indique que la
maximisation du SNR par unité de temps est obtenu pour une particule de
spin 1/2 lorsque celle-ci est soumise a une séquence périodique d’impulsions
de type Dirac (aussi appelé pulse delta). Cette solution a été établie théori-
quement dans les années 60 par R. Ernst et ses collaborateurs [113]. Dans
ce protocole, la loi de commande est donc un pulse delta caractérisé par un
angle de rotation spécifique appelé 'angle de Ernst (voir 'annexe A). Dans
ce régime, le SNR augmente comme la racine carrée du nombre de scans.
En pratique, les pulse delta de Ernst sont approchée par des impulsions pé-
riodiques de durée strictement positive. Chaque période est alors composée
d'un temps de détection et d’une période de controle ot le spin est sujet a un
champ magnétique radio-fréquence, qui est utilisé notamment pour garantir
le caractere périodique de la dynamique.

1.2.2 Aspects mathématiques

Avant de s’intéresser a la résolution d’un probleme de contrdle périodique
optimal, une premiere étape consiste a étudier la controlabilité du systeme
considéré, i.e. déterminer jusqu’a quel point il est possible de manipuler 1’évo-
lution du systeme et du méme coup, obtenir des informations sur la régularité
de la dynamique. Dans le cas non périodique, la question de la controlabi-
lité en dimension infinie est complexe et généralement, seuls des résultats de
contrdlabilité approchée peuvent étre établis [45]. Dans le cas de I’équation
de Schrodinger des résultats de contrdlabilité locale ont été établis dans [46].
Plus précisément, ce travail se concentre sur le cas linéaire et sur un domaine
borné. Le controle intervient de maniere bilinéaire sous la méme forme que
dans (1.1). Les auteurs ont démontré la controlabilité exacte locale de ce sys-
teme, en tout temps positif, au voisinage de ’état fondamental, en s’appyant
notamment sur le théoreme d’inversion locale classique. Ce travail améliore
ainsi les résultats de [47], ou 'analyse faisait appel théoréeme de Nash—Moser
pour palier une apparente perte de régularité. Des résultats sur des ques-
tions analogues ont été établis dans [48, 49]. Pour ce qui concerne le controle
optimal, des conditions nécessaires d’existence et de régularité concernant
les équations de Schrodinger ont été données dans [54, 53, 55, 56]. Dans ces
contibutions, 'existence d’un optimum pour certaines fonctionnelles est ob-
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tenue par la construction d’une suite de minimisante et 'utilisation du lemme
d’Aubin ou par les techniques introduites par [137].

L’analyse mathématique du controle de phénomenes périodiques est abordée
dans l'article pionnier de Horn et Lin [107]. Le controle optimal des processus
périodiques est également étudié mathématiquement dans le cadre d’applica-
tion a la biologie [109]. Des questions d’existence et de régularité de solution,
de conditions d’optimalités sont abordées dans [104, 105]. Les motivations de
cette théorie (voir [104]) sont d’abord venues de 'optimisation de processus
chimiques [106].

1.2.3 Aspect numériques

En RMN, l'algorithme GRAPE (Gradient Ascent Pulse Engineering [77, 51,
102]) est souvent utilisé. Il s’agit d’'une méthode du type gradient qui donne
de treés bons résultats numériques, débouchant sur la résolution des équations
d’Euler-Lagrange. Les algorithmes de type GRAPE sont par conséquent ité-
ratifs. Plus précisément, le champ de controle courant est utilisé pour calculer
les propagations discretes et rétrogrades qui permettent a leur tour de mettre
a jour de champ de controle. Signalons également que dans les méthodes
de type GRAPE, une méthode de line-search est utilisé en boucle interne.
Celle-ci nécessite 'évaluation du colit du probleme et donc de nombreuses
propagations supplémentaires sont nécessaires. Il convient enfin de préciser
que le nom GRAPE recouvre en fait deux algorithmes distincts. Dans la pre-
micere version [77], une discrétisation a été effectué sur 'intervalle du temps
d’évolution du systeme : [0, t7] est décomposé en N en notant ¢; tels que
t1=0<ty, <--- <ty =t; ety les valeurs a 'instant ¢; qui sont les com-
posantes d’'un champ de controle u. Pour mettre a jour le nouveau champ,
le gradient d’une fonctionnelle discrete est utilisé. La seconde version est ba-
sée sur le principe du maximum de Pontryagin [78]. Elle consiste a dériver
le pseudo-Hamiltonien H, par rapport a u; et a utiliser cette dérivée pour
mettre a jour le champ a chaque itération afin de converger faire la condition

.. . OH.
de maximisation 8u? =0.
1

1.2.4 Contributions de la theése

Sur le plan théorique, nous considérons dans le chapitre 3 un probleme
de controle optimal pour les systémes quantiques a évolution périodique en
temps. Ce n’est pas un probleme classique puisque ’état initial et 1’état final
sont inconnus. Nous prouvons d’abord I'existence d’une solution périodique
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de ce probléeme pour un controle arbitraire. Ensuite, nous étudions le pro-
bleme du contréle périodique optimal, et dérivons les conditions d’optimalité
associées.

Sur le plan numérique, nous présentons dans le chapitre 4 un algorithme de
controle optimal pour la dynamique périodique de spin qui consiste a calculer
itérativement un champ de contréle maximisant une figure de mérite, tout en
trouvant les états initiaux et finaux de la dynamique, qui sont donc inconnus
et soumis & des conditions périodiques. A titre d’exemple, nous considérons
dans une application la maximisation du rapport signal sur bruit par unité
de temps d'un systeme de spin. Nous développons un algorithme de contréle
optimal adapté a ce probleme. Cet algorithme est basé sur une approche de
type GRAPE. Nous avons vérifié son efficacité pour un ensemble homogene
de spins. Nous avons en particulier montré que, pour une durée de controle
tres courte, nous retrouvons numériquement la solution de Ernst. Pour des
durées de controle plus longues, nous avons montré que ’algorithme pouvait
converger vers plusieurs solutions selon le champ initial considéré. Nous avons
caractérisé géométriquement ces différentes solutions. Enfin, une premiere
étude numérique a été menée pour un ensemble inhomogene de spins avec
différents offsets 2. Dans ce cas également, nous avons montré numériquement
Iefficacité de I’algorithme proposé.

1.3 Algorithme de Shinnar-Le Roux

Le chapitre 5 présente une méthode analytique pour la conception des impul-
sions optimales en RMN. Dans les sections suivantes, nous présentons cette
méthode ainsi que les aspects mathématiques sur lesquels elle se base.

1.3.1 Modéeles et applications

Des stratégies alternatives aux méthodes d’optimisation classiques ont été
introduites pour calculer des contrdles non linéaires d’'une maniere robuste.
C’est le cas de l'algorithme de Shinnar-Le Roux connu sous l’abréviation
SLR.

Dans ces travaux relativement anciens, une méthode de conception d’impul-
sions sélectives a été développée de fagon indépendante par Shinnar et ses

2le mot Offset désigne la composante constante d’un champ magnétique dans une ex-
périence de RMN.
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collaborateurs [126, 127, 128, 129, 130] et Le Roux [131]. Cet algorithme,
I’algorithme SLR a ensuite été mis au point par Pauly et al. dans [132].

Cet algorithme est une méthode de conception d’impulsions radio fréquence
(RF) basée sur des approximations discretes des équations de Bloch. L’ap-
proche consiste a réduire la recherche de la solution de cette équation a la
conception de deux polynomes. La conception d’impulsions RF devient alors
un probléme d’optimisation de polynomes, qui peut étre résolu a l'aide d’al-
gorithmes habituels de conception de filtres numériques comme par exemple
Ualgorithme de Remez [134] .

L’algorithme SLR repose ainsi sur des techniques classiques de traitement
du signal échantillonné, et aussi sur la représentation de rotations a l'aide de
spineurs.

1.3.2 Aspects mathématiques

L’algorithme SLR réduit la conception des impulsions RF a la conception
de deux polynémes en utilisant un algorithme d’approximation polynomiale.
Dans le cas de 'algorithme de Remez, le polynéme obtenu est optimal au
sens de Tchebychev [133], c’est a dire par rapport a la norme uniforme. Une
caractérisation de ce polyndéme est donnée par le théoreme d’équi-oscillations
de Tchebychev (également appelé théoreme d’alternance). Une preuve simple
de ce théoreme pour la conception d’un filtre FIR minimax est présentée dans
[142]. Cette contribution donne une présentation simplifiée qui utilise direc-
tement le langage de conception de filtre. Pour son application aux filtres
numériques, Parks et McClellan ont proposé un algorithme basé sur la mé-
thode de Remez [138, 139, 140, 141]. De nombreux ouvrages décrivent en
détail I'algorithme de Parks-McClellan (PM) [172, 173, 135, 136].
L’algorithme PM produit un filtre FIR a phase linéaire en se basant sur
la minimisation d’un critéere d’erreur de Tchebychev (ou minimax) obtenu
a l'aide l'algorithme de Remez. Dans cette approche, la fonction d’erreur
d’approximation considérée est donnée par la formule suivante :

E(w) =W(w) (A(w) = Dw)),

ou A(w) est la réponse en amplitude d’un filtre FIR, donnée par :
M

Alw) = a(n) cos(nw). (1.2)

n=0
ou M > 0. Le probleme de conception de Tchebychev peut étre formulé
comme suit : Etant donné :



1. N :longueur du filtre, N =2M + 1
2. D(w) : fonction d’amplitude souhaitée (a valeurs réelles)
3. W(w) : fonction de pondération positive,

trouver le filtre a phase linéaire qui minimise ’erreur d’approximation de
Tchebychev, définie par

1E(@)lloe = max [W(w) (A(w) — D{w))| (1.3)
La solution a ce probleme est I'approximation de Tchebychev associée a la
pondération D(w). Parce qu’elle minimise la valeur maximale de Ierreur, on
I’appelle aussi solution mini-max. La caractérisation par I’équialternance est
expliquée dans les paragraphes suivants.

Le théoréme d’alternance : Le théoreme d’alternance (voir [143]) in-
dique que [|F(w)||« atteint sa valeur maximale en M + 2 points et que la
fonction d’erreur d’approximation change alternativement de signe sur ces
M + 2 de ces points.

La condition d’alternance peut étre formulée de la maniére suivante : si A(w)
est donné par (1.2), alors une condition nécessaire et suffisante pour que
A(w) soit I'unique minimisante de (1.3) est qu’il existe au moins M + 2
points wq, -+, wr (dans ordre : 0 < wy < wy < -+ + < wpryo < ), vérifiant

E(w;) = (=1)||E(w)]|oe, pouri =1, ---, M + 2, (1.4)

L’algorithme de Remez : Pour comprendre 'algorithme Remez (aussi
appelé algorithme d’échange), on peut dans un premier temps écrire I’équa-
tion (1.4) comme suit : Soit § := ||E(w)]|s- Alors (1.4) devient

W (wi) (A(w;) — D(w;)) = (=1)8

ou encore
S a(n) costnwr) — 0 D), pouri =1, - M2 (L3)
a(n nw;) — = D(w;), pouri =1, -+, . )
n=0 W(wl)

Si I'ensemble des points extrémes du théoreme d’alternance étaient connus a
I'avance, alors la solution pourrait étre trouvée en résolvant le systeme (1.5).
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Plus précisément, celui-ci représente un probleme d’interpolation, qui peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante :

a(0) D(w)
1 cos(wy) - 1/W (w;)
1 cos(ws) --- —1/W (w,) a(:2) B D(.Wz)
Lcos(unnsa) o —(-0Y W) | OG0 )|
(1.6)

Il ne s’agit pas d’un probleme d’interpolation classique. Il y a M + 1 coeffi-
cients a(n), mais il y a M + 2 points d’interpolation. Cependant, la valeur
0 est également une inconnue, de sorte qu’il y a en fait un total de M + 2
variables et M + 2 équations. Si les points w; sont distincts, il y aura une
solution unique a ce systeme linéaire d’équations [171].
Trouver un filtre qui minimise les critéres d’erreur de Tchebychev se réduit
alors a un probléme de sélection de points d’interpolation, et ce processus
permet d’obtenir 4.

L’algorithme d’échange Remez procede en répétant itérativement les opé-
rations suivantes :

1. Choisir une estimation initial de M + 2 fréquences 0 < w; < wy < -+ - <
Whryo < T

2. Calculer ¢
3. Résoudre le probleme d’interpolation (1.5) sur I'ensemble de fréquences.

4. Mettre a jour les fréquences en respectant ’alternance.

1.3.3 Contributions de la thése

Dans le chapitre 5, nous proposons une présentation mathématique de I’al-
gorithme SLR. Le but est d’introduire avec un formalisme mathématique les
étapes de la méthode. Cette présentation est complétée par quelques tests
numeériques.
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Chapter 2

Multi-Objective Optimization
for Perturbed Bilinear
Quantum Systems

2.1 Introduction

The quantum control phenomena has seen a rapid development both in the-
ory [67, 66, 1, 2, 3] and experiments [4, 5].

For a practical system, the existence of uncertainties (e.g., errors in con-
trol pulses) is unavoidable [6, 7, 8, 9, 10]. In general, the presence of field noise
in quantum control is considered as problematic, but some works showed that
the impact of the noise can either be constructive [11] or destructive [12].

In this work, we are interested in uncertain quantum systems, where the
control may not be very well defined. The developement of robust control
methods is highly desirable in practical applications of quantum information
technology. The basic idea is to demonstrate that effective field able to steer
simultaneously a set of initial states to an arbitrary set of final states in
presence of perturbations. To find a robust control, a collection of perturbed
quantum system is treated with the optimal control approach [74, 13, 14, 68].

Recently, other applications consider problems requiring simultaneous op-
timization of several control objectives [15, 16, 17, 18, 19, 20]. In such situa-
tions the usual notion of optimality is replaced by that of Pareto optimality.
The Pareto front of a multi-objective control problems is the set of all con-
trols such that all other controls have a lower value for at least one of the
objectives (see [22], [23], [24], [25]). The analysis of the Pareto front reveals
the nature of conflicts and tradeoffs between different control objectives.
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In this chapter, we consider the problem of simultaneous minimization of
K criteria. We will show that when the current design point is not one of
Pareto stationarity, the unique element w of minimum norm in the convex
hull of the gradient-vectors is nonzero, and —w is a descent direction for all
criteria simultaneously. This lead us to define the multiple-gradient descent
algorithm which generalizes the classical steepest-descent algorithm [34, 35]
to K disciplines, permitting to carry out a cooperative-optimization phase
throughout which all criteria diminish at each iteration.

Let us introduce some notations that will be used throughout the paper.
In the sequel, we consider the simultaneous minimization problem associated
with the Schrodinger equation on a time interval [0, 7], with 7" > 0. Let
Ji(e)(Vk =1,--- , K) be K smooth functions of the vector ¢ € RY. Assume
that €% € RY is an admissible design-point. We denote g := VJ; (") when
the gradients are known and the convex hull of the family of vectors {g?} £ ;:

K K
¢ ={geRMg= Yt p =0 (k=1 KD = 1],
k=1 k=1

In what follows, we denote by Rz the real part of a complex number z. Given
a matrix M, we denote by M7 its transposed. Lastly, for A, B € su(N), let
L4 g be the Lie algebra of su(N) generated by A and B.

2.2 Problem setting

2.2.1 Simultaneous minimization of perturbed quan-
tum systems

In the present work, our goal is to solve numerically the following optimiza-
tion problem:

min Ji(e(.)),

with
Je(e(t)) :== /()Ta(t)€2(t)dt — (U (D)|Ok|Ye(T)), Yk=1,---, K. (2.1)

Here, the last term represents the main control goal of maximizing the ex-
pectation value of the target observable Oy at the final time 7T’; the former
term is used to restrict the fluence and shape of the control field, with (%)
being a weight positive convex function.
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The state 1y, evolves from v on [0, T] according to the time dependent
Schrodinger equation. For convenience, we work in atomic units, i.e., the
numerical constant h = 1, so that

i0a(t) = [HO _ (g(z) 4 5ka(t)> M] De(t). (2.2)

In this equation, Hy and p are respectively the internal Hamiltonian and the
external Hamiltonian, the latter representing the interaction of the system
with a single control field e(¢). The errors in laser field could take various
forms: additively or multiplicatively [8, 9, 10]. In our case, we consider
the additive form as it expressed in (2.2) : e(t) — &(t) + 0xe(t), where
{0ke(t),k =1,--- , K} is a predefined list of perturbations.

In order to simultaneously minimize the cost functionals Ji, we will use
the so called multiple-gradient descent algorithm. The latter technique is a
direct method for calculating a descent direction common to several criteria.
This numerical procedure has the very convenient property to improve the
criteria J; at each iteration. For the time discretization of the gradient-
vectors VJi(g), we will utilize the splitting method.

Before presenting the particular numerical methods tested in this paper,
we will briefly survey a controllability result related to the perturbed quan-
tum systems (2.2) (see [21] for more details).

2.2.2 Background on controllability results

As a fundamental aspect of quantum control theory, controllability has been
widely studied for isolated (un-perturbed) systems where the control can be
implemented exactly [38, 39, 40, 41, 42, 43]. However when perturbations are
present a legitimate question arises in this context: what quantum states can
be attained using an external field submitted to some perturbations? Can
one still control the system?

Preliminaries

Let us make a Galerkin approximation. Explicitly, in the N-level approxi-
mation, the state v is expanded with respect to a basis of N orthonormal
eigenstates ¢, of Hy: ¢ = >, dp.n®n Where the dj,, are complex coeflicients
that satisfy the normalization condition 3% |dy.,.|[*> = 1. Here, the ¢, are
typically chosen to be the normalized eigenstates of the internal Hamiltonian,
corresponding to eigenvalues, E,,n = 1,--- | N. The eigenvalues FE, repre-
sent the energy levels of the molecule in the absence of an external laser field.
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If we write the initial condition of (2.2) as 1y = >, don®n, then Schrédinger’s
equation leads to the following equation:

d, = Ady — <s(t) + 5k5(t)> Bd,, di(0) = do, (2.3)

where dy stands for (dgq(t), - ,dpn(t))T. The matrix A represents the
reference Hamiltonian —i Hy, and is diagonal with entries equal to the energies
—1E,,n = 1,--- | N corresponding to the ¢,,n = 1,---, N. Similarly the
matrix B is —¢ times the matrix representation of the dipole coupling u. If
E, = E, for some n # p, then the system is said degenerate. If some of the
levels are equispaced, E,, — E, = Ey, — E; for (n,p) # (k,1), n # p, k # 1,
then the system is said to have degenerate transitions.

Associated with (2.3) is the equation which describes the time evolution
of the corresponding propagator U(t) (I is an identity matrix)

U (t)
dt

— AUL(t) — (8@) 4 6k5(t)>BUk(t), U0)=1.  (24)

The matrix Ug(t) evolves in the Lie group of unitary matrices U(N), or, if
both the matrices A and B have zero trace, in the Lie group of special uni-
tary matrices SU(N).

When the perturbation dxe(t) in equation (2.4) is replaced by a constant
perturbation ¢, € R that verifies ¢, = d,e(t) Vt € [0,T], some answers con-
cerning the exact controllabilty of the perturbed bilinear quantum systems
(2.4) are given by the following result:

Main result

Theorem 2.1 ([21]). Consider the bilinear system on SU(N) in equation
(2.4).

Suppose that Lia g = su(N). Then for any distinct ¢, € R,k = 1,.., K,
the collection of systems (2.4) is simultaneously controllable.

2.3 Numerical methods

The controllability Theorem 2.1 is not constructive in that its satisfaction
does not produce a particular control field. Thus, in the present work, the
controlling fields in the examples (see section 2.4) were computed using a
numerical multi-criterion algorithm based on a splitting method coupled with
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an optimization algorithm called multiple-gradient descent algorithm (26, 27,
28, 29].

2.3.1 Multiple gradient descent algorithm

This section provides a description of the optimization strategy we follow to
solve our problem.

To describe more precisely the multiple gradient descent algorithm we
first need several definitions.

Basic definitions

Definition 2.1. A decision vector €* € RY is Pareto optimal if there does
not exist another decision vector e € RY such that Jy(e) < Ji(e*) for all
=1,---,K and J)(g) < Ji(g*) for at least one index .

Definition 2.2. Let €° be a design-point at the center of an open ball in
the admissible domain RY in which the K criteria Ji(¢) (k=1,--- ,K) are
smooth. Let g0 = VJi(g°) be the local gradients. The design-point €° is said
to be Pareto-stationary if and only if there exists a convex combination of the
gradient-vectors, {g}, that is equal to zero:

K K
k=1 k=1

Note that if the design-point £° is Pareto-optimal, it is Pareto-stationary.
Thus, in general, for smooth unconstrained criteria, Pareto-stationarity is a
necessary condition for Pareto-optimality. Inversely, if the smooth criteria
Jp,Vk € {1,--- K} are not Pareto-stationary at a given design-point £°,
descent directions common to all criteria exists.

Main results

The convex hull C of {g?}£ | is a closed set, closure of its interior U, made
of the elements of C associated with strictly-positive coefficients {5} (k =
1,---, K). Hence the norm admits at least one realization of a minimum in
C. Secondly, C is evidently convex, and the minimum is unique.

Let us denote w the minimum-norm element in C: w = Argmin c.|/g||.
Then the following holds:

For all g € C : (g,w) > ||wl*.
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In summary, one is led to identify the vector

K
W= Zﬂkgg (2.6)
k=1

by solving the following quadratic-form constrained minimization problem in
RE:

K 2
. 0
miy ’glﬁkgk (2.7)
subject to:
K
k=1

Note that in a finite-dimensional setting, and in a functional-space setting
as well, the above problem can be solved in R¥ so long as the gradients g9
(Vk =1,---,K) and their scalar products gy, := (g3, g;) are known. Then,
a call to a library procedure should be sufficient [37].

We are now ready to state the following.

Theorem 2.2 ([26]). With the same setting as above, two cases are possible:
(i) either w =0, and the design-point €° is Pareto-stationary;

(ii) or w # 0, and at € = €Y, the vector —w defines a descent direction
common to all the criteria; if additionally w belongs to the interior U of
C, the Frechet derivatives (gY,w) (Vk =1,--- , K), and more generally
the scalar product (g,w) (g € C), are equal to the constant ||w||*.

Theoretical Algorithm

Theorem 2.2 leads us to generalize the classical steepest-descent method to
multi-objective optimization by defining the multiple gradient descent algo-
rithm as the iteration whose generic step is:

(i) Compute the normalized gradient-vectors g\, and determine the minimum-
norm element w in the convex hull C of {g}X . If w = 0 (or sufficiently
small), stop.

(ii) Otherwise, determine the step-size h as the largest strictly-positive real
number for which all the functions jj(t) = Jp(e? —tw) (1 < k < K) are
monotone-decreasing over the interval [0, A.

(iii) Reset € to €° — hw.
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Since at each iteration of the multiple gradient descent algorithm, all the cri-
teria diminish, we refer to this process as a cooperative-optimization method.

Remark 2.1. If the gradients are not normalized, the direction of the minimum-
norm element w is expected to be mostly influenced by the gradients of small
norms in the family.

In the numerical tests, we will need the gradient-vectors V.Ji(¢) in their
discrete form. Thus, we introduce the following time discretization of the
perturbed quantum systems (2.2).

2.3.2 Time discretization
The splitting method

Consider N > 1 and a subdivision of [0, 7] of the form:
N-1
0,7 = | In,
n=0

with I, = [t tht1],to = 0 < ) < -+ < ty_; < ty = T. For the sake
of simplicity, we assume here that the subdivision is uniform, i.e. for n =
0,---,N —1 we assume that t,,1 —t, = T/N; we denote AT =T/N.

Let us introduce dxe;, €5, a;, ¥x,; that stand respectively for approximations
of 0ke;(JAT), e(JAT), a(jAT), ¥ (§AT). We denote in the following dxe =
(0kej)o<jcns €= (€5)osjcns Yk = (Yrj)o<i<n-

For the time discretization of the system (2.2), we utilize a propagation
method based on the second-order splitting technique. For any prescribed
sets dxe, g, the computation of the state vy, is thus defined through a Strang-
second-order split-operator method [30] (see also [31, 32, 33]) leading to the
discretized propagation equation:

HoAT 7(5j+5‘135j)ﬂ HoAT

wk,j+1 = e 2 e B AT@ 27 wk,ja
(2.9)
Yro = o
Computation of the gradient of the discretized functional
Consider the following discretized cost functional:
N-1
Jk,N = <Okwk,N7wk,N> —ATZO[]'&‘?, ]{]I 1, ,K. (210)
5=0
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We introduce the propagator P ; as

HoAT
2

HoAT <sj+6.kej>

Py i(ej) =e 2 e AT,

Consequently, vy, is given by:

YN = Pen_1(en—1)Pen—2(en—2) - Prolco)vo.

Then
N-1
Jk,N = (Okpk,NAPk,Nq cen Pk,ow(b Pk,Nflpk,NfQ ce Pk,owo> — AT Z 063‘832-
j=0
Consequently, we have
N-1
VJk,N|NO = V<<Okpk,N1Pk,N2 . Pk,owo, Pk,Nflpk,NfQ ce Pk,0¢0> — AT Z 06j€§) .
Jj=1 0
0P,
< agk]’\/NO PiNo-1 - Peoto, Pingrr - Pin1OkPen1Pena- .. Pk,0¢o>
0
T T 8Pk7No
+ (Pinoss - Pin1OxPen—1Pena .- Proto, " Pino-1 - Proto)
No

— 2ATCYN0€NO

where, we have

aPk,No AT Hgar _ (540K \ v HoAT
=———e 2 pe i e 2
aéNO 7
. _ HoAT (e +0gej)n HoAT .
By setting pu = —%e 2 e i~ ATe™2 then we obtain

Viinw, = 2R(EPsNe-1 - Proto, Pingrr - Pin—1OkPin-1Pin-a. .. Proth)

— 2ATO[NO€N0.

Let define x; ; as the solution of the following system:

_ HgAT (Ej—1+5k5j—1>HAT _ HogAT
Xkj—1 = € 2 ¢ i €2 Xk,

(2.11)
Xen = Optpn.
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Then,

T T
XkNo+1 = P vy Doy 1Ok Pren—1 Pin—2 - - - Protbo,

and
YNy = PrNo—1 " ProWo.

As consequence, we obtain the discretized gradient form:

v‘]]va|N0 = 2§R</_iwk,No7 Xk,N0+1> —2AT ANHYENy - (212)

2.3.3 Full optimization algorithm

We can now define precisely our optimization algorithm to solve the per-
turbed quantum systems (2.2). In what follows we describe the principal
steps of our optimization algorithm. Given a perturbation d;e and tolerance
(Tol > 0) a precision required.

Step 1: Set an initial control field °.
Step 2: Set [ =1 and &' = £°.

Step 3: Propagate @Dllc,o = 1)y forward in time using g’ according to (2.9)
to obtain ¢}, .

Step 4: Propagate Xi:, N = Okv,b,l% ~ backward in time using field ' ac-
cording to (2.11) to obtain xj.

Step 5: Evaluate the cost functionals J v (K =1,---, K) according to
equation (2.10).

Step 6: Compute the gradient VJ,n, (k = 1,---, K) according to
(2.12).

Step 7: Identify w as the norm-minimal element in the convex hull of
{Vin,k=1,--- K} If [|w]|| < Tol, then the algorithm stops and declare
that the optimal control laser field is obtained. Else, go to Step 8.

Step 8: The electric field for the (I := 1+ 1) iteration is taken as

gl — el
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where p is determined by the line search, wich makes g'*! generate the min-
imum value of Jj y.
Return to step 3 with the new field 4.

Remark 2.2. To compute w, a call to the quadratic programming function
qp based on the OCTAVE Optimization Toolbox should be sufficient (see [37]
for more details).

2.4 Illustrative examples

This section aims at presenting some numerical results obtained with our
approach. The objective is to find an optimal control field capable to simul-
taneously steer each perturbed quantum system from a given initial state to
an arbitrary target. Two kinds of numerical results are considered here:

e Optimal discrimination of multiple perturbed quantum systems.

e Detection of perturbations.

For numerical tests concerning the optimal control of multiple perturbed
quantum systems, we will consider two families of perturbations:

e One-dimensional perturbations: the perturbations are constant uniformly
spaced on the interval [0, 7] taking values in [—0.1,0.1].

e Multi-dimensional perturbations: we take here more physical perturbations
given by harmonic functions (see section 2.4.1, equation (2.14)).

In all the simulations, we choose the following model five-level system
extracted from the literature [21, 39], having internal Hamiltonian and dipole
moment matrices:

1.0 0 0 O 0 000171
0 12 0 O 0 000171
A= 0 0 13 0 0 , B=100011
0O 0 0 20 0 11100
0o 0 0 0 215 11100

Define A = —i[Hy — £Tr(Hy).Id], and B = —ip so that A and B belong to
su(5).

The initial wave function 1 is initially in the ground state ¢, of the inter-
nal Hamiltonian Hy. The initial control field is constrained to the following
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form:

() =0 exp [~ ((t—T/2)/0)] ;al cos(wi t), (2.13)

in which €, o, and all the frequencies w; are fixed beforehand, while all the
amplitude a; take values in the interval [0, 1]. The control pulse in equation
(2.13) has the parameters 7' = 600, 0 = 130 and £y = 1. In the numerical
tests, the frequencies w; correspond to all possible transitions between the
active control states of A and B respectively, so in our case L = 6 in equation
(2.13).

The physical objective in each cost functional J; is to maximally project
onto a target state ¥y (7T") at time T balanced with a laser field penalty
weighted by a positive convex function «:

Rle) = [ )20 de — (uT)IOfu(T), W= 1, K.

The penalty a (see Figure 2.1) is given by the following expression :

at) = ap (t — 2)2, ap € RT.

) —

Figure 2.1: Evolution of the penalty a(t). (g = 107°).

The observable Oy, is defined as a projection onto the target state Py,
which is expressed as follows:

_ VK — ko1 +VEk—1¢5

®
g K —1

7Vk:17 7K7
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and (¢;)1<j<s represent the eigenvectors of Hy. Then, the cost functional can
also be written as follows:

Ji(e) = /OTa(t) (1) dt — | (T), B2, Wk =1, --- , K.

Initially, the systems are in the ground state ¢; and the targets are chosen
to be the states &y, k = 1,--- , K. When «(t) = 0 the minimum possible
value for J, is —1, which corressponds to 100% overlap with the target state
®y; as a(t) > 0 increases, this global optimum value will increase.

Remark 2.3. For the sake of presentation, throughout the following numer-
ical simulations we will consider only maximization of cost functionals; any
control problem can be easly refomulated from minimization to maximization
and vice versa by changing the sign of the cost functional.

2.4.1 Optimal discrimination

Controlling a system may be expressed as a matter of high quality discrimina-
tion, whereby the control field steers the evolving quantum system dynamics
out of the desired channel, while diminishing competitive flux into other
undesirable channels.

One-dimensional perturbations

In the illustrations below the perturbations are considered as equidistant
constant over the interval [0, T, taking values in the interval [—0.1,0.1].
The dimension of the Lie algebra L4, 5 5 was computed with the online soft-
ware from [44] and was found to be 24, i.e equal to the dimension of su(5).
Therefore, the hypotheses of Theorem 2.1 are verified. Then, the collection
of systems (2.4) is simultaneously controllable.

Several numerical tests are proposed. The first concerns the convergence of
the criterias, the second presents the optimal laser field. The last test gives a
comparison between the quality of observables. These measurable quantities
(laser field, criterias, observables) allow us to know the paths followed by the
wave functions. For more information on the behavior of perturbed quantum
systems during the control, we calculated the populations of the eigenstates
of the internal Hamiltonian Hy for two cases: K =4 and K = 8 (see Figures
2.2 and 2.3).
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Figure 2.2: The evolution of the first system for the case K = 4, for the
optimal field found by the multi-criterion algorithm in section 2.3.3. Knowing
that the initial state is ¢; and the target state is ¢s.
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Figure 2.3: The evolution of the first system for the case K = 8. Knowing
that the initial state is ¢; and the target state is ¢s.
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Convergence of the cost functionals. Figure 2.4 shows the evolution of
the values of the functionals versus the number of iteration steps. We remark
that each cost functional increases at each iteration, making a plateau after
10 iterations. The first 10 steps give the major contributions to obtain almost
90% of their maximum value of the optimized objective functional Jj. For
the case K = §, a similar behavior is obtained.

Figure 2.4: Evolution of the cost functionals vs the number of iterations
(K =4).

Optimal laser field. The laser fields able to simultaneously steer each
perturbed quantum system to its given target state as well as their spectrum
are shown in the Figures 2.6 and 2.7.

Comparaison of observables. We first present the evolution of (Oy) val-
ues throughout the multi-criterion algorithm optimization process which dis-
played in Figures 2.8 and 2.10. Each observable reaches 100% of its maximum
value. We also find that the observable Ok has a speed of convergence less
slow than the others. Then, we will give an example with Ok showing that
it realized his final objectif while avoiding the other targets.

First case K = 4: We can see from the two Figures 2.8 and 2.9 that the
state ¥; which achieves 100% quality for the observable O; has 0% quality for
the observable Oy, the state 1)y which realizes 100% quality for the observable
Os has 33% quality for the observable O, and the state 13 which attains 100%
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Figure 2.5: Evolution of the cost functionals vs the number of iterations
(K =38).
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Figure 2.6: The control field used to reach the targets ®; (k = 4) and its
spectrum.
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Figure 2.7: The control field used to reach the targets ®; (k = 8) and its
spectrum.

quality for the observable O3 has 66% quality for the observable Oy.
These results are summarized in Table 2.1.

(Oa1(T), i (T)) || 0%
(Oa2(T), ¥a(T)) || 33%
(Oq3(T),5(T)) || 66%
(O404(T), (T)) || 100%

Table 2.1: Discrimination quality.

Second case K = 8: The Figures 2.10, 2.11 and the following table 2.2
confirm the previous interpretation. Indeed, the observable Og achieves its
target while avoiding the other undesirable channels.
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Figure 2.8: Evolution of (OxWg(T'), Vi(T')) vs the number of iterations

o8 | 4

Figure 2.9: Evolution of (O4¥(T'), ¥, (T)) vs the number of iterations
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(O (T), ¥ (T)) || 0%
(Ogo(T'),1a(T)) || 14%
(Osy3(T),3(T)) || 28%
(Oghs(T), pu(T)) || 42%
(Ogh5(T),5(T)) || 58%
(Osv6(T), ¢6(T)) || 70%
(Os7(T), ¢(T)) || 85%
(Ogps(T), ps(T)) || 100%

Table 2.2: Discrimination quality.

Figure 2.10: Evolution of (Ox U (T"), Ux(T")) vs the number of iterations
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Figure 2.11: Evolution of (OsW(T), ¥x(T)) vs the number of iterations

Remark 2.4. Numerically, it can be seen that:

(Oxtn(T), () =~ L

K—-1
This finding confirms the following analytical calculation:
Define Ok as a projection onto the normalized eigenstate ¢5, i.e. Ox = ¢50%.
By imposing 1y (T) to be equal to the state @y, we will have:

(Oxtn(T), ¥x(T)) = (6563 (

K—-1 K—-1

VEk—1

_ <¢57(\/K—k¢1+\/1€—1¢5)>

VK — 1 K —1
k-1
K —1

Multi-dimensional perturbations

In this section, we present an other family of numerical results where the
perturbations are multi-dimensional. The realistic perturbations proposed
in this numerical tests have the following expression:

Oke(t) = €p exp {— ((t—T/Z)/O’)Q] zL:al cos(wit+0,), Vk=1,--- | K (2.14)

=1
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The parameters €, 0, a; and w; have the same physical definition as described
in formula (2.13). The parameter ¢; represents the phase which takes values
in the interval [0, 27].

Each perturbation dxe(t) is described by a pair of vectors ((ag)le, (95)521)

in a list that may be a combinations of a term in set S; below and in term
from set Sy below:

Set Sll
1.Vlef{l,--,L}, a=0.1.

2. ay is a uniformly increasing sequence having values in [—0.1, 0.1].

3. ay is a uniformly decreasing sequence having values in [—0.1, 0.1].
Set SQ:
1.Vie{l,--- L}, 6,=0.

2. 6, is a uniformly increasing sequence taking values in [0, 27] (the 6,
are the angles of equidistant points on the unit circle traversed in the
trigonometric sense).

3. 0, is a uniformly decreasing sequence taking values between 27 and 0.

If we make all possible combinations we obtain 9 possible perturbations.
Figure 2.12 shows all possible cases. In Figure 2.13, we illustrate the pertur-
bation d5e(t) which corresponds to the case (2.2) taken from the lists S; and
SQ.

We repeated the same tests as shown in section 2.4.1 using the physical
perturbations. We start by presenting the Figure 2.14 which represents the
populations of the eigenstates of the internal Hamiltonian H,.

e Convergence of the cost functionals. From Figure 2.15, we find
that all the cost functionals are maximized, and each functional has at least
98% of qualitie.

e Optimal laser field. Figure 2.16 represents the sought optimal field
and its spectrum.

e Comparaison of observables. According to the figure 2.17, 2.18 and

the Table 2.3, we obtained a similar interpretation to the cases K = 4 and
K =8.

In the following, we will present a second family of numerical results con-
cerning the detection of perturbations.
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Figure 2.12: the 9 possibilities of perturbations.
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Figure 2.14: The evolution of the first system for the case K = 9. Knowing
that the initial state is ¢; and the target state is ¢s.
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Figure 2.15: Evolution of the cost functionals vs the number of iterations
(K=9).
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Figure 2.16: The control field used to reach the targets @5 (k = 9) and its
fourier spectrum.
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(Osr (T),91(T)) || 0%
(Osha(T),o(T)) || 12.5%
(Osth3(T),203(T)) || 25%
(Osthy(T'),204(T')) || 37.5%
(Os5(T), ¥5(T)) || 50%
(Ogts(T), v6(T)) || 62.5%
(Og7(T'),(T)) || 75%
(Ogs(T),1ps(T')) || 87.5%
(Ogthg(T'),20o(T')) || 100%

Table 2.3: Discrimination quality.
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Figure 2.17: Evolution of (Ox WV, (T"), Ux(T')) vs the number of iterations
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Figure 2.18: Evolution of (OgW(T), ¥x(T)) vs the number of iterations

2.4.2 Detection of perturbations

Our multi-criterion algorithm based on the multiple-gradient descent algo-
rithm allows to detect uncertainties and errors. Indeed:
Consider the following function:

fx : [=0.1,01] — [0,1]

A question that arises: Can we find a laser field allowing to render the
function fx (K = 4,8) bijective?

The numerical simulations give a positive answer with the optimal laser field
(see Figures 2.19 and 2.20). Indeed, ¥y = (Oxtx(T), ¥r(T)) 3 ¢k such that
fr(ck) = yr. (Theoretically, this amounts to impose the function to have a
constant sign). This reflect the perturbation detection. On the contrary,
using the initial laser field given by the equation (2.13), we obtain the curves
displayed in the Figures 2.21 and 2.22, where is found that there are at least
yr = (Og¥p(T), (7)), having more than an antecedent. This does not
allows to detect the uncertainties.

e Robust control

To test the performance of the optimal control field, several numerical tests
are considered:

e K =8 (1-D) + K =30 (1-D)
The optimal laser field obtained by K = 8 is utilized as initial laser field
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Figure 2.19: Evolution of (O4V(T), V(7)) for the optimal laser field (K =
4).
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Figure 2.20: Evolution of (OsWy(T), ¥, (7)) for the optimal laser field (K =
8).
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Figure 2.21: Evolution of (O4W(T"), V(7)) for the initial laser field (K = 4).

0.2

Figure 2.22: Evolution of (OsW(T"), W (T")) for the initial laser field (K = 8).
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for the case K = 30 when the 30 perturbations are constant and uniformly
spaced on the interval [—0.1,0.1] (see Figure 2.23).

0.8 |-

0.6 |-

0.4 f

0.2

Figure 2.23: (O30¢r(T), ¢¥(T')) vs perturbations using the optimal laser field
obtained by optimizing 8 observables for the case K = 30.

e K =30 (1-D) +» K =100 (1-D)
We take the optimal laser field obtained for the case K = 30 after 4000
iteration and we used it as initial field for the case K = 100. From Figure

2.24, we can see that this field permits to render the function figo bijective.
e K =9 (Multi-D) +» K =30 (1-D)

We follow the same idea as introduced as above which aims to research a
laser field making the function f3y bijective. In this test, we used the optimal
laser field obtained by optimizing 9 observables (where the 9 perturbations
are multi-dimensional) for the case K = 30 where the 30 perturbations are
equidistant constant (see Figure 2.25).

2.5 Conclusion and perspectives

In this work, we have applied a multi-criteria algorithm to a collection of per-
turbed Schrodinger equations. Our multi-optimization procedure is based on
the so called the multiple gradient descent algorithm coupled with a split-
ting method. All the numerical results demonstrate the effectiveness of the
proposed approach for optimal control of perturbed quantum systems.
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Figure 2.24: (O1000(T), ¥x(T)) vs perturbations using the optimal laser field
obtained by optimizing 30 observables for the case K = 100.

Figure 2.25: (O30¢x(T'), ¥x(T)) vs perturbations using the optimal laser field
obtained by optimizing 9 observables for the case K = 30.
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As perspectives of future work, we can try to apply other algorithms.
Besides, we can consider more complex perturbations (for example, pertur-
bations depending on the time, ---). Others models can be treated like the
Lindblad equation or stochastic Schrodinger equation.
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Chapter 3

Optimal control of Nuclear
Magnetic Resonance Periodic
Systems

3.1 Introduction

We consider in this chapter a question arising from NMR and MRI [110,
111, 112, 113], namely the maximization of the signal-to-noise ratio per unit
time (SNR) of spin 1/2 particles. In the experiments, the SNR is practically
enhanced in spin systems by using a multitude of identical cycles. In this
periodic regime, the SNR increases as the square root of the number of
scans. Each period of control is composed of a detection time and of a
control period where the spin is subjected to a radio-frequency magnetic
pulse, the latter being used to guarantee the periodic character of the overall
process. A pioneering work in this field has been done by R. Ernst and
his co-workers [113] in the sixties by establishing an optimal control law
made of a d-pulse characterized by a specific rotation angle, called the Ernst
angle solution. This pulse sequence is nowadays currently used in magnetic
resonance spectroscopy and imaging. Related control procedures, known as
SSEFP (Steady State Free Precession) have been also intensively investigated
in the literature for medical applications (See, among others, Ref. [117, 118,
119, 120, 121, 114, 115, 116]).

From a mathematical point of view, some works have tackled the exact
local controllability of the linear Schrodinger equation, see for example [45,
46] in the case of non-periodic processes. In the context of periodic systems,
there are also several works applied on different domains [107, 106, 104, 105,
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109].

In a recent paper [60], an optimal control algorithm for periodic spin
dynamics has been proposed to deal with the maximization of SNR in the
framework of the control of an ensemble of inhomogeneous ensemble of spins.
This complex optimization problem involves the design of a control field,
while finding the initial state of the dynamics associated with periodic tra-
jectories. This work was rather related to numerical aspects and above all to
applications to medical imaging.

The goal of the present chapter is to provide a mathematical framework
and analyse the problem of the maximization of SNR in the case of periodic
spin systems. Though we consider a single spin, all what follows also holds
for an inhomogeneous ensemble of spins. More precisely, we prove in Sec-
tion 3.2 the existence and uniqueness of a solution of a periodic version of
the Bloch equation for a fixed control. In Section 3.3, we prove the existence
of an optimal control for the maximization of SNR and present the associ-
ated optimality system. We conclude with some numerical experiments in
Section 3.4.

Throughout this chapter, we use the following notations: R? denotes the
canonical 3-dimensional linear space on R, (-, ) the usual Euclidean scalar
product on R* and || - || the corresponding norm, L7 (0, T; R?) indicates the
subspace of the Lebesgue space L?(0, T; R?) of functions canceling on [T}, T,
L>(0,T;R?) denotes the usual Lebesgue’s functional space, and C(0,T; R?)
the space of continuous functions of [0, 7] taking values in R3.

3.2 The periodic Bloch Equation

The optimization of the SNR per time unit that we consider corresponds
to a simple scenario, described in Fig. 3.1 (see Ref. [122, 123] for details).
In this picture, the point M reached at the end of the control process is
the measurement point for the spin of offset w. The corresponding spin has
then a free evolution from this point to the steady state S where the pulse
sequence starts. The times T, and T, denote the detection time (fixed by the
experimental setup) and the control time, respectively.

We consider a spin 1/2 particle [112]. In a rotating frame, the motion for
the spin follows the Bloch equation:

iy —2mz /T, —wy + uy(t)z
y | = —2my /T + wr — ug(t)z ,
z 27(1 — 2)/Th U (t)y — uy(t)x

44



Chapter 3. Optimal control of Nuclear Magnetic Resonance
Periodic Systems

T Td

Control

S——M
l\

b [ 5 e [

repeated N times

Figure 3.1: Schematic representation of the cyclic process used in the max-
imization of the SNR.

where the Bloch vector X := (z,y, 2)T corresponds to the state of the spin, T}
and T3 are the two relaxation parameters, w the offset term and u,(t), w,(t)
the two control fields. Defining u = (u,, u,) and normalizing the time by the
detection time T, (see below for the definition) and setting v = 277, /T and
' = 27T,/ T5, we arrive at:

X=Aw)X + D (3.1)
where D := (0,0,7)T and A(u) is a 3 x 3- matrix:

-T —w  uy(t)
Au) = w T —u.(t) |,
—uy(t) ug(t) —y
with u(t) = (ug(t), uy(t)).
In our periodic problem, the initial state X, = X(0) is an unknown of
the problem, that must satisfy

X(T) = Xo. (3.2)

3.2.1 The Cauchy problem associated with the non-
periodic Bloch equation

We first consider the Cauchy problem associated with Eq. (3.1). Given u €
L% (0,7;R?) and an initial state X, € R*, this one reads:
Find X € C(0,T;R?) such that

X(t) =A(ut)X(t) + D, telo,T|
X(0) =X,
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The next theorem gives existence and uniqueness of a solution of this prob-
lem.

Theorem 3.1. There exists a unique weak solution of (3.3), i.e. a function
X € C(0,T;R3) satisfying

X(t)=Xo+ [ "LA(u(s)) X(s) + D] ds, (3.4)
for all t €10, T1.

Proof Define the matrices

—I' —w 0
B = ( w —-I' 0 ) , (3.5)
0 0 —v
and
0 0 uy(t)
C(u(t)) == ( 0 0 —ug(t) ) . (3.6)
—uy(t) u(t) 0

Note C(u(t)) that depends linearly on u(t), so that there exists £ > 0 such
that for all Z, € R?

1C((®) Zoll2 < Kllu®)]l2]| Zoll2- (3.7)

Consider the mapping:

5. JCO.TRY) = C(0.T:RY)
X — &(X),

where ®(X) is defined for ¢ € [0, 7] by the Duhamel’s formula:
B(X)(1) = exp(tB)Xo + [ "expl(t — $)B) (C(u(s)) X(s) + D)ds. (3.8)

The operator @ is well-defined: indeed since X € C(0,7;R3) and u €
L7 (0,T;R?*), s — A(u(s)) X(s) + D is Lebesgue integrable, and ¢t —
D(X)(t) € C(0,T;R3) according to the fundamental theorem of calculus
(®(X) is actually absolutely continuous). Consider now the contraction prop-
erty of ®. Let X; and X, € C(0,T;R?). As we know that exp((t — s)B) is a
bounded function, we note by p its upper bound such that

[ exp((t — s)B)| < p. (3.9)
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Using (3.8), (3.7) and (3.9), we obtain

|B(Xa) — (X)) ||lz~orrey < VTus|ullzoren|Xe — Xillpeo.rzs)-

If ||u||L2(0,r;r2) is small enough, the latter inequality implies that ® is a con-
traction. We deduce from the Banach fixed point theorem that & has a
unique fixed point, hence (3.3) admits a unique solution X € C(0,T;R3).

If ||u||2(0,7;r2) is not small, we consider the partition [0,7] = UM T, T,
with Ty = 0 and Ty = T, such that ||ul|z2(7;,13,,r2) is small enough. The ex-
istence is obtained by applying the previous result on each interval [T}, T},1]
foralll € {0,--- ,N —1}.

Finally, remark that if X is a fixed point of ®, then the right-hand sides
of (3.4) and (3.8) are almost everywhere differentiable and that there deriva-
tives are almost everywhere equal. A weak solution (3.3) consequently con-
sists in a fixed point of ®. The result follows. O

Remark 3.1. The existence of the solution of (3.8) can be proved also by
using Carathéodory’s existence theorem since the system is associated with a
time-continuous state and a time-discontinuous control [174].

3.2.2 The periodic problem

We now consider a variant of the previous Cauchy problem, where the ini-
tial condition must also satisfy the periodicity condition (3.2). Given u €
L% (0,7;R?), this problem reads:

Find (Xo, X) € R® x C(0, T;R?) such that

X(t) =Au@)X@®) + D, telo, T
X(0) =X, =X(T).

To prove the existence and uniqueness of a (weak) solution of this problem,
we need the following result.

Lemma 3.1. let Zy € R? and Z(t) € C(0, T;R?) be the weak solution of (3.3)
in the case Xo = Zy and D = 0. Fort € [0, T]:

1Z(@#)]l2 < e Zg . (3.10)

Proof The result will be obtained by a Gronwall-type estimate. Let t €
[0,7]. As a weak solution of (3.3), the function Z is almost everywhere
differentiable and a direct calculation gives

|l Z(t)]3

o = 2Z(0), A(u() Z2(1)) < —2min(T, I Z(0)]5, (3.11)
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where we have used the fact that the symmetric part of A(u(t)) is diagonal,
2
with negative coefficients. Defining h(t) := % +2min(T,7)||Z(t)||3 and

2min(T,y)t

multiplying both sides by e , we obtain:

d(e? N Z(1)]13)
dt

— eQmin(F,'y)t h(t)

)

which gives by integration over [0, ¢]
. t .
1 Z)] = 2T Zo|}3 + [ 2T s,
0

Because of (3.11), h(t) < 0 and the result follows. O
We can now state an existence and uniqueness result in the periodic case.

Theorem 3.2. There exists a unique couple (Xo, X) € R® x C(0,T;R?)
satisfying
t

X(t) =Xo+ | [A(u(s)) X(s) + D] ds, (3.12)

for all t €10, T7.

Proof Introduce the mapping ¥ : R* — R3 defined by
¥ (Xo) := X(T),

where X is the weak solution of (3.3) obtained in Theorem 3.1.

Given X} € R? and X? € R?, define Z, = X2 — X} and Z(t) = X*(t) —
X1(t), where X% and X' are the weak solutions obtained by Theorem 3.1 with
Xo = X2 and X, = X{, respectively. Substracting the corresponding weak
representations (3.4), we see that Z satisfies the assumptions of Lemma 3.1
so that (3.10) holds. As a consequence,

IX*(T) = XNT)||2 < e ™ EIT)XG — X2,

which implies that ¥ is a contraction. Applying Banach fixed-point theorem,
it follows that there exists a unique X, € R? such that U(X,) = Xy. The
corresponding weak solution X of (3.3) satisfies (3.12). O

Remark 3.2. Theorem 3.2 remains true if D € L*(0,T;R3).

We can actually bound X, as stated in the next lemma.
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Lemma 3.2. Let (Xy, X) € R*xC(0,T;R?) be the unique solution of (3.12)
and t € [0,T). We have

1

1D]l2- (3.13)

Proof The first step of the proof is similar to the one of Lemma 3.1. As
a weak solution of (3.3), the function X is almost everywhere differentiable
and we have for t € [0, 77,

d| X @3

R 20X (1), A(u(t) X (1) + D)

< —2min(T, ) [IX (012 + 2 X (@) [l2]| DIl

: 1
< = 2min(T, )| X @Ol + el X O + 21Dl
where ¢ €]0, 2min(T, v)[. Multiplying both sides by e™in(I'M =)t 'we obtain:

d(ePm T X (1))
dt
which gives by integration over [0, T

. 1
< 2min(My) o)t gHDHgv (3.14)

. T . 1
IX(T)|3 < el-2mnT T | X, |24 [ @mint®m=2e=D) 2y p|j2gs,
0 3

Since X (T') = Xy, we deduce

1
(2min(T",y) —¢e)e

We then set ¢ = min(I", ) to get

IXoll3 < D113

1
X —
1Xoll2 < min(T', ¥)

Using again (3.14), we obtain by integration over [0, ¢]:

1D]l2- (3.15)

IX @13 < e ™ T X3 + (1= e @0 D5,

min(T", )2

Eq. (3.13) then follows by estimating || X,z using (3.15). O
In the rest of this chapter, we note by H,,,.(0,T;R?) a subspace of C(0, T R?)
defined as follows:

H! (0,T;R?) :={X € H'(0,T;R*)|X(0) = X(T)}.

per
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Corollary 3.1. For every u € L} (0,T;R?) and X € C(0,T;R?) solution
of (3.12), X is in H,,.(0,T;R%).

Proof Because of (3.8) and the fact that ¢(X) = X, the solution X is
well-defined. Moreover, it is almost everywhere differentiable and we have:

X(t) = Bexp(tB)Xo+ (C(u(t)) X(t) + D).

Since X € C(0,T;R%) and u € L% (0,T;R?), X and X are in L?(0,T;R?). O

3.3 Optimization Problem

In this section, we are interested here in presenting an optimal control prob-
lem [61, 13, 14, 68] that amounts to maximizing a functional. In this way,
we define:

F(u) = (X(T)|O|X(T2)) — allullZz orpe). (3.16)

where X € H},.(0,T;R?) is the solution of (3.12), a > 0, 0 < T, < T and
O is a hermitian matrix of spectral radius A\p. The optimal control problem
we consider is:

Find u* solving the mazximization problem:

max  F(u), (3.17)
ueLQTC (0,T;R2)
In what follows, we prove the existence of a solution of this problem and
obtain optimality conditions.

3.3.1 Maximizing sequence

Consider a maximizing sequence (u*)ey associated with (3.17) and (XF, X*)en
the corresponding sequence of solutions of (3.12). Because of (3.13), we have

Ao
51D,

WHTNOIXHT)) < oo

so that if ||u*||z2(0,r.r2) — 400, then F(u¥) — —oo. This contradicts the
definition of (u*)ren. As a consequence, we can extract a subsequence, that
we still denote by (u*)en, that weakly converges in L?(0,T;R?) to some
control u*®. Considering again (3.13), we see that (X§)rey is necessarily
bounded, so that -up to a supplementary extraction- we can also assume
that (X§)ren converges to some state X§°.
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3.3.2 Existence of an optimum

We now prove that the sequence (X*)zcn of weak solutions of (3.12) defined
in the previous section actually strongly converges in C(0,T;R?).

Theorem 3.3. We keep the previous notations. The sequence (X*)pen con-
verges strongly in C(0, T;R3) to X°°, where X*° is the solution of (3.12) with
u=u>

Proof Consider the mapping:

R® x L7 (0, T;R*) — C(0,T; R?)
v (Xo,u) — X,

where X is defined as the solution of (3.4) associated with X,. We have

=¢(X8°, *) = (Xé’", u)
+ (X%, ub) — (X5, ub).

Let n > 0. We first consider the term Z* := ¢(Xg°, uF) — p(XE, u*). Sub-
stracting the weak representations (3.4) corresponding to p(X5°, u*) and
0(XE u¥), we see that Z satisfies the assumptions of Lemma 3.1 so that (3.10)
holds. As a consequence,

lo(X6°, u) = (X5, u)]l2 < ™™ DT XEE — X2,

meaning that there exists ki, such that for all k > ky [|¢(X5°, u¥)—p(XE, uF) || <
n

5-
Let us now consider the term W* := p(X5°, u>) — (X5, u*). Following
the reasoning in the proof of Theorem 3.1, we obtain the Duhamel formula

for t € [0,T7:
Wh(t) = /0 Cexp ((t = 5)B) (CluF(s) — u(s))) X*(s)ds
+ [ "exp ((t — 5)B) C(uk ()W (s)ds, (3.18)

where B and C(-) have been defined in (3 5) and (3.6). Deﬁne Xk e
C(0,T;R3) by Xk(t) := [ exp (—sB) (C( —u™(s )
We aim at showing that (X*),en converges strongly in C(0, T ; R3) using the
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compact embedding of H I(OE ;R) in C(0,T;R). According to the funda-
mental theorem of calculus X* € C(0,T;R3), so that X* € L?(0,T;R3).
Moreover, this function is differentiable almost everywhere and we have:

jﬁqt)::exp(—tB)(cxuk@)-uW(o)))<w(n. (3.19)

As X°° and t + exp (—tB) are two bounded continuous functions on [0, T']
and uf — u>® € L% (0,T;R?), X* belongs to L*(0,T;R3). Thus, Xk e
H'(0,T;R).

Let us now show that X converges weakly to 0 in H'(0,T;R). Given
U e HY0,T;R?), we have:

— T
(U, X5 i oy = /O (U(t), X*(t))psdt + / Dygsdt.  (3.20)

The first term in the right-hand side can be written as follows:

/OT<U(t), yk<t)>R3dt = /0T<(p(5)7 j('vk(s)>R3d8

where ¢(s) := [T U(t)dt so that ¢ € L=(0,T;R?) c L*(0,T;R?). Tt follows
then from (3.19) that both terms of the right-hand side of (3.20) consist in
sums of integrals of products of functions in L?*(0,T;R) with components of
uF —u*>. Since u* — u> converges weakly to 0, the two terms converge to
0. As a consequence, (X*),eny weakly converges to 0 in H(0,7;R?). From
Sobolev embedding H'(0,T;R) — C(0,T;R) applied to the components of
X* we have
di := sup Hexp —tB) X*(t) H (3.21)
t€[0,T]
On the other hand, we can estimate the second integral of W*(¢) in (3.18)
by

[ S—
< \/T/WHU ||L2TC(O,T;R2)/0 HW’“(S)) ds

where k and g has been introduced in (3.7) and (3.9), respectively. Summa-

rizing these results, we get:
t
W) < di + \/TﬁllukllLQTc(o,T;Rz)/o W (s)|2ds.
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Since W*(0) = 0, Gronwall’s inequality then gives Vt € [0, T]
3
W)z < diexp(T2w]u"[|2 o0.82)-

It follows from (3.21) that there exists ko, such that for all & > ko, ||p(Xg°, u™)—
(X§°,u")|l2 < 2. This leads to

1X>(t) = X (@)l < n.

Hence the result. 4
We can now prove the existence of solution of (3.17).

Theorem 3.4. There exists a solution u € L7, (0, T;R?) of Problem (3.17).

Proof We denote by (u*)reny and (X*)gen the sequences introduced in Sec-
tion 3.3.1. Because of Theorem 3.3, limy_,o, X*(T.) = X°°(T,) strongly in
C(0,T;R?). We have

F(u®) =(X*(T,)|0|X>(T.)) — allw[lZ2 oz
> lim (X*(T,)|O1X*(T.))

— alimsup ||Uk||i2 (0,T;R2)
k—o0 Te
= lim sup F(u"),
k—o00
where we have used the lower-semicontinuity of the L2-norm. Since (u*)pey
is a maximizing sequence, we have proved that u™ is a solution of (3.17).
The result follows. O

3.3.3 Optimality system

We finally characterize an optimum by means of an optimality system. The
corresponding Euler-Lagrange equations are given in the next theorem.

Theorem 3.5. Let u be a solution of Problem (3.17), and X € H,.(0,T;R?)
the corresponding solution of (3.12). Then, there exists Y € L*(0,T;R3) and
continuous everywhere except T, such that:

X(t) = A(u(t)) X(t) + D

v (t) = AT(u(t) Y (1)

Y(T2) — Y(T;) - 20X(T)) (322)
Y(t)Td:l(u(t))X(t) = 2au(t).
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Proof We start by introducing K : H,,,.(0,T;R*)x L7, (0,T;R?*) — L*(0, T; R?)
defined by: '
(X, u) = Au()X() + D = X(),

so that K(X,u) = 0 is equivalent to (3.12). Let us show that F' and K are
Fréchet-differentiable and the linearization VK (v) is surjective [58] for every
v=(X,u) € H\,.(0,T;R% x L%, (0, T;R?). First, let recall that H'(0,T;RR?)

per

is continuously embedded into C(0, T; R3) so that there exists an embedding
constant ¢; > 0 satisfying:

DIl oo 0,7m3) < 1|l a1, 0,75m3).-

per

Let v = (X,u) and h, = (hx, hy) belong to H,,,.(0,T;R*) x L% (0, T;R?).
We start by the function F.
Note that

F(o-+ he) = F(0) = 2X(T)IOlhx (T.)) — 2a{u, bz ra
= (hx(L.)|Olhx(T.)) — allhullLz, 0rp2);
which leads to
(04 )~ F(0) = 2X(T]Olhx (T)) — 20fu, )z
< dollhx (To)llz + allhullzz. o.rp2)
< >\001||hX||12H;ET(o,T;R3) + 04||hu||%2Tc(o,T;R2)
< & (Il oz + Il oz
= Cz||hv||12L1;ET(O,T;R3)xLQTC(o,T;RQ) =0,

where ¢o = Apc; + a. Thus, F' is Fréchet-differentiable and its Fréchet-
derivative VF'(v) is:

VF(’U)(hv) = 2<X<TC)‘O|hx<TC)> — 2a(u, hu)LQ(O,T;RQ)
Similarly, we prove that the Fréchet-derivative of the function K satisfies
VE () (hy) = Au(-)hx () + C(hu())X () = hx(.).

We now prove the surjectivity of the function VK (v) for every v = (X, u) €
H},.(0,T;R% x L% (0,T;R?). Let g € L*(0,T;R?) be arbitrary. Then,

per

VK(X,u)(hx,h,) = g is equivalent to:
i = Ay + A ()X — g.
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Using Remark 3.2 and Corollary 3.1, we see that there exists hx € H,,,(0,T;R?)
satisfying the latter equation with h, = 0. As a consequence, VK (v) is sur-
jective.

We have assumed that u is a solution of (3.17) and X € H},.(0,T;R?) sat-
isfies (3.12). Finally, thanks to the surjectivity (see [58], Section 1.3) of
VK (X,u) there exists an adjoint vector Y € L?(0,T;R?) such that for §X

in H! (0,T;R3), we get the usual Karush-Kuhn-Tucker condition:

per

VF(u)(6X,0) = /0 LY (), VE (X, u)(6X, 0))

meaning that
), 550 ar =2X(TIOBX(T) + [ (AW®)Y (1), 6X (1)) d.

Consider now a function ¢ such that é(t)‘: —A(u(t))TY(t) and ¢(T.) —
&(TF) = 20X (T.). By integrating (¢(t), X (¢)) on the interval [T, 7] (in
the periodic sense), we obtain

T

[ 0l0), X (1) dt = (6(T) — ST ),6X (T) — [ (9(6), 5X (1) dr.

T+ T

By identification, we conclude that Y = ¢. Hence the equation on Y. Il

3.4 Numerical results

We finally investigate here some results about the L?-norm of the optimal
field for different values of penalty parameter o and time T,, respectively.
To numerically solve the evolution equation in X we use a Crank-Nicholson
time-discretization scheme, with 50 steps in [0, T.]. To compute the optimal
controls u, we apply the gradient method described in [60]. The values of the
parameters we consider are also taken from the latter. The implementation
is carried out with Octave [59].

First test : We consider a range of values a in the interval [1072, 4]
and we solve iteratively the optimization problem for increasing values of
«; the previous optimal field is used as a guess field to initialize the next
optimization. Figure 3.2 (left) shows that the L*-norm of the optimal control
field decrease with . We observe a polynomial convergence of the norm of
the control with respect to a, more precisely, we find that ||ul[20rr2) = &
asymptotically for some a > 0.
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Second test : We consider the same procedure as in the previous test,
and solve the optimization problem for various values of T.. More precisely,
we consider values of T, in the interval [107%, 107%]. Figure 3.2 (right) shows
that the norm of control field increases with 7. We observe a relation of the
form:

log(|[ul|r2(0,rr2)) = alog(Te) + b,

where the coefficients a and b can be determined with the blue line. In this
test, we observe that a =~ 0.5.

Figure 3.2: Evolution of the |[ul/z2(rr2) (Red), for w = 0, I' = 1.8 and
v = 1, with respect to a (Left, T, = 1072 and T = 1 +T.). and to T, (Right,
a=10"and T =1+T,).
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Chapter 4

Optimal periodic control of
spin systems: Application to
the maximization of the signal
to noise ratio per unit time

4.1 Introduction

Optimality with respect to a given criterion is vital in many applications, but
it presents a complexity that requires a lot of ingenuity to provide a solution
[62, 63, 64, 65]. Quantum control [66, 67, 68, 69, 70, 72, 71] is no exception
to this rule and many efforts have been made recently in this domain to de-
velop tools and methods in order to conduct a systematic analysis of optimal
control problems (see, e.g., some recent reviews [73, 74, 75, 76| and references
therein). In quantum control, there is a genuine desire to solve concrete ques-
tions and contribute beyond the purely theoretical analysis [73, 74]. Different
numerical iterative algorithms have been proposed to solve the optimal equa-
tions [77, 79, 80, 81, 82, 83] in a variety of domains [73, 74] extending from
photochemistry [66, 67], Nuclear Magnetic Resonance (NMR) [84, 85, 86] and
Magnetic Resonance Imaging (MRI) [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96],
and in quantum information science [73]. Several modifications of standard
algorithms have been proposed to account for experimental limitations and
uncertainties [97, 98, 79, 84, 99, 100, 101, 85, 86, 102, 103], showing their
flexibility and the possibility to adapt them to new classes of control prob-
lems.

We propose in this work to investigate a new issue in quantum control,
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namely the optimal control of periodic processes. The originality and the
difficulty of this optimization problem come from the fact that the initial and
final states of the dynamical system are not known, but have to be determined
together with the control field to maximize a figure of merit. The optimal
control of periodic processes is well-established in mathematics [104, 108]
and have been applied in different domains, such as robotics or biology [109],
to mention a few. To the best of our knowledge, this issue has not been
explored in quantum control. As an illustrative example, we consider in
this paper a question of fundamental and practical interest in NMR and
MRI [110, 111, 112, 113], namely the maximization of the signal-to-noise
ratio per unit time (SNR) of spin 1/2 particles. The SNR is practically
enhanced in spin systems by using a multitude of identical cycles. In this
periodic regime, the SNR increases as the square root of the number of
scans. Each elementary block is composed of a detection time and of a
control period where the spin is subjected to a radio-frequency magnetic
pulse, this latter being used to guarantee the periodic character of the overall
process. A first solution to this problem was established in the sixties by R.
Ernst and his co-workers [113]. In this protocol, the control law is made
of a d- pulse, characterized by a specific rotation angle, called the Ernst
angle solution. This pulse sequence is nowadays currently used in magnetic
resonance spectroscopy and imaging. Related control procedures, known as
SSFP (Steady State Free Precession) have been also intensively investigated
in the literature for medical applications (See Ref. [117, 118, 119, 120, 121,
114, 115, 116], to mention a few). Some of us have revisited recently the
question of the Ernst angle procedure by applying the tools of geometric
control theory [64, 65]. In [122], it is shown in the general case of unbounded
controls which also includes finite-amplitude shaped pulses (only J- pulses
were considered in [113]) that the Ernst angle solution is the optimal solution
of the control problem aiming at maximizing the SNR of a spin. This analysis
was generalized in [123] to spin dynamics in presence of radiation damping
effects and crusher gradients.

The maximization of the SNR is used in this work as a motivation to
extend the scope of quantum optimal algorithms to periodic dynamics. The
periodicity constraint is enforced through the introduction of a Lagrange
multiplier. We outline the principles of a gradient optimization procedure in
this generalized framework. We investigate numerically the optimization of
the SNR. For short control times, we show that the algorithm converges to the
Ernst angle solution in the case of a homogeneous spin ensemble. For longer
control durations, we observe that the optimal solution heavily depends on
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the guess field used to initialize the algorithm. We describe geometrically
the different solutions. Finally, we consider the case of an inhomogeneous
ensemble of spins with several offsets. For a fixed control time, we analyze
the different periodic trajectories and the maximum achievable SNR.

The chapter is organized as follows. Section 4.2 introduces the model
system and gives a complete description of the optimal control problem.
Section 4.3 outlines the principles of the new optimization procedure. A spe-
cial attention is paid to the difference with a standard iterative algorithm.
Section 4.4 is dedicated to the numerical implementation of the algorithm.
The numerical results are presented and discussed in Section. 4.5 for homo-
geneous and inhomogeneous spin ensembles, respectively. Conclusion and
prospective views are given in Section. 4.6. Some analytical computations
about the Ernst angle solution are reported in Appendix A.

4.2 Description of the control process for the
maximization of the SNR

We consider an inhomogeneous ensemble of uncoupled spin 1/2 particles with
different offset terms [112]. In a given rotating frame, the equation of motion
for the spin ensemble reads:

(@) —21z ) /Ty —wy®) + w, ()2
g« | = —2my @) /T, + wx w) — wy(t) 2@ :
3w) 2m(1 — 2@)) /Ty w. ()Y — w, (t)x®@
where the Bloch vector X := (as(“),y(”),z(“’))T represents the state of an

element of the ensemble, T} and 75 are the two relaxation parameters, w
the offset term and w,(t), w,(t) the two control fields. We use normalized
coordinates so that the Bloch ball is defined by 2% +v*+ 2? < 1 for each spin.
Normalizing the time by the detection time T} (see below for the definition)
and setting v = 277, /T, and I" = 27T}, /T,, we arrive at:

X=AW@E)X +D (4.1)
where D := (0,0,7)T and A(J) is a 3 x 3- matrix:

= —w  wy(t)
A(W) = w I —w,(t) |,
—wy(t) wa(t) =
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with &(t) = (w4 (t),wy(t)). Note that the matrix A leads to a decrease of the
modulus of the Bloch vector, while the vector D can enhance this modulus.
The optimization of the SNR per unit time is described by a simple scenario
(see the schematic description in Fig. 4.1 and Ref. [122, 123] for details). The
point M) reached at the end of the control process is the measurement point
for the spin of offset w. The corresponding spin has then a free evolution from
this point to the steady state S) where the pulse sequence starts. The times
Ty and T, denote the detection time (fixed by the experimental setup) and the
control time, respectively. The total time during which a series of identical

o [N e [Fh

repeated N times

Figure 4.1: Schematic representation of the cyclic process used in the max-
imization of the SNR.

experiments are made is fixed. The total number N of experiments is then
given by T'= N(T. + T;). The optimization problem is defined through the
introduction of a figure of merit:

N
R=— 2@ (T.)]2 + @) (T,)]?, 4.2
T+ [ () (42
where [3, 2“)(T.)]2 + X, v (T.)]? is the square modulus of the strength of
the signal (transverse magnetization) at time 7.. We consider a white noise,
which leads to the v/N factor in R. Using the relation N = T/(T, +T;) and
setting Ty = 1, we define the normalized figure of merit:

1 2 w 2
Fypt = m\/[%:a:(w)(ﬂ)] HEp TP (4.3)

This figure of merit Fi,; will be used in the numerical simulations of Sec. 4.5.
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4.3 Optimal periodic control of spin systems

4.3.1 Optimal control algorithm

In this paragraph, we generalize the optimal control algorithm GRAPE to
periodic dynamics [77]. To simplify the presentation of the optimization
procedure, we specifically consider the case of the maximization of the SNR
of a single spin, but the algorithm can be applied to any periodic control
of quantum systems. We focus here on the general characteristics of the
algorithm, a numerical implementation is described in Sec. 4.4.

We describe the dynamics of the model system on bounded intervals
(0T, [T. T.+ Ty, - - -), keeping in mind that all the variables are (7. + Ty)-
periodic. Since the dynamics are governed by two different regimes over a
period, we split the propagation into the intervals [0, T,] and [T¢, T + Ty):

{X(Ta = U.X(0) + E, 44
X(0)  =UsX(Te) + Ea,

where the indices ¢ and d stand respectively for the controlled and detection
periods, U, and Uy (resp. E. and E;) denote the linear (resp. affine) parts of
the propagators over the intervals [0, T.] and [T, T.+T,]. Setting W := U, Uy
and L := U, E; + E., we find that the periodicity constraint on X reads:

X(T,) = WX(T,) + L, (4.5)

that is
X(T.)=1-W)"L, (4.6)

in the case where 1 — W is invertible, 1 being the 3 x 3 identity matrix.
The invertibility of 1 — W, which is connected to the existence of periodic
trajectories, is examined in Sec. 4.3.2.

The optimal control problem is defined through the figure of merit F/(X(7.)) =
(141T¢)F2,. To take into account the different constraints on the dynamics,
we use the method of Lagrange multipliers by introducing the Lagrangian of
the problem [63]:

ForxX@)+ [ Y ()T (A@)X (1) + D — X())dr, (4.7)

Tec

where Y (t) is the (7. + Ty)- periodic adjoint state of the system at time

t. Differentiating F' with respect to its variables, we obtain the necessary
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conditions for & and X (7.) to be optimal, namely:

F'(X(T2)) — (Y(T; ) Y(TF)) =0
Y()+ A@)Y (1) = (4.8)
Y10 A(@)X =0,

completed by Eq. (4.1), where F'(X(1.)) = Vx,)F. Since F explicitly
depends on X (T,), note that Y has a jump at time T, i.e. Y(T.) # Y(T.").
Using the fact that Y/(7.7) = UJY(T. + T, ) and Y(T, + 1)) = UIY (T ),
we then obtain:

Y(T,") = UJUIY(T,) = WTY(T,)).
Combining the latter with Eq. (4.8), we get:
(1= WHY(T,) = F'(X(T0)).

If 1 — WT is invertible, we deduce that the condition at time ¢ = T, for the
adjoint state is:

Y(T,) = (1 - W1 F(X(T). (4.9)

The optimality system (4.1) and (4.8) can be solved by using Eq. (4.6) and
(4.9) and the following iterative approach similar in spirit to a standard
gradient algorithm. The iteration is initialized by a guess field Jy(t). At
each step, X (T.) is computed using Eq. (4.6) which then enables to find a
solution of Eq. (4.1). Then we deduce the state Y (7,") from Eq. (4.9) which
allows to compute the solution of Eq. (4.8). The correction to the control
field is finally determined using ngﬁ’ . The detailed numerical procedure is
described in Sec. 4.4 in a time-discretized setting.

4.3.2 Proof of the existence of periodic trajectories

The existence of periodic trajectories for any control field ¢Jj(t) and any offset
w of the Bloch equation (4.1), is proven in chapter 3 using the Theorem 3.2.

As a consequence of this result, we observe that the periodic dynamical
model introduced in this study is well-posed in a very general mathematical
setting, which includes the case of an ensemble of inhomogeneous spins.
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4.4 Discrete computation

We now repeat the previous computation in a time-discretized setting. This
corresponds to a standard experimental framework in NMR and MRI where
the used magnetic fields are piecewise constant fields [111, 112]. We introduce
the time discretization parameters K and dT' satisfying K dT' = T, and a
subdivision of the time interval [0, T,] given by the sequence (tx)k=1, ... K+1,
tr = kdT. Equation (4.1) is discretized using a Crank-Nicholson scheme,
corresponding to the iteration:

KXir1 — Xg
dT

KXir1 + Xi

= A() 5

+ D, k=1, ---, K.
(4.10)
where X, A(Wy) and &y stand respectively for X (kdT), A(&(kdT)) and

&(kdT). Introducing the matrices By := 1 — L A(w3;), By, = 1 + L A(w}),
Uy, := B;, ' By, and the vector Ej, := dT'B;,' D, Eq. (4.10) becomes:

X1 = U Xy + Ei. (4.11)
For a given control field @(t) acting on [0,7¢] and the initial state X;, we
obtain:
k=1 k
X1 = Uk Upa - Ui X+ 3 ((IT Uj)En + Eie (4.12)
n=1 " j=n+1

Note that, up to a diagonalization, U; and Ey; can be exactly computed.
The diagonalization of A(0) gives A(0) = PD,PT , which leads to Uy =
Pexp(TyD,)PT and E. = Pexp (1. + T4 — s)D1PT) Dds. We therefore keep
them at the discrete level, and the discrete expressions of Eq. (4.4) are given
by:

M SO B (413)
X1 =UsXin + B, |
where U and ET can be expressed as:
U =UxgUg_q--- Uy (1.14)
BT = S (0 U) B+ Bic. |

Introducing W := U¥U,; and LT = UTE; + E¥| we deduce that
Eq. (4.13) lead to
X1 = W7 Xpe g + LT (4.15)
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It follows that a solution of Eq. (4.15) can be written as:
Xg1=(1- WdT)_l LdT» (4.16)
which is a time-discretized version of Eq. (4.5). In this setting, the La-

grangian can be expressed as:

2K—1
F7T = F(Xgi) — Y. Vi (X1 — Up Xy — Ey). (4.17)
k=K
The necessary conditions for & to be optimal are given by Eq. (4.11), as well
as by:

F/<XK+]_) - YK—‘,—]_ + Ul-l;'_,'_lYK_;’_Q - 0 (418)
and, for k=1, --- | K:
Y, —UY1 =0
PR (4.19)
with
Vg}deT = Y;;_lagkUka. (420)

Note that Y41 and Uj, ;Yo correspond respectively to Y (7, ) and Y (7 ")
in the continuous setting. As Yy = (UM) Yy and Uk, Yiio = UJY1, we
deduce:

UIT<+1YK+2 = UJ(Uch)TYKH - (WdT)TYK+1~

Combining the latter with Eq. (4.18) leads to
(1= (W) )Yi1 = F'(Xgr1).

Assuming once again that 1 — (W9)T is invertible (the invertibility can
be shown by adapting the reasoning presented in Sec. 4.3.2 to the discrete
setting), we obtain Yy from:

Yiern = (1= (W) F (Xiep). (4.21)

which corresponds to a discrete version of Eq. (4.9). Using Eq. (4.20), we pro-
pose the following gradient-type algorithm, that solves iteratively Eq. (4.19).
Algorithm: Given @@ the initial control field, we calculate the operator
W = UgUg_y --- U Uy, Let us assume that @ is known at iteration ¢,
the control G“*+Y is computed by the following procedure:

1. Compute X[(f)ﬂ by Eq. (4.16).
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2. Compute Yl(f}rl according to Eq. (4.21).

3. Propagate forward X using Eq. (4.11) and X}er.

4. Propagate backward Y from Y., using Eq. (4.19).
5. Compute the gradient V ;) Fyr according to Eq. (4.20), and the optimal
ascent step p. Then, update the control field as follows:

u—}»(€+1) _ (Ij’(f) + pvaj(g) FdT'

Numerical results are presented in Sec. 4.4 based on the implementation
of the Crank-Nicholson approach (4.11). In these numerical tests, different
values of T, are used. In order to control the accuracy of the numerical
evolution of the trajectory of the state X , we consider an adaptive time step
in which the parameters d7T" and K are fixed with respect to the maximum
amplitude of the control field &*(¢). In this way, we define

AT = Ai]:;
max; |J*(t)|
and T 4 dT
K="
dT

Step 1 corresponds to the implementation of this discretization technique.
The control is updated in Step 5 where an optimal step gradient itera-
tion is used. Ome could alternatively consider other optimization methods
(optimized gradient method or pseudo-Newton methods, conjugate gradient
method, ---). In the examples discussed below, the choice of a gradient
method with optimal step proved to be the most efficient from a numerical
point of view, in terms of number of iterations and computational time.

4.5 Numerical results

4.5.1 Control of a homogeneous ensemble

This section is dedicated to the numerical maximization of the SNR in the
case of a homogeneous spin ensemble.

The Ernst angle solution is the time-optimal solution maximizing the
SNR [113, 122]. In this paragraph, we use this control problem as a bench-
mark to evaluate the efficiency of the optimization algorithm. Without loss
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of generality, we can assume that the offset term is zero and that w,(t) =0,
the spin trajectory belonging to the (y — z)- plane. We first recall the defi-
nition of the Ernst angle solution. For sake of completeness, the derivation
of this control protocol is given in Appendix A. In this approach, the pulse
sequence is only made of a d- pulse characterized by the Ernst angle 0g:

eV et

m. (4.22)

cosbp =

The dissipation effect is neglected during the control time. The coordinates
of the corresponding measurement point M are:

1 el ey —1
(B) — oyl = \/ . 4.23

The figure of merit Ff is then given by Fp = y{F)

T, is set to 1 and the control time 7, is zero for an ideal J- pulse.

We start the analysis of the optimal control algorithm by a general study
of the maximum SNR that can be achieved for short control durations. As
can be seen in Fig. 4.2, we first verify that the algorithm converges to the
Ernst angle solution when the control duration goes to 0. We observe that
the convergence is almost linear as a function of 7,. Figure 4.3 represents the
different positions of the steady state and the measurement point during the
optimization process. Figure 4.3 clearly shows that the two points converge
very quickly towards the points of the Ernst angle solution.

In a second series of numerical tests, we consider a range of times 7. in the
interval [107%, 7.3 x 1074]. Several optimizations are performed for increasing
control times, in which the previous optimal field is used as a guess field to
initialize the next optimization. A coarse and a fine discretizations of the time
interval [107%, 7.3 x 1071] are used, with 4 and 13 points, respectively. The
results of the optimization process are given in Fig. 4.4. A smooth evolution is
observed in the case of a fine discretization, while an abrupt change occurs for
the coarse one. The different control mechanisms can be described from the

since the detection time

analysis of the uniform norm of the optimal field, ||w||e = maxcpz,] |wa(t)]-
Figure 4.4 shows that this norm is almost constant for the coarse case, which
leads to different trajectories as can be seen in Fig. 4.5 (See also the movies
in the Supplemental Material [124]). For times longer than 3 x 107*, the
steady state and the measurement points change and the system follows
more complex trajectories. For the fine case, the figure of merit changes very
little from one control time to the next. For all the possible values of T, we
observe that the optimal solution is very similar to the one for T, = 10~%.
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Figure 4.2:  (Color online) Evolution of the figure of merit F,,(7.) for
different control times 7. (open circles). The relaxation parameters are set
to I' = 4 and v = 2. The maximum is taken over 20 realizations of the
algorithm for each time 7, with different random trial fields. Dimensionless
units are used.

0.2t \

Figure 4.3: (Color online) Evolution of the position of the steady state S
(blue or dark gray) and the measurement point M (red or light gray) during
the optimization process (the points of the first 25 iterations of the algorithm
are plotted). Since the guess field is a zero control, the initial position of S
and M corresponds to the north pole of Bloch sphere of coordinates (0,1).
The S and the M points for the Ernst angle solution are depicted respectively
in black and in green. The control time 7, is set to 10~7 and the relaxation
parameters to I' = 4 and v = 2. Dimensionless units are used.
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The uniform norm of the control field decreases with T, so that the area of
the field remains approximately constant.

4
06 x10
~~ 1 —°
S 04 8
L:% 0.0 i 0.5
(a) (b)
0 0
2 4 6 2 4 6
Tc ><10'4 Tc ><10'4

Figure 4.4: (Color online) Evolution of the figure of merit F,, (panel (a))
and of the corresponding uniform norm of w(t) (panel (b)) as a function of
T. (open circles). The coarse and the fine time discretizations are plotted
respectively in blue (dark gray) and in red (light gray) lines. The relaxation
parameters ' and v are set respectively to 4 and 2. Dimensionless units are
used.

4.5.2 Extension to a spin ensemble with different off-
sets

We investigate in this section the efficiency of the numerical algorithm for
optimizing an inhomogeneous spin ensemble. As a first example, we consider
the control of 4 spins with different offsets. The optimization algorithm
has been used for a specific control time 7, = 5.22 x 10~*. The optimal
trajectories are plotted in Fig. 4.6 for the four offsets. The set of steady
state and measurement points are also represented for w € [0,10]. The two
sets of points are distributed along two circles of the Bloch ball. The figure
of merit is given in Fig. 4.7 where the result for a homogeneous ensemble is
also indicated. Note the robustness of F,; against variation of the offset w
in the interval [0, 10]. This observation is not valid for larger offsets.

4.6 Conclusion

We have proposed in this study a numerical optimization algorithm for quan-
tum systems with a periodic time evolution. The difficulty and the originality
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Figure 4.5:  (Color online) Optimal trajectories for T, = 10~* (panel (a)),
4.16 x 107* (panel (b)) and 7.33 x 10~* (panel (c)) corresponding to the
coarse discretization of Fig. 4.4. The open blue (dark gray) and red (light
gray) circles represent respectively the steady state and measurement points.
The controlled trajectory is plotted in solid red (light gray) line, the free
relaxation in solid blue (dark gray) line. The measurement point of the
Ernst angle solution corresponds to the green open circle. Dimensionless
units are used.

Figure 4.6:  (Color online) Plot of the controlled trajectories for different
offsets in the (z,y, z)- space. The parameters are set to T, = 5.22x 107* ' =
1.8, v = 1 and the four offsets are: w; = 3.3333 , wy = 5.5555, w3 = 7.7778
and wy; = 10. The dashed lines indicate the positions of the steady states
and measurement points in the interval [0, 10]. Dimensionless parameters are
used.
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Figure 4.7: (Color online) Evolution of the figure of merit F,,; as a function
of the offset w. The red dots represent the four offsets used in the numerical
optimization. The same dimensionless parameters as in Fig. 4.6 are used.
The horizontal dashed line displays the figure of merit for a homogeneous
spin ensemble with the same relaxation parameters I' and ~.

of the procedure rely on the fact that the initial and target states of the dy-
namics are not known but have to be optimized together with the control
field. The algorithm is built on a standard framework, except for the compu-
tation of the initial state and adjoint state of the system. A time discretiza-
tion scheme of the algorithm is presented. It has the advantage of simplicity
and general applicability. As an illustrative example, we have considered the
maximization of the SNR for an ensemble of spin 1/2 particles. We have
shown that the algorithm converges to the Ernst angle solution with a very
high efficiency in the limit of a control duration going to 0. This analysis
leads also to important insights into the design of optimal pulses. Accord-
ing to the used guess field, we have observed that the algorithm converges
towards different fields associated with different steady states and measure-
ment points. The different trajectories in the Bloch ball can be geometrically
characterized. Some preliminary computations have also be done in the case
of an inhomogeneous spin ensemble with different offsets. The results of
this chapter can be viewed as an important step forward in the development
of numerical optimal algorithms in quantum dynamics. In the case of an
inhomogeneous spin ensemble, only four spins have been considered in this
chapter and a first improvement would be the speed-up of the algorithm in
order to reduce the computational time, e.g. by using parallelization tech-
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niques [125]. Another open question is the mathematical and numerical de-
scription of the transient regime, only the permanent periodic dynamics have
been investigated in this work. Some results have been established in this
direction for the Ernst angle solution, but it will be interesting to generalize
this analysis to optimal fields of non-zero duration [115, 114, 116].
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Chapitre 5

Algorithme de Shinnar-Le
Roux

5.1 Introduction

L’algorithme connu sous l'abréviation SLR (Shinnar-Le Roux) a été déve-
loppé de facon indépendante par M. Shinnar, S. Eleff, H. Subramanian, et
J. S. Leigh [128], et par P. Le Roux [131]. Le but de cet algorithme est de
déterminer la modulation d’amplitude et éventuellement de phase appliquée
a la porteuse dans une expérience de Résonance Magnétique afin de créer une
répartition en fréquence d’'un vecteur d’état qui s’approche au mieux d’une
forme prédéfinie. Cet algorithme repose sur la modélisation de la réponse
des protons sous linfluence d'une séquence réguliere d’impulsions courtes
et puissantes (impulsions de Dirac), et sur l'usage de techniques classiques
de traitement du signal échantillonné. Il repose aussi sur la représentation
sous forme de spineurs des rotations induites par la dynamique associée aux
équations de Bloch. Ce chapitre présente sous forme mathématique 1’algo-
rithme SLR, en ayant recours a deux outils, la transformée en Z et, donc,
un ensemble de matrices appelé spineurs. Signalons que du point de vue de
I'implémentation, cet algorithme est en soi tres simple, et s’écrit sous forme
de quelque lignes de code.

Parmi les avantages de ’algorithme SLR, notons qu’il s’agit d’'une mé-
thode non itérative, mais analytique, dans le sens ou elle repose sur des
calculs explicites et des formules algébriques exactes. Cela implique que les
caractéristiques de I'impulsion sont connues avant méme que la synthese soit
effectuée. Les méthodes itératives ne possedent pas cet avantage et les carac-
téristiques exactes de I'impulsion ne sont pas connues a ’avance.
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Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Nous introduisons dans les
sections 5.2 et 5.3 les équations du modele physique considéré et le probleme
d’optimisation associé, respectivement. Dans la section 5.4, nous présentons
I’algorithme SLR et le formalisme mathématique utilisé. La section 5.5 est
dédiée a la conception d’impulsions, qui correspond en fait a la procédure
inverse de SLR. Nous verrons que dans I'approche proposée par SLR, celle-ci
se réduit a un probleme d’approximation polynomiale.

On note j le nombre complexe tel que j* = —1 et ||-||2 la norme euclidienne

de R3.

5.2 Controle des équations de Bloch

L’équation de Bloch se réduit a une rotation si les relaxations sont négligées.
La solution de I'équation a un temps T est alors 1’état initial multiplié par
une matrice orthogonale 3 x 3 (nous verrons que cette rotation peut aussi
étre représentée par une matrice unitaire 2 x 2). Plus précisément, 1’équation
de Bloch est donnée par :

(5.1)

ot M = (M,(t), M,(t), M,(t))" € R? est le vecteur d’état, w(t) représente
le champ magnétique et A(w;(t)) est définie par

0 —Wwy wl,y(t)
A(w1 (t)) = Wo 0 —Wix (t) 5
—W1y (t) w17$(t) 0

ol wy , et wy, sont les composantes du champ, qu’on note également wy () =
wi,5(t) + jwiy(t) dans le plan z,y du repeére tournant au temps t et wy est
I'offset.

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, un probleme typique
de contrdle consiste a mener le systeme de son état initial a un état final fixé.
C’est a ce probleme que s’attaque SLR.

Soit 7' > 0, on approche chacune les deux fonctions wy,(t) et wy,(t)
par fonction en escalier, ou chaque marche correspond a une durée AT. On
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peut alors caractériser le champ par les deux suites de valeurs : wy ,(1AT)
et wy,(iAT), i = 1,---,n, on obtient ainsi deux suites de n réels avec
nAT =T.

Dans chaque intervalle de temps [{ AT, (i+1)AT[, 'axe de rotation associé
a 'équation de Bloch (5.1) est constant. La vitesse angulaire a comme valeur

Q= \Jwd + (w],)? + (w],)2

et Iaxe est le vecteur unitaire de coordonnées.

N
U(i) = ) —wi,

La rotation résultante sur 'intervalle de temps AT s’écrit sous forme d’une
matrice 3 x 3

0 Wo Wiy,
RZ’ = Wo 0 —wi x
7 %
Wiy Wig 0

La relation entre les valeurs M; et M;,1 de M au temps t = iAT et t =
(1 + 1)AT s’écrit alors sous la forme matricielle :

Mi :RiMi_l,\V/i: 1, cee L, N

Si une séquence de n impulsion est appliquée, la solution de I’équation de
Bloch est par conséquent le produit de n rotations R; :

Mn - Ran_l Rl Mo.

5.3 Probleme d’optimisation

On aborde un probleme de contrdle qui porte sur le vecteur d’état M et
qui consiste a calculer le champ wy(¢) dans la classe des fonctions en escaliers
décrite précédement, pour un état initial My donné. En suivant une démarche
classique en controle optimal on se ramene alors a un probleme d’optimisation
de la forme

min J(M,w (1)),

w1 (t)
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ou J(M,w;(t)) est une fonctionnelle & maximiser qui permet de mesurer la
qualité du controle. Un exemple simple de telle fonctionnelle est :

T (®) = [ IM(T w0) - 2= fanele) | *deo, (5.2)
wo
ol Q = [~Wnax, Wmax] €t oU la fonction wy — feipe(wo) est en général la

fonction indicatrice d’'un sous-intervalle de 2. Comme cela a été dit dans
les chapitres précédents, des méthodes numériques comme les algorithmes de
gradient ont été utilisées pour résoudre ce type de probleme. Cependant, des
techniques plus spécifiques au controle bilinéaire d’équation de type Schro-
dinger existent. Elles tirent parti de la structure de (5.1) pour proposer une
démarche originale. C’est par exemple le cas des Schémas monotones [31].
C’est également le cas de 'algorithme SLR. Dans la section suivante, nous
présentons cette stratégie de conception d’impulsions.

5.4 Principe de ’algorithme Shinnar-Le Roux

L’algorithme SLR utilise ’écriture des rotations sous forme de spineurs pour
caractériser la rotation finale. Cette approche revient a utiliser des représen-
tations dans le groupe unitaire spécial SU, plutét que dans le gourpe des
matrices orthogonales Os.

5.4.1 Représentation des rotations sous forme de spi-
neurs

Du point de vue mathématique, il n’y aucune différence entre les spineurs
(159, 160] et les matrices SUs [161, 162, 163], ou entre un spineur et le vec-
teur d’état solution de I’équation de la mécanique quantique pour un systeme
quantique & deux niveaux [160, 161, 164], ou méme entre une matrice SU; et
un quaternion [165, 166, 167], lorsque celui-ci est & composantes réelles [168].
C’est cette derniere forme que 1’on va utiliser pour représenter des rotations
[166] dans de 'espace ordinaire & trois dimensions.

Dans ce qui suit, nous présentons brievement le formalisme des quater-
nions et des spineurs.
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Cas général

Considérons dans R? un vecteur unitaire défini & partir de ses composantes
x,y, 2 (avec 22 +y* + 22 = 1) par

Dans le formalisme des spineurs, celui-ci est représenté par une matrice 2 x 2

dans SUs,
V:( ° ”“‘“’). (5.3)
T+ 7y —Z

Une rotation est également représentée dans SU, par une matrice 2 x 2 a
composantes complexes de la forme

o= (5 ) (5.0

avec la contrainte de normalisation
|a|2 + |6|2 =1. (5.5)

Dans la suite de ce chapitre, nous représenterons souvent un spineur par le
couple (v, ) décrit ci-dessus ou par la matrice @) introduite en (5.4).

On peut écrire de maniere plus explicite une matrice de rotation dans
ce formalisme. Etant donné une rotation R(O, 1) d’angle © autour d’un axe
unitaire 7 de composantes ng,n,,n. (avec ni + nl 4+ n? = 1), le quaternion
correspondant s’écrit

Q = cos ((;)) 1 —sin ((;)) (N0, + nyoy + n,0.,

avec les matrices de Pauli

(oY (0 =) (10
=\10)% \j 0 )% o -1)

et ou 1 représente la matrice identité de dimension 2 x 2. On obtient donc
la représentation :

o < cos(9) —jsin(§In.  —jsin(§X* ) | (5.6)

—j sin(%)X cos(%) —jsin(%)nz
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avec X = n, + jn, . Par identification entre (5.4) et (5.6), on a :

{oz = cos(§) — jsin(F)n., (5.7)

B = —jsin(2)X.

2

On vérifie facilement que « et [ satisfont la contrainte de normalisation
(5.5).

Si dans l'espace ordinaire R?, le vecteur v est transformé par la rotation
R(O,1) en un vecteur v™, alors ce vecteur est représenté dans SUs par la
matrice VT obtenue a partir de V' par

VT =QVvQ,

ou V est définie par (5.3). De la méme maniere, la composition de rotations
correspond a la multiplication des quaternions respectifs. La composition
R5 o Ry est ainsi représentée par (Q2Q)1. La relation entre v et v™

vh = Ryo Ry,
est alors représentée par

V= Q1 V (Q201)" = Q2(Q1V Q)5

Quelques exemples

Rotation autour de z : Soit une rotation autour de z et d’angle ©.
Dans ce cas, on remplace dans (5.6) n, et X par 1 et 0 respectivement. Le
quaternion () correspondant est donné par :

o
- [ €72 0
Q(¢7 Z) - ( 0 63% ) :
et son spineur est (e~7%,0).

Rotation autour d’un axe : Soit R(f, %) une rotation d’angle § autour
d'un axe @ = (uy, uy,0)' dans le plan z, y :

u2(1—cosf) 4+ cosf  uzu,(l—cosh) u, sin 6
Uuptty(1 —cos)  ur(1—cos) +cosf —u,sind
—1u, sin 6 Uy Sin 0 cos 0
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Si on note ¢ l'angle qui fait le vecteur @ = (yp) avec Z, on peut décomposer
cette rotation en un produit de trois rotations d’axes orthogonaux

R(0,ud(p)) = R(p,2) o R(0,7) o R(—, 2).

A T’aide du quaternion défini dans (5.6), on peut représenter les quaternions
correspondants aux rotations R(y, 2), R(0,%) et R(—p,Z). Ainsi, la repré-
sentation sous forme d'un quaternion de la rotation R(6,u(y¢)) est donnée
par :

L
—
\‘%
=
—~
S
S~—
N—
Il
VRS
)
o 4
X,
M\GO
~
VN
d o
o)
2 2
Em
e~
N—
o <
S 2
ol
N~—
~_
VRS
a
O <
|
Q)
J o
W
~_

(IS

—jsin(%)e’

:< COS(? | _jsm<95 7 ) (5.9)

5.4.2 Algorithme de Shinnar-Le Roux

L’algorithme de Shinnar-Le Roux consiste dans un premier temps a éta-
blir une relation bijective entre une impulsion en escalier dans le domaine
temporel (représentée par n + 1 éléments d’amplitude constante) et le profil
fréquentiel de I'impulsion décrit par les coefficients d’un polynéme d’ordre n.
Plus précisément, le probléeme direct SLR consiste a supposer connue une
suite de champs représentés sous la forme discrétisée en temps (wix, wijy)izl,“_,n
et & chercher la représentation (sous forme de suites de spineur définie par
(e, Bi)i=1...n) de la rotation résultante.

Le probleme inverse consiste, étant donné une répartition de spineurs (o)1, »
et (5)i=1,..n, & retrouver les champs discrétisés qui génere cette représenta-
tion. On note cette procédure SLR™!.

Détaillons maintenant ces deux procédures.

Représentation de la rotation associée a un controle

Dans un intervalle [i AT, (i + 1)AT[ de longueur AT, sur lequel les controles
wix et wiy sont constants, la rotation R; peut étre décomposée, moyennant
une approximation de type splitting, en deux rotations, a 1’aide de 'opéra-

teur :

(woaz—ﬁ-wi’xaz—‘rwi’yay)AT (wi’xaz—&-w%7yay)AT€(woaz)AT'

(& = e

Dans ce cadre, la rotation R; s’écrit comme une rotation autour de 'axe z
d’un angle —wyAT suivie d’une rotation autour d’'un axe contenu dans le
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plan z, y faisant un angle ; avec 'axe & et d’angle 6;, dans la représentation
SU2 :
R; = R(6;,u(p;)) o R(—woAT, z).

On peut définir pour ¢ = 1,--- ,n, les impulsions 6; et ; comme suit :
0 = AT\ (w],)? + (w],)2, (5.10)
W
= tan~! (=), 5.11
o=t () an

La rotation globale associée aux controles (wfx,w’f,y)k:h..,i sur l'intervalle
[0, ¢AT] est alors obtenue par la composition de ces rotations élémentaires
R’i = R(Qz, ﬁ(@l)) o) R(—woAT, Z) e} R(@i,l, ﬁ(@lfl)) o R(—WOAT, Z) o)

oR(6h, (1)) 0o R(—woAT), 2) o R(0, u(p0)).

Dans SU,, cette rotation se traduit par le quaternion

Qi = Q0:,u(p:)Q(—woAT, 2)Q(0;—1,u(pi—1))Q(—wo AT, 2)
Q(01,1(1))Q(—wo AT, 2)Q (0o, (o))

En utilisant ’équation (5.9) nous pouvons détailler les coefficients de ces
différentes matrices. La matrice quaternion Q(6;,4(y;)) s’écrit ainsi

Quiten) = (& ).

ou ¢; et s; sont définies par

0.

c; = cos(%

(3 ‘ (2')7 N (512>
s; i= €% sin(F),

et la matrice quaternion Q(—wyAT, z) est représentée par

. wo AT

J 0
Q<_w0AT7 Z) = ( ¢ : _ LwoAT ) .
0 e 72

SLR dans le sens direct

Voyons maintenant comment on peut associer un polynome a cette rotation.
Dans ce qui suit, on va utiliser la variable

7 = efwonl (5.13)
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Chapitre 5. Algorithme de Shinnar-Le Roux

Supposons que 'on connaisse la matrice quaternion ();_; associée a la ro-
tation sur [0, (i — 1)AT]. En composant par la rotation élémentaire sur
[iAT, (i + 1)AT][, on obtient :

Qi = Q0;, (i) Q(—wo AT, 2)Qi 1.
En notant (ay, f;) le spineur représentatif de @); défini par (5.7) et vérifie
il +16:* = 1. (5.14)
On trouve alors
(5= )0 )
Bi Si G 0 73 Bic1 af, )
En considérant la premiere colonne et utilisant le changement de variable

i
a; = ZQ(){i

on observe grace a la formule (5.14) que la contrainte |a;|* + |b;]* = 1 est
vérifiée. On a plus précisément :

a; C; —s¥ 1 0 ;1
= g ) 1
On fixe la premiere impulsion par

ap = ¢o, by = so,

ou ¢y et so sont définies par le systeme (5.12). En effectuant la deuxieme
itération, on obtient

* -1 -1
a; = C1Cy — 81502 ,bl = S§1Cy — ClSoz s

ceci montre que les quantités a et b sont des polynémes de la variable Z 1.
[térons ce procédé. D’apres la relation de récurrence, on obtient a une certaine
étape n deux polyndmes a,, et b, de variable Z~!, dont on note (a, x)k=o.... n
et (bnk)k=o0,.. n les coeflicients :

n
—k
a, = Z n o2
k=0
n
—k
by =3 bunZ .
k=0
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(5.20),(5.21)

an,0
bn,0

FIGURE 5.1 : Schéma de conception des deux polynémes a,, et b,.

Ces coefficients vérifient alors les relations de récurrence, pour k =1, --- |, n—
1:
*
Qpk = Cplp—1k — Snbnfl,kfl (516>
*
bn,k = Spln—-1,k — Cnbn—l,k—la (517>

qui sont complétés aux rangs k =0 et k = n par :

n,0 = Cnln—1,0 (5.18)

bn,o = Snln-1,0 (5.19)
Anpn = —Spbn—1n-1 (5.20)
bnn = Cnbp—1n-1. (5.21)

On résume ces dernieres équations dans le schéma représenté a la figure 5.1.

Procédure inverse : I’algorithme SLR™!

On retiendra de la section précédente que la rotation d’ensemble imposée par
un train de n+ 1 impulsions est caractérisée par un quaternion (),, déterminé
lui-méme par deux composantes a,, b, qui sont des polynémes d’ordre n
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de la variable Z=! (avec Z définie par I'équation (5.13)) et qui vérifient la
contrainte de normalisation pour tout Z de norme 1, écrite ici :

lan(Z "D + |bp(Z7H]? = 1. (5.22)

La contrainte de normalisation que nous avons imposée, exprimée en fonction
des coefficients des polynémes donne n + 1 équations par identification. En
écrivant uniquement le coefficient d’ordre n en Z~!, on a

an,oa;n -+ bn,Ob:;n =0.
Cette derniere égalité implique la propriété suivante :

*
bn,O - —Apn

Clm() b;fb,n

(5.23)

Codage du probleme de controle sous forme d’un polynoéme :
Voyons maintenant comment traduire le probleme de contrdle (5.2) en terme
d’une fonction que 1'on approchera ensuite par un polynéme.

On consideére, pour tout wy € €2, Pétat initial M(t = 0,wp) = (1,0,0)7
et on écrit 1'état final sous la forme M (t = T, wy) = (z(wo), y(wo), z(wp))T.
On souhaite que wy — M(T,wp) - Z approche au mieux la fonction wy —
feivie(wp) sur Uintervalle 2. Nous avons vu que 1'évolution sur [0, 7] pouvait
étre associée a une rotation globale

= (50 28

En utilisant la représentation sous forme de quaternions, 1’état initial et 1’état
final s’écrivent :

- (01 B B 2(wo) z(wo) — jy(wo)
=i = (g )= = (L ¥ ")

La relation :
M(t =T,wy) = R(wo)M(t = 0,wo),

se traduit donc par

( " Z(wo) z(wo) — jy(wo) ) _ ( —/*(wo)  (wo) )

) + jy(wo) —2z(wo) a*(wo)  Blwo)

Puisque le vecteur M (t,wp) est toujours unitaire, le probléme de controle
(5.2) revient donc a chercher des controles wy ,,wy, tels que

—3"(wo) = feivie(wo).
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Nous avons vu que l'introduction d’'une discrétisation en temps implique
que B(wp) est un polyndme en la variable Z = /02T, [’idée est donc d’appro-
cher fepe par un polynome P* de cette forme et ensuite de chercher wy ;, w1,
réalisant

— 3% (wo) = P*(Z).
La résolution de ce dernier probleme est précisément 1'objet de 'algorithme
SLR™.

Détermination des angles 0,, et ,, associés a la derniere impulsion :
D’apres ce qui précede, si a,, et b, sont issus d’un train de n 4+ 1 impulsions,
alors la derniere impulsion associée aux coefficients ay, o, b, ¢ définis dans les
equations (5.18) et (5.19), peut étre déterminée a ’aide de I'introduction de
la variable :

b e 5o Dno (5.24)

Cn, An0

D’apres les définitions (5.12), on a t, = e/%" tan (0,/2), ce qui permet de
déterminer ¢,, et 0, par

0, = 2arctan(|t,|), . = Zt, (5.25)

ainsi, on peut déterminer ¢, et s, par les formules :

{C” = cos(3), (5.26)

— jOn o} On
Sn = €79 sin(%),
L’itération inverse : Supposons maintenant fixés ¢, et s,. En écrivant
Iéquation (5.15) pour i = n, on obtient

an \ [ ¢ —S, 1 0 Ap—1
b, |\ s, ¢ 0 7zt b1 |
En inversant cette rotation, on obtient

Ap_1 = Cply + Spby, (5.27
bn—1 = (—Snan + cpby) Z. (5.28

On peut vérifier que le terme d’ordre 0 de (—s,a, + ¢,b,) est nul en vertu
de (5.24) et qu’apres multiplication par Z, on obtient bien un polynéme b,,_;
d’ordre n — 1. De méme, le coefficient d’ordre n de c,a, + s;b, est nul en
vertu de (5.24) et (5.23) et la quantité a,_; est un polynéme d’ordre n — 1
en Z~'. Avant de passer a l'itération suivante, nous vérifions la contrainte de
normalisation a l'aide du lemme suivant.
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Lemme 5.1. Soient n un entier fizé, a, et b, deux polynomes d’ordre n en
Z= Y wérifiant la contrainte de normalisation (5.22). Alors, les deuz polynémes
an_1 €t b,y dordre n — 1 en Z7' défini par (5.27) et (5.28), vérifient la
contrainte de normalisation au rang n — 1.

Preuve :

|an-1* + oo [P = ag_yan1 + 05 1bn
(Cnay + $5b0)* (Cnan + $5bn) + (—Spay + cuby)* 2% (—span + cnbp) Z
= ciaflan + cnSyay by 4 SpCnanby, + 555,00 by + S5 Spar @, — S5 Cran by,
—  SpCpanb + b,

= (& +sp8t)atan + (2 + 8,55)biby,

d’apres les définitions de ¢, et s,, donnés par (5.26), on a ¢? + s,s% = 1, on
obtient donc
|an_1|2 + ‘bn_1’2 = CL;;CLn + bibn =1.

O
D’apres le lemme 5.1, on peut donc répéter ce raisonnement a l’ordre
n — 1, puis n — 2, ... et ainsi de suite jusqu'a ’odre 0.
L’algorithme SLR™! est résumé par le schéma représenté a la figure 5.2 et
peut étre implémenté treés simplement en langage Octave (ou Matlab) comme
¢’était le cas pour I’Algorithme 1.

Algorithme 1 : on suppose qu’on connait a, et b, deux polynomes
d’ordre n et de n+1 coefficients, et on va déterminer la suite de champs
(w%)i:Q e
pour i de n jusqu’a 0 faire
Calculer ¢; par I’équation (5.24).
Calculer ¢; et s; d’apres (5.26).
Calculer les impulsions 6; et p; d’apres 1’équation (5.25).
Calculer les composantes du champ wi , et wi , en utilisant les
équations (5.10) et (5.11).
si? > 1 alors
| calculer a;_; et b;_; d’apres les équations (5.27) et (5.28)

sinon
| l’algorithme s’arréte
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aTL ) bn )
vérifiant
(5.22)

}

N n n
tn > enywn > wl,x7w1,y

|

C’I’H STL

|

An—1, bnfl )
vérifiant
(5.22)

|

tn—l

|

—1
Cn—1s Sn—1 = Oy 1,01 =———> Wi, W]

7y
ap, bOa
vérifiant
(5.22)
to > 0,00 ————> Wi W1,

FIGURE 5.2 : Schéma de SLR™! qui représente les étapes de la conception
d’impulsion.
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Probleme

de controle

FIGURE 5.3 : Schéma de SLR

5.5 Conception d’impulsions par la concep-
tion des polynomes

Revenons a notre objectif initial : concevoir un champ a l'aide de deux po-
lynémes a,, et b,. Nous voyons qu’ayant & disposition ’algorithme SLR™!,
il ne nous reste plus qu’a déterminer deux polynoémes correspondant a un
filtre & réponse impulsionnelle finie (RIF). En pratique, on tente d’approcher
au mieux 'un de ces deux polynomes, on commence par exemple par b,.
Il existe pour cela un algorithme, 1’ Algorithme de Remez (voir 'annexe B)
fondé sur le principe d’équioscillation de Tchebychev [133], et dont Iapplica-
tion au traitement du signal a été réalisée par Parks et McClellan dans I'al-
gorithme du méme nom [138]. Cette approximation par un polynéme est un
probleme classique du filtrage numérique. L’algorithme de Parks-McClellan
permet d’en approcher une solution. Le polyndéme est alors caractérisé par
trois parametres : l'oscillation dans la bande passante (ripple in), I'oscilla-
tion en dehors de la bande passante (ripple out), et la largeur de la bande de
transition W.

Revenant & SLR™!, voyons comment le polynéme a,, peut étre déterminé de
maniére unique. D’apres la contrainte de normalisation (5.22), nous avons :

jan (27 = /1 = by (Z- 1) (Z71).

Une contrainte supplémentaire est nécessaire pour rendre le choix de a,
unique. Une possibilité est de choisir a,, comme étant le polynéme de phase
minimale, ce qui est 'approche habituellement adoptée en traitement du si-
gnal. Cette contrainte s’écrit (voir [132], p. 56)

an{Z_1> = |an(Z_1)| expliH (log |an<Z_1)|)]a
ou H est l'opérateur de la transformation de Hilbert. Une fois que a, et b,
ont été déterminés, le champ de controle peut étre calculé a I’aide de SLR™.
Ce processus de conception des impulsions est résumé par le schéma de la

figure 5.3.
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5.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques concernant 1’al-
gorithme SLR, ainsi qu’une comparaison avec une méthode de type GRAPE
(voir le chapitre 4).

Dans les simulations numériques, nous considérons le systeme (5.1) avec
My = (1,0,0)" et la fonctionnelle J définie par (5.2) dans la section 5.3
avec Mpe = (0,1,0)7. Nous considérons des degrés de polynomes (i.e.
un nombre de pas de temps) variant selon une progression géométrique :
n € (6; = 2"—5 .. 12. On fixe le temps final T = 4, wyax = 2 et on prend
300 offset dans (2.

Dans ce qui suit, nous réalisons 3 expériences numériques : la premiere
concerne la convergence de la fonctionnelle pour différents valeurs de n, la
deuxiéme porte sur la convergence de l'algorithme SLR™!; et la troisiéme
consiste en une comparaison entre la méthode de SLR et une méthode de
type GRAPE (méthode de gradient). D’autres résultats de comparaison avec
I'algorithme SLR™! ont été effectués dans [169, 170].

Convergence de la fonctionnelle : Dans ce test numérique, nous déter-
minons le controle optimal en suivant les étapes du schéma de l'algorithme
SLR~! (voir figure 5.3). A 'aide de I'algorithme de Remez, nous calculons un
polynéme qui approche f.;p. Nous répétons ce calcul pour différentes valeurs
de n en calculant a chaque fois la valeur de la fonctionnelle correspondante.
La figure 5.4 montre que les fonctionnelles convergent de maniére croissante
avec la valeur de n. Autrement dit, le contrdle obtenu par SLR™! est d’au-
tant plus efficace que son degré est élevé. Ce résultat, bien que d’apparence
naturelle, n’était pas prévu théoriquement

Convergence de ’algorithme SLR : Le test numérique présenté dans ce
paragraphe concerne la vitesse de convergence de SLR™!. Plus précisément,
nous calculons 'erreur E; définie par

E; = |J(M,w') = J(M, ™", i = 5, -+, 13,
ol wi est le controle obtenu par SLR™! pour n = Iy et wi™“P est Din-

terplolation du controle obtenu par SLR™! pour n = [;, sur I'ensemble des
fonctions en escalier associées a une grille uniforme de [,4 points de I'intervalle
0, T.

Dans la figure 5.5, on observe que les valeurs de 'erreur FE; décroissent
linéairement par rapport a n.
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0.51

0.51

0.5

0.5,

FIGURE 5.4 : Convergence de la fonctionnelle vs les nombres de pas de temps
n.

10—1,““H rooT T T I

1073

= 1075

1077

10_97\\\\\\\ | \\\\I
102 103

FI1GURE 5.5 : Convergence linéaire de ’algorithme SLR.
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Comparaison entre la méthode de SLR et une méthode de type
GRAPE : Afin d’évaluer la performance de 'algorithme SLR, nous faisons
une comparaison avec une méthode de type GRAPE en mesurant le temps
de calcul (CPU Time ') du controle optimal obtenu par les deux méthodes.
Nous effectuons deux tests pour chaque valeur de n de la maniere suivante :

1. Mesure du temps de calcul du contrdle a l'aide de 1’algorithme SLR.

2. Mesure du temps de calcul du contréle a ’aide d’une méthode de type
GRAPE en initialisant I’algorithme par un controéle nul et nous arrétons
les itérations quand le critere suivant est vérifié :

[ J(M,wi™ (1)) — J(M, wi"())] < tol,

ott wiFE(t) est le controle obtenu par SLR™!, wi(t) correspond au
contrdle & 'itération m et une tolérance tol = 1072.

Le tableau 5.1 donne les temps de calcul pour différentes valeurs de n.
Nous nous apercevons que I'algorithme SLR™! est efficace et rapide par rap-
port a la méthode de type GRAPE. Nous remarquons que le temps de calcul
de SLR™! est essentiellement consacré a I'algorithme de Remez.

La méthode de type GRAPE utilisée dans ce test est celle mentionnée dans
les chapitres précédents. Celle-ci consiste donc a déterminer un optimum
d'une fonctionnelle a I'aide de son gradient. Différentes fonctions d’Ocatve
(ou Matlab) dans la boite & outils (Toolbox) permettent de résoudre des pro-
blémes d’optimisation sans et avec contraintes. Dans notre cas, nous utilisons
la fonction fminunc qui est une méthode d’optimisation sans contrainte : x
= fminunc(fun, x0,options) commence d'un point x0 et tente de trouver
un minimum local de la fonction décrite dans fun avec les options d’optimi-
sation spécifiés dans la structure options. Les valeurs des champs d’options
peuvent étre modifiées par appel a optimset, nous manipulons les valeurs
de sorte que les itérations s’arrétent au critere souhaité.

Nous utilisons la commande "CPU Time" qui retourne le temps CPU total (en se-
condes) utilisé par la fonction considérée depuis son lancement.
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Temps de calcul du contréle (CPU Time)

n SLR! ‘ Remez ‘ type GRAPE
32 0.01 0.01 2.952

64 0.03 0.02 4.680

128 0.12 0.08 8.216
256 0.20 0.16 14.768
512 0.27 0.22 28.048
1024 0.90 0.73 53.496
2048 3.44 2.80 105.276
4096 | 14.56 | 11.92 208.232
8192 | 90.98 | 76.38 413.060
16384 | 465.40 | 412.06 826.632

TABLE 5.1 : Temps de calcul du controle optimal & I'aide de SLR™! et mé-
thode de type GRAPE pour différentes valeurs de n.
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Appendix A

The Ernst angle solution

The goal of this appendix is to recall the main features of the Ernst angle so-
lution. We consider the case of a spin 1/2 particle subjected to a control field
along the z- direction. We denote respectively by S(ys, zs) and M (Y, 2m)
the steady state and the measurement point of the control process. The S
and the M points are connected by a field-free evolution:

_ -T
ys - yme (A'l)
2s=1—€e7+2z,e77

In this limiting case, the pulse sequence is reduced to an ideal - pulse, the
radial coordinates ry and r,, are therefore the same. We deduce that:

e (1 —e 7+ zme ) =92 + 22

The figure of merit F' is here given by y,,. A necessary condition to maximize

Fis g—: = 0. We obtain the following relation:

leading to:
1—e™
Zm = 5
e’ —e
which can be transformed into:
1
Zm = )
1+e

It is then straightforward to show that:

B el exr —1
Im =1V er —1
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We then deduce that the Ernst angle which characterizes the - pulse can be
expressed as:

zmzs ymys
0) = O —0y) = —— .
cos(f) = cos( ) ey
Using the preceding formulas, we obtain:
1 1 — 2(C+7)

2 2 _
Ym & Zm = (14+e7)2 1—e2 7

and
el e?r —1 e’

1+e7)2e?l —1 * (1+e7)?

Ym¥Ys T 2mZs = (

We arrive at:
(1 —e)+el(1—e*)

cosf = = ,

which can be simplified into:

p el —el e —¢e
cosf =
e~ (D) — v+

and into the final formula:

which is the well-known formulation of the Ernst angle solution.
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Annexe B

Présentation de la méthode de
Remez

L’algorithme de Remez prend pour entrées une fonction continue g, un in-
tervalle [a, b], un entier n et un parametre réel strictement positif. Il calcule
un polynéme p de degré inférieur ou égal a n qui approche le polynéme p*
de meilleure approximation de g sur [a, b]. On rappelle les deux théorémes
essentiels qui lui sont relatifs. On commence par le théoreme de Weierstrass
qui affirme qu’il est possible d’approcher uniformément une fonction continue
par un polynoéme :

Théoréme B.1. (Weierstrass). On note C(|a, b)), l'ensemble des fonctions
continues de |a, b dans R muni de la norme sup :

lolle = mas lo(o)|.
Alors, l’ensemble des polynomes a coefficients réels est dense dans C([a, b]).
En d’autres termes, pour toute fonction f € C([a, b]), il existe une suite (py,)
de polynomes telle que ||pn — flloo = 0

Pour plus de détails, voir le livre de Cheney [133], ot I’on peut trouver une
preuve de ce résultat ainsi que des références sur son histoire. Le deuxieme
théoréme est énoncé pour la premiere fois par Borel [143] :

Théoréme B.2. Théoréme d’alternance (ou Propriété d’équioscillation). Soit
g une fonction continue sur [a, b]. Un polynome p = x™* + >0 a;x! est de
meilleure approximation pour g (parmi les polynomes de degré inférieur ou
égal a n) si et seulement si il existe n + 2 points xg < r1 < -+ < Tpyq dans
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la, b] et € R tels que :

Vi=0,-,n+1, plz;) = glz;) = (=1)'n (B.1)
lul = llp — glloo- (B.2)

Corollaire B.3. (Unicité du polynéme de meilleure approximation). Sous
les mémes hypothésesque le théoreme B.2, le polynome de meilleure approxi-
mation est unique.

Voir [171] pour une preuve de ce corollaire.

L’équation (B.2) peut s’interpréter en disant que I'erreur maximale ||p —
glloo commise en remplagant g par p est atteinte en n + 2 points de maniére
oscillante. Ce résultat forme la base de I'algorithme de Remez pour estimer p.

L’idée est la suivante : si les n + 2 points z; de (B.1) étaient connus, il
suffirait de résoudre le systeéme linéaire de n + 2 équations

plxi) + (=1)'n = g(x;) (B.3)

pour trouver p et u.
Rappelons que ce systeme a n + 2 inconnues : n + 1 coefficients et p. Nous
ne connaissons pas a priori les points z;. Nous allons donc chercher a les es-
timer par approximations successives, sachant qu’ils sont des minimums ou
maximums locaux de lerreur z — p(z) — g(x).
Pour initialiser la méthode de Remez, on prend un polynoéme p, qui interpole
g sur les n + 1 noeuds de Tchebychev de l'intervalle [a, b]. Comme D'erreur
commise par py s’annule en les n + 1 points d’interpolation, on peut trouver
n + 2 points zf < 2§ < .-+ < 2%, qui sont des minimums ou maximums
de l'erreur eg := py — ¢ sur chacun des intervalles délimités par ces points
d’interpolation.
Maintenant que nous savons comment trouver le polynéme initial py et les
points associés xf, 29, -+, 2%, nous pouvons passer au cceur de l'algo-
rithme qui va les raffiner de maniere itérative comme cela est présenté dans
I’algorithme 2.

Des résultats sur la convergence de 'algorithme de Remez ont été discuté
dans [133, 135].
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Chapitre B. Présentation de la méthode de Remez

Algorithme 2 : Supposons que nous disposions de p, et des n + 2

points zf, =, -+, :EZH qui maximise localement l'erreur py — g. On
calcule ppyq et af ™ ot xﬁﬂ de la maniere suivante :

1. On résout le systeme linéaire
Prer () + (1) e = g(af), 0 <i <n+1,
pour déterminer pyi1 et pigiq.

2. si pra1 est suffisamment proche de py, alors
| T'algorithme s’arréte

sinon
er+1 := prr1 — g change n + 2 fois de signe et, dans chacun des
n + 2 intervalle délimités par n + 1 racines de ey dans |a, b[, on
recherche en alternance un minimum ou un maximum de ej;. Ceci
donne n + 2 points que nous appellerons :1:’5“, o+t xﬁill
retour a 1. avec k =k + 1.
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RESUME

Cette thése porte sur des techniques de controle optimal pour des systemes issus de la mécanique quantique et de la
résonance magnétique nucléaire. Le travail présenté dans ce mémoire est divisé en quatre parties.

Dans la premiere partie, nous nous sommes intéressés au contrdle optimal simultané de I'équation de Schrédinger
dépendante du temps via un champ laser qui représente le contrdle et que nous supposons soumis a une famille de
perturbations. Ceci nous conduit a considérer un probléme d’optimisation multi-critére via I'introduction d’'un ensemble de
fonctionnelles de colt a minimiser (au sens de Pareto).

Dans la deuxiéme partie, nous étudions le cadre mathématique de I'équation de Bloch périodique. Les conditions
d’optimalité nécessaires du premier ordre sont étudiées. Plus précisément, nous prouvons l'existence d’une solution
périodique, ainsi que I'existence d’un optimum.

Dans la troisieme partie, nous présentons un nouvel algorithme d’optimisation pour les dynamiques périodiques. Cet
algorithme est appliqué a la maximisation du signal sur bruit en résonance magnétique nucléaire. Le travail réalisé est
ici avant tout numérique et algorithmique. Il s’agit a notre connaissance du premier algorithme de contrdle quantique
permettant de considérer des dynamiques périodiques en temps. Nous avons montré I'efficacité de cette méthode pour
le cas d’un systeme de spins homogénes et inhomogénes.

La dernier partie permet de présenter I'algorithme de Shinnar-Le-Roux (SLR) qui est une méthode d’optimisation
analytique. Des résultats numériques ont été réalisés en comparant cette méthode avec une méthode itérative de type
GRAPE introduite dans les chapitres précédents. Le résultat de cette comparaison donne un avantage a I'algorithme
SLR.

MOTS CLES

Contréle optimal, optimisation multi-critére, algorithme SLR, mécanique quantique, RMN, contréle périodique

ABSTRACT

This thesis deals with optimal control techniques for systems related to quantum mechanics and nuclear magnetic
resonance. The work presented in this memory is divided into four parts.

In the first part, we focus on to the simultaneous optimal control of the Schrdédinger time-dependent equations via a
laser field that represents a control term and that is assumed to be submitted to a family of perturbations. This lead us to
consider a multi-criteria optimization problem through the introduction of a set of cost functional to be minimized (in the
sense of Pareto).

In the second part, we study the mathematical framework of the periodic Bloch equation. The necessary first-order
optimality conditions are derived. More precisely, we prove the existence of a periodic solution, as well as the existence
of an optimum.

In the third part, we present a new optimization algorithm for periodic dynamics. This algorithm is applied to the maxi-
mization of SNR in NMR. The work here is more of an numerical and algorithmic nature. To our knowledge, this is the
first quantum control algorithm to consider periodic dynamics in time. We have shown the efficiency of this method in the
case of a homogeneous and inhomogeneous spin system.

The last part presents the Shinnar-Le-Roux algorithm (SLR), which is an analytical optimization method. Numerical
results were obtained by comparing this method with an iterative grape-type method introduced in previous chapters. The
result of this comparison gives an advantage to the SLR algorithm.

KEYWORDS

Optimal control, multi-criteria optimization, SLR algorithm, quantum mechanics, NMR, periodic control
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