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INTRODUCTION GENERALE

Contexte et problématique

Au cours des vingt dernieres années, 'approximation parcimonieuse a fait ['objet
d’un grand intérét de la part de la communauté de recherche en traitement du signal.
Sous un modele linéaire y = Hax + bruit, le probléeme d’approximation parcimonieuse
consiste a rechercher un vecteur solution & parcimonieux qui comporte un faible nombre
de composantes non nulles approchant un vecteur de données y. La mesure intuitive pour
quantifier la parcimonie est la « norme » £y, également appelée fonction de comptage, qui
compte le nombre de composantes non nulles. Ainsi, la résolution de ce probleme peut

étre décrite par les trois formulations :

— la minimisation de l'erreur d’approximation au sens des moindres carrés sous

contrainte d’une borne sur le nombre de coefficients non nuls de x :
mmm%Hy — Hz||5 sous contrainte (s.c.) ||z|lo < K,

— la minimisation du nombre de coefficients non nuls de x sous contrainte d’une borne

sur 'erreur quadratique d’approximation :
min flzly se. Yy - Hal2 <,

— la minimisation de I'erreur quadratique d’approximation pénalisée par le nombre de

coefficients non nuls de « :
min |y — Hall} + 2o

Selon le probleme abordé, les trois formulations peuvent étre intéressantes a traiter, en
fonction des connaissances a priori permettant de fixer le parametre associé. En revanche,
la norme /y n’étant pas convexe, celles-ci ne sont pas équivalentes. Le probleme d’ap-
proximation parcimonieuse est généralement considéré comme un probleme combinatoire

NP-difficile [Natarajan, 1995], dans un espace dont la taille croit exponentiellement avec le

13



nombres d’inconnues et le degré de parcimonie. L’optimum est généralement approché par
des méthodes rapides, reposant soit sur la relaxation continue de la norme ¢, (notamment
la norme ¢), soit sur des stratégies heuristiques gloutonnes. Des conditions suffisantes
garantissant ’optimalité de ces approches vis-a-vis du probleme initial ont été établies
[Tropp and Wright, 2009]. Cependant, elles reposent sur des hypotheses imposant une
faible corrélation entre les colonnes du dictionnaire H, qui malheureusement ne s’ap-
pliquent pas dans le cadre de nombreux problemes inverses parcimonieux. Dans le cas
de problemes inverses de taille modérée, des travaux récents [Bourguignon et al., 2016]
ont montré que ces problemes peuvent étre reformulés en programme en nombres mixtes
(MIP, Mized Integer Programs) et que la solution globale du probléme d’optimisation peut
étre calculée a partir d’algorithmes de type branch-and-bound, issus du domaine de la
recherche opérationnelle. Les optima ainsi obtenus fournissent alors de meilleures solutions

que les méthodes sous-optimales existantes, mais pour un cotit de calcul bien plus élevé.

Les algorithmes branch-and-bound reposent sur la définition d’un arbre de décision
pour chaque variable (nulle ou non nulle 7). Une exploration totale de I'arbre est alors mise
en oeuvre, reposant sur la construction de relaxations efficaces permettant d’élaguer des
branches importantes sans recourir & une énumération explicite de I’arbre. Dans [Bourgui-
gnon et al., 2016, la résolution de ces programmes en nombres mixtes s’effectue au moyen
de solveurs génériques construits pour résoudre des classes tres variées de problemes et
donc globalement aveugles vis-a-vis des spécificités du probléme initialement formulé. A
I'inverse, 'approximation parcimonieuse est un probléme tres particulier pouvant bénéficier

de stratégies dédiées.

Cette these propose d’étudier plusieurs leviers permettant de dépasser les limites de
tels solveurs afin d’aborder des problemes de plus grande taille, en exploitant différents
niveaux de connaissance du probleme du point de vue de "approximation parcimonieuse
et le savoir-faire algorithmique dans la construction des relaxations et dans les stratégies
d’exploration de l'arbre, qui sont les deux éléments clés de 'efficacité d’un algorithme
branch-and-bound. Les méthodes développées seront évaluées sur deux types de problemes
simulés : 1) la déconvolution de trains d’impulsions, sur des probleémes de petite taille
mais difficiles a traiter a cause de la corrélation élevée entre les colonnes du dictionnaire
et 2) des problémes simulés de sélection de variables avec des dictionnaires aléatoires,
qui sont de plus grande taille mais plus faciles a résoudre du fait que les colonnes sont
moins corrélées. Nous abordons également, de maniere séparée, le probleme du démélange

spectral parcimonieux en imagerie hyperspectrale, ot nous proposons des reformulations

14



MIP de plusieurs types de contraintes habituellement abordées de maniere inexacte dans
la littérature (parcimonie structurée et contraintes logiques) afin de gérer la variabilité des

spectres.

Contributions

Les contributions concernant 1'optimisation parcimonieuse exacte sont présentées dans

les chapitres suivants et peuvent étre classées en deux axes.

1. Aspects algorithmiques :

Nous avons montré que la relaxation continue permettant d’évaluer chaque nceud de
I’arbre de recherche est un probleme d’optimisation faisant intervenir la norme ¢,
sous contraintes de borne. Nous avons généralisé¢ un algorithme de type homotopie
pour le résoudre, ce qui nous a permis de construire un algorithme branch-and-bound
rapide permettant d’aborder la résolution des trois formulations susmentionnées
d’une maniere similaire. Les résultats ont montré que I’évaluation de chaque nceud
s’avere plus efficace que 'optimisation quadratique réalisée par le solveur CPLEX.

Publications associées : [1,10,6].

Ensuite, nous avons proposé un algorithme de type active-set pour résoudre la
relaxation continue. Cet algorithme permet le démarrage a chaud, ce qui est particu-
lierement opportun dans notre contexte puisqu’il permet d’initialiser le probleme de
relaxation continue a partir de la solution au noeud parent, généralement proche.

Publications associées : [5,7].

Nous avons également développé une regle de sélection de variables pour I'approxi-
mation parcimonieuse, basée sur l'optimisation d’un critére en norme f;, qui se
révele plus efficace que les méthodes classiques mises en ceuvre dans les solveurs
MIP. Celle-ci a également été a la base de de la construction d’un nouvel algorithme
glouton pour 'optimisation parcimonieuse.

Publication associée : [8].

2. Modélisation et reformulation en MIP :

Nous avons abordé le probleme de démélange spectral, qui est un probleme inverse

classique de séparation de sources en imagerie hyperspectrale ot 'on cherche a
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décomposer un spectre mesuré en un mélange linéaire de spectres élémentaires purs
et a estimer les abondances associées. Dans un premier temps, nous avons proposé
une approche d’optimisation globale sous contrainte de parcimonie (norme ¢;). Nous
avons montré que la résolution exacte est faisable, pour des problemes de complexité
limitée mais réaliste et qu’elle améliore les performances de détection par rapport
aux approches classiques.

Publication associée : [2].

Ensuite, nous avons montré qu’on sait prendre en compte d’'une maniére exacte
des contraintes inhabituelles telles que les contraintes des abondances significatives
(imposer un seuil minimal aux composantes non nulles) et de parcimonie structurée
(exclusivité de groupe), et que la résolution reste faisable pour des problemes de
taille modérée.

Publications associées : [4,3,12].
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Organisation du document

Le premier chapitre est une analyse de I'état de 'art des méthodes d’approximation
parcimonieuse ou nous définissons les différentes formalisations du probleme reposant sur
la norme £, introduisons les différentes notations utilisées par la suite, et présentons les

différentes classes de méthodes.

Afin de construire un algorithme branch-and-bound (évaluation et séparation) spécifique
au probleme de 'approximation parcimonieuse et de développer des stratégies appropriées,
nous divisons notre démarche en deux parties. Une premiere partie, abordée dans les
chapitres 2 et 3, concerne 'étape d’évaluation reposant essentiellement sur la relaxation

continue.

— Le chapitre 2 contient une description détaillée de la méthode branch-and-bound, a
partir de laquelle nous étudions de maniere théorique les spécificités engendrées par
la norme ¢, et leurs impacts sur les différentes parties de I'algorithme. En particulier,
nous montrons que tous les problemes de relaxation continue intervenant dans
I’évaluation peuvent étre abordés par I'optimisation de problemes faisant intervenir
la norme ¢, cependant sous une forme non standard : la norme ¢; n’impacte qu’'une

partie des variables et le probleme inclut des contraintes de bornes.
— Le chapitre 3 propose des algorithmes spécifiques dans ce contexte.

Ensuite, une deuxieme partie, abordée dans le chapitre 4, concerne 'étape de la séparation,
en particulier les regles de branchement dans ’algorithme branch-and-bound. Ce chapitre
propose des regles de sélection de variables inspirées des algorithmes gloutons congus pour

le probleme d’approximation parcimonieuse.

Dans le chapitre 5, nous évaluons les performances de notre algorithme branch-and-bound

en utilisant les différentes parties développées dans les chapitres précédents. Nous le com-
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parons a CPLEX, un des meilleurs solveurs MIP actuels, sur les deux types de problemes
parcimonieux : les problemes de déconvolution impulsionnelle et les problemes de sélection

de variables aléatoires.

Le chapitre 6 est consacré a 1’étude du probleme de démélange en imagerie hyperspectrale
ou nous proposons plusieurs reformulations en programmes en nombres mixtes (MIP) de
contraintes habituellement prises en compte de maniere inexacte pour cette application :
des contraintes de parcimonie simple par la norme /, et des contraintes de parcimonie

structurée (contraintes logiques) telles que les contraintes de variabilité.

Enfin, le chapitre 7 propose une conclusion générale et plusieurs perspectives et pistes de

recherche autour de cette theése.
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Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

1.1 Introduction

Un grand nombre de phénomenes physiques sont difficiles a observer et nécessitent
la résolution d’un probléme inverse pour retrouver les informations d’intérét. Autrement
dit, on observe des données ayant subi un processus de mesure, qui en général fournit des
informations indirectes sur le phénomene observé. Il s’agit alors, étant donné un modele
sur le processus d’observation, d’inverser ce dernier pour remonter au phénomene ayant
généré les données. De tels problémes sont souvent mal posés [Idier, 2008] et les données ne
contiennent pas suffisamment d’information permettant d’estimer de maniere satisfaisante
les quantités d’intérét. Pour y remédier, on peut notamment les régulariser par la mise
en valeur de toute information traduisant une connaissance a priori sur 'information
recherchée. Une démarche largement utilisée en traitement du signal depuis une vingtaine
d’années consiste a imposer la parcimonie (sparsity en anglais) de la solution [Elad, 2010],
ce qui signifie au sens le plus strict du terme que seuls quelques coefficients dans I’ensemble
des valeurs recherchées sont non nuls. La fonction de comptage, appelée aussi « norme » £,
est la mesure intuitive pour quantifier cette parcimonie. Elle consiste a compter le nombre

d’éléments non nuls d’un vecteur, c¢’est-a-dire, pour tout € R”,

[&lo := Card({q [z, # 0}).

Il est & noter que la fonction ||z|o ne constitue pas une norme puisque la propriété
d’homogénéité n’est pas vérifice : Va € R, a # 0, |a] # 1, on a |ax|o # |||z
Cependant, nous conserverons dans la suite cet abus de langage, afin d’étre cohérent avec

la littérature.

La parcimonie est naturellement présente dans plusieurs applications en traitement
du signal (par exemple pour la déconvolution impulsionnelle [Zala, 1992] et le démélange
spectral [Singer and McCord, 1979]) ainsi qu’en économie (par exemple pour la sélection
de portefeuilles [Li et al., 2006; Shaw et al., 2008; Bertsimas and Shioda, 2009]). Elle
constitue un a priori donnant lieu a ce que 'on appelle 'approximation parcimonieuse,
souvent étudié sous le nom de sélection de sous-ensembles [Tibshirani, 1996; Osborne
et al., 2000; Miller, 2002 en statistique. La résolution de ce dernier peut étre décrite
par la minimisation de 'erreur d’approximation entre les données et un modele ainsi que
de la norme /¢y de la solution, qui formule intrinsequement des questions d’optimisation
combinatoire de complexité élevée [Natarajan, 1995]. Elle est généralement approchée par

des méthodes rapides, reposant soit sur la relaxation continue de la norme ¢, (notamment
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1.2. Problémes inverses parcimonieux

la relaxation convexe par la norme ¢1), soit sur des stratégies heuristiques gloutonnes [voir
par exemple Tropp and Wright, 2010]. Cependant, aucune d’elles ne garantit 'optimalité

vis-a-vis du probleme en norme ¢y dans le cadre des problemes inverses mal posés.

Afin de mieux comprendre I'importance de la parcimonie et la difficulté pour la
prendre en compte d’une fagon exacte, nous commencons, en section 1.2, par introduire
quelques exemples d’applications en traitement du signal. Nous y présentons les différentes
formulations utilisées pour le probleme d’approximation parcimonieuse. Dans la section 1.3,
nous présentons les méthodes de résolution approchées les plus connues dans la littérature,
notamment les méthodes heuristiques gloutonnes et une relaxation continue de la norme /¢;.
Dans la section 1.4, nous terminons ce chapitre en faisant le point sur des reformulations
du probleme sous la forme d’un programme en nombres mixtes [Bourguignon et al., 2016],
ainsi que sur les méthodes de résolution associées [Bienstock, 1996; Bertsimas and Shioda,
2009], issues du domaine de la recherche opérationnelle, permettant une optimisation

exacte du probléeme en norme /.

1.2 Problémes inverses parcimonieux

Le probleme d’approximation parcimonieuse a pour but d’estimer, a partir de données
bruitées collectées dans un vecteur y € R™ et sous un modele linéaire généralement

sous-déterminé (comportant moins d’équations que d’inconnues) :

y:Haz—l—s:ihqxq—f—e, (1.1)
g=1

un vecteur & € R" parcimonieux (i.e., dont seuls quelques coefficients ont des valeurs non
nulles). La matrice H € R™*" (avec généralement m < n) représente un dictionnaire de m
atomes h, € R™ (la ¢g-¢me colonne de la matrice H) et € € R™ est un bruit additif. Dans
cette these, nous nous intéressons particulierement aux problémes inverses en traitement du
signal, dont nous présentons ci-apres quelques exemples d’applications qui seront abordés
dans les chapitres suivants. Notons que des problemes similaires sont formulés dans le
domaine de la statistique [Tibshirani, 1996; Osborne et al., 2000; Efron et al., 2004; Miller,
2002] et en économie [Li et al., 2006; Shaw et al., 2008; Bertsimas and Shioda, 2009; Cui
et al., 2013].
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Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

1.2.1 Exemples d’applications en traitement de signal

Il existe plusieurs exemples d’applications de I'approximation parcimonieuse en traite-
ment du signal. Nous présentons ici deux problemes “historiques”. La premiere application
est la déconvolution de trains d’impulsions [Zala, 1992] rencontrée en géophysique [Taylor
et al., 1979; Mendel, 1986], en controle non destructif (CND) par ultrasons [Zala, 1992;
O’Brien et al., 1994] et en astronomie [Starck et al., 2002]. La deuxieme application est le
démélange spectral parcimonieux [Singer and McCord, 1979; Tordache et al., 2011; Drumetz
et al., 2019] rencontré dans plusieurs domaines comme l'imagerie hyperspectrale et la

spectroscopie.

1.2.1.1 Déconvolution de trains d’impulsions parcimonieuse

La déconvolution de trains d’impulsions est un probleme inverse parcimonieux classique
en traitement du signal. Le controle non destructif par ultrasons (CND) [Zala, 1992;
O’Brien et al., 1994] est un exemple d’application utilisant la déconvolution parcimonieuse,
ou l’'on cherche, apres émission d’une onde ultrasonore par un instrument de mesure a la
surface d'une piece, a obtenir des informations sur le milieu de propagation en se basant
sur 'onde réfléchie (en temps continu) y(t), dans le but de détecter et de localiser des
défauts. Ce signal peut alors se modéliser comme le produit de convolution entre une
onde (la réponse impulsionnelle h(t)) et la séquence de réflectivité du milieu (un train

d’impulsions z(t)), auquel s’ajoute un terme de bruit e(t) (voir Figure 1.1).

h * T +e = )

v
=

;T astaut

|

FI1GURE 1.1 — La déconvolution impulsionnelle dans le contexte du contréle non destructif
(CND) par ultrasons.

La nature parcimonieuse de x(t) traduit alors le fait que les défauts sont peu nombreux
dans un matériau globalement homogene. Le modele convolutif s’écrit donc de la fagon

suivante :

y(t) = (h*2)(t) + e(t). (1.2)
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1.2. Problémes inverses parcimonieux

F1GURE 1.2 — Quelques colonnes successives de la matrice H pour un probleme de
déconvolution.

Apres échantillonnage et discrétisation du modele convolutif, le modele discret de données
s’écrit, :
n
Yi = Z thz’—q + €;. (13)
q=1

Le probleme sous la forme matricielle s’écrit y = Ha 4+ € ou H est une matrice de Toeplitz

dont les colonnes sont des versions décalées de la réponse impulsionnelle h (voir Figure 1.2).

Clairement, les colonnes voisines sont tres corrélées entre elles. Au niveau fréquentiel,
le systeme convolutif se comporte comme un filtre qui rend les données insensibles a une
partie des fréquences contenues dans la séquence & (notamment les hautes fréquences), ce
qui se traduit numériquement par le mauvais conditionnement de H. Ainsi, les solutions
basées sur le seul ajustement du modele (1.3) donnent un résultat dominé par le bruit,
montrant le caractére mal posé du probleme [Idier, 2008]. Cependant, comme nous l’avons
mentionné plus haut, les défauts recherchés dans la piece inspectée ne sont pas nombreux,

et il semble naturel de régulariser le probleme en recherchant des solutions parcimonieuses.

1.2.1.2 Démélange spectral parcimonieux

Une image hyperspectrale est une série d’images d’une scene prises dans un grand
nombre de longueurs d’onde. Chacun des pixels constituant cette image est représenté par
un vecteur de mesures des réflectances, qui désignent la proportion de lumiere réfléchie,
correspondant au spectre observé. Un probleme inverse classique en imagerie hyperspectrale
est le démélange spectral [Singer and McCord, 1979], ou I'on cherche & décomposer chaque

spectre observé y € R™ acquis dans m bandes spectrales en un mélange linéaire de

25



Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

spectres élémentaires (composants purs ou endmembers) et a estimer les proportions
(abondances) de chacun de ces composants. Dans une approche supervisée, on ne s’intéresse
qu’a l'estimation des abondances, les spectres purs étant supposés connus, soit par des
mesures spectroscopiques en laboratoire des différents minéraux susceptibles d’étre présents,
soit via leur estimation a partir des mémes données hyperspectrales, par exemple par des
approches géométriques ou statistiques [Bioucas-Dias et al., 2012]. Si on considére que le

modele de mélange est linéaire [Singer and McCord, 1979], alors, on peut écrire :

)

n
y=> a,8,+€=Sa+e, (1.4)
q=1
ol s, € R™ représente le i*™ spectre pur, S = [s1,. .., s,] est le dictionnaire de spectres

purs, a, € Rt est 'abondance associée au ¢*™® composant et € représente le bruit et

lerreur de modélisation.

\

S2
S1

FI1GURE 1.3 — Quelques colonnes typiques de la matrice S pour le probleme de démé-
lange spectral. Les spectres sont issus de la base de données du United States Geological
Survey [Clark et al., 2003a].

Puisque les abondances représentent des pourcentages, des contraintes de positivité
et de somme a un sont ajoutées aux inconnues. Le conditionnement de la matrice S est
également tres mauvais dans ce cas, car S contient un nombre élevé de spectres qui sont
tres corrélés (voir Figure 1.3). Méme si les contraintes de positivité créent une certaine
parcimonie dans la solution, elles peuvent s’avérer insuffisantes pour ce probleme et il peut

sembler naturel de rechercher des solutions plus parcimonieuses [Tordache et al., 2011].
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1.2. Problémes inverses parcimonieux

1.2.2 Parcimonie et formulations du probléme

Le probleme d’approximation parcimonieuse peut étre formulé mathématiquement
comme un probleme d’optimisation bi-objectif décrit par la minimisation d’un terme de
moindres carrés 1|y — He|3 = £ Y0, (y, — hi x)? pour l'attache aux données, et de la
norme ¢y de x :

) sl 2
P min{glly — Half;, |=]o}. (1.5)
zeR

Le choix de la norme /5 sur I'erreur d’approximation est justifié dans un cadre statistique
par une hypothese d’un bruit € gaussien de moyenne nulle et de covariance proportionnelle
a l'identité [Idier, 2008]. Contrairement a ’optimisation mono-objectif, une solution &
ce probleme bi-objectif est plus un concept qu’une définition. En général, il n’existe
pas de solution globale unique car les deux critéres sont contradictoires, au sens ou une
solution considérée bonne pour I'un va étre mauvaise pour l'autre. Pour pallier ce probleme,
on peut s'intéresser a la construction du front de Pareto [Pareto, 1906], qui consiste a
trouver I’ensemble des solutions optimales pour lesquelles il n’existe aucune autre solution

permettant une réduction simultanée des deux objectifs [Marler and Arora, 2004].

Une autre fagon de procéder est de se ramener a une formulation mono-objectif en faisant
un choix a priori. Plusieurs formulations mono-objectif du probléeme d’approximation
parcimonieuse ont été abordées dans la littérature. La premiere est la forme contrainte

par la norme ¢y, appelée aussi contrainte de cardinalité :

Py : Il’el[iRn Ly — Hz||3 sous contrainte (s.c.) [|z[o < K, (1.6)
x n

avec K fixé a priori. Ce probleme a fait 'objet de beaucoup de travaux dans de nombreux
domaines d’application, dont I'optimisation de portefeuille [Li et al., 2006; Shaw et al.,
2008; Bertsimas and Shioda, 2009; Cui et al., 2013] et la sélection de sous-ensembles en
statistique [Tibshirani, 1996; Osborne et al., 2000; Efron et al., 2004; Miller, 2002] ou 1'on
peut disposer d’informations permettant de régler le nombre de composantes non nulles.
Cependant, dans certaines applications, on peut préférer controler I'erreur d’approximation
et résoudre le probleme sous contrainte d’erreur [Natarajan, 1995; Miller, 2002; Tropp and
Wright, 2010] :

Poya - ;rel]g}l lz|lo s.c. illy—Hel <e. (1.7)

Une telle formulation peut étre plus judicieuse en traitement du signal et en statistique,

ou y représente les données observées qui suivent approximativement un modele linéaire.
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Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

Dans ce cas, le parametre € > 0 controle le niveau d’approximation. On cherche alors
I'approximation la plus parcimonieuse compatible avec un niveau de bruit donné (ou
une certaine précision du modele de prédiction). Finalement, certains travaux (appliqués
principalement aux problémes inverses) tels que rencontrés en géophysique [Mendel, 1986]
ou en controle non destructif par ultrasons [Zala, 1992] abordent plutdt le probleme
pénalisé :

Payo : min 3lly — Hell3 + pfjz]o, (1.8)
xeR

ou p > 0 regle le compromis entre l'erreur d’approximation et la parcimonie. Dans le cadre
statistique bayésien, le terme de pénalisation en £, correspond a une hypothese préalable
d’'un modele a priori Bernoulli-gaussien sur chacune des variables z, et le parametre
dépend alors a la fois du niveau du bruit et du degré de parcimonie de @ prévu [Soussen
et al., 2011]. Cette forme est tres répandue dans la communauté du traitement du signal,
car elle releve de I'optimisation sans contrainte, pour laquelle des méthodes dédiées d’opti-
misation locale ont été développées (voir par exemple [Kormylo and Mendel, 1982; Zala,
1992; Soussen et al., 2011]).

I est a noter que, si les trois problemes P/, Poj2 et Popg sont intéressants, ils ne
sont pas équivalents, dans le sens ou la solution de I'un n’est pas forcément obtenue en
résolvant un des deux autres, en raison de leur non-convexité. Ils sont considérés comme
des problemes NP-difficiles [Natarajan, 1995; Bienstock, 1996]. En théorie de la complexité,
un probleme NP-difficile (c’est-a-dire un probleme difficile pour la classe NP) est un
probleme de décision pour lequel on ne peut ni trouver rapidement une solution ni vérifier
I'optimalité d'une solution proposée en temps polynomial. Les trois problemes Py /g, Po/2
et Paig sont des problemes d’optimisation combinatoire, dans un espace dont la taille
croit exponentiellement avec le nombre d’inconnues et le degré de parcimonie. Trouver
la meilleure solution a K composantes non nulles avec une approche de force brute, qui
revient a explorer toutes les combinaisons possibles (5 ), devient tres vite inenvisageable
dans des cas pratiques. Pour résoudre de tels problemes, il existe deux catégories de
méthodes : les méthodes approchées et les méthodes exactes. Les méthodes approchées ont
pour but de trouver une solution approchée rapidement, mais pas nécessairement optimale.
En revanche, les méthodes exactes nous permettent de trouver la solution optimale, mais

elles sont souvent beaucoup plus coliteuses quand il s’agit de problemes de grande taille.

Dans la suite de ce chapitre, nous passons en revue quelques méthodes proposées dans

la littérature pour 'approximation parcimoniecuse. Etant donné la grande quantité de
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travaux réalisés sur le sujet au cours des dernieres années, 1’état de I'art est loin d’étre

exhaustif et nous renvoyons le lecteur aux références des études mentionnées.

1.3 Stratégies d’optimisation inexactes

Différentes stratégies d’optimisation ont été développées pour la résolution approchée
des problemes parcimonieux Py/g, Pos2 et Payo. Celles-ci reposent soit sur une relaxation
de la norme /y par une autre fonction continue favorisant la parcimonie de la solution, soit

sur la construction d’une méthode itérative dite gloutonne (greedy).

1.3.1 Relaxation convexe de la norme /¢,

Un vecteur parcimonieux au sens le plus strict du terme signifie que seuls quelques uns
de ses coefficients ont des valeurs non nulles. Etant donnée cette définition, il est clair que
la norme ¢, qui peut étre également vue comme la limite de la « norme » ! ¢, quand p

tend vers zéro : .

Jllo = lim 1@} = Lim 3 || (19)
q=1

est la fonction la plus adaptée pour mesurer la parcimonie. Le caractere discret de la norme
ly rend souvent la résolution combinatoire et tres difficile, ce qui a donné lieu a plusieurs
mesures alternatives de parcimonie. Il a été montré que le remplacement de la norme £,
par une fonction de la forme >°7_; o(|z,|) produisait des solutions parcimonieuses, i.e.,
comprenant des valeurs nulles, si et seulement si ¢ est strictement croissante en 0 [Moulin
and Liu, 1999]. C’est le cas de la norme ¢, avec 0 < p < 1. Si le cas p < 1, générant
des problemes d’optimisation difficiles car non convexes, a été étudié dans plusieurs
travaux [Lai and Wang, 2011; Xu et al., 2010}, la norme ¢, (||z[|; := >, |z,|) reste la
mesure de parcimonie la plus fréquemment utilisée et la plus facile a prendre en compte
en raison de sa nature convexe (voir Figure 1.4).

Le probleme faisant intervenir une erreur quadratique et la norme /;, est connu en
statistique sous le nom de LASSO pour Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
[Tibshirani, 1996]) :

Poyi grcrelﬁ{}léuy—HmHg s.c. |zl <. (1.10)

1. Le terme de « norme » £, pour 0 < p < 1 est également un abus de langage : cette fonction, ne
vérifiant pas I'inégalité triangulaire, est seulement une quasi-norme.
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8l

605

to

FIGURE 1.4 — Fonctions de la variable scalaire ¢(z,) intervenant dans la définition de
différentes normes £, avec ||[z||h = 3=, ¢(|7,4]), pour p =0, 0.5, 1 et 2.

Le probleme d’optimisation devenant alors convexe, les minimiseurs des problemes Py /1,

Pie: minflz]y sc. jlly —Hel3 < ¢ (1.11)
et de la forme pénalisée
Prer: minkly — Hal + el (1.12)
xeR™

se trouvent sur les surfaces des contraintes pour Py/; et Py/o. Ainsi les trois problemes
sont équivalents, c¢’est-a-dire que pour tout 7 > 0, il existe u(7 > 0 tel que Pajr et Payr
ont la méme solution, et réciproquement. De méme, pour tout € > 0, il existe (9 > 0
tel que les solutions de P/, et Payy soient identiques (voir Figure 1.5). Cependant, en

général, il n’y a pas de correspondance explicite entre les trois parametres.

L’optimisation faisant intervenir une erreur quadratique et la norme ¢, a fait ’objet de
nombreuses recherches au cours des dernieres années. De nombreux algorithmes d’optimi-
sation dédiés ont été développés (voir par exemple [Tropp and Wright, 2009; Eldar and
Kutyniok, 2012] et leurs références). La plupart des travaux abordent la forme pénalisée,
qui releve de I'optimisation sans contrainte. Nous décrivons dans cette section le principe

de fonctionnement d’une méthode, que nous utiliserons plus tard, connue par sa capacité
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Sy - Hal3 < )

el <7

¥R
i

FIGURE 1.5 — Interaction de l'espace admissible des solutions (I’ensemble des points
vérifiant les contraintes) des deux problemes équivalents Py 1 (en bleu) et Py (en rouge).
Le point d’intersection (en vert) est la solution du probleme.

a résoudre les trois formulations Py/q, Poyy et Pyjp @ c’est la méthode homotopique.

Méthode homotopique

La méthode homotopique pour optimisation en norme ¢; [Tibshirani, 1996; Osborne
et al., 2000; Efron et al., 2004; Donoho and Tsaig, 2008| considére la forme pénalisée Py, et
exploite le fait que le chemin de solution est linéaire par morceaux en fonction de p. A partir
de ¥ = ||H" y||» (tel que la solution est nulle Vi > 1(?)), la méthode calcule itérativement
toutes les solutions en diminuant de fagon continue le parametre p jusqu’a atteindre la
valeur cible. Par conséquent, elle peut également résoudre les problemes P/ ou Py 2, en
s’arrétant lorsque la valeur correspondante 7% ou €* est atteinte. La figure 1.6 montre un
chemin de solution typique (partie en haut) et I’évolution correspondante sur le front de
Pareto (partie en bas). Cette méthode est exacte (converge en un nombre fini d’itérations)
et elle est connue pour étre d’autant plus performante que la solution recherchée est

parcimonieuse. Cela s’explique par le fait qu’en général lors de la construction du chemin
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=V

o

() |y — Ha||?
o N

Front de Pareto correspondant

FIGURE 1.6 — Méthode d’homotopie : exemple montrant le chemin de solution x*(u) =
argming 5[y — Hz|3 + pl|z|; en fonction de p (haut), et ensemble correspondant

(%Hy — Ha*||3, ||£B*||1> en fonction de p (bas).
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de solution, il y a beaucoup plus de variables qui deviennent non nulles (activation) que
de variables qui deviennent nulles (inactivation), et le nombre d’itérations de la méthode

homotopique est défini par le nombre d’activation et d’inactivation de variables.

1.3.2 Meéthodes heuristiques gloutonnes

Les méthodes gloutonnes construisent une approximation parcimonieuse en sélection-
nant des variables d’une maniere itérative partant d’'un ensemble vide. Ces algorithmes
suivent une stratégie de sélection de variables dite « progressive » (forward selection),
répétant deux opérations itérativement jusqu’a atteindre un critere d’arrét selon la formu-

lation :
— si le degré de parcimonie K est atteint pour Py,
— si Perreur résiduelle est inférieure au seuil donné e pour Py 2,
— si on ne peut plus améliorer la solution pour Ps .

Ces algorithmes peuvent donc étre utilisés indifféremment pour aborder les trois problemes.

La premiere opération consiste a sélectionner une variable et la deuxieme consiste a
mettre a jour le modele, sachant que, si une variable est sélectionnée, elle ne peut pas étre
enlevée. Ces algorithmes se prétent directement aux trois problémes, en particulier Py /g
et Py/2 qui sont plus faciles a régler en pratique que Pa . A Tlinverse, il existe d’autres
algorithmes plus performants, mettant en ceuvre des stratégies plus sophistiquées avec
possibilité de retrait, qui donnent de meilleures solutions avec un cotit de calcul plus élevé,
tel que Single Best Replacement (SBR) [Soussen et al., 2011}, congu pour le probleme

pénalisé Pyg.

Nous détaillons par la suite le principe de fonctionnement et la différence entre les trois
algorithmes de type forward selection les plus connus : Matching Pursuit (MP) [Mallat
and Zhang, 1993], Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [Pati et al., 1993] et Orthogonal
Least Squares (OLS) [Chen et al., 1989].

1.3.2.1 Matching Pursuit (MP) & Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

Soit Sy I'indice des variables sélectionnées pour étre non nulles (le support actif de la
solution) a une itération quelconque, Hg, la matrice composée des colonnes de H indexées
par Sy et g, le vecteur composé des éléments de x indexés par S;. Similairement, soit

S l'indice des variables non sélectionnées et Hg la matrice composée des colonnes de H
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indexées par S. Sans perte de généralité, les atomes (c’est a dire les colonnes) h, sont
supposés normalisés ||h,|| = 1. Pour les deux algorithmes Matching Pursuit (MP) et
Orthogonal Matching Pursuit (OMP), la sélection de I'élément a rajouter se fait de la
maniére suivante. A une itération donnée, 'amplitude a; optimale qui minimise I'erreur

entre le résidu courant r = y — Hg, @5, et une colonne h; est donnée par :
a; = argmin ||r — a;h;|J3 = " h; (1.13)
j = arg i i'tjll2 = 3 :

ou la seconde égalité s’obtient apres des manipulations triviales. La coordonnée j sélection-
née est alors celle qui minimise cette erreur, c¢’est-a-dire qui maximise en valeur absolue le

produit scalaire entre une colonne de Hg et le résidu r :
j = argmax |r7h;]. (1.14)
j€S

La seule différence entre les deux algorithmes réside au niveau de la mise a jour de
I'estimée. Tandis que MP a chaque itération modifie une seule composante (celle qui vient
d’étre sélectionnée) en ajoutant son amplitude optimale & sa valeur a I'itération précédente
sans remettre en cause les amplitudes des autres composantes sélectionnées auparavant,
OMP a la meilleure approximation de y dans l’espace engendré par Hg, au sens des
moindres carrés. Il met a jour l'estimée &s,, a chaque itération, en calculant la projection
orthogonale de y sur Hg, :

&s, = (H Hs,)"'H{ y. (1.15)

Ainsi, OMP produit une meilleure approximation (résidu plus faible) que MP, au prix
d’un coiit de calcul plus important di a la projection. Le fonctionnement de OMP est

détaillé dans I'algorithme 1.

Initialisation : S; =0 r=4y
tant que [Si| < K (ou critére d’arrét pour Py et Payo) faire
J = arg max |rTh;|; % Choix de variable %
S1 < S1uU{j}; % Mise a jour du support %
xs, = (Hf Hs,)'H{ y; % Mise a jour de I'estimée %
r =y — Hg, o, ; % Mise a jour du résidu %
fin
Résultat : solution xg, et le support S;
Algorithme 1 : Orthogonal Matching Pursuit (OMP)
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1.3.2.2 Orthogonal Least Squares (OLS)

Orthogonal Least Squares (OLS) [Chen et al., 1989] est un autre algorithme glouton. 11
possede la méme structure que OMP, constitué par les deux étapes citées précédemment :
la sélection de la variable et la mise a jour de I'estimée. Le point qui change par rapport
4 OMP réside dans 1'étape de sélection de variable. A chaque itération, OLS cherche &
minimiser I'erreur d’approximation en résolvant Card(S) problemes de moindres carrés,
qui correspondent & inclure chaque possible nouvelle composante. L’élément sélectionné j

est celui qui conduit a la plus faible erreur d’approximation pour tout j € S,
J = argmin slly — Hs @002 (1.16)

oll &g,y est donné par la projection orthogonale de y sur Hg, g :

L’algorithme Orthogonal Least Squares (OLS) est meilleur que 1'algorithme Orthogonal
Matching Pursuit (OMP) pour traiter des problémes inverses parcimonieux, au prix
d'un cotit de calcul bien plus élevé di a sa regle de sélection plus cotiteuse (voir les
comparaisons dans [Soussen et al., 2011]). Nous tenons a préciser aussi qu’on peut utiliser
des implémentations astucieuses comme la factorisation de Cholesky ou le lemme d’inversion

des matrices partitionnées pour un calcul récursif et plus rapide de la solution.

1.4 Optimisation globale

Les trois problemes P/, P2 et Payo sont généralement tres difficiles et a ce jour il
n’existe pas d’algorithme, avec une complexité polynomiale, permettant de les résoudre
efficacement sans restrictions particulieres sur la matrice H. Les auteurs dans [Bourguignon
et al., 2016] ont proposé de reformuler ces problemes d'une fagon exacte comme des
programmes en nombres mixtes (MIP, Mized Integer Programs) qui proviennent du domaine
de la recherche opérationnelle et de I'informatique théorique, dans lequel on considere
des problemes d’optimisation avec contraintes d’intégrité sur une partie des variables.
L’optimisation en nombres mixtes est considérée comme NP-difficile. Sa résolution demande
des techniques particuliéres tel qu'un algorithme de type branch-and-bound [Land and

Doig, 1960; Laughhunn, 1970] dont nous allons décrire le principe de fonctionnement dans
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cette section. Avant cela, nous discutons de I'hypothese, connue sous le nom de BigM,
utilisée par exemple dans [Bienstock, 1996; Bourguignon et al., 2016], pour reformuler les

problémes.

1.4.1 Reformulation en MIP

Pour reformuler les problemes Py, Py/2 et Paoig sous la forme de programmes en
nombres mixtes (MIP), les auteurs dans [Bourguignon et al., 2016] ont introduit des
variables de décision binaires b, ou chaque variable traduit une contrainte logique sur le
nullité des variables x, = 0 & b, = 0. La norme ¢, devient alors une fonction linéaire
|z[lo = >=4—1 by- En utilisant I'hypothese classique de Bigh [Bienstock, 1996], supposant
que les solutions d’intérét satisfont Vg, |z,| < M pour une valeur connue M (autrement
dit ||z||ec < M), la contrainte logique peut s’écrire comme —Mb, < x, < Mb, (voir
Figure 1.7).

VR

.V O

FIGURE 1.7 — Espace admissible de solutions (en vert) pour la contrainte —Mb, < z, <
Mb,.

Les extensions triviales d'une telle hypothese sont : —Mf <z, < M, avec M[f, My >0,
mais dans ce qui suit nous gardons |z,| < M (ou ||z||o < M) pour simplifier les écritures.

Cette astuce permet alors d’écrire la norme ¢, de facon linéaire comme suit :

n
lz|lo =D b, avec |z, < Mb,.

q=1
Les trois problemes sont ensuite reformulés sous la forme de programmes en nombres
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mixtes (voir par exemple [Bourguignon et al., 2016]) donnés dans le tableau 1.1. Pour
étre plus précis, notons que les trois probléemes n’appartiennent pas a la méme classe. Les
problémes P, /0 et 752+0 sont reformulés en programmes quadratiques en nombres mixtes
(MIQP Mized Integer Quadratic Program) ou les contraintes sont linéaires et la fonction
objectif est quadratique. A I'inverse, le probléme Po /2 est reformulé sous la forme d'un
programme en nombres mixtes avec contraintes quadratiques (MIQCP Mized Integer
Quadratically Constrained Program) qui est généralement plus compliqué a résoudre en
raison de la difficulté liée aux contraintes quadratiques du point de vue de I'optimisation.
Tous ces programmes MIP peuvent étre résolus en utilisant des solveurs d’optimisation en
nombres mixtes tels que CPLEX 2 ou GUROBI 3.

Problémes initiaux Reformulations en MIP
D . : 1 2 : 1 2
Pajo: min  glly — Helf; veo D, 2llY — Hel
s.e. |zl < K s.c. Yai1bg <K
2]l < M lx| < Mb
Py mi i " b
0/2 aI:Iel%&I’ll Hw“O be{o,glf},na:eﬂ%" a=1"4
s.c. s|ly—He|<e sc. slly—He|3<e

Proo min 3y —Hal + szl Sy — Hall3 4+ 05 b,

min
be{0,1}", z€R"

s.e. @]l <M s.c. || < Mb

TABLE 1.1 — Problémes initiaux (a gauche) et leurs reformulations en MIP (a droite).

1.4.2 Discussion sur I’hypothése de borne (BigM)

La contrainte de BigM est une contrainte artificielle qui permet de reformuler exacte-
ment la norme ¢y. Le réglage de cette borne, de facon générale, est reconnu comme un
point critique [Bertsimas et al., 2016] et sa valeur peut fortement affecter 'efficacité de

Ioptimisation. En particulier, des valeurs grandes de M donnent des temps de résolution

2. www.ibm.com/fr-fr /analytics/cplex-optimizer
3. www.gurobi.com
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beaucoup plus élevés (expliqué par le fait que la qualité des relaxations continues dans la
procédure branch-and-bound dépend fortement de la valeur de M, ce que nous détaillerons
au Chapitre 2).

Soit 752 /o le probleme borné et P, le probleme non borné. Le choix d’une valeur de M
qui garantit d’avoir 'optimum global du probléme non borné (min P, /0 =minPyg) et qui
n’est pas trop élevée, reste un probleme ouvert. En particulier, une question importante
est de savoir, pour une valeur de M donnée, si la solution optimale de Py /o est la solution
optimale globale du probléme initial Py q.

La réponse est négative. Les auteurs dans [Bourguignon et al., 2016] ont utilisé une
technique qui garantit d’avoir trouvé au moins un minimiseur local au probleme initial
Pyjo. La valeur de la borne M a été réglée de facon heuristique. La technique utilisée
consiste a augmenter la valeur de M tant qu’une composante de la solution du probleme
P, /o atteint la borne. Autrement dit, si la borne M est atteinte en la solution, on conclut
que la formulation n’est pas valide et on relance 'optimisation en prenant M plus grand
(voir Algorithme 2).

Initialisation : M = 1.1|H y||;
Résolution du probleme
T = arg min 752/0 ;
tant que ||Z| =M faire
M =1.1x M;
Résolution du probleme : & = arg min 752 /0;
fin
Algorithme 2 : Algorithme utilisé par [Bourguignon et al., 2016] pour la résolution
du probleme Py .

Cette technique permet de vérifier que la solution de P, /0 est bien un minimiseur local
de Py)9. En revanche, elle n’apporte aucune garantie d’avoir le minimiseur global, le
raisonnement derriere cette regle n’étant valide que pour les problemes convexes : méme si
la solution du probleme P, /0 Watteint pas la borne, cela n’implique pas qu’il s’agit de la
solution optimale au probléme Py /9. Pour mieux comprendre cela, la figure 1.8 montre un
exemple ou, selon la valeur de M choisie, le minimiseur de Py /o I'est pas le minimiseur
global du probleme initial P, et pourtant la solution n’atteint pas la borne. Dans cet

exemple, le probleme initial est le suivant :
Pajo gé%@% f(x) s.c. ||z|lo <1, (1.18)
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avec f(x1, 1) = 202 — 1221 + 1722 — 3425 + 18. Comme on ne recherche qu'une seule

variable non nulle, le probleme peut s’écrire comme suit :

Py - min f(x) avec f(x) = Sl si 22=0 (1.19)
=cR? fa(wg) si 1 =0

avec fi(xy) = 223 — 1221 + 18 et fo(xz) = 1723 — 3425 + 18. Maintenant, soit 752/0 le

probleme borné par la contrainte BigM, avec M = 2 :

5 . lflo <1
Pajo : min f(x) s.c
e 2]l <2

La figure 1.8 montre que le minimum global du probléme P /y vaut 0 et est atteint en
la solution (z} = 3, 25 = 0). En revanche, pour une valeur de M = 2, le minimum du
probléeme P, Jo vaut 1 et est atteint en la solution (27 = 0, x5 = 1), qui cependant n’atteint
pas la borne. Ce dernier point n’est donc qu'un minimiseur local par rapport au probleme

initial P /g.

f(@) 4 M =2

FIGURE 1.8 — Exemple de cas ou la borne M (hypothese de BigM) n’est pas atteinte en
2 = argmin Py et ol la solution obtenue pour minP,/ (1, atteinte en 1) n’est qu'un
minimum local pour min P,/ (0, atteint en 3).
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Dans le cas général, on ne sait donc pas régler la valeur de M de maniére automatique.
Cependant, pour les problemes inverses, il est raisonnable de supposer connaitre une borne
naturelle M résultant de contraintes physique. C’est le cas pour les exemples abordés dans

ce manuscrit :

— En déconvolution de trains d’impulsions pour le contrdle non destructif par ultrasons,
les ondes émises sont générées grace a un transducteur électro-acoustique. L’onde
émise se propage alors dans le milieu et crée une onde retour a chaque changement
d’impédance rencontré, causé par des défauts sur la surface du matériau. Le coef-
ficient de réflexion, qui indique le rapport entre la pression réfléchie et la pression
incidente, se calcule en fonction des impédances acoustiques des matériaux (voir par
exemple [Carcreff, 2014, chap. 1]). Ce coefficient est toujours inférieur a 1, ce qui
fait que 'amplitude de 'onde réfléchie est toujours inférieure (en valeur absolue) a

celle de 'onde émise.

— En démélange spectral, le probleme est naturellement borné puisque les variables sont
des pourcentages. Les contraintes de positivité et de somme a un sur les abondances

donnent naturellement des bornes inférieures et supérieures :

ag >0

= 0<aq, <L (1.20)
22:1 a, <1

Dans la suite du manuscrit, nous supposons que le probleme d’approximation parcimo-

nieuse est borné et que M est connu.

1.4.3 Meéthode de branch-and-bound pour la programmation en

nombres mixtes

La méthode de séparation et évaluation ou branch-and-bound [Land and Doig, 1960]
est souvent utilisée dans les problemes d’optimisation discrete, ou I'espace de recherche
est complexe a explorer. Nous utilisons le terme branch-and-bound pour tout le reste du
manuscrit. La méthode branch-and-bound pour nos problémes (cf. Table 1.1) sera détaillée
au Chapitre 2. Nous en expliquons ici le principe général, consistant a parcourir I’ensemble
des solutions réalisables d’'une maniere intelligente, en le restreignant progressivement, et

en alternant une étape dite de « séparation » et une étape d’« évaluation ».

— La séparation consiste a diviser un probléme complexe en sous-problemes disjoints

plus simples a résoudre, constituant un arbre de recherche. Une méthode simple et in-

40



1.4. Optimisation globale

tuitive existante est la séparation dichotomique, ou a chaque fois, on divise le domaine
réalisable d'une variable pour obtenir deux nceuds fils (deux sous-problémes disjoints

dont I'espace de recherche est plus petit, et donc plus simples), voir Figure 1.9.

FIGURE 1.9 — Principe de séparation : création de deux noeuds fils (Fy) et (Fy) (avec
un espace de recherche plus petit) a partir du noeud parent (P) pour un probleme
d’optimisation discréte (z; et xo entiers naturels). Les solutions entieres réalisables sont
représentées par des points bleus et I'espace admissible de solution est en vert. Dans cet
exemple, la séparation (branchement) a été effectuée sur la variable z;.

— L’évaluation est une étape tres importante au sein de ’algorithme branch-and-bound.
Elle permet de réduire I'espace de recherche en élaguant les sous-problémes n’ayant
pas la solution optimale, permettant d’éviter une énumération explicite de toutes

les solutions du probleme. On parle d’énumération implicite parce que toutes les
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solutions admissibles sont évaluées bien qu’elles ne soient pas nécessairement toutes
explorées. Elle est basée sur le calcul de borne inférieure (en cas de minimisation) sur
un sous-probleme donné. Celui-ci qui permet, en comparant cette borne inférieure
avec la borne supérieure définie par la meilleure solution réalisable connue, de déduire
si ce sous-probleme peut contenir la solution optimale ou non. L’efficacité de cette
étape est liée directement a la qualité de la borne calculée et aussi au temps consommé

pour son calcul.

Finalement, 'optimalité est assurée une fois que tous les sous-problemes ont été évalués, ce
qui fait de cet algorithme une méthode exacte. Un tel algorithme a plusieurs choix (regles)

qui peuvent directement affecter son efficacité, tels que :

— le choix de la variable de branchement (choix de x; ou zy dans I'exemple de la
figure 1.9),

— le choix du neeud a explorer en priorité (choix de F; ou F, dans 'exemple de la
figure 1.9),

— le type de relaxation pour avoir des bornes inférieures (ainsi que le choix de 1’algo-

rithme pour la relaxation).

Ces choix peuvent avoir un impact important sur le nombre de nceuds a examiner dans
I’arbre de branch-and-bound et il n’y a pas bien entendu de choix optimal pour tous types
de problemes. Généralement, les solveurs d’optimisation en nombres mixtes utilisent la
méthode branch-and-bound avec des regles et stratégies tres génériques pour couvrir le
plus grand nombre de problémes possibles. Dans les chapitres 2 a 5, nous étudions plusieurs
leviers permettant de dépasser de tels solveurs génériques afin d’aborder des problemes de

plus grande taille et plus complexes.
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

2.1 Introduction

Les problemes d’approximation parcimonieuse peuvent étre reformulés en programmes
en nombres mixtes (MIP, Mized Integer Program en anglais) (voir Section 1.4.1). Rappelons

les trois reformulations :

A

. 1 2
: zlly — H
Paso be{O,%lL{lweR" 2”3/ x5
s.c. Yuqb <K (2.1)
x| < Mb

la reformulation du probléme contraint par la norme £,

A

Poja be{o,rlr}%}LI,lxeRn a=10a
s.c. Lly—Hzl<e (2.2)
|| < Mb

la reformulation du probleme sous contrainte d’erreur d’approximation et

A

Payo - %Hy—Hﬂ?!I%JruZZ:l by

min
be{0,1}7 zeRn (2.3)
s.c. |x| < Mb,

la reformulation du probleme pénalisé. La résolution de ces MIPs a I'aide d'un algorithme
branch-and-bound peut s’effectuer au moyen des solveurs génériques tels que CPLEX (voir
par exemple [Bourguignon et al., 2016; Liu et al., 2019]), qui sont globalement aveugles
vis-a-vis des spécificités du probleme et qui utilisent des techniques assez génériques pour
tout type de programme en nombres mixtes (MIP).

Suivant les travaux de [Bienstock, 1996; Bertsimas and Shioda, 2009] sur le probléme
contraint par la cardinalité, notre motivation est basée sur le fait que les problemes
reformulés de 'approximation parcimonieuse 732/0, 750/2 et Paso sont des MIPs spécifiques,
qui pourraient étre résolus de fagon globale efficacement par un algorithme branch-and-

bound dédié. En particulier :

1. ils sont reformulés en MIP mélant des variables continues et autres binaires avec un
simple couplage reliant chaque variable continue a une binaire, ce qui est déja une

spécificité comparé a un programme MIP générique avec des variables entieres.

2. la parcimonie de la solution (norme £y) est une contrainte qui donne une structure
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2.2. Méthode de branch-and-bound

particuliere a ’arbre de recherche.

Afin de construire un algorithme efficace et de développer des stratégies appropriées,
nous ¢étudions de maniere théorique les spécificités des trois problemes introduits plus
haut et leurs impacts sur les différentes parties de ’algorithme. Pour cela, nous divisons

I’analyse en deux parties.

1. Une premiere partie, détaillée en Section 2.3, concerne 1’étape d’évaluation de chaque
sous-probleme par la relaxation continue des variables binaires dans U'intervalle [0, 1].
En particulier, nous montrons que tous les problemes relachés se ramenent a des
problemes d’optimisation avec un terme en norme /; sur une partie des variables
et des contraintes de borne sur I’ensemble des variables. Ensuite, des algorithmes

permettant de résoudre ces problemes relachés seront proposés au chapitre 3.

2. Une deuxieme partie, concernant 'étape de séparation, sera étudiée au chapitre 4.
Nous y proposons des stratégies de branchement et de parcours adaptées au probleme,

notamment inspirées des heuristiques définissant les algorithmes gloutons.

Avant cela, nous commencons par une description détaillée de la méthode branch-and-

bound mise en ceuvre pour le probleme d’approximation parcimonieuse.

2.2 Meéthode de branch-and-bound

La méthode branch-and-bound est basée sur une recherche arborescente d’une solution
optimale en divisant successivement le domaine réalisable et en créant ainsi des sous-
problemes plus simples a résoudre, constituant un arbre de recherche. Afin d’éviter une
énumération implicite, il faut donc que chaque sous-probleme soit évalué. Cette évaluation
permet principalement de prouver que le sous-probleme n’est pas intéressant en ceci
qu’aucune solution optimale ne s’y trouvera. Dans ce cas particulier, le nceud est élagué et

la recherche est interrompue dans cette partie de I'arbre.

2.2.1 Procédure de séparation

La procédure de séparation est au centre du fonctionnement de la méthode de branch-
and-bound, c¢’est elle qui permet d’explorer I’ensemble admissible de solutions en formulant
de nouveaux sous-problémes. Pour nos problemes Py /0 752+0 et 750/2 reformulés en MIP,
c’est la fixation d'une ou de plusieurs variables binaires qui va permettre de partitionner

I’ensemble admissible de solutions, que I'on pourra alors représenter graphiquement sous
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

la forme d’un arbre de recherche. La Figure 2.1 donne une représentation schématique

d’un tel arbre.

i = 1 bj; =0 bj, =1 bj, =

F1GURE 2.1 — Arbre binaire de décision : chaque noeud est divisé en deux nceuds fils
obtenus en contraignant une variable a étre nulle ou non-nulle.

La racine de cet arbre de recherche représente alors le probleme initial PO .= 75, que
I’on cherche a résoudre, tandis que chaque nceud suivant représente un sous-probleme dans
lequel certaines variables sont fixées a 0 ou 1. La procédure de séparation se décompose en
deux éléments essentiels qui peuvent avoir une grande influence sur le nombre de nceuds
explorés dans I'arbre de recherche : la stratégie de branchement et la stratégie de parcours
de I'arbre de recherche. Ces deux éléments seront étudiés au chapitre 4 ou nous proposons
des stratégies spécifiques au probleme d’approximation parcimonieuse.

Pour chaque noeud 7, et donc pour chaque sous-probleme, les variables binaires sont donc

partitionnées en trois classes, pour lesquelles nous introduisons les notations suivantes :
— les variables binaires fixées a 0 sont indexées par Sy ;
— les variables binaires fixées a 1 sont indexées par Sy ;

— les variables non fixées (que nous dénommons par la suite variables libres) sont

indexées par S.
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2.2. Méthode de branch-and-bound

2.2.2 Procédure d’évaluation

L’évaluation dans la méthode branch-and-bound est essentielle car c¢’est elle qui va
permettre d’éviter une énumération explicite de toutes les nceuds de ’arbre de recherche.
Elle repose sur le calcul, d’'une part, d’une borne inférieure z%¥ sur un sous-probléme
donné P9, et d’autre part d’une borne supérieure globale zy associée a la meilleure

solution réalisable trouvée.

Borne inférieure. Le calcul d’une bonne inférieure consiste a définir, a un nceud 7
de 'arbre de recherche, une borne inférieure de la valeur optimale du sous-probleme
d’optimisation PO associé. Souvent, pour calculer cette borne, on utilise la relazation
continue qui consiste a relacher les contraintes d’intégrité sur les variables contraintes a
étre entieres, générant un probleme d’optimisation continue plus facile a résoudre, que
nous appelons PR Dans notre cas, la relaxation continue est obtenue en relachant les
contraintes de binarité :
be{0,1}" - be0,1]"

Par exemple, pour le probleme P/ contraint par la parcimonie, la relaxation continue au

niveau du nceud racine s’écrit ainsi :

" b, <K
N -1 >~
PQR/O :min |y — Hz|3 s.c. =L

L mi (2.4)
be[0,1]™,zeR™ |£B| < Mb

La solution de ce probleme relaché et la valeur de la borne inférieure sur le noeud racine

sont alors :

M= min P,
be[0,1]" wER™

(2.5)
R pR : PR
" b)) =ar m P
(=7, 57) gbe[o,l]nlg:eﬂen 2/0
Borne supérieure. La borne supérieure est définie comme la meilleure (i.e., la plus
petite) valeur de la fonction de cotit du probléme connue a une étape donnée de la résolution.
Par définition, ¢’est bien une borne supérieure sur la valeur de 'optimum global du probleme.
Elle peut étre initialisée au début de I'algorithme par la valeur +o0o ou par la valeur de
la fonction objectif d’une solution réalisable obtenue par une heuristique quelconque.
Une bonne initialisation de la borne supérieure z; permet parfois une amélioration
significative de la qualité et de la rapidité de ’exploration de 'arbre de recherche. La

borne supérieure est en général mise a jour durant I'exploration de 'arbre par la valeur de
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

la fonction objectif obtenue par la meilleure solution réalisable trouvée. Ainsi, une solution
(bR(i), D) = arg min PEO devient une nouvelle solution potentiellement optimale du
MIP, si elle est réalisable pour le sous-probleme 240 (c’est-a-dire si b1 est binaire) et si
sa valeur optimale 2/ est inférieure & la borne supéricure actuelle z;. Cette solution sera
appelée une solution potentiellement optimale du MIP. En effet, celle-ci n’est pas (encore)
dominée par une autre solution réalisable, mais pourra I’étre plus tard par une solution

trouvée ultérieurement.

Elagage d’un noeud. En utilisant la borne inférieure et la borne supérieure, I’algorithme
branch-and-bound cherche a éviter une énumération explicite de toutes les solutions
réalisables dans ’espace de recherche. L’exploration d’un nceud évalué 7 sera ainsi arrétée

(le nceud 4 sera élagué) si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

— le sous-probleme relaché associé PRO) p'a pas de solution. Dans ce cas, PO na pas
de solution non plus puisque ’ensemble de solutions réalisables pour PO est inclus

dans I’ensemble de solutions réalisables pour PR,

— La valeur de sa borne inférieure z2® = min PR est supérieure ou égale a la borne
supérieure zy. En effet, si le sous-probleme PO contient la solution optimale du

MIP, sa valeur min P® est forcément supérieure ou égale a 2% ce qui nous permet

de conclure que si z2#® > z;;, alors aucune solution réalisable du sous-probléeme P

n’est meilleure que celle déja trouvée et le sous-probleme sera élagué.

2.2.3 Algorithme branch-and-bound

Nous présentons dans 1’Algorithme 3 le schéma générique de la méthode branch-and-

bound pour la résolution d’un des trois MIP. Nous utilisons les notations suivantes :
— L : ensemble des sous-problemes actifs ;
— (b, 2) : la meilleure solution réalisable connue ;
— zp : la borne supérieure courante;;
— PRO . sous-probleme i relaché (relazation continue du sous-probleme 75(i)) ;
— 2RO = min PRO . 1a borne inférieure sur la valeur du sous-probleme 7 ;
— (2B D) : la solution du sous-probléme relaché i ;
— 21, : la borne inférieure globale du probleme:; z; = min;ey, 211,
L’algorithme génere et parcourt simultanément ’arbre de recherche jusqu’a atteindre la

condition d’arrét.
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2.2. Méthode de branch-and-bound

Initialisation : L < {Probleme initial}; zpy < +00;
Condition d’arrét : Si L = (), alors (5, &) est la solution optimale;
Sélection du noeud : Choisir un sous-probleme 7 dans L et I’éliminer de L ;

Evaluation du noeud :

début

Résoudre le probleme relaché PR .

si PR pyg pas de solution alors

’ retourner a I’étape Optimalité; > Elagage
sinon

| poser 2B et (b7 £BD) 1a valeur et la solution optimales de PR ;
fin

si 210 > 2, alors
| retourner & étape Optimalité. > Klagage
sinon

si b est binaire alors

mise a jour de la solution potentiellement optimale du MIP : b« b0
et &+ a0,

mise a jour de la borne supérieure zy < 2

éliminer de L tous les sous-problémes j tels que 20 > z;: > Elagage

mise a jour de la borne inférieure globale z;, = min;cy, 2B

retourner a 1’étape Optimalité ; > Elagage

R() .

sinon
| aller a I’étape Branchement ;
fin

fin

fin

Branchement : Choisir une variable binaire bg qui n’est pas encore sélectionnée
et subdiviser le probleme ¢ a partir de cette variable en deux sous-problémes.
Ajouter les nouveaux sous-problemes a L.

Algorithme 3 : Algorithme branch-and-bound
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

2.2.4 Condition d’arrét

L’algorithme se termine lorsque tous les nocuds dans L ont été évalués. Ainsi le saut
d’intégrité Gap, c’est-a-dire ’écart relatif entre la valeur de la borne supérieure zy et la

valeur de la borne inférieure globale zj, :

Gap = u, (2.6)

U
devient nul. La Figure 2.2 illustre la convergence des bornes calculées par ’algorithme de
branch-and-bound. En pratique, et puisque numériquement les valeurs que ’on manipule
durant le calcul des bornes inférieures sont parfois imprécises, les solveurs d’optimisation
MIP considerent en général une tolérance d’optimalité sur ce saut d’intégrité (par exemple

10~* par défaut dans le solveur CPLEX).

Il est important de noter, cependant, que le réglage de ce saut d’intégrité peut étre
critique. Dans I'ensemble de nos simulations dans le cadre des problémes inverses mal
posés, le réglage par défaut s’est avéré insuffisant : en raison de la tres forte corrélation
entre les colonnes du dictionnaire, les solutions obtenues a chaque noeud exploré peuvent
fournir une modélisation tres proche de la solution optimale, ce qui provoque souvent
larrét prématuré de l'algorithme. Il y a donc un intérét primordial a disposer d’algorithmes
d’optimisation dits exacts pour le calcul des bornes inférieures, qui convergent en un

nombre fini d’itérations et ainsi plus stables numériquement.

AN
| ]
| ]
: U
|

2L

Gap

| ]
| ]
n
| ]
| ]
| ]
V.

,

neeuds explorés

FIGURE 2.2 — Gap : I'écart relatif entre la valeur de la borne supérieure zy; et la valeur de
la borne inférieure globale z;, décroit au fur et a mesure de 'exploration des nceuds.
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2.3. Borne inférieure : Relaxation continue

2.3 Borne inférieure : Relaxation continue

Le calcul d’une relaxation de bonne qualité est un élément essentiel pour que la
méthode branch-and-bound) soit efficace. Le but est de fournir une borne inférieure sur
un sous-probléme donné 2 = min PEO) 1 plus proche de la valeur optimale min 7208
Cependant, il y a un compromis a définir entre la qualité de la relaxation et le temps
nécessaire pour la calculer.

La relaxation la plus simple utilisée par les différents solveurs MIP est la relaxation
continue. Pour des problemes contraints par la cardinalité (et avec des contraintes sup-
plémentaires de positivité des inconnues ), Bienstock [1996] a été le premier a proposer
un algorithme branch-and-bound avec une modélisation permettant de résoudre la re-

laxation continue sans variables binaires en remplacant la contrainte de cardinalité par

Sy Ty/M < K :

xq < Mb,
contraintes de (2.4) Yubg < K Y Te/M <K
=
bq € [07 1] £r Z 0
positivité x>0

Ce résultat permet de réduire le nombre de variables et par conséquent d’envisager une
résolution plus rapide. Nous exploitons cette idée et montrons dans cette section que, pour
les trois problemes 752R/0, 735%/2 et 752R+0, la relaxation continue pour chaque sous-probleme (un
nceud dans 'arbre de recherche, voir Figure 2.1) revient a un probleme d’optimisation sans
variables binaires, faisant intervenir la norme ¢; des variables continues. Nous analysons
tout d’abord les relaxations impliquées au noeud racine de ces 3 probléemes, puis nous

généralisons ces propriétés pour tout nceud de I'arbre.

2.3.1 Relaxation continue au niveau du noeud racine

Au neeud racine, aucune décision n’a été prise concernant une variable binaire. Rappe-
lons que la relaxation continue du probleme P/ (donnée par I'équation (2.4)) est alors la

suivante :

. " by < K
ot min Sy —He|3 s.c. =t
be[0,1]" zcRn 2 x| < Mb

Soit (b, ) un minimiseur de 752%. Alors, si la contrainte 3-7_; b, < K est inactive (non
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

saturée), on peut dire a 'optimum que :
. AR .
min Py = min 5y — Ha| sc. [[ofle < M . (2.7)

Maintenant, si la contrainte >3;_; b, < K est active, c’est a dire si le minimiseur se trouve
a la borne de la contrainte 37, bR K, nous montrons que la relaxation continue des

variables binaires peut étre réduite a un probleme d’optimisation en norme /;.

Proposition 1. La solution du probléeme 752}}0 est donnée par :

. = |zf|/M

(b, ) = arg  min PQR/O & =51/ R , (2.8)
bel0,1]?,zeR™ (BR = arg min73‘2/1
zeR™
avec

N x| =KM

Payi + miny Hly —Hel} s.c. Il : (2.9)
[2]loo < M

Démonstration. Soit (b, ) un minimiseur de 752% et ' un minimiseur de 752/1. Soit
b' := L |z!|. Alors, (b', ') est réalisable pour 752}}0, donc ||y — Hz®||3 < ||y — Hz!||2.
Réciproquement, &’ est réalisable pour 732/1 car ||l=f||, < M||bY||, = MY b < KM

et |20 < M||b%||oc < M. Par conséquent, ||y — Hz'|)? < ||y — Hz"|2. O

L’argument est d’ailleurs souvent avancé que la norme /; est la relaxation convexe de
la norme ¢y. Ceci est vrai sous des contraintes supplémentaires de borne, comme le montre

la Figure 2.3.

Un résultat similaire concerne la relaxation continue 735%/2 du probleme sous contrainte

d’erreur d’approximation Py/s :
0/2

1 2

A slly — Hel|l5 <€

736%/2 : mln § g bq s.C. 2y I =<
"@eR |z| < Mb

(2.10)
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Al2
M -z <M
e | :
§ — ]| < M
l' Sy .
L N — llzllo <1
—M:, G M T
-~ I
E ‘Q I'
‘5 'l
\‘ 'l
\‘ 'I
............. Y
-M

F1GURE 2.3 — Relaxation convexe de la norme £, par la norme ¢; sous contrainte de borne.

Proposition 2. La solution du probleme ’,5572 peut étre calculée

par :
R _ |..R
. = |z /M
(b, x™) =arg  min 735}2 & =71/ R (2.11)
be[0,1]", zER xft = arg min Py /5
reR™
avec

Ly —Hzl|]2 <e
Pi/e : min < |lz|l; s.c. 2y 2= 2.12
/ M

e 2]l < M

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que |x®| = Mb". Supposons que 2l <

Mb pour une composante de coordonnée qo Soit b’ : M ||, avec donc b, < b . Alors,
(b, 2®) est réalisable pour 730 J2, avec D=1 by < -1 q , qui est en Contradlctlon avec la
définition de (b, ). O

Enfin, considérons la relaxation continue des variables binaires pour le probleme pénalisé

Poyo ci-dessous :

PL sly — Hm||2+u2bq s.c. |z| < Mb. (2.13)

240 -
belo, 1]71 TER™ =1
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Proposition 3. La solution du probleme 752110 est alors donnée par :

. P = arg min P
%z =arg min Pl e S pekn 2t (2.14)
be[0,1]™ xeR™ bR _ |.’1}R|/M

ol
Poar - mindlly — Hal + Aclleli se [lzlle <M. (215)

avec Ao = 47

Démonstration. La preuve est similaire au cas précédent. O

2.3.2 Relaxation continue au niveau d’un nceud quelconque

Nous considérons maintenant un nceud quelconque de I’algorithme branch-and-bound
et la relaxation continue du sous-probleme correspondant pour les trois problemes 752]%/0,
73(’?/2 et 752}10. Rappelons que Sy (respectivement, S;) définit 'ensemble des indices des
variables binaires fixées a 0 (respectivement, a 1), et que S définit ’ensemble des indices

des variables binaires non déterminées (voir Figure 2.4) :

b§1 =1 < &s, 7é 0
bgo =0 = Ty, = 0
bs €[0,1] < x5 :indéterminées

FIGURE 2.4 — Configuration en un nceud ¢ quelconque.

Afin de simplifier le probleme, nous retirons les variables xg,, qui sont fixées a zéro,

des problemes d’optimisation associés a 1’évaluation du nceud. Pour le probleme P, /0, la
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2.4. Conclusion

relaxation continue des variables bg du sous-probléme correspondant se réduit a :

qug bq < K — ny

Qfy:  min Ly —Hs,ms, — Hams|3 sc. < |ag| < Mby : (2.16)
xs, € R™
bs € [0,1]" s, [loc < M
Tg € R™

ou np et n représentent respectivement la taille de S; et de S. Ensuite, de maniére similaire

aux développements du § 2.3.1, si (zf,bf, 2) est un minimiseur de Qs%g, alors on a

b = L|xf|. Ainsi, la solution du probléme Qf/o peut étre donnée par :
R Ry _ - A
(xf, xf ) = arg N Qa1
(wgl,bg,wg) = arg min QQR/O & bg” _ |mg|/M (2.17)
zs, € R™
i R
bs € [0,1]" bg, =1
Ts € R™
ol
sl < 7e
Qo : min  ily — Hgzs, — Hgzs|? sc. {|lzgflo <M - (2.18)
Ts, € R™
e s, < M

avec 7, = M(K — ny). En appliquant un raisonnement similaire aux deux autres for-

mulations, on obtient par la suite les problemes équivalents résumés dans la Table 2.1.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes parties de 'algorithme branch-and-
bound. Nous avons principalement étudié la relaxation continue impliquée dans 1’étape

d’évaluation de I'algorithme, ott nous avons montré deux propriétés :

— quelle que soit la formulation (contrainte ou pénalisée), tous les sous-probléemes
relachés 7521%/0, 756“}2 et 75510 impliqués dans I'évaluation de chaque noeud de 'algorithme

branch-and-bound peuvent étre reformulés sans variable binaire.
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Chapitre 2 — Branch-and-Bound et Relazation continue

Relaxation continue Probleme équivalent sans variables binaires
AR . : 1 _ 2 3 . : 1 _ B = A
2/0 be[O,llT}l"l,r;eRn 3lly — Hell; Qo1 : s, EIégll,IrlngERﬁ 2y — Hs, @5, — Hyasl;
s.c. g—10q < K 8.C. sl < 7
x| < Mb 5]l < M
bs, =1 s, loc < M
bs, =0 avec T.= M(K —ny)
AR . : n A . : 1 _
QO/Q ) bE[O,{I}lnl,nwERn q=1 bq Q1/2 ’ x5, G]Ig}llggeRﬁ MHJJSHI T
s.c. Uy —Hz|2<e s.C. Sly — Hg xs, — Hsg |3 <€
x| < Mb [25]loc < M
bs, =1 s, loc < M
bs, =0
Of .y : min slly — He|3 Qi1 : min 5|y — Hs, s, — Hgas|3
be[0,1]n, z€R i 22:1 by xg, €ER™1,z5€R A]l@s| +pum
s.C. lx| < Mb s.c. lzs|lco < M
bs, = s, [0 < M
bs, = avec Ae =17

TABLE 2.1 — Problemes de relaxation continue a un nceud quelconque de la méthode
branch-and-bound (& gauche), et problemes équivalents sans variables binaires impliquant
la norme /¢ (& droite), pour les trois formulations considérées.

— Ils se réduisent tous a des problemes d’optimisation mélangeant une fonction des
moindres carrés, des termes en norme ¢; impliquant seulement une partie des variables
(les variables pour lesquelles la décision nulle/non-nulle n’a pas encore été prise),

ainsi que des contraintes de borne sur I’ensemble des variables.

Ces propriétés présentent un intérét majeur pour notre travail. Dans le chapitre suivant
(Chapitre 3), nous allons développer des méthodes appropriées et rapides pour résoudre
les sous-problemes relachés QQ /15 Ql /2 et QQH, dans le but de construire un algorithme

branch-and-bound efficace.
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Chapitre 3 — Calcul de la borne inférieure

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la relaxation continue impliquée dans
I’évaluation de chaque nceud de ’algorithme branch-and-bound et nous avons montré que

les problemes relachés quelle que soit la formulation :

A ] . 1 e |12
Qo1 o, Eﬂg}llggew sy — Hs,@s, — Hgzs||
s.c. lzs|[, < 7o (3.1)

|Z5]loo < M, |2, |0 < M

et
A . ; 1 _
Qupz: x5 eug}ll,ralcgemﬁ a5l + 1
S.C. %Hy — Hs, s, — nggH% <e (3'2)

[®5]loc < M, ||2s, [0 < M

ou la formulation pénalisée

Qrat , min  Hlly —Hows, — sl + s,
s.c. || < M : (3:3)
s, [0 < M

se réduisent tous a des problemes comprenant une fonction des moindres carrés, des termes
en norme f; impliquant seulement une partie des variables et des contraintes de borne.
Rappelons que S;, de taille ny, dénote I'ensemble des indices des variables non nulles
(bs, = 1 dans la formulation MIP) et que S, de taille 72, dénote 'ensemble des indices des
variables non déterminées (bg € [0, 1]" dans la formulation MIP), les variables nulles ayant
été retirées du sous-probleme correspondant.

L’optimisation faisant intervenir une erreur quadratique et la norme ¢; (connue en
statistique sous le nom de LASSO pour Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
[Tibshirani, 1996]) a fait I'objet de nombreuses recherches et de nombreux algorithmes
d’optimisation dédiés ont été développés (voir par exemple [Tropp and Wright, 2009; Eldar
and Kutyniok, 2012] et leurs références). Dans ce chapitre, nous allons développer des
algorithmes dédiés permettant une résolution efficace des problémes 0, /15 9, /2 et Q2+1,
qui ne sont pas des problemes en norme ¢; standard en raison des contraintes de borne et
du fait que la norme ¢; n’est prise que sur une partie des variables.

Nous commencgons dans la section 3.2 par une étude sur les conditions d’optimalité du
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3.2. Conditions d’optimalité du probléeme pénalisé Q2+1

probleme pénalisé Q2+1. Ensuite, nous étudions deux classes d’algorithmes exacts (i.e.,
pour lesquels la solution est obtenue en un nombre fini d’itérations), permettant de garantir
les bornes inférieures calculées dans la procédure de branch-and-bound. En Section 3.3,
nous proposons une généralisation de la méthode homotopique [Osborne et al., 2000;
Efron et al., 2004; Malioutov et al., 2005; Donoho and Tsaig, 2008] pour résoudre les trois
problemes 0, /15 9, /2 et Q2+1. Cette approche semble appropriée a notre probleme étant
donné sa capacité a résoudre les trois probléemes avec la méme efficacité — en particulier
le probleme avec contraintes quadratiques 9, /2, que peu d’algorithmes connus peuvent
aborder efficacement. Ensuite en Section 3.4, nous proposons une généralisation d’un
algorithme de type ensemble actif, appelé feature-sign search dans [Lee et al., 2007] pour
résoudre le probleme QQH. Cette approche semble appropriée parce qu’elle permet le
démarrage a chaud lors de I'exploration de ’arbre de recherche. Ces méthodes sont évaluées
en Section 3.5 et sont comparées a la résolution de la formulation initiale du probleme
de relaxation continue par le solveur CPLEX. Une conclusion et 1’évocation de quelques

perspectives spécifiques cloturent ce chapitre en Section 3.6.

3.2 Conditions d’optimalité du probleme pénalisé Q2_|_1

Nous nous intéressons d’abord au probleme QQH, le probleme relaché impliqué dans la
forme pénalisée. Afin de simplifier les notations, nous considérons de maniere équivalente
le probleme d’optimisation suivant :

m%{n F(z, ) = J(x) + A\p(x) s.c. gilx) <0 Vg=1,...,n,
zeR”
avec  J(x):= i|ly — Hs,@s, — Hsxs]]3, (3.4)
p(x) = [lxs;,
ga(®) := |xg] — M.
ou, les variables nulles ayant été retirées du problemes, nous redéfinissons tout au long
T
de ce chapitre & := [ SUUH = [Hs,, Hg] et n := ny + n. La fonction objectif F(x, \)
s
est convexe puisqu’elle est la somme de deux fonctions convexes. Le Lagrangien associé
s’écrit :

Lz 7)=J(@)+ Ap(x) + > m9.(), (3.5)
q=1
avec w € R” le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes g,(x) < 0.
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Chapitre 3 — Calcul de la borne inférieure

La fonction J est une fonction lisse contintiment différentiable en tout point et son gradient

est :
VJ(z) = -H'(y — Hx). (3.6)

Les fonctions p et g, ne sont pas lisses puisque la fonction valeur absolue n’est pas

différentiable en 0. Son sous-différentiel s’écrit :

-1 six <0
O|lx| = +1 siz>0 . (3.7)
[—1,1] siz=0

La Figure 3.1 représente graphiquement le sous-différentiel de |z| en 0.

]

Sous-gradients de |z
le)

FIGURE 3.1 — Sous-différentiel de |z| : la fonction |z| pour z € R est affichée en bleu et les
droites orientées par les éléments du sous-différentiel en 0 sont en pointillé rouge.

Les sous-différentiels de p(x) et de g,(x) sont alors respectivement :

2=0 siq €S
Op(x) =Sz €R"| 2, =sgn(z,) sigeSeta,#0 (3.8)
z,€[-1,1] sigeSeta, =0

et
zp =10 pour £ # q

dge(x) =z € R"| 2z, =sgn(z,) siz, #0 ; (3.9)

zg€[-1,1] siz,=0
ou sgn(x,) est le signe de z, (1 si z, >0, -1 si x, > 0). Le vecteur * est un minimiseur
de (3.4) si et seulement s’il existe #* € R" tel que (x*,7*) satisfait les conditions

d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker appliquées aux fonctions continues, convexes et non
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3.2. Conditions d’optimalité du probléeme pénalisé Q2+1

différentiables (voir par exemple [Rockafellar, 1970], Chapitre 28) :

0 € VJ(x")+ \p(x*) + 0 m g.(x”) (3.10a)
q=1

gy(x") <0 Vg=1,....n (3.10Db)

T, >0Vg=1,...,n (3.10¢)

mge(x*) =0 Vi=1,...,n (3.10d)

Les points particuliers sont ceux qui activent les contraintes de borne (mZ = +M pour
q € SUS,) ou les points de non-différentiabilité (w3 = 0 pour q € S). Par conséquent, nous

divisons les indices des variables en cing cas possibles (que nous appelons le support) :

S ={geS | |zl =0}
So ={q€S | |z} =M} pSupport fixé

So ={¢€S: | |z}|=M} (3.11)
S ={q¢€S | 0<|z}| <M}
Sin =1{q€S1 | 0|z < M}

} Support actif

Nous détaillons maintenant les conditions d’optimalité en séparant les variables selon leur

appartenance a I'un de ces cinq cas de support. Soit :

C = —VJ({E*> = HT(y — Hglwgl — Hgmg) (312)

- Cas 1 : Conditions d’optimalité de x3,

A partir de équation (3.10d), on a mg, = 0 pour les variables nulles (ces variables

ne saturent pas les contraintes de borne). L’équation (3.10a) s’écrit alors :

0 € VJ(xg,) + AIp(zs,)

et, par 'équation (3.8), on a 8p(:c§0) = [—1,1]™. Les conditions d’optimalité de x5,
deviennent donc :
les,| < A, (3.13a)

ou A est le vecteur colonne de taille appropriée dont chaque coordonnée vaut \ et

I'inégalité est a considérer variable par variable.
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Chapitre 3 — Calcul de la borne inférieure

- Cas 2 : Conditions d’optimalité de wgu

*

Sg
sont a la borne £M. L’équation (3.10a) s’écrit alors :

A partir de 'équation (3.10c), on a 7% > 0 pour les variables, indexées par So, qui

0 € VJ(zs )+ Ap(xs_ ) + 0 > Ta9q(Z5,)

q€S

et, par les équations (3.8) et (3.9), on a :

Le sous-différentiel 9 > T,9q(25 ) peut alors s’écrire sous la forme vectorielle
4€Sp
suivante
0 > mage(@s,) = w5 ©sgn(x,),
a€Sp
ou @ désigne le produit de Hadamard (le vecteur résultant du produit terme a terme).

*

g deviennent :
O

Ainsi, les conditions d’optimalité de @

TF%D >0, avec —ecg + Asgn(wgu) + 7F§D © sgn(:l:éu) =0
& cg, = Asgn(xg ) + w5 © sgn(xg )

& cg, Osgn(zg ) = A+ (3.13b)

*

& s’écrit alors :
O

La positivité de m

cs, O sgn(xg ) > A (3.13¢)

- Cas 3 : Conditions d’optimalit¢ de xg_

A partir de 'équation (3.10a), on a w5 > 0 pour les variables non nulles qui sont a

la borne £M. L’équation (3.9) s’écrit alors :

0 € VJ(zg,) + AOp(xs,) + 0 Z o 9q(xs,)

q€Sp
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et, par les équations (3.8) et (3.9), on a

{ Op(zs ) =0

agq(wgg) = Sgn(wgg)

Les conditions d’optimalité de x5 deviennent donc :

w5 >0, avec  —cs, + w5 © sgu(xh ) =0

& csy = T, © sgn(xg,)

& csy O sgn(Tg, ) = g (3.13d)
La positivité de wgu s’écrit alors :
sy @ sgn(zg ) > 0. (3.13e)
- Cas 4 : Conditions d’optimalité de xs
A partir de I'équation (3.10d), on a mg, = 0 pour les variables non nulles qui ne

sont pas a la borne. L’équation (3.10a) s’écrit :

0 € VJ(zg, )+ Adp(xs, )

in

et, par I'équation (3.8), on a dp(xg ) = sgn(xs ). Ainsi, les conditions d’optimalité

*

de xg

deviennent :
cs,, = Asgn(zg, ). (3.13f)

- Cas 5 : Conditions d’optimalité de xg

A partir de ’équation (3.10d), on a w5, = 0 pour les variables non nulles qui ne
sont pas a la borne. L’équation (3.10a) s’écrit

0 € VJ(xg, )+ Adp(xg, )
et, d’apres I'équation (3.8), on a dp(xf ) = 0. Ainsi, les conditions d’optimalité de
xg, deviennent :

cs, = 0. (3.13g)

in

Notons que les équations (3.13f) et (3.13g) sont des systémes linéaires couplés en x% et
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xg. , que Pon peut rééerire sous la forme suivante :

Y

{ Hgm (r— HSmmgm —Hs xf )= Asgn(xs )

f

in S“L Sin
T * _ * _

Hg (r—Hs,z5 —Hs, i )=0

mn

. . — = xf — Hs xf — X &

en ayant introduit le vecteur constant r := y — Hg, xs, HS; T Hspxg , représentant
le résidu engendré par les variables fixées (les variables dans Sp et Sp sont fixées & £ M et
les variables dans Sy sont nulles). La solution de ces systemes est alors donnée par (les

détails de calcul sont présentés dans 'annexe A) :

g, (Hgm (I—- PSi")Hgm)_l (Hgm (I- pSin r— A sgn(méin» (3.14a)

in

xi = (HI Hg ) '(Hf r—H Hg x ), (3.14b)

in

ou P .= Hg, (HZ HSm)_ngm est la matrice de projection sur le sous-espace engendré

in

par les colonnes de Hg, et I est la matrice identité de taille appropriée.

3.3 Meéthode homotopique pour la résolution des trois

problemes relachés QQ/l, Q1 /2 et Q2+1

La méthode homotopique [Osborne et al., 2000; Efron et al., 2004; Malioutov et al., 2005;
Donoho and Tsaig, 2008], telle que décrite dans sa version standard pour le probleme du
LASSO au § 1.3.1, considere la forme pénalisée. Nous adaptons ici 'algorithme d’homotopie
pour résoudre les problémes 0, /15 9, /2 et QQH. La méthode d’homotopie pour le probléme
du LASSO avec contraintes de borne a été récemment proposée dans [Liang and Wang,
2017], mais l'inclusion de variables “libres” (les variables qui ne sont pas pénalisées par la
norme {1 ) nécessite des tests supplémentaires & effectuer a chaque itération et a également
un impact sur I'initialisation.

La méthode homotopique, pour notre probléeme pénalisé Q2+1 (reformulé avec les
notations de I’équation (3.4)), permet d’obtenir les solutions pour toutes les valeurs

possibles du parametre de régularisation A :

N = arg mIiRn F(x,\) sc |z <M. (3.15)
TeR?

Cet ensemble de solutions est souvent appelé chemin de solution (ou chemin de régula-
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3.8. Méthode homotopique pour la résolution des trois problémes relachés Qy/1, Oy et Q2+1

risation). La méthode d’homotopie exploite le fait que le chemin de solution est linéaire
par morceaux en fonction de A. En effet, pour une configuration donnée du support
{Sin,Sin,St, So, So}, la solution du probleme (3.4) est linéaire en A — les équations (3.14a)

et (3.14b) le montrent clairement pour les variables x5 et xs,,, les autres variables étant

in ?

constantes. Nous détaillons ci-apres les différentes étapes permettant de généraliser la

procédure d’homotopie a notre contexte.

3.3.1 Initialisation

Lorsque A — 400, les variables xs* pénalisées par la norme /; sont nulles. Dans ce cas,

les autres variables xg sont obtenues en résolvant le probleme des moindres carrés sous

1 . : 1 2 0 ’ .
contrainte de borne : _Mg;lS?SM |y — Hs, @s, ||3. Notons (¥ le vecteur défini par
zl) = arg min slly —Hs, s, |3 s ||l@s, [l <M (3.16a)
0
z = 0. (3.16b)

Plus précisément, I'équation (3.13a) montre que x% = 0 lorsque :
[H (y — Hs,2f))] <\
Ainsi, (© est le minimiseur de F'(x, \) quelque soit A > A\ avec :
2O = |HI (y — Hg,2{))]|. (3.16¢c)

A partir du point initial A, la méthode d’homotopie construit récursivement le chemin
de solutions en identifiant itérativement les différents points de rupture qui conduisent a
des changements dans la configuration du support (voir I’équation (3.11) pour la définition

du support).

3.3.2 Mise a jour récursive de la solution

Quand la valeur de A devient inférieure a A, les indices j € S pour lesquels
|h]T(y - HsTlméol)ﬂ = A9 quittent Sy pour créer le nouveau sous-ensemble S;,. Cette
nouvelle configuration de support reste valide pour tout A € (AN, XO], ot A1) définit

le prochain point de rupture, etc. Une séquence décroissante {A\(*)}; est ainsi construite
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itérativement (avec les solutions optimales associées ") simplifiées en 2*) par la suite),
en testant tous les changements possibles qui peuvent se produire sur la configuration du
support et en sélectionnant les changements correspondant a la plus petite diminution de
A. Ensuite, la configuration du support est mise a jour, et un nouveau point de rupture
est recherché. Puisque le chemin de la solution est linéaire par morceaux en fonction de A,

la solution £ au k®™° point de rupture peut s’écrire :

x®) = g+ 4 k) g®) (3.17a)
et AB) = \=1) (k) (3.17Db)
ott d représente le vecteur des changements de pente et v*) > 0 est la longueur de

Pintervalle [A®), X#=D] A partir des équations (3.14a) et (3.14b), la direction d® est

obtenue par :

dg?) = (Hgm(I — PS"")Hgm)*lsgn(wgfl)) (3.18a)
d) = —(HI Hs,)'HI H; d (3.18b)
d¥ = 0Vq ¢ {Sin USin}, (3.18c¢)

ott la derniere égalité concerne les variables qui sont fixées & zéro ou a £M et PSi est la
matrice de projection sur le sous-espace engendré par les colonnes de Hg, , définie en fin
de Section 3.2.

3.3.3 Calcul de longueur de pas

La longueur de pas 7*) est obtenue comme la plus petite valeur positive v > 0
telle que 21 + 7d(k) atteint un nouveau point de rupture. Ces points de rupture se
produiront & des valeurs spécifiques de A, pour lesquelles (au moins) I'une des conditions

des équations (3.13a)—(3.13g) est violée. Nous introduisons les notations suivantes :

_ k—1 k-1
th=D =gy — Hg:z:(S ) Hglmél ),

oD .— HTt(k—n7
u® = Hg, d" + Hs,df,
w® = A u®, (3.19)

Cinq cas différents peuvent se produire, que nous détaillons ci-apres.
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1. Une composante d’indice { € S, devient nulle. D’apres I'équation (3.17a),
a:ék) = xék_l) + 'ydék) =0

peut se produire lorsque :
(k=1)

3.20a
o (3:20)

’}/ —=
2. Une composante d’indice { € Sin ou l €Sy, atteint la borne M ou —M, selon son

signe courant (par construction, il n’y a pas de changement de signe entre 2 et
xék)) A partir de (3.17a),

v = 2™ 4 qd)? = Msgn(af )

peut se produire lorsque :

k—1 k—1
d '

v =

3. Une composante d’indice { € Sy devient non nulle lorsque I'égalité dans I’équa-
tion (3.13a) est atteinte. En insérant les équations (3.14a) et (3.14b) dans I'équa-
tion (3.13a), on peut montrer qu’elle peut devenir positive (respectivement, négative)

quand :

A=) (=1

k=1 ,Ulgk—l))

<respectivement, quand vy = 0

1- w(g
Les détails de calcul sont présentés dans 'annexe A.

4. La contrainte de borne pour une composante d’indice { € Sg devient inactive. Cela se
produit lorsque le multiplicateur de Lagrange correspondant 7, dans I'équation (3.13d)

devient nul, ce qui donne :

(3.20d)

Les détails de calcul sont présentés dans 'annexe A.

5. La contrainte de borne pour une composante avec indice { € Sg devient inactive.

Cela se produit lorsque le multiplicateur de Lagrange correspondant 7, dans I’équa-
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tion (3.13b), devient nul, ce qui donne :

_ sgn(a T HAED — Y

sen(ey’ ") —wy”

(3.20e)

Les détails de calcul sont présentés dans 'annexe A.
Le pas choisi 7®) est alors le pas positif le plus petit parmi tous les pas possibles définis
par les équations (3.20a)-(3.20e). En théorie, celui-ci peut étre obtenu par plusieurs
conditions simultanément ; si cela se produit, la configuration du support est mise a jour

en conséquence.

3.3.4 Solution pour le probleme pénalisé Q2+1

Pour résoudre le probleme Q2+1 de I'équation (3.3), l'algorithme s’arréte lorsque la
valeur cible du parametre de pénalisation, A, est atteinte, c’est-a-dire apres la k™€ itération
telle que A\, € [)\(k), )\(k’l)]. Ensuite, la solution étant linéaire en A sur cet intervalle, la

solution optimale 2 pour A = ). est déterminée par :

= g*=D 4 4*dk) (3.21)

’

avec v* = A, — A,
Notre algorithme d’homotopie est résumé dans 'algorithme 4. La figure 3.2 montre un

chemin de solution typique pour un exemple avec 5 variables : S = {1,2,3} et S; = {4,5}.

Soit k = 0. Initialiser A\?), 2© par les équations (3.16a)(3.16c¢).

tant que \*) > )\, faire
k+—k+1

Mettre & jour d® par les équations (3.18a) (3.18b).

Déterminer la taille de pas v*) comme la plus petite valeur positive calculée &
partir des équations (3.20a)(3.20e).

Calculer (z®), \(®)) par les équations (3.17a)—(3.17b).

Mettre & jour les ensembles d’indices {S,, S, So, So, So}.
fin
Calculer & par 1’équation (3.21).

Algorithme 4 : Algorithme homotopique pour résoudre le probleme Q2+1 avec
A=A
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T initialement

itération finale

la cible ¢

FIGURE 3.2 — Exemple de chemin de solution donné par la solution &* du probleme (3.4)
en fonction de A, avec 5 variables : S = {1,2,3} et S; = {4,5}. Chaque plan correspond &
une nouvelle partie du chemin A € [A® A*=D]. Les cercles représentent les événements

provoquant un changement dans la configuration du support. Les lignes pointillées verticales

représentent les points de rupture.
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3.3.5 Solutions pour les problemes contraints 9, /1 et Ql /2

Les deux termes de la fonction objectif 3 ||y — Hgx} —Hg, @ |3 et |||,

lorsque A diminue de fagon continue, la norme ¢; des variables pénalisées |||,

continfiment et la fonction des moindres carrés ||y — Hsxz — Hg 2% ||3 diminue contind-

étant convexes,

augmente

ment. Pour cette raison, la méthode homotopique peut également résoudre les problemes
contraints QQ 51 et Ql /2, en s’arrétant lorsque la valeur du parametre correspondant 7. ou

€. est atteinte (voir Figure 3.3). Plus précisément :

N
p(a’) = 3;llzgls
T(‘,

2

yo o J(@®) = 3lly — Hs x5, — Hgxg||3

(¥
4

FIGURE 3.3 — Front de Pareto : Ensemble de solutions optimales (%Hy —Hzx*||3, & Ha:§|]1>

en fonction de A\, et illustration d’un critere d’arrét pour I'algorithme d’homotopie.

— Pour O, /1, lalgorithme s’arréte au premier point de rupture tel que la norme ¢,
des variables pénalisées H:c(gk)Hl dépasse la valeur 7, := M (K — n;). Ensuite, dans
intervalle correspondant [A*) A\(*=1] 1a solution est donnée par I'équation (3.21).

(k—1)

Par construction, il n'y a pas de changement de signe entre et la solution

optimale % telle que ||zf||; = 7.. Ainsi, la valeur de v* telle que
Izt =7 & |z* Y +ydP =7

est donnée par :
R .l

T Sgn(w(k—l))Td(k)'

Les détails de calcul sont présentés dans 'annexe A.

Y (3.22)

— De méme, pour 9, /2, lalgorithme s’arréte au premier point de rupture tel que

Ly — Hz®||3 < e. En remplacant 'équation (3.21) dans I'expression des moindres
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carrés, la valeur de v* telle que
Uly — Hal2 = . & [ly — Ha®Y 1+ Hd® |2 = 2,

peut étre trouvée en résolvant une équation quadratique scalaire (les détails de calcul

sont présentés dans 'annexe A), dont la solution est :

k=T (k) _ \/ (t<k—1>Tu<k>)2 — u® T ®) (DT _ ¢ )
Y= 7 : (3.23)
w® Ty k)

oit t*=1) et u® sont définis dans 1’équation (3.19).

3.3.6 Mise en ceuvre et aspects pratiques

Cette section détaille quelques aspects pratiques de la mise en ceuvre numérique de

I’algorithme d’homotopie.

~

Mise a jour récursive. A chaque itération de la procédure, la majeure partie du
temps de calcul est consacrée a la résolution des systémes linéaires donnés par les équa-
tions (3.18a)(3.18b), dont la taille correspond respectivement a celle de S;,, et S;,. Puisque
la configuration de support ne change que par une composante entre deux points de rupture,
la matrice inverse des équations (3.18a)(3.18b) peut étre calculée de maniere récursive en
effectuant des mises a jour de rang 1. Pour cela, nous utilisons une stratégie rapide basée
sur le lemme d’inversion des matrices partitionnées [Hager, 1989]. Cette stratégie nous
est apparue la plus efficace par rapport a d’autres techniques comme la factorisation de

Cholesky, ot il est plus compliqué de gérer les retraits (voir Annexe A).

Réduction du nombre de tests. Nous notons également que, pour chaque composante
non nulle avec indice ¢ € S;,, seul un des deux tests définis par les équations (3.20a) et
(3.20b) est nécessaire : selon le signe de la pente associée, la composante peut soit atteindre

(=D 5 0 et si I’amplitude augmente

la borne +M soit devenir nulle. Par exemple, si x
lorsque A\ diminue (dék) > (), alors le seul changement possible du support est lorsque
x, atteint la borne supérieure M : cette composante ne peut devenir nulle. Ainsi, au

paragraphe 3.3.3, seul le cas (2) doit étre envisagé et non le cas (1).
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Cas particulier de 0, s2 dans l’algorithme branch-and-bound. Nous concluons
cette section par deux remarques importantes concernant la résolution du probleme
9, /2 par la méthode homotopique. Rappelons que le probleme 9, /2 est la relaxation
continue permettant de calculer la borne inférieure (notée z) au sein de 'algorithme
branch-and-bound pour la reformulation en MIP P, /2 (voir Section 2.3). Dans I'algorithme
branch-and-bound, cette borne inférieure est comparée a la borne supérieure globale zy,
et si zp est supérieure a zy, alors le neeud sera élagué (voir Section 2.2 pour le principe

d’élagage de la méthode branch-and-bound). Par conséquent :

1. durant la résolution de O, /2 par homotopie, puisque |2, augmente au fil des
itérations, on peut arréter et élaguer le nceud deés que la valeur de |||, dépasse
la borne supérieure zy. Il est donc inutile de continuer jusqu’a la valeur cible
(Jl®]|, = 7.) puisque la valeur de ||2*||; sera toujours plus grande que zy et le

neeud sera élagué dans tous les cas.

2. Etant donné que zy est entier (zu est la norme {y de @), il est clair que le noeud

peut étre élagué des que la borne inférieure dépasse zy — 1.

La figure 3.4 illustre ces deux points.
1 . AN
arlleslle 4+

U — 1F---- é"" """""""""""

MY 0 3lly — Hs, xf, — Hga|3

@

FIGURE 3.4 — Ensemble de solutions optimales (%Hy — Hs, x5, — Hgxz||3, 3 |2z + nl)
en fonction de A, et illustration d’un critere d’arrét avec 'algorithme d’homotopie pour la
formulation Q; /2. L’algorithme peut étre arrété (et le noceud correspondant sera élagué)
des que 7 ||&k|lL + 1 > zp — 1, ot zp est la borne supérieure (la norme ¢ de la meilleure

solution connue de Py, a une itération donnée de 'algorithme branch-and-bound).

72



3.4. Algorithme d’ensemble actif pour le probléme relaché Q2+1 avec redémarrage d chaud

3.4 Algorithme d’ensemble actif pour le probleme re-

laché Q. avec redémarrage a chaud

Le principe des méthodes de type ensemble actif pour résoudre un probleme d’optimisa-
tion convexe sous contraintes [voir Nocedal and Wright, 2006, Section 16.5], est d’optimiser
itérativement des sous-problemes avec un ensemble de contraintes actives (appelé support
des contraintes actives). La configuration du support est mise a jour a chaque itération
dans une direction minimisant le critere, ce qui va assurer la convergence de I'algorithme.
Pour le probleme standard en norme ¢; (voir I’équation (1.10)), de nombreux algorithmes
d’optimisation de type ensemble actif dédiés ont été développés (voir par exemple la
these [Loth, 2011] et ses références). Nous proposons de résoudre le probleme relaché
impliqué dans la forme pénalisée Q2+1, par une généralisation d’un algorithme de type
ensemble actif, appelé feature-sign search dans [Lee et al., 2007], initialement proposé
pour le cas standard des moindres carrés pénalisés par la norme ¢;. L’avantage de cet
algorithme est sa capacité de démarrage a chaud en partant de n’importe quelle solution,
contrairement a la procédure homotopique qui ne peut étre initialisée qu’en considérant
x5 = 0. En revanche, il est dédié au probléme pénalisé (1.12) et ainsi le méme algorithme

ne permet pas de résoudre les formulations (1.10) et (1.11).

3.4.1 Principe de fonctionnement

Afin de lever toute ambiguité, nous appelons ici ensemble actif 'ensemble des variables
actives dans le probléme, i.e., non nulles et n’atteignant pas la borne (en effet, ces
algorithmes sont parfois présentés en considérant I’ensemble des contraintes actives qui, a
I'inverse, se réferent a ’ensemble des variables inactives). Plus précisément, notre algorithme
d’ensemble actif considere séparément I’'ensemble dit actif composé des variables non fixées
pénalisées par la norme /; (i.e., x5, ) et des variables non fixées non pénalisées (i.e., xs,,)
et 'ensemble dit inactif composé des variables fizées (CCgD, xs, et x5 ). En n'importe quel

point @, on définit, de la méme fagon que dans I’équation (3.11), un support comme suit :

s, ={z, | V¢€S, 0< |z, <M}
xs, ={x, | YgeS;, 0< |z, <M}
x5, ={r, | Vq€S, |v,]=0} (3.24)
x5 ={r, | Yq€S, |v =M} ;ensemble inactif/fixé

zoy = {r, | Vg€ S, |o,| = M)

} ensemble actif
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Chapitre 3 — Calcul de la borne inférieure

L’optimisation se déroule en alternant entre deux étapes : inactivation et activation de
variable jusqu’a trouver la solution optimale. Nous détaillons ci-apres le fonctionnement

de Dalgorithme proposé. Rappelons le probléme Qs que nous cherchons a résoudre :

Qo min - Fl@) = sy — Hs, s, — Hgas |3 + Acl|as 1
s.c.  |@gllee <M ' (3.25)
s, [0 < M

3.4.1.1 Recherche en ligne discrete et inactivation de variable

Considérons un point courant quelconque x et notons @s, le vecteur signe (de valeurs
—1 ou 1) des variables non nulles intervenant dans le terme en norme ¢, de sorte que
|zs||1 = 0% x5, . A partir des variables actives @s, s, notre algorithme cherche & trouver

mn m mn n
la meilleure solution réalisable (i.e., satisfaisant les contraintes de borne du probleme
Qs41), dont le signe est cohérent avec le vecteur signe s, . Pour cela, on considere le

critere a signe fixé :

2 T
| 2 + )\Ceg’m il:gm

our:= y— Hg x5 — Hsyws, est le vecteur constant représentant le résidu engendré
par les variables fixées (les variables dans Sp et Sp sont fixées & =M, et les variables dans
So sont nulles). Nous commengons par résoudre le probléme non contraint en les variables

actives :
(x5, xg") = arg_min  Fi(x,0). (3.26)

in m§m’m5in
En exploitant les conditions d’optimalité décrites en Section 3.2 (en particulier, le systeme
d’équations (3.14a) et (3.14b), les détails des calculs sont dans 'annexe A), la solution de

ce probleme est donnée par :

new  __ T _ -1 T ~
e = (HE, Ho,) (B, r — HI Hy a2)
ot B :=I- Hg, (Hf Hs,, ) 'H{ . Nous complétons alors " en y adjoignant les

new
So
Soient les deux conditions suivantes :

— — new __ _ new __
=g, Tg = Tgy et T " = Tsy.

variables inactives du point courant : @ g

C1 : le signe de g™ est cohérent avec le vecteur signe 6s = (sgn(xg™) = 05, )
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Cy @ &V satisfait la contrainte de borne (||2"V|| < M).
Nous distinguons alors deux cas de figure.

— Si les deux conditions (C;) et (Cy) sont vérifiées, alors par construction F/(z™*V) <
F(x) et ™" est réalisable pour le probleme (3.25); " devient alors la solution

actuelle.

—— Sinon (on a alors ™" # x), une recherche en ligne est effectuée dans la direction de

new

x a ", reposant sur la Proposition suivante.

Proposition 4. [ existe une solution
=z +t(z"" - x) (3.28)
avec t € [0,1], telle que

F(z') < F(x).

Démonstration. Par définition, pour 0 fixé, on a Fy(x"*"V,0) < Fi(x, 0) puisque "V

est la solution optimale du probléme (3.26). D’autre part, la fonction ¢t — Fy(x', 0)
est quadratique en ¢, minimale en ¢ = 1 et décroissante en ¢t = 0 et tant que
sgn(x') = 0 (le signe de @' ne change pas), Fy(x',0) = F(x') (le vrai critére). Ainsi,

F' diminue en ¢ = 0, et une recherche en ligne dans la direction de "V réduit

forcément le vrai criteére. O

Recherche en ligne discrete

Nous décrivons ci-apres I’étape de recherche en ligne, qui va parcourir ’ensemble des
points &' = x + (™" — x) ou une coordonnée subit un changement de signe, pour
t € [0, ™) ou ™ < 1 définit la valeur maximale de ¢ telle que ||&'||. < M, que nous

allons d’abord expliciter. On peut distinguer deux cas possibles :

new

L. Si sgn(z,) = sgn(zy,

), alors on a sgn(z,) = sgn(z;). Ainsi

2| = M <z, = Msgn(z,) & x4 +t(x) — x,) = Msgn(z,)

& t=(Msgn(z,) — a:q)/(a:‘qlew —Z,).
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new

2. Si sgn(zy

) # sgn(z,), alors on a sgn(x,) = —sgn(x,). Ainsi

_q;f] — —Msgn(xq) < gt t(.itgew — $q) = —MSgn(xq)

& t=(—Msgn(r,) — xq)/(xgew —Iy).

La borne de I'intervalle t™?* est donc obtenue par

tmax

M-z, —M—
= min min*{ o xq}, (3.29)

S ’
qe{sinasin} Jﬁgew — xq xf}lew _ xq
ot mint est la fonction minimum restreinte aux valeurs positives :

min{a,b} si a>0etb>0

i >0etb<0

min*{a, b} — a si a e
b si a<0etb>0
0 si a<0etb<0

Notons f(t) la valeur de la fonction objectif F'(x'). Par construction, f est continue
et quadratique par morceaux sur [0, ™| et sa forme change lorsquune composante de
x' change de signe. Une illustration est donnée en Figure 3.5. 11 y a donc un nombre
fini de points d’intérét (ot au moins un coefficient dans le support actif devient nul) ou

évaluer f(t). Parmi ceux-ci, celui dont la valeur objective est la plus faible, soit 2! avec

"= arg inf (1),
est choisi comme nouvelle solution. Ensuite, les éléments qui sont devenus nuls (ou qui ont
atteint la borne, si t* = ™), sont supprimés de ’ensemble actif.
Cette étape est répétée jusqu’a trouver un ensemble actif xg, ayant un signe g
cohérent avec le signe de ™, la solution du probleme non contraint. Une fois le probléme
résolu pour ce sous—ensemblé actif et lorsque la solution vérifie la condition d’optimalité (Cy),

alors I'ensemble actif est agrandi par I’étape d’activation de variable.

3.4.1.2 Activation de variable

Cette étape consiste a choisir 1’élément de I’ensemble inactif violant le plus fortement
les conditions d’optimalité des variables fizées (x5, , xg et x5, ) pour I'ajouter a l’ensemble

actif. Nous considérons séparément les trois cas.
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o T T T T ‘
L Y M=2
Y .
0 tmaz = 0.9 |2
0 ' o L
& T i
: 1
0 i . 9
1 t2 =0.8
o ' Qti=05
=
o B n —@ o
1 1
8 1 1
B 1 1
o oo |2
1 1 '
o 1 1 1 Oz
O L 1 1 1
,_{N)' ti t2 1 tmazt ® "
1 1 1 g
O N NG I ® ® ¥ Y &
t
a) fonction f(t) b) chemin de solution x*

FIGURE 3.5 — Exemple de recherche en ligne : a) la fonction quadratique par morceaux f(t)
(en bleu) sur [0, ] avec t™** = 0.9; b) le chemin de solution associé¢ ' (en pointillé)
qui relie la solution actuelle & (en bleu) a la solution du probléme non contraint "% (en
vert).

— Pour les variables xg fixées a 0, I'élément violant le plus les conditions d’optima-

lité (3.13a) est choisi par :
Jo = arg max;rego (lej] = Ae)- (3.30)
ol max™ est la fonction maximum sur les valeurs positives :

max{a,b} si a>0ectb>0

i >0etb<0

max+{a,b}: “ Loa ¢
b si a<0etb>0
1] si a<0etb<0

et, pour rappel, ¢ = H' (y — Hg, x5, — Hgxs).

— Pour les variables pénalisées xs_ fixées a la borne £M, I'élément violant le plus les

conditions d’optimalité (3.13¢) est choisi par :

j1 = argmax’ (—sgn(z;)c; + \e). (3.31)
Jj€So
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— Pour les variables non pénalisées xg fixées a la borne, I'élément violant le plus les

conditions d’optimalité (3.13e) est choisi par :
jo = argmax” (—sgn(z;)c;). (3.32)
J€Sh

Enfin, la variable d’indice j* = jy j1 ou js, engendrant I’écart maximal parmi les trois
équations (3.30), (3.31) et (3.32), est choisie pour intégrer ’ensemble actif. La derniere

étape consiste maintenant a deviner le signe associ¢ a la nouvelle composante activée.

3.4.1.3 Signe de la variable activée

Pour les variables non nulles fixées a la borne £M, le signe correspondant est bien
défini. Ainsi, si la variable d’indice j* choisie pour intégrer ’ensemble actif appartient a
S ou Sp, la variable garde son signe et 6« = sgn(z;«). Maintenant, le probleme se pose
lorsque la variable choisie j* appartient a 'ensemble inactif des variables fixées a zéro,
So. Dans ce cas, activation de cette variable nécessite une estimation de son signe. Nous
reprenons une heuristique proposée dans l'algorithme feature-sign search de Lee et al.
[2007], qui exploite le signe du gradient V.J(x;+) en x;» pour deviner son signe. En résumé,

le signe de la variable activée est le suivant :

0,0 — { sgn(r;+)  si j* € {So ou Sp} . (3.33)

sen(—cj-) si j* € {So}

3.4.2 Redémarrage a chaud

Le démarrage a chaud signifie généralement 1'utilisation d’une solution initiale choisie
de maniere a accélérer la résolution d’'un probléeme donné. Dans la procédure de branch-
and-bound, il s’agit d’initialiser la résolution du probléme relaché a chaque noeud de I’arbre.
Par construction, 'algorithme d’ensembles actifs décrit précédemment peut étre initialisé
en tout point satisfaisant les contraintes du probleme. Dans le cas du probleme pénalisé
QQH, les seules contraintes a prendre en compte sont les contraintes de borne, ainsi, a

chaque neceud, tout point © tel que

(0) |
©
|*’L'Sl |

0
20

|z

IA A

M
M
0
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peut étre utilisé comme point de départ.

Souvent, il est utile de se servir des méthodes permettant le démarrage a chaud
lorsque nous devons résoudre une famille de problemes connexes. Si nous considérons
que l'algorithme d’ensemble actif, pour la résolution de la relaxation continue, comme un
schéma itératif, alors la progression de I'algorithme peut étre mesurée approximativement
comme la « distance par rapport a l'optimalité », c’est-a-dire le degré de violation des
conditions d’optimalité. Plus le point de départ est proche de la solution recherchée, plus
on peut espérer que la résolution et la convergence de l'algorithme seront rapides. De ce
point de vue, nous choisissons d’utiliser la solution du probleme relaché du neeud parent
comme initialisation pour les neeuds fils car ce sont des problemes tres proches, voir le
schéma de la méthode branch-and-bound en Section 2.2 : les deux nceuds fils ne different
en effet du noeud parent que par une seule contrainte qui porte sur la variable choisie
pour la séparation. Cette initialisation permet également d’exploiter des informations
supplémentaires obtenues en sortie du nceud parent, comme les inverses de matrices
intervenant dans les calculs de 'équation (3.27), qui seront utilisées a la premiere itération

de I'algorithme.Nous testerons et illustrerons lefficacité de cette idée dans la section 3.5.

3.4.3 Synthese de P’algorithme

Le fonctionnement de notre algorithme d’ensemble actif est décrit dans 1’Algorithme 5.

Par construction, I'algorithme converge vers un minimum global en un nombre fini d’itéra-
tions. Une preuve complete peut étre trouvée dans [Lee et al., 2007] pour le cas standard du

LASSO (moindres carrés avec pénalisation (1), qui s’étend sans probleme aux spécificités
de F(x).

A chaque itération, la partie majeure du temps de calcul est consacrée a la résolution
des systémes linéaires dans (3.27), dont la taille correspond respectivement a celle de S;,,
et S;, pour calculer "*V. Puisque la configuration de support ne change que par une
composante entre deux itérations, nous utilisons une implémentation astucieuse basée sur
le lemme d’inversion des matrices partitionnées pour un calcul récursif plus rapide des

matrices inverses comme pour ’algorithme d’homotopie (voir Section 3.3.6).
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Initialisation :  + x°; 8 «+ sgn(x®); {Si,Sin,So, So, So} par (3.24).

Etape 1:
début
répéter
calculer ™" par (3.27);
calculer t* = arg mine (o max] f(1) ;
mettre a jour la solution x + x + t*("V — x) ;
mettre & jour le signe 0 < sgn(x);
mettre a jour le support par (3.24) ;
Jusqu'a sgn(x) = sgn(x") et ||e""| < M;

fin

Etape 2:

début

si les conditions d’optimalité (3.13a),(3.13e) et (3.13c) sont satisfaites, alors
| retourner x la solution optimale.

sinon

choisir un indice j* € Sy U Sq U Sq, a partir de (3.30),(3.32) et (3.31),
correspondant & une condition d’optimalité violée ;

mettre a jour le signe ;- de la variable choisie :
si j* € Sy alors
| Qj* < Sgn (—Cj*)
sinon
| 0 < sgn (z;+)
fin
retourner a I’étape 1.

fin
fin

Algorithme 5 : Méthode d’ensemble actif pour résoudre Q2+1.

3.5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous nous concentrons sur la performance des algorithmes proposés
dans ce chapitre pour le calcul de relaxations continues dans un schéma de branch-and-
bound (cf. Section 2.2). Pour pouvoir comparer les méthodes dans les mémes conditions,
nous utilisons un schéma d’algorithme branch-and-bound commun, ot nous fixons les
mémes stratégies de branchement et de parcours d’arbre. Nous utilisons une stratégie de

branchement qui consiste a sélectionner la variable de la relaxation continue b,.5 ayant la
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valeur maximale [Bertsimas and Shioda, 2009] et une stratégie de parcours favorisant les
branches de 'arbre du c6té b; = 1 en premier. Nous insérons ’algorithme d’homotopie
(cf. Section 3.3) et d’ensemble actif (cf. Section 3.4) dans ce schéma de branch-and-bound,

que nous appelons B&Bgr.gyom et B&Br_act. Ensuite, nous effectuons plusieurs tests :

1. Nous testons B&Bg_gon sur les trois formulations 752 /05 750 /2 et 752+0, puisque le méme
algorithme d’homotopie proposé (cf. Section 3.3) permet la résolution, de maniere
similaire, des trois problemes relachés Q2 /15 Ql /2 et Q2+1 définissant la relaxation
continue. La méthode homotopique ne permet en revanche aucun redémarrage a
chaud puisqu’elle impose une initialisation de la résolution du probleme relaché par

la solution donnée dans 'équation (3.16).

2. Nous testons B&Bg.aet sur la formulation pénalisée 752+0, étant donné que I'algo-
rithme d’ensemble actif proposé dans la section 3.4 ne se transpose pas simplement
a la résolution des problemes relachés Qg/l et Ql s2- En revanche, il permet une
initialisation par n’importe quel point réalisable. Ainsi, nous réalisons des tests
sans redémarrage a chaud, en partant a chaque nocud du méme point donné par
’équation (3.16) (initialisation de la procédure homotopique) et avec redémarrage a
chaud en initialisant la relaxation continue d’un nceud courant par la solution de

son nceud parent, comme expliqué au § 3.4.2.

Ensuite, nous comparons les performances de ces algorithmes a la méme stratégie
d’exploration branch-and-bound, ou la relaxation continue est résolue avec le solveur de
programmation quadratique CPLEX v12.8 (noté B&Bg_cprex). Toutes les méthodes sont
implémentées en C++ et exécutées sur une machine UNIX équipée de 31,1 Go de RAM
et de quatre processeurs centraux (CPU) Intel Core i7-6600U cadencés a 2,60 GHz. Les
calculs sont limités a un seul coeur afin de se concentrer sur la performance des algorithmes

(capacités de parallélisation désactivées) ; le temps CPU maximum est fixé a 1 000 secondes.

Nous étudions d’abord la performance des algorithmes en temps de calcul (tous les
algorithmes sont exacts et donc la solution sera la méme) sur des probleémes simulés de
déconvolution parcimonieuse, puis sur des problemes simulés de sélection de variables

générés sous forme aléatoire.
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3.5.1 Problemes de déconvolution parcimonieuse

La déconvolution impulsionnelle est un probleme inverse classique en traitement du
signal (cf. § 1.2.1.1), qui vise a estimer une séquence parcimonieuse  a partir d'une
observation bruitée sous un modele de la forme y = Hx + €, ou H est une matrice
de convolution discrete et € est un terme aléatoire qui représente le bruit et les erreurs
de modele. Nous considérons les exemples de problémes! proposés dans [Bourguignon
et al., 2016], on y € R H € R?*1% [es données sont contaminées par un bruit
blanc gaussien € de rapport signal sur bruit RSB = 10 dB et M = 1.1|H" y||«, comme
dans [Bourguignon et al., 2016]. Les colonnes de H sont normalisées, et le nombre de
composantes non nulles K varie de 5 a 9 pour les problemes Py /0. Pour les problemes
750 /2 et 752+0, les parametres respectifs € et p sont réglés de fagon statistique en fonction
de I'écart-type o du bruit et du degré de parcimonie : € est accordé de telle sorte que la
probabilité P(||e||3 <€) =95 %, et u = 20%log(1/p — 1), ot 6% est la variance du bruit et
p = K/n (voir exemple [Soussen et al., 2011] pour ce réglage). Malgré leur faible taille, ces
problemes sont difficiles a résoudre en raison de la forte corrélation entre les colonnes de
la matrice H.

Les résultats de temps de calcul moyennés sur 50 instances de chaque probléeme sont
consignés dans la Table 3.1. Pour tous les problemes, les trois algorithmes explorent le méme
nombre de nceuds, puisqu’ils utilisent la méme stratégie branch-and-bound. Ainsi, refletent
directement les performances des algorithmes de relaxation continue intégrées sur I’'ensemble
du parcours de I’arbre de recherche. Nous comparons les temps de calcul séparément pour

chacune des trois formulations du probleme d’approximation parcimonieuse.

1. Pour les problémes 752/0 : B&Br.nowm résout plus d’instances dans le temps
maximal autorisé (1 000 s). Ainsi, pour K = 7, deux instances ne sont pas résolues
par B&Bgr.cpLex en temps autorisé, alors que toutes les instances sont bien résolues
par B&Bgr.gom. L'algorithme B&Bgr_pown est plus efficace que B&Bgr.cprex sur toutes
les instances (K =5, K =7 et K =9), avec une résolution de 10 fois (pour K = 9)
a 12 fois plus rapide (pour K = 7).

2. Pour les problemes 750/2 . les résultats sont encore plus marqués, B&Bgr.gom
surpassant largement B&Br_cprLex sur toutes les instances en temps de calcul. En
particulier, B&Bgr.gom a un temps de 60 a 110 fois plus rapide que B&Br_cprex. 11

arrive aussi a prouver I'optimalité pour toutes les instances, tandis que B&Br_cprex

1. Les données sont en ligne a l'adresse pagesperso.ls2n.fr/~bourguignon-s/download_MIP.html
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3.5. Résultats expérimentaux

Probleme B&BR—HOM B&BR—CPLEX B&BR—Act

avec redémarrage | sans redémarrage

a chaud a chaud

Temps | Nds |E| Temps | Nds | E | Temps | Nds |E| Temps | Nds | E

(s) | (10%) (s) | (10°) (s) | (10°) (s) | (10%)
=500 | 128 (0| 7.7 | 1280
Pojo | K =7 | 6N | 17.89 | 0| 141.9 |17.89 | 2
=9 | J4880 |57.37 | 9| 448.1 |57.46|30
=502 | 021 0| 6.0 | 0210
Poja | K =700 | 2.32 | 0| 852 | 2320
=9| 280 | 522 |0| 296.9 | 5.22 |18
K=5| 1.8 |201|0| 32.6 |202]|0| 0% |202|0| 1.9 |202]|0
Poro | K=7| 7.3 |1020(0| 187.3 |10.22| 7 | [4&4 [ 10.22|0| 15.9 |10.22|0
K=9| 25.6 |31.80|5| 470.7 |31.87|28 ||l |31.88|4| 36.5 |31.88|6

TABLE 3.1 — Efficacité algorithmique pour des problemes de déconvolution de taille m = 120
et n = 100 en fonction du nombre de variables non nulles K € {5,7,9}. Temps de calcul,
nombre de nceuds explorés (Nds) et nombre de problemes non résolus en 1000 s (E). Les
moyennes ne sont faites que sur les instances qui ont pu étre résolues en moins de 1000 s
par les trois algorithmes.
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échoue avec K =9, ou 18 instances sont non résolues en 1000 s.

3. Pour les problémes 752+0 : B&Br.nom est toujours meilleur que B&Br_cprex
(environ 20 fois plus rapide). En revanche, le temps de calcul est en faveur de
B&Bgr.act avec redémarrage a chaud, qui est environ deux fois plus rapide que
B&Br.nom et résout plus d’instances en moins de 1000 s. On remarque aussi
Pefficacité du redémarrage a chaud pour I'algorithme d’ensemble actif, permettant

d’accélérer la résolution d'un facteur deux (pour K =9) a quatre (pour K = 7).

De manieére générale, on peut dire que I'algorithme B&Bgr_powm est meilleur sur les problemes
752/0 et ﬁo/g, alors que pour le probleme 752+0, I'algorithme B&Bg_a¢t s’est avéré plus

avantageux.

3.5.2 Problémes de sélection de variables

Nous considérons également des problemes simulés de sélection de variables avec des
données générées aléatoirement (voir [Bertsimas and Shioda, 2009; Zheng et al., 2014]
pour des simulations similaires), ot H € R™*" avec n = 2m. Les coefficients de H sont
gaussiens, le choix des coeflicients non nuls est aléatoire et les amplitudes associées sont
générées selon u + sgn(u), ou u est gaussien centré de variance unitaire, afin d’éviter des
valeurs arbitrairement faibles. En raison de la nature aléatoire de H (il y a alors une
faible corrélation entre les colonnes), ce type de probleme est plus facile a résoudre, c¢’est
pourquoi nous pouvons monter en dimension : nous considérons ici n = 500 et n = 1000,
et la cardinalité varie de K =5 a K = 15.

Comme dans le cas précédent, les données sont contaminées par un bruit blanc gaussien
de rapport signal sur bruit 10 dB. Le parametre M et les parametres € et p sont réglés
comme en Section 3.5.1. Les résultats moyennés sur 50 instances sont consignés dans la
Table 3.2.

Comme pour les problemes précédents, les trois algorithmes explorent le méme nombre
de ncoeuds. Cependant, le nombre de nocuds est bien inférieur sur ces instances que pour
les problemes de déconvolution, pourtant de plus petite taille, confirmant la relative
« simplicité » de cette deuxieme classe de problemes.

Nous remarquons tout d’abord que nos algorithmes sont maintenant beaucoup plus
efficaces que B&Br_cprex sur tous les formulations en termes de temps d’exécution : les
temps de calcul de B&Br_pom et B&Bgr.aet sont inférieurs a ceux obtenus pour la déconvo-

lution, alors que les performances de B&Br_cprex s’écroulent en raison de I'augmentation
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Probléme B&Br.noMm B&BRr.crLEx B&BR-Act
avec redémarrage | sans redémarrage
a chaud a chaud
Temps | Nds "E Temps | Nds “E Temps | Nds “E Temps | Nds -E-
(s) |(10%) (s) |(10%) (s) |(10%) (s) |(10%)
K=5 |04 003|0| 235 |003]|0
Pajo | K =10 |[18:81| 0.26 | 0 | 249.4 | 0.26 |12
K=15| %6 | 059 |24| 538.7 | 0.59 |48
S K =5 |[0:08" | 0.01 “0 85.8 | 0.01 “2
Tf Pojo | K =10 |[H0:BT | 0.07 | 0 | 552.6 | 0.07 |20
) K=15|18"|0.17 | 7 | 809.1 | 0.17 |49
K =5 |[04] 013 | 0| 205.0 | 0.13 [t 3.4 |0.12 “0 1.4 |0.12 “0_
Poro | K =10 |08 | 029 | 0 | 442 [0.29 (21| 14.7 [029 | 1| 6.9 [0.29|0
K =15 |08 | 0.63 |26 626.9 |0.63 (49| 21.5 |0.63 |35 22.7 |0.63 |34
K=5 [0 0.02 0| 109.2 |[0.02 |0
Pajo | K = 10| 620 | 0.06 | 0 | 437.7 | 0.06 |13
K=151839" | 038 | 7 - - |50
S K=>5 028 001 |0]| 99.3 |001 lo
F Pojz | K =10 |26 | 0.04 | 0 | 462.9 | 0.04 |6
- K=15| 01187 | 1.02 | 0 - - |50
K=>5 |08 | 006 | 0| 275.5 |0.06|10| 2.3 [0.06|0| 1.8 |0.06 0-
Poro | K =10 |28 | 0.13 | 0 | 508.2 [0.13 (32| 89 [013|0| 6.1 |[0.11|0
K =15| 19581 | 0.52 |11 - - |50 100 |[0.51 (20| 93.6 | 0.51 |19

TABLE 3.2 — Efficacité algorithmique pour des problemes de sélection de variables, avec les
tailles respectives n = {500,1000} et m = {250,500}, en fonction du nombre de variables
non nulles K = {5, 10, 15}. Temps de calcul, nombre de nceuds explorés (Nds) et nombre
de problemes non résolus en 1000 s (E). Les moyennes ne sont faites que sur les instances

qui ont pu étre résolues en moins de 1000 s par les trois algorithmes.
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de la dimension.

1. Pour les problémes 752/0 : B&Br.powm résout plus d’instances dans le temps
maximal autorisé (1 000 s) : ainsi, sur les instances les plus difficiles avec (K =
10, n = 500), 48 instances sur 50 ne sont pas résolues par B&Br_cpLex en 1 000 s, alors
que seulement 24 instances (presque la moitié) ne sont pas résolues par B&Bgr_gowm.
Pour le méme nombre de variables non nulles K = 10 avec une dimension plus grande
n = 1000, tous les instances ne sont pas résolues par B&Bgr.cprex en temps autorisé,
alors que seulement 7 instances ne sont pas résolues par B&Br.poum. Le temps de
calcul de B&Bg powm est ainsi 50 fois (K = 5,n = 500) a 100 fois (K = 5,n = 1000)
plus faible que celui de B&Br_cprex.

2. Pour les problémes P, /2 : comme pour les problemes de déconvolution, B&Bgr_nowm
surpasse largement B&Bgr_.cprex sur toutes les instances en temps de calcul. En
particulier pour K = 5, B&Bgr.gom a un temps 495 fois plus rapide que B&Br_cpLEx
avec n = 1000 et 2800 fois plus rapide pour n = 500. En plus, il arrive aussi a
résoudre toutes les instances pour n = 1000 et K = 15, tandis que B&Bgr.cpLEx

n’arrive a résoudre aucune instance dans le temps maximal autorisé.

3. Pour les problemes 752+0 : B&Br.mowm est également toujours bien meilleur que
B&Bgr.cprex. Il arrive a résoudre plus de problemes en 1000 s et est beaucoup
plus rapide (environ 400 fois pour K = 5 et 200 fois pour K = 10). Cependant,
contrairement aux problemes de déconvolution, le temps de calcul est en faveur de
B&Bgr.gowm par rapport a B&Bpg_ac, ou on remarque que le redémarrage a chaud

dégrade méme légerement le temps de résolution.

3.6 Conclusion et perspectives

En interprétant I’évaluation de chaque nceud comme un probléme en norme /1, nous
avons pu proposer une résolution dédiée et exacte permettant de garantir les bornes
inférieures calculées dans la procédure de branch-and-bound, en exploitant le savoir-
faire développé en optimisation ¢;. Deux algorithmes ont été construits pour résoudre
les problemes de relaxation continue impliqués dans n’importe quel noeud de 'arbre de
recherche. Le premier est inspiré du principe de I’homotopie et peut étre appliqué dans
une procédure de branch-and-bound avec la méme efficacité pour les trois formulations
752/0, 752+0 et Py /2. Sur I'ensemble des simulations réalisées, cette stratégie s’est avérée

plus efficace que le calcul de la relaxation continue du MIP initial par le solveur CPLEX.
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En particulier, elle permet de résoudre efficacement la formulation contrainte par une
borne sur 'erreur quadratique de modélisation, qui présente un intérét majeur dans de
nombreuses applications, alors que le solveur CPLEX s’est révélé beaucoup moins efficace
sur cette classe de problemes. Un deuxieéme algorithme développé, de type ensemble actif,
a permis de résoudre encore plus efficacement les problemes difficiles de déconvolution
parcimonieuse, formulés sous la forme pénalisée 752+0, notamment grace a la mise en ceuvre
d’une stratégie de démarrage a chaud. Sur des problemes plus gros, cependant, c’est a
nouveau la méthode homotopique qui s’est montrée la plus efficace.

Plusieurs perspectives en relation avec ce chapitre peuvent étre identifiées. Tout
d’abord, un algorithme d’ensemble actif pourrait également étre développé pour aborder
les relaxations continues du probleme Py /0. Leur reformulation 0, /1, contrainte par un
terme en norme ¢, fait intervenir des problemes avec des contraintes linéaires, pour
lesquelles la méthodologie développée reste envisageable. L’exploitation de stratégies
d’ensembles actifs pour le résolution de problémes a contraintes quadratiques de type 9, /2
nous semble en revanche plus délicate. Ensuite, en ce qui concerne le redémarrage a chaud,
nous avons utilisé un redémarrage qui consiste a initialiser la solution de la relaxation
continue du noeud courant par la solution de son noeud parent. Une étude sur une meilleure
initialisation peut étre intéressante afin de se rapprocher de la solution optimale et ainsi
réduire le temps de convergence. Enfin, le choix du meilleur algorithme pour le calcul de
la relaxation continue en fonction de la profondeur dans I'arbre de recherche ou du degré
de parcimonie recherché peut également étre mis en perspective.

Dans le chapitre suivant, nous nous concentrons sur I’étape de séparation, ot nous
étudions les stratégies de sélection de variables (branchement) et nous élaborons une
nouvelle regle de sélection. Nous analysons aussi la structure de 'arbre de recherche et
I'impact de la parcimonie sur quelques regles de parcours afin de définir des stratégies

spécifiques au probléeme d’approximation parcimonieuse.
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Chapitre 4 — Stratégies d’exploration et de branchement

4.1 Introduction

La méthode branch-and-bound [Land and Doig, 1960], décrite au Chapitre 2, est basée
sur la décomposition itérative du probleme MIP complexe en sous-problémes disjoints
plus simples & résoudre (avec un espace de solution plus petit que le probléme parent),
constituant un arbre de recherche (voir Section 2.2). La maniere dont on divise le probleme
est assurée par la régle de branchement qui définit comment choisir la variable binaire
sur laquelle on va brancher au niveau du noeud ayant été sélectionné pour la séparation

(voir Figure 4.1). Ce chapitre est consacré aux regles de branchement et a la stratégie de

b, =1 b, =0

' N

parcours de ’arbre de recherche.

FIGURE 4.1 — Branchement sur une variable b,

Les regles de branchement sont des éléments clés qui affectent fortement le nombre de
nceuds explorés de l'algorithme branch-and-bound, puisqu’un changement de la regle
de branchement implique un parcours différent dans I’espace des solutions. L’objectif
est alors de minimiser le nombre de nocuds tout en ayant une regle de branchement
rapide. La construction de regles de branchement avancées est au coeur de tout solveur
moderne (voir par exemple [Achterberg and Wunderling, 2013]). Un certain nombre de
regles tres génériques ont été élaborées et présentées dans la littérature afin d’aborder la
plus grande variété de problemes possibles [Benichou et al., 1971; Borchers and Mitchell,
1994; Achterberg et al., 2005; Alvarez et al., 2017]. Les stratégies de branchement classiques

se divisent en deux grandes catégories.

— D’une part, les approches de séparation forte (SF) ou branchement fort (strong
branching) [Linderoth and Savelsbergh, 1999; Applegate et al., 1998; Achterberg
et al., 2005] testent toutes les variables a chaque noeud et choisissent celle provoquant
un changement maximal des bornes inférieures locales afin de réduire 1’écart avec
la borne supérieure (valeur de la meilleure solution possible). Bien que simple en

apparence, le branchement fort est la stratégie de branchement la plus efficace
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afin de réduire le nombre de noeuds dans l'arbre de recherche [Achterberg et al.,
2005]. Cependant, cette efficacité se fait au détriment du temps de calcul par nceud,
entrainant un temps de calcul total tres élevé, ce qui fait que la séparation forte

n’est généralement utilisée en pratique qu’au niveau du nceud racine (nceud initial

de l'arbre).

D’autre part, on trouve des stratégies de branchement qui sont congues pour imiter
la séparation forte en réduisant le temps de calcul par nceud, permettant de définir
un compromis entre le nombre de noeuds et le temps total pour résoudre un MIP.
Nous citons a titre d’exemple les pseudo-cotits [Benichou et al., 1971}, le branchement
hybride [Achterberg and Berthold, 2009], qui combine les pseudo-cofits et la séparation
forte, et des approches qui consistent a imiter les décisions prises par le branchement
fort avec des techniques d’apprentissage automatique a partir d’'un ensemble de
décisions de branchement observées et prises par la séparation forte [voir par exemple
Alvarez et al., 2017].

A notre connaissance, les quelques travaux préalables & cette thése sur la construction
d’un algorithme branch-and-bound dédié au probleme d’approximation parcimonieuse
(toujours abordé dans sa formulation contrainte par la cardinalité) utilisent des regles de
branchement basées sur la solution de la relaxation continue du MIP. Bienstock [1996]
a ainsi utilisé la regle d’infaisabilité maximale (IM). Celle-ci consiste a choisir, dans la
solution de relaxation continue, la variable binaire la plus éloignée de ses bornes, ce qui
revient a choisir la variable binaire la plus proche de 0,5. Par la suite, une autre regle dite
amplitude mazimale (AM) a été proposée par Bertsimas and Shioda [2009], qui consiste a
choisir la variable continue de valeur absolue maximale.

Nous analysons d’abord en Section 4.2 le comportement de la regle de séparation
forte ainsi que les deux regles de branchement infaisabilité maximale (IM) et amplitude
maximale (AM), que nous étudions a travers les propriétés des problémes de relaxation
continue établies au chapitre 2, qui relient chaque variable binaire a la variable continue
associée a I'optimum. Nous proposons ensuite une regle de sélection spécifique au probléme
d’approximation parcimonieuse, nommée LPS pour ¢; Path Selection, qui exploite le
chemin de solutions de problemes en norme ¢; construit par la méthode homotopique lors
du calcul de la relaxation continue (voir Section 3.3). Dans la section 4.3, nous présentons
une stratégie de parcours exploitant la structure non symétrique de notre arbre de recherche
permettant de trouver rapidement des solutions réalisables. Enfin, une étude comparative

des différentes regles mentionnées ci-dessus est présentée en Section 4.4. Pour illustrer
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nos propos, nous considérons dans ce chapitre la forme contrainte par la parcimonie P, /0
(voir I’équation (2.1)). Les choix qui en résultent seront également appliqués pour résoudre

les problemes 750 /2 et 752+0.

4.2 Regles de branchement

La regle de branchement (régle de sélection de variable pour I'algorithme branch-and-
bound) définit comment I'espace de recherche doit étre partitionné et quelle variable va
étre choisie pour le branchement. Afin de simplifier les notations, nous notons ici P le
sous-probleme associé a un noeud quelconque de I'arbre de recherche, PR le probleme de
relaxation continue associée, 2% la valeur de la relaxation continue et (2, b%) la solution

de la relaxation continue :

2 = min P

(b, x®) =arg min P~
be[0,1]" @eRrn

Nous rappelons tout d’abord quelques notations qui seront utilisées dans ce chapitre.
Comme nous 'avons vu en Section 2.3, la relaxation continue se réduit a un probléme

faisant intervenir la norme ¢;. Celui-ci s’écrit comme suit au niveau du noeud racine :

x| < KM
2 = minglly — Hell; s.c. Il <
weRn 2 2 @]l < M . (4.1)
b = || /M

Pour le probleme relaché dans un nceud ¢ quelconque, les variables binaires indexées par
S, sont fixées a 1 (bs, = 1), les variables binaires non fixées sont indexées par S et les
variables binaires indexées par Sy sont fixées a 0 (bs, = 0) et sont retirées du probléme
afin de simplifier les écritures (on a alors xs, = 0). Le probléme de relaxation continue

associé s’écrit alors :

qugbq S K — nq

2= min  i|ly — Hs,ws, — Hgzs|3 s.c. les| < Mbs (4.2)
o5 € R™ s lloe < M
bg S [O, l]n
Tg € R
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ot ny = Card(S,) et 7 = Card(S). Etant donné que les variables de décision sont binaires,
le branchement sur une variable non fixée b,, g € S, engendre deux sous-problémes : un en
ajoutant la contrainte d’égalité b, = 1 (appelé le sous-probleme gauche ou noeud fils gauche,
noté ﬁég)) et I'autre en ajoutant la contrainte d’égalité b, = 0 (appelé le sous-probleme
droit ou le neeud fils droit, noté 75(5‘1)). Ce branchement revient donc respectivement soit
& déplacer son indice ¢ de 'ensemble des indices des variables non fixées S & Pensemble
des indices des variables non nulles (S; < S; U {¢}) ou a ceux des variables nulles
(So < So U {q}), auquel cas on peut le retirer du probleme relaché. La Figure 4.2 illustre

ce branchement.

by = 1 by =0

S « S\{q} ] l§+$w}
S1 + S; U{q} So + So U {q}

FIGURE 4.2 — Exemple de branchement sur la variable b, et création des nceuds fils : fils
gauche 75q(g) et fils droit ﬁéd).

Nous notons respectivement 75qR(g) et 73;%((1) les problemes de relaxation continue associés
aux deux neeuds fils et zf(g) et zf(d) les valeurs respectives a I'optimum de ces relaxations
(qui constituent donc les bornes inférieures de I'ensemble des sous-problemes du noeud
fils gauche et du nceud fils droit). L’objectif de la régle de branchement est d’évaluer
les variables candidates (les variables binaires non fixées encore), et de sélectionner la
« meilleure » variable sur laquelle brancher afin de minimiser le nombre de nceuds a évaluer.
Nous commengons par une présentation de la regle de Séparation Forte (SF), qui est 'une
des meilleures regles de branchement connues pour minimiser le nombre de noeuds explorés

par ’algorithme branch-and-bound.
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4.2.1 La Séparation Forte (SF) pour le probléeme d’approxima-

tion parcimonieuse

L’idée générale de la regle de la Séparation Forte (SF) est de trouver la variable la plus
« influente » sur la borne inférieure. Dans notre cas, la regle SF résout, pour toutes les
variables candidates b,, q € S, les sous-problemes relachés des deux nceuds fils ﬁf(g) et
ﬁf(d) . elle résout ainsi 2n problemes relachés en fixant a chaque fois b, a 1 puis a 0. Pour
choisir la variable la plus influente sur la borne inférieure, un score est alors attribué a
chaque composante ¢ en fonction de I’écart relatif a la borne inférieure du nceud courant
R
[

2" [voir par exemple Achterberg et al., 2005]. Soient les écarts :

AW = zEE& — 21 pour le fils gauche,

AW = 2D — 2R pour le fils droit.
Le score d’une variable ¢ est calculé en fonction des deux écarts comme suit :
Score sp(q) = uAgd) + (1 - u)Aég). (4.3)

ou u € [0,1] est un parametre compris entre 0 et 1 (indépendant de ¢), généralement
déterminé empiriquement ou ajusté dynamiquement au cours de la résolution. La regle SF

sélectionne la variable § maximisant la fonction de score associée :

¢ = argmax Score sp(q). (4.4)
qes
Des tests réalisés lors de cette these ont montré que, pour nos problemes d’approximation
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