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INTRODUCTION GENERALE

Contexte et problématique

Au cours des vingt dernieres années, 'approximation parcimonieuse a fait ['objet
d’un grand intérét de la part de la communauté de recherche en traitement du signal.
Sous un modele linéaire y = Hax + bruit, le probléeme d’approximation parcimonieuse
consiste a rechercher un vecteur solution & parcimonieux qui comporte un faible nombre
de composantes non nulles approchant un vecteur de données y. La mesure intuitive pour
quantifier la parcimonie est la « norme » £y, également appelée fonction de comptage, qui
compte le nombre de composantes non nulles. Ainsi, la résolution de ce probleme peut

étre décrite par les trois formulations :

— la minimisation de l'erreur d’approximation au sens des moindres carrés sous

contrainte d’une borne sur le nombre de coefficients non nuls de x :
mmm%Hy — Hz||5 sous contrainte (s.c.) ||z|lo < K,

— la minimisation du nombre de coefficients non nuls de x sous contrainte d’une borne

sur 'erreur quadratique d’approximation :
min flzly se. Yy - Hal2 <,

— la minimisation de I'erreur quadratique d’approximation pénalisée par le nombre de

coefficients non nuls de « :
min |y — Hall} + 2o

Selon le probleme abordé, les trois formulations peuvent étre intéressantes a traiter, en
fonction des connaissances a priori permettant de fixer le parametre associé. En revanche,
la norme /y n’étant pas convexe, celles-ci ne sont pas équivalentes. Le probleme d’ap-
proximation parcimonieuse est généralement considéré comme un probleme combinatoire

NP-difficile [Natarajan, 1995], dans un espace dont la taille croit exponentiellement avec le

13



nombres d’inconnues et le degré de parcimonie. L’optimum est généralement approché par
des méthodes rapides, reposant soit sur la relaxation continue de la norme ¢, (notamment
la norme ¢), soit sur des stratégies heuristiques gloutonnes. Des conditions suffisantes
garantissant ’optimalité de ces approches vis-a-vis du probleme initial ont été établies
[Tropp and Wright, 2009]. Cependant, elles reposent sur des hypotheses imposant une
faible corrélation entre les colonnes du dictionnaire H, qui malheureusement ne s’ap-
pliquent pas dans le cadre de nombreux problemes inverses parcimonieux. Dans le cas
de problemes inverses de taille modérée, des travaux récents [Bourguignon et al., 2016]
ont montré que ces problemes peuvent étre reformulés en programme en nombres mixtes
(MIP, Mized Integer Programs) et que la solution globale du probléme d’optimisation peut
étre calculée a partir d’algorithmes de type branch-and-bound, issus du domaine de la
recherche opérationnelle. Les optima ainsi obtenus fournissent alors de meilleures solutions

que les méthodes sous-optimales existantes, mais pour un cotit de calcul bien plus élevé.

Les algorithmes branch-and-bound reposent sur la définition d’un arbre de décision
pour chaque variable (nulle ou non nulle 7). Une exploration totale de I'arbre est alors mise
en oeuvre, reposant sur la construction de relaxations efficaces permettant d’élaguer des
branches importantes sans recourir & une énumération explicite de I’arbre. Dans [Bourgui-
gnon et al., 2016, la résolution de ces programmes en nombres mixtes s’effectue au moyen
de solveurs génériques construits pour résoudre des classes tres variées de problemes et
donc globalement aveugles vis-a-vis des spécificités du probléme initialement formulé. A
I'inverse, 'approximation parcimonieuse est un probléme tres particulier pouvant bénéficier

de stratégies dédiées.

Cette these propose d’étudier plusieurs leviers permettant de dépasser les limites de
tels solveurs afin d’aborder des problemes de plus grande taille, en exploitant différents
niveaux de connaissance du probleme du point de vue de "approximation parcimonieuse
et le savoir-faire algorithmique dans la construction des relaxations et dans les stratégies
d’exploration de l'arbre, qui sont les deux éléments clés de 'efficacité d’un algorithme
branch-and-bound. Les méthodes développées seront évaluées sur deux types de problemes
simulés : 1) la déconvolution de trains d’impulsions, sur des probleémes de petite taille
mais difficiles a traiter a cause de la corrélation élevée entre les colonnes du dictionnaire
et 2) des problémes simulés de sélection de variables avec des dictionnaires aléatoires,
qui sont de plus grande taille mais plus faciles a résoudre du fait que les colonnes sont
moins corrélées. Nous abordons également, de maniere séparée, le probleme du démélange

spectral parcimonieux en imagerie hyperspectrale, ot nous proposons des reformulations

14



MIP de plusieurs types de contraintes habituellement abordées de maniere inexacte dans
la littérature (parcimonie structurée et contraintes logiques) afin de gérer la variabilité des

spectres.

Contributions

Les contributions concernant 1'optimisation parcimonieuse exacte sont présentées dans

les chapitres suivants et peuvent étre classées en deux axes.

1. Aspects algorithmiques :

Nous avons montré que la relaxation continue permettant d’évaluer chaque nceud de
I’arbre de recherche est un probleme d’optimisation faisant intervenir la norme ¢,
sous contraintes de borne. Nous avons généralisé¢ un algorithme de type homotopie
pour le résoudre, ce qui nous a permis de construire un algorithme branch-and-bound
rapide permettant d’aborder la résolution des trois formulations susmentionnées
d’une maniere similaire. Les résultats ont montré que I’évaluation de chaque nceud
s’avere plus efficace que 'optimisation quadratique réalisée par le solveur CPLEX.

Publications associées : [1,10,6].

Ensuite, nous avons proposé un algorithme de type active-set pour résoudre la
relaxation continue. Cet algorithme permet le démarrage a chaud, ce qui est particu-
lierement opportun dans notre contexte puisqu’il permet d’initialiser le probleme de
relaxation continue a partir de la solution au noeud parent, généralement proche.

Publications associées : [5,7].

Nous avons également développé une regle de sélection de variables pour I'approxi-
mation parcimonieuse, basée sur l'optimisation d’un critére en norme f;, qui se
révele plus efficace que les méthodes classiques mises en ceuvre dans les solveurs
MIP. Celle-ci a également été a la base de de la construction d’un nouvel algorithme
glouton pour 'optimisation parcimonieuse.

Publication associée : [8].

2. Modélisation et reformulation en MIP :

Nous avons abordé le probleme de démélange spectral, qui est un probleme inverse

classique de séparation de sources en imagerie hyperspectrale ot 'on cherche a
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décomposer un spectre mesuré en un mélange linéaire de spectres élémentaires purs
et a estimer les abondances associées. Dans un premier temps, nous avons proposé
une approche d’optimisation globale sous contrainte de parcimonie (norme ¢;). Nous
avons montré que la résolution exacte est faisable, pour des problemes de complexité
limitée mais réaliste et qu’elle améliore les performances de détection par rapport
aux approches classiques.

Publication associée : [2].

Ensuite, nous avons montré qu’on sait prendre en compte d’'une maniére exacte
des contraintes inhabituelles telles que les contraintes des abondances significatives
(imposer un seuil minimal aux composantes non nulles) et de parcimonie structurée
(exclusivité de groupe), et que la résolution reste faisable pour des problemes de
taille modérée.

Publications associées : [4,3,12].
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Organisation du document

Le premier chapitre est une analyse de I'état de 'art des méthodes d’approximation
parcimonieuse ou nous définissons les différentes formalisations du probleme reposant sur
la norme £, introduisons les différentes notations utilisées par la suite, et présentons les

différentes classes de méthodes.

Afin de construire un algorithme branch-and-bound (évaluation et séparation) spécifique
au probleme de 'approximation parcimonieuse et de développer des stratégies appropriées,
nous divisons notre démarche en deux parties. Une premiere partie, abordée dans les
chapitres 2 et 3, concerne 'étape d’évaluation reposant essentiellement sur la relaxation

continue.

— Le chapitre 2 contient une description détaillée de la méthode branch-and-bound, a
partir de laquelle nous étudions de maniere théorique les spécificités engendrées par
la norme ¢, et leurs impacts sur les différentes parties de I'algorithme. En particulier,
nous montrons que tous les problemes de relaxation continue intervenant dans
I’évaluation peuvent étre abordés par I'optimisation de problemes faisant intervenir
la norme ¢, cependant sous une forme non standard : la norme ¢; n’impacte qu’'une

partie des variables et le probleme inclut des contraintes de bornes.
— Le chapitre 3 propose des algorithmes spécifiques dans ce contexte.

Ensuite, une deuxieme partie, abordée dans le chapitre 4, concerne 'étape de la séparation,
en particulier les regles de branchement dans ’algorithme branch-and-bound. Ce chapitre
propose des regles de sélection de variables inspirées des algorithmes gloutons congus pour

le probleme d’approximation parcimonieuse.

Dans le chapitre 5, nous évaluons les performances de notre algorithme branch-and-bound

en utilisant les différentes parties développées dans les chapitres précédents. Nous le com-
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parons a CPLEX, un des meilleurs solveurs MIP actuels, sur les deux types de problemes
parcimonieux : les problemes de déconvolution impulsionnelle et les problemes de sélection

de variables aléatoires.

Le chapitre 6 est consacré a 1’étude du probleme de démélange en imagerie hyperspectrale
ou nous proposons plusieurs reformulations en programmes en nombres mixtes (MIP) de
contraintes habituellement prises en compte de maniere inexacte pour cette application :
des contraintes de parcimonie simple par la norme /, et des contraintes de parcimonie

structurée (contraintes logiques) telles que les contraintes de variabilité.

Enfin, le chapitre 7 propose une conclusion générale et plusieurs perspectives et pistes de

recherche autour de cette theése.
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Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

1.1 Introduction

Un grand nombre de phénomenes physiques sont difficiles a observer et nécessitent
la résolution d’un probléme inverse pour retrouver les informations d’intérét. Autrement
dit, on observe des données ayant subi un processus de mesure, qui en général fournit des
informations indirectes sur le phénomene observé. Il s’agit alors, étant donné un modele
sur le processus d’observation, d’inverser ce dernier pour remonter au phénomene ayant
généré les données. De tels problémes sont souvent mal posés [Idier, 2008] et les données ne
contiennent pas suffisamment d’information permettant d’estimer de maniere satisfaisante
les quantités d’intérét. Pour y remédier, on peut notamment les régulariser par la mise
en valeur de toute information traduisant une connaissance a priori sur 'information
recherchée. Une démarche largement utilisée en traitement du signal depuis une vingtaine
d’années consiste a imposer la parcimonie (sparsity en anglais) de la solution [Elad, 2010],
ce qui signifie au sens le plus strict du terme que seuls quelques coefficients dans I’ensemble
des valeurs recherchées sont non nuls. La fonction de comptage, appelée aussi « norme » £,
est la mesure intuitive pour quantifier cette parcimonie. Elle consiste a compter le nombre

d’éléments non nuls d’un vecteur, c¢’est-a-dire, pour tout € R”,

[&lo := Card({q [z, # 0}).

Il est & noter que la fonction ||z|o ne constitue pas une norme puisque la propriété
d’homogénéité n’est pas vérifice : Va € R, a # 0, |a] # 1, on a |ax|o # |||z
Cependant, nous conserverons dans la suite cet abus de langage, afin d’étre cohérent avec

la littérature.

La parcimonie est naturellement présente dans plusieurs applications en traitement
du signal (par exemple pour la déconvolution impulsionnelle [Zala, 1992] et le démélange
spectral [Singer and McCord, 1979]) ainsi qu’en économie (par exemple pour la sélection
de portefeuilles [Li et al., 2006; Shaw et al., 2008; Bertsimas and Shioda, 2009]). Elle
constitue un a priori donnant lieu a ce que 'on appelle 'approximation parcimonieuse,
souvent étudié sous le nom de sélection de sous-ensembles [Tibshirani, 1996; Osborne
et al., 2000; Miller, 2002 en statistique. La résolution de ce dernier peut étre décrite
par la minimisation de 'erreur d’approximation entre les données et un modele ainsi que
de la norme /¢y de la solution, qui formule intrinsequement des questions d’optimisation
combinatoire de complexité élevée [Natarajan, 1995]. Elle est généralement approchée par

des méthodes rapides, reposant soit sur la relaxation continue de la norme ¢, (notamment
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1.2. Problémes inverses parcimonieux

la relaxation convexe par la norme ¢1), soit sur des stratégies heuristiques gloutonnes [voir
par exemple Tropp and Wright, 2010]. Cependant, aucune d’elles ne garantit 'optimalité

vis-a-vis du probleme en norme ¢y dans le cadre des problemes inverses mal posés.

Afin de mieux comprendre I'importance de la parcimonie et la difficulté pour la
prendre en compte d’une fagon exacte, nous commencons, en section 1.2, par introduire
quelques exemples d’applications en traitement du signal. Nous y présentons les différentes
formulations utilisées pour le probleme d’approximation parcimonieuse. Dans la section 1.3,
nous présentons les méthodes de résolution approchées les plus connues dans la littérature,
notamment les méthodes heuristiques gloutonnes et une relaxation continue de la norme /¢;.
Dans la section 1.4, nous terminons ce chapitre en faisant le point sur des reformulations
du probleme sous la forme d’un programme en nombres mixtes [Bourguignon et al., 2016],
ainsi que sur les méthodes de résolution associées [Bienstock, 1996; Bertsimas and Shioda,
2009], issues du domaine de la recherche opérationnelle, permettant une optimisation

exacte du probléeme en norme /.

1.2 Problémes inverses parcimonieux

Le probleme d’approximation parcimonieuse a pour but d’estimer, a partir de données
bruitées collectées dans un vecteur y € R™ et sous un modele linéaire généralement

sous-déterminé (comportant moins d’équations que d’inconnues) :

y:Haz—l—s:ihqxq—f—e, (1.1)
g=1

un vecteur & € R" parcimonieux (i.e., dont seuls quelques coefficients ont des valeurs non
nulles). La matrice H € R™*" (avec généralement m < n) représente un dictionnaire de m
atomes h, € R™ (la ¢g-¢me colonne de la matrice H) et € € R™ est un bruit additif. Dans
cette these, nous nous intéressons particulierement aux problémes inverses en traitement du
signal, dont nous présentons ci-apres quelques exemples d’applications qui seront abordés
dans les chapitres suivants. Notons que des problemes similaires sont formulés dans le
domaine de la statistique [Tibshirani, 1996; Osborne et al., 2000; Efron et al., 2004; Miller,
2002] et en économie [Li et al., 2006; Shaw et al., 2008; Bertsimas and Shioda, 2009; Cui
et al., 2013].
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Chapitre 1 — Approzimation parcimonieuse en traitement de signal

1.2.1 Exemples d’applications en traitement de signal

Il existe plusieurs exemples d’applications de I'approximation parcimonieuse en traite-
ment du signal. Nous présentons ici deux problemes “historiques”. La premiere application
est la déconvolution de trains d’impulsions [Zala, 1992] rencontrée en géophysique [Taylor
et al., 1979; Mendel, 1986], en controle non destructif (CND) par ultrasons [Zala, 1992;
O’Brien et al., 1994] et en astronomie [Starck et al., 2002]. La deuxieme application est le
démélange spectral parcimonieux [Singer and McCord, 1979; Tordache et al., 2011; Drumetz
et al., 2019] rencontré dans plusieurs domaines comme l'imagerie hyperspectrale et la

spectroscopie.

1.2.1.1 Déconvolution de trains d’impulsions parcimonieuse

La déconvolution de trains d’impulsions est un probleme inverse parcimonieux classique
en traitement du signal. Le controle non destructif par ultrasons (CND) [Zala, 1992;
O’Brien et al., 1994] est un exemple d’application utilisant la déconvolution parcimonieuse,
ou l’'on cherche, apres émission d’une onde ultrasonore par un instrument de mesure a la
surface d'une piece, a obtenir des informations sur le milieu de propagation en se basant
sur 'onde réfléchie (en temps continu) y(t), dans le but de détecter et de localiser des
défauts. Ce signal peut alors se modéliser comme le produit de convolution entre une
onde (la réponse impulsionnelle h(t)) et la séquence de réflectivité du milieu (un train

d’impulsions z(t)), auquel s’ajoute un terme de bruit e(t) (voir Figure 1.1).

h * T +e = )

v
=

;T astaut

|

FI1GURE 1.1 — La déconvolution impulsionnelle dans le contexte du contréle non destructif
(CND) par ultrasons.
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