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Introduction

Emergence du sujet

Ce texte étudie les marches aléatoires induites par des actions de groupes pro-
babilisés. Le premier exemple d'une telle marche est sans doute celui des chaines
de Markov sur R a incréments indépendants identiquement distribués. Leur étude
constitue la base de la théorie des probabilités et repose sur des théoremes limites,
comme la loi des grands nombres, le théoreme central limite, etc.

A partir des années 60, on commence a s’intéresser a des marches sur R? données
par l'action de transformations linéaires choisies aléatoirement. Plus précisément, on
se donne un vecteur v € R%\ {0}, une mesure de probabilité ;s sur GL4(R), et une suite
bi,ba, ..., by, ... d’éléments de G Ly(R) choisis aléatoirement selon . Les travaux de
Furstenberg, Guivarc’h, Raugi, Lepage, et d’autres révelent des théorémes limites
pour la trajectoire (b, .. .b1v),>o analogues a ceux des marches sur R (voir [I§]). On
peut également citer Arnold et Krylov [3], ainsi que Kazhdan [53], qui prouvent des
propriétés d’équidistribution pour la loi de (b, . .. byv) dans le cas ou p est supportée
par le groupe orthogonal SO4(R) ou par le groupe des déplacements euclidiens du
plan SO»(R) x R2 Dans les années 90, Bougerol, Picard, Babillot, Elie abordent le
cas plus général oti p est & support dans le groupe affine GLy(R) x R? et démontrent
des propriétés de récurrence, sous I'’hypothese d’un exposant de Lyapunov négatif
ou nul [19, [4].

Ces situations se placent dans le cadre abstrait suivant. On se donne un espace
topologique X sur lequel agit continument un groupe topologique G, tous deux
étant supposés localement compacts a base dénombrable. On munit G' d’une mesure
de probabilité p. Cela induit une marche aléatoire sur X dont la probabilité de
transition en un point x est donnée par

pxoy: A X — u{ge G, g.xe A}

Avec des mots, on réalise un pas a partir de x en choisissant aléatoirement et
selon p un élément du groupe G puis en le faisant agir sur z.

Ces 20 dernieres années, le cas d’'une marche sur un espace homogene de volume
fini a suscité un grand intérét. On y suppose que X est un quotient X = G/A ou
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A est un réseau de G, i.e. un sous-groupe discret de covolume fini; et 'action de G
sur X est I'action naturelle par translation a gauche. De facon assez suprenante, des
avancées considérables ont pu étre réalisées dans ce cas, par analogie avec la théorie
de Ratner. Celle-ci étudie l'action de sous-groupes unipotents de G sur l'espace
homogene X.

Théoréme (Ratner [72]). Soit G un groupe de Lie, A = G un réseau, et H € G un
sous-groupe de Lie connexe engendré par des éléments Ad-unipotents de G.
Alors toute probabilité H-invariante ergodique v sur G/A est homogéne.

L’homogénéité de la probabilité v exprime qu’elle est de nature algébrique. For-
mellement, cela signifie que le stabilisateur de v, a savoir G, := {g € G, g.v = v},
agit transitivement sur le support de v. On peut ainsi identifier ¥ a une mesure
G -invariante sur 'espace homogene G, /G, , ou x € supp v, justifiant I'appellation
“homogene”.

Une premiere version probabiliste du théoreme de Ratner est abordée par Breuillard
[23], qui étudie la dynamique des marches aléatoires portées par des sous-groupes
unipotents. Elle est suivie du théoreme de Benoist-Quint qui classifie les probabili-
tés invariantes (dite stationnaires) pour une classe tres large de marches aléatoires.
La stationnarité d’'une mesure v sur X signifie que v = SG gxv dp(g). On précise
qu’elle est ergodique si elle est extrémale parmi de telles mesures. De plus, nous
dirons qu’une probabilité p sur un groupe de Lie G est Zariski-dense si le sous semi-
groupe fermé I', < G engendré par son support a sa représentation adjointe Ad(I",)
Zariski-dense dans Ad(QG).

Théoréme (Benoist-Quint [14]). Soit G un groupe de Lie semi-simple conneze a
centre fini et sans facteur compact, A = G un réseau, et p une probabilité sur G,
supposée Zariski-dense et a support compact.

Alors toute probabilité ji-stationnaire ergodique sur G/A est I',-invariante et ho-
mogene.

Un corollaire du théoreme de Benoist-Quint est I'homogénéité des probabilités
ergodiques I',-invariantes, fait qui n’est pas prédit par la théorie de Ratner. C’est
un exemple remarquable ou une approche probabiliste permet d’approfondir des
théoremes de géométrie pure.

L’analogie entre les flots unipotents et les marches aléatoires sur les espaces ho-
mogenes n’est en fait pas nouvelle. A I’heure ot Benoist et Quint démontrent leur
théoreme, des ressemblances frappantes ont déja été mises en lumiere par Eskin et
Margulis, en ce qui concerne les propriétés de récurrence. Nous avons d’'une part le
théoreme de Dani-Margulis qui dit qu’en volume fini, I’orbite d’un point quelconque
sous l’action d’un flot unipotent ne s’échappe pas a I'infini et passe méme la plupart
de son temps dans une partie compacte.
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Théoréme (Dani-Margulis [29]). Soit G un groupe de Lie, A € G un réseau, (us)ier
un sous-groupe d un parameétre Ad-unipotent. Alors pour tout x € G/A, tout € > 0,
il existe un compact K < G/A tel que pour tout T > 0,

1
fleb{te [0,T], wreK}>1—¢

D’autre part, nous avons sa version probabiliste.

Théoréme (Eskin-Margulis [38]). Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe a
centre fini, A = G un réseau, p une probabilité sur G, supposée Zariski-dense et d
support compact.

Alors la marche aléatoire sur ’espace homogéne G /A induite par ju est uniformé-
ment récurrente en loi : pour tout € > 0, il existe un compact K < G/A tel que pour
tout x € G/A, il existe un rang N, = 0 tel que si n = N, alors

wWrx 0 (K)=1—¢

Parallelement au développement de ces analogies, Babillot, suivie de Ledrappier
et Sarig posent la question d'une théorie de Ratner en mesure infinie. Le cadre est
pour l'instant tres concret et concerne le flot horocyclique sur les surfaces hyperbo-
liques. On peut en citer un premier succes :

Théoréme (Babillot-Ledrappier-Sarig [9], [76]). Soit S un Z-revétement de surface
hyperbolique compacte, notons (us)wer le flot horocyclique sur TS, et x +— x + 1 un
générateur du groupe des automorphismes de revétement de T*S.

Alors, pour tout réel positif ¢ > 0, il existe une unique mesure de Radon u,-
invariante ergodique v telle que v(. + 1) = cv. De plus toute mesure de Radon
ug-invariante ergodique est de cette forme.

La réponse apportée a récemment été étendue par Sarig au cas de surfaces hyper-
boliques tres générales, admettant une décomposition en pantalons dont les longeurs
de bords sont uniformément bornées [77].

Tout ce contexte pousse au questionnement suivant :

Y’a t’il une théorie de Ratner pour les marches aléatoires sur les espaces homo-
génes de volume infini ¢

Ma these est consacrée a ce theme. De méme que pour le cas de volume fini,
nous abordons les sujets de la récurrence en loi et de la classification des mesures
stationnaires. D’autres questions apparaissent naturellement.
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Présentation des résultats

1) Récurrence et Transience

Revenons au cadre abstrait mentionné plus haut : un groupe localement compact
a base dénombrable GG est muni d’une mesure de probabilité p et agit continument
sur un espace topologique localement compact a base dénombrable X. Une marche
est induite sur X. On notera B = G, B = u®V".

1.a) Comportement en loi

La question de la récurrence de la p-marche sur X peut étre abordée selon plu-
sieurs points de vue. Au chapitre 3, nous étudions une version en loi.

Définition. Un point x € X est dit :

o récurrent en loi si pour tout € > 0 il existe un compact K < X tel que pour
tout n = 0,
Pt 0 (K)>1—¢

e transient en loi si la suite de probabilités (™ * 0,)n=0 converge vers zéro pour
la topologie faible-+.

La récurrence en loi traduit le fait que la probabilité de position a l'instant n
d’une marche issue de x a toutes ses limites faibles de masse 1 quand n tend vers
linfini. On dit qu’il n’y a pas de fuite de masse. A I'extréme inverse, la transience
en loi exprime une fuite de toute la masse.

Supposons que X est muni une fois pour toute d’'une mesure de Radon G-
invariante X. Une partie A € X sera dite p-invariante si pour u-presque tout g € G,
ona A(gAAA) = 0. Au chapitre 3 est démontré un résultat tres général de transience
en loi :

Théoréme. Supposons que la probabilité p est symétrique (i.e. invariante par g —
g~1) et que toute partie p-invariante de X a une A\-mesure nulle ou infinie. Alors
A-presque tout point x € X est transient en loi :
*T
S e

Ce résultat peut étre considéré comme une généralisation en mesure infinie de
résultats d’équirépartition obtenus par Rota [73] et Oseledets [66] pour les marches
symétriques en mesure finie (voir aussi [26, Lemma 1]). La premiére étape est d’éta-
blir que la suite de probabilités (u**" * §,),=0 converge pour la topologie faible-x.
Cela repose sur le théoreme de convergence des martingales rétrogrades en mesure
o-fini, et sur le phénomene d’équirépartition des fibres décrit dans [14]. Ensuite, nous
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prouvons & l'aide du théoréme de Chacon-Ornstein que la limite des (1**" * 8, )n=0
est nécessairement la mesure nulle.

Il découle du théoreme précédent une réciproque au théoreme de récurrence en
loi d’Eskin-Margulis cité plus haut :

Théoreme. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe a centre fini, A < G
un sous groupe discret de covolume infini, j1 une probabilité sur G dont le support
engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors presque tout point x € G/A est transient en loi au sens de Césaro :

n—-+0o0

1n—1
*Z:u*k*(;x — 0
nk:O

De plus, si la probabilité v est symétrique, alors il y a transience en loi :

Il est vraisemblable que la transience en loi annoncée par ce dernier théoreme
soit en fait valable sans hypothese de symétrie sur . Un argument reposant sur un
trou spectral nous permet de démontrer ce raffinement dans le cas ot le sous-groupe
discret A est contenu dans des réseaux de G de covolume arbitrairement grand.
Cette hypothese est par exemple satisfaite si G/A est un revétement abélien a base
de volume fini.

1.b) Comportement presque-siire
Le chapitre 4 étudie la récurrence des trajectoires.
Définition. Un point v € X est dit :

e récurrent presque-sir si pour [-presque tout b = (b,)n=1 € B, le point x est
valeur d’adhérence de la trajectoire (by, ...b1%),=0-

e transient presque-sir si pour [(-presque tout b = (by)n>1 € B, la trajectoire
(b ... b1x) =0 quitte tout compact & partir d’un certain rang.

La question de la récurrence presque-siire a récemment été étudiée par Prohaska
dans le cas de marches a densité, i.e. données par une mesure de probabilité p non
singuliere avec la mesure de Haar sur G (voir [70]). Nous nous intéressons plutot a
des marches portées par des sous-groupes discrets et conjecturons le résultat suivant.
On dit qu'une marche ou un flot sur une variété est récurrent. (resp. transient) si
presque tout point de la variété est récurrent-ps (resp. transient-ps).

13



Conjecture. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple de rang réel 1, soit A < G
un sous-groupe discret, vg € g un élément non nul d’un sous-espace de Cartan de g,
et a; = exp(tvg). Soit u une probabilité sur G, supposée Zariski-dense et a support
compact.

Alors le flot (ai)wer et la p-marche sur G/A sont simultanément transients, ou
bien simultanément récurrents et ergodiques.

Avec des mots, une marche sur un espace localement symétrique de type non
compact et de rang 1 est soit transiente, soit récurrente et ergodique. De plus ce
comportement ne dépend pas de la marche en question mais seulement de ’espace
ambiant, et se lit dans le flot géodésique. Remarquons que la dichotomie “transience
/ récurrence et ergodicité” est déja connue dans le cas du flot géodésique [T}, 52).

Nous démontrons en fin de chapitre 5 que la conjecture est vérifiée dans le cas des
revetements abéliens de surfaces hyperboliques de volume fini. Le chapitre 4 aborde
le probleme dans toute sa généralité, et démontre que la transience du flot implique
celle des marches. L’hypotheése que p soit a support compact s’averera superflue et
nous supposerons seulement que p a un moment d’ordre 1 fini, i.e que

L log [|Ad(g)||djs(g) < +0

ou Ad : G — SL(g) désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur End(g).

Théoréme. Soit (G, A, vy, (ar)) comme dans ’énoncé de la conjecture, soit y une
mesure de probabilité sur G supposée Zariski-dense a moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique (ay)wer sur G/A est transient, alors c’est aussi le cas de la
p-marche sur G/A.

Le lien entre la marche et le flot sera fait par la décomposition de Cartan : si
K < G est un sous-groupe compact maximal adapté au sous-groupe (a;), alors tout
élément g € GG s’écrit

g = kgau,lg
ou kg,l, € K et t; > 0. De plus, le nombre ¢, est unique. La preuve du théoreme
se résume ainsi : la transience du flot géodésique implique que sa fonction de Green
est finie, et méme localement intégrable. En I'intégrant sur une partie K-invariante,
nous faisons disparaitre les dépendances en kg4, l,, et un lemme de renouvellement
pour la projection de Cartan permet d’en déduire que la fonction de Green de la pu-
marche est également localement intégrable, impliquant la transience de la marche.
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Il découle de notre théoreme une dichotomie sur le comportement récurrent des
marches aléatoires en rang 1, analogue a celle du flot géodésique.

Corollaire. Soit G un groupe de Lie connexe simple de rang réel 1, soit A un
sous groupe discret de G, et soit u une mesure de probabilité sur G Zariski-dense a
moment d’ordre 1 fini.

Alors la p-marche sur G/A est soit transiente, soit récurrente et ergodique pour
une mesure de Haar quotient.

2) Dérive

Le chapitre 5 analyse la dérive d'une marche aléatoire sur un revétement abélien
d’un espace homogene de volume fini.

Commencons par un exemple. La figure ci-dessous représente un Z2-revétement S
d’une surface hyperbolique compacte Sy de genre 2. Son fibré unitaire tangent 7.5
s’identifie & un espace homogene G/A ou G = PSLy(R) et A € G est un sous-groupe
discret. On induit une marche aléatoire sur 7S en se donnant une probabilité u sur
G, que 'on supposera Zariski-dense et & support compact. On note aussi B = GOV

B = .

Z2-revétement d’une surface compacte de genre 2

Comme sur le dessin, S admet une subdivision naturelle en blocs fondamentaux
indexés par Z2. On se donne alors un vecteur unitaire z € T'S sur S, une suite
d’instruction b € B et on note pour tout n = 0,

i(by . ..bix) = indice du bloc contenant b, ...byx
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La dérive de la trajectoire réalisée par (b, z) est definie (lorsqu’elle existe) par la
limite dans R? :

(b,) = lim ii(bn - bia)

Nous montrons que pour tout x € T'S, B-presque tout b € B, la dérive §(b, z)
est bien définie, vaut 0 si le projeté x dans le quotient compact T'Sy a sa I',-orbite
infinie, et peut étre calculée simplement dans le cas contraire. La force de ce résultat
est qu’il décrit la dérive quelque soit le point de départ x. La nullité de la dérive en
presque-tout x est plus facile a obtenir et constitue une étape intermédiaire dans la
preuve.

Le résultat que nous démontrons est en fait général. Pour faciliter son énoncé, il
est commode d’introduire un cocycle de déplacement o exprimant la variation de
I'indice de position sous 'action de G. Dans le cadre de I’exemple précédent, il est
défini sur G x T'S, par la formule : pour g € G, xg € T'Sy, et x € TS relevant x,

o(g,x) = i(gx) — i(x)
On peut aussi bien exprimer la dérive d'une trajectoire a 'aide o :

o1
o(b,x) = nlirllw ga(bn ...by,7)

Le théoréme suivant considére un revétement abélien d’un espace homogene de
volume fini et décrit la dérive d'une trajectoire typique issue d’un point quelconque,
sous ’hypothese que I'application de revétement admet un domaine fondamental a
bord compact.

Théoreme. Soit G un groupe de Lie connexe simple et A<Ay € G des sous groupes
discrets, avec Ay de covolume fini dans G et Ag/A ~ Z* (o d € N*). On note les
espaces quotients Xo := G/Ng et X := G/A et on suppose que l'action de Z? sur X
admet un domaine fondamental connexe D & bord compact. Soit i : X — R? une
application mesurable Z%-équivariante bornée sur D et o : G x Xy — R? le cocycle
de déplacement induit. Soit p une probabilité Zariski-dense a support compact sur
G, et notons B := GV, B := u®V".
Etant donné xg € Xq, on distingue alors deuz cas :

1. St lorbite I',.xg est infinie dans X alors la dérive est nulle : pour S-presque

tout be B, on a

1
gO’(bn c. bl, f[)()) njoo

2. 8i lorbite I' .2 est finie dans Xy, alors pour B-presque tout be B, on a
1

ﬁa(bn ...b1, 7o) T O vo(0)

\ so . ey s / L 1
ot vy est ['équiprobabilité sur I',.xo donnée par vy 1= I Zyeru'm Oy -
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La preuve s’appuie sur la classifications des probabilités stationnaires sur le quo-
tient de volume fini X, donnée dans [I4]. Elle exploite de fagon cruciale ’hypothese
qu’il existe un domaine fondamental & bord compact pour 'action de Z% sur X.
Cette condition garantit que la variation de I'indice de position ¢ sous un pas de la
marche est bornée.

Nous étudions dans un deuxieme temps les phénomenes pouvant apparaitre si
l'action de Z¢ sur X n’admet pas de domaine fondamental & bord compact. C’est le
cas par exemple si X est le fibré unitaire tangent d’un Z-revétement d’une sphere hy-
perbolique a trois pointes. On observe alors un comportement radicalement différent.
Nous supposons fixé un domaine fondamental connexe par arcs D pour I'action de Z
sur X, une application i : X — R? mesurable Z?-équivariante, PSO,(R)-invariante,
et bornée sur D, et notons o le cocycle de déplacement induit.

Théoreme. Soit S un Z-revétement d’une sphere a trois pointes Sy, et |1 une mesure
de probabilité sur G = PSLy(R), supposée Zariski-dense et a support compact. Alors
la p-marche induite sur T1S est récurrente et a sa dérive asymptotiquement dense :
pour presque-tout xo € TSy, [-presque tout be B, ett € R,

1
{valeurs d’adhérence de la suite (ﬁ 0(bp ... b1,20))n=1} =R

Le point clef est un théoreme de Enriquez et Le Jan décrivant la loi du nombre
d’enroulement du flot géodésique autour des différents cusps d’une surface hyper-
bolique de volume fini [35]. Nous en déduisons un théoréme central limite affirmant
que la variable aléatoire %a(bn ..., b1, mg), ou b varie selon ( et x selon la probabilité
de Haar sur 715y, se comporte pour n grand comme une loi de Cauchy centrée sur
R.

Nous voyons enfin comment adapter ce dernier théoreme au cas général d'un
Z%revetement S dune surface hyperbolique de volume fini Sy quelconque. Plus
précisément, notons 4, . .., €, les pointes de Sy, puis vy, . .., v, € Z¢ les translations
obtenues en relevant un tour de pointe au revétement S, et enfin posons Eo =
Vectg{vy, ... v} le sous-espace vectoriel de R? engendré les v;. Alors une marche
Zariski-dense & support compact sur 715 a presque toutes ses trajectoires de dérive
asymptotiquement denses dans E¢ : pour presque-tout xo € T'Sy, S-presque tout
be B,

1
{valeurs d’adhérence de la suite (— (b, ...b1,20))n=1} = Ec
n
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3) Classification des mesures stationnaires

Le chapitre 6 aborde le probleme de classification des mesures de Radon station-
naires pour une marche aléatoire sur un espace homogene de volume infini. Ce travail
est dans la lignée du théoreme de Benoist-Quint mentionné plus haut. Un premier
cas naturel est celui ou ’espace ambient X est un Z-revétement d’un espace homo-
gene compact Xg. On espére alors pouvoir adapter certaines techniques développées
pour comprendre le cas des marches sur la base X, a travers la périodicité du re-
vetement. Nous parvenons a mettre en place cette stratégie dans le cas ou l'espace
ambient X est T¢ x R (que 1'on peut voir comme un Z-revétement de T4!). L’idée
de considérer un revétement du tore vient naturellement de I’histoire du sujet, car
le cas du tore a été le premier a étre compris en volume fini. La classification des
probabilités stationnaires est alors donnée par le théoréme suivant :

Théoréme (Benoist-Quint [13], Bourgain-Furman-Lindenstrauss-Mozes [21],[22]).
Soit p une probabilité sur SLqy(Z) dont le support est fini et engendre un sous semi-
groupe fortement irréductible I',, < SL4(Z).

Alors toute probabilité u-stationnaire ergodique sur le tore T¢ est soit une équi-
probabilité sur une T',-orbite finie dans T?, soit la probabilité de Haar.

L’hypothese de forte irréductibilité signifie que I'action de I', sur R? ne stabilise
pas d’union finie (non vide) de sous-espaces vectoriels différents de {0} et R<.

Ce théoreme est initialement dii a Bourgain-Furman-Lindentsrauss-Mozes sous
I'hypothese supplémentaire que I',, est prozimal, c.a.d. qu’il possede un élement ayant
une valeur propre simple de module strictement supérieur a celui de ses autres valeurs
propres. La preuve repose sur l'analyse de Fourier. Peu apres, Benoist et Quint
démontrent la version citée a 'aide d’une preuve différente. L’argument clef est le
phénomene de dérive exponentielle, inspiré par la dérive polynomiale de la théorie
de Ratner. C’est lui qui permettra d’obtenir I’énoncé tres général de classification
des probabilités stationnaires rapporté plus haut dans I'introduction historique.

Décrivons maintenant notre résultat. On se donne une mesure de probabilité pu
sur SLq(Z) et x : ') — R un morphisme de semi-groupes. Une action de I', sur
T¢ x R est alors définie par la formule :

g-(z,t) = (9o, + x(9))
On montre le résultat suivant.

Théoreme. Supposons que le support de p est fini, que le semi-groupe engendré
'y, est fortement irréductible, et que la probabilité image x.j sur R est d’espérance
nulle.

Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique sur TYxR est I ,~invariante
et homogene.
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La preuve s’inspire de [13, [14] mais nécessite des adaptations pour gérer le vo-
lume infini de T¢ x R. On en trouve un résumé dans l'introduction du chapitre
6. Il n’est pour l'instant pas clair qu’elle puisse étre adaptée pour traiter le cas
d’une marche sur un Z-revetement de surface hyperbolique compacte, une premiere
difficulté consistant a comprendre si les mesures limites d’'une mesure de Radon
stationnaire peuvent étre nulles ou non (voir section 1.4).

Notre résultat permet aussi la description des probabilités stationnaires pour
certaines marches sur T¢ qui n’entrent pas dans le cadre de [14], 22], car induites par
une probabilité sur SLy(Z) qui n’a pas de moment d’ordre 1. En effet, considérons
le cas ou x(I',) = Z. On peut restreindre notre marche sur T¢ x R en une marche sur
T? x Z, puis considérer la marche induite sur le bloc T¢ x {0} = T¢. Cette marche
est donnée par une probabilité 1, € SLy(Z) qui n’a pas de moment d’ordre 1. Notre
théoréme implique que toute probabilité p.-stationnaire ergodique sur T¢ est soit
atomique, soit la probabilité de Haar.

Quelques mots sur la structure du texte
Le texte est divisé en deux parties.

La partie 1 présente les aspects généraux de la théorie des marches aléatoires
en mesure infinie : stationnarité, conservativité, ergodicité, mesures limites; puis
rappelle les théoremes limites fondamentaux régissant le comportement des marches
linéaires. Elle sera ponctuellement utilisée dans la partie 2. Noter aussi que la section
1.4 sur les mesures de Radon limites est nouvelle et constitue un travail de recherche.

La partie 2 contient quatre chapitres indépendants les uns des autres, et abordant
successivement les questions de récurrence en loi, de récurrence presque sire, de
dérive, et de classifications des mesures stationnaires mentionnées plus haut. Les
chapitres 3 et 6 ont chacun été soumis a publication, le chapitre 5 le sera bientot,
et le chapitre 4 restitue un travail en cours.
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Premiere partie

Théorie générale des marches
aléatoires
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Chapitre 1

Mesures de Radon stationnaires

Sommaire
1.1 Stationmaritél . . . . . . . . . 0 0 i i i i e e e e e e e e e e e 24
1.2 Conservativitél . . . . . . . . . . 0 i i e e e e e e e e e e e 25
[1.3 Ergodicité | . . . . . . o i i e e e e e e e e e e e 27
[1.3.1  Désintégration ergodique| . . . . . . . ... L 0oL 28
[1.3.2  Ergodicité d’'une mesure conservative|. . . . . . . .. ... Lo 30
(1.4 Mesures de Radon limites| . . ... ... ..., 33
LAT _DEANEON] - - -« v v v ot e e e e 33
[1.4.2  Conditionner la marche par un temps d’arret| . . . . . . . ... ... .. 36
[1.4.3  Application aux marches affines de Lyapunovnulf. . . . . . ... .. .. 37

Ce premier chapitre développe une théorie générale des marches aléatoires en
mesure infinie. On y adapte un certain nombre de résultats du livre “An introduction
to infinite ergodic theory” de J. Aaronson [I] consacré a des systemes déterministes.

Nous commencgons par introduire la notion de mesure stationnaire, i.e. de me-
sure invariante sous une marche aléatoire, ainsi que divers outils associés : opérateur
de Markov, dictionnaire entre marches aléatoires et systéemes dynamiques détermi-
nistes. Le concept de stationnarité est ensuite précisé dans la section 1.2 grace aux
notions de conservativité ou dissipativité, qui gerent la récurrence ou la transience de
la marche pour presque tout point de départ. La section 1.3 définit les mesures sta-
tionnaires ergodiques, et explique comment toute mesure stationnaire est moyenne
de telles mesures. Enfin, la section 1.4 présente les mesures limites d’une mesure sta-
tionnaire. Cette derniére section peut étre considérée nouvelle car elle généralise au
cadre de mesures infinies des notions connues jusqu’alors en mesure finie, et donne
des applications.
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1.1 Stationnarité

Soit G un semi-groupe localement compact a base dénombrable, X un espace
topologique localement compact a base dénombrable muni d'une action continue
de G, et p une mesure de probabilité sur GG. Ces données définissent une marche
aléatoire sur X, dont la probabilité de transition a partir d’'un point z € X est
donnée par

puxdy : A X pu{geG,gxe A}

Avec des mots, on se déplace a partir de x en choisissant aléatoirement et selon p
un élément du semi-groupe, et en le faisant agir sur x. Une trajectoire s’obtient en
itérant le processus. Pour comprendre la statistique des trajectoires, on introduit la
notion de mesure stationnaire.

Définition (Stationnarité). Une mesure de Radon v sur X est stationnaire si elle
invariante en moyenne sous l’action de marche, i.e. si

f gvdplg) = v
geG

Exemples.

1) Toute mesure de Radon G-invariante sur X est stationnaire.
2) Si G = X =7, pn = 3(6_1 + 61), on peut exhiber deux mesures de Radon

stationnaires sur X :
_ _ k
Vl_zék 1/2—22 (Sk
keZ keZ

et tout autre mesure de Radon stationnaire est combinaison linéaire de celles ci (voir

section |1.3.2))

3) Si G = PSLy(R), X = P*(R), et pu = 5(d4y + 0a,) 0N

1o 12
=19 1 =19 1

alors X admet une unique probabilité stationnaire, et elle n’est pas G-invariante

(voir section

Opérateur de Markov. La marche sur X est caractérisée par son opérateur de
Markov P,. Ce dernier agit sur les fonctions mesurables non-négatives sur X via la
formule

Pup(x) = JG o(gz) du(g)

La stationnarité traduit ainsi une P,-invariance : une mesure de Radon v est
stationnaire si et seulement si pour toute fonction mesurable ¢ : X — [0, +o0], on
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a v(p) = v(P,p). Dans ce cas, on montre que P, s’étend en une contraction sur les
espaces de Banach (LP(X,v), ||.||p)pefo,4+]-

Traduction en systeme dynamique. La marche sur X s’interpete aussi comme
un systeme dynamique déterministe. Les instructions aléatoires s’obtiennent en po-

sant B =GV, 8=y T :B — B,(b)is1 — (bis1)i>1, et la dynamique de la
marche est donnée par

T*:BxX — BxX, (bz) — (Th,byx)

Une mesure de Radon v sur X est stationnaire si et seulement si la mesure produit
B ® v est TX-invariante :

Démonstration.
TX3@v - J TX(5,® v) dB(b) = f 510 ® (by) v dB(D) = B ® j gov dp(g)
B®X B®X G

donc S®v = TXB @ v si et seulement si v = $c 9« du(g)
]

Nous verrons par la suite que 'analogie est totale : v est conservative (resp.
conservative ergodique) si et seulement si c’est le cas de S ® v.

1.2 Conservativité

La conservativité exprime le fait qu’une transformation est récurrente en presque-
tout point. Elle est automatique si la dynamique préserve une mesure finie (théoreme
de Poincaré). En revanche, la question se pose en mesure infinie. Nous définissons
et donnons quelques propriétés de cette notion dans le cadre des marches aléatoires.
Le cas déterministe est supposé connu et sera ponctuellement utilisé (voir [I], 1.1).
Les notations (G, X, 1) sont celles de la section [1.1]

Définition (Conservativité). Une mesure de Radon stationnaire v sur X est conser-
vative (ou récurrente p.s.) si elle vérifie l'une des conditions équivantes suivantes :

a) Pour toute partie mesurable Y < X et f ® v-presque tout (b,y) € B x Y, la
trajectoire (b, ...b1y)n=1 revient dans 'Y .

b) Pour toute partie mesurable Y < X et v-presque tout y €Y,

Z Ply(y) = +oo

n=0

c¢) Pour toute partie mesurable Q € B x X et  ® v-presque tout w € 2, la suite
(TX)"(w),n = 0, revient infiniment souvent dans Q.
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Remarque. Dans le point b), la somme >} _, P’y (y) est 'espérance du nombre
de passages dans Y d’une trajectoire aléatoire issue de y. L’équivalence entre a) et
b) traduit donc I'idée qu’une marche est récurrente p.s. si et seulement si sa fonction

de Green est presque partout infinie.

A Textréme inverse, on dira qu’'une mesure de Radon stationnaire v sur X est
totalement dissipative (ou transiente p.s.) si 'espérance du nombre de passage
dans toute partie de mesure finie est finie, autrement dit si pour tout v-presque tout
reXetY < X telle que v(Y) < o0,

D Py (y) < +o

n=0

Le théoreme de décompostion de Hopf ([64] th.V-5.2) affirme qu’il existe
toujours une partition mesurable X = C' 11 D en parties v-pp invariantes sous la
marche, i.e. vérifiant P,1¢ = 1¢ v-pp, P,1p = 1p v-pp, et telles que la marche
restreinte a C' est y|c-conservative, la marche restreinte a D est v|p totalement
dissipative.

Preuve des équivalences. a) == c¢) : Il s’agit de montrer que la transformation T%
est conservative pour la mesure f ® v (voir [I],1.1). L’hypothese a) entraine que
sa partie conservative contient les sous-ensemble de la forme B x Y ou v(Y) < .
Comme v est de Radon, B x X est réunion de tels sous-ensembles, donc la partie
conservative de TX est B x X tout entier, ce qui donne c).

¢) = b) : Une interversion somme-intégrale permet de réécrire

3 By () = | Nyl 9)d50) )

n=0

ou Ny(b,y) est le nombre de passage dans Y de la trajectoire (b, ...b1Y)n>0-
L’intégrale est donc infinie car c’est le cas de 'intégrande d’apres c).

b) = a) : On raisonne par I'absurde en supposant a) faux. Il existe alors une
partie mesurable Y < X de mesure positive et une constante ¢ > 0, telles que pour
tout y e Y,

pbe B,¥n=1,b,..wy¢Y)=e

i.e. la probabilité de ne jamais revenir dans Y est au moins €, quelque soit le point
de départ dans Y. Il résulte de la propriété de Markov que pour tout y € Y,

fbe B,Ny(by) =n+1)<(1—¢)"

La fonction Ny (.,y) est donc S-intégrable, et 1’égalité () donne une contradiction
avec I'hypothese b). O
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Marche induite. Un systeme dynamique conservatif peut étre interpété comme
une limite de systémes dynamiques induits sur des parties de mesure finie de plus
en plus grandes. Ce point de vue est commode pour étendre au cadre conservatif
un grand nombre de propriétés déja connues en mesure finie (voir section sur
lergodicité). Dans le cadre d’une marche aléatoire, le processus d’induction est le
suivant.

Soit Y < X une partie mesurable telle que pour tout y € Y, presque toute
trajectoire issue de y revient dans Y. Par exemple, si v est une mesure de Radon
conservative sur X, toute partie mesurable admet un sous-ensemble plein ayant cette
propriété.

Notons

Tyy: B—>Nu{w},b—inf{n>1,b,...0yeY}

le temps de retour a Y en partant de y (fini 8-p.s.). On définit une probabilité
de transition a partir du point y en notant P, I'image de /3 par l'application b —
bry., @) - - - bry. La famille (P,),cy définit une chaine de Markov sur Y ([16], section
1.1.1). 11 faut faire un peu attention car cette marche ne provient pas d’une action
de groupe probabilisé. Les notions vues plus haut s’adaptent cependant treés bien.
L’opérateur de Markov associé est défini par la formule Py(y) = §, ¢(z) dP,(z),
une mesure sur Y est stationnaire si elle est invariante par 'opérateur de Markov,
etc. On peut démontrer (en combinant [I], prop. 1.5.3 et [I6] prop. 1.9.a) que la
restriction a Y d’une mesure de Radon stationnaire sur X est encore stationnaire
pour la chaine induite sur Y. D’avantage de liens seront tissés dans la prochaine
section.

1.3 Ergodicité

Une transformation préservant une mesure finie est dite ergodique si 'espace
ambiant ne peut étre partitionné en deux sous-ensembles non négligeables invariants
sous la dynamique. Une formulation équivalente est que la mesure considérée est sur
un rayon extrémal du cone convexe des mesures finie invariantes.

Dans la suite, nous choisissons ce deuxiéme point de vue, plus précis, pour définir
I’ergodicité d’une mesure de Radon stationnaire. Nous prouvons alors un théoreme
de désintégration selon lequel toute mesure de Radon stationnaire est moyenne de
mesures ergodiques. Nous vérifions ensuite que dans un cadre conservatif, la défini-
tion d’ergodicité en termes de parties invariantes mentionnée plus haut est équiva-
lente & celle choisie. Les notations (G, X, 1) sont celles de la section [I.1]

Définition (Ergodicité). Une mesure de Radon stationnaire v sur X est ergodique
st elle appartient a un rayon extrémal du cone convere des mesures de Radon sta-
tionnaires sur X.

Cela signifie que 'écriture v = vy + v5 avec vy, vy stationnaires entrainent 1’exis-
tence de constantes cq, ¢y = 0 telles que v; = ¢;v.
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1.3.1 Désintégration ergodique

Le théoreme suivant affirme que toute mesure stationnaire est moyenne de me-
sures stationnaires ergodiques. Ce résultat est prouvé par G. Choquet dans [27].
Comme ce document est difficile d’acces, on prend le soin d’en rapporter une preuve.
On note M4 X)) le cone des mesures de Radon sur X, muni de la topologie faible-.

Théoréme 1.3.1 (Désintégration ergodique). Soit (G, X, ) comme dans la sec-
tion[1.1) et v une mesure de Radon stationnaire sur X . Il existe un espace probabilisé
(2, P) et une application mesurable Q — MP(X) w > v, telle que :

e Pour P-presque tout w € §2, la mesure v, est stationnaire ergodique.

v = L v, dP(w)

Démonstration. Notons E l’ensemble des mesures de Radon signées sur X. C’est
un espace vectoriel topologique métrisable localement convexe pour la topologie
faible-x. On note Cj le cone convexe des mesures de Radon stationnaires :

Co:={veE, v=0et u*xv=uv}

On veut montrer que tout point de Cy est moyenne de points de Cj portés par
des rayons extrémaux. L’idée est de trouver une base convexe compacte L pour ce
cone puis d’appliquer une version fine du théoreme de Krein-Milman :

Théoreme 1.3.2. Soit E un espace vectoriel topologique métrisable localement
convexe, L. = E wune partie convexe compacte. Alors pour tout x € E, il existe
une mesure de probabilité P sur E, concentrée sur les points extrémaux de L et telle
que

v = Lyd@(y)

au sens ou, pour toute forme linéaire continue ¢ : E — R, nous avons r =
§pe(y)dP(y).

Ce théoreme est également dii a Choquet. Il précise le théoreme de Krein-Milman
dans le cas métrisable, au sens ou ce dernier garantit seulement que la mesure P
est concentrée sur I'adhérence des points extémaux de L. On peut en trouver une
preuve relativement courte dans le livre de R. R. Phelps [69] (chapitre 3).

Revenons a l'obtention de notre base convexe compacte. Une premiere difficulté
est que le cone Cj n’est pas fermé en général. Pour contourner ce probleme, on
définit le cone convexe des mesures de Radon sous-stationnaires en posant :

C:={veE, v=0et u*xv<v}

28



On va voir que ce cone ci est bien fermé. De plus, il suffit de vérifier la désinté-
gration pour les points du cone C' par rapports aux rayons extrémaux de C', car si
v € Cy s’écrit sous la forme

v = Jﬂ v, dP(w)

avec 1, extrémal dans C, alors pour P-presque tout w, on a v, stationnaire et
extrémal dans Cj.

Lemme 1.3.3. C' est un cone conveze fermé de E

Démonstration. 1l s’agit de montrer que C est fermé. Soit (1,,) € OV, v € E tels
que v, — v. Pour toute fonction f : X — R, continue a support compact, on a
v(f) =limy,(f) = 0, donc v > 0. Par ailleurs,

wr(f) = LV(f(gl-))du(g) - L lim v, (£(g~".)) dplg)

En appliquant le lemme Fatou, puis ’hypothése de sous-stationnarité des v, il
vient :

p* v(f) < liminf L vo(f(g71) du(g) < liminf v, (f) = v(f)

Ainsi py * v < v, et le cone C' est bien fermé.
O

On se donne x,, : X — [0,1], n = 0 une suite de fonctions continues & support
compact sur X dont les lignes de niveau {x,, = 1},n > 0 forment une suite exhaustive
de compacts de X.

Pour a € RY(, on pose ¢ : €' — [0,00], v+ 3, = - von) s

W ={reC, ¢,(v)<w}

C’est un cone convexe, constitué des mesures de Radon sous-stationnaires a crois-
sance controlée par la suite «. Il n’est pas nécessairement fermé, en revanche il admet
une base compacte :

Loi={reC, ¢uv) <1}

Lemme 1.3.4. L, est convexe compact.

Démonstration. On vérifie d’abord que L est fermé. Soit (1;) € LN, v € L, avec
v — v. On a ¢,(v) = limy_,e0 Zn<N o2, Or le terme DneN ”Oz‘n") est limite de

(XN "ic(jfl"))pg quand i tend vers +0o0. Chaque terme de cette suite est plus petit
Xn)

que 1 donc Zn<N o < 1puis ¢ (v) < 1.

Pour conclure a la compacité, on remarque que la condition ¢, () < 1 implique
v(xn) < o, pour tout n > 0. Toute suite (v;) € LY admet donc une sous-suite
convergente (par extractions successives).

]
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Nous allons appliquer le théoreme dans cette base convexe compacte. A
partir de la, nous conclurons grace a ce dernier lemme :

Lemme 1.3.5. Si vy est un point extrémal de L, alors vy appartient a un rayon
extrémal dans C'.

Démonstration. On peut supposer vy # 0. Donnons une décomposition vy = vy + 15
avec v; € C' — {0}. Nécessairement v; et vp sont dans C,. On peut réécrire vy =
qﬁa(ul)m + qba(yg)%. Comme v est extrémal non nul dans L,, on a ¢, (1) +

a . ’ oy 7 1% 1% 1
¢a(v2) = ¢u(vy) = 1 puis, toujours par extrémalité, sty = aitm = Yo ce qui

conclut. O

Conclusion de la preuve. Soit v € C'—{0}. Il existe une suite « € RY, telle que
v € C,. Quitte & normaliser v/, on peut supposer que ¢, () = 1, en particulier v € L.
D’apres le théoreme , on peut écrire ¥ comme une moyenne : v = SQ v, dP(w)
avec les v, extrémaux dans L,. Comme ¢,(v) = 1, les v, sont non nuls. De plus,
d’apres le dernier lemme, ils sont aussi extrémaux dans C'.

Cela termine la preuve de la désintégration ergodique annoncée.

1.3.2 Ergodicité d’'une mesure conservative

La dynamique en mesure finie nous habitue a a des définitions équivalentes de
I'ergodicité. Il faut faire attention, car en mesure infinie, les équivalences ne tiennent
plus en général. Voici un exemple : On pose G = X = Z, u = %5,1 + %(51. A
scalaire pres, la marche induite sur Z posséde exactement deux mesures stationnaires

ergodiques
Vldek VQZZQk(Sk
keZ keZ
Pourtant les mesures v, 5 sont équivalentes sans étre proportionnelles.

Démonstration. Soit v une mesure stationnaire ergodique sur Z. La stationnarité
signifie que v = %5_1 *x U+ %(51 x v. Or chacun des translatés est également station-
naire, donc par ergodicité il existe ¢ > 0 tel que d_1 xv = cv, le. v =), k6.
Nécessairemnet, 1 = %c + %c‘l, imposant ¢ =1 ou ¢ = 2, i.e. v = 1, ou v = 1. Par
ailleurs, le théoreme de désintégration et la non-proportionnalité des v; entrainent
qu’elle sont effectivement ergodiques.

O

La proposition suivante affirme qu’un tel phénomeéne ne peut pas se produire
pour une marche conservative.
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Proposition 1.3.6. Soit (G, X, ) comme dans la section [1.]] et v une mesure de
Radon stationnaire conservative sur X. Les points suivants sont équivalents :

a) La mesure v est ergodique pour la marche induite par p.

b) Toute partie partie mesurable A = X telle que P,14 = 14 v-pp est v-pleine ou
v-négligeable.

¢) Toute fonction mesurable non-négative f : X — [0, +x0] telle que P,f = f

v-pp est v-pp constante.

d) Pour toute partie mesurable Y < X de volume v(Y') fini, la chaine de Markov
induite sur'Y est vy-ergodique.

e) Pour toute mesure de Radon stationnaire V' telle que V' << v, il existe une
constante ¢ = 0 telle que V' = cv.

f) La transformation T : B x X — B x X, (b,z) — (Tb,biz) est ergodique pour
la mesure S @ v

Démonstration. a) = b) : On peut écrire v = vj4 +1|x_a. L’hypothese b) garantit
que c’est une décomposition en mesures stationnaires, puis I’hypothese d’ergodicité
entraine que vj4 est proportionnelle a v, donc v(A) = 0 ou (X — A) = 0.

b) = c¢) : Cette implication repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.3.7. Dans le contexte de la proposition |1.5.6, soit ¢ : X — R, une
fonction mesurable non négative bornée telle que P,p = ¢ v-pp. Alors P,p = ¢
v-pp.

En effet on pose ¢ := P,p — ¢ = 0. Alors >, _, Py est bornée donc 1 est

n=0 " @
v-presque partout nulle d’apres la conservativité de v.

Revenons & l'implication b)) = ¢). Soit f : X — R mesurable telle que P.f=1f
v-pp et infx f > —o0. On veut prouver que f est constante-pp. D’apres b), il suffit
de vérifier que pour tout t € R,

P,lij<yy = 1yy<yy v-pp (*)
Quitte a considérer f — ¢, on peut supposer t = 0. On remarque que
Lij<oy = nl—i>r-|I—100 min(1,nf_)

ou f_ = max(—f,0). Comme P,f_ > f_ v-pp avec f_ bornée, le lemme assure
que P,f_ = f_ v-pp. Par convergence monotone et non négativité de P,, on a donc
v-presque siirement,

P10y = nlirEmP(min(l,nf_)) < HLHEOO min(1,nf-) < lis<o
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Une nouvelle application du lemme donne la P -invariance de 1g;.y ce qui
conclut la preuve de c).

¢) = d) : Notons Py l'opérateur de Markov de la chaine induite sur Y.
Soit f : Y — [0, 4+00] mesurable telle que Py f = f vjy-pp. On montre que f est
presque-partout constante sur Y. Pour x € X, notons

Tyo: B —NuU{0},b—inf{n>0,b,...0xeY}

le temps de premiere atteinte de Y a partir de x. Il est nul si x € Y. Posons

F:X —[0,00],2— Flbry .- - - brx) dB(b)

{TY’Z<OO}

La conservativité de v et la Py-invariance de f entrainent que
P,F = F v-pp

Par ¢), on a F presque-partout constante. C’est donc aussi le cas de sa restriction
Fy = f.

d) = e):Soit Y < X une partie compacte. Les mesures restreintes v}y,
V|’Y sont stationnaires pour la marche induite, avec vy ergodique d’apres d). La
théorie ergodique en mesure finie entraine qu’il existe une constante cy > 0 telle
que l/‘ly = cyVy. En considérant une suite exhaustive de parties compactes Y et en
remarquant que les constantes ¢y doivent coincider a partir d’un certain rang (si
v # 0), on obtient e).

e) = a) : immédiat vu la définition d’ergodicité.

e) <= f) : Les différentes caractérisations de 'ergodicité d’un systeme dy-
namique déterministe conservatif sont supposées connues (voir [I], sections 1.2, 1.5
). Soit Y < X de mesure finie. L’application de premier retour 75 : B x Y —
B x Y, (b,y) — (T™v®p, bry.,®) - - - b1y) régit la marche de premier retour. L'argu-
ment donné dans ([16] proposition 1.9) assure qu’elle est ergodique pour la mesure
B® vy si et seulement si la marche induite sur Y est ergodique. Comme 'ergodicité
de TX équivaut par ailleurs & celle de ses transformations induites sur toute partie
de mesure finie ([I], proposition 1.2.2 ), on obtient finalement 1'équivalence entre e)

et f).
O
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1.4 Mesures de Radon limites

La notion de mesure limite a été introduite par Furstenberg pour étudier des
probabilités stationnaires. Il s’agit d’écrire une mesure stationnaire comme moyenne
intégrale de mesures indexées par les instructions de la marche et qui vérifient une
propriété d’équivariance. Nous étendons ici la notion au cas d’une mesure station-
naire de masse infinie, puis donnons des applications.

1.4.1 Définition

La triplet (G, X, u) est celui de la section . On rappelle que MB24(X) désigne
le cone des mesures de Radon sur X, muni de la topologie faible-*, et que les ins-
tructions aléatoires sont représentées par le systéme dymaique B = GV, 8 = u®V
et T : B — B, (b;)i=1 — (biz1)i=1. Pour n = 0, on pose B,, < B la sous-tribu des
n-premieres coordonnées.

Définition (Mesures limites). Soit v une mesure de Radon stationnaire sur X. Il
existe une application mesurable B — M%f4(X), b — v, telle que pour B-presque
tout b e B, on ait la convergence faible-x

(b1 ...by)wv T W

On a de plus :

e Pour [-presque tout b € B, by, vy, = 1
e v= {1, dB(b)

Les mesures (v)pep Sont appelées les mesures limites de v.

Remarque. Dans le cas probabilisé, I'inégalité du deuxieme point est une égalité.
Ce n’est pas vrai pour des mesures de Radon en général. Nous verrons plus bas que
pour une marche affine sur R, sans point fixe, de Lyapunov nul et admettant un
moment d’ordre 2 + £, la mesure de Radon stationnaire de Babillot-Bougerol-Elie a
toutes ses mesures limites nulles.

Preuve de la définition. Dans les grandes lignes, la démonstration suit celle du cas
probabilisé ([16], lemmas 1.17, 1.19), mais les arguments doivent étre poussés plus
loin pour gérer I’éventualité ou v serait de mesure infinie.

On note C.(X) l'ensemble des fonctions réelles continues sur X a support com-
pact. Soit f € C.(X), et pour n = 0, posons ¢, : B — R, b — (by...b,).v(f). La
stationnarité de v entraine que la suite de fonctions (¢, ),>0 est une martingale par
rapport a la filtration (B,),=0. Elle est de plus uniformément bornée dans L'(B, j3)

(avec SB lonl dB < v(|f]). Tl existe donc ¢, € L'(B, ) tel que ¢, e 2 B-ps.
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On se donne (K, ),>o une suite exhaustive de compacts de X et D < C.(X)
un Q-sous espace vectoriel dénombrable tel que pour chaque n = 0, on ait {f €
D, supp(f) < K,} dense dans Ck, (X) := {f € C(X), supp(f) < K,}. On de-
mande aussi que D vérifie ces propriétés de densité quand on se restreint a considérer
les fonctions non négatives. D’apres le premier paragraphe, il existe B’ € B mesu-
rable plein tel que pour tout b € B’, f € D, la limite de la suite ((by ...b,)« (f))n=0
soit définie, on la note v(f).

Soit b € B'. La fonction v, : D — R est une application Q-linéaire non négative
sur D. On aimerait vérifier qu’on peut la prolonger en une forme linéaire non négative
vy 2 Co(X) = R. 1l y a une difficulté car les mesures v, étant possiblement infinies,
pour f1, f2 € D, une majoration ||f1 — fallo << 1 n'implique pas vy(f1 — fo) << 1.
On va s’en sortir en se retreignant aux compacts K, et en utilisant que v,(f; — f2)
est un nombre fini.

Soit n = 0. Vérifions donc que vy pncy, (x) se prolonge en une forme linéaire non
négative continue v, : Ck,(X) — R. D’apres les hypotheses de densité sur D, il
suffit de vérifier que 'application Q-linéaire vyp~cy, (x) est continue. Soit n = 0 et
(fr)e=0 € (D n Ck,(X))N une suite de fonctions de D a support dans K, telle que
|| fx|lco = 0 quand k& — +o0o. On montre que limg_, o 14(fx) = 0. Pour cela, on se
donne une fonction non négative p € D tel que pg, = 1. On a alors

wf) = limbr b))
< h}ln(bl ) (| ] frl o)
= | frlloos(p)

entrainant vy ( fx) T 0
-+

On peut donc prolonger v, en une forme linéaire non négative v, : Ck, (X) — R.
Ces différents prolongements se recollent sans ambiguité en v, : C.(X) — R. D’apres
le théoreme de représentation de Riesz, v, provient d’une mesure de Radon, que 1’on
note également 1,. Remarquons que cette mesure est indépendante du prolongement
choisi car déterminée par ses valeurs sur D.

On a ainsi défini une application B’ — M?(X) b+ v,. Cette application est
bien mesurable (car si f € D, b — 14(f) est mesurable comme limite, puis cela est
vrai pour tout f € C.(X) par passage a la limite). On la prolonge mesurablement a
B de fagon quelconque.

Vérifions que I'application B — M®4(X), b — v, convient.
Soit b e B, fy € C.(X) on montre que (b ...b,).v (fo) . vp(fo). On se donne

no = 0 tel que K, contienne le support de fy et p € D tel que p > 0, p,, = 1. Soit
e > 0. Soit f e Dn C(K,,) telle que || fo — fllw < €/(3vp(p)).
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On a pour tout n = 0 que :

[vs(fo) = (br-- - bn)sv (fo)l < [ws(fo = F)I + w6 (f) = (br- - bn)uv ()] + (b1 - bn)uv (f = fo)
< €/3+ () = (b1 bn)wv () + [[fo = flloo (b1 - o) (p)

On obtient donc que pour n = 0 assez grand, on a |v,(fo) — (b1...0,).v (fo)] <€,
d’ou la convergence.
Vérifions maintenant les deux points du lemme :

e Soit b € B’ tel que Th € B’. Montrons que (by).vp, = 1. Soit f € C.(X).
D’apres le paragraphe précédent, on a

(b1)wvrp(f) = lm(by ... 0,)wv (f(b1.)) = lim(by ... b, ).v (f) = vp(f)
D’ou I'équivariance.

e Notons v/ := {14, dB(D). C’est une mesure positive sur X. Soit f € C.(X). On
a

(1) = | i) as)
_ JB lim(b . .. ba)av (f) dB()
< lim inf f (b1 ba)av (F) dB(D) (lemme de Faton)

B
=v(f) (stationnarité de v)

On en déduit que v/ est de Radon, puis que v/ < v.

]

Il découle de I'équivariance des v, que la mesure SB vy, dB(b) est également sta-
tionnaire. Si on suppose de plus la mesure v ergodique, I'inégalité SB vy df(b) < v
entraine l'existence d’une constante c € [0, 1] telle que

JB vy dB(b) — cv

Le lemme suivant assure que ¢ vaut 0 ou 1.

Lemme 1.4.1. Soit v une mesure de Radon stationnaire ergodique sur X dont les
mesures limites (Vp)pep ne sont pas B-presque-sirement nulles. Alors

V= JB vy dB(D)
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Démonstration. On peut écrire §, 13, d3(b) = cv avec c € [0, 1]. Nous allons prouver
que pour [-presque tout a € B,

. ). L vy dB(b) = L Vor. o (D) — v, (+)

Or (ay...an,)scv — cv,. On en déduit que cv, = v, pour S-presque tout a € B puis
que ¢ = 1 car typiquement v, # 0
Précisons maintenant la preuve de la convergence (x). Soit f € C.(X) et posons
¢:B—>R,b—u(f) e LY(B,B), oo :=E(g|B,) : B—>R,a— {,va. a.u(f)dB(b).
D’apres le cours [32] (proposition 11.2.16), I'intégrabilité de ¢ entraine que la suite
(pn) converge presque-siirement vers E(p|By) = ¢. A laide de la séparabilité de
I’espace des fonctions continues a support compact sur X pour la norme infinie, et
en raisonnant a I'aide d’une partie D comme dans la preuve précédente, on obtient
la convergence (*).
[

1.4.2 Conditionner la marche par un temps d’arrét

Ce paragraphe affirme qu’'une mesure de Radon p-stationnaire ergodique dont les
mesures limites ne sont pas toutes nulles et également p.-stationnaire ou u, désigne
la mesure i conditionnée par un temps d’arrét 7. Il sera utilisé au paragraphe suivant
pour décrire les marches affines sur R de Lyapunov nul, mais aussi dans le chapitre
6] pour classer les mesures de Radon stationnaires d’une marche sur T¢ x R.

Soit 7 : B — N u {00} un temps d’arrét pour la filtration (B,,),>¢ des premiéres
coordonnées. Si 7 est fini S-ps, on note u, € P(I') la loi de by ...b-3) quand b
varie selon 3. Attention, y; ne correspond pas toujours a la loi de b, ... b1, et une
[--trajectoire n’est pas une p-sous trajectoire a priori.

Lemme 1.4.2. Soit v une mesure de Radon p-stationnaire sur X telle que v =
§pdB(b) et 7: B — Nu {0} un temps d’arrét pour la filtration (B, )nso, supposé
fini B-ps.

Alors la mesure v est également p..-stationnaire.

Démonstration. Pour i > 1, on note 7' = 7 et 77 (b) := 77 (b)+7(T7 ®(b)). On pose
ensuite p, : B — B,b— (b1 ...brp), brys1---br2p), ... ) et on note B := (p;).3 =
()Y la loi image. Pour 3, presque tout a € B, la suite (a; ... a,).v converge vers
une mesure que 'on note v, et qui est une des mesures limites associées a v. On a

de plus On a v = {, 14, dB(b) = {5 v, ) dB(b) car v, = v, () B-ps.
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Vérifions la p,-stationnarité de v.

r

| g ducto) = | | bt ds) o)
G B

JB
r

= . JB Vo0 dp(b) d3 (V')

[

r

= J Vo, )10+ (6) AB(b) dB(D')
JB JB
r

= fo(b) dﬁ(b)
JB

=V

1.4.3 Application aux marches affines de Lyapunov nul

Dans cette section, on considere une marche aléatoire affine sur R de Lyapunov
nul et on montre que la mesure stationnaire de Babillot-Bougerol-Elie a ses me-
sures limites nulles. On en déduit une démonstration alternative d’un théoreme de
Brofferio.

Identifions le groupe affine G = Aff*(R) a 'ensemble Ry x R muni de la loi de
composition (u,v)(u’,v") = (v, uv’ + v) l'action sur R étant donnée par (u,v).x =
uz + v. On notera g = (u(g),v(g)) un élément de G. On se donne p une probabilité
sur G vérifiant (H) :

e la y-marche sur R n’a pas de point fixe
o E.(| 10gu|2) < o et il existe 0 > 0 tel que E,,(| logv|2+5) <o

o E,(logu) =0etuz1l

Les travaux de Babillot-Bougerol-Elie [4] affirment que sous ces conditions, R
admet (a scalaire pres) une unique mesure de Radon pu-stationnaire que 1’on note
v. Cette derniere est conservative ergodique et de masse infinie. On va prouver le
résultat suivant :

Proposition 1.4.3. Soit 1 une probabilité sur le groupe affine G = Aff*(R) satis-
faisant (H), et v la mesure de Babillot-Bougerol-Elie associée. Les mesures limites
(Us)oep sont B-presque strement nulles.

On déduit de cette proposition que la marche a droite sur le groupe affine part a
I’infini d’une fagon bien particuliére : les instants de forte contraction sont nécessai-
rement couplés a de grandes translations. Ce résultat est initialement du a Brofferio
par une approche différente (voir [24]).

37



Corollaire 1.4.4. Soit u une probabilité sur le groupe affine G = Aff*(R) satisfai-
sant (H). Alors, pour B-presque tout b € B, la suite (u(by...b,) + [v(b1...b,)|)n>0
tend vers 4.

Preuve du corollaire[1.4.4). Soit b € B, o une extraction telle que u(b; ...b,) — ug =
0 et v(by...b,)| = vo € R. Notons ¢ : R — R,z — upx + vg (constante si ug = 0).
Alors (b ... byn))sv — @.v # 0. Le corollaire découle alors de la proposition. O]

La démonstration de la proposition repose sur le résultat suivant, du a
Bougerol et Picard [19] :

Théoréme (Marches & Lyapunov négatif). Soit p une probabilité sur G telle que
E(log* u) < o0, E(log™ |v]) < o0 et E(logu) < 0 . Alors il existe une unique proba-
bilité p-stationaire sur R.

Corollaire 1.4.5. Soit u une probabilité sur G telle que E(u) < 1 et E(log™ |v]) <
0. Alors toute mesure de Radon p-stationaire sur R est proportionelle a la proba-
bilité de Bougerol-Picard, et en particulier de masse finie.

Preuve du corollaire[1.4.5 Soit vy € P(R) 'unique probabilité u-stationnaire sur
R donnée par le théoréme de Bougerol et Picard, et v € M (R) une mesure de
Radon p-stationnaire.

Commencons par vérifier que v est conservative. Comme v, est de masse fi-
nie, il existe un point zy € R tel que pour [-presque tout b € B, la trajectoire
(by, - .. b1) =0 admet une sous suite convergeant vers xy. L’hypothese de Lyapunov
négatif assure que pour tout = € R, S-presque tout b € B,onad(b, ...b1x, b, ...b1xg)
w(by ... b1)d(z,y) — 0. On a donc la conservativité pour tout point y, et en parti-
culier la conservativité de v.

On vérifie maintenant que les mesures vy et v sont proportionnelles. D’apres le
théoreme de Bougerol-Picard, il suffit de vérifier que v est de masse finie. Nous avons
vu dans la section précédente que v admet une désintégration ergodique. On peut
donc supposer v p-ergodique. Soit f, g : R — [0 + oo des fonctions mesurables non
négatives bornées v-intégrables, avec g > 0. Le théoreme de Chacon-Ornstein [61]
appliqué a P = P, entraine les convergences presque-sfire :

y S8 P f(wo) _, volf)
o Vz, € R, S TPrg(zo) . molg)

, SILPR @) )
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Estimons la différence |ZZ;3 Pt f(xg) — Z;é Pk f(x)]. On suppose que f est
C-lipschitzienne pour un certain C' > 0, et vy(f),v(f) > 0.

|P*f(20) — P*f(z)| < JB |f(by, ... b1wo) — f(by ... b17)|dB(D)

< Cd(xo, ) f Up,y - - - Up, AP (D)

= Cd(xg, v)E(u)"

L’hypothése E(u) < 1 entraine que >, |P*f(20) — P"f(x)] < co. Comme les
séries Yoo PF f(wo) et 3,20 PFf(2) divergent (typiquement), on en déduit que pour
vo-presque tout o € R, v-presque tout = € R, =0 P¥ f(x0)/ 3= P* f(x) — 1, puis
que )

n—1 pk
() = wl ) L iy Zimo P0(0)
vo(g) "= 357y Prg(xo)

Pour conclure, on se donne une suite exhaustive (K;);>¢ de compacts de R, et pour
tout 7 > 0, f; une fonction 1-lipschitzienne a support compact telle que 1 > f; > 1k, .
On peut choisir x et xy dans la limite ci-dessus adaptés simultanément aux f;, et

n—1
noter ¢ := 29 lim, ., Z,i“ffiikg@) €]0, +oo[. Alors pour tout i = 0, v(f;) = cvo(fi)
Yik—o PFg(x0)

vo(9)
puis ¥(R) = c. Ainsi v est une mesure stationnaire finie, et le théoreme de Bougerol

et Picard implique que v = cvy, ce qui conclut.

]

Preuve de la proposition[I.4.3. On suppose par labsurde que les mesures limites
(Vb)be B ne sont pas presque toutes nulles. Comme la mesure stationnaire v est ergo-
dique, le lemme implique v = §, 1, dB(b). On définit un temps d’arrét S-presque

stirement fini 7: B — N U {0} en posant :
7(b) = inf{n > 1, u(by...b,) < 1}

Le lemme m garantit que la mesure v est également p,-stationnaire. D’apres [34]
(lemme 5.49) et les hypotheéses de moments faites sur u, la probabilité p, satisfait
E,. (log™ |v]) < oo. Par construction la y, marche est contractante et on peut donc
appliquer le corollaire [1.4.5] impliquant que la mesure v est finie. Absurde.

O
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Chapitre 2

Marche sur un groupe linéaire
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Cette partie est consacrée a 1’étude d’une marche aléatoire donnée par ’action
d’un groupe linéaire probabilisé sur un espace vectoriel. Les théoremes fondamentaux
du sujet ont d’abord été exposés dans le livre de Bougerol-Lacroix [I8] qui privilégie
une approche élémentaire, puis généralisés dans le livre de Benoist-Quint [16] &
I’aide du langage des variétés drapeaux, du cocycle d’Iwasawa, de la projection de
Cartan, etc. Ces résultats seront exploités tout au long de la partie 2. Nous prenons
ici le temps de les rappeler a travers ’exemple simple mais éloquent d’une marche
aléatoire induite par laction de G = SLy(R) sur R?. Notons que ce cas 1a seulement
sera utilisé dans le chapitre 5|, et que la généralité de [16] sera rappelée et mise a
profit dans les chapitres [0] et [4]

La section 2.1 introduit la probabilité de Furstenberg. Etant donné une mesure
de probabilité fortement irréductible sur SLo(R), il s’agit de I'unique probabilité
stationnaire sur sa variété drapeau P*(R). On rapporte ses principales caractéris-
tiques (proximalité, régularité holder) et son lien avec la positivité de I'exposant de
Lyapunov de la marche.

La section 2.2 expose des théoremes limites pour les trajectoires d’'une marche
linéaire sur R2. On y trouve les analogues de la loi des grands nombres, du théoréme
central limite, de la loi du logarithme itéré, du principe des grandes déviations ou
encore du théoreme local limite.
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2.1 La probabilité de Furstenberg

Soit p une mesure de probabilité sur G = SLy(R). Nous allons voir que sous des
conditions raisonnables, la marche induite sur la droite projective P!(R) admet une
unique probabilité stationnaire, dite de Furstenberg (cf. [40], 42, 47] pour la progres-
sion des idées, ou [16] pour un exposé moderne). C’est une étape essentielle vers la
compréhension des marches linéaires, et sur elle reposera la preuve des théorémes
limites de la section [2.2] La probabilité de Furstenberg intervient également dans
la démonstration du théoreme de superrigidité de G. Margulis [60](section VI-4),
ou dans la classification des probabilités stationnaires d’une marche sur un espace
homogene de volume fini [13, 14} [36]. Mére de tant d’applications, elle constitue a
vrai dire un objet d’étude en soi.

Théoréme 2.1.1. Soit 1 une probabilité sur SLy(R). Si le semi-groupe fermé T,
engendré par le supprt de p est fortement irréductible! et non-borné, alors il existe
une unique probabilité p-stationnaire sur P*(R). Elle n’a pas d’atome et ses mesures
limites sont des masses de Dirac.

Résumé de preuve du théoréme Nous en expliquons les grandes lignes
de la démonstration donnée dans [16] (proposition 3.7). On rappelle la notation
B =GV, 3= pu®.

Le théoreme de Kakutani garantit 1’existence d’une probabilité stationnaire v sur
PY(R), construite en se donnant un élément z € P'(R) et en notant v une limite
faible de la suite (2 37070 4™ % 8,)ps1.

Soit b € B typique, et f € My(R)\{0} une valeur d’adhérence de la suite de
matrices (||by ... b,|| 7 b1 ... by)n=1. La forte irréductibilité de '), garantit que v n’a
pas d’atome, si bien qu’on peut écrire :

vy = fuv

Une version forte du lemme définissant les probabilités limites [16] (lemma 1.2.1)
permet de montrer qu’en fait, pour tout g € I',,,

vy = (fg)uv

Remarquons que que g peut étre remplacé par ||g|| g sans affecter I’égalité pré-
cédente. Comme I',, n’est pas borné, il existe une suite (g,) € I‘E telle que ||gn|| " gn
converge vers une matrice 7 de rang 1. En utilisant la forte irréductibilité de I',,, on
peut supposer que fm # 0. L’égalité v, = (f||gnll " gn)sv passe donc a la limite et
donne :

v = (fm)w

1. Cela signifie que 'action de I',, sur R? ne stabilise pas d’union finie (non vide) de droites vectorielles.
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Tout en découle : la probabilité 14, est une masse de Dirac en la droite image
de fr. De plus, comme f et m ont été construits sans faire intervenir v, on obtient
I'unicité des v, puis de v en intégrant. Le fait que v n’a pas d’atome a déja été
évoqué.

]

Remarques.

1) (Positivité du Lyapunov) Le fait que les mesures limites (1) de la probabi-
lité de Furstenberg soient des masses de Dirac (autrement dit la “proximalité” de v)
signifie que la marche a droite b; . ..¥b, sur GG est presque-stirement transiente. On en
déduira plus bas la positivité de ’exposant de Lyapunov de la marche, par applica-
tion du théoreme de divergence linéaire des sommes de Birkhoff. Réciproquement,
la positivité du Lyapunov permet une démonstration alternative du théoreme [2.1.1
([16], lemmas 10.5, 12.5)

2) (Régularité Hélder) Si la probabilité p admet de plus un moment exponen-
tiel fini, alors la mesure de Furstenberg associée est Holder-réguliere : il existe des
constantes C, e > 0 tels que pour tout z € P*(R),

v(B(z,r)) < Crf

Ce résultat est dit a Y. Guivarc’h [43]. Un résultat plus fort a récemment été démon-
tré par J. Li [58] : les coefficients de Fourier de v ont une décroissance polynomiale.

3) (Thémes de recherche) Un certains nombres d’articles cherche a construire une
probabilité 1 dont la mesure de Furstenberg v satisfait une condition de régularité
par rapport & la mesure de Lebesgue. Dans [41], Furstenberg montre qu’un réseau
de SLy(R) supporte toujours une probabilité génératrice u telle que v = lebgi. Si
le réseau n’est pas cocompact Guivarc’h et Y. LeJan ajoutent que u ne peut avoir
un moment d’ordre 1 (voir [44]). Si le réseau est cocompact, 'existence d’un tel p a
support fini reste ouverte. On peut aussi construire une probabilité u symétrique a
support fini telle que v est absolument continue par rapport a Lebesgue [0, 20, [17],
mais dont le support engendre un sous-groupe I',, qui est dense dans G.

2.2 Théorémes limites

Soit p une probabilité sur G = SLy(R), et v € R?\{0} un vecteur non nul.
Nous avons décrit dans la section précédente comment varie la direction d'une u-
trajectoire issue de v. Nous observons maintenant sa distance a l'origine. Il apparait
que pour n = 0 grand, la variable B +— R, b +— log||b, ...biv|| se comporte comme
une somme de n variables aléatoires indépendantes sur R, au sens ou 'on retrouve
les théorémes limites habituels. Des preuves sont données dans les livres [I8] [16] et
sont originellement dues a Furstenberg, Guivarc’h, Lepage et Raugi.
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Nous dirons que x4 a un moment d’ordre p € [1, +oo] si

L(log lgllPdu(g) < o0

et un moment exponentiel s’il existe € > 0 tel que

L lallFdu(g) < oo

2.2.1 Loi des grand nombres

. La loi des grands nombres affirme qu'une marche aléatoire sur R admet une
dérive donnée par la moyenne de la loi d’incrément.

Théoreme 2.2.1. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 1, et (X,)ns0 une suite de variables aléatoires i.i.d de loi m. Alors on a la

convergence presque-sﬁre N
1 n—1

n—+0o0
k=0

Le résultat se transpose au cadre une marche linéaire de la fagon suivante :

Théoreme 2.2.2. Soit u une mesure de probabilité sur G admettant un moment

d’ordre 1 et telle que '), est fortement irréductible prozimal. Alors pour tout v €
R*\{0}, B-presque tout b € B,

1
Elog ||br - .. byv]| o Ay

ot A, > 0 ne dépend que de i, et est appelé le premier exposant de Lyapunov de la
marche.

Résumons la preuve du théoreme [2.2.2. On introduit le cocycle d’Iwasawa

gl

o:G x P'(R) - R, (g,Rv) — log o
v

ce qui permet de réécrire pour x = Rv € PY(R) et b e B,
log ||by, . . . b1v|| = (b, ... by, x) + log||v]|

Une version forte de la loi des grands nombres (voir [16], appendix Theorem 1.5)
affirme que pour tout x € P'(R), et S-presque tout b € B,

2 he) 2 0

44

O'(bn...bl,

3\H

1
n



ott la fonction ¢ : P'(R) — R,z — §, 0(g, z)du(g) est bien définie et continue grace
a I'hypothése de moment sur p. Soit v la probabilité de Furstenberg sur P'(R).
D’apres la loi de Breiman ([16], lemma 2.3), pour tout x € P*(R), S-presque tout
b € B, la suite de probabilités %Zz;é Ob,...p,z converge vers v. On obtient finalement

1
ﬁlog by - .. byv]| e A
ott Ay = §i prmy 79, 2) dpe(g)dv(z).
Vérifions la positivité de A,. D’apres le théoreme de divergence linéaire des
sommes de Birkhoff ([16], lemma 2.18) il suffit de montrer que pour tout z € P*(R),
[b-presque tout b € B,

U(bn...bl,JI) n—>—+)oo +00

Mais cela découle du théoreme de Furstenberg appliqué a la probabilité fi, image
de p par lapplication d’inversion g — ¢g~!. En effet, comme les mesures limites sont
des masses de Dirac, nous avons ||b, ...b1|| = +00 et comme il n’y a pas d’atome,
pour [-presque tout b € B, il existe ¢ > 0 tel que o(b,...b1,z) = €||b,...b1||. La
positivité en découle. O]

2.2.2 Théoréme central limite

. Le théoréme central limite affirme qu'une somme de n effets indépendants de
méme loi centrée se comporte a 1’échelle \/n comme une loi Gaussienne.

Théoreme 2.2.3. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 2 et d’écart type n # 0. Notons (X, )n=0 une suite de variables aléatoires i.i.d
de loi m. Alors on a la convergence en loi :

n—1
X — nE

o Xe 1B o)
\/ﬁ n—+00

_ti 7/ . . . 7 .
ou N (0,7?) = ﬁne 22 dt désigne la loi Gaussienne sur R centrée de variance n*.

Le résultat se transpose au cadre d’'une marche linéaire de la fagon suivante :

Théoreme 2.2.4. Soit  une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que I',, est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v € R®\{0}, et pour b € B variant selon (3, on a la convergence en loi :

log ||by, - .. byv|| — nA, 5
\/ﬁ n—>—+)oo W(O’nﬂ)

ot ni > (0 ne dépend que de L.
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2.2.3 Loi du logarithme itéré

La loi du logarithme itéré considere une trajectoire typique d’une marche centrée
sur R. Il affirme qu’a I’échelle 4/n loglog n, la trajectoire s’accumule sur un intervalle
borné, qu’elle remplit entierement.

Théoréme 2.2.5. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 2 et d’écart type n. Notons (X,)n=0 une suite de variables aléatoires i.i.d de
loi m. Alors, presque surement, ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

ho X — nE(m)
v2nloglogn

est égal a [—n,n).

Le résultat se transpose au cadre d’'une marche linéaire de la fagon suivante :

Théoréme 2.2.6. Soit ;1 une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que I',, est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v € R®\{0}, et B-presque tout b € B, l’ensemble des valeurs d’adhérence de

la suite :
log ||by, - .. byv|| — nA,

v/2nloglogn

est égal a [—ny, 1]

2.2.4 Principe des grandes déviations

Le principe des grandes déviations affirme que la convergence dans la loi des
grands nombres est uniforme en dehors d’un ensemble de taille exponentiellement
petite.

Théoreme 2.2.7. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
exponentiel. Notons (X,,)n,=0 une suite de variables aléatoires i.i.d de loi m. Alors,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel qu’a partir d’un certain rang,

1 n—1
P(|= > X —E(m)| >¢) < e
n k=0

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la fagon suivante :

Théoréme 2.2.8. Soit y1 une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que I'y, est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v € R*\{0}, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel qu’a partir d’un certain rang,

1
B{be B,|=log||by...byv|| — A\, > e} <e™"
n
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2.2.5 Théoréme local limite

Le théoreme local limite estime la probabilité qu'une marche aléatoire centrée
sur R tombe a I'instant n dans une fenétre fixée. Nous supposons sa loi d’incrément
apériodique, i.e. qu’elle n’est pas sur un translaté d’un sous-groupe discret ¢ + rZ.

Théoreme 2.2.9. Soit m une mesure de probabilité apériodique sur R admettant
un moment d’ordre 2, d’écart type n (nécessairement non nul). Notons (X,,)n=0 une
suite de variables aléatoires 1.i.d de loi m. Alors pour tout intervalle borné I < R,

IP’(E Xy —nE(m)el) ~ nlf/b%

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la fagon suivante :

Théoréme 2.2.10. Soit u une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que '), est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v € R*\{0},

leb(1)

2mn

pi{be B, log||b,...bwv|| —nA, eI} ~

m

2.2.6 Quelques mots sur les preuves

On trouvera des preuves completes de ces théorémes limites dans [I8, [16]. Nous
expliquons ici la méthode employée.

Comme pour les marches sur R, les preuves des théoremes limites pour les marches
linéaires reposent sur de 1’Analyse. Pour z = Rv € P}(R),n > 1 notons pu,, la loi
de log W quand b varie suivant 3. La formule d’inversion de Fourier ramene
I’étude de ji,, » a celle de sa transformée de Fourier : pour toute fonction continue a

support compact f € C?(R),

ou pour 6 € R,

m(@) _ JG ei@log b HLT\ 2 dﬁ(b), f(g) - JR f(x)efiﬁzdx
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La transformée de Fourier de p, , peut étre exprimée a ’aide d’'une perturbation
holomorphe de 'opérateur de Markov P,. Pour z € C de partie réelle assez petite,
o€ C°(PY(R)), x = Rv e P}(R), on note

[lgv]l

Poo(z) = f &5 4 o (ga)dpg)

On peut ainsi réécrire

fin(0) = Pigl(x)

Nous sommes donc ramenés a I'analyse d’une famille d’opérateurs (P,). Les pro-
priétés de contraction de laction de G sur P'(R) entrainent que, pour a > 0 as-
sez petit, elle agit sur l'espace de Banach H*(P!(R)) constitué des fonctions a-
holderiennes sur P'(R). La dépendance en z est holomorphe grace a 'hypothese de
moment exponentiel faite sur u, et il y a un trou spectral pour z assez proche de
zéro. Notons alors A, la valeur propre complexe dominante de 'opérateur P,. Les
preuves des théorémes limites (TCL, LLI, PGD, TLL) consistent en une analyse fine
du comportement de z — \,, notamment de ses dérivées en zéro.

Cette approche adapte au cas d’un cocycle une méthode déja éprouvée pour
établir des théoremes limites sur un systéeme dynamique probabilisé mélangeant et
dont l'opérateur de transfert admet un trou spectral. Elle trouve son origine dans
les articles de Nagaev [62] [63], puis est développée par LePage [56], Guivarc’h-Raugi
[48], et bien d’autres. On trouve un exposé trées complet dans le livre de Hennion-
Hervé [50]. Une preuve courte et élémentaire du TCL est également donnée dans les
notes de Sarig [75].
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Chapitre 3

Transience en loi d’une marche
symétrique en mesure infinie
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Introduction

Ce chapitre a fait I'objet de l'article [II]. Il est motivé par un article publié
par Eskin et Margulis en 2004 qui étudie les propriétés de récurrence des marches
aléatoires sur des espaces homogenes [38]. Soit G un groupe de Lie réel, A € G un
sous-groupe discret, et notons X = G/A l'espace quotient. Une probabilité p sur
G induit une marche aléatoire sur X de probabilités de transitions (u * 0, )zex. Les
deux auteurs s’interrogent sur la position de la marche a I'instant n pour n grand.
Ils parviennent & montrer un résultat étonnant : si G est algébrique réel simple, si A
est de covolume fini, et si le support de p est compact et engendre un sous-groupe
Zariski-dense dans GG, alors pour tout point de départ x € X, la suite de probabilités
de position (pu*"*d,)n=0 a toutes ses limites faibles-* de masse 1. On dit qu’il n’y a pas
de fuite de masse. Ce comportement rappelle celui du flot unipotent mis en lumiere
par Dani et Margulis [29, 59], qui prouvent que les trajectoires d’un flot unipotent sur
X évoluent essentiellement dans des compacts de X. C’est le point de départ d'une
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analogie fructueuse qui conduit a la classification des probabilités stationnaires sur
X, sous les travaux de Benoist et Quint [13] [14], puis Eskin et Lindenstrauss [37].
Il en découle notamment que les moyennes de Césaro n=! ZZ;& ¥ x 8, convergent
pour tout point de départ x € X, avec pour limite la probabilité de Haar sur X
ou bien une équiprobabilité sur un ensemble fini. Le peu d’options possibles signe
un phénomene de rigidité, analogue a celui observé par M. Ratner pour un flot

unipotent.
Ce chapitre aborde la question d’une réciproque au théoreme d’Eskin et Margulis :

L’absence de fuite de masse est elle caractéristique des marches sur un espace
homogéne X de volume fini ou bien pourrait elle aussi apparaitre pour des marches
en volume infini ?

Nous montrons qu’en volume infini et sous des conditions raisonnables, il y a
toujours fuite de (toute la) masse : pour-presque tout point de départ x € X, la
suite des probabilités de position (u*™ * d,),>0 converge en moyenne de Césaro vers
la mesure nulle.

De plus, la moyenne peut étre retirée si la marche est symétrique, i.e. si p est
invariante sous l'application d’inversion : G — G, g+ g~ 1.

Théoréme Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe a centre fini,
A € G un sous groupe discret de covolume infini, u une probabilité sur G dont le
support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors pour presque tout x € G/A, on a la convergence faible-x :

1 n—1
— *yd, — 0 1
TPIL 0

De plus, si la probabilité p est symétrique, alors la convergence peut étre renfor-
cée :

W5, — 0 2)

n—-+aoo

Ce résultat de transience en loi contraste fortement avec l'article [70], dans lequel
R. Prohaska étudie les propriétés de récurrence ponctuelle d’'une marche aléatoire
sur un espace homogeéne G/A. Il montre notamment que si la marche est étalée?! et
si 'espace G/A admet une mesure de Radon G-invariante & croissance quadratique,
alors il y a récurrence presque-siire : pour tout point de départ = € G/A, presque
toute trajectoire issue de x admet une sous-suite convergeant vers x.

La convergence en moyenne de Césaro (1) de notre résultat découle es-
sentiellement du théoreme de Chacon-Ornstein et du théoréeme de Howe-Moore. Le

1. i.e. donnée par une probabilité u sur G admettant une puissance de convolution p*™ qui n’est pas singuliere
avec la mesure de Haar sur G.
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convergence (2) est plus délicate. La difficulté tient au fait que 'opérateur de Mar-
kov P, : f— 1§, f(g.)du(g) associé a la marche n’a pas de trou spectral : son rayon
spectral sur L*(G/A) est égal & 1. Nous contournons cette obstruction en utilisant
le théoreme de convergence des martingales rétrogrades et aboutissons a une preuve
tres générale, qui ne repose pas sur le cadre algébrique des espaces homogenes.

Le théoréeme [3.2.1] est ainsi un corollaire de notre théoreme B.1.1] :

Théoréme [3.1.1]. Soit X un espace topologique localement compact d base dénom-
brable équipé d’une mesure de Radon X, soit I' un groupe localement compact a base
dénombrable agissant continument sur X en préservant la mesure X\, et soit ju une
probabilité sur I dont le support génere I' comme groupe fermé.

Si la probabilité p est symétrique et si toute partie mesurable I'-invariante de X
est de A-mesure nulle ou infinie, alors pour A-presque tout point de départ x € X,
on a la convergence faible-x :

M*n*éx — O

n——+aoo

En quelques mots, une marche aléatoire symétrique sur un espace infini “quasi-
ergodique” est toujours transiente en loi. Ce résultat peut étre vu comme un analogue
en mesure infinie de résultats d’équidistribution des marches aléatoires symétriques
en mesure finie dus a Rota [73] et Oseledets [66].

3.1 Un résultat général de transience en loi

3.1.1 Notations et énoncé du théoréme de transience

Soit X un espace topologique localement compact a base dénombrable, et équipé
d’une mesure de Radon \. Soit I un groupe localement compact a base dénombrable
agissant continument sur X en préservant la mesure A, et soit p une probabilité sur
[' dont le support génere I' comme groupe fermé. Nous avons vu que ce contexte
définit une marche aléatoire sur X.

Rappelons quelques terminologies :

e La probabilité p est symétrique si p = i,pou i : I' — I',g — g~ ! désigne
I’application d’inversion.

o L’opérateur de Markov P, associé a i agit sur I'ensemble des fonctions mesu-
rables non-négatives sur X via la formule

Pup(x) = f p(gx)dp(g)
G
et s’étend en une contraction sur les espaces LP(X, \) pour tout p € [1, o0].
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e Une partie mesurable A € X sera dite I'-invariante (du point de vue de \) si
pour tout g € I', on a A(AAgA) = 0. Cela équivaut a dire que P,14 = 14 A-pp

Prenons le temps de vérifier ce dernier point. Il s’agit de montrer le sens indirect,
on suppose donc 'égalité P,14 = 14 A-pp. Cela signifie que pour A-presque tout
xr € X, p-presque tout g € G, on a 1,4(gz) = 1a(x). On en déduit via le théoreme de
Fubini que pour p-presque tout g € I', on a A(AAgA) = 0. Le sous groupe D < T’
engendré par de tels éléments ¢ est dense dans I et laisse la partie A invariante A-pp.
Il reste donc a vérifier que I'invariance A-pp passe a la limite. Soit g € T, (g,) € DN
tels que g, — g, soit ¢ € C(X). Alors par convergence dominée,

f pd\ — J @ dA =f @(gn-) —p(g.)dA — 0

A gA A n—+00

On en déduit que §, pd\ = § , ¢ d). Comme cela vaut pour tout ¢ € C¢(X), on
conclut que A(AAgA) = 0.

Nous énongons maintenant le résultat principal du chapitre, affirmant qu'une
marche symétrique sur un espace infini “quasi-ergodique” est transiente en loi. La
preuve est donnée dans la section 3.3.

Théoreme 3.1.1. Soit X un espace topologique localement compact a base dénom-
brable équipé d’une mesure de Radon X, soit I' un groupe localement compact da base
dénombrable agissant continument sur X en préservant la mesure X\, et soit ju une
probabilité sur I dont le support génere I' comme groupe fermé.

Si la probabilité p est symétrique et si toute partie mesurable I'-invariante de X
est de \-mesure nulle ou infinie, alors pour A-presque tout point de départ x € X,
on a la convergence faible-* :

*n
* (5 —_—>
K £ n—+0o0

Remarques. 1) L’hypothese sur la mesure A entraine que la I-orbite de A-presque
tout point de X est non bornée dans X. Il y a équivalence si ’action de I' préserve
une distance induisant la topologie de X.

2) La transience en loi obtenue n’empéche pas qu'il y ait récurrence presque-
sfire. Par exemple, R. Prohaska démontre dans [70] qu'une marche & densité? sur
un espace homogene G/A a croissance quadratique est toujours récurrente-p.s.

3) Sans U’hypothése de symétrie, la preuve fournit la convergence en moyenne

n—-+0o0

1n—1
,Zﬂ*k*(sz — 0
o

2. i.e. une marche donnée par une probabilité u sur G admettant une puissance de convolution u*™ qui n’est pas
singuliére avec la mesure de Haar sur G.
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On ne peut pas espérer la convergence des probabilités (u*" * §,),=0 en général. Par
exemple, considérons un Z-revétement S d’une surface hyperbolique compacte. On
peut réaliser son fibré unitaire tangent 7S comme un espace homogéne G/A ou
11

0 1)
La p-marche sur G/A correspond a laction séquencée du flot horocyclique sur T1S.
On peut vérifier que toute partie de T1S invariante par la marche est de mesure
nulle ou infinie (conséquence directe du théoreme de Howe-Moore, voir preuve du
théoréme [3.2.1)). En revanche, la marche est presque-partout récurrente [5]. On ne
peut donc pas avoir p*" * d, — 0 pour presque tout z.

G = SLy(R) et A < G est un sous-groupe discret. Posons p = §,, ot uy :=

Résumons la preuve du théoréme [3.1.3] Le point clef est de démontrer que
pour A-presque tout point de départ x € X, la suite de probabilités de positions
(U™ * 0, )n=0 a une limite faible-* (qui est une mesure sur X de masse inférieure
ou égale a 1). Nous obtenons cela a partir de la symétrie de p et du théoreme de
convergence des martingales rétrogrades, étendu au préalable a un contexte ou les
mesures sont o-finies. Une fois la convergence des (1*?" * d,),=0 démontrée, il suffit
de vérifier que la suite de moyennes de Césaro (= Z;é k% 6,) =1 tend faiblement
vers la mesure nulle. Cela découle essentiellement du théoréme de Chacon-Ornstein

et n’utilise pas la symétrie de la probabilité pu.

3.1.2 Martingales rétrogrades

Cette section démontre le théoreme de convergence des martingales rétrogrades
sur des espaces mesurés o-finis. Nous en aurons besoin pour prouver le théoreme|3.1.6|
Notons que le résultat est déja connu [51) p. 533].

Commencons par rappeler la définition de I'espérance conditionnelle [28].

Définition 3.1.2 (Espérance conditionnelle). Soit (2, F) un espace mesurable, Q
une sous tribu de F, et m une mesure positive sur (2, F) dont la restriction mjo
est o-finie. Alors pour toute fonction f € LY (2, F,m), il existe une unique fonction
e LY, Q,m) telle que pour tout A € Q, on ait m(f14) = m(f' 14). On note
cette fonction E,,(f|Q).

Remarque. La condition que la mesure restreinte m|g soit o-finie est nécessaire.
Pour s’en convaincre, on peut considérer le cas ou (€, F,m) = (R? B(R?), lebg:) et
Q est la tribu engendrée par la partition ([i,7+ 1[xR);ez. Une fonction intégrable et
O-mesurable étant nécessairement nulle, ’espérance conditionnelle d’une fonction
non nulle f € L'(Q, F, m) n’existe pas.

Nous démontrons le résultat suivant.
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Théoréme 3.1.3 (Convergence p.s. des martingales rétrogrades [51]). Soit (2, F,m)
un espace mesuré, (Qn)ns0 une suite décroissante de sous tribus de F telle que
pour tout n = 0, la mesure restreinte mjo, est o-finie. Alors pour toute fonction
[ e LYQ, F,m), il existe vp € LY (2, F,m) telle qu'on ait la convergence presque
sure :

Em(ﬂQﬂ) — (m—pp)

n——+o

Remarque. Si la mesure m est o-finie par rapport a tribu queue Q. := (2 @n,
alors le théoréeme se déduit directement du cas probabilisé (par restriction a
des domaines Q. -mesurables de mesure finie), et garantit que b = E,,(f|Qs). A
I’extréme inverse, si la tribu queue Q. ne contient pas de partie de 2 de m-mesure
finie non nulle, alors I'intégrabilité de 1) entraine que ¥ = 0.

Le point clef de notre démonstration est le lemme [3.1.4] qui permet de controler
le rapport entre deux espérances conditionnelles en mesure infinie par une espérance
conditionnelle en mesure finie.

Lemme 3.1.4. Soit (2, F,m) un espace mesuré et Q < F une sous tribu telle que
mg est o-finie. Soit f,h € L*(Q, F,m) des fonctions intégrables avec h > 0. Alors
on a l’égalité presque sire :

20 (/1Q) = B (W Q) By 110) (m-pp)

Démonstration. On peut supposer f = 0. Notons

0=E,(f1Q). ¥ =E,(hQEn(l|Q)

Ce sont deux fonctions Q-mesurables non négatives sur {2 dont on veut montrer
I'égalité presque-stire. Comme la mesure m|g est o-finie, il suffit de vérifier qu’elles
ont méme intégrale sur toute partie Q-mesurable. Soit A € O.

[ vim = [ nEun Q) dm = [ £ atm = | pam

Lemme 3.1.5. On se place dans le cadre du théoréme et on suppose de plus
que m(Q)) = +oo. Soit f € LY (Q, F,m) une fonction intégrable avec f = 0. Alors
pour tout € > 0,

m{limsupE,,(f|Q,) <&} >0
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Démonstration. On se donne une fonction h : Q —]0, +oo[ mesurable positive bornée
telle que m(h) = 1, que 'on ajustera a la fin. Le lemme m permet d’écrire pour
n=0:

B (£1Q0) = Bn(H1Q0) Ean(F1Q0) (m-pp)

D’une part E,,(h|Q,,) < ||h]|sc m-pp.

D’autre part, le théoreme de convergence des martingales rétrogrades en mesure
finie ([33], th. 3.4.1) affirme que Ehm(ﬂQn) — Ehm(ﬂQw) m-pp. Cette derniére
fonction est non négative et vérifie {, Epy(L]Qu) dhm = ||f||1i(m). On en déduit
que

DN | —

B (110.0) < 217} >

On a finalement 'existence d’une partie de {2 non négligeable sur laquelle

lim sup By, (f]Qn) < 2||Al|oo| L] m) ()

Soit ¢ > 0. Comme m(f)) = 400, on peut choisir i des le départ tel que ||h||o <

W et I'inégalité () donne alors le résultat annoncé.
Lt(m)

]

On conclut la section en prouvant le théoreme de convergence p.s. des martingales
rétrogrades en mesure infinie.

Preuve théoréme[3.1.3. On peut supposer f = 0. On se donne € > 0 et on note

Q' ={weQ, limsupE,,(f|Q,)(w)— limJirnf]Em(ﬂQn)(w) > ¢}
n—+a0 n—+90

II s’agit de montrer que m(£2) = 0. Raisonnons par I'aburde en supposant
m() > 0. Comme ' une partie Q,-mesurable, on a pour tout n > 0 1’égalité
En(f1Qn)ier = Emg, (flo|Quiar)- (mo-pp)

Le théoreme de convergence des martingales rétrogrades en mesure finie et la défi-
nition de €’ entrainent alors que m()’) = +c. En appliquant le lemme aux
restrictions €', myor, (Qnja)n=0, fior, on a donc

mio {limsup E,,(f|Q,) <&} >0

Cela contredit la définition de €’ ou la non négativité de f, qui réunies entrainent
que limsup E,,,(f|Q,) > € mo-pp.
O
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3.1.3 Convergence des aller-retours et preuve de la transience

L’enjeu de cette section est de prouver le théoreme de transience en loi
presque-stire pour une marche en mesure infinie. Nous aurons besoin du théo-
réme[3.1.6)sur la convergence des aller-retours. La preuve de ce dernier suivra de pres
celle du théoréme “alternierende verfahren” de Rota [73] concernant les marches en
mesure finie (théoréme . Comme il nous a été signalé, une preuve (plus longue,
mais aussi plus générale) existe déja [2].

Etant donné une probabilité p sur un groupe I', on notera fi := i,u la probabilité
image de p par 'application d’inversion i : I' — I', g~ g%

Théoréme 3.1.6 (Convergence des aller-retours). Soit X un espace topologique
localement compact a base dénombrable équipé d’une mesure de Radon A, soit T’
un groupe localement compact a base dénombrable agissant continument sur X en
préservant la mesure A, et soit p une probabilité sur I.

Il existe une famille de mesures finies (Vy)zex € MY (X)X telle que pour \-presque
tout x € X, on a la convergence faible-x :

*n |, xN
* * (5 —> U,
N ) z n— 400 z

(p

Démonstration. La preuve s’inspire du phénomene d’équirépartition des fibres in-
troduit par Benoist-Quint dans [14]. Notons

B:=TV B:=u", T:B— B, (b)is1~ (bit1)iz1

le décalage unilatére. On introduit un systéme dynamique fibré o-fini (B~, g%, TX)
en posant

e BX . =Bx X
o X :=3®Ne M (B x X)
o TX:BX - BX (b,z) — (Th, by 'x).

Notons B et X les tribus boréliennes respectives de B et X. La tribu borélienne
de BX s’identifie a la tribu produit B® X. Pour tout n > 0, on définit la sous tribu
des n-fibres de T en posant

Q,:=(T*)™(B®X)

C’est une sous-tribu de B® X telle que pour tout c € BX, la plus petite partie Q,,-
mesurable de BX contenant c¢ est la n-fibre (T%)~"(T%)"(c). La mesure restreinte
575, est o-finie car ¥ est o-finie par rapport & la tribu B® X et préservée par T,

Dans un premier temps, nous montrons que si f € C?(X) est une fonction conti-
nue a support compact, alors la suite (u*" * 1*™ * 0,)(f))n=0 converge dans R pour
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A-presque tout z. Pour cela, on exprime (u*" * i*™ » 0,)(f) a l'aide d’une espérance
conditionnelle et on applique le théoreme |3.1.3] Notons

J?: BX - R? <b7 .73) — f(‘T)? Pn = EBXOF’QH) € Ll(va Qn)

On commence par donner une formule explicite pour la fonction ¢,,. Intuitive-
ment, étant donné ¢ = (b, x) € BX, la valeur p,(c) représente la valeur moyenne de
f sur la plus petite partie Q,-mesurable de BX contenant c. Cette partie est par
définition la n-fibre passant par c et s’identifie au produit I' via la bijection

Bpe: T — (T)"™(T*)"(c), a = (ay,...,a,) — (aT™, ay...a,b,"...b;'.x)

Le lemme qui suit affirme que ¢,(c) n’est autre que la valeur moyenne de f sur
(TX)=™(T*)*(c) = I'™ par rapport a la mesure u®".

Lemme 3.1.7. Soit n = 0. Pour 3*-presque tout (b,z) € BX, on a

on(b, ) = flay...axbt .. b7 ) du®™(a)
I'»n

Démonstration du lemme[3.1.7. Ce résultat est démontré dans [14] (lemma 3.3).
Rappelons en la preuve. Quitte a séparer parties positives et négatives de f, on peut
supposer f > 0. Notons alors ¢/, : BX — [0, +o0] I'application définie par le membre
de droite ci dessus. On montre qu’elle coincide presque-partout avec ¢, en prouvant
qu’elle aussi vérifie les axiomes de I'espérance conditionnelle définissant ¢,,.

Comme la valeur de ¢/, en un point ¢ € BX ne dépend que de (T%)"(c), cette
application est Q,-mesurable. Il reste & montrer que pour A € Q,,, on a 1’égalité
BX(14f) = BX(14¢,). En écrivant A sous la forme A = (TX)™(E) ou E€ B X
et en utilisant que la mesure A est préservée par I', on calcule que :

BX(140,) — J (b 2) f(as - b=t . b7a) dp® (a)dB(b)d(x)
Bx X xI'n

J (T, b b7'2) Flan - anb b du®(a)dB(b)dA(x)
2(T",2)f(a1 ... apw) du®"(a)dB(b)d\(x)

><X><1"”

JB
J (T, ) f(by ... bx) dB()AA(x)
L

(T, b1 .. by 2) f(x) dB(b)dA(z)
X(1af)

concluant la preuve du lemme O
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I1 découle du lemme que pour A-presque tout z € X,

fB onlb,2) dB(D) = (4™ * ™+ 5.)(/) ()

Par ailleurs, le théoreme de convergence des martingales rétrogrades assure
que la suite d’espérances conditionnelles (¢, ),>0 converge 3X-presque sfirement. En
remarquant que ||¢n|lo < ||f]]e, on obtient & I'aide du théoréeme de convergence
dominée et de 'égalité (x+) que pour A-presque tout x € X, la suite ((p*™ * g™ *
32)(f))n=0 admet une limite dans R.

On déduit du paragraphe précédent que pour A-presque tout x € X, la suite de
probabilités (p*™ * [I*" * 0 ),>0 & une limite faible-x (qui est une mesure sur X de
masse inférieure ou égale a 1, éventuellement nulle). Il s’agit d’un argument standard
reposant sur la séparabilité de ’espace des fonctions continues a support compact
sur X muni de la norme infinie (C?(X),|].||s) et sur le théoréme de représentation
des formes linéaires non négatives sur X par des mesures de Radon (théoréeme de
Riesz). La preuve du théoreme est terminée.

O

Nous concluons la section en prouvant la transience en loi d’'une marche symé-
trique “quasi-ergodique” en mesure infinie.

Preuwve du théoréme[3 1.1l 11 suffit de montrer que pour A-presque tout x € X, on a
la convergence *?" 8, — 0. D’apreés le théoréme et la symétrie de p, la suite
(u*?" * 8, ) =0 converge vers une mesure finie. Il suffit donc de vérifier la convergence
en moyenne : pour A-presque tout r € X,

n—1

1
*Z/L*k*(sﬂﬁ—)o
nk=0

Conformément a la remarque de la section 3.1.1, nous démontrons cette der-
niere convergence sans utiliser [’hypothése de symétrie sur u. Il s’agit de vérifier que
pour toute fonction ¢ € C%(X)™ continue non-négative a support compact, on a la
convergence

1 n—1
=3 Pio—0 ( A-pp)
"o

ou P, désigne 'opérateur de Markov associé a la marche (cf. section 3.1.1).

Le théoréme de Chacon-Ornstein (cf [61]) implique que la suite de fonctions
(% Z;é P[fgp)n;l a une limite presque-siire 1) : X — R,. Comme les termes Pl'fgo
sont uniformément bornés dans L?(X, ), le lemme de Fatou implique que cette
fonction limite ¢ est de carré A-intégrable. Par ailleurs, la fonction ¢ étant bornée,
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le théoréme de convergence dominée appliqué sur I’espace probabilisé (I, i) entraine
la P,-invariance

Pup =4 (A-pp)

Nous en déduisons maintenant que 1 est I'-invariante au sens ou pour tout g € I,
on a 1 og = 1 A-pp. Pour cela, on observe que la P,-invariance de ¢ exprime
comme une moyenne de translatés 1) o g :

L o gdu(g) = ¢ (\-pp)

Or ces termes 1 o g sont tous dans L?(X,\) et de méme norme que 1. La stricte
convexité des boules d'un espace de Hilbert entraine alors que pour p-presque tout
g € I', on a I'égalité ¢ o g = ¢ A\-pp. Comme le support de p engendre I' comme
groupe fermé, on en déduit par une méthode déja exposée dans la section 3.1.1, que
pour tout g € I', on a @ o g = ¥ A\-pp, prouvant la I'-invariance annoncée.

La I'-invariance de 1 entraine que pour tout réel ¢ > 0, I’ensemble {1 > ¢} est
[-invariant, donc de A\-mesure nulle ou infinie par hypothése. L’intégrabilité de v
permet de trancher : A{1) > ¢} = 0. On en conclut que ) = 0 A\-pp ce qui termine la
preuve.

]

3.2 Application : une réciproque au théoreme de récurrence
d’Eskin-Margulis

3.2.1 Enoncé de la réciproque

Nous allons utiliser le théoréme [3.1.1] pour démontrer qu’une marche symétrique
sur un espace homogene G/A de volume infini est presque-partout transiente en loi
(théoreme . La difficulté tient au fait que I'opérateur de Markov P, associé n’a
alors pas de trou spectral, au sens ol son action sur L?(G/A) a un rayon spectral
égal a 1. On peut voir notre résultat comme une réciproque a un théoreme d’Eskin et
Margulis affirmant “qu’une marche Zariski-dense sur un espace homogene de volume
fini est uniformément récurrente en loi”.

Théoréme (Eskin-Margulis, [38]). Soit G est un groupe de Lie réel semi-simple
connexe a centre fini, A © G un réseau, p une probabilité sur G a support compact
engendrant un sous-groupe Zariski dense dans G.

Alors la marche aléatoire sur ’espace homogéne G /A induite par ju est uniformé-
ment récurrente en loi.
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Précisons les termes employés :

Un sous-groupe de G est Zariski-dense s’il est “gros” du point de vue algébrique.
Plus formellement, notons g 1’algebre de Lie du groupe G, et Ad : G — Aut(g), g —
T.(g.g7') sa représentation adjointe. Un sous-groupe I' © G est dit Zariski-dense
si toute fonction polynomiale sur ’espace vectoriel des endomorphismes de g qui
s’annule sur Ad(T") est nulle sur Ad(G).

La récurrence uniforme en loi signifie que pour un certain compact K assez grand
dans G/A, quelque soit le point de départ x € G/A, la pu-marche issue de x aura une
tres forte probabilité d’étre dans K a I'instant n, pourvu que n soit assez grand. En
termes plus formels, pour tout € > 0, il existe un compact K < G/A tel que pour
tout x € G/A, il existe un rang N, = 0 tel que si n = N, alors p*" » 0,(K) > 1 —e.
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Nous montrons la réciproque suivante du théoreme d’Eskin-Margulis :

Théoreme 3.2.1. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe d centre fini,
A € G un sous groupe discret de covolume infini, p une probabilité sur G dont le
support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors pour presque tout x € G/A, on a la convergence faible-x :

n—-+aoo

1n71
fzu*’f*éx — 0
nk:()

De plus, si la probabilité p est symétrique, alors la convergence peut étre renfor-

cee !
,u*" *5:5 —> O

n—-+aoo

Remarques. 1) Le théorémeest valable plus généralement si le sous-groupe
généré par le support de p a ses projections non bornées dans les facteurs non
compacts de G (voir la preuve).

2) Que la probabilité p soit symétrique ou non, nous avons pour presque tout
x € G/A Vexistence d’une extraction o : N — N telle que

*o(n
pe e, 2,0
Le phénomene observé par Eskin et Margulis ne peut donc pas se produire en mesure
infinie.

3) Le théoreme décrit 'asymptotique des probabilités de position pour
presque-tout point de départ x € G/A. On ne peut pas espérer avoir la transience
en loi pour tout point de départ, car il est possible que I'orbite I'.z soit finie.

3.2.2 Preuve de la réciproque

Le théoréme est conséquence du théoréme et de la remarque 3) qui
le suit. Pour pouvoir appliquer ce dernier, il faut cependant vérifier que la mesure
de Haar sur G/A donne une masse nulle ou infinie aux parties invariantes par la

marche. On va le démontrer comme conséquence du théoreme de Howe-Moore que
I'on rappelle d’abord (cf. [82], theorem 2.2.20) :

Théoréme (Howe-Moore). Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple d
centre fini et m une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert séparable
(H,<.,.)). On suppose que tout facteur G; de G a son fivateur H% := {x e H,G;.x =
x} réduit a {0}.
Alors pour tout v,w e H, on a
(m(g).v,w) P 0

—00

63



Dans I'énoncé précédent, la notation g — oo signifie que g sort de tout compact.
Rappelons par ailleurs la définition des facteurs de G que nous utiliserons. On note g
I’algebre de Lie de G. Elle se décompose de fagon unique en somme directe d’idéaux
simples : g = g1®- - -@gs. Les facteurs de G sont les sous-groupes connexes immergés
Gy, ...,Gs de G d’algebres de Lie g, ..., gs. Ils sont fermés dans G et commutent
entre eux : pour @ # j € {1,...,s} et g; € Gy,9; € Gj on a g;g; = g;¢;- Enfin
I'application produit 7 : Gy x---xGs — G, (g1,...,0s) = g1 ... Js est un morphisme
de groupe surjectif de noyau fini. Dans la suite, nous dirons qu’un sous groupe I' € G
a ses projections non bornées dans les facteurs de G si pour tout i € {1,...,s}, la
projection de 771(T') € G} x -+ x G dans G; est non bornée.

On déduit du théoreme de Howe-Moore un lemme de rigidité.

Lemme 3.2.2. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe da centre fini,
I' € G un sous groupe dont les projections dans les facteurs de G ne sont pas bornées.
Soit (H, p) une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert séparable.

Si HE = {0} alors H" = {0}

Démonstration du lemme[3.2.9. Notons G, ...,Gy les facteurs de G. Quitte a tirer
en arriere la représentation de G par l'application produit 7 : G; x --- x Gy —
G,(g1,---,9s) — g1 -..gs, on peut supposer que G est un produit direct de groupes
de Lie réels connexes quasi-simples?® de centres finis G = G x --- x G,. Supposons
s = 2. L’hypothése HE = {0} implique que H n H = {0}. On a donc la
décomposition

H=H"DH>DH

ot H' est I'orthogonal de H @ H dans H. De plus chaque sous espace est
invariant par G. Soit v € H un vecteur I'-invariant, décomposé en v = vy + vy + v’
avec v; € H%, o' € H'. La représentation de G sur H induit une représentation
unitaire de Gy sur H' et la T’ invariance de v implique que v, est invariant par
p2(T) projection de I' sur le facteur Go. Comme po(I') est non borné dans G, on
peut appliquer le théoreme de Howe-Moore pour obtenir v; = 0. De méme vy = 0.
Ainsi v = v’ € H'. Les représentations de GG; et (G5 induites par celle de G sur H’
n’ont pas de point fixe non nul. On peut donc appliquer a nouveau le théoreme de
Howe-Moore pour en déduire que v' = 0. Ainsi H'' = {0}.

Pour le cas général ou s > 1, il suffit de raisonner par récurrence sur s en reprenant
la méthode ci dessus et en décomposant H en HE < *Cs—1 @ HEs ®H'. O

3. Un groupe de Lie réel est dit quasi-simple si son algebre de Lie est simple.
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Nous déduisons du lemme précédent que lorsque le groupe G est sans facteur
compact, la mesure de Haar sur G/A est “quasi-ergodique”.

Lemme 3.2.3. Plagons nous dans le cadre du théoreme et supposons que le
groupe G n’a pas de facteur compact. Soit I le plus petit sous-groupe fermé de G
contenant le support de ju et soit A une mesure de Haar sur G/A.

Alors toute partie I'-invariante de G/A\ est de \-mesure nulle ou infinie.

Remarque. En volume infini, 'action de I' sur I’espace homogene G/A n’a pas
de raison d’étre ergodique pour la mesure de Haar. C’est évident si A est réduit
au sous-groupe trivial, mais on peut aussi construire un exemple ou A est Zariski-
dense. Pour cela, notons D le disque de Poincaré, G = SLy(R) = Isom™ (D) = T'D,
et donnons nous un sous-groupe de Schottky Sy < G dont I’ensemble limite %, sur le
bord de DD est contenu sous quatre arcs géodésiques disjoints et assez petits. Posons
I' = A = Sp. Pour un ensemble non négligeable de vecteurs unitaires x € T' D,
I’ensemble xA N JD = x4, ne rencontre par 'ensemble limite %, de I'. Un tel x
étant fixé, cela entraine que dans I’espace homogene quotient, 'application orbitale
A — T'\G, g — T'zg est propre, donc d’image non dense. On en déduit que l'action
a droite de A sur I'\G n’est pas ergodique, ou de fagon équivalente, que 'action a
gauche de T" sur G/A n’est pas ergodique.

Démonstration du lemme[3.2.3. On raisonne par I’absurde en supposant 1’existence
d’une partie mesurable I'-invariante A € G//A telle que A\(A) €]0, +0o[. On considere
la représentation unitaire de G' sur L?(G/A), donnée par la formule g.f = f(g71.).
La fonction caractéristique 14 € L*(G/A) est un point fixe non nul pour laction
de I'. Comme G est sans facteur compact, le lemme [3.2.2] et la Zariski-densité de u
impliquent qu’il existe un point fixe non nul ¢ € L*(G/A) pour l'action de G. Une
telle fonction est A-pp constante, impliquant que A est de masse finie. Absurde.

0

On conclut par la preuve du théoreme [3.2.1] réciproque au théoréeme de récurrence
uniforme d’Eskin-Margulis.

Preuve du théoréme[3.21. Supposons dans un premier temps le groupe G sans fac-
teur compact. Dans le cas ou la probabilité p est symétrique, la convergence (2)
découle du lemme [3.2.3] et du théoreme [B.1.1] Sans hypothese de symétrie, on ob-
tient tout de méme la convergence en moyenne de Césaro (1) via la remarque 3)
suivant le théoréme [3.1.1]

Nous expliquons maintenant comment se ramener au cas ou G est sans fac-
teur compact. Notons Gf1,...,G, les facteurs de G, et 7 le revétement fini de G
associé, ie. ™ Gy x -+ x Gy = G,(g1,...,9s) — g1...9s. 1l existe une proba-
bilité i sur II5_,G; dont le support est m!(supp ) et telle que la fi-marche sur
I1:_,G;/m ' (A) releéve la p-marche sur G/A. 11 suffit de montrer notre résultat de
transience pour cette gi-marche. Notons G, ..., Gy les facteurs non compacts de G
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et p:I5_,G; — |G, (9i)i<s — (gi)i<k la projection sur ces derniers (remarquons
que k > 1 sinon G n’admettrait pas de sous-groupe discret de covolume infini). Alors
le projeté p(m~1(A)) est un sous-groupe discret de covolume infini dans I1%_,G;. 11
suffit de prouver notre résultat de transience pour la probabilité image p,ji sur
1%, G;. Celle ci est bien Zariski-dense. On est ainsi ramené au cas d’un groupe sans
facteur compact, ce qui conclut la preuve.

m

3.2.3 Pour aller plus loin

Il vraisemblable que la convergence faible p*" x 6, — 0 de notre théoreme [3.2.1
soit valable sans hypothese de symétrie sur . Nous démontrons ce raffinement dans
le cas ou le sous-groupe discret A est contenu dans des réseaux de GG de covolumes
arbitrairement grands. Cette hypotheése est par exemple satisfaite si G/A est un
revétement abélien a base de volume fini, i.e. s’il existe un réseau Ay < G contenant
A comme sous-groupe distingué et tel que le quotient Ag/A est abélien.

Théoréme 3.2.4. Soit G, A, u comme dans le théoréme[3.2.1], pn n'étant pas néces-
sairement symétrique.
(H) : Supposons que le sous-groupe A soit contenu dans des réseaur de G de
covolumes arbitrairement grands.
Alors, pour presque tout x € G/A, on a la convergence faible-x :
,U/*n*éz — 0

n—+aoo

Remarque. L’hypothese (H) n’est pas satisfaite en général. Par exemple, posons
G = SL3(R), X\ > 0, go := diag(Xg, A\g ', 1) € G et A := {g&, k € Z}. Si le coefficient
Ao n’est pas algébrique sur Q, alors A est un sous-groupe discret de G' qui n’est inclus
dans aucun réseau de G (conséquence du théoreme de superrigidité de Margulis, cf.
[12], section 11.3).

Le point clef derriere le théoreme est qu'une marche Zariski-dense sur un es-
pace homogene de volume fini admet un trou spectral (modulo quelques hypotheses).
C’est le contenu de la proposition suivante :

Proposition 3.2.5. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe a centre
fini et sans facteur compact, Ay un réseau de G, et p une probabilité sur G dont

le support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G. Soit Ay la probabilité de
Haar sur G/Aq et

L3(G/My) = {f € LA(G/Ao), L/A fdr =0

Alors Uopérateur de Markov P, agissant sur ’espace de Hilbert L3(G/No) a un rayon
spectral strictement inférieur a 1 (i.e. il existe k = 1 tel que ||Pj|\Lg <1 ot |||z
désigne la norme d’opérateur).
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Démonstration. 1l est montré dans larticle [§] (lemma 3) de M. B. Bekka que la
représentation régulicre de G sur L3(G/Aq) ne contient pas faiblement la représen-
tation triviale. De plus, comme G est sans facteur compact, I’hypothese de Zariski-
densité sur p entraine que ses projections dans les différents facteurs de G ne sont
pas supportées par des groupes moyennables. Le résultat annoncé provient alors du
théoréme C de l'article [79] de Y. Shalom. O

On déduit du trou spectral I’équidistribution des probabilités de position a partir
de presque-tout point.

Corollaire 3.2.6. Sous les hypothéses de la proposition pour presque tout
point de départ x € G/Ag, la suite de probabilités de position (™ * §,)n=0 converge
faiblement vers la probabilité de Haar sur G/A,.

Démonstration. Soit f € C%(G/Ay) une fonction continue a support compact sur
G/Ay, notons fy = f—SG/AO fdXo. D’apres la proposition W, la suite (|| P} foll£2 )n=0
tend vers 0 a vitesse exponentielle, donc la suite de fonctions (P] fo)n=o est de série
A-pp convergente. On en déduit que Py fo — 0 A-pp, autrement dit, pour A-presque
tout x € G/Ay,
,u*n * 5:1:(f) - fd)\(]
G/Mo
Le corollaire en découle grace a la séparabilité de I'espace des fonctions continues

a support compact sur G/Ag, pour la norme infinie.
m

Nous pouvons maintenant conclure.

Démonstration du théoréme[3.2.4]. En raisonnant comme dans la preuve du théo-
réme [3.2.1] on peut supposer que le groupe G est sans facteur compact. Nous devons
montrer que pour toute partie compacte K < G/A, pour tout € > 0, pour presque
tout z € G/A, on a

limsup p*" * §,(K) < ¢

Fixons donc un compact K de G/A et une constante € > 0, et notons 7 : G/A —
G/Ag la projection. D’apres 'hypotheése (H), il existe un réseau Ay < G, tel qu'en
notant \g la probabilité de Haar sur G /Ay, on ait

)\0 (Wo(K)) <€
Le corollaire entraine que pour presque tout y € G/Ay,
lim sup p*" * 8, (mo(K)) < Ao(mo(K)) < e

Or pour z € G/A, on a p*" * 6, (K) < (1™ % dpy(2) (Po(K)). On en déduit que pour
presque tout z € G/A, on a limsup ™ » 0, (K) < & ce qui conclut.
O
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Chapitre 4

Récurrence presque-siire sur un
espace homogene de rang 1
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Introduction

Ce qui suit fait partie d’un travail en cours, dont le but est d’obtenir un critere de
récurrence-presque siire pour une marche aléatoire sur un espace homogene de rang
1. Le point de départ est un théoréeme de Hopf et Tsuji qui caractérise la récurrence
du flot géodésique sur une surface hyperbolique ([1I, B1]).

Théoréme (Hopf, Tsuji). Soit G = PSLy(R), A © G un sous-groupe discret, et
pour t € R, notons a;, = diag(e"/?, e7?).

Alors, le flot géodésique (a;)er et le mouvement Brownien sur G/A sont tous
deux conservatifs et ergodiques, ou bien tous deux totalement dissipatifs.

De plus, la conservativité équivaut a la divergence de la série de Poincaré en
lexposant maximal, i.e. en notant K = PSO3(R), 21,20 € K\G ~ D, et d la
distance hyperbolique sur D, a la divergence

Z efd(ZI:ZQQ) — _*_w
geA
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Dans I'énoncé précédent, les notions de conservativité, dissipativité et ergodicité
sont & comprendre par rapport a une mesure de Haar quotient sur G/A. Le théo-
reme de Hopf et Tsuji a ensuite été généralisé par Sullivan [80] pour des variétés
hyperboliques de dimension supérieure, puis par Kaimanovich [52] dans le cas des
espaces localement symétriques de type non compact et de rang 1. Nous cherchons
a poursuivre ces généralisations en comparant le comportement récurrent du flot
non pas au mouvement Brownien mais a celui d’'une marche Zariski-dense a support
compact quelconque sur G/A.

Conjecture. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1, soit
A € G un sous-groupe discret, soit vy € g un élément non nul d’'un sous-espace de
Cartan de g, et pour t € R, notons a; = exp(tvy). Soit u une mesure de probabilité
sur G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors, le flot géodésique (ay)ier et la p-marche sur G/A sont tous deuz conservatifs
et ergodiques, ou bien tous deux totalement dissipatifs.

Cette conjecture dit en particulier que la récurrence ou transience d’une marche
Zariski-dense a support compact sur un espace localement symétrique de type non
compact et de rang 1 ne dépend pas de la mesure de probabilité p qui I'induit, mais
seulement de la géométrie de 'espace. Nous la démontrerons entierement dans le
cas des revétements abéliens de surfaces hyperboliques de volume fini a la fin du
chapitre 5 (corollaire [5.3.3). Présentement, la conjecture est abordée dans toute sa
généralité et nous prouvons que la transience du flot implique celle des marches.
L’hypothese que p soit a support compact s’averera superflue et nous supposerons
seulement que p a un moment d’ordre 1 fini, i.e que

JG log [[Ad(g)||du(g) < +oo

ou Ad : G — SL(g) désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur End(g).

Théoréme [4.3.1] Soit (G, A, vy, (ar)) comme dans Uénoncé de la conjecture, soit
une mesure de probabilité sur G supposée Zariski-dense a moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique (ay)wer sur G/A est totalement dissipatif, alors c’est aussi le
cas de la p-marche sur G/A.

Le théoreme repose sur la décomposition de Cartan qui établit un lien fort
en l'action de G sur X et celle du flot. Cette décomposition affirme qu’étant donné
un sous-groupe compact maximal K de G bien positionné par rapport a vy, tout
élément de g € GG s’écrit sous la forme

g = kgaz,l,
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ou ky,l, € K et t; > 0. De plus, le nombre ¢, est unique, et appelé la projection de
Cartan de g. Au chapitre 5, nous utiliserons aussi la décomposition de Cartan pour
transposer un théoréme central limite déja connu pour le flot géodésique au cadre
des marches aléatoires (proposition .

La preuve du théoreme [4.3.1]se résume ainsi : la transience du flot géodésique im-
plique que sa fonction de Green est finie, et méme localement intégrable (lemme.
En l'intégrant sur une partie K-invariante, nous faisons disparaitre les dépendances
en kg, 1y, et un lemme de renouvellement pour la projection de Cartan (lemme
permet d’en déduire que la fonction de Green de la p-marche est également locale-
ment intégrable, impliquant la transience de la marche.

On obtient comme corollaire de notre théoreme [£.3.1] une dichotomie sur le com-
portement récurrent des marches en rang 1, analogue a celle citée plus haut pour le
flot géodésique.

Corollaire Soit G un groupe de Lie connexe simple de rang réel 1, soit A un
sous groupe discret de G, et soit u une mesure de probabilité sur G Zariski-dense a
moment d’ordre 1 fini.

Alors la p-marche sur G/A est soit totalement dissipative, soit conservative et
ergodique.

Remarquons que ce dernier point n’a rien d’évident dans la mesure ou une u-
marche sur X n’est pas nécessairement ergodique (un exemple, dans lequel G =
PSLy(R) et A et I'), = (supp p) sont des groupes de Schottky, a été donné en
section 3.2). 11 n’y a donc a priori pas d’obstruction a l'existence simultanée de
parties totalement dissipative et conservative pour la marche sur G/A.

4.1 Espaces symétriques de type non compact et de rang 1

Cette section commence par situer le cadre algébrique élaboré lors de I'introduc-
tion dans le contexte des espaces symétriques. On y démontre aussi que si le flot
géodésique sur un espace symétrique de type non compact de rang 1 est dissipa-
tif, alors sa fonction de Green est non seulement finie, mais localement intégrable

(lemme [4.1.1)).

4.1.1 Rappels algébriques

Présentons tout d’abord les espaces symétriques et leur flot géodésique d’un point
de vue algébrique. Pour plus de détails, on pourra se référer au cours de F. Paulin
([68], chapitre 4).

Un espace (globalement) symétrique de type non compact et de rang 1, noté
M, se réalise de la facon suivante. On se donne un groupe de Lie réel G connexe
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simple de rang réel 1 et un sous-groupe compact maximal K < G. Soit g, ¢ leurs
algebres de Lie respectives et s < g l'orthogonal de £ pour la forme de Killing
B : gxg — R. On a alors la décomposition g = ¢t @ s et la forme de Killing
est définie positive sur s. Nous notons M la variété quotient M=K \G munie
de T'unique métrique riemannienne G-invariante a droite qui coincide avec B sur
I'espace tangent T\ x K\G ~ s. La topologie de M est simplement connexe d’apres
la décomposition d’Iwasawa. Nous noterons M un espace (localement) symétrique
quotient, i.e. de la forme M = K\G/A ou A < G est un sous-groupe discret sans
torsion, et muni de la métrique quotient.

Fixons un vecteur non nul vy € s\{0} et pour ¢ € R, posons a; = exp(tvy).
Le sous groupe a un parametre (a;)wr agit sur G/A, définissant un flot que nous
appellerons flot géodésique. Cette terminologie est justifiée dans la mesure ou, pour
g € G, le chemin R — Mt — Ka;gA décrit a vitesse constante un arc géodésique
de M passant par KgA, et tous les arcs géodésiques de M admettent une telle
parameétrisation.

Exemple. Le disque de Poincaré M = D est réalisé en posant G = PS Ly(R) et
K = PSOy(R). Alors g = {X € M(R),tr(X) = 0} et £ = {X € g, X est antisymétrique},
s = {X € g, X est symétrique}. En choisissant vy = diag(1/2, —1/2), nous obtenons
a; = diag(e??,e"?) et retrouvons la notion usuelle de flot géodésique sur le fibré
unitaire tangent d’'une surface hyperbolique, représenté sous la forme G/A ou A € G
est un sous-groupe discret sans torsion.

4.1.2 Transience et fonction de Green

Gardons les notations précédentes. Nous allons maintenant montrer que la tran-
sience du flot géodésique sur X = G/A équivaut non seulement a la finitude de sa
fonction de Green, mais plus précisément a son intégrabilité locale.

Soit F' < X. La fonction de Green du flot (a;)er relative a F' est définie par :

G,F): X >R, z— 1p(ax) dt
R+

Avec des mots, G(z, F') estime le temps de passage dans F' du rayon géodésique
issu de x. Pour la suite, \ désignera une mesure de Haar sur G, ainsi que la mesure
quotient induite sur G/A.

Lemme 4.1.1. Le flot géodésique sur X est totalement dissipatif si et seulement si
pour toutes parties compactes E/, F' < X,

JE G(z, F)d\(z) < ©
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La preuve repose sur une interprétation de la transience du flot en termes de
serle de Poincaré. Rappelons de quoi il s aglt Soit d la distance riemanienne sur
M=K \G. Etant donné des points zi, 25 € M et un réel positif s > 0, la série de
Poincaré de A en (z1, 25, s) est définie par :

P21, 20,8) 1= ) e oe=29)
geA

Soit dg > 0 le taux de croissance exponentielle du volume des boules de M , défini
par

og = Rl_l)riloo ﬁ log(Vg)
ou Vi > 0 désigne le volume riemannien d’une boule de rayon R sur M.

Il est démontré dans [52] (Theorem 3.3) que le flot géodésique sur X est to-
talement dissipatif si et seulement si la série de Poincaré p(zy, z2,$) converge en
S = 5@.

Nous en déduisons le lemme 1.1l

Démonstration du lemme[{.1.1. 1l s’agit de montrer le sens direct. On suppose donc
le flot géodésique transient, on se donne deux parties compactes F, F < X, et
on cherche & borner l'intégrale §, G(z, F') dA(x). Nous commencons par relever la
situation dans G. On note pour cela 7 : G — X = G//A la projection, Zo € 7~ (20) un
relevé de zq et E, F < G des parties compacte telle que 7T(E) E. 1l sera commode
de supposer que les parties F et E sont K-invariantes. Notant A K la probabilité de
Haar sur K, nous avons

r

f G(z, F)d\(z) < 1, (a:7) dtdA(F)

Ry

[ f 15, (00) dtaA(3)

Mw’

N

Q
Q)
=2

&

;L JR 1y, (k) dtdA g (k)dA(F)

Q
m
-

&

ou la derniere égalité provient de la K-invariance de E.
Notons p : G — M = K\G la projection quotient. D’apres le théoreme 5.8 du
livre d’Helgason [49], il existe un constante n > 1, dépendant seulement de F' (plus

précisément du volume riemannien et du diameétre de p(ﬁ)), telle que pour tout
TeG, geA,

J J 1y, (akT) dtdge (k) < ne-0cde@#(Po)
K JR,
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On a donc en intégrant sur F,

ﬁ f f 1y, (k) dtdA g (K)AA(F) < A(E)peScd@E):#(00)
EJK JR,

Puis en sommant sur g € A,

ZJJ J 1y, (k) dtd g (k)AA(F) < M(E)p Y e tede e
EJr Jr,

geA geA

La transience du flot géodésique sur X entraine que la série de Poincaré de A
converge en s = dg, ([52] Theorem 3.3). Il en résulte finalement que

f G(z, F)d\(z) < +0

4.2 Un lemme de renouvellement

Cette section considere une marche aléatoire sur un groupe de Lie réel G connexe
simple de rang 1 et établit un lemme de renouvellement pour la projection de Cartan
des trajectoires de la marche (lemme . Ce résultat sera utile pour comparer
les fonctions de Green du flot géodésique et d’'une marche aléatoire sur un quotient

G/A.

Un théoreme de renouvellement est un résultat estimant le nombre de passages
moyens d’une marche transiente dans une partie bornée lorsque cette partie est
amenée a dégénérer. On a par exemple dans le cas d'une marche sur R :

Théoréme (Renouvellement d’une marche sur R [54]). Soit p une mesure de pro-
babilité sur R admettant un moment d’ordre 1 fini, d’espérance strictement positive
E(u) > 0, et dont le support n’est pas contenu dans un translaté d’un réseau de R.
Notons (Sp)n=0 la chaine de Markov sur R issue de 0 de loi d’incrément i, et I un
intervalle borné de R.

Alors l’espérance du nombre de passage de (S,) dans un translaté I + 1t converge
quand t tend vers +oo :

Bt >0, 5 e 14 0) o s

En 2016, Guivarc’h et Lepage démontrent un analogue de ce théoreme pour le
cocycle d'Twasawa d’une marche sur SLy(R) (voir [45]). Leur résultat est ensuite
raffiné par Li [58] qui estime que la vitesse de convergence est exponentielle en t.
Nous nous intéressons plutot a la projection de Cartan de la marche. Par soucis de
simplicité et de cohérence thématique, nous nous placerons en rang 1.
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Comme dans la section 4.1, on se donne un groupe de Lie réel G connexe simple
de rang 1, un sous-groupe compact maximal K de G, un vecteur non nul vy € g
orthogonal a I'algebre de Lie de K pour la forme de Killing, et pour ¢ € R, on pose
a; = exp(tvy) € G. La décomposition de Cartan affirme que pour tout élément g € G,
il existe un unique réel non négatif ¢, > 0 tel que

(RS Kath

Munissons G d'une mesure de probabilité p supposée Zariski-dense et & moment
d’ordre 1 fini. Cette derniere hypothese signifie que

L log [|Ad(g) |du(g) < o0

ou Ad : G — GL(g) désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur End(g) (voir [16] lemma 9.6 pour des définitions équivalentes).
Notons aussi B = G, 3 = " et pour be B, n > 0 posons

tn(b) = ty, b,

la projection de Cartan du n-ieme pas de la trajectoire sur G définie par b. La loi
des grands nombres affirme que la projection de Cartan d’une pu-trajectoire sur G' a
une dérive non nulle : il existe une constante A, > 0, telle que pour S-presque tout
b e B, on a I’équivalence asymptotique :

to(b) ~ nA,

n—+o0

Le lemme de renouvellement cité plus haut pousse donc a conjecturer que si I < R
est un intervalle borné, alors

leb([I
Es(4{n >0, tne I +1}) — )\( )
n

Nous nous contenterons d’un résultat plus faible et adapté a nos besoins. Il sera
utilisé dans la prochaine section pour comparer les fonctions de Green du flot géo-
désique et d’une marche aléatoire sur un espace homogene de rang 1.

Lemme 4.2.1 (Renouvellement). Soit G, K, vy, u comme ci-dessus et I < R un
intervalle borné. Alors,

sup Eg(f{n =0, t, e [ +1}) <o
teR

La preuve du lemme repose sur l'idée que la projection de Cartan d'une
marche sur G a peu de chance de revenir dans un intervalle donné apres y étre
passée une fois. On commence par un lemme exprimant que le cocycle d’ Iwasawa
d’une marche sur R? a une croissance aussi uniforme que possible en le point de
départ.
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Lemme 4.2.2. Soit y une mesure de probabilité sur SLy(R) dont le support en-
gendre un semi-groupe fortement irréductible et proximal et admettant un moment
d’ordre 1 fini, B = SLy(R)Y', 3 = u". Alors pour toutes constantes C,e > 0, il
existe un rang ng = 0 tel que pour tout vecteur unitaire v e ST, on ait

B(be B,Vn =ng, ||by,...00||=>C)=1—¢

Preuve du lemme[{.2.7 Dans le cas ou p est & moment exponentiel, le lemme dé-
coule directement du principe des grandes déviations ([I6], theorem 12.11 appli-
qué a laction p-contractante de G sur P(R?) et au cocycle d'Iwasawa o : G x
P(RY), (g, Rv) — log “‘fvv“"). Nous le démontrons plus généralement sous I'’hypothese

d’un moment d’ordre 1 qui est plus naturelle dans le contexte d’un lemme de renou-
vellement.

Notations de distance sur P(R?)
Dans toute la preuve nous munirons P(R%) de la distance

d(Ro, Ruw) = 1A
’ [0l l]wl]
ot ||.|| est la norme euclidienne sur A2R? induite par celle de RY. Etant donné

un hyperplan W < R? on note d(Rv, W) = infg,cw d(Rv, Rw). Cela se réécrit
d(Ro, W) = Hliﬁ’m:f"' pour tout choix de vecteur w € W+\{0}, si bien que d(Rv, W) =

d(W+, (Rv)1). Enfin, la distance de Hausdorff entre deux hyperplans Wy, W, < R?
sera définie par dg (W1, W2) = sup,, cw,\ oy A(Rwi, Wa) + sup,, e, 0y d(Rwa, W)

Passons a la preuve. Fixons C, ¢ > 0. Raisonnons par I’absurde en supposant que
pour tout ng > 0, il existe un vecteur unitaire v,, € S¥ tel que :

B(be B, In = ng, ||by...biu,|| < C) =€

Soit vy, € SY~! un point d’accumulation de la suite (Ung )no=0, sOit ‘u Pimage de
p par la transposition g — g, et ‘v 'unique probabilité ‘u-stationnaire sur P(R?)
(voir [I6], proposition 3.7). Nous allons montrer que ‘v donne une masse positive
A T'hyperplan (Ruvy)® ce qui aménera une contradiction avec le lemme 3.6.b) de
[16]. Fixons pour cela une (petite) constante ¢ > 0, et on minorons la ‘v-masse du
d-voisinage de (Ruvy,)™.

e On choisit ng tel que dy((Rvg)t, (Ru,,)t) < 6/3

On fixe pour tout élément g € SLy(R) une décomposition de Cartan : g = k,a,l,
ou kg, l, € SO4(R) et a, = diag(agq,...,a.q) est diagonale a coefficients positifs
classés par ordre décroissants : ag1 = -+ = agq > 0.
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e D’apres le lemme 13.2 de [I6], il existe une constante R > 0 telle que si g €
SLy(R), ||g]| = R, v e ST et ||gv]| < C alors

d(Ru, ;' ({0} x R¥™)) < 6/3
Par ailleurs, la proximalité de ‘v (voir [16], proposition 3.7) entraine que pour
B-presque tout b€ B, on a ||by, ... b 7, T

On peut donc choisir ng assez grand pour que
pB(be B, ¥Yn =ng,||b,...b1|]| = R) = 1—¢/4

e Larelation b, ...'b, = l;nl...bl ap, b kl;l...bl et la proximalité de ‘v impliquent que
pour [-presque tout b e B,

bt (R x {0} — &
ou &+, désigne la droite limite associée a la suite d’instruction b, et est définie
par la relation (‘v)y, = dg,, .
Choisissons ng assez grand pour que
Bbe B, Yn =mno,d(l;" , (R x {0}771),&) < /3) > 1—¢/4
Conclusion. Les trois conditions imposées sur ng permettent de conclure. On a

tout d’abord 'existence d’une partie mesurable B’ € B de (-mesure au moins &/2
telle que pour tout b e B,

1. E|TL1 = Ny, Hbm...blvnoH <C

3. Yn = ng, d(l;,! 5 (R x {0}971), &) < 6/3)

WV

Sibe B, les points 1 et 2 entrainent que
d(Rugg, Iy} 4, ({0} x RTY) < 6/3
ou de maniere équivalente en passant aux orthogonaux
d(ly,! 5, (R x {0771, (Rug,)™) < 6/3
Par le point 3 et la premiere condition sur ny, il vient que

d(&, (Ruge)T) <6

On en déduit que les §-voisinage de (Rvy,)® a une ‘v-masse minorée par /2. En
faisant tendre § vers 0, on obtient que ‘v charge (Rv.,)* ce qui contredit le lemme
3.6 de [16].

m
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Revenons au contexte du début de section. Le résultat suivant affirme que la
projection de Cartan d’une trajectoire sur GG a beaucoup de chance de croitre sans
retour.

Lemme 4.2.3. Soit (G, K, vy, 1) comme dans le lemme|4.2.1. Soit r,e > 0. Il existe
un rang ng = 0 tel que pour tout élément g € G,

Bbe B, VYn =ng, ty, pg =1 +1t)=>1—¢

Démonstration. Soit (V| p) une représentation algébrique proximale (fortement-)irréductible
de G, munie d’'un produit scalaire p(K)-invariant et tel que T.p(vy) € End(V) est
autoadjoint (une telle représentation existe bien d’apres [16], lemma 5.33 a). Alors,

pour g € (G, nous avons

log [|p(9)I] = log ||p(ar,)|| = log || exp(tyTep(vo))l| = tglog||p(ao)ll

Le facteur log ||p(ag)|| est strictement positif. En effet, il est non négatif car p(ag)
est symétrique et de déterminant 1, et non nul sinon I'image p(G) serait bornée
(d’apres la décomposition de Cartan). Nous sommes donc ramenés a montrer :

Il existe un rang ng = 0 tel que pour tout élément f € SL(V),
Blbe B, ¥n = ng, |[p(bn...b1)fl| Z €| f]]) 21—«

En approximant || f|| par || f(v)|| pour un vecteur unitaire v bien choisi, il suffit de
montrer :

1l existe un rang ng = 0 tel que pour tout vecteur unitaire v eV,
B(be B, ¥n =ng, ||p(by ... by)v|| =€) =1—¢

Or le semi-groupe p(I',) est Zariski-dense dans p(G), donc également fortement
irréductible et proximal (voir [I6] lemma 5.23 pour ce dernier point). De plus la
probabilité image p,u admet un moment d’ordre 1 fini ([I6], lemma 9.6 b)). On
peut donc appliquer le lemme [4.2.2] ce qui termine la démonstration.

O

Concluons la section en démontrant le lemme de renouvellement [4.2.1]

Preuve du lemme[{.2.1 Notons N; : B — N u {o0},b — #{n = 0, t,(b) € I} la
fonction comptant le nombre de passages de la projection de Cartan d’une trajectoire
sur G dans l'intervalle I. Nous allons majorer I'espérance de N; par une constante
dépendant uniquement des données initiales (G, K, vg, i) et de la longueur de I. On

78



se donne des constantes r > leb(I), € €]0, 1[, ainsi qu’'un rang ng > 0 comme dans
le lemme On commence par montrer que pour tout k > 0,

B(be B,N;(b) = kng + 1) < ¢&F

On introduit une suite de temps d’arrét (7; : B — Nu{o0});>1 indiquant le temps
de premier passage de la suite des projections de Cartan (t,(b)),>o dans I puis ses
temps de retour apres au moins ng pas :

1 Zlnf{TLZO, tne[}, Ti+1 Zinf{nZTi—Fno, tnEI}
On observe que

B(be B,Ni(b) = kng + 1) < B(be B, 141(b) < )
- Z B(be B, (1:(b))i<k = J, T+1(b) < )

jeNk
L’inégalité r > leb(I) entraine pour j € N¥ fixé I'inclusion
{be B, (1;(b))i<k = J, Tk+1(b) < 0} < {be B, (1i(b))i<k = j et In = jrp+no, t,(b) < r+t;, (b)||}
On en déduit, via la propriété de Markov et le lemme [4.2.3] que
Bbe B, (7i(b))i<k = J, T+1(b) < 0) < B(be B, (7i(b))i<k = J)e
En sommant sur les différents j € N*_ puis en itérant, il vient
B(be B, 111(b) < 0) < B(be B, Ti(b) < 0)e < -+ < &
puis comme annoncé,

B(be B,Ny(b) = kng +1) <&

Majorons maintenant ’espérance du nombre de passages Nj.

J N[dﬁz Zﬂ(N[ 271) < Znoﬁ(N[ = kn0+1) < N
B

n=0 k=0

1—¢

et la majoration ne dépend de I qu’a travers ng, qui ne prend en compte que les
données initiales (G, K, vy, ) et les constantes r > leb(I) et € €]0, 1| fixées arbitrai-
rement.

]
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4.3 Transience presque-siire

Nous allons maintenant mettre en oeuvre les lemmes [4.1.1] et [4.2.T] démontrés plus
haut afin de montrer que si le flot géodésique d'un espace localement symétrique
de type non compact de rang 1 est totalement dissipatif, alors c¢’est aussi le cas de
toute marche Zariski-dense a moment d’ordre 1.

Théoreme 4.3.1. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1,
soit A € G un sous-groupe discret, soit vg € g un élément non nul d’un sous-espace
de Cartan de g, et pourt € R, notons a; = exp(tvy). Soit p une mesure de probabilité
Zariski-dense sur G a moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique (ar)wer sur G/A est totalement dissipatif alors c’est aussi le
cas de la p-marche sur G/A.

Soit X = G/A et F < X. On introduit la fonction de Green relative a F' de la
p-marche sur X en posant :

G“(.,F):X—>[0,+oo],x|—>f S 1 by ()

B n>0

Avec des mots, G (z, F') estime le nombre de passages moyen dans F' d'une p-
trajectoire issue de x. La preuve théoreme [4.3.1| reposera sur une comparaison des
fonctions de Green du flot et de la marche.

Comme précédemment, on note A une mesure de Haar quotient sur X, on fixe un
sous-groupe compact maximal K de GG dont l'algebre de Lie est orthogonale a vy,
on pose aussi B = GV, 3 = u®V et pour be B, n > 0, on fixe une décomposition
de Cartan du produit b, ...b; :

0t ki (b), L (b) € K, t,(b) > 0.

Preuve du théoréme[{.3.1. Soit E,F < X des parties compactes K-invariantes.
Nous pouvons écrire :

LG (z, F)d\(z f f ) ... biz) dB(B)dA(z)
- L j S 1r(ar, 0y2) dB(B)AA(x)

B p>0

ou la derniere égalité découle de la K-invariance de F, F' et \.
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Soit F" < X un voisinage compact de F' tel que I'action du flot (a;)«r restreint
a la fenétre t € [—1, 1] envoie F' dans F”, i.e. tel que Ute[—m] a;FF < F'. Alors,

1F(atn(b)lm) < J 1F/(atkl‘)l[tn(b)fl,tn(b)Jrl] (t)dt
Ry

En injectant dans les égalités précédentes, on obtient

LG (2, F)dA(x f f fR n>01p (atk) L, 1.0 00001 () dEdB(D)dA ()
_ L fﬂh 1F/(ath)[f S L)1ty (DdB(0)] dEdA(2)

B n>0

Le terme entre crochets compte le nombre de passages moyen de la projection
de Cartan d'une p-trajectoire sur G dans lintervalle [t — 1,¢ + 1]. Le lemme [.2.1]
assure que ce terme est majoré par une constante « €]0, +oo[ ne dépendant pas de
t mais seulement des données initiales (G, K, vg, ). On a finalement

LG (z, F)d\(z f fR 1p(askz) dtd\(x)
—a L G(x, F')dA(z)

L’hypothése de transience du flot géodésique assure via le lemme que le
membre de droite est fini. La fonction de Green de la marche sur X est donc loca-
lement intégrable, et a fortiori, la marche est transiente. O

4.4 Dichotomie

Nous déduisons du théoreme une dichotomie “transience / récurrence et
ergodicité” pour les marches en rang 1.

Corollaire 4.4.1. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1,
soit A © G un sous-groupe discret, et soit u une mesure de probabilité Zariski-dense
sur G a moment d’ordre 1 fini.

Alors la p-marche sur G/A\ est soit totalement dissipative, soit conservative et
ergodique.

Notons K, g, (a;)er comme dans les sections précédentes et rappelons qu’un
élément gy € G est dit loxodromique si on peut ’écrire a conjugaison et inversion
pres sous la forme gy = ma. ou m € K, ¢ > 0, et ma. = a,m (voir aussi [16] section
5.10). La preuve de la dichotomie s’appuie sur le lemme suivant. On note X = G/A.
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Lemme 4.4.2. Si le flot géodésique (a;)ier sur X est conservatif ergodique, alors
c’est aussi le cas de l'action de tout élément loxodromique de G.

Démonstration. Soit gp € G un élément loxodromique. Pour montrer le lemme, on
peut supposer go de la forme g9 = ma. ou m € K, ¢ > 0, et ma. = a.m. La
conservativité du flot géodésique sur X entraine donc celle de gg. La preuve de
Iergodicité de gy est alors standard et suit les lignes de celle donnée pour le flot
dans [I] (Theorem 7.4.3). Expliquons sommairement. On se donne f,p € L'(X,A)
avec p > 0, A\(p) = 1. Le théoréme ergodique de Hopf ([1], 2.2.5) et la conservativité
de gg entrainent la convergence presque-siire :

n—1 k
kiOfogO N E /\(£|I)
Siopog nmte p
= —_——
Prp

ol IEPA(%\I) désigne 'espérance conditionnelle de f/p pour la probabilité pA et par
rapport a la tribu Z des parties A\-pp go-invariantes de X. On doit montrer que cette
tribu est A-triviale, ce qui revient a dire que pour tous choix de f,p, la limite ®;
est A-pp constante. Nous munissons G d’une métrique riemanienne G-invariante a
droite, K-invariante a gauche et X de la métrique quotient. En raisonnant comme
dans [I], (7.4.3) on peut se permettre de supposer p, puis f, assez régulieres de
sorte que P, soit constante le long des variétés stables ou instables de gy. Plus
précisément, notons UT < G (resp U~) le sous-groupe unipotent connexe de G
dont l'algebre de Lie est la somme des espaces propres de ad(vg) de valeur propre
strictement positive (resp. strictement négative). Alors pour z € X, ut e U™,
d(gbutz, gbx) = d(aFutz, aFz) T 0

et de méme avec U~ et k — +o00. Par les choix de régularité de p et f, il en découle
pour tout ut € U* 1’égalité presque-siire

PQyspo ut = Py (A-pp)

Comme U" et U~ engendrent tout G, l'invariance A-pp de @, sous U et U~
entraine son invariance \-pp par une partie dénombrable dense de G, puis par G

tout entier. L’application ®, est donc constante A-pp.
O

On peut maintenant conclure le chapitre en prouvant la dichotomie [4.4.1]

Preuve du corollaire [{.4.1. Supposons que la p-marche sur X n’est pas totalement
dissipative. D’apres le théoréme[4.3.1] le flot géodésique sur X ne l'est pas non plus. Il
est donc conservatif et ergodique ([52], theorem 3.3), et il en va de méme pour I'action
de tout élément loxodromique de G (lemme . Or le semi-groupe engendré
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par le support de p est supposé Zariski-dense dans G, donc contient un élément
loxodromique go (voir [I6], theorem 5.36). Notons C' € X la partie conservative de
la marche. Nous avons P,1¢ = 1¢ mod A. Comme dans la section 3.1, cela entraine
I'invariance goC = C' mod A, et 'ergodicité de gy fait que C' est de mesure pleine.
On a donc que la marche est conservative, puis ergodique d’apres la caractérisation
b) de la proposition et 'ergodicité de gq.

O
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Chapitre 5

Dérive d’une marche sur un
revetement abélien

Sommaire
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Introduction

Ce chapitre fera bientot 'objet de I'article [9]. Il a pour but de décrire la vitesse
d’éloignement vers l'infini d’'une marche aléatoire sur un revétement abélien d’un
espace homogene de volume fini. Le cas le plus simple est celui d’'une marche sur
74 (que l'on peut voir comme Z%revétement d'un point) et une réponse est alors
apportée par la loi des grands nombres.

Théoréme (Loi des grands nombres). Soit S, une chaine de Markov sur Z¢ dont
la loi d’incrément est donnée par une probabilité p sur Z¢ admettant un moment
d’ordre 1 fini. Alors presque-surement,

1
=S, — E(n)

n n—-+00

Dans ce cas, nous disons que la g-marche sur Z? admet une dérive, qui est égale
a l'espérance de pu.
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Ce texte pose la question d’un analogue de la loi des grands nombres dans le
cadre d’une marche sur un Z%revétement d'un espace homogene de volume fini. On
se donne un groupe de Lie connexe simple GG, un réseau Ay de G, et un sous-groupe
distingué A < Ag tel que Ag/A ~ Z?. L’espace homogene G/A admet alors une action
libre et propre de Z? telle que (G/A)/Z% = G/Ay.

La “position” d’un point sur le revétement G/A est alors repérée en se donnant
une application Z%-équivariante i : G/A — Z? que I'on supposera bornée sur un
domaine fondamental connexe par arcs D pour 'action de Z% sur X.

Soit . une mesure de probabilité sur G' dont le support est compact et engendre
un sous semi-groupe I', Zariski dense dans G. Une loi des grands nombres pour une
p-trajectoire (wy,)n=o sur G/A consisterait a répondre aux questions suivantes :

La dérive lixfw%z’(wn) est elle bien définie dans R¢? Et si oui peut on la caracté-
n—

riser 7

Dans le cas ou D est a bord compact, la variation de I'indice de position ¢ sous un
pas de la marche est bornée. Une simple application du théoreme ergodique permet
alors d’affirmer que la limite des %z(wn) existe pour presque toute trajectoire (wy)n>0-
Le premier résultat de ce chapitre renforce cette conclusion : pour tout point de
départ wy, la dérive d’'une p-trajectoire typique issue de wy est bien définie et peut
étre calculée simplement. On note Xy := G/Ag, X := G/A les espaces quotients et
on appelle 7 : X — X, 'application de revétement.

Théoreme [5.1.1]. Supposons que le domaine fondamental D est a bord compact.
Etant donné wy € X, on distingue alors deux cas :

1. Si lorbite projetée T',,.m(wp) est infinie dans X alors la dérive est nulle : pour
presque-toute pi-trajectoire (wy,) € XY issue de wy,

2. Si Uorbite projetée I',,.m(wy) est finie dans Xo, alors pour presque-toute fi-
trajectoire (w,) € X~ issue de wy,

Litw) — = S igp) - i)

n n—+oo fI' W
ﬂ po0 yel'y.m(wo)

ou pour tout y € I',.m(wp), on a noté i un relevé de y dans X.
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Remarquons que ce théoreme affirme en particulier que la dérive de presque
toute p-trajectoire est nulle, contrastant avec le cas d'une marche sur Z<¢ ou la
dérive dépend de la loi d’incrément p. La preuve de notre résultat s’appuie sur la
classification des probabilités stationnaires sur le quotient de volume fini X, donnée
dans [14].

Nous étudions dans un deuxieme temps les phénomenes pouvant apparaitre si
le revétement X n’a pas de domaine fondamental a bord compact. On commence
par étudier un exemple explicite, dans lequel X est le fibré unitaire tangent d’un
Z-revétement d’une sphere hyperbolique a trois pointes, comme dans le dessin ci
dessous. On observe dans ce cas que la dérive a un comportement radicalement
différent.

Une sphere hyperbolique a trois pointes Sy et un Z-revétement S

Théoréme [5.2.3] Soit S un Z-revétement d’une sphére hyperbolique a trois pointes
Sp, obtenu en déroulant deux pointes comme dans le dessin ci-dessous. Soit p une
mesure de probabilité sur G = PSLs(R), supposée Zariski-dense et a support com-
pact. Alors la p-marche induite sur T1S est récurrente et a sa dérive asymptotique-
ment dense : pour presque-toute p-trajectoire (w,) € (T1S)N,

1
{valeurs d’adhérence de la suite (—i(wy))n=1} =R
n

Notons qu’a la différence du théoreme [5.1.1] ce résultat décrit la dérive pour
seulement presque tout point de départ. L’argument repose sur un théoreme de
Enriquez et Le Jan décrivant la loi du nombre d’enroulement du flot géodésique
autour des différents cusps d’une surface hyperbolique de volume fini [35]. Nous
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en déduisons (proposition un théoreme central limite affirmant que pour un
vecteur de départ wy choisi uniformément sur le domaine fondamental D, la loi de
I'indice de position normalisé %z(wn) pour la marche a l'instant n converge vers une
loi de Cauchy centrée sur R.

Nous voyons ensuite dans la derniere section comment adapter le théoréme [5.2.1
pour décrire la dérive dans le cas général d’'un Z?-revétement S d'une surface hy-
perbolique de volume fini Sy quelconque. Plus précisément, nous supposons l'indice
i invariant sous PSO,(R), notons 4, . .., %, les cusps de Sy, puis vy, ..., v, € Z% les
translations obtenues en relevant un tour de cusp au revétement S, et enfin posons
Ec = Vectg{vi, ... vs} le sous-espace vectoriel de R? engendré les v;. Alors

Théoréme |5.3.1L Soit S un Z-revétement d’une surface hyperbolique Sy de volume
fini. Alors une marche Zariski-dense a support compact sur TS a presque toutes
ses trajectoires (wy,) de dérive asymptotiquement denses dans E¢ :

1
{valeurs d’adhérence de la suite (ﬁ i(wn))ns1} = Eco

5.1 Dérive en tout point

Cette section considére une marche sur un Z4revétement d’'un espace homogene
de volume fini et décrit sa dérive quelque soit le point de départ. On fera I’hypothese
que 'action de Z? sur le revétement admet un domaine fondamental connexe & bord
compact.

5.1.1 Notation et énoncé du théoréme

On se donne un groupe de Lie réel connexe simple GG, ainsi que des sous groupes
discrets A < Ay S G avec Ay de covolume fini dans G et Ag/A ~ Z¢ (ot d € N*).
Cela définit deux espaces homogenes

Xo 1= G/Ay, X :=G/A

De plus, la projection canonique X — Xj, gA — gAg est un revétement dont le
groupe d’automorphismes s’identifie & Ag/A ~ Z?. On fixe une fois pour toute une
identification Ag/A = Z%, et pour x € X,k € Z et on note z + k 'image de z sous
I’action de I'automorphisme de revétement identifié a k.
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Exemples types. L’existence de tels sous-groupes A et Ay entraine que 'algebre
de Lie g de G est isomorphe a so(n, 1) ou bien su(n,1) pour un certain n > 2 [en
effet, dans le cas contraire, le groupe G aurait alors la propriété (T) de Kazhdan ([7],
page 8), donc A aussi en tant que réseau, et également son quotient Ag/A ~ Z<,
ce qui est absurde]. On peut donc considérer les cas ot G = SO*(n,1) ou G =
PU(n, 1) comme des exemples typiques. Dans le premier cas, X, s’identifie au fibré
des repeéres d’une variété hyperbolique de dimension n définie par My = K\G/Aq
ot K = SO(n) x {1}, et X au fibré des repéres d’'un Z%revétement de My, a
savoir M = K\G/A. Il en va de méme dans le cas ot G = PU(n,1), excepté
que l'on considere cette fois ci des variétés hyperboliques complexes, et que K =

P(U(n) xU(1)) ~ U(n).

On munit G d'une mesure de probabilité u, induisant ainsi une marche aléatoire
sur l'espace homogene X. Ce chapitre s’intéresse a la vitesse de fuite vers 'infini
des trajectoires de la marche, appelée dérive. Afin d’en donner une interprétation
quantitative, on fixe un domaine fondamental D pour l'action de Z¢ sur X. Cela
signifiera que D est une partie fermée de X dont les translatés (D + k)jeza forment

un recouvrement localement fini de X, d’intérieurs (lo) + k) peza deux a deux disjoints
et d’'union de mesure pleine dans X. On repere alors la “position” d’un point sur X
en se donnant une application i : X — R? supposée Z?-équivariante bornée sur D.
Notons B := GN', B := u®Y". On cherche alors & estimer pour tout point de
départ x € X, et S-presque tout b € B, le comportement asymptotique de la suite

1 N*

(Ei(bn b)) s € (RY)

Il est commode de se ramener a I’étude d’un cocycle sur X,. Pour cela, on re-
marque qu’a chaque étape de la marche, I'indice de position varie suivant le cocycle

GxX—>RY (g,2) —i(gx)—i(z)

L’hypothése que i commute & l'action de Z? implique que ce cocycle est Z?-
invariant et passe au quotient en un cocycle

0:Gx Xy — R (g0 + 7% —i(g.x) —i(z)

Comme pour x € X,be B,onai(b,...byx) = o(b,...by, v +7Z%) +i(x), 'étude de la
dérive se ramene a celle du comportement asymptotique de la suite (o (b, . .. b1, Zo) )n>1
ou xg € Xy, be B. On peut donc aussi bien parler de dérive en un point de X,.

Notre premier résultat décrit la dérive en tout point de la base Xy sous 'hypothese
que le domaine fondamental D est a bord compact : elle vaut zéro si on part d'un
point de I',-orbite infinie, et admet une formule explicite dans le contraire.
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Théoréme 5.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe simple et A <INy S G des sous
groupes discrets, avec Ag de covolume fini dans G et Ao/A ~ Z? (o1 d € N*). On note
les espaces quotients X := G/Ag et X := G/A et on suppose que l'action de Z? sur
X admet un domaine fondamental connexe D & bord compact. Soiti : X — R? une
application mesurable Z%-équivariante bornée sur D et o : G x Xy — RY le cocycle
de déplacement induit. Soit p une probabilité Zariski-dense a support compact sur
G, et notons B := G, B := u®V".
Etant donné xg € Xq, on distingue alors deuz cas :

1. Si Uorbite I' .y est infinie dans X alors la dérive est nulle : pour 3-presque

tout be B, on a

1
ﬁO’(bn . .bl,Io) n:)w 0

2. Si Uorbite I'y.wg est finie dans X, alors pour 3-presque tout be B, on a

1
%a(bn ...b1, 7o) T O vo(o)
ot vy est l'équiprobabilité sur I',.xo donnée par vy := m Zyerum o -

Remarques. 1) La condition d’existence d'un domaine fondamental connexe a bord
compact est vérifiée dans le cas d’un revétement abélien d’une variété hyperbolique
de volume fini, et au niveau duquel les cusps présents sur la base ne sont pas déroulés
(comme dans la figure 1 ci-dessous). Nous verrons en deuxiéme partie de ce chapitre
ce qu’il advient de la dérive lorsqu’on se permet de dérouler un cusp.

2) Les valeurs limites annoncées dans le théoréme ne dépendent pas du choix de
D ou i. En effet, soit (D’',i') une autre paire convenable. Alors D est reunion d’'un
nombre fini de translatés de D’ donc i’ est bornée sur D. Par Z%équivariance, la
différence i — i’ est bornée sur tout X, puis i’ induit la méme notion de dérive.

3) Nous verrons plus bas comment construire une telle application i : X — R?
Z4-équivariante et bornée sur D (lemme [5.1.3)).

Une conséquence du théoreme [5.1.1] est que la dérive est nulle en tout point si
la probabilité p est symétrique, i.e. si p est invariante sous ’application d’inversion
G—G,g—gl

Corollaire 5.1.2. Sous les hypothéses du théoreme et si la probabilité p est
symétrique, alors pour tout o € Xq, B-presque tout be B, on a

1
EO’(bn .. .bl,iL'o) njoo 0
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Figure 1 : Exemple ot G = SO1(2,1), My = K\G/A¢ est une
surface hyperolique de genre 2 & une pointe, et M est un Z2-
revétement de My de domaine fondamental D a bord compact

Preuve du corollaire. D’apres le théoreme, il suffit de vérifier que si xg est d’orbite
finie sous I',, alors p® (o) = 0. Notons w := I',.z9p = X,. En utilisant la symétrie
du p et la I' -invariance de vy, on calcule que

noun(@) =5 [ olgw) + oo wduto)dnm)
5| oo+ olo™ gan)duto)dun(un
GxXg

2
~0

car o(g,y0)+0(g7", g.yo) = 0 pour tout g € G, yy € Xy d’apres la relation de cocycle.
O

Exemple ou apparait une dérive non nulle. On construit un tel exemple dans
le cas ou G = PSLy(R), i.e. on considérant un revétement abélien de surface hyper-
bolique. Soit Sy une surface hyperbolique compacte de genre 2. On note ¢y, co les
géodésiques simples fermées (non paramétrées) de Sy représentées dans la figure ci
dessous et pg € Sy leur unique point d’intersection. Quitte a bien choisir Sy, on peut
supposer que ces géodésiques s’intersectent perpendiculairement.
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Figure 2 : la surface hyperbolique Sy et les
courbes géodésiques ¢y, co d’intersection pg

So

Le Z-revétement S de Sy que nous allons considérer s’obtient ainsi : on découpe
Sp le long de sa géodésique c¢; pour obtenir une surface hyperbolique ¥y de genre 1
a deux bords d1, d5. On se donne des copies (3;);ez de cette surface, de bords cor-
respondant d; 1, d;2. On recolle entre elles les surfaces ¥; en identifiant chaque bord
d;2 avec le bord d;411 (de la méme fagon que 6, s’identifie a ¢;). La surface hyperbo-
lique obtenue est notée S. Remarquons que les segments géodésiques correspondant
a co dans chaque Y; sont recollés bout a bout en une géodésique globale de S. Par
ailleurs, la projection de Z-revétement m : S — S est définie en un point p € S, en
se donnant un relevé p; € ¥; dans un des YJ;, en notant p; o le point équivalent dans
Yo, et w(p) € 3 son image par 'application ¥y — Sy qui recolle les bords.

Précisons maintenant la marche aléatoire en question. Pour ¢,0 € R, on pose

o K R o )

Si on note X le fibré unitaire tangent de Sy, et qu’on s’en donne une description
comme un espace homogene Xy = G/Ay ou Ay € G discret sans torsion, alors
I’action d’un élément g, sur un vecteur xy € Xy déplace xq suivant le flot géodésique
pendant une durée ¢, tandis que l'action de Ry fait tourner zy d’'un angle 6 sans
changer son point base. Notons [y, [, € R.( les longueurs des géodésiques ¢y, cs. On
définit une probabilité sur G' en posant

1 .
= 5(5(11 + 0ay) OU ay := R_r/001, Rry, €t ag 1= gy,

Comme les matrices aq,as sont hyperboliques et ne commutent pas, elles en-
gendrent un semi-groupe I',, Zariski-dense dans G. Considérons xy € X, un vecteur
de point base py et tangent a ¢, (donc perpendiculaire a ¢;). La I' ,-orbite de x( est
réduite a un point : I',.zg = x¢. De plus, quelque soit I'application 7 définissant le
cocycle de déplacement o, nous avons o(ay, xg) = 0 et o(az,zo) = 1 (quitte & choisir
plutot —zq des le début).

On déduit de ce qui précede que pour S-presque tout b € B,

(b .. b, @o) = t{j < n, b = as} ~ g
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5.1.2 Preuve du théoréme [5.1.1]

Prouvons le théoréme [5.1.1] On rappelle que B := GV, 8 := u®Y', et on note
T:B — B,(b)is1 — (bit1)i>1 le décalage unilatere.

On commence par traiter le deuxiéme cas qui est élémentaire. Soit x5 € Xy dont
la T'j-orbite w := I',.z¢ est finie. La probabilité uniforme vy sur w est alors p-
stationnaire ergodique. On en déduit que le systeme dynamique probabilisé (avec
mesure préservée) (B0, gXo TX0) défini par

B* := B x Xy, B :=B®uv, T :=B* - B* (bxy)— (Tb,bx)

est ergodique. On applique alors le théoreme de Birkhoff a la fonction & : B x Xy —
R, (b, zg) — o(b1, ) pour obtenir la convergence attendue : pour -presque tout
be B,

(b .. by, x) = Z o (TX)(b,z9) —> BX(3) = p® (o)

1
n -+

On traite maintenant le premier cas. Pour alléger les notations dans la suite, on
s’autorisera a noter  un point de X, (et non de X).

Nous commencons par nous ramener au cas ou l'indice de position i : X — R?
est continu.

Lemme 5.1.3. Pour prouver le théoréme [5.1.1, on peut supposer que lindice de
position i : X — R? est continu.

Démonstration. Nous avons remarqué que ’énoncé du théoreme ne dépendait pas
du choix de l'application i. Il suffit donc de construire une application i : X — R
qui est Z?-équivariante, bornée sur D, et continue.

Définissons une premiére ébauche pour i en posant j : X — Z? I'application telle

que pour k € Z¢, j\f:o)+k =ket j\X—U Lk = (. L’application j est Z?-équivariante
keZ

sur | J,cza D+Fk, et n’est pas continue a priori. Soit m¢g € M(G) une mesure de Haar &
droite sur G' et U < G un voisinage ouvert relativement compact de 1’élément neutre
tel que mg(U) = 1. Comme 'application j est localement bornée, on peut poser

i X >R o f j(gx)dmea(g)
U

Vérifions que I'application i est Z4-équivariante. Soit z € X, k € Z%. Par construc-

tion, 'application j est équivariante sur 'union | J,.,« D +k, qui est de mesure pleine
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dans X. On en déduit que pour mg-presque tout g € G, j(g(x + k)) = j(gx) + k.
Par intégration sur U, cela donne I’équivariance de ¢ cherchée.

Vérifions que I'application i est continue. Soit z,y € X, et T,y € G des relevés
dans G.

liz) — ()] = | Lﬂgw) ~ jlgy) dme(o)|
11| o) dmata)— | ilg) dmeta)]

<mg(UAUGZ™) sup ||j]|
UzuUy
Si (Yn)nen € XY est une suite qui tend vers z, alors on peut choisir des relé-
vés (Jn)nen € GY tendant vers 7 et dans ce cas mg(UAU%,Z,1) — 0. De plus,
SUDpL, LUy, |71 est uniformément borné en n car J, Uz, U Uy, est relativement
compact dans X et j est localement bornée. On en déduit que 'application 7 est
continue.

]

Le lemme suivant permet de ramener 1’étude de la dérive du cocycle o sur G x X
a celle de sa p-moyenne sur Xj.

Lemme 5.1.4. Soit 0 : G x Xy — R? un cocycle continu, borné sur supp pn x Xj.
Alors pour tout x € Xy, S-presque tout b€ B, on a la convergence :

1
—o(b,...by, ) —

n—1
2 f o(g,bg...byx)du(g) — 0
n k=0vG

n—+ao

S|

Démonstration. 11 s’agit d’'un corollaire d’une version forte de la loi des grands
nombres. Une démonstration est donnée dans [16], proposition 2.2. O]

Fixons z € X, un point de I',-orbite infinie et montrons que pour S-presque tout

be B,

1
—0(by...by,z) — 0

n n—+00

Le cocycle de déplacement o est continu d’apres la continuité de 7. Il est de plus
borné sur supp u x Xy [car le support de p est compact si bien que ’ensemble
(supp p).D n’intersecte qu'un nombre fini de translatés (D + k);czq]. Le cocycle de
déplacement o vérifie donc les hypotheéses du lemme [5.1.4, Posant ¢ : Xy — R4, z —
§c0(g,x)dp(g), nous sommes ramenés a vérifier que pour S-presque tout b € B

n—1

Yol bix) — 0

1
n—+00
=0
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Le lemme suivant permet de controler cette somme. Il est du a Benoist-Quint et
affirme qu’une p-trajectoire sur X, doit s’équirépartir selon la probabilité de Haar
Ao sur Xy des lors que son point de départ est de I',-orbite infinie.

Lemme 5.1.5. Pour tout v € X, de I',-orbite infinie, B-presque tout b € B, on a
la convergence faible-x :

n—+o0

1 n—1
=~ D e 7 Ao
k=0

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant les théoremes 1.1 et 1.3 de [15]
ainsi que le corollaire 1.2 de [I3]. Le premier théoréeme affirme que pour tout z €
Xy, la T-orbite de z a son adhérence homogene i.e. de la forme 'z = H.z ou
H est un sous-groupe fermé de G, et admet de plus une (unique) probabilité H-
invariante v,. Le second théoreme ajoute que pour [-presque tout b € B, la suite
de probabilités (% ZZ;; Ob..byz)n>1 converge x-faiblement vers v,. Si la I'-orbite de
x est infinie, alors v, ne peut avoir d’atome, et le corollaire 1.2 de [I3] implique que
v, est nécessairement G-invariante, i.e. égale a \. O

Comme nous avons supposé l'indice ¢ continu et le support de p compact, I'ap-
plication ¢ doit étre continue et bornée. On déduit du lemme [5.1.5 que

n—+00

1 n—1
k=0

Il reste a donc a vérifier que la dérive est nulle du point de vue de ).

Lemme 5.1.6. Pour tout g € G,

JXO o(g, ) dro(z) = 0

En particulier, M\o(p) = 0.

Démonstration. Notons ¢ : G — R4, g — §x, o(g,2)dNo(z). Soit g,h € G. On a via
la relation de cocycle et la G-invariance de Ay que :

o(gh) = J o(g,hx) + o(h,x) d ()

Xo

— JX o(g,x) + o(h, ) dxo(z)

= ¢(g) + o(h)
L’application ¢ est donc un morphisme de groupes. Comme G est égal a son groupe
dérivé, on en déduit que ¢(G) = 0. O

Le théoreme [B.1.1] est ainsi démontré.
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5.2 Le cas d’une marche sur C — Z

On peut s’interroger sur la validité du théoréme [5.1.1]si on supprime I'hypothése
que l'action de Z¢ sur le revétement X a un domaine fondamental & bord compact.
Il apparait que le comportement de la dérive est alors radicalement différent. On
donne dans cette section un exemple de Z-revétement d’un espace homogene X
de volume fini tel que pour toute marche Zariski-dense a support compact, presque
tout zg € Xy, B-presque tout b € B,

1
{valeurs d’adhérence de la suite (—o (b, ...b1,20))ns1} = R
n

Cet exemple sera construit comme le fibré unitaire tangent d’un Z-revétement
de la sphere hyperbolique a trois pointes. Nous verrons en fin de chapitre com-
ment généraliser les conclusions obtenues a tout revétement abélien d’une surface
hyperbolique de volume fini.

Posons G := PSLy(R), K = PSO5(R) et on introduit le sous-groupe de congruence
Ao :={ge PSLy(Z), g =1d mod 2}

de covolume fini dans G, librement engendré par les matrices

(10 (1 2
gO'_ 2 1 gl'_ 0 1

L’espace homogene X, := G/Aq s’identifie au fibré unitaire tangent d’une sphere
hyperbolique & trois pointes Sy := K\G/Ay.

9

90
/\/\/\
-1 0 1

Figure 3 : domaine fondamental de Ay dans le
demi-plan de Poincaré

Notons f : Ag — Z l'unique morphisme tel que f(go) = 0, f(g1) = 1 et posons
A = Kerf. La surface S := K\G/A est donc un Z-revétement de Sy, de fibré

96



unitaire X = G/A. D’un point de vue plus géométrique, on obtient S a partir de Sy
en déroulant deux cusps de la surface Sy (voir figure 4, et ler paragraphe de 5.2.1).

Figure 4 : la sphere a trois pointes Sy et son Z-revétement S

On décompose le Z-revétement S en domaines fondamentaux (D + k)ez comme
dans la figure 4, et on se donne i : T'S — R une application mesurable Z-
équivariante bornée sur D. Il sera commode de supposer que pour tout vecteur
r € T'S, 'image i(x) ne dépend que du point base de z dans S. Comme dans la
section 4.1.1, on note o : G x T1Sy — R le cocycle de déplacement associé.

L’enjeu de la section est de prouver le résultat suivant :

Théoreme 5.2.1. Gardons les notations ci-dessus, et soit p une probabilité sur

G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense. Posons
B =GN, p=pu®. Alors,

1. La p-marche aléatoire sur T1S est conservative et ergodique pour la mesure
de Haar quotient.

2. La p-marche aléatoire sur T'S a une dérive asymptotiquement dense :
pour presque tout xg € T1Sy, B-presque tout b € B, pour tout t € R,
1
lim inf ’*U(bn .. .b1,$0) — t‘ =0

n—+0 n,

Remarques. 1) L’espace ambiant T'S fournit un exemple d’espace homogene a
croissance volumique exponentielle ! et sur lequel toute marche Zariski-dense a sup-
port compact est récurrente presque-stire. Cela contraste avec la “quadratic growth

1. Un espace métrique mesuré (X, \) est & croissance exponentielle s’il existe € tel que pour tout z € X, et r > 0
assez grand, on ait A(B(z,r)) = e".
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conjecture” [46] [71] qui prédit qu’un groupe localement compact admet une marche
adaptée ? récurrente si et seulement si sa croissance est au plus quadratique.
2) Le Z-revétement S de la spheére a trois pointes est biholomorphe a C — Z.

3) En raison du dévelopement des cusps, le cocycle de déplacement o n’est pas
intégrable pour la probabilité p ® Ag (cf. corollaire [5.2.3))

5.2.1 Description du revétement

Avant d’aller plus loin, nous décrivons plus en détails la surface .S, en commencant
par justifier la figure 4. Les cusps de la surface Sy, notés %y, 61, 6> correspondent
respectivement aux éléments paraboliques gy, g1, go "g1. Notons 7 'arc géodésique
sur Sy reliant les points a 'infini des cusps %) et %5, et ne s’enroulant pas autour
du cusp %p. Notant 7y : D — Sy la projection et py = m(0), on a un isomorphisme
L'y — m1 (S0, p0), g — ¢4 := m([0, g.0]). Alors I'application f : 'y — Z définissant le
sous-groupe I' n’est autre que 'application qui a g associe le nombre d’intersections
entre ¢4 et v. On en déduit que la surface S s’obtient en découpant Sy le long de
et en recollant le long de leurs bords et sans décalage des copies de la surface ainsi
obtenue. Cela aboutit au dessin de la figure 4.

Expliquons maintenant comment les préimages dans S des cusps déroulés 6, 62
s’identifient & des horoboules de ID. Considérons le cas de % défini par 1’élément
unipotent g;. On notera p : S — Sy la projection, H ~ D le demi-plan hyperbolique,
et pour t € R,

H; := {z € H,Imz > ¢}

Par définition, il existe ¢; € R tel que la projection 7y : H — Sy induit un
isomorphisme entre Hy, /(g;) et un voisinage U; du cusp ;. Comme dans I'g/I" ~ Z,
I’élément g; correspond a l'entier 1 € Z, on en déduit que la préimage p~'U; de
U; dans S s’identifie a H;, et que l'action de translation par un entier k£ € Z sur
p~tU; correspond a laction par isométrie de a¥ sur H;,. On peut raisonner de la
méme fagon pour le cusp %3, relativement a des horoboules centrées en le point fixe
a l'infini de I’élément unipotent g, 191 représentant €. On note U, = Hy, /g0 Lg, le
voisinage de %, obtenu, et on le suppose disjoint de U;.

Comme premiere application de cette description, vérifions que le cocycle o n’est
pas intégrable sur G' x T'Sy. Ce point nous empéche de raisonner comme pour
le théoreme [5.1.1] et exprime toute la difficulté a controler les déplacements de la
marche. On commence par un lemme portant sur le flot géodésique.

2. Une marche sur un groupe localement compact G est dite adaptée si elle provient d’une mesure de probabilité
sur G dont le support engendre un sous-groupe dense.
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Lemme 5.2.2. Soit t > 0 et a;, := diag(e’,e™"). Alors

J lo(ag, x)| dAo(x) = +00
T1Sy

Démonstration. On se contente de minorer les déplacements ayant lieu dans le cusp
déroulé au dessus de 47, et identifié ci dessus a H;,. Quitte a perturber de fagon
inessentielle 'application d’indice de position, on peut supposer que pour (z,v) €
T'Hy,, on a i(z,v) = sRez. Il s’agit ainsi d’étudier la variation moyenne d’abscisse
sous l'action du flot géodésique jusqu’a l'instant ¢ pour un point de départ choisi
aléatoirement sur T'HY ., := {(z,v) € T'H,, 4, |Rez| < 1}. En rappelant que nous
notons le flot géodésique comme agissant a gauche (et non a droite), et l'identification
naturelle T'H ~ H x S', on calcule que

1 1
d\ = —|Re(a;.(z,v)) — R dz dleb
J... 1o 21z fH 5 (o0 (z.0) Rzl s ddiebin (1)
1 1
= 5 leHO . |Re(at.<z,v))|m dz d].ebsl ('U) — C()
ty+t

1 (* 1
= - f — J |Re(ay.(z,v))| dz dlebgi (v) duy — Cy
2 Jen+e U3 J1o1 1] fua} x 51

o Co = {0 %|Rez|mdleb(z) < . Le changement de variable identi-
t1+t

fiant par homotéthie le segment de cercles unitaires tangents [—1,1] x {uy} x S*
a [—1/ug, 1/us] x {1} x S donne alors

f Re(ay.(2,v))| dz dlebgi (v) = sl (1)
[—1,1] x{u2} xSt

ou

I(ug) := |Re(as.(uy + 1,v))| ugdz dlebgi (v)

J[uug,l/uz,]x{l}xsl

La quantité I(up) converge vers (g, |Re(a;.(,v))|dlebgi(v) > 0 quand uy tend
vers I'infini. On déduit finalement que

1 1
f lo(ag, x)| dXo(x) = f —I(ug) dug — Cy = 40
T1Sy 2

et1+t U2
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Notons Ay la probabilité de Haar sur 1Sy = G/A,.

Corollaire 5.2.3. Le cocycle de déplacement o : G x T'Sy — R n’est pas intégrable
pour la probabilité & .

Démonstration. Le support de la probabilité p engendre un sous-groupe Zariski-
dense de G. Il attribue donc une masse positive au complémentaire de K = PSOy(R).
Si g € G— K, on peut écrire g = ka;l ou k,l € K, et t > 0. En utilisant la
K-invariance de l'indice de position i et la G-ivariance de Ay, puis appliquant le

lemme [5.2.2], on calcule que
| ool = [ lotan)]| ) -+
T1S, T1S,

ce qui conclut la preuve. O

5.2.2 Un théoréme central limite

Le corollaire [5.2.3| souligne la difficulté a décrire les déplacements d’'une marche
aléatoire sur T1S. On s’en sort en estimant la loi limite de la variable %a(bn coby o)
quand n tend vers I'infini. On rappelle que B = GV, 8 = V' et Ay désigne la
probabilité de Haar sur TSj.

Proposition 5.2.4 (TCL). Soit v, la probabilité image de f ® \g par l'application
B xT'Sy — R, (b,z) = 20(by,...b1,x). Alors la suite (v,)n=0 converge faiblement
vers une loi de Cauchy centrée sur R.

On rappelle qu’une loi de Cauchy centrée sur R est une loi de la forme

gt
Mme = ——5——=
m(c? + 12)

ou ¢ > 0 est un parametre positif.

La preuve de la proposition [5.2.4] s’appuie un résulat de Enriquez et Le Jan,
estimant la loi des déplacements dus a ’action du flot géodésique.

Lemme 5.2.5. Pour t > 0, notons vy la probabilité image de Ny par Uapplication
TSy — R,z — to(ay, x). Alors il existe ¢ > 0 tel que v, converge faiblement vers la
loi de Cauchy m. quand t tend vers +0.
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Démonstration. Nous déduisons ce lemme de l'article [35] de Enriquez et Le Jan
qui considerent le flot géodésique sur une surface hyperbolique de volume fini et
prouvent que la loi normalisée des nombres d’enroulement du flot autour des dif-
férents cusps se comporte asymptotiquement comme un produit de lois de Cauchy
indépendantes. Détaillons dans notre cas. On commence par décomposer le cocycle
o en comptabilisant séparément les déplacements au dessus des cusps déroulés et au
dessus de leur complémentaire dans Sy. Pour cela, on écrit S comme une réunion
disjointe S = HUF ou H = Hy, 1H,, (voir section 4.2.1) et F' est fermé. Pour ¢ > 0,
zg € T'Sy, x € (Tp) (), notons |sg, s1[L1- - - 1U]say, Sons1[= {s €]0,t[, as.x € T'H}
et posons

t xU i a52k+1 i(a32k.l‘)

WM:

op(t,xo) := U(at, xo) — om(t, xo)

de sorte que o(as, v9) = oy (t, o) + op(t,z9) ol oy, o sont des cocycles continus
sur R x Xy. Le résultat [35] affirme que la famille de probabilités $o (¢, .). Ao converge
faiblement vers une loi de Cauchy centrée m. quand ¢ tend vers 1 infini. Nous devons
montrer que c’est aussi vrai pour le cocycle o.

La différence cocycle of est borné sur [0, 1] x 1Sy et de moyenne nulle, car pour
t=0,

1
f op(t,z)dN(z) = J op(t,z) + op(t, Rrax) dXo(x) =0
T1S, 2 Jris, T
—op(t,x

ou on a utilisé la G-invariance de \g et ou R, agit sur un vecteur en le tournant
d’un angle 7 & point base fixé. Par ergodicité du flot géodésique sur (T*Sp, Ag), on
a donc pour \g-presque tout z € TSy,

ZUF(t’ 7) P 0

Si ¢ € C%(R) est une fonction continue a support compact sur R, il découle de ce
qui précede , de 'uniforme continuité de ¢, et du théoreme de convergence dominée
que :

Llso @(10(% ) dho(z) — LISO 90(1@,(75, o) + 1@(15, 20)) do(x)
= f go(iaH(t, o)) do(z) + o(1)
T1Sy
ttoo me(p)

concluant la preuve du lemme [5.2.5
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Démonstration de la proposition[5.2.4. La preuve repose sur le lemme [5.2.5] et sur
la décomposition de Cartan des élement de G qui crée un lien fort entre le flot
géodésique et la p-marche sur T1S. Cette décompositon affirme que tout élément
g € G s’écrit de sous la forme

g = kgaz,l
ot kg, lg € K = PSOy(R), t, =0, a;, = diag(e's, e™").

Fixons une telle décomposition pour chaque élément du groupe (et ce de fagon
mesurable). On note alors, pour b € B, b, ...b1 = ky(b)ay, s)ln(b) la décomposition
associée au produit b, ... b;.

Lemme 5.2.6. Soit p € C°(R). Alors

@)= | eota,w.a)ds0d()

Démonstration. Cela découle de la K-invariance de l'indice de position i et de la
probabilité .
O

Soit p € C2(R). Notons A, > 0 le pemier exposant de Lypaunov de la probabilité
p sur G (cf. section 2.1 ou bien [I6], p.72). Il découle du lemme précédent et du
théoreme de Fubini que

tn(0)

) = (X)) dB (D)

La positivité du premier Lyapunov ([16], Theorem. 3.31) entraine que pour /-
presque tout b € B, on a t,(b) — 400 quand n tend vers U'infini. Par le théoréme de
convergence dominée et le lemme [5.2.5] le premier terme converge donc :

n—-+0o0

[ e ds®) —, ms, (0 )

Vérifions que le second terme tend vers 0. Soit € > 0. Comme ¢ est a support
compact, il existe & > 0 tel que pour tout a € [\, — 0, A, + 0], on ait [|¢(a.) —
©(Au-)|leo < /2. D’apres la loi des grands nombres ([I6], lemma 3.27), il existe un
rang ng = 1, tel que si n > nyg, alors

tn(b) 19
— > —
ey =8N, +6]} =1 ol

Bibe B,
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Soit n = ng, il vient que :

[ vhe™2) = o0 s < [ et — o]l a5

e/2+¢/2
=e (2)

VAN

Combinant (1) et (2), on obtient

vn() == mar(9)

n—-+aoo

ce qui conclut la preuve de la proposition |5.2.4]

5.2.3 Application a la récurrence et a la dérive

Nous déduisons le théoreme [5.2.1] & partir de la proposition [5.2.4] Les points 1 et
2 sont démontrés séparément.

Récurrence

Le théoreme de Schmidt-Conze [78] relie la récurrence ou transience presque-siire
d’un skew-product au comportement en loi asymptotique de son n-ieme itéré. Le
cas particulier suivant est remarquable :

Théoréme (Schmidt-Conze). Soit (Z, Z,P) un espace probabilisé, R : Z — Z un

automorphisme préservant la mesure et ergodique. Soit d € {1,2} et f : Z — R® une

application mesurable telle que la suite (n=? Zz;é f o R¥),>1 converge en loi vers

une distribution de Cauchy centrée si d = 1, ou une loi gaussienne centrée si d = 2.
Alors, pour P-presque tout z € Z,

n—-+0o0

n—1
liminf || > fo R¥(z)|| =0
k=0

Corollaire 5.2.7. Dans le contexte du théoréme la p-marche sur TS est
conservative et ergodique pour la mesure de Haar quotient.

Preuve du corollaire [5.2.7. Nous avons vu dans le chapitre 4 qu'une marche conser-
vative sur TS est nécessairement ergodique (corollaire . Il suffit donc de
montrer la récurrence-presque siire. En vue d’appliquer le théoreme de Schmidt-
Conze, on pose Z = GZ x T'S,, Z sa tribu produit, P = u®% ® X\, et R :
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Z — Z,(b,x) — (Th,bix) on T désigne le décalage vers la gauche sur GZ, i.e.
T : (bi)ez — (bis1)iez- L'application T' est un automorphisme préservant la mesure
et ergodique de (Z,Z,P). On pose également f : Z — R, (b,x) — o(b,z). En
n—1 k . .
remarquant que », o f o R*(b,z) = o (b, ...b1, ), en appliquant proposition
et le théoreme de Schmidt-Conze (avec d = 1), il vient que pour Ag-presque tout
x € TSy, f-presque tout b e B,
liminf |o(by, ...b1,2)| =0

n—+0o0

Soit 1 < R un ouvert borné et Q < TS I'ouvert défini par un indice de position
1 € I. D’apres ce qui précede, presque-toute trajectoire de la pu-marche issue de €2
revient infiniment souvent dans (). Cela permet de définir une marche de premier
retour sur §2, pour laquelle la mesure de Haar sur () est stationnaire. Comme {2 est
de volume fini, le théoreme de récurrence de Poincaré entraine que la marche de
premier retour est récurrente presque siire sur €2, donnant a fortiori la récurrence de
la pg-marche sur T1S en presque tout point de Q. Comme l'ouvert I peut étre pris
arbitrairement grand, cela montre que la pu-marche est récurrente presque-siire sur
T'S.
]

Dérive

Corollaire 5.2.8. Dans le contexte du théoreme la p-marche sur TS a une
dérive asymptotiquement dense : pour presque tout xo € TSy, S-presque tout b e B,
pour tout t € R,

1
liminf |—o(b,...b1,20) —t| = 0

n—+0 n,

Démonstration. Fixons des constantes t € R, € > 0. Pour n > 1, on note
1
E,={(b,x)e Bx TSy, |—c(b,...b1,x) —t| <&}
n

La proposition implique que la suite (8 ® Ao(E,))n>1 converge vers une limite
positive 0 = §(t,&) > 0. On a donc S ® A\g(limsup E,,) > 9.
Posons

|
E ={(b,x) e B x TS, lrllrlligﬂﬁa(bn...bl,x) —t] <¢e}

Comme FE 2 limsup E,, on a 8 ® Ag(E) > J. Or I'ensemble E est invariant par
la transformation B x T'Sy — B x T'Sy, (b,z) — (Th,byx) qui est ergodique et
préserve la mesure. Il en résulte que 5 ® A\o(£) = 1. En choisissant ¢ arbitrairement
petit, il vient que 8 ® Ag-presque-siirement

liminf |o(b,...b1,2) —t| =0

n—+ao0

ce qui termine la preuve. O
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5.3 Le cas général d’un revétement abélien d’une surface
hyperbolique de volume fini

On note G = PSLy(R), K = PSO3R), Ay € G un réseau sans torsion et A € Ay
un sous-groupe discret distingué tel que A/Ag ~ Z<. Soit comme plus haut S =
K\G/A, Sy = K\G/Ay = S/Z%. Notons i : T*'S — R une application d’indice de
position, supposée Z-équivariante et bornée sur un domaine fondamentale connexe
par arcs D pour l'action de Z% sur T*S. Soit o : G x T1Sy — R? (g, + Z¢) —
i(g.x) —i(x) le cocycle de déplacement associé a i. On supposera 'indice de position
i(x) d'un vecteur x € T1S ne dépend que du point base de z sur S.

Nous allons voir que la dérive d'une p-trajectoire typique sur 715 est asymptoti-
quement dense dans un sous espace vectoriel Fo de R?, engendré par les directions
de translations au dessus des cusps déroulés de Sy. On note %7, ..., %, les cusps de
So, puis vi,...,vs € Z4 les translations obtenues en relevant un tour de cusp au
revétement S, et on pose Fo = Vectg{vy, ... vs}.

Théoréme 5.3.1. Gardons les notations ci-dessus et soit p une probabilité sur
G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense. Posons
B=GY, p=pu®",

Alors pour presque tout xo € T'Sy, pour -presque tout b e B, on a

1
{valeurs d’adhérence de la suite (—o (b, ...b1,20))ns1} = Ec
n

Nous expliquons comment adapter la preuve du théoreme pour obtenir une
telle généralisation. On commence par se donner un sous-espace vectoriel £/ < R?
tel que

R'=E-QF

On peut alors décomposer o en ¢ = oc + ¢’ ol o¢ et ¢’ sont des cocycles a

valeurs respectives dans F¢ et E’. Soit \g la probabilité de Haar sur 1S, = G/A,.

Lemme 5.3.2. Dans le contexte du théoréme[5.5.1],

i) Pour presque tout xq € TSy, pour B-presque tout b € B,

1 /
md (by...b1, ) s 0
ii) [TCL] Soit v, la loi image de B® X\o par Uapplication B x T'Sy — R, (b, z) —
Loc(by ... by,x). Alors la suite (v,)n=0 converge faiblement vers une loi de Cau-
chy centrée sur Ec¢.
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Preuve du lemme . 1) Vérifions d’abord que le cocycle ¢’ est borné sur le do-
maine supp p x T1Sy. Comme la famille de translatés (D + k)geze est localement
finie, on a pour tout compact L < T*S,, que

sup{||o (g, 7)||, g € supp p, v € L} < 0

et cela est aussi vrai a fortiori pour la projection o’

Il reste donc a voir que o'(g, x) est uniformément borné lorsque g varie dans le
support de y, et z dans un bout de cusp de Sy. Soit g = kyas,l, une décomposition
de Cartan de g et v, : [0,t,] — TSy, t — kya,l 2. Comme l'indice i est PSO,(R)
invariant, on peut voir o(g,z) comme la variation de i le long d'un relevé 5, :
[0,t,] — T*S du chemin v, .. On choisit z assez haut dans le cusp pour que l'arc
Vg« SOit entierement inclus dans le cusp, et ce quelque que soit g € supp p. Comme
le domaine D est connexe par arcs, on peut alors compléter le chemin 7, , en un
chemin ¢, ,7,.C, contenu dans le cusp, avec extrémités dans le bord du cusp, et de
sorte ¢4z, ¢ se relevent en des chemins continus de D. Complétons enfin ¢y .7y 2Cx
en un lacet fermé dc, ;74 »C; par 'ajout d'un arc 6 a valeurs dans le bord du cusp et
réalisant moins d’un tour de cusp. Comme le bord du cusp est compact, la variation
de i le long d’un relevé 5 a TS est bornée, par une constante M > 0 ne dépendant
que du cusp en question et du pavage (D + k)jeza. Finalement les variations de 4
le long de relevés a TS de Vgx €6 0CyuYgaCy different au plus de 4supy, |i| + M.
On en déduit que la distance de o(g,x) a E¢, et donc la norme de o'(g,z), est
uniformément bornée lorsque g varie dans le support de p et z dans un bout de cusp
de So.

Le cocycle ¢’ étant borné sur supp u x TSy, l'ergodicité de la p-marche sur TS,
pour la mesure Haar ramene la convergence du point 7) & montrer que

| e durte) —0

Comme dans la preuve du lemme |5.1.6] cela découle de la simplicité de G et du
fait que lapplication g — §, S o'(g, x)Ao(z) est un morphisme de groupes.

ii) La preuve est essentiellement la méme que celle de la proposition Comme
dans le lemme on commence par montrer que la loi $(oc(ay,.)) Ao converge
faiblement vers une loi de Cauchy centrée sur E¢ lorsque t tend vers +oo. Cela
s’obtient de [35] en décomposant le cocycle o¢ en o¢ = ocg + ocF, OU Oc.H, 00 F
décrivent respectivement les enroulements du flot a I'intérieur et en dehors des cusps
de Sp. On en déduit alors ii) a 'aide de la décomposition de Cartan et de la positivité

de 'exposant de Lyapunov de . O

Preuve du théoréme [5.3.1. Le résultat découle du lemmel5.3.2] en raisonnant comme
dans la preuve du corollaire [5.2.8| O
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Du théoréme [5.3.1] découle un critére de récurrence pour la p-marche sur TS.
Il répond positivement a notre conjecture du chapitre 4 dans le cas particulier des
marches sur un revétement abélien de surface hyperbolique de volume fini.

Corollaire 5.3.3. Soit S un Z%-revétement d’une surface hyperbolique de volume
fini. Ecrivons T'S = G/A ot G = PSLy(R) et A est un sous-groupe discret. Soit u
une probabilité Zariski-dense a support compact sur G.

Alors le flot géodésique et la p-marche sur TYS sont soit simultanément totale-
ment dissipatifs, soit simultanément conservatifs et ergodiques.

Démonstration. La dichotomie “transience/récurrence et ergodicité” est connue dans
le cas du flot géodésique [I]. De plus, nous avons vu au chapitre 4 que la transience
du flot entraine celle de la marche. Il suffit donc de montrer que si le flot géodésique
sur TS est conservatif ergodique alors c’est aussi le cas de la p-marche. Le théoréme
local limite pour le flot géodésique (voir [65, 67]) affirme que pour des ouverts
UV cT'S,

m(a:U N V) ~ com(U)m(V) /=% dim B/—dim B

pour une certaine constante ¢y > 0 indépendante de U et V. Nécessairement par
conservativité,

1

Il y a alors trois cas, correspondant a (dim £’, dim E¢) € {(1,0),(2,0), (0,1)}.

Dans les deux premiers cas, la loi de ﬁa(bn ... b1, ) ou b varie selon 3 et x selon
Ao converge vers une loi normale centrée sur R ou R? (appliquer [57] section 1.1 pour
le cas du flot géodésique et transcrire aux marches par la décomposition de Cartan
comme précédemment).

Dans le troisiéme cas, le lemme affirme que la variable %a(bn . by, o)
converge en loi vers une loi de Cauchy centrée sur R.

Pour toutes ces situations, le théoreme de Schmidt-Conze cité plus haut entraine
la récurrence de la marche. L’ergodicité de la marche en découle gréace a la dichotomie
du corollaire .41

[
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Chapitre 6

Mesures de Radon stationnaires

pour une marche sur T x R
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Introduction

Ce chapitre fit 'objet de l'article [I0] aborde le probleme de classification des
mesures stationnaires pour une marche aléatoire sur un espace homogene de volume
infini. Soit G un groupe de Lie réel, A € GG un sous groupe discret, et 1 une proba-
bilité sur GG. Comme précédemment, on obtient une marche aléatoire sur le quotient
X = G/A telle que la probabilité de transition a partir d'un point x € X est donnée
par la convolution g * ¢,.

Le comportement de la g-marche sur X est intimement lié a ses mesures station-
naires. On rappelle quune mesure de Radon v € MP(X) est dite stationnaire si
elle est invariante par la marche, ou plus formellement si : v = {, g, du(g) (voir la
section 1.1). On précise qu’elle est ergodique si elle appartient a un rayon extrémal
du cone convexe des mesures de Radon stationnaires sur X (voir la section 1.3).

L’ergodicité d’'une mesure stationnaire v est une information clef pour étudier
une marche aléatoire, car elle garantit 1’équidistribution de v-presque toute tra-
jectoire récurrente selon la mesure v. De plus, par désintégration ergodique, toute
mesure stationnaire s’exprime comme moyenne intégrale de mesures stationnaires
ergodiques (théoréme [1.3.1)).

En 2013, Benoist et Quint parviennent a classer les probabilités stationnaires
pour une large classe de marches en volume fini.

Théoréme (Benoist-Quint [14]). Soit G un groupe de Lie réel, A = G un sous
groupe discret de covolume fini, X = G/A et p € P(G) une probabilité sur G dont
le support est compact et engendre un sous groupe I" tel que AdD? est semi-simple,
Zariski connexe et sans facteur compact. Alors toute probabilité p-stationnaire er-
godique v sur X est I'-invariante et homogene.

La notation AdI' désigne I'image de I' par la représentation adjointe de G, et
AdT? son adhérence de Zariski dans le groupe Autg des automorphismes de g.
L’homogénéité signifie que le support de v est une orbite de son stabilisateur G, :=
{g € G,g.v = v} (on peut ainsi identifier v & une mesure G,-invariante sur l’espace
homogene G,/G,.).

L’idée clef est le phénomene de dérive exponentielle, découvert quelques années
plus t6t dans [13]. La classification des mesures stationnaires vient alors d’étre éta-
blie par Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes dans le cas particulier d'une
marche sur le tore T¢ induite par une probabilité u € SLg(Z) proximale forte-
ment irréductible (voir [21], [22]). Rappelons que la prozimalité de u signifie que le
semi-groupe I' € SL4(7Z) engendré par son support contient un élément ayant une
valeur propre simple de module strictement supérieur a celui de ses autres valeurs
propres, et que I'’hypothése de forte irréductibilité signifie que I'action I' sur R? ne
préserve pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non nuls. La preuve
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de [21] s’appuie sur la théorie de Fourier et développe une approche quantitative
permettant d’obtenir aussi des résultats d’équidistribution des probabilités de posi-
tion (u" *d,)zere quand n tend vers 'infini. Cependant, la démarche repose de fagon
cruciale sur I'hypotheése de proximalité. Benoist et Quint proposent dans [13] une
méthode completement différente qui s’inspire des travaux de Ratner et ne requiert
pas d’hypothése de proximalité.

Théoréme (Benoist-Quint [13], Bourgain-Furman-Lindenstrauss-Mozes [21],[22]).
Soit p une probabilité sur SLqy(Z) a support fini engendrant un sous semi-groupe
[' € SL4(Z) fortement irréductible.

Alors toute probabilité u-stationnaire ergodique sur le tore T¢ est soit une équi-
probabilité sur une I'-orbite finie dans T?, soit la probabilité de Haar.

Les preuves des théorémes [13] et [I4] ont été reprises pour étudier des marches
aléatoires dans des cadres similaires. Citons par exemple Eskin et Mirzakhani qui
décrivent les mesures invariantes et stationnaires pour l'action de SLs(R) sur l'es-
pace des modules des surfaces de translations ([39]), Brown et Rodriguez Hertz qui
s’'intéressent plus généralement & des marches par difféomorphismes sur des variétés
compactes ([25]), ou encore Sargent et Shapira qui considérent une marche sur un
espace homogene défini par un stabilisateur non discret ([74]).

Ce chapitre aborde le cas ou l'espace homogene supportant la marche est de
volume infini. Peu de résultats sont connus dans cette voie. On se concentre sur un
premier cas concret : classer les mesures de Radon stationnaires pour une marche
sur T? x R. Nous réaliserons T¢ x R comme un espace homogene en posant

G := (SL4(Z) x RY) @ R, A= (SL4(Z) x Z%) @ {0}

On vérifie que G/A = T? x R et que via cette identification, 'action d’un élément
(g,7,8) € G est donnée pour (x,t) € T? x R par la formule (g,r,5s).(z,t) = (gz +
r,s+t).

Définissons maintenant notre marche aléatoire. On fixe une mesure de probabilité
p sur SLy(Z), on note I' := {(supp uy < SL4(Z) le sous semi-groupe engendré par
son support, et on se donne y : I' - R un morphisme de semi-groupes. On peut voir
[' comme un sous semi-groupe de G via le plongement i : I' — G, g — (g,0, x(g)), et
l'action de I" sur G/A = T? x R est alors donnée par g.(z,t) = (g, t+x(g)). Comme
précédemment, ce contexte induit une marche aléatoire sur T x R, de probabilités
de transition (i * d(z,))(z,)eTixr. ON va démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.0.1. Supposons la probabilité p da support fini engendrant un sous
semi-groupe I' © SLy(7Z) fortement irréductible, et supposons la probabilité image
Xxft d’espérance nulle.

Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique sur T¢x R est I'-invariante
et homogene.
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On constate que ce théoreme décrit les mesures de Radon stationaires ergodiques,
mais plus généralement toutes les mesures de Radon stationnaires sur T¢ x R car
elles s’écrivent comme une moyenne de mesures ergodiques (théoréme . Il en
découle notamment la rigidité des mesures stationnaires sur T¢ x R :

Corollaire 6.0.2. Dans le cadre du théoréme toute mesure de Radon u-
stationnaire sur T? x R est I'-invariante.

Le théoremel[6.0.1]décrit aussi les probabilités stationnaires pour certaines marches
sur T¢ qui n’entrent pas dans le cadre du théoréme de Benoist-Quint car induites
par une probabilité sur SLy(Z) qui n’a pas de moment d’ordre 1. En effet, consi-
dérons le cas ot x(I') = Z. On peut restreindre notre marche sur T¢ x R en une
marche sur T¢ x Z, puis considérer la marche induite sur le bloc T¢ x {0} = T<.
Cette marche est donnée par une probabilité p, € P(SLy(Z)) sans moment d’ordre
1. Le théoreme [6.0.1] implique que toute probabilité pu,-stationnaire ergodique sur
T est soit atomique, soit la probabilité de Haar.

La démonstration du théoreme s’inspirera de [14] mais nécessitera des adap-
tations pour gérer le volume infini de G/A = T¢ x R. Le texte s’organise ainsi :

Section 6.1 : On présente une version plus détaillée du théoreme [6.0.1, et on
explique l'intérét d’avoir supposé le parametre de translation réelle x de py-moyenne
nulle.

Section 6.2 : On prouve qu'une mesure de Radon stationnaire sur T¢ x R admet
une décomposition en mesures limites. Cela signifie qu’elle est une moyenne intégrale
de mesures indexées par les trajectoires de la marche et vérifiant une certaine pro-
priété d’équivariance. La section 2 étend des méthodes d’habitude employées pour
I’étude de probabilités stationnaires.

Section 6.3 : On démontre le théoreme [6.0.1| pour des mesures de Radon station-
naires ergodiques v sur T¢ x R dont le projeté sur T¢ est atomique. Nous aurons
besoin d’exclure ce cas par la suite. La preuve repose sur les propriétés de récurrence
de la marche.

A partir de la section 6.4, on fire une mesure v € MT(T? x R) stationnaire
ergodique dont le projeté sur T? est sans atome.

Section 6.4 : Apres quelques rappels sur les groupes algébriques, on explique
la stratégie mise en oeuvre pour décrire la mesure v. L’idée est de montrer que
les mesures limites décomposant v sont chacune invariante par translation sur T¢
suivant une certaine direction limite. Pour cela, on définit un systeme dynamique
fibré (B*,T*, 8%) (de mesure infinie) et un flot (¢;)er- sur B* tels que U'invariance
recherchée équivaut a l'invariance de la mesure 7 sous 'action du flot (¢)serr-

112



Apres désintégration de S* le long de (¢;)werr, on se rameéne a un énoncé général
sur (BY,T*, 57), appelé théoréme de dérive exponentielle dont la démonstration
occupe le reste du texte. La preuve repose sur I’étude des fibres de l'opérateur T,
plus précisément de leur intersection avec une fenétre W < B de mesure finie fixée
au préalable.

Section 6.5 : On montre que les mesures limites de v sur T¢ x R sont non dégé-
nérées, i.e. que leurs projections sur T? sont sans atomes. Cela permettra plus tard
de choisir deux points de BT dont les fibres s’écartent a vitesse exponentielle. La
preuve distingue les cas ou le semi-groupe de translation x(I') € R est discret ou
dense. Dans le premier cas, on se rameéne a montrer la récurrence hors de {0} pour
une marche sur le tore. La difficulté est que cette marche n’a pas de moment d’ordre
1. Dans le second cas, on raisonne par l’absurde et on utilise la récurrence de la
marche et un argument de connexité.

Section 6.6 : On explicite les fibres de 'opérateur T'* puis on donne une formule
générale décrivant leur distribution au sein d’une fenétre W < B de mesure finie,
du point de vue de la mesure restreinte Bﬁv C’est ’équirépartition des morceauz de
fibres.

Section 6.7 : On prouve un théoréme local limite pour le cocycle (o, x) ou o
désigne le cocycle d'Iwasawa et y le parametre de translation réelle de la marche.
Grace a la section 6, cela permet d’estimer selon quelle proportion une fibre du
systeme dynamique (B*,T*, ) rencontre la fenétre W < B*.

Section 6.8 : On démontre la loi des angles qui permet de controler I'écart (en
termes de norme et de direction) entre deux morceaux de fibres du systéeme dyna-
mique (B, T*, 7).

Section 6.9 : A Taide des sections 6.5-6.8, on prouve le théoreme de dérive expo-
nentielle.

Section 6.10 : On explique comment le théoréme de dérive exponentielle permet
de conclure la preuve du théoreme [6.0.1]
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6.1 Premieéeres considérations

On présente une version détaillée du théoreme [6.0.1] et on explique l'intérét
d’avoir supposé le parametre de translation réelle x de py-moyenne nulle.

Notations. On se donne p une probabilité sur SL4(Z), on note I' := (supp p)
le sous semi-groupe de SL4(Z) engendré par son support, et on fixe y : I' - R
un morphisme de semi-groupes. Ces données induisent une action de I' sur T¢ x R
via la formule g.(x,t) = (gz,t + x(g)), puis une marche aléatoire de probabilités de
transitions données par (f1*d(z1)) (z,4)eTd - NOUS notons MPad(T4xR) I'ensemble des
mesures de Radon sur T¢ x R, et P(SLy(Z)) I'ensemble des mesures de probabilité
de S Ld(Z)

Nous prouvons une version plus explicite du théoréme [6.0.1] :

Théoréme 6.1.1. Soit u € P(SLy(Z)) une probabilité a support fini engendrant
un sous semi-groupe I' © SLy(Z) fortement irréductible et soit x : T' — R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x.u € P(R) est centrée. On se
donne une mesure de Radon p-stationnaire ergodique v sur T¢ x R. Il y a plusieurs
cas :

ler cas : il existe un point x € T pour lequel v(z x R) > 0. Alors ce point est
rationnel, on note w := 'z € T¢ sa T-orbite (finie) dans T Si x(I') < R est
discret, alors v est une mesure uniforme sur une I'-orbite incluse dans w x x(T')
ou un translaté. Si x(I') S R est dense, alors v = v, ® leb ot v, € M/ (T?) est
une mesure uniforme sur w.

2¢me cas : la mesure projetée v(. x R) € MP(T?) est sans atome. La mesure v est
alors une mesure de Haar sur T x x(T') ou un translaté.

Nous allons maintenant mettre en lumiere quelques remarques essentielles pour
la suite du texte, a savoir que la p-marche que 'on considere est récurrente presque
sire, et que les mesures de Radon p-stationnaires sur T¢ x R projetées sur I’axe réel
sont x(I')-invariantes. Le lemme général derriere ce phénomene est le suivant :

Lemme 6.1.2. Soit m € P(R) une probabilité centrée sur R, notons I',, < R le
semi-groupe engendré par son support. Alors :

e Pour tout tg € R, presque toute m-trajectoire issue de ty revient arbitrairement
proche de tg.

e Toute mesure de Radon m-stationnaire sur R est I',,-invariante (pour l'action
par translation).

En particulier, si I',, est discret dans R, alors I'), est un sous groupe de R. Si T,
n’est pas discret, alors 'y, est dense dans R et la mesure de Lebesgue est la seule
mesure de Radon m-stationnaire sur R (4 scalaire preés).
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Démonstration. Pour prouver le premier point, donnons nous (€2, F,P) un espace
probabilisé et X,, : 2 — R des variables aléatoires indépendantes de loi m. La loi
des grands nombres affirme que presque pour presque tout w € Q, on a X;(w) +
-+ X, (w) = o(n). Le lemme 2.18 de [16] sur la divergence des sommes de Birkhoff
affirme que pour presque tout w € Q, (X1 (w)+-- -+ X, (w))n=0 admet une sous suite
tendant vers 0, ce qui donne le résultat.

Le deuxiéme point est un corollaire du théoréeme de Choquet-Deny ([30]). On en
donne une démonstration dans ce cas particulier. Soit v € M4(R) m-stationnaire.
Notons B = RY', g = m". Le théoréme de convergence presque siire des mar-
tingales positives permet de définir S-presque slirement ses mesures limites v, =
lim(b,, ... by ). € ME(R) (voir section [1.4.1)). D’aprés le premier point, nous avons
v, = v (B-ps. Par ailleurs, les v, vérifient la relation d’équivariance : by Vp,p,.. = 1
b-ps. On en déduit que v est invariante par p-presque tout élement de R d’ou le
résultat.

Dans le cas ou I',, est discret, le premier point donne que I',, est stable par
passage a 1'opposé, donc est un groupe. Si le semi-groupe I',, n’est pas discret, le
premier point assure qu’il est dense dans R. Dans ce cas, soit A une mesure de
Radon T, invariante sur R. Comme le stabilisateur de A dans R est fermé, on a A
R-invariante, donc multiple de la mesure de Lebesgue. [

On en déduit les propriétés annoncées plus haut.

Corollaire 6.1.3. Dans le cadre du théoréme : Soit v e MTU(T? x R) une
mesure de Radon u-stationnaire sur T¢ x R. Alors

e v est conservative : pour v-presque tout (xq,ty) € T¢ x R, presque toute -
trajectoire issue de (xq,to) revient arbitrairement proche de (xg,to).

e La projection de v sur R, notée par la suite v(T? x .) € MP(R), est x(I)-
invariante (et en particulier un multiple de la mesure de Lebesgue si x(I') est
dense dans R).

Démonstration. La conservativité de v découle du premier point dans le lemme|[6.1.2]
appliqué a la probabilité centrée y,u. En effet, ce dernier garantit que pour tout
ouvert borné de T¢ x R de la forme U := T?x] — r,r[ avec r > 0, presque toute
p-trajectoire issue de U revient dans U. Cela permet de considérer la marche induite
sur U, qui est nécessairement récurrente par le théoreme de récurrence de Poincaré.

Par ailleurs, la mesure projetée v(T¢ x .) € MT4(R) est x,pu-stationnaire donc
x(I')-invariante par le lemme [6.1.2] O

La conservativité garantit que les caractérisations usuelles de I'ergodicité en me-
sure finie sont encore vraies dans notre situation (voir proposition [1.3.6]). En parti-
culier,
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Corollaire 6.1.4. Soit v,/ € MT (T4 x R) des mesures de Radon u-stationnaires
sur T¢ x R. Supposons v ergodique et V' << v. Alors il existe une constante ¢ = 0
telle que

vV =cv
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6.2 Mesures limites

La notion de mesure de Radon limite a été introduite au premier chapitre dans un
cadre tres général. Nous observons ici quelques propriétés supplémentaires propres
au cas de T¢ x R. La preuve du théoréme consistera (essentiellement) a montrer
que ces mesures limites sont invariantes par translation de la coordonnée en T selon
des directions denses dans le tore.

On reprend les notations de la section 6.1. En particulier p est une probabilité sur
I' € SLy(Z) dont le poussé en avant x,u € P(R) est centré. On introduit B := I,
Bi=p® e P(B), T: B — B,b= (b)is>1 — (biz1)i=1 le décalage unilatere. Le
résultat suivant rappelle et renforce la définition des mesures limites du chapitre 1.

Lemme 6.2.1. Soit v € MFE4(T4 x R) une mesure de Radon p-stationnaire sur
T¢ x R. Il existe une application mesurable B — M (T4 x R), b +— v, telle que
pour [3-presque tout b € B, on a la convergence (by ...b,).v — v}, pour la topologie
faible-x. De plus,

e Pour (-presque tout b€ B, on a (by).vrp = 1

o v=1{,u dB(b)

e Pour tout intervalle I € R et B-presque tout b € B, on a v(T?x I) = v,(T¢ x 1)

Démonstration. La convergence qui définit les 14, la relation d’équivariance et I'in-
égalité v > {1, dB(b) sont démontrées dans le section Il reste a vérifier le
troisieme point. Fixons I € R un intervalle borné.

ler cas : x(I') € R discret. D’apres le lemme [6.1.2, x(I') est un groupe, on peut
donc supposer x(I') = Z puis v portée sur T¢ x Z par ergodicité. D’apres I'inégalité
V= SB vy dB(b), le résultat est vrai si I ne rencontre pas Z. On peut donc supposer
I=]k—1/2,k+1/2[ ot k € Z. Soit b e B tel que (by...b,).v — vy, (T4 x I) =0
et tel qu’il existe une extraction o : N — N vérifiant x(b; ... b)) = 0. On a alors
vp(T4 x I) = lmv((by ... by(m)) " *T% x I) = v(T¢ x I).

2¢me cas : X(I') € R dense. La mesure v(T? x .) € MP(R) est un multiple de
la mesure de lebesgue (corollaire . En particulier, v(T¢ x 0I) = 0. On se donne
be B tel que (by...by)w — vy, (T? x 0I) = 0 et tel qu’il existe une extraction
0 : N — N vérifiant x(b; ... by(m)) — 0. Alors v(T% x I) = lim v((by . .. bygmy) 1T x
I) =lim (T x I — x(b1...by(m)) = v(T* x I).

O

On donne un premier corollaire de cette définition, qui autorise de modifier la
probabilité p induisant la marche :
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Stationnarité et temps d’arrét. Comme nous ’avions remarqué dans la section
1.4.2, le résultat précédent entraine qu’une mesure pu-stationnaire est aussi pi.-
stationnaire ou p, désigne la probabilité p conditionnée par un temps d’arrét 7.
Rappelons I’énoncé précis. Soit B,, < B la sous tribu des n premieres coordonnées,
T : B — NuU {0} un temps d’arrét pour la filtration (B,),=0. On suppose 7 fini
B-ps. On note i, € P(I') la loi de by ... b-) quand b varie selon f3.

Corollaire 6.2.2. La mesure v est u,-stationnaire.

Démonstration. Cela découle de I'égalité v = {, 14, dB(b) et du lemme |1.4.2]
[

Dans le cas ou x(I') € R est discret, nous serons souvent amenés a conditionner
p par rapport au temps d’arrét 7 : B — N u {0}, — inf{n > 1, x(b;...b,) = 0}
qui donne le temps de premier retour d'une trajectoire a son bloc de départ (/-
presque stirement fini d’apres le corollaire [6.1.3). On note I'g := {g € ', x(g) = 0} le
semi-groupe engendré par le support de p.. Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 6.2.3. Le groupe I'y est fortement irréductible sur RY.

Démonstration. Soit g,h € I'. Comme (I') est un groupe (lemme [6.1.2)), il existe
g, W e T tels que x(¢') = —x(g), x(P') = —x(h). Ainsi le commutateur [g,h] =
(ghg'h)(hgg'h')™ € ToI'y' < TZ. On en déduit que 'Y 2 mz = [G,G] = G,
ot G = I'? est I'adhérence de Zariski de I' (semi-simple). Comme I" est fortement

irréductible par hypotheése, c’est aussi le cas de G, puis de I'Z et Ty.
]
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6.3 Cas atomique

Dans cette section, on prouve le théoréme [6.1.1] dans le cas ou la mesure projetée
v(.xR) € M(T?) admet un atome. Les notations sont celles des sections précédentes.

Proposition 6.3.1 (cas atomique). Soit u € P(SLq(Z)) une probabilité a support
fini engendrant un sous semi-groupe I' < SL4(Z) fortement irréductible, et soit
X : I' > R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité image x.p € P(R)
est centrée. On se donne une mesure de Radon u-stationnaire ergodique v sur T x R
tel qu’il existe v € T¢ pour lequel v({z} x R) €]0, +o0]. Alors le point x est rationnel.
On note w := I'x € T? sa T-orbite. Il y a deux cas :

1. Si x(I') < R est discret, alors v est une mesure uniforme sur une I'-orbite
incluse dans w x x(I') ou un translaté.

2. 8i x(T) € R est dense, alors v = v, ® leb ou v, € MY (T?) est une mesure
uniforme sur w.

Remarque. Dans le premier cas de la proposition, le sous ensemble wx x(I') < T¢ x
R est stable par I' mais peut contenir plusieurs I'-orbites. Par exemple, considérons

. 1 2 10
les matrices gg := <O 1>, g1 = (2 1) et 1= 3(0g + 5951 + 04, + 59;1). Le

semi-groupe I' engendré par le support de p est un sous groupe de SLy(7Z), librement
engendré par go, g1, et Zariski dense dans SLy(R). On note x : T' — Z le morphisme
défini par x(go) = 0, x(g1) = 1. Le point x = (i,O) e T? est tel que go.x = x,
g1-x # T, o1t = qi1x, gi.x = x. Ainsi Tx = {x, g1z} dans T?. Finalement, dans
T? x R, I'ensemble T.(x,0) := {(y,k) € T?> x Z, y = w si k pair, y = g1« sinon} est
une ['-orbite strictement incluse dans T'x x x(T').

La suite de la section est consacrée a la preuve de la proposition.
1) Cas ou x(I') < R est discret.

Rappelons que x(I') est alors un sous groupe de R (via le lemme . Le cas
ou x(I') = {0} est celui traité par Benoist-Quint. On peut supposer x(I') = Z et v
portée par T¢ x Z. 1l existe alors k € Z tel que v(z x {k}) > 0. On note D}, = T? x {k}
le k-ieme bloc de T¢ x Z, et 7 : B — [1,+0],b — inf{n = 1,x(b;...b,) = 0} le
temps que met une trajectoire pour revenir au bloc duquel elle est partie. C’est
un temps d’arrét fini S-ps. On note p, € P(I') la loi de br)...b1 (qui est aussi
celle de by ...b;4)). La loi . régit la chaine de Markov induite sur D donc vp,
est p--stationnaire ergodique. C’est aussi le cas de sa partie atomique de poids
maximal. On en déduit que v|p, est une mesure uniforme sur une I'y-orbite finie, ot
Fo={geTl,x(g) =0} =T est le semi-groupe engendré par le support de ..
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Le lemme assure que l'action de Ty sur R? est irréductible donc que les
atomes de v|p, sont des points rationnels dans T9. Notons w = 'z < Q%/Z¢ 1a
[-orbite de z dans T?. La mesure v/ = Diyew Oy ® Dper Ok € MEad(Td x R) est u-
stationnaire et v << /. Le support de v étant dénombrable, les mesures stuppy et
v sont donc équivalentes puis proportionnelles (par le corollaire et Iergodicité
de v), ce qui conclut.

2) Cas ou x(I') € R est dense.

Soit z € T tel que v(z x R) > 0. Montrons qu’il existe une constante ¢, > 0 telle
que V;xr = C;0, ® leb. Par conservativité de v, presque toute p-trajectoire issue de
x x R revient a x x R, autrement dit le temps d’arrét

7:B—>Nu{+w}lb—inf{n>0,b,...01x =z}

est fini G-presque stirement. On note . € P(I') la loi de b ... by lorsque b varie
suivant 3, elle régit la marche induite sur z x R. Cette marche étant a fortiori
conservative, le lemme m (ou plutdt sa démonstration) implique que la mesure
Vzxr est invariante par le support de p,. Comme v, g est de plus p--ergodique et
sans atome (voir le 2éme point du corollaire , la composante de translation
Xsltr N'est pas contenue dans un réseau rZ pour un r > 0. Par le lemme [6.1.2] on
peut donc écrire v, g = ¢,;0, ® leb pour une constante ¢, > 0.

Notons E = {z € T, v(z x R) > 0} et P, 'opérateur de Markov associé & u (voir
la section 1.1). Si x € E, et g € supp p, alors par stationnarité de v,

v(igr x R) = f v(htgr x R)du(h) = pu(g)v(z x R) > 0
G

Ainsi gF < FE puis ¢g.(FE x R) < E x R, entrainant que P,lgxr > lp«r. Par
conservativité de v, on a nécessairement P,lp.r = lgxr v-pp. Notons en effet
¢ = P,1pxr — 1gxr. Alors ¢ une fonction bornée non négative telle que Zk>0 P/’fgo
est bornée, donc est nulle v-pp par conservativité de v.

L’ergodicité de la mesure v entraine alors qu’elle est concentrée sur E x R, et par
ce qui précede :

v = Z cz0, ® leb
zelE

La mesure finie >, _, c,0, sur T¢ est p-stationnaire ergodique car c’est le cas de
la mesure v sur T¢ x R. Comme elle est de plus atomique, il s’agit nécessairement
d’une mesure uniforme sur la I',-orbite d’un point rationnel. On rappelle que cela
se prouve en remarquant que la marche préserve la couche de poids maximal {z €
E, ¢, = max,ep ¢, }, qui coincide donc avec E tout entier par ergodicité, et doit étre
de cardinal fini. La rationalité de « provient du fait que sa I',-orbite est finie et que
', est supposé fortement irréductible.
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6.4 Reéduction du cas non atomique

D’apres la conclusion de la section 6.3, nous avons réduit le probleme au cas ou
la mesure projetée v(. x R) € M(T?) est sans atome. Le reste du texte est consacré
a la preuve du résultat suivant :

Théoréme 6.4.1. Soit y € P(SL4(Z)) une probabilité a support fini engendrant
un sous semi-groupe I' & SL4(Z) fortement irréductible, et soit x : I' — R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x.u € P(R) est centrée. Alors
toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique v sur T? x R dont la projection
v(. x R) € M(T?) est sans atome est (a translation prés) une mesure de Haar sur

T4 x x(I).
Toute mesure p-stationnaire (ergodique) sur T x R étant 1 (p + &, )-stationnaire
(ergodique), et le cas ou x = 0 ayant été traité dans [14], on pourra supposer :

ue) >0 et x#0

La méthode que nous allons employer s’inspire de celle de Benoist-Quint [14].
L’approche consiste a prouver que les mesures limites v, € M 4(T9 x R) sont
invariantes par translations de la coordonnée T¢ suivant des directions denses dans
le tore. On commence par des rappels sur les groupes algébriques réels semi-simples.
Remarquons que 'adhérence de Zariski G := 'Y de T' dans SLg(R) est bien semi-
simple ([13], lemme 8.5).

6.4.1 Rappels sur les groupes algébriques

Cette sous-section rappelle les théoremes de structure des groupes algébriques
réels semi-simples, les notions de projection de Cartan et de cocycle d’Iwasawa, leur
interprétation en terme de représentations, une description de la variété drapeau a
partir de représentations proximales, et enfin les propriétés d’une marche aléatoire
sur la variété drapeau. On conseille pour une premiere lecture de supposer le groupe
G en question Zariski-connexe, ce qui allege les notations. Pour plus de détails, on
peut consulter la référence [16], notamment les sections 5.7 — 5.10, 7.1 — 7.5. Les
groupes algébriques considérés seront tous linéaires.

Soit G un groupe algébrique réel semi-simple, K un sous groupe compact maximal
de G, g et £ leurs algeébres de Lie. On note s := £+ 'orthogonal de £ pour la forme
de Killing sur g. Comme elle est non-dégénérée sur €, on a €@ s = g. Soit a S s une
sous-algebre de Lie abélienne maximale. C’est un sous-espace de Cartan i.e. une sous
algebre de g abélienne ad-diagonalisable sur g et maximale pour ces propriétés (mais
elle n’est pas forcément abélienne maximale dans g). On note g := 3 ® (Baexa)
la décomposition de g en espaces de racines associée, on ¥ < a* — {0} désigne
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I'ensemble des racines de a dans g, et g, = {y € g, Vo € a, adz(y) = a(x)y},
3 :={y e g, Vo € a,adz(y) = 0}. On choisit ensuite II < 3 une base de X et on
note X7 < ¥ Pensemble des racines positives de ¥ (i.e. s’écrivant comme somme
d’éléments de IT). Posons u := @aex+go sous-algebre nilpotente de g, at := {x €
a, Vae ¥, a(z) = 0}.

On revient maintenant au groupe G. On note G, la composante Zariski-connexe
de G contenant I’élément neutre, K. = K n G, sous groupe compact maximal de
G.. On appelle A et U < G, les sous groupes de G Zariski-fermés Zariski-connexes
d’algebres de Lie respectives a et u (ils existent bien). On note P := Ng(3 D u) le
sous-groupe parabolique minimal associé a £*. On peut écrire P = M exp(a)U ou
M := P n K est un sous groupe qui rencontre chaque composante connexe de G,
qui normalise A (donc exp(a)), et tel que M, := M n G, centralise A.

Introduisons maintenant quelques décompositions utiles de G.

Lemme 6.4.2 (Décomposition de Cartan).
G = Kexp(a")K.

Plus précisément, pour tout g € G, il existe k € K,l. € K. et un unique élément
x € at tel que g = kexp(z)l.. On note k(g) = x, appelé projection de Cartan de g.

Lemme 6.4.3 (Décomposition d’Iwasawa).
G = Kexp(a)U

Plus précisément, Uapplication K x exp(a) x U — G, (k,a,u) — kau est un homé-
morphisme.

On définit la variété drapeau & := G/P. ou P, := P n G,. Elle jouera un rdle
clef dans toute la suite du texte. Le groupe G agit sur & par translation a gauche
et 'action du sous groupe K est transitive. Notons &, := P./P. le drapeau standard.
On définit sur & un cocycle continu o : G x & — a appelé cocycle d’wasawa : soit
g € G, on note c(g, &) 'unique élément de a tel que g € K exp(o(g,&))U;si&e P
est quelconque, on écrit £ = kP, pour un k € K et on pose o(g,&) = o(gk,&).

Le groupe des composantes connexes F' := G/G. a plusieurs actions naturelles. Il
agit a droite sur la variété drapeau & := G/P, a travers l'identification F' = P/P..
Il agit aussi (& gauche) sur I'espace de Cartan a de la fagon suivante : si f € F est
représenté par m € M, alors 'action de f sur a est donnée par la représentation
adjointe Adm restreinte a a. Cette action est bien définie d’apres les propriétés de
M et M, énoncées plus haut. Par ailleurs, le cocycle d’Iwasawa o : G x & — a est
équivariant a droite pour ces actions au sens ou pour g € G, £ € &, f € F, on a

o(g,6f) = fo(g,€).

Rappelons quelques éléments de théorie du plus haut poids pour une représenta-
tion de G, . Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, p : G. — SL(V) une
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représentation algébrique irréductible de G.. Alors 'action de I'algebre de Lie a in-
duite sur V est diagonalisable. On note V' = @;¢;V; une décomposition de V' en sous-
espaces propres. Chaque V; correspond a une forme linéaire a; € a*. Cet ensemble de
formes linéaires admet un (unique) plus grand élément w € a* au sens ou pour tout
1€ I, w—a; est somme de racines dans la base II. On appelle w le plus haut poids de
la représentation p. Le sous-espace propre associé est VUV := {v e V, p(U)v = v}. Sa
dimension est appelée dimension proximale de p(G.). On dit que la représentation
p est proximale si sa dimension proximale est égale a 1.

Une représentation (V, p) de G, peut se “prolonger” en une représentation de GG
appelée représentation induite. Elle est construite ainsi : on note

We={0:G -V, o(.g) = plge) e}

R-espace vectoriel de dimension |G/G.|.dim V', et pour g € G, ¢ € W, on pose
pw(9)¢ = ©(g!.). On peut décomposer W en copies de V' indexées par I’ensemble
des composantes connexes F' := G/G, de G. Pour cela on pose pour f e F, VI :=
{¢o € W, ¢ = 0 en dehors de f} et on remarque que W = (—BfeFV Notons G —
F,g — f, le morphisme naturel. On identifie /< = V via I'isomorphisme ¢ — ¢(e).
Pour tout g € G, pw(g)V = Vo, et si g € G,, alors pw(g) : V — V coincide avec
p(g).

Le lemme suivant permet de voir toute représentation de G a travers une repré-
sentation induite par G..

Lemme 6.4.4. Soit (V, p) une représentation de G, (W, pw) = Ind& (V, p) la repré-
sentation induite par p.. Il existe une (unique) application linéaire G-équivariante

U:W —V telle que W)y = Idy.

Nous allons maintenant voir comment la projection de Cartan et le cocycle d’Iwa-
sawa s’'interpretent en termes de représentations. Donnons nous (V, p) une représen-
tation algébrique irréductible de G., on note w € a* son plus haut poids, r € N la
dimension proximale de p(G.) et (W, pw) = Ind& (V, p) la représentation induite
a G. On munit W d’un “bon” produit scalaire {..) ou “bon” signifie que pw (K)
préserve {..» (noté plus tard py (K) < O(W)), que pw(A) est constitué d’éléments
auto-adjoints (noté plus tard py(A) < Sym(W)), et que les sous-espaces (V) e
sont orthogonaux entre eux. On introduit aussi une application G-équivariante de
2 vers la variété Grassmanienne ;.G (V/) donnée par :

P — UperG, (V7), & = g& — Ve = pw(g)VY
On a alors le dictionnaire suivant :

Lemme 6.4.5. Soit ge G, £ € &

o w(r(g)) = log(llpw (9)vID)
w(o(g,€)) =log Hpvﬁ H) wl pour w e Ve
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La combinaison du lemme et du lemme donnent une interprétation
de la projection de Cartan et du cocycle d’Iwasawa en termes de représentations
algébriques fortement irréductibles de G. Plus explicitement, soit (V, p) une telle
représentation, w € a* et r = 0 comme précédemment. On peut munir V' d’un
produit scalaire p(K)-invariant tel que p(A) < Sym(V) (cf. [16], lemma 7.9). Pour
£ =g € P, on pose Ve := gVV. Alors l'application & — G,.(V), & — V; et le
plus haut poids w € a* sont F-invariants et w(k(g)) = log(||p(9)||) et w(o(g,&)) =
log liog)ll pour v € V.

I[]]

Les paragraphes précédents montrent comment les objets algébriques tels que &2,
a, k, o fournissent des informations intrinseques qui décrivent simultanément toutes
les représentations fortement irréductibles de G. Réciproquement, ces objets peuvent
étre caractérisés par un nombre fini de réprésentations irréductibles proximales de

G..

Lemme 6.4.6. [] existe une famille finie (pa, Va)aen de représentations algébriques
prozimales irréductibles de G, telle que :

e ['application produit
P — erFHaeH]P(Vo{)a £ (Vag)aen
est un plongement G-équivariant.
e les plus hautl poids (wy)aen de ces représentations forment une base de a*

Dans la suite on fixe une telle famille (pq, Va)aerr- On munit chaque représentation
induite W, d'un “bon” produit scalaire. On a alors une distance d/ sur P(VY)

donnée par d (Rv, Rw) := ||||;’|ﬁ‘ww“|| pour tout v,w € VJ — {0}. Etant donné f € F,
on munit T,enP(V)) de la distance produit d((Rvy ), (Rwy)) := >, oy 4 (Rug, Rw,,).

Cela induit une distance sur & (telle que deux points appartenant a des composantes
connexes différentes sont par convention a distance infinie).

Terminons les rappels par la dynamique des marches aléatoires sur la variété
drapeau, dont une version élémentaire a été présentée en section 2.1. Pour plus de
détails, on pourra consulter ([16], 9.1). Soit u € P(G) une probabilité sur G' dont
le support engendre un sous semi-groupe Zariski-dense de G. Notons g, € P(G.)
la loi du premier retour a GG, pour la marche a droite sur GG. Plus formellement, on
pose B =GV, 3= p® 14 : B - NuU{w},b— inf{n > 1,b...b, € G} le
temps de retour a G, (fini 5-ps), et on définit jug, comme étant la loi de by ... by, )
quand b varie suivant [3.

La composante connexe &, := (G./P. de la variété drapeau admet une unique pro-
babilité g, -stationnaire vy, € P(Z2,). Notons fg, := M%ICW € P(B). La probabilité
Vg, est proximale au sens ou ses mesures limites (v, p)eep sont fe.-presque siire-
ment des masses de Dirac. Comme I'application de retour s : (B, ) — (B, 5g,),b —
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(b1 bre(v) Org, ()41 - - - bTGC (T7Ge ) - - ) respecte les mesures, on dispose d'une fa-
mille mesurable de drapeaux (&)wep € 222 S-ps bien définie telle que pour S-presque
tout b e B, V. sb) = (5&.

La variété drapeau & admet une unique probabilité p-stationnaire que 1’on dé-
signera par vy € P(Z). Via l'identification &2 = &, x F donnée par l'action de
F sur &, cette probabilité s’écrit v» = vy, ® df ou df est la probabilité uniforme
sur F'. En particulier, v4 est F-invariante a droite, et pour S-presque tout b € B,
la mesure limite vz} = ﬁ ser Og,r OU & g 1= & f. On dit que v est p-proximale
au dessus de F.

On note o, := {,, ,0(9,€) du(g)dv»(§) € a le vecteur de Lyapunov associé. 11
est F-invariant. Etant donné représentation algébrique fortement irréductible p :
G — GL(V), de plus haut poids w € a* (par rapport a G.), on note A\, := w(o,) € R
le premier exposant de Lyapunov de la p-marche sur V. Si 'image p(G) < GL(V)
n’est pas bornée, alors on a A, > 0 ([16], 3.7)

6.4.2 Reéduction au théoréme de dérive exponentielle

On réduit la preuve du théoreme [6.4.1] & un théoreme de dérive exponentielle
sur un systeme dynamique fibré. On explique aussi 'intuition derriere une telle
démarche.

Revenons au cadre du théoreme . Le groupe G := 'Y < SL4(R) est fortement
irréductible et contient I' € SL4(Z) comme semi-groupe Zariski-dense. Il est donc
semi-simple (cf [I3], lemme 8.5). On peut ainsi appliquer la sous-section précédente &
GG et se donner un sous groupe compact maximal K, un sous espace de Cartan a, un
systeme de racines ¥ € a*, etc. fixés une fois pour toute dans la suite. Par ailleurs,
G est inclus dans SLgq(R) donc admet une représentation canonique sur V = R¢
(donnée par l'identité). Le plus haut poids de G, sera noté w € a*, sa dimension
proximale sera notée r € [1,d — 1] (r < d car G n’est pas borné). On munit V' d’un
produit scalaire {.,.) tel que K < O(V), A < Sym(V).

On reprend les notations &, 2., (&) € PP ainsi que 'application (F-invariante)
P - G.(V),& = g& — V¢ := gVU de la sous-section précédente et on pose
Vi := Vg, appelé r-plan limite pour la trajectoire b € B. Il est prouvé dans [16]]
(section 10.2) que pour f-presque tout b € B, toute valeur d’adhérence de la suite
de matrices (%)@1 e My(R)Y" a pour image V.

L’idée fondamentale motivant la preuve du théoréme est de montrer que
les mesures limites v, de v € MZ(T? x R) sont invariantes par translation de la
coordonnée T? suivant les r-plans limites Vj. Un tel résultat permettrait de conclure.
En effet, la forte irréductibilité de G assure que les projections de ces r-plans dans
T? sont presque stirement denses, et ainsi que les mesures v, puis v, sont invariantes
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par translation de la coordonnée T?. On termine alors la preuve en appliquant le
deuxieéme point du corollaire [6.1.3]

On cherche donc a prouver 'invariance des 1, selon les r-plans V;,. On note X :=
T¢ x R et on introduit le systéme dynamique fibré BX := B x X, TX : BX —
B¥X,(b,x) — (Tb,b;'z) muni de la mesure de Radon invariante ¥ := {6 ®
vy dB(b). Donnons nous de plus une famille mesurable (ep)pes € (RY)" telle que pour
B-presque tout b € B, e, = (ep1,. .., €, est une base orthonormée de V;. On peut
définir sur BX un flot a r-paramétres (¢;)wers via la formule ¢;(b, z) = (b,x +
>y tiepi), la translation concernant la coordonnée sur T. Montrer I'invariance des
v, suivant les r-plans Vj, revient alors & montrer que la mesure 3% est ¢, invariante.
Une premiere difficulté est que le flot ¢, ne commute pas avec la transformation 7.
On rajoute alors des parametres au systéme pour contourner cette obstruction.

Notons 0 : G x & — a le cocycle d'Twasawa, a’ := {z € a, F.x = z} le sous-
espace F-invariant de a, op = ﬁﬂfepf.a le cocycle projeté de o sur a®’, et 6 :
B — af' b — op(b1, &) (ot T désigne le shift sur B = TV'). Pour [-presque
tout b € B, on a la relation d’équivariance b;Vy, = Vi, et quelque soit v € Vi,
égalité ||biv|| = e @O)||v|| (cf. lemme. Il existe donc une matrice orthogonale
O(b) € O.(R) tel que

biery = ew(e(b))O(b)eb (%)
On définit un systeme dynamique fibré au dessus du shift en posant :
e Bt = Bxal"x O, (R) x X
e Tt :BY - B* (b2,0,2) — (Th,z— 0(b),00(b)~L, by 'x).
o 57 := (000 ®vy d3(b)dleb,r(z)dh(O)

ou lebyr et h sont des mesures de Haar sur a et O,(R), fixées une fois pour toute.

On munit BT d'un flot (¢;)err respectant les fibres défini par ¢, : BT —
B*,(b,2,0,2) — (b, 2,0,z + {t,e**0e;)), ot {,.Y : R" x (RY)" — R? (t,v) —
22:1 t;v; et la translation concerne la coordonnée sur T¢ de X = T x R.

Lemme 6.4.7. o T préserve la mesure 57.
e Pour 3-presque b € B, pour tout (z,0,z,t) € a¥’ x O.(R) x X x R,

T* o ¢y(b,2,0,2) = ¢y o TT(b, 2,0, )
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Démonstration. Vérifions le premier point. Soit ¢ : BY — [0, +00] mesurable.

T3 (p) = J;w o(Th, z — 0(b), OO(b)_l, bl_lx) dvy(z)dB(b)dlebyr (2)dh(O)
_ f o(Tb, 2,0, b-'x) dvy(z)dB(b)dlebyr (2)dh(O)
_ J; o(b, 2,0, ) dvy(x)dB(b)dlebyr (2)dh(O)
=37 (v)

en utilisant l'invariance par translation a droite des mesures de Haar, et 1’équiva-
riance des v,. Ainsi, TV T = .

Vérifions le second point. On se donne b € B tel que biery, = @O (b)e, (vérifié
B-ps.). Soit (2,0,z,t) € a’ x O,(R) x X x R. Alors

TF 0 ¢y(b, 2,0,2) = (Th, z — 6(b), 00(b) L, b7 (& + (t, P Oe,)))
¢ 0 T (b,2,0,3) = (Tb,z — 0(b),00(b) 7, bz + {t,e*EOIOO(D) Ler,))

1l suffit donc de vérifier que by 'e“(*)0¢, = e*E=9CDOO(b)ter, ce qui est une ré-
écriture de (x) ci dessus. O

L’invariance des v, suivant les r-plans Vj, revient a montrer que 81 est invariante
sous le flot (¢;)err. L'idée est alors de désintégrer 5% le long des orbites de ¢.
Dans le cas ou I’espace des orbites muni de la tribu quotient est un espace borélien
standard, cette désintégration est une désintégration au sens classique (par rapport a
I'application de projection B — ¢,\B™) et attribue & chaque ¢s-orbite une mesure
de Radon. Notons que pour tout ¢ € BT, on peut alors relever la mesure sur son
orbite {¢;(c),t € R"} via 'homéomorphisme local : R" — {¢;(c),t € R"},t — ¢4(c).
On obtient finalement une famille de mesures o : BT — MP4(R") qui vérifie la
propriété d’équivariance : o(¢c) = d;o(c) ou §; désigne la translation de pas t sur
R".

Le probleme de cette approche est que I'espace des orbites n’est pas standard en
général. Notons MP(R") = MTd(R")/ ~ 'ensemble des mesures de Radon (non
nulles) sur R" quotienté par la relation d’équivalence m ~ m' s'il existe A > 0 tel
que m = Am’. Un élément de MEF(R") sera appelé classe projective de mesures.
L’action par translation de R” sur MT44(R") respecte la relation d’équivalence ~,
donc induit une action sur MF4(R"). La théorie générale donne un sens a une
désintégration de ST le long du flot (¢)iere (voir [I3] ou [31]), et conduit a une
application mesurable o : BY — M%4(R") ainsi qu’a une partie £ € Bt de mesure
pleine telle que pour tout c € E, t € R” tel que ¢;c € E, on a o(¢ic) = d;0(c). On a
de plus que

127



Lemme 6.4.8. La mesure de Radon % est invariante par le flot (¢)werr Si et
seulement si application o est 5 -pp égale a la classe projective R.qleb.

Démonstration. On réfere au chapitre 2 de la these de L. Dufloux [3I] pour une
introduction détaillée aux mesures conditionnelles le long d'une action de groupe a
stabilisateurs discrets. Ce dernier lemme est une application du théoreme 2.1.2.14.

]

On est donc ramené a montrer que o : BY — MF(R") est 37-pp égale a la classe
projective de Lebesgue. Le point clef est de montrer que pour presque tout point
c € BT, la classe projective o(c) € M (R") est invariante par translation suivant
une droite de R" (attention, il s’agit de I'invariance d’un ensemble de mesures, mais
pas forcément des mesures individuellement). Dans le cas ou r = 1, on peut alors
conclure directement (en utilisant ([13], proposition 4.3) et en remarquant que le flot
¢, stabilise une suite exhaustive de compacts de Bt pour se ramener a une mesure
finie). Le cas général nécessitera quelques efforts supplémentaires (voir la derniere
section).

Pour n = 0, on note QF = (T7)~™(B*) la tribu des n-fibres de T*. C’est une
famille décroissante de sous tribus de BY. Leur intersection QF := n,>0Q} est
appelée la tribu queue du systéeme dynamique (BT, T7). La tribu queue d’un systeme
dynamique fournit beaucoup d’informations sur celui ci, par exemple sa trivialité
par rapport a une mesure invariante implique que cette mesure est ergodique.

Lemme 6.4.9. Quitte a modifier o sur un ensemble B -négligeable, on peut supposer
ogoT* =0 (en tout point). L’application o est alors QF -mesurable.

Démonstration. On commence par montrer que o o T = ¢ ST-pp. Cela provient
essentiellement du fait que T commute avec le flot (¢;)serr-

Fixons (b, 2,0) € B x af x O,(R) un point 8 ® leb,r ® h-typique. On entend
par la que ce qui suit est valable pour presque tout choix de (b, z,O). On note
E:={(b,20)} x X, E' := {(Tb,z — 6(b),00(b)~')} x X munis naturellement des
mesures Vg 1= d(p.,0) @ Vy et Vi 1= (b —0),0000)-1) ® V. Remarquons que E et
E’ sont tous deux stables par le flot ¢; et que d’apres le lemme I’application
T|E : ' — FE' est une bijection bimesurable qui respecte les mesures et commute
a laction du flot. Soit og : £ — MIR"), op : B/ — MI(R") les mesures
conditionnelles associées aux flots sur E' et E’. On a alors que og o TIE = op Vg-pp.
Par ailleurs, on a que op = 0|g Vg-pp et 0g = 0| Vg-pp. Finalement, pour presque
tout (b, z,0) et yy-presque tout x € X, on a 0 o TH(b,2,0,x) = o(b, 2,0, ) d’ou
Iégalité ST-presque partout.

Pour conclure, on se donne D < B plein tel que o o Tﬁg = oyp. On pose D" =
Un=0 Np=n (TT)™PD. C’est un sous ensemble plein de BT tel que (T7)™'D" = D'.
On se donne une apllication o’ : BT — M¥E(R) telle que o’ est constante sur le
complémentaire de D’ et ¢'(¢) = lim, o o (T")"(c) pour ¢ € D’ (cette limite est
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définie car la suite est stationnaire). L’application ¢’ coincide avec ¢ sur D donc
presque partout et est T -invariante. ]

Le théoreme de dérive exponentielle déduit du lemme précédent 'invariance de
presque toute classe projective o(c) € MP(R") suivant une droite de R". Il est
du & Benoist-Quint ([14]) dans le cas des espaces homogenes de volume fini. Sa
démonstration occupera toute la prochaine section.

Théoréme (Dérive exponentielle). Soit Y un espace mesurable standard, o : Bt —
Y une application QF -mesurable, E < Bt une partie 5% -pleine. Alors pour presque

tout ¢ € E, pour tout € > 0, il existe ¢, " € E, t €] — e,e[" non nul, tels que
" =¢(d) et o(c) =a(d) =o().

En appliquant la dérive a la mesure conditionnelle o : B — MZE(R") on
obtient :

Corollaire 6.4.10. Pour -presque tout ¢ € B, I’ensemble
{teR", o(c) e MEUR") est t-invariante}
contient une droite.

Démonstration du corollaire. D’apres le dernier lemme, on a peut appliquer le théo-
réme de dérive & la mesure conditionnelle o : Bt — MI4(R) et & une partie
E < B* telle que pour tout c € E, t € R tel que ¢;(c) € E on a o(¢i(c)) = 0;0(c).
Notons E' € E l'ensemble des ¢ € E tels que la conclusion du théoréme de dérive
est vérifiée. Pour ¢ € E’, 'ensemble {t € R", o(c) € MI(R") est t-invariante} est
un sous-groupe fermé de R” qui n’est pas discret. Il contient donc forcément une
droite, d’ou le corollaire. O

On en déduira le théoreme [6.4.1] dans la derniere section.

6.4.3 Stratégie pour la dérive exponentielle

Les prochaines sections sont consacrées a la preuve de la dérive exponentielle
énoncée en fin de section 6.4.

La stratégie de la preuve est la suivante. On se donne W < B* une partie
de mesure finie, vue comme une fenétre. On montre le résultat pour presque tout
ce W n E. On fixe K € W n E une partie compacte de mesure presque pleine
dans W et sur laquelle I'application o est continue (possible via le théoréeme de
Lusin), ainsi qu'un point ¢ = (b,2,0,z) € K (f*-typique). Via le théoreme de
non-dégénérescence des mesures limites (section 6.5), on peut construire une suite
d’approximations (c¢,),=0 € K" du point ¢ de la forme ¢, = (b,2,0,z + u,) ou
le terme de dérive u, € R, agit sur la coordonnée en T? est bien positionné par
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rapport a x, et tend vers 0 quand p — o0. Appelons n-fibre passant par ¢ I’ensemble
Fo.:={cde B (T"")"(c) = (I'")"(c)}. Pour tout p = 0, on peut choisir des entiers
np, = 0 et des éléments h,. € Fy, ., hy., € F,, ., dans les n,-fibres passant par c et
¢, tels que (quitte & extraire) :

pvcp

® hye, hye, € K (section 6.6.2, équirépartition des morceaux fibres)

 hy., = hye+ D, ol le terme de dérive D, € R? agit sur la coordonnée en T et
se comporte bien du point de vue de la norme et de la direction (section 6.8.6,
controle de la dérive).

On peut de plus supposer que les suites (hy.) et (hy,.,) convergent dans K vers
des points limites ¢, ¢ € K.

Alors o(c) = o(d) = o(c”). En effet, la continuité de o sur K entraine que
o(d) = lim,q o(hy.). Comme lapplication o est QF -mesurable, elle est constante
sur les n-fibres passant par un point, donc o(h,.) = o(c) puis o(¢) = o(c). De

méme avec .
De plus ¢ = ¢y’ ou le parametre ¢ est arbitrairement petit (quitte a bien choisir
les Ry, hp.,), grace au bon comportement du terme de dérive Dy, ce qui conclut.
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6.5 Non dégénérescence des mesures limites

Les notations sont celles de la section 6.4. On rappelle que p est une proba-
bilité sur SL4(Z) a support fini engendrant un semi-groupe I' € SL4(Z) forte-
ment irréductible, que x : I' — R est un morphisme de semi-groupes tel que
la probabilité image y.u est centrée. Ces données induisent une action de I' sur
X = T¢ x R via la formule g.(z,t) = (gz,t + x(g)), puis une marche aléatoire
de probabilités de transitions données par (u * d;)zex. On s’est donné une mesure
de Radon stationnaire ergodique v € MF(X) dont la projection sur T¢ est sans
atome. On note par ailleurs B := 'V, B := u®V et pour S-presque tout b € B,
Vy 1= limy, oo (b1 - . . by ) € MP(X) (cf. sections 1.4 et 6.2 sur les mesures limites).

Le but de cette section est de montrer que les mesures limites (1)pep S€ projettent
sur T? en des mesures sans atome. Autrement dit :

Théoréme 6.5.1 (Non dégénérescence). Pour [3-presque tout b€ B, on a
vreT! up({z}xR)=0

Signalons tout de suite le corollaire utilisé dans la preuve de la dérive exponen-
tielle. Pour b e B, x € T%, on note :

Wiy(z) := {y e T, lim d(b, ... by ", b, " .. by ty) = 0}
ou la distance considérée est la distance euclidienne standard sur le tore.

Corollaire 6.5.2. Pour 3-presque tout b e B, pour tout v € T%, on a

vy(Wy(z) x R) =0

Preuve du corollaire. Soit x,y € T x # y. Pour B-presque tout b € B, la suite
(b7 .. b7 (2 — y))nso ne tend pas vers 0 dans T, i.e. y ¢ Wy(x). Soit I < R un
intervalle borné. D’aprés le théoréme [6.5.1], pour S-presque tout b € B, la mesure
v = (. x I) € MI(T?) est sans atome, donc v; ne charge pas la diagonale
Aa € T4 x T¢. On en déduit via le théoreme de Fubini que pour B-presque tout
be B,

vir((z,y) € T x T, y € Wy(x)) = 0
autrement dit que

JB ot (Wi(2)) v 1 () = 0

Ainsi, pour v, ;-presque tout z € T¢, on a v, 1 (Wy(z)) = 0. C'est en fait vrai pour
tout x. Sinon, il existerait = € T? tel que v (Wy(z)) > 0. On aurait alors pour
tout y € Wy(x) que v (Wy(y)) > 0, ce qui contredit la premiere assertion. On
a finalement montré que pour tout intervalle I < R borné, pour S-presque tout
b e B, pour tout x € T on a v,(Wy(z) x I) = 0. En considérant des intervalles [
arbitrairement grands, on obtient le résultat. O]
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6.5.1 Cas ou x(I') < R est discret.

L’image x(T') est alors un sous-groupe de R (cf. lemme [6.1.2)). Le cas ou x(I') =
{0} provient des travaux de Benoist-Quint [I3]. On peut donc supposer x(I") discret
non trivial, et méme x(I') = Z. Comme la mesure v € MT9(X) est p-stationnaire
ergodique sur X = T x R, son support est inclus dans un sous ensemble de la forme
T¢ x (r + Z) ou r € R. Quitte a considérer un translaté de v, on peut supposer
que suppr < T¢ x Z. On est ainsi ramené a considérer une marche sur T x Z.
L’objectif est de montrer que les mesures limites v, € MF¥(T? x Z) n’ont pas
d’atome. Il suffit de montrer que les mesures limites restreintes au bloc de base
VpTdx {0} € MPB(T) n’ont pas d’atome (le cas des autres blocs s’en déduisant par
translation). La stratégie est alors de voir les vty oy comme des mesures limites
pour une marche induite sur le tore T?. Le point clef est de montrer que cette marche
est récurrente hors de zéro. Un argument tiré de Benoist-Quint [13] implique alors
la non dégénérescence cherchée.

Construisons la marche induite. On définit un “temps de retour au bloc de départ”
7:B > Nu{w}:b—inf{n =1, x(b,...b1) = 0} et on note p, € P(T') la loi de
br) - .. b1 quand b varie suivant f3. Notons que c’est aussi la loi de by ...b; ;) dans
notre cas, donc que la mesure vjra, (o) est j-stationnaire d’apres le corollaire m
On pose 3, := u®¥ € P(B).

La proposition suivante affirme que le point 0 € T? est positivement instable pour
la marche induite par ., sur T¢ et permet de conclure. On note P, l'opérateur de
Markov associé é iy, défini sur les fonctions mesurables non négatives f : T¢ —
[0, 00] par P = § f(g2) dpi-(g). On dit qu'une fonction u : TY—{0} — [0, +o0]
est propre si elle est continue et si 'image inverse de tout compact est compacte.

Proposition 6.5.3. Il existe une fonction propre u : T? — {0} — [0, +oo| et des
constantes a € [0, 1], C € [0, +o[ telles que

Pou<au+C

Voyons comment en déduire le théoréme de non dégénérescence.

Proposition = théoréme : Notons 1 := Vjpax oy € M/ (T%). C'est une
mesure finie yi,-stationnaire sur T¢, on peut donc s’en donner une décomposition en
mesures limites (1y4)qep (par rapport a la marche p,). Vérifions qu’elles coincident
avec les vyra, (o3 On introduit les différents temps de retour a y = 0 en posant

=0
7'k+1 - B—->Nu {OO},b — mf{n > Tk(b>, X(bn . bl) = 0}

En particulier 78 = 7. On pose alors p : B — B,b — (byrg)s1 - - - brrs1(p))rs0-
L’application p vérifie p,5 = [, et pour [-presque tout b € B, on a Vi =
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[(Hm(by . .. bn)sV]raxioy = [Hm(p(b)1 ... p(b)n)s¥]jraxgoy = im(p(b)1 ... p(b)n)s[Vjraxio;] =
Y,p(b)- On est donc ramené a montrer que les mesures limites de 14 sont sans atome.
Soit u, a, C' comme dans la proposition précédente et posons

v:T4x T — A — R, (z,9) — u(z —y)

L’application v est propre et vérifie P, v < av + C (ce qui s’interprete comme un
phénomene de récurrence hors de la diagonale pour la marche induite par p, sur
T4 x T9). Le lemme 3.11 de [I3] affirme alors que pour f3,-presque tout a € B, la
probabilité vy, n’a pas d’atome, ce qui conclut. O

On va maintenant prouver la proposition [6.5.3] La difficulté est que la probabilité
ity n’a pas de moment d’ordre 1. On ne peut donc pas appliquer les résultats de
Benoist-Quint qui concernent les marches a moment exponentiel.

Lemme 6.5.4. La probabilité p. n’a pas de moment d’ordre 1.

Démonstration. 11 s’agit de prouver que § |log(||g]|)|dp-(g) = +o. On a la mino-
ration

|, 1ostlgtbldito) > | f1os(libs - bl i)

{r=k}

Or B{r = k} = ck='/? pour un certain ¢ > 0 (voir par exemple [55],(5.1.1)). Par
ailleurs, d’apres le principe des grandes déviations ([16], (12.6)), il existe a > 0 tel
que pour k assez grand, on a

B{be BYn=k, ||by...bi|| = e?™} >1—eF

(ot A, > 0 désigne 'exposant de Lyapunov associé a p, voir (4.1)). On en déduit que
§c [og(|lg])|dpr(g) = (ck™2—e=**)EN, — +00 quand k — c0. D’ot le résultat. O

Cette difficulté est surmontée en considérant la p,.-marche comme une sous
marche de la pg-marche sur T¢, qui elle est & moment exponentiel fini donc plus
facile a controler (notamment grace au principe des grandes déviations).

Preuve de la proposition [6.5.3

Dans toute cette preuve, on munira R? de la distance euclidienne standard, et
T¢ = R?/Z¢ de la distance quotient. Plus précisément, en notant 7 : R? — T¢ la
projection canonique, on pose pour z,y € T¢,

d(z,y) = inf{d(Z,7), Te 7 (z), 77 ' (y))}
On va montrer le résultat suivant.
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Proposition 6.5.3 bis. Fizons § > 0 et notons u la fonction u : T¢ — {0} —
10, +oo[, z + d(x,0)~°. On peut choisir le paramétre & pour qu’il existe des constantes
e [0,1], C € [0,+x[, k =1 telles que
Pru<au+C

Hr TS

Remarque. 1) La proposition s’en déduit en considérant la fonction propre
k=1 _ipi ) =
Yo @ Plu ot a €]l (L= [.
2) wk =y ou " B —> NuU {w} est le temps de k-iéme atteinte de x = 0.
Ainst, PlfT est lopérateur de Markov associé d la marche p.,, sur T?.

Démonstration de la proposition 6.5.3 bis. On fixe des parametres 6 > 0, k > 1 que
'on ajustera & la fin. On partitionne le tore T en deux régions : une petite boule ou-
verte centrée en 0 notée D := B(0,¢) et son complémentaire noté R := X — D. L’hy-
pothese que la boule est petite signifiera ¢ < 17 ou M := logsup{]|g]|,[|9"]]. g €
supp j}.

Fixons z € T — {0}. On note T¥ := inf{n > 0, b,...byx € R}, T¥ := inf{n >
T, by...byx € R}, etc. les temps de passage dans R, et T% := max{T¥, T < 7F}
le dernier temps de passage dans R avant de rencontrer x = 0 pour la k-ieme fois.

On écrit

(P ) (z) = f wlbyegy . . byz) dB(D)

B

:f wlbyigy ... byx) (D) + f w(byigy . . byz) (D)
{12 —0)

{T7>1}

Cette décomposition distingue les cas ou la trajectoire (b, ...b1x),=0 sort ou
non du disque D avant linstant 7%(b). On va majorer chacune des intégrales en
montrant :

1) Si 6 > 0 est assez petit, alors il existe une constante C' € [0, +o0| tel que pour
tout z € T¢ — {0}, on a S{Tw>1} u(brrpy - .- biz) dB(b) < C.

2) Si 6 > 0 est assez petit, et k > 1 assez grand, alors il existe a € [0, 1] tel que
pour tout z € T¢ — {0}, on a S{szo} u(brkpy ... b1x) dB(b) < au(w).

La proposition s’en déduit immédiatement. Comme la preuve a venir est un peu
technique, on explique d’abord la démarche mise en jeu :

Idée pour 1) : Dans ce cas, la p-marche sur T? issue de z passe par R avant la
k-ieme annulation de y. Or le principe des grandes déviations implique que le temps
de retour & R de la g-marche sur T¢ — {0} a un moment exponentiel. On s’attend
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donc a ce que la trajectoire issue de = revienne souvent dans R puis que l'instant de
k-ieme annulation de x se fasse a proximité de R. La difficulté est que 'on ne sait
pas quelle excursion hors de R verra y s’annuler pour la k-ieme fois, autrement dit
pour quelle valeur de i > 1, on a T < 7% < T ;. Cela oblige a4 sommer sur tous les
cas possibles. Pour obtenir une majoration, on distingue alors suivant la valeur de
X a l'instant 7.

Idée pour 2) : Dans ce cas, la y-marche sur T? issue de z reste dans la boule D
jusqu’a 'instant 7. On peut donc voir cette marche comme une marche sur R% — {0}
sans perte d’information. On applique alors le principe des grandes déviations.

Preuve du point 1)

Le parametre £ > 1 ne sera utile pour le point 2). On conseille donc pour une
premiere lecture de supposer k£ = 1.

M

En observant qu'un p-pas rapproche au plus de 0 par un facteur e, on obtient

que :

J U(ka(b) c.. bll‘) dﬂ(b) < f 8—665M(7-k—Tf) dﬁ
{T*>=1}

{Tr>1}

Il suffit donc de montrer que la variable 7% — T a un moment exponentiel uni-
formément borné en x € X — {0} au sens ou :

Lemme 6.5.5. Il existe des constantes C; > 0, oy > 0 telles que pour tout x €
T¢—{0},n=1ona:

BT =1, h T > n) < Cre” ™"

Dans cette preuve, on sera amené a considérer les variables aléatoires S,, := B —
Z,b— x(by,...b1). Elles constituent une chaine de Markov sur Z de probabilités de
transition induites par uz := x.u € P(Z). Rappelons que y,u est a support borné
et d’espérance nulle, et que S, est en particulier récurrente. On se donne [ > 1 tel
que suppx«p < [—1,1].
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Soit n > 1, en notant p; = |log?j| on a :

B(TE =1, Tk—Tf2@:25(7@:7}1’7#_7?2”)

i>1
= 2B > T T, — T > T 2 )
i1
= Y BIF =g, > 4,18 = py, Ty —TF > 75— T =)
ij=1
+ 2 B(T} = j, Tk>j7‘5j‘ < Py, ﬂﬁl—ﬂz>7k—7}12n)
ij=1
ko Bin
< 0BT =4, 7 > 4 1S)] > py T — T > L)
3,721
+ Z 6(7? =7 T >j7‘Sj| <pj,1}ﬁ1 _,I;x = 7’L)
i,j=1
. B tn
<26(7}I:‘777ﬁ1_7}m> 5 )
3,7=1
+ 3 BTF =g, ™ > 1S < py. iy — T = n)
1,7>1

ou la premiere des deux inégalités s’obtient en remarquant que si Sp= > p > 0,
alors 78 — T® > p/I.

Nous allons maintenant majorer ces deux sommes, que 1’on note respectivement
21 et 22 .

. % +n
Y= Z BT =5, T -1 > T>
i,7=1
Spi= Y BT =g, ™ > 418 < py, TE — TP = n)
ij=1

Nous aurons besoin du lemme suivant qui découle directement du principe des
grandes déviations :

Lemme 6.5.6. [l existe des constantes Cy > 0, ag > 0 telles que pour tout y € R,

n=1, ona
B(TY = n) < Cye™ "

Admettons ce lemme provisoirement.
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Majoration de ¥

Pour 7,7 > 1, y € R, on a la majoration de probabilité conditionnelle suivante :

%iin , Biyp
B~ 1> L T b =) = A~ T > S b e =)
p;
By
=BTy > L
pj+in
<Cge_0‘2 21

Aini, on peut majorer ¥ via :
. Z% +n
D= Y Y BT =g T T > L b bia =)

,5=1yeRNl'.x

Pj+ln

i,j=1yeRnl'.x

- e gt
= ) BT} = j)Coe 7
ig>1
< (Cy Z 670{2%) e 2%
=1

N —an i . s ;
ou la somme ) “220 est finie car car e”*?21 = o(j%). Notons que la dépendance

en r a disparu.

j=>16

Magjoration de >

On raisonne de la méme facon que pour ¥; afin d’obtenir :
So < ), B(TF =g, 7 > 4 |S;] < pj)Cae™"
ij>1

<Gy ) B >4 |S)| < pj) e

j=1

Il reste & montrer que la somme Y., B(7" > 7,|S;] < p;) est finie. Cela découle
des propriétés générales des marches aléatoires sur Z induites par une probabilité
de transition centrée a support borné (voir plus loin). Notons par ailleurs que la
dépendance en x a disparu.

Pour conclure, on obtient la majoration :

BITT 21, ™ — T 2 n) < (Co Y e @) e 5 4+ Gy Y. B > j,1S)| < py) "

=1 i1

ce qui prouve le lemme [6.5.5], donc le point 1).
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Preuve du point 2)

Si d(z,0) > e alors le résultat est immédiat car alors {T = 0} est de mesure

nulle. On peut donc supposer d(z,0) < eeM < ie*M ou la deuxiéme inégalité

provient du choix de €. Procédons a la majoration :

J{TI ) u(brry - - biz) dB(b) = ;J{TZ_O e w(by ... byx) dB(b)
f 1bn - 01|~ dB3 (D)
n=k

ou ||.|| dénote la norme euclidienne standard sur R%, ott & € RY — {0} désigne
P'unique relevé de = de norme ||Z]| < fe=, et ol la deuxieme inégalité provient
du fait que si 7%(b) = 0 alors u(byrg)...b1z) = |[byrgy...01Z||7°. On poursuit la
majoration grace au principe des grandes déviations ([16], (12.6)) qui implique le

résultat suivant :

Lemme 6.5.7. Pour v € RY — {0}, n > 1, notons E" := {b € B,||b,...bv|| =

e%”||v||} Alors il existe des constantes C5 > 0, az > 0 telles que pour tout v €
—{0},n=1,0na:
B(EM > 1 — Cyen

On décompose alors
[ ol a5 = [ b2 500+ [ il a5
B n B—FE?

2N
<e 2 "|[F]] 70 + Cyem e |30

On choisit alors § tel que 0 < < §2.

f by - .. b1 2|70 dB (D) Ze 7 " Cye @My gy ()

n=k

Le facteur devant u(z) étant le reste d’une série convergente, il est strictement
inférieur a 1 pour k assez grand. Cela conclut la preuve du point 2).

Quelques précisions

1) Preuve du lemme : on peut se limiter a considérer les points y € R tels
que B(T} = 2) > 0. Soit un tel y € R. Nécessairement, y € B(0,ce™) = B(0, e~ ).
Notons 7 € R? son unique de relevé de norme ||7]| < 5eM Soit n = 1. Si be B est

tel que TY(b) = n, alors on voit par récurrence que pour tout k = 1,...,n, on a
[|br. - .. 019]] < e < [|g]|]. En particulier, b ¢ EY (défini dans le lemme i On a
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donc pour tout n > 1 'inégalité B(T7 > n) < B(B — Ef) < Cze™*" avec C3, a3 > 0
indépendants de y ce qui conclut.

2) A la fin de la majoration de X, dans le point 1) nous avons affirmé que
2z B(r% > 4, 19;] < p;) > 0. Expliquons pourquoi. Comme c’est un probléeme de
marche aléatoire général, on préfere revenir a un cadre plus abstrait. On se donne
une probabilité m € P(Z) a support fini, centrée, et on note (S,)ez la chaine de
Markov sur Z de probabilités de transition (m * 0y )gez. On fixe un entier k > 1, et
on s’intéresse au temps de k-ieme passage en 0, noté 7%. Pour [ € Z, on notera [P; la
loi de la chaine (.S,,),>0 issue du point [.

On note Fj 'événement F; := {r% > j |S;| < p;} ou p; := [log?j]. On veut
démontrer que

D Po(F)) < o
j=1

L’idée est que la réalisation de 1’éveénement F; contraint le temps 7% & appartenir
a une petite fenétre de valeurs, puis de conclure en utilisant que 7% a un moment
d’ordre 1/4.

On fixe a € N tel que les X; sont presque stirement a valeurs dans l'intervalle
A := [—a,a], et on note 74 := inf{n > 0, S,, € A} le temps de premier retour a A.
Nous nous appuierons sur le lemme suivant :

Lemme 6.5.8. [ existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout | € Z, pour tout
r >0,
] +1

\/F

Py(1a >1)<c

Démonstration. Notons 77—, 77+ les temps de premier retour aux demi-axes négatif
Z~ :={l e Z,l <0} et positif Z* = N. La référence [55] (Proposition 5.15) affirme
qu’il existe une constante c_ > 0 telle que pour tout [ > 0, pour tout r» > 0,

[+1

T

Par symétrie, il existe une constante ¢, > 0 telle que pour tout [ < 0, pour tout
r >0,

Pl(Tz— > 7’) < c_

1|+ 1

T
Finalement, en posant ¢ := max(c_,c;) et en remarquant que tout changement de
demi-axe impose de rencontrer A, on obtient le résultat. O

Pi(1z+ > 1) < cy

Pour la suite, on se donne ¢ €]0, ﬁ[ et N = 0 tels que pour tout [ € A, on a

P;(7%" < N) = 1 — . On commence par donner une premiére majoration de Po(F}).
Remarquons 'inégalité :
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Po(j <78 <j+ Y| F) = inf Py((S,)

1/2 rencontre 0 au moins k fois)
le[—pj,p;]

n<yj

On vérifie que ce minorant tend vers 1 quand 7 — +00. On a pour j > 0 assez
grand, pour tout [ € [—p;, p;],

—_

1

) = P(14 < =j%, et la suite (S,)

T

P(rF <y rencontre k fois 0)

1
TASn<TA+3551

> P14 < fﬁxl —€)

| — DO

Comme la valeur ¢ > 0 peut étre choisie arbitrairement petite, cela donne la
convergence annoncée.
Ainsi, pour j > 0 assez grand, on a 'inégalité :

Po(j <78 <j+ iV F) =

ie.

On est donc ramené a majorer Z;>o Po(j < 7% < j + j/4). Or on peut écrire

Z]Po(j<7'k<j+]1/4):2 2 ]P)()(Tkzn)

=0 720 j<n<j+51/4

< Z niIP’O(Tk =n)
n=0
1

= E[(+*)3]

1/4

ou I'inégalité provient de la condition j < n < j+ j%* qui implique que j € Nn [n—

1 . . . 1
ni,n — 1], intervalle d’entiers de cardinal au plus ni.
1l suffit donc de montrer que 7% admet un moment d’ordre 1/4. Cela équivaut a

montrer la convergence
D By(rF > ) <o

Ecrivons Pyo(7% > j1) = u; + v; o
Uj 1= ]P)()(Tk > j4,7izj < j4 - N) v = PO(Tk > j47?£j > j4 - N)

avec 7y défini par récurrence en posant : 7 = 74 et 74 ' 1= inf{n = 74+ N | S, €

A} (temps de retour a A avec écart).
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® Dol <0
Pour [y,...,[,, € A, on définit I'événement :
E(ly, ... 1,) = ﬂ {Sz =i, et la suite (S;)z <pri 4y rencontre 0 au plus k — 1 fois }
i=1...pj
Ona U; = le»---ylpjeA Po(T > j47 TZJ < ']'4_]\/'7 E(ll, . ,lp].)) < le _____ Iy, €A Po(E(ll, NN ,lp].)).
Or H‘DO(E(ll, ce ey lpj>> < 5H‘D0(E(Z17 ce ey lpj—l)) < €Pi. Finalement Uj < ((2@ +
1)e)?i et la somme converge par choix de € < ﬁ
o Z];O v; < oo : Notons 74 le temps de i-éme retour a lintervalle A (sans
contrainte d’écart minimal entre 7% et 74™') avec pour convention 74 = 0.
Pour j > Ni, on a
v S Po(74 > j* = N)
<P

Np; _ .
O(TApJ >J4—N)

4
i i J =N
= 0 gvl PO(TAH I Np; )
<1< p]_l
ar/Np;
< ijcT]?V (d’apres le lemme [6.5.8))
o=
Py
_o
(32 )

. Les (v;) sont donc de série convergente.

6.5.2 Cas ou x(I') < R est dense

Introduisons quelques notations utiles. Etant donné un intervalle I < R, on note
vii=v(.x 1), vyy:=wp(. x I) € M/(T?). Le lemme définissant les v, implique
que

® U = SB l/b,[ dﬁ(b)

o Vﬁb € B, I/bJ(Td) = V[(Td)

e Vbe B, (b1)svrnr = Vp I—x(b1)

Par ailleurs, on rappelle le deuxieme point du corollaire [6.1.3] : il existe une

constante ¢ > 0 tel que la mesure projetée v(T? x .) = cleb. Quitte & normaliser v,
on pourra SUpposer que

v(T% x .) = leb
Le lemme implique alors que pour 3-presque tout b € B, on a v,(T? x .) = leb,
ou de fagon équivalente v, ;(T?) = leb(I) pour tout intervalle I < R.
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Preuve du théoréeme[G.5.1l. 11 suffit de montrer que pour B-presque tout b € B, pour
tout intervalle I < R de longueur 1, la mesure v, r sur T? est sans atome. On suppose
par 'absurde que ce n’est pas le cas. Il existe alors Iy € R intervalle de longueur 1
tel que

pB{be B, 1, a au moins un atome} >0 (%)

La premicre étape est de montrer que les v, ; sont tous atomiques, avec les mémes
poids :

Lemme 6.5.9. [l existe un ensemble dénombrable S, une famille de coefficients
(qi)ies € RS, tels que pour B-presque tout b € B, pour tout intervalle I < R de
longueur 1, il existe une famille (z;)ies € (T?)° de points deur a deur distincts de
T? tels que la mesure vy g est de la forme :

W = Z Oéi5zi

€S
Démonstration. Commencons par prouver que les v, sont atomiques. L'idée est
de décomposer v, comme somme d’une mesure dont la projection sur T? est sans

atome, et d’une autre dont la projection sur T¢ est purement atomique, puis d’utiliser
I’ergodicité de v pour montrer que la premiere est nulle.

Lemme 6.5.10. Pour 3-presque tout b € B, il existe une décomposition
vy = % + vt

ot v, vt € MRE(T? x R), telle que pour tout I = R, vj'{" est sans atome, v}
est atomique. De plus, cette décomposition est unique et p-équivariante : Vﬁb €
B, (b)) = vy, (bi)avgy, = vgt.

Preuve du lemme[6.5.10. Soit b € B tel que v,(T¢ x .) = leb. On pose A4, := {z €
T4, v({x} x R) €]0, +0])}, puis Vit = Upjayxks Vp 1= Vpacxr. Par défintion, pour
tout intervalle I, les mesures v, v'* sont respectivement atomiques et sans atome.
L’unicité se vérifie directement. L’équivariance annoncée provient de 1’équivariance

des v, qui implique notamment que pour S-presque tout b € B, on a by Ay, = Ay, [

Montrons maintenant ue resque stirement, on a v, = v*. On pose V"% =
) b

vt dB(b) = (o dﬁ . Ce sont des mesures y stationnaires grace a la
relatlon d’é equ1var1ance du lemme 2. De plus, v* # 0 par hypothese (x). On a
v = 1" 4+ p% donc par ergodicité de v, il existe ¢ > 0 tel que v = cv™. Or les
mesures limites de * sont les (4"). On en déduit que les 14,7 = cvf sont atomiques,
puis que " = 0. Finalement, v = v et pour S-presque tout b € B, v, = .

On prouve maintenant que les poids des atomes intervenant dans v, 7, ou / = R
est un intervalle de longueur 1, ne dépendent pas de b et I. On rappelle qu’au
vue de la normalisation de v, presque tous les 14,7 sont de masse 1. Soit N > 0,
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k= (k;)i=1 € {0,...,2Y = 1}"". On définit En := ;2] 2%, 53] <10, 11V, On note
Enyk S B l'ensemble des b € B tels que les poids des atomes de 1,[o1) classés par
ordre décroissant appartiennent a Ep .

On a ainsi des partitions B = &y, et Enp = WEn+11, Ent1y S Eng}. De
plus, a N fixé, la probabilité 3 est concentrée sur une union finie d’ensembles Ey i

ot k varie dans {0,...,2Y — 1}, On peut donc se donner une suite décroissante
(Exxm)n=o (pour I'inclusion) telle que pour tout N > 0, on a 3(Ey ) > 0. Pour
£V (V)

i > 1, la suite (<) € [0, 1]"" est de Cauchy, on note a; := limy_,o <4y La suite
des (a;) est décroissante et >}, o; = 1 (en se rappelant que v est normalisée, donc
que les 149,17 sont tous de masse 1).

On pose S := {i = 1, o; > 0} et on vérifie que la famille de coefficients (a;)ics
convient. Soit b € B B-typique, écrivons vy[91] = Zie[[l,p]] ci0z;, ou p € Nu {oo}, la
suite (¢;) est décroissante strictement positive, les z; sont deux a deux distincts. Soit
N = 0. Comme S(Eyy) > 0, il existe une extraction o : N — N telle que pour tout
n=0,T°M(b) e Eng et x(br ... bow)) = 0 (par conservativité et ergodicité de la
marche y,u sur R pour la mesure de lebesgue et application de la proposition [1.3.6]
f)). De plus, on a 'égalité :

Upj0,1] = (b1 - Do(n))«Vromp, [0,1]+en

ol €, = X(b1 ... by(n))-
Les poids des atomes de 1 1) sont donc les mémes que ceux de Vpomy, [0,1]+e, -
Comme on a normalisé v pour avoir v(T? x [0,1]) = 1, on a |[Vgety [01]+e, —

Vrotp[o,1]] < €n- Le fait que T°™(b) € Exy implique alors que pour tout i € [1, p],
() M 41 .
pour tout n > 0 assez grand, on a 455 —€, < ¢; < ~5x— +€,. On fait tendre n — +o0
(V) (V)
.k (M) 11 . . .
pour obtenir < < ¢ < ’27;, puis N — 400 pour obtenir ¢; = a;. On a montré

que [1,p] € S et pour tout ¢ € [1,p], ¢; = ;. Comme Zie[[l,p]] cg=1=>. _ca;,0ona
nécessairement que [1,p] = S, ce qui conclut la preuve du lemme [6.5.9}
[

La suite de la preuve consiste & montrer que les mesures v; € M/(T¢) ne dé-
pendent pas de l'intervalle I de longueur 1. Cela implique qu’a I fixé, la mesure
projetée vy est p-stationnaire sans atome, donc que les 14 ; sont sans atomes (via
Benoist-Quint). Pour prouver que v; ne dépend pas de I, il suffit de remarquer que
c’est le cas des mesures limites v, ;.

Lemme 6.5.11. Pour [-presque tout b € B, pour tous intervalles I,J < R de
longueurs 1 on a vy 1 = v 5. En particulier, vi = v;.

Démonstration. Soit b € B comme dans le lemme et tel que v(T? x .) = leb.
On énumere 'ensemble des poids «; en une suite strictement décroissante a; :=
max q; > Gg 1= MaXy,<q, & > ... €éventuellement finie. On raisonne par couches en
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montrant d’abord que les atomes de masse a; de 1,1 et 14 ; sont les mémes, puis
que ceux de masse ap sont les mémes etc.

Soit € €]0,a; — ag[. Pour tout x € T? tel que vyr(x) = a1, on a v, () =
a; — € > ay (car v(T? x .) = leb). On a ainsi v, (z) = a; d’apres le lemme m
Par symétrie, on a donc montré que {z € T%, v; = a1} = {x € T, v 14 = a;1}. Par
connexité de R, on en déduit que {x € T v; = a1} = {x € T v ; = a;}.

On reprend ensuite le raisonnement précédant avec € €]0, as — as|, puis € €]0, a3 —
ay[, etc. pour en déduire I’égalité des couches successives. Finalement, v, = v, ;.

Enfin, v; = v; en intégrant 1’égalité obtenue.

]

Corollaire. Pour I < R intervalle de longueur 1, la mesure vy est p-stationnaire.

Démonstration. Soit A = T¢ mesurable. On a §, g.vr(A)du(g) = §,v(g A x
) du(g) = §, (9" A x I = x(9)) dulg) = §(9.)(A x ) dp(g) = vi(A). O

Conclusion. Soit Iy 'intervalle mentionné au début de la preuve. Comme la me-
sure vy, sur T¢ est finie, p-stationnaire, sans atome, et comme g est a support fini
engendrant un semi-groupe I' := (supp ) fortement irréductible, on a via Benoist-
Quint [I3] que les mesures limites (v, 4 )pep sont sans atome. Or pour S-presque tout
be B, on a v, = vy,. Cela génere une contradiction car on était parti de I’hypo-
these qu'une proportion non nulle de mesures (v 1, )rep avait au moins un atome,
donc conclut la preuve du théoreme [6.5.1] O
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6.6 Description des fibres

L’argument de dérive exponentielle repose sur une description précise des fibres
du systeme dynamique (B, T'") introduit dans la section 6.4. Rappelons brievement
sa définition. On s’est fixé une probabilité u € P(SLy(Z)) & support fini, on a noté
[ := {(supp p) le semi-groupe engendré par son support, et on s’est donné y : I' - R
un morphisme de semi-groupes. Cela définit une action de I' sur X := T¢ x R via
g.(z,t) := (gx,t + x(g)), puis une marche aléatoire sur X de probabilités de transi-
tions (11 *0(zp)) @pex- Onanoté B =T 3:= SN T: B — B, (b)i=1 — (bis1)iz1
le shift. On a introduit G' := T% < SL4(R) I'adhérence de Zariski de I' puis des
objets algrébiques K, a, X, I, &2, etc. permettant d’exploiter la nature algébrique
de G, ainsi que des applications 6 : B — a, O : B — O,(R). On s’est enfin donné
une mesure de Radon v € MB(X) y-stationnaire, et une décomposition (v3)pep de
v en mesures limites. Tout cela a été possible sous I’hypothese que I' est fortement
irréductible et y.u € P(R) est centrée.

Dans cette sous-section, on n'utilisera pas les définitions précises des applications
0 et O, ni les hypothéses faites sur .

Le systéeme dynamique (B, 5%, T") que nous considérons est donné par :
o B* =B xal x O,(R) x X

e TH:BY - B* (b2,0,2) — (Th,z— 0(b),00(b)~L, by 'x).

o 5% 1= {800 ® v dB()dlebys (2)dh(O)

ott lebyr et h sont des mesures de Haar sur a’ et O,(R), fixées une fois pour toute.
On notera BT la tribu produit sur B™*.

Dans un premier temps, on donne une description précise des fibres de (B*, g+, T'")
et de la désintégration de 57 le long de celles ci. On voit ensuite pourquoi les fibres ne
peuvent pas s’accumuler dans des parties de petite mesure (ce qui est un phénomene
général).

6.6.1 Mesures conditionnelles le long des fibres
Soit ¢ € BT, n > 0. On appelle n-fibre passant par ¢ I’ensemble
Fpe:={c e B* (T")"(c) = (T")"(c)}

Le lemme suivant affirme qu’on peut paramétrer F;, . par I'". On note

0, (b) := ni 0(T"b) On(b) := O(T™'b)O(T"?b) ... O(b)

k=0
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Lemme 6.6.1. Pour c = (b,z,0,x) € Bf, n > 0, définissons
Bpe:T" — BY aw (aT"b, 2—0,(b)+0,(aT™b), 00, (b) 1O, (aT™), a; . ..a,b, " ...b; " .x)

ot on a noté a = (ay,...,a,) et aT™b = (a1, ..., an, bpi1,bps2, ... ).
Alors hy, . est une bijection entre G™ et I, ..

Démonstration. C’est un calcul direct. OJ

Désintégrons maintenant S* le long des fibres. Pour n > 0, on note QFf :=
(T*)~™(B"). C’est une sous tribu de B* dont I'atome contenant un point ¢ € B*
est exactement F), .. Comme la mesure restreinte 6|+Q+ est o-finie, on peut se donner

une décomposition de 8% en mesures conditionnelles par rapport a la sous tribu

¥, que l'on note (B, .)cep+. Rappelons que la famille (5, )cep+ est une famille
Q -mesurable de mesures sur BT telle que g = {,, Br.dB*(c) et vérifiant pour
BF-presque tout ¢ que ;. est concentrée sur F, .. De plus, une telle famille est
unique (en dehors d’un ensemble S-négligeable) et liée a la notion d’espérance
conditionnelle : si ¢ : BT — [0, +o0] est une fonction positive B*-mesurable, alors
pour S*-presque tout ¢ € BY, on a E(p|QF)(c) = B, .(¢).

n,c

Le lemme identifie F,, . & I'". La mesure conditionnelle g . € M(F,.)
correspond alors a la probabilité u®" :

Lemme 6.6.2. Pour *-presque tout c € B*, on a B}, = (hnc)pt®"

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que les (h,,.),u®" vérifient les propriétés ca-
ractérisant les mesures conditionnelles ﬁf{j .- L’application h, . ne dépend que de
(T*)™(c) donc la famille (hy,c),pu®" est Q; -mesurable. Le lemme précédent garan-
tit que ces mesures sont concentrées sur les n-fibres. Pour conclure, on doit vérifier
que §5, (hpe)u®dB*(c) = B*. Soit ¢ : BY — [0, +0] une application mesurable.
En notant ¢ = (b, z,0,x) € BT, en utilisant le théoreme de Fubini, 'invariance des
mesures Haar et I’équivariance des mesures limites, on obtient :

| Gz
= ( f ©(aT™, z — 0,(b) + 0,(aT™),00,,(b) 'O, (aT™), a ...apb,* ... by 2)du®" (a)dB " (c)
JB+ n

= ( J o(aT™, z, O, ay ...a,b," ... by w) du®(a)dB™ (c)

JBt+

[

_( [ f A(aT™, 2, 0, ay - aph=" . b7'x) duy(x)du®(a)dB(b)dlchyr (2)dh(O)
I JX

Bxaf'xOr(R) J

= ( [n JX 0(aT™, z, O, x) dvypny(2)du®"(a)dB(b)dlebyr (2)dh(O)

Bxaf'xOr(R) J

(&

= ( f o(aT™b, z, O, x) dvy(x)dS(b)dleb,r (2)dh(O)

JBxatf xO,(R) J

= A% ()
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O

La preuve de la dérive exponentielle se fera en restriction a une fenétre W <
B* (formellement une partie B"-mesurable de mesure finie non nulle). On termine
ce paragraphe en désintégrant la mesure ﬁf{,v restreinte a la fenétre par rapport
aux morceaux de fibres F, . n W. Pour cela, notons Sy}, := Bﬁ}/, Q?/rv,n = (9w
la tribu trace de Q;f sur W, et (B, .)cew une décomposition de Sy en mesures

conditionnelles par rapport a la sous tribu Q‘J}Vm. On pose par ailleurs @, . := {a €
' hye(a) e WH.

Le morceau de fibre F}, .nW s’identifie a @), .. Le lemme suivant affirme qu’alors la
mesure conditionnelle ;. . € M(F, .nW) correspond a la mesure u%ﬁl _ normalisée.

Lemme 6.6.3. Soit Q. := {a € T h,.(a) € W}. Pour B}, -presque tout c € W,
on a p®" (Qne) >0 et

1
6+nc = h‘n,c *7,“@”
Win, ( ) M®n(Qn,C> |Qn,c

Démonstration. Au vu du lemme [6.6.2} il s’agit de montrer que pour S} -presque
tout ce W, on a B} (W) >0 et

B;/,n,c = W( 7-7‘:(:)|W

n,c

Vérifions la premiére assertion. On pose E := {c € B 5 (W) = 0}. Alors
0="$,6;.(W)ds"(c) = §, Es+ (Iw|Q; ) (c)dB (c) = §, 1w (c )dB* (c) car E est orf-
mesurable. Ainsi, 51 (E n W) = 0.

Vérifions 'expression de iy, ... Il s’agit de voir que la famille (ﬁ(w)(ﬁ; W) eew
(définie pp) vérifie les propriétés caractérisant les mesures conditionnelles. Il est im-
médiat qu’elle est Qyy; ,-mesurable, et que pour presque tout ¢ € W, on a3 (W) By w

concentré sur 'atome de Qyy,,, contenant c. Par ailleurs, si ¢ : W — [0, —I—oo] est une
fonction positive B|+W—mesurable, on a

Es+ (01 9n)(c)

RTINS ©
Ju i @ - J, wogtighn e
_ vy Epe (0| Q0)(e) oy
- [, B awlenog e B A e o
- | Eaieleniaaso
= 3" (p)
On a donc I'expression annoncée pour les mesures conditionnelles restreintes. O
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6.6.2 Equirépartition des morceaux de fibres

Dans cette partie, on montre que les morceaux de fibres F}, . n W du paragraphe
précédent ne peuvent pas s’accumuler dans des parties de W de mesure trop petite.
C’est en fait un résultat général que nous allons expliquer dans un cadre abstrait.
Soit (£, &) un espace mesurable, m € M?(E, £) une mesure o-finie sur (£, &), et
T : ' — E une application mesurable telle que T,m = m.

Cas probabilisé : équirépartition des fibres

Supposons m(E) = 1. Pour ¢ € E, n > 0, on note toujours F,,. := {¢ €
E, T"(d') = T™(c)} la n-fibre passant par c.

On veut comprendre comment se répartissent les points de F), . dans E pour n
grand et ¢ fixé. Pour cela, on introduit Q,, := T~"(€) sous tribu de &, dont I'atome
contenant ¢ est exactement F), .. Alors, si on se donne une partie mesurable A € &,
I'espérance conditionnelle E,,(14|Q,)(c) décrit la proportion selon m d’éléments de
F, . se trouvant dans A. On énonce le théoreme d’équirépartition des fibres de la
facon suivante : on note Qy = Ny>09n-

Théoréme 6.6.4. Soit ¢ € LY(E,E,m). On a la convergence presque sire :

Démonstration. La suite de sous-tribus (Q,),=0 est de plus en plus grossiere. On
applique un théoréme de convergence des martingales (par rapport a des filtrations
décroissantes). O

En restriction a une fenétre : équirépartition des morceaux de fibres

Nous serons amenés a étudier les fibres d'un systéeme dynamique en mesure infinie,
et plus précisément la facon dont ces fibres se répartissent dans une fenétre de mesure
finie. Voyons que les résultats du cas probabilisé se transposent a ce cadre.

Reprenons les notations précédentes, mais avec m seulement supposée o-finie. On
se donne W < E une partie mesurable de mesure finie non nulle.

On a alors un espace mesuré restreint (W, &w,muw) et des sous-tribus traces
Qwin = Qnyw, Qww = ﬂn>0 Qw.,. Alors, si on se donne une partie mesurable A €
Ew, espérance conditionnelle E,, (14| Qw,n)(c) décrit la proportion d’éléments de
F, . se trouvant dans A parmi ceux qui se trouvent dans la fenétre W. On énonce
le théoreme d’équirépartition des morceaux de fibres de la fagon suivante :

Théoréme 6.6.5. Soit i) € LY(W, Ew, miw). On a la convergence presque sire :

By (01Qwin) = By (4] Qwo0)

Démonstration. C’est la méme démonstration que dans le cas des fibres. O
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Expliquons enfin pourquoi ce théoreme affirme que les morceaux de fibres ne
s’accumulent pas dans des parties de W de mesure trop petite.

Corollaire 6.6.6. Soit ¢ > 0, N € W wune partie mesurable telle que m(N) < %
Alors il existe K < W mesurable vérifiant m(W — K) < e et un rang ng = 0 tels

que pour tout c € K, pour tout n = ng, on a

By (1n]Qwin)(c) <€

Remarque. L’énoncé du corollaire suppose qu’on a fixé des versions des espérances

conditionnelles E(1x|Qw.) dans LY (W, Qwn).

m‘W

Démonstration. Notons ¢ = Em|w(1N|QW,OO) € XT}”W(VV, Qw.) une version de l'es-
pérance conditionnelle de 15 par rapport a Q. C’est une fonction non négative
telle que Swz/z dmpy < % On en déduit que mw{y = 5} < e. Or d’apres le théo-
reme d’équirépartition des morceaux de fibres, on a la convergence presque stire
Epny (1n[Qw,n) — 4. De plus, le théoréme d’Egoroff donne 'existence d’une partie
mesurable K < {1 < 5} telle que m(W — K) < ¢ et sur laquelle la convergence
est uniforme. Il existe donc un rang ny > 0 a partir duquel pour tout c € K, on a
By (L]Qwin) () = 9(0)] < £/2 puis Euny (L] Qi) (0) < e

O
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6.7 Théoréme local limite

Ce qui suit prépare la preuve de la loi des angles donnée dans la section suivante.
On y prouve un théoreme local limite qui permettra d’estimer selon quelle proportion
une fibre du systéme dynamique (B, 7", 57) rencontre une fenétre W < B* fixée
au préalable.

6.7.1 Rappels

On rappelle un théoréme local limite avec déviations modérées démontré dans
[16]. Les notations de cette sous-section sont indépendantes de ce qui précede. On
pourra se référer a [16] (sections 10, 14, 15) pour un exposé détaillé. Soit X un
espace métrique compact, [' un semi-groupe localement compact a base dénombrable
agissant continument sur X, F' un groupe fini, s : I' — F' un morphisme de groupes,
et f: X — F, x— f, une application continue I'-équivariante.

Plus tard, on spécifiera X = G/P, variété drapeau d'un groupe algébrique réel
semi-simple, I' € G sous groupe discret Zariski-dense agissant sur X par multipli-
cation a gauche, F' = G/G,, s, f les projections canoniques sur F'.

On se donne une probabilité p € P(I") sur I', apériodique dans F' (autrement dit,
le support de s,u egendre F' et n’est contenu dans aucun translaté de sous-groupe
cocylique de F', hormis F' tout entier). On suppose de plus que l'action de I" sur X
est p-contractante au dessus de F' (i.e. que I'itération de la y-marche sur X contracte
la distance sur chaque fibre de f, cf. [16], section 10.1 pour une définition précise).
Dans ce cas, X admet une unique probabilité p-stationnaire que ’on note vy (cf.
[16], lemme 10.5)

On se donne o : I' x X — R? un cocycle continu tel que les fonctions Osup - I' —

[0, +0],9 — sup,ey |lo(g,2)|] et oup : T — [0, +], g — sup W sont

[-presque stirement bornées. ’

D’apres ([16], 2.4.1), le cocycle o est cohomologue & un cocycle op : I' x X — R?
dont la fonction o, est p-presque stirement bornée et tel que I'application de
dérive X — Rz — (. 09(g, 2)du(g) est constante (on dit que o est spécial). On

notera

Op i= f o(g,x) dp®w(g,x) € R?
I'x X
cette constante et
E, := Vectr{oo(g,z) — 0, g € supp p, x € supp v}

On a par ailleurs (via [16], corollary 14.10) 'existence d’un plus petit sous groupe
fermé de R?, noté A, tel qu'il existe une fonction continue ¢ : supp vy — R%/A, et
une constante v € Rd/AH pour lesquels, pour tout g € supp u, x € supp 1 on a

o(g,z) mod A, =v+ p(x) — p(g)
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Remarquons qu’a priori, ¢ n’admet pas de relevé a R%. Le sous groupe A, est
appelé image résiduelle du cocycle o. On a de plus A, < E,, cocompact ([16],
proposition 14.8).

On énonce maintenant le théoréme local limite sous les hypothese on E,, = R?
et il existe une fonction continue @y : supp vy — R? telle que pour tout g € supp p,
X € supp 1o on a

o(g,x) mod A, = @o(x) — Po(gzr) mod A,

La premiére hypothese garantit que la matrice de covariance ®,, := cov,g,,(09) €
My(R) est symétrique définie positive, et induit donc un produit scalaire sur R
C’est en particulier un produit scalaire sur la composante neutre A, de A, (qui
est un sous-espace vectoriel de R?). On note 7, la mesure de Haar sur A, qui donne
le poids 1 aux cubes unités de ® s, ,. Dans le cas ou A, est discret, il s’agit de la
mesure de comptage. La mesure intervenant dans le théoréme local limite est une
moyenne de translatés de 7,, définie pour C' = R? mesurable, par :

IL(C) i= | 7€+ o(w) dn(a)
X

On peut enfin énoncer un théoréme local limite avec déviations modérées. Une
démonstration se trouve dans [16] (theorem 15.1).

Théoréme 6.7.1. Fizons une partie conveze bornée C' < R? et une constante R > 0.
On se donne un point x € supp vy, une suite de vecteurs (v,) € (RO telle que
[vn|le, < Ry/nlogn pour tout n = 1. Alors on a la convergence :

o e | — ~
(2mn)2ex ey (g € T, o (g, ) —no, € Ctu,) =T1,(C+uv,+no,—Fo(x)) = 0
De plus, cette convergence est uniforme en le point x € suppvy et en la suite (vy,)
satisfaisant U'hypothése de domination (avec R fizé au préalable.)

6.7.2 Taille des morceaux de fibres

On revient au cadre de la marche sur T? x R. On se donne pu € P(SLy(Z))
une probabilité a support fini engendrant un sous semi-groupe I' € SL4(Z) dont
'adhérence de Zariski G := 'Y < SL4(R) est semi-simple, et x : I' — R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité image y.u € P(R) est centrée. Pour
prouver la dérive exponentielle, on pourra toujours se ramener au cas ou p(e) > 0
(qui implique que p est apériodique dans F' := G/G,) et x # 0. On fera donc ces
hypotheses, qui simplifient les énoncés et les preuves dans la suite.

151



On reprend les notations de la section 6.4. Nous allons appliquer les rappels
précédents a la variété drapeau & := G/P, munie de I'action de I' par translation,
les morphismes s : I' —» F, f : & — F désignant les projections canoniques dans
F. L’application f est bien continue I'-équivariante.

L’action de T" sur & est p-contractante au dessus de F' (cf. [I6], 12.2), on note
vy € P(2) 'unique probabilité p-stationnaire sur 2. Soit o' := {z € a, F.o = x}
le sous espace vectoriel de a fixé par F, 0 : G x & — a le cocycle d’Iwasawa,
op 1= ﬁzfepf.a : G x P — al son projeté sur a’’. On introduit

oy T x P2 —a" xR, (g,2) = (or(g,2),x(9))

Alors op, est un cocycle continu dont les fonctions (opy)sup €t (TFy )ip sONt -
presque stirement bornées (car c’est le cas pour o, cf [16], 12.1). De plus, comme le
vecteur de Lyapunov ¢, := p®vx(o) € af’ est F-invariant et comme la probabilité
Xt est centrée, la moyenne (0p, ), := pQ®vx(0F,) de op, est donnée par (op,), =
(04, 0).

On va prouver un théoreme local limite pour op,. La premicre étape sera de
démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.7.2. Pour le cocycle or, : G x & — aP" x R, nous avons :

oEuzanR.

l

R, alors A, = af’ x R.

IN

R est discret, alors A, = af" x kx(T') pour un certain k > 1.

Notons [ := dimg a’’, fixons une fois pour toute II,, € M*?(a?" xR) une mesure de
Haar sur a” x m, ainsi qu'une norme sur a,. Nous déduirons du lemme précédent
que quitte a normaliser II,, on a un théoréme local limite avec déviations modérées
pour le cocycle o, :

Théoréme 6.7.3 (TLL pour T¢ x R ). Fizons des parties convezes bornées U < af,
I < R et une constante R > 0. On se donne un point r € suppvp, et des suites
(un) € (aX)N, (t,) € RN telles que ||an|l, [t| < Rv/nlogn pour tout n > 1. Alors on
a la convergence :

+1

(27rn)T@ﬁ”(“mtn)\%uﬂm(g el, op(g,x)—no, € Utu,, x(9) € I+t,)-11,(UxI+t,) — 0

n—+0o0

De plus, cette convergence est uniforme en le point x € suppvs et en les suites
(un), (tn) satisfaisant ’hypothese de domination (avec R fixé au préalable.)
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Preuve du lemme [6.7.2]

On montre d’abord que I'hypothese pi(e) > 0 simplifie la caractérisation de A,,.
C’est un phénomene général, on reprend donc momentanément les notations de

6.7.1.

Lemme 6.7.4 (“v = 0, g € I'”). Supposons que supp p engendre I' comme semi-
groupe, et p(e) > 0. Alors A, est le plus petit sous-groupe fermé A = R? tel qu’il
existe une application continue ¢ : supp vy — RI/A wérifiant pour tout g € T,
T € Ssupp vy :

o(g,x) mod A = ¢(z) — ¢(gz)

Démonstration. 1l est clair qu’un tel sous groupe A vérifie la propriété pour laquelle
A, est un minorant global (définie dans le rappel). On a donc A 2 A,,. Par ailleurs,
A, lui méme vérifie la propriété du lemme. En effet, par définition, il existe une
fonction continue ¢ : supp vy — R?/A,, et une constante v € R%/A, pour lesquels,
pour tout g € supp W, € supp vy on a

o(g,z) mod A, =v+ p(x) — p(g)

Appliqué en g = e € supp p, on obtient que v = 0. On en déduit alors par la propriété
de cocycle et le fait que supp vy est I-invariant que o(g,x) mod A = p(z) — p(gz)
pour tout g € I', x € supp 1 ]

On revient au cadre de la section 6.7.2. En particulier, o désigne le cocycle d’Iwa-
sawa.

Lemme 6.7.5 (Apériodicité d'un projeté du cocycle d'Iwasawa). Soit b < a un
sous-espace vectoriel et p : a — b un projecteur sur b. Alors pour le cocycle po o :
G x & — b, nous avons

Aulpoo) = Ey(poo) =b
C’est en particulier le cas pour le cocycle projeté op.

Démonstration. Remarquons que poo est bien un cocycle continu dont les fonctions
(poo)ip et (po o)sup sont p-presque stirement bornées. Les notations A, (po o) et
E,(po o) ont donc bien un sens. Le reste est une conséquence de 'apériodicité du
cocycle d’Iwasawa (voir [I4], proposition 17.1). En effet, soit A < b un sous groupe
fermé et ¢ : supp v — b/A une fonction continue telle que pour tout g € supp I,
X € Supp Vs on a

poo(g,x) mod A =p(x)— p(gr)

Alors, pour tout g € supp I', x € supp v on a
o(g,z) mod Ker p+ A = p(x) — p(gz)
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ol on voit ¢ comme une fonction & valeurs dans a/(Ker p + A) = b/A. On en
déduit que Ker p + A 2 A(o) = a puis que A = b.
[

Lemme 6.7.6. On a linclusion : a¥’ x {0} € A,

Démonstration. L'idée est de restreindre op, en un cocycle pour lequel x = 0 puis
d’utiliser I'apériodicité d’un projeté du cocycle d’Iwasawa. La difficulté est que I'
n’est pas un groupe a priori mais seulement un semi-groupe, si bien que I’ensemble
d’annulation {x = 0} pourrait étre trivial, et ce méme en sachant que I' est Zariski-
dense dans G semi-simple (considérer par exemple : G = SLy(R), I' € SLy(R)
semi-groupe Zariski-dense, librement engendré par deux éléments ag, a; et définir y
tel que x(ag) = 1, x(a1) = —v2).

Pour contourner cette difficulté, on note {gi,...,gs} := supp p, on introduit
L := {ay,...,as) le groupe libre a s générateurs ay,...,as, on pose urp € P(L) la
probabilité sur L donnée par pp(a;) = pu(g;) et on fait agir L sur la variété drapeau
& via le morphisme de groupes L — G, a; — g;. Comme les marches sur &2 données
par (L, pr) et (I', u) coincident, on a en particulier que A,, = A,. Dans la suite,
on notera abusivement I' € L le sous semi-groupe de L engendré par aq,...,as,
(') = L et x : {I') > R le morphisme défini par x(a;) = x(g:)-

D’apres le lemme m, il existe une application continue ¢ : supp v» — (af’ x
R)/A,, vérifiant pour tout g € I', x € supp vy :
(0r(g,7),x(9)) mod A, = p(x) — ¢(g) ()

En remplacant x par ¢~ 'z, on obtient

-1

(—or(g™"2),x(9)) mod A, = o(g~"'x) — p(x)

puis, A, étant stable par passage a I’opposé :

(or(g " 2),x(g7h) mod A, = p(x) — (g~ 'x)

Ainsi la relation (*) est également satisfaite pour g~!, puis finalement pour tout

g € {I"), x € supp v%. Considérons le sous groupe I'g := {x = 0} < (T"). 1l contient le
sous groupe dérivé [(I"), (I')]. Sa réalisation dans G (via le morphisme L — G) a donc
pour adhérence de Zariski un sous groupe Gy qui contient [G, G], et est en particulier
d’indice fini dans G' (qui est semi-simple). On se donne une probabilité 1o € P(Iy) a
support fini engendrant un sous groupe Zariski dense dans Gy, et apériodique dans
Fy := Go/G,. La marche (I'g, p10) est ainsi contractante sur &, := Gy/P. au dessus
de Fp, d’unique probabilité stationnaire notée vy, € P(F). On note A, < af’
I'image résiduelle du cocycle (0p,y)ryx2,- Comme supp vy & & est (I')-invariant,
il est en particulier I'p-invariant, donc supp v, < supp vz. La relation (x) entraine
alors 'inclusion : A, € A,,.
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Il suffit donc de vérifier que A, = a’ x {0} pour terminer la preuve. Comme
Im(opy )irgx 2 S aF x {0}, on a par minimalité que A, < a* x {0}, si bien que
Ay, = A x {0} ot A € af” est un sous groupe fermé de a’. Mais A contient 'image
essentielle de (o) x 2, pour la pg-marche, donc A = ¥ d’aprés le lemme , ce
qui conclut.

]

Corollaire 6.7.7. E, = al" x R.

Démonstration. Rappelons que

B, := Vectg{(or(g,7) — 04, x(9)), g €SUpp i, T € SUpp v}

C’est un sous espace vectoriel de a” x R qui contient A, donc a” x {0}. Par ailleurs,
comme X est non trivial par hypothese, E,, n’est pas inclus dans a’ x {0}. Finalement
E,=a" xR O

Corollaire 6.7.8.

Si x(I') =R, alors A, = a¥ x R.
Si x(T') S R est discret, alors A, = a¥" x kx(T') pour un certain k > 1.

Démonstration. A, est un sous groupe fermé cocompact de E, = a’” x R et contient
a’ x {0}. Il est donc de la forme A, = a¥ x R ou A, = a* x ¢Z pour un ¢ > 0.
Comme A, < af’ x m par minimalité, on obtient directement I’expression de A,
lorsque x(I') est discret. On traite maintenant le cas ou x(I') est dense dans R en
supposant par 'absurde que A, = al” x ¢Z pour un ¢ > 0.

Par définition de A, il existe une fonction continue ¢ : supp v» — R/cZ telle
que pour tout g e I', x € supp vy

x(g) mod ¢Z = ¢(x) — ¢(gz)

On enrichit cette égalité en reprenant le groupe L introduit dans la preuve du
lemme[6.7.6] Comme montré alors, la relation précédente est valable pour tout g € L,
x € supp V. On obtient en particulier pour tout g € [L, L], = € supp v, I'égalité

p(x) = p(gr).
On en déduit que ¢ est constante sur chaque composante connexe de &?. Consi-
dérons le sous groupe I, := (I' n G.) de G, généré par I' n G. et son groupe

dérivé [I",T7] < I'’. Le paragraphe précédent implique que ¢ est invariante sous
laction de [I,I"]. On se ramene ainsi a vérifier que [I',,I"] agit minimalement
sur chaque composante f nsupp v» ou f € F. Notons &, := G./P,. et Ap, = 2.
I'ensemble limite associé au sous groupe Zariski-dense I', € G.. On trouve dans [14]
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la description suivante : supp v» = HpepAp, f. Par ailleurs [I',, I",] est aussi Zariski-
dense dans G, (en se rappelant que G est semi-simple), et a méme ensemble limite
que I", (étant distingué dans I')). I agit donc minimalement sur les composantes
f nsupp vp» = A, f ce qui prouve le résultat annoncé.
Finalement, on conclut que x est a valeurs dans un nombre fini de translatés de
cZ ce qui contredit la densité de x(I') dans R.
O

Preuve du théoréme [6.7.3|

L’enjeu de la preuve est de montrer qu’on peut choisir la fonction @y qui apparait
dans le théoréme local limite & valeurs dans a x x(I') et de sorte que la mesure

I, qu’elle induit est une mesure de Haar sur a’ x x(I'). On conclut alors par une
application directe du théoreme [6.7.1], avec C := U x I et v, := u, + t,.

Supposons x(I') dense dans R. D’apres le lemme [6.7.2} on peut choisir la fonction
Qo identiquement nulle, et la mesure II,, induite coincide alors avec m,, i.e. est la
mesure de Haar sur a” x R qui donne masse 1 aux cubes unités de A, .

Supposons x(I') discret dans R. On peut supposer x(I') = Z. On commence par
construire une bonne fonction @y. Le lemme [6.7.2] combiné au lemme [6.7.4] donne
'existence d'une fonction continue ¢ : supp v» — R/EZ telle que pour g € supp T,
x € supp vy on a x(g) mod kZ = ¢(x) — p(gx).

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire [6.7.8 on constate que ¢ est
constante sur chaque composante f nsupp v ou f € F. On peut donc relever ¢
en une fonction ¢ : ¥ — R localement constante telle que pour tout g e I', x € &,
on ait x(g) mod kZ = @(x) — @(gx) mod kZ. Quitte & imposer @|», = 0, on peut
supposer @ a valeurs dans x(I') = Z. On pose 3y : &Z — af’ x R, x — (0, 3(x)),
fonction localement constante telle que pour tout g € G, x € &,

orx(g,x) mod A, = @o(x) — Po(gzr) mod A,

Notons leb,r la mesure de Lebesgue sur a donnant masse 1 aux cubes uni-
tés de @,qr .- On a par définition m, := leber ® X5 05, puis II, = lebyr ®

1
7] ZfeF ZjekZ 63'—%5(10)’
De plus, pour g € I', on a

1
IL{. — (0,x(g9))} = leber ® 7] DD Gime(nexta)

feF jekZ
1
feF jekZ
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La mesure II,, est donc x(I')-invariante, i.e. de la forme II, = cleb,r ®Zj€Z d; pour
un ¢ > 0.

]
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6.8 Loi des angles et controle de la dérive

Reprenons le schéma de preuve de la dérive exponentielle expliqué a la fin de
la section 6.4. On dispose de points ¢ = (b,2,0,x),¢, = (b,2,0,x + u,) € BT
olt u, € R? est trés petit, et agit sur la coordonnée en T?. C’est le terme de dé-
rive. Pour n > 0, nous avons vu dans la section précédente que les n-fibres pas-
sant par c¢ et ¢, sont paramétrées par I'. Etant donné a € I'", les points des n-
fibres correspondants different seulement d’un nouveau terme de dérive, donné par :
Dycc,(a) = ay .. capb b bl_lup e RY. L’objectif de cette section est de contrdler
la norme et la direction de la dérive pour n grand, lorsqu’on ne voit les fibres qu’a
travers une fenétre W < B* de mesure finie. On montrera notamment que la norme
croit exponentiellement avec n, justifiant le nom de dérive exponentielle.

La section 6.8.1 introduit une notion de points de densité et explique comment
ils conditionnent la croissance de la norme et la contraction des directions dans une
représentation.

La section 6.8.2 décrit la loi asymptotique de ces points de densité.

La section 6.8.3 est un préliminaire technique a la section 6.8.4.

La section 6.8.4 décrit la loi asymptotique des points de densité le long des
morceaux de fibres : c’est la loi des angles.

La section 6.8.5 décrit la divergence de la projection de Cartan le long des mor-
ceaux de fibres.

La section 6.8.6 conclut en démontrant les théoremes de controle annoncés.

A partir de la section 6.8.4, les énoncés deviendront plus complexes. Pour les
alléger, on utilisera la notation “Soit ¢ € BT BT -typique” pour signifier que les
propriétés qui suivent sont valables pour S*-presque tout point ¢ € B™.

6.8.1 Points de densité

Soit G un sous groupe algébrique réel semi-simple (implicitement linéaire, on
spécifiera plus tard G = T# < SLg(R)). On se donne pour G des objets K, a, A,
¥, I, P, & = G/P., etc. comme dans les rappels algébriques de la section 6.4.
On réalise G via un plongement G — SL(V}), ou V; est un R-espace vectoriel de
dimension finie. On peut munir Vj d’un produit scalaire {.,.) tel que K < O(V}),
A < Sym(Vp) ([16], 7.9). En considérant la décomposition de Cartan, on constate
que le groupe G est alors stable par transposition : G = Q.

Rappelons que la décomposition de Cartan introduite dans la section 6.4 est
donnée par I'égalité G = K exp(at)K,.. Cependant, nous aurions tres bien pu consi-
dérer la décomposition duale G = K.exp(a®)K. Cette derniére fournit une notion
de projection de Cartan ' liée & k via l'action de F' :si g € G, k'(g) = f,.k(g) ou
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G — F, f — f, est la projection canonique. Nous allons définir des points de densité
pour ces deux décompositions et voir comment ils sont liés par ’action de F'.
Soit g € G. La décomposition de Cartan permet d’écrire g sous la forme

g = kymgyexp(xy)ly

ou ki, ls e K,,mge M = Kn P,z €a’.
On a alors automatiquement une décomposition duale de g et des décompositions
de g via les égalités :

g = kg exp(fg.wg)myl;
g = (1) 1y exp(fyg) (k) !
'g = (1) explirymy (k)

On choisit alors pour tout g € G, une décomposition g = kym, exp(xg)l; comme
ci dessus de sorte que la fonction g — (k’g,mg, Zg, lg) soit mesurable et compatible
avec la transposition : (kf, meg, 11y, 15,) = (15)7, m ", fg.xg, (KS) 7). On définit alors
les points de densité annoncés en notant &, := P./P. € & le drapeau standard et en
posant :

& = kgmgbo, & = (mgle) 6, my = kbo, g = (15) 7o

Ona ¢l & e P n, € Pe= G./P, et les relations £ = nf fy, & =, f
De plus, la compatibilité des décompositions choisies entraine que S; =&, 17;_; =1,

Soit (V, p) une représentation algébrique irréductible de G, r := dimp,ex p(Ge)
sa dimension proximale, w € a* son plus haut poids. On note (W, p) := Indgc(v, p)
sa représentation induite (voir 6.4.1). On munit W d’'un “bon” produit scalaire
i.e. choisi tel que p(K) < O(W), p(A) < Sym(W) et les sous espaces (V/)cr
décomposant W sont deux a deux orthogonaux. On se donne g € G, v € V et on
veut estimer la norme et la direction p(g)v € V. Cela est possible lorsque v est
suffisament ¢loigné d’un sous-espace vectoriel V™ < V. Plus précisément, on note
VU .= {v e V,p(U)v = v} (sous espace propre du plus haut poids w de p, de
dimension r), et on pose :

W, = p(kimg)VY € G, (W), Vo= ((1)TVO) AV eG,_ (V)

g

On peut les appeler respectivement espace attracteur et espace répulsif de p(g)
dans W. Ils sont liés au points de densités £ et 7. : en notant & — Ve le morphisme
G-équivariant de & dans G, (W) vérifiant Vg, = VY (voir 4.1), on a W[ = Vi,

Vo= Vn{ N V. On remarquera que les intersections avec V' dans les définitions de
g

V,~ sont la pour garantir que V,” ne rencontre aucun autre sous-espace VIcW que
V', autrement dit on considere I'orthogonal au sein de V' et non de W.
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Lemme 6.8.1 (Croissance et contraction). Supposons la représentaiton p(G.) non
bornée dans SL(V') (ou de maniére équivalente r < dimV ). Alors pour, g € G,
veV —{0}, ona:

o U Ov||d(Ro, V") < [[p(g)v]| < e<@][v|
o d(p(g)Rv, W) <

m maxaen efa(‘%(g))

Remarque. 1) Le terme e*"9) pest autre que ||p(g)yv|| (cf. lemme . Le
premier point compare donc ||p(g)vl| et |[p(g) || ||v]]-

2) On pourrait formuler un lemme similaire contrélant p(g)w pour w € Vfgl, a
l'aide de Vn;’ Vgg—~

3) La distance sur 'espace projectif P(W') est donnée par d(Rw,Ruw'’) := ||“;”|ﬁrfvl,|“‘,
et si E € W est un sous-espace vectoriel, on définit d(Rw, E) := infr,ycp d(Rw, Rw’).

4) Le lemme reste vrai lorsqu’on remplace V' et W par une méme repré-
sentation fortement irréductible V' de G, munie d’un produit scalaire K-invariant
tel que les éléments de A sont auto-adjoints. Les espaces attractif et répulsif de

T 5 ._ _ - _yl(_yL -
g € G sont définis de méme par V' = 5g+(— Vn;)’ Vo= an,(— Vgg> La version

fortement irréductible se déduit du lemme précédent en utilisant Uapplication ¥ du

lemme [6.4.4)

Démonstration. En remarquant que k,m, n’intervient pas dans les inégalités et
quitte a remplacer v par (l;)_lv, on pourra supposer que g = a € exp(at). Par
abus de notation, on écrira Vg pour désigner Vg N V. On décomposera v € V en
v =g+ vy ot vy € Vg, vy € V.
. . - L
Le premier point demande de vérifier que [|p(a)v|| = e**@) [jv||d(Ro, V). On

a d(Rv,Vg) = ||||1$)||||, Par ailleurs, en remarquant que p(a) stabilise Vg, et Ve, on
obtient [|p(a)v|| = ||p(a)vel| = e“* @) |jvyl| = (@) |v||d(Rv, V). Cela prouve le
premier point.

Le deuxiéme point demande de vérifier que d(p(a)Ruv, V,) maxep e~ (@),

1
<
< T
d(]Rv,[/go)

On a d(Ro, Vi) = ||II?I|II De méme, comme p(a) stabilise Ve, et Ve, on peut écrire
1
d(p(a)Ru, Vg,) = Hﬁ%}g””. On veut donc montrer que
Hp((l)’U(J)'H HUOH < Xe—oc(/i(a))
llp(a)vf| [lo]]— ae
Mais ||p(a)v]| = ||p(a)vo]] = €@ ||| donc H/U(?)U)II < (@) Notons w; € a*,i €

I les poids de la représentation (V, pj.) autres que w. Comme p(G.) n'est pas borné,
on a 7 := dimpe p(G.) < dimV donc I # . Par définition du plus haut poids,
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on a pour tout i € I, I'écriture w — w; = Y, g1 ka,ic OU ko, € N Décomposons vé

en vecteurs propres vy = Y. vg; avec p(a)vg; = €@y et les vg,; deux & deux
orthogonaux (quitte a en choisir certains nuls pour qu’il n’y en ait qu'un par valeur

propre). Alors
e pla)eg ]2 = 3 e g < mae e S |
b ae b
iel el

car I # & et r(a) € a*. Comme Y, ||vg;|[* < [[v][?, on obtient finalement que

llp(@)vg || |vol|
llp(a)oll vl

< maxger e~ %@ prouvant le point 2. O

Dans la suite on revient au cadre de la marche sur T x R correspondant a
Vo =RY G:=T%c SL(Vy), groupe semi-simple, non borné, fortement irréductible
sur V. Le dernier lemme montre que la dérive a; .. .a,b, " . .. bl_lup € Vp est controlée
par la position de I'espace répulsif (V5);, . par rapport a bl .. bl_lup, et par les
évaluations a(k(a; ...a,)) € Ry. La section est essentiellement consacrée a décrire
la distribution des espaces répulsifs (V5),  , . Cet objectif sera atteint a travers la

loi des angles. On montrera aussi que les a(k(ay .. .a,)) tendent vers +o0, puis les
théoremes de controle annoncés.

6.8.2 Convergence des points de densité

Les notations sont celles des sous-sections 6.4.1 et 6.8.1. On reprend le groupe
algébrique réel semi-simple G de 6.8.1, on se donne p € P(G) une probabilité sur
G a support fini et apériodique dans F' := G/G.. Cette derniére hypothese signifie
que supp p engendre un sous-groupe Zariski dense de G et que son image dans
F' par la projection naturelle n’est pas inclus dans le translaté d’un sous groupe
propre cocyclique de F'. Elle est par exemple vérifiée si p(e) > 0 (ce que I'on peut
supposer pour prouver le théoréme [6.0.1). On note B := GV, 3 := u® e P(B),
T :B — B,(b)i>1 > (biz1)i=1 le shift unilatere. On rappelle que la variété drapeau
& = (G/P. admet une unique probabilité p-stationnaire, notée vy € P(L), et
que ses mesures limites s’écrivent [-presque slirement vg ) = ﬁz feF d¢,.f avec
& € Pe = G./P.. Nous allons voir que les points de densité & , approximent
bien les drapeaux limites &. fy,..4, si n est assez grand. On notera &, r := &.f.

Lemme 6.8.2. Soit (V, p) une représentation irréductible proximale de G, (W, p) :=
Indgc(V, p) sa représentation induite. Il existe une constante € > 0 et un rang ng = 0
tels que pour tout n = ng, on a :

B(be B, d(V; c oy b)) Vep,) <€) =21 —e "

+
by...bn
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Démonstration. On peut supposer dim V' > 2. L’hypothese de proximalité implique
alors que I'image p(G.) n’est pas bornée. On peut donc appliquer le lemme m qui
donne la majoration

1 max e k01bn))

 p(by . b)) Ve, < —
s d(‘/gT"b"/;n...bn) a€ell

d(v,

+
by...bn

La régularité Holder des mesures stationnaires sur les espaces projectifs ([16],
section 13.1, appliquée a (G, ug,)) affirme que la loi image de § par 'application
B — P(V),b — Vg, est Holder réguliere. Cela signifie qu’ il existe des constantes
C,s > 0 telles que pour tout r > 0, pour tout hyperplan H < V,

Bbe B, d(Vg,,H) <r)<Cr®
En particulier, pour tout » > 0, on a
Bbe B, d(Verny, Vi, p,) > €)= 1= Ce™™"

Par ailleurs, le principe des grandes déviations ([16], 12.6) affirme que pour ¢ > 0,
il existe un rang ng = 0 et une constante 6 > 0 tels que pour n = ng :

6(66 B7 Hli(blbn) _no-IJ»H <t> 2 1_675n

n

Rappelons que le vecteur de Lyapunov o, est dans I'intérieur de la chambre de
Weyl a*, autrement dit que m := minyery (o) > 0 ([16], 9.4). On peut donc choisir
le parametre r < %m, et le parametre ¢ > 0 de sorte que pour tout x € a tel que
|z|| < t, ona |a(x)] < ém On déduit alors de ce qui précede que pour tout n = ng,

Blbe B, d(Vee . plbr.. bu)Vign,) < e "5) > 1— Ce™ — ™"

by...bp

Cela conduit au résultat en choisissant € > 0 assez petit puis ng = 0 assez
grand. O]

On déduit du lemme précédent 'approximation des drapeaux limites (& ¢ )vep, fer
par les points de densités.

Corollaire 6.8.3. [l existe une constante € > 0 et un rang ng = 0 tels que pour tout
n =ng, 0N Q :

B(b € B, Vp =n, d(ﬁlj;...bpv fb,fbl.“bp) < e—ap) >1—e™"
Démonstration. On a vu dans (4.1) que la variété drapeau admet un plongement
P > UpepllaenP(V)), € = (Vo)
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ou les V,, sont des représentations proximales irréductibles de G, et que la distance
sur & est définie via ce plongement. En appliquant le lemme précédent aux repré-
sentations Vi, et en se rappelant que by...bx&rny = &b, [5-ps, on obtient qu’il
existe une constante € > 0 et un rang ny = 0 tels que pour tout n = ng, on a :

6<b € B’ d(gl:bw fbyfbl.“bn) < e—sn) =>1—e"

Le corollaire en découle directement : pour n > ny,

Blbe B, p=n, d& 4. Enp,.) > €TV < Y e

p=n

67577,

Cl—ec

d’oti résultat en passant au complémentaire (quitte a diminuer la valeur de € > 0,
augmenter le rang ny = 0).

[l
On en déduit la loi des points de densité (&, , ) pour n grand.

Corollaire 6.8.4. Soit ¢ € C°(2). Alors

Lﬂ@mMMW*mw)

Remarque. La relation n} f, = £ entraine que §, (), )dB(b) — v, (@).

Démonstration. D’apres le corollaire il suffit de noter v, € P(Z?) la loi de
&b.fi, s, duand b varie suivant 8 et de montrer que v,(p) — v (p). Or on a I'égalité
p-presque stire &, = b1...by&rnp. Cela entraine v, = u*" *v5,. Comme l'action
de I" sur & est pu-contractante au dessus de F', et comme g est apériodique dans F',
on a pour tout { € & la convergence faible-x ;1*" xd; — v, ce qui conclut la preuve.
Remarquons que dans le cas ou F' est trivial, cette derniere assertion se démontre en
utilisant le lemme 10.5 (b) de [16] qui donne immédiatement que pour toute fonction
continue ¢ : & — R, on a ' * 0¢(p) — va(p) = @™ * 0¢(p) — W' * va(p) — 0.
Dans le cas général, on démontre de la méme facon que p*" * 55| », = V|, puis on
utilise le corollaire 10.7 de [16] (requérant I'apériodicité) pour conclure.

O

6.8.3 Controle de 6,,(b)

On a défini dans la section 6.4 le projeté du cocycle d'Iwasawa op = |—}T| Dier o
Gx P — al' | lafonction§ : B — af’ b op (b1, émp), et posé 0,(b) := > 0(by ... by, T"b) =
op(by...bn, Ernp) (OU la derniere égalité est S-presque siire). Nous allons estimer le
comportement asymptotique de 6,,(b). Cela s’avérera utile pour vérifier les conditions
de majoration dans le théoreme local limite.
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Lemme 6.8.5. Pour 3-presque tout b € B, la suite

<O'(b1 .. .bn,anb) —noy

v/nloglogn nz

est bornée dans a.

Démonstration. La loi du logarithme itéré ([16] 12.6) implique que pour [-presque

tout b € B, la suite (%)@3 est bornée dans a. Il suffit donc de prouver
o(by...bn,Erny)—k(b1...bn)

que pour [-presque tout b € B, la suite ( o Jns2 est bornée dans
a. Pour cela, on reprend les représentations (Vj, p)aen introduites dans la section
6.4.1, ainsi que leurs plus hauts poids (wq)aern- Commes les w, forment une base
de a*, il suffit de prouver que pour tout a € II, S-presque tout b € B, la suite

(Wa(U(bl---bnalfg"g";z)_"i(bl---bn)))n>2 est bornée dans R. Fixons a € II, notons (V, p,w) =

(Vias P, Wa ). On se donne une famille mesurable (v,),ep € V2 telle que pour tout
be B, v, € Vg, — {0}. En choisissant un bon produit scalaire sur la représentation
induite de V' et en accord avec le lemme [6.4.5 on peut écrire : w(o(by ... by, Ernp)) =

log W, k(by...b,) = log||p(b1...by)v||. On cherche donc & montrer que

pour [S-presque tout b € B, il existe C' > 0 tel que pour n > 0 assez grand,

oo b Jvorm|| =C

(b1 - bl lormll ~

D’apres le lemme [6.8.1] cette condition est réalisée si
- -C
d(VET%? Vblu.bn) =n

Fixons C' > 0. Notons E,, = {b € B,d(Veyu,, Vy,.5,) < n~C}. Alors B(E,) <
Mn~%* pour certains M, s > 0 indépendants de n, par régularité Holder des mesures
stationnaires sur les espaces projectifs (voir preuve du lemme . En choisissant
C' > 57!, on obtient que ), _, 3(E,) < . Le lemme de Borel-Cantelli donne alors
le résultat.

O

Corollaire 6.8.6. Pour -presque tout b € B, la suite

0,,(b) — no,

(«/nlog logn)n%

est bornée dans a* .

Démonstration. Cela découle directement du lemme précédent et 'invariance de o,
sous l'action de F' sur a. O]
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6.8.4 Loi des angles

Considérons le systéeme dynamique fibré (B*, %, T") des sections 6.4.2 et 6.6.1,
avec les hypotheses p(e) > 0 et x non trivial (permettant d’appliquer le théoreme
local limite de la section précédente, et garantissant I’apériodicité de p dans F'). On
fixe une fenétre W < B* de la forme

W =BxUxO,R) xTxI

ou U < a I < R sont des parties convexes bornés ouvertes non vides de a’ et R,
avec [ assez grand pour que tout translaté I+t de I rencontre x(I"). On rappelle que
la n-fibre de (B",T*) passant par un point ¢ € BY est F, . := (T")™™(T")"(c) et
qu’on appelle morceau de fibre I'intersection £, .nW. Nous avons expliqué comment
désintégrer BF{,V par rapport aux morceaux de fibres (£, . N W)qw, et obtenu ainsi
des probabilités conditionnelles (B}, .)cew, concentrées sur ces morceaux de fibres.
Rappelons aussi que si ¢ = (b, z,0,x) € W, tout point ¢ de la n-fibre passant par ¢
est de la forme ¢ = (b} ... 0, T"b, 2, O, a').

La loi des angles décrit le comportement des points de densité §b+,l N 5571 L, € L,
77;71 b Ty, € P, le long des morceaux de fibres. On en déduit le distribution des
espaces répulsifs dans n’importe quelle représentation irréductible (V, p) de G grace

a la relation Vi, ,, = (V- )= NV ('orthogonal étant pris par rapport a un bon
1:+:0n b,

produit scalaire sur la représentation induite). On appelle i € P(G) le poussé en
avant de la probabilité p par la transposition, et Ug € P(Z?) I'unique probabilité
fi-stationnaire sur & (voir 4.1) et Uy, sa restriction & ..

Théoréme 6.8.7 (Loi des angles). Soit ¢ : & — R une fonction continue. Pour
ﬁ;{,—presque tout ¢ = (b,z2,0,x) e W, on a :

| el ) aBnete) 2, vale)
w

| el ) dBinele) 22, Prle)
w

Remarque. Les relation 1, f, = &7, 77g_fg_1 =&
+ o .
n.,n -

| ot ) i) 2 vle) | et ) Bl |, )
w w

n—+0o0 n—+0o0

entrainent les lois des angles pour

Exposons tout de suite le corollaire que nous utiliserons.

165



Corollaire 6.8.8. Soit (V, p) une représentation algébrique irréductible non bornée
de G,. Soit ¢ = (b, z,0,x) € W un point By, -typique. Alors pour tout € > 0, il existe
une constante r > 0 et un rang ng = 0 tels que pour tout n = ny, tout ve V — {0},
on ait :

/B‘JX/,TL,C{C/ € W? d(RU7 Vzb,n) = T} >1—¢

Démonstration. La définition de V;“b, suppose implicitement que V' est muni d’un

produit scalaire, induit par un bon produit scalaire sur Indgc(V, p). Notons ry :=
dimpox p(Ge) la dimension proximal de la représentation. Pour Rv € P(V), r > 0,
on pose B(Rv,r) := {E € G,,(V), d(Rv, E*) < r} (bien défini car 7y < dim V' par
I'hypothese de non compacité). Soit m € P(G,,(V')) la probabilité image de V4, par
le morphisme G -équivariant 2. — G,,(V), & — VV. Il est prouvé dans ([16], 13.5)
que m est Holder-réguliére au sens ot il existe C, s > 0 tel que pour tout Rv € P(V),
pour tout r > 0, m(B(Rv,r)) < Cr®. En particulier, on peut choisir > 0 assez
petit pour que m(B(Rv, 2r)) < e pour tout Rv € P(V).

Notons my, laloide V- € G, (V) quand ¢ = (V/,2',0',2') € W varie suivant
by b,

BJV%C. La loi des angles affirme que m, — m quand n — oo. Il existe donc un
rang ng = 0 a partir duquel m,(B(Rv,r)) < € pour tout Rv € P(V') (raisonner
par absurde et utiliser la compacité de P(V')). Comme m,(B(Rv,7)) = By, {¢ €
W, d(¢&, V;.b,n) < r}, on obtient le résultat voulu. O

Preuve de la loi des angles

Nous avons choisi les décompositions de Cartan des éléments de G de sorte que
pour tout g € G on ait 5;; = ¢, . Il suffit donc de vérifier que pour Bi-presque tout
c=(bz20,z)eW,

| ol ) aBtle) =, vl
w

n—+00

Introduisons les suites ¢, := |logn|?, p, :== n — ¢,. On va montrer que
a) SW ‘@(élzlb’l) - ¢(£52Lb;n+l)| dﬁ;r[/,n,c<c/) — 0

n—-+00
b) §y oGy ) B o) = va(e)

Pn n——+o0

Nous utiliserons la description des fibres du systéeme dynamique (B*, ST, T)
faite précédemment ainsi que le théoreme local limite de la section 6.7.2. Quelques
rappels. La n-fibre passant par un point ¢ = (b, 2,0,x) € W est par définition
Foe = (TH)™(T*)"(c) et est paramétrée par I'" via une application notée h,, . :
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I' — F), .. Le morceau de fibre F, . n W est alors paramétré par un sous ensemble
de I'" que 'on note

Qne:={ael hyla)e W} ={ael™, 6,(aT"b) e U—-z+0,(b), x(a1...an) e I—t+x(b1...

ol t représente la coordonnée réelle de x € T x R. Via ces identifications, la mesure
o . N 1y 2 1
conditionnelle By, . € M(F,.n W) correspond & la probabilité Wﬂ%i,c €

P(Qne)- |
Soit ¢ = (b,2,0,x) € W [i;~typique.

Preuve de a) : 11 suffit de montrer que pour tout € > 0, la suite

ﬁgﬂn,c{d e W, d(gl;z,-~~b’1’€l;z...b’ )y=e} — 0

pn+1 n—+0o0
Mais le terme général de cette suite est plus petit que

B
pen (Qn,C)

Le théoréme [6.7.3], combiné avec le corollaire [6.8.0] et le fait que x*u est centrée,
assure que le dénominateur décroit moins vite qu'une puissance de n : il existe R > 0
tel que pour n assez grand, on a p®"(Q,.) = n~f. Mais le corollaire sur la
convergence des points de densités implique que le numérateur décroit infiniment
plus vite : il existe a > 0 tel que u®"{a e T",d(&) , &1, ) = e} < e % a partir

d’un certain rang. Finalement, le rapport tend vers 0 ce qui justifie le point a).

0 e T (€], o 6, ) =€)

aj...an’ Sai...aq,

Preuve de b) :

| ot ) dianl)
W n

L Jn o( ;n...apnﬂ)lU(Z + 0, (aT™) — 0,(b)17(t + x(ay...an) — x(by...0,))du®"(a)

1 (Que) Jr
- an 90( Gi..-aqn>Ln,c(a)d6(a)

ou la derniere égalité s’obtient en renversant l'ordre des a; et en utilisant le
théoréme de Fubini, la fonction L, .: B — [0, +00] étant définie par :

1

Lpc(a) = ——+— L 1o (z40n(h1 ... hp, aq, ... arT"6) =0, (b)) 11 (t+x(h1 ... hp, aq, -..a1)—x(b1 ...bn)) du®’" (k)
Pn

HE™ (Qn,e)

Admettons provisoirement que la suite de fonctions (L, .),>1 converge vers 1 dans
L'(B, B3) lorsque n — oo. Comme ¢ est bornée, on a alors
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| 16 ) Ence) = 9165, N BL0) 0

Or .. ¢ 1.0, )dB(a@) — vo(p) d’apres le corollaire sur la convergence
des points de densité.

Cela permet de conclure que

| ol 1y, ) dBitnee) = vale)
W

Pn
Il reste a prouver le lemme technique suivant :

Lemme. La suite de fonctions (L, c)n=1 converge vers 1 dans L*(B, ) lorsque n —
0.

Démonstration. On peut réécrire la formule pour L, .(a) sous la forme :

1

me(a) = W,&@pn { he Fpn, O'F(hl R hpnaqn Ce alafT"b) elU—2z+ Hn(b),

X(hlhpnaqnal)EI_t+X(b1bn)}

puis en utilisant la propriété de cocycle et 1'équivariance des (&)pep,

1
L,.(a)

= W:u@pn { he l"pn’ UF(hl s hpnafaqn...alT"b) elU—-z+ en(b) — O'F((an ce al,anb),

X(hy...hy)el —t+x(bi...by) —x(ag,...a1)) }

Le théoreme local limite de la section précédente permet d’estimer de facon pré-
cise les numérateurs et dénominateurs de L, .(a). On a besoin toutefois de vérifier
que les perturbations |0,(b) — no, — or(a,, ...a1,&mp) + ¢uou| et |x(by...b,) —
X(ayg, ... a1)| ne croissent pas trop vite avec n, plus précisément qu’elles sont toutes
deux inférieures & R+/nlogn pour un certain R > 0 indépendant de a (mais pouvant
dépendre de b). On a d’emblée les majorations suivantes (pour n > 3) :

o |x(b1...b,)| < Riv/nloglogn en utilisant le fait que x, p est centrée a support
fini.

o |x(ag, ...a1)] < Rag, car x. u est a support fini.

o [0,(b) — nop| < Rav/nloglogn d’apres le corollaire [6.8.6]

Pour la majoration de |op(aq, ... a1, &) — ¢n0,|, on restreint la variable a € B
a un sous ensemble quasi-plein de B. Posons pour cela :

1
E, :={a€ B, Yp = n, Hq—aF(aqn oay, Epmy) — oyl < 13

Le principe des grandes déviations ([16], 12.4) combiné a la F-invariance de o,
implique que B(F,) =1 — e " pour a > 0 assez petit, n > 0 assez grand.
On a alors SB |Ln.—1|dB < SEn | Ly — 1| dB + SEC L, .dB + B(EY) et les termes

SE; L,.dB et B(E;) tendent vers 0 (pour le premier, remarquer que SE% L,.dB <
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BB ; avec 18 (Q, ) décroissant moins vite quun n~* via le théoréme local li-

Xn
1O (Qn,
mite). Pour conclure la preuve, il suffit de montrer la convergence uniforme ||1g, Ly, .—

Notons N, .(a) et D, . les numérateurs et dénominateurs de L, .(a). Le théo-
reme [6.7.3| entraine qu’uniformément pour a € E,,, on a

Nyo(@) 2p, e 1007w (an S sanoiox(bbo) (w0l 1 (17 (T-1))

Par ailleurs,
Dy.o 2mm ez 10O mnowxbebllla, (17 ¢ (1 — 1))

Remarquons que IL,(U — z x (I —t)) > 0 par définition de II,, et par choix de /
assez grand. On est donc ramené a montrer que, uniformément en a € F,,, on a :

1 1
%||9n(b) —nop, x(b1 ... bn)||é“ — 5”9”(()) —no, —orp(ag, .. a1, &rmy) + gnop, X(b1 ... by) — x(aq, - - al)H?{,H -0

Notons pour cela

T = (0,(b) — noy, 0) Sp = (or(aq, ... a1,&rmp) + ¢uoy, 0)
tn = (0,x(by...0pn)) un = (0, x(ag, --.a1))

On a
105,(b) — noy, x(br - .. bn)“ép = ||rn||<2l>u + ||tn||<21>H + 2rn, tn)a,

Par ailleurs,

10,,(b) — no, — op(ag, - .- a1,Eme) + guoy, x(b1...b,) — x(ag, - .. al)H?{,u

= ||rn + sn +tn +unH?I>M

= Z <xna yn>

CC‘7ye{’r‘7s7t7,u'}

17all3, + ltalls, + 20, ta)a, + gar/nlogni(n, a)

ou 1 : Nx B — R est bornée uniformément pour tout n et S-presque tout a (utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwartz, I’équivalence des normes en dimension finie et les
majorations précédentes de r,, sy, ty, Uy ).

On en déduit donc la convergence souhaitée, concluant la preuve du lemme et de
la loi des angles.

]
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6.8.5 Divergence de la projection de Cartan

Le lemme qui controle la norme et la direction de p(g)v fait intervenir la
projection de Cartan s, lue par le plus haut poids w de G, sur V, ainsi que par
les racines simples a € II du systeme de racines de a. Pour contrdler la dérive
vy ... olbt bflup, il convient donc de préciser le comportement asymptotique de
k(by...b,) quand ¢ = (V, 2,0, 2") € W décrit un morceau de n-fibre, du point de
vue de w et des a € II.

Lemme 6.8.9. Soit ¢ = (b, 2,0,x) € W un point B, -typique. Pour tout e > 0, il
existe une constante R > 0 et un rang ng = 0 tels que pour tous n = ngy, £ € X,

Bl € Wi[a(by ... b,) —o(by ... b, Ol <R} =1-¢

Démonstration. Reprenons les représentations (pa, Vi )aen de la section 6.4.1. Leurs
plus hauts poids (wa)aen forment une base de a*. 11 suffit donc de prouver le résul-
tat énoncé apres avoir remplacé ||k(b] ... b)) —a(by... b, &)|| par |wa(k(b]...b) —
a(by...0,,€))|, et ce quelque soit a € II. On rappelle que les V, sont munis d'un
produit scalaire, restriction d’un bon produit scalaire sur leurs représentations in-
duites.

Fixons « € II, notons (V,p,w) = (Vi, pa,wWa). Le lemme assure que pour
ge G e P, veVe—{0}, onaw(o(gf)) = loglt@l Le premier point du

[[v]]
lemme entraine alors que :

0 < w(k(g) —o(g,€)) < [logd(Ve, V)]

Le corollaire de la loi des angles implique alors que pour tout € > 0, il existe
une constante R > 0 et un rang ny = 0 tels que pour tout n = ng, tout £ € &,, on
ait :

Bymeld €W, Jw(k()...0,) —a@)...0,,8)| <R} >1—¢

Cela conclut la preuve.

On déduit une estimation de w(k(b]...¥))) le long des morceaux de fibres.

Corollaire 6.8.10. Soit (V,p) une représentation fortement irréductible de G, de
plus haut poids w € a*. Soit ¢ = (b,z,0,x) € W un point By, -typique. Pour tout
e > 0, il existe une constante R > 0 et un rang ng = 0 tels que pour tous n = ny,

Bvmelc € W lw(k(by ... 0,) = 6n(0)| < R} > 1—¢

Démonstration. Cela provient directement du lemme [6.8.9] appliqué avec & = Epny,
et de la F-invariance du plus haut poids w. O

Le lemme suivant permettra de minorer les valeurs des a(k(b] ... b)), a € 11, le
long des morceaux de fibres.

Lemme 6.8.11. Soit ¢ = (b, z,0,z) € W un point B} -typique. Pour tout ty,e > 0,
il existe un rang ng = 0 tels que pour tous n = ny,

Bvmedc € Wlk(by ... b,) —noyl| < nto} =1 —¢

170



Démonstration. On note

= {g € F, O‘F(g,anb) eU—2z2+ Qn(b), X(g) el —t+ X(bl .. bn)}

E:={geT, ||k(g)—no,|| < nto}. D’apres la description des mesures conditionnelles
(6.1), pour n > 0, la probabilité & estimer est % Le principe des grandes

déviations pour la projection de Cartan ([16], 12.6) affirme qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour n assez grand, on a p*(E) = 1 — e~ “". Par ailleurs, d’apres le théoreme [6.7.3]

il existe R > 0 tel que pour n assez grand, on a p**(E,) = n~%. Finalement, &

"(EnnE) 1, NE°) e R
w_l—“umw/ n*Rn:’wl'DOUIe

partir d’un certain rang, on a

résultat.
O]

6.8.6 Controdle de la dérive

On conclut la section par les théorémes de controle annoncés, valables pour des
représentations tres générales.

Soit (V, p) une représentation algébrique fortement irréductible non bornée de G,
et w € a* le plus haut poids de (V, pc.). On suppose V' muni d’un produit scalaire
tel que p(K) < O(V), p(A) < Sym(V).

e Controle de la norme. Soit ¢ = (b,2,0,x) € W un point 3;}-typique. Alors
pour tout € > 0, il existe une constante C' > 0 et un rang ny = 0 tel que pour
tous n = ng, v € V, on ait :

B elc € W, OO o] < [|p(t] ... b )ol] < Ce* ™ Ojo][} > 1 — €

e Controle de la direction. Soit ¢ = (b,2,0,z) € W un point S -typique.
Alors pour tout € > 0 il existe une constante § > 0 et un rang ng = 0 tels que
pour tous n = ng, v € V — {0}, on ait :

Bivmelc € W, d(p(by ... 0)Ru, Vi ) <e™™}>1—¢

Démonstration. Pour la norme : Soit ¢ > 0. D’apres le corollaire [6.8.§ de la loi des
angles et le corollaire [6.8.10] il existe des constantes r > 0, R > 0 et un rang ng > 0
tel que pour tout n = ng, ve V — {0} on a

Biym.cAc € W, d(Ro, Vi) =1 et w(k(b]...b,)—60,(0)|]| <R} >1-—¢
Le résultat est alors une conséquence directe du premier point du lemme [6.8.1}

Pour la direction : Soit £ > 0. D’apres le corollaire [6.8.8| et le lemme [6.8.11], étant
donné ty > 0, il existe des constantes r > 0, R > 0 et un rang ny > 3 tel que pour
tout n = ng, veV — {0} on a
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Binlc € W, d(Ruo, V;.b,n) >r et [|w(b]...0),) —no,|| <nte} >1—¢

Soit ¢ € W dans cet ensemble. En utilisant le point 2 du lemme [6.8.1], on obtient
que

1 / /
s e~ O (s0h b))

d(Rw, VZ..,b;L) aell

< /,'1_1 max e_n(a(gl—’«)—"—a(xn,c/))
a€ll

dpt; .. YR,V ) <

ol on a noté T, = k(b ...b,) — 0,, ¢lément de a de norme au plus #o. Il est
prouvé dans [16] (section 9.4) que le vecteur de Lyapunov o, est dans l'intérieur de
la chambre de Weyl a*, autrement dit que pour tout a € II, on a a(o,) > 0. On
peut donc choisir ¢y > 0 tel que ||| < i(x(au) pour tout « € IT. On a alors

d(p(bll . b;)RM V;:...b/ ) < r—le— % mingen aoy)

Cela donne le résultat annoncé. O

Remarque. Le contrile de la direction reste vrai pour des représentations induites
a G a partir de représentations irréductibles non bornées de G., et munies d’un bon
produit scalaire. L’hypothese de forte irréductibilité est seulement utilisée dans le
controle de la norme, pour lequel on wutilise la F-invariance du plus haut poids a
travers le corollaire [6.8.10.

On termine la section par un dernier corollaire qui permettra de préciser le
contrdle directionnel dans la preuve de la dérive.

Corollaire 6.8.12. Soit ¢ = (b,z,0,x) € W un point 3} -typique. Pour tout ¢ > 0,
il existe une constante § > 0 et un rang nyg = 0 tels que, pour n = ng, on a

Bivmelc € Wy d(by . U, & 4 ) <e "} >1—¢

Démonstration. En raisonnant a laide des (V,, pa)aenn comme dans la preuve du
corollaire [6.8.3] on voit qu'il suffit de prouver le résultat suivant : Soit (V, p) une re-
présentation irréductible prozimale non bornée de G, et (., .) un bon produit scalaire
sur la représentation induite & G. Alors pour (3 -presque tout ¢ = (b, 2,0,x) € W,
pour tout £ > 0, il existe une constante > 0 et un rang ng = 0 tels que, pour
n = ng, ONn a
55/,1@@{0, € VVu d(:O(b/l e b%)‘/ﬁT"b? va; o ) < 6_5n} > 1 — €
A

Comme (V, p) est proximale, les V; € P(V') sont des droites. On conclut directement
a partir du controle de la direction démontré plus haut (avec Rv = V_,,) combiné
a la derniére remarque. O
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6.9 Preuve de la dérive exponentielle

Nous allons mettre ensemble les résultats des sections précédentes pour prouver le
théoreme de dérive exponentielle. On rappelle quelques hypotheses : € P(SLy(Z))
est une probabilité sur SL4(Z) a support fini engendrant un semigroupe I" fortement
irréductible (donc d’adhérence de Zariski G < SLg(R) semi-simple, non bornée), et
X : I' > R est un morphisme de groupes tel que x.u € P(R) est centrée. On fait
de plus les hypotheses u(e) > 0 et x non trivial pour pouvoir appliquer le théoreme
local limite et les théoremes de contrdle démontrés dans les sections 6.7.2 et 6.8.6.
La notation v € M?(T? x R) désigne une mesure de Radon stationnaire ergodique
pour la marche induite par (u, x) sur T? xR, dont la projection sur T¢ est sans atome.
Ces données ont permis de construire un systéeme dynamique fibré (B*, 7", 57) dans
la section 6.4.2. On note QF sa tribu queue.

Théoréme 6.9.1 (Dérive exponentielle). Soit Y un espace mesurable standard,
o : Bt — Y une application QF -mesurable, E < B* une partie 7 -pleine. Alors
pour presque tout ¢ € E, pour tout € > 0, il existe ¢, " € E, t €] — e,e[" non nul,
tels que " = ¢() et o(c) = o() = o().

Démonstration. Soit U < af’, I < R des ouverts convexes bornés non vides, avec
I assez grand pour que tous ses translatés [ + t intersectent x(I'). Posons W :=
B x U x O.(R) x (T? x I) € B*. On va montrer le résultat pour 3*-presque tout
c € W, ce qui est suffisant car U et I peuvent étre choisis arbitrairement grands.
Les points ¢/, ¢’ seront construits dans W également. L’espace d’arrivée Y étant
standard, on peut supposer Y = [0, 1]. Quitte & multiplier v par une constante, on
peut supposer (W) = 1. Enfin, comme la composante sur a est uniformément
bornée dans la fenétre W, il suffit de prouver le théoréme [6.9.1] en remplagant le
flot ¢ par le flot ¢}(b,z,0,x) = (b,2,0,x + >_, tiep;) (voir section 6.4 pour la
définition des ey;).

Dans un premier temps, introduisons des compacts Ky, K1 < W vérifiant de
bonnes propriétés. Soit a > 0 (petit). D’apres le théoreme de Lusin, il existe un
compact Ko < W de mesure i, (K) > 1 — %2 sur lequel les restrictions ojg, :
Ko =Y, {k, : Ko = P, c= (b,2,0,x) — & sont continues. D’apres le théoreme
d’équirépartition des morceaux de fibres (plus précisément le corollaire , il
existe un compact K; € W de mesure 3}, (K1) > 1 — «, et un rang Ny = 0 tels que

pour tout c€ Ky, n > Ny, on a
ﬁ;{/,n,c(KO) >1-a«

D’apres le théoreme de Lusin, quitte a réduire K7, on peut supposer que I'appli-
cation o, : K1 — Y est continue. On montre de plus que la non-dégénérescence des
mesures limites v, (corollaire assure que [-presque tout ¢ = (b, 2,0, z) € K;
est limite d'une suite (¢,),>1 de points de K; de la forme ¢, = (b, 2,0,z + (uy,t,))
ou u, € R?, t, € R, u, agit sur la coordonnée en T¢, a sa projection sur T¢ en dehors
de T'ensemble stable W;(0), et u,,t, tendent vers 0 quand p tend vers l'infini. En
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effet, remarquons que la mesure 6;{4 K, Sécrit

6{/"}‘[( = f 5(1),270) ® l/b K (6:2,0) dﬁ(b)dlebap (Z)dh(O)
! BxaF xOr(R) 1K

ol Kl(b’z’o) = {z e X, (b,2,0,x) € K;}. Ainsi, pour 3j},-presque tout ¢ = (b, 2,0, x) €
K;, on a x dans le support de Yy 5=0)5 autrement dit, pour tout voisinage V' de
1

(0,0) dans T4 xR, on a Yy c(2:0) (x+V) > 0. En remarquant que Wy(z) = =+ W;(0),
le corollaire implique que
Vb|K§b,z,O)(l‘ + (V — Wb(O) X R)) >0

On obtient donc la suite (c,),>1 annoncée en se donnant une base décroissante de
voisinages (V,,)p=1 de (0,0) dans T? x R, en choisissant =, dans K\"*? ~ z + (V, —
W,(0) x R) puis en posant ¢, := (b, 2,0, ;).

Fixons un point ¢ € K; admettant une telle approximation (c,) € K. On va
construire les points ¢, ¢” du théoreme de dérive exponentielle comme limites de
points pris dans les fibres passant par c¢ et les ¢,. Pour ¢ = (V,2/,0',2") € W,
notons

D,(d) =¥, ... bb .. bt e SLy(7Z)
Le calcul explicite des mesures conditionnelles par rapport aux morceaux de fibres
montre que lorsque ¢ = (¥, 2,0, z’) varie dans W selon la loi 6%,71,0 le translaté
" = + (Dn()up, tp) == (U, 2", 0", 2" + (Dp(c)up, tp)) varie selon la loi By, . . En
particulier, on a

ﬁ;“umc{c’ eW, d + (Dy(c)up,t,) € Ko} >1—a

On applique maintenant les théoremes de controle donnés par la loi des angles
pour la représentation canonique de G sur V = R%. Quitte a réduire K; dés le début,
cela donne :

Lemme. e (Controle de la norme) Soit 5 > 0. Il existe £, €]0, e, po = 0 tel
que pour tout p = po, il existe un entier n, = 1 pour lequel

Binye{c € W, [ Dy (upl| € [e1,€2]} > 1 — @

e (Contrdle de la direction) Pour toute constante 6 > 0, il existe un rang Ny = 0
tel que pour n = Ny, pour tout p = 0, on a

B;Ir/,n,c{cl ew, d(Dn(Cl>Rup> %’1...b'nTnb) < 5} >1—a«
Démonstration. Reportée plus bas. =

Concluons la preuve. On se donne €9 > €1 et pg = 0 comme dans le lemme
précédent. Quitte a tronquer la suite (c¢,), on peut supposer que py = 0. Par ailleurs,
la suite n, tend vers +oo. Quitte a tronquer davantage, on peut donc supposer
n, = Ny pour tout p > 1. On peut de plus choisir o < 1/4 des le début de la preuve.
D’apres ce qui précede, on peut alors se donner pour tout p > 1, un point ¢, € Ky
de la n, fibre passant par c tel que :

174



»-Cp

- ¢y = ¢, + (D, (c))up, tp) € Ko 0 F,

- [ Dy () up]] € [21, 2]

- d(D,, (c))Ruy, V, ) <6, avec §, — 0 (ennotant ¢, = (0" ... b T™b,...))

Par compacité de K, et quitte a extraire, on peut supposer qu’on a les convergence
(c) — et (cj) — " avec ¢, " € K.

On a les égalités o(c) = o(¢’) = o(”). En effet, comme Iapplication o est QFf-
mesurable, elle est en particulier constante sur les fibres. On a ainsi o(c) = o(c,) et
o(cp) = o(cy) pour p = 1. Comme I'application ¢ est continue sur K, et Ki, on a
finalement o(c’) = limo(c,) = o(c), et o(") = limo(cy) = limo(c,) = a(c).

Enfin, quitte a extraire on peut supposer que la dérive D, (c,)u, converge vers
un vecteur v € R? de norme |[[v]| € [e1, e5]. Vérifions qu’alors ¢ et ¢ sont liés par

Paction du flot. Ecrivons ¢ = (V/,2',0', 7). La convergence de ¢, vers ¢’ implique

que b'l(p ) W@ Twh — b, La continuité de 'application & sur Ky et le contrdle
directionnel de la dérive entrainent alors que v € Vj. Finalement, en utilisant que
la suite (t,)p>1 tend vers 0, on obtient ¢’ = ¢ + (v,0) avec v € Vi, de norme dans
[£1,€2]. Comme &5 est arbitrairement petit, cela prouve la dérive exponentielle pour
presque tout point de K;. Comme « peut étre choisi arbitrairement petit, la preuve
est terminée. [

Il reste a démontrer le lemme utilisé dans la preuve de la dérive exponentielle.

Démonstration du lemme. Vérifions le premier point. Notons w € a* le plus haut
poids de G, sur V = R?. D’apres le contrdle de la norme, il existe une constante
C > 0 et un rang Nj = 0 tel que pour tous n > N[, p>1ona:

Bl € W, O OOt || < (Dol < Ce @Ol b )} > 1-a

11 suffit donc de montrer que si €1 €]0,es| est assez petit, et p > 0 assez grand,
alors il existe n = N} tel que Uintervalle [s,,t,] := e*@n®)|[o-1. b7 u,|| [CL, C]
est inclus dans [g1,e5]. On note R = max{||g|| + ||¢g7"||, g € suppu}. On choisit
g1 > 0 tel que go/e; > C?R2. On se donne py = 0 tel que pour p > py on a
||up|| < R=*Nogy. Soit p = po, et n, le premier entier tel que s, > ;. Un tel entier
existe bien car la suite (s,) n’est pas bornée (par la condition u, ¢ W,(0) dans
T9 et la positivité du premier Lyapunov sur V qui donne w(f,(b)) — +oo via le
corollaire [6.8.6). Comme s,,.1/s, < R? pour tout n > 1, on a de plus n, > N} et
Sn, < e1R*. Comme t,/s, < C? pour tout n > 1, on a t, < e, R*C?* < &y d'ol
inclusion [s, ,t,,] S [e1,2]. D’ott le premier point.

Vérifions le second point. Soit § > 0. D’apres le controle de la direction donné
par la loi des angles (voir 6.8.6), il existe un rang N > 0 tel que pour n = N, pour
tout p >0, on a

B‘Tm’c{c/ e W, d(D,(c")Ru,,V,

+
£
b by,

)<6/2}>1—%
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Il reste a vérifier que Vé; y est proche de Vi, by, np POUT T grand. Soit r := dimpx G
la dimension proximal de G < SL4(R). On voit G, (V') comme un sous-ensemble des
parties fermées de P(V') et on le munit de la distance de Hausdorff. On munit &
de la distance introduite dans la section 6.4. L’application & — G,(V),& — V¢ est
continue sur & compact, donc uniformément continue. Il existe ainsi ¢’ > 0 tel que
pour tous &1, & € & a distance d(&1, &) < 8, on a d(Vg,, Ve,) < 6/2. 11 suffit donc

de montrer qu’il existe un rang N’ = 0 tel que pour n > N’ on a
o
Bl}_&n,c{cl € VV? d(gl;zmblnafbll...b’nT"b) < 5/} >1- 5

C’est une application directe du corollaire [6.8.12] du controle de la direction dans la
section précédente.
O
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6.10 Conclusion

On termine la preuve du théoreme [6.1.1] en prouvant le théoreme [6.4.1] énoncé
dans la section 6.4 :

Théoréme. Soit € P(SLy(Z)) une probabilité a support fini engendrant un sous
semi-groupe I' © SLy(Z) fortement irréductible, et soit x : I' — R un morphisme
de semi-groupes tel que la probabilité x.u € P(R) est centrée. Alors toute mesure de
Radon p-stationnaire ergodique v sur T¢ x R dont la projection v(. x R) € M(T?)
est sans atome est (a translation prés) une mesure de Haar sur T x x(T).

Notons X := T¢ x R et (14)pep € MP(X)P les mesures limites associées a v.
On a en particulier la décomposition v = §, 1, dB(b) (cf. section 2.1). Nous allons
montrer que les v, sont invariants par translation de leur coordonnée en T?. C’est
alors aussi le cas de v. On conclura ensuite en utilisant que la projection de v sur R
est une mesure de Radon x/(I')-invariante. On note toujours r := dimp,x ' € [1,d—1]
la dimension proximale de I' € SL4(R).

Soit b € B, V, = R? le r-plan limite associé (cf. section 6.4). On désintegre la
mesure de Radon v, € M%®(X) sous I'action de Vj, par translation de la coordon-
née en T¢. On obtient une application mesurable o, : X — MI4(V) 2 — oy ,.
On voudrait montrer que les oy, sont invariants par une méme droite de V;. On
aurait alors que la mesure v, est invariante sous 'action de cette droite. La forte
irréductibilité de I' sur R? permettrait alors de conclure que v, est T%invariante
pour presque tout b (voir plus bas). Pour se ramener a ce cas la, on note pour
z € X, Vh, := [Staby,0p.]0 la composante neutre du stabilisateur de o}, dans V,
(agissant par translation sur les mesures projectives de M14(1})). C’est un élément
de G(V}) ensemble des sous-espaces vectoriels de V,. On désintegre v}, par rapport
a l'application m, : X — G(V;),z — V,, et on obtient une famille mesurable
(Vbz)zex € MP(X)X yy-presque partout caractérisée par :

oy = SX Vpz dvp()

e Pour tout € X, v, est concentré sur 7, 1(V;,) € X.

Lemme 6.10.1. Soit b € B. Pour v,-presque tout x € X, la mesure vy, est V.-
mvariante.

Démonstration. Remarquons que l'action de V; sur X = T? x R ne modifie pas la
coordonnée réelle. Il suffit donc de montrer que pour tout intervalle borné I < R,
pour v-presque tout x € X, la mesure finie v} ypay; est Vj-invariante. Cela est
démontré dans ([13], proposition 4.3). O

Le théoreme de dérive exponentielle est utilisé pour obtenir le résultat suivant.
Lemme 6.10.2. Pour -presque tout b € B, vy-presque tout x € X, on a Vi, # {0}.

Rappelons d’abord un lemme général les mesures conditionnelles. On dira qu'une
action d’un groupe topologique G sur un ensemble Z est a stabilisateurs discrets si
pour tout z € Z, le fixateur G, := {g € G, g.z = z} est discret dans G.
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Lemme 6.10.3. Soit Z un espace borélien standard, m une mesure o-finie sur Z, G
un groupe localement compact a base dénombrable muni d’une action sur Z qui est
mesurable a stabilisateurs discrets. De méme soit (Z',m',G"). On se donne [ : Z —
Z' une bijection bimesurable telle que fum =m' et ¢ : G — G’ un isomorphisme de
groupes topologiques tel que pour tout z€ Z, g€ G, on a f(g.2) = ¢(g).f(2).

Alors, sio : Z — My(G), o' : Z' - My(G)'" sont des décomposition de m et m/
en mesures conditionnelles pour les actions de G et G, on a pour m-presque tout
z e Z que

o'(f(2)) = ¢uo(2)

Démonstration. Cela découle de I'unicité des mesures conditionnelles. Voir [31] pour
plus de détails. n

Démonstration du lemme[6.10.2. On reprend les notations de la section 6.4. Pour
B®leb,®@h-presque tout (b, z,0) € Bxal’xO,(R), on a que (*) la famille de mesures
projectives (o (b, z,0,2))zex € MP(R") est une décomposition de . 0) @ vy €
MEad((b, 2, 0) x X) par rapport a Paction de R™-flot (¢;)ser-. Soit b € B tel qu'il
existe (z,0) vérifiant (). Notons A l'isomorphisme vectoriel A : R" — Vj,t —
(t,e*®O0e,)'. On a ainsi ¢y (b, z, 0, ) = (b, 2,0, z+A(t)). On déduit de lemme|6.10.3
que pour y-presque tout z € X, on a A,0(b, z,0,z) = 03,,. Quitte & bien choisir
(b, z,0) deés le départ, le théoreme de dérive exponentielle donne que pour v,-presque
tout x € X, la mesure projective o(b, z,O, x) est invariante selon une droite de R"
(corollaire . On en déduit que oy, est invariante par une droite Vj, , i.e.
Vo # {0} O

Corollaire 6.10.4. Pour B-presque tout b € B, vy-presque tout x € X, on a V,, =
T,

Pour prouver ce corollaire, nous utiliserons le lemme général suivant :

Lemme 6.10.5. Soit u € P(SL4(Z)) une probabilité dont le support engendre un
semi-groupe I fortement drréductible sur RY. Soit F l’ensemble (dénombrable) des
sous-groupes fermés connexes non nuls du tore T¢. Alors F n’admet qu’une seule
probabilité p-stationnaire : la masse de Dirac da.

Démonstration. On raisonne par 1’absurde en supposant qu’il existe m € P(F) une
probabilité p-stationnaire sur F telle que m({T%}) < 1. Quitte & restreindre m a
F —{T?} (T-stable) puis normaliser, on peut méme supposer m({T%}) = 0. On note
a = max,er(m(u)) et F' = {u € F,m(u) = a}. Pour u € F', on pose V, < R?
le sous espace vectoriel se projetant sur u. Alors {V,,u € F'} est un ensemble fini
[-invariant de sous-espaces vectoriels stricts non triviaux de R?. Cela contredit la
forte irréductibilité de I' sur R%. [

Démonstration du corollaire [6.10.4. Notons BX := B x X, BX := SB Ry dB(b) €
MRad(BX)

Remarquons que pour 3%-presque tout (b,x) € BYX, u-presque tout g € ', on
a gVoz = Vgbgo- En effet, pour S-presque tout b € B, p-presque tout g € I', on a
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GsVs = Vg €t gVj = V. Le lemme implique alors que pour v,-presque tout
x e X, 0N a g.0py = Ogp gz, c€ qui prouve I'affirmation.

Considérons I'application ® : BX — F,(b,z) — V. Elle est presque slirement
I'-équivariante d’apres ce qui précéde. La mesure de Radon p-stationnaire 5% a donc
pour image une mesure p-stationnaire ®, 3% € M(F). On montre que cette mesure
est concentrée sur T¢,

Ler cas : x(I') € R est discret. C’est alors un sous groupe de R (cf. lemme [6.1.2)).
L’ergodicité de v implique que v, et donc les 14, sont portés par un ensemble de
la forme T¢ x (r + x(T')) ot r € R. On peut supposer que c’est T¢ x Z. Notons
7:B — Nu{w},b— inf{n = 1,x(by...b,) = 0} (fini S-ps) le temps de retour
au bloc de départ, et p, € P(I') la loi de by ...b;4) quand b varie selon 3. D’apres
la section 6.2, la mesure 3% est j,-stationnaire. Soit N > 0 un entier. Comme la
p-marche stabilise les blocs (T x {k})rez, la mesure finie Bédx[_ N, €st également

lir-stationnaire sur B~ . Par ailleurs, le semi-groupe I'y engendré par le support de i,
est fortement irréductible sur R? (lemme [6.2.3). Le lemme 6.10.5 implique donc que

la mesure image ®, Bﬁgdx[_ N, Sur F est concentrée sur T¢. Comme N est arbitraire,
c’est finalement le cas de 3.

2-eme cas : x(I') € R est dense. La preuve est essentiellement la méme que

celle donnée dans la sous-section 6.6.2 ou on montre la non-dégénérescence des me-

sures limites. On rappelle les grandes lignes. On fixe (8;X)cp une décomposition

de BX en mesures limites ainsi qu’une constante » > 0, et pour tout / < R in-
X ._ pX

tervalle de longueur r, et on note i := Bb‘ BeTix - ON montre que les mesures

finies (®.(85)))ps € MI(F) ont presque-toutes les mémes poids (comptés avec
multiplicités, voir lemme “ On en déduit que pour presque tout b € B, la
mesure P, (6b7 ;) ne dépend pas de [ a translation pres, puis que la mesure ﬁnle
m = (ID*B‘);XWX] §5 @.(B5) dB(D) est p-stationnaire. Par le lemme , elle

donc concentrée sur T¢ ce qui conclut étant donné que I est de taille arbitraire. [J

Corollaire. Pour 3-presque tout b e B, v, est T%-invariante.

Démonstration. Cela découle du lemme[6.10.1} du corollaire et de I'expression

de v, comme moyenne intégrale des v . O

Preuve du théoréme[6.4.1. D’apres le corollaire précédent, les v, sont invariants par
translation quelconque de la coordonée en T?¢. C’est donc aussi le cas de v car

v=_S,1,dB(b).

Supposons x(I') € R discret. C’est alors un sous groupe de R (cf. lemme .
L’ergodicité de v implique que v est portée par un ensemble de la forme T? x (r +
x(T)) ot r € R. On peut supposer que c’est T? x Z. La mesure v se décompose
sur les blocs v = 37, Viray gy et chaque mesure vipa, g, est Tinvariante donc une
mesure de Haar. D’apres le deuxiéme point du corollaire [6.1.3] les masses totales
des vjpa, ) sont les mémes, ce qui conclut.
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Supposons que x(I') € R est dense. Pour / < R mesurable, la mesure v(. x I) €
M(T9) est T-invariante donc SLg(Z)-invariante. La relation de p-stationnarité
donne alors que pour A = T% T < R mesurables, on a : (A x I) = {,v(A x
[1 — x(9)]) du(g). La mesure v(A x .) € MT(R) est donc x,p-stationnaire, i.e. un
multiple de la mesure de lebesgue (cf. lemme [6.1.2)). Finalement, v(A + 2,1 +t) =
v(A x I) pour tout z € T? ¢t € R, d’ott le résultat.

O
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