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Chapitre 1

Introduction

Le résultat principal de cette thése est une preuve de l'intégrabilité algébrique du sys-
téme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé & 5 particules. Afin de mettre en lumiére ce résul-
tat, nous détaillons d’abord dans cette introduction comment la notion d’intégrabilité
algébrique se situe parmi les autres notions d’intégrabilité et comment elle est née dans
les années 80. Nous présenterons ensuite le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh a n parti-
cules (déformé ou non) et nous expliquerons quelques éléments de notre preuve. Nous

finirons avec quelques perspectives et questions ouvertes.

L’intégrabilité avant le 20-éme siécle

La question de lintégrabilité des systémes hamiltoniens a fait son apparence dés la
naissance de la mécanique classique et est encore a ce jour une des questions les plus
fondamentales dans ce domaine. Toutefois, au fur du temps, la notion d’intégrabilité
des systémes hamiltoniens a évolué et maintenant on dispose d’un trés large spectre
de notions, différentes mais fortement reliées, & chaque extréme la superintégrabilité
et l'intégrabilité algébrique. La notion de superintégrabilité est la plus ancienne, et
en un sens la plus simple, bien que trés restrictive. Un champ de vecteurs X sur une
variété M de dimension n est superintégrable s’il posséde n — 1 intégrales premiéres
indépendantes Fi,..., F,_; ; rappelons qu'une fonction F' est une intégrale premiére
de X si X(F) = 0. L’application M — R"~! définie par (Fi,..., F,_;) admet alors
des fibres, qui sont génériquement lisses et de dimension 1 ; de plus, X est tangent a
ces fibres. L’intégration de X, avec une condition initiale générique, se réduit alors a
Iintégration d’une équation différentielle ordinaire en une seule variable ; il s’agit d’un

premier exemple d’intégration par quadratures.



2 Introduction

Les recherches de Lagrange, Poisson, Jacobi et leurs contemporains se concentraient
alors sur la recherche d’intégrales premiéres pour les systémes mécaniques qu’ils étu-
diaient, ce qui fut une grande source de frustration car, comme on le sait et comprend
maintenant, la superintégrabilité est extrémement rare, méme comparée a d’autres no-
tion d’intégrabilité. Précisons que le contexte dans lequel ces pionniers travaillaient
était celui de la mécanique hamiltonienne ol 'espace des phases est le fibré cotangent
de I'espace de configuration du systéme mécanique étudié (toupie, pendule, probléme de
Kepler, etc.), muni de coordonnées locales ¢; pour les positions et p; pour les impulsions,
pour ¢ = 1,...,n. Si 'on note I'énergie du systéme par H, que I'on voit comme une
fonction sur 'espace des phases (par exemple, H pourrait étre la somme de 1’énergie
cinétique et I’énergie potentielle d’une particule, soumise a des forces extérieures), alors

les équations de Hamilton, décrivant 1’évolution du systéme, sont données par

. OH . 0H
qz_ aplv pz_ aql 9

pourt=1,...,n. (1.1)

Pour Hamilton il était déja clair que ces équations ont une structure sous-jacente, ce
que l'on appelle maintenant la structure symplectique, et que 'on voit de nos jours
comme la 2-forme .
w = Z dg; Adp; .
i=1
Hamilton avait en effet compris que cette structure était préservée lors de 1’évolution
du systéme (& partir de n’importe quelle condition initiale) [11]. Il se servait aussi de

I'objet dual, qui est dans le language moderne un champ de bivecteurs,

"0 0
ﬂ—_;a%/\api.

Associé a 7 est ce que I'on appelle maintenant le crochet de Poisson : il s’agit d’un

produit antisymétrique de fonctions, défini pour deux fonctions F, G par
" (OF 0G O0GOF
(B =3 (508, 0o )
“— \0q; dp;  Oq; Op;

Cet objet mystérieux apparait alors comme un artefact qui permet de réécrire les équa-

tions de Hamilton (1.1) de maniére plus symétrique, comme suit :

¢ ={¢,H} , pi={pi,H} , pouri=1...,m. (1.2)

A noter que pour toute fonction F sur R2" on a alors F' = {F,H} et F est une intégrale

premiére si et seulement si {F, H} = 0.



Un faux espoir resulta du Théoréme de Poisson, qui énonce que le crochet de Poisson de
deux intégrales premiéres est une intégrale premiére. A priori, ce théoréme permet de
construire tant d’intégrales premiéres que ’on veut, or rien ne dit que le crochet de deux
intégrales premiéres ne soit pas nul, ou constant, ou dépendant des intégrales premiéres
dont elle est le crochet. Mais avec son théoréme, Poisson prédisait I'importance en
intégrabilité du crochet qui porte son nom. Citons ici Jacobi, qui vingt ans aprés Poisson,
montra que le Théoréme de Poisson - que ce dernier obtint par des calculs longs et
fastidieux - est une conséquence immédiate d’une identité célébre qu’il inventa & cette

occasion... ['identité de Jacobi !

Il a fallu attendre Liouville pour que le réle essentiel du crochet de Poisson dans 'in-
tégrabilité des systémes hamiltoniens soit clairement établi. Il montra que pour qu’un
systéme hamiltonien soit intégrable par quadratures on n’a pas besoin de 2n — 1 in-
tégrales premiéres indépendantes, mais que n telles fonctions Fj, ..., F, suffisent, &

condition que leur crochet de Poisson soit nul,
{Fi,F;}=0, pourl <i<j<n.

On dit alors que ces fonctions sont en involution et on parle d’intégrabilité au sens de
Liouville. De plus, Liouville a montré que (sous certaines hypothéses topologiques) les
fibres de I'application, définie par les intégrales premiéres, sont des tores, sur lesquels
I’évolution du systéme est quasi-périodique ; ce qui explique aussi pourquoi la condi-
tion de superintégrabilité est beaucoup plus forte que celle d’intégrabilité au sens de

Liouville.

Grace au Théoréme de Liouville, beaucoup de systémes hamiltoniens connus s’avéraient
intégrables ; beaucoup, mais pas tous ! Bien au contraire : au tournant du siécle, Poincaré
montra que le probléme & trois corps n’est pas intégrable (au sens de Liouville)! Alors
les recherches en mécanique se concentraient désormais aux aspects dynamiques et
qualitatives des systémes hamiltoniens. De plus, la mécanique quantique commencait a
se développer, au détriment de la mécanique classique, et la question d’intégrabilité de

systémes hamiltoniens n’était plus d’actualité.

Renaissance et intégrabilité algébrique

Un demi-siécle plus tard, un peu avant 1970, Kruskal et ses collaborateurs faisaient
la découverte remarquable que I'équation de Korteweg-de Vries peut étre résolue en
utilisant la méthode spectrale inverse, qu’elle admet un nombre infini de constantes de

mouvement, qu’elle admet également une (en effet plusieurs) structure hamiltonienne et
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peut étre décrite avec une équation de Lax comme étant un flot isospectral de 'opérateur
de Schrodinger (en dimension 1). Une multitude d’idées, de nouveaux exemples et tech-
niques ont rapidement vu le jour, d’abord dans le contexte des systémes intégrables en
dimension infinie (les EDP intégrables, comme I’équation de Korteweg-de Vries), mais
ensuite aussi en dimension finie, ol tous les systémes hamiltoniens intégrables classiques
ont été revisités avec un nouveau regard, et de nombreux nouveaux tels systémes ont
été construits et leurs structures sous-jacentes (symétries et master symétries, structure
multi-hamiltonienne, R-matrice, équation(s) de Lax, etc.), inconnues auparavant, ont
été découvertes et étudiées. Entre-temps la théorie de Lie et la géométrie différentielle
étaient bien développées et ces nouvelles structures s’inscrivaient naturellement dans
ce language (variétés symplectiques et de Poisson, réduction, groupes de Lie-Poisson,
etc.).

C’est a cette époque aussi qu’Adler et van Moerbeke ont introduit la notion d’intégra-
bilité algébrique, qui trouve ses origines dans les travaux de Kowalevski et Painlevé. Le
point essentiel est que 'on s’intéresse aux solutions compleres des systémes hamilto-
niens (ici polynomiaux, pour que cela ait un sens). L’intuition de Kowalevski, qui lui
fit découvrir sa toupie intégrable, était qu'un bon systéme hamiltonien devait avoir des
solutions complexes avec de bonnes propriétés (univalentes, méromorphes en fonction
du temps). Si 'approche de Kowalevski était analytique et axée sur les solutions, celle
d’Adler et van Moerbeke était géométrique et faisait rentrer pleinement les systémes

intégrables au royaume de la géométrie algébrique [22].

D’aprés Adler-van Moerbeke un systéme intégrable complexe sur C" est dit algébrique-
ment intégrable s'il est intégrable au sens de Liouville (complexe), ayant comme fibre
générique de son application moment, définie par les intégrales premiéres complexes en
involution, un ouvert d’une variété abélienne (tore algébrique) complexe sur lequel le
flot des champs intégrables est linéaire. Ils découvrirent qu’aprés complexification la
plupart des systémes intégrables classiques sont algébriquement intégrables ; ils inté-
grérent ces systémes en termes des fonctions théta et trouvaient beaucoup de nouveaux
exemples, souvent grace aux équations de Lax a parameétre. Une riche interaction entre
les systémes intégrables, la géométrie algébrique et la théorie de Lie commenca [1]. Le
critére de Kowalevski, utilisé par elle comme ansatz naturel, fut finalement démontré
dans [1] ot quelques techniques de preuve d’intégrabilité algébrique sont élaborées et

illustrées.



Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh & n particules

Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh est un systéme de Lotka-Volterra bien particulier,
dont I'intégrabilité a été démontrée par Bogoyavlenskij et Itoh [3, 4, 12, 13|. Rappelons
(voir le chapitre 3 ci-dessous pour plus d’informations) la forme générale d’un systéme

de Lotka-Volterra, que I'on peut considérer sur R™ ou C" :

n
T, = €T; + E A; iz, pouri=1,...,n. (1.3)
j=1
Dans ces équations, les coefficients €4, . .., €, sont des constantes scalaires complexes et

A = (A, ;) est une matrice carrée complexe de taille n. Dans le cas dit antisymétrique,
les €; sont supposés nuls et A est supposée antisymétrique. (1.3) est alors un systéme

hamiltonien, avec une structure de Poisson quadratique (dite diagonale) définie par
{zi,x;} = A jrixy pouri,j=1,...,n,

et avec

H::x1+x2+---+xn22xj
j=1

comme hamiltonien. Dans le cas du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh, n = 2k + 1 est

impair, la matrice A est donnée par

- 1, si i< j<min{i+k 2k+1},
) =1, st min{i+ 2k 41} < j < 2k +1,

et (1.3) prend la forme simple et symétrique suivante :

k
T :.:EiZ(aziﬂ- —x;—j), pouri=1...,n. (1.4)
j=1

Des intégrales premiéres polynomiales sont construites en utilisant une équation de
Lax (voir (3.8)) et elles sont en involution, ce qui prouve U'intégrabilité du systéme de
Bogoyavlenskij-Itoh au sens de Liouville.

En utilisant des structures de Poisson compatibles, une déformation intégrable du sys-
téme de Bogoyavlenskij-Itoh a été construite dans [8]. Le systéme déformé est donné

par

k

T = T E (Titj —wi—j) +¢€;, pouri=1,....n, (1.5)
Jj=1

ol les paramétres de déformation ¢; sont des constantes complexes arbitraires de somme

nulle, £ + &9 + --- 4+ &, = 0. Les intégrales premiéres du systéme déformé sont des
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déformations des intégrales premiéres du systéme non déformé, et sont obtenues de
trois facons différentes : en déformant 1’équation de Lax, par un pinceau de structures
de Poisson compatibles, et par un opérateur différentiel, naturellement associé a la

structure de Poisson (déformée).

Pour n = 5, le systéme déformé (1.5) devient

i‘lle To + T3 — X4 — T5) + €1,

T

T3 = T3(T4 + x5 — T1 — T2) + €3,

( )
[L’Q(l’g -+ Ty — Xy — $1> -+ £9,
( )
i’4 = [L’4(ZE5 + Ty, — X9 — 933) -+ €4,

i’g, = .1'5(1’1 -+ To — X3 — .%’4) -+ €5,
ol on rappelle que la somme des paramétres de déformation ¢; est zéro. Ceci permet
d’introduire de nouveaux parameétres qui a leur tour permettent de démontrer que le
systéme déformé, qui n’est plus un systéme de Lotka-Volterra, est toujours un systéme

hamiltonien. Ces paramétres sont définis (& une constante additive prés) par

€; :ﬁi,i—i-? _ﬁi—Z,ia pouri = 1a"'75 )

et la structure de Poisson déformée est donnée par la matrice de Poisson suivante :

0 T1To T123 + P13 —T174 — Pan —I1x5
—TT 0 T2x3 oy + Poa  —TaTs — P52
—z371 — P13 —Xx3%2 0 X374 375 + B35
Ta%1 + Pa1 —TaTo — Poa —X4T3 0 T4Ts
521 TsTo + P52 —x5T3 — P35 —T5T4 0

Le systéme déformé admet les trois intégrales premiéres suivantes :
5
Hl = E Ly,
i=1
5 5
Hy = E Ti 2% Tiqo + E (Bit1,i—2 + Biv2,i-1) i,
=1 i=1

5 5 5
Hs = H T; + E Bi—1,i+1 Ti—2TiTit2 + E Bit1,i—28i+2,i—1 Ti-
=1 =1 =1

Elles sont indépendantes et en involution ; puisque la structure de Poisson est de rang
4, elles sont en bon nombre pour assurer 'intégrabilité au sens de Liouville du systéme
de Bogoyavlenskij-Itoh a 5 particules. La question abordée dans cette thése est donc
I'intégrabilité algébrique de ce systéme, et ceci pour toutes les valeurs (pas seulement

des valeurs génériques) des paramétres de déformation.



Le théoréme principal et quelques éléments de la preuve

Le coeur du présent manuscrit réside dans la preuve de l'intégrabilité algébrique du
systeme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules. Nous avons donc l'intention de
montrer que la fibre générique de ’application moment de ce systéme - qui se construit
en utilisant les intégrales premiéres Hy, Hy et Hz - est un ouvert d’un tore algébrique
complexe sur lequel le flot des champs intégrables est linéaire. Autrement dit, nous
souhaitons montrer que pour une valeur générique de kK = (ky, ko, k3) € C?, la fibre

générique
3
H,:=H'({s}) = ({z € C°| Hi(2) = r;}
=1

de Papplication moment du systéme est isomorphe & une partie affine d’une surface
abélienne T2, et que les champs de vecteurs hamiltoniens Xy, , Xp, et Xy, sont constants

sur ce tore algébrique complexe.

Pour ce faire, nous utilisons ce que l'on appelle 'analyse de Painlevé du systéme en
question. On montre que le champ de vecteurs X'y, admet cing familles de solutions
de Laurent homogénes dépendant de quatre paramétres libres (c¢’est-a-dire des balances
principales) et dix autres familles de solutions de Laurent homogénes dépendant de trois

paramétres libres (les balances inférieures). Une des balances principales est donnée par :

z1(t) =a+ (a® —2ac+e1) t+ O (¢%),
To(t) = —eat + ((—2a® + 3a®b + 6a’c — ab® — 4ac® — 4abe — 2d)

— (281 — 263+ e3)a+ (61 —€2) b+ (281 —2) ) 2 4+ O (¢%)
x3(t) = b+ (b2 — 2ab + 2bc + 63) t+0O (t2) ,

1 1 1
wa(t) = - + o+t (§ (4ab — 2b* 4 ¢ — 4bc) + 3 (252 - 253+54)) t+ O (%),

1 1
x5(t) = — +(b+c—a)+ (§ (=3a* — b* — ¢ + 2ab + 6ac — 2bc)

1
—g (251 — 252 — 55)) t+ dtQ + @ (t?’) .

Une fois les balances principales déterminées, nous procédons a la construction d’un
« bon » plongement de la surface invariante affine H,. dans I'espace projectif P?* : il est
construit en utilisant une base de fonctions polynémiales homogénes ayant au pire un
pole simple lorsque 'on y substitue n’importe quelle balance principale. Nous vérifions
la formule d’adjonction pour le plongement donné, nous rassurant que le plongement
doit étre « bon » et nous déterminons I'image des cinq courbes de Painlevé abstraites

dans P24, ainsi que leurs singularités. Nous montrons que le nombre de paramétres de
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déformation nuls est, de maniére surprenante, égal au nombre de points de tangence
dans la configuration géométrique des courbes plongées.

) est envoyé immediatement par le

Nous vérifions ensuite que tout point partant de D,(f
flot du champ de vecteurs Xy, dans la partie affine H,,. En utilisant enfin le théoréme
de Arnold-Liouville complexe (Théoréme (2.3.7)) on montre que pour k générique, la
surface invariante affine H, se compléte en une surface abélienne. Le plongement que
nous avons construit est donc bien un plongement dun tore algébrique, qui est obtenu
en ajoutant a la surface affine H, le diviseur de Painlevé décrit ci-dessus, constitué de
cinq courbes de genre 2, qui se rencontrent selon un modéle qui dépendent des valeurs
des paramétres de déformation. Précisément, nous démontrons le théoréme suivant (voir

les théorémes (4.8.1) et (4.9.7)) :

Théoréme. Le systeme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules est algébrique-
ment ntégrable pour toutes les wvaleurs des paramétres de déformation. Pour k =
(K1, ko, k3) € C3 générique, la fibre H, de l'application moment est isomorphe a une
partie affine de la jacobienne de la courbe algébrique T, ot T est la courbe affine lisse

de genre deux, définie par I’équation

F(a,b) :=a’b* + a*b® — k1 a*b® + pa1(B, k) a®b + p12(B, k) ab* + p1.1(B, k) ab
+p1,0(B,K) a+ poa (B, &) b+ poo(B, k) =0,

o les p; ; sont des polynomes en les parameétres de déformation 5 = (513, f2.4, B35, Baj, P5.2)
et la valeur générique Kk = (K1, Ko, K3).

Le diviseur a ajouter pour compléter la partie affine en une variété abélienne consiste
de cing copies de T, qui forment une des sept configurations suivantes, dépendant du

nombre de parameétres de déformation qui sont nuls et leur contiguité.




Deux ¢; nuls et contigus : (0,0, -, -, ") Deux ¢; nuls et non contigus : (0, -,0, -, ")

Deux ¢; non nuls et contigus : (-,-,0,0,0) | Deux &; non nuls et non contigus : (-,0,-,0,0)
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Tous les &; sont nuls : (0,0,0,0,0)

Ces configurations peuvent également étre représentées par le graphe suivant :

(0707'7'7') <O7'707'7')
(+,+,0,0,0) (+,0,-,0,0)
(0,0,0,0,0)

Applications et perspectives

Le fait que le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules soit algébrique-
ment intégrable suscite beaucoup de questions et ouvre quelques perspectives pour des

recherches futures. Voici une liste non exhaustive :

(1) Le résultat, mais pas la preuve, doit se généraliser & un nombre arbitraire de
particules. Un bon indicateur est que le systéme non déformé est étroitement lié
au systéeme de Kac-van Moerbeke périodique (non déformé), dont on sait qu’il est

algébriquement intégrable [9]. De plus, la technique utilisée dans [9] doit s’adapter



11

au cas présent, bien que la présence des paramétres de déformation risque de

rendre ce cas plus compliqué a traiter.

(2) Selon une conjecture, d’abord formulée dans [1], les composantes connexes des
fibres non génériques d’un systéme algébriquement intégrable sont toutes des ou-
verts d’un groupe algébrique (complexe), sur lequel le flot des champs intégrables
est toujours linéaire (invariant par translations). Les techniques de linéarisation,
développées dans [21], doivent permettre de paramétriser les fibres non génériques
en termes de diviseurs sur une courbe algébrique a priori singuliére, comme cela
a été fait dans la thése [10]. Ceci validerait la conjecture pour le cas des systémes

de Bogoyavlenskij-Itoh déformés.

(3) Il 'y a récemment beaucoup d’intérét pour les discrétisations intégrables des sys-
témes hamiltoniens |7, 15, 19]. Une méthode générale, dite de Kahan, qui s’ap-
plique uniquement aux systémes quadratiques (mais donc & tous les systémes de
Lotka-Volterra, y compris leurs déformations) produit dans plusieurs cas intéres-
sants une discrétisations intégrable ; parfois ce sont les intégrales premiéres du
systéme continu qui sont des invariants du systéme discret ; parfois les intégrales
premiéres, et méme la structure de Poisson, doivent étre déformeées pour aboutir
a l'intégrabilité du systéme discret. La question se pose alors aussi si le systéme

discret est (reste) algébriquement intégrable.

(4) Le systéme de Kac-van Moerbeke (périodique ou non) s’obtient par une réduction
de Poisson-Dirac du réseau de Toda classique (périodique ou non). Il est naturel
de conjecturer que le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh non déformé s’obtient par
une réduction similaire & partir de Full Toda [6]. On peut alors espérer que les
déformations puissent étre remontées au systéme de Full Toda, de sorte que le
systéme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé s’obtienne aussi par réduction a partir

d’un systéme intégrable du type Toda.

La structure de la thése

Dans le chapitre 2 nous faisons quelques rappels sur les structures de Poisson, ce que
nous ferons directement dans le cadre holomorphe/complexe, et qui demande quelques
précautions absentes dans le cas réel. Les exemples classiques sont rappelés, mais dans le
cadre holomorphe/complexe ; on explique le feuilletage symplectique, important pour
I'intégrabilité, toujours dans ce cadre. Les systémes hamiltoniens complexes et leur
intégrabilité au sens de Liouville font 'objet de la section 2.2, ce qui demande aussi

quelques précautions par rapport a la théorie classique, car ici on est sur des variétés de
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Poisson plutot que sur des variétés symplectiques, puis on est en holomorphe/complexe,
plutot qu’en réel. Pourtant, la géométrie locale n’est pas différente au cas complexe
qu’au cas réel. La différence majeure est la géométrie semi-locale et globale, et ¢’est 1a ou
intervient l'intégrabilité algébrique, que I'on rappelle dans la section 2.3, avec quelques
exemples et rappels sur les variétés abéliennes (notamment la jacobienne d’une courbe
algébrique lisse). Le théoréme de Liouville complexe, qui jouera un réle important dans

la preuve, est rappelé a la fin de la section.

Le chapitre 3 est consacré aux systémes de Lotka-Volterra, avec I'accent sur le systéme
de Kac-van Moerbeke, que 1’'on note KM(n), les systémes de Bogoyavlenskij-Itoh, notés
BI(n), et également un type de déformation de ces derniers. Nous montrons que, dans
le cas de N = 5 particules, ces systémes sont liés par un morphisme régulier qui permet

de conclure, du fait que KM(5) est algébriquement intégrable, que BI(5) I’est aussi.

Le coeur de la thése se trouve au chapitre 4, ot nous prouvons 'intégrabilité algébrique
du systéeme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules, pour toutes les valeurs des
paramétres de déformation ¢;. Certains arguments de la preuve, et en particulier cer-
taines formules, doivent étre différentiées selon la valeur de ces parameétres : précisément,
ce qui compte, ¢’est la nullité ou non de chacun des paramétres ;. Comme indiqué dans
la théoréme principal énoncé ci-dessus, la géométrie du diviseur & 'infini dépend for-
tement du cas considéré et est a chaque fois différent, exhibant sept configurations de

courbes différentes, sur les jacobiennes (hyperelliptiques) de dimension 2.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Variétés de Poisson holomorphes

Les espaces des phases des systémes intégrables que nous allons étudier dans cette thése
sont des variétés de Poisson holomorphes. Nous rappelons ici leur définition et leurs
principales propriétés qui seront illustrées dans plusieurs exemples. Pour les preuves des
propriétés et pour d’autres informations concernant les variétés de Poisson holomorphes,
ainsi que les variétés de Poisson réelles et les algébres de Poisson, nous référons au
livre [16].

2.1.1 Structures de Poisson holomorphes

Pour M une variété complexe de dimension n on note par F (M) l'algébre des fonctions
holomorphes sur M, et par T'M et T*M le fibré tangent holomorphe, respectivement le
fibré cotangent holomorphe de M. Les fibrés vectoriels T'M et T*M sont des variétés
complexes de dimension 2n. Les espaces tangents, respectivement cotangents, en tout
point m € M sont notés T,,M, respectivement 1" M ; ce sont les fibres au-dessus
de m des projections canoniques T'M — M et T*M — M et ils sont de dimension n.
Les sections holomorphes de T'M sont appelées des champs de vecteurs (holomorphes)
tandis que les sections holomorphes de T* M sont appelées des 1-formes (holomorphes).
Plus généralement, pour 1 < k < n, les sections du fibré vectoriel /\k T M sont appelés
des champs de k-vecteurs (holomorphes) et les sections du fibré vectoriel /\k T M sont
appelés des k-formes (holomorphes) ; on dit aussi champs de bivecteurs pour champs
de 2-vecteurs. On note X*(M) le F(M)-module des champs de k-vecteurs sur M et
QF(M) le F(M)-module des k-formes sur M. Il convient de poser X°(M) := F(M) et

13
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QO(M) := F(M). Les F(M)-modules

xX(M):=EPxF) et QM) =PM)
k>0 k>0
sont des F(M)-algébres graduées, munies du produit extérieur, qui est associatif et
commutatif gradué. Chacune est munie d’une opération supplémentaire : sur Q°*(M) on
a une opération de degré 1 qui étend la différentielle usuelle de fonctions (complexes) ;

on I'appelle également la différentielle et on la note d,
d: QP(M) — QPTH(M) .

Onad®=0cetdoAr) =doAy + (1)) Ady, si ¢ est homogéne de degré p,
¢ € QP(M). Ceci détermine complétement d sur Q°(M). D’autre part, X*(M) admet

une deuxiéme structure d’algébre, donnée par le crochet de Schouten [, -]g,
[, ] : XP(M) x X9(M) — XPH1(M) .

Par définition, le crochet de Schouten étend le crochet de Lie sur les champs de vecteurs :
pour X,Y € X'(M)ona[X,Y]s =[X,Y] et si P et Q sont homogenes de degrés p et ¢
respectivement, alors [Q A R, Plg = [Q, P] A R+ (=1)®~Y9Q A [R, P]g. Combiné avec
I'antisymétrie graduée, ceci détermine complétement le crochet de Schouten sur X* (M),
qui définit alors une structure d’algébre de Lie graduée sur X°(M). A noter que la
graduation considérée pour le crochet de Schouten est décalée d’une unité par rapport
la graduation standard : pour P € XP(M) elle est par définition p— 1 ; ainsi les champs
de vecteurs sont de degré (décalé) 0, ce qui est cohérent avec le fait que le crochet de
Lie d’une paire de champs de vecteurs est un champ de vecteurs.

Nous avons maintenant & notre disposition les notions nécessaires pour définir une

variété de Poisson holomorphe.

Définition 2.1.1. Une structure de Poisson (holomorphe) sur une variété complexe M
est un champ de bivecteurs holomorphe 7 sur M, tel que |7, 7]y = 0. La paire (M, )

est alors appelée une variété de Poisson holomorphe.

Soit (M, ) une variété de Poisson holomorphe et soit U un ouvert de M. La structure
de Poisson nous permet de définir une loi interne sur F(U), l'algébre des fonctions
holomorphes sur U : si on note 7|y la restriction de m a U, alors on peut définir, pour
fr9€ FU),

{f. 9}y = (7lo,df Adg) .

Si U = M, on écrira {-,-} pour {-,-},. Chaque {-,-}, est antisymétrique et est une

dérivation en chacun de ses arguments. Elle est donc une bidérivation antisymétrique
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de F(U). De plus, la condition |7, 7]y = 0 équivaut a la propriété que chaque {-,-}
satisfait I'identité de Jacobi : pour tous f,g,h € F(U),

{{f7g}U’h}U+{{gah}U7f}U+{{h7f}U7g}U:O'

On appelle {-, -}, le crochet de Poisson (sur U). Pour tout ouvert U de M, le crochet
de Poisson est donc un crochet de Lie (complexe), qui de plus est une bidérivation.

Soient (M, ) et (N, n’) deux variétés de Poisson holomorphes et soit ¥ : M — N un
morphisme de variétés. Pour tout point m € M on peut alors considérer la différentielle

de ¥ en m, qui est une application linéaire
dp¥ T, M — Tym)N

ainsi que I'application linéaire induite

N dn® s N T = N\ Ty N

Définition 2.1.2. Un morphisme de variétés U : M — M’ entre deux variétés de

Poisson holomorphes (M, ) et (M’, ') est appelé morphisme de Poisson si

2

pour tout m € M. Si, de plus, ¥ est un isomorphisme de variétés, 'application ré-
ciproque sera également un morphisme de Poisson ; on dit alors que ¥ est un so-
morphisme de Poisson. Si un morphisme de Poisson ¥ : (M,7) — (M',7’) est une

immersion injective, on dit que M ou V(M) est une sous-variété de Poisson immergée
de M’ ou de (M’ , 7).

La condition que ¥ soit un morphisme de Poisson peut étre reformulée en termes des
crochets de Poisson {-, -}, et {-,-};, associés & 7 et 7/, ot U C M et V C M’ sont des
ouverts : ¥ est un morphisme de Poisson si et seulement si pour chaque paire d’ouverts
UC MetV C M tels que ¥(U) C V, et pour chaque paire de fonctions f,g € F(V),

{foUly.go¥|u}, ={f g}y o¥|v. (2.1)

2.1.2 Description locale, matrice de Poisson

Soit M une variété complexe de dimension n et soit U un ouvert de M, muni de
coordonnées locales holomorphes x4, ..., x,. Tout champ de bivecteurs 7 sur M s’écrit

sur U comme

0 0 .
Ty = Z Tij Oz, : 8_1:] ,oon my = {wi, x5}y (2.2)

1<i<j<n
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Les coefficients m; ; € F(U) déterminent complétement la restriction 7|y de 7 sur U.
De plus, 7|y est une structure de Poisson sur U si et seulement si les fonctions coor-

données x; vérifient l'identité de Jacobi,

{{xh'rj} >xk} + {{%vﬂfk} 7331'} + {{xk’xl} 7xj} =0,

pour 1 < ¢ < j < k < n. Cette condition est une condition sur les entrées m; ; de la
matrice (7;;), que on appelle alors matrice de Poisson de m par rapport aux coor-
données xq,...,x,. Pour tout point m € U on peut évaluer la matrice de Poisson

en m : la matrice antisymétique complexe (m;;(m)) est la matrice de 7, € A>T, M
i)

) Oy

coordonnées choisies et par antisymeétrie il est pair. On 'appelle rang de (la structure

dans la base {B%Jm, . |m} de T,,,M. Le rang de (m; j(m)) ne dépend alors pas des
de Poisson) 7 en m, noté Rk,, 7. Comme on le verra dans des exemples, le rang d’une
structure de Poisson peut varier d’un point a un autre. Toutefois, si M est connexe,
le rang de 7 prendra sa valeur maximale sur un ouvert dense de M ; on appelle cette
valeur maximale le rang de 7w, noté Rkx. Un point ou le rang de 7w prend cette valeur
maximale est appelé un point régulier (de 7). On note M*™8 la sous-variété des points
réguliers de 7 ; c’est une sous-variété de Poisson de (M, 7). Un point m ot le rang n’est
pas maximal est alors un point ol le rang n’est constant sur aucun voisinage de m ;
on appelle un tel point un point singulier (de 7). Si le rang 2r de 7 est constant on dit
que (M, ) est une variété de Poisson holomorphe réguliére de rang 2r. La variété de

Poisson (M8 1) est réguliére de rang Rk .

2.1.3 Exemples

Les principaux exemples qui apparaissent dans la théorie des systémes intégrables pro-
viennent de structures symplectiques ou d’algébres de Lie. Nous présentons ici ces

exemples, ainsi que deux autres classes d’exemples qui seront importantes pour la suite.

Exemple 2.1.3. Soit (M,w) une variété symplectique holomorphe de dimension n : w
est une 2-forme fermée et non-dégénérée (en tout point). La non-dégénérescence de w
en tout point x € M implique que w, € /\2 T*M, vu comme l'application linéaire
T, M — TrM, est inversible, et son inverse correspond a un élément 7, € /\2 T, M.
Ainsi, & w correspond un champ de bivecteurs m € X?(M). Le fait que w soit fermée
est équivalent & la condition |7, 7|y = 0. De fagon naturelle, toute variété symplectique
holomorphe est donc une variété de Poisson holomorphe. Le rang de 7w en tout point
est dim M = n. De plus, toute variété de Poisson holomorphe (M, ) pour laquelle le

rang en tout point est égal a dim M s’obtient de cette facon.
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Exemple 2.1.4. Soit (g, [-,]) une algébre de Lie de dimension finie sur C. Le dual g*
de g admet une structure de Poisson holomorphe naturelle, que 'on définit par son
crochet de Poisson {-,-} : pour f,g € F(g*) leur crochet de Poisson {f, g} est défini,
en tout point £ € g*, par

{f,9} () == &([de f, deg]) - (2.3)

Dans cette formule, d¢ f et deg sont des éléments du bidual g**, que 'on voit comme
éléments de g, grace a 'isomorphisme canonique g** ~ g. On appelle la structure de
Poisson 7 définie par (2.3) la structure de Lie-Poisson sur g*. Elle est linéaire dans le
sens ot le crochet de chaque paire de fonctions coordonnées est linéaire. Le rang de w
est zéro a l'origine de g* ; une structure de Lie-Poisson n’est donc jamais réguliére (sauf

si g est abélien, au cas ot la structure de Lie-Poisson est nulle).

Exemple 2.1.5. Soit ¢ une fonction holomorphe sur C2, que 1’'on munit de coordon-
nées (holomorphes) z,y. Un crochet de Poisson est défini sur F(C?) en posant, pour
f.9 € F(C?),

(@f 0g 9g0f )

La structure de Poisson holomorphe correspondante est alors donnée par

_s 2009
"= P oy

Son rang est 2 en tout point en dehors du lieu de zéros de ¢, ou il est nul.

Exemple 2.1.6. Soit A = (a;;) une matrice antisymétrique complexe n x n. Notons
x1,...,T, les coordonnées naturelles holomorphes sur C". Une structure de Poisson
holomorphe est définie par le champ de bivecteurs holomorphe

0 0
= Z Qi TiTj 5 A e (2.4)
i j

1<i<j<n

A noter que le crochet de Poisson correspondant est donné par {z;,z;} = a; rz;.
Pour cette raison une telle structure de Poisson est appelé une structure de Poisson
diagonale. Elle est quadratique dans le sens ou le crochet de chaque paire de fonctions
coordonnées est une fonction quadratique. Le rang de 7 est le rang de A ; si A # 0,
alors m n’est pas régulier car il s’annule & l'origine de C". Par contre, 7 est régulier en

dehors des hyperplans z; = 0.
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2.1.4 Champs hamiltoniens, feuilletage symplectique

Les variétés complexes qui apparaitront dans cette thése auront toujours beaucoup de
fonctions (holomorphes), étant des sous-variétés de C", par exemple. Ainsi il convient
comme dans le cas de variétés de Poisson réelles de considérer des champs hamiltoniens,
associés a des fonctions holomorphes globales, ainsi que de considérer des fonctions en
involution, comme expliqué dans la section 2.2 ci-dessous.

Soit (M, ) une variété de Poisson holomorphe. On suppose que 'algébre de fonctions

holomorphes F (M) ne soit pas réduite aux fonctions constantes.

Définition 2.1.7. Soit H € F(M) une fonction holomorphe. Le champ de vecteurs
sur M, défini par

XH = —lqgT

est appelé le champ hamiltonien associé a H, et H est dit étre un hamiltonien ou

une fonction hamiltonienne de Xy. On dit que H est une fonction de Casimir de 7 si
Xy =0.

Il convient de considérer aussi les champs hamiltoniens sur des ouverts de M ; puisque
les fonctions holomorphes sur un ouvert U de M ne sont pas toujours des restrictions
de fonctions holomorphes sur M, ces champs ne sont pas toujours des restrictions de
champs hamiltoniens sur M (penser au cas ou M est compact et U est le domaine d’une
carte). Pour U un ouvert de M et H € F(U) on dit alors que Xy := —igy7|y est un
champ hamiltonien sur U ; de méme, si Xz = 0 on dit que H est un Casimir sur U.
On note Ham (U, ) I’ensemble des champs hamiltoniens sur U et Cas(U, ) I'ensemble
des fonctions de Casimir sur U. La propriété de bidérivation de {-,-},, implique que
Cas(U, ) est une sous-algébre (associative) de F(U) et que Ham(U, ) est un Cas(U, 7)-
module, tandis que I'identité de Jacobi implique que Ham (U, ) est une sous-algébre de
Lie de (F(U),{-,-}y) : pour f,g € F(U),

Xir.gy = [ Xy, Xs] - (2.5)

A noter également que Cas(U, 7) est le centre de I'algébre de Lie (F(U), {-, }).
Supposons que 'ouvert U soit muni des coordonnées locales holomorphes x4, ..., z, et
soit H € F(U). D’apreés (2.2), le champ hamiltonien Xy sur U est donné par

Les champs hamiltoniens sur les ouverts de M définissent une distribution singuliére

sur M ; elle est en général singuliére car le rang de la distribution en tout point m de M
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est le rang de 7, qui, comme on ’a vu, peut dépendre de m. Elle est toutefois intégrable
et ses variétés intégrales sont des sous-variétés de Poisson immergées ; leur rang étant
la dimension de la sous-variété, ce sont de facon canonique des variétés symplectiques,
ce qui explique le nom feuilletage symplectique pour le feuilletage singulier, définie par
la distribution.

Soit U un ouvert de M et soient C, H € F(U), ou C est une fonction de Casimir. Alors

Xu(C) ={C,H} =0,

ce qui montre que tous les champs hamiltoniens sur U sont tangents aux fibres lisses
de I'application définie par C. Les fonctions de Casimir sur U sont donc constantes sur
les feuilles symplectiques (les feuilles du feuilletage symplectique).

L’algébre des Casimir et le module des champs hamiltoniens sur U sont liés par la suite

exacte courte d’algébres de Lie suivante :
0 — Cas(U,7) — F(U) — Ham(U,7) — 0.

Exemple 2.1.8. Dans le cas d’une variété symplectique holomorphe (M, w), que 'on
suppose connexe (voir exemple 2.1.3), le feuilletage symplectique est de rang dim M et
il n’y a donc qu'une seule feuille symplectique, M elle-méme. Les seules fonctions de

Casimir sur des ouverts connexes U de M sont des fonctions constantes.

Exemple 2.1.9. Soit (g*, 7) une variété de Lie-Poisson (exemple 2.1.4). La distribu-
tion définie par les champs hamiltoniens coincide avec celle définie par les champs
fondamentaux de I’action coadjointe de tout groupe connexe G intégrant g. Les feuilles
symplectiques sont alors les orbites coadjointes de GG. Les fonctions de Casimir sont les

fonctions Ad*-invariantes.

Exemple 2.1.10. Soit 7 une structure de Poisson sur C2, déterminée par une fonction
holomorphe ¢ € F(C?), comme dans 'exemple (2.1.5). On suppose que ¢ ne soit pas la
fonction nulle. Chaque zero de ¢ est une feuille symplectique (de dimension zéro), puis
le complément de ces points est une autre feuille symplectique (de dimension deux).

Les seules fonctions de Casimir sont les fonctions constantes.

Exemple 2.1.11. Soit A = (a;;) une matrice antisymétrique complexe n X n et soit
la structure de Poisson associée sur C", comme dans I'exemple 2.1.6. On suppose que
A # 0. Remarquons que la matrice de Poisson de 7 dans les coordonnées x4, ..., x, est

reliée 4 la matrice A par

x

(71'2"]') = tXAX s ou X =
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Cela implique que le rang de 7 en chaque point est borné par le rang de A, et qu’en
dehors des hyperplans x; = 0 il est égal au rang de A. De plus, cela implique que pour
un point m de C" pour lequel certaines coordonnées sont nulles, disons i1, ..., i, le rang
de 7, est celui de la matrice obtenue en enlevant de A les lignes et colonnes d’indices
i1, ...,1 La matrice A est aussi utile pour construire des fonctions de Casimir de 7 : si
Ylag, ag, ..., ap) est un vecteur a coefficients dans N qui est dans le noyau de A, alors
le polynoéme

Qn
n

e 01 002
C:=x0"2y"...x
est une fonction de Casimir de 7 (sur C"). De méme, tels vecteurs a coefficients dans Z
donnent par la méme formule une fonction de Casimir sur le complément des hyperplans

z; = 0 de C™.

2.2 Intégrabilité complexe au sens de Liouville

Les systémes intégrables classiques apparaissent en mécanique classique comme des sys-
témes mécaniques avec un nombre suffisant d’intégrales, souvent provenant d’une sy-
métrie (par exemple, une invariance par translation, par rotation, etc.). Comme 'avait
remarqué Liouville, si les intégrales premiéres sont en involution (commutent pour le
crochet de Poisson), on peut étudier et résoudre plus facilement les équations différen-
tielles qui décrivent la dynamique du systéme. La théorie locale des systémes intégrables
complexes que nous rappelons ici est trés analogue a celle des systémes intégrables réels ;
comme on le verra dans la section suivante, la théorie globale est par contre trés dif-
férente. Pour les preuves des propriétés et pour d’autres informations concernant les
systémes intégrables complexes, ainsi que les systémes intégrables réels, nous référons

au livre [1].

2.2.1 Systémes hamiltoniens complexes

Les systémes hamiltoniens décrivent les systémes mécaniques a un nombre fini de li-
bertés, éventuellement soumis a des contraintes. Ils sont définis ici dans le cadre d’une
variété de Poisson holomorphe (M, ). On suppose dans cette section que M admet des
fonctions holomorphes non constantes ; sinon, tout ce qui est introduit ci-dessous est

sans intérét.

Définition 2.2.1. Un systéme hamiltonien compleze est un triplet (M, m, H), ot (M, )
est une variété de Poisson holomorphe et H est une fonction holomorphe sur M, appelé

le hamiltonien du systeme.
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A tout systéme hamiltonien complexe (M, 7, H) est associé le champ de vecteurs ho-
lomorphe Xy sur M. C’est ce champ de vecteurs, ses courbes intégrales, ses symétries
et ses propriétés locales et globales qui sont au centre de ’étude. On décrit souvent le
champ de X'y dans une carte U par les équations différentielles dont les solutions sont

les courbes intégrales de X'y. Elles sont explicitement données par

Zt‘l = f1<$1, e ,ZEn> s
(2.6)
I"n = fd(xlw .. 7xn) )
oll x1,...,x, sont les coordonnées sur U et les fonctions f; sont définies par
fir=Azi, Hlu}y -

Notons que les courbes intégrales considérées ici sont des courbes intégrales complexes,
c’est-a-dire qu’elles sont définies sur un ouvert de C. Si localement on a bien I'existence
de telles courbes passant par tout point donné, on ne peut pas toujours recoller des
courbes intégrales comme on le fait dans le cas de courbes intégrales réelles ; on ne
pourra alors pas parler de courbes intégrales maximales. Nous y reviendrons dans le

cadre de l'intégrabilité algébrique.

2.2.2 Fonctions en involution

L’involutivité de fonctions est a la base de 'intégrabilité au sens de Liouville. On la

présente ici dans le cadre de variétés de Poisson holomorphes.

Définition 2.2.2. Soit (M, 7) une variété de Poisson holomorphe. Deux fonctions
F,G € F(M) sont dites en involution si {F,G} = 0. Plus généralement, une partie
S de F(M) est dite involutive si {F,G} = 0 pour tous F,G € S. Si (M, m, H) est un
systéme hamiltonien complexe, toute fonction en involution avec le hamiltonien H est

appelée intégrale premiere de Xy.

Si F est une intégrale premiére de Xy, alors Xy (F) = {F,H} = 0 et I est constante
sur toutes les courbes intégrales de Xp. Puisque les courbes intégrales de Xy donnent
le mouvement du systéme mécanique décrit par le systéme hamiltonien (M, m, H), les
intégrales premiéres sont aussi appelés des constantes de mouvement. Il n’existe aucune
méthode générale pour déterminer toutes les constantes de mouvement d’un systéme
hamiltonien (réel ou complexe). Ainsi, le théoréme de Poisson, qui stipule que le cro-
chet de Poisson de deux intégrales premiéres est une intégrale premiére fut a ’époque

considéré comme une avancée importante et était un premier signe de 'importance des
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crochets de Poisson. Cependant, comme on le verra un peu plus loin, le role précis joué

par le crochet de Poisson en intégrabilité sera différent.

Il est clair que si on ajoute a une partie involutive S de F (M) les fonctions de Casimir,
elle sera toujours involutive. Ainsi, la sous-algébre engendrée par une partie involutive
S de F(M) et les fonctions de Casimir sera involutive. D’aprés (2.5), les champs de vec-
teurs X'r avec F' € S, commutent deux a deux. De plus, on a la description géométrique

suivante de l'involutivité :
Proposition 2.2.3. Soit S = {F},..., F;} C F(M) involutive et soit

F: M —- C
m +— (Fy(m),..., Fs(m)) .

Les champs de vecteurs Xp avec F' € S, sont tangents aux fibres non-singuliéres F. :=
F~1(c) de F.

Par abus de notation, on écrit F pour S ; ainsi, F = {F},..., F}, que l'on peut voir

comme une partie de F(M) ou comme une application a valeurs dans C°.

On s’intéresse surtout & des fonctions en involution qui sont indépendantes :

Définition 2.2.4. Une partie F = {F,...  F;} C F(M) est dite indépendante si
I'ouvert
Mg = {mEM!del/\/\des#O}

est non vide.

Puisque les fonctions de F sont holomorphes et par connexité de M, 'ouvert Mg sera
dense dans M dés qu’il est non vide. La fibre F. au-dessus de chaque valeur réguliére ¢ de
F est alors une variété complexe de dimension dim M — s. D’aprés la proposition 2.2.3,
les courbes intégrales des champs hamiltoniens X, ..., Xp, partant d’un point d'une

fibre non-singuliére F. sont entiérement contenues dans F..
Proposition 2.2.5. Soit F = {F},..., F;} C F(M) involutive et indépendante. Alors
s <dimM — %Rkﬂ. De plus, si s = dim M — %Rkﬂ, alors
1
dim(Xp, (m), ..., Xk, (m)) = 3 Rk,
pour tout m € Mg® := Mg N M"®.

Dans le cas d’une variété symplectique (M, w), on a dim M = Rk,, ou 7 est la structure
de Poisson associée & w. La condition s = dim M — %Rk,r devient alors la condition
d’intégrabilité bien connue que le nombre de fonctions indépendantes en involution doit

étre égal a la moitié de la dimension de ’espace des phases.
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2.2.3 Intégrabilité complexe

Nous avons maintenant a notre disposition les objets et les outils pour définir la notion

d’intégrabilité au sens de Liouville dans le cadre d’une variété de Poisson holomorphe.

Définition 2.2.6. Soit (M, ) une variété de Poisson holomorphe de dimension n et
de rang 2r. On dit que F = {F}, ..., F} est un systéme intégrable complexe sur M si
(1) F est indépendant ;
(2) F est involutif ;
(3) s=n—r.
On dit aussi que (M, 7, F) est un systéme intégrable complexe et on appelle F, vue
comme une application M — C?®, son application moment (complexe). Les champs
hamiltoniens X, , ¢ = 1,...,s, sont appelés les champs intégrables du systéme. Afin

d’éviter la confusion avec d’autres notions d’intégrabilité, on dit aussi que le systéme

est intégrable au sens de Liouville.

En pratique, on se donne souvent un systéme hamiltonien complexe (M, m, H) ; dire
qu’il est intégrable signifie alors qu’il existe des fonctions holomorphes F, . .., F, sur M,
telles que (M, 7, (H, F, ..., F,)) soit un systéme intégrable complexe. A noter que ces
fonctions sont des intégrales premiéres, car en involution avec le hamiltonien H, et
qu’on ne peut pas les construire en utilisant le théoréme de Poisson, cité ci-dessus, car

toutes ces fonctions sont en involution !

Soit (M, ,F) un systéme intégrable complexe de dimension n et de rang 2r. D’aprés
la proposition 2.2.5, les champs hamiltoniens Xp , ... Xp, définissent une distribution
de rang r sur Mp®. D’aprés (2.5), ces champs de vecteurs commutent deux a deux,
donc la distribution est intégrable. Les variétés intégrales de la distribution définissent
un feuilletage sur Mp®. Ses feuilles, qui sont de dimension r, sont appelées les variétés
invariantes de F (ou de (M, 7, F)).

Proposition 2.2.7. Soit (M, 7, F) un systéme intégrable. L’ouvert Mg?® est invariant
pour les flots des champs X’,. De plus, les variétés invariantes de F sont les composantes

connexes des fibres de 'application moment complexe F, restreinte a Mp®.

On s’intéressera surtout aux variétés invariantes génériques des systémes intégrables et
aux fibres génériques de leur application moment complexe. La proposition ci-dessus
dit alors que dans cette étude on peut se restreindre & Mp®, ses variétés invariantes et
les fibres de son application moment complexe.

Une propriété généralement imposée a l'intégrabilité de systémes hamiltoniens est qu’ils

soient intégrables par quadratures. Cette notion trés classique veut dire que les courbes
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intégrales de Xy, ou plus généralement de chacun des champs intégrables Xr,, peuvent
étre déterminées par quadratures, c’est-a-dire en utilisant uniquement des opérations
algébriques, le théoréme des fonctions inverses et 'intégration de fonctions d’une va-
riable.

Théoréme 2.2.8. Si (M, n,F) est un systéme intégrable complexe, alors pour tout

m € Mg? la courbe intégrale de Xp,, a partir de m, peut étre déterminée par quadratures.

Exemple 2.2.9. Un premier exemple de systéme intégrable complexe est une ver-
sion complexe de l'oscillateur harmonique. Sur T*C" avec les coordonnées naturelles

Qs -+ yGns D1, - - - Pn (positions et impulsions) on prend la structure de Poisson holo-

.0 0
W.—;a%‘/\apf

morphe canonique,

et on considére le hamiltonien

=1 =1

oll aq,...,qa, € C sont des constantes. Le champ hamiltonien correspondant & H est

donné explicitement par

P i=1,....n.
pi = —204q;,

Les n fonctions F; := p?/2 + a;q?, avec 1 < i < n sont en involution avec H car

) .
Xy(F) =F, = (% + Oéiqlz) = pi(—20;¢;) + 206¢;p; = 0 .

Il est évident que les fonctions F; sont deux a deux en involution. Ces fonctions sont
indépendantes et H = )" | F;. Donc, (T*C", 7, (H, Fy, ..., F,)) est un systéme inté-

grable complexe.

Exemple 2.2.10. Le systéme intégrable complexe de Hénon-Heiles est défini & partir
du hamiltonien

H= +2¢° + qug?

pi+pj

2
sur T*C?, que ’on munit de la méme structure de Poisson 7 que dans ’exemple précé-
dent (pour n = 2). Le champ hamiltonien correspondant a H est donné explicitement
par

Xy 6?1 = p1, ]?1 = —6¢; — ¢ ,
q2 = P2, D2 = —2q1q2 .
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Soit K la fonction, définie par

K = 4ps(p1g2 — poqu) + q§(4qf + q%) .

On trouve, par un calcul direct,

K = —8¢1¢2(P1q2 — p2q1) + 4192(—661fQ2 - qi’ + 26]%92)
+8¢145p1 + 8¢1qop2 + 4gopa = 0.

Il est clair que H et K sont indépendantes. Donc, (T*C? 7, (H, K)) est un systéme

intégrable complexe.

Exemple 2.2.11. Soient ¢ et ¢ deux fonctions holomorphes sur C3, avec ¢ non nul et ¢
non constant. Les coordonnées canoniques sur C? sont notées z,y, z. Pour F, G € F(C?),

leur crochet de Poisson est par définition

dF ANAG A dy
de Ndy ANdz

{FvG} =0

La structure de Poisson sur C?, définie par ces crochets de Poisson, est notée 7 et
s’appelle la structure de Nambu-Poisson sur C3, définie par ¢ et 1. Elle est de rang 2
et elle admet 1) comme fonction de Casimir. Soit H une fonction sur C?, indépendante

de 1. Alors (C3, 7, (H,)) est un systéme intégrable complexe.

2.3 Intégrabilité algébrique

Le lecteur habitué aux systémes intégrables réels aura stirement remarqué ’absence du
théoréme classique de Liouville qui dit, dans sa version de base, que les composantes
connexes compactes des fibres lisses de I'application moment sont des tores, et que
le flot des champs intégrables est linéaire sur ces tores. Or, nos systémes intégrables
complexes sont définis sur des variétés affines complexes et tels espaces ne peuvent
pas contenir des sous-variétés compactes, comme le montre le théoréme de Liouville en
analyse complexe. Cependant, il a été remarqué par Adler et van Moerbeke que des
parties affines de tores complexes algébriques (variétés abéliennes complexes) peuvent
apparaitre comme fibres de ’application moment d’un systéme intégrable complexe, ce
qui les a conduit a la notion d’intégrabilité algébrique. Nous commengons par un rappel
rapide sur les variétés abéliennes complexes avant de donner la définition d’intégrabilité
algébrique, suivi d’exemples, puis nous présenterons quelques outils pour les étudier.

Pour plus d’information sur l'intégrabilité algébrique nous référons aux livres [1, 22].
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2.3.1 Variétés abéliennes

Pour tout réseau (sous-groupe discret de rang maximal) A de C", 'espace quotient C"/A
est une variété complexe compacte de dimension r, appelé tore complexe. On dit qu'un
tore complexe C"/A est algébrique §'il existe un plongement de C"/A dans l'espace
projectif complexe PV, ot 'entier N peut étre arbitrairement grand. La terminologie
variété abélienne complere est utilisée comme étant synonyme & tore complexe algé-
brique : ici on dira simplement variété abélienne, car toutes nos variétés abéliennes sont
complexes. Pour r = 1, le tore complexe C/A est toujours algébrique et on parle d’une
courbe elliptique complexe ou d’une surface de Riemann elliptique. Pour r > 1, le tore
complexe C"/A est algébrique ou pas, selon le choix du réseau A : pour A générique,

C" /A n’est pas une variété abélienne.

Les variétés abéliennes qui apparaissent en systémes intégrables sont presque exclusi-
vement des jacobiennes de courbes algébriques complexes et des variétés de Prym de
courbes algébriques complexes munis d’'un automorphisme. Puisque dans cette thése
nous rencontrerons uniquement des jacobiennes, nous rappelons uniquement la défi-
nition de ces derniers. On donne deux constructions, I'une qui est analytique, 'autre

algébrique.

Construction analytique

Soit I' une surface de Riemann compacte de genre g > 0. On a
dim Q' (T) =g et Rg H(I';Z2) = 2g

ou Hi(I';Z) est le premier groupe d’homologie de I' a coefficients entiers.
L’intégration le long d’une courbes fermée ~ sur I' définit une application
linéaire sur Q'(T") et ne dépend que de la classe d’homotopie [] de v, de

sorte que 'application suivante est bien définie :

I . H(T;Z) — QYT)*
W =

De plus, I est injectif et son image est donc un réseau dans Q'(T) et le

quotient
Ql (F)*
I(H\(T; Z))

est un tore complexe de dimension g : ce tore est en effet une variété abé-

Jac(l") :=

lienne.
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Construction algébrique

On voit maintenant I' comme une courbe algébrique (non singuliére, pro-
jective, de genre g) et on considére les diviseurs effectifs de degré g sur I
Un tel diviseur s’écrit D = > | P, ou Py,..., P, € I, et on peut identifier
D avec un élément de Sym? [ := I'Y/S,, ou le groupe symétrique S, agit
sur ['Y par permutation des facteurs. Deux tels diviseurs D et D’ sont dits
linéairement équivalents, noté D ~ D', si D — D’ est le diviseur de zéros et
de poles d’une fonction méromorphe sur I'. Dans ces termes, la définition

algébrique de la jacobienne est
Jac(T") :=Sym? '/ ~ .

Le théoréme d’Abel-Jacobi montre que ces deux définitions sont équivalentes.

2.3.2 Intégrabilité algébrique

Nous sommes maintenant en position de rappeler la définition d’un systéme algébri-
quement intégrable. On se restreint au cas ol I'espace des phases est I'espace affine C”
(plutot qu’une variété affine lisse générale) car les systémes considérés dans cette thése

seront tous définis sur un espace affine.

Définition 2.3.1. Soit (C™, 7, F) un systéme intégrable complexe, ol 7 est un crochet
de Poisson polynomial de rang 2r et F = (Fy, ..., Fy) sont des polynomes. On dit que
le systéme est algébriquement intégrable ou a.c.i. si

(1) Pour des valeurs génériques de k € C?, la fibre F, est isomorphe & une partie

affine d’une variété abélienne,
F/-s = (CT/A/@> \Dk )

ou A, est un réseau dans C" et D, est une hypersurface de C" /A, ;
(2) Les champs intégrables X'r, restreints a toute fibre générique F,;, sont invariants

par translation.

Nous donnons tout de suite quelques exemples qui illustrent que méme si les systémes
a.c.i. sont rares dans la famille de systémes intégrables complexes (sur C"), ils sont
trés variés, que ce soit du coté algébrique, géométrique ou mécanique (pour ceux qui

proviennent de la mécanique).
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Exemple 2.3.2. On considére & nouveau le systéme intégrable complexe (C?, 7, ¢) de
I'exemple 2.1.5. On prend pour ¢ le polynome ¢ := y? — f(z), ot f est un polynome
unitaire de degré d > 2. Dans ce cas on peut identifier 'application moment complexe
avec ¢, et les fibres lisses de ¢ sont les courbes algébriques lisses y* = f(z) + ¢, avec
¢ € C. Une telle courbe est de genre (d — 1)/2 ou d/2 — 1 selon si d est impair ou pair.
Si d > 4 les fibres ne sont donc pas des ouverts de courbes elliptiques et le systéme
n’est pas a.c.i. Si d = 3 ou d = 4 les fibres sont bien des courbes elliptiques et le champ
intégrable X, est invariant par translation sur la fibre ; dans ces deux cas, le systéme
est a.c.i. Si déja les systémes intégrables sont rares parmi les systémes hamiltoniens,
cet exemple montre que les systémes a.c.i. sont & leur tour rares parmi les systémes

intégrables complexes.

Exemple 2.3.3. Soient A\, \s et A3 trois nombres complexes deux a deux distincts
mais autrement arbitraires, qui joueront le role de paramétres dans le systéme que nous
allons décrire. Sur C? on prend z,y et 2z comme coordonnées et on considére le champ

de vecteurs quadratique X sur C?, donné par

T = (/\3 — /\g)yz R
y = (/\1 - /\3)ZZL' > (27)
z = ()\2 — )\1)1’1} .

Ce sont les équations d’Euler qui décrivent la rotation d’une toupie dans l’absence
de gravité, la toupie d’Fuler. Le champ de vecteurs quadratique X admet les deux

intégrales premiéres suivantes :
1
H:= 5()\1352 + Aoy + Ag2?)

1
K = 5(1‘2 + 1y +2%).
De plus, X est hamiltonien, X = Xy par rapport a la structure de Lie-Poisson m, définie

par sa matrice de Poisson (dans les coordonnées z,y, z).

0 -z
2 0 —=x
-y x 0

Le polynome K est une fonction de Casimir de 7. En effet, 7 est la structure de Nambu-
Poisson, définie par les polynomes ¢ = 1 et p = K (voir 'exemple 2.2.11). La toupie
d’Euler est aussi a.c.i. : dans ce cas, la fibre générique de 'application moment complexe,

définie par les polynémes H et K, est une courbe elliptique, privée de 4 points.
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Exemple 2.3.4. Le systéme intégrable complexe de Hénon-Heiles, déja rappelé dans
Iexemple 2.2.10, est a.c.i. La fibre générique de 'application moment complexe est dans
ce cas un ouvert d’une surface abélienne de type (1,2) ; une telle surface abélienne peut
étre vue comme un revétement double (non ramifié) de la jacobienne d’une courbe de
genre 2. Le diviseur nécessaire a compléter ces fibres en surfaces abéliennes est une
courbe lisse de genre 3, elle-méme revétement double (non ramifié) de la courbe de

genre 2.

2.3.3 Le critére de Kowalevski-Painlevé

Etant donné un champ vectoriel complexe, le critére de Painlevé-Kowalevski donne des
conditions nécessaires pour qu’il soit le champ intégrable d’un systéme algébriquement
intégrable. A noter que le champ donné n’est supposé ni intégrable, ni méme hamil-
tonien. Si le critére de Kowalevski-Painlevé peut étre utilisé pour démontrer qu’un tel
champ n’est pas a.c.i., son succés a surtout été qu’il permet de sélectionner dans une
famille de hamiltoniens (dépendant de paramétres) ceux qui sont de bons candidats
pour étre a.c.i., et en particulier pour étre des systémes hamiltoniens et intégrables.
Ce critére fut déja utilisé, sans justification, par Kowalevski, ce qui lui permettra de

découvrir la toupie qui porte son nom.

Théoréme 2.3.5 (Critére de Kowalevski-Painlevé). Soit (C",m, F) un systéme a.c.i.
wrréductible. Pour chacun des champs intégrables Xp, il existe des solutions de Laurent

convergentes qui dépendent de n — 1 parameétres libres.

L’irréductibilité dans cette définition veut dire que la fibre générique de I'application
moment complexe, qui est donc un ouvert d’une variété abélienne, ne contient pas
de sous-variété abélienne non triviale, comme c’est le cas pour une variété abélienne

générique de dimension donnée. Il est clair ce que 'on appelle solution de Laurent pour

un champ de vecteurs &; = f;(x1,...,x,) : il s’agit tout d’abord de séries de Laurent
x;i(t) = iix(k)tk i=1 n
K3 tyi k_o 1 ) VAR )

ol v; € Z et :pl@ e Cpouri=1,...,net ke N. Etre solution veut dire que

d .
Exi(t):fi(xl(t),...,xn(t)) > i=L...,n.

La convergence est pour |¢| petit, non nul. Si on ne précise pas les conditions initiales,

telles séries, si elles existent, s’organisent naturellement en familles, dépendant d’'un



30 Préliminaires

nombre de paramétres qui peut varier selon la famille. Les solutions de Laurent dépen-
dant de n— 1 paramétres libres sont appelées des balances principales, tandis que toutes
les autres solutions de Laurent sont appelées des balances inférieures. Une forme plus
élaborée du critére de Kowalevski-Painlevé implique également ’existence de balances

inférieures pour tout systéme a.c.i. irréductible.
Exemple 2.3.6. Soient e, e1, ..., e, des vecteurs dans R, tels que
(1) Les vecteurs eq, ey, ..., e, sont linéairement dépendants ;
(2) Pour tout i, les vecteurs eg, e1,...,€;,...,e; sont linéairement indépendants ;
(3) Si S &ei=0et S & =0alors (&,...,&) =(0,...,0).
Tout systéme générique de £ + 1 vecteurs dépendants dans R" vérifie ces trois condi-

tions. Soit A = (a;;)o<i j<¢ la matrice définie par

L oleiley)
i .
(ej | €;)
On considére sur C2*1) dont on note les coordonnées x = (zq, ..., z¢) et y = (Yo, ..., Ye),
le champ de vecteurs
T = T-
XA : ) y )
y = Az,
ou x-y = (Yo, --.,Teye). Le champ de vecteurs X4 est un champ intégrable d’un

systéme a.c.i. (irréductible), seulement si A est la matrice de Cartan d’une algebre de
Lie affine (éventuellement twistée). Réciproquement, si A est une telle matrice, alors
X 4 est le champ intégrable (au sens de Liouville) ; son appartenance a un systéme a.c.i.
(irréductible) a été établi pour des cas particuliers d’algébres de Lie, mais pas en toute
généralité. Ces systeémes intégrables sont dans la littérature connus comme les systémes

de Toda périodiques généralisés.

2.3.4 Le théoréme de Liouville complexe

Le critére de Kowalevski-Painlevé permet de démontrer qu’un champ de vecteurs n’est
pas a.c.i., mais pas de démontrer qu’il est a.c.i. Démontrer qu'un systéme est a.c.i. est
trés difficile et aucune méthode générale existe a ce moment pour ce faire. Le probléme
principal est de démontrer qu'une variété explicitement donnée (par des équations al-
gébriques) est une (partie affine d’une) variété abélienne. Dans le cas des systémes
intégrables provenant de la géométrie algébrique, comme le systéeme de Beauville, ¢’est
la définition elle-méme du systéme qui permet de décrire les fibres de I'application mo-
ment complexe comme étant des parties affines de variétés abéliennes. Dans tous les

autres cas la tache est plus complexe.
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En petite dimension, le théoréme suivant a été utilisé avec succés, méme si sa mise
en ceuvre, c¢’est-a-dire la vérification des conditions du théoréme, est assez compliquée.
C’est ce théoréme que nous utiliserons pour conclure l'intégrabilité algébrique du sys-
téme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules.

Théoréme 2.3.7 (Théoréme de Liouville complexe). Soit A C C" une variété affine
non singuliere de dimension r, munie de r champs de vecteurs holomorphes X1, ..., X,
et soit ¢ : A — CN C PN un morphisme. Soit A = p(A) \ ¢(A) que Uon décompose
comme A = A" U A", ou A" est la réunion des composantes irréductibles de A de

dimension r—1 et A" la réunion des autres composantes irréductibles de A. On suppose :
(0) ¢ : A— CN est un plongement;
(1) Les champs commutent deuz & deuz, [X;, X;] =0 pour 1 < i, < r;
(2) En chaque point m € A les champs de vecteurs Xy, ..., X, sont indépendants ;

(3) Le champ de vecteurs ¢.X, se prolonge en un champ de vecteurs X| qui est
holomorphe au voisinage de ' dans PV ;

Les courbes intégrales de X1 qui débutent en des points de A’ partent tout de suite
g
dans p(A).

Alors ¢(A) est une variété abélienne de dimension r et A" =0, de sorte que p(A) =

©(A) U A'. De plus, les champs de vecteurs holomorphes . X1, ..., . X, se prolongent

en des champs de vecteurs holomorphes sur tout p(A).






Chapitre 3

Systémes de Lotka-Volterra

Le systéme intégrable dont nous allons démontrer 'intégrabilité algébrique est une
déformation du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh, qui est lui-méme un cas particulier d’un
systéme de Lotka-Volterra. Dans ce chapitre on commence avec quelques rappels sur
les systémes de Lotka-Volterra (antisymétriques) et leur structure hamiltonienne, puis
nous donnons quelques exemples particuliers qui sont connus étre intégrables. Ensuite,
nous introduisons les systémes de Bogoyavlenskij-Itoh déformés, qui seront étudiés dans

la suite.

3.1 Systémes de Lotka-Volterra

Le systeme de Lotka-Volterra, aussi appelé modéle de Lotka-Volterra, a été introduit
par Lotka et Volterra dans leurs études de la dynamique des populations avec deux
espéces, un prédacteur et sa proie |17, 24]. Pour n espéces, le systéme s’écrit sous sa

forme générale a travers du systéme d’équations différentielles sur R™ ou C" suivant :

n
T, = €T; + E A jrixy pouri=1,...,n. (3.1)
Jj=1
Ici, on considére ces équations sur C", dont on note x1,...,z, les coordonnées cano-

niques. On dira que n est le nombre de particules, plutot que le nombre d’espéces.
Les coefficients €1, ..., €, sont des constantes scalaires complexes et A = (4, ;) est une

matrice carrée complexe de taille n.

Une classe particuliére de (3.1) est quand tous les ¢; sont nuls et quand la matrice A est

antisymétrique. On parlera alors de systéme de Lotka-Volterra antisymétrique. L’intérét

33
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particulier pour ce cas est qu’il est toujours hamiltonien, contrairement au cas général.
On rappelle 'argument car il est important pour la suite. On considére donc un systéme
de Lotka-Volterra

T; = ZAi,j Likj pouri=1,...,n, (3:2)
j=1

avec A antisymétrique. Comme on I’a rappelé dans 'exemple 2.1.6, on peut associer
a A une structure de Poisson (diagonale) sur C"™. On la note 7 et le crochet de Poisson

associé a 7 sera noté {-,-}. On a alors
{zi,x;} = Aijoixj pouri,j=1,...,n. (3.3)
Soit
n
H::$1+x2—|—---+xn22xj.
j=1

Pour:=1,...,n,ona

XH(%) = {ZL‘Z,H} = {l’i,ZZEj} = ZAZ‘J €Ty ,
j=1 j=1

ce qui montre que (3.2) est un systéme hamiltonien. A noter la forme simple de son
hamiltonien : il est linéaire! On rappelle de 'exemple 2.1.11 que le rang de 7 est le rang
de A et que des vecteurs entiers positifs dans le noyau de A donnent des fonctions de
Casimir de 7.

Du point de vue de I'intégrabilité, une question naturelle se pose : pour quelles matrices
antisymétriques A, le systéme hamiltonien (3.2) est-il intégrable ? Pour I'instant on n’a
que des réponses trés partielles et la diversité des intégrales premiéres dans les cas
intégrables connus montre qu’une réponse générale est actuellement hors de portée. On

se contente ici de quelques exemples qui sont connus étre intégrables.

Exemple 3.1.1. Le systéme de Lotka-Volterra intégrable a n particules le plus connu
est celui du systéme de Kac-van Moerbeke |9, 14]. Les entrées non nulles de la matrice A

sont alors données par
ai+17i:—ai7i+1:1, pourizl,...,n—l.

Pour le cas du systéme de Kac-van Moerbeke périodique, que 1'on note KM(n) on y
ajoute les crochets non nuls ay ,, = —a, 1 = 1. Le rang de A, et donc de KM(n) est alors
n—1et 125 ... 1, est une fonction de Casimir de KM(n) car (1,1,...,1) appartient

au noyau de A. Le champ hamiltonien Xy de KM(n) est donné par

t; = xi(riy —xi41), pour i=1,...,n. (3.4)
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Ici, les indices sont pris modulo n : x¢y = x,, et x,11 = x1. Les intégrales premiéres sont
construites a partir de écriture de (3.4) comme équation de Lax L(h) = [L(h), M(h)],

avec

0O =z, 0 --- 0 ht
1 0 ) 0
0 1 :
L(h) = : (3.5)
0 0 Tp—1
hz, 0 -+ -~ 1 0

et M (h) est construit a partir de L(h). Les coefficients du polynéme caractéristique de
L(h) donnent assez d’intégrales premiéres de (3.4) pour établir I'intégrabilité au sens
de Liouville de KM(n).

Exemple 3.1.2. Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh [3, 13| a n particules, noté Bl(n),
est le systéme de Lotka-Volterra antisymétrique, défini par la matrice A de taille impaire,
n = 2k + 1, suivante :

0 1 1 -1 -1 -1 -1

-1 0 1 -~ 1 1 =1 - —1 —1

-1 -1 0 -~ 1 1 1 - —1 —1
A= -1 —1 —1 v «vv e ev oo 1 -1

1 —1 —1 et v eer e oo 11

1 1 1 -+ -1 -1 =1 --- 0

1 1 1 -+ 1 -1 =1 -~ 1 0

Chaque ligne de cette matrice est obtenue par un décalage d’une unité de la précédente,
tandis que la premiére ligne de A consiste, aprés le zéro initial, de k valeurs 1, puis de
k valeurs —1. Dit encore différement, les entrées triangulaires supérieures de A sont
données par

o 1, si i<j<min{i+k,2k+ 1},
) =1, st min{i 4k 2k +1) < j < 2k+ 1.

On note 7y la structure de Poisson diagonale, définie par A, et le crochet de Poisson
correspondant est noté {-, -}

Posons x,+¢ = x; pour tout ¢ € Z. Le champ hamiltonien Xy de Bl(n) s’écrit alors
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comme suit :

B1=21(T2 + 0+ Thyr — Ty — 0 — Tapg)
Ti = Ty(Tig1 + 0+ Tivk — Titk1 — * 10— Titok) (36)
Ty = Tn(Tng1r + 0 F Dotk = Tkl = * — Tngak)

ou de facon succinte,
k
leﬂ Ti—;), pouri=1,...,n. (3.7)

Une équation de Lax pour BI(n) est donnée par
(X + AM) = [X + M, B — A\M**'] | (3.8)

ol A est un parameétre spectral et X, M et B sont les matrices carrées de taille n dont

les entrées sont décrites, respectivement, par
Xij = 0ijyrti, Mij =011 et Bij:=—0;;(Ti+ Tip1 + -+ Tigr) -

On en obtient & nouveau assez d’intégrales premiéres (en involution) pour 'intégrabilité
au sens de Liouville du systéme de BI(n). Notons d’abord que le rang de la matrice A

est n — 1 = 2k, ce qui est alors aussi le rang de la structure de Poisson mg;.

Le polynéome caractéristique de opérateur de Lax X + AM de (3.8) est donné par

k
det(X + AM — pId) = A" — p" + > Hppq XM 0pM,

=0
ol par homogénéité chaque polynome Hyy 1 = Hypiq(x1, ..., 2,) est homogéne de degré
20 4+ 1. On y retrouve le hamiltonien H; = 1 + x5 + - - - + x,, et la fonction de Casimir
Hyoy = 220 .. 1. Etant un coefficient du polynome caractéristique de 'operateur
de Lax X + AM, chaque polynome H,,; est une intégrale premiére du champ hamil-
tonien (3.7). En utilisant un argument combinatoire, Itoh prouve que ces polynomes
sont indépendants et en involution [13]. Ceci permet de conclure que le systéme de

Bogoyavlenskij-Itoh a n particules est intégrable au sens de Liouville.

La forme symétrique de (3.7) provient de la présence d’un groupe d’automorphisme
(cyclique d’ordre n) de BI(n). Il est engendré par le morphisme o : C* — C", défini
pour (ay,...,a,) € C" par

olay,as, ..., a,) = (ag,as, ..., a,,a1).
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Le morphisme induit o* sur F(C") est alors donné par o*z; = ;41, ol on rappelle que
les indices sont pris modulo n. Il est alors clair que o*H; = Hy et que 0" Hy1 = Hy1q ;
on peut également vérifier que plus généralement, c*H, = Hypour £ =1,...  k+ 1. De

plus, pour 1 <7,7 <n,

{U*xiaa*xj}]g[(n) = {%H;%H}Bl(n) = o" {zi, 75},

olt nous avons utilisé dans la derniére égalité que A; 1,41 = A;; pour tous 7,5 (on
rappelle que les indices sont pris modulo n). Ceci montre que o est un automorphisme
de BI(n). 1l est clair que o engendre un groupe d’automorphismes de BI(n) qui est

cyclique d’ordre n.

Exemple 3.1.3. Les systémes de Lotka-Volterra (C", 7w, H) admettent des réductions
de Poisson qui sont également des systémes de Lotka-Volterra : pour toute partie non
vide I C {1,2,...,n}, le sous-espace S; définie par x; = 0 pour tout i € I est une
sous-variété de Poisson de (C", 7). En effet, les fonctions sur C" qui s’annulent sur S;
forment un idéal de Poisson de F(C") : pour ¢ € I et pour F' € F(C"),

“~  OF
{z;, F} = :L‘ijlxja—x] :
donc {z;, F'} s’annule sur S;. On peut alors restreindre la structure de Poisson 7 sur S;
et la restriction est une structure de Poisson sur S7, notée 7y ; restreintes a Sy, les fonc-
tions x;, avec i € {1,2,...,n}\ I forment un systéme de coordonnées linéaires sur Sy,
que P'on notera toujours x;, avec i € {1,2,...,n}\ I. En termes de ces coordonnées, m;
est donné pour 4,5 € {1,2,...,n} \ I par {z;,2;}, = a; x;x;, donc 7 est une struc-
ture de Poisson diagonale. La restriction de H = ) | z; est alors H; = D igr Ti- La
réduction est alors également un systéme de Lotka-Volterra. A noter que la matrice A
de ce dernier systéme est obtenue en enlevant de la matrice A du systéme de Lotka-
Volterra original pour tout ¢ € I la i-éme ligne et colonne. A priori, ces réductions ne
conservent pas l'intégrabilité : bien str la restriction a S; de toute intégrale premiére de
(C™, 7, H) sera une intégrale premiére et I'involutivité de fonctions est préservée par la
restriction (& une sous-variété de Poisson). Par contre, rien ne garantit que la restriction
préserve I'indépendance de fonctions ; aprés restriction une fonction peut méme deve-
nir nulle, comme par exemple le Casimir x5 ...z, du systéme de Kac-van Moerbeke
(exemple 3.1.1). Une famille de réductions du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh a été
décrite dans [5, 20] ; dans ces cas, aprés réduction, les intégrales premiéres du systéme
de Bogoyavlenskij-Itoh ne suffisent pas pour l'intégrabilité au sens de Liouville mais il

existe assez d’autres intégrales premiéres, qui sont rationnelles plutét que polynomiales.
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3.2 Systémes de Bogoyavlenskij-Itoh déformés

En général, quand on modifie méme légérement un systéme intégrable, on perd son
intégrabilité. Néanmoins, il existe parfois des déformation intégrables d’un systéme in-
tégrable donné. C’est le cas du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh BI(n) (exemple 3.1.2),
ou une déformation intégrable du systéme a été construite dans [8]. Aprés déforma-
tion, (3.7) devient

k
T, = X Z(Iiﬂ — ;) +e&, pouri=1...,n. (3.9)
j=1
Les ¢; sont des constantes complexes arbitraires de somme nulle, £1 +e9+---+¢, = 0.
Cette derniére condition est nécessaire et suffisante pour que H = z1 + 29+ --- + 2,
soit une intégrale premiére de (3.9). De plus, (3.9) est un champ hamiltonien avec le
méme hamiltonien, mais par rapport & une structure de Poisson différente, qui est une

déformation de la structure de Poisson du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh non déformé.

Afin d’introduire cette structure de Poisson on introduit des paramétres 3; ;4 = — Btk
pour ¢ = 1,...,n, ol on rappelle que les indices sont pris modulo n. Ils sont choisis tels
que

€ = 5m+k - Bz—kz
pour ¢ = 1,...,n. D'une part, le fait que les ¢; sont de somme nulle implique que
tels B; i+ existent. D’autre part, il est clair que les ;1 sont uniques a une constante
additive prés (cette constante est indépendente de 7). Par définition les f; ; avec j # i+k
sont nuls. On peut alors considérer la déformation suivante du crochet de Poisson défini
par (3.3):

{zi, 2 tgp = Aijriv; + Bij, pour i,j=1,...,n.

D’une part, le crochet déformé est toujours un crochet de Poisson. D’autre part, le
champ hamiltonien X'y par rapport a cette nouvelle structure de Poisson est donné par

n

T = X Z(ZUHJ' —Tij) + Z Bi
=1

j=1
n

=1 Z(xi+j —%i—j) + (Biitk — Bizki)

Jj=1
n

= Z; Z(xi"'j — l’i_j) +¢&;, (310)

J=1

ce qui montre que le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé, que I'on note BI*(n) est

aussi un systéme hamiltonien. Tout comme le systéme non déformé BI(n), le systéme
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déformé BI*(n) est intégrable au sens de Liouville. Dans 8|, plusieurs constructions des
intégrales premiéres en involution sont données. On peut par exemple citer 1’équation

de Lax suivante, qui est une déformation de ’équation de Lax (3.8) :
(X +ATTA+AM) = [X + XA+ AM, B — AMFH (3.11)

ou X, M et B sont les matrices carrées de taille n dont les entrées sont décrites,

respectivement, par
Xij = 0ijakTiy  Diji=Bivkjij, Mij:=0diy1;,
Bij = 00ij = —0;j(xi + Tigr + - A Tigr) -

On retrouve 1'équation de Lax (3.8) de BI(n) en posant A := 0. On trouve alors les
intégrales premiéres démontrant 'intégrabilité de (3.9) comme coefficients du polynome
caractéristique de l'opérateur de Lax L := X + A\ 7tA + \M.

Comme dans le cas du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh non déformé, il existe des réduc-
tions de Poisson naturelles du systéme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé, qui sont toujours
intégrables au sens de Liouville ; ces réductions ne sont par contre plus des systémes
de Bogoyavlenskij-Itoh déformés, bien que ce sont des déformations (intégrables) de
systémes de Lotka-Volterra (intégrables). Pour la réduction, qui est toujours sur un
sous-espace Sy, comme dans 'exemple 3.1.3, il faut supposer que les paramétres de dé-
formation correspondant a [ sont nuls. Les intégrales premiéres du systéme réduit sont
alors en général aussi rationnelles, plutdot que polynomiales, et sont des déformations
du systéme de Lotka-Volterra correspondant non déformé (voir [7]).

A cause des paramétres f3; ;, I'automorphisme o de BI(n) n’est pas un automorphisme
du systéme intégrables BI*(n). Simplement dit, il faudra aussi que o* permute les para-
meétres de déformation 3; ;. Nous expliciterons cette extension dans le chapitre suivant

au cas ou n = d.

3.3 Le rapport entre les systémes KM(5) et BI(5)

Dans cette section, nous montrerons qu’il existe une relation étroite entre le systéme
de Kac-van Moerbeke & 5-particules et celui de Bogoyavlenskij-Itoh a 5-particules. Plus
précisément, un isomorphisme de Poisson sera construit entre les espaces des phases

résultants aprés avoir fixé les valeurs des Casimir.

Il est bien connu que le systéme de Kac-van Moerbeke a 5-particules, que 1'on note
KM(5), est a.c.i. (voir [14] et [9]) ; via cet isomorphisme nous prouverons alors auto-

matiquement que le systéme BI(5) est également a.c.i.
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Comme il a été montré dans 'exemple 3.1.1, KM(5) fait partie de la famille des systémes
de Lotka-Volterra (antisymétriques). On considére C® comme I'espace des phases et sur
lui les coordonnées linéaires ¥y, ..., ys ; on va également utiliser la convention cyclique
des coordonnées en posant y; .5 = y;, pour ¢ € Z. Le systéeme de Kac-van Moerbeke a

b-particules périodique est donné par le systéme d’équations différentielles quadratiques
?/i :yi<yi71 _yl'Jrl), 1= 1,...,5. (312)
Ce systeme admet les trois constantes de mouvement suivantes :

5
Fri=) gi=yi+tp+ys+utys,
=1

5
Fy = Yiiv2 = Y1¥s + Y2Us + YsUs + Yath + s (3.13)
=1

5
Fy = [ vi = vivaysyays -
i=1

On munit C° de la structure de Poisson donnée par le crochet

{yi, yj}KM(S) = (5i7j+1 - 5i+1,j) YilYj , t,7=1,...,9, (3-14)

ol 0;; est le symbole de Kronecker. KM(5) est alors un systéme hamiltonien lorsque
'on considére le crochet de Poisson {-, '}KM(s) et la fonction F} en tant que hamiltonien.

En effet, le champ de vecteurs hamiltonien X, est donné par

v =Ly, Fl}KM(E)) = 4i(Yi1 — Vi), i=1,...,5,

comme dans (3.12). Par rapport a ce crochet de Poisson, U'intégrale premiére F3 est un
Casimir. De méme, en considérant F5 comme hamiltonien, on a un deuxiéme champ de
vecteurs qui commute avec (3.12) ; il est donné par le systéme d’équations différentielles

suivant :

Ui =i Potynes) = Yil¥io1¥iv2 — Yir1yi-2) . 1=1,....5. (3.15)

On va noter B la matrice du systéme KM(5), c’est-a-dire la matrice des coefficients
B

i = i1 = 0jit1,

0o -1 0 0 1
1 0 -1 0
B={0 1 0 -1 0
o 0 1 0 -1
-1 0 0 0
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Ensuite, nous rappelons que le systéme de Bogoyavlesnkij-Itoh a 5 particules (non

déformé), que 1'on note BI(5), est donné par le systéme d’équations différentielles
5
.i'i :.I'iZ(ZEi_H’ —l'l'_j), 1= 1,...,57 (316)
j=1

oll nous prenons aussi C® comme 'espace des phases, équipé des coordonnées linéaires
x1,...,T5. Ce systéme est hamiltonien lorsque 'on considére comme hamiltonien la

fonction Hy := x1 + 29 + x3 4+ x4 + x5, et la structure de Poisson donnée par le crochet
{‘ri’xj}BI(E)) = A@j €T;T;, Z,j = 1,...,5, (317)
oll A est la matrice antisymétrique

o 1 1 -1 -1
-1 0 1 1 -1
A=]-1 -1 0 1 1
1 -1 -1 0 1
1 1 -1 -1 0

Le champ de vecteurs hamiltonien Xy, admet les trois premiéres intégrales (indépen-

dantes) suivantes :

5
H1 = E xX; :$1+[L’2+l’3+$4+1}5,
=1
5
H2 = E T oXiTijro = X413 + T5ToX4 + T1X3X5 + ToXgX1 + T3T5T2 s (318)
=1
5
H; = 1_[:cz = T1X2T3L4T5 .

=1

Nous allons ensuite établir un lien entre les deux systémes décrits ci-dessus. Pour cela

on définit 'application ¢ : Cj — C§, décrite par

1 1 1 1 1
ola) == ( ) : pour a = (ai,...,a5) € Cy,  (3.19)

a1a3’ a4a1 ’ a2a4’ CL5CL27 asas

ou Cj := C>\ { (a1, az,as3,aq,as) € C°| ayasazasas = 0} .



42 Systémes de Lotka-Volterra

L’application ¢ induit naturellement un morphisme au niveau des algébres des fonctions
réguliéres sur I'ouvert C5. Plus précisément, on a I’application ¢* : F(C5) — F(Cp)

définie par
1

E— 1=1,...,5. (3.20)
T3i—2 T3

©*(y:) =

Dans les lignes suivantes, nous allons détailler le fait que 'application ¢* préserve les

structures de Poisson. Autrement dit, nous allons montrer que

En effet, d’une part, en utilisant (3.14), le coté gauche de (3.21) peut se réécrire comme
©* ({yi;yj}KM(E;)) = ©"(Bijyiy;) = Bij " (vi)e™ (y5) - (3.22)

D’autre part, on calcule le cote droit de (3.21) comme suit :

{90*(91)780*(313‘)}31(5):{ 1 1 }BI(5)

)
X3i—2 X3; T3j—2 T35

= (w3i-2031) " (w3j-2 03j) 7 {@3i-2 T3i, T3j-0 T3}y 5

= (23i-2231) " (03j-2 23)) [x?”' T3y {52, T3j -2} pys) +
T3i—2 T3; {3331‘, 1’33‘—2}131(5) +
T3; T3j—2 {wsi—2, 1’33'}131(5) +
T3i—2 T3j—2 {34, x3j}BI(5)]

= (w3i-2231) " (w3j-223)) 7 [Asio3j—2 + Asigjo + Asiay,

+As; 35 | (X3i—2 T3; T35—2 T35)
1 1

= [Asi_03j—2 + Asizj—2 + Asi—2.3; + Asi sl
T3i—2 XL3; L3j—2 T3

= [Asi—23j-2 + Asigj—2 + Asi—o3; + Asizj] ¢ (y:) ©"(y;) . (3.23)

De (3.22) et (3.23) on déduit que ¢* est un morphisme d’algébres de Poisson si et

seulement si pour tous ¢, =1,...,5,
B = Asi_o3j—2 + Asizj—o + Asi_o3; + Asizj .

On remarque que, grace a la cyclicité de la matrice A, pour tous ¢,5 = 1,...,5, on a

que As;_93;_0 = A;; ; de plus, en vertu de la cyclicité des indices modulo 5 on a que

Aszizj—o = Asizjts = Asiz(+1)

Aszi_o3j = Asivzz; = As(iy1)3; -
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Au vu de ce qui précéde, p* est un morphisme d’algébres de Poisson si et seulement si

pour tous ¢,7 =1,...,5,
B;j = 2 Asiz; + Asize1) + Asgiv1),35 -

Maintenant, la relation ci-dessus nous motive a considérer la matrice carrée A dont les

entrées sont définies par /L-J := Ajsi3; . Explicitement, A est la matrice donnée par

De la discussion précédente, nous avons enfin que ¢* est un morphisme d’algébres de

Poisson si et seulement si pour tous ¢, =1,...,5,
Bi,j = 2 Ai,j + Ai,j—H + *’Zli—ﬁ-l,j . (324)
Afin de vérifier la rélation (3.24), nous procédons a I'analyse des cas suivants :

j=i—2: QAo+ A+ Ao =2(-1)+ (1) +(1) =0,
j=i—1: 24, 1+ Au+ A =20)+(0)+(-1) =1,

j = ’l . 2121@71 -+ Ai,i+1 —+ AiJrl,i = 2(0) + (-1) + (1) = 0,
J=1+1: 21‘~1i,i+1 + Ai,i+2 + /L'H,Hl =2(-1)+ (1) +(0) = -1,
J=i42: 240+ Ajs+ A = 2(1) + (1) + (1) =0
Autrement écrit,
0O -1 0 0 1
0O -1 0 0
(2 Ai7j ‘|‘ Ai7j+1 ‘|‘ Ai+17j) - O 1 O —1 0 - B,
0 0 0 -1
-1 0 0 1 0

ce qui achéve la vérification de (3.24). Nous concluons alors que ¢* : F(C3) — F(Cp)

est un morphisme d’algébres de Poisson.

Voyons ensuite I'action du morphisme ¢* sur les intégrales premiéres Fi, F, et F5. En
effet :
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Pour £,

o(F1) = " (yi+y2+ys+va+ys)

1 1 1 1 1
= + + + +
T1 X3 Ty I To Ty T5 Lo T3 Ty
1
= ——————— (T5%9%y + T3X5T9 + T1X3T5 + T4 T3 + ToTyTy)
X1 XoX3TygTs
Hy
= —. 3.25
= (3.25)
Pour F5,
O (Fy) = ¢ (y1ys + Yoya + Ysys + yay1 + ysie)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= + +
T1X3 X2 T4g Ty X1 T T2 Lo Xy X3 Ty Ts X2 X1 X3 X35 T4y
1
= — ($5+I3+$1+$4+$2)
T1Xo2X3T4Ts
H,
= —. 3.26
= (3.26)
Pour Fj,
SO*(F?,) = w*(y1 Y2 Y3 Ya y5)
- 1 1 1 1 1
N T1T3 TygX1 T2y Ty Ty T3y
1
N (Q?l $2$3334135)2
1
= —. 3.27
H? (3.27)

Dans ce qui suit, on va fixer une valeur non nulle k3 du Casimir Hz et on définit

c3 = — . On va également définir les espaces
K
3

(a1, as, a3, a4, as) € C*| ajagazasas = r3} C Cj,

M,
M (b1, b2, b3, by, bs) € C°| bybobsbsbs = c3} C CJ,

{
{

munis des structures de Poisson données par les restrictions des crochets (3.17) et (3.14)

a M,, et M, , respectivement.

L’application ¢ définie dans (3.19) se restreint alors a Iapplication

0: My, = M, . (3.28)
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De plus, 'application induite au niveau des algebres des fonctions réguiléres sur M.,
et M, , ¢*: F(M,,) = F(M,,), préserve les structures de Poisson et, d’aprés (3.25)
et (3.26), elle est telle que

1
¢ (F1) = — Ha, (3.29)
K3
1
K3

L’application (3.28) est en fait un isomorphisme de Poisson. Pour le prouver, on définit
I'application ¢ : M., = M,, par

»(b) =

1 1 1 1 1 1
=

b= (by,....b o
bzb4b1’b4b1b3’b1b3b5’b3b5b2’b55254>’ pour b= (by,..., bs) € Mo,

(3.31)

Puisque c3 = k32 et pour tout (b, by, b3, by, bs) € M., on a que by by b3bybs = c3, on

peut, de maniére équivalente, écrire v comme

o(b) = 1 (b3b5’ b5bg7 be47 b4b1’ blbg)

R3

1
= —— (bsbs, bsbz, baby, baby, b1b3)

R3C3

= K3 (535575552,5254,b4b1jb1b3)~ (3-32)

C3 C3 C3 C3 C3

Voyons maintenant que I'application ¢: M., — M, est 'inverse de p: M,, — M.,

et vice versa. En effet :

Pour tout (a1, as, as, as,as) € M,, on a que

1 1 1 1 1
¢o¢(a1,a2,a3,a4,a5) - ¢ ) ) ) )
a1a3 a4y G204 A502 a30s5

9 ) 9 Y

" a5a2a4 Q30502 10305 A4Q103 G20447
R3 R3 R3 R3 R3

Y Y Y

10305 204401 Q20407 A3A502 G30502 40103
= ks
R3 K3 K3 K3 R3 K3

?

aqa10a3 50204 a5a204 A10305
R3 R3 R3 R3

20 .20 20 27 .2

<Ii3 a1 K3zQ2 K3zaz K3zaAq4 K3 CL5>
= K3
kg K3 kg Rz k3

— (a17a27a37a47a5)‘
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De méme, pour tout (b, by, b3, by, b5) € M., on a que

o ?/J(bl, by, b3, by, b5) = @ (f‘é3 bsbs, K3 bsba, kg baby, K3 baby, K3 blbg)
( 1 1 1
(fi3 b3b5)<f€3 b2b4) ’ (/f3 5451)(53 5355) ’ (53 b5b2)(/€3 b4b1) ,
1
(:‘13 blbg)(ﬁlg b5b2) Ii3 b2b4 (Iig b ))

by b2 b3
o liQC 72 2

- (b17b2ab37b47b5)'

On a en conséquence que ¢ et ¢ sont des isomorphismes entres les variétés M., et M.,.
De plus, comme ¢ est un morphisme de Poisson, alors 1) 1’est aussi. En conclusion, ¢

et 1 établissent des isomorphismes de Poisson entre les variétés M, et M., :

©: My, = M, ,
v M., 1>./\/l,43.

L’application ¢*: F(M,,) = F(M,,) est donnée explicitement par
Y; = 1/}*<£IZ',L) = K3 X2;—-122i+1 1= 1, . ,5 . (333)
En particulier, de (3.29) et (3.30) on obtient que

Y (Hy) = " (k3 9" (F))
Y (Hy) = " (k3 " (F1))

(pop) (Fy) = kg Iy,
K3 (p o) (F1) = K3 F1,

R

w

ce qui peut également étre vérifié par un calcul direct & partir de (3.33) et les intégrales

premiéres dans (3.18).

Sachant que le systéme KM(5) est a.c.i. (voir [14] et [9]), les isomorphismes ¢ et ¢ nous

permettent d’établir la proposition suivante :
Proposition 3.3.1. Le systéme de Bogoyavlenskij-Itoh & 5 particules, BI(5), est a.c.i.

Démonstration.

Comme mentionné dans le paragraphe immédiatement précédent, dans les articles [14]
et |9] il est établi que le systéme KM(5) est algébriquement intégrable. On sait égale-
ment d’aprés les recherches de Bogoyavlenskij et Ttoh, |3, 13|, que le systéme BI(5) est
intégrable au sens de Liouville. Alors pour prouver que le systéme BI(5) est aussi a.c.i.,

il faut montrer que la fibre générique de I'application moment associée a ce systéme
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est isomorphe & une partie affine d’une variété abélienne, sur laquelle les champs de
vecteurs intégrables sont constants.

On considére, pour une valeur générique k = (K1, ke, k3), la fibre H,, du systéme BI(5) :
3
H, = ﬂ{x € C°| Hi(x) = Ky} .
i=1

Considérons aussi que k3 # 0. On a le diagramme commutatif suivant :

My, —F o M,,
(H1,H2)[ (Fy, Fy)
(CQ y T (C2

K3

En effet, on a montré dans cette section que ¢ est une application de Poisson bijective
holomorphe entre les variétés M, et M., . En conséquence, pour tout (ki,kz), @

restreint en un isomorphisme entre

(Hy, Hy) " ({1, ko)) et (Fy, Fy)~! ({ﬂ @})

KJ37 K3
Ceci preuve que pour tout c3 # 0 et pour tous ¢, et ¢y génériques,
(F1, F») ' ({c1,e2}) = (F1, Fo, F3) "' ({c1, 2, c3})
est une partie affine d’une surface abélienne (jacobienne).

On rappelle également de cette section le rapport entre les intégrales premiéres Fi, F5
et Hy, Hs sous les morphismes induits ¢* et ¢* :

1

99*(F1)=K—H2, w*(Hl)ZFéan,
3
1

90*(F2)=/{—H17 Y*(Hy) = K3 Fy .
3

Etant donne que ¢ est un isomorphisme de Poisson, on en déduit que

XHl = K3 XLP*(FQ) = K3 ¢*XF2 s
X, = K3 Xpe(ry) = K3 uXp, - (3.34)

Les champs Xp, et Xg, sont constants, quand restreints aux fibres (Fy, Fy)"*({c1, c2}).
D’aprés (3.34), il s’ensuit par conséquent que les champs intégrables Xy, et Xp, sont
aussi constants, quand restreints aux fibres (Hy, Hy) ' ({k1, k2}) . Ce qui précéde nous

permet de conclure que le systéme BI(5) est algébriquement intégrable.

il






Chapitre 4

L’intégrabilité algébrique du systéme

BI déformé a 5 particules

Ce chapitre est consacrée a la preuve de 'intégrabilité algébrique du systéme de BI
déformé a 5 particules, BI*(5), pour n’importe quelles valeurs des paramétres de défor-
mation ¢; (ou, ce qui est équivalent, des paramétres f3;;12). D’abord, nous spécialisons
les résultats concernant BI*(n) au cas n = 5, donnant les formules explicites des ha-
miltoniens, de la structure de Poisson et du champ intégrable Xy, qui sera utilisé dans
la preuve. Ce sera fait dans la section 4.1, ce qui nous permettra de présenter une es-
quisse de la preuve dans la section 4.2. Pour les sections suivantes 4.3 — 4.6 on fixera
des valeurs génériques k = (K1, Ko, k3) des hamiltoniens Hy, Hs et Hs, alors que les va-
leurs des parameétres de déformation restent arbitraires. On y traite en détail (et dans
cet ordre) les balances principales et inférieures, les diviseurs de Painlevé abstraits, un
plongement prometteur de H, dans P*4, puis on montre que le champ intégrable Xp,
sur H,, correspond sous le plongement & un champ de vecteurs holomorphe sur tout P4,
Dans les sections 4.7 et 4.8, nous complétons la preuve d’intégrabilité algébrique sous
I’hypothése que les €; sont génériques ; pour étre précis, ils sont supposés tous non
nuls. Pour le cas général, il reste six sous-cas a traiter, qui demandent & chaque fois de
refaire certains calculs, mais avec a la fin la surprise agréable que I'on trouve au total
six nouvelles configurations de courbes sur une jacobienne, non connues auparavant
(section 4.9).

49
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4.1 Le systéme intégrable BI*(5)

Nous spécialisons d’abord les résultats rappelés dans la section 3.2 concernant les sys-
témes de Bogoyavlenskij-Itoh déformés BI*(n) au cas de n = 5 (5 particules). L’es-
pace des phases est alors C°, dont les coordonnées naturelles seront toujours notées
Z1,...,x5 ; il convient de poser également x,,, = xz, pour tout { € Z. Le champ

hamiltonien Xy de BI*(n), donné par (3.9), devient pour n =5,

$1:$1($2+$3—3}4—£If5)+€1,

$2:$2 T3+ Ty — X5 —T1) + €2,

( )
T3 = x3(zq + x5 — 11 — T2) + €3, (4.1)
Ty = x4(x5 + 1 — 9 — x3) + €4,

( )

T5 = T5(T1 +To — T3 — Ty) +€5.

Les parameétres de déformation auxiliaires f3; ; = —f;;, utilisés pour construire une

structure de Poisson rendant ce champ hamiltonien sont maintenant définis en termes

de g1,...,¢e5 par
gi = Biive — Bicos, pouri=1,...,5. (4.2)

Explicitement,

g1 = P13 — Baa,

€2 = Poa — P52,

e3= 35— P13,

€1 = Pa1 — Baa,

€5 = 55,2 - 53,5 .

Ceci est possible car la somme de ¢; est nulle, et les paramétres (3; ; qui interviennent
dans (4.2) sont uniques a une constante commune additive prés ; les autres para-
métres [;; sont par définition nuls. Une structure de Poisson mpp+ pour BI*(5) est

alors donnée par
{ZEZ‘,ZL‘]‘}BI* = Ai,j ZEiZL‘j—f—BiJ‘, pour Z,] = 1,...75, (43)
ot A est la A-matrice du systéme non déformé BI(5),
0 1 1 -1 -1
-1 0 1 1 -1
A=]-1 -1 0 1 1

1 -1 -1 0 1
1 1 -1 -1 0
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La fonction Hgp: C® — C définie par
Hyp =21+ 20+ 23+ 24 + 25, (4.4)

est un hamiltonien du champ de vecteurs (4.1) par rapport a la structure de Poisson

déformée mgr+, dont la matrice de Poisson est donnée par

0 T122 rws+ Pz —x1xs — Ban —T1T5
—ToT1 0 ToT3 oy + Pog  —T2xs — P52
—x3w1 — P13 —I3x2 0 3Ty 375 + P35
a1 + Bag —Ta%o — Poa —T4T3 0 T4Ts
5T T5Ty + P52 —x5w3 — P35 —I5Ty4 0

La matrice A étant de rang 4, la structure de Poisson déformée 7g+ est de rang 4, comme
on peut aussi le vérifier directement en calculant le rang de sa matrice de Poisson en
un point générique.

Afin de déterminer explicitement les intégrales premiéres de BI*(5) nous spécialisons
ensuite ’équation de Lax (3.11) aucasn =2k +1=5:

(X +ATTA+AM) =[X + X TA+ MM, B — AM?].

Les matrices X, A, M, B sont maintenant données par :

0 0 0 =z O Biz 0 0 0 0 01 0 0 O
0 0 0 0 = 0 pBaa O 0 0 0 01 00
X=|z3 0 0 0 O0],A=- 0 0 fBss O 0 , M=10 0 0 1 O
0 =z« 0 0 O 0 0 0 Ba1 O 0 0 0 0 1
0 0 25 0 O 0 0 0 0 Bse 1 0 0 0 0
et

r1 + 2o+ T3 0 0 0 0

0 1172+173+I’4 0 0 0

B=- 0 0 T3+ x4+ T5 0 0

0 0 0 T4+ x5+ 11 0

0 0 0 0 Ts + T1 + Ta

L’opérateur de Lax de BI*(5) est donc explicitement écrit comme suit :

P N R P

0 s 0 o

LN =| 0 B2 ) 0
0 T4 0 —/64—)\’1 A
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Le polynéme caractéristique de L(A) peut s’écrire sous la forme
proy(p) :==det (LX) — p1d) = Py(\, i, B) + Hi Np® + Ho A\ + Hs,

ot Py(A, i, B) est un polynéme qui ne dépend pas des fonctions coordonnées z;, et les

polynémes H,, Hy et H3z sont donnés par
5
Hl - E Xi,
i=1
5 5
Hy = E Ti—2XiTiyo + E (Bit1,i—2 + Biv2,i-1) i , (4.5)
i=1 i=1
5 5 5
Hs = H T+ E Bi1,i+1 Tim2TiTit2 + E Bit1,i—28i42,i—1 Ti -
i=1 i=1 i=1

Les fonctions polynomiales Hy, Hy, H3 € F (C°) sont des intégrales premiéres indépen-
dantes en involution de BI*(5), ce qui confirme que BI*(5) est intégrable au sens de
Liouville. La fonction Hjs est un Casimir pour 7, comme on peut vérifier par un

calcul direct.

Lorsque I'on considére la fonction Hy comme hamiltonien, on a un deuxiéme champ de
vecteurs compatible avec (4.1) ; il est donné par le systéme d’équations différentielles

suivant :

T = {%‘, HQ}BI* = $1—1$i$i+1($i+2 — gji—?) +
Bi—1,i+1 Ti(Tite — Ti—2) +
(Bit2,i-1%i%Tit1 — Big1,i—2i12;) +

(5i,i+2 - ﬁi—z,i)(iﬂi—lil?iﬂ + 5i—17i+1) . (4.6)

Les intégrales premiéres Hy, Hy et Hs sont combinées en une seule application, I'appli-

cation moment de BI*(5), définie par

H: ¢ — C3

r +— H(z):= (Hi(x), Hy(x), H3(x)). (4.7)

Comme nous l'avons vu, le systéme intégrable BI(n) admet un groupe d’automor-
phismes, qui est dans le cas n = 5 engendré par I'application linéaire o : C° — C5,

définie pour (ay,...,as) € C® par

J(a17a2aa37a47a5) = (a27a3»a47a57a1) . (48)
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Or, & cause des paramétres ;;, o n’est pas un automorphisme de BI*(5). On peut
toujours construire un tel automorphisme sur un espace plus large, C!* = C° x C®, ou
le premier facteur correspond a l'espace des phases de BI*(5) et le deuxiéme aux para-
metres 349, avec ¢ = 1,...,5. Par un léger abus de notation, on notera les coordonnées
naturelles sur C'° par x1, ..., s, P13, -, 052 Une unique structure de Poisson 7j. sur
C'9 est définie par {:ci,mj};gl* = {z;, 2}y, pour 1 < 4,7 < 5 et en demandant que
toutes les fonctions f3; ;1o soient des Casimir de 7. L’automorphisme o donne alors
naissance a un morphisme 6 : C!° — C!°) dont ’homomorphisme induit 6* de F(C™)

est défini par

&*xi = Ti41, &*ﬂi,i+2 = /87:+17/L'+3 s pour 1= 1, ceey 5. (49)

Pour¢,7=1,...,5, on a alors

{57*3%, 5'*95]'}131* = {$i+1, 93j+1}BI* = Ai+1,j+137i+133j+1 + ﬁi+1,j+1
= AijTin1 i + Birrj = 0 (Ao + Bij)

= (3'* {LE‘Z'7 ‘rj}BI* .

Ceci démontre que & est un automorphisme de Poisson de (C°, 7gr+) ; en étendant H
trivialement a C'° ¢’est-a-dire H| = x; + -+ + x5, on a que & est un automorphisme
du systéeme hamiltonien (et intégrable) (CY°, 7y, Hy). Afin d’alléger les notations, on

écrira dans la suite o, mp- et Hy pour o, mg- et Hj.

L’intérét de cet espace des phases étendu est aussi que le systéme y est homogéne a
poids, ce qui rend les calculs ci-dessous réalisables. Le poids des variables x; est 1, tandis
que le poids des variables 3; ; est 2. Avec ce choix, les intégrales premiéres H; sont pour
i =1,2,3 homogénes & poids, de poids 2i — 1 (voir (4.5)). La structure de Poisson gy
est aussi homogeéne a poids, de poids 2. Par conséquent, le champ de vecteurs X'y, est

également homogéne a poids, de poids 2, ce qui est aussi clair d’aprés (4.1).

4.2 Comment prouver l'intégrabilité algébrique ?

Le coeur de ce manuscrit consiste & prouver que le systéme BI*(5) est algébriquement
intégrable. Comme on sait déja que BI*(5) est intégrable au sens de Liouville, cela veut
dire que I'on doit démontrer que pour une valeur générique de x = (K1, ko, k3) € C3, 1a

fibre (que l'on appelle fibre générique)

H, = H !({k}) = ﬂ{x € C°| Hy(z) = Ky} (4.10)
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de T'application moment (4.7) est isomorphe & une partie affine d’une surface abé-
lienne T2, et que les champs de vecteurs hamiltoniens Xg,, X, et Xy, sont constants
sur ce tore algébrique complexe. De plus, on veut le faire pour toutes les valeurs des
paramétres de déformation ¢;, et non seulement pour des valeurs génériques ; on n’im-
posera pour l'instant aucune contrainte sur ces parameétres, bien que ’on aura plus tard
plusieurs cas a considérer. La méthode utilisée dans les sections suivantes utilise les
balances principales du champ de vecteurs Xy, pour démontrer que les conditions du

théoréme de Liouville complexe 2.3.7 sont satisfaites, ce qui permet de conclure.

Voyons d’abord lesquelles de ces conditions sont automatiquement satisfaites. Puisque
les hamiltoniens Hy, Hy et Hj3 sont indépendants, et puisque x est une valeur générique,
le théoréme de Sard dit que la variété H, n’est pas singuliére. De plus, H3 est un Casimir,
et puisque H; et H, sont en involution, les champs de vecteurs Xy, et Xy, commutent ;
ainsi, la condition (1) est vérifice. On vérifie d’abord la condition (2) au cas ou tous
les €; sont nuls. On rappelle que dans ce cas le systéme est non déformé et est donc
un systéme de Lotka-Volterra. En dehors des hyperplans z; = 0 on sait alors que le
rang de la structure de Poisson est maximal (égal a 4) en tout point. La fibre générique
de I'application moment a une intersection vide avec ces hyperplans, car Hs est nul
sur ces hyperplans. Le rang est donc maximal en chaque point de la fibre générique
(lisse) H, ; la proposition 2.2.5 dit alors que dim(Xp, (m), Xp,(m)) = 4/2 = 2 en tout
point m de H,. Les champs de vecteurs Xy, et Xy, sont donc indépendants. Au cas
oll les €; ne sont pas tous nuls, on utilise 'argument de déformation suivant : puisque
les hamiltoniens dépendent de fagon polynomiale, donc continue, des paramétres de
déformation, ces champs sont indépendants pour toutes les valeurs des €; proches a zéro,
les constantes k étant toujours génériques. Or, les deux champs sont homogénes a poids
et une homothétie nous permet de rendre les paramétres de déformation arbitrairement
grands (les constantes x seront aussi redimensionnées, mais restent génériques). Ainsi

la condition (2) est aussi vérifiée.

Afin de vérifier les conditions restantes de ce théoréme, ’étape suivante consiste a
construire, pour une valeur générique de x, un plongement ¢, de H, dans un espace
projectif complexe PV ayant la propriété que la fermeture de o, (H,) soit une surface
abélienne. Pour ce faire, on utilisera les balances principales du champ hamiltonien X, ,
pour construire des polynémes ayant au pire un pole simple quand ces solutions y
sont substituées ; si le systéme est a.c.i., telles fonctions définissent un plongement
ayant la propriété souhaitée. De plus, toujours sous cette hypothése, les équations des
champs Xy, sur ¢, (H,) s’étendent & des champs de vecteurs quadratiques (dans toute

carte) sur PV (voir [1, 2]). Ici on construira les équations différentielles quadratiques
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(uniquement) pour Xp, en deux cartes affines différentes de PV ; ainsi nous aurons
vérifié la condition (3) du théoréme 2.3.7, car les champs de vecteurs quadratiques sont
bien sir holomorphes dans les deux cartes, puis en vertu du Lemme de Hartogs ces

champs de vecteurs sont alors holomorphes sur tout PV.

En suivant la notation du théoréme 2.3.7, nous vérifierons enfin que le flot du champ
de vecteurs, mentionné dans le paragraphe précédent, qui part de n’importe quel point
dans A’ va tout de suite dans ¢, (H,). Le théoréme permettra alors de conclure que la
fermeture projective ¢, (H,) de ¢, (H,) est une variété abélienne et que les champs de
vecteurs (¢, )« Xm, et (vx)«Xm,, qui commutent, s’étendent a des champs de vecteurs

holomorphes sur ¢, (Hy) .

Pour la justification de cette méthode, nous référons au chapitre 7 du livre [1].

4.3 Les solutions de Laurent du systéme BI*(5)

Comme expliqué ci-dessus, la premiére étape consiste & déterminer les solutions de
Laurent de (4.1), notamment les balances principales, qui dépendent dans le cas présent
de 4 paramétres libres (voir section 2.3.3). Il s’avére que dans le cas présent il suffira
de considérer les solutions de Laurent homogénes a poids. Puisque le poids de chacune
des variables z; est de 1, cela veut dire que 'on recherche des solutions de Laurent de
la forme

(1) :%ngj)tj, i=1,...,5, (4.11)

Jj=0

ott (9 £ 0. Pour ¢ non nul et tel que |t| est suffisamment petit, de telles solutions de
Laurent formelles sont automatiquement convergentes (voir [1, Théoréme 7.25]). Notons
qu’a priori il peut y exister d’autres solutions de Laurent, mais dans le cas présent les
solutions de Laurent homogénes & poids suffiront pour la preuve du théoréme. Comme
on I'a déja dit au début du chapitre, les paramétres de déformation ¢; sont dans cette

section arbitraires.

Lorsque les séries (4.11) sont substituées dans les équations (4.1), les premiers coeffcients

des séries en question vérifient les équations indicielles, données par :
20 (1 +20 +29, - 20 - x§0_)2> —0, i=1,...,5. (4.12)

I’ensemble des solutions des équations indicielles est appelé le lieu indiciel. 11 est
contenu dans C°, mais pourtant il ne faut pas considérer le lieu indiciel comme étant

contenu dans ’espace des phases.
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(0)

On peut facilement résoudre (4.12) a la main. Si tous les coefficients x; ' sont non nuls,

alors les équations (4.12) deviennent

1+ xz(?k)l + xz(?k)Q - 11791 - x@z =0,

dont la somme donne 5 = 0, ce qui est une contradiction. Supposons que seulement

Z(-O) sont nuls ; grace a 'automorphisme o, on peut supposer que

= 0 et que soit ycgo) =0 ou méo) = 0 ; dans les deux cas, en prenant la somme

deux des coeflicients =
O
1

des équations linéaires restantes, on arrive a la méme contradiction. De méme, si un
(0) (0)

) 7

est non nul, on arrive & une contradiction : si seulement x
(0)

7

seul des coefficients x
est non nul, alors (4.12) devient x; '(1 + 0) = 0. Les coordonnées des points du lieu
indiciel doivent donc avoir un seul zéro ou trois. Supposons qu’il y en ait un seul. Grace
a l'automorphisme o, on peut supposer que xéo) = 0. Le systéme d’équations (4.12)

devient alors

1+ xéo) — xio) — :L‘éo) =0,
1+ :cflo) — xéo) — :1;50) =0,
1+ SBéO) +20 — 2 =0,
1+ x§°) —l—xéo) — xflo) =0.

Ce systéme est non dégénéré et sa solution unique est (—3, 1,0, —1, 3). Supposons main-
tenant qu’il y ait trois zéros dans ces coordonnées. S’ils sont consécutifs, on peut sup-

A N . 0 0 0 . , .
poser grace a l'automorphisme o que :1:5) = zé) = xé) = 0 ; sinon consécutifs, au

cas oll on peut supposer que méo) = :z:éo) = xéo) = 0. Le premier cas donne le point

(0,0,0,1,—1), tandis que le deuxiéme cas donne le point (—1,0,0,1,0).

En résumé, le lieu indiciel consiste des points z(*) = <x§°>, xéo), xéo), l‘z(lo), xgo)> suivants :
my = (0,0,0,1,—1),

(_170707170)7 (413)

(_35 ]-7 07 _17 3) )

mao :

ms .

ainsi que les points obtenus par une permutation cyclique des coordonnées, ce qui donne
au total 15 points. Il est en effet clair que 'automorphisme o induit sur le lieu indiciel
une bijection, toujours notée o, et donnée par (4.8), ot (ay,...,as) est maintenant un
point du lieu indiciel. Les points du lieu indiciel sont alors les 15 points de la forme

oim;oni=1,23etj=0,....4.
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Pour chacun des points du lieu indiciel, les termes suivants des solutions de Laurent
qui 'ont pour terme dominant peuvent étre calculés de maniére itérative comme la
solution d’un systéme d’équations linéaires. La matrice sous-jacente au probléme linéaire

a I'étape k est L — k1Id, ot K est la matrice de Kowalevski, qui est dans le cas présent

donnée par
ICEO) xgo) xgo) _mgo) _a:go)
_xgo) ]Céo) xgo) xgo) _xg())

K (:L‘(O)) = —xgo) —xéo) lCZ(),O) xéo) xéo) )
$510) —90510) _L(LO) /Q(;O) l_io)
xéo) xéo) —xéo) —g;éo) ICéO)

ol, pour s =1,...,5,

’CEO) =1+ xz('% + xz('% - 37(0)2 - 33@1 :

)

En particulier, pour le point m; = (0,0,0,1, —1) la matrice ci-dessus est spécialisée

comme

1 0 0 00

0o 3 0 00
Km)=]0 0 1 00 (4.14)

1 -1 -1 0 1

-1 -1 1 10

Le polynome caractéristique de la matrice (4.14) est

det (KK (my) — A1d) = —(A+ 1)(A = 1)*(A = 3). (4.15)

De méme, la matrice de Kowalevski I évaluée aux points ms et mg est, respectivement,

0 -1 -1 1 1 0 -3 -3 3 3
0 3 0 0 0 -1 0 1 -1
Km)=10 0 3 0 0|, Kmg)=]10 0 5 0 0
1 -1 -1 0 1 -1 1 1 0 -1
00 0 0 —1 3 3 -3 -3 0

Les polyndmess caractéristiques des deux matrices ci-dessus sont, respectivement :

det (K (my) — A1d) = —(A + 1)*(A — 1)(A — 3)?, (4.16)
det (K (m3) — AId) = —(A 4+ 3)(A + 1)(A = 1)(A = 3)(A — 5). (4.17)
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Comme nous 'avons vu, les balances principales doivent dépendre de 4 paramétres
libres. Si a I’étape k la matrice K(m) — kId est non-singuliére, ce qui est équivalent a
dire que k n’est pas une racine du polynome caractéristique de K(m), alors le k-iéme
terme des solutions de Laurent sera uniquement déterminé par les termes précédents et
il n’y aura pas de nouveaux parameétres libres au niveau k. De méme, si k est une valeur
propre de multiplicité £ de K(m) alors il y aura a 1’étape k au plus £ nouveaux parameétres
libres (indépendants). Le nombre de valeurs propres positives de la matrice K(m) nous
donne donc une borne supérieure pour le nombre de paramétres libres indépendants
qui apparaissent dans une balance. En regardant les polynomes caractéristiques (4.15),
(4.16) et (4.17), on voit alors que seulement le point m; et ses permutations sous
I’automorphisme o peuvent éventuellement conduire a des balances principales. Pour
montrer que c’est bien le cas on utilise un logiciel de calcul formel, qui calcule les
premiers termes des solutions de Laurent. En vue de 'automorphisme o il suffit de le

faire pour le point m; = (0,0,0,1,—1). On trouve le résultat suivant :
ai(tm) =a+ (V@) +pV () t+ (u (@) + 9P (50)) 2+ 0 (1),
xg(t;m):—et—i-(()( )—i—pém( )t2+0(t)
za(timi) = b+ (w(0) + pi(=10) ) 4+ (u (@) + 9 (e10)) 2+ O (FF), (418)
z4(t;my) = % +c+ (ufll)(a) + (e a)) t+ (uf)(oz) + (e a)) £ +0(1),
z5(timy) = —% +(b+c—a)+ (ug)(a) +pi(e; a)> t+dt?+ O (1),

ol on rappelle que € = (g1, &9, €3,€4,5) est le vecteur des paramétres de déformation
et ou a = (a,b,c,d) est le vecteur des paramétres libres. Les coefficients des séries

ci-dessus s’expriment en termes des polyndémes donnés par

m(a b,c,d) =
(a b,c,d) :
(a b,c,d) :=
)(a b,c,d) :
)(a b,c,d) :
2 )=
i )=
( )=

— 2ac,
= a® — 2a°b — 3a’c + ab® + 2ac® + 2abc,
—2a® + 3a*b + 6a’c — ab® — dac® — 4abe — 2d,
— 2ab + 2bc,
= — ab® + b*c + 2bc® — 2abe,

() a,b,c,d (4ab—262+c —4bc) ,

) a,b,c,d — 2a*b — 3a’*c + ab® + 2ac® — b*c — 2bc* + dabe + d,

(l)ab,cd =

a?
1
5(_ a’ b2—02+2ab+6ac—2b0) ,
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et par les polyndémes suivants qui s’annulent quand tous les € sont nuls :

p(ea) =¢,
p?)(é; a) = (g1 —ea+€3)a —ec,
pf) (e;a) == — (261 — 289+ e3)a+ (61 —e2) b+ (261 — &9)
). e
p3 (8, Oé) =E&3,
PP (e;0) = —e3a — (1 — £2) b+ e3¢,
1
pil)(a; Q) = 3 (269 — 263+ ¢4)
P (e;a) == (61 —ea+e3)a— (1 — ey +23)
pg)(s; a) = —= (267 — 289 — £5) .

3

Nous avons noté les 4 parameétres libres a,b,c,d. Les trois premiers apparaissent a
I’étape 1 et le dernier a I'étape 4, conformément au fait que 1 est une racine triple du
polynome caractéristique de K(m;) tandis que 3 est une racine simple dudit polynome.
Comme 3 est la plus grande valeur propre de K(m;), les termes suivants des solutions
de Laurent existent et sont uniquement déterminées par les termes précédents. Ceci

prouve que ’on a bien une balance principale.

Les autres quatre balances principales sont obtenues lorsque, dans les séries (4.18), on
permute les coordonnées x; et les paramétres de déformation ¢;, en utilisant ’automor-
phisme o. Précisément, on obtient les autres balances principales a partir de la balance

principale z(¢;m1) en utilisant
zii(to'my) = x;(t;my), pouri=1,...,4, 7=1,...,5.

On ne permute ou modifie pas les paramétres libres, mais il ne faut pas les considérer

comme étant les mémes, ou liés.

Notons que les polynémes qui figurent dans la balance principale ci-dessus sont homo-
génes a poids, lorsqu’a chaque paramétre libre on lui associe comme poids 1’étape ot il

apparait pour la premiére fois,

()

et 7 > 1 (on rappelle que le poids de chaque ¢; est 2). Notons aussi que chaque terme

()

Les polynomes u,”’ et p,”’ sont alors homogénes a poids de poids j+1, pouri =1,...,5

de la série z;(t) est alors homogéne a poids (et de poids 1) si on associe a t le poids —1.
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Les points restants dans le lieu indiciel Z ménent & des balances inférieures. FEn effet,

du polynome caractéristique (4.16),
det (K (my) — A1d) = —(A+ 1)*(A = 1)(A = 3)%,

nous n’allons avoir que 3 paramétres libres, notés a, b et ¢, dont le premier apparait
a l'étape 1 et les autres deux apparaissent a ’étape 3. La balance inférieure qui se

spécialise en my = (—1,0,0,1,0) donne les solutions de Laurent z;(¢; my) suivantes :

x1(t;me) = — %—1—@4—% [—aQ—i— (1 +252+253)} t—i—%[—b—c— (€2+€3)a]t2+0(t3) :
To(t;me) = — ot + bt* + O(t7)

w3(t;mg) = — e3t + ct* + O(t%), (4.19)
z4(t; ma) :% +a+ % [0 + (262 + 2e3) + e4] t + % [—b—c+ (2 4+ e3)a] t* + O (),
x5(t; me) :€—35t +O(t%).

En utilisant 'automorphisme o on trouve quatre autres balances inférieures, comme

ci-dessus, avec

zjyi(t;o'my) = x;(t;ma), pouri=1,...,4, j=1,...,5.
De méme, a partir du polynéme caractéristique (4.17),

det (X (m3) = AId) = —(A+3)( A+ 1)(A=1)(A = 3)(A = 5),

nous voyons que nous n’aurons que 3 parameétres libres, notés encore a, b et ¢, dont
le premier apparait a I'étape 1, le deuxiéme & ’étape 2 et le dernier & I'étape 3. La
balance inférieure qui se spécialise en m3 = (—3,1,0,—1,3) donne les solutions de
Laurent x;(t; mg3) suivantes :

3 2 2 24
x1(t;ms) = — + (5a2 + wgl)(s; a)> t— bt + <525a4 - gab + w?) (e a)) 3

1 3
+ (—3a2b - 5et w§4) (¢5a, b)> th+0(t°),
1 1 1 4
zo(tims) =~ +a+ (a2 +w(eja) ) t+ b2+ [ ——a* + Zab+ wlP (e;a) | 3
t 3 5Y 75
L (4) 4 5
+ ga b+c+ws (g5a,b) )t +(9(t ),
1
z3(tims) = —zest+ wi (e50) 8 + et + O (1), (4.20)

1 1 1 4
z4(t;ms) = —7 +a+ (—3a2 + wfll)(g; a)) t+ <b + wf)(e; a)) 2 + <45a4 — gab + wflg)(g; a)) £3
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1
+ <3 20+ + w| )(s;a,b)> th+0 (¢,
: 3. (2.2, .. @ 2o (L 2 4, 24 ) ) 43
x5(t;ms) = ; + <5a + w; (6,&)) ( b+ ws (e ,a))t + Tk + 35ab+w5 (e;a) )t
+ < 1a2b fc + w(4)(5' a b)) th+0 ()
5 » )
ol ng) sont des polynomes en les variables €; et a, b et ¢, qu 'on ne détaille pas ici. On

trouve a nouveau quatre autres balances inférieures en utilisant I’automorphisme o,
.ol _ . S S
zjyi(t; 0'mg) = z;(t;ms), pouri=1,...,4, j=1,...,5.

Le tableau suivant résume les informations décrites ci-dessus, o nous indiquons le

terme dominant de chacune des solutions Laurent correspondant a chaque balance.

X1 X9 X3 T4 Ty
1 1
mi a —€2t b ; —Z
1 1
omy 7 a —est b n
1 1
o’my n 3 a —eyt b
. 1 1
o3my b n — a —ext
1 1
oimy | —eqt b n —3 a
1 " " 1 €5t
m — —& —£ - -
2 t 2 3 t 3
€1 1 1
Mo gt —Z —€3t —€4t z
1 € 1
02m2 ; 5275 —g —€4t —€5t
1 € 1
03m2 —€1t ; 3315 —Z —€5t
1 € 1
O'4m2 —€1t —€2t ; ?t —z
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3 1 s, 1 3
m R — —_—— —_— —
3 / / 3 /
m 3 3 1 €4t 1
O’ — —_—— — R — —_——
3 t t t 3 t
1 3 3 1 €5
2
- d _2 -
S } ¢ ¢ 3
3 &1 1 3 3 1
2| == = _Z z
oM | 73 ¢ ¢ ¢ ,
1 1 3 3
il I s v W A B

TABLE 4.1 — Les termes dominants de toutes les balances de BI*(5).

4.4 Les diviseurs de Painlevé abstraits

Les premiers termes des balances principales, calculées dans la section précédente, nous
permettent ensuite de déterminer et étudier les diviseurs de Painlevé abstraits. Ces

composantes sont dans le cas de notre systéme les courbes affines, définies par les
équations algébriques
Hy(z(t;07my)) = k1,
HQ(Z'(t, ajml)) = KRa, (421)
Hs(x(t;0'my)) = ks,
ot j = 0,...,4 et ot k = (K1, Ko, k3) € C? est une valeur générique de I'application

moment (4.7). Les paramétres de déformation €; par contre sont toujours arbitraires.

Nous calculons ici la courbe affine correspondant & 7 = 0, c’est-a-dire a la balance

principale z(¢;m1), que nous rappelons ici :
w(tim) =a+ (6 (@) +pP (e @) e+ (uP (@) + P (510)) 240 ().
To(tymy) = —eot + (uéz)(oz) + P (e ) 24+ 0 (£,
z(tima) = b+ (u (@) +p(=10) ) 4+ (6 (@) + PP (5.0) ) £2 4 O (1),
xwmm:%+o+@memﬂmmﬁ+0&@muﬁ@w0#+omy

1
z5(t;my) = — (b+c—a)+ <ué1)(oz) —|—pé1)(€;a)> t+dt* + O (¢%).
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Nous rappelons également les intégrales premiéres du systéme BI*(5) :

5
Hl == E Zi,
i=1
5 5
Hy = E Ti—2%;Tito + E (Bit1,i—2 + Bivo,i-1) i s
i—1 i=1

5 5 5
Hs = H i+ Z Bi—1,i+1 Ti—2TiTit2 + Z Bit1,i—28i+2,i-1 Ti -
i=1 i=1 i=1
Les termes affichés ci-dessus suffisent pour faire le calcul, que nous avons fait a ’aide
d’un logiciel de calcul. Les équations obtenues & partir de (4.21) sont respectivement

données par

2b 4+ 2¢ = Ky,
2a* — 4a”b — 6a*c + 2ab* + 6abc + 4ac® + 2 [(B35 + PBs2) — (Boa + Pa1)] a
+ 2 (Boa + B11) b+ 2(Boa + Banp) ¢+ 2d = kg, (4.22)

2a*b — 3a3b?* — 6a3be + a®b® + 4a*b*c + 4a*bc? + 2abd
+2B150" + [(B35 + B52) — 2 (Boa + Bug + Puz)] a®b — 6613 a’c + (Boa + Bu,1) ab®
+ 2 (Bou + Bag + Pr3) abe + 4P1 3 ac® + [Brs ((Brs + Bss + Bs2) — 2 (Baa + fan))] a
+ 1813 ((Bo,a + Bax) — Bis) + BaaBa] b+ 2613 [(Boa + Ban) — Prs]c+26813d = k3.

Supposons alors que k = (K1, ko, k3) € C? soit une valeur générique de I'application
moment (4.7). De la premiére équation dans (4.22), nous pouvons écrire ¢ en termes
de b. Nous substituons ensuite cette valeur de ¢ dans la deuxiéme équation et puis nous
résolvons pour d en termes de b. Enfin, lorsque cette valeur de d est substituée dans la
troisiéme équation de la liste (4.22), nous trouvons une rélation entre a et b qui inclut
également les parameétres 3; ; et k. Cette derniére relation décrit une courbe affine I,

dans C2, a savoir :

T, a®b? + a®b® — k1 a®b® + ko ab — (Bigml — Pr3ke + /13) + 2813 — (B35 + B52)] a’b
+ (=281 361 + K2) ab+ (P13 — Bs5) (Brg — Ps2) a+ (Biz — Bai) (Brs — P2a)b
+ 2813 — (Boa + Ban)] ab®> = 0. (4.23)

Soit F' le polynome défini par

F(a,b) := a’b® + a®b® — k1 a®b* + po1(B, k) a*b + p12(B, k) ab®
+p1,1(B, k) ab+ pro(B, k) a+ poi(B,£) b+ poo(B, k),
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ot les coeflicients p; (3, k) sont donnés par

Poo(B, k) == (51 gk1 — Bi ke + /‘is) )
po1(B, k) == (B13 — Ban) (Brz — Paa),
pro(B; k) == (B3 — Bss) (Biz — Bs2)
p1a(B, k) = —2/31 3K1 + K2,
p12(8, k) == 2013 — (B2 + Ban),

(8, k) =

P21 (B, K Brs— (B35 + Bs2) -

Alors, T, = {(a,b) € C?| F(a,b) = 0}. Montrons que pour n’importe quelles valeurs des
parametres de déformation f3; ;1o et pour des valeurs génériques de &, la courbe affine I';,
est lisse. On considére d’abord le cas ot tous les 3; ;12 sont nuls. Alors I';, admet un point
singulier si et seulement si F' et ses dérivées partielles d’ordre 1 s’annulent simultanément

en un point (ag, by) :

F(ao, bo) =0 et a—F(CLQ, bo) 885

aa (ao, bo) 0.

Le résultant de ces trois polynémes est donné par

—1024 K5 (16r7K3 — 8K1K3Ks + KKy — BO0KTKak3 4 225K1K3ks — 27k) + 3125K3) ;
(4.24)

il est non nul, et les fibres H, sont donc non-singuliéres pour des valeurs génériques
de k (en effet, précisément pour les valeurs de k pour lesquelles le résultant ci-dessus
ne s’annule pas). Pour des valeurs arbitraires des parameétres de déformation f; ;42 on
utilise a nouveau I'argument de déformation déja évoqué : d’abord, par continuité, le
résultat reste vrai pour des valeurs de ces paramétres proches & zéro ; puis, puisque
F est homogeéne & poids (de degré 5), on peut redimensionner les variables a,b et les

parameétres afin d’obtenir le résultat pour toutes les valeurs des paramétres.

En faisant un changement de variable via la transformation birationnelle,

_ I (—r1u® 4 pra(B, k)u + poo(B, k)
a=a(u,v) = 5 { T+ por(Bm)u T pro(B. 1) } ,
_ L Ljv+ (—r1u® 4+ pra(B, K)u + poo(B, k)
b=blu,v) = 5 [ T+ ol 1)U+ poa(Bor) ] ,

on trouve la forme de Weierstrass suivante, pour la courbe I',,
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vt =—du [u” + poa(B, w)u+ pro(B. )] [u® + pra(B, K)u+ poa(B, k)]
+ [—rt® 4 p1a(B, K)u+ poo(B, ")]2

I',, est donc une courbe hyperelliptique lisse de genre 2. Les autres courbes de Painlevé
abstraites, obtenues en utilisant les balances principales z(t;07/my), avec j = 1,... 4,
sont calculées de la méme fagon, ou plus simplement on les obtient en utilisant 1'auto-
morphisme o : la courbe sera donnée par les équations (4.22), auxquelles on applique

I'automorphisme o”.

4.5 Un plongement de H, dans un espace projectif

Comme mentionné dans la deuxiéme section de ce chapitre, I'un des objectifs est de
montrer que la fibre générique de 'application moment (4.7) est, & isomorphisme prés,
une partie affine d’une variété abélienne. Nous considérons dans cette section toujours
des paramétres de déformation e; arbitraires et fixes, et kK = (K1, k2, k3) € C? est
générique, donc H, est une fibre générique (lisse) de I'application moment complexe ;
nous espérons construire une application ¢, de H,. dans un espace projectif PV telle

que la fermeture projective ¢, (H,) de I'image de @, soit une variété abélienne.

Afin de construire une telle application ¢, : H, — P nous allons commencer par la
construction d’une application polynomiale C° — C¥ dont la restriction a la fibre
générique H,, vérifie les propriétés de I'application de Kodaira associée a un fibré en
droites trés ample sur une variété abélienne (voir [2]). Par simplicité dans la notation,
nous noterons aussi ¢, cette application polynomiale. Nous utiliserons dans ce but les

balances principales, déterminées dans la section 4.3.

Nous cherchons des polynoémes, dans les variables x1, xs, x3, x4, 5, qui aient au plus un
pole simple lorsque n’importe quelle balance principale y est substituée. Autrement dit,
nous avons décidé de travailler avec le vecteur de poles p = (1,1,1,1,1). La motivation
de chercher tels polynéomes est que si BI*(5) est a.c.i., alors ces polynomes, restreints
a une fibre générique H,, de H, et vus comme fonctions méromorphes sur la surface
abélienne qui compléte H,, auront un poéle simple au plus sur le diviseur ajouté |1,
Prop. 6.14] ; ainsi, ces fonctions vont définir le plongement de Kodaira, associé a ce
diviseur. Ces polyndémes doivent étre linéairement indépendants non seulement sur C
mais aussi sur ['algébre des fonctions engendrée par les intégrales premiéres de BI*(5),

car sinon ils seront dépendents sur H,. Puisque le systéme est homogeéne a poids, chaque
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composante homogene a poids d’un polynéme qui a au plus un pdle simple lorsque
n’importe quelle balance principale y est substituée, aura la méme propriété ; ainsi,
dans la recherche de tels polynomes, on peut se restreindre a des polynémes homogénes

a poids, ce qui rend la recherche de tels polynémes calculable.

Il est clair qu’il y a un seul tel polynéme de degré 0, c’est le polynéome constant 1,
puis que les quatre monémes x4, ..., x4 sont aussi tels polyndémes, indépendants ; on ne
considére pas ici x5 qui est dépendant de ces monomes, via le hamiltonien H;. A Iaide
d’un logiciel de calcul, on trouve cinq polynémes indépendants de degré 2, quatre de
degré 3, six de degré 4 et cing de degré 5, pour en avoir au total vingt-cing satisfaisant
la propriété désirée. On les listera ci-dessous. Au degré 6 on ne trouve pas de nouvelles
fonctions, ce qui suggére qu’il n’y en a pas non plus au degré supérieur. En effet, c’est
un bon moment pour arréter la recherche de telles fonctions, car si le systéme est a.c.i.,
ce que nous espérons toujours de démontrer, alors les cing courbes de Painlevé que
nous avons trouvées vont constituer le diviseur de Painlevé et induire une polarisation
de type (5,5) sur la surface abélienne ; il y aura alors précisément 5 x 5 = 25 fonctions

indépendantes qui auront un poéle au plus sur ce diviseur!

On donne maintenant les vingt-cingq polynémes indépendants trouvés. Comme indiqué,

on trouve les cing premiers sans calcul et on pose

zp:=1,
21 =T,
29 1= X2,
Z3 ‘= I3,
24 = T4 -

Un polynome homogeéne a poids de poids 2 général s’écrit alors sous la forme

5
pQ(IL‘) = Z Q5 i + Z QGE; .
1

1§§5 i=
On voit ici les ; comme des fonctions de Casimir, comme expliqué plus haut. Lorsque
I'on substitue dans po(z) les premiers termes des balances principales, on trouve des
conditions sur les coefficients du polynéme ci-dessus, afin de garantir que tel polynéme
ait au plus un pole simple. Plus précisément, lorsqu’une série x (t; mgj )) y est remplacée,
nous demandons que, pour j > 1, le coefficient de ¢t~/ soit nul. Compte tenu également

des intégrales premiéres, nous ne trouvons pour le polynome ps(z) que dix coefficients
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libres, que ’on peut choisir comme

1,3, Qoy4, 35, Q1 4, Qo5 €t

oy, Qg, O3, Oy, A5 .

Pour que tels polynémes soient indépendants sur les intégrales premiéres, nous prenons
a; = 0, pour i« = 1,...,5, car les ¢; sont des Casimir. Il reste donc les polyndémes

indépendants suivants :

%5 1= X173,
26 = T4 ,
&7 = X35,
28 1= Ty,
29 1= Ty .
On peut facilement vérifier a la main que les dix fonctions z;, ¢ = 0,...,9, sont poly-

nomialement indépendantes sur I’algébre engendrée par Hy, Hy, Hs et les ¢; .

Nous continuons a utiliser la méme stratégie pour trouver des polynémes de poids
supérieur ayant les propriétés souhaitées. Nous précisons ci-dessous tels polynoémes.
Polynomes homogénes a poids de poids 3 :

210 = L4123,
211 ‘= Tplaly4 ,
212 = 12325,

213 ‘= X241 .
Polyndémes homogeénes a poids de poids 4 :

o 2
214 = 3341‘11’3 s
o 2
215 = ZE5JZ21L‘4 s
o 2
216 - — .T1I3$5 y
o 2
R17 = Ty,
o 2
Z18 = ZE3I’5ZE2 s

219 = T4X3 (ZE1I2 + T1x3 + 81) .
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Polyndémes homogeénes a poids de poids 5 :

290 = :1:495?373 + x% €4T3 — E3%4) ,
291 = [L’5ZL’§I‘4 + ZE; Egly — E4T5) ,
299 = xla:g% +x
Zog 1= .TQ.I'Z.CL'l + x5 (€01 — €124

2
3
2
4 )
2

( )
( )
(125 — €521)
( )
Zo4 1= T3ToTy + T2 (€39 — £273) .

De facon concise, nous pouvons écrire ces vingt-cing polynémes homogénes a poids,

ayant au plus un podle simple lorsque I'une balance principale y est substituée, comme

suit :
zp:=1,
Zi =T, 1=1,...,4,
Z44i = TiTige, 1=1,...,5,
Z29+4i = Lj—2T;Ti42 1= 1,...,4,
R13+4i = $i—2$?$i+27 1=1,...,5,

219 = XT4T3 (l’lmg + 123 + 51) s

i 3 2 .
21944 ‘= Ti—2%; Tiyo + X (€i—2$z‘+2 - €i+29€z‘—2) ) t=1,...,5.

Avec un logiciel de calcul formel, on montre que les vingt-cinq fonctions polynomiales
précédentes sont polynomialement indépendantes sur 1’algébre engendrée par Hy, Ho
et Hjs et les €;. Ces polynomes, restreints a une fibre générique H, de I'application

moment complexe, seront alors linéairement independants.

Ci-dessous, nous donnons le terme dominant des fonctions zg, z1, ..., 294, lorsque la

balance principale (4.18), z; (t;m1), ¢ =1,...,5, y est substituée :
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ab
Zl()(t) = X4T1T3 7 -+ O(l),
€
211<t) = T5ToT4 = 72 -+ 0(1),
ab

Zu(t) = X135 — —7 + O(l),

Zlg(t) = X9X4T] = —E9a + O(t),

21u(t) = zy2328 = aTQb +O(1),
215(t) = x52504 = —€5 + O(1),
216(t) = 17575 = _aTbQ +O(1),
217(t) = 29222, = —% +O(1),
218(t) = l’ng%l’Q = —%b +0O(1),

1
Zlg(t) = x4x1x3(x2 -+ $3) + E1T4X3 = ;(abQ + €1b) + 0(1),
_ .3 2 _ I P
290(t) = xaxixs + 7 (E4w5 — £314) = t(a b—e3a®)+ O(1),
21 (t) = wsadny + 22(eswy — eqxs) = o5 (€;)t + O(£),

(—Cng - €1b2) + O(l),

ZQQ(t) = $1$§x5 -+ 13?))(81135 — 65(1,’1)

(o) V() 5+ O(),

N —~

Zgg(t) = l‘gﬂ?il’l + l’i(EQQfl — 811132) q

)
N —~
i

I
e N e R

_ _ 1
224<t) = Igl‘gl’g + $§(€3$2 — 821’3) 1)<Oé) + U§4 1)(8; Oé)) ; + O(l),

ol € = (e1,9,€5,64,635), @ = (a,b, ¢, d) est le vecteur des paramétres libres, et ¢/ et v/
sont des polyndémes non nuls qui apparaissent dans le coefficient d’ordre j de la série z;.
Les polynoémes qf ne dépendent que de « et les polynomes vf sont tels que vf(O; a) =0.

Explicitement,
(1), .. 2
vy (&5 @) i= e5(e5 + €2 + €4)

a) = —2a* + 3a®b + 6a’c — a’b* — 4a*bc — 4a*c* — 2ad,

(
vggl)(e; Q) = (—2e, + 289 — e3)a® + (g1 — 2)ab + 2(e1 — &3)ac + €;¢9,
(@) := 2a°b — 3a°b* — 6a’be + ab® + dab*c + 4abc® + 2bd

(

£;a) := —1b? — 2e1bc + (28] — €3 + €3)ab — e9¢3.
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Le tableau suivant, qui est construit ligne par ligne de maniére récursive, indique le
nombre de polynémes homogénes a poids indépendants que nous avons trouvés a chaque
étape. Dans I'étape k nous indiquons tels polynomes de poids k. Ce tableau montre

également ’étape a laquelle aucun nouveau polynoéme n’est trouvé.

’ k ‘ dim (.7:’“) ‘ dim (’Hk) ‘ dim (Zf) ‘ #. dep ‘ Cr ‘ Fonctions indépendantes
0 1 1 1 0 1 20
1 5 1 5 1 4 21, %2, 23, 24
2 20 6 15 10 5) 25, 26, 275 28, 29
3 60 7 40 36 4 210, 211, 2125 213
4 160 22 90 84 6 214, 215, 2165 2175 2185 219
5 376 28 186 181 5t 220, 221, 222, 223, 224
6 820 64 355 355 0 -

TABLE 4.2 — Les polynomes homogénes a poids indépendants qui ont au plus un pole

simple lorsque chacune des balances principales y est substituée.

Nous expliquons ci-dessous la notation utilisée dans le tableau 4.5.

1. dim (.7-"’“) indique le nombre de mondémes homogeénes de poids k en x1, xo, 3, T4, T5

et €1, €9, 3,64, 5. Ceci est calculé comme le coefficient de t* dans la série

;dlm (]—“k) th = A= 0F (= 27

= 14 5t + 20t* + 60¢> + 160t* + 376t° 4 820t° + O (¢7) .

2. dim (’Hk) est le nombre d’intégrales premiéres linéairement indépendantes de
poids k. Puisque 1’on a cinq intégrales premiéres de poids 2, une de poids 1, une
de poids 3 et une autre de poids 5, cette valeur est le coefficient de t* dans la
série

Z dim (Hk) th = L

— (1—=6)(1 =251 —t3)(1 —t%)

=1+t + 6t + 7> +22t* + 28¢° + 64t° + O (¢7) .

3. dim (Z/’f) indique le nombre de polynomes linéairement indépendants qui ont au
plus un pole simple lorsque 'une des séries x (t; mgj)) y est substituée. Pour des

polynomes de poids supérieur a 2, nous avons utilisé un logiciel de calcul formel.
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4. #; dep est le nombre d’éléments dans Zl’f qui dépendent des précédents (dans
Zg, pour j = 0,...,k — 1) sur 'algébre engendrée par les intégrales premiéres.

Ceci est calculé en utilisant la formule
k-1

#rdep = Z ¢; dim (Hk_]) )
j=0

5. (k est le nombre de nouveaux polynomes homogénes indépendants de degré k. 1l

est calculé comme la différence des deux colonnes précédentes :
(e = dim (Z)) — #dep .

6. Dans la derniére colonne, nous présentons notre choix de ces nouvelles fonctions

polyomiales.

A titre d’exemple, nous montrons comment remplir la ligne du tableau (4.5) qui cor-
respond & k=2 :

dim (F*) | dim (H*) | dim (Z2¥) | # dep | G
2 20 6 15 10 3

En effet,
o dim (F?) = 20, car une base de F? est donnée par z;z;, avec 1 <i < j <5et ey

avec £ =1,...,5.

o dim (H?) = 6, car une base de H? est donnée par H? et gy avec £ =1,...,5.
o On a dim (H°) = 1, dim (H') = 1, dim (H?) = 6, (, = 1 et {; = 4. En consé¢-
quence,

Hodep = Z G dim (H*7) = (odim (H?) 4 ¢ dim (H') = (1)(6) + (4)(1) = 10.

J=0

o D’autre part, la forme générale d'un polynéme homogéne & poids de degré 2 est

5
pg(ZL‘) = Z Q5 il + Z Q,E; .
1

1<i<5 i=

Jj=i
Il est clair d’aprés la premiére partie du tableau 4.3 que, lorsque 1’on substitue
les balances principales dans po, les séries obtenues ont au plus un pole simple,
on trouve comme seules relation sur les «; ; et ay, que a;; = 0O pour i =1,...,5.
Cela implique que dim (Zg) =20—-5=15.
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o Finalement, (; = dim (Z?) — #odep = 15— 10 = 5.

D’autre coté, montrons qu’a I’étape 6 il n’y aura pas de nouvelles fonctions polynomiales

indépendantes.

dim (F*) | dim (H*) | dim (Z%) | # dep | G
6| 820 64 355 355 | 0

En effet, d’'une part,

#edep = Z G dim (H°7) = (1)(64)+(4)(28)+(5)(22)+(4)(7)+(6)(6)+(5)(1) = 355.

§=0
D’autre part, un polyné6me homogéne a poids général de poids 6 s’écrit sous la forme

(x) = () s @y iy i s iy + () e 2y, i, w1,
Ps - V1 11 igligLigLisLig 7]7]' JligLigligz iy

I=(i1,...,i6) Js I:(i17-~~7i4)
3 4
+ Z ’V}?] €j1€52Tiy Tiy + Z 75 : €j1€52E7s -
I:(i177"2)7‘]:(j17j2) J:(j17j27j3)
A T'aide d’un logiciel de calcul formel, on trouve en utilisant ce polynéme général et les
balances principales, comme ci-dessus, que dim (Zﬁ) = 355. Par conséquent, le nombre

de nouvelles fonctions polynomiales indépendantes qui apparaisent a ’étape 6 est

(6 = dim (Z7) — #edep = 355 — 355 = 0.

Revenons a la construction de I'application polynomiale ¢,. En utilisant les vingt-cing

fonctions polynomiales trouvées dans cette section, nous définissons I'application

v, + H, — P24

r = QOH({E) = (Zo(:E) : Zl(x) C . 224(:)3))‘ (4'25)

En regardant les cinq premiers composants de cette application, il est clair que ¢, est

un plongement de la variété affine lisse H,.

Ce plongement conduit & cing plongements des diviseurs de Painlevé abstraits dans P24,
En effet, pour i = 1,...,5, notons F,(f) la courbe de Painlevé abstraite correspondante

am!” : alors (4.25) donne I'application reguliére injective

DTG L pH pouri=1,...,5, (4.26)
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lorsque 'on substitue la balance principale x <t; mﬁ”) dans chacune des fonctions z;(z),
73 =0,1,...,24, et puis on y fait tendre t — 0 :

09 - (a,b) <Res zo(x(t;mgi)))) : -+ : Res 224(:U(t;m§i))))> :

Plus précisément, ces applications sont décrites comme suit :

90,9) : (a,b)l—>(0:0:0:0:1:0:0:—b:a:O:ab:5274—ﬁ572:—ab:O:aQb:O:—abgz
—(B24 — Bs2)a 1 —(Pou — Bs2)b 1 ab® + (Brs — Par)b: a’b+ (B3 — Bs5)a’ :
0:—ab® — (Bi13 — Ba1)b?, —a’b — a*b® + k1a®b + (B35 — Br3)a® — Kaa
+(B13 + Bs2)rra + (=B + Baa+ Bag — Bs2)ab + (Baa — B52)(Brz — Bay)
a’b? + ab® — kiab® + (Brs + Paa — Bas — Bs2)ab+ (Bis — Par)b
—(Biz + Baa)kib + kb + (Bra — B52)(Brs — Bs5))

0 (a,b) = (0:=1:0:0:0:0:0:0:~b:a:0:ab: fBs5— Pis: —ab: (Bis— Pss)b:
a*b:0: —ab®: (B13 — Pas)a: 0:a’b* — kiab® + ab® + (Bog — Bs2)b* + Kab
+(—=B13 + Boa + B35 — Bar)ab — (Boa + B35)k1b — (Bar — Boa) (B35 — Br3) :
a*b — (Ba1 — Baa)a® 1 0 —ab® — (B4 — P52)0%, —a®b — a*b* + k1a%b — Kaa
+(Bu1 — Poa)a”® + (Brs + Baa)sra — (Boa + Bs.2)(Bss — Bus)
+(Bs5 — Bis + Bs2 — Baa)ab),

e (a,b) = (0:1:=1:0:0:a:0:0:0:=b:0:0:0ab: a1 — Bou: —(Bar — Paa)a:
—(Ba1 — P2a)b:a®b:0: —ab® : (Bag — Pas)a : —a’b — a*b® + (Bs2 — P35)a
+r10°b — Kpa + (Bau + Bs5)k1a + (Bis — Boa — Bas + Pa)ab
+(Ba1 — Boa) (B35 — Pr3) a’b® + ab® — kiab® + (=24 + P35+ Pa1 — Ps2)ab
+(B35 — B1,3)b” — (B35 + Baa)k1b + kb — (Bs2 — Ba5)(Ba1 — Boa) : a’b
—(55,2 - ﬁ3,5)02 0 —ab® — (53,5 - ﬁl,:&)bz) )

go,(_f) : (a,b)|—>(020113—120:—17:0/1030:02—Clbi():():(lb:—Gb21—<55,2—ﬁ375)&3
—(Bs2 — B35)b: a’b: 0:a*b+ ab® — kyab — (Br3 — Bar)a : —ab®
—(Ba1 — ﬁ2,4)1)2  —a’b — a®b* + k1a®b + (B2, — B35 — Bag + Ps2)ab
+(B13 — Par)a® — koa + (Bss + Bag)rra+ (Bsz — Bss5)(Bag — P2a) : b + ab®
—rpab® + (Baa1 — 52,4)52 + (Bag — Bi3+ Bs2 — Bas)ab — (Bag + Bs2)k1b + Kab
—(Bs2 — B35) (B3 — Bui) 1 a’b— (Brs — Par)a® : 0),

gpf’) : (a,b)»—>(0:0:0:1:—1:0:—b:a:O:O:ﬂl,g—ﬁM:—ab:O:O:O:—ab2:

—(Br3 — Bar)a: —(Pr13 — Paa)b: a’b : a®b + ab® — (Ba,a — Bs2)a — (Ba1 + Ps2)k1
+(Bs52 — P35)b — K1ab+ Ky : 0 —ab® — (Bsz — Bs5)b* 1 —a’b — a*b® + k1a’b
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+(B2a — B52)a” — koa + (Ba1 + Bsz)kra+ (Bis + Bas — Bag — Bs2)ab+ (Bs 2
—Bs5)(Brs — Bu1) : a®b® + ab”® 4 (B13 — Poa — Pag + Ps2)ab — kiab?

+(55,2 - 53,5)52 - (51,3 - 54,1)(52,4 - 55,2)?1 - (51,3 + 55,2)515 + Kab :

a’b — (52,4 - 55,2)612) .

Lorsque l'on prend (ay, by) # (asz, by) et que 1'on se concentre sur les premiéres coordon-
nées des applications <p,(.f), on se rend compte que ces applications sont injectives et que
leurs images sont deux-a-deux disjointes. En conclusion, pour une valeur générique de
K, les applications (4.26) donnent un plongement du diviseur de Painlevé abstrait dans
I'espace projectif P24,

) sous I’applica-

Pour « = 1,...,5, nous notons ij) la fermeture de I'image de F,(.f
tion (4.26) :

Comme on le verra plus tard, les courbes projectives DY se coupent deux-a-deux et
sont parfois méme tangentes. Si jusqu’a présent tous les résultats obtenus sont valables
pour toutes les valeurs des paramétres de déformation, la facon a laquelle ces courbes

se coupent dépendra fortement de la valeur de ces parameétres.

4.6 Extension holomorphe de Xy, a P

Nous allons dans cette section vérifier le point (3) du Théoréme de Liouville complexe.
On montrera en effet un résultat plus fort, qui dit que le champ de vecteur (px).Xn,
s’étend en un champ vectoriel holomorphe sur P?4. Si le systéme BI*(5) est a.c.i., ceci
doit étre possible, eu égard a la proposition suivante qui établit qu’en termes de toute
carte affine d’un espace projectif, un champ vectoriel holomorphe sur une variété abé-
lienne est un champ vectoriel quadratique, et en conséquence il est globalement défini

et holomorphe sur tout I'espace projectif en question :

Proposition 4.6.1 ([1, 18]). Soit £ un fibré en droites ample sur une variété abé-
lienne irréductible T" et soit x un champ vectoriel holomorphe sur cette variété. Notons
Y. T" — PN Papplication de Kodaira associée & £23. Alors il existe un champ vectoriel

quadratique ¥ sur PV, tel que 1, (x) = X.

L’idée est donc de démontrer que (¢, ).Xn, s'étend en un champ vectoriel quadratique.
On rappelle que Xy, est un champ vectoriel holomorphe sur H,, oll k est générique, et

que les paramétres de déformation sont toujours supposés fixes mais arbitraires.
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Notons U; 'ouvert de P?* dont la coordonnée z; n’est pas nulle ; alors les fonctions
2/, i = 0,...,24, définissent un systéme de coordonnées locales sur cette carte.
Pour montrer que Xy, peut étre prolongé en un champ vectoriel holomorphe sur un
voisinage dans P?* des hypersurfaces de ¢, (H,.) \ ¢,.(H,), il suffit d’écrire les équations

différentielles de X'y, comme un polynéme quadratique en termes des quotients z;/z;.

Nous commencons par écrire ces équations différentielles quadratiques sur un premier
ouvert, qui est celui dans lequel nous pouvons prendre les variables z; comme coordon-

nées ; c’est 'ouvert Uy. Sur cet ouvert, les équations différentielles s’écrivent comme

suit :
20 — O,
2:’1 =1 K129 + 21 + 222 + 223) + 8123 ,

: 2
Zo = 2o (—K120 + 22 + 223 + 224) + €22,
23223 K1 0—221—22’2—23)—|—€3ZO,
2:’4 = 24 (K120 — 222 — 223 — Z4) + 642:0 s
26 = Zg Z9 + Z4) + E920R4 + E42022 ,

7;’7 =27 \K120 — 21 — 22 — 223 - 24) + €329 (le(] — 21 — Rg — X3 — Z4) + 52023,

24+ 21) + €12024 + £42071

(=
(=
(
(
Z5 = 25 (—21 + 23) + €120%3 + €32021
(—
(
Zg = 25 (—
(—

Zg = 29 (—kK120 + 21 + 222 + 23 + 24) + €220 (K120 — 21 — 22 — 23 — 24) + E52022,
210 = 210 (K120 — 21 — 229 — 23 — 24) + €12324 + €32421 + €421 23,

Zin =211 (&1 — 23) (5224 + 5422) (5120 — 21 —R2 —R3— 24) + €52224

212 = Z12 (22 — 24) (6123 + 5321) (K,lZo — 21 — k9 — k3 — 24) + E52123 ,
Z13 = 213 (—K120 + 21 + 22 + 225 + 24) + 12024 + €224 + €421 22,

214 = Z14 (23 — 24) -+ 28120210 + (8425 -+ 8328) 21,

215 = 215 (—K120 + 21 + 22 + 23 + 224) + 2e220211 + (€526 + €429) 22,

Z16 = 216 (K120 — 221 — 22 — 23 — 2a) + 2e320212 + (€127 + €525) 23,
217 = zZ17 (21 — 22) + 28420213 + (8228 + 8126) 24
218 = 218 (22 — 23) + 2552227 + (5329 -+ 5227) (Klzg — 21— 29 — 23 — 24) R

(
(
(
(=
(
(=
(
(
(
(=

219 = 219 (—22 + 24) — 25210 + 227210 — 25213 + €4 (22 + 23) 25 + 2612427 + €220210
+ €3 (ZQ + 223) Z8 -+ €120 (5423 -+ 5324) ,
220 = 2920 (-K',lZo + Z1 + 222 + 32’3 — 24) + (€4 + 3€1 + 53) 20”14 + 25120 (8425 — 8328) y

221 = 2921 (—2/@12’0 + z1 + 222 + 323 + 42’4) + (55 + 362 + 64) 20715 + 26220 (8526 — 542’9) s
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2',’22 = Z99 (2%120 — 42’1 — 322 — 22’3 — 24) —+ (51 + 353 + 65) 20216 + 2532’0 (512’7 — 552’5) s
2"23 = Z93 (lilzo + z1 — 322 — 223 — 24) + (82 + 384 + 81) 20217 + 284210 (8228 — 612:6) s

Zog = 24 (21 + 220 — 223 — 24) + (63 + 3e5 + €2) 20218 + 26520 (€320 — €227) -

Sur l'ouvert Uy, ou on prend comme coordonnées y; := z;/z1, pour i = 0,...,24 les

équations différentielles s’écrivent comme suit :

o = yo(k1y1 — 2ys) — y1(y1 + 2y2) — €135

v =0,

Y2 = y2(—kK1y1 + Y5 + 3ys) + y1yo + yo(e2y1 — €132)

Ys = y3(2k191 — 3ys) — ys(3y1 + 4y2) + yo(esyr — €1y3)

Ya = ya(2k1y1 — dys — ys) — ys(y1 + 4y2) + yo(Eayr — €14)

Us = ys(—r1y1 + ys + 2us) + 2u1012 + €307,

U6 = Yo(K1y1 — 295 + y8) — Y13(y1 + 3y2) + E201Ys + Eav1¥2 — E1Y2Va

Yr = yr(2k1y1 — dys — ys) — y12(2y1 + 3y2) + (K1Yo — y1 — Y2 — ys — ya) (€391 — €1Y3)
+ 59193,

Us = ys(K1yn — 2y5 — Ys) — 2y1th3 + €y

Yo = Yo(—ys + Ys) + Es31Y2 + (K1%o — 1 — Y2 — y3 — Ya) (€211 — €142)

Y10 = Y1o(—¥s + ys) + 2ysy12 — 2ysy13 + y1(e3ys + €4¥s)

Y11 = yu(kiyr — 3ys) — 201915 — E1voyn1 + E2ys(K1Yo — Y1 — Y2 — Y3 — Ya)
+ y1(eayo + €5Y6)

Y12 = —y12(2ys + Y6 + 2ys + yo) — ys(y10 + ¥13) + (Yoy13 — ¥2Y16 — Y1¥10)
— k1Y — kg (=Ko + Y1+ y2) + (852 — B35)v19s — (B2.a + Bas)y1(ys + vs)
— (B3 + Bea)yr [F1(K1yo — Y1 — Y2 — y3 — ya) — Yol — (Bas + Ba1) [Y1yo + y2(ys + ys)]
— (Ba1 + B5.2) 2yoyro0 + y1y7 + ysys) — (Bs2 + Br3)ys(k1vo — y1 — y2 — y3)

Y13 = y13(—k1y1 +ys + Yo) — Ys(y10 + y11) — Ys(y1o0 + v12) — (Yoo + Yavi16 + Yoy12),
— k(Y + vi2) + K2y (Kayo — Y2) + 2(B24 — B5.2)11Ys — (Brz + Ba1)yiyr
— (Boa + B52)y1(ys + y7) — (Biz + Loy [Ki(KiYo — y1 — Y2 — Yz — ya) — Y7 — Vo)
— (B4 + B3s)yr(kays +ys) — (Bzs + Ban) [Y2(ys + ys) + y1y0]
— (Ba1 + Bs2)(Yoyi0 + ysys) — (Bs2 + Bu3) [(F1vo — y1 — Y2 — Y3)ys + YoYuo] ,

Y14 = Y1a(K1y1 — ¥s — Ys) — Y20(y1 + 242) + €190y14 — 2y1 (3913 + €aY12)
+ 2e4y5(F1y1 — Ys — Us) ,
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Yis = Y1s(—¥Ys + 2us) — Y1Y21 — €1Y0Y15 + 2€208Yo + 26592113 ,

Y16 = Y16

Y17 = Y17

U1s = Y1s(—2Ys + Ys) + Y1Yos — €19Y0Y1s + 265Y5Ys + 2€2912(K1Yo — Y1 — Y2 — Y3 — Ya)

Y19 = Y19(—2K1Y1 + Y5 + 4ys) + Yay20 + Sysyic + y1a(Ys + 3yo) + (261 + €2 + 2e3)y5ys
+ e1(eat1ys — €1y3Ya + E3Y1Ya — YsYro — YsYe + DYrys) + 2e311913 + €4¥

Y20 = Yoo (ys — ys) + (€4 + 261 + €3)y1y14 + €1€4Y1Y5 — €1E3Y1Ys

—Kk1y1 + 2ys) + 3yf2 + 2e311912 + 55952) )
K1y1 — 2ys) — 3Uis + €2Ys + 2€4v1013

(
(
(
(

Y21 = Yor(—R1y1 + ¥s + 4ys) — 1Yoy + (€5 + 3e2 + €4) Y115 + 2626500Y8 — 2€2641Y9
Yo = Y22 (—2K1y1 + Ys + 4ys) + Sy12y16 — €1%0Y22 + Se1y7y12 + (1 + 3e3 — 4es)yi1vis
+ 2e18301y7 — 2e38511Y5
Y23 = Y23(26191 — 4Ys — Ys) — DY13Y17 — E1Y0Ya3 + Se1Y2yir + (€1 + 384 — de2)yiyny
+ 28284118 — 26184916
Yoa = Y24(K1y1 — 4ys — yg) — E1YoY24 + (€3 + 35 + €2)y1Y18 + 2€365y1Y9 — 2€26581Y7 -

Ce qui précéde suffit pour conclure :

Proposition 4.6.2. Le champ de vecteurs (p,).(Xp,) se prolonge en un champ vecto-

riel holomorphe (i, ), (Xy, ) sur P4,

En effet, ayant établi que le champ de vecteurs s’étend en un champ qui est holomorphe
dans deux cartes différentes, il est holomorphe en dehors d’une sous-variété de codimen-
sion au moins deux, donc par le lemme de Hartogs il est holomorphe partout. On peut
en effet vérifier qu’il est quadratique sur chaque ouvert U; (en termes des coordonnées
x;/x;), mais pour le point (3) du théoréme de Liouville, il suffit de savoir que I'extension

est holomorphe sur tout P?*.

4.7 Analyse des diviseurs de Painlevé

Le but de cette section est de déterminer comment les courbes DY’ de P24 se croisent.
Cela dépend des valeurs des paramétres de déformation ;. Ainsi, dans cette section et
la section suivante nous supposons que les €; sont génériques, plus précisément qu’ils
sont tous non nuls. Le cas ol un ou plusieurs ¢; sont nuls sera traité dans la section 4.9.
On fixe toujours une valeur générique pour . On rappelle que la courbe de Painlevé

abstraite, associée a la balance principale x (t; F,&l)> est la courbe affine

Iy = {(avb) S (C2| F(avb) = 0}7
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ou,
F(a,b) = a®b? + a?b® — k1 b + p21(8, k) a’b + p12(B, k) ab?
_’_pl,l(ﬁa /{) ab + p1,0(67 K’) a+ pO,l(B7 K) b + p0,0(67 "{) .

Cette courbe affine peut étre complétée (de fagon unique) en une surface de Riemann
compacte ', en lui ajoutant cing points a l'infini, que nous notons 00¢,—, oo;,_, 0,
00 4 et oo;7+. Ces points correspondent aux points ot a et/ou b tendent vers l'infini.
On aura besoin de paramétrisations autour de ces cinq point. En termes d’un parameétre

local ¢, ils sont donnés par

00 : a:%, b:—%+/€1—(€1—€2+€3)C+O(CQ),
OO0, — a= % , b=(e34¢5)¢— ipo,o(ﬁs,% k)P + O (C3) )
Ools, a= 1, 5253C+ip0,0(/33,5,/€) C+0(¢%,

¢ €5
00 g ¢ b= %, a=—(e4+e1)(— ipo,o(ﬁzzx,%) CQ + 0O (Cg) )
OO;,Jr b:%, CL:—€1C+g—tpo,o(ﬁ4,1,ﬁ)f2+0(f3)-

Les formules ci-dessus ne sont clairement plus valables lorsque certain des ¢ sont nuls.
Dans la section 4.5, nous avons construit les plongements ¢ : T — P* j=1,...5,
i)

et nous avons noté DY la fermeture de l'image de T\ sous I’application (4.26),

DY =l (1)

Les points ajoutés pour déterminer la fermeture de ces images peuvent étre calculés en

utilisant un parametre local autour de chaque point & I'infini de la courbe I'y ; ,

P (008l ) ~ 9(a(0), B(C)).
2 (00r) ~ D(a(€),b(0))

P (00®) ~ 02(a(€), b(¢))
P (00r) ~ D(a(€),b(0))
0 (008 ~ e(al€),b(0))
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puis, en faisant tendre ( — 0. Si on le fait pour les cinq points & I'infini et pour les cing
plongements de la courbe affine, nous trouvons au total dix points (différents) que nous
noterons Pi, Py, Py, Py, P5 et 1, Q2, Q3, Q4, Q5 . 1ls sont tels que, pour i =1,...,5,

Pi= ) (o) et Q=g (sl0H) = o (4.

Plus explicitement, en notant 0,, une suite de n zéros consécutifs, les coordonnées de

ces dix points sont données par :

Pr=(03:—-1:0:1:0:0),

Py=(09:0:-1:0:1:0),

Py=(0:0:0:=1:0:1), (4.27)
Py=(030:1:0:0:-1:0),

Ps=(020:0:1:0:0:-1),

Q1= (- =poo(Bs2 k) : 0:poo(Baa,k):0:0),

( )

(- :0:=poo(Biz k) : 0:poo(Bss k) :0),
Qs=1(:0:0:=poo(Baa,r):0:poo(Bar,k)) (4.28)
(-1 poo(B3s, k) 1 0:0: —poo(Bs2,k):0),
(- :0:poo(Ba1, k) :0:0: —poo(Brs, k) ,

ol nous rappelons que py est le polynome

poo(Big, k) = — (8751 — Bijhka + Ks) -

Le tableau suivant résume ces information, indiquant de quel plongement et de quel

point a U'infini provient le point P; ou @); .

DI(;) D](CQ) D,(f) D](:l) D;(:))
OOS’), P4 P5 P1 P2 P3
Oola’,(i) Qs | Qs | Q1 | Q2 | Q3
OO(’L) P1 P2 P3 P4 P5
Oola’,(ju) Qs | Qs | Qs | Q1 | Q2
OOS:)+ P3 P4 P5 P1 PQ

Plus succinctement, I'information du tableau ci-dessus peut se résumer en deux colonnes

de la facon suivante :
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D
OOS)_ P
00;’,@ Qi
oo P,
OO;,(J? Qit2
OOS)JF Piyo

Nous détaillons ensuite les vecteurs tangents, dans 'espace projectif, de chacune des

courbes D,(;) aux points précédemment trouvés et qui correspondent.

’Courbe‘ Vecteur tangent en P
- (0:0:0:0:0:—£2:0:0:0:0:0:0:0:0:¢e2(e24¢e4):0:—e9e5:0:0:
k —ea(ea +e4) : —poo(Bs2, k) : 01 —e3k1 + poo(Baa, k) : 0:0)
(1) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:-1:0:0:1:
Dy, k1:0:—=3k1:0:0)
e (0:0:0:0:0:e2:0:0:0:0:0:0:0:0: —e2e4:0:e2(e2+¢€5):0:0:e9e4:
k e3k1 4+ poo(Bs.2,K) : 01 —poo(B24, k) : 0:0)
’Courbe‘ Vecteur tangent en (g ‘
) (0:0:63:—3:0:0:0:0:0:0:324:0:0: —e3e4 : €3p0,0(B2,4,k) :0:0:
k 0:0:6%54/&1—6%]90,0(5274,%):—:0:—:0:0)
3) (0:e3:—5:0:0:0:0:0:0:0:0:0:¢e3e5:€5e4:0:0:e3p00(Bs52,K):0:
Dy 0:0:—:0:—:0:0)
’Courbe‘ Vecteur tangent en P
o0 (0:0:0:0:0:0:—63:0:0:0:0:0:0:0:0:63(€3+65):0:—6153:0:—5§:
k 0: —poo(Bi,3,K) : 0:e3r1 + poo(B35, k) : 0)
@) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:—-1:0:0:
Dy 0:k1:0:—=3K1:0)
A (0:0:0:0:0:0:£3:0:0:0:0:0:0:0:0: —e365:0:¢e3(eq+63):0:63:
k 0:e3k1 + po,o(B1,3, k) : 0 —poo(B35, k) : 0)
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’Courbe‘ Vecteur tangent en Qo
5) (0102028%1—53205020102028%8155%5520:0:025%]?070(5375,/43)20:02
D
k 0: €1€§Ii1 — 8%]0070(,8173,%) 0:—:0:—: 0)
- (0:0:e3:-23:0:0:0:0:0:0:—€3e1:0:0:63e1:0:0:0:3po,0(B1,3,5) :
k 0: —616%%1 +€§p0,0(6173,/€) 0:—:0:—: O)
’Courbe‘ Vecteur tangent en P3

D(l) (0:020:0:020:02—542020:020:02020:0284(€1+E4):02—52542—54212
k 0:0: —poo(Baa,k):0:eirr +poo(Bar, k)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:—-1:0:

D’(ﬁg) 0:0:K1:0:—3kK1)
e (0:0:0:0:0:0:0:64:0:0:0:0:0:0:0:0:—5451:0:54(52+€4):5?1:
k 0:0:e5k1 + poo(B24,6) 1 0 —po,o(Ba1, K))
’Courbe‘ Vecteur tangent en (J3
e (0:0:0:0:£5:0:0:0:0:0: —cley :eiea:e5e1:0:0:0:€3poo(Ba,k):0:
k 0:—€Zp070(ﬁ471,1€):0:0:—:0:—)
o) (0:0:0:52:—52:0:0:0:0:0:5%51:—5252:0:0:0:0:0:0:
k e300,0(B2,4,K) 1 €3p00(Ba1,6):0:0: —:0: —)
’Courbe‘ Vecteur tangent en P
e (0:0:0:0:0:0:0:0:—e5:0:0:0:0:0: —e365:0:0:¢e5(e2+¢5):0:0:
k e2k1 4+ poo(Bs2,6) : 0:0: —poo(Bs5, k) : 0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:=1:0:0:—-1:0:0:
Dgl) —3k1:0:0:k1:0)

O (0:0:0:0:0:0:0:0:65:0:0:0:0:0:¢e5(e34¢€5):0:0: —965:0:0:
k —p0,0(Bs5,2,K) : 0:0: e2k1 + po,o(Bs5, k) : 0)
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’Courbe‘ Vecteur tangent en Q4
O (0:—€2:0:0:0:0:0:0:0:0:0: —edeg:edez:eder:0:0:0:e2poo(Bs2, k) :
k 0:0:—:0:0:—:0)
e (0:0:0:0:£2:0:0:0:0:0:¢epes:eden: —edes:0:e2poo(Bss5,k):0:0:0:
k 0:0:—:0:0:—:0)
’Courbe‘ Vecteur tangent en Ps
e (0:0:0:0:0:0:0:0:0:—27:0:0:0:0:0:—£164:0:0:¢e1(e1+¢€3):0:
k 0:e3k1 +poo(Bi,3, k) :0:0: —poo(Bai,k))
5) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:0:—-1:0:
Dy 0:—3k1:0:0: K1)
D@ (0:0:0:0:0:0:0:0:0:£1:0:0:0:0:0:¢e1(e4+¢€1):0:0:—€163:0:
k 0:—poo(Bi,3:£):0:0:e3k1 +poo(Bui,k))
’Courbe‘ Vecteur tangent en Q5
e (0:63,—e3:0:0:0:0:0:0:0:0:0: —cfe3:£3e4:0:0:0:0:3poo(Br,3,5) :
k 0:0,—,0,0,-)
D@ (0:—€3:0:0:0:0:0:0:0:0:0:¢%eq:e3e3: —e3ea:0:epoo(Ba1,k):0:0:
k 0:0:0,—,0,0,—)

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante.

Proposition 4.7.1. Pour chaque i = 1,...,5, la courbe D,(f) contient les points P;_o,

Qi_2, P, Qiyo et P o, et croise transversalement ses deux voisins de la maniére sui-

vante :

Dg) croise DS_Q) en les points P; et P;io,
DY croise DYV en les points Pioet Qia,
DY croise DY en les points Pr_g et Qi s,

D,(f) croise D,(f”) en les points P,_, et P;.
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Alternativement, elles sont représentées dans la figure suivante :

Les cinqg courbes DY sont donc des courbes non singuliéres de genre 2 qui se rencontrent
en dix points, toujours de maniére transversale. Nous représentons ci-dessous 1'image
de cette configuration. Pour rendre I'image exacte, les points étiquetés Ps, Py, P, Qs,

Q1 et Qo doivent étre identifiés.

Ensuite, nous vérifions que la réunion D,, des courbes D,(J) vérifie la formule d’adjonction.

Autrement dit, nous montrons que son genre arithmétique g, (D,) est égale a
G2 (D) = N + 7 = dimP* + dim o, (H,,) = 24 +2 = 26 .

D’aprés |1, page 148], le genre arithmétique peut étre calculé de la fagon suivante :

5D =) (9D)-1)+ > x(DPuDY)+1

i=1 1<i<j<5
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I
&MU‘

-1+ > x(D@YuDY)+1

i=1 1<i<j<5
=6+ » x(DPuDY), (4.29)
1<i<j<5

oll g désigne le genre géométrique et y (D,(f) uDY )> indique la contribution des points
singuliers d'une courbe singuliére a son genre arithmétique.

Or, pour calculer la somme du coté droit de ’équation ci-dessus, nous remarquons que
le croisement a chacun des dix points Pi, Py, P3, Py, Ps et (01,12, (3, Q4, Q5 est de la

forme

dont la contribution au genre arithmétique est 2. Par conséquent, la contribution totale
de ces dix points est 20. Cela permet de montrer que le coté droit de (4.29) devient 26,

ce qui vérifie la formule d’adjonction. On a donc vérifié que u?zlpff)

a le bon genre
arithmétique pour étre un diviseur d’une surface abélienne, contenue dans P?*. Ce qui
nous conforte dans 'espoir d’avoir trouvé toutes les balances principales et d’avoir

trouvé le bon nombre de fonctions définissant notre plongement.

4.8 Tout point de A/ est envoyé dans la partie affine

Dans cette section, notre objectif est de montrer comment vérifier la derniére condition,
la condition (4) du théoréme 2.3.7. On rappelle que 'on est dans le cas ou tous les
paramétres de déformation e; sont non nuls, alors que k est générique. On décompose,
comme dans le théoréme 2.3.7, A, := ¢, (H,) \ ¢.(H,) comme A, = AL U A”, oi A/,
est la réunion des composantes irréductibles de A, de dimension 1 et A” les points
restants. On doit vérifier que le flot du champ de vecteurs (o). (Xp,) sur P, partant

de n’importe quel point de A’ va tout de suite dans la partie affine ¢, (Hy).

Nous rappelons que, puisque xk € C? est générique, I'application ¢, : H, — P2 est un
plongement. Quand tous les paramétres de déformation sont nuls, la fibre générique H,
de lapplication moment est connexe. Par ’argument de déformation, il en est de méme

pour n’importe quelles valeurs des paramétres de déformation.
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Pour chacune des cinq balances homogénes a poids x <t; F,@), I’application ¢, induit
Papplication holomorphe ¢{”: IV — P24 (voir (4.26)), dont 'image est de dimension
r — 1 = 1. Nous avons également, défini D,g) = <p,(f) (F,@) , pour ¢ = 1,...,5, ou la
fermeture est prise relativement a la topologie de Zariski.

Dans [1] il est montré que si r > 2 (comme dans notre cas, car ici r = 2), alors A, est
connexe ; en particulier, A, ne peut pas avoir de points singuliers, A” = () et A, = A’.

De plus, comme ¢,; est un plongement de H,, nous avons que

AK = Pk (Hn) \ Pr (Hn) = ¥k (Hli) N {ZO = O}

En particulier, A, est contenu dans le sous-espace {zy = 0}. En conséquence, si z;(m),
j =0,...,24, sont finis, alors m appartient a la partie affine ¢, (H,). Afin de vérifier
la condition (4) du théoréme 2.3.7 nous devons montrer que les courbes intégrales du
champ de vecteurs (¢ )«(Xm, ) qui partent des points m € A, = Al sont immédiatement

envoyées dans la partie affine ¢, (H,). Autrement écrit,
{@¢(m) [0 < [t] <€} Con(Hy),

pour € petit, et ou ®; désigne le flot du champ de vecteurs (o, ).(Xg,) sur P#. Tl y a
trois types de points dans A, que I'on considérera un par un :
(I) les points dans I'image gp,(.f) (F,(.f)), pour au moins un i € {1,...,5};

(II) les points dans K@ := DY \ go,(f) (F,(f)), pour au moins un ¢ € {1,...,5};
. 5 i
(III) les points dans A, \ J;_; DY,

Soit P un point du type (I). Il existe alors i € {1,...,5} et p € T tels que P = gp,(f) (p).
Puisque les fonctions zp, ..., 224 sont des polynoémes en les variables z; et €; et que les

séries de Laurent x; (t; F,@) sont homogeénes, et en conséquence convergentes, on peut

trouver € > 0 tel que pour tout 0 < || < € et pour j =0,...,24, 2, (t; Fg)) soit finie.

Ceci implique que ®,(P) n’appartient pas a 'hyperplan {zo = 0} ; autrement dit,
®,(P) € ¢, (H,), pour0<|t| <e.

La condition en question est donc automatiquement vérifiée.

Analysons maintenant les points du type (IT). Puisque » = 2 dans notre cas, I’ensemble
K =, KD est fini. En effet, K = {P,,...,Ps5,Q1,...,Qs}. Soit P € K et soit

pE Fg) tel que
lim ¢ (m) = P.

K
m—p
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D’apreés la section 4.7, I'indice ¢ n’est pas unique, mais pour un ¢ donné, le point p n’est
pas nécessairement unique.

Comme précédemment, notons z; (t; F,(f)) la série de Laurent obtenue lorsque 1'on

substitue la balance principale x (t; F,(.f)) dans le polynoéme z;, restreint a H,. Pour

7 =20,...,24, écrivons
i Lo (b
(1) = 2 S0,
k=0

ol l'exposant [ est tel que 249 Soit non nul pour au moins 'un des j. Parmi les indices

j
J pour lesquels z](.o) = 0, on choisit 'indice L de sorte que la série zj, (t; F(ﬂl)> admet le

plus grand pole lorsque m — p dans F,@. En ces termes, la limite

lim ——%
P (t; F@)

est finie pour tout indice j. En conséquence, la carte {z7, # 0} de P? contient le point P.
Etant donné que le champ de vecteurs (p,),(Xz,) est holomorphe sur P24, ce champ
de vecteurs est aussi holomorphe en les coordonnées y; := j—i, 7=0,...,24.

Or, les séries y; (t; F,@) vérifient, pour |t| suffisamment petit et non nul, les équations
différentielles décrites par (¢x)«(Xm,) sur la carte {2y # 0}. Ainsi on peut identifier
ces séries avec les séries de Taylor qui vérifient (¢,)«(Xm,) sur la carte {z, # 0}.
Plus précisément, pour un point m € ¥ prés de p, la série y;(t;m) est égale a la

série y. | ¢; ,(f) m) |, ou cette derniére est la série de Taylor de vy par rapport au cham
y; | L@ ) y Yy; p pPp p

(pr)+(Xm,) et qui part de @,Sf) (m). Puisque cette série admet une limite, a savoir y;(¢; P),
alors la série y;(t;m) admet aussi une limite lorsque m — p, que l'on notera y;(¢; p). De
cette maniére et du fait que z; = y;/yo, si 'on montre que, en tant que série holomorphe
non nulle en ¢, yo(t;p) # 0, alors pour [¢| suffisamment petit toutes les séries z;(t; p)
sont finies.

En conclusion, afin de montrer que la courbe intégrale du champ de vecteurs (@)« (X, )
qui part de P € K@ est envoyée dans la partie affine, il suffit de montrer que pour la

balance principale x (t; F,(.f)>, la série
1

2], <t; F,({Z)>
(i)

admet une limite non nulle lorsque m € I';’ tend vers p. On procéde de cette maniére

pour chaque point Py, ..., P5, Q1,...,Q5 de K. Le résultat est résumé dans le tableau
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suivant (voir (4.27) et (4.28) pour les coordonnées des points de K), ou la deuxiéme

colonne contient les séries dont le premier terme admet un pdle maximal pour ( =0 :

Point Série Limite
Py | 20 (8 T%) lim i(t; ()=—t"+0(t°) #0
¢—0 2920
Py | zo1 (1) lim L(t; ()=—-t"+0(t° #£0
¢—0 2971
1
P3| 20 (1 lim —(¢;¢) = —¢° t6
3 | 22 (B1) lim = (t;) +0O(t°) #0
1
Py | 23 (t:T%) lim —(t;¢) = =t + O (1°) # 0
¢—0 293
Ps | 24 (1; 1) lim L(zf; O=-t"+0 (tG) #0
¢—0 294
Q1 | 25 (6T) lim i(t; ()=—-+0(t’) #£0
¢—0 25
Q2 | 2 (t;T%) lim i(zf; ()=—-+0(t’) £0
¢—0 26
Qs | 21 (1) lim i(zf; ()=—-t+0(t%) #0
¢—0 Z7
1
Qs | 2z (1) lim —(t:¢) 2+ 0 () £0
1
zg (t; 1 lim —(t:¢) = —¢2 3
@ | 2T | im0 = ~£+0 () £0

Il reste a traiter les points du type (III), s’ils existent. Ce sont les points de

On montre que, dans notre cas, A7 = (). Comme A, est connexe, au moins 1'une des

(4)

composantes de A' intersecte 'un des Dy’ ; c’est-a-dire il existe au moins un point

P € D, qui appartient aussi & AT. Disons que 7 est un indice tel que P € D

le livre 1], il est montré qu’il existe un voisinage U C ¢, (H,) de P et un réel positif e

suffisamment petit tels que

UC {2 (DY) |0<t| <e}.

. Dans



88 L’intégrabilité algébrique du systéme Bl déformé a 5 particules

Supposons que le champ de vecteurs (g, ).(Xp,) est transversal & 1'une des branches
de DY passant par P. En vertu du théoréme des fonctions implicites, il existe un
systéme de coordonnées holomorphes (£, s) sur un voisinage de P dans ¢, (H,), ou s
est la coordonnée qui vient de la coordonnée sur la branche choisie de DY en P et la
solution du champ de vecteurs % partant de la branche de DY consiste des fonctions
holomorphes y;(t, s) de leurs arguments. Comme z; = y,/yo pour j = 0,...,24, alors

z; est fini lorsque g, est fini, ce qui indique que 'on est dans la partie affine.

Ecrivons la série 3y comme suit :

Yo(t,s) = au(t,s) +au(t,s)+---,

oll ; est la somme de tous les monomes de degré I dans la série, et a,(t,s) # 0. Alors
p = u(yo; P) est la multiplicité de D, au point P, car y, est la fonction de définition
locale sur D,. De plus, puisque le champ de vecteurs % est transversal a D, en tout
point générique de chaque composante irréductible de D, qui passe par P, on peut
calculer la multiplicité de vy, restreinte a ces composantes comme le pole générique de

zr, le long de ces composantes. Autrement écrit, si p (fo); P) désigne la multiplicité
de P sur DY et on vérifie que

5

w(yo; P) = Zu (ij); P) - (ordre du pole de zp, (t; Fff))) ,
i=1
alors il n’existe pas d’autres composantes irréductibles de A, de codimension 1 qui
contiennent le point P et différentes de D,gl), e ,D,(f). Par conséquent At = (), ce qui

montre que A, = D.,..

Les résultats établis dans les sections précédentes, du présent chapitre, nous permettent

démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.8.1. Le systéeme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules, BI*(5), ot
tous les parametres de déformation sont non nuls, est algébriquement intégrable. Pour
k = (K1, ke, k3) € C3 générique, la fibre H,, de lapplication moment est isomorphe a
une partie affine de la jacobienne de la courbe algébrique T\, ot T\, est la courbe affine

lisse de genre 2, définie par [’équation
a’b? + a®b’ — k1 a°V° + ko ab — (Bigk1 — Bugka + K3) 4 (2813 — (85 + B52)] ab

+ (—2f13k1 + K2) ab+ (P13 — Bss) (Brs — Bs2) a+ (B3 — Bar) (Brs — Paa) b
+[2B1.3 — (Boa + Ba1)] ab® = 0.



Tout point de A’ est envoyé dans la partie affine 89

Le diviseur a ajouter pour compléter la partie affine en une variété abélienne consiste

de cing copies de T',, qui forment la configuration suivante :

Démonstration.

Dans la section 4.2 nous avons expliqué comment les conditions (1) et (2) du théoréme de
Liouville complexe 2.3.7 sont vérifiées. Ces deux conditions concernent la commutativité
des champs de vecteurs intégrables Xy, et Xy, et leur indépendance pour toutes les

valeurs des paramétres de déformation.

Ensuite, la proposition 4.6.2 de la section 4.6 établi que le champ de vecteurs X,
s’étend en un champ qui est holomorphe sur tout P2, ce qui vérifie la condition (3) du
théoréme 2.3.7.

La section 4.7 a été consacrée a I’étude de la géométrie des diviseurs de Painlevé, ot on

montre comme résultat la configuration de courbes représentée ci-dessus.

Finalement, dans la section 4.8 on a montré que les courbes intégrales du champ de
vecteurs (¢, )«(Xp, ) qui partent des points m € A, = Al sont immédiatement envoyées

dans la partie affine p, (H,), vérifiant ainsi la condition (4) du théoréme 2.3.7.

Ayant établi toutes les conditions du théoréme de Liouville complexe, on peut alors
conclure, a l'aide de ce théoréme, que le systéme BI*(5), ou tous les paramétres de

déformation sont non nuls, est a.c.i.

v}
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4.9 Deéformations spéciales du systéme BI(5)

(4)

Comme nous l'avons vu dans la section 4.7, lors du paramétrage formel des courbes I',.

autour des points a l'infini, nous trouvons certaines restrictions sur les parameétres de

déformation ¢;, ou ce qui est équivalent, des restrictions sur les parameétres 3 ;1o .

Rappelons que I'identification de ces points nous a permis de compléter ces courbes en
des surfaces de Riemman compactes, et de mieux étudier la géométrie des objets qui

émergent de 'analyse du systéme BI*(5).

Plus précisément, les restrictions mentionnées dans les lignes précédentes se référent a

la nullité de certains ¢;.

Dans cette section, nous verrons en détail comment le fait que certains de ces paramétres
soient nuls affecte le systéme qui nous occupe et emméne a une géométrie différente du
diviseur de Painlevé. Quand un ou plusieurs ¢; sont nuls, nous parlons de déformations
spéciales de BI. Nous verrons comme une caractéristique étonnante, qu’il existe une
relation étroite entre le nombre de paramétres ; nuls et le nombre de points a I'infini
des courbes D,Ef) qui sont des points de tangence.

Pour toute la discussion qui suit k = (K1, ko, k3) est générique. Et nous rappelons que

la somme de tous les ¢; est nulle :
E1+Eg+E3+€4+€5 =0.

Dans chaque cas nous donnerons les équations des courbes de Painlevé abstraites, une
paramétrisation des points a l'infini, la configuration des courbes de Painlevé dans
'espace projectif (qui a la fin s’avére étre une configuration dans une surface abélienne),
et nous donnons les formules clefs qui permettent de s’assurer que la condition (4) du
théoréme de Liouville complexe, et ainsi que toute déformation spéciale du systéme

BI(5) est également algébriquement intégrable.

4.9.1 Un epsilon nul

Commencons par le cas ol un seul des paramétres est nul. Sans perte de généralité et
grace a 'automorphisme o, on peut supposer que €; = 0. Afin de simplifier ’écriture,

nous notons dans ce cas les parameétres de déformation comme suit :
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e1 =20,

g0 =10,

g3 =1, (4.30)
g4 =¢,

es=—0—-n—-¢.

A ce stade il est important de souligner que les familles des solutions de Laurent dans
le cas général, évoquées tout au long de ce chapitre, correspondantes a une des balances
principales, peuvent étre spécialisées en utilisant (4.31) pour obtenir de la méme maniére
une balance principale du cas présent. Pour une valeur générique de k = (kq, k2, K3),
les courbes de Painlevé abstraites sont les courbes algébriques affines obtenues lorsque
I'on substitue ces solutions dans les fonctions Hy, Hy et Hj ; les équations affines qui
décrivent ces courbes pour les différentes familles sont détaillées ci-dessous :

T - a3 4+ a2 — ka0 + (0 — 1+ €)a®b+ nab® + p1y (B3, k) ab— (0 + E)a
+po,o (B3,K) =0,

@ . a3 + a?b® — ki a®b? — 26a%b — (0 — 1 — €)ab® + p1.1 (Bo, k) ab+n?a — O(n + €)b
+ po,o (82,4, %) =0,

O 2 a®b? + a2b® — k1 6?0 + (0 + 21 + 26)a®b + 20 ab® + p11 (B35, k) ab+ (N + &) (O + 1+ )a
+7°b+poo (B35, %) =0,

W 6?0 + a?b® — k1 a®b? — na’b+ (0 + 26)ab? +p11 (Baz2, k) ab+ &0+ €)b
+po,o (Ba1,5) =0,

O 2 a®b? + a2b® — k1 a®0% — (20 + €)a®b — (20 + 1 + 26)ab® + p11 (Bs.2, k) ab+ (0 + €)a
+(0+ &0 +n+ &b+ poo (Bs2,6) =0.

De la méme maniére que dans la section 4.7, la courbe affine I';, peut étre complétée en

une surface de Riemann compacte, que nous allons noter I', , en lui ajoutant des points

!

N . . /! . N . . N
a I'infini. Nous notons oo, _, 0o, _, 00, 00, ; et oo, | ces points a I'infini, en gardant a

g,—

Pesprit qu’ici certains de ces points peuvent en fait étre le méme point.

Sur un voisinage de chaque point a I'infini, la surface [',, peut étre paramétrée en fonction

d’un paramétre local {, comme indiqué dans le tableau qui suit.
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T
1 1 1 2 3
a:E7 b:—z+/€1+(9—77) C+Dpia (51,3—5(9—77‘1‘5),%) ¢C+0(¢),
1
azz, ban—mpo,o(51,3+nyﬁ)c2+o(fg)a
1
=7 bz—(9+§)C+9+n+£p0,0(51,3—(9+€)7/€)C2+@(C3),
b=7. a=—gmalBan) ¢ +O(E).
1 1
b:Z, a:—f(—l—Epo,o(ﬁl,z),—f»’ﬁ)@‘i‘o@s)-
T
a:%7 b:—%+m+(9—n+§) CH+pia(Bea+6& k) C+0(C),
0= b= E ol + € R C = S palBaa +6.0) ¢+ OC),
- % . (n+§)g‘—ﬁpo,o(ﬁz,zﬁ(n+§),ﬁ)C2+0(C3),
1 . o B 2 3
b_g, a= 9C+9+n+€po,o(ﬁ2,4 0,k) "+ 0O(C7).
f(3)
1 1 1 2 3
a= 7z, b:—z+f£1—|—(9+2§)(+p1,1 (53,5—5(0+2n+2§),n) C+0(¢,
1 1
=5 b:—(77+5)C—gpo,o(ﬁs,s—(77+f),/€)C2+0(C3),
1 1
a=c b=—=(0+n+&)C+5poo(Bss — (6 +n+),8) C+0(C),
b= é , a=-n+ \/—po,o(ﬁ3,5 —1,K) ¢ - %pl,l(ﬁ% — 1, k) ¢t + [(QF
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f(4)

a:%, b:—z+/£1—(9+77+2§)C+p1,1(54,1+%77,“) C2+O(C3)’
a:%, bZ%P0,0(54,1,/€)C2+O(§3),

a:%, bzn(—%p0,0(54,1+77a“)c2+0(gg)a

b:%, a=—EC—%p0,0(54,1—575)§2+0(gg)’

b:%, a:—(9+€)C+%Po,o(54,1—(9“‘5)»5)@“‘0((3)'

f(5)

1 1 1 2 3
a= b b=t G (Bt @+ OR) CHO(E),
a:%, b:9§+%po,o(ﬁaz—i‘evﬁ)@‘i‘o(gg%
0= 2 b= (O+C FmalBrat (0468 C+O(C).

b:%, a:(9+§)c+%po,o<65,2+(9+£>,H)C2+O(C3)»
b:%, a:(9+n+§)§-%p0,0(55,2+(9+77+§)v’f)§2+0(€3)'

Comme précédemment, on note P; et ); les points a l'infini, sous I'application ¢
décrite en (4.26). Les résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant :

p0 [ p® | p® | D | p®
Oof:l)— Py P P | | P
00 | Qu o] o | s
@ | P | P | P3| P | P
00;’,(? Qs | Qu . Q1 | Q2
OO;;)JF Py | Py ’ P | P

(2)
k

bl
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Par rapport a la déformation générique, ol tous les €; sont non nuls, nous voyons ici
que les points Q5 et Ps coincident. Autrement dit, en considérant un seul paramétre
nul (dans ce cas ¢1), les points Ps et Q5 se sont contractés en un seul point, noté ici
Ps.

En ce qui concerne la nature des croisements des courbes Dg) en les points P; et ();, on
peut voir par un calcul simple des vecteurs tangents, comme il a été fait dans la section
4.7, que dans tous les cas, sauf pour le point Ps, les croisements se font de maniére
transversale (c’est-a-dire que les vecteurs tangents sont différents).

Par le point P; passent les courbes DE’), DY et D). Nous présentons ci-dessous les
vecteurs tangents de ces courbes au point en question.

Courbe Vecteur tangent en P;
@ (0:0:0:0:0:—£2:0:0:0:0:0:0:0:0:¢e9(e24¢€4):0:—e265:0:0:
Dy
—ea(e2 +€4) : —poo(Bs.2,%) : 0: 551 + poo(B2a,5) : 0:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:-1:0:0:1:
Y
k1:0:—=3k1:0:0)
@ (0:0:0:0:0:£2:0:0:0:0:0:0:0:0:—e264:0:¢e3(e24+¢€5):0:0:e9e4:
Dy
e3k1 4+ poo(Bs.2,K) : 01 —poo(Baa, k) : 0:0)

Le diviseur de Painlevé Dy, du systéme BI*(5) dont 'un des paramétres de déformation
est nul, consiste alors de cing courbes non singuliéres de genre 2 qui se croisent en neuf
points, toujours transversalement (en point doubles pour les points Q); et triples pour les
points P;) sauf pour un seul point ot le croisement est tangentiel. Nous représentons ci-
dessous I'image de cette configuration. Pour rendre I'image exacte, les points étiquetés

P, doivent étre identifiés, et de méme pour les points étiquetés Py, Q1 et Q4.
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Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante :

Proposition 4.9.1. Si ¢; = 0, alors le diviseur de Painlevé D, contient neuf points a
Iinfini, comme suit :
La courbe D contient les points Py, Q4, Pi, Ps et (3.
La courbe D) contient les points Ps, Py, Py et (0.
La courbe DY) contient les points Py, )1, P3 et Ps.
La courbe fo) contient les points P, ()2, Py, P; et Q1.
La courbe DY contient les points Ps, Q3, Ps, Py et ().
De plus, les croisements se font de la fagon suivante :
Pour:=1,...,5,
D,(f) croise transversalement D,(f_z) en les points P; et P o,
fo) croise transversalement DEJH) en les points P,_, et P;.
Pour i # 2, 3,
D,(f) croise transversalement D,gfl) en les points P, 5 et (Q;40,
D,(f) croise transversalement D,gﬂ) en les points P;_5 et (Q;_s.

Les courbes DI et D se croisent tangentiellement en le point Ps.

Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de
yp Points Contribution totale & g,
crolsement
B 4x1=4
P, P, P3, Py 3 x4=12

QlaQQaQ37Q4 1x4=4
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En procédant de la méme maniére que dans la section 4.8, les courbes intégrales du

champ de vecteurs (¢x)«(Xy,) qui partent des points m € A, = ¢, (H,) N {z = 0}

sont immédiatement envoyées dans la partie affine ¢, (H,). En effet, le tableau suivant

montre la finitude des limites pour les séries admetant un poéle maximal pour ¢ = 0,
lorsque I’on analyse les points dans K = J7_, K@, ou K .= D) \90,(3) (FE?), c’est-

a~dire les points {Py, ..., P5,Q1,...,Q4}.
Point Série Limite
P (L) | lm (60 = £+ O () £0
Py | 291 (t;T%) él_r)l(l) z%l(t; O=—-t"+0 (t6) #0
Py | 299 (t;T) %l_r)r(l) Z—;(t; ()=—t"+0 (tﬁ) #£0
Py <23 (t; Fn) Pj)% %23(73 C) =—t°+0 (tG) #0
Ps | 24 (1) lim }M(t; ()=—t"+0(t°) #0
Q1 | 2 (tT%) lim le(t; ()=—t"+0(t) #0
@ | w(T) | lmo (50 = £+ 0 (#) £0
Q| (6T | lim (50 = £+ O (#) £0
Qu | (T | lim (50 = £+ O (#) £0

4.9.2 Deux epsilons nuls

Nous allons maintenant considérer le cas dans lequel deux des paramétres de déforma-

tion g; sont nuls. Grace a 'automorphisme o, nous avons deux cas a distinguer :

soit
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les deux epsilons en question sont contigus, soit ils ne le sont pas. Schématiquement,
(0707'7'7')7 (07'707'7')-

Comme on le voit dans cette représentation, et sans perte de généralité grace a I'auto-
morphisme o, on peut supposer que pour le premier cas €; = €5 = 0 et pour le deuxiéme

cas €1 =e3=0.

Deux epsilons nuls contigus

Dans le cas (0,0, -, -, ), et afin de faciliter I’écriture, il nous suffit de définir deux para-

métres non nuls & et 7 comme suit :

g1 =20,

g9 =0,

g3 =¢, (4.31)
€4 =1,

g5 =—-§—1.

Il est & noter, comme indiqué précédemment, que les familles des solutions de Laurent
dans le cas général, correspondantes a une des balances principales, peuvent étre spé-
cialisées en utilisant (4.31) pour obtenir de la méme maniére les balances principales
du cas présent. Les courbes de Painlevé abstraites sont des courbes algébriques dont les

équations affines sont détaillées ci-dessous :

TN @ + a®b® — k1 a® — (€ —n)a’b +nab® + pri (Bua, k) ab — Ena+ poo (Bus, k) =0,
@ . a3 + a?b® — ky a®b? — 20a®b — (€ 4+ n)ab® + p11 (Bau, k) ab + na + poo (Boa, k) =0,
T® o a®b? + a® — k1 a0 + 2(€ + 1)a®b + 26 ab® + p11 (B35, k) ab + (€ +n)%a + €2
+ P00 (B35, %) =0,

F,(f) : a®b? 4 a?b® — k1 d?0? — €dPb+ 2n ab® + P11 (Ba2, k) ab+ 7]2b + 0,0 (Ba1,k) =0,
IO 6 + a®b® — k1 a6 —na’b — (€ + 2n)ab® + p11 (Bs2, 5) ab+ n(€ +n)b

+ 0,0 (B52,%) =0.
Afin de compléter ces courbes en des surfaces de Riemann compactes, il faut y ajouter

certains points. La liste suivante montre les paramétrisations des courbes décrites ci-

dessus, autour des points a l'infini a ajouter.
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T
1 1 1 2 3
azz, b:—z—i-/ﬁ—fg‘f‘pl,l(51,3+§(f—77)>“)C+O(C)’
a:%, beC—€+717p0,0(51,3+§a’f)§2‘f‘O(C?’)a
azlz, b:—ZC+€+77P0,0(51,3—777’{)€2+0(C3)a
b= Z, a = _Epo,ﬂ(ﬁl,?n"i) C2+O(C3)7
b:%, a:—77(4—%po,o(ﬂl,:s—ﬁa’f)@*‘o(cg)-
T
a:%, b:—%—|—/£1+(£—77)C+p1,1(52,4+777’f)C2+O(C3)a
0= b= nCE oo+ 08¢ = 5 pua(a+ .80 ¢+ O,
b= %, a= f_'l_npo,o(52,4,'€) ¢+ 0(¢%),
b= o s E+n) - 5Jrnpo,o(ﬂa,wr(§+?7)7/€)C2Jr(’)(CS)-
F(?’)
a = %, b= —%+/€1+277C+P1,1 (33,5— (f‘f‘??)w"f) C2+O(CB)’
a= é , b=—(E+n)*+ \/—Po,o(ﬁs,s) —(E+m),r) ¢ = %p1,1(ﬁ3,5 —(E+m),8) ¢+ 0O(CY),
b= é . a=—EC0+ \/—po,o(ﬁ3,5 —&,k) (- %p1,1(53,5 — &, R) T+ 0(C).
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T

a:%, b:—%+m—(£+2n)é+p1,1(ﬁ4,1+%€,ﬁ> ¢*+0(¢%),
0= ¢ b= gmalBun) G +O(E).

0= ¢ b=EC= gmalBu+ER) G+ O,

b= é a=-n+ \/—po,o(@;,l — 1K) ¢ — %pu(ﬁm —n,/)¢"+0(C°).
¥

a:%, b:—%+m1+(§+77)§+p1,1(55,2+%77,/f> ¢C+0(¢),
0= g b= () G +O(E).

a:%, bzné—%po,o(ﬂ5,z+n,ﬁ)éz+0(63),

b:%, a=n§+%po,o(ﬂ5,2+n,ﬁ)C2+0(C3),

b= 7. a=(E+n)C— gmalfsa+ (4G + O,

On note P; et (); les images points & 'infini, sous 'application cp,(j), décrite en (4.26).

Les résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant :

DI(:) D](CQ) DI(;}) D}(€4) Dl(;))
OOS’), P4 P2 P3
o P | P
oo, | Qu Q2 | Qs
OO(’L) P1 P2 P3 P4 P5
",(2)
00, Qs | Q Q@
,'+ 3 4 P5 P1 2
OOSL_ P3 P4 P2
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Par rapport a la déformation générique, nous voyons ici que les points @)1 et P, d’une

part, et Q5 et Ps d’autre part, coincident. En d’autres termes, lorsqu’il y a deux para-

meétres nuls contigus (dans ce cas €1 et &5), il peut étre interprété que les points Q) et

Py se sont contractés en un seul point (toujours noté Py) et de méme pour les points

Q5€tP5.

Ensuite, nous présentons les vecteurs tangents des courbes qui passent par les points

PletP5.
Courbe Vecteur tangent en P,
W (0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:2p:0:2(£+7n):0:0:
D,
=20 :pra(Bur — 0 K) 1 0 pra(Bag —m, k) : 0:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:—-1:0:0:1:
D
K1:0: =3k :0:0)
. (0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:2p:0:2(£+7n):0:0:
Dy,
=2n:p1a(Bss — (€+n), k) 0:pra(Bss — (€ +n), k) :0:0)
Courbe Vecteur tangent en P
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:-2n:0:0:2¢:
D\
0:0:p11(Bss—&k):0:0:p11(Bs5 — & K))
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:=1:0:0:—-1:0:
DY
0:—3k1:0:0: k)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:-2n:0:0:2¢:
D
0:0:p11(Baa+m,6):0:0:p11(Baa+n,k))

Les tableaux ci-dessus montrent que les courbes D,(f) et D,(f), et D,(f) et D,(:’) se croisent

tangentiellement en les points P, et Ps, respectivement. En faisant un calcul similaire,

on vérifie que tous les autres vecteurs tangents sont différents. Par conséquent, le reste

des croisements se produisent de maniére transversale.
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Le diviseur de Painlevé Dy, du systéme BI*(5) dont deux des paramétres de déformation
sont nuls et contigus, consiste alors de cing courbes non singuliéres de genre 2 qui se
croisent en huit points, toujours transversalement sauf pour deux points ot le croisement
est tangentiel. Nous représentons ci-dessous I'image de cette configuration. Pour rendre
I'image exacte, les points étiquetés P, doivent étre identifiés, et de méme pour les points
étiquetés Py, (o, et Q4.

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante :

Proposition 4.9.2. Si ¢y = g5 = 0, alors le diviseur de Painlevé D, contient huit
points a Uinfini, P;, P, P3, Py, P5 et (D2, 03, (4, comme suit :
D,gl) contient les points Py, Q4, P1, Ps et Q3.
D,(f) contient les points Py, Pa, P, et Q4.
D,(f’) contient les points P, P; et Ps.
DY contient les points P, o, Py, et P;.
DS’) contient les points Ps, ()3, P5, Py et ().
De plus, les croisements se font de la facon suivante :
Pour:=1,...,5,
D,(f) croise transversalement D,EFQ) en les points P; et Py,
D,(f) croise transversalement DSH) en les points P;_5 et P;.
DY croise transversalement les courbes DY) et DI en les points P3 et (J3, et P, et

(4 , respectivement. DY croise également DY de maniére transversale en les points Ps

et QQ .
La courbe ij”) croise tangentiellement les courbes D,g) et DSL) en les points Ps et P,

respectivement.
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Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de croisement Points Contribution totale a g,
% Pl, P5 4x2=8
>< Py, Py, Py 3x3=9
X Q27Q37Q4 1x3=3

D’autre part, le tableau suivant montre la finitude des limites pour les séries admetant

un pole maximal pour ¢ = 0, lorsque 'on analyse les points dans K = U?Zl K®, ou

KO .— pW® \ <p,(.f) (F,(.f)), c’est-a-dire les points { P, ..., Ps,Q2,Q3, Q4}.

Point Série

Limite

Py | 290 (t;T%)

lim i(t; ) =-t"+0(t° #0

¢—0 290

Py | 2z (t:T%)

lim 1 (t;¢) = —£5 + O (%) £0

¢—0 291

Py | 299 (t;T%)

lim i(t; ) =-t"+0(t° #0

¢(—0 2992

. N .5 6
Py | 23 (t;T%) %l_ff(l) o (t:¢) £+ 0 (t°) #0
1
P T i L (4 5 6
5 | 224 (8 T%) Clg(l] 224@,() °+0 (t ) 70

Qs | 2 (t:T) lim —— (t:¢) = —12 + O () £ 0
¢—0 2¢

Qs | 27 (t:Ty) lim ;(t; () =—t"+0(t°) #0

Qs | z(t;Ty) lim i(t; O=-t+0(t*) #£0

¢—0 28
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Deux epsilons nuls non contigus

Dans le cas (0, -,0,-,-), et afin de faciliter Pécriture, il nous suffit de définir deux para-

meétres non nuls 6 et  comme suit :

g1 =0,

g2 =2,

g3 =0, (4.32)
€4 =1,

€5 =—§—1.

De méme, les balances principales, correspondantes au cas général abordé dans ce cha-
pitre, peuvent étre spécialisées en utilisant (4.32) pour obtenir les balances principales
du cas présent. Les courbes de Painlevé abstraites sont des courbes algébriques dont les

équations affines sont présentées ci-dessous :

TW - a30? + a®6® — Ky a0 + (€ +1)ab 4+ nab® + pry (Brs, k) ab+ poo (Brs, k) =0,
T@ . @30 + a®0® — Ky a0 — 20 a®b + (€ — n)ab® + p11 (Bou, k) ab + n’a — Enb
+ P00 (B24,k) =0,
B @P0? 4 @ — ky a6+ (€4 20)aPb 4 pry (Bss, k) ab 4+ (€ 4+ n)a + poo (Bss, k) =0,
TW o a30? + a®0® — k1 a0 + (€ + 20)ab® + pra (Basg, k) ab +n(€ + )b+ poo (Ba1, ) =0,
G @3 + b — Ky a®b? — (26 + 1)a®b — 2(€ + n)ab® + P11 (Bs2, k) ab+E(E+n)a
+ (4 n)°b+poo (Bs2,5) = 0.

Pour compléter ces courbes en des surfaces de Riemann compactes, il faut y ajouter
certains points. Nous montrons dans la liste suivante les paramétrisations des courbes

décrites ci-dessus, autour des points a I'infini a ajouter.
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f(l)

1 1 1 2 3
azz, b=—Z+l€1+fC+P1,1<51,3—§<f+77)7"5>C+O(<)’
a= %, b= —5 +npo,o(51,3,/f) ¢+ 0(¢%),
a= 12, b= —(1§+7I)C+ £+77p0,0(/31,3 —(E+n),x) 4+ 0(¢),
b= Z, a = _5p070(61,37"{) C2+O(C3)’

b:%, a:—nC—i-%po,o(&,s—%“)gz‘i‘o(gg)-
f(2)
a:%, b:—%—i—m—(§+T])C+p1,1(52,4+7]7"f)C2+0(C3)7
a= é, b=n¢+ \/—Po,o(ﬁu +1,k) ¢ — %pl,l(ﬁm +1,k) ¢t +0(C%),
b:%, 0= €0+ gy poolBas = &0 O 4 O,
b:E, aan—€+77p0,0(52,4+777“)c2"’O(CS)-
f(S)

1 1 1 2 3
a:Z, b:—z+/€1+(f+277)g+p1,1 (ﬂ1,3—§(f+277)7’f> ¢ +O(C)7
a:%, b:—nC—%po,o(ﬁr),s—??a/f)CQﬂLO(Cs),

a—%, b——(§+77)C+%p0,0(53,5—(§+U)75)C2+O(<3)>
b= é ,a=%4/=poo(Bs5, k) C* — %p1,1(53,57 DISES(@E
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f(4)
a:%, b:—%+/{1—(§+277)C+p171(54,1,/f)CQ+O(<3)7
azc_lw bzi\/ng—%p171(ﬁ4,l7ff) ¢+ 0,
b:%, a:—nC—%p0,0(54,1—77a“)<2+0(43)7
b:%, az—(f%—ﬁ)(—%%po,o(@,l—(5+U),5)<2+O(C3)'
f(5)

1 1 1 2 3
a:Z, b:—Z+K1+77C+p1,1(ﬁ5,2+§(25+77)7“)CJFO(C)’
a:%, b:£C+%p0,0<ﬂ5,2+£7’i)<2+0(<3)7
a:%, b:(§+7])C—%p0,0(55,2+(54‘77)7“3)@"‘0@3)7
b= é, a=(E+n)+ \/—Po,o(ﬁw +(E+n),8) ¢ - %pm(/@%,z + (€ +m),5) ¢

+0(¢%).

On note P; et @); les points & l'infini, sous I'application <p,(f), décrite en (4.26). Les

résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant :

Dl(ql) ,Dl(f) D,(f) 'D,(:l) ,D’(Cs)
oog)_ P 4 P 1 P. 3
o Ps Py
Ooa’,(i) Q4 1 Qs
oco® | P | P, | P5 | P | P;
',(0)
00, Qs | Q Q
,.+ 3 4 P5 1 P2
W | Py | Py P
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Par rapport a la déformation générique, ot tous les €; sont non nuls, nous voyons ici que
les points Q> et P, coincident, ainsi que les points (05 et Ps. Autrement dit, lorsqu’il y
a deux paramétres nuls non contigus (dans ce cas €1 et €3), les points Q5 et P, se sont
contractés en un seul point, et de méme pour les points (05 et Ps.

Comme dans le cas précédent, on montre que les courbes D,Efl) et D,(f), et D,(f) et D,ig)

se croisent tangentiellement en les points P et Ps, respectivement. Un calcul similaire
peut étre efféctué pour mettre en évidence que tous les autres vecteurs tangents sont

différents. En conséquence, le reste des croisements se font de maniére transversale.

Le diviseur de Painlevé Dy, du systéme BI*(5) dont deux des paramétres de déformation
sont nuls et non contigus, consiste alors de cinq courbes non singuliéres de genre 2 qui se
croisent en huit points, toujours transversalement sauf pour deux points ou le croisement
est tangentiel. Nous représentons ci-dessous I'image de cette configuration. Pour rendre

I'image exacte les points étiquetés P; doivent étre identifiés, et de méme pour les points
Py, Q1 et Q.

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante.

Proposition 4.9.3. Si ¢; = g3 = 0, alors le diviseur de Painlevé D, contient huit
points a linfini, P, Py, P3, Py, P5 et QQ1,Q3, )4, comme suit :

DY contient les points Py, Q4, P1, P3 et Q3.

D contient les points P5, Ps, Py et Q.

DY contient les points P, (1, P; et Ps.

D,(f‘) contient les points P, Py, P, et Q1.

D) contient les points Ps, (3, Ps et Ps.

De plus, les croisements se font de la fagon suivante :
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Pour:=1,...,5,
D,(f) croise transversalement D,EFQ) en les points P; et Py o,
)

D,(J croise transversalement DSH) en les points P;_5 et P;.

DY croise transversalement les courbes DY) et D) en les points P et (J3, et Py et (4,
respectivement. DY croise transversalement D&Y de maniére transversale en les points
P et Q.

Les courbes D,(f) et D,(f’), et fo) et DS’) se croisent tangentiellement en les points Ps et

P, respectivement.

Par ailleurs, le tableau suivant montre la finitude des limites pour les séries admetant
un pole maximal pour ¢ = 0, lorsque 'on analyse les points dans K = U?Zl K®, ou
K@ .— pl \ cp,(f) (F,(J)), c’est-a-dire les points { P, ..., Ps,Q1,Q3,Q4}.

Point Série Limite
P | o (5T liy Zizo(t; )= £+ 0 () £0
Py | 201 (t;T) g% Ziﬂ(t; ()=—-t"+0(t% #0
P | m(L) |l (0 =~ + O () £0
P |m(T) |l (0 =~ + O () £0
Ps | 204 (;T%) %13% Zim(t; ()=—-t"+0 (tﬁ) #£0
Q1 | 2 (tT) %g% i(t; ()=—-t"4+0(t’) #0
Q| =BT | lm (50 = £+ 0 () £0
Qs | zs(t;Ty) lim i(t; ()=—t"+0 (1) #0
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Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de ) o
i Points Contribution totale a g,
crolsement
Py, Ps 4x2=28
Py, P3, Py 3x3=9
Q1,Q3,Q4 1x3=3

4.9.3 Trois epsilons nuls

Nous passons maintenant au cas dans lequel trois des paramétres de déformation e;
sont nuls. Ceci équivaut a dire que deux des paramétres ne sont pas nuls. Comme dans
la sous-section précédente, nous avons deux cas a distinguer : soit les deux epsilons non

nuls sont contigus, soit ils ne le sont pas. Schématiquement,
('7'707070)7 ('707'70a0)'

La représentation ci-dessus nous motive a considérer, sans perte de généralité et grace
a lautomorphisme o, que pour le premier cas 3 = ¢4 = €5 = 0 et pour le deuxiéme cas

62254285:0.

Deux epsilons non nuls contigus

Dans le cas (-, -,0,0,0), et afin de faciliter I'écriture, il nous suffit de définir un paramétre

non nul @ comme suit :

61:9,
62:—9,

£3 — 0, (433)
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84:0,

65:0.

Comme avant, on peut spécialiser les balances principales correspondantes au cas géné-
ral, en utilisant (4.33), pour obtenir les balances principales du cas présent. Les courbes
de Painlevé abstraites sont des courbes algébriques dont les équations affines sont dé-

taillées ci-dessous :

)1

S) L @b+ a®b® — Ky a®b® + 20ab® + pig (Br3, k) ab + 02b 4+ pog (Brs, k) =0,
@ @30+ aP — Ky a®D — 0a®b — 20 ab® + p1y (Baa, k) ab + 0%b + poo (Bau, k) =0,
G @04 b — Ky a?? + 0ab+ 0 ab® + P11 (B35, k) ab+poo (B35, k) =0,
@ @30 4+ @ — Ky a?b? —20a%b — 0 ab® + P11 (Baz, k) ab+ 0%a + poo (Ba1, k) =0,

G @30 4+ @ — ka2 + 20070 + P11 (Bs2, k) ab + 0%a + Poo (Bs2,Kk) =0.

K

=
®

=

=
ot

Nous écrivons ci-dessous une liste avec les paramétrisations des courbes décrites précé-
demment, autour des points a I'infini que ’on doit ajouter afin de compléter ces courbes

en des surfaces de Riemann compactes.

F(l)
1 1 2 3
a:Z, bz—z—i—/ﬁ—%f—i—m,l(ﬁl,:&,/ﬂ)C+O(C)7
a= é , b=%y\/—poo(Brs, k) — %]%1(51,3, k)¢ O(C),
b= 0= =08 = palBia = 0.0 ¢ = S palBra— 0.0 ¢+ OC).
f@)
1 1 1 2 3
a:Z, b:—z+/€1+9C+p1,1(52,4‘1‘5(9),5)C+O(<)’
a = %, b= %Po,o(ﬁu,ﬁ) ¢+ 0%,
a:%, bz@C—%p0,0(52,4+97/4>42+0@3)7
b= é , a=00+ \/‘%,0(52,4 +0,5) ¢ — %pl,l(ﬁu +0,5) ¢+ 0(C).
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T
1 1 1 ) \
a==, b=—=+kK+p1|Bss— 50,k C+O(C)7
¢ ¢ 2
1 1
a = Za b= —5]70,0(53,5,/{) C2+O(C3)7
1 1
CLZZ, b:—9C+5p0,0(53,5—9,5)C2+O(C3)a
1 1
b= Z, a = —5]90,0(/83,5,/4) Cz‘i‘o(fg)a
1 1
b:Z, a:—9C+5100,0(53,5—9,/1)42‘*‘0“3)-
T
1 1 2 3
CL:E, b:—Z+/£1—9C+p1,1(ﬁ4,1+8,/<;)C+(’)(C),
1 1
“=m b= 0¢° + \/—po,o(64,1 +6,k) ¢ — §p1,1(64,1 +0,k)CH+ 0%,
1 1
b= Za a = 5190,0(54,1,/{) C2+O(C3)a
1 1
b:Z, GZHC—§p0,0(54,1+9,/f)f2+0(§3)-
T,
CLZZ, b:—Z+/€1+29C+p1,1(55,2+97/€)C+O(C),
1 1
a = ? , b=-0 CZ + \/—po,o(ﬁw -0, /‘f) C3 - §p1,1(ﬁ5,2 — 0, /‘i) C4 + O(Cs) )
1 1
b= Z , a== —po,o(@%,z, fﬁ) Cg - §p1,1(ﬁ5,27 ’f) C4 + O(CE)) .

On note P; et @; les points & l'infini, sous I'application <p§f), décrite en (4.26). Les

résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant :
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DIE:I) ,DI(CQ) D](C?)) 'D,(f) Dl(cs)
OOS)_ P5 P1
/ 7 ) P, 4 P. 2 P. 3
ooa’,(i) Qs h
oco® | P | P, | P5| P, | Ps
', (0)
00, Q Q
3 N i A !
Oog)jt Py P

Par rapport a la déformation compléte, nous voyons ici que les points Q5 et Py, (3 et

Ps, et Q4 et Py coincident. En d’autres termes, lorsqu’il y a deux paramétres non nuls

contigus (dans ce cas ;1 et 3), les points Q3 et P se sont contractés en un seul point,

et de méme pour les points ()3 et P3 d’une part, et pour ()4 et P, d’autre part.

Dans les tableux suivants, nous détaillons les vecteurs tangents des courbes qui passent

par les points P, P3 et Py.

Courbe Vecteur tangent en P
) (0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-26:0:
D
k
0:0:p11(Bs52,6) 1 0:p1,1(B52,K) : 0)
@ (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:—-1:0:0:
Dk
0:/1:0:—=3K1:0)
@ (0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-20:0:
D
k
0:0:p11(Ba1+6,k):0:p11(Bay +0,5):0)
Courbe Vecteur tangent en P3
(1) (0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:20:0:20:0:
D
k
0:0:p11(B13—0,k):0:p11(B1,3—0,K))
@) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:—-1:0:
Dk
0:0:K1:0:—3kK1)
) (0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:20:0:26:0:
D
k
0:0:p1,1(Bs52 —0,6) 1 0:p11(Bs52 — 0, K))
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Courbe Vecteur tangent en Py
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:-26:0:
D
0:p1,1(B24a+0,6):0:0:p11(B2,a+0,K):0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:0:-1:0:0:
DY
—3k1:0:0:k1:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:-26:0:
Y
0:p1,1(B1,3,6) : 0:0:p11(Brg, k) :0)

Les trois tableaux précédents montrent que les courbes D,(f) et D,(f), D,(;) et D,(f), et
D,(:) et D,(f) se croisent tangentiellement en les points P, P3 et P, , respectivement. Un
calcul similaire des autres vecteurs tangents permet de vérifier qu’ils sont des vecteurs

différents. Par conséquent, tous les autres croisements sont de facon transversale.

Le diviseur de Painlevé Dy, du systéme BI*(5) dont deux des paramétres de déformation
sont non nuls et contigus, consiste alors de cing courbes non singuliéres de genre 2 qui se
croisent en sept points, toujours transversalement sauf pour trois points ot le croisement
est tangentiel. Nous représentons ci-dessous I'image de cette configuration. Pour rendre

I'image exacte, les points étiquetés P, et Py doivent étre identifiés.

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante.

Proposition 4.9.4. Si g3 = ¢4 = g5 = 0, alors le diviseur de Painlevé D, contient sept
points a linfini, Py, Py, P3, Py, P5 et 1, Q5 , comme suit :
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D,({l) contient les points Py, P et Ps.
D contient les points Ps, 5, Py et Py.
DE’) contient les points Py, 1, P3, Ps et Q5.
D,(f) contient les points P, Py, P et Q7.
D,(f’) contient les points P, Ps et Ps.
De plus, les croisements se font de la fagon suivante :
Pourt=1,...,5,
D,(f) croise transversalement DY 2 en les points P; et P,
fo) croise transversalement DEJH) en les points P,_5 et P;.
D,(f’) croise transversalement les courbes D,(f) et fo) en les points P et (5, et P; et (1,
respectivement.
D,&l) croise tangentiellement les courbes D ot D en les points P, et Pj, respective-

ment. DY) croise également la courbe DY de maniére tangentielle en le point P;.

Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de ) —

] Points Contribution totale & g,
croisement
% PQ,P:),,P4 4x3=12
>< Py, P 3x2=6
>< Q1, Qs 1x2=2

D’autre coté, le tableau suivant montre la finitude des limites pour les séries admetant
un pole maximal pour ¢ = 0, lorsque I'on analyse les points dans K = U?zl K® ou
K@ .—p \ <p,(.f) (F,(.f)), c’est-a~dire les points {P, ..., P5,Q1,Qs5}.
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Point Série Limite
Py | 29 (8T lig }20@; ()=—t"+0(t°) #0
Py | 2o (5T liny Zim(t; ) =+ 0 (%) £0
Py | 23 (1) lig }22@; ()=—t"+0(t°) #0
Py | 23 (1:T) lim Zi%(t; ()=—t"+0(t°) #0
P sl | lm (60 = £+ 0 () £0
@ | sET) | lmo (60 = £+ O () £0
Qs | 2 (tT) lim = (t:) =~ + O () £0

Deux epsilons non nuls non contigus

Dans le cas (+,0,+,0,0), et afin de faciliter ’écriture, il nous suffit de définir un parameétre

non nul 0 comme suit :

g1 =40,
g9 =0,
g3 = —0, (4.34)
g4 =0,
es=0.

En procédant comme avant, on peut spécialiser les balances principales correspondantes

au cas général, en utilisant (4.34), pour obtenir les balances principales du cas présent.

Les courbes de Painlevé abstraites admettent les équations affines suivantes :
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r .

K

F,(f) :
F,(f’) :
re .
F,(f) :

a*b? + a®b® — k1 a®b? — 0a®b + P11 (Boa, K

a3b2+a2b3—m1a2b2—9a25+p11 Bay, k) ab~+poo (Bai, K

(B2,4, k) (Baa, k) =
a’b® + a*b® — Ky a*b* — 0 ab® +p11 (B35, k) ab + poo (B35, k) =
( ) ( ) =
a*b? + a®b® — Ky a®b? — O ab? +p11 (Bs2,K) ( K) =

a*b® 4+ a*b® — k1 a®b* + 20 a*b + 20 ab® + py 1 (B3, k) ab + 0%a + 6%

+ poo (P13, k) =0,
ab + po,o (B2,4

ab + po,o (5,2

Nous présentons ensuite une liste avec les paramétrisations des courbes décrites ci-

dessus, autour des points a I'infini que 'on doit ajouter afin de compléter ces courbes

en des surfaces de Riemann compactes.

T
1 1 2 3
a:Z b:—z+f€1+p1,1(51,3—9,/‘€)f+O(C),
a= é , b=—00+ \/—po,o(ﬂl,g —0,5) ¢ — %pl,l(ﬁl,?) —0,r) T+ 0(¢),
1 1
b= C_ a=—0 Cz + \/—po,o(ﬁlg, -0, /‘f) Cg - épl,l(ﬁl,:% — 0, Fﬁ) <4 + O(CE)) :
T
1 1 1 2 3
a= -, bz——+f£1—9C+p1,1(52,4+—9;/'€)C+O(§)v
¢ ¢ 2
a= %, b= %p0,0(52,4,/i) ¢*+0(¢%),
a—%, b—QC—%po,o(ﬁ2,4+9,ﬁ)c2+o(gg)>
b= é , a== —po,o(ﬁua ff) C3 - %pl,l(ﬁu, ’f) C4 + O(C5) )
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T
1 1 2 3
a:Z, b:—z+/<1+0§+p1,1(/33,5»/f)5+O(C)7
a = é , b= i\/ —Po,o(ﬁs,sn /‘f) C3 - %p1,1(53,5, /-@) C4 + O(CB) )
b= % , a= %po,o(ﬁ:’),a k) (* +O(¢%),
b:%, az@C—%p0,0(53,5+97/f)c2+0«3)'
T
1 1 1 2 3
azz, bz—z+/<1—9§+p1,1(54,1+§9»“>C+O(<)7
a= % , b= %po,o(ﬁz;,l,"i) C2 + O(Cs) )
a:%, szC—%po,o(ﬁ4,1+9;’€)c2+0(<3)7
b= é . a=%4/—poo(Ba1, k) ¢ - %P1,1(54,17 DISENC(SQF
f(5)
1 1 2 3
a=z b:—z+m+ec+p1,1(55,2,n)c +0 (),
a = é , b=E/—poo(Bs2, k) ¢’ — %Pl,l(@%,m k)¢t O,
b= % , a4 = %p0,0<55,27 H) <2 + O(C:g) )
b:%, CL:@C—%p0,0(55,2+9>5)<2+0@3)-

On note P; et ); les points a l'infini, sous 'application cp,(f), décrite en (4.26). Les

résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant.
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1 2 3 1 5
pV | p? | p® | pW | D)
OOS)_ P5 P2
| Pa Py Py
oog’,(i) Qs Q2
@ | P | P | P | P P
(@)
00 Q
5,'+ P3 P4 Q5 P1 2
oo’y P; P

Par rapport a la déformation compléte, nous voyons ici que les points ()1 et P, Q)3 et

P, et Q4 et P, coincident. Autrement dit, lorsqu’il y a deux paramétres non nuls et

non contigus (dans ce cas €1 et €3), les points @)1 et Py se sont contractés en un seul

point, et de méme pour ()3 et P; d’une part, et pour ()4 et P, d’autre part.

Dans les tableux suivants, nous détaillons les vecteurs tangents des courbes qui passent

par les points Py, Ps et Py.

Courbe Vecteur tangent en P;
@ (0:0:0:0:0: -2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
k
0:p1,1(Ba1,K) 1 0:p1a(Baa, k) :0:0)
) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:-1:0:0:1:
Dk
k1:0:=3k1:0:0)
@) (0:0:0:0:0: -2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
k
0:p1,1(B35,K) : 0:p11(B35, k) 1 0:0)
Courbe Vecteur tangent en P3
) (0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:20:0:0:0:
D
k
0:0:p1,1(Br3—0,5):0:p11(Brs —0,k))
@) (0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:—-1:0:
Dk
0:0:K1:0:—3kK1)
) (0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:20:0:0:0:
D
k
0:0:p1,1(Bs2,6) : 0: p11(Bs2, )
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Courbe Vecteur tangent en Py
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:20:0:0:0:0:
D
0:p1,1(B2,4,6) : 0:0:p1,1(B2a, k) 1 0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:0:-1:0:0:
DY
—3k1:0:0:k1:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:20:0:0:0:0:
Y
0:p11(B13—0,k):0:0:p11(B13—0,K):0)

Les trois tableaux précédents montrent que les courbes D,(:’) et D,(f), D,(cl) et D,(f), et

D,(:) et D,(f) se croisent tangentiellement en les points P, Ps et P, respectivement.
Un calcul similaire des autres vecteurs tangents permet de vérifier qu’ils sont des vec-
teurs différents. En conséquence, tous les autres croisements se produisent de maniére

transversale.

Le diviseur de Painlevé Dy, du systéme BI*(5) dont deux des parameétres de déformation
sont non nuls et non contigus, consiste alors de cinq courbes non singuliéres de genre
2 qui se croisent en sept points, toujours transversalement sauf pour trois points ou le
croisement est tangentiel. Nous représentons ci-dessous I'image de cette configuration.

Pour rendre I'image exacte, les points étiquetés P, Ps et (2, Q5 doivent étre identifiés.

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante.
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Proposition 4.9.5. Si g5 = ¢4 = g5 = 0, alors le diviseur de Painlevé D, contient sept
points a linfini, Py, Py, P3, Py, P5 et 1, Q5 , comme suit :
D,(f) contient les points Py, P et Ps,.
D? contient les points P5, Q)s5, Py et Py.
D contient les points P, P3, P5 et Q5.
D,(f‘) contient les points P, ()2, Py et Py .
D contient les points Ps, Ps, P, et Q5.
De plus, les croisements se font de la fagon suivante :
Pour:=1,...,5,
D,(f) croise transversalement D,(f_z) en les points P; et P o,
fo) croise transversalement ij“) en les points P,_5 et P;.
Les courbes DEE) et DEE), et D,(f‘) et D,(f’) se croisent transversalement en les points Ps5 et
Qs, et Py et (o, respectivement.
D,(f) croise tangentiellement les courbes D,(f) et DY) en les points P, et Pj, respective-

ment. DY croise tangentiellement la courbe DY en le point P .

Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de ) I

i Points Contribution totale & g,
crolsement
% Pl,Pg,P4 4x3=12
>< Py, P 3x2=6
>< Q2. Qs 1 x2=2

D’autre part, le tableau suivant montre la finitude des limites pour les séries admetant
un pole maximal pour ¢ = 0, lorsque I'on analyse les points dans K = U?zl K® ou
K@ .—p \ <p,(.f) (F,(.f)), c’est-a-dire les points {P, ..., P5,Q2,Qs}.
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Point Série Limite
Py | 29 (8T lig }20@; ()=—t"+0(t°) #0
Py | 2o (5T liny Zim(t; ) =+ 0 (%) £0
Py | 23 (1) lig }22@; ()=—t"+0(t°) #0
Py | 23 (1:T) lim Zi%(t; ()=—t"+0(t°) #0
P sl | lm (60 = £+ 0 () £0
@ | wET) | lmo (60 = £+ O () £0
Qs | 2 (tT) lim = (t:) =~ + O () £0

4.9.4 Tous les epsilons sont nuls

Enfin, le cas particulier qui nous reste a traiter est celui oul tous les parameétres de défor-

mation ¢; sont nuls ; autrement dit, le cas qui se référe au systéme de Bogoyavlenskij-Itoh

a b particules (sans déformation), dont nous rappelons le champ hamiltonien quadra-

tique :

)
T
T3
Ty

5

Nous procédons de la méme maniére que pour tous les cas considérés précédemment.

On peut donc spécialiser les balances principales correspondantes au cas général, en

faisant (e1, 9, €3,€4,¢5) = (0,0,0,0,0), pour obtenir les balances principales du cas non
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déformé. La condition de nullité de tous les paramétres ¢; équivaut a dire que 1'on
peut exprimer tous les 3;; en termes d'un seul d’entre eux. De ce fait, pour la i-éme
famille des solutions de Laurent nous décidons d’exprimer les différents éléments de la
preuve de l'intégrabilité algébrique en termes de f3; ;1. Lorsque 'on substitue dans les
intégrales premieres Hy, Hs et Hj les series de Laurent correspondantes a la balance
principale de la i-éme famille des solutions, la courbe de Painlevé abstraite est alors la

courbe algébrique F,(f ) décrite par ’équation affine :

F(a,b) =’ + a®b® — k1 a®0* + pr1(Biiva, ) ab + poo(Biiva, k) = 0,
La courbe affine I', peut étre complétée en une surface de Riemann compacte, que nous
allons noter T',, en lui ajoutant trois points & I'infini. Nous notons co. _, 0o et oo, ; ces
points a I'infini.
On peut paramétriser la surface I',, sur un voisinage de chaque point a linfini, en

fonction d’un paramétre local (. En effet,

1

a= % , b= —Z + k1 +p1a (B k) ¢+ kg (Bij, k) 4O (C4) )

0= b= Ey o (B0 ¢ = o (i) ¢+ O ()

b= é , a==E\/—poo (Bij k) — %pl,l (Bij k) ¢t + 0O (%) -
Pouri=1,...,5, on note P; le point & I'infini, sous "application gp,(f), décrite en (4.26).

Les résultats trouvés sont présentés dans le tableau suivant :

W | p@ | p® | p@ | p©

| P| P | | PR | P

OO(’L) P1 PQ P3 P4 P5

OOIL_ P3 P4 P5 P1 P2

Par rapport a la déformation compléte, nous remarquons ’absence des points ); ou,
en d’autres termes, que les points (); et P; coincident. Autrement dit, lorsque tous les
paramétres de déformation €; sont nuls, il peut étre interprété que les points (); se sont

contractés en les points P;, pour i =1,...,5.

Dans les tableux suivants, nous détaillons les vecteurs tangents des courbes qui passent
par les points Py, Ps, P3, Py et Ps.
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Courbe Vecteur tangent en P;
(0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
P11 (Ba1,8) 1 0:p11 (B, k) :0:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:=1:0:-1:0:0:1:
DV
k1:0:—=3k1:0:0)
(0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
P11 (B35:6) : 0 pr1(B35,6) : 0:0)
Courbe Vecteur tangent en P
(0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
0:p1,1(Bs52,%) :0:p11(Bs2,K) : 0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:—-1:0:-1:0:0:
D
0:k1:0:—=3K1:0)
(0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
0:p11(Ba, k) :0:p11(Bag,k):0)
Courbe Vecteur tangent en Ps
(0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
0:0:p11(Br,3,K): 0:p1a(Brg, k)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:—-1:0:
DY
0:0:K1:0:—3kK1)
(0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
0:0:p11(Bs2,K): 0:p11(Bs2,K))
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Courbe Vecteur tangent en Py
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
P11 (ﬁ2,4,/€):0:0:p1,1 (52,47/‘0)30)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:-1:0:0:—-1:0:0:
DY
—3k1:0:0:kK1:0)
(0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
P11 (B3, k) :0:0:p1y(Bis, k) :0)
Courbe Vecteur tangent en P
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
DY
0:p11(Bas: k)1 0:0:pia(Bs5 K))
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:=1:0:0:—-1:0:
DY
0:—3k1:0:0: k)
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:-2:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
D
0:p11(Baa, k) :0:0:p1a(Baask))

Les informations contenues dans les tableaux précédents sont reformulées dans la pro-

position suivante.

Proposition 4.9.6. Pour chaque i = 1,...,5, la courbe D,(f) contient les points P;_s,

P; et P, o, et croise ses voisins de la maniére suivante :

DY croise transversalement DY 2 en les points P; et P,

DY croise tangentiellement DY en le point P o,

)

)
D,(f) croise tangentiellement D,(fH) en le point P;_s,
)

D,g croise transversalement DE@HQ) en les points P;_5 et P;.
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Les informations des points a I'infini et de la configuration des courbes présentées pré-

cédemment peuvent étre présentées schématiquement de maniére plus succincte comme

suit :

Dy
oog)_ Pz;Q
oo® P,
OOS)JF Piyo

Le tableau suivant prouve que dans ce cas la formule d’adjonction est aussi vérifiée.

Type de

croisement

Points

Contribution totale & g,

P17P27P37P47P5

4 x5=20

D’autre coté, le tableau suivant montre la finitude des limites pour les séries admetant

un pole maximal pour ¢ = 0, lorsque 'on analyse les points dans K = Ule K®, ou

KO .= DO\ ¥ (FE?), Cest-a-dire les points {P1, Py, Py, Py, Ps}.
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Point Série Limite
Py 220 (t; Fn) %141}(1) }20(13 C) =—t°+0 (756) #0
Py | 2o (5T liny Zim(t; ) =+ 0 (%) £0
Py | 299 (1;T) g% Zin(t; ()=—-t"+0(t% #0
Po | m(T) |l (0 =~ + O () £0
Ps | 204 (;T%) %11}1(1) %24(15; O)=—-t"+0 (tﬁ) #0

Comme nous "avons montré dans la section 3.3, le systéme non déformé BI(5) est a.c.i.,
du fait que le systéme bien connu KM(5) est a.c.i. et via un isomorphisme de Poisson
que ’on a construit entre les espaces des phases résultants aprés avoir fixé les valeurs des
Casimir. Dans ce chapitre, nous pouvons donner maintenant, en particulier, une autre

démonstration de I'intégrabilité algébrique de BI(5), en utilisant I’analyse de Painlevé.

Pour terminer ce chapitre, en ce qui concerne les déformations spéciales du systéme
BI(5), nous résumons dans le théoréme suivant les résultats obtenus tout au long de

cette derniére section.

Théoréme 4.9.7. Le systéeme de Bogoyavlenskij-Itoh déformé a 5 particules est algébri-
quement intégrable pour tous les cas possibles de nullité des paramétres de déformation.
Pour k = (K1, ko, k3) € C® générique, la fibre H,, de application moment est isomorphe
& une partie affine de la jacobienne de la courbe algébrique T, ot T\, est la courbe affine
lisse de genre 2, définie par [’équation
F(a,b) :=a®V? + a®b® — k1 a®b® + po1(B, k) a®b + p12(B, k) ab® + p11(B, k) ab
+ p1,0(57 Ii) a—+ pO,l(ﬁ7 KJ) b +p0,0(ﬁ7 "i) =0 )

ot les polynomes p; ; se spécialisent en fonction de la nullité des parametres de défor-
mation €;.

Le diviseur a ajouter pour compléter la partie affine en une variété abélienne consiste

de cing copies de T,, qui forment une des siz configurations suivantes, dépendant du

nombre de parameétres de déformation qui sont nuls et leur contiguité.
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Un g; nul : (0,-,-,-,-)
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Sur l’intégrabilité algébrique des systémes de

Bogoyavlenskij-Itoh déformés & 5 particules

Résumé

Cette these a pour but I'étude de I'intégrabilité algébrique des systémes de
Bogoyavlenskij-Itoh déformés a 5 particules. Nous nous appuyons sur la mé-
thode décrite par 'analyse de Kowalevski-Painlevé pour établir ce résultat
d’intégrabilité. De plus, nous montrons que la nullité ou non des paramétres
de déformation a des fortes répercussions sur la géométrie du diviseur a 'in-
fini de la fibre générique du systéme en question. Ceci permet d’exhiber sept
configurations de courbes différentes, sur les jacobiennes (hyperelliptiques)

de dimension 2.

Mots-clés : systémes intégrables, variétés abéliennes, intégrabilité algébrique

Abstract

This thesis is devoted to the study of the algebraic integrability of the de-
formed 5-particle Bogoyavlenskij-Itoh systems. We rely on the method des-
cribed by the Kowalevski-Painlevé analysis to establish this integrability
result. In addition, we show that the nullity or not of the deformation para-
meters strongly affects the geometry of the divisor at infinity of the generic
fiber of the system in question. This allows to show seven different curve

configurations, on 2-dimensional (hyperelliptic) Jacobians.

Keywords: integrable systems, abelian varieties, algebraic integrability
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