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Avant-propos

Cette thése porte sur la théorie inverse de Galois. Traditionnellement, cette théorie est étudiée
sur un corps commutatif K et la premiére question en est le probléme inverse de Galois : pour
tout groupe fini G, existe t-il une extension galoisienne L/K de groupe G 7 Dans cette question,
L est bien entendu un corps commutatif. Quant & la définition d’extension galoisienne L/K, la
plus répandue est celle demandant que L/K soit algébrique, normale et séparable.

Nonobstant, il existe une notion d’extension galoisienne qui s’applique & tous les corps,
commutatifs ou non. En effet, d’aprés Artin, une extension de corps L/H est galoisienne si le
sous-corps de L laissé fixe sous 'action de Aut(L/H) est égal & H. Avec cette définition, la théorie
inverse de Galois peut étre étudiée sur tous les corps. Alors que le cas des corps commutatifs
est étudié depuis Hilbert et Noether, il est frappant que, jusqu’a trés récemment, personne ne
se soit intéressé aux aspects non commutatifs de la théorie inverse de Galois.

Cette thése contribue a la fois aux aspects commutatifs et non commutatifs de la théorie et est
composée de deux parties. La premiére partie (chapitre 1) est basée sur 'article [Beh20| et porte
sur les corps commutatifs. La deuxiéme partie porte quant & elle sur les corps quelconques et est
constituée de trois chapitres. Le chapitre 2 contient les éléments de théorie des corps nécessaires
a la lecture des chapitres 3 et 4, qui sont eux basés sur les articles [Beh21| et |[BDL20|.

Ces deux parties sont précédées d'une introduction dans laquelle nous présentons rapidement
le contenu de chaque chapitre et nos principaux résultats (voir §0.3). Dans le but de relier nos
résultats a la littérature, nous présentons au préalable ’état de I'art du domaine, & la fois sur
les corps commutatifs (voir §0.1) et sur les corps quelconques (voir §0.2).
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Chapitre 0

Introduction

0.1 Théorie inverse de Galois sur les corps commutatifs : état de
Part

0.1.1 Probléme inverse de Galois

La théorie de Galois usuelle associe & toute extension galoisienne finie L/Q un groupe fini
appelé groupe de Galois de L/Q et noté Gal(L/Q). La réciproque, remontant a Hilbert et Noe-
ther, est appelée probléme inverse de Galois. Plus précisément, ce probléme demande si tout
groupe fini est groupe de Galois d'une extension galoisienne finie de Q. D’une maniére générale,
le probléme inverse de Galois se pose sur n’importe quel corps commutatif K :

PIGg : Tout groupe fini est-il le groupe de Galois d’une extension galoisienne de K ¢

Ce probléme admet une réponse négative sur certains corps : R, les corps algébriquement clos,
les corps finis, etc. Sur Q, malgré la simplicité de ’énoncé, il demeure encore largement ouvert.
On sait cependant réaliser certains groupes finis comme groupes de Galois sur Q. Par exemple,
les groupes abéliens (voir, par exemple, [D&b09, théoréme 2.1.3]) et les groupes symétriques sont
groupes de Galois sur Q et les preuves ne sont pas trés difficiles. Des résultats plus profonds sont,
par exemple, le théoréme de Shafarevich, qui affirme que les groupes résolubles sont groupes de
Galois sur Q (voir [NSW08, 9.6.1]), et le résultat de Zywina, qui affirme que PSLy(F,) est groupe
de Galois sur Q pour tout nombre premier p (voir [Zyw15]).

0.1.2 Théoréme d’irréductibilité de Hilbert

La preuve du théoréme de Shafarevich utilise des méthodes cohomologiques. Quand au résul-
tat de Zywina, I’approche consiste & étudier certaines représentations du groupe de Galois absolu
de Q. Nous n’en dirons pas plus sur ces méthodes dans cette introduction et nous consacrerons
davantage & I’approche géométrique au probléme inverse de Galois.

L’approche géométrique a la réalisation d’un groupe fini G comme groupe de Galois sur
Q consiste & introduire une indéterminée 7' et & construire une extension galoisienne E/Q(T)
de groupe G. Si 'on dispose d’une telle extension, il existe une infinité de ¢y € Q telle que la
spécialisation Fy,/Q de E/Q(T) en to (voir §1.1.1 pour la définition) soit galoisienne de groupe
G. Cela repose sur le fameux théoréme da & Hilbert suivant :

Théoréme d’irréductibilité de Hilbert. Soit P(T, X) € Q(T)[X] un polynéme irréductible
sur Q(T). Alors, il existe une infinité de nombres rationnels to tels que le polynéme P(ty, X)
soit irréductible sur Q.



Plus généralement, un corps K est dit hilbertien s’il vérifie le théoréme précédent en remplagant
Q par K et en supposant P séparable. Par exemple, les corps globaux et les corps de fractions
rationnelles sont hilbertiens. L’intéret d’étudier les corps hibertiens K est que l'on a PIGg (1) <
PIGg. On renvoie, par exemple, a [FJO08| pour plus de détails sur les corps hilbertiens.

0.1.3 Probléme inverse de Galois régulier

L’approche précédente admet une version plus forte que l'on appelle probléme inverse de
Galois régulier et que 'on note PIGR. Etant donné un corps K, ce probléme s’énonce comme
suit :

PIGRg : Tout groupe fini est-il le groupe de Galois d’une extension galoisienne réguliére
L/K(T) (c’est-a-dire LN K =K) ?

De maniére équivalente, ce probléme revient a se demander si, pour tout groupe fini G, il existe
un G-revétement f: X — P! défini sur K.

Remarque 0.1.1. Par la condition de régularité, le PIGR admet une réponse positive sur tout
corps si et seulement s’il en est de méme sur Q et sur tous les [, (p premier). De plus, une
réponse positive au PIGR g fournit une réponse positive au PIGg pour tout corps hilbertien K.

A Theure actuelle, on ne connait aucun exemple de corps K ne satisfaisant pas au PIGR.
Quant aux résultats positifs, un profond théoréme de Pop (voir [Pop96]) affirme que le PIGR g
admet une réponse positive dés que K contient un corps ample. Rappelons quun corps K est
ample si toute courbe lisse définie sur K et géométriquement irréductible posséde une infinité
de points K-rationnels dés qu’elle en posséde un. Par exemple, les corps valués henséliens, la
cloture totalement réelle Q% de Q et les corps algébriquement clos sont des corps amples. Nous
renvoyons a [Jarll], [BSF13] et [Popl4] pour plus de détails.

Si le résultat de Pop englobe plusieurs résultats antérieurs diis & Riemann, Hurwitz, Harbater,
Debes, etc (voir [DD97]), il existe, comme démontré par Koenigsmann dans [Koe04|, des corps
K satisfaisant au PIGR mais ne contenant aucun corps ample.

D’un autre coté, il existe des groupes finis G qui sont groupes de Galois réguliers sur tout
corps K (en particulier, sur Q). On peut, par exemple, citer les groupes abéliens, les groupes sy-
métriques, les groupes alternés, 25 des 26 groupes sporadiques, etc. Nous renvoyons, par exemple,
a [MM18| pour plus de détails. Il nous semble pertinent de rappeler que, pour certains groupes
simples non abéliens G, toutes les réalisations de G sur QQ connues & I’heure actuelle sont des
spécialisations d’extensions réguliéres galoisiennes de Q(7) de groupe G.

0.1.4 Problémes de plongement finis

Une généralisation du probléme inverse de Galois est donnée par les problémes de plongement
finis. Un probléme de plongement fini sur un corps commutatif K est un épimorphisme a : G —
Gal(L/K), ou G est un groupe fini et L/K une extension galoisienne de corps commutatifs. On
dit que « est scindé 8’il existe un plongement o’ : Gal(L/K) — G tel que a0 = idqai(z)K)-
Une solution & « est un isomorphisme 3 : Gal(F/K) — G, ou F est un corps commutatif
contenant L et qui est une extension galoisienne de K, tel que aof soit 'application de restriction
Gal(F/K) — Gal(L/K). Une solution géométrique a o est un isomorphisme 5 : Gal(E/K(T')) —
G, ou E est un corps contenant L et qui est une extension galoisienne de K(T'), tel que ao 3
soit 'application de restriction Gal(E/K(T)) — Gal(L/K).

Rappelons que la conjecture principale portant sur les problémes de plongement finis dans
le cas commutatif a été proposée par Débes et Deschamps (voir [DD97, §2.2.1]) :
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Conjecture. Tout probleme de plongement fini scindé G — Gal(L/K) sur n’importe quel corps
commutatif K posséde une solution géométrique Gal(E/K(T)) — G vérifiant EN K = L.

L’intérét de cette conjecture est qu’elle généralise et unifie plusieurs conjectures en théorie inverse
de Galois commutative. D’une part, elle fournit une réponse positive au PIGR g pour tout corps
K. D’autre part, elle permet de résoudre la conjecture de Shafarevich, qui affirme que le groupe
de Galois absolu de l'extension cyclotomique maximale de Q est prolibre et qui est abondamment
étudiée (voir, par exemple, [Pop96, HS05, Par09, Desl5]). A ce jour, la conjecture de Débes et
Deschamps n’a été démontrée que pour les corps amples (voir [Pop96, Main Theorem A]) et
aucun contre-exemple n’est connu.

0.2 Théorie inverse de Galois sur les corps quelconques : état de
Part

Comme déja indiqué dans 'avant-propos, la théorie inverse de Galois sur des corps quel-
conques est un sujet beaucoup plus récent. Dans [DL20], Bruno Deschamps et Francois Legrand
s’intéressent a la problématique inverse de Galois sur des corps non nécessairement commutatifs
H. En effet, la théorie des corps admet une généralisation dans le cas de ces corps (voir chapitre
2 ou [Coh95, Chapter 3]), qui rend légitime le PIG . Cependant, une difficulté majeure est que,
sans 'hypothése de commutativité, la théorie est bien différente de celle que 'on apprend en
licence. Nous allons illustrer cela par 'exemple suivant :

Exemple 0.2.1. Soit H un corps de dimension finie sur son centre h. Par le théoréme de Skolem—
Noether, Aut(H/h) ne contient que des automorphismes intérieurs. Plus précisément, on a un
isomorphisme x € H*/h* +— I(x) € Aut(H/h) ot I(z)(y) = zyx~! pour tous x € H* et y € H.
Ainsi on a HAMH/M) — h et donc H/h est galoisienne. Si H # h, alors Gal(H/h) est infini et,
dans ce cas, on obtient une extension galoisienne finie dont I’ordre du groupe de Galois est plus
grand que le degré de 'extension, une situation qui ne se produit pas dans le cas commutatif
classique.

Notons que la notion de cléture algébrique n’est pas immeédiate pour les corps non commuta-
tifs H, donc le PIGRy n’a pas de sens. On peut néanmoins s’intéresser au PIGg (7 dés que 'on
sait donner un analogue d’un corps de fractions rationnelles sur un corps non commutatif. La
théorie des anneaux de polynémes tordus de Ore en est un cadre idéal. Rappelons que, si H est
un corps quelconque, alors 'anneau de polynomes H[T| est le H-espace vectoriel des polynomes
sur H muni du produit qui vérifie Ta = aT pour tout a € H (voir §2.1.3). Cet anneau posséde
un unique corps de fractions H (7T (voir §2.1.3 ou [Coh95, Chapter 2|). L'un des résultats prin-
cipaux de [DL20] est le théoréme suivant (voir [DL20, Théoréme B]), qui fournit un analogue
non commutatif du résultat de Pop évoqué dans le §0.1.3.

Théoréme 0.2.2. (Deschamps—Legrand) Si H est un corps de dimension finie sur son centre h
contenant un corps ample, alors le PIGy (1) admet une réponse posilive.

Ezemple 0.2.3. On considére le corps des quaternions de Hamilton Hg. Le centre de Hp est R,
qui est ample, donc le PIGy, (1) admet une réponse positive par le théoreme 0.2.2.

Une application de ce théoréme a été ensuite donnée dans [ALP20], ou il est montré que 'anneau
H(X) des fonctions polynomials en la variable X et a coefficients dans H est isomorphe a un
certain corps H'(T'). Les auteurs en déduisent, par [DL20], que le probléme inverse de Galois
admet une réponse positive sur H(X) dés que h contient un corps ample.
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0.3 Présentation du travail

0.3.1 Chapitre 1 : Réalisations galoisiennes explicites de certaines familles
de 2-groupes

Une version raffinée du probléme inverse de Galois sur un corps K consiste & construire, pour
tout groupe fini G, une extension galoisienne explicite de K de groupe G.

Ezemples 0.3.1. 1) Si G = Z/27Z, alors I'extension F/Q = Q(v/3)/Q est galoisienne de groupe
G.

2) Si G = Z/AZ, alors Vextension Q(T)(v/ T2+ 1+ TVT? 4 1)/Q(T) est une extension Q-
réguliére de groupe G (voir [Ser92]).

3) Si G = S, alors le corps de décomposition sur Q(7") du polynoéme Y" —Y — T (n > 3) est
une extension galoisienne réguliére de Q(T") de groupe G (voir [Ser92]).

Nous renvoyons a [MM18] pour d’autres exemples de réalisations explicites de groupes de petit
cardinal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & certains 2-groupes, plus précisément aux groupes
non abéliens d’ordre 2" et d’exposant 2"~ 1. Pour n > 3, il existe exactement quatre tels groupes
(voir [JLY02, page 127]), a savoir le groupe diédral Dan, le groupe quasi-diédral QDan, le groupe
modulaire Man et le groupe de quaternions généralisés Qaon (voir §1.1.2 pour une présentation de
chacun de ces groupes). Bien entendu, ces groupes étant résolubles, ils sont groupes de Galois
sur Q par le théoréme de Shafarevich. Ces groupes sont en fait groupes de Galois réguliers sur
Q. En effet, il est connu que tout produit en couronnes Z/mZ1Z/hZ est groupe de Galois d'une
extension galoisienne Q-réguliere E/Q(Ty,...,Ts) pour un certain s > 1, qui est en fait égal
a h, et que tout produit semi-direct Z/mZ x Z/hZ est quotient de Z/mZ Z/hZ (voir [FJ08,
§16.4]). Un argument de spécialisation (voir [FJ08, Proposition 13.2.1]), en général non explicite,
permet alors de prendre s = 1 (pour h quelconque). Ceci s’applique en particulier aux 2-groupes
ci-dessus puisque les trois premiers sont des produits semi-directs Z/2"'Z x Z /27 et le dernier
est quotient d’un produit semi-direct Z/2" 17 x Z/4AZ.

Par contre, 'existence de réalisations explicites de ces groupes est en général inconnue,
notamment pour les groupes de quaternions généralisés (voir [JLY02, page 141]). Dans la suite,
nous construisons de telles extensions en développant et en rendant explicite la méthode de
|[FJ08, §16.4]. Nous montrons par exemple le théoréme suivant (voir théoréme 1.3.2) :

Théoréme 0.3.2. Soient n > 3 et & = exp(27i/2" ). Pourl € [1,2"71] et £ € {1,2}, on pose

a= ., & ]I @+1+ )Vl ghyr/m/z,

JE(Z/2n12)*  ke(Z/2n-1Z)*
ot r: (Z/2"1Z)* — 0,271 — 1] envoie k € (Z/2" 'Z)* sur son unique représentant modulo
2"=1.8i I’'on note

2n71

w=+\VT2+1+ (\/T2 F1+TVT2+ 1+ ) 210200)°,
=1

alors extension Q(T,w)/Q(T) est galoisienne de groupe Qan et Q(T,w)/Q est réguliére. De
plus, les Q(T)-conjugués de w sont les

2n71

(—1)*VIT?+1+ (i\/TQ + (-1 TVT2 +1+ Z zo021045)%,  (a,8) € {0,1} x [0,2" 7% —1].
=1

8



Nous donnons aussi des analogues pour Dan, QDan et Man (voir corollaires 1.2.6, 1.2.7 et 1.2.8).

Nous construisons en fait une réalisation réguliére explicite de n’importe quel produit semi-
direct Z/mZxZ/27Z (m > 3), ce qui généralise nos résultats sur Dan, QDan et Man (voir théoréme
1.2.5). Ce résultat plus général nous permet aussi de construire une réalisation réguliére explicite
du groupe diédral Do, & 2m éléments (m > 3), voir corollaire 1.2.6. Ceci fournit une variante
réguliére, valable pour tout m, d’une construction de Martinais et Schneps (voir [MS92]).

Notons toutefois que notre méthode différe de celle de [FJ08, §16.4] puisque nous construisons
"directement" des extensions galoisiennes F/Q(T') de groupe Z/mZ x Z/2Z, c¢’est-a-dire notre
méthode ne nécessite pas 'argument de spécialisation nécessaire pour passer de Q(71,T2) a Q(T)
rappelé plus haut. De plus, la stratégie de la preuve du théoréme 0.3.2 ne consiste pas a réaliser
explicitement Z/2" 1717 /47, puis ses quotients Z/2" 17 x 7 /A7, puis Qan. Elle consiste plutot
4 remarquer que Qon est quotient d’un produit semi-direct Z/2" 17 x Z /47 qui est en fait un
produit fibré de Z/4Z et de Dan. Nous utilisons alors la réalisation réguliére explicite de Dan
obtenue dans le corollaire 1.2.6 pour réaliser explicitement ce produit fibré, et donc Qon.

Nous donnons ensuite des progressions arithmétiques explicites d’entiers tg tels que la spé-
cialisation de E/Q(T') en tq soit galoisienne de groupe Qan, ou E/Q(T) désigne I’extension de
groupe (Qon construite dans le théoréme 0.3.2. L’existence de progressions arithmétiques d’entiers
satisfaisant a la propriété de spécialisation de Hilbert a été étudiée par de nombreux auteurs, par
exemple, par Davenport-Lewis—Schinzel (voir [Sch00]), Fried (voir [Fri74]), Débes-Ghazi (voir
[DG12]), Débes—Legrand (voir [DL13|) et Legrand (voir [Legl6]). Nous explicitons la méthode
de [Legl6], qui repose sur l'inertie des spécialisations, et obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 0.3.3. Soit n > 3. Soient p et q¢ deuz nombres premiers distincts supérieurs ou égaux
a 7" 41 tels que p=1 (mod 21) et ¢ = 1 (mod 4). Alors il existe un to € [0,p2¢ — 1]
explicite tel que, sit désigne n’importe quel entier positif vérifiant t = to (mod p?q?), alors la
spécialisation E;/Q de E/Q(T) en t est galoisienne de groupe Qan.

Nous renvoyons au théoréme 1.3.10 pour un énoncé plus général ou 'on explique comment cons-
truire un tel £y. Par ailleurs, il nous parait plausible que des analogues peuvent étre donnés pour
les autres 2-groupes considérés dans ce chapitre. Nous laissons ce travail au lecteur intéressé.

0.3.2 Chapitre 2 : Eléments de théorie des corps quelconques

Dans ce chapitre, nous rappelons les éléments de la théorie des corps quelconques, qui seront
utilisés dans les chapitres 3 et 4 : anneaux de Ore, corps de fractions rationnelles tordus, théorie
de Galois des corps quelconques, etc.

0.3.3 Chapitre 3 : Théorie inverse de Galois sur les corps de fractions ra-
tionnelles tordus

Nous expliquons briévement la méthode utilisée par B. Deschamps et F. Legrand dans [DL20]
pour montrer le théoréme 0.2.2, qui repose sur I’extension des scalaires. Ils montrent d’abord le
résultat suivant (voir [DL20, Théoréme B|) faisant intervenir une contrainte polynomiale :

Théoréme 0.3.4. Soient G un groupe fini, K un corps de dimension finie sur son centre k
et Fx € k[X1,...,X,2] la forme polynomiale associée & la norme réduite (voir §2.2 pour la
définition) de K/k relativement au choiz d’une k-base de K. Alors G est groupe de Galois sur
K si et seulement s’il existe une extension galoisienne L/k telle que Fi ne posséde que le zéro
trivial sur L. Dans ce cas, Uextension K ® L/ K est galoisienne de groupe G.
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Ensuite, ils déduisent le théoréme 0.2.2 en utilisant le théoréme 0.3.4 (avec K = H(T) et
k = h(T)) et le fait que le résultat démontré par Pop dans [Pop96| affirme que la variante forte
du PIGR ci-dessous admet une réponse positive sur tout corps h contenant un corps ample.

PIGS;, (Probléme Inverse de Galois Sérié) : Pour tout groupe fini G, existe t-il une exten-
sion galoisienne L/h(T) de groupe G telle que L C h((T)) ?

De maniére équivalente, ce probléme consiste & savoir si, pour tout groupe fini G, il existe un
G-revétement X — P! défini sur h tel que X posséde un point h-rationnel non ramifié.

Tout en continuant & utiliser la méthode de I’extension des scalaires, nous introduisons une
nouvelle approche utilisant les corps des séries de Laurent tordus, qui nous permet de montrer
la généralisation du résultat de Deschamps-Legrand suivante :

Théoréme 0.3.5. Soient H un corps de centre h (H non nécessairement de dimension finie
sur h) et o un automorphisme d’ordre fini de H. Si hl%) désigne le corps des invariants de h par

o, alors on a
PIGSh(o) — PIGH(T,O’)'

En particulier, si h'9) contient un corps ample, alors le PIGy(r,s) admel une réponse positive.

Rappelons que H (T, o) est le corps de fractions de "anneau de polynémes tordu H[T', o] vérifiant
Ta = o(a)T pour tout a € H (voir §2.1.3 pour plus de détails). Quand o = id, on retrouve
le corps H(T). Un exemple d’application du théoréme 0.3.5 ne rentrant pas dans le cadre des
travaux de [DL20| peut étre donné en considérant le corps H = k(Y,0) ou k/ky désigne une
extension galoisienne vérifiant (o) = Gal(k/ko) infini et ko ample (e.g. ko = C((X)) et k =
C((X))) (voir exemples 3.1.4 pour plus de détails).

La théorie de Galois des corps quelconques admet aussi une généralisation au cas infini (voir
§2.3.4). Dans cette perspective, on s’inspire des travaux de Pierre Débes et Bruno Deschamps
sur la ¢-liberté des corps (présentés dans [DD04]) pour nous intéresser a la possibilité de réaliser
le groupe prolibre F,, comme groupe de Galois d’une extension de H(T,0). A cet effet, nous
montrons le théoréme suivant :

Théoréme 0.3.6. Soient H un corps de centre h et o un automorphisme d’ordre fini de H.
Supposons que le corps des invariants h') contienne un corps ho qui est, soit réel clos, soit
hensélien de caractéristique résiduelle nulle et contenant toutes les racines de ['unité. Alors, il
existe une extension galoisienne L/H (T, o) de groupe F,.

Ce théoréme montre, par exemple, que le groupe ﬁw est groupe de Galois sur Hg(7'), le corps
de fractions rationnelles tordu & indéterminée centrale, ou Hp est le corps des quaternions de
Hamilton (voir exemple 3.2.5).

0.3.4 Chapitre 4 : Problémes de plongement finis sur les corps non commu-
tatifs

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux problémes de plongement finis sur les corps de
dimension finie sur leurs centres. D’un point de vue pratique, nous remplissons quatre objectifs.

Premiérement, nous étendons la terminologie des problémes de plongement finis sur un corps
H de dimension finie sur son centre, qui étend naturellement la terminologie du cas commutatif
rappelée dans le §0.1.4. Une premiere difficulté est que, si F/H et L/H sont deux extensions
galoisiennes & groupes de Galois finis et telles que L C F', alors il n’est en général pas vrai que
o(x) € Lsio € Gal(F/H) et x € L, c’est-a-dire il n’y a pas, a priori, d’application de restriction
Gal(F/H) — Gal(L/H) comme dans le cas commutatif. Cependant, une telle application de
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restriction existe toujours si H est de dimension finie sur son centre (voir [Coh95, Chapter 3|
ou §4.2.1). De plus, pour généraliser la notion de solution géométrique, nous devons montrer au
préalable que, pour une extension galoisienne L d’un corps H de dimension finie sur son centre
a groupe de Galois fini, 'extension L(T)/H(T) est galoisienne et il existe une application de
restriction Gal(L(T)/H(T)) — Gal(L/H), qui est un isomorphisme (voir §4.2.1).

Deuxiémement, si o : G — Gal(L/H) désigne un probléme de plongement fini sur un corps
H de dimension finie sur son centre h, nous lui associons un probléme de plongement fini & :
G — Gal(¢/h) sur h, ou ¢ est le centre de L (voir (4.2.3)). Nous montrons alors le théoréme
suivant, dont le cas L = H est le théoréme 0.3.4 :

Théoréme 0.3.7. Soient o : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur un corps
H de dimension finie sur son centre h et Fg € h[X1,...,X,2] la forme polynomiale associée
a la norme réduite de H/h relativement au choix d’une h-base de H. Alors o a une solution
Gal(F/H) — G si et seulement si & a une solution Gal(f/h) — G telle que Fg n’ait que le zéro
trivial sur f.

Nous renvoyons au théoréme 4.2.9 pour un énoncé plus précis, qui fournit une correspondance
explicite entre les solutions & a et celles & & vérifiant la contrainte polynomiale ci-dessus.

Troisiémement, nous établissons un analogue non commutatif du résultat de Pop résolvant
la conjecture de Débes et Deschamps sur les corps amples :

Théoréme 0.3.8. Soit H un corps de dimension finie sur son centre h. Tout probléme de
plongement fini scindé sur H admet une solution géométrique, si h est un corps ample.

Etant donnés un probléme de plongement fini scindé o : G — Gal(L/H) sur H et un auto-
morphisme ¢ de H d’ordre fini, nous donnons en fait, sous 'hypothése h ample, des conditions
suffisantes pour que « acquiére une solution sur H (¢, o). Nous renvoyons au théoréme 4.3.1 pour
notre résultat précis. Ce dernier résultat généralise, d’une part, le théoréme 0.3.8 et permet,
d’autre part, de réobtenir le théoréme 0.3.5 dans le cas ot H est de dimension finie sur son
centre.

Quatriemement, rappelons que, dans le cas commutatif, la réduction faible—scindé (voir
[Pop96, §1 B) 2)| et [DD97, §2.1.2|) est un procédé bien connu pour déduire des résultats sur
les problémes de plongement finis admettant une solution faible de résultats sur les problémes
de plongement finis scindés. Des applications usuelles de ce procédé sont que la conjecture de
Débes et Deschamps est équivalente & la conjecture affirmant que tout probléme de plongement
fini G — Gal(¢/k) sur n’importe quel corps commutatif & possédant une solution faible posséde
en fait une solution géométrique Gal(e/k(T)) — G vérifiant e Nk = £, et que cette derniére
conjecture est vraie si k est ample.

Nous étendons la notion de solution faible et la réduction faible—scindé a la situation des
problémes de plongement finis sur les corps de dimension finie sur leurs centres. Les propositions
4.4.2 et 4.4.3 constituent nos résultats précis. Ceux-ci nous permettent d’étendre le théoréme
4.3.1 en montrant, en particulier, que, si H est un corps de dimension finie sur son centre h,
alors tout probléme de plongement fini sur H admettant une solution faible posséde une solution
géométrique, si h est un corps ample (voir corollaire 4.4.4).
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Chapitre 1

Réalisations galoisiennes explicites de
certaines familles de 2-groupes

Dans ce chapitre, nous construisons, pour certains 2-groupes G, des extensions galoisiennes Q-
réguliéres explicites E/Q(T') de groupe G. Nous fournissons aussi des progressions arithmétiques
explicites d’entiers to telles que la spécialisation E;,/Q de E/Q(T") en tg soit de groupe G.

Ce chapitre est basé sur larticle [Beh20] et est organisé de la maniére suivante. La section
1.1 est dédiée aux préliminaires. Dans la section 1.2, nous construisons des réalisations réguliéres
explicites de n’importe quel produit semi-direct Z/mZ x Z /27 (m > 3). La section 1.3 est non
seulement dédiée a la méme tache pour les groupes de quaternions généralisés mais aussi a la
construction de réalisations explicites de ces groupes sur QQ par spécialisation. Les théorémes
0.3.2 et 0.3.3 sont établis dans la section 1.3.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Extensions de corps de fonctions

Etant donnés un groupe fini G et un corps K, une G-extension de K est une extension
galoisienne F'/K de groupe G. Si F/K et M/L désignent deux extensions galoisiennes finies
telles que K C L et F' C M, Papplication de restriction Gal(M/L) — Gal(F/K) sera notée
res;/[/]]; i

Etant donnée une indéterminée 7', on dit qu’une extension finie galoisienne E/K(T') est K-
réguliere si E/K est réguliére, c’est-a-dire si EN K = K. On dit que to € P!(K) est un point
de branchement de E/K(T) si l'idéal (T — to) est ramifié dans la cloture intégrale de K[T — t]
dans EK (si tg = oo, T — to doit étre remplacé par 1/7).

On suppose maintenant que F/K(T') est une G-extension K-réguliére de points de branche-
ment tq,...,t.. Etant donné tg € PY(K)\ {t1,...,t.}, la spécialisation de E/K(T) en ty, notée
E;,/K, est l'extension résiduelle en un idéal premier P au dessus de (T — tg). Comme E/K(T)
est galoisienne, l'extension Fy,/K ne dépend pas du choix de l'idéal premier P. De plus, Ey, /K
est galoisienne et son groupe de Galois est le groupe de décomposition de E/K(T') en P.

On se donne maintenant une G-extension Q-réguliére E/Q(T) de points de branchement
ti,...,t,. Etant donné un nombre premier p, on pose 1/oo = 0, 1/0 = oo, v(oc0) = —o0 et
v(0) = oo, ol v désigne la valuation p-adique. Soit Z,z le localisé de Z en p. Pour chaque t €
PL(Q), on note my(X) € Q[X] le polynéme minimal de ¢ sur Q, avec la convention ms(X) = 1.
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Définition 1.1.1. Soient ¢y et ¢; dans P'(Q). On dit que to et t; se rencontrent modulo p s’il
existe un corps de nombres F' et un idéal premier de F' au dessus de p de valuation associée w
tels que tg, t1 € P1(F) et tels que I'une des conditions suivantes soit vérifiée :

].) U}(to) >0, w(tl) >0et w(to — tl) > 0,
2) w(to) <0, w(t1) <0et w((1/to) — (1/t1)) > 0.

Le lemme suivant nous sera utile par la suite.

Lemme 1.1.2. Soient ty et t; dans Q entiers sur Lz, Si to et t1 se rencontrent modulo p et
st N(tg — t1) désigne la norme de to — t1 dans une extension finie galoisienne F/Q donnée telle
que to,t1 € F, alors v(N(tg —t1)) > 0.

Preuve. On se donne un idéal premier de F' au dessus de p de valuation associée w tel que
’U)(t() - tl) > 0. On a ’u}(N(t() — tl)) = decal(}y/@) w(a(tg - tl)) Z w(to - tl) > 0. O

Définition 1.1.3. On dit que p est un mauvais premier (et un bon premier sinon) de 'extension
E/Q(T) si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

1) |G| € pz,

2) deux points de branchement distincts de E/Q(T') se rencontrent modulo p,

3) p est verticalement ramifié dans E/Q(T), c’est-a-dire I'idéal pZ[T] se ramifie dans la cloture
intégrale de Z[T] dans E,

4) p se ramifie dans Q(t1,...,t,)/Q, ou t1,...,t, sont les points de branchement de E/Q(T).

A chaque point de branchement t; est associée une classe de conjugaison C; de G, appelée
classe canonique de linertie. En effet, les groupes d’inertie de EQ/Q(T) en t; sont des groupes
cycliques deux a deux conjugués et d’ordre égal 4 I'indice de ramification e;. De plus, chacun d’eux
admet un générateur distingué correspondant a I'automorphisme (7' —t;)Y/¢ — exp(2mi/e;)(T —
t)/¢ de Q(((T — t;)Y/*)) (on remplace T — t; par 1/T si t; = oo). Alors C; est la classe de
conjugaison de tous les générateurs distingués des groupes d’inertie en ¢;. Le r-uplet non ordonné
(C1,...,C,) est appelé invariant canonique de linertie de E/Q(T). Pour i € [1,r], notons g; le
générateur distingué d’un certain groupe d’inertie de EQ/Q(T) en t;.

Nous renvoyons a |Bec91, Proposition 4.2] et |Legl6, §2.2.3] pour le théoréme suivant.
Théoréme 1.1.4. Soit tg € PY(Q)\ {t1,...,t.}. Fizons j € [1,7] tel que ty et t; se rencontrent
modulo p. Supposons que p soit un bon premier pour E/Q(T) et que my, (T) et my, (T') soient
dans Zyz[T). Alors le groupe d’inertie de Ey,/Q en p est conjugué dans G a (g7), ot a =
v(my;(to)) (resp. a = v(my;(1/t0))) siv(to) >0 (resp. v(to) < 0).

1.1.2 Sur les 2-groupes

Dans ce chapitre, le groupe cyclique d’ordre m est noté Z/mZ et considéré additivement.

Un produit semi-direct Z/mZ x Z/27 est déterminé par 'image d de 1 € Z/27Z dans
Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)* (on a nécessairement d? = 1). Une présentation de ce groupe est

Z)mZ XN T)27 = (r,s | ™ = s° = 1,srs L = r?), (1.1.1)

ou 7 (resp. s) correspond a (1,0) (resp. (0,1)). Dans la suite, on considérera trois cas :

1) m arbitraire et d = —1; dans ce cas, Z/mZ x Z/2Z est le groupe diédral Dy,

2) m=2""1(n>3)etd=2""2—1; dans ce cas, le produit semi-direct Z/2" 17 x 7 /27 est
le groupe quasi-diédral Q) Dan,

3) m=2""1(n>3)etd=2""2+1; dans ce cas, le produit semi-direct Z/2" 17 x 7 /27 est
le groupe modulaire Man.
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Etant donné n > 3, on définit le groupe A,, comme étant le produit semi-direct Z/2" 17 x
Z/4Z ou image de 1 € Z/4Z dans Aut(Z/2"'Z) est —id. Ce groupe admet comme présentation

2n71

A, = {(p,ol|p =ot=1,0pc = p7Y), (1.1.2)

ot p (resp. o) correspond & (1,0) (resp. (0,1)). Le groupe de quaternions généralisés d’ordre 2",
noté Qan, est le quotient de A, par le sous-groupe distingué ((2"~2,2)). La présentation (1.1.2)
de A, induit la présentation de QQa» suivante :

Qon = (AT | AT =34 = 1,AY" = 22 SAR T = AT, (1.1.3)

ot A (resp. ¥) est I'image de p (resp. o) modulo {(2"72,2)).
Pour m > 2, le produit en couronnes de Z/mZ et Z/27, noté Z/mZ 7/27Z, est le produit

semi-direct (Z/mZ x Z/mZ) x Z/2Z ou V'image de 1 € Z/27 dans Aut(Z/mZ x Z/mZ) est
lautomorphisme (a, b) — (b, a).

Dans ce chapitre, on utilise toujours les présentations ci-dessus.

La proposition suivante nous sera utile par la suite.

Proposition 1.1.5. Soient n > 3, K un corps et M/K une Dan-extension. Notons L le sous-
corps de M fizé par r, ot r est défini dans la présentation (1.1.1). Supposons que L/ K se plonge
dans une Z/AZ-extension H/K et soit T un générateur de Gal(H/K). D’une part, H/L et M /L
sont linéairement disjointes. D’autre part, HM/K est une A, -extension. De plus, il existe un
unique relévement p de r dans Gal(HM/H) et celui-ci vérifie ce qui suit : pour tout relévement
o de T dans A, les éléments p et o vérifient la présentation (1.1.2).

Preuve. Tout d’abord, il est clair que HM /K est galoisienne. De plus, on a H ¢ M car Z/4Z

n’est pas quotient de Dan. Par conséquent, on a [HM : M| = 2, les extensions H/L et M /L sont
M/H

linéairement disjointes et resg{/l /L est un isomorphisme. Ainsi, r admet un unique relévement
p dans Gal(HM/H). A partir de maintenant, on se donne un relévement o de 7 & HM.

Maintenant, o est d’ordre 4. En effet, on a o(0) > o(7) = 4. De plus, o ne fixe pas L = M)

et resfé[]/\/%K(U) € Dgn. Par conséquent, on a resfé[]/\/%K(a)? = idps. Puisque [HM : M] = 2, on
obtient o(0?) < 2. Ainsi o(c) < 4 et donc o(c) = 4.
Ensuite, opo~! = p~1. En effet, on a resf{%:/H(apa_l) = resJ\H/[]/V%K(U) T resﬁj/\/%K(a)_l =
r~t car resf\{/[]/w}éK(a) ¢ (r).Orr—! = resﬁ%H(p_l) et resﬁ]/\/‘gH est injective. Donc opo~! = p~L.
De plus, on a Gal(HM/K) = (p,0). En effet, soit s comme dans (1.1.1). Le morphisme de

M/K

restriction (p, o) — (r,s) = Dan est surjectif puisque l'on a s = r“resAH/[/K (o) pour un certain
a. Ainsi 2" = |Dan| divise |{p, o)|, donc divise |Gal(HM/K)| = 2""!. Le morphisme n’est pas

A (2)). On en déduit done Gal(HM/K) = (p, o).

Enfin, on a Gal(HM/K) = A, et p, o vérifient (1.1.2). En effet, les égalités 02 =1,
ot =1, opo™! = p~t et [{p,0)] = 2" montrent que I'on a (p,o) = A,. Le paragraphe
précédent donne alors Gal(HM/K) = A,,. O

injectif car o(0) =4 # 2 = o(r~%s) = o(res

La proposition précédente admet la version réguliére suivante :

Proposition 1.1.6. Soient n > 3 et M/Q(T') une Dan-extension Q-réquliére. Notons L le sous-
corps de M fizé par r, o r est défini dans (1.1.1). Supposons que L/Q(T) se plonge dans une
Z7.]AZ-extension H/Q(T). Alors HM/Q(T) est une Ay -extension Q-réguliére.
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Preuve. Supposons que H/Q ne soit pas réguliére. Alors [HNQ: Q] =2 car L C H et L/Q(T)
est une extension de degré 2 Q-réguliére. Ainsi, (H NQ)(T)/Q(T) et L/Q(T) sont linéairement
disjointes, ce qui entraine Gal(H/Q(T)) ~ Z/2Z x 7Z/2Z, une contradiction. Par conséquent,
H/Q(T) est Q-réguliére. En appliquant la proposition 1.1.5 aux extensions M/Q(T') et H/Q(T)
(resp. MQ/Q(T) et HQ/Q(T)), on obtient que HM/Q(T) (resp. HMQ/Q(T)) est une A,-
extension. Ainsi, HM/Q(T) est Q-réguliére. O

1.1.3 Un lemme sur les racines de 1’unité

Nous terminons cette section avec un lemme, que nous utiliserons & plusieurs reprises par la
suite :

Lemme 1.1.7. Soient m > 3 et & = exp(2mi/m). Posons s = —(1—&F)/24+1/(2(1 — &%) pour
tout k € (Z/mZ)*. Soit O la cloture intégrale de Q[T] dans Q(T)(vVTZ2 + 1).

a) Pour k £ k', on a si # sp.

b) Pour e € {—1,1} et k € (Z/mZ)*, on a sy # €i.

¢) Les idéauz (T+1+(=1)VT2 + 15O (k € (Z/mZ)* et £ € {0,1}) sont premiers et deus &
deuw distincts. De plus, pour k € (Z/mZ)*, on a (T +1+£VT? +1—-£F)ONQ[T] = (T — s1)Q[T].

Preuve. a) S'il y avait égalité, on aurait (1 —&%)(1 — £¥') = —1 et donc &F = (¢¥" —2)/(¢ —1).
Ainsi ¥ serait a la fois sur le cercle unité et la médiatrice du segment [1,2], une contradiction.
b) S’il y avait égalité, on aurait £2F —2(1+i€)&¥ +2ie = 0 et donc €F = 14-ie, une contradiction.
¢) On a tout d’abord (T + 14+ VT2 +1—&M(T +1 - VT? +1-&F) = 2(1 = F)(T — ),
ce qui donne (T + 1+ VI24+1 MO - (T +1 - VT?2+1—¢K)O = (T — 53,)O. Puisque
(T —s,)Q[T] # Q[T], on a (T —s;)O # O. Par conséquent, T'+1+vT?% + 1-¢k et son conjugué
T+1— T2+ 1 — ¢* ne sont pas inversibles dans O. Puisque [Q(T) (VT2 + 1) : Q(T)] = 2, on
en déduit que (T+1+VT2 + 1M O et (T+1 -T2 +1—£F)O sont des idéaux premiers. De
plus, ceux-ci sont nécessairement distincts en vertu de [Sti09, Proposition 6.2.3] et du b). Enfin,

le a) entraine que les idéaux (T — s;)Q[T] (k € (Z/mZ)*) sont deux & deux distincts. O

1.2 Produits semi-directs Z/mZ x 7 /27

Dans cette partie, nous construisons, pour tout m > 3 et tout produit semi-direct G =
Z/mZ X 7/27, une extension galoisienne Q-réguliére explicite de Q(7") de groupe G (voir théo-
réme 1.2.5).

1.2.1 Notations

On pose L = Q(T)(v/T? + 1) et on note § le générateur de Gal(L/Q(T)). On note O (resp.
O) la cloture intégrale de Q[T (resp. Q[T]) dans L (resp. LQ). On se donne m > 3 et on note
¢ = exp(2mi/m). Pour £ € {1,2} et k € (Z/mZ)*, on note Py, 'idéal premier de O engendré
par T + 1+ (=1)V/T2 +1 — ¢* (voir lemme 1.1.7) et on choisit une racine m-iéme x4y, de
T4 14 (-1)T2 +1 — ¢* dans Q(T). Pour £ € {1,2}, on note M le compositum des corps
L(& xpy) (k€ (Z/mZ)*) et, pour tout j € (Z/mZ)*, on pose

m j k
ke(Z/mZ)*
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ou 7y ¢ (Z/mZ)* — [0, m —1] envoie k € (Z/mZ)* sur son unique représentant modulo m. Pour
tout ¢ € {1,2} et tout [ € N, on pose

2= Z gzj'w’j: Z glj H x;;(j/k)'
Jj€(Z/mZ)* je(Z/mZ)* ke(Z/mZ)*

Pour tout ¢ € {1,2}, notons Ny = L(zp1) et he(X) = [[21(X — z¢;). Posons F = N1 Ny =
L(z11,221) et Eg = Q(T,VT? + 1+ Y, 22121, —a1) pour tout d € (Z/mZ)* vérifiant d? = 1.

On a le diagramme suivant :

—
L(é-a $1,1)

AN

M,

L(§)

1.2.2 Résultats préparatoires

Commencons par déterminer Gal(M;/L) et Gal(My/L).

Lemme 1.2.1. a) Les deuz extensions de corps (L(§, wek)/L(E))ect1 2y, ke@/mz) €t
(@L(I&k)/@L)ge{LQ}’ke(Z/mz)* sont cycliqgues de degré m et linéairement disjointes dans leur
ensemble . Ainsi, pour £ € {1,2}, Uextension My/L(€) est galoisienne de groupe (Z/mZ)¥™),
ot @ est lindicatrice d’Euler. De plus, pour £ € {1,2}, les idéauz premiers de O ramifiés dans
QM sont les Poy (k € (Z/mZ)*).

b) Soit £ € {1,2}. L’extension My/L est galoisienne de degré m?™o(m). De plus, pour tout
w € Gal(M;/L), il existe un unique v(w) € (Z/mZ)* tel que w(&) = £°“) et, pour tout k €
(Z/mZ)*, il existe un unique sy € Z/mZ tel que w(wek) = £ 4wk~ L application

£ { Gal(My/L) — (Z/mZ)* x (Z/mZ)?™
. w = (v(W); (sk)ke@/mz)*)

est en fait bijective.

Preuve. a) Soient £ € {1,2} et k € (Z/mZ)*. Du fait que X™ — (T + 1+ (-1)VT2 +1—¢F)
O[X] est d’Eisenstein pour l'idéal premier Py, on obtient que QL(z¢y)/QL et L(&, )/ L(E)
sont de degré m. Par la théorie de Kummer, QL(xsx)/QL et L(&,zx)/L(€) sont cycliques.
De plus, les sous-extensions de L(&, g )/L(E) (resp. QL(zy)/QL) sont les (L(¢, ¢ 1)/ L(§)) ajm
(resp. (@L(:B? 1)/ QL)gjm). Pour tout diviseur a de m, différent de m, le seul idéal premier de O
ramifié dans QL(z¢,)/QL est Py ;. Comme les idéaux premiers Py, (€ € {1,2} et k € (Z/mZ)*)
sont distincts (voir71emme 1.1.7), le lemme d’Abhyankar fournit la conclusion voulue.

1. Rappelons que des extensions galoisiennes finies M1 /K, ..., M, /K sont linéairement disjointes dans leur
ensemble si, pour toute partition (I,J) de [1,n], le compositum des M; (i € I) est linéairement disjoint sur K
du compositum des M; (j € J).
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b) Le corps My est le corps de décomposition sur L du polynome er(z/mz)*(Xm — xznk) €
L[X], ce qui montre que My/L est galoisienne. De plus, puisque L/Q est réguliere, Q(T,¢) et
L sont linéairement disjoints sur Q(7"). On a donc [L(§) : L] = ¢(m) et, par le a), [My : L] =
m“"(m)gp(m). 11 est alors clair que Iapplication f est bien définie et que celle-ci est injective. Pour
des raisons de cardinalité, elle est aussi surjective. O

La proposition suivante est inspirée de [MM18, Chapter III, Theorem 4.3| et permet de
déterminer le groupe de Galois de Ny/L.

Proposition 1.2.2. Soit ¢ € {1,2}.
a) Le polynome hy(X) est dans L[X] et est irréductible sur QL.

b) L’extension Ny/L est galoisienne de groupe Z/mZ. De plus, un générateur de Gal(Ny/L) est
donné par ve, ot yp vérifie ve(ze) = 2o 141 pour tout | € N.

Preuve. Ecrivons

he(X) = XM+ (=1)"s0, X"

dans Q(T')[X]. Pour tout ¢ € [1,m], notons

m

— S
dec = Z 2ol

=1

Des identités de Newton, pour tout ¢ € [1,m], on a
Qe+ Z(_l)LSE,LqES*L + (=1)°cs¢e = 0. (1.2.1)

a) Pour ¢ € [1,m], on a gy € O[¢]. En effet, soit ¢ € [1,m]. On a
g .
I > w

1 A=1 \j,e(Z/mZ)*
< .
<H 5”@@,@)
L\ (1, Jc)e (Z/mZ)*)s \A=1

(J1s-- ,jg)G((Z/mZ) )s <l=1 A=1

— Z <Z 5“23:1 jA)) <H y&j/\> )
)*)s \il=1 A=1

(J15-5ds)E((Z/mZ)*

S
m

Qs = Z Z My =

=1 \je(Z/mZ)*

T

I
Ms

l

Du fait que, pour tout o € Z, la somme > ", £l est égale a m si m divise o et est égale a 0 sinon,
les seuls termes non nuls dans la somme ci-dessus sont ceux vérifiant > 5_; jx =0 (mod m). On
obtient alors

S
rm(Jx/k
R SR | (O
(J15-0J)EUZ/mZ)*)s  A=1 \k€(Z/mZ)*
> 521J2=0 (mod m)

— m| [ epormovm

(J1,--d<)E((Z/mZ)*)* ke(Z/mL)*
Z; 1JA=0 (mod m)
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Comme, pour tout k € (Z/mZ)*, on a

S

> rmin/k) = (ij) /k=0 (modm), (1.2.2)
A=1

A=1

les termes de g appartiennent bien a O[¢].
Par conséquent, les sy, (¢ € [1,m]) sont dans O[] en utilisant la relation (1.2.1).

De plus, par le lemme 1.2.1, tout w € Gal(L(§)/L) se reléve en un unique w € Gal(M,/L) tel
que, pour tout k € (Z/mZ)*, on ait W(z¢ k) = Ty p(w)k, 00 v(w) est Iunique élément de (Z/mZ)*
vérifiant w(€) = €. Tout & de cette forme fixe les 2y car, pour tout [ € [1,m], on a

~ ~ 1 rm(j/k jv(w rm(J/k
w(ze) = w( Z ¢ H xf,k(]/ )) = Z ghee) H xz,v(%k)
JE( Je(

Z/mZ)* ke(Z/mzZ)* Z/mZ)* ke(Z/mZ)*

_ Z gl H a:z”,;(j/k)
J€(Z/mZ)* ke(z/mZ)* 7
= Zg’l.

Des résultats précédents, on déduit que les sy, sont dans O.

Montrons maintenant que hy(X) est irréductible sur QL. Pour cela, il suffit de vérifier que
c’est un polynome d’Eisenstein pour I'idéal premier Py ;. En utilisant I’équation (1.2.2), on voit
que grc € Py pour tout . Par conséquent, en utilisant I'identité (1.2.1), on a s, € Py pour
tout ¢ € [1,m]. Donc, il reste & montrer que sp,, ¢ le. En utilisant l'identité (1.2.1) avec

¢ = m et le fait que sp,q¢,m—, € 77@2,1 pour tout ¢ € [1,m — 1], il suffit de vérifier que g/, ¢ 73[2’1.

Pour cela, notons v la valuation de QL associée a Py 1. Pour tout (j1,...,jm) € ((Z/mZ)*)™
tel que Y 5, jx =0 (mod m), on a

, (%}; Tm(jx/k)> 0

pour tout k € (Z/mZ)* \ {1} par le lemme 1.1.7. Par conséquent, on a

v m( 11 m%b_lrmwx/k)) :U<x%1T_1rm<jA>>

ke(Z/mZ)*
SN rm(dn)
— v ((T+1+ (—1)5\/T2+1—§) " )
1 m
= ().
A=1
En remarquant que la valuation ci-dessus est égale a 1 si (j1,...,Jm) = (1,...,1) et supérieure

ou égale & 2 sinon, on obtient v(q,,) = 1, ce qui achéve la démonstration du a).

b) Pour tout j € (Z/mZ)*, I'extension L(§,yr;)/L(§) est cyclique de degré m. En effet, X™ —

ke /mz) legm(j/k) € L(§[X] annule y,; et est d’Eisenstein pour 'idéal premier Py ;. On

conclut donc par la théorie de Kummer.

Maintenant, si F; désigne le compositum des L(&, ye,;) (j € (Z/mZ)*), on a Fy = L(§, Y1
En effet, soit j € (Z/mZ)*. Pour tout k € (Z/mZ)*, il existe 0; 1, € mZ tel que ry,(j)rm(1/k)

I~

19



rm(j/k) + 0. On a alors

. 0j,k/m
yy V) = ye,]( 1T (T F14(-D)'VT2+1-¢ ) )
ke

(Z/mZ)*

donc L(&,yej) C L(&,ye,1)- Par conséquent, on a Fy = L(&,yr.1)-

De plus, Fy/L est galoisienne. En effet, L(£)/L est clairement galoisienne et, d’aprés les deux
paragraphes précédents, Fy/L(§) Pest aussi. Par conséquent, il suffit de montrer que tout élément
de Gal(L(&)/L) se reléve en un élément de Aut(Fy/L). Fixons pour celaw € Gal(L(£)/L). Notons
comme précédemment w 'unique relévement de w a My tel que, pour tout k € (Z/mZ)*, on ait
W(Tek) = Typ(ins 00 v(w) est M'unique élément de (Z/mZ)* vérifiant w(§) = €', Pour tout
J € (Z/mZ)*, on a W(Yr;) = Yeu(w)j> ce qui montre que la restriction de w & Fy est bien un
élément de Aut(Fy/L).

En outre, Ny/L est cyclique de degré m. En effet, d’aprés le a), Ny/L est de degré m.
Notons © = {res, Z/ (W) | we Gal(L(§)/L)}, ou w est défini dans le paragraphe précédent.
Vu que v(ww') = v(w)v(w’) pour tous w,w’ € Gal(L(§)/L), 'ensemble €2 est un sous-groupe de
Gal(Fy/L). Par restriction, © est isomorphe & Gal(L(£)/L). De plus, la preuve du a) montre
que {2 fixe chaque élément du sous-corps Ny de Fy. Pour des raisons de degrés, on a forcément
Ny = F}. De plus, par le a), les L-conjugués de 2,1 sont les zg; (I € [1,m]). Ils sont fixés par (2
par la preuve du a), donc ils sont dans Ny. On en déduit que Ny/L est galoisienne de degré m.
On remarque enfin que L(&) NNy = L(¢) N FS? = L(€)GO/E) = [ et donc Fy = Ny(€). On en
déduit Gal(Ny/L) ~ Gal(Fy/L(§)) ~ Z/mZ.

Enfin, v, définit bien un générateur de Gal(N,;/L). En effet, avec les notations du lemme
1.2.1, soit w l'unique élément de Gal(M,/L) défini par v(w) = 1, s1 = 1 et sy = 0 pour tout
k € (Z/mZ)* \ {1}. On vérifie que w(zp;) = z¢41 pour tout [ € [1,m]. Ainsi v, = resNé//L (w)
est un élément de Gal(Ny/L) d’ordre m. O

Nous relevons maintenant le générateur 8 de Gal(L/Q(T)) en un élément x du groupe
Aut(Mi M2 /Q(T)).

Lemme 1.2.3. [l existe un automorphisme x de MyMs prolongeant B, fizant & et tel que
X(zo k) = z1k et x(x1k) = xok pour tout k € (Z/mZ)*. En conséquence, x(z11) = 22, et
X(22,1) = 21, pour tout | € [1,m]. De plus, lextension MiM>/Q(T') est galoisienne.

Preuve. On remarque d’abord que l'on peut étendre S en un automorphisme de L(&) fixant
¢. Ensuite, on étend § en un isomorphisme My — M; tel que S(z2%) = 21 pour tout k €
(Z/mZ)*. En effet, pour tout k € (Z/mZ)*, on a (X™ — (T + 1+ VT2 +1—¢&F)P = X™ —
(T4+1—+T2+1—£%) et le polynome minimal de xg ) (resp. o1 ) sur le compositum des corps
L(&, w0 ) (vesp. L(E,x1 1)), pour k' € (Z/mZ)*\ {k}, est X™ — (T + 1+ VT2 + 1 — &) (vesp.
X™ (T +1—+T?+1—¢F)), d’aprés le lemme 1.2.1. Enfin, on étend 8 en un automorphisme
x de MMy tel que x(z1) = :1:2 r pour tout k € (Z/mZ)*. En effet pour tout k € (Z/mZ)*,

ona (X™—(T+1-vT?+ fk))ﬂ =X"—(T+1+VT?*+ 5’“) et le polynéme minimal
de z1, (resp. za ) sur le composmum des corps My et L(¢, ka/) (resp. My et L(§, za4)), pour

"€ (Z/mZ) \{k}, est X — (T +1— VT2 +1—&F) (resp. X" — (T+1+VT2+1-¢F)). O
Nous déterminons enfin le groupe de Galois de F/Q(T).

Proposition 1.2.4. a) L’extension F/Q(T) est galoisienne et Q-réguliére.
b) On a Gal(F/L) = {Lap | (a,b) € (Z/mZ)?}, 0t Lap(211) = 2144a €t Lap(221) = 22145 pour
tout (a,b) € Z/mZ x Z/mZ et tout | € N.
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¢) 1l existe g € Gal(F/Q(T)), d’ordre 2, vérifiant resgggg(g) = B et g(z1y) = 29 (resp.

9(22,) = z1,) pour tout | € [1,m]. De plus, on a
Gal(FJQUT)) = {Lap 0 o | (a,h) € (Z/mZ)? ¢ € 0,1}), (1.2.3)
qui est isomorphe & Z/mZ 1 7/27 via

. { 7JmZAT)20 — Gal(F/Q(T))
' ((CL, b)) 6) = »Ca,b og°

Preuve. a) Montrons tout d’abord que 'on a F'N Q = Q. Pour cela, notons que M;Q et MyQ
sont linéairement disjoints sur LQ en vertu du lemme 1.2.1. En particulier, NiQ et N>Q le
sont egalement On a donc [N1N2Q : LQ] = m? par la proposition 1.2.2. Ainsi, on a [N1N2Q :
Q(T)] = 2m?, ce qui montre bien F N Q = Q puisque [F : Q(T)] < 2m?. Au passage, on a
montré que N1 et Ny étaient linéairement disjoints sur L. Ensuite, notons y un automorphisme
de MiM; comme dans le lemme 1.2.3. On a x(z1;) = 227 et x(22;) = 21, pour tout I € N,
donc la restriction de x a F, que l'on note g, est un automorphisme de F'. Ainsi, F//Q(T) est
galoisienne.

b) Soient y; et v2 les générateurs de Gal(N1/L) et Gal(N2/L) de la proposition 1.2.2. Puisque
Nj et Ny sont linéairement disjoints sur L, on obtient un isomorphisme

] { Z/mZ x L/mZ — Gal(F'/L)
‘ (CL, b) = (’7%773) = ‘Ca,b

¢) Tout d’abord, on a

Gal(F/Q(T)) = Gal(F/L) x (g). (1.2.4)
En effet, notons que Gal(F/L) est bien un sous-groupe distingué de Gal(F/Q(T)) et que I'on a
Gal(F'/L) N (g) = {idr} puisque g est d’ordre 2 et prolonge 5. Le b) donne alors (1.2.3).

Considérons maintenant I’application v de la proposition. Par le b) et I'égalité (1.2.4), 'ap-
plication v est bijective. Pour montrer que % est un isomorphisme, il suffit de vérifier que ¢
préserve action de Z/27. A cet effet, pour (a,b) € Z/mZ x Z/mZ, on a

gopla,b)og M (z11) = gowla,b)(z21) = g(B(221)) =  g(z2140)
Z21,1+b
’Ylf(Zl,l)
= p(ba)(z11)
= ¢((a,0)")(21,1)

et, de méme, g o p(a,b) 0 g™ (22.1) = ((a,b)")(22,1). O

1.2.3 Résultat principal

Théoréme 1.2.5. On se donne un produit semi-direct Z./mZ x 7./27, uniquement déterminé
par Uimage d de 1 € 72/27 dans Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)*. Pour tout 6 € [1,m], posons

m
(d) = Z 22,1721, —dl+6-
=1

a) L'extension Eq/Q(T) = Q(T,VT? 4+ 1+ vo(d))/Q(T) est une (Z/mZ x 7/27)-extension Q-
réguli¢re. De plus, on a Ed = L( 0(d)) et les Q(T)-conjugués de VT? + 1+ vo(d) sont les

D)NVT2 + 14 v5(dV%),  (8,€) € [1,m] x {0,1}.
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b) Le groupe Gal(Ey/L) est engendré par un automorphisme r vérifiant r(vs(d)) = vsy1(d) pour

tout § € [1,m]. En posant s = resgi%?p) (g9), ot g est défini dans la proposition 1.2.4, on a

Gal(Ey/Q(T)) = {r®os¢| 6 € [1,m],e € {0,1}},

00 g€,

qui est isomorphe G Z/mZ x Z/27 via (J,€) — 7
Preuve. D’aprés [FJ08, Lemma 16.4.3], 'application suivante est un épimorphisme :

a i Z/mIIL)2Z — TJmZ % 12T
((a,b),n) = (a+db,n).

Son noyau est Ker(a) = {(—da,a) | a € Z/mZ}. Ci-dessous, on utilise les notations Ly
((a,b) € Z/mZ x Z./mZ) et 1 de la proposition 1.2.4.

Le sous-corps de F fixé par ¢(Ker(«a)) est L(vg(d)). De plus, L(vg(d))/L est une Z/mZ-
extension de groupe de Galois engendré par l'automorphisme r vérifiant r(vs(d)) = vs4+1(d) pour
tout 6 € [1,m]. En effet, en remarquant que ¥(Ker(«o)) = {L_gaq | @ € Z/mZ} C Gal(F/L),
on obtient

Gal( V") /L) = Gal(F/L) fv(Ker(a)) = {res e 1, (Ls0) | 8 € [Lm]} = (1),
our = res?{p%Kerw))/L(ﬁLo). On voit que vs(d) = Ls0(vo(d)) pour tout ¢ € [1,m], donc les vs(d)

sont L-conjugués. Tl est immédiat que 'on a vg(d) € FYXEer(@) et done L(vg(d)) ¢ FYKer(@),
Pour linclusion inverse, puisque [F¥(Ker(@) : [] = m, il suffit de montrer que les v5(d) sont deux
a deux distincts. Pour cela, soient § # ¢ (mod m). On a

vs(d) — ve(d) = 204(21,—dirs — 21,-ai4t)

=1
=> mi | Y. &N -y
I=1 JE(Z/mZ)*
- Z Z flj Y2,5' Z ffdlj(fj(s - fjt)ij
I=1 \j e(z/mz)* J€(Z/mZ)*
— Z Z gi—diti') (g30 _ ¢ity H x;’j}c(j /’“)x’l"j;;(j/’“)
I=1 i e(z/mZ)* ke(Z/mZ)*
= Y m@ -y [ @,
JEZ/mEL)* ke(Z/mZ)*

La derniére égalité vient du fait que > )", glo est égal a 0 si 0 # 0 (mod m) et m sinon. Soit P
un idéal premier au dessus de Py 1 dans QM My /QL. Pour j # 1 (resp. j = 1), on a ry,(j/1) > 2
(resp. 7 (j/1) = 1). Donc on a

0 < v(vs(d) — ve(d)) = v | m(€° — &) H xgi};(d/k)xq:}g(l/k) < 00, (1.2.5)
kE(Z/mZ)*

ou v est la valuation associée a P. Par conséquent, on a vs(d) — vi(d) # 0.
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Maintenant, on a Eq = L(vg(d)) et Gal(Eyz/Q(T)) = {r® o5 | 6 € [1,m],e € {0,1}}. En
effet, pour § € [1,m] et € € {0,1}, posons wes = (—1)VT?+ 1+ vs(d=D). 11 est déja clair
que U'on a Eq = Q(T)(wo ) C L(vog(d)). De plus, pour tout € € {0,1} et tout § € [1,m], on a
Wes = L5000 g°(wo,). 11 suffit donc de montrer que les w, s sont deux & deux distincts. Soient
donc (¢, 6) et (e/, 5/) tels que we s = wy 4. Supposons dans un premier temps € = € et § # ¢ . On
a donc 0 = v5(d1) — vz (d=D) et on aboutit a une contradiction comme dans le paragraphe
précédent. Supposons maintenant € # ¢’. On a alors

0=((=1)° = (=D))VT?2 4+ 1+ v5(d"1) — vy (d=V").
Comme dans le paragraphe précédent, soit P un idéal premier au dessus de Py ; dans I'extension
QM M5 /QL. Si v désigne a nouveau la valuation associée a P, on a v(vs(d=D) —vz (dD7)) >
0. Or v(v/T? +1) = 0. En effet, si VT2 + 1 était dans P, alors T — i ou T + i le serait aussi.
D’aprés le lemme 1.1.7, ¢ ou —i serait alors égal & —(1—¢)/24+1/(2(1—-€)), ce qui est impossible.
Puisque (—1)¢ — (—=1)¢ # 0, on en déduit v(0) = v(we 5 — w. 5) = 0, une contradiction. O

1.2.4 Corollaires

Les trois énoncés ci-dessous s’obtiennent & partir du théoréme précédent en considérant
successivement les cas suivants :
1) m arbitraire et d = —1,
2) m égal & une puissance de 2 et d = (m/2) — 1,
3) m égal & une puissance de 2 et d = (m/2) + 1.

Corollaire 1.2.6. L’estension Q(T,vVT? +1+ Y %, 221211)/Q(T) est une Day,-extension Q-
réguliere. De plus, les Q(T)-conjugués de VIT? + 14 > ", 29121, sont les

(CDVT2+ 1+ zz14e (0,€) € [1,m] x {0, 1},
=1

Corollaire 1.2.7. Soit n > 3. L’extension Q(T,vT? + 1—|—Zl2211 22,21, —(2n—2-1)1)/ Q(T) est une
Q Dan-extension Q-réguliere et les Q(T)-conjugués de VT2 + 1+ ZZQLII 22121, (2n—2—1) Sont les

271,71

(_1)6 V T2 + 1 + Z 22712:1’_(27172_1)(—1)‘l+6, (57 6) S [[1, 271—1]] X {0, 1}
=1

Corollaire 1.2.8. Soit n > 3. L’exstension Q(T,vVT?+1 + 212211 22,21, —(2n—241)1)/Q(T) est

une Mon-extension Q-réguliere et les Q(T)-conjugués de VT? + 1+ Z?;Il 22,071, —(2n—241)1 SOnt

les
2n71

(—1)6 T2 41+ Z 22,121, (2n=211)(~D 4 6 (5, 6) S [[1, 2n—1]] X {0, 1}.
=1

1.3 Groupes de quaternions généralisés

1.3.1 Notations

On considére la Z/2Z-extension L/Q(T) = Q(T)(vVT? +1)/Q(T). On se donne n > 3 et on
note & = exp(27i/2"1). Pour tout k € (Z/2""'Z)*, on pose sp = —(1 — £¥)/2 +1/(2(1 — £F)).
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Pour tout k € (Z/2"17Z)* et tout ¢ € {1,2}, on choisit une racine 2" 1-i¢me zp) de T + 1 +
(-T2 + 1 — € dans Q(T). Pour ¢ € {1,2}, on note My le compositum des corps L(£, x4 )
(k € (Z/2"17Z)*). Pour tout £ € {1,2} et tout [ € N, on pose

2= Z glj H ng]:fl (j/k)’

JE(Z/2m1T)*  ke(Z/2n17)*

ot Ton-1 @ (Z/2"71Z)* — 0,277 — 1] envoie k € (Z/2""'Z)* sur son unique représentant

modulo 2"~ 1. De l'égalité 52%2 = —1 = (—1)’ pour tout entier impair j, on déduit
n—2 1 ne1(j/k
T DT </ A [ [t (1.3.1)
je(z/2n17)* ke(Z,/2n—17)*

Comme dans le théoréme 1.2.5, on pose vs(—1) = E?ﬁ;l 2921146 pour tout § € [0,2""1 —1].
Pour simplifier, on écrira vs au lieu de vs(—1). Les vs sont deux a deux distincts et sont conjugués
sur L par le théoréme 1.2.5. De plus, pour tout § € N, (1.3.1) entraine

Ugyon—2 = —s. (1.3.2)

Posons j1 = VT2 +1—TVT2Z+ 1, po = —VT2 + 1+ TVT2 + 1, g = —pu1, pa = —po et
H = Q(T)(p4). L'extension H/Q(T') est une Z/47Z-extension Q-réguliére dans laquelle 'exten-
sion L/Q(T") se plonge. Notons 7 le générateur de Gal(H/Q(T")) qui envoie juq sur p.

On note E/Q(T) la Dan-extension Q-réguliere fournie par le corollaire 1.2.6.

1.3.2 Reéalisations réguliéres explicites

Dans cette partie, nous construisons une extension galoisienne Q-réguliére explicite de Q(7")
de groupe Qan (voir théoréme 1.3.2).

Commencons par déterminer Gal(HE /Q(T)).

Proposition 1.3.1. L’extension HE/Q(T) est une A, -extension Q-réguliére. De plus, le groupe
Gal(HE/Q(T)) est engendré par deuz éléments p et o vérifiant les propriétés suivantes :

- p(p4) = pa et p(vs) = vsi1 pour tout & € 1,271,
- a(,u4) = U1 et O'(Uo) = 9.
En outre, p et o vérifient la présentation (1.1.2) et o2 five chaque élément de E.

Preuve. L’extension L/Q(T) = E™ /Q(T), ou r est défini dans le théoréme 1.2.5, se plonge
dans la Z/4Z-extension Q-réguliere H/Q(T). La proposition 1.1.6 assure alors que HE/Q(T)
est une Aj,-extension Q-réguliére. Par la proposition 1.1.5, il existe un unique relévement p de
r dans Gal(HE/H) et celui-ci vérifie ce qui suit : pour tout relévement 7 de 7 dans A, les
¢léments p et T engendrent A, et vérifient (1.1.2). Fixons maintenant un tel 7 et considérons
sa restriction & E. Il est alors clair qu’il existe un entier ¢ tel que resg%g()ﬂ (7) = rls, o1 s est

défini dans le théoréme 1.2.5, et que 'on a resg%(%()n (7)(vo) = 7(vg). La composée o = p~'7

est alors un relevé de 7 & HFE qui fixe vg. Aussi, non seulement p et o vérifient bien les deux

propriétés de I’énoncé, mais ils vérifient aussi (1.1.2) (voir proposition 1.1.5). Pour le dernier

point, il suffit de remarquer que E = L(vg) (voir théoréme 1.2.5), que resf/?@/(%()m (0?) =idy, et

que o2 (vg) = vo. O
Le théoréme suivant est le théoréme 0.3.2 de l'introduction :
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Théoréme 1.3.2. L’estension Q(T,vVT?+ 1 + (s + v0)?)/Q(T) est une Qaon-extension Q-
régulicre. De plus, les Q(T)-conjugués de vT? + 1+ (g + vo)? sont les

(=1)°VT2 + 1+ (pg +v5)%,  (a,0) € [1,4] x [0,2"% —1].

Preuve. La proposition 1.3.1 montre que HE/Q(T') est une A,-extension Q-réguliére. Considé-
rons les générateurs p et o de Gal(HE/Q(T')) définis dans cette méme proposition.

Ona HE = L(u4 +vp). En effet, par construction, le corps HE est le compositum sur L des
corps L(ug) = H et L(vg) = E, qui sont linéairement disjoints sur L (voir proposition 1.1.5).
Comme L(uy)/L et L(vg)/L sont galoisiennes, on obtient bien que 14 +vg est un élément primitif
de HE sur L (voir, par exemple, [Wei09, Proposition 3.5.5]).

De plus, L((i4 +v0)?)/Q(T) est une Qon-extension Q-réguliére. En effet, le polynome X? —
(p4 + v9)? annule g + v, donc [HE : L((pg + v9)?)] < 2. D’aprés (1.3.2), on a

n—2 n—2
P> 00 (na+v0) = p° (—pa +v0) = —pua + van—2 = — (s + vo).

2 correspond & (2"72,2) dans A, qui est d’ordre 2. Ainsi, pour des raisons de

degre, on obtient L((ju1 + v0)2) = (HE)®" 9% et Gal(L((jus + v0)2)/Q(T)) = Qan.

Enfin, on a Q(T, VT2 + 1 + (pa +v0)?) = L((pr4 + v0)?). En effet, pour tout (a,d) € [1,4] x
[0,2772 — 1], posons w5 = (—1)*VT2? +1 + (uq + vs)?. 1l suffit de montrer que wop est un
élément primitif de L((pg + v0)?) sur Q(T). 1l est clair que woo € L((psa + v0)?). Pour tout
(a,0) € [1,4] x [0,2"72 — 1], on a wa 5 = p° 0 7%(wp). Il suffit donc de montrer que les w, 5
sont deux & deux distincts. Soient (a,d) et (b, t) deux éléments distincts de [1,4] x [0,2"2 — 1]
tels que wg s = wpy. On remarque tout d’abord que 'on a vs # —v;. En effet, si ce n’était pas
le cas, alors on aurait vs = —v; = v, on-2 (par I'égalité (1.3.2)) et donc § = ¢ + 272 car les
vg sont deux & deux distincts comme mentionné dans le §1.3.1, une contradiction. De 1’égalité
Wq,5 = Why, un petit calcul montre que

21 2 -2
I’élément p*" o

2(p1qus — ppve) = v7 — 02 + (=1)? = (=1)*WT + 1)/T2 + 1€ E C (HE)"", (1.3.3)

ou l'inclusion £ C (HE)<"2> vient de la proposition 1.3.1. Ainsi, pavs — ppvr = 02 (taVs — pvs) =
—(pavs — upve) et donc pgavs — upve = 0. On distingue maintenant deux cas.

Supposons d’abord a et b de méme parité. L'équation (1.3.3) donne v7 — v = 0. Ainsi on a

v = vg car v # —vs. En conséquence, on obtient t = 4. De égalité pqvs — ppvr = 0, on déduit
a = b, une contradiction.

Supposons maintenant a et b de parité différente. En remarquant que

vg — vf = (v5 — ve)(v5 + v) = (v5 — V) (V5 — Vyyon—2),

'égalité (1.3.3) donne (vs — vy)(vs — Vypon—2) = 2(=1)¥(T + 1)v/T2 + 1. Comme précédemment,
soit P un idéal premier de QM; My contenant T + 1 — /T2 + 1 — £ de valuation associée v.
L’équation (1.2.5) dans la preuve du théoréme 1.2.5 montre que v(2(—=1)*(T + 1)VT2 +1) =
v((vs — vi) (Vs — Vyqan—2)) > 0. Par le lemme 1.1.7, on a v(2(—=1)*(T + D)VT?2 +1) = v((T +
1)2(T? + 1)) = 0, une contradiction. Par conséquent We,5 7 Wht- O

1.3.3 Reéalisations explicites de ()o» sur Q

Dans cette partie, nous construisons des réalisations explicites de Q9» sur QQ par spécialisation
de la Qan-extension Q-réguliere I'/Q(T') fournie par le théoréme 1.3.2 (voir théoréme 1.3.10).
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1.3.3.1 Bons premiers

On donne ici une condition suffisante pour qu’un nombre premier p soit un bon premier pour
I'/Q(T') (voir proposition 1.3.7).

Lemme 1.3.3. a) Les points de branchement de H/Q(T') sont contenus dans {—i,4,0,00}.

b) L’ensemble des points de branchement de MMy /Q(T) est contenu dans {—i,i,00} U {sy |
k€ (Z/2n17)*}.

¢) L’ensemble des points de branchement de T'/Q(T) est contenu dans {—i,4,0,00} U {s | k €
(z/2"'Z)"}.

Preuve. a) Cela vient du fait que le discriminant du polynéme minimal de p4 sur Q(T) est
256T4(T? + 1)3.

b) Soit A € Q un point de branchement de M;Ms/Q(T) qui n’est pas dans {—i,i}. Par [Sti09,
Proposition 6.2.3], A n’est pas un point de branchement de L/Q(T). En conséquence, on peut
trouver un idéal premier P de QL contenant T — \ et se ramifiant dans QM; My /QL. Par le
lemme 1.2.1 et le lemme d’Abhyankar, il existe £ € {1,2} et k € (Z/2"71Z)* tels que P soit
engendré par T+ 1 + (=1)/V/T2 + 1 — ¢*. D’oit A = s, par le lemme 1.1.7.

c¢) Il suffit de remarquer que 'on a I' C HM; M, et d’utiliser le a) et le b). O

Lemme 1.3.4. Soit p un nombre premier impair qui ne divise pas 22"7% 41, Alors, pour tout
t € {i,—i}U{sk | k € (Z/2"'Z)*} et tout idéal premier de Z[¢] au dessus de p de valuation
associée v, on a v(t) = 0.

Preuve. Le cas ou t € {—i,i} est immédiat. Il reste a considérer le cas ou t € {sx | k €
(Z)2"YZ)*}. Soit donc k € (Z/2"1Z)*. On a

£h (2 —¢")
= —". 1.3.4
On remarque ensuite que le polynome minimal de 1 —&* (resp. 2 — €F) sur Q est (X — 1)2%2 +1
(resp. (X —2)2""*4+1). Donc la norme de 1—¢* (resp. 2—¢*) dans Q(&)/Q est 2 (resp. 22" 7% 4 1),
Par conséquent, si v est comme dans l'énoncé, on a v(x) = 0 dés que x est un Q-conjugué de
1 — & ou 2 — €F. On peut ainsi conclure en vertu de (1.3.4). O

Lemme 1.3.5. Pour tout © € Q(&), on note N(x) la norme de x dans Q(£)/Q. Soit p un
nombre premier impair tel que

a) pour tout k # 1 (mod 271, le nombre premier p ne divise pas N((1 — £F)(1 — &) + 1),

b) pour tout k € (Z/2""'Z)*, le nombre premier p ne divise pas N(€F(2 — &) & 2i(1 — £F)).
Alors deuz points de branchement quelconques et distincts de I'/Q(T') ne peuvent se rencontrer
modulo p. Celle derniére conclusion est en particulier vraie pour p > 7277 41,

Preuve. Par le lemme 1.3.3, il suffit de vérifier que deux éléments quelconques et distincts de
{—i,i,0,00} U{sy | k € (Z/2"Z)*} ne peuvent se rencontrer modulo p.

D’aprés le lemme 1.3.4, on a v(sg) = 0 pour tout k € (Z/2""'Z)* et toute valuation v de
Q(&) étendant la valuation p-adique. Par conséquent, si et 0 ne peuvent se rencontrer modulo
p. Il en est de méme pour s et co.

On remarque maintenant que les s (k € (Z/2"'Z)*) sont deux a deux conjugués sur Q.

Par conséquent, pour montrer qu’il n’existe pas k # [ tels que s et s; se rencontrent modulo p,
il suffit de le faire pour k # 1 et [ = 1. Fixons donc k # 1. On a

S — 81 = gk_f
PO T 1M1 -9
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D’aprés ’hypothése du a), le nombre premier p ne divise pas N((1 — £¥)(1 — &) 4 1). De plus,
on montre comme dans la preuve du lemme 1.3.4 que p ne divise, ni N(2(1 — &F)(1 — ¢)), ni
N(€F —¢). Le lemme 1.1.2 montre alors que s, et s; ne se rencontrent pas modulo p.

Ensuite, pour tout k € (Z/2" 'Z)*, on a

gh2—¢h) +2i(1 - &)
2(1-¢")

et on montre comme ci-dessus que s et +4¢ ne peuvent se rencontrer modulo p.

spti=

Pour le dernier point, on remarque que les valeurs absolues des normes de a) et b) sont
. L. . N n—2
inférieures ou égales a 72" . U

Lemme 1.3.6. Aucun nombre premier impair p n’est verticalement ramifié dans T'/Q(T).
Preuve. 1l suffit de travailler au dessus du localisé R = Z[T ],z de Z[T] en pZ[T]. Remarquons

que I' C HM;M> et notons C' la cloture intégrale de R dans H My Mos.

Tout d’abord, le discriminant du polynéme minimal de ug sur Q(T) est 256T4(T2 + 1) ¢
pZ[T], donc pR est non ramifié¢ dans H/Q(T).

Soient maintenant £y € {1,2} et kg € (Z/2"1Z)*. Les Q(T')-conjugués de zy, j, sont parmi
les oy ou l € 1,271, £ € {1,2} et k € (Z/2"'Z)*. En posant

/
! !
Meek) (0 ) = § 20k =& Ty g

pour tous (1,4, k) # (I',0, k'), on voit que le discriminant du polynéme minimal de Ty ko SUT
Q(T) divise H(l,é,k);é(l',f',k/) Mo k), (£ K dans C.

Soient (I,4,k) # (I',¢ k). Pour simplifier, on pose n = Moy, (£ - Supposons tout
d’abord ¢ # ¢ . Par définition des Tpg, on anr=4T? +4 — (¢F — fk’/)z e C,on

an—2 ,
r= (-1 = (DOVT2+ 1 (€ =) [T (Eaen)® = (€ ap )™ € C.
s=0

On peut encore multiplier 472 44 — (£¥ — ¢¥ )2 par ses Q(T')-conjugués pour obtenir qu’il existe
un v’ € C tel que nr’ = 4%T" +a, ot u € N, v € N et a € Z[T] de degré inférieur ou égal & v — 1.

Supposons maintenant £ = ¢’ et k = k’. Dans ce cas, on a
n—1__ ’_
neg, ==Y+ 1+ ()T +1 -6,

En multipliant ce dernier élément par T+ 1 — (—1)%/T2 + 1 —£F € C, on obtient qu’il existe un
' dans C tel que nr' = (1 — & ~H)(2(1 — €M)T + (1 — €)% — 1). Or, la norme de ¢ dans Q(¢)/Q
vaut £1 et, comme déja vu, la norme de 1 — £* dans cette méme extension est une puissance de
2 pour tout k¥ # 0 (mod 2"71). On peut encore multiplier

gu-¢hHea-dr+a-9°-1
par ses Q(T')-conjugués pour obtenir qu’il existe un r”’ € C tel que nr’ = £2%T? + a, ot u € N,
v € Net a e Z[T] de degré inférieur ou égal a v — 1.
Supposons enfin £ = ¢ et k # k. Dans ce cas, il existe un élément r de C tel nr = 2% avec

u € N. En effet, le produit de 7 et Hg;ﬁ(({lw,k)y — (& x,)?) vaut —¢F(1 - €K' =k) | dont la
norme est une puissance de 2.
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En considérant les trois cas ci-dessus, il existe donc un élément r de C' tel que le produit de r
et du discriminant du polynéme minimal de xy, i, sur Q(7") soit de la forme 2*T" +a € Z[T] avec
u €N, veNetacZgy T de degré inférieur ou égal & v — 1. Par conséquent, ce discriminant
n’est pas dans pR. En particulier, pR n’est pas ramifié dans Q(7)(z, k,)- De plus, pR n’est pas
ramifi¢ dans Q(7,€)/Q(T). Le lemme d’Abhyankar permet alors de conclure. O

Proposition 1.3.7. Soit p un nombre premier impair qui vérifie les conditions du lemme 1.3.5.
Alors p est un bon premier pour I'/Q(T).

Preuve. D’aprés les lemmes 1.3.5 et 1.3.6, p ne vérifie aucune des conditions 2) et 3) de la
définition 1.1.3. De plus, p ne vérifie pas la condition 1). Quant & la condition 4), il suffit de voir
que le corps engendré par les points de branchement de I'/Q(T") est contenu dans Q(¢). O

1.3.3.2 Invariant canonique de l’inertie

Dans ce qui suit, A et ¥ sont les générateurs de QQ2n de la présentation (1.1.3). Rappelons
que les classes de conjugaison non triviales de QQon sont
les Aj = {A A} onj e 1,272 — 1] et Agn—2 = {AZ" "},
-B={A¥X|je]0,272 — 1]},
-C={A¥Fy | je[0,272 - 1]}

Lemme 1.3.8. La classe canonique de linertie du point de branchement i de I'/Q(T') est B ou
C. De plus, il existe un k € (Z/2"YZ)* et un j € [1,2"2] impair tels que la classe canonique
de Uinertie du point de branchement s, de I'/Q(T) soit A;.

Preuve. Pour tout t € {—i,i,0,00} U{sy | k € (Z/2""1Z)*}, notons C; la classe canonique de
I'inertie de t dans I'/Q(T'). Puisque i est point de branchement de L/Q(T), la classe C; n’est
pas contenue dans Gal(I'/L) = (A). De plus, on vérifie facilement que l'on a B3 = B et C3 = C.
Ainsi, par le Branch Cycle Lemma (voir [Fri77] et [V6196, Lemma 2.8]), on a C; = C_;.

Ensuite, puisque les points de branchement de L/Q(T') sont ¢ et —i, la classe Cj est de type
A ou triviale et il en est de méme des classes Cs, (voir lemme 1.1.7). Supposons que toutes
ces classes de conjugaison soient triviales ou de la forme A; avec j pair. Puisque I’ensemble
des points de branchement de I'/Q(T) est contenu dans {—i,7,0,00} U {sy | k € (Z/2"17Z)*}
(voir lemme 1.3.3), le théoréme d’existence de Riemann fournit (g;, g—i, 90, goos (95, )) € Ci X
C_i x Cg x Coo x (Cs;)x tel que (i, g—i, 9o, Joor 19k | k}) = Qan et gi - g—i - go - goo - [ [ 9% = 1.
Notons g; = A%X, g_; = A%, avec a; et a_; de méme parité, gg = A%, g, = A% et
gs, = A% pour tout k. On obtient alors 1 = g; - g—i - go * goo - [ [ 9 = A? pour un certain
entier v de méme parité que a; + a—; + 2ag9 + aoo + Y, 2a;. Par conséquent, a est pair. La
condition (g;, g—i, 90, goos 19k | k}) = Qan entraine alors Qaon = (A%, %) (si C; = C_; = B) ou
Qo = (A%, AY) (si C; = C_; = C), ce qui est impossible. En effet, (A?) est un sous-groupe
distingué d’ordre 272 et 2 = A2"" € (A2) (resp. (AX)2 = A2" " € (A2)), donc |(A2, )] (resp.
[(A2, AX)|) est 27! alors que Qan est d’ordre 27. Ainsi, soit la deuxiéme partie du lemme est
vraie, soit I'indice de ramification de (T') dans I'Q/Q(T') vaut 2"~ 1. Or, cette derniére conclusion
est impossible car 0 n’est pas un point de branchement de M;Ms/Q(T) (voir lemme 1.3.3) et
Iindice de ramification de (T') dans HQ/Q(T) vaut au plus 2. O

1.3.3.3 Théoréme principal

Notons m(X) = [[ez/an-12)-(X — sx) € Q[X]. Par le lemme 1.3.4, les dénominateurs des
coefficients de m(X) sont des puissances de 2.

Lemme 1.3.9. Pour p=1 (mod 2" ') premier, il existe t € Z tel que v,(m(t)) > 0.
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Preuve. Notons O la cloture intégrale du localisé Z de Z en la partie multiplicative {27 |j >0}
dans Q(&). Soit P un idéal premier de O au dessus de pZy. Puisque p=1 (mod 27=1) le degré
résiduel f(P/pZyy) est égal a 1, c'est-a-dire O/P = Zy) /pZy. 1l existe donc t € Zy tel que
m(t) = 0 modulo pZz)- On peut en fait choisir ¢ dans Z, ce qui conclut la démonstration. ]

Le théoréme suivant est le théoréme 0.3.3 de l'introduction :

Théoréme 1.3.10. Soient p et q deux nombres premiers distincts ne divisant pas 92"7% 4 1,
qui vérifient les conditions du lemme 1.8.5 et tels que p =1 (mod 2"~ !) et ¢ =1 (mod 4). Soit
to € N vérifiant v,(m(ty)) = 1 et vy(t2 + 1) = 1. Alors la spécialisation T+/Q de T/Q(T) en t
est galoisienne de groupe Qan pour tout t = to (mod p?g?).

Preuve. Notons tout d’abord que ty comme dans I’énoncé existe. En effet, puisque p = 1
(mod 2"71), il existe to, dans Z tel que vy(m(to,)) > 0 (voir lemme 1.3.9). De plus, d’aprés
I'hypothése ¢ = 1 (mod 4), il existe ¢y, dans Z tel que vq(t%’q +1) > 0. D’apres [Legl6, Lemma
3.12], quitte a changer to, et toq, on peut supposer vy(m(toy)) = 1 et vg(t§, +1) = 1. Le
théoréme chinois fournit alors un tg € Z tel que v,(to — top) > 2 et vy(to — to,g) > 2. Enfin,
[Legl16, Remark 2.11] montre que ¢y vérifie les conditions de 1’énonce.

Fixons maintenant ¢ = to (mod p?q?). D’apreés les hypotheses v, (m(ty)) = 1 et v (t3+1) = 1,
on a vy(m(t)) = 1 et vy(t?> + 1) = 1. En particulier, ¢ n’est pas un point de branchement de
I'/Q(T) (voir lemme 1.3.3). Par |Legl6, Lemma 2.5|, on obtient que ¢ et s; (vesp. t et i) se
rencontrent modulo p (resp. ¢). En outre, d’aprés le lemme 1.3.7, les nombres premiers p et g
sont de bons premiers pour I'/Q(T'). Enfin, p unitarise s; par le lemme 1.3.4 et il est clair que
q unitarise i. Si k désigne I’élément de (Z/2" 'Z)* fourni par le lemme 1.3.8, le théoréme 1.1.4
assure alors que Gal(T'+/Q) contient un élément de la classe canonique de l'inertie Cs, (resp. C;)
du point de branchement sy, (resp. i) de I'/Q(T'). Par le lemme 1.3.8, on obtient que Gal(I';/Q)
contient un élément de A; pour un certain j € [1, 27=2] impair et, soit un élément de B, soit un
élément de C. On obtient alors Gal(I'1/Q) = Qan, ce qui achéve la démonstration. O

Pour conclure ce chapitre, on détermine pour n = 3 un exemple explicite de p, q et {y comme
dans le théoréme. D’abord, on remarque que m(X) = X2 + X/2 +5/8. Ensuite, on s’assure que
p = 53 et ¢ = 61 vérifient les conditions du théoréme. Enfin, des exemples de t¢ sont 804, 865 et
1758. Nous laissons au lecteur intéressé le soin de donner davantage d’exemples numériques.
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Chapitre 2

Eléments de théorie des corps
quelconques

Dans ce chapitre, nous résumons les résultats en théorie des corps quelconques, généralisant
ceux connus en arithmétique des corps commutatifs, que nous utiliserons dans les chapitres 3
et 4. A cet effet, nous présentons, d'une part, la construction des anneaux et corps tordus et,
d’autre part, la théorie de Galois des corps quelconques.

2.1 Généralités

Des références pour cette section sont [Coh95] et [GWO04].

2.1.1 Corps

Un corps est un ensemble K, muni de deux lois internes, 1’addition notée par le signe +, et
la, multiplication notée par le signe X ou - ou seulement une juxtaposition, avec deux éléments 0
et 1 tels que :
1) (K, +) est un groupe abélien d’élément neutre 0,
2) 1 # 0 et 'ensemble K \ {0} est un groupe d’élément neutre 1 pour la multiplication,
3) la mutiplication est distributive par rapport a l'addition :

(a+b)c=ac+bc et a(b+c)=ab+ac pour tousa,b,ce K.
Un corps est dit commutatif si la loi de multiplication est commutative. Dans le cas contraire,

on dit que le corps est gauche.

Ezemples 2.1.1. 1) Etant donné un sous-corps K de R, on définit le corps des quaternions Hy
a coefficients dans K comme le K-espace vectoriel de base 1,1, j, k vérifiant :

ij = —ji =k, jk = —kj = i, ki = —ik = j.

Ce corps est gauche. Si K = R, alors le corps des nombres complexes C g’identifie naturellement
au sous-corps de Hg engendré par R et <.

2) Les corps des fractions rationnelles tordus, que nous verrons dans le §2.1.3, sont des exemples
de corps gauches.

Etant donnés un corps K et un sous-ensemble A de K, le commutant de A dans K est le
sous-corps de K défini par

Zrk(A) ={be K | ab= ba pour tout a € A}.
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Dans le cas A = K, on a le centre de K, donné par
Z(K)={be K | ab = ba, pour tout a € K}.

Ezemples 2.1.2. 1) Le commutant de C dans Hy est C.
2) Pour tout sous-corps K de R, le centre de H est K.

2.1.2 Corps de fractions

Etant donné un anneau intégre 'commutatif R, le corps de fractions de R est un corps K
contenant R tel que tout x € K sécrive x = rs~! pour certains r € Ret s € R\ {0}. Ce
corps est unique & isomorphisme prés. En notant j le morphisme d’inclusion de R dans K, cette
définition est équivalente & la définition suivante :

Définition 2.1.3. Soit R un anneau intégre. Un corps de fractions de R est un corps K muni
d’un plongement j : R — K tel que le sous-corps de K engendré par j(R) soit égal a K.

Contrairement au cas commutatif, ’existence et 'unicité du corps de fractions ne sont pas
toujours assurées pour les corps gauches. Par exemple, l'algébre libre K(X) sur un corps quel-
conque K posseéde plusieurs corps de fractions non isomorphes (voir [Coh95, Page 54]). De méme,
en général, écriture 2 = rs~! n’est pas automatique. Néanmoins, Ore a trouvé une condition
suffisante qui permet d’assurer a la fois I'écriture x = s~ !, l'existence et 1'unicité du corps de
fractions.

Définition 2.1.4. Soit R un anneau intégre. On dit que R vérifie la condition de Ore a droite
(resp. & gauche) si, pour tous r,s € R\ {0}, on a

sRNrR # 0 (resp. Rs N Rr # 0).

Dans ce cas, on dit que R est un anneau de Ore & droite (resp. & gauche). Si R est a la fois de
Ore & gauche et de Ore a droite, on dit tout simplement que R est un anneau de Ore.

Ezemple 2.1.5. 1) Il est clair que tout anneau intégre commutatif est un anneau de Ore.

2) Tout anneau intégre noethérien a droite (resp. & gauche) est un anneau de Ore & droite (resp.
a gauche). En particulier, tout anneau principal a droite (resp. & gauche) est un anneau de Ore
a droite (resp. a gauche). Voir [Coh95, Propositions 1.3.6 et 1.3.7] pour plus de détails.

Nous renvoyons a [GW04, Chapter 6] et [Coh95, §1.3] pour des preuves des deux propositions
suivantes.

Proposition 2.1.6. Tout anneau de Ore & droite (resp. & gauche) R admet, & isomorphisme
pres, un unique corps de fractions K et tout élément x de K s’écrit x = rs~' (resp. x = s~ r)
pour certains r € R et s € R\ {0}.

Remarque 2.1.7. Avec les notations de la proposition 2.1.6, la condition de Ore assure, d'une
part, existence d’un dénominateur commun lorsque 1’on additionne deux éléments de K et,

d’autre part, Iécriture de tout produit d’éléments de K sous la forme rs~1 ou s~ 1r.

Etant donné un anneau intégre commutatif R de corps de fractions K, la propriété universelle
affirme que tout morphisme injectif de R dans un corps L se prolonge de maniére unique en un
morphisme de K dans L. Plus généralement, les anneaux de Ore satisfont aussi & une propriété
universelle :

1. Un anneau quelconque R est dit intégre si R # {0} et zy # 0 pour tous z,y € R\ {0}.
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Proposition 2.1.8. Avec les notations de la proposition 2.1.6, tout morphisme injectif ) de R
dans un corps L se prolonge de maniere unique en un morphisme ¢ : K — L.

K.

JA v 3
o

R L

2.1.3 Corps tordus

Dans cette partie, nous présentons la construction de Ore (voir [Ore33|) des anneaux de
polynémes tordus (resp. corps de fractions rationnelles tordus, resp. corps de séries tordus)
généralisant les anneaux de polynomes (resp. corps de fractions rationnelles, resp. corps de
séries) sur les corps commutatifs.

2.1.3.1 Anneaux de polyndémes et corps de fractions rationnelles tordus

Etant donné un corps commutatif &, construire une extension algébrique monogeéne K («o)/K
revient a trouver un polynoéme irréductible P(T') € K[T] vérifiant L = K[T]/(P(T)). L’anneau
de polyndémes joue ainsi un réle important. Il est naturel de se demander s’il existe une générali-
sation & la situation des corps quelconques. Pour cela, on se donne un corps quelconque H. Le but
est de construire un anneau de "polynomes", noté a priori A, comme 'espace vectoriel sur H de
base (T™),>0. Les éléments de A sont alors considérés comme des polynémes P(T) = >0, a;T"
ou (a;)1y C H et n € N. On définit le degré de P par deg(P) = max{i|a; # 0}. Nous demandons
que les conditions ci-dessous, valables pour les anneaux de polynémes sur les corps commutatifs,
soient satisfaites.

1) Pour I'addition, on veut que

Z a;T" + Z b, T = Z(ai + b;)T"  pour tous (a;)i, (b;); C H.

A %

2) Pour la mutiplication, on exige que le degré du produit de deux polynomes soit égal au produit
de degrés. Ainsi, on obtient :

a) pour tout a € H, il existe o(a),d(a) € H uniques tels que T'a = o(a)T + d(a);

b) pour tous a,b € H, on a

o(ab)T + 6(ab) = T'(ab) = (c(a)T + 6(a))b = o(a)o(b)T + o(a)d(b) + d(a)b. (2.1.1)

De ces conditions, on déduit les faits suivants :
-Comme 1-T=T=T-1=0(1)-T,onao(l) =1.
- Pour tous a,b € H, on a o(ab) = o(a)o(b) (par (2.1.1)).
- Pour tous a,b € H, on a

o(a+b)T +5(a+b) = T(a+b) = o(a)T +6(a) + o(b)T + 5(b) = (0(a) + o(b))T + 5(a) + 5(b),

donc a(a +b) = o(a) + o(b) et §(a+b) = d(a) + 4(b).
On voit que o est un endomorphisme du corps H et que § vérifie la définition suivante :

Définition 2.1.9. Soit o un endomorphisme de H. Une o-dérivation 6 de H est un endomorphisme
de (H,+) vérifiant
d(ab) = o(a)d(b) + d(a)b,

pour tous a,b € H. Si ¢ = idy, alors on trouve la notion de dérivation classique.
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Muni de ces lois, il est facile de montrer que A, noté maintenant H [T, 0, J], est un anneau intégre
appelé anneau de polynomes tordu associés & o et 0. Dans le cas ot § = 0 (resp. 0 = id et § = 0),
on note tout simplement H|[T, o] (resp. H[T)).

Ezemples 2.1.10. 1) Notons 7 la conjugaison complexe. Dans C[T', 7], on a par exemple
(iT? + 5T + 1)(2T + 3) = —2T3 — 7iT? 4 (15 + 2i)T + 3.

2) Soient H un corps et o un endomorphisme de H. Pour tout y € H, on peut définir la
o-dérivation 6, : x € H — yx — o(z)y € H, qu’on appelle dérivation intérieure associée a y.

Etant donnés un corps commutatif H et un anneau commutatif R, la propriété universelle
affirme que se donner un morphisme 1 : H[T] — R équivaut & se donner un morphisme 1) :
H — R et un élément r de R. Dans cette correspondance, (1) = r et ¥(x) = ¥ (x) pour tout
x € H. Cette propriété universelle admet une généralisation aux anneaux de polynémes tordus
(voir [GW04, Proposition 2.4| pour une preuve) :

Proposition 2.1.11. Soient H un corps, o un endomorphisme de H et § une o-dérivation de H.

Soient R un anneau, 1 : H — R un morphisme et r € R vérifiant ri(x) = (o(x))r + (0(z))

pour tout x € H. Alors il existe un unique morphisme v : H[T, 0,8] — R étendant 1 et vérifiant
Y(T) =r.

HT, o,0]

e 3%

WP N

H R

On se donne un corps H, un automorphisme o de H et une o-dérivation 6 de H. La pro-
position suivante assure l'existence et l'unicité du corps de fractions de H[T', 0, d] (voir [Coh95,
§2.1] pour une preuve) :

Proposition 2.1.12. L’anneau H[T,0,0] est un anneau de Ore.

Par les propositions 2.1.12 et 2.1.6, H[T,0,0] admet un unique corps de fractions, noté
H(T,0,9), appelé corps de fractions rationnelles tordu associé & o et §. Dans le cas ou § = 0
(resp. 0 =id et 6 = 0), on note simplement H(7T, o) (resp. H(T)).

2.1.3.2 Corps de séries tordus

Nous allons voir comment se construisent les anneaux de séries tordus et les corps de séries
tordus. La construction des anneaux de séries tordus est similaire & celle des anneaux de po-
lynémes tordus. On se donne un corps quelconque H et un endomorphisme o de H. L’anneau
de séries tordu associé a o, noté H|[[T,o]], est Pensemble des séries formelles > .., a;T" ou
(a;i); C H. L’addition sur H[[T,c]] est donnée par : -

S @l +) 0T = (a;i+b;)T". (2.1.2)
La multiplication est déterminée par
Ta=o(a)T, (2.1.3)

pour tout @ € H. Dans le cas ol 0 = id, on note simplement H[[T].

A partir de maintenant, on suppose que o est un automorphisme. Pour une preuve du lemme
suivant, voir [Coh95, Chapter 2|.

Lemme 2.1.13. L’anneau H[[T,o]] est un anneau de Ore.
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Par les propositions 2.1.12 et 2.1.6, H|[[T, o]] admet un unique corps de fractions que l'on
note H((T,0)), appelé le corps de séries tordu associé o o. Le corps H((T,0)) peut étre défini
explicitement de la maniére suivante. 1l est formé des séries > .o, ;T avec m € Z et (a;); C H
muni des lois vérifiant (2.1.2) et (2.1.3). Dans le cas ot ¢ = id, on note simplement H((T)).

En utilisant les propositions 2.1.8 et 2.1.11, nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 2.1.14. L’application définie par a — a (pour tout a € H) et T — T est un plongement
de H|T, o] (resp. H(T,0)) dans H[[T,o]] (resp. H((T,0))).

Par l'identification du lemme précédent, il est en fait possible de caractériser les éléments de
H((T,0)) qui sont dans H (T, o). Cette caractérisation apparait dans [Coh95, Proposition 2.3.3]
sans preuve détaillée. Pour le confort du lecteur, nous en donnons une.

Proposition 2.1.15. (Critére de rationalité) Soient H un corps et o un automorphisme de H.
Soitx =3, 5, aT" € H(T,0)), 0 (zn)n C H et an, # 0. Alors x € H(T, o) si et seulement
s’il existe s > 1,n1 > 0 et des éléments y1,...,ys de H tels que, pour tout n > ny, on ait

an = 10" (Y1) + an_20" "2 (y2) + -+ an_s0" 5 (ys). (2.1.4)

Démonstration. D’abord, supposons € H(T,0). Comme H[T, o] est un anneau de Ore, on peut
écrire z = P(T)Q(T) ™! pour certains P(T) € H[T, o] et Q(T) € H[T, o]\ {0}. En conséquence,
il existe (y)j—y C H (s> 1) et (d;)7_, C H (¢ € Z et ¢ <) tels que

> a,T" <1 - ilel> = idjTj,
I=1 Jj=q

n>ng

ce qui méne & une égalité de la forme

Z a, " — Z ( i akak(yn_k)> ™ = ZdjTj.

n>ng n=no+1 \k=n—1
De cette égalité, en posant n; = max(r,ng + 1), on obtient

n—s

k=n—1

pour tout n > nj.

Pour la réciproque, par le calcul précédent, on voit facilement que z(1 — >, yTY) s'écrit
> imq d;T7, donc on peut écrire x = P(T)Q(T)~! € H(T, o) avec P(T) € H[T,o] et Q(T) €
H|T,o]\ {0}. O

2.2 Formes réduites

Pour plus de détails sur les notions et résultats rappelés dans cette partie, nous renvoyons &
[Boul2|.

Nous commencons par rappeler la notion d’algébre simple centrale.

Définition 2.2.1. Soit k un corps commutatif. Une algébre simple cenirale sur k est une k-algébre
A de dimension finie sur k et simple (n’admettant pas d’idéal bilatére non trivial).
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Ezemples 2.2.2. 1) Tout corps H de dimension finie sur son centre k est une algébre simple
centrale sur k.
2) Etant donné un sous-corps K de R, le corps des quaternions Hg est une algébre simple
centrale sur K.

On se donne maintenant un corps commutatif k et une algébre simple centrale A sur k.
Rappelons que la dimension [A : k] de A sur k est toujours un carré parfait et notons ainsi
[A : k] = n% On fixe une k-base (ej,...,e,2) de A. Rappelons la construction de la norme
réduite. On se donne un corps neutralisant D de &7, c’est-d-dire il existe un isomorphisme de
k-algeébres ¢ : o/ @), D — My(D). La norme réduite Nrd,,/;, est la composée des applications :

ar—a®1l

Nrd,y 0 % o @y, D—2> (D) 2% D

La norme réduite est indépendante du choix de D et de ¢. On montre aussi que Nrd, ; est
a valeurs dans k. La norme réduite mesure en quelques sortes le défaut d’inversibilité d’un
éléement dans /. En effet, un élement = de o7 est inversible si et seulement si Nrd /,(x) # 0.
L’application F/(Xq,...,X,2) donnée par

For (X1, Xp2) = Nrd gy (Xier + Xoea + - + Xp2ep2),

pour tout (Xi,Xa,...,X,2) € k™ est une k-forme de degré n, que l'on appelle forme réduite
associée & Nrd, , relativement a la k-base (eq,ez,...,e,2) de A. A partir de maintenant, on
considére F 4 comme un polynome dans k[ X1, ..., X,2].

Ezemple 2.2.3. Etant donné un sous-corps K de R, la forme réduite de Hyg /K (ou Hg désigne
le corps des quaternions & coefficients dans K) relative a la base (1,4, j, k) est donnée par

Fia (X1, Xo, X3, Xy) = X{ 4+ X5 + X3 + X3
Nous obtenons facilement le lemme suivant.

Lemme 2.2.4. La k-algébre A est un corps si et seulement si F 4 ne posséde que le zéro trivial
sur k.

Nous rappelons enfin quelques résultats établis dans [DL20] que nous utiliserons dans le
chapitre 4. On se donne une extension de corps commutatifs L/k et une algébre simple centrale
A sur k vérifiant [A : k] = n?. La L-algébre A®y L est simple centrale et 'on a [A® L : L] = n?,
De plus, (e1®g1,...,e,2®1) est une L-base de A®y, L. Notons F g, 1, la forme réduite associée
a cette base.

Lemme 2.2.5. Les formes F et Fyg, 1, sont égales.
Le lemme suivant découle immédiatement des deux lemmes précédents.

Lemme 2.2.6. Supposons que <7 soit un corps. Alors of Qy L est un corps si et seulement si
For ne posséde que le zéro trivial sur L

2.3 Théorie de Galois

Dans cette partie, nous présentons la théorie de Galois des corps quelconques. Nous renvoyons
a [Coh95] et [Jach6]| pour plus de détails sur ce qui suit.

36



2.3.1 Extensions de corps

On dit qu’un corps E est une eztension d'un corps K, notée E/K, s'il existe un plongement
j : K — E. Dans ce cas, on identifie les éléments de K a leurs images par j dans E et on peut
ainsi écrire l'inclusion K C FE sans ambiguité.

On se donne maintenant un anneau E contenant un corps K. Naturellement, F est a la fois
un K-espace vectoriel & gauche et a droite sur K.

Définition 2.3.1. Le degré a gauche (resp. a droite) de E sur K, noté [E : K|, (resp. [E : K|qg),
est la dimension de E sur K en tant que K-espace vectoriel & gauche (resp. a droite).

Exemples 2.3.2. 1) Le corps Hg est de dimension 4 (& droite ou & gauche) sur R.

2) On se donne un corps commutatif k& et on note K = k(7T') le corps des fractions rationnelles
en la variable T sur k. L’anneau E = K[X,0]/(X?) est de dimension 3 (resp. 2) & gauche (resp.
a droite) sur K de K-base 1, X, XT (resp. 1,X) ot o est le k-endomorphisme de K envoyant
T sur T? (voir [Coh95, Exercise 1, page 96]). Cet exemple montre que, contrairement au cas
commutatif, les structures de K-espaces vectoriels & gauche et a droite sur E ne coincident pas.

Supposons maintenant que E soit un corps. On dit que I'extension F/K est finie a gauche
(resp. a droite) si [E : Klg4 (resp. [E : K]|g) est fini. Pour tout z € E \ {0}, 'automorphisme
intérieur de E associé a x, noté I(x), est défini par I(z)(y) = zyx~! pour tout y € E. L’ordre
intérieur d’un automorphisme o de E est le plus petit n > 1 tel que ¢™ soit un automor-
phisme intérieur de E (si un tel n existe), et oo sinon. Une extension F/K est dite extérieure si
Aut(E/K) ne contient aucun automorphisme intérieur non trivial, ou encore Zg(K) = Z(E) ou
Zp(K) (resp. Z(FE)) désigne le commutant de K dans E (resp. le centre de E). En particulier,
si E/K est extérieure, alors on a Z(K) C Z(E).

Remarque 2.3.3. Si E/K est une extension de corps commutatifs, alors elle est extérieure.

2.3.2 Extensions galoisiennes

Comme déja annoncé, nous utilisons le point de vue artinien dans ce manuscrit.

Définition 2.3.4. (Artin) Une extension de corps E/K est dite galoisienne si EAME/K) = K
ou EAWE/K) désigne le sous-corps de E fixé par tout automorphisme dans Aut(E/K). Dans ce
cas, le groupe de Galois de E/K, que l'on note Gal(E/K), est Aut(E/K).

Il y a plusieurs intéréts a considérer ce point de vue :

1) D’abord, si E/K est une extension algébrique de corps commutatifs, alors E/K est galoisienne
(au sens d’Artin) si et seulement si £/ K est normale et séparable. Ainsi le point de vue artinien
généralise la définition que I'on apprend habituellement en licence.

2) Ensuite, méme dans le cas commutatif, le point de vue artinien est plus général. Par exemple,

pour un corps commutatif infini K, 'extension K (7")/ K est galoisienne mais n’est pas algébrique.
Dans ce cas, le groupe de Galois de K(T')/K est PGLy(K) et il agit par

(a b>.T_aT+b.

c d cl'+d

3) Enfin, les notions d’algébricité sur les corps gauches sont bien différentes. En effet, rappelons
que, pour un élément z d’un corps commutatif £ contenant un corps K, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

i) il existe un entier n > 1 et ag,...,a,—1 € K tels que ap + a1z + -+ + Ap_1z" 1 = 0,
ii) le sous-corps de E engendré par K et = est de dimension finie sur K.
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Bien entendu, si ces conditions sont vérifiées, on dit que = est algébrique sur K. Maintenant,
si 'on ne suppose plus E et K commutatifs, on dit que x est algébrique & gauche sur K si i)
est vérifice. D’une part, on a toujours 4i) = i) mais i) = ii) n’est pas claire. D’autre part, les
propriétés du type "z, y algébriques sur K impliquent x + y et xy algébriques sur K" ou "F/E
et £/K algébriques impliquent F'/K algébrique" ne sont pas claires.

Le point de vue artinien est donc le seul raisonnable pour faire de la théorie de Galois des
corps quelconques. De plus, pour une extension galoisienne E/K telle que [E : K], < oo ou
[E : K] < 00, on a toujours [E : K|y = [E : K]q (voir [Coh95, Corollary 3.3.4]).

2.3.3 Théorie de Galois finie

Dans cette partie, nous rappelons le théoréme fondamental de la théorie de Galois des corps
quelconques (voir théoréme 2.3.9 ci-dessous). Pour une extension galoisienne finie F/K de corps
commutatifs, il existe autant de corps intermédiaires K C F C E que de sous-groupes H de
Gal(E/K). Comme le montre le théoréme 2.3.9, cette affirmation n’est plus vraie en général, a
cause de la présence des automorphismes intérieurs.

Nous rappelons d’abord le matériel nécessaire & I’énoncé du théoréme. Les sous-groupes qui
apparaissent dans la correspondance de Galois sont exactement les sous-groupes qui vérifient la
définition suivante :

Définition 2.3.5. Un groupe d’automorphismes G d’un corps K (c’est-a-dire G < Aut(K)) est
un N-groupe (aprés Noether) si ensemble

Ag e ={x € K\{0} [ I(z) € G} U{0}

est une algebre sur Z(K). Si c’est le cas, on dit que Ag i est 'algébre associée & G.

Remarque 2.3.6. La propriété d’étre un N-groupe n’est pas une propriété de groupe mais dépend
de l'action du groupe sur un corps.

On remarque que le sous-groupe

Go={I(z) | v € Ag,x \ {0}}
est normal dans G. On définit I’ordre réduit de G' par
‘G|red = [G : GOHAG,K : Z(K)]
Remarque 2.3.7. Supposons K commutatif. Alors I(z) = id est un élément de G pour tout
x € K\ {0}. Ainsi Gy = {id} et Ag x = K. Donc |Glred = |G
Définition 2.3.8. Soit G un N-groupe agissant sur un corps K.

1) Un sous-groupe H de G est un N-sous-groupe si H est un N-groupe pour laction sur K
induite par celle de G.

2) Un sous-groupe H de G est dit N-invariant si le N-sous-groupe de G engendré par A5 (H)
est égal & G, ou A (H) désigne le normalisateur de H dans G.

Théoréme 2.3.9. (Correspondance de Galois) Soit E/K une extension galoisienne de groupe
G telle que [E : K], < 00.

1) Il existe une correspondance bijective entre les N-sous-groupes H de G et les sous-corps
intermédiatres K C L C E :

Hw— E! ={z e E|o(x)=x pour tout o € H}
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L Fixg(L) ={0 € G|o(x) =x pour tout v € L}.

Dans cette correspondance, E/EY est galoisienne de groupe H et on a [E : E®]; = |H|yeq.
2) Si H est un N-sous-groupe, alors Aut(E¥ /K) = Ng(H)/H. De plus, E¥ /K est galoisienne
st et seulement si H est N-invariant dans G.

Remarque 2.3.10. 1) La notion de N-groupe est I’équivalent de la notion de sous-groupe normal
dans la correspondance de Galois usuelle.

2) 11 n’est pas difficile de voir que, si E/K est une extension galoisienne finie extérieure, la
correspondance est similaire & la correspondance de Galois usuelle, c’est-a-dire entre tous les
sous-groupes du groupe de Galois de E/K et tous les sous-corps intermédiaires.

3) Une conséquence de ce théoréme est que, si /K est une extension galoisienne finie a groupe
de Galois d’ordre fini G, alors [E : K|y = |Glrea < |G|. En général, il n’y a pas égalité, comme
le montre B. Deschamps dans [Des18].

4) Etant donné un corps H de dimension finie sur son centre k, on a vu que H/k était galoisienne
de groupe H*/k* (voir exemples 0.2.1). Un sous-groupe U/k* (avec k* C U C H*) de H*/k*
est un N-sous-groupe si seulement si Ay g = U U{0} est une k-sous-algébre de H. Cela revient
a dire que U U {0} est un corps (car [H : k] < oo) . La correspondance de Galois associe alors
a chaque N-sous-groupe U/k* le sous-corps HU/¥" = Zy (U U {0}) de H et a chaque sous-corps
intermédiaire k C L C H le N-sous-groupe Zg(L)*/k*.

2.3.4 Théorie de Galois infinie

Nous rappelons enfin la généralisation de la correspondance de Galois profinie. Pour plus de
détails, voir [Jac56, Chapter VII|.

Définition 2.3.11. Une extension E/K est dite relativement algébrique & gauche si pour tout
¢ € E, le sous-corps K (§) de E engendré par K et £ est de dimension finie a gauche sur K.

On se donne une extension galoisienne E /K, extérieure et relativement algébrique a gauche
de groupe de Galois G. Ce groupe de Galois est en fait un groupe profini (voir [Jac56, Page 167]
pour plus de détails).

Théoréme 2.3.12. Les applications
Hw— Ef ={z e E|o(x)=x pour tout o € H}

et
L — Fixg(L) = {0 € G| o(z) =z pour tout x € L}.

établissent une correspondance bijective entre les sous-groupes fermés H de G et les sous-corps
intermédiaires K C L C E. Par cette correspondance, EH | K est galoisienne si et seulement si
H est normal dans G, et dans ce cas, le groupe de Galois de EY /K s’identific au groupe G/H.

Remarque 2.3.13. Dans le cas d’une extension galoisienne algébrique de corps commutatifs, le
théoréme 2.3.12 coincide avec la correspondance de Galois infinie usuelle.
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Chapitre 3

Théorie inverse de Galois sur les corps
de fractions rationnelles tordus

Dans ce chapitre, nous montrons que, si H est un corps de centre h et ¢ un automorphisme
d’ordre fini de H tels que le sous-corps h{? de h fixé par o contienne un corps ample, alors
le probléme inverse de Galois admet une réponse positive sur le corps H(T, o) des fractions
rationnelles tordu. De plus, si h{?) contient un corps qui est, soit réel clos, soit hensélien de
caractéristique résiduelle nulle et contenant toutes les racines de I'unité, alors le groupe prolibre
de rang dénombrable F,, est groupe de Galois sur H (T, o).

Ce chapitre est basé¢ sur l'article [Beh21] et est divisé en deux parties. D’abord, dans la
section 3.1, nous montrons le théoréme 0.3.5. Ensuite, dans la section 3.2, nous prouvons le
théoréme 0.3.6.

3.1 Preuve du théoréme 0.3.5

Commencons par rappeler la stratégie de I'extension galoisienne des scalaires présentée dans
[DL20] :

Lemme 3.1.1. Soient K un corps et k un corps contenu dans le centre Z(K) de K. Si L/k
désigne une extension algébrique galoisienne de groupe G telle que la k-algébre M = K ®y. L soit
un corps, alors :

1) Si l'on considére K comme sous-corps de M, lapplication

U Gal(L/k) — Aut(M/K)
o — V(o) M = M (3.1.1)
h@x — h®o(x)

est un isomorphisme de groupes.

2) L’extension M/K est galoisienne de groupe G.

Démonstration. 1) On voit facilement que ¥ est un monomorphisme de groupes. Pour la sur-
jectivité, considérons n € Gal(M/K). On remarque tout d’abord que Z(M) est un corps. Vu
que n(Z(M)) = Z(M), la restriction de n & Z(M) est un k-automorphisme. Or (k ® L)/k est
une sous-extension galoisienne de Z(M)/k, donc n(k ®j L) = k ®; L. Ainsi, on peut définir une
application o, : L — L qui & | € L associe l'unique [ € L vérifiant n(1 ® 1) = 1 ® I. On vérifie
aisément que oy, est un isomorphisme d’anneaux, donc o, € Gal(L/k). Il reste a vérifier que ’on
aV(o,) =1n. A cet effet, pour h e K et l € L, on a ¥(oy)(h®1) = ¥(oy)(h®1)¥(0y)(1®1) =
(hel)(1ooy)=ntrho)n(lel)=n((h®1)(1®1)) =n(h®!). Ainsi, on a ¥(o,;) = 1.
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2) On voit immeédiatement que la sous-algébre des invariants de M par l'action de Aut(M/K)
vaut K, ce qui conclut la preuve. ]

La difficulté dans la méthode de I'extension galoisienne des scalaires consiste & assurer que
Palgébre M = K ®j L reste un corps. Dans [DL20], les auteurs y arrivent en considérant
K = H(T), le corps de fractions tordus & indéterminée centrale dont le corps des constantes H
est de dimension finie sur son centre h. Ils contrélent alors les zéros de la norme réduite dans
Vextension L/h(T). Ceci limite de maniére rédhibitoire I’étude au cas ou K = H(T,id) avec
[H : h] < +o0. La nouvelle approche que nous proposons pour le cas K = H(T, o) consiste a
plonger K, L et M dans un méme corps (de séries). Cela va nous permettre d’étendre le résultat
de [DL20] & des cas ou o # id et [H : h| = 4o0.

Proposition 3.1.2. Soient H un corps de centre h (de dimension non nécessairement finie sur
h) et o un automorphisme de H d’ordre n > 1. Si hto) désigne le corps des invariants de h par
Vaction de o, alors Uapplication h'°)(T™)-linéaire

7 H(T,0) Qo (pmy W7 ((TM) = H((T, 7)),
qui envoie chaque tenseur © ® 1 sur xl, est un monomorphisme de h{%) (T™)-algébres.

En particulier, pour toute extension intermédiaire b\ (T™) C L C b\ ((T™)) de dimension
finie sur h\9)(T™), lalgeébre H(T, o) ®pio) (rny L est un corps.

Démonstration. En toute généralité, si A, B, C' désignent trois k-algébreset f: A — C,g: B —
C sont deux morphismes de k-algébres, alors I’application k-linéaire A®, B — C qui au tenseur
a ® b associe f(a)g(b), est un morphisme d’algébres si et seulement si Im(g) est inclus dans le
commutant dans C' de Im(f) (ce qui équivaut & dire que Im(f) est inclus dans le commutant
dans C' de Im(g)). Dans notre situation, h{® ((T™)) est inclus dans le centre de H((T, o)), ce qui
montre que 7 est bien un morphisme d’algébres.

Pour linjectivité de 7, considérons hy, ..., hs € H(T,0) et z1,...,z, € R9((T™)) tels que
x =17 _1 hm® zy, verifie 7(z) = 0. Puisque H[T, o] est un anneau de Ore (voir lemme 2.1.13),
en appliquant s fois la possible écriture b='a = a’b'~! (a,b,a’,b’ € H[T,o]), on déduit I’existence
d’un polynéme u € H[T, o]\ {0} tel que, pour tout m € [1,s], on ait h,u € H[T,o]. Comme
u® 1 est inversible et comme 7(z)7(u ® 1) = 7(3_5,_1 hmu ® zy,), pour montrer que z = 0, on
peut supposer que les h,, sont dans H[T, o]. Le méme type de manipulation permet de supposer

que les z,, sont dans k{7 {[T"]].

Fixons une h')-base (e;)jes de H. En utilisant la centralité de h(”)(T™), on peut écrire
chacun des h,, sous la forme d’une somme finie

lm n—1

hm(T) = ZTM Z al7k7mTk avec ay g.m € H
=0 k=0
Im n—1

= ZTM Z Z Alk,j,m€; T* avec J,,, C J un sous-ensemble fini choisi
=0 k=0 \jeJm
uniformément pour [ et k variant et Ak jm € hto)

n—1
= Z Z ekaPkJ’m(Tn) avec Pk’j’m(Tn) € h<o> [Tn]
k=0j€Jm
On a alors

n—1 n—1
hn @ 2m =Y Y (T Pejm(T™) @ 2 = > > (;T%) @ (Prjm(T™) 2m)

k=0 jEJm k=0 jEJm
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et en sommant pour m = 1,...,s, on trouve finalement une partie Jo = {J,, Jm, C J finie et des
séries

Zhg = > Projm(T™)zm € b [[T7]]
m=1

(en ayant pris soin de poser Py j m(T™) =0si j & Jy,) telles que

s n—1
x = Z hm @ 2 = Z Z(eka) ® 2 j-
m=1 k=0 j€Jo

En posant formellement z; ; = Zak7j7lTl” (avec ay ;1 € h<">) et en utilisant la centralité, on
1>0
trouve alors

n—1 n—1
T(z) = Z Z eka Z ak,j,lTln _ Z Z Z 1€ Ttk — .

k=0 jeJo 1>0 1>0 k=0 \j€Jo

On en déduit que, pour tout k& € [0,n — 1] et tout [ > 0, on a > .

(ej); étant une h{?) base de H, on a alors ag,j; = 0 pour tous k, j,l. Ainsi, toutes les séries zj ;
sont nulles et donc x = 0.

Qg j1€5 = 0. La famille

Pour le dernier point de la proposition, considérons h{?)(T™) ¢ L < h{7((T™)) tel que le
corps L soit de dimension finie sur h{®)(T™). Puisque I'anneau unitaire H(T,0) ®; ) () L se
plonge dans le corps H((T,0)), il est donc intégre. En tant que H (T, 0)-espace vectoriel a gauche,
H(T,0) @) (pny L est de dimension [L : R\ (T™)] < +o0. Le lemme 3.1.3 qui suit montre alors
que H(T, o) ®po) (pny L est bien un corps. O

Lemme 3.1.3. Si A désigne un anneau intégre contenant un corps K (non nécessairement
commutatif) tel que A soit de dimension finie en tant que K-espace vectoriel & gauche (pour la
multiplication o droite dans A), alors A est un corps.

Démonstration. Fixons x € A\ {0} et notons m, : a — az la multiplication a droite par
z. L’application m, est un K-endomorphisme de A, mais comme A est supposé intégre, cette
application linéaire est injective. Rappelons que les théorémes classiques (théoréme du rang,
etc.) d’algebre linéaire sur les corps commutatifs restent valables sur les corps gauches (voir
[Ehrll, §3.11] et [Ehrll1, §3.12] ). En application du théoréme du rang et puisque A est supposé
de dimension finie sur K, on en déduit que m, est surjective. Ainsi, il existe 27 € A tel que
mg(z71) = 27tz = 1. Donc, tout  # 0 posséde un inverse 4 gauche mais comme 1 est un neutre
bilatére, finalement, tout = # 0 posséde un inverse a droite. 0

Maintenant, venons-en a la preuve du théoréme 0.3.5 dont nous rappelons 1’énoncé.

Théoréme 0.3.5 Soient H un corps de centre h (H non nécessairement de dimension finie sur
h) et o un automorphisme d’ordre fini de H. Si hlo) désigne le corps des invariants de k par o,
alors on a

PIGSMU) — PIGH(T,U)'

En particulier, si h\?) contient un corps ample, alors le PIGg(1,s) admet une réponse positive.

Démonstration. Supposons que le PIGS, -y admette une réponse positive. Soit G' un groupe fini.
En notant n > 1 'ordre de o, par hypothése, il existe une extension galoisienne finie L/ h<">(T")
de groupe G telle que L C h'?)((T™)). Par la proposition 3.1.2, I'algébre H (T, o) ®po) () L Teste
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un corps. De plus, par le lemme 3.1.1, Pextension (H (T, 0) ®},(0) L)/H(T,o) est galoisienne
de groupe de Galois G. Par conséquent, le PIG (7 ») admet une reponse positive. En particulier,
si h{9) contient un corps ample, alors, comme rappelé dans Pintroduction, le PIGS;,»y admet
une réponse positive et il en est donc de méme du PIG (7 5. O

Remarque. Soient H un corps de centre h et ¢ un automorphisme d’ordre fini n > 1 de H.
Soit G un groupe fini vérifiant I'un des quatre cas suivants :

1) G abélien et h infini,

2) G =S5, (n>3) et h infini,

3) G=A, (n>4) et h est de caractéristique nulle,
4) G résoluble et h de caractéristique positive.

Par la preuve de [DL20, proposition 12], il existe hy C h{?) et une extension galoisienne L/ho(T™)
de groupe G et vérifiant L C ho((T™)). En conséquence, Lh{?) /h{7) (T™) est galoisienne de groupe
de G vérifiant Lh(?) C h{? ((T™)). Avec le méme argument que dans la preuve du théoreme 0.3.5,
G est groupe de Galois sur H(T, o).

Ezemples 3.1.4. Dans [DL20], les auteurs fournissent des exemples de corps gauches, de dimen-
sions finies sur leurs centres et sur lesquels le PIG admet une réponse positive. Ils montrent que
si H est un corps gauche contenant un corps ample dans son centre, alors le PIGg(7) admet une
réponse positive, ou H(T') est de dimension finie sur son centre. Notre théoréme 0.3.5 est bien
plus général comme le montre les exemples suivants.

a) En considérant la conjugaison complexe 7 sur C, le corps C(T,7) est bien une algébre simple
centrale de centre R(72), qui contient un corps ample. Le corps C(T,7) est bien de dimension
finie sur son centre mais les résultats de [DL20| ne peuvent s’appliquer car 'indéterminée n’est
pas centrale. Notre théoreme (.3.5 assure cependant une réponse positive au PIGe(r 7).

b) Lorsque kg est un corps ample a groupe de Brauer nul (par exemple lorsque kg est PAC!), les
résultats de [DL20] sont sans intérét puisqu’il n’existe pas d’algébre simple centrale non triviale
de centre kg. Pour autant, notre théoréme 0.3.5 s’applique non trivialement a des corps H de
centre ko un corps ample & groupe de Brauer nul. Par exemple, si I'on prend kg = C((U)), on a
ko = Puis(C) et Gal(kg/ko) ~ Z. En considérant ¢ un générateur de Z, on voit que H = ko(Y, o)
est de centre ko et le théoréeme 0.3.5 assure que le PIG a une réponse positive sur H(T).

3.2 Preuve du théoréme 0.3.6

Dans leur article [DD04], les auteurs introduisent la notion galoisienne de v-liberté, dont la
définition peut s’adapter au cas des corps gauches. Rappelons en quelques mots de quoi il s’agit.
Un corps commutatif H est dit ¢-libre si, pour tout systéme projectif (G, sp)nen de groupes
finis ou s, : Gy, — Gp—1 est un épimorphisme pour tout n > 1 (ce que Débes et Deschamps
appellent dans leur article un systéme complet de groupes finis), il existe une tour d’extensions
finies galoisiennes (H,,/H)nen et une suite d’isomorphismes (e, : G, — Gal(H,/H))nen tels
que, pour tout n € N, on ait

€n O Spi1 = resH"ﬁI/ O €nit,

H7L+1/H

ou res
H,/H

: Gal(Hy,41/H) — Gal(H,/H) désigne I’épimorphisme de restriction.

1. On dit qu’un corps K est PAC (Pseudo Algébriquement Clos) si toute variété non vide définie sur K admet
au moins un point K-rationnel. Par exemple, le corps Q" (i) est PAC ot Q" désigne la cloture totalement réelle
de Q. Voir [FJ08] pour plus de détails.

44



Dans ce cas, on dit que la tour (H,/H ),en réalise le systéme complet (G, sp)nen. Cette défi-
nition n’est pas directement applicable dans le cas ot H est un corps gauche. En effet (voir §2.3
ou [Coh95, Chapter 3|), si l'on dispose d’une tour d’extensions galoisiennes finies M/L/H, la
traditionnelle suite exacte

1 — Gal(M/L) — Gal(M/H) — Gal(L/H) — 1,
valable dans le cas commutatif, doit étre remplacée par la suite
1— Gal(M/L) — Ji/c;al(M/H)(Gal(M/L)) — Gal(L/H) — 1,

ol JVGal(M/H)(Gal(M/L)) désigne le normalisateur de Gal(M /L) dans Gal(M/H) (dans cette
situation, on sait alors que Gal(M/H) est le plus petit N-sous-groupe (voir §2.3) contenant
le normalisateur). Ainsi, I'application res™/ ™ n'est pas nécessairement définie. Une maniére
, Vapp L1 D

de pallier & ce probléme consiste a considérer des extensions extérieures. En effet, dans cette
situation, les éléments x de M tels que 'automorphisme intérieur I(z) : m € M + zma~! € M
appartienne au groupe AGaia/m)(Gal(M/L)) sont exactement les éléments du centre Z(M) de
M. Puisque Z (M) est un corps, le groupe Agaiv)m)(Gal(M/L)) est donc un N-groupe et I'on a
donc NGy (Gal(M /L)) = Gal(M/H). On peut donc définir la t-liberté d'un corps gauche
de la méme maniére que dans le cas commutatif, mais en demandant que chaque extension
H, /H soit extérieure. Un autre intérét a ne considérer que des extensions extérieures est que,
dans cette situation, la théorie de Krull des extensions galoisiennes infinies reste valide dans le
cas relativement algébrique, comme mentionné dans l'introduction (voir aussi §2.3). Pour ces
raisons, nous étendons la définition de -liberté comme suit :

Définition 3.2.1. Un corps H est dit -libre si, pour tout systéme complet de groupes finis
(G, Sn)nen, il existe une tour d’extensions (H,/H ),en telle que :

a) =, Hn/H est une extension galoisienne extérieure et relativement algébrique a gauche,
b) pour tout n € N, H,,/H est galoisienne (nécessairement extérieure) de groupe G,, et il existe
€n : G ~ Gal(H,,/H) vérifiant

Hpi1/H
€n O Sn41 =TSy O €ntl

pour tout n € N, ou rengﬁ{/H : Gal(Hpq1/H) — Gal(H,/H) désigne I’épimorphisme de
restriction.

Eu égard aux propriétés de la théorie de Galois infinie des corps quelconques, la preuve
présentée dans [DD04, proposition 1.2] montre immédiatement que la t-liberté d’un corps gauche
équivaut juste a l'existence d’une extension relativement algébrique galoisienne extérieure de

groupe de Galois le groupe prolibre de rang dénombrable F,, (c’est-a-dire a la réalisation d’un
systéme complet de groupes finis particulier qui définit ce groupe).

Proposition 3.2.2. Soient H un corps, k un corps contenu dans le centre de H et (Ly/k)nen
une tour d’extensions galoisiennes qui réalise un systéme complet de groupes finis (G, Sn)nen-
Supposons que M, = H Qy L, reste un corps pour tout n € N. Alors :

1) pour toutn € N, l'extension M, /H est galoisienne extérieure relativement algébrique & gauche
de groupe Gy,

2) sil’on pose L = J, ey Lin, alors M = L ®y H = |, cy Mn est un corps qui est une extension
galoisienne extérieure relativement algébrique & gauche de H,

3) la tour d’extensions galoisiennes (M, /H)nen réalise le systéme (G, Sn)nen de sorte que

Gal(M/H) ~ lim G,,.

n
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Démonstration. 1) Soit n € N. Comme M, est un corps, l'extension M, /H est galoisienne de
groupe de Galois G,. En remarquant [M,, : H] = Gal(M,,/H), on déduit de |[Des18, Théoréme],
que M, /H est extérieure. Le fait que M, /H soit relativement algébrique est clair.

2) La suite (M, )pen filtre M, donc M est un corps. D'une part, 'extension M /H est galoisienne
car L/k Vest. D’autre part, M/H est extérieure car tout x € M est dans un certain M,. De
plus, 'extension M /H est relativement algébrique en étant filtrée par les extensions relativement
algébriques M,,/H (n € N).

3) Par hypotheése, il existe une suite d’isomorphismes (€, : Gy, = Gal(L,/k))nen telle que pour
tout n € N, on a

€n O Spil = resézyé/k O €ntl, (3.2.1)

ol resézyli/ F désigne le morphisme de restriction. Pour tout n € N, en considérant ’isomorphisme
U, : Gal(L,/k) — Gal(M,/H) défini dans (3.1.1), on vérifie que I'on a

U, o resﬁz*/'li/k = res%:*/'}{/H oW, 1 (3.2.2)

pour tout n € N. Pour tout n € N, on pose €, = ¥, o¢,. Alors, on a
c L1 k ]\/[n+1 H
€n0Spt1 =¥y 0(€n08n41) = <\I/n o resLJk/ ) O€ntl = resMn/H/ 0 (Vpt10€n+1)
— pocMni1/H _
= reS]V[n/H O €n+1

pour tout n € N. La deuxiéme (resp. troisiéme) égalité vient de 1’égalité (3.2.1) (resp. (3.2.2)).
Il reste & montrer 'isomophisme. Pour tout n € N, on a res%ﬁ i /1 © res%y}jH = res Mnl/qH,

donc on déduit un morphisme @ : Gal(M/H) — lim Gal(M,/H), qui est un isomorphisme car

n

(My,/H )pen filtre M/H. 0

Etant donnés un corps commutatif ¥-libre k£ et un corps H contenant k£ dans son centre, on
voit que si pour tout systéme complet de groupes finis (G, $,,), on sait trouver une tour (L, /k)
réalisant ce systéme et telle que H ®j L, reste un corps pour tout n, alors H sera -libre. C’est
cette idée que nous allons utiliser pour montrer le théoréme 0.3.6. Nous exploitons & cet effet la
construction présentée dans [DD04| pour montrer le résultat suivant :

Proposition 3.2.3. Soit k un corps commutatif contenant un corps kg qui est, soit réel clos, soit
hensélien de caractéristique résiduelle nulle et contenant . Alors, pour tout systéme complet de
groupes finis (G, Sn)nen, il existe une tour d’extensions galoisiennes (L /k(T))nen qui réalise
(G, Sn)nen telle que L, C k((T)) pour tout n € N.

Démonstration. Pour la terminologie sur I'extension de corps de fonctions : régularité, spécia-
lisation, etc, on renvoie au §1.1.1. Pour la proposition, il suffit de montrer le résultat lorsque
k = ko. En effet, supposons qu’il existe une tour (F,/ko(T)), qui réalise (G, sn)nen telle que
F, C ko((T)) pour tout n € N. Pour tout n € N, on pose L, = F,k. On obtient que la tour
(Lpn/k(T))nen réalise aussi (G, Sn)nen et que 'on a L, C k((T)) pour tout n € N.

Nous remarquons que, quitte a faire le changement de variables T' — 1/T, il suffit de trouver
une tour (Ly/k(T))nen telle que L,, C k((1/T")) pour tout n € N. Pour la preuve, nous allons
distinguer selon que le corps k est réel clos ou valué hensélien.

-ler cas : Le corps k est réel clos.

Si k = R, alors cela résulte de [DD04, remarque 2.2]. Dans le cas général, voir la preuve de
[DD04, théoréme 2.3].
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-2éme cas : Le corps k est valué hensélien.

Notons v la valuation sur k et (k,,v) le complété de (k,v). Par les constructions de [DD04,
Partie 3.1], il existe une suite croissante de parties finies non vides (Up)nen de k et une tour
d’extensions galoisiennes (Ly, /ky(T))nen de points de branchement U,, telles que (Ly, /ky(T))nen
réalise régulierement (c’est-a-dire L,Nky = ky) le systéme (G, Sn)nen €t que pour tout n € N,
la spécialisation (Ly)oo de Ly /ky(T) en oo est égale & k,. La preuve du [DD04, Théoréme 3.4]
montre que la tour (Ly/ky(T))nen admet un modéle (Ly,/k(T))pen (Cest-d-dire L, = Lpk,)
qui réalise réguliérement le systéme complet (G, sn)nen. Pour tout n € N, puisque oo n’est pas
un point de branchement de L, /ky(T), le point oo n’est pas non plus un point de branchement
de L, /k(T). Vu que (k,v) est hensélien pour une valuation de rang 1, on a k, Nk = k. Or la
spécialisation (L,)eo de L, en oo est incluse a la fois dans k et dans la spécialisation (En)oo de
L, en 00, donc (Ly)eo = k. d

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour établir la i-liberté de certains corps des
fractions rationnelles tordus :

Théoréme 3.2.4. Sotent H un corps de centre h et o un automorphisme d’ordre fini de H.
Supposons que hi?) contienne un corps ho qui est, soit réel clos, soit hensélien de caractéristique
résiduelle nulle et contenant le groupe des racines de l'unité poo. Alors, le corps H(T, o) est
W-libre au sens de la définition 3.2.1.

Démonstration. Considérons un systéme complet de groupes finis (G, Sn )nen. Par la proposition
3.2.3, il existe une réalisation (L, /h{%) (T™))pen du sytéme complet (Gy, sp)nen telle que L, C
R ((T™)) pour tout n € N. Par la proposition 3.1.2, algébre M,, = H(T, o) ®pto) (rmy L Teste
un corps pour tout n € N. La proposition 3.2.2 montre que M/H = (|J,, M)/ H est galoisienne
extérieure, relativement algébrique a gauche et que la tour (M,,/H(T,0))nen est galoisienne
finie, relativement algébrique a gauche réalisant (G, sp)nen. Done, H(T, o) est w-libre. O

Comme remarqué précédemment, on voit que le théoréme 3.2.4 est équivalent au théoreme
0.3.6’ suivant :

Théoréme 0.3.6°. Soient H un corps de centre h et o un automorphisme d’ordre fini de H.
Supposons que le corps des invariants h'%) contienne un corps hg qui est, soit réel clos, soit
hensélien de caractéristique résiduelle nulle el contenant toules les racines de 'unité. Alors, il
existe une extension L/H (T, o) galoisienne extérieure, relativement algébrique et de groupe ﬁw,

Nous précisons que le théoréme 0.3.6 est exactement le théoréme 0.3.6° sans les conclusions
"extérieure" et "relativement algébrique".

Ezemple 3.2.5. Dans le théoréme 0.3.6’, en prenant H = Hpg le corps des quaternions réels (de
centre R) et 0 = id, on obtient que le groupe F,, est groupe de Galois sur Hg (7). De méme, le
groupe F,, est groupe de Galois sur L(T, o), ot L/C((U)) est une extension finie non triviale et

o € Gal(L/T((V))).

Remarque 3.2.6. Dans certaines situations, les corps des fractions rationnelles tordus avec déri-
vation H(T,o,d) peuvent se ramener au cas ot 6 = 0, ce qui permet d’appliquer les résultats
de ce chapitre. En effet, il est par exemple montré dans [Coh95, Theorem 2.3.1] que si § # 0 et
h{7) = h, alors les corps H(T,o0,0) et H(T,o) sont isomorphes. Nous n’avons pas inclus ces cas
dans les théorémes 0.3.5 et 0.3.6 pour ne pas en alourdir artificiellement les énoncés.
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Chapitre 4

Problémes de plongement finis sur les
corps gauches

Dans ce chapitre, nous étendons la notion de probléme de plongement fini sur les corps com-
mutatifs, une notion centrale de la théorie inverse de Galois, & la situation d’un corps quelconque
H de dimension finie sur son centre h. Nous montrons tout d’abord que résoudre un probléme
de plongement fini sur H équivaut a trouver une solution & un certain probléme de plongement
fini sur h vérifiant une contrainte polynomiale. Nous montrons ensuite que tout probléme de
plongement fini scindé constant sur le corps H(T') des fractions rationnelles & indéterminée cen-
trale T" admet une solution, si h est un corps ample. Il s’agit d’un analogue non commutatif d’un
résultat profond de Pop. Plus généralement, nous résolvons de tels problémes de plongement
finis sur les corps H(T, o) des fractions rationnelles tordus, ot ¢ est un automorphisme de H
d’ordre fini. Nos résultats généralisent de précédents travaux sur le probléme inverse de Galois
sur les corps quelconques.

Ce chapitre est basé sur l'article [BDL20]| et est constitué de quatres parties. D’abord, dans
la section 4.1, nous présentons les préliminaires. Ensuite, dans la section 4.2, nous étendons la
terminologie des problémes de plongement finis valable pour les corps commutatifs aux corps de
dimension finies sur leurs centres. Aprés, dans la section 4.3. nous résolvons certains problémes
de plongement finis scindés. Enfin, dans la section 4.4, nous généralisons aux corps gauches la
réduction faible—scindé.

4.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, si H C L sont deux corps quelconques, alors nous considérerons toujours
L comme espace vectoriel sur H a gauche.

4.1.1 Extensions galoisiennes de corps quelconques

Lemme 4.1.1. Soit L/H une extension extérieure.
1) Si H est commutatif, alors L l’est aussi.
2) Pour tout corps intermédiaire H C F C L, 'extension L/F est extérieure.

Preuve. 1) Supposons H commutatif. Comme L/H est extérieure, H est contenu dans le centre
de L et tout automorphisme intérieur de L est donc dans Aut(L/H). Comme L/H est extérieure,
idz, est donc le seul automorphisme intérieur de L, i.e. L est commutatif.

2) Si I(y) (y € L*) fixe F point par point, alors I7(y) fixe H point par point. Comme L/H est
extérieure, cela entraine Iy (y) = idy. Ainsi L/F est extérieure. O
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Soient H un corps et k un sous-corps du centre de H. Soit ¢/k une extension galoisienne de
corps commutatifs & groupe de Galois fini. Supposons que M = H ®y, £ soit un corps. Alors, par
le lemme 3.1.1, 'extension M/H est galoisienne (on identifie H et H ®y, k) et, pour tout x € £
et tout 0 € Gal(M/H), on a 0(1 ® z) =1 ® & pour un unique = € £. De plus, ¢ :  — T est un
élement de Gal(¢/k) et I'application suivante est en fait un isomorphisme :

TESy )k S . (4.1.1)

N‘M/H:{ Gal(M/H) — Gal({/k)
o — o

Le théoréme suivant, qui repose sur [DL20, théoréme 7| et sa preuve, décrit les extensions
galoisiennes & groupe de Galois fini d’un corps de dimension finie sur son centre :

Théoréme 4.1.2. Soit H un corps de dimension finie sur son centre h.
1) Soit L/H une extension galoisienne & groupe de Galois fini. On a :
a) le centre £ de L est une extension finie galoisienne de h,
b) Fu (voir §2.2) ne posséde que le zéro trivial sur ¢,
c) L=H®®pt,
d) Uapplication fevsf/hH (voir (4.1.1)) est un isomorphisme,
e) L/H est extérieure.

2) Réciproquement, soit £ un corps commutatif qui est une extension galoisienne de h a groupe
de Galois fini et sur lequel Fgr ne posséde que le zéro trivial. On a :

a) H ®p { est un corps de centre ¢,

b) lextension (H @y, £)/H est galoisienne,

(Hopt)/H
1

c) Vapplication res Ih esl un isomorphisme.

4.1.2 Résultats sur les corps de fractions rationnelles tordus
Pour la terminologie sur les anneaux et corps tordus, on peut voir le §2.1.3.

Lemme 4.1.3. Soient H un corps et o un automorphisme de H d’ordre fini m. Notons ¢ la
restriction de o au centre h de H.

1) Si H est de dimension finie sur h, alors H(T, o) est de dimension finie sur son centre.

2) Supposons que l’ordre intérieur de o soit égal & m. Alors le centre de H(T, o) vaut h\® (T™).

Preuve. 1) Comme le centre de H(T, o) contient h{%)(T™), il suffit de montrer que H (T, o) est
de dimension finie sur h{? (T™). Pour cela, notons que, comme H est de dimension finie sur h
et o est d’ordre fini, la dimension de H sur h{%) est finie. Soit ey, ..., e, une h\%-base de H
et soit T’ espace vectoriel engendré sur h'% (T™) par tous les éléments de la forme e;T7 avec
i€ [1l,7] et j € [0,m —1]. On a alors H[T,0] CT' C H(T, o). De plus, I est un anneau et est
de dimension finie sur h{% (T™). Ainsi I est un corps. Comme tout élément de H (T, o) s’écrit
sous la forme P(T)Q(T)~ ! avec P(T),Q(T) € H[T, o], on obtient H(T,o) =T.

2) Soit @ = > 5, anT™ un élément du centre de H(T,0) avec an, # 0. Par le critére de
rationalité (voir proposition 2.1.4), on peut trouver deux entiers s > 1 et ny > 0 et des éléments
Y1,--.,Ys de H tels que

Qn = an—lgn_l(y1> + an—QUn_Q(yQ) 4+ an—san_s(ys> (412)

pour tout n > n;. Puisque = est dans le centre de H(T',0), on a Tz = xT, c’est-a-dire

Z o(ap)T™H = Z anT"

n>ng n>ng
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Cela entraine o(a,) = an, c’est-a-dire a,, € H') pour tout n. On a donc =z € H'?((T)). De
plus, pour tout @ € H, on a ax = xa, c’est-a-dire

Z aa, T" = Z ano"(a)T",

n>ng n>ng

Pour n > ng tel que a, # 0, on a donc 0"(a) = a;,'aay,, i.e. o™ est intérieur. Pour un tel n,
I’hypotheése sur 'ordre intérieur entraine alors que m divise n. On a donc aa,, = aya pour a € H
et n tel que a, # 0, i.e. z € b ((T™)). Soit u le quotient de la division euclidienne de s par m.
Par (4.1.2), pour [ € N tel que ml > ny, on obtient

ml = Ap(1—-1)Ym + Cpm(—2)Y2m + * + Qm(l—w)Ymu-

Ainsi, par le critére de rationalité, x € H(T™). Comme zx est dans le centre de H (T, o), on obtient
en fait que z est dans le centre de H(T™), c’est-a-dire dans h(T™) (voir, par exemple, [Coh95,
Proposition 2.1.5]). Ainsi z € h{® ((T™)) N A(T™). Comme R ((T™)) N h = h® et h/h{) est
galoisienne finie, h{%) ((T™)) et h sont linéairement disjoints sur h{?). Ainsi h(T™) et (O ((T™))
sont linéairement disjoints sur h{% (T™) (voir [FJ08, Lemma 2.5.3]), i.e. h(T™) N A0 ((T™)) =
h@)(T™). On a donc x € i (T™). O

4.1.3 Extensions de corps de fractions rationnelles tordus

On s’intéresse enfin aux extensions de corps de la forme L(7T,7)/H (T, o). Commencons par
le lemme élémentaire suivant :

Lemme 4.1.4. Soient L/H une extension de corps, o € Aut(H) et 7 un automorphisme de L
d’ordre fini prolongeant o.
1) Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) (r,Aut(L/H)) = Aut(L/H) x (1),
i) Aut(L/H) N (r) = {id},
iii) l’ordre de T vaut l'ordre de o.
2) Supposons les trois conditions suivantes vérifiées :
a) L est commutatif,
b) L/H est galoisienne,
c¢) Uordre de T vaut 'ordre de o.
Alors L\ et H sont linéairement disjoints sur H'") et L = LW H .

Preuve. 1) Comme 7(H) = o(H) = H, on a Aut(L/H) < (r,Aut(L/H)) et on a donc
(r,Aut(L/H)) = Aut(L/H)(T). Ainsi i) < ii) est vraie. De plus, on a Aut(L/H) N (1) = (™),
ou m est 'ordre de o. Par conséquent, ii) < iii) est aussi vraie.

2) Par a) et ¢), on a [L{7) : H{?)] = [L : H]. De plus, L") H = L) [ Gal(L/H) — [(nNGal(L/H) _ T,
par b), ¢) et 1). Ainsi [L{7) : H®)] = [L{" H : H], ce qui achéve la preuve. O

La proposition suivante sera utilisée pour définir des applications de restriction :

Proposition 4.1.5. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et o € Aut(H).
Notons ¢ la restriction de o & h. Soient L/H une extension galoisienne & groupe de Galois fini
et T un automorphisme de L d’ordre fini étendant o. Soient £ le centre de L et T la restriction
de T o L. Supposons la condition suivante vérifiée :

(x) lordre de T vaut l'ordre de .

Alors L(T,7) = H(T, 0) ®y)(rm) (TNT™), ot m est ordre de 7.
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Preuve. Notons tout d’abord que, par le théoréme 4.1.2, ¢ est une extension galoisienne de h.
De plus, puisque 7 étend o, on a hi® C ¢{7). Ainsi H(T, o) ®p@) (Tm) ¢ (T™) est bien défini.

Considérons maintenant ’application h{ (T"™)-linéaire

W H(T,0) ®p@) m) Oy —  L(T,7)
' YRz — yz

Puisque £ (T™) est contenu dans le centre de L(T, 7), ) est un morphisme d’algébres. De plus,
Im(v) contient H(T, o) et est de dimension finie sur ce corps. Ainsi Im(¢) est un corps.

Nous montrons ensuite que 1 est surjective. Pour cela, notons que, par () et le lemme 4.1.4,
¢7) et h sont linéairement disjoints sur h'% et £ h = £. Par conséquent, si fi,..., f, est une
h{%)-base de £7) alors f1,..., f, est une h-base de £. Puisque L = H ®p, £ (voir théoréme 4.1.2),
on en déduit que fi,..., fr (que U'on identifie & 1 ® f1,...,1® f,) est une H-base de L.

Maintenant, soit z = >_.a; 7% € L[t, 7] ((a;); C L). Pour tout 4, il existe (a;)i_, C H tel
que a; = > p_q @ fr. Alnsi

r=Y (; i fk> T = Z Zk: ((aixT") fi)) = (Z Ek: ((a;pTH @ ﬁ;)) .

K3
Ainsi LT, 7] C Im(¢)). Comme Im(7)) est un corps et tout élément de L(7T,7) s’écrit sous la
forme P(T)Q(T)~! avec P(T),Q(T) € L[T, ], on en déduit L(T,7) = Im(1)).

Montrons enfin que ¥ est injective. Pour cela, notons que, puisque H est de dimension finie
sur h et o est d’ordre fini, la dimension de H sur h'®) est finie. Considérons une h{%)-base (¢;);
de H. Soit x =}, 2;®y; € H(T',0) @y (pm) CNT™) () € H(T, 0) et (y;); € £0(T™)) tel
que ¥(x) = 0. Comme ¥ (x) = 0 et H[T, o] est un anneau de Ore, par itération de la propriété
de Ore, on peut supposer (z;); C H[T, o] et (y;); € £[T™]. On peut alors écrire

m—1
=YY" NjleT! @uy), (4.1.3)
1 j=0

ot ()15 C WA et (v )i € €7 [T™]\ {0}. Pour tout (I, ), on pose vy ; = ., b j.T™?, avec
(bij.a)1,5.0 C ¢7) et pour tout (I,4,a), on a bija =Dk Cliakft avec (cijak)ijak C h{%) . Ainsi

U(x) =) (Z (Z (Arjctjak) 6z> fk) T+,

(j,a) k l
[’égalité précédente montre alors que, pour tout (j,a,k,1), on a
)\l,jcl,j,a,k =0. (4:14)

Fixons maintenant ([, j). Comme v ; # 0, il existe (a,k) tel que ¢;jqx 7 0. Ainsi, en utilisant
(4.1.4), on obtient A;; = 0. Par (4.1.3), on en déduit x = 0. O

Remarque 4.1.6. 1) La condition (x) entraine que les ordres de o et 7 sont égaux. En effet,
par le lemme 4.1.4, il suffit de montrer Gal(L/H) N (1) = {idz}. Soit donc j > 1 tel que
77 € Gal(L/H). En particulier, on a 7/ € Gal(¢/h). Si I'on suppose (*), alors, par le lemme
4.1.4, on a Gal(¢/h) N (7) = {ids} et donc 7/ = idy. Comme L est de dimension finie sur son
centre £, le théoréme de Skolem—Noether entraine que 77 est intérieur. Or 77 est dans Gal(L/H)
et L/H est extérieure par le théoréme 4.1.2. On a donc 77 = idy,.
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2) Si, dans la proposition 4.1.5, on suppose aussi que l'ordre de o vaut l'ordre de o, alors, par le
lemme 4.1.3, le théoréme de Skolem-Noether et le 1), le centre de H(T, o) vaut hi® (T™). Ainsi,
dans la preuve, 'injectivité de 1 est une conséquence directe de [Bla72, théoréme II-3].

3) En général, la réciproque du 1) est fausse. En effet, rappelons tout d’abord que le niveau d'un
corps commutatif h est, soit le plus entier n > 1 pour lequel il existe (z1,...,x,) € h*" tel que
—1 =2+ -+ 22 (si un tel n existe), soit oo (sinon). Par le théoréme de Pfister (voir, par
exemple, [Lam05, Chapter XI, Theorem 2.2]), le niveau de h est infini ou une puissance de 2.
De plus, pour un corps commutatif A de niveau au moins 4, notons Hp, le corps des quaternions

a coefficients dans h, i.e. H, = h @ hi ® hj ® hk (i2 = j2 = k% = ijk = —1).

On se donne maintenant une extension galoisienne ¢/h de corps commutatifs telle que ¢ soit de
niveau au moins 4 et telle que Gal(¢/h) soit fini d’ordre pair (par exemple, h = Q et £ = Q(v/2)).
Posons L = Hy et H = Hy,. Par le théoréme 4.1.2, L/ H est galoisienne a groupe de Galois fini
d’ordre pair. Soit 7/ un élément d’ordre 2 de Gal(L/H), soit o = Iy (i) et soit 7 = I (i) o 7.
Clairement, o est d’ordre 2 et o = idy. De plus, puisque 7’ fixe H point par point, 7 prolonge
o. Mais, puisque L/H est extérieure (voir théoréme 4.1.2), 7/ n’est pas intérieur et, ainsi, 7 ne
I’est pas non plus. Par le théoréme de Skolem—Noether, on en déduit 7 # idy. Mais, pour z € L,
on a Ir(i) o 7'(z) = ir'(x)i~! et donc 72(x) = I (i) o 7'(i7'(x)i™Y) = a7/ (i) (x) 7' (i 1)i™! =

i?xi~2 = x, ce qui montre que 7 est d’ordre 2.

4.2 Problémes de plongement finis

Dans cette partie, nous étendons la terminologie des problémes de plongement finis sur les
corps commutatifs & la situation des corps de dimension finie sur leurs centres. Nous démontrons
aussi une version plus précise du théoréme 0.3.7 (voir théoréme 4.2.9).

4.2.1 Applications de restriction

Etant données deux extensions galoisiennes L/H et F'/M a groupes de Galois finis et telles

que L C F' et H C M, nous notons resgg Papplication de restriction Gal(F/M) — Gal(L/H)

(c’est-a-dire resi?%](a)(:p) = o(x) pour tout o € Gal(F/M) et tout x € L), si celle-ci est bien
définie.

F/M

Contrairement au cas commutatif, ’application res;’,, n’est pas définie en général. Nous
donnons maintenant des conditions suffisantes sur L, H, F' et M pour qu’elle le soit.

Proposition 4.2.1. Soient L/H et F/M deuz extensions galoisiennes a groupes de Galois finis,
telles que L C F et H C M, et vérifiant les conditions suivantes :

1) F = M®y,, ly et L =HQy, (g pour des extensions galoisiennes {yr/ky et Ly [k de corps
commutatifs o groupes de Galois finis et telles que kyr (resp. ki) soit contenu dans le centre de

M (resp. de H),

2) il existe une extension galoisienne ly/ko de corps commutatifs de groupe fini telle que
a) bo C Uy Ny et ko C kay Nky,

b) lextension lp/ko est galoisienne finie et [{g : ko) = [lm : knl,

c) Gal(ly/lo) N Gal(ly/kr) = {idy,, }.

F/M
Alors res /

LIH est bien définie.
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Preuve. On a le diagramme d’extensions de corps suivant :

FZM@]CMEJM LZH@kHéH

N

0

ky

N

ko

Puisque £y/ kg est galoisienne a groupe de Galois fini et a) est vérifiée, on peut considérer I’applica-

tion resié%’;M. De plus, par b), on a foky = Egal(zH/eo)EgaI(éH/kH) = fgal(zH/eo)ﬂGal([H/kH) =y

la derniére égalité étant le ¢). Par b), on en déduit [y : ko] = [lokpy : k], c'est-a-dire £y et ky
L[k
éo/ko

. . . . N — F/M —~— L/H .
est un isomorphisme. En outre, puisque 1) est vraie, les applications TSy Tk et TSy, Jku (voir

sont linéairement disjoints sur kg. En utilisant & nouveau ok = £f, on en déduit que res

(4.1.1)) sont des isomorphismes bien définis. On peut alors considérer

L/H \— [k — Oar/kar - F/M
g= (resgé/kH) 1o (resef/kOH) Lo reseg%OM o resek/j/kM :Gal(F/M) — Gal(L/H).  (4.2.1)

Alors g = resf%\{/[. En effet, par ce qui précede, on a L = H ®y,, (g = H Q4 loky. Etant donnés
o€ Gal(F/M),x € H, y € {y et z € kg, on a donc

kg — Ok —F/M
go)(z®yz) =2 ® ((resef/ko’{) Lo reseg%OM o reszj\{j/kM(a)(yz)).

Mais, puisque y est dans £y, on a (resﬁf/k]zH)_l o resﬁé%ﬁM o 1@%2{1%”[ (0)(y) = o(y) et, puisque
z € kp et o laisse fixe H point par point, on a

Cr/ka\—1 Car [k —~ F/M
(resgf/ko}’) o reséé”/{m]” o resgh/j/kM (0)(2) = z = 0(2),

Ainsi g(0)(z ® yz) =z ® o(yz) = o(x ® yz), ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 4.2.2. Avec les notations de la proposition, la définition de resf/M (voir (4.2.1)) montre

J/H
.. . . . . N Or /e
que cette application est un isomorphisme si et seulement s’il en est de méme de reseg%oM .

Nous appliquons maintenant notre construction dans quatre situations.

I) Bien entendu, le cas des corps commutatifs est couvert. Plus précisément, soient F/M et L/H
deux extensions galoisiennes de corps commutatifs & groupes de Galois finis et telles que H C M
et L C F.Danscecas,ona F'=M®y F et L =H ®p L. La proposition 4.2.1 s’applique donc
avec by =F, kyy =M, bgp=0y=Let ky=ky=H.

IT) Soit F'/M une extension galoisienne a groupe de Galois fini. Supposons F' = M ®j, ¢ pour
une certaine extension galoisienne ¢/k de corps commutatifs & groupe de Galois fini et telle que
k soit contenu dans le centre de M. On pose £y =bg=fyg =L =Flet kyy=ko=kyg=H = k.
F/M

L/H de la proposition 4.2.1 est un isomorphisme, qui vaut fvesf/kM (voir

Alors I'application res
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(4.1.1)). En particulier, si M est de dimension finie sur son centre m, alors F' = M ®,, f par le
théoréme 4.1.2, ou f est le centre de F. Ainsi res?//n]\f est un isomorphisme.

I1I) Soient L/H et F/H galoisiennes a groupes de Galois finis avec L C F' et H de dimension
finie sur son centre h. Par le lemme 4.1.1 et le théoréme 4.1.2, F'/L est extérieure. Ainsi le centre
f de L est un sous-corps du centre f de F. De plus, par le théoréme 4.1.2, on a F' = H ®p f
(resp. L = H ®p ¢) et f/h (resp. £/h) est galoisienne finie. En posant M = H, {y; = f, kay = h,
bo =Lty =L et kg = kg = h, la proposition 4.2.1 montre que resgg

Remarque 4.2.3. Si L/H et F/H sont deux extensions galoisiennes a groupes de Galois finis,

F/H
L/H

est bien définie.

telles que F'/H soit extérieure et telles que L C F, alors res
du §3.2 ou [Coh95]).

IV) Nous appliquons enfin la proposition 4.2.1 aux extensions de corps de fractions rationnelles
tordus.

est bien définie (voir le début

Corollaire 4.2.4. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et 0 € Aut(H). Soient
L/H une extension galoisienne & groupe de Galois fini et 7 un automorphisme de L d’ordre fini
étendant o. Notons T la restriction de 7 au centre £ de L et supposons :

(7, Gal(¢/h)) = (7) x Gal(¢/h). (4.2.2)

L(T,r)/H(T,0)

L/H est un isomor-

Alors L(T,7)/H(T, o) est galoisienne a groupe de Galois fini et res
phisme bien défini.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera réutilisé dans la suite :

Lemme 4.2.5. Soient H un corps de dimension finie sur son centre et L/H wune extension
galoisienne a groupe de Galois fini. Soit h (resp. £) le centre de H (resp. de L), soit o € Aut(H)
et soit T un automorphisme de L d’ordre fini prolongeant o. Soit & (resp. T) la restriction de o
(resp. de T) a h (resp. a £). Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) (7,Gal(¢/h)) = Gal(¢/h) x (T),

ii) Uordre de T vaut Uordre de & et Uextension £7) /h{) est galoisienne.

Preuve du lemme 4.2.5. Par le théoreme 4.1.2, ¢ est une extension galoisienne de h. De plus,
puisque T prolonge o, on a h'%) C 7). Par conséquent, les conditions i) et ii) sont bien définies.
De plus, en vertu du lemme 4.1.4, on peut supposer que (7,Gal(¢/h)) vaut Gal(¢/h) x (T) et
se contenter de montrer que (7) < (7,Gal(¢/h)) si et seulement si £{7)/h{%) est galoisienne.
Pour cela, notons que, puisque ¢/h est galoisienne, on a h = (Gallt/h) ot done h{9) = ¢(T.Gallt/h))
Comme (7, Gal(¢/h)) est fini, le lemme d’Artin montre que £/h{% est galoisienne et Gal(¢/h{?)) =
(7,Gal(¢/h)). Ainsi £ /h{%) est galoisienne si et seulement si Gal(¢/£{7) < Gal(¢/h{?)), c’est-
a-dire si et seulement si (7) < (7, Gal(¢/h)). O

Preuve du corollaire 4.2.4. Notons ¢ la restriction de o a h. Par (4.2.2) et le lemme 4.2.5, I’ordre
de 7 vaut l'ordre de & et £7) /h{%) est galoisienne de degré [¢ : h]. On peut donc appliquer la
proposition 4.1.5 et conclure que L(T,7) = H(T,0) ®p@) (7m) (7 (T™), ott m est Vordre de 7.
De plus, h{% (T™) est contenu dans le centre de H(T, o) et £ (T™)/h{%) (T™) est galoisienne a
groupe de Galois fini. Par le §4.1.1, L(T,7)/H(T, o) est galoisienne & groupe de Galois fini.

Montrons maintenant que resﬁ%f)/ A(T0) ost un isomorphisme bien défini. On applique pour

cela la_proposition 4.2.1 avec F' = L(T,7), M = H(T,0), {yy = £7(T™), kay = hi(T™),
lo =0T ko = Rl ﬁg =/et ku = h. L’extension ly/ko = €<T>/h<‘7> est galoisienne finie et, par
(4.2.2), Ly /ko = £/h9) = £/0TGaE/R) Pest aussi. De plus, [(g : ko) = (07 : K@ =[¢: h] =
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[0 : kg) et Gal(€/lo) N Gal(£y /ky) = Gal(¢/07)) N Gal(¢/h) = {id,} = {id,, } par (4.2.2).
L(T,r)/H(T,0)

Ainsi res; H est bien définie et, par la remarque 4.2.2, ¢’est un isomorphisme. O
Remarque 4.2.6. Si H est de dimension finie sur son centre et L/H galoisienne & groupe de
Galois fini, le corollaire 4.2.4 s’applique immeédiatement dans les deux cas suivants :

o 7 =idy,

e 0 est n’importe quel automorphisme de H d’ordre fini, L = H et 7 = 0.

Nous présentons maintenant trois cas d’application moins immédiats.

1) Soit H un corps de dimension finie sur son centre h, soit L/H une extension galoisienne a
groupe de Galois fini et soit y € H \ {0} pour lequel il existe n > 1 tel que y™ € h. Clairement,
le corollaire 4.2.4 s’applique si o = Iy (y) et 7 = I1(y).

2) Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que n =1 (mod m). Pour une indéterminée
U, le corps L = C((UY™)) est une extension galoisienne de H = C((U)) de groupe Z/nZ. Si
o est I'automorphisme de H d’ordre m défini par U — €2"/™U | on considére automorphisme
7 de L défini par UY™ s e27/m7V/n Alors 7 est d’ordre m et, puisque n = 1 (mod m), la
restriction de 7 & H vaut 0. De plus, (4.2.2) est vraie.

3) Soit K un corps de dimension finie sur son centre k. Soient n > 2 un entier et G un groupe fini
non trivial tels qu'il existe une extension galoisienne L/K de groupe Z/nZ x G. Par le théoréme

4.1.2, si £ est le centre de L, on a :
ZRN

g{O}xG KZ/an{l}
Z/n& k/

De plus, H = K ®;, /19%%C est un corps et H/K est galoisienne de groupe Z/nZ. Soient & un
générateur de Gal(/{%*C /k) et o un générateur de Gal(H/K) tel que resgé}fiG/k(a) = 0. En
outre, H{0IXG et ¢2/m2x{1} sont linéairement disjoints sur k et leur compositum vaut £. Ainsi il

existe 7 € Gal(¢/k) d’ordre n et tel que resﬁ{f}xc/k(?) = 0. Soit 7 € Gal(L/K) l'antécédent de
L/K

T SOus res, Tk Alors 7 étend o. Enfin, L/H est galoisienne de groupe G (voir théoréme 4.1.2)
et, par construction, on a (7, Gal(f/E{O}XG» >~ (T) x Gal([/g{O}XG).

Le corollaire 4.2.4 admet la réciproque partielle suivante :

Proposition 4.2.7. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et o € Aut(H).
Soient L/H une extension galoisienne o groupe de Galois fini et T un automorphisme de L
d’ordre fini étendant o. Notons T la restriction de T au centre £ de L. Supposons :

1) L(T,7)/H(T,0) est galoisienne a groupe de Galois fini,

2) Dordre intérieur de o (resp. de ) vaut l'ordre de o (resp. de T).

Alors (T,Gal(¢/h)) = (T) x Gal(¢/h).

Preuve. Soit o la restriction de o a h. Par 2) et le lemme 4.1.3, les centres de H(T,0) et
L(T,7) sont K@ (T™) et £7)(T™), ot m (resp. n) est Pordre de o (resp. de 7). Comme H (T, o)
est de dimension finie sur son centre (voir lemme 4.1.3), le théoréme 4.1.2 et 1) montrent que
¢ (T™) /RLO)(T™) est galoisienne. De plus, comme T™ € £7)(T™), on a n|m et donc n = m.
Ainsi (7 / h{%) est galoisienne. En outre, comme n = m, le théoréme de Skolem-Noether et 2)
montrent que les ordres de ¢ et 7 sont égaux. Le lemme 4.2.5 permet alors de conclure. O
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4.2.2 Problémes de plongement finis
4.2.2.1 Terminologie

Soit H un corps de dimension finie sur son centre. Un probléme de plongement fini sur H est
un épimorphisme a : G — Gal(L/H), ou G est un groupe fini et L/H une extension galoisienne.
On dit que a est scindé 8'il existe un plongement o/ : Gal(L/H) — G tel que aod’ = idgai(r/m)-
Une solution faible & a est un monomorphisme § : Gal(F'/H) — G, ou F//H est une extension
galoisienne vérifiant L C F'| tel que 'application composée « o 3 soit ’application de restriction
resgg du IIT) du §4.2.1. Si 8 est un isomorphisme, on dit solution plutdt que solution faible.
Remarque 4.2.8. 1) Plus généralement, on peut définir un probléme de plongement fini sur un
corps quelconque H (pas nécessairement de dimension finie sur son centre). Cependant, pour

la notion de solution faible, nous avons besoin que res L; I

la remarque 4.2.3, c’est le cas sans aucune hypothése sur H, a condition de supposer F/H
extérieure. Comme la plupart de nos résultats supposent H de dimension finie sur son centre,
nous nous restreignons & cette situation dans la terminologie ci-dessus.

soit bien définie. Comme vu dans

2) Soient H un corps de dimension finie sur son centre et o : G — Gal(L/H) un probléme
de plongement fini sur H. Puisque G est fini, L/H est extérieure (voir théoréme 4.1.2) et, par
conséquent, le lemme 4.1.1 s’applique : si H est commutatif, alors L ’est aussi. De méme, si
Gal(F/H) — G est une solution faible & « et si H est commutatif, alors F' 1’est aussi. Par
conséquent, notre terminologie étend celle du cas commutatif rappelée dans le §0.1.4 et aucune
confusion n’est possible.

4.2.2.2 Passage des corps quelconques aux corps commutatifs et vice-versa

Soit H un corps de dimension finie sur son centre h. Nous renvoyons au §2.2 pour la définition
de la forme polynomiale Fp associée a la norme réduite de H/h.

Soit @ : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H. Puisque resgL/hH est un
isomorphisme, ou ¢ est le centre de L (voir le IT) du §4.2.1),

G =res;) oo : G — Gal(/h) (4.2.3)

est un probléme de plongement fini sur h. Par le théoréme 4.1.2, Fy n’a que le zéro trivial sur

. De plus, si f: Gal(F/H) — G est une solution faible a «, alors res?//f est un isomorphisme,
ou f est le centre de F'. Ainsi

B=Bo(resy/ )" Gal(f/h) > G (4.2.4)
est une solution faible & &, car resf/hH o resgg = res(]; //;LL ) res?//f . De plus, Fyg n’a que le zéro

trivial sur f et 5 est une solution & « si et seulement si 8 est une solution a a.

Réciproquement, soit o : G — Gal(¢/h) un probléme de plongement fini sur h tel que Fp

ne posséde que le zéro trivial sur £. Par le théoréme 4.1.2, (H ®p, £)/H est galoisienne a groupe
(Hopt)/H

de Galois fini et le centre de H ®p, £ vaut £. Ainsi res, Ih est un isomorphisme et
o = (resiy, "M o 01 G — Gal((H @y, £)/H) (4.2.5)

est un probléme de plongement fini sur H. De plus, si 5 : Gal(f/h) — G est une solution faible &
a telle que Fp ne posséde que le zéro trivial sur f, alors, par le théoréme 4.1.2, (H ®p, f)/H est
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(Honf)/H

une extension galoisienne a groupe de Galois fini et le centre de H®y, f vaut f. Ainsi res /h

est un isomorphisme. Par conséquent, ’application composée

B = Bores\ I Gal((H @ f)/H) — G (4.2.6)
est une solution faible & &, puisque resél/q@m/H o resgggﬁg))//g = resg//;; o resgf;lfhf)/H. Il est

également clair que § est une solution & « si et seulement si B est une solution a &.

Enfin, soit a : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H. Puisque L = H @, l
(voir théoréme 4.1.2), ot h (resp. £) est le centre de H (resp. de L), on a & = . De méme, si 3 :
Gal(F/H) — G est une solution faible & «, alors BC = (. Réciproquement, soit o : G — Gal(¢/h)
un probléme de plongement ﬁn} sur h tel que Fy ne possede que le zéro trivial sur £. Puisque le
centre de H ®, £ vaut £, on a & = o. De méme, si 3 : Gal(f/h) — G est une solution faible a «
telle que Fyr ne posséde que le zéro trivial sur f, alors B =p.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant, qui généralise a la fois [DL20, théoréme 7|
et le théoréme 0.3.7 de l'introduction :

Théoréme 4.2.9. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et a : G — Gal(L/H)
un probléme de plongement fini sur H. Les applications B — B et v — 4 sont des bijections
réciproques entre ’ensemble des solutions § a « et l'ensemble des solutions v : Gal(f/h) — G a
& telles que Fr ne posséde que le zéro trivial sur f.

4.2.2.3 Solutions géométriques

Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et ¢ € Aut(H). Soient a : G —
Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H et 7 un automorphisme de L d’ordre fini
étendant o. Notons 7T la restriction de 7 au centre ¢ de L et supposons (7, Gal(¢/h)) = (T) x
Gal(¢/h). Alors L(T,7)/H(T, o) est galoisienne & groupe de Galois fini et rengH THT0) gt un
isomorphisme bien défini (voir corollaire 4.2.4). Comme le corps H(T,0) est de dimension finie

sur son centre (voir lemme 4.1.3), application composée

a7 = (resy TN o 01 G — Gal(L(T, 7)/H(T, 7)) (4.2.7)
est un probléme de plongement fini sur H(T,0). Une solution (o, T)-géométrique & o est une
solution Gal(E/H(T,0)) = G & oy 7. Si 7 = idy, on dit plutot solution géométrique. Comme
dans la remarque 4.2.8, E est commutatif dés que H (T, o) l'est. En particulier, il n’y a aucune
confusion possible avec la notion de solution géométrique du §0.1.4.

De plus, notons & la restriction de o & h. Par les lemmes 4.1.4 et 4.2.5, Uextension £'7) /h(@)

est galoisienne et resﬁ{;h) 1@ est un isomorphisme. Avec & comme dans (4.2.3), on peut donc

considérer le probléme de plongement fini sur h{%) suivant :

Ao r = resﬁ{g/h@ od: G — Gal(¢{™/piohy. (4.2.8)
Lemme 4.2.10. On a oy, = (reszgvfh)él;f(T,a))A 0 G-
Preuve. Notons m Dordre de 7. Par la définition de resi%}ﬂ/H(T’U), on a
Qor = (re L(TT)/H(TU)) 1o g
(re gL<(TT(;)n/m€{/(hT<f )(Tm))f1 o ( eSﬁ;ﬁhZ?/h{a(Tm))” ° resﬁ{g Jn@) © @
= (re 13<I(TT)*{II){/(hT<:>)(Tm))_1 (res g;%g/h(a)@m) “lod,,
= (res ZST/;)/H(T 0’)) 0 Cor,
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ce qui démontre le lemme. O

4.3 Reésolution de problémes de plongement finis scindés

Le théoréme suivant est ’objectif de cette partie :

Théoréme 4.3.1. Soit H un corps de dimension finie sur son centre h, soit o € Aut(H) et
soit o la restriction de o & h. Soient a : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H
et T un automorphisme de L d’ordre fini étendant o. Soit T la restriction de T au centre £ de L.
Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

1) « est scindé,

2) (7,Gal(¢/h)) = (T) x Gal(¢/h),

3) il existe un sous-corps ample ko de h'%) et un corps commutatif Uy galoisien sur ko tels que
o et b9 soient linéairement disjoints sur ko et tels que Loh@) = 07

Alors o admet une solution (o, T)-géométrique.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui fait le lien avec le cas des corps commutatifs :

Lemme 4.3.2. En conservant les notations du théoréme, supposons que 2) soit vérifiée et notons
m ordre de 7. Alors a a une solution (o, T)-géométrique, pourvu que Oy (voir (4.2.8)) posséde
une solution géométrique Gal(e/h{7 (T™)) — G wérifiant e C £ ((T™)).

Preuve du lemme 4.3.2. Tout d’abord, notons que @, est bien défini puisque 2) est vraie. Soit
B : Gal(e/h{%)(T™)) — G une solution géométrique a @, , telle que e C £7)((T™)). Puisque la
derniére inclusion vaut, la proposition 3.1.2 s’applique : L(T, T) @) (Tmy € est un corps. De plus,
puisque 2) est vraie, on a

L(T7 T) = H(T7 U) ®h<5>(TW) £<;> (Tm) (431)
(voir proposition 4.1.5). Ainsi, en vertu de, par exemple, [Desll, proposition 37|, on a
L(T, 7) @) (pmy € = (H(T', 0) @) (pm) (D(T™)) @41 (rmy € = H(T,0) @) (pmy €.

En particulier, £ = H(T, 0) ®,,) (rmy € est un corps et, par le §4.1.1, extension E/H(T,o0) est
galoisienne. De plus, puisque e contient £ (T™) et (4.3.1) est vraie, on a L(T,7) C E.

E/H(T,o)

Maintenant, le §4.1.1 montre que IeS, 1. (@) (7m)

est un isomorphisme. On peut alors considérer

I’isomorphisme composé (o resf/hIgT(;T)n) :Gal(E/H(T,0)) — G. Le lemme 4.2.10 fournit alors
E/H(T, L(T)/H(Tyo)\—1  — E/H(T,
Q0o rese/h(;g (;i) (resﬂg:) /:L)</5> ( U)) toa,,0f0 reSe//,l<a(> (;7)rL)
L(T,7)/H(T,0)\—1 /R (T™) E/H(T,0)
( o) /(3 )" o 18y@ niey TS @) (7m)
_ E/H(T,0)
= "Lrrn/HTe)
ce qui conclut la démonstration du lemme. ]

(T) /p(@) . . .
Preuve du théoreme 4.3.1. Par 3), l"esgO /k/oh est un isomorphisme. Considérons le probléme de

plongement fini
/ (7 /h<5> o
ol =resy ;" 0Ty G — Gal(4y/ko)
sur ko. Puisque ko est ample (par 3)) et o/ est scindé (par 1)), on peut appliquer [Pop96, Main
Theorem A] (voir aussi [HJ98, Theorem 1]) pour obtenir que o/ a une solution géométrique
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B : Gal(e/ko(T™)) — G vérifiant e C Lo((1™)), ot m est l'ordre de 7. Or, par 3) et puisque
eNko = {o, lapplication de restriction resz}/ﬁz/ﬁg ™)

composé

est un isomorphisme. Ainsi 'isomorphisme

(&) /1 (&) (m ~ ~
Bores” 0™ Gal(en® /n®) (1) - @
est une solution géométrique a @, . De plus, comme e C £5((T™)), on a eh® C Lohi7 (T™)) =
€<T>((Tm)). Il ne reste plus qu’a appliquer le lemme 4.3.2 pour conclure la démonstration. ]

Remarque 4.3.3. 1) Pour 7 = idy, le théoréme 4.3.1 affirme que tout probléme de plongement
fini scindé sur un corps H de dimension finie sur son centre h admet une solution géométrique,
si h est ample, comme annoncé dans le théoréme 0.3.8 de 'introduction.

2) Si H = L dans le théoréme 4.3.1, on a ’énoncé suivant, qui est un cas particulier du théoréme
0.3.5 et dont le cas 0 = idy est [DL20, théoréeme B| :

Soient H un corps de dimension finie sur son centre h et o un automorphisme de H d’ordre
fini. Supposons que hi%) contienne un corps ample, ot & est la restriction de o a h. Alors tout
groupe fini est le groupe de Galois d’une extension galoisienne de H(T, o).

3) Les 1) et 2) de cette remarque correspondent aux deux situations de la remarque 4.2.6 dans
lesquelles le corollaire 4.2.4 s’applique immédiatement. Bien entendu, des corollaires du théoréme
4.3.1 correspondant aux situations “non triviales" de la remarque 4.2.6 peuvent aussi étre donnés.
Nous laissons ce travail au lecteur intéressé.

4.4 A propos de la réduction faible—scindé

Dans cette derniére partie, nous étendons la réduction faible—scindé au cas des corps de
dimension finie sur leurs centres. Nous donnons aussi une variante du théoréme 4.3.1 pour les
problémes de plongement finis admettant une solution faible (voir corollaire 4.4.4).

4.4.1 Extensions de la réduction faible—scindé

Rappelons tout d’abord cette réduction dans le cas commutatif (voir [Pop96, §1 B) 2)| et
[DD97, §2.1.2]) :

Proposition 4.4.1. Soient k un corps commutatif et o : G — Gal(¢/k) un probléeme de plon-
gement fini sur k. Pour toute solution faible Gal({'/k) — G a «, il existe un probléme de
plongement fini scindé o/ : G' — Gal(¢'/k) sur k vérifiant les propriétés suivantes :

1) ker(a) = ker(o),

2) toute solution Gal(f'/k) — G’ 4 o/ donne une solution Gal(f/k) — G & «a avec f C [,

3) toute solution géoméirique Gal(e'/k(T)) — G’ a o fournit une solution géométrique
Gal(e/k(T)) — G a « vérifiant e C €.

Nous démontrons maintenant une premiére généralisation :

Proposition 4.4.2. Soient H un corps de dimension finie sur son centre, o : G — Gal(L/H)
un probleme de plongement fini sur H et v : Gal(L'/H) — G une solution faible a «. Il existe
un probléme de plongement fini scindé o' : G' — Gal(L'/H) sur H vérifiant :

1) ker(a) = ker(a),

2) toute solution Gal(F'/H) — G’ a o' donne une solution Gal(F/H) — G & o avec F C F’.
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Preuve. Considérons le probléeme de plongement fini & : G — Gal(¢/h) sur le centre h de H
(voir (4.2.3)), ou £ est le centre de L. Comme + est une solution faible a «, ¥ : Gal(¢'/h) — G
(voir (4.2.4)), ou ¢ est le centre de L, est une solution faible & & et Fy (voir §2.2) n’a que
le zéro trivial sur £'. La proposition 4.4.1 fournit alors un probléme de plongement fini scindé
() : G — Gal(¢'/h) sur h qui en vérifie les 1) et 2). Comme Fpy n’a que le zéro trivial sur ¢,
on peut considérer le probléme de plongement fini (/éz\)’ :G' — Gal(L'/H) sur H (voir (4.2.5)),
que I'on note o’. Notons que o est scindé (car (&)" Vest). De plus, puisque (&) vérifie le 1)
de la proposition 4.4.1, on a ker(a’) = ker((&)") = ker(@) = ker(«), ce qui démontre le 1).
Maintenant, soit 8 : Gal(F'/H) — G’ une solution & /. Alors 5’ : Gal(f'/h) — G’ est une
solution & of = (&)’, ot f' est le centre de F’, et Fy n’a que le zéro trivial sur f’. Comme (&)’
vérifie le 2) de la proposition 4.4.1, il existe une solution 3 : Gal(f/h) — G a & telle que f C f'.
Enfin, puisque Fg n’a que le zéro trivial sur f, 5 : Gal((H @y, f)/H) — G (voir (4.2.6)) est une
solution & & = « telle que H ®, f C H @y, f' = F'. O

Nous concluons cette partie avec la variante géométrique de la proposition 4.4.2 suivante :

Proposition 4.4.3. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h el o € Aut(H).
Soient a : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H et 7 € Aut(L) étendant o et
tel que

(T,Gal(¢/h)) = (1) x Gal(¢/h), (4.4.1)

ou T est la restriction de T au centre £ de L. Soit vy : Gal(L'/H) — G une solution faible & « et
soit 7' un automorphisme de L' d’ordre fini étendant T et tel que

(7', Gal(l' /h)) = (77) x Gal(£'/h), (4.4.2)

ot 7' est la restriction de ' au centre ¢' de L'. Alors il existe un probléme de plongement fini
scindé o/ : G' — Gal(L'/H) sur H vérifiant les deuz conditions suivantes :

1) ker(a) = ker (o),

2) toute solution (o, 7')-géométrique Gal(E'/H(T,0)) — G’ a o fournit une solution (o,7)-
géométrique Gal(E/H(T,0)) — G & « vérifiant E C E'.

Preuve. Comme (4.4.1) vaut, on peut considérer le probléme de plongement fini
agr: G— Gal(L(T,7)/H(T,0))

sur H(T,o) (voir (4.2.7)). De plus, comme (4.4.2) vaut, L'(T,7")/H(T,c) est galoisienne &
L(T")/H(T\0)

L est un isomorphisme bien défini (voir corollaire 4.2.4).

groupe de Galois fini et res
Ainsi

Yor =70 resgﬁ;ﬂ)/H(T’a) : Gal(L(T,7")/H(T,0)) = G

est une solution faible & a, . Puisque H (T, o) est de dimension finie sur son centre (voir lemme
4.1.3), la proposition 4.4.2 s’applique et fournit un probléme de plongement fini scindé o : G/ —
Gal(L(T,7")/H(T,0)) sur H(T,o) qui vérifie le 1) et le 2) de cette derniére proposition. On
peut alors considérer le probléme de plongement fini

o = resg%;ﬂ)/H(T’g) oa:G — Gal(L'/H)
sur H. Comme « est scindé, il en est de méme pour o' et on a ker(a/) = ker(a) = ker(ayr) =
ker(«). Maintenant, soit 8" : Gal(E'/H(T,c)) — G’ une solution (o, 7’')-géométrique a o/. Alors
/' est une solution a o/, _, = a. Comme « vérifie le 2) de la proposition 4.4.2, il existe une solution
B : Gal(E/H(T,o0)) —~ G a Qg vérifiant E C E’. Cela conclut la démonstration puisque, par
définition, [ est une solution (o, 7)-géométrique a a. O
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4.4.2 Extension du théoréme 4.3.1

Notre dernier objectif est la variante du théoréme 4.3.1 suivante, qui concerne les problémes
de plongement finis admettant une solution faible :

Corollaire 4.4.4. Soient H un corps de dimension finie sur son centre h, o € Aut(H), « :
G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur H et 7 € Aut(L) étendant o tels que

1) a admet une solution faible Gal(L'/H) — G et il existe un_automorphisme 7" de L' d’ordre
fini étendant T et tel que (7', Gal(¢'/h)) = (7') x Gal(¢' /h), ow 7' est la restriction de 7' au centre
0 de L/,

2) (7,Gal(¢/h)) = (T) x Gal(¢/h), ot T est la restriction de T au centre £ de L,

3) h'%) est un corps ample, o & est la restriction de o a h.

Alors a a une solution (o, T)-géométrique.

Preuve. Comme 1) et 2) sont vraies, la proposition 4.4.3 s’applique et fournit un probléme de
plongement fini scindé o : G’ — Gal(L'/H) sur H vérifiant le 1) et le 2) de cette derniére
proposition. Maintenant, comme 1) et 3) sont vraies et comme o’ est scindé, o/ a une solution
(o, 7')-géométrique (voir théoréme 4.3.1). Tl ne reste alors plus qu’a utiliser que le probléme de
plongement fini o vérifie le 2) de la proposition 4.4.3 pour achever la démonstration. O

En particulier, si H est un corps de dimension finie sur son centre h et si a : G — Gal(L/H)
est un probléme de plongement fini sur H admettant une solution faible, alors a a une solution
géométrique, si h est ample, comme annoncé a la fin de l'introduction.

4.4.3 Remarque finale

Soit o : G — Gal(L/H) un probléme de plongement fini sur un corps H de dimension
finie sur son centre h. Par le lemme 4.3.2, o a une solution géométrique si & a une solution
géométrique Gal(e/h(T)) — G avec e C £((T)), ou £ est le centre de L.

La réciproque est fausse en général. En effet, supposons les conditions suivantes vérifiées :
1) h est ample,
2) «a posseéde une solution faible,
3) a n’est pas scindé.
Comme 1) et 2) sont vraies, a a une solution géométrique (voir corollaire 4.4.4). Cependant,
supposons que & posséde une solution géométrique § : Gal(e/h(T')) — G vérifiant e C £((T)).
Alors 0 n’est pas un point de branchement de e/¢(7T"). Puisque 0 n’est pas non plus un point de
branchement de ¢(T")/h(T), on en déduit que 0 n’est pas un point de branchement de e/h(T).
De plus, le corps résiduel de e en n’importe quel idéal maximal P contenant T" vaut £. Si Dy
désigne le groupe de décomposition de e/h(T) en l'idéal maximal 3, on a un isomorphisme
@o : Dy — Gal(¢/h) défini comme suit. Soit B la cloture intégrale de h[t] dans e et soit P un
idéal maximal de B contenant T'. La réduction modulo B de n'importe quel élément x de B est
notée T. On a donc B/P = { et, pour 0 € Dy et € B, on pose ¢o(0)(T) = o(x). On vérifie
alors facilement que l'on a & o 3o @y 1= idgai(e/n), ce qui contredit 3).

Pour conclure, nous donnons un exemple de probléme de plongement fini comme ci-dessus.
Considérons le groupe quaternionique (g, muni de la présentation (i,j | it=1,i2 =42 j5ij7 ! =
i~1), et le probléme de plongement fini o : Qg — Gal(Q((T))(v/2)/Q((T))) sur le corps ample
QU(T)), défini par a(i)(v/2) = —v2 et a(j)(v/2) = V2. Puisque Qg ne peut s’écrire sous la
forme H; x Ha, ou H; et Hy sont des sous-groupes propres et non triviaux de (s, le pro-

bléme de plongement fini a n’est pas scindé. Cependant, a a une solution faible. En effet,
d’apreés [Ser92, Theorem 1.2.1], Q((T))(v/2 + v/2)/Q((T)) est galoisienne de groupe Z/47Z et on
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a Q((T))(vV2) C QUT)) (V2 + V2). Si o est un geénérateur de Gal(Q((T))(v'2 + v/2)/Q((T))),
on considére l'isomorphisme S : Gal(Q((T))(v2+ v2)/Q((T))) — (i) défini par o + i.
Alors 3 est une solution faible & «. Enfin, puisque QUT))(V2+ V/2) est de niveau infini,
B : Gal(H AT (2IVE) [Hg(ry)) — Qs est une solution faible au probléme de plongement

fini & : Qg — Gal(HQ((T))(ﬂ)/HQ((T))) sur le corps des quaternions Hg(r)) a coefficients dans
Q((T)) (voir remarque 4.1.6 pour la définition), mais & n’est pas scindé.
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