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❈❤❛♣✐tr❡ ✵

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✵✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✿ ét❛t ❞❡

❧✬❛rt

✵✳✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✉s✉❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ L/Q ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐
❛♣♣❡❧é ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ L/Q ❡t ♥♦té Gal(L/Q)✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ r❡♠♦♥t❛♥t à ❍✐❧❜❡rt ❡t ◆♦❡✲
t❤❡r✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✐ t♦✉t
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞❡ Q✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s❡ ♣♦s❡ s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ K ✿

PIGK ✿ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st✲✐❧ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❄

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦r♣s ✿ R✱ ❧❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱
❧❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s✱ ❡t❝✳ ❙✉r Q✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ✐❧ ❞❡♠❡✉r❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳
❖♥ s❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ré❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r Q✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬❉è❜✵✾✱ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸❪✮ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s s♦♥t
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r Q ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞s s♦♥t✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✱ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡
●❛❧♦✐s s✉r Q ✭✈♦✐r ❬◆❙❲✵✽✱ ✾✳✻✳✶❪✮✱ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❩②✇✐♥❛✱ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ PSL2(Fp) ❡st ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r Q ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ✭✈♦✐r ❬❩②✇✶✺❪✮✳

✵✳✶✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❍✐❧❜❡rt

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉ rés✉❧✲
t❛t ❞❡ ❩②✇✐♥❛✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉
❞❡ Q✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ ❞✐r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r❡r♦♥s
❞❛✈❛♥t❛❣❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r
Q ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ T ❡t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ E/Q(T )
❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t0 ∈ Q t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Et0/Q ❞❡ E/Q(T ) ❡♥ t0 ✭✈♦✐r ➓✶✳✶✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ s♦✐t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
G✳ ❈❡❧❛ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛♠❡✉① t❤é♦rè♠❡ ❞û à ❍✐❧❜❡rt s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❙♦✐t P (T,X) ∈ Q(T )[X] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
s✉r Q(T )✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s t0 t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (t0, X)
s♦✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r Q✳

✺



P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦r♣s K ❡st ❞✐t ❤✐❧❜❡rt✐❡♥ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
Q ♣❛r K ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t P sé♣❛r❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦r♣s ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❤✐❧❜❡rt✐❡♥s✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦r♣s ❤✐❜❡rt✐❡♥s K ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ PIGK(T ) ⇔
PIGK ✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❬❋❏✵✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥s✳

✵✳✶✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ré❣✉❧✐❡r

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ré❣✉❧✐❡r ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ PIGR✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦r♣s K✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

PIGRK ✿ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st✲✐❧ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡
L/K(T ) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ L ∩K = K✮ ❄

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ G✲r❡✈êt❡♠❡♥t f : X → P1 ❞é✜♥✐ s✉r K✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✵✳✶✳✶✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❡ PIGR ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r t♦✉t
❝♦r♣s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r Q ❡t s✉r t♦✉s ❧❡s Fp ✭p ♣r❡♠✐❡r✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ PIGRK ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ PIGK ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥ K✳

❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦r♣s K ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❛✉ PIGR✳
◗✉❛♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s✱ ✉♥ ♣r♦❢♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♣ ✭✈♦✐r ❬P♦♣✾✻❪✮ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡ PIGRK
❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞ès q✉❡ K ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝♦r♣s K ❡st
❛♠♣❧❡ s✐ t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❧✐ss❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ ♣♦✐♥ts K✲r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞ès q✉✬❡❧❧❡ ❡♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦r♣s ✈❛❧✉és ❤❡♥sé❧✐❡♥s✱ ❧❛
❝❧ôt✉r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ré❡❧❧❡ Qtr ❞❡ Q ❡t ❧❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s s♦♥t ❞❡s ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s
r❡♥✈♦②♦♥s à ❬❏❛r✶✶❪✱ ❬❇❙❋✶✸❪ ❡t ❬P♦♣✶✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❙✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ P♦♣ ❡♥❣❧♦❜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs ❞ûs à ❘✐❡♠❛♥♥✱ ❍✉r✇✐t③✱ ❍❛r❜❛t❡r✱
❉è❜❡s✱ ❡t❝ ✭✈♦✐r ❬❉❉✾✼❪✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❑♦❡♥✐❣s♠❛♥♥ ❞❛♥s ❬❑♦❡✵✹❪✱ ❞❡s ❝♦r♣s
K s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉ PIGR ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s G q✉✐ s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ré❣✉❧✐❡rs s✉r t♦✉t
❝♦r♣s K ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉r Q✮✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✐t❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②✲
♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✱ ✷✺ ❞❡s ✷✻ ❣r♦✉♣❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
à ❬▼▼✶✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s
s✐♠♣❧❡s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥s G✱ t♦✉t❡s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ G s✉r Q ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞❡s
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ Q(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳

✵✳✶✳✹ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✜♥✐s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ K ❡st ✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ α : G→
Gal(L/K)✱ ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ α ❡st s❝✐♥❞é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t α′ : Gal(L/K) → G t❡❧ q✉❡ α ◦ α′ = idGal(L/K)✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ β : Gal(F/K) → G✱ ♦ù F ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
❝♦♥t❡♥❛♥t L ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡K✱ t❡❧ q✉❡ α◦β s♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥
Gal(F/K) → Gal(L/K)✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ à α ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ β : Gal(E/K(T )) →
G✱ ♦ù E ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥t❡♥❛♥t L ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ K(T )✱ t❡❧ q✉❡ α ◦ β
s♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Gal(E/K(T )) → Gal(L/K)✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉è❜❡s ❡t ❉❡s❝❤❛♠♣s ✭✈♦✐r ❬❉❉✾✼✱ ➓✷✳✷✳✶❪✮ ✿

✻



❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❚♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é G→ Gal(L/K) s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦r♣s
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ K ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(E/K(T )) → G ✈ér✐✜❛♥t E ∩K = L✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡t ✉♥✐✜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ PIGRK ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s
K✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✱ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ Q ❡st ♣r♦❧✐❜r❡ ❡t q✉✐ ❡st ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t
ét✉❞✐é❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬P♦♣✾✻✱ ❍❙✵✺✱ P❛r✵✾✱ ❉❡s✶✺❪✮✳ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❉è❜❡s ❡t
❉❡s❝❤❛♠♣s ♥✬❛ été ❞é♠♦♥tré❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡s ✭✈♦✐r ❬P♦♣✾✻✱ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❆❪✮ ❡t
❛✉❝✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉✳

✵✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✿ ét❛t ❞❡

❧✬❛rt

❈♦♠♠❡ ❞é❥à ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛✈❛♥t✲♣r♦♣♦s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ré❝❡♥t✳ ❉❛♥s ❬❉▲✷✵❪✱ ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡❣r❛♥❞
s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s
H✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡s ❝♦r♣s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡
✷ ♦✉ ❬❈♦❤✾✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪✮✱ q✉✐ r❡♥❞ ❧é❣✐t✐♠❡ ❧❡ PIGH ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❡st q✉❡✱
s❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❡♥
❧✐❝❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✵✳✷✳✶✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✕
◆♦❡t❤❡r✱ Aut(H/h) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ x ∈ H∗/h∗ 7→ I(x) ∈ Aut(H/h) ♦ù I(x)(y) = xyx−1 ♣♦✉r t♦✉s x ∈ H∗ ❡t y ∈ H✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ HAut(H/h) = h ❡t ❞♦♥❝ H/h ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❙✐ H 6= h✱ ❛❧♦rs Gal(H/h) ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
❝❧❛ss✐q✉❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐❢s H✱ ❞♦♥❝ ❧❡ PIGRH ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ PIGH(T ) ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥
s❛✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉s ❞❡ ❖r❡ ❡♥ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐❞é❛❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ s✐ H ❡st
✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s H[T ] ❡st ❧❡ H✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
s✉r H ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t q✉✐ ✈ér✐✜❡ Ta = aT ♣♦✉r t♦✉t a ∈ H ✭✈♦✐r ➓✷✳✶✳✸✮✳ ❈❡t ❛♥♥❡❛✉ ♣♦ssè❞❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s H(T ) ✭✈♦✐r ➓✷✳✶✳✸ ♦✉ ❬❈♦❤✾✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✮✳ ▲✬✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥✲
❝✐♣❛✉① ❞❡ ❬❉▲✷✵❪ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬❉▲✷✵✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❇❪✮✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ P♦♣ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ➓✵✳✶✳✸✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✷✳ ✭❉❡s❝❤❛♠♣s✕▲❡❣r❛♥❞✮ ❙✐ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ PIGH(T ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✵✳✷✳✸✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ HR✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ HR ❡st R✱
q✉✐ ❡st ❛♠♣❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ PIGHR(T ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✷✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❆▲P✷✵❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉
H(X) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s H ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ❝♦r♣s H ′(T )✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t✱ ♣❛r ❬❉▲✷✵❪✱ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r H(X) ❞ès q✉❡ h ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳

✼



✵✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧

✵✳✸✳✶ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s

❞❡ 2✲❣r♦✉♣❡s

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❛✣♥é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳

❊①❡♠♣❧❡s ✵✳✸✳✶✳ ✶✮ ❙✐ G = Z/2Z✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ F/Q = Q(
√
3)/Q ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡

G✳

✷✮ ❙✐ G = Z/4Z✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T )(
√
T 2 + 1 + T

√
T 2 + 1)/Q(T ) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲

ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ✭✈♦✐r ❬❙❡r✾✷❪✮✳

✸✮ ❙✐ G = Sn✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r Q(T ) ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Y n − Y − T ✭n ≥ 3✮ ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Q(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ✭✈♦✐r ❬❙❡r✾✷❪✮✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬▼▼✶✽❪ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡t✐t
❝❛r❞✐♥❛❧✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡rt❛✐♥s 2✲❣r♦✉♣❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥s ❞✬♦r❞r❡ 2n ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t 2n−1✳ P♦✉r n ≥ 3✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❛tr❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s
✭✈♦✐r ❬❏▲❨✵✷✱ ♣❛❣❡ ✶✷✼❪✮✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D2n ✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛s✐✲❞✐é❞r❛❧ QD2n ✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡ M2n ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés Q2n ✭✈♦✐r ➓✶✳✶✳✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t rés♦❧✉❜❧❡s✱ ✐❧s s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s
s✉r Q ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ré❣✉❧✐❡rs s✉r
Q✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡s Z/mZ ≀Z/hZ ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ E/Q(T1, . . . , Ts) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s ≥ 1✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t é❣❛❧
à h✱ ❡t q✉❡ t♦✉t ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/mZ ⋊ Z/hZ ❡st q✉♦t✐❡♥t ❞❡ Z/mZ ≀ Z/hZ ✭✈♦✐r ❬❋❏✵✽✱
➓✶✻✳✹❪✮✳ ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬❋❏✵✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✷✳✶❪✮✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ s = 1 ✭♣♦✉r h q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ ❈❡❝✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ✷✲❣r♦✉♣❡s
❝✐✲❞❡ss✉s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❡♠✐✲❞✐r❡❝ts Z/2n−1Z⋊Z/2Z ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
❡st q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/2n−1Z ⋊ Z/4Z✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭✈♦✐r ❬❏▲❨✵✷✱ ♣❛❣❡ ✶✹✶❪✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❡t ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❬❋❏✵✽✱ ➓✶✻✳✹❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✷✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t n ≥ 3 ❡t ξ = exp(2πi/2n−1)✳ P♦✉r l ∈ J1, 2n−1K ❡t ℓ ∈ {1, 2}✱ ♦♥ ♣♦s❡

zℓ,l =
∑

j∈(Z/2n−1Z)∗

ξlj
∏

k∈(Z/2n−1Z)∗

(T + 1 + (−1)ℓ
√
T 2 + 1− ξk)r(j/k)/2

n−1
,

♦ù r : (Z/2n−1Z)∗ → J0, 2n−1 − 1K ❡♥✈♦✐❡ k ∈ (Z/2n−1Z)∗ s✉r s♦♥ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♠♦❞✉❧♦
2n−1✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

w =
√
T 2 + 1 + (

√
T 2 + 1 + T

√
T 2 + 1 +

2n−1∑

l=1

z1,lz2,l)
2,

❛❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T,w)/Q(T ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Q2n ❡t Q(T,w)/Q ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ w s♦♥t ❧❡s

(−1)a
√
T 2 + 1 + (±

√
T 2 + (−1)aT

√
T 2 + 1 +

2n−1∑

l=1

z2,lz1,l+s)
2, (a, s) ∈ {0, 1} × J0, 2n−2 − 1K.

✽



◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♣♦✉r D2n ✱ QD2n ❡tM2n ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✶✳✷✳✻✱ ✶✳✷✳✼ ❡t ✶✳✷✳✽✮✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲
❞✐r❡❝t Z/mZ⋊Z/2Z ✭m ≥ 3✮✱ ❝❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✉rD2n ✱QD2n ❡tM2n ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✺✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D2m à 2m é❧é♠❡♥ts ✭m ≥ 3✮✱ ✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✻✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
ré❣✉❧✐èr❡✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t m✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛rt✐♥❛✐s ❡t ❙❝❤♥❡♣s ✭✈♦✐r ❬▼❙✾✷❪✮✳

◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❋❏✵✽✱ ➓✶✻✳✹❪ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
✧❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✧ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s E/Q(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/mZ ⋊ Z/2Z✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ Q(T1, T2) à Q(T )
r❛♣♣❡❧é ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✷ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣❛s à ré❛❧✐s❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t Z/2n−1Z ≀Z/4Z✱ ♣✉✐s s❡s q✉♦t✐❡♥ts Z/2n−1Z⋊Z/4Z✱ ♣✉✐s Q2n ✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣❧✉tôt
à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Q2n ❡st q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/2n−1Z ⋊ Z/4Z q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
♣r♦❞✉✐t ✜❜ré ❞❡ Z/4Z ❡t ❞❡ D2n ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ D2n

♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✻ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ✜❜ré✱ ❡t ❞♦♥❝ Q2n ✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬❡♥t✐❡rs t0 t❡❧s q✉❡ ❧❛ s♣é✲
❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ E/Q(T ) ❡♥ t0 s♦✐t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Q2n ✱ ♦ù E/Q(T ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ Q2n ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✷✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞✬❡♥t✐❡rs
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❉❛✈❡♥♣♦rt✕▲❡✇✐s✕❙❝❤✐♥③❡❧ ✭✈♦✐r ❬❙❝❤✵✵❪✮✱ ❋r✐❡❞ ✭✈♦✐r ❬❋r✐✼✹❪✮✱ ❉è❜❡s✕●❤❛③✐ ✭✈♦✐r
❬❉●✶✷❪✮✱ ❉è❜❡s✕▲❡❣r❛♥❞ ✭✈♦✐r ❬❉▲✶✸❪✮ ❡t ▲❡❣r❛♥❞ ✭✈♦✐r ❬▲❡❣✶✻❪✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❬▲❡❣✶✻❪✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✸✳ ❙♦✐t n ≥ 3✳ ❙♦✐❡♥t p ❡t q ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉①
à 72

n−2
+ 1 t❡❧s q✉❡ p ≡ 1 (mod 2n−1) ❡t q ≡ 1 (mod 4)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t0 ∈ J0, p2q2 − 1K

❡①♣❧✐❝✐t❡ t❡❧ q✉❡✱ s✐ t ❞és✐❣♥❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ✈ér✐✜❛♥t t ≡ t0 (mod p2q2)✱ ❛❧♦rs ❧❛
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Et/Q ❞❡ E/Q(T ) ❡♥ t ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Q2n ✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶✵ ♣♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧✬♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥s✲
tr✉✐r❡ ✉♥ t❡❧ t0✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ♣❧❛✉s✐❜❧❡ q✉❡ ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥és ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s 2✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé✳

✵✳✸✳✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❊❧é♠❡♥ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ✿ ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❖r❡✱ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s✱ t❤é♦r✐❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡t❝✳

✵✳✸✳✸ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❚❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇✳ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❡t ❋✳ ▲❡❣r❛♥❞ ❞❛♥s ❬❉▲✷✵❪
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✷✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡
rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬❉▲✷✵✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❇❪✮ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ k
❡t FK ∈ k[X1, . . . , Xn2 ] ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ✭✈♦✐r ➓✷✳✷ ♣♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ❞❡ K/k r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ k✲❜❛s❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs G ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r
K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/k t❡❧❧❡ q✉❡ FK ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦
tr✐✈✐❛❧ s✉r L✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K ⊗k L/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳

✾



❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧s ❞é❞✉✐s❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✹ ✭❛✈❡❝ K = H(T ) ❡t
k = h(T )✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é♠♦♥tré ♣❛r P♦♣ ❞❛♥s ❬P♦♣✾✻❪ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❢♦rt❡
❞✉ PIGR ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r t♦✉t ❝♦r♣s h ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳

PIGSh ✭Pr♦❜❧è♠❡ ■♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❙ér✐é✮ ✿ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ❡①✐st❡ t✲✐❧ ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/h(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ L ⊂ h((T )) ❄

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❛✈♦✐r s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
G✲r❡✈êt❡♠❡♥t X → P1 ❞é✜♥✐ s✉r h t❡❧ q✉❡ X ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t h✲r❛t✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥ r❛♠✐✜é✳

❚♦✉t ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t t♦r❞✉s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❡s❝❤❛♠♣s✕▲❡❣r❛♥❞ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ✭H ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r h✮ ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H✳ ❙✐ h〈σ〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ h ♣❛r
σ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

PIGSh〈σ〉 =⇒ PIGH(T,σ).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ PIGH(T,σ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ H(T, σ) ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉ H[T, σ] ✈ér✐✜❛♥t
Ta = σ(a)T ♣♦✉r t♦✉t a ∈ H ✭✈♦✐r ➓✷✳✶✳✸ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ◗✉❛♥❞ σ = id✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❡ ❝♦r♣s H(T )✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ♥❡ r❡♥tr❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❉▲✷✵❪ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s H = k(Y, σ) ♦ù k/k0 ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t 〈σ〉 = Gal(k/k0) ✐♥✜♥✐ ❡t k0 ❛♠♣❧❡ ✭❡✳❣✳ k0 = C((X)) ❡t k =
C((X))✮ ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡s ✸✳✶✳✹ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❛❞♠❡t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ✐♥✜♥✐ ✭✈♦✐r
➓✷✳✸✳✹✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❡t ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s
s✉r ❧❛ ψ✲❧✐❜❡rté ❞❡s ❝♦r♣s ✭♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❉❉✵✹❪✮ ♣♦✉r ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❧✐❜r❡ F̂ω ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H(T, σ)✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s h0 q✉✐ ❡st✱ s♦✐t ré❡❧ ❝❧♦s✱ s♦✐t
❤❡♥sé❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/H(T, σ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ F̂ω✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F̂ω ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r HR(T )✱ ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉ à ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ♦ù HR ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞❡
❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✺✮✳

✵✳✸✳✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉✲

t❛t✐❢s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧✐ss♦♥s q✉❛tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ q✉✐ ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ➓✵✳✶✳✹✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡✱ s✐ F/H ❡t L/H s♦♥t ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ L ⊆ F ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✈r❛✐ q✉❡
σ(x) ∈ L s✐ σ ∈ Gal(F/H) ❡t x ∈ L✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥
Gal(F/H) → Gal(L/H) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

✶✵



r❡str✐❝t✐♦♥ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs s✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪
♦✉ ➓✹✳✷✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L ❞✬✉♥ ❝♦r♣s H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡
à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L(T )/H(T ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡str✐❝t✐♦♥ Gal(L(T )/H(T )) → Gal(L/H)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✈♦✐r ➓✹✳✷✳✶✮✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ s✐ α : G → Gal(L/H) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✱ ♥♦✉s ❧✉✐ ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ α̌ :
G → Gal(ℓ/h) s✉r h✱ ♦ù ℓ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✸✮✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛s L = H ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✹ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✼✳ ❙♦✐❡♥t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t FH ∈ h[X1, . . . , Xn2 ] ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ❧❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ H/h r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ h✲❜❛s❡ ❞❡ H✳ ❆❧♦rs α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
Gal(F/H) → G s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ α̌ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ Gal(f/h) → G t❡❧❧❡ q✉❡ FH ♥✬❛✐t q✉❡ ❧❡ ③ér♦
tr✐✈✐❛❧ s✉r f ✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✾ ♣♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s à α ❡t ❝❡❧❧❡s à α̌ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ P♦♣ rés♦❧✈❛♥t
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❉è❜❡s ❡t ❉❡s❝❤❛♠♣s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✽✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ ❚♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é s✉r H ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ s✐ h ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é α : G → Gal(L/H) s✉r H ❡t ✉♥ ❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ ❢❛✐t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ h ❛♠♣❧❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ α ❛❝q✉✐èr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r H(t, σ)✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♣♦✉r
♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝✐s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✐s❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✽ ❡t ♣❡r♠❡t✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ré♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥
❝❡♥tr❡✳

◗✉❛tr✐è♠❡♠❡♥t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é ✭✈♦✐r
❬P♦♣✾✻✱ ➓✶ ❇✮ ✷✮❪ ❡t ❬❉❉✾✼✱ ➓✷✳✶✳✷❪✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s❝✐♥❞és✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é s♦♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡
❉è❜❡s ❡t ❉❡s❝❤❛♠♣s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛✣r♠❛♥t q✉❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✜♥✐ G→ Gal(ℓ/k) s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ k ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ssè❞❡
❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(e/k(T )) → G ✈ér✐✜❛♥t e ∩ k = ℓ✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ k ❡st ❛♠♣❧❡✳

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
✹✳✹✳✷ ❡t ✹✳✹✳✸ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✹✳✸✳✶ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡✱ s✐ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✱
❛❧♦rs t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ s✐ h ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡ ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✹✮✳

✶✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡

❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ 2✲❣r♦✉♣❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s 2✲❣r♦✉♣❡sG✱ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡sQ✲
ré❣✉❧✐èr❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s E/Q(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬❡♥t✐❡rs t0 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Et0/Q ❞❡ E/Q(T ) ❡♥ t0 s♦✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❡❤✷✵❪ ❡t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥
✶✳✶ ❡st ❞é❞✐é❡ ❛✉① ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/mZ ⋊ Z/2Z ✭m ≥ 3✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❡st ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s✉r Q ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s
✵✳✸✳✷ ❡t ✵✳✸✳✸ s♦♥t ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

✶✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✶✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❡t ✉♥ ❝♦r♣s K✱ ✉♥❡ G✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ F/K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❙✐ F/K ❡t M/L ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜♥✐❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ K ⊂ L ❡t F ⊂ M ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Gal(M/L) → Gal(F/K) s❡r❛ ♥♦té❡

res
M/L
F/K ✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ T ✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ E/K(T ) ❡st K✲
ré❣✉❧✐èr❡ s✐ E/K ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ E ∩K = K✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ t0 ∈ P1(K) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ E/K(T ) s✐ ❧✬✐❞é❛❧ 〈T − t0〉 ❡st r❛♠✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ K[T − t0]
❞❛♥s EK ✭s✐ t0 = ∞✱ T − t0 ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r 1/T ✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ E/K(T ) ❡st ✉♥❡ G✲❡①t❡♥s✐♦♥ K✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡✲
♠❡♥t t1, . . . , tr✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é t0 ∈ P1(K) \ {t1, . . . , tr}✱ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ E/K(T ) ❡♥ t0✱ ♥♦té❡
Et0/K✱ ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r P ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ 〈T − t0〉✳ ❈♦♠♠❡ E/K(T )
❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Et0/K ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r P✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Et0/K
❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ E/K(T ) ❡♥ P✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ G✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ E/Q(T ) ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t
t1, . . . , tr✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✱ ♦♥ ♣♦s❡ 1/∞ = 0✱ 1/0 = ∞✱ v(∞) = −∞ ❡t
v(0) = ∞✱ ♦ù v ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ p✲❛❞✐q✉❡✳ ❙♦✐t ZpZ ❧❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❡ Z ❡♥ p✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t ∈
P1(Q)✱ ♦♥ ♥♦t❡ mt(X) ∈ Q[X] ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ t s✉r Q✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ m∞(X) = 1✳

✶✸



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t t0 ❡t t1 ❞❛♥s P1(Q)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ t0 ❡t t1 s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s F ❡t ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ F ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ p ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ w
t❡❧s q✉❡ t0✱ t1 ∈ P1(F ) ❡t t❡❧s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿

✶✮ w(t0) ≥ 0✱ w(t1) ≥ 0 ❡t w(t0 − t1) > 0✱

✷✮ w(t0) ≤ 0✱ w(t1) ≤ 0 ❡t w((1/t0)− (1/t1)) > 0✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥t t0 ❡t t1 ❞❛♥s Q ❡♥t✐❡rs s✉r ZpZ✳ ❙✐ t0 ❡t t1 s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p ❡t
s✐ N(t0 − t1) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ t0 − t1 ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ F/Q ❞♦♥♥é❡ t❡❧❧❡
q✉❡ t0, t1 ∈ F ✱ ❛❧♦rs v(N(t0 − t1)) > 0✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ F ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ p ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ w t❡❧ q✉❡
w(t0 − t1) > 0✳ ❖♥ ❛ w(N(t0 − t1)) =

∑
σ∈Gal(F/Q)w(σ(t0 − t1)) ≥ w(t0 − t1) > 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ p ❡st ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ♣r❡♠✐❡r ✭❡t ✉♥ ❜♦♥ ♣r❡♠✐❡r s✐♥♦♥✮ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
E/Q(T ) s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✶✮ |G| ∈ pZ✱

✷✮ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ E/Q(T ) s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p✱

✸✮ p ❡st ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é ❞❛♥s E/Q(T )✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐❞é❛❧ pZ[T ] s❡ r❛♠✐✜❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧ôt✉r❡
✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ Z[T ] ❞❛♥s E✱

✹✮ p s❡ r❛♠✐✜❡ ❞❛♥s Q(t1, . . . , tr)/Q✱ ♦ù t1, . . . , tr s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ E/Q(T )✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ti ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ Ci ❞❡ G✱ ❛♣♣❡❧é❡
❝❧❛ss❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ EQ/Q(T ) ❡♥ ti s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❝♦♥❥✉❣✉és ❡t ❞✬♦r❞r❡ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ei✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①
❛❞♠❡t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✐st✐♥❣✉é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (T − ti)1/ei 7→ exp(2πi/ei)(T −
ti)

1/ei ❞❡ Q(((T − ti)
1/ei)) ✭♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ T − ti ♣❛r 1/T s✐ ti = ∞✮✳ ❆❧♦rs Ci ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✐st✐♥❣✉és ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ ti✳ ▲❡ r✲✉♣❧❡t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é
(C1, . . . , Cr) ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ E/Q(T )✳ P♦✉r i ∈ J1, rK✱ ♥♦t♦♥s gi ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r ❞✐st✐♥❣✉é ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ EQ/Q(T ) ❡♥ ti✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬❇❡❝✾✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷❪ ❡t ❬▲❡❣✶✻✱ ➓✷✳✷✳✸❪ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✹✳ ❙♦✐t t0 ∈ P1(Q) \ {t1, . . . , tr}✳ ❋✐①♦♥s j ∈ J1, rK t❡❧ q✉❡ t0 ❡t tj s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p s♦✐t ✉♥ ❜♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✉r E/Q(T ) ❡t q✉❡ mtj (T ) ❡t m1/tj (T ) s♦✐❡♥t
❞❛♥s ZpZ[T ]✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ Et0/Q ❡♥ p ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❛♥s G à 〈gaj 〉✱ ♦ù a =
v(mtj (t0)) ✭r❡s♣✳ a = v(m1/tj (1/t0))✮ s✐ v(t0) ≥ 0 ✭r❡s♣✳ v(t0) ≤ 0✮✳

✶✳✶✳✷ ❙✉r ❧❡s 2✲❣r♦✉♣❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ m ❡st ♥♦té Z/mZ ❡t ❝♦♥s✐❞éré ❛❞❞✐t✐✈❡♠❡♥t✳

❯♥ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/mZ ⋊ Z/2Z ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ d ❞❡ 1 ∈ Z/2Z ❞❛♥s
Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)∗ ✭♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t d2 = 1✮✳ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st

Z/mZ ⋊ Z/2Z = 〈r, s | rm = s2 = 1, srs−1 = rd〉, ✭✶✳✶✳✶✮

♦ù r ✭r❡s♣✳ s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (1, 0) ✭r❡s♣✳ (0, 1)✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ tr♦✐s ❝❛s ✿

✶✮ m ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t d = −1 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Z/mZ ⋊ Z/2Z ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D2m✱

✷✮ m = 2n−1 ✭n ≥ 3✮ ❡t d = 2n−2 − 1 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/2n−1Z ⋊ Z/2Z ❡st
❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛s✐✲❞✐é❞r❛❧ QD2n ✱

✸✮ m = 2n−1 ✭n ≥ 3✮ ❡t d = 2n−2 + 1 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/2n−1Z ⋊ Z/2Z ❡st
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ M2n ✳

✶✹



❊t❛♥t ❞♦♥♥é n ≥ 3✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ∆n ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/2n−1Z ⋊

Z/4Z ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 1 ∈ Z/4Z ❞❛♥s Aut(Z/2n−1Z) ❡st −id✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❞♠❡t ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥

∆n = 〈ρ, σ | ρ2n−1
= σ4 = 1, σρσ−1 = ρ−1〉, ✭✶✳✶✳✷✮

♦ù ρ ✭r❡s♣✳ σ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (1, 0) ✭r❡s♣✳ (0, 1)✮✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞✬♦r❞r❡ 2n✱
♥♦té Q2n ✱ ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ∆n ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é 〈(2n−2, 2)〉✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✷✮
❞❡ ∆n ✐♥❞✉✐t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Q2n s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Q2n = 〈Λ,Σ | Λ2n−1
= Σ4 = 1,Λ2n−2

= Σ2,ΣΛΣ−1 = Λ−1〉, ✭✶✳✶✳✸✮

♦ù Λ ✭r❡s♣✳ Σ✮ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ ✭r❡s♣✳ σ✮ ♠♦❞✉❧♦ 〈(2n−2, 2)〉✳
P♦✉r m ≥ 2✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦✉r♦♥♥❡s ❞❡ Z/mZ ❡t Z/2Z✱ ♥♦té Z/mZ ≀ Z/2Z✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

s❡♠✐✲❞✐r❡❝t (Z/mZ × Z/mZ) ⋊ Z/2Z ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 1 ∈ Z/2Z ❞❛♥s Aut(Z/mZ × Z/mZ) ❡st
❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (a, b) 7→ (b, a)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t n ≥ 3✱ K ✉♥ ❝♦r♣s ❡t M/K ✉♥❡ D2n✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s L ❧❡ s♦✉s✲
❝♦r♣s ❞❡ M ✜①é ♣❛r r✱ ♦ù r ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✶✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L/K s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞❛♥s ✉♥❡ Z/4Z✲❡①t❡♥s✐♦♥ H/K ❡t s♦✐t τ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(H/K)✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ H/L ❡t M/L
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ HM/K ❡st ✉♥❡ ∆n✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ρ ❞❡ r ❞❛♥s Gal(HM/H) ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t r❡❧è✈❡♠❡♥t
σ ❞❡ τ ❞❛♥s ∆n✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ρ ❡t σ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✷✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ HM/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ H 6⊂ M ❝❛r Z/4Z
♥✬❡st ♣❛s q✉♦t✐❡♥t ❞❡ D2n ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ [HM :M ] = 2✱ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s H/L ❡tM/L s♦♥t

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t res
HM/H
M/L ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ r ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t

ρ ❞❛♥s Gal(HM/H)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t σ ❞❡ τ à HM ✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ σ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 4✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ o(σ) ≥ o(τ) = 4✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ σ ♥❡ ✜①❡ ♣❛s L =M 〈r〉

❡t res
HM/K
M/K (σ) ∈ D2n ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ res

HM/K
M/K (σ)2 = idM ✳ P✉✐sq✉❡ [HM : M ] = 2✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t o(σ2) ≤ 2✳ ❆✐♥s✐ o(σ) ≤ 4 ❡t ❞♦♥❝ o(σ) = 4✳

❊♥s✉✐t❡✱ σρσ−1 = ρ−1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ res
HM/H
M/L (σρσ−1) = res

HM/K
M/K (σ) · r · resHM/K

M/K (σ)−1 =

r−1 ❝❛r resHM/K
M/K (σ) /∈ 〈r〉✳ ❖r r−1 = res

HM/H
M/L (ρ−1) ❡t resHM/H

M/L ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❉♦♥❝ σρσ−1 = ρ−1✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ Gal(HM/K) = 〈ρ, σ〉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✶✳✶✳✶✮✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

r❡str✐❝t✐♦♥ 〈ρ, σ〉 → 〈r, s〉 = D2n ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s = rares
HM/K
M/K (σ) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

a✳ ❆✐♥s✐ 2n = |D2n | ❞✐✈✐s❡ |〈ρ, σ〉|✱ ❞♦♥❝ ❞✐✈✐s❡ |Gal(HM/K)| = 2n+1✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s

✐♥❥❡❝t✐❢ ❝❛r o(σ) = 4 6= 2 = o(r−as) = o(res
HM/K
M/K (σ))✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ Gal(HM/K) = 〈ρ, σ〉✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ Gal(HM/K) = ∆n ❡t ρ✱ σ ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✳✶✳✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés ρ2
n−1

= 1✱
σ4 = 1✱ σρσ−1 = ρ−1 ❡t |〈ρ, σ〉| = 2n+1 ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ 〈ρ, σ〉 = ∆n✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♣ré❝é❞❡♥t ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs Gal(HM/K) = ∆n✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❞♠❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻✳ ❙♦✐❡♥t n ≥ 3 ❡t M/Q(T ) ✉♥❡ D2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ◆♦t♦♥s L ❧❡ s♦✉s✲
❝♦r♣s ❞❡ M ✜①é ♣❛r r✱ ♦ù r ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✶✳✶✳✶✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L/Q(T ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡
Z/4Z✲❡①t❡♥s✐♦♥ H/Q(T )✳ ❆❧♦rs HM/Q(T ) ❡st ✉♥❡ ∆n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳

✶✺



Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H/Q ♥❡ s♦✐t ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡✳ ❆❧♦rs [H ∩Q : Q] = 2 ❝❛r L ⊂ H ❡t L/Q(T )
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 2 Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ (H ∩Q)(T )/Q(T ) ❡t L/Q(T ) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ Gal(H/Q(T )) ≃ Z/2Z × Z/2Z✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
H/Q(T ) ❡st Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s M/Q(T ) ❡t H/Q(T )
✭r❡s♣✳ MQ/Q(T ) ❡t HQ/Q(T )✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ HM/Q(T ) ✭r❡s♣✳ HMQ/Q(T )✮ ❡st ✉♥❡ ∆n✲
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ HM/Q(T ) ❡st Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳

✶✳✶✳✸ ❯♥ ❧❡♠♠❡ s✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❡♠♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✳ ❙♦✐❡♥t m ≥ 3 ❡t ξ = exp(2πi/m)✳ P♦s♦♥s sk = −(1− ξk)/2+1/(2(1− ξk)) ♣♦✉r
t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✳ ❙♦✐t O ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ Q[T ] ❞❛♥s Q(T )(

√
T 2 + 1)✳

❛✮ P♦✉r k 6= k′✱ ♦♥ ❛ sk 6= sk′ ✳

❜✮ P♦✉r ǫ ∈ {−1, 1} ❡t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛ sk 6= ǫi✳

❝✮ ▲❡s ✐❞é❛✉① (T +1+(−1)ℓ
√
T 2 + 1−ξk)O ✭k ∈ (Z/mZ)∗ ❡t ℓ ∈ {0, 1}✮ s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡t ❞❡✉① à

❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛ (T +1±
√
T 2 + 1−ξk)O∩Q[T ] = (T −sk)Q[T ]✳

Pr❡✉✈❡✳ ❛✮ ❙✬✐❧ ② ❛✈❛✐t é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t (1− ξk)(1− ξk
′
) = −1 ❡t ❞♦♥❝ ξk = (ξk

′ − 2)/(ξk
′ − 1)✳

❆✐♥s✐ ξk
′
s❡r❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❡t ❧❛ ♠é❞✐❛tr✐❝❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [1, 2]✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❜✮ ❙✬✐❧ ② ❛✈❛✐t é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ξ2k−2(1+ iǫ)ξk+2iǫ = 0 ❡t ❞♦♥❝ ξk = 1+ iǫ✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❝✮ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ (T + 1 +
√
T 2 + 1 − ξk)(T + 1 −

√
T 2 + 1 − ξk) = 2(1 − ξk)(T − sk)✱

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ (T + 1 +
√
T 2 + 1 − ξk)O · (T + 1 −

√
T 2 + 1 − ξk)O = (T − sk)O✳ P✉✐sq✉❡

(T −sk)Q[T ] 6= Q[T ]✱ ♦♥ ❛ (T −sk)O 6= O✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ T +1+
√
T 2 + 1−ξk ❡t s♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é

T + 1−
√
T 2 + 1− ξk ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❛♥s O✳ P✉✐sq✉❡ [Q(T )(

√
T 2 + 1) : Q(T )] = 2✱ ♦♥

❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (T +1+
√
T 2 + 1−ξk)O ❡t (T +1−

√
T 2 + 1−ξk)O s♦♥t ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❬❙t✐✵✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸❪ ❡t ❞✉ ❜✮✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❛✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡s ✐❞é❛✉① (T − sk)Q[T ] ✭k ∈ (Z/mZ)∗✮ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳

✶✳✷ Pr♦❞✉✐ts s❡♠✐✲❞✐r❡❝ts Z/mZ ⋊ Z/2Z

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t m ≥ 3 ❡t t♦✉t ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t G =
Z/mZ⋊Z/2Z✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ Q(T ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ✭✈♦✐r t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✷✳✺✮✳

✶✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❖♥ ♣♦s❡ L = Q(T )(
√
T 2 + 1) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ β ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(L/Q(T ))✳ ❖♥ ♥♦t❡ O ✭r❡s♣✳

O✮ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ Q[T ] ✭r❡s♣✳ Q[T ]✮ ❞❛♥s L ✭r❡s♣✳ LQ✮✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ m ≥ 3 ❡t ♦♥ ♥♦t❡
ξ = exp(2πi/m)✳ P♦✉r ℓ ∈ {1, 2} ❡t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pℓ,k ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ O ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r T + 1 + (−1)ℓ

√
T 2 + 1 − ξk ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✮ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ m✲✐è♠❡ xℓ,k ❞❡

T + 1 + (−1)ℓ
√
T 2 + 1 − ξk ❞❛♥s Q(T )✳ P♦✉r ℓ ∈ {1, 2}✱ ♦♥ ♥♦t❡ Mℓ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s

L(ξ, xℓ,k) (k ∈ (Z/mZ)∗✮ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ♣♦s❡

yℓ,j =
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j/k)
ℓ,k ,

✶✻



♦ù rm : (Z/mZ)∗ → J0,m−1K ❡♥✈♦✐❡ k ∈ (Z/mZ)∗ s✉r s♦♥ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♠♦❞✉❧♦ m✳ P♦✉r
t♦✉t ℓ ∈ {1, 2} ❡t t♦✉t l ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

zℓ,l =
∑

j∈(Z/mZ)∗

ξljyℓ,j =
∑

j∈(Z/mZ)∗

ξlj
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j/k)
ℓ,k .

P♦✉r t♦✉t ℓ ∈ {1, 2}✱ ♥♦t♦♥s Nℓ = L(zℓ,1) ❡t hℓ(X) =
∏m
l=1(X − zℓ,l). P♦s♦♥s F = N1N2 =

L(z1,1, z2,1) ❡t Ed = Q(T,
√
T 2 + 1 +

∑m
l=1 z2,lz1,−dl) ♣♦✉r t♦✉t d ∈ (Z/mZ)∗ ✈ér✐✜❛♥t d2 = 1✳

❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

M1M2

N1N2 = F

M1 M2

L(ξ, x1,1) . . . L(ξ, x1,m−1) N1 Ed N2 L(ξ, x2,1) . . . L(ξ, x2,m−1)

L(ξ) L(ξ)

L

Q(T )

✶✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r Gal(M1/L) ❡t Gal(M2/L)✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❛✮ ▲❡s ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s (L(ξ, xℓ,k)/L(ξ))ℓ∈{1,2},k∈(Z/mZ)∗ ❡t
(QL(xℓ,k)/QL)ℓ∈{1,2},k∈(Z/mZ)∗ s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré m ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ ✶✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ℓ ∈ {1, 2}✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Mℓ/L(ξ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ (Z/mZ)ϕ(m)✱
♦ù ϕ ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✬❊✉❧❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ℓ ∈ {1, 2}✱ ❧❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ O r❛♠✐✜és ❞❛♥s
QMℓ s♦♥t ❧❡s Pℓ,k ✭k ∈ (Z/mZ)∗✮✳

❜✮ ❙♦✐t ℓ ∈ {1, 2}✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Mℓ/L ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré mϕ(m)ϕ(m)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t
ω ∈ Gal(Mℓ/L)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ v(ω) ∈ (Z/mZ)∗ t❡❧ q✉❡ ω(ξ) = ξv(ω) ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈
(Z/mZ)∗✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ sk ∈ Z/mZ t❡❧ q✉❡ ω(xℓ,k) = ξskxℓ,v(ω)k✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

f :

{
Gal(Mℓ/L) → (Z/mZ)∗ × (Z/mZ)ϕ(m)

ω 7→ (v(ω), (sk)k∈(Z/mZ)∗)

❡st ❡♥ ❢❛✐t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❛✮ ❙♦✐❡♥t ℓ ∈ {1, 2} ❡t k ∈ (Z/mZ)∗✳ ❉✉ ❢❛✐t q✉❡ Xm − (T + 1+ (−1)ℓ
√
T 2 + 1− ξk) ∈

O[X] ❡st ❞✬❊✐s❡♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r Pℓ,k✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ QL(xℓ,k)/QL ❡t L(ξ, xℓ,k)/L(ξ)
s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré m✳ P❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡r✱ QL(xℓ,k)/QL ❡t L(ξ, xℓ,k)/L(ξ) s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s♦✉s✲❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ L(ξ, xℓ,k)/L(ξ) ✭r❡s♣✳ QL(xℓ,k)/QL✮ s♦♥t ❧❡s (L(ξ, x

a
ℓ,k)/L(ξ))a|m

✭r❡s♣✳ (QL(xaℓ,k)/QL)a|m✮✳ P♦✉r t♦✉t ❞✐✈✐s❡✉r a ❞❡ m✱ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ m✱ ❧❡ s❡✉❧ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ O
r❛♠✐✜é ❞❛♥s QL(xaℓ,k)/QL ❡st Pℓ,k✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs Pℓ,k ✭ℓ ∈ {1, 2} ❡t k ∈ (Z/mZ)∗✮
s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✮✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆❜❤②❛♥❦❛r ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜♥✐❡s M1/K, . . . ,Mn/K s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ (I, J) ❞❡ J1, nK✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s Mi ✭i ∈ I✮ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t s✉r K
❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s Mj ✭j ∈ J✮✳

✶✼



❜✮ ▲❡ ❝♦r♣s Mℓ ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r L ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
∏
k∈(Z/mZ)∗(X

m − xmℓ,k) ∈
L[X], ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Mℓ/L ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ L/Q ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ Q(T, ξ) ❡t
L s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r Q(T )✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ [L(ξ) : L] = ϕ(m) ❡t✱ ♣❛r ❧❡ ❛✮✱ [Mℓ : L] =
mϕ(m)ϕ(m)✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬▼▼✶✽✱ ❈❤❛♣t❡r ■■■✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸❪ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ Nℓ/L✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐t ℓ ∈ {1, 2}✳
❛✮ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ hℓ(X) ❡st ❞❛♥s L[X] ❡t ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r QL✳
❜✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Nℓ/L ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/mZ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(Nℓ/L) ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r γℓ✱ ♦ù γℓ ✈ér✐✜❡ γℓ(zℓ,l) = zℓ,l+1 ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊❝r✐✈♦♥s

hℓ(X) = Xm +
m∑

ι=1

(−1)ιsℓ,ιX
m−ι

❞❛♥s Q(T )[X]✳ P♦✉r t♦✉t ς ∈ J1,mK✱ ♥♦t♦♥s

qℓ,ς =

m∑

l=1

zςℓ,l.

❉❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ς ∈ J1,mK✱ ♦♥ ❛

qℓ,ς +
ς−1∑

ι=1

(−1)ιsℓ,ιqℓ,ς−ι + (−1)ςςsℓ,ς = 0. ✭✶✳✷✳✶✮

❛✮ P♦✉r ς ∈ J1,mK✱ ♦♥ ❛ qℓ,ς ∈ O[ξ]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t ς ∈ J1,mK✳ ❖♥ ❛

qℓ,ς =

m∑

l=1


 ∑

j∈(Z/mZ)∗

ξljyℓ,j



ς

=

m∑

l=1

ς∏

λ=1


 ∑

jλ∈(Z/mZ)∗

ξljλyℓ,jλ




=

m∑

l=1


 ∑

(j1,...,jς)∈((Z/mZ)∗)ς

(
ς∏

λ=1

ξljλyℓ,jλ

)


=
∑

(j1,...,jς)∈((Z/mZ)∗)ς

(
m∑

l=1

ς∏

λ=1

ξljλ

)(
ς∏

λ=1

yℓ,jλ

)

=
∑

(j1,...,jς)∈((Z/mZ)∗)ς

(
m∑

l=1

ξl(
∑ς
λ=1 jλ)

)(
ς∏

λ=1

yℓ,jλ

)
.

❉✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t o ∈ Z✱ ❧❛ s♦♠♠❡
∑m

l=1 ξ
lo ❡st é❣❛❧❡ à m s✐ m ❞✐✈✐s❡ o ❡t ❡st é❣❛❧❡ à 0 s✐♥♦♥✱

❧❡s s❡✉❧s t❡r♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❝❡✉① ✈ér✐✜❛♥t
∑ς

λ=1 jλ ≡ 0 (mod m)✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

qℓ,ς =
∑

(j1,...,jς)∈((Z/mZ)∗)ς∑ς
λ=1 jλ≡0 (mod m)

m
ς∏

λ=1


 ∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(jλ/k)
ℓ,k




=
∑

(j1,...,jς)∈((Z/mZ)∗)ς∑ς
λ=1 jλ≡0 (mod m)

m


 ∏

k∈(Z/mZ)∗

x
∑ς
λ=1 rm(jλ/k)

ℓ,k


 .

✶✽



❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛

ς∑

λ=1

rm(jλ/k) ≡
(

ς∑

λ=1

jλ

)
/k ≡ 0 (mod m), ✭✶✳✷✳✷✮

❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ qℓ,ς ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❜✐❡♥ à O[ξ]✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s sℓ,ι ✭ι ∈ J1,mK✮ s♦♥t ❞❛♥s O[ξ] ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✶✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✱ t♦✉t ω ∈ Gal(L(ξ)/L) s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ω̃ ∈ Gal(Mℓ/L) t❡❧
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛✐t ω̃(xℓ,k) = xℓ,v(ω)k✱ ♦ù v(ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ (Z/mZ)∗

✈ér✐✜❛♥t ω(ξ) = ξv(ω)✳ ❚♦✉t ω̃ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✜①❡ ❧❡s zℓ,l ❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J1,mK✱ ♦♥ ❛

ω̃(zℓ,l) = ω̃

( ∑

j∈(Z/mZ)∗

ξlj
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j/k)
ℓ,k

)
=

∑

j∈(Z/mZ)∗

ξljv(ω)
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j/k)
ℓ,v(ω)k

=
∑

j∈(Z/mZ)∗

ξlj
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j/k)
ℓ,k

= zℓ,l.

❉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s sℓ,ι s♦♥t ❞❛♥s O✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ hℓ(X) ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r QL✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
❝✬❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❊✐s❡♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r Pℓ,1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ✈♦✐t
q✉❡ qℓ,ς ∈ Pℓ,1 ♣♦✉r t♦✉t ς✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✷✳✶✮✱ ♦♥ ❛ sℓ,ι ∈ Pℓ,1 ♣♦✉r
t♦✉t ι ∈ J1,mK✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ sℓ,m /∈ P2

ℓ,1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✷✳✶✮ ❛✈❡❝

ς = m ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ sℓ,ιqℓ,m−ι ∈ P2
ℓ,1 ♣♦✉r t♦✉t ι ∈ J1,m− 1K✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ qℓ,m /∈ P2

ℓ,1✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s v ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ QL ❛ss♦❝✐é❡ à Pℓ,1✳ P♦✉r t♦✉t (j1, . . . , jm) ∈ ((Z/mZ)∗)m

t❡❧ q✉❡
∑m

λ=1 jλ ≡ 0 (mod m)✱ ♦♥ ❛

v

(
x
∑m
λ=1 rm(jλ/k)

ℓ,k

)
= 0

♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗ \ {1} ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

v


m

( ∏

k∈(Z/mZ)∗

x
∑m
λ=1 rm(jλ/k)

ℓ,k

)
 = v

(
x
∑m
λ=1 rm(jλ)

ℓ,1

)

= v

((
T + 1 + (−1)ℓ

√
T 2 + 1− ξ

)∑m
λ=1 rm(jλ)

m

)

=
1

m

( m∑

λ=1

rm(jλ)
)
.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st é❣❛❧❡ à 1 s✐ (j1, . . . , jm) = (1, . . . , 1) ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧❡ à 2 s✐♥♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t v(qℓ,m) = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❛✮✳

❜✮ P♦✉r t♦✉t j ∈ (Z/mZ)∗✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L(ξ, yℓ,j)/L(ξ) ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré m✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Xm −∏
k∈(Z/mZ)∗ x

mrm(j/k)
ℓ,k ∈ L(ξ)[X] ❛♥♥✉❧❡ yℓ,j ❡t ❡st ❞✬❊✐s❡♥st❡✐♥ ♣♦✉r ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r Pℓ,j ✳ ❖♥

❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡r✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ Fℓ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s L(ξ, yℓ,j) ✭j ∈ (Z/mZ)∗✮✱ ♦♥ ❛ Fℓ = L(ξ, yℓ,1)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t j ∈ (Z/mZ)∗✳ P♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ✐❧ ❡①✐st❡ oj,k ∈ mZ t❡❧ q✉❡ rm(j)rm(1/k) =

✶✾



rm(j/k) + oj,k✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

y
rm(j)
ℓ,1 = yℓ,j

( ∏

k∈(Z/mZ)∗

(
T + 1 + (−1)ℓ

√
T 2 + 1− ξk

)oj,k/m)
,

❞♦♥❝ L(ξ, yℓ,j) ⊂ L(ξ, yℓ,1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ Fℓ = L(ξ, yℓ,1)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ Fℓ/L ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ L(ξ)/L ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❞❡✉①
♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ Fℓ/L(ξ) ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t
❞❡Gal(L(ξ)/L) s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Aut(Fℓ/L)✳ ❋✐①♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ω ∈ Gal(L(ξ)/L)✳ ◆♦t♦♥s
❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ω̃ ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ω à Mℓ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛✐t
ω̃(xℓ,k) = xℓ,v(ω)k✱ ♦ù v(ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ (Z/mZ)∗ ✈ér✐✜❛♥t ω(ξ) = ξv(ω)✳ P♦✉r t♦✉t
j ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛ ω̃(yℓ,j) = yℓ,v(ω)j ✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ω̃ à Fℓ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ Aut(Fℓ/L)✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ Nℓ/L ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré m✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❛✮✱ Nℓ/L ❡st ❞❡ ❞❡❣ré m✳

◆♦t♦♥s Ω = {resMℓ/L
Fℓ/L

(ω̃) | ω ∈ Gal(L(ξ)/L)}✱ ♦ù ω̃ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❱✉ q✉❡ v(ωω′) = v(ω)v(ω′) ♣♦✉r t♦✉s ω, ω′ ∈ Gal(L(ξ)/L)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
Gal(Fℓ/L)✳ P❛r r❡str✐❝t✐♦♥✱ Ω ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Gal(L(ξ)/L)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❛✮ ♠♦♥tr❡
q✉❡ Ω ✜①❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ s♦✉s✲❝♦r♣s Nℓ ❞❡ Fℓ✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❞❡❣rés✱ ♦♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t
Nℓ = FΩ

ℓ ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❛✮✱ ❧❡s L✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ zℓ,1 s♦♥t ❧❡s zℓ,l ✭l ∈ J1,mK✮✳ ■❧s s♦♥t ✜①és ♣❛r Ω
♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❛✮✱ ❞♦♥❝ ✐❧s s♦♥t ❞❛♥s Nℓ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Nℓ/L ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré m✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥✜♥ q✉❡ L(ξ)∩Nℓ = L(ξ)∩FΩ

ℓ = L(ξ)Gal(L(ξ)/L) = L ❡t ❞♦♥❝ Fℓ = Nℓ(ξ)✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t Gal(Nℓ/L) ≃ Gal(Fℓ/L(ξ)) ≃ Z/mZ✳

❊♥✜♥✱ γℓ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(Nℓ/L)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡
✶✳✷✳✶✱ s♦✐t ω ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ Gal(Mℓ/L) ❞é✜♥✐ ♣❛r v(ω) = 1✱ s1 = 1 ❡t sk = 0 ♣♦✉r t♦✉t

k ∈ (Z/mZ)∗ \ {1}✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ω(zℓ,l) = zℓ,l+1 ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J1,mK✳ ❆✐♥s✐ γℓ = res
Mℓ/L
Nℓ/L

(ω)

❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Gal(Nℓ/L) ❞✬♦r❞r❡ m✳

◆♦✉s r❡❧❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r β ❞❡ Gal(L/Q(T )) ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t χ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
Aut(M1M2/Q(T ))✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ χ ❞❡ M1M2 ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t β✱ ✜①❛♥t ξ ❡t t❡❧ q✉❡
χ(x2,k) = x1,k ❡t χ(x1,k) = x2,k ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ χ(z1,l) = z2,l ❡t
χ(z2,l) = z1,l ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J1,mK✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ M1M2/Q(T ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ β ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L(ξ) ✜①❛♥t
ξ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ét❡♥❞ β ❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ M2 → M1 t❡❧ q✉❡ β(x2,k) = x1,k ♣♦✉r t♦✉t k ∈
(Z/mZ)∗✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱ ♦♥ ❛ (Xm − (T + 1 +

√
T 2 + 1 − ξk))β = Xm −

(T +1−
√
T 2 + 1− ξk) ❡t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ x2,k ✭r❡s♣✳ x1,k✮ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s

L(ξ, x2,k′) ✭r❡s♣✳ L(ξ, x1,k′)✮✱ ♣♦✉r k
′ ∈ (Z/mZ)∗ \ {k}✱ ❡st Xm − (T + 1+

√
T 2 + 1− ξk) ✭r❡s♣✳

Xm− (T +1−
√
T 2 + 1− ξk)✮✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ét❡♥❞ β ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡

χ ❞❡ M1M2 t❡❧ q✉❡ χ(x1,k) = x2,k ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/mZ)∗✱
♦♥ ❛ (Xm − (T + 1−

√
T 2 + 1− ξk))β = Xm − (T + 1+

√
T 2 + 1− ξk) ❡t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧

❞❡ x1,k ✭r❡s♣✳ x2,k✮ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s M2 ❡t L(ξ, x1,k′) ✭r❡s♣✳ M1 ❡t L(ξ, x2,k′)✮✱ ♣♦✉r
k′ ∈ (Z/mZ)∗ \ {k}✱ ❡st Xm− (T +1−

√
T 2 + 1− ξk) ✭r❡s♣✳ Xm− (T +1+

√
T 2 + 1− ξk)✮✳

◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ F/Q(T )✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❛✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ F/Q(T ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳
❜✮ ❖♥ ❛ Gal(F/L) = {La,b | (a, b) ∈ (Z/mZ)2}, ♦ù La,b(z1,l) = z1,l+a ❡t La,b(z2,l) = z2,l+b ♣♦✉r
t♦✉t (a, b) ∈ Z/mZ× Z/mZ ❡t t♦✉t l ∈ N✳

✷✵



❝✮ ■❧ ❡①✐st❡ g ∈ Gal(F/Q(T ))✱ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ✈ér✐✜❛♥t res
F/Q(T )
L/Q(T )(g) = β ❡t g(z1,l) = z2,l ✭r❡s♣✳

g(z2,l) = z1,l✮ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J1,mK✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

Gal(F/Q(T )) = {La,b ◦ gǫ | (a, b) ∈ (Z/mZ)2 , ǫ ∈ {0, 1}}, ✭✶✳✷✳✸✮

q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/mZ ≀ Z/2Z ✈✐❛

ψ :

{
Z/mZ ≀ Z/2Z → Gal(F/Q(T ))
((a, b), ǫ) 7→ La,b ◦ gǫ

.

Pr❡✉✈❡✳ ❛✮ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ F ∩ Q = Q✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ M1Q ❡t M2Q

s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r LQ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ N1Q ❡t N2Q ❧❡
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ [N1N2Q : LQ] = m2 ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ [N1N2Q :
Q(T )] = 2m2✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ F ∩ Q = Q ♣✉✐sq✉❡ [F : Q(T )] ≤ 2m2✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♦♥ ❛
♠♦♥tré q✉❡ N1 ❡t N2 ét❛✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r L✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦t♦♥s χ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ M1M2 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✸✳ ❖♥ ❛ χ(z1,l) = z2,l ❡t χ(z2,l) = z1,l ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✱
❞♦♥❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ χ à F ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ g✱ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ F ✳ ❆✐♥s✐✱ F/Q(T ) ❡st
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

❜✮ ❙♦✐❡♥t γ1 ❡t γ2 ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ Gal(N1/L) ❡t Gal(N2/L) ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ P✉✐sq✉❡
N1 ❡t N2 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r L✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ϕ :

{
Z/mZ× Z/mZ → Gal(F/L)

(a, b) 7→ (γa1 , γ
b
2) = La,b

.

❝✮ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛
Gal(F/Q(T )) = Gal(F/L)⋊ 〈g〉. ✭✶✳✷✳✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ Gal(F/L) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ Gal(F/Q(T )) ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
Gal(F/L) ∩ 〈g〉 = {idF } ♣✉✐sq✉❡ g ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ♣r♦❧♦♥❣❡ β✳ ▲❡ ❜✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✭✶✳✷✳✸✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❜✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✳✹✮✱ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ψ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ
♣rés❡r✈❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Z/2Z✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♣♦✉r (a, b) ∈ Z/mZ× Z/mZ✱ ♦♥ ❛

g ◦ ϕ(a, b) ◦ g−1(z1,1) = g ◦ ϕ(a, b)(z2,1) = g(γb2(z2,1)) = g(z2,1+b)
= z1,1+b
= γb1(z1,1)
= ϕ(b, a)(z1,1)

= ϕ((a, b)1)(z1,1)

❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ g ◦ ϕ(a, b) ◦ g−1(z2,1) = ϕ((a, b)1)(z2,1)✳

✶✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t Z/mZ ⋊ Z/2Z✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ d ❞❡ 1 ∈ Z/2Z ❞❛♥s Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)∗✳ P♦✉r t♦✉t δ ∈ J1,mK✱ ♣♦s♦♥s

vδ(d) =
m∑

l=1

z2,lz1,−dl+δ.

❛✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Ed/Q(T ) = Q(T,
√
T 2 + 1 + v0(d))/Q(T ) ❡st ✉♥❡ (Z/mZ ⋊ Z/2Z)✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲

ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ Ed = L(v0(d)) ❡t ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡
√
T 2 + 1 + v0(d) s♦♥t ❧❡s

(−1)ǫ
√
T 2 + 1 + vδ(d

(−1)ǫ), (δ, ǫ) ∈ J1,mK × {0, 1}.

✷✶



❜✮ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Gal(Ed/L) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ r ✈ér✐✜❛♥t r(vδ(d)) = vδ+1(d) ♣♦✉r

t♦✉t δ ∈ J1,mK✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t s = res
F/Q(T )
Ed/Q(T )(g)✱ ♦ù g ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✱ ♦♥ ❛

Gal(Ed/Q(T )) = {rδ ◦ sǫ | δ ∈ J1,mK , ǫ ∈ {0, 1}},

q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z/mZ ⋊ Z/2Z ✈✐❛ (δ, ǫ) 7→ rδ ◦ sǫ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉✬❛♣rès ❬❋❏✵✽✱ ▲❡♠♠❛ ✶✻✳✹✳✸❪✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

α : Z/mZ ≀ Z/2Z → Z/mZ ⋊ Z/2Z
((a, b), η) 7→ (a+ db, η).

❙♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st Ker(α) = {(−da, a) | a ∈ Z/mZ}✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s La,b
✭(a, b) ∈ Z/mZ× Z/mZ✮ ❡t ψ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳

▲❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ F ✜①é ♣❛r ψ(Ker(α)) ❡st L(v0(d))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ L(v0(d))/L ❡st ✉♥❡ Z/mZ✲
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ r ✈ér✐✜❛♥t r(vδ(d)) = vδ+1(d) ♣♦✉r
t♦✉t δ ∈ J1,mK✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ψ(Ker(α)) = {L−da,a | a ∈ Z/mZ} ⊂ Gal(F/L),
♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Gal(Fψ(Ker(α))/L) = Gal(F/L)/ψ(Ker(α)) = {resF/L
Fψ(Ker(α))/L

(Lδ,0) | δ ∈ J1,mK} = 〈r〉,

♦ù r = res
F/L

Fψ(Ker(α))/L
(L1,0)✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ vδ(d) = Lδ,0(v0(d)) ♣♦✉r t♦✉t δ ∈ J1,mK✱ ❞♦♥❝ ❧❡s vδ(d)

s♦♥t L✲❝♦♥❥✉❣✉és✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ v0(d) ∈ Fψ(Ker(α)) ❡t ❞♦♥❝ L(v0(d)) ⊂ Fψ(Ker(α))✳
P♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ♣✉✐sq✉❡ [Fψ(Ker(α)) : L] = m✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s vδ(d) s♦♥t ❞❡✉①
à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s♦✐❡♥t δ 6≡ t (mod m)✳ ❖♥ ❛

vδ(d)− vt(d) =
m∑

l=1

z2,l(z1,−dl+δ − z1,−dl+t)

=

m∑

l=1

z2,l


 ∑

j∈(Z/mZ)∗

ξ−dlj(ξjδ − ξjt)y1,j




=
m∑

l=1


 ∑

j′∈(Z/mZ)∗

ξlj
′

y2,j′




 ∑

j∈(Z/mZ)∗

ξ−dlj(ξjδ − ξjt)y1,j




=

m∑

l=1

∑

j,j′∈(Z/mZ)∗

ξl(−dj+j
′
)(ξjδ − ξjt)

∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(j

′
/k)

2,k x
rm(j/k)
1,k

=
∑

j∈(Z/mZ)∗

m(ξjδ − ξjt)
∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(dj/k)
2,k x

rm(j/k)
1,k .

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
∑m

l=1 ξ
lo ❡st é❣❛❧ à 0 s✐ o 6≡ 0 (mod m) ❡t m s✐♥♦♥✳ ❙♦✐t P

✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ P1,1 ❞❛♥s QM1M2/QL✳ P♦✉r j 6= 1 ✭r❡s♣✳ j = 1✮✱ ♦♥ ❛ rm(j/1) ≥ 2
✭r❡s♣✳ rm(j/1) = 1✮✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛

0 < v(vδ(d)− vt(d)) = v


m(ξδ − ξt)

∏

k∈(Z/mZ)∗

x
rm(d/k)
2,k x

rm(1/k)
1,k


 <∞, ✭✶✳✷✳✺✮

♦ù v ❡st ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à P✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ vδ(d)− vt(d) 6= 0✳

✷✷



▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❛ Ed = L(v0(d)) ❡t Gal(Ed/Q(T )) = {rδ ◦ sǫ | δ ∈ J1,mK , ǫ ∈ {0, 1}}. ❊♥
❡✛❡t✱ ♣♦✉r δ ∈ J1,mK ❡t ǫ ∈ {0, 1}✱ ♣♦s♦♥s wǫ,δ = (−1)ǫ

√
T 2 + 1 + vδ(d

(−1)ǫ)✳ ■❧ ❡st ❞é❥à ❝❧❛✐r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ Ed = Q(T )(w0,0) ⊂ L(v0(d))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ ∈ {0, 1} ❡t t♦✉t δ ∈ J1,mK✱ ♦♥ ❛
wǫ,δ = Lδ,0 ◦ gǫ(w0,0)✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s wǫ,δ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ ❙♦✐❡♥t
❞♦♥❝ (ǫ, δ) ❡t (ǫ

′
, δ

′
) t❡❧s q✉❡ wǫ,δ = wǫ′ ,δ′ ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ǫ = ǫ′ ❡t δ 6= δ

′
✳ ❖♥

❛ ❞♦♥❝ 0 = vδ(d
(−1)ǫ)−vδ′(d(−1)

ǫ
) ❡t ❧✬♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

♣ré❝é❞❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ǫ 6= ǫ′✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

0 = ((−1)ǫ − (−1)ǫ
′
)
√
T 2 + 1 + vδ(d

(−1)ǫ)− vδ′(d
(−1)ǫ′ ).

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s♦✐t P ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ P1,1 ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

QM1M2/QL✳ ❙✐ v ❞és✐❣♥❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à P✱ ♦♥ ❛ v(vδ(d
(−1)ǫ)−vδ′(d(−1)

ǫ′

)) >
0✳ ❖r v(

√
T 2 + 1) = 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐

√
T 2 + 1 ét❛✐t ❞❛♥s P✱ ❛❧♦rs T − i ♦✉ T + i ❧❡ s❡r❛✐t ❛✉ss✐✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✱ i ♦✉ −i s❡r❛✐t ❛❧♦rs é❣❛❧ à −(1−ξ)/2+1/(2(1−ξ))✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P✉✐sq✉❡ (−1)ǫ − (−1)ǫ

′ 6= 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t v(0) = v(wǫ,δ − wǫ′ ,δ′ ) = 0✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✹ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s

▲❡s tr♦✐s é♥♦♥❝és ❝✐✲❞❡ss♦✉s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✮ m ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t d = −1✱

✷✮ m é❣❛❧ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷ ❡t d = (m/2)− 1✱

✸✮ m é❣❛❧ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷ ❡t d = (m/2) + 1✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✻✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T,
√
T 2 + 1 +

∑m
l=1 z2,lz1,l)/Q(T ) ❡st ✉♥❡ D2m✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲

ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡
√
T 2 + 1 +

∑m
l=1 z2,lz1,l s♦♥t ❧❡s

(−1)ǫ
√
T 2 + 1 +

m∑

l=1

z2,lz1,l+δ, (δ, ǫ) ∈ J1,mK × {0, 1}.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✼✳ ❙♦✐t n ≥ 3✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T,
√
T 2 + 1+

∑2n−1

l=1 z2,lz1,−(2n−2−1)l)/Q(T ) ❡st ✉♥❡

QD2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡
√
T 2 + 1+

∑2n−1

l=1 z2,lz1,−(2n−2−1)l s♦♥t ❧❡s

(−1)ǫ
√
T 2 + 1 +

2n−1∑

l=1

z2,lz1,−(2n−2−1)(−1)ǫ l+δ, (δ, ǫ) ∈ J1, 2n−1K × {0, 1}.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✽✳ ❙♦✐t n ≥ 3✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T,
√
T 2 + 1 +

∑2n−1

l=1 z2,lz1,−(2n−2+1)l)/Q(T ) ❡st

✉♥❡ M2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡
√
T 2 + 1 +

∑2n−1

l=1 z2,lz1,−(2n−2+1)l s♦♥t
❧❡s

(−1)ǫ
√
T 2 + 1 +

2n−1∑

l=1

z2,lz1,−(2n−2+1)(−1)ǫ l+δ, (δ, ǫ) ∈ J1, 2n−1K × {0, 1}.

✶✳✸ ●r♦✉♣❡s ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés

✶✳✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ Z/2Z✲❡①t❡♥s✐♦♥ L/Q(T ) = Q(T )(
√
T 2 + 1)/Q(T )✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ n ≥ 3 ❡t ♦♥

♥♦t❡ ξ = exp(2πi/2n−1)✳ P♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/2n−1Z)∗✱ ♦♥ ♣♦s❡ sk = −(1− ξk)/2 + 1/(2(1− ξk))✳

✷✸



P♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/2n−1Z)∗ ❡t t♦✉t ℓ ∈ {1, 2}✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ 2n−1✲✐è♠❡ xℓ,k ❞❡ T + 1 +

(−1)ℓ
√
T 2 + 1− ξk ❞❛♥s Q(T )✳ P♦✉r ℓ ∈ {1, 2}✱ ♦♥ ♥♦t❡ Mℓ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s L(ξ, xℓ,k)

(k ∈ (Z/2n−1Z)∗✮✳ P♦✉r t♦✉t ℓ ∈ {1, 2} ❡t t♦✉t l ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡

zℓ,l =
∑

j∈(Z/2n−1Z)∗

ξlj
∏

k∈(Z/2n−1Z)∗

x
r2n−1 (j/k)

ℓ,k ,

♦ù r2n−1 : (Z/2n−1Z)∗ → J0, 2n−1 − 1K ❡♥✈♦✐❡ k ∈ (Z/2n−1Z)∗ s✉r s♦♥ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
♠♦❞✉❧♦ 2n−1✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ξ2

n−2
= −1 = (−1)j ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r j✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

z1,l+2n−2 =
∑

j∈(Z/2n−1Z)∗

ξ2
n−2jξlj

∏

k∈(Z/2n−1Z)∗

x
r2n−1 (j/k)

1,k = −z1,l. ✭✶✳✸✳✶✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✱ ♦♥ ♣♦s❡ vδ(−1) =
∑2n−1

l=1 z2,lz1,l+δ ♣♦✉r t♦✉t δ ∈ J0, 2n−1 − 1K✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ é❝r✐r❛ vδ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ vδ(−1)✳ ▲❡s vδ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts ❡t s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és
s✉r L ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t δ ∈ N✱ ✭✶✳✸✳✶✮ ❡♥tr❛î♥❡

vδ+2n−2 = −vδ. ✭✶✳✸✳✷✮

P♦s♦♥s µ1 =
√
T 2 + 1− T

√
T 2 + 1✱ µ2 = −

√
T 2 + 1 + T

√
T 2 + 1✱ µ3 = −µ1✱ µ4 = −µ2 ❡t

H = Q(T )(µ4)✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ H/Q(T ) ❡st ✉♥❡ Z/4Z✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ L/Q(T ) s❡ ♣❧♦♥❣❡✳ ◆♦t♦♥s τ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(H/Q(T )) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ µ4 s✉r µ1✳

❖♥ ♥♦t❡ E/Q(T ) ❧❛ D2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✻✳

✶✳✸✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ Q(T )
❞❡ ❣r♦✉♣❡ Q2n ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✷✮✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r Gal(HE/Q(T ))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ HE/Q(T ) ❡st ✉♥❡ ∆n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
Gal(HE/Q(T )) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ρ ❡t σ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✲ ρ(µ4) = µ4 ❡t ρ(vδ) = vδ+1 ♣♦✉r t♦✉t δ ∈ J1, 2n−1K✱
✲ σ(µ4) = µ1 ❡t σ(v0) = v0✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ρ ❡t σ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✷✮ ❡t σ2 ✜①❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ E✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/Q(T ) = E〈r〉/Q(T )✱ ♦ù r ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✱ s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞❛♥s ❧❛ Z/4Z✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ H/Q(T )✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ HE/Q(T )
❡st ✉♥❡ ∆n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ρ ❞❡
r ❞❛♥s Gal(HE/H) ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t r❡❧è✈❡♠❡♥t τ̃ ❞❡ τ ❞❛♥s ∆n✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ρ ❡t τ̃ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ∆n ❡t ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✳✶✳✷✮✳ ❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡❧ τ̃ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à E✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r t t❡❧ q✉❡ res
HE/Q(T )
E/Q(T ) (τ̃) = rts✱ ♦ù s ❡st

❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ res
HE/Q(T )
E/Q(T ) (τ̃)(v0) = rt(v0)✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦sé❡ σ = ρ−tτ̃

❡st ❛❧♦rs ✉♥ r❡❧❡✈é ❞❡ τ à HE q✉✐ ✜①❡ v0✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ρ ❡t σ ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ♠❛✐s ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❛✉ss✐ ✭✶✳✶✳✷✮ ✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✮✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

♣♦✐♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ E = L(v0) ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✮✱ q✉❡ res
HE/Q(T )
L/Q(T ) (σ2) = idL ❡t

q✉❡ σ2(v0) = v0✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✷ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿

✷✹



❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✷✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(T,
√
T 2 + 1 + (µ4 + v0)

2)/Q(T ) ❡st ✉♥❡ Q2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲
ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡

√
T 2 + 1 + (µ4 + v0)

2 s♦♥t ❧❡s

(−1)a
√
T 2 + 1 + (µa + vδ)

2, (a, δ) ∈ J1, 4K × J0, 2n−2 − 1K.

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ HE/Q(T ) ❡st ✉♥❡ ∆n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ❈♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ρ ❡t σ ❞❡ Gal(HE/Q(T )) ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❖♥ ❛ HE = L(µ4+ v0)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦r♣s HE ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ s✉r L ❞❡s
❝♦r♣s L(µ4) = H ❡t L(v0) = E✱ q✉✐ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r L ✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✮✳
❈♦♠♠❡ L(µ4)/L ❡t L(v0)/L s♦♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ µ4+v0 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢
❞❡ HE s✉r L ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬❲❡✐✵✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺❪✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ L((µ4 + v0)
2)/Q(T ) ❡st ✉♥❡ Q2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ X2 −

(µ4 + v0)
2 ❛♥♥✉❧❡ µ4 + v0✱ ❞♦♥❝ [HE : L((µ4 + v0)

2)] ≤ 2✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛

ρ2
n−2 ◦ σ2(µ4 + v0) = ρ2

n−2
(−µ4 + v0) = −µ4 + v2n−2 = −(µ4 + v0).

▲✬é❧é♠❡♥t ρ2
n−2

σ2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (2n−2, 2) ❞❛♥s ∆n✱ q✉✐ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡

❞❡❣ré✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t L((µ4 + v0)
2) = (HE)〈ρ

2n−2
σ2〉 ❡t Gal(L((µ4 + v0)

2)/Q(T )) = Q2n ✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ Q(T,
√
T 2 + 1+ (µ4 + v0)

2) = L((µ4 + v0)
2)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t (a, δ) ∈ J1, 4K×

J0, 2n−2 − 1K✱ ♣♦s♦♥s wa,δ = (−1)a
√
T 2 + 1 + (µa + vδ)

2✳ ❧❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ w0,0 ❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❡ L((µ4 + v0)

2) s✉r Q(T )✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ w0,0 ∈ L((µ4 + v0)
2)✳ P♦✉r t♦✉t

(a, δ) ∈ J1, 4K × J0, 2n−2 − 1K✱ ♦♥ ❛ wa,δ = ρδ ◦ σa(w0,0)✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s wa,δ
s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ ❙♦✐❡♥t (a, δ) ❡t (b, t) ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ J1, 4K× J0, 2n−2 − 1K
t❡❧s q✉❡ wa,δ = wb,t✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ vδ 6= −vt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛✐t vδ = −vt = vt+2n−2 ✭♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✸✳✷✮✮ ❡t ❞♦♥❝ δ = t + 2n−2 ❝❛r ❧❡s
vδ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ➓✶✳✸✳✶✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té
wa,δ = wb,t✱ ✉♥ ♣❡t✐t ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡

2(µavδ − µbvt) = v2t − v2δ + ((−1)b − (−1)a)(T + 1)
√
T 2 + 1 ∈ E ⊂ (HE)〈σ

2〉, ✭✶✳✸✳✸✮

♦ù ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ E ⊂ (HE)〈σ
2〉 ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ µavδ−µbvt = σ2(µavδ−µbvt) =

−(µavδ − µbvt) ❡t ❞♦♥❝ µavδ − µbvt = 0✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❝❛s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ a ❡t b ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✸✮ ❞♦♥♥❡ v2t − v2δ = 0✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛
vt = vδ ❝❛r vt 6= −vδ✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t = δ✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té µavδ − µbvt = 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t
a = b✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t a ❡t b ❞❡ ♣❛r✐té ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

v2δ − v2t = (vδ − vt)(vδ + vt) = (vδ − vt)(vδ − vt+2n−2),

❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✸✳✸✮ ❞♦♥♥❡ (vδ − vt)(vδ − vt+2n−2) = 2(−1)b(T + 1)
√
T 2 + 1. ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

s♦✐t P ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ QM1M2 ❝♦♥t❡♥❛♥t T + 1 −
√
T 2 + 1 − ξ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ v✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✺✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ v(2(−1)b(T + 1)
√
T 2 + 1) =

v((vδ − vt)(vδ − vt+2n−2)) > 0✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✱ ♦♥ ❛ v(2(−1)b(T + 1)
√
T 2 + 1) = v((T +

1)2(T 2 + 1)) = 0✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t wa,δ 6= wb,t✳

✶✳✸✳✸ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ Q2n s✉r Q

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡Q2n s✉r Q ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ Q2n✲❡①t❡♥s✐♦♥ Q✲ré❣✉❧✐èr❡ Γ/Q(T ) ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✷ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶✵✮✳

✷✺



✶✳✸✳✸✳✶ ❇♦♥s ♣r❡♠✐❡rs

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p s♦✐t ✉♥ ❜♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✉r
Γ/Q(T ) ✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✸✳ ❛✮ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ H/Q(T ) s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s {−i, i, 0,∞}✳
❜✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ M1M2/Q(T ) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s {−i, i,∞} ∪ {sk |
k ∈ (Z/2n−1Z)∗}✳
❝✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ Γ/Q(T ) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s {−i, i, 0,∞} ∪ {sk | k ∈
(Z/2n−1Z)∗}✳
Pr❡✉✈❡✳ ❛✮ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ µ4 s✉r Q(T ) ❡st
256T 4(T 2 + 1)3✳

❜✮ ❙♦✐t λ ∈ Q ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ M1M2/Q(T ) q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s {−i, i}✳ P❛r ❬❙t✐✵✾✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸❪✱ λ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ L/Q(T )✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r P ❞❡ QL ❝♦♥t❡♥❛♥t T − λ ❡t s❡ r❛♠✐✜❛♥t ❞❛♥s QM1M2/QL✳ P❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆❜❤②❛♥❦❛r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ℓ ∈ {1, 2} ❡t k ∈ (Z/2n−1Z)∗ t❡❧s q✉❡ P s♦✐t
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r T + 1 + (−1)ℓ

√
T 2 + 1− ξk✳ ❉✬♦ù λ = sk ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✳

❝✮ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ Γ ⊂ HM1M2 ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❛✮ ❡t ❧❡ ❜✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✹✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r q✉✐ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s 22
n−2

+ 1✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ {i,−i} ∪ {sk | k ∈ (Z/2n−1Z)∗} ❡t t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ Z[ξ] ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ p ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ v✱ ♦♥ ❛ v(t) = 0✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù t ∈ {−i, i} ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ■❧ r❡st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù t ∈ {sk | k ∈
(Z/2n−1Z)∗}✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ k ∈ (Z/2n−1Z)∗✳ ❖♥ ❛

sk =
ξk(2− ξk)

2(1− ξk)
. ✭✶✳✸✳✹✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ 1− ξk ✭r❡s♣✳ 2− ξk✮ s✉r Q ❡st (X− 1)2
n−2

+1
✭r❡s♣✳ (X−2)2

n−2
+1✮✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ 1−ξk ✭r❡s♣✳ 2−ξk✮ ❞❛♥s Q(ξ)/Q ❡st 2 ✭r❡s♣✳ 22

n−2
+1✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ v ❡st ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✱ ♦♥ ❛ v(x) = 0 ❞ès q✉❡ x ❡st ✉♥ Q✲❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡
1− ξk ♦✉ 2− ξk✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✶✳✸✳✹✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✺✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ Q(ξ)✱ ♦♥ ♥♦t❡ N(x) ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ x ❞❛♥s Q(ξ)/Q✳ ❙♦✐t p ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r t❡❧ q✉❡
❛✮ ♣♦✉r t♦✉t k 6≡ 1 (mod 2n−1)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N((1− ξk)(1− ξ) + 1),

❜✮ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/2n−1Z)∗✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N(ξk(2− ξ)± 2i(1− ξk)).

❆❧♦rs ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ Γ/Q(T ) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈r❛✐❡ ♣♦✉r p ≥ 72

n−2
+ 1✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✸✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡
{−i, i, 0,∞} ∪ {sk | k ∈ (Z/2n−1Z)∗} ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ♠♦❞✉❧♦ p✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✹✱ ♦♥ ❛ v(sk) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/2n−1Z)∗ ❡t t♦✉t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ❞❡
Q(ξ) ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ p✲❛❞✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ sk ❡t 0 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ♠♦❞✉❧♦
p✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r sk ❡t ∞✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s sk ✭k ∈ (Z/2n−1Z)∗✮ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❝♦♥❥✉❣✉és s✉r Q✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s k 6= l t❡❧s q✉❡ sk ❡t sl s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r k 6= 1 ❡t l = 1✳ ❋✐①♦♥s ❞♦♥❝ k 6= 1✳ ❖♥ ❛

sk − s1 =
ξk − ξ

2(1− ξk)(1− ξ)
((1− ξk)(1− ξ) + 1).

✷✻



❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❛✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N((1 − ξk)(1 − ξ) + 1)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✹ q✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡✱ ♥✐ N(2(1 − ξk)(1 − ξ))✱ ♥✐
N(ξk − ξ)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ sk ❡t s1 ♥❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♣❛s ♠♦❞✉❧♦ p✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ (Z/2n−1Z)∗✱ ♦♥ ❛

sk ± i =
ξk(2− ξk)± 2i(1− ξk)

2(1− ξk)

❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ sk ❡t ±i ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ♠♦❞✉❧♦ p✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ a) ❡t b) s♦♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à 72

n−2
✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✻✳ ❆✉❝✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r p ♥✬❡st ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é ❞❛♥s Γ/Q(T )✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ❧♦❝❛❧✐sé R = Z[T ]pZ[T ] ❞❡ Z[T ] ❡♥ pZ[T ]✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ Γ ⊂ HM1M2 ❡t ♥♦t♦♥s C ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ R ❞❛♥s HM1M2✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ µ4 s✉r Q(T ) ❡st 256T 4(T 2 + 1)3 6∈
pZ[T ]✱ ❞♦♥❝ pR ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s H/Q(T )✳

❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ℓ0 ∈ {1, 2} ❡t k0 ∈ (Z/2n−1Z)∗✳ ▲❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ xℓ0,k0 s♦♥t ♣❛r♠✐
❧❡s ξlxℓ,k ♦ù l ∈ J1, 2n−1K✱ ℓ ∈ {1, 2} ❡t k ∈ (Z/2n−1Z)∗✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t

η(l,ℓ,k),(l′ ,ℓ′ ,k′ ) = ξlxℓ,k − ξl
′

xℓ′ ,k′

♣♦✉r t♦✉s (l, ℓ, k) 6= (l
′
, ℓ

′
, k

′
)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ xℓ0,k0 s✉r

Q(T ) ❞✐✈✐s❡
∏

(l,ℓ,k) 6=(l
′
,ℓ
′
,k

′
) η(l,ℓ,k),(l′ ,ℓ′ ,k′ ) ❞❛♥s C✳

❙♦✐❡♥t (l, ℓ, k) 6= (l
′
, ℓ

′
, k

′
)✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♣♦s❡ η = η(l,ℓ,k),(l′ ,ℓ′ ,k′ )✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t

❞✬❛❜♦r❞ ℓ 6= ℓ
′
✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s xℓ,k✱ ♦♥ ❛ ηr = 4T 2 + 4− (ξk − ξk

′

)2 ∈ C, ♦ù

r = (((−1)l − (−1)l
′
)
√
T 2 + 1− (ξk − ξk

′
))

2n−2∏

s=0

((ξlxℓ,k)
2s − (ξl

′

xℓ′ ,k′ )
2s) ∈ C.

❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r 4T 2+4− (ξk− ξk
′

)2 ♣❛r s❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ r′ ∈ C t❡❧ q✉❡ ηr′ = 4uT v+ a, ♦ù u ∈ N✱ v ∈ N ❡t a ∈ Z[T ] ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à v− 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ℓ = ℓ′ ❡t k = k′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

ηx2
n−1−1
ℓ,k = ξl(1− ξl

′−l)(T + 1 + (−1)ℓ
√
T 2 + 1− ξk).

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ♣❛r T +1− (−1)ℓ
√
T 2 + 1− ξk ∈ C✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

r′ ❞❛♥s C t❡❧ q✉❡ ηr′ = ξl(1− ξl
′−l)(2(1− ξk)T + (1− ξ)2 − 1)✳ ❖r✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ξ ❞❛♥s Q(ξ)/Q

✈❛✉t ±1 ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à ✈✉✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ 1− ξk ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
✷ ♣♦✉r t♦✉t k 6≡ 0 (mod 2n−1)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r

ξl(1− ξl
′−l)(2(1− ξk)T + (1− ξ)2 − 1)

♣❛r s❡s Q(T )✲❝♦♥❥✉❣✉és ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r′′ ∈ C t❡❧ q✉❡ ηr′′ = ±2uT v + a, ♦ù u ∈ N✱
v ∈ N ❡t a ∈ Z[T ] ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à v − 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ ℓ = ℓ′ ❡t k 6= k′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t r ❞❡ C t❡❧ ηr = 2u ❛✈❡❝

u ∈ N✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ η ❡t
∏2n−2

s=0 ((ξlxℓ,k)
2s − (ξl

′

xℓ,k′ )
2s) ✈❛✉t −ξk(1 − ξk

′−k)✱ ❞♦♥t ❧❛
♥♦r♠❡ ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✳

✷✼



❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t r ❞❡ C t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ r
❡t ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ xℓ0,k0 s✉r Q(T ) s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 2uT v+a ∈ Z[T ] ❛✈❡❝
u ∈ N✱ v ∈ N ❡t a ∈ Z(p)[T ] ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à v − 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s pR✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ pR ♥✬❡st ♣❛s r❛♠✐✜é ❞❛♥s Q(T )(xℓ0,k0)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ pR ♥✬❡st ♣❛s
r❛♠✐✜é ❞❛♥s Q(T, ξ)/Q(T )✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆❜❤②❛♥❦❛r ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✺✳
❆❧♦rs p ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✉r Γ/Q(T )✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✶✳✸✳✺ ❡t ✶✳✸✳✻✱ p ♥❡ ✈ér✐✜❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✮ ❡t ✸✮ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ p ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✮✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r
q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ Γ/Q(T ) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Q(ξ)✳

✶✳✸✳✸✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ Λ ❡t Σ s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ Q2n ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✸✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ Q2n s♦♥t

✲ ❧❡s Aj = {Λj ,Λ−j} ♦ù j ∈ J1, 2n−2 − 1K ❡t A2n−2 = {Λ2n−2}✱
✲ B = {Λ2jΣ | j ∈ J0, 2n−2 − 1K}✱
✲ C = {Λ2j+1Σ | j ∈ J0, 2n−2 − 1K}✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✽✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t i ❞❡ Γ/Q(T ) ❡st B ♦✉
C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ k ∈ (Z/2n−1Z)∗ ❡t ✉♥ j ∈ J1, 2n−2K ✐♠♣❛✐r t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t sk ❞❡ Γ/Q(T ) s♦✐t Aj✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ {−i, i, 0,∞} ∪ {sk | k ∈ (Z/2n−1Z)∗}✱ ♥♦t♦♥s Ct ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡
❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ t ❞❛♥s Γ/Q(T )✳ P✉✐sq✉❡ i ❡st ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ L/Q(T )✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Ci ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s Gal(Γ/L) = 〈Λ〉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ B3 = B ❡t C3 = C✳
❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❇r❛♥❝❤ ❈②❝❧❡ ▲❡♠♠❛ ✭✈♦✐r ❬❋r✐✼✼❪ ❡t ❬❱ö❧✾✻✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽❪✮✱ ♦♥ ❛ Ci = C−i✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ L/Q(T ) s♦♥t i ❡t −i✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C0 ❡st ❞❡ t②♣❡
A ♦✉ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s Csk ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✼✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s
❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s♦✐❡♥t tr✐✈✐❛❧❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Aj ❛✈❡❝ j ♣❛✐r✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ Γ/Q(T ) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s {−i, i, 0,∞} ∪ {sk | k ∈ (Z/2n−1Z)∗}
✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✸✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❢♦✉r♥✐t (gi, g−i, g0, g∞, (gsk)k) ∈ Ci ×
C−i × C0 × C∞ × (Csk)k t❡❧ q✉❡ 〈gi, g−i, g0, g∞, {gk | k}〉 = Q2n ❡t gi · g−i · g0 · g∞ ·

∏
k gk = 1✳

◆♦t♦♥s gi = ΛaiΣ✱ g−i = Λa−iΣ✱ ❛✈❡❝ ai ❡t a−i ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✱ g0 = Λ2a0 ✱ g∞ = Λa∞ ❡t
gsk = Λ2ak ♣♦✉r t♦✉t k✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs 1 = gi · g−i · g0 · g∞ ·

∏
k gk = Λv ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

❡♥t✐❡r v ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té q✉❡ ai + a−i + 2a0 + a∞ +
∑

k 2ak✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ a∞ ❡st ♣❛✐r✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ 〈gi, g−i, g0, g∞, {gk | k}〉 = Q2n ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs Q2n = 〈Λ2,Σ〉 ✭s✐ Ci = C−i = B✮ ♦✉
Q2n = 〈Λ2,ΛΣ〉 ✭s✐ Ci = C−i = C✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ 〈Λ2〉 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✐st✐♥❣✉é ❞✬♦r❞r❡ 2n−2 ❡t Σ2 = Λ2n−2 ∈ 〈Λ2〉 ✭r❡s♣✳ (ΛΣ)2 = Λ2n−2 ∈ 〈Λ2〉✮✱ ❞♦♥❝ |〈Λ2,Σ〉| ✭r❡s♣✳
|〈Λ2,ΛΣ〉|✮ ❡st 2n−1 ❛❧♦rs q✉❡ Q2n ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2n✳ ❆✐♥s✐✱ s♦✐t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡st
✈r❛✐❡✱ s♦✐t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ 〈T 〉 ❞❛♥s ΓQ/Q(T ) ✈❛✉t 2n−1✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r 0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ M1M2/Q(T ) ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✸✮ ❡t
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ 〈T 〉 ❞❛♥s HQ/Q(T ) ✈❛✉t ❛✉ ♣❧✉s 2✳

✶✳✸✳✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

◆♦t♦♥s m(X) =
∏
k∈(Z/2n−1Z)∗(X − sk) ∈ Q[X]✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✹✱ ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ m(X) s♦♥t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ✷✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✾✳ P♦✉r p ≡ 1 (mod 2n−1) ♣r❡♠✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ Z t❡❧ q✉❡ vp(m(t)) > 0✳

✷✽



Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s O ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ❧♦❝❛❧✐sé Z[2] ❞❡ Z ❡♥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ {2j | j ≥ 0}
❞❛♥s Q(ξ)✳ ❙♦✐t P ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ O ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ pZ[2]✳ P✉✐sq✉❡ p ≡ 1 (mod 2n−1)✱ ❧❡ ❞❡❣ré
rés✐❞✉❡❧ f(P/pZ[2]) ❡st é❣❛❧ à 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ O/P = Z[2]/pZ[2]✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ t ∈ Z[2] t❡❧ q✉❡
m(t) = 0 ♠♦❞✉❧♦ pZ[2]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❝❤♦✐s✐r t ❞❛♥s Z✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✸ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t p ❡t q ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s 22
n−2

+ 1✱
q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✺ ❡t t❡❧s q✉❡ p ≡ 1 (mod 2n−1) ❡t q ≡ 1 (mod 4)✳ ❙♦✐t
t0 ∈ N ✈ér✐✜❛♥t vp(m(t0)) = 1 ❡t vq(t20 + 1) = 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ Γt/Q ❞❡ Γ/Q(T ) ❡♥ t
❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Q2n ♣♦✉r t♦✉t t ≡ t0 (mod p2q2)✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ t0 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❡①✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ p ≡ 1
(mod 2n−1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t0,p ❞❛♥s Z t❡❧ q✉❡ vp(m(t0,p)) > 0 ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✾✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q ≡ 1 (mod 4)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t0,q ❞❛♥s Z t❡❧ q✉❡ vq(t

2
0,q +1) > 0✳ ❉✬❛♣rès ❬▲❡❣✶✻✱ ▲❡♠♠❛

✸✳✶✷❪✱ q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r t0,p ❡t t0,q✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r vp(m(t0,p)) = 1 ❡t vq(t
2
0,q + 1) = 1✳ ▲❡

t❤é♦rè♠❡ ❝❤✐♥♦✐s ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ t0 ∈ Z t❡❧ q✉❡ vp(t0 − t0,p) ≥ 2 ❡t vq(t0 − t0,q) ≥ 2✳ ❊♥✜♥✱
❬▲❡❣✶✻✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✶❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t0 ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t ≡ t0 (mod p2q2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s vp(m(t0)) = 1 ❡t vq(t
2
0+1) = 1✱

♦♥ ❛ vp(m(t)) = 1 ❡t vq(t
2 + 1) = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡

Γ/Q(T ) ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✸✮✳ P❛r ❬▲❡❣✶✻✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ t ❡t s1 ✭r❡s♣✳ t ❡t i✮ s❡
r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p ✭r❡s♣✳ q✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✼✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ❡t q
s♦♥t ❞❡ ❜♦♥s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✉r Γ/Q(T )✳ ❊♥✜♥✱ p ✉♥✐t❛r✐s❡ s1 ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✹ ❡t ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
q ✉♥✐t❛r✐s❡ i✳ ❙✐ k ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ (Z/2n−1Z)∗ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✽✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✹
❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ Gal(Γt/Q) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ Csk ✭r❡s♣✳ Ci✮
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t sk ✭r❡s♣✳ i✮ ❞❡ Γ/Q(T )✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ Gal(Γt/Q)
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Aj ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j ∈ J1, 2n−2K ✐♠♣❛✐r ❡t✱ s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B✱ s♦✐t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ C✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs Gal(Γt/Q) = Q2n ✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r n = 3 ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ p✱ q ❡t t0 ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ m(X) = X2 +X/2+ 5/8✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ s✬❛ss✉r❡ q✉❡
p = 53 ❡t q = 61 ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t0 s♦♥t 804✱ 865 ❡t
1758✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✷✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊❧é♠❡♥ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s

q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t
❝❡✉① ❝♦♥♥✉s ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸
❡t ✹✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t ❝♦r♣s t♦r❞✉s ❡t✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❉❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❬❈♦❤✾✺❪ ❡t ❬●❲✵✹❪✳

✷✳✶✳✶ ❈♦r♣s

❯♥ ❝♦r♣s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ K✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ❧♦✐s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ +✱ ❡t
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ × ♦✉ · ♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts 0
❡t 1 t❡❧s q✉❡ ✿

✶✮ (K,+) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 0✱

✷✮ 1 6= 0 ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K \ {0} ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 1 ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱

✸✮ ❧❛ ♠✉t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✿

(a+ b)c = ac+ bc ❡t a(b+ c) = ab+ ac ♣♦✉r t♦✉s a, b, c ∈ K.

❯♥ ❝♦r♣s ❡st ❞✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❡st ❣❛✉❝❤❡✳

❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✶✳✶✳ ✶✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s HK

à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❝♦♠♠❡ ❧❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❜❛s❡ 1, i, j, k ✈ér✐✜❛♥t ✿

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

❈❡ ❝♦r♣s ❡st ❣❛✉❝❤❡✳ ❙✐ K = R✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s C s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ HR ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r R ❡t i✳

✷✮ ▲❡s ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s✱ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ➓✷✳✶✳✸✱ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s K ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ K✱ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ A ❞❛♥s K ❡st ❧❡
s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ K ❞é✜♥✐ ♣❛r

ZK(A) = {b ∈ K | ab = ba ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A}.

✸✶



❉❛♥s ❧❡ ❝❛s A = K✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ K✱ ❞♦♥♥é ♣❛r

Z(K) = {b ∈ K | ab = ba, ♣♦✉r t♦✉t a ∈ K}.

❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✶✳✷✳ ✶✮ ▲❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ C ❞❛♥s HR ❡st C✳

✷✮ P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ R✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ HK ❡st K✳

✷✳✶✳✷ ❈♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ✶❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s K
❝♦♥t❡♥❛♥t R t❡❧ q✉❡ t♦✉t x ∈ K s✬é❝r✐✈❡ x = rs−1 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s r ∈ R ❡t s ∈ R \ {0}✳ ❈❡
❝♦r♣s ❡st ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t j ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s K✱ ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡✳ ❯♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s K ♠✉♥✐
❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t j : R →֒ K t❡❧ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ K ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r j(R) s♦✐t é❣❛❧ à K✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ❛ss✉ré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐❜r❡ K〈X〉 s✉r ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡K ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ P❛❣❡ ✺✹❪✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ x = rs−1 ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❖r❡ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬é❝r✐t✉r❡ x = rs−1✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡
❢r❛❝t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❖r❡ à ❞r♦✐t❡
✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s r, s ∈ R \ {0}✱ ♦♥ ❛

sR ∩ rR 6= 0 (r❡s♣✳Rs ∩Rr 6= 0).

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❙✐ R ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡
❖r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❖r❡ à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❞✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✺✳ ✶✮ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✳

✷✮ ❚♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳
à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡
à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❱♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✸✳✻ ❡t ✶✳✸✳✼❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬●❲✵✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✻❪ ❡t ❬❈♦❤✾✺✱ ➓✶✳✸❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳ ❚♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ R ❛❞♠❡t✱ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès✱ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s K ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ K s✬é❝r✐t x = rs−1 ✭r❡s♣✳ x = s−1r✮
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s r ∈ R ❡t s ∈ R \ {0}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✼✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❖r❡ ❛ss✉r❡✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ❡t✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ rs−1 ♦✉ s−1r✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥sK✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ R ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s L s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K ❞❛♥s L✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❖r❡ s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✿

✶✳ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ R ❡st ❞✐t ✐♥tè❣r❡ s✐ R 6= {0} ❡t xy 6= 0 ♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ R \ {0}✳

✸✷



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✱ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ψ ❞❡ R
❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s L s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ : K → L✳

K
∃!ψ

  
R
?�

OO

ψ // L

✷✳✶✳✸ ❈♦r♣s t♦r❞✉s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❖r❡ ✭✈♦✐r ❬❖r❡✸✸❪✮ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉s ✭r❡s♣✳ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s✱ r❡s♣✳ ❝♦r♣s ❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉s✮
❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭r❡s♣✳ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ r❡s♣✳ ❝♦r♣s ❞❡
sér✐❡s✮ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳

✷✳✶✳✸✳✶ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢K✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♠♦♥♦❣è♥❡K(α)/K
r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ P (T ) ∈ K[T ] ✈ér✐✜❛♥t L = K[T ]/(P (T ))✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉
❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❥♦✉❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡H✳ ▲❡ ❜✉t
❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✧♣♦❧②♥ô♠❡s✧✱ ♥♦té ❛ ♣r✐♦r✐ A✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r H ❞❡
❜❛s❡ (Tn)n≥0✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P (T ) =

∑n
i=0 aiT

i

♦ù (ai)
n
i=0 ⊂ H ❡t n ∈ N✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ P ♣❛r deg(P ) = max{i|ai 6= 0}✳ ◆♦✉s ❞❡♠❛♥❞♦♥s

q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱
s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✶✮ P♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❡✉t q✉❡

∑

i

aiT
i +
∑

i

biT
i =

∑

i

(ai + bi)T
i ♣♦✉r t♦✉s (ai)i, (bi)i ⊂ H.

✷✮ P♦✉r ❧❛ ♠✉t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦✐t é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❞❡❣rés✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❛✮ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σ(a), δ(a) ∈ H ✉♥✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ Ta = σ(a)T + δ(a) ❀

❜✮ ♣♦✉r t♦✉s a, b ∈ H✱ ♦♥ ❛

σ(ab)T + δ(ab) = T (ab) = (σ(a)T + δ(a))b = σ(a)σ(b)T + σ(a)δ(b) + δ(a)b. ✭✷✳✶✳✶✮

❉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✲ ❈♦♠♠❡ 1 · T = T = T · 1 = σ(1) · T ✱ ♦♥ ❛ σ(1) = 1✳

✲ P♦✉r t♦✉s a, b ∈ H✱ ♦♥ ❛ σ(ab) = σ(a)σ(b) ✭♣❛r ✭✷✳✶✳✶✮✮✳

✲ P♦✉r t♦✉s a, b ∈ H✱ ♦♥ ❛

σ(a+ b)T + δ(a+ b) = T (a+ b) = σ(a)T + δ(a) + σ(b)T + δ(b) = (σ(a) + σ(b))T + δ(a) + δ(b),

❞♦♥❝ σ(a+ b) = σ(a) + σ(b) ❡t δ(a+ b) = δ(a) + δ(b)✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ σ ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉ ❝♦r♣s H ❡t q✉❡ δ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✾✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡H✳ ❯♥❡ σ✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ δ ❞❡H ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ (H,+) ✈ér✐✜❛♥t

δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b,

♣♦✉r t♦✉s a, b ∈ H✳ ❙✐ σ = idH ✱ ❛❧♦rs ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✸✸



▼✉♥✐ ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ A✱ ♥♦té ♠❛✐♥t❡♥❛♥t H[T, σ, δ]✱ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡
❛♣♣❡❧é ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉ ❛ss♦❝✐és à σ ❡t δ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ = 0 ✭r❡s♣✳ σ = id ❡t δ = 0✮✱
♦♥ ♥♦t❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t H[T, σ] ✭r❡s♣✳ H[T ]✮✳

❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✶✳✶✵✳ ✶✮ ◆♦t♦♥s τ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s C[T, τ ]✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

(iT 2 + 5T + 1)(2iT + 3) = −2T 3 − 7iT 2 + (15 + 2i)T + 3.

✷✮ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❡t σ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✳ P♦✉r t♦✉t y ∈ H✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛
σ✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ δy : x ∈ H 7→ yx− σ(x)y ∈ H✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à y✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ H ❡t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
❛✣r♠❡ q✉❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ : H[T ] → R éq✉✐✈❛✉t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ :
H → R ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t r ❞❡ R✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ψ(T ) = r ❡t ψ(x) = ψ(x) ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ H✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉s
✭✈♦✐r ❬●❲✵✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s✱ σ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❡t δ ✉♥❡ σ✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ H✳
❙♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ψ : H → R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t r ∈ R ✈ér✐✜❛♥t rψ(x) = ψ(σ(x))r + ψ(δ(x))
♣♦✉r t♦✉t x ∈ H✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ : H[T, σ, δ] → R ét❡♥❞❛♥t ψ ❡t ✈ér✐✜❛♥t
ψ(T ) = r✳

H[T, σ, δ]
∃!ψ

$$
H
?�

OO

ψ // R

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s H✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ H ❡t ✉♥❡ σ✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ δ ❞❡ H✳ ▲❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ H[T, σ, δ] ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱
➓✷✳✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ H[T, σ, δ] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✳

P❛r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✳✶✷ ❡t ✷✳✶✳✻✱ H[T, σ, δ] ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ♥♦té
H(T, σ, δ)✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉ ❛ss♦❝✐é à σ ❡t δ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ = 0
✭r❡s♣✳ σ = id ❡t δ = 0✮✱ ♦♥ ♥♦t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t H(T, σ) ✭r❡s♣✳ H(T )✮✳

✷✳✶✳✸✳✷ ❈♦r♣s ❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉s ❡t ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ sér✐❡s
t♦r❞✉s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦✲
❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉s✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ H ❡t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ H✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉
❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉ ❛ss♦❝✐é à σ✱ ♥♦té H[[T, σ]]✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s

∑
i≥0 aiT

i ♦ù
(ai)i ⊂ H✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r H[[T, σ]] ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∑

i

aiT
i +
∑

i

biT
i =

∑

i

(ai + bi)T
i. ✭✷✳✶✳✷✮

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
Ta = σ(a)T, ✭✷✳✶✳✸✮

♣♦✉r t♦✉t a ∈ H✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = id✱ ♦♥ ♥♦t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t H[[T ]]✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t✱ ✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✸✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ H[[T, σ]] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✳

✸✹



P❛r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✳✶✷ ❡t ✷✳✶✳✻✱ H[[T, σ]] ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦t❡ H((T, σ))✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ sér✐❡s t♦r❞✉ ❛ss♦❝✐é à σ✳ ▲❡ ❝♦r♣s H((T, σ)) ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧ ❡st ❢♦r♠é ❞❡s sér✐❡s

∑
i≥m aiT

i ❛✈❡❝ m ∈ Z ❡t (ai)i ⊂ H
♠✉♥✐ ❞❡s ❧♦✐s ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✶✳✷✮ ❡t ✭✷✳✶✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = id✱ ♦♥ ♥♦t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t H((T ))✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✳✽ ❡t ✷✳✶✳✶✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✹✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r a 7→ a ✭♣♦✉r t♦✉t a ∈ H✮ ❡t T 7→ T ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞❡ H[T, σ] ✭r❡s♣✳ H(T, σ)✮ ❞❛♥s H[[T, σ]] ✭r❡s♣✳ H((T, σ))✮✳

P❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
H((T, σ)) q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s H(T, σ)✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❬❈♦❤✾✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸❪
s❛♥s ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♥❢♦rt ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺✳ ✭❈r✐tèr❡ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té✮ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✳
❙♦✐t x =

∑
n≥n0

anT
n ∈ H((T, σ))✱ ♦ù (xn)n ⊂ H ❡t an0 6= 0✳ ❆❧♦rs x ∈ H(T, σ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✬✐❧ ❡①✐st❡ s ≥ 1, n1 ≥ 0 ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts y1, . . . , ys ❞❡ H t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n > n1✱ ♦♥ ❛✐t

an = an−1σ
n−1(y1) + an−2σ

n−2(y2) + · · ·+ an−sσ
n−s(ys). ✭✷✳✶✳✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ s✉♣♣♦s♦♥s x ∈ H(T, σ)✳ ❈♦♠♠❡H[T, σ] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ x = P (T )Q(T )−1 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s P (T ) ∈ H[T, σ] ❡t Q(T ) ∈ H[T, σ] \ {0}✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ (yl)

s
l=1 ⊂ H ✭s ≥ 1✮ ❡t (dj)

r
j=q ⊂ H ✭q ∈ Z ❡t q ≤ r✮ t❡❧s q✉❡


∑

n≥n0

anT
n



(
1−

s∑

l=1

ylT
l

)
=

r∑

j=q

djT
j ,

❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ à ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∑

n≥n0

anT
n −

∞∑

n=n0+1

(
n−s∑

k=n−1
akσ

k(yn−k)

)
Tn =

r∑

j=q

djT
j .

❉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t n1 = max(r, n0 + 1)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

an =
n−s∑

k=n−1
akσ

k(yn−k) = an−1σ
n−1(y1) + an−2σ

n−2(y2) + · · ·+ an−sσ
n−s(ys)

♣♦✉r t♦✉t n > n1✳

P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ x(1 −
∑s

l=1 ylT
l) s✬é❝r✐t∑r

j=q djT
j ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ x = P (T )Q(T )−1 ∈ H(T, σ) ❛✈❡❝ P (T ) ∈ H[T, σ] ❡t Q(T ) ∈

H[T, σ] \ {0}✳

✷✳✷ ❋♦r♠❡s ré❞✉✐t❡s

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à
❬❇♦✉✶✷❪✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉r k ❡st ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡
A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r k ❡t s✐♠♣❧❡ ✭♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞✬✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✮✳

✸✺



❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✷✳✷✳ ✶✮ ❚♦✉t ❝♦r♣s H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ k ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡
❝❡♥tr❛❧❡ s✉r k✳

✷✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ R✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s HK ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡
❝❡♥tr❛❧❡ s✉r K✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ k ❡t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ A s✉r k✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ [A : k] ❞❡ A s✉r k ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝❛rré ♣❛r❢❛✐t ❡t ♥♦t♦♥s ❛✐♥s✐
[A : k] = n2✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥❡ k✲❜❛s❡ (e1, . . . , en2) ❞❡ A✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
ré❞✉✐t❡✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♥❡✉tr❛❧✐s❛♥t D ❞❡ A ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
k✲❛❧❣è❜r❡s ϕ : A ⊗k D → Mn(D)✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ NrdA /k ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿

◆r❞A /k : A
a 7→a⊗1// A ⊗k D

ϕ // Mn(D)
❞❡t // D .

▲❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ D ❡t ❞❡ ϕ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ NrdA /k ❡st
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s♦rt❡s ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❛♥s A ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ é❧❡♠❡♥t x ❞❡ A ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ NrdA /k(x) 6= 0✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ FA (X1, . . . , Xn2) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

FA (X1, . . . , Xn2) = NrdA /k(X1e1 +X2e2 + · · ·+Xn2en2),

♣♦✉r t♦✉t (X1, X2, . . . , Xn2) ∈ kn
2
❡st ✉♥❡ k✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré n✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡

❛ss♦❝✐é❡ à NrdA /k r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ k✲❜❛s❡ (e1, e2, . . . , en2) ❞❡ A✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ FA ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❛♥s k[X1, . . . , Xn2 ]✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ R✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ HK/K ✭♦ù HK ❞és✐❣♥❡
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✮ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❜❛s❡ (1, i, j, k) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

FHK (X1, X2, X3, X4) = X2
1 +X2

2 +X2
3 +X2

4 .

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳ ▲❛ k✲❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ FA ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧
s✉r k✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❬❉▲✷✵❪ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s L/k ❡t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡
A s✉r k ✈ér✐✜❛♥t [A : k] = n2✳ ▲❛ L✲❛❧❣è❜r❡ A⊗kL ❡st s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛ [A⊗kL : L] = n2✳
❉❡ ♣❧✉s✱ (e1⊗k 1, . . . , en2⊗k 1) ❡st ✉♥❡ L✲❜❛s❡ ❞❡ A⊗kL✳ ◆♦t♦♥s FA⊗kL ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✺✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s FA ❡t FA⊗kL s♦♥t é❣❛❧❡s✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A s♦✐t ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❆❧♦rs A ⊗k L ❡st ✉♥ ❝♦r♣s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
FA ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r L

✷✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s
à ❬❈♦❤✾✺❪ ❡t ❬❏❛❝✺✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✸✻



✷✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝♦r♣s E ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s K✱ ♥♦té❡ E/K✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
j : K →֒ E✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K à ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s ♣❛r j ❞❛♥s E ❡t ♦♥ ♣❡✉t
❛✐♥s✐ é❝r✐r❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ K ⊂ E s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ E ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s K✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ E ❡st à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ s✉r K✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▲❡ ❞❡❣ré à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ E s✉r K✱ ♥♦té [E : K]g ✭r❡s♣✳ [E : K]d✮✱
❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ E s✉r K ❡♥ t❛♥t q✉❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ à ❞r♦✐t❡✮✳

❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✸✳✷✳ ✶✮ ▲❡ ❝♦r♣s HR ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ✭à ❞r♦✐t❡ ♦✉ à ❣❛✉❝❤❡✮ s✉r R✳

✷✮ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ k ❡t ♦♥ ♥♦t❡ K = k(T ) ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ T s✉r k✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ E = K[X,σ]/(X2) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ✭r❡s♣✳ 2✮ à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳
à ❞r♦✐t❡✮ s✉r K ❞❡ K✲❜❛s❡ 1, X,XT ✭r❡s♣✳ 1, X✮ ♦ù σ ❡st ❧❡ k✲❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K ❡♥✈♦②❛♥t
T s✉r T 2 ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ ❊①❡r❝✐s❡ ✶✱ ♣❛❣❡ ✾✻❪✮✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ K✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ s✉r E ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ E s♦✐t ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ E/K ❡st ✜♥✐❡ à ❣❛✉❝❤❡
✭r❡s♣✳ à ❞r♦✐t❡✮ s✐ [E : K]g ✭r❡s♣✳ [E : K]d✮ ❡st ✜♥✐✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ E \ {0}✱ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥tér✐❡✉r ❞❡ E ❛ss♦❝✐é à x✱ ♥♦té I(x)✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r I(x)(y) = xyx−1 ♣♦✉r t♦✉t y ∈ E✳ ▲✬♦r❞r❡
✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ E ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t n ≥ 1 t❡❧ q✉❡ σn s♦✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ E ✭s✐ ✉♥ t❡❧ n ❡①✐st❡✮✱ ❡t ∞ s✐♥♦♥✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ E/K ❡st ❞✐t❡ ❡①tér✐❡✉r❡ s✐
Aut(E/K) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ZE(K) = Z(E) ♦ù
ZE(K) ✭r❡s♣✳ Z(E)✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ K ❞❛♥s E ✭r❡s♣✳ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ E✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
s✐ E/K ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ Z(K) ⊂ Z(E)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✸✳ ❙✐ E/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳

✷✳✸✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s

❈♦♠♠❡ ❞é❥à ❛♥♥♦♥❝é✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ✭❆rt✐♥✮ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s E/K ❡st ❞✐t❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ s✐ EAut(E/K) = K
♦ù EAut(E/K) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ E ✜①é ♣❛r t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s Aut(E/K)✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ E/K✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Gal(E/K)✱ ❡st Aut(E/K)✳

■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥térêts à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✿

✶✮ ❉✬❛❜♦r❞✱ s✐ E/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❛❧♦rs E/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
✭❛✉ s❡♥s ❞✬❆rt✐♥✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ E/K ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛rt✐♥✐❡♥
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❝❡♥❝❡✳

✷✮ ❊♥s✉✐t❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✐♥✜♥✐K✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥K(T )/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ K(T )/K ❡st PGL2(K) ❡t ✐❧ ❛❣✐t ♣❛r

(
a b
c d

)
· T =

aT + b

cT + d
.

✸✮ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣é❜r✐❝✐té s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ E ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s K✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t a0, . . . , an−1 ∈ K t❡❧s q✉❡ a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 = 0✱

✐✐✮ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ E ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r K ❡t x ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r K✳
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❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r K✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s E ❡t K ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r K s✐ ✐✮
❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ii) ⇒ i) ♠❛✐s i) ⇒ ii) ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✉ t②♣❡ ✧x, y ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r K ✐♠♣❧✐q✉❡♥t x+ y ❡t xy ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r K✧ ♦✉ ✧F/E
❡t E/K ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t F/K ❛❧❣é❜r✐q✉❡✧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❧❛✐r❡s✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s❡✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s
❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ E/K t❡❧❧❡ q✉❡ [E : K]g < ∞ ♦✉
[E : K]d <∞✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs [E : K]g = [E : K]d ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✺✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✸✳✹❪✮✳

✷✳✸✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s ❝♦r♣s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✾ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ E/K ❞❡ ❝♦r♣s
❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s K ⊂ F ⊂ E q✉❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s H ❞❡
Gal(E/K)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✾✱ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ à
❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s q✉✐
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G ❞✬✉♥ ❝♦r♣s K ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ G ≤ Aut(K)✮ ❡st
✉♥ N ✲❣r♦✉♣❡ ✭❛♣rès ◆♦❡t❤❡r✮ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

AG,K = {x ∈ K \ {0} | I(x) ∈ G} ∪ {0}

❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✉r Z(K)✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ AG,K ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à G✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✻✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✉♥ N ✲❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡

G0 = {I(x) | x ∈ AG,K \ {0}}

❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❞❡ G ♣❛r

|G|red = [G : G0][AG,K : Z(K)].

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❆❧♦rs I(x) = id ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ K \ {0}✳ ❆✐♥s✐ G0 = {id} ❡t AG,K = K✳ ❉♦♥❝ |G|red = |G|✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽✳ ❙♦✐t G ✉♥ N ✲❣r♦✉♣❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K✳

✶✮ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G ❡st ✉♥ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐ H ❡st ✉♥ N ✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r K
✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ G✳

✷✮ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G ❡st ❞✐t N ✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✐ ❧❡ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r NG(H)
❡st é❣❛❧ à G✱ ♦ù NG(H) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ H ❞❛♥s G✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✾✳ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✮ ❙♦✐t E/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
G t❡❧❧❡ q✉❡ [E : K]g <∞✳

✶✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s H ❞❡ G ❡t ❧❡s s♦✉s✲❝♦r♣s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s K ⊂ L ⊂ E ✿

H 7→ EH = {x ∈ E | σ(x) = x ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ H}
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L 7→ FixG(L) = {σ ∈ G | σ(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ L}.
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ E/EH ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ H ❡t ♦♥ ❛ [E : EH ]g = |H|red✳
✷✮ ❙✐ H ❡st ✉♥ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs Aut(EH/K) = NG(H)/H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ EH/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ H ❡st N ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s G✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✵✳ ✶✮ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ N ✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
❞❛♥s ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✉s✉❡❧❧❡✳

✷✮ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡✱ s✐ E/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✉s✉❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ E/K ❡t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❝♦r♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

✸✮ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉❡✱ s✐ E/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ à ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ G✱ ❛❧♦rs [E : K]g = |G|red ≤ |G|✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s é❣❛❧✐té✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡ ❇✳ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❞❛♥s ❬❉❡s✶✽❪✳

✹✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦r♣s H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ k✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ H/k ét❛✐t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ H∗/k∗ ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡s ✵✳✷✳✶✮✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ U/k∗ ✭❛✈❡❝ k∗ ⊂ U ⊂ H∗✮ ❞❡ H∗/k∗

❡st ✉♥ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ AU,H = U ∪ {0} ❡st ✉♥❡ k✲s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ H✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t
à ❞✐r❡ q✉❡ U ∪ {0} ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✭❝❛r [H : k] < ∞✮ ✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs
à ❝❤❛q✉❡ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ U/k∗ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s HU/k∗ = ZH(U ∪ {0}) ❞❡ H ❡t à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❝♦r♣s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ k ⊂ L ⊂ H ❧❡ N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ZH(L)

∗/k∗✳

✷✳✸✳✹ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥✜♥✐❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣r♦✜♥✐❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❬❏❛❝✺✻✱ ❈❤❛♣t❡r ❱■■❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✶✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ E/K ❡st ❞✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
ξ ∈ E✱ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s K(ξ) ❞❡ E ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r K ❡t ξ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r K✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ E/K✱ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦✜♥✐ ✭✈♦✐r ❬❏❛❝✺✻✱ P❛❣❡ ✶✻✼❪
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

H 7→ EH = {x ∈ E | σ(x) = x ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ H}

❡t
L 7→ FixG(L) = {σ ∈ G | σ(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ L} .

ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és H ❞❡ G ❡t ❧❡s s♦✉s✲❝♦r♣s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s K ⊂ L ⊂ E✳ P❛r ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ EH/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
H ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ EH/K s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ G/H✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥✜♥✐❡ ✉s✉❡❧❧❡✳

✸✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s

❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ s✐ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H t❡❧s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s h〈σ〉 ❞❡ h ✜①é ♣❛r σ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s H(T, σ) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s q✉✐ ❡st✱ s♦✐t ré❡❧ ❝❧♦s✱ s♦✐t ❤❡♥sé❧✐❡♥ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❧✐❜r❡
❞❡ r❛♥❣ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ F̂ω ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r H(T, σ)✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❡❤✷✶❪ ❡t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✳

✸✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❬❉▲✷✵❪ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❡t k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ Z(K) ❞❡ K✳ ❙✐ L/k
❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ M = K⊗kL s♦✐t
✉♥ ❝♦r♣s✱ ❛❧♦rs ✿

✶✮ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ K ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ M ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Ψ : Gal(L/k) → Aut(M/K)
σ 7→ Ψ(σ) : M → M

h⊗ x 7→ h⊗ σ(x)
✭✸✳✶✳✶✮

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

✷✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ M/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✶✮ ❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ Ψ ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ P♦✉r ❧❛ s✉r✲
❥❡❝t✐✈✐té✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s η ∈ Gal(M/K)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Z(M) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❱✉
q✉❡ η(Z(M)) = Z(M)✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ η à Z(M) ❡st ✉♥ k✲❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖r (k ⊗k L)/k ❡st
✉♥❡ s♦✉s✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ Z(M)/k✱ ❞♦♥❝ η(k⊗k L) = k⊗k L✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ση : L → L q✉✐ à l ∈ L ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ l̃ ∈ L ✈ér✐✜❛♥t η(1 ⊗ l) = 1 ⊗ l̃✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ση ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✱ ❞♦♥❝ ση ∈ Gal(L/k)✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥
❛ Ψ(ση) = η✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♣♦✉r h ∈ K ❡t l ∈ L✱ ♦♥ ❛ Ψ(ση)(h⊗ l) = Ψ(ση)(h⊗ 1)Ψ(ση)(1⊗ l) =
(h⊗ 1)(1⊗ ση(l)) = η(h⊗ 1)η(1⊗ l) = η((h⊗ 1)(1⊗ l)) = η(h⊗ l)✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ Ψ(ση) = η✳

✹✶



✷✮ ❖♥ ✈♦✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ M ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Aut(M/K)
✈❛✉t K✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss✉r❡r q✉❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ M = K ⊗k L r❡st❡ ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❉❛♥s ❬❉▲✷✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ② ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
K = H(T )✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t♦r❞✉s à ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s H
❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ ■❧s ❝♦♥trô❧❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ③ér♦s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/h(T )✳ ❈❡❝✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù K = H(T, id) ❛✈❡❝
[H : h] < +∞✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s K = H(T, σ) ❝♦♥s✐st❡ à
♣❧♦♥❣❡r K✱ L ❡tM ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ✭❞❡ sér✐❡s✮✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❬❉▲✷✵❪ à ❞❡s ❝❛s ♦ù σ 6= id ❡t [H : h] = +∞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐❡ s✉r
h✮ ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡ n ≥ 1✳ ❙✐ h〈σ〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ h ♣❛r
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ σ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ h〈σ〉(Tn)✲❧✐♥é❛✐r❡

τ : H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn) h
〈σ〉((Tn)) → H((T, σ)),

q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❝❤❛q✉❡ t❡♥s❡✉r x⊗ l s✉r xl✱ ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ h〈σ〉(Tn)✲❛❧❣è❜r❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ h〈σ〉(Tn) ⊂ L ⊂ h〈σ〉((Tn)) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ s✉r h〈σ〉(Tn)✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn) L ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✐ A,B,C ❞és✐❣♥❡♥t tr♦✐s k✲❛❧❣è❜r❡s ❡t f : A→ C✱ g : B →
C s♦♥t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✲❧✐♥é❛✐r❡ A⊗kB −→ C q✉✐ ❛✉ t❡♥s❡✉r
a ⊗ b ❛ss♦❝✐❡ f(a)g(b)✱ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Im(g) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡
❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❛♥s C ❞❡ Im(f) ✭❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ Im(f) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t
❞❛♥s C ❞❡ Im(g)✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ h〈σ〉((Tn)) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H((T, σ))✱ ❝❡ q✉✐
♠♦♥tr❡ q✉❡ τ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳

P♦✉r ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ τ ✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s h1, . . . , hs ∈ H(T, σ) ❡t z1, . . . , zs ∈ h〈σ〉((Tn)) t❡❧s q✉❡
x =

∑s
m=1 hm⊗ zm ✈ér✐✜❡ τ(x) = 0✳ P✉✐sq✉❡ H[T, σ] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡ ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✸✮✱

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s ❢♦✐s ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ é❝r✐t✉r❡ b−1a = a′b′−1 ✭a, b, a′, b′ ∈ H[T, σ]✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ u ∈ H[T, σ] \ {0} t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ J1, sK✱ ♦♥ ❛✐t hmu ∈ H[T, σ]✳ ❈♦♠♠❡
u⊗ 1 ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡ τ(x)τ(u⊗ 1) = τ(

∑s
m=1 hmu⊗ zm)✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ x = 0✱ ♦♥

♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s hm s♦♥t ❞❛♥s H[T, σ]✳ ▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡s zm s♦♥t ❞❛♥s h〈σ〉[[Tn]]✳

❋✐①♦♥s ✉♥❡ h〈σ〉✲❜❛s❡ (ej)j∈J ❞❡ H✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❡♥tr❛❧✐té ❞❡ h〈σ〉(Tn)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s hm s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡

hm(T ) =

lm∑

l=0

T ln
n−1∑

k=0

al,k,mT
k
❛✈❡❝ al,k,m ∈ H

=

lm∑

l=0

T ln
n−1∑

k=0


∑

j∈Jm
λl,k,j,mej


T k ❛✈❡❝ Jm ⊂ J ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❝❤♦✐s✐

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r l ❡t k ✈❛r✐❛♥t ❡t λl,k,j,m ∈ h〈σ〉

=
n−1∑

k=0

∑

j∈Jm
ejT

kPk,j,m(T
n) ❛✈❡❝ Pk,j,m(T

n) ∈ h〈σ〉[Tn].

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

hm ⊗ zm =

n−1∑

k=0

∑

j∈Jm
(ejT

kPk,j,m(T
n))⊗ zm =

n−1∑

k=0

∑

j∈Jm
(ejT

k)⊗ (Pk,j,m(T
n)zm)

✹✷



❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ♣♦✉r m = 1, . . . , s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ J0 =
⋃
m Jm ⊂ J ✜♥✐❡ ❡t ❞❡s

sér✐❡s

zk,j =

s∑

m=1

Pk,j,m(T
n)zm ∈ h〈σ〉[[Tn]]

✭❡♥ ❛②❛♥t ♣r✐s s♦✐♥ ❞❡ ♣♦s❡r Pk,j,m(T
n) = 0 s✐ j /∈ Jm✮ t❡❧❧❡s q✉❡

x =

s∑

m=1

hm ⊗ zm =

n−1∑

k=0

∑

j∈J0
(ejT

k)⊗ zk,j .

❊♥ ♣♦s❛♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t zk,j =
∑

l≥0
αk,j,lT

ln ✭❛✈❡❝ αk,j,l ∈ h〈σ〉✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❡♥tr❛❧✐té✱ ♦♥

tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs

τ(x) =

n−1∑

k=0

∑

j∈J0
ejT

k
∑

l≥0
αk,j,lT

ln =
∑

l≥0

n−1∑

k=0


∑

j∈J0
αk,j,lej


T ln+k = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ J0, n − 1K ❡t t♦✉t l ≥ 0✱ ♦♥ ❛
∑

j∈J0 αk,j,lej = 0✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡

(ej)j ét❛♥t ✉♥❡ h
〈σ〉✲❜❛s❡ ❞❡ H✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs αk,j,l = 0 ♣♦✉r t♦✉s k, j, l✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s zk,j

s♦♥t ♥✉❧❧❡s ❡t ❞♦♥❝ x = 0✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s h〈σ〉(Tn) ⊂ L ⊂ h〈σ〉((Tn)) t❡❧ q✉❡ ❧❡
❝♦r♣s L s♦✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r h〈σ〉(Tn)✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ H(T, σ) ⊗h〈σ〉(Tn) L s❡
♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣sH((T, σ))✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tè❣r❡✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡H(T, σ)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ à ❣❛✉❝❤❡✱
H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn)L ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ [L : h〈σ〉(Tn)] < +∞✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸ q✉✐ s✉✐t ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs
q✉❡ H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn) L ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦r♣s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✳ ❙✐ A ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s K ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ t❡❧ q✉❡ A s♦✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ à ❣❛✉❝❤❡ ✭♣♦✉r ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s A✮✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s x ∈ A \ {0} ❡t ♥♦t♦♥s mx : a 7→ ax ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ ♣❛r
x✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ mx ❡st ✉♥ K✲❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ A ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥tè❣r❡✱ ❝❡tt❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❛♥❣✱
❡t❝✳✮ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s ✭✈♦✐r
❬❊❤r✶✶✱ ➓✸✳✶✶❪ ❡t ❬❊❤r✶✶✱ ➓✸✳✶✷❪ ✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❛♥❣ ❡t ♣✉✐sq✉❡ A ❡st s✉♣♣♦sé
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r K✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ mx ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x−1 ∈ A t❡❧ q✉❡
mx(x

−1) = x−1x = 1✳ ❉♦♥❝✱ t♦✉t x 6= 0 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ 1 ❡st ✉♥ ♥❡✉tr❡
❜✐❧❛tèr❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t x 6= 0 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❞r♦✐t❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✈❡♥♦♥s✲❡♥ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❞♦♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ✭H ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r
h✮ ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H✳ ❙✐ h〈σ〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ k ♣❛r σ✱
❛❧♦rs ♦♥ ❛

PIGSh〈σ〉 =⇒ PIGH(T,σ).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ PIGH(T,σ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ PIGSh〈σ〉 ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳
❊♥ ♥♦t❛♥t n ≥ 1 ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ L/h〈σ〉(Tn)
❞❡ ❣r♦✉♣❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ L ⊂ h〈σ〉((Tn))✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn)L r❡st❡

✹✸



✉♥ ❝♦r♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ (H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn) L)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ PIGH(T,σ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

s✐ h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ PIGSh〈σ〉 ❛❞♠❡t
✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ PIGH(T,σ)✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ n ≥ 1 ❞❡ H✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✮ G ❛❜é❧✐❡♥ ❡t h ✐♥✜♥✐✱

✷✮ G = Sn ✭n ≥ 3✮ ❡t h ✐♥✜♥✐✱

✸✮ G = An ✭n ≥ 4✮ ❡t h ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱

✹✮ G rés♦❧✉❜❧❡ ❡t h ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

P❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬❉▲✷✵✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ h0 ⊂ h〈σ〉 ❡t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/h0(T
n)

❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ✈ér✐✜❛♥t L ⊂ h0((T
n))✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ Lh〈σ〉/h〈σ〉(Tn) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡

❞❡ G ✈ér✐✜❛♥t Lh〈σ〉 ⊂ h〈σ〉((Tn))✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺✱
G ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r H(T, σ)✳

❊①❡♠♣❧❡s ✸✳✶✳✹✳ ❉❛♥s ❬❉▲✷✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ✜♥✐❡s s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s ❡t s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ PIG ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
s✐ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ PIGH(T ) ❛❞♠❡t ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦ù H(T ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✳ ◆♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❡st ❜✐❡♥
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❛✮ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ τ s✉r C✱ ❧❡ ❝♦r♣s C(T, τ) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡
❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ R(T 2)✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳ ▲❡ ❝♦r♣s C(T, τ) ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❉▲✷✵❪ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❛r ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝❡♥tr❛❧❡✳ ◆♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❛ss✉r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ PIGC(T,τ)✳

❜✮ ▲♦rsq✉❡ k0 ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r ♥✉❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ k0 ❡st P❆❈ ✶✮✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❉▲✷✵❪ s♦♥t s❛♥s ✐♥térêt ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
❞❡ ❝❡♥tr❡ k0✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❝♦r♣s H ❞❡
❝❡♥tr❡ k0 ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r ♥✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ k0 = C((U))✱ ♦♥ ❛
k0 = Puis(C) ❡t Gal(k0/k0) ≃ Ẑ✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t σ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Ẑ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ H = k0(Y, σ)
❡st ❞❡ ❝❡♥tr❡ k0 ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✺ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ PIG ❛ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r H(T )✳

✸✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻

❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬❉❉✵✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ψ✲❧✐❜❡rté✱ ❞♦♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts ❞❡ q✉♦✐ ✐❧ s✬❛❣✐t✳
❯♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ H ❡st ❞✐t ψ✲❧✐❜r❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ (Gn, sn)n∈N ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✜♥✐s ♦ù sn : Gn ։ Gn−1 ❡st ✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ✭❝❡ q✉❡ ❉è❜❡s ❡t ❉❡s❝❤❛♠♣s
❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
✜♥✐❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s (Hn/H)n∈N ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s (ǫn : Gn → Gal(Hn/H))n∈N t❡❧s
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛✐t

ǫn ◦ sn+1 = res
Hn+1/H
Hn/H

◦ ǫn+1,

♦ù res
Hn+1/H
Hn/H

: Gal(Hn+1/H) → Gal(Hn/H) ❞és✐❣♥❡ ❧✬é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝♦r♣s K ❡st P❆❈ ✭Ps❡✉❞♦ ❆❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❈❧♦s✮ s✐ t♦✉t❡ ✈❛r✐été ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❛❞♠❡t
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t K✲r❛t✐♦♥♥❡❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦r♣s Qtr(i) ❡st P❆❈ ♦ù Qtr ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ré❡❧❧❡
❞❡ Q✳ ❱♦✐r ❬❋❏✵✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

✹✹



❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ t♦✉r (Hn/H)n∈N ré❛❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t (Gn, sn)n∈N✳ ❈❡tt❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✭✈♦✐r ➓✷✳✸
♦✉ ❬❈♦❤✾✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪✮✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜♥✐❡s M/L/H✱ ❧❛
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

1 → Gal(M/L) → Gal(M/H) → Gal(L/H) → 1,

✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡

1 → Gal(M/L) → NGal(M/H)(Gal(M/L)) → Gal(L/H) → 1,

♦ù NGal(M/H)(Gal(M/L)) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Gal(M/L) ❞❛♥s Gal(M/H) ✭❞❛♥s ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ Gal(M/H) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t N ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✭✈♦✐r ➓✷✳✸✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ res
M/H
L/H ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡

❞❡ ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ M t❡❧s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r I(x) : m ∈M 7→ xmx−1 ∈M
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ NGal(M/H)(Gal(M/L)) s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❡♥tr❡ Z(M) ❞❡
M ✳ P✉✐sq✉❡ Z(M) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ NGal(M/H)(Gal(M/L)) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ N ✲❣r♦✉♣❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛
❞♦♥❝ NGal(M/H)(Gal(M/L)) = Gal(M/H)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❛ ψ✲❧✐❜❡rté ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ♠❛✐s ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
Hn/H s♦✐t ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ❡st q✉❡✱
❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑r✉❧❧ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✐♥✜♥✐❡s r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ➓✷✳✸✮✳ P♦✉r ❝❡s
r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψ✲❧✐❜❡rté ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❯♥ ❝♦r♣s H ❡st ❞✐t ψ✲❧✐❜r❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s
(Gn, sn)n∈N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s (Hn/H)n∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

❛✮ Ω =
⋃
nHn/H ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱

❜✮ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ Hn/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r❡✮ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Gn ❡t ✐❧ ❡①✐st❡
ǫn : Gn ≃ Gal(Hn/H) ✈ér✐✜❛♥t

ǫn ◦ sn+1 = res
Hn+1/H
Hn/H

◦ ǫn+1

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦ù res
Hn+1/H
Hn/H

: Gal(Hn+1/H) → Gal(Hn/H) ❞és✐❣♥❡ ❧✬é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
r❡str✐❝t✐♦♥✳

❊✉ é❣❛r❞ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❉❉✵✹✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷❪ ♠♦♥tr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ψ✲❧✐❜❡rté ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡
éq✉✐✈❛✉t ❥✉st❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ F̂ω ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ❞é✜♥✐t ❝❡ ❣r♦✉♣❡✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s✱ k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H ❡t (Ln/k)n∈N
✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s (Gn, sn)n∈N✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mn = H ⊗k Ln r❡st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ❆❧♦rs ✿

✶✮ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥Mn/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ Gn✱

✷✮ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ L =
⋃
n∈N Ln✱ ❛❧♦rs M = L⊗kH =

⋃
n∈NMn ❡st ✉♥ ❝♦r♣s q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H✱

✸✮ ❧❛ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s (Mn/H)n∈N ré❛❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ (Gn, sn)n∈N ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

Gal(M/H) ≃ lim←−
n

Gn.

✹✺



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✶✮ ❙♦✐t n ∈ N✳ ❈♦♠♠❡ Mn ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Mn/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gn✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t [Mn : H] = Gal(Mn/H)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❬❉❡s✶✽✱ ❚❤é♦rè♠❡❪✱
q✉❡ Mn/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Mn/H s♦✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❝❧❛✐r✳

✷✮ ▲❛ s✉✐t❡ (Mn)n∈N ✜❧tr❡M ✱ ❞♦♥❝M ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥M/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❝❛r L/k ❧✬❡st✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ M/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡ ❝❛r t♦✉t x ∈ M ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ Mn✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥M/H ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥ ét❛♥t ✜❧tré❡ ♣❛r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡s Mn/H ✭n ∈ N✮✳

✸✮ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s (ǫn : Gn → Gal(Ln/k))n∈N t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛

ǫn ◦ sn+1 = res
Ln+1/k
Ln/k

◦ ǫn+1, ✭✸✳✷✳✶✮

♦ù res
Ln+1/k
Ln/k

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

Ψn : Gal(Ln/k) → Gal(Mn/H) ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✸✳✶✳✶✮✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Ψn ◦ resLn+1/k
Ln/k

= res
Mn+1/H
Mn/H

◦Ψn+1 ✭✸✳✷✳✷✮

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡ ǫ̃n = Ψn ◦ ǫn✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

ǫ̃n ◦ sn+1 = Ψn ◦ (ǫn ◦ sn+1) =
(
Ψn ◦ resLn+1/k

Ln/k

)
◦ ǫn+1 = res

Mn+1/H
Mn/H

◦ (Ψn+1 ◦ ǫn+1)

= res
Mn+1/H
Mn/H

◦ ǫ̃n+1

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭r❡s♣✳ tr♦✐s✐è♠❡✮ é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✳✶✮ ✭r❡s♣✳ ✭✸✳✷✳✷✮✮✳

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬✐s♦♠♦♣❤✐s♠❡✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛ res
M/H
Mn+1/H

◦ res
Mn+1/H
Mn/H

= res
M/H
Mn/H

✱

❞♦♥❝ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Φ : Gal(M/H) → lim←−
n

Gal(Mn/H)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛r

(Mn/H)n∈N ✜❧tr❡ M/H✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ψ✲❧✐❜r❡ k ❡t ✉♥ ❝♦r♣s H ❝♦♥t❡♥❛♥t k ❞❛♥s s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s (Gn, sn)✱ ♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ t♦✉r (Ln/k)
ré❛❧✐s❛♥t ❝❡ s②stè♠❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ H ⊗k Ln r❡st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣♦✉r t♦✉t n✱ ❛❧♦rs H s❡r❛ ψ✲❧✐❜r❡✳ ❈✬❡st
❝❡tt❡ ✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s à ❝❡t ❡✛❡t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❉❉✵✹❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s k0 q✉✐ ❡st✱ s♦✐t ré❡❧ ❝❧♦s✱ s♦✐t
❤❡♥sé❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t µ∞✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s (Gn, sn)n∈N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s (Ln/k(T ))n∈N q✉✐ ré❛❧✐s❡
(Gn, sn)n∈N t❡❧❧❡ q✉❡ Ln ⊂ k((T )) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ ré❣✉❧❛r✐té✱ s♣é❝✐❛✲
❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t❝✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ➓✶✳✶✳✶✳ P♦✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉❡
k = k0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦✉r (Fn/k0(T ))n q✉✐ ré❛❧✐s❡ (Gn, sn)n∈N t❡❧❧❡ q✉❡
Fn ⊂ k0((T )) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡ Ln = Fnk✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ t♦✉r
(Ln/k(T ))n∈N ré❛❧✐s❡ ❛✉ss✐ (Gn, sn)n∈N ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ Ln ⊂ k((T )) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s T 7→ 1/T ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ t♦✉r (Ln/k(T ))n∈N t❡❧❧❡ q✉❡ Ln ⊂ k((1/T )) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞✐st✐♥❣✉❡r s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s k ❡st ré❡❧ ❝❧♦s ♦✉ ✈❛❧✉é ❤❡♥sé❧✐❡♥✳

✲✶❡r ❝❛s ✿ ▲❡ ❝♦r♣s k ❡st ré❡❧ ❝❧♦s✳

❙✐ k = R✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞❡ ❬❉❉✵✹✱ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❬❉❉✵✹✱ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸❪✳

✹✻



✲✷è♠❡ ❝❛s ✿ ▲❡ ❝♦r♣s k ❡st ✈❛❧✉é ❤❡♥sé❧✐❡♥✳

◆♦t♦♥s v ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r k ❡t (kv, v) ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ (k, v)✳ P❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❬❉❉✵✹✱
P❛rt✐❡ ✸✳✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ✜♥✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s (Un)n∈N ❞❡ k ❡t ✉♥❡ t♦✉r
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s (L̃n/kv(T ))n∈N ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t Un t❡❧❧❡s q✉❡ (L̃n/kv(T ))n∈N
ré❛❧✐s❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ L̃n ∩ kv = kv✮ ❧❡ s②stè♠❡ (Gn, sn)n∈N ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱
❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (L̃n)∞ ❞❡ L̃n/kv(T ) ❡♥ ∞ ❡st é❣❛❧❡ à kv✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❬❉❉✵✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹❪
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ t♦✉r (L̃n/kv(T ))n∈N ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ (Ln/k(T ))n∈N ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ L̃n = Lnkv✮
q✉✐ ré❛❧✐s❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t (Gn, sn)n∈N✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♣✉✐sq✉❡ ∞ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ L̃n/kv(T )✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ∞ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t
❞❡ Ln/k(T )✳ ❱✉ q✉❡ (k, v) ❡st ❤❡♥sé❧✐❡♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ 1✱ ♦♥ ❛ kv ∩ k = k✳ ❖r ❧❛
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (Ln)∞ ❞❡ Ln ❡♥ ∞ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s k ❡t ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (L̃n)∞ ❞❡
L̃n ❡♥ ∞✱ ❞♦♥❝ (Ln)∞ = k✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ψ✲❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦r♣s ❞❡s
❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s h0 q✉✐ ❡st✱ s♦✐t ré❡❧ ❝❧♦s✱ s♦✐t ❤❡♥sé❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té µ∞✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝♦r♣s H(T, σ) ❡st
ψ✲❧✐❜r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s (Gn, sn)n∈N✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✷✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (Ln/h

〈σ〉(Tn))n∈N ❞✉ s②tè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t (Gn, sn)n∈N t❡❧❧❡ q✉❡ Ln ⊂
h〈σ〉((Tn)) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Mn = H(T, σ)⊗h〈σ〉(Tn) Ln r❡st❡
✉♥ ❝♦r♣s ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ M/H = (

⋃
nMn)/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡

❡①tér✐❡✉r❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t q✉❡ ❧❛ t♦✉r (Mn/H(T, σ))n∈N ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
✜♥✐❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ré❛❧✐s❛♥t (Gn, sn)n∈N✳ ❉♦♥❝✱ H(T, σ) ❡st ψ✲❧✐❜r❡✳

❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✹ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡
✵✳✸✳✻✬ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✬✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ H✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts h〈σ〉 ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s h0 q✉✐ ❡st✱ s♦✐t ré❡❧ ❝❧♦s✱ s♦✐t
❤❡♥sé❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L/H(T, σ) ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ F̂ω✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✬ s❛♥s ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✧❡①tér✐❡✉r❡✧ ❡t ✧r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✺✳ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✻✬✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t H = HR ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ré❡❧s ✭❞❡
❝❡♥tr❡ R✮ ❡t σ = id✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F̂ω ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r HR(T )✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ F̂ω ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r L(T, σ)✱ ♦ù L/C((U)) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t
σ ∈ Gal(L/C((U)))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✻✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s ❛✈❡❝ ❞ér✐✲
✈❛t✐♦♥ H(T, σ, δ) ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù δ = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❈♦❤✾✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶❪ q✉❡ s✐ δ 6= 0 ❡t
h〈σ〉 6= h✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦r♣s H(T, σ, δ) ❡t H(T, σ) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❝❡s ❝❛s
❞❛♥s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✵✳✸✳✺ ❡t ✵✳✸✳✻ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❡♥ ❛❧♦✉r❞✐r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s é♥♦♥❝és✳

✹✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s

❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐❢s✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡
H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H éq✉✐✈❛✉t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✜♥✐ s✉r h ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é ❝♦♥st❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s H(T ) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝❡♥✲
tr❛❧❡ T ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ h ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ♣r♦❢♦♥❞ ❞❡ P♦♣✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✜♥✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s H(T, σ) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s✱ ♦ù σ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H
❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
s✉r ❧❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❉▲✷✵❪ ❡t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡s ♣❛rt✐❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡s s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s✳ ❆♣rès✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s❝✐♥❞és✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❛✉① ❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡s ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é✳

✹✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✐ H ⊂ L s♦♥t ❞❡✉① ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs
L ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r H à ❣❛✉❝❤❡✳

✹✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡✳
✶✮ ❙✐ H ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛❧♦rs L ❧✬❡st ❛✉ss✐✳
✷✮ P♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ H ⊆ F ⊆ L✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/F ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ✶✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s H ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✱ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡
❞❡ L ❡t t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ L ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s Aut(L/H)✳ ❈♦♠♠❡ L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✱
idL ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s❡✉❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ L✱ ✐✳❡✳ L ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

✷✮ ❙✐ IL(y) ✭y ∈ L∗✮ ✜①❡ F ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ ❛❧♦rs IL(y) ✜①❡ H ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✳ ❈♦♠♠❡ L/H ❡st
❡①tér✐❡✉r❡✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ IL(y) = idL✳ ❆✐♥s✐ L/F ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳

✹✾



❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❡t k ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H✳ ❙♦✐t ℓ/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡
❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M = H ⊗k ℓ s♦✐t ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ M/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✭♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ H ❡t H ⊗k k✮ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ℓ
❡t t♦✉t σ ∈ Gal(M/H)✱ ♦♥ ❛ σ(1⊗ x) = 1⊗ x̃ ♣♦✉r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ x̃ ∈ ℓ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ σ̃ : x 7→ x̃ ❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ Gal(ℓ/k) ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

r̃es
M/H
ℓ/k :

{
Gal(M/H) −→ Gal(ℓ/k)

σ 7−→ σ̃
. ✭✹✳✶✳✶✮

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❬❉▲✷✵✱ t❤é♦rè♠❡ ✼❪ ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❞é❝r✐t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳
✶✮ ❙♦✐t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳ ❖♥ ❛ ✿

❛✮ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ h✱
❜✮ FH ✭✈♦✐r ➓✷✳✷✮ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r ℓ✱
❝✮ L = H ⊗h ℓ✱

❞✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r̃es
L/H
ℓ/h ✭✈♦✐r ✭✹✳✶✳✶✮✮ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱

❡✮ L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳
✷✮ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t ℓ ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ h à ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ FH ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ❛ ✿

❛✮ H ⊗h ℓ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡♥tr❡ ℓ✱
❜✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ (H ⊗h ℓ)/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱

❝✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r̃es
(H⊗hℓ)/H
ℓ/h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

✹✳✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s

P♦✉r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t ❝♦r♣s t♦r❞✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ ➓✷✳✶✳✸✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ m✳ ◆♦t♦♥s σ̃ ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ ❛✉ ❝❡♥tr❡ h ❞❡ H✳
✶✮ ❙✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r h✱ ❛❧♦rs H(T, σ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✳
✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ σ s♦✐t é❣❛❧ à m✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ) ✈❛✉t h〈σ̃〉(Tm)✳

Pr❡✉✈❡✳ ✶✮ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ) ❝♦♥t✐❡♥t h〈σ̃〉(Tm)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ H(T, σ) ❡st
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r h〈σ̃〉(Tm)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r h
❡t σ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ H s✉r h〈σ̃〉 ❡st ✜♥✐❡✳ ❙♦✐t e1, . . . , er ✉♥❡ h〈σ̃〉✲❜❛s❡ ❞❡ H
❡t s♦✐t Γ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré s✉r h〈σ̃〉(Tm) ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ eiT

j ❛✈❡❝
i ∈ J1, rK ❡t j ∈ J0,m− 1K✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs H[T, σ] ⊆ Γ ⊆ H(T, σ)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Γ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡t ❡st
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r h〈σ̃〉(Tm)✳ ❆✐♥s✐ Γ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ H(T, σ) s✬é❝r✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ P (T )Q(T )−1 ❛✈❡❝ P (T ), Q(T ) ∈ H[T, σ]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t H(T, σ) = Γ✳

✷✮ ❙♦✐t x =
∑

n≥n0
anT

n ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ) ❛✈❡❝ an0 6= 0✳ P❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
r❛t✐♦♥❛❧✐té ✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs s ≥ 1 ❡t n1 ≥ 0 ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts
y1, . . . , ys ❞❡ H t❡❧s q✉❡

an = an−1σ
n−1(y1) + an−2σ

n−2(y2) + · · ·+ an−sσ
n−s(ys) ✭✹✳✶✳✷✮

♣♦✉r t♦✉t n ≥ n1✳ P✉✐sq✉❡ x ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ)✱ ♦♥ ❛ Tx = xT ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∑

n≥n0

σ(an)T
n+1 =

∑

n≥n0

anT
n+1.

✺✵



❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ σ(an) = an✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ an ∈ H〈σ〉 ♣♦✉r t♦✉t n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ x ∈ H〈σ〉((T ))✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ H✱ ♦♥ ❛ ax = xa✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∑

n≥n0

aanT
n =

∑

n≥n0

anσ
n(a)Tn,

P♦✉r n ≥ n0 t❡❧ q✉❡ an 6= 0✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ σn(a) = a−1n aan✱ ✐✳❡✳ σ
n ❡st ✐♥tér✐❡✉r✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ n✱

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ✐♥tér✐❡✉r ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ m ❞✐✈✐s❡ n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ aan = ana ♣♦✉r a ∈ H
❡t n t❡❧ q✉❡ an 6= 0✱ ✐✳❡✳ x ∈ h〈σ̃〉((Tm))✳ ❙♦✐t u ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ s ♣❛r m✳
P❛r ✭✹✳✶✳✷✮✱ ♣♦✉r l ∈ N t❡❧ q✉❡ ml ≥ n1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

aml = am(l−1)ym + am(l−2)y2m + · · ·+ am(l−u)ymu.

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té✱ x ∈ H(Tm)✳ ❈♦♠♠❡ x ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡H(T, σ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❡♥ ❢❛✐t q✉❡ x ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(Tm)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s h(Tm) ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬❈♦❤✾✺✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺❪✮✳ ❆✐♥s✐ x ∈ h〈σ̃〉((Tm)) ∩ h(Tm)✳ ❈♦♠♠❡ h〈σ̃〉((Tm)) ∩ h = h〈σ̃〉 ❡t h/h〈σ̃〉 ❡st
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡✱ h〈σ̃〉((Tm)) ❡t h s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r h〈σ̃〉✳ ❆✐♥s✐ h(Tm) ❡t h〈σ̃〉((Tm))
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r h〈σ̃〉(Tm) ✭✈♦✐r ❬❋❏✵✽✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✸❪✮✱ ✐✳❡✳ h(Tm) ∩ h〈σ̃〉((Tm)) =
h〈σ̃〉(Tm)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ x ∈ h〈σ̃〉(Tm)✳

✹✳✶✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t♦r❞✉s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥✜♥ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ L(T, τ)/H(T, σ)✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
❧❡ ❧❡♠♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s✱ σ ∈ Aut(H) ❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L
❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t σ✳
✶✮ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✐✮ 〈τ,Aut(L/H)〉 = Aut(L/H)⋊ 〈τ〉✱
✐✐✮ Aut(L/H) ∩ 〈τ〉 = {idL}✱
✐✐✐✮ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ✳

✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✈ér✐✜é❡s ✿
❛✮ L ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱
❜✮ L/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱
❝✮ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ✳

❆❧♦rs L〈τ〉 ❡t H s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r H〈σ〉 ❡t L = L〈τ〉H✳

Pr❡✉✈❡✳ ✶✮ ❈♦♠♠❡ τ(H) = σ(H) = H✱ ♦♥ ❛ Aut(L/H) E 〈τ,Aut(L/H)〉 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
〈τ,Aut(L/H)〉 = Aut(L/H)〈τ〉✳ ❆✐♥s✐ ✐✮ ⇔ ✐✐✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ Aut(L/H) ∩ 〈τ〉 = 〈τm〉✱
♦ù m ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐✐✮ ⇔ ✐✐✐✮ ❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡✳

✷✮ P❛r ❛✮ ❡t ❝✮✱ ♦♥ ❛ [L〈τ〉 : H〈σ〉] = [L : H]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ L〈τ〉H = L〈τ〉LGal(L/H) = L〈τ〉∩Gal(L/H) = L
♣❛r ❜✮✱ ❝✮ ❡t ✶✮✳ ❆✐♥s✐ [L〈τ〉 : H〈σ〉] = [L〈τ〉H : H]✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ∈ Aut(H)✳
◆♦t♦♥s σ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ ❙♦✐❡♥t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐
❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ét❡♥❞❛♥t σ✳ ❙♦✐❡♥t ℓ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L ❡t τ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ τ à ℓ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✈ér✐✜é❡ ✿
✭∗✮ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ̃ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ̃✳
❆❧♦rs L(T, τ) ∼= H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ

〈τ̃〉(Tm)✱ ♦ù m ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✳

✺✶



Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ ℓ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ h✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ τ ét❡♥❞ σ✱ ♦♥ ❛ h〈σ̃〉 ⊆ ℓ〈τ̃〉✳ ❆✐♥s✐ H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ

〈τ̃〉(Tm) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ h〈σ̃〉(Tm)✲❧✐♥é❛✐r❡

ψ :

{
H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ

〈τ̃〉(Tm) −→ L(T, τ)

y ⊗ z 7−→ yz
.

P✉✐sq✉❡ ℓ〈τ̃〉(Tm) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L(T, τ)✱ ψ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
Im(ψ) ❝♦♥t✐❡♥t H(T, σ) ❡t ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ❝❡ ❝♦r♣s✳ ❆✐♥s✐ Im(ψ) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ψ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ✭∗✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✹✱
ℓ〈τ̃〉 ❡t h s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r h〈σ̃〉 ❡t ℓ〈τ̃〉h = ℓ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ f1, . . . , fr ❡st ✉♥❡
h〈σ̃〉✲❜❛s❡ ❞❡ ℓ〈τ̃〉✱ ❛❧♦rs f1, . . . , fr ❡st ✉♥❡ h✲❜❛s❡ ❞❡ ℓ✳ P✉✐sq✉❡ L = H ⊗h ℓ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✮✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f1, . . . , fr ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ à 1⊗ f1, . . . , 1⊗ fr✮ ❡st ✉♥❡ H✲❜❛s❡ ❞❡ L✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t x =
∑

i aiT
i ∈ L[t, τ ] ✭(ai)i ⊂ L✮✳ P♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ (ai,k)

r
k=1 ⊂ H t❡❧

q✉❡ ai =
∑r

k=1 ai,kfk✳ ❆✐♥s✐

x =
∑

i

(
r∑

k=1

ai,kfk

)
T i =

∑

i

∑

k

(
(ai,kT

i)fk
)
= ψ

(∑

i

∑

k

(
(ai,kT

i)⊗ fk
)
)
.

❆✐♥s✐ L[T, τ ] ⊆ Im(ψ)✳ ❈♦♠♠❡ Im(ψ) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ L(T, τ) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ P (T )Q(T )−1 ❛✈❡❝ P (T ), Q(T ) ∈ L[T, τ ]✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t L(T, τ) = Im(ψ)✳

▼♦♥tr♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ψ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r h ❡t σ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ H s✉r h〈σ̃〉 ❡st ✜♥✐❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ h〈σ̃〉✲❜❛s❡ (el)l
❞❡ H✳ ❙♦✐t x =

∑
i xi⊗ yi ∈ H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ

〈τ̃〉(Tm) ✭(xi)i ⊂ H(T, σ) ❡t (yi)i ⊂ ℓ〈τ̃〉(Tm)✮ t❡❧
q✉❡ ψ(x) = 0✳ ❈♦♠♠❡ ψ(x) = 0 ❡t H[T, σ] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❖r❡✱ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❖r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r (xi)i ⊂ H[T, σ] ❡t (yi)i ⊂ ℓ〈τ̃〉[Tm]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡

x =
∑

l

m−1∑

j=0

λl,j(elT
j ⊗ vl,j), ✭✹✳✶✳✸✮

♦ù (λl,j)l,j ⊂ h〈σ̃〉 ❡t (vl,j)l,j ⊂ ℓ〈τ̃〉[Tm] \ {0}✳ P♦✉r t♦✉t (l, j)✱ ♦♥ ♣♦s❡ vl,j =
∑

a bl,j,aT
ma, ❛✈❡❝

(bl,j,a)l,j,a ⊂ ℓ〈τ̃〉 ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t (l, j, a)✱ ♦♥ ❛ bl,j,a =
∑

k cl,j,a,kfk ❛✈❡❝ (cl,j,a,k)l,j,a,k ⊂ h〈σ̃〉✳ ❆✐♥s✐

ψ(x) =
∑

(j,a)

(∑

k

(∑

l

(λl,jcl,j,a,k) el

)
fk

)
Tma+j .

▲✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (j, a, k, l)✱ ♦♥ ❛

λl,jcl,j,a,k = 0. ✭✹✳✶✳✹✮

❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t (l, j)✳ ❈♦♠♠❡ vl,j 6= 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ (a, k) t❡❧ q✉❡ cl,j,a,k 6= 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✭✹✳✶✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t λl,j = 0✳ P❛r ✭✹✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t x = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✻✳ ✶✮ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭∗✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ σ ❡t τ s♦♥t é❣❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✹✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r Gal(L/H) ∩ 〈τ〉 = {idL}✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ j ≥ 1 t❡❧ q✉❡
τ j ∈ Gal(L/H)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ τ̃ j ∈ Gal(ℓ/h)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭∗✮✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✹✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛ Gal(ℓ/h) ∩ 〈τ̃〉 = {idℓ} ❡t ❞♦♥❝ τ̃ j = idℓ✳ ❈♦♠♠❡ L ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥
❝❡♥tr❡ ℓ✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✕◆♦❡t❤❡r ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ τ j ❡st ✐♥tér✐❡✉r✳ ❖r τ j ❡st ❞❛♥s Gal(L/H)
❡t L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ τ j = idL✳

✺✷



✷✮ ❙✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ̃✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✕◆♦❡t❤❡r ❡t ❧❡ ✶✮✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ) ✈❛✉t h〈σ̃〉(Tm)✳ ❆✐♥s✐✱
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ψ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❬❇❧❛✼✷✱ t❤é♦rè♠❡ ■■✲✸❪✳

✸✮ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ✶✮ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ h ❡st✱ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ (x1, . . . , xn) ∈ h∗n t❡❧ q✉❡
−1 = x21 + · · · + x2n ✭s✐ ✉♥ t❡❧ n ❡①✐st❡✮✱ s♦✐t ∞ ✭s✐♥♦♥✮✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P✜st❡r ✭✈♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬▲❛♠✵✺✱ ❈❤❛♣t❡r ❳■✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪✮✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ h ❡st ✐♥✜♥✐ ♦✉ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ h ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ✹✱ ♥♦t♦♥s Hh ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s h✱ ✐✳❡✳ Hh = h⊕ hi⊕ hj ⊕ hk ✭i2 = j2 = k2 = ijk = −1✮✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ℓ/h ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s t❡❧❧❡ q✉❡ ℓ s♦✐t ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ Gal(ℓ/h) s♦✐t ✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ h = Q ❡t ℓ = Q(

√
2)✮✳

P♦s♦♥s L = Hℓ ❡t H = Hh✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ L/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐
❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r✳ ❙♦✐t τ ′ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡ Gal(L/H)✱ s♦✐t σ = IH(i) ❡t s♦✐t τ = IL(i) ◦ τ ′✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ σ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t σ̃ = idh✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ τ ′ ✜①❡ H ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ τ ♣r♦❧♦♥❣❡
σ✳ ▼❛✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✮✱ τ ′ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér✐❡✉r ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ τ ♥❡
❧✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✕◆♦❡t❤❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t τ̃ 6= idℓ✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r x ∈ L✱
♦♥ ❛ IL(i) ◦ τ ′(x) = iτ ′(x)i−1 ❡t ❞♦♥❝ τ2(x) = IL(i) ◦ τ ′(iτ ′(x)i−1) = iτ ′(i)τ ′2(x)τ ′(i−1)i−1 =
i2xi−2 = x✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ τ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷✳

✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s
❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s
❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✼ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✾✮✳

✹✳✷✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s L/H ❡t F/M à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s ❡t t❡❧❧❡s

q✉❡ L ⊆ F ❡t H ⊆M ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s res
F/M
L/H ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ Gal(F/M) → Gal(L/H)

✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ res
F/M
L/H (σ)(x) = σ(x) ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Gal(F/M) ❡t t♦✉t x ∈ L✮✱ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❜✐❡♥

❞é✜♥✐❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ res
F/M
L/H ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ◆♦✉s

❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s✉r L✱ H✱ F ❡t M ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❧❡ s♦✐t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t L/H ❡t F/M ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ L ⊆ F ❡t H ⊆M ✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✮ F =M ⊗kM ℓM ❡t L = H⊗kH ℓH ♣♦✉r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ℓM/kM ❡t ℓH/kH ❞❡ ❝♦r♣s
❝♦♠♠✉t❛t✐❢s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ kM ✭r❡s♣✳ kH✮ s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
M ✭r❡s♣✳ ❞❡ H✮✱

✷✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ℓ0/k0 ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ t❡❧❧❡ q✉❡

❛✮ ℓ0 ⊆ ℓM ∩ ℓH ❡t k0 ⊆ kM ∩ kH ✱

❜✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ℓH/k0 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❡t [ℓ0 : k0] = [ℓH : kH ]✱

❝✮ Gal(ℓH/ℓ0) ∩Gal(ℓH/kH) = {idℓH}✳
❆❧♦rs res

F/M
L/H ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

✺✸



Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s s✉✐✈❛♥t ✿

F =M ⊗kM
ℓM L = H ⊗kH

ℓH

L = H ⊗kH
ℓH ℓM ℓH

M ℓ0 H

H kM kH

k0

P✉✐sq✉❡ ℓ0/k0 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t ❛✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ res
ℓM/kM
ℓ0/k0

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❜✮✱ ♦♥ ❛ ℓ0kH = ℓ
Gal(ℓH/ℓ0)
H ℓ

Gal(ℓH/kH)
H = ℓ

Gal(ℓH/ℓ0)∩Gal(ℓH/kH)
H = ℓH ✱

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ét❛♥t ❧❡ ❝✮✳ P❛r ❜✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t [ℓ0 : k0] = [ℓ0kH : kH ]✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ℓ0 ❡t kH

s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r k0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ℓ0kH = ℓH ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ res
ℓH/kH
ℓ0/k0

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ✶✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r̃es
F/M
ℓM/kM

❡t r̃es
L/H
ℓH/kH

✭✈♦✐r

✭✹✳✶✳✶✮✮ s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r

g = (r̃es
L/H
ℓH/kH

)−1 ◦ (resℓH/kHℓ0/k0
)−1 ◦ resℓM/kMℓ0/k0

◦ r̃esF/MℓM/kM
: Gal(F/M) → Gal(L/H). ✭✹✳✷✳✶✮

❆❧♦rs g = res
F/M
L/H ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❛ L = H⊗kH ℓH = H⊗kH ℓ0kH ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és

σ ∈ Gal(F/M)✱ x ∈ H✱ y ∈ ℓ0 ❡t z ∈ kH ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

g(σ)(x⊗ yz) = x⊗ ((res
ℓH/kH
ℓ0/k0

)−1 ◦ resℓM/kMℓ0/k0
◦ r̃esF/MℓM/kM

(σ)(yz)).

▼❛✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ y ❡st ❞❛♥s ℓ0✱ ♦♥ ❛ (res
ℓH/kH
ℓ0/k0

)−1 ◦ resℓM/kMℓ0/k0
◦ r̃esF/MℓM/kM

(σ)(y) = σ(y) ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡
z ∈ kH ❡t σ ❧❛✐ss❡ ✜①❡ H ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ❛

(res
ℓH/kH
ℓ0/k0

)−1 ◦ resℓM/kMℓ0/k0
◦ r̃esF/MℓM/kM

(σ)(z) = z = σ(z),

❆✐♥s✐ g(σ)(x⊗ yz) = x⊗ σ(yz) = σ(x⊗ yz), ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✷✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ res
F/M
L/H ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✶✮✮ ♠♦♥tr❡

q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ res
ℓM/kM
ℓ0/k0

✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s q✉❛tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

■✮ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡st ❝♦✉✈❡rt✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t F/M ❡t L/H
❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ H ⊆M
❡t L ⊆ F ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ F =M ⊗M F ❡t L = H ⊗H L✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝
❛✈❡❝ ℓM = F ✱ kM =M ✱ ℓH = ℓ0 = L ❡t kH = k0 = H✳

■■✮ ❙♦✐t F/M ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s F = M ⊗k ℓ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ℓ/k ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡
k s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ M ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ℓM = ℓ0 = ℓH = L = ℓ ❡t kM = k0 = kH = H = k✳

❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ res
F/M
L/H ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ q✉✐ ✈❛✉t r̃es

F/M
ℓ/k ✭✈♦✐r

✺✹



✭✹✳✶✳✶✮✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ m✱ ❛❧♦rs F =M ⊗m f ♣❛r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ ♦ù f ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ F ✳ ❆✐♥s✐ res
F/M
f/m ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

■■■✮ ❙♦✐❡♥t L/H ❡t F/H ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s ❛✈❡❝ L ⊆ F ❡t H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ F/L ❡st ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❝❡♥tr❡
ℓ ❞❡ L ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞✉ ❝❡♥tr❡ f ❞❡ F ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ ♦♥ ❛ F = H ⊗h f
✭r❡s♣✳ L = H ⊗h ℓ✮ ❡t f/h ✭r❡s♣✳ ℓ/h✮ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t M = H✱ ℓM = f ✱ kM = h✱

ℓ0 = ℓH = ℓ ❡t k0 = kH = h✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ res
F/H
L/H ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✸✳ ❙✐ L/H ❡t F/H s♦♥t ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐s✱

t❡❧❧❡s q✉❡ F/H s♦✐t ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ L ⊆ F ✱ ❛❧♦rs res
F/H
L/H ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❞é❜✉t

❞✉ ➓✸✳✷ ♦✉ ❬❈♦❤✾✺❪✮✳

■❱✮ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
t♦r❞✉s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ∈ Aut(H)✳ ❙♦✐❡♥t
L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐
ét❡♥❞❛♥t σ✳ ◆♦t♦♥s τ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ✿

〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/h). ✭✹✳✷✳✷✮

❆❧♦rs L(T, τ)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t resL(T,τ)/H(T,σ)
L/H ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ s❡r❛ ré✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳ ❙♦✐t h ✭r❡s♣✳ ℓ✮ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H ✭r❡s♣✳ ❞❡ L✮✱ s♦✐t σ ∈ Aut(H)
❡t s♦✐t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t σ✳ ❙♦✐t σ̃ ✭r❡s♣✳ τ̃✮ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ
✭r❡s♣✳ ❞❡ τ✮ à h ✭r❡s♣✳ à ℓ✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✐✮ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 = Gal(ℓ/h)× 〈τ̃〉✱
✐✐✮ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ̃ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ̃ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ ℓ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ h✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣✉✐sq✉❡ τ ♣r♦❧♦♥❣❡ σ✱ ♦♥ ❛ h〈σ̃〉 ⊆ ℓ〈τ̃〉✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✹✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ✈❛✉t Gal(ℓ/h) ⋊ 〈τ̃〉 ❡t
s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ 〈τ̃〉 E 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦t♦♥s q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ℓ/h ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛ h = ℓGal(ℓ/h) ❡t ❞♦♥❝ h〈σ̃〉 = ℓ〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉✳
❈♦♠♠❡ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ❡st ✜♥✐✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆rt✐♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ℓ/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡tGal(ℓ/h〈σ̃〉) =
〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉✳ ❆✐♥s✐ ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Gal(ℓ/ℓ〈τ̃〉) E Gal(ℓ/h〈σ̃〉)✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 〈τ̃〉 E 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹✳ ◆♦t♦♥s σ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ P❛r ✭✹✳✷✳✷✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✱ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ τ̃ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ̃ ❡t ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré [ℓ : h]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ L(T, τ) = H(T, σ) ⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ

〈τ̃〉(Tm)✱ ♦ù m ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ h〈σ̃〉(Tm) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H(T, σ) ❡t ℓ〈τ̃〉(Tm)/h〈σ̃〉(Tm) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳ P❛r ❧❡ ➓✹✳✶✳✶✱ L(T, τ)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ res
L(T,τ)/H(T,σ)
L/H ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r

❝❡❧❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛✈❡❝ F = L(T, τ)✱ M = H(T, σ)✱ ℓM = ℓ〈τ̃〉(Tm)✱ kM = h〈σ̃〉(Tm)✱
ℓ0 = ℓ〈τ̃〉✱ k0 = h〈σ̃〉✱ ℓH = ℓ ❡t kH = h✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ℓ0/k0 = ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❡t✱ ♣❛r
✭✹✳✷✳✷✮✱ ℓH/k0 = ℓ/h〈σ̃〉 = ℓ/ℓ〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ [ℓ0 : k0] = [ℓ〈τ̃〉 : h〈σ̃〉] = [ℓ : h] =

✺✺



[ℓH : kH ] ❡t Gal(ℓH/ℓ0) ∩ Gal(ℓH/kH) = Gal(ℓ/ℓ〈τ̃〉) ∩ Gal(ℓ/h) = {idℓ} = {idℓH} ♣❛r ✭✹✳✷✳✷✮✳

❆✐♥s✐ res
L(T,τ)/H(T,σ)
L/H ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t✱ ♣❛r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✷✱ ❝✬❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✻✳ ❙✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡t L/H ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ✜♥✐✱ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
• τ = idL✱
• σ ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ L = H ❡t τ = σ✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr♦✐s ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s ✐♠♠é❞✐❛ts✳

✶✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✱ s♦✐t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t s♦✐t y ∈ H \ {0} ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ n ≥ 1 t❡❧ q✉❡ yn ∈ h✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱
❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✐ σ = IH(y) ❡t τ = IL(y)✳

✷✮ ❙♦✐❡♥t m ❡t n ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s t❡❧s q✉❡ n ≡ 1 (mod m)✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡
U ✱ ❧❡ ❝♦r♣s L = C((U1/n)) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ H = C((U)) ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/nZ✳ ❙✐
σ ❡st ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡ m ❞é✜♥✐ ♣❛r U 7→ e2iπ/mU ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
τ ❞❡ L ❞é✜♥✐ ♣❛r U1/n 7→ e2iπ/mU1/n✳ ❆❧♦rs τ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ n ≡ 1 (mod m)✱ ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ à H ✈❛✉t σ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✭✹✳✷✳✷✮ ❡st ✈r❛✐❡✳

✸✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ k✳ ❙♦✐❡♥t n ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/nZ×G✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✹✳✶✳✷✱ s✐ ℓ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L✱ ♦♥ ❛ ✿

ℓ
G

ℓ{0}×G

Z/nZ

ℓZ/nZ×{1}

k

❉❡ ♣❧✉s✱ H = K ⊗k ℓ
{0}×G ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t H/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/nZ✳ ❙♦✐❡♥t σ̃ ✉♥

❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(ℓ{0}×G/k) ❡t σ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(H/K) t❡❧ q✉❡ res
H/K

ℓ{0}×G/k
(σ) = σ̃✳ ❊♥

♦✉tr❡✱ ℓ{0}×G ❡t ℓZ/nZ×{1} s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r k ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ✈❛✉t ℓ✳ ❆✐♥s✐ ✐❧

❡①✐st❡ τ̃ ∈ Gal(ℓ/k) ❞✬♦r❞r❡ n ❡t t❡❧ q✉❡ res
ℓ/k

ℓ{0}×G/k
(τ̃) = σ̃✳ ❙♦✐t τ ∈ Gal(L/K) ❧✬❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡

τ̃ s♦✉s res
L/K
ℓ/k ✳ ❆❧♦rs τ ét❡♥❞ σ✳ ❊♥✜♥✱ L/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✮

❡t✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/ℓ{0}×G)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/ℓ{0}×G).

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹ ❛❞♠❡t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ∈ Aut(H)✳
❙♦✐❡♥t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L
❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ét❡♥❞❛♥t σ✳ ◆♦t♦♥s τ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✿
✶✮ L(T, τ)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐✱
✷✮ ❧✬♦r❞r❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ σ ✭r❡s♣✳ ❞❡ τ✮ ✈❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ ✭r❡s♣✳ ❞❡ τ✮✳

❆❧♦rs 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/h).

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t σ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ P❛r ✷✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✱ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ H(T, σ) ❡t
L(T, τ) s♦♥t h〈σ̃〉(Tm) ❡t ℓ〈τ̃〉(Tn)✱ ♦ù m ✭r❡s♣✳ n✮ ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ ✭r❡s♣✳ ❞❡ τ✮✳ ❈♦♠♠❡ H(T, σ)
❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷ ❡t ✶✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
ℓ〈τ̃〉(Tn)/h〈σ̃〉(Tm) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Tm ∈ ℓ〈τ̃〉(Tn)✱ ♦♥ ❛ n |m ❡t ❞♦♥❝ n = m✳
❆✐♥s✐ ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉 ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ n = m✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✕◆♦❡t❤❡r ❡t ✷✮
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ σ̃ ❡t τ̃ s♦♥t é❣❛✉①✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✺✻



✹✳✷✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s

✹✳✷✳✷✳✶ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡

❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❡st
✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ α : G→ Gal(L/H)✱ ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t L/H ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ α ❡st s❝✐♥❞é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t α′ : Gal(L/H) → G t❡❧ q✉❡ α◦α′ = idGal(L/H)✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ β : Gal(F/H) → G✱ ♦ù F/H ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t L ⊆ F ✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ α ◦ β s♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥

res
F/H
L/H ❞✉ ■■■✮ ❞✉ ➓✹✳✷✳✶✳ ❙✐ β ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ❞✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✽✳ ✶✮ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ✉♥
❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ H ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ res
F/H
L/H s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s

❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✸✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r H✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r F/H
❡①tér✐❡✉r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✉♣♣♦s❡♥t H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✷✮ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H✳ P✉✐sq✉❡ G ❡st ✜♥✐✱ L/H ❡st ❡①tér✐❡✉r❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✮ ❡t✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿ s✐ H ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛❧♦rs L ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐
Gal(F/H) → G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α ❡t s✐ H ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛❧♦rs F ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦tr❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ➓✵✳✶✳✹ ❡t ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✷✳✷✳✷ P❛ss❛❣❡ ❞❡s ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❛✉① ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛

❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ➓✷✳✷ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ FH ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ H/h✳

❙♦✐t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H✳ P✉✐sq✉❡ res
L/H
ℓ/h ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦ù ℓ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L ✭✈♦✐r ❧❡ ■■✮ ❞✉ ➓✹✳✷✳✶✮✱

α̌ = res
L/H
ℓ/h ◦ α : G→ Gal(ℓ/h) ✭✹✳✷✳✸✮

❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r h✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ FH ♥✬❛ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r

ℓ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ β : Gal(F/H) → G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α✱ ❛❧♦rs res
F/H
f/h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱

♦ù f ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ F ✳ ❆✐♥s✐

β̌ = β ◦ (resF/Hf/h )−1 : Gal(f/h) → G ✭✹✳✷✳✹✮

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α̌✱ ❝❛r res
L/H
ℓ/h ◦ resF/HL/H = res

f/h
ℓ/h ◦ resF/Hf/h ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ FH ♥✬❛ q✉❡ ❧❡ ③ér♦

tr✐✈✐❛❧ s✉r f ❡t β ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ β̌ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α̌✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t α : G → Gal(ℓ/h) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r h t❡❧ q✉❡ FH
♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r ℓ✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ (H ⊗h ℓ)/H ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡

❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H ⊗h ℓ ✈❛✉t ℓ✳ ❆✐♥s✐ res
(H⊗hℓ)/H
ℓ/h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t

α̂ = (res
(H⊗hℓ)/H
ℓ/h )−1 ◦ α : G→ Gal((H ⊗h ℓ)/H) ✭✹✳✷✳✺✮

❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ β : Gal(f/h) → G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à
α t❡❧❧❡ q✉❡ FH ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r f ✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✱ (H ⊗h f)/H ❡st

✺✼



✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H⊗hf ✈❛✉t f ✳ ❆✐♥s✐ res
(H⊗hf)/H
f/h

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

β̂ = β ◦ res(H⊗hf)/Hf/h : Gal((H ⊗h f)/H) → G ✭✹✳✷✳✻✮

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α̂✱ ♣✉✐sq✉❡ res
(H⊗hℓ)/H
ℓ/h ◦ res

(H⊗hf)/H
(H⊗f ℓ)/H = res

f/h
ℓ/h ◦ res

(H⊗hf)/H
f/h ✳ ■❧ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛✐r q✉❡ β ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ β̂ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α̂✳

❊♥✜♥✱ s♦✐t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H✳ P✉✐sq✉❡ L = H ⊗h ℓ
✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✮✱ ♦ù h ✭r❡s♣✳ ℓ✮ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ H ✭r❡s♣✳ ❞❡ L✮✱ ♦♥ ❛ ˆ̌α = α✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ β :

Gal(F/H) → G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α✱ ❛❧♦rs ˆ̌β = β✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t α : G→ Gal(ℓ/h)
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r h t❡❧ q✉❡ FH ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r ℓ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ H ⊗h ℓ ✈❛✉t ℓ✱ ♦♥ ❛ ˇ̂α = α✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ β : Gal(f/h) → G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α

t❡❧❧❡ q✉❡ FH ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r f ✱ ❛❧♦rs
ˇ̂
β = β✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❬❉▲✷✵✱ t❤é♦rè♠❡ ✼❪
❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✼ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✾✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t α : G→ Gal(L/H)
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s β 7→ β̌ ❡t γ 7→ γ̂ s♦♥t ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s
ré❝✐♣r♦q✉❡s ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s β à α ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s γ : Gal(f/h) → G à
α̌ t❡❧❧❡s q✉❡ FH ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r f ✳

✹✳✷✳✷✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ∈ Aut(H)✳ ❙♦✐❡♥t α : G →
Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐
ét❡♥❞❛♥t σ✳ ◆♦t♦♥s τ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L ❡t s✉♣♣♦s♦♥s 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×
Gal(ℓ/h)✳ ❆❧♦rs L(T, τ)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t res

L(T,τ)/H(T,σ)
L/H ❡st ✉♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦r♣s H(T, σ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

ασ,τ = (res
L(T,τ)/H(T,σ)
L/H )−1 ◦ α : G→ Gal(L(T, τ)/H(T, σ)) ✭✹✳✷✳✼✮

❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H(T, σ)✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲❣é♦♠étr✐q✉❡ à α ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ Gal(E/H(T, σ)) → G à ασ,τ ✳ ❙✐ τ = idL✱ ♦♥ ❞✐t ♣❧✉tôt s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✽✱ E ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞ès q✉❡ H(T, σ) ❧✬❡st✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ➓✵✳✶✳✹✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦t♦♥s σ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ P❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹✳✶✳✹ ❡t ✹✳✷✳✺✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉

❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t res
ℓ/h

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆✈❡❝ α̌ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✹✳✷✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r h〈σ̃〉 s✉✐✈❛♥t ✿

ασ,τ = res
ℓ/h

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
◦ α̌ : G→ Gal(ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉). ✭✹✳✷✳✽✮

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✵✳ ❖♥ ❛ ασ,τ = (res
L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ ασ,τ .

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s m ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✳ P❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ res
L(T,τ)/H(T,σ)
L/H ✱ ♦♥ ❛

ασ,τ = (res
L(T,τ)/H(T,σ)
L/H )−1 ◦ α

= (res
L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉(Tm)/h〈σ̃〉(Tm)
)−1 ◦ (resℓ

〈τ̃〉(Tm)/h〈σ̃〉(Tm)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ resℓ/h

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
◦ α̌

= (res
L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉(Tm)/h〈σ̃〉(Tm)
)−1 ◦ (resℓ

〈τ̃〉(Tm)/h〈σ̃〉(Tm)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ ασ,τ

= (res
L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ ασ,τ ,

✺✽



❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✹✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s s❝✐♥❞és

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✱ s♦✐t σ ∈ Aut(H) ❡t
s♦✐t σ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ ❙♦✐❡♥t α : G→ Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H
❡t τ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ét❡♥❞❛♥t σ✳ ❙♦✐t τ̃ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✮ α ❡st s❝✐♥❞é✱
✷✮ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/h)✱
✸✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❛♠♣❧❡ k0 ❞❡ h〈σ̃〉 ❡t ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ℓ0 ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s✉r k0 t❡❧s q✉❡
ℓ0 ❡t h〈σ̃〉 s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r k0 ❡t t❡❧s q✉❡ ℓ0h〈σ̃〉 = ℓ〈τ̃〉✳
❆❧♦rs α ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲❣é♦♠étr✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❊♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✷✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ❡t ♥♦t♦♥s
m ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✳ ❆❧♦rs α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ασ,τ ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✽✮✮ ♣♦ssè❞❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(e/h〈σ̃〉(Tm)) → G ✈ér✐✜❛♥t e ⊆ ℓ〈τ̃〉((Tm))✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ασ,τ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣✉✐sq✉❡ ✷✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙♦✐t
β : Gal(e/h〈σ̃〉(Tm)) → G ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ à ασ,τ t❡❧❧❡ q✉❡ e ⊆ ℓ〈τ̃〉((Tm))✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✈❛✉t✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿ L(T, τ)⊗ℓ〈τ̃〉(Tm) e ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣✉✐sq✉❡ ✷✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♦♥ ❛

L(T, τ) = H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ
〈τ̃〉(Tm) ✭✹✳✸✳✶✮

✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬❉❡s✶✶✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼❪✱ ♦♥ ❛

L(T, τ)⊗ℓ〈τ̃〉(Tm) e = (H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) ℓ
〈τ̃〉(Tm))⊗ℓ〈τ̃〉(Tm) e = H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) e.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ E = H(T, σ)⊗h〈σ̃〉(Tm) e ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t✱ ♣❛r ❧❡ ➓✹✳✶✳✶✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ E/H(T, σ) ❡st

❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ e ❝♦♥t✐❡♥t ℓ〈τ̃〉(Tm) ❡t ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♦♥ ❛ L(T, τ) ⊆ E✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ ➓✹✳✶✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ res
E/H(T,σ)

e/h〈σ̃〉(Tm)
❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣♦sé β ◦ resE/H(T,σ)

e/h〈σ̃〉(Tm)
: Gal(E/H(T, σ)) → G✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✵ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs

ασ,τ ◦ β ◦ resE/H(T,σ)

e/h〈σ̃〉(Tm)
= (res

L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ ασ,τ ◦ β ◦ resE/H(T,σ)

e/h〈σ̃〉(Tm)

= (res
L(T,τ)/H(T,σ)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
)−1 ◦ rese/h

〈σ̃〉(Tm)

ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉
◦ resE/H(T,σ)

e/h〈σ̃〉(Tm)

= res
E/H(T,σ)
L(T,τ)/H(T,σ),

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ P❛r ✸✮✱ res
ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉

ℓ0/k0
❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐

α′ = res
ℓ〈τ̃〉/h〈σ̃〉

ℓ0/k0
◦ ασ,τ : G→ Gal(ℓ0/k0)

s✉r k0✳ P✉✐sq✉❡ k0 ❡st ❛♠♣❧❡ ✭♣❛r ✸✮✮ ❡t α′ ❡st s❝✐♥❞é ✭♣❛r ✶✮✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❬P♦♣✾✻✱ ▼❛✐♥
❚❤❡♦r❡♠ ❆❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬❍❏✾✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉❡ α′ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡

✺✾



β : Gal(e/k0(T
m)) → G ✈ér✐✜❛♥t e ⊆ ℓ0((T

m))✱ ♦ù m ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ τ ✳ ❖r✱ ♣❛r ✸✮ ❡t ♣✉✐sq✉❡

e∩k0 = ℓ0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ res
eh〈σ̃〉/h〈σ̃〉(Tm)
e/k0(Tm) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❝♦♠♣♦sé

β ◦ reseh
〈σ̃〉/h〈σ̃〉(Tm)

e/k0(Tm) : Gal(eh〈σ̃〉/h〈σ̃〉(Tm)) → G

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ à ασ,τ ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ e ⊆ ℓ0((T
m))✱ ♦♥ ❛ eh〈σ̃〉 ⊆ ℓ0h

〈σ̃〉((Tm)) =
ℓ〈τ̃〉((Tm)). ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✸✳ ✶✮ P♦✉r τ = idL✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✜♥✐ s❝✐♥❞é s✉r ✉♥ ❝♦r♣s H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱
s✐ h ❡st ❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✽ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✷✮ ❙✐ H = L ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✵✳✸✳✺ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❝❛s σ = idH ❡st ❬❉▲✷✵✱ t❤é♦rè♠❡ ❇❪ ✿

❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞✬♦r❞r❡
✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ h〈σ̃〉 ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ♦ù σ̃ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳ ❆❧♦rs t♦✉t
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ H(T, σ)✳

✸✮ ▲❡s ✶✮ ❡t ✷✮ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✻ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❞❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✹✳✸✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✏♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s✧ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✻ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞♦♥♥és✳
◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé✳

✹✳✹ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✹✮✳

✹✳✹✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡→s❝✐♥❞é

❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭✈♦✐r ❬P♦♣✾✻✱ ➓✶ ❇✮ ✷✮❪ ❡t
❬❉❉✾✼✱ ➓✷✳✶✳✷❪✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t α : G → Gal(ℓ/k) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r k✳ P♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ Gal(ℓ′/k) → G à α✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é α′ : G′ → Gal(ℓ′/k) s✉r k ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✮ ker(α) ∼= ker(α′)✱

✷✮ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ Gal(f ′/k) → G′ à α′ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ Gal(f/k) → G à α ❛✈❡❝ f ⊆ f ′✱

✸✮ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(e′/k(T )) → G′ à α′ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
Gal(e/k(T )) → G à α ✈ér✐✜❛♥t e ⊆ e′✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ α : G → Gal(L/H)
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❡t γ : Gal(L′/H) → G ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α✳ ■❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é α′ : G′ → Gal(L′/H) s✉r H ✈ér✐✜❛♥t ✿

✶✮ ker(α) ∼= ker(α′)✱

✷✮ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ Gal(F ′/H) → G′ à α′ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ Gal(F/H) → G à α ❛✈❡❝ F ⊆ F ′✳

✻✵



Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ α̌ : G → Gal(ℓ/h) s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ h ❞❡ H
✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✸✮✮✱ ♦ù ℓ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L✳ ❈♦♠♠❡ γ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α✱ γ̌ : Gal(ℓ′/h) → G
✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✹✮✮✱ ♦ù ℓ′ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L′✱ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α̌ ❡t FH ✭✈♦✐r ➓✷✳✷✮ ♥✬❛ q✉❡
❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r ℓ′✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é
(α̌)′ : G′ → Gal(ℓ′/h) s✉r h q✉✐ ❡♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ✶✮ ❡t ✷✮✳ ❈♦♠♠❡ FH ♥✬❛ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r ℓ′✱

♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ (̂α̌)′ : G′ → Gal(L′/H) s✉r H ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✺✮✮✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ α′✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ α′ ❡st s❝✐♥❞é ✭❝❛r (α̌)′ ❧✬❡st✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ (α̌)′ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ✶✮
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ♦♥ ❛ ker(α′) = ker((α̌)′) ∼= ker(α̌) = ker(α)✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ✶✮✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t β′ : Gal(F ′/H) → G′ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α′✳ ❆❧♦rs β̌′ : Gal(f ′/h) → G′ ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ à α̌′ = (α̌)′✱ ♦ù f ′ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ F ′✱ ❡t FH ♥✬❛ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r f ′✳ ❈♦♠♠❡ (α̌)′

✈ér✐✜❡ ❧❡ ✷✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ β : Gal(f/h) → G à α̌ t❡❧❧❡ q✉❡ f ⊆ f ′✳
❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ FH ♥✬❛ q✉❡ ❧❡ ③ér♦ tr✐✈✐❛❧ s✉r f ✱ β̂ : Gal((H ⊗h f)/H) → G ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✻✮✮ ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ à ˆ̌α = α t❡❧❧❡ q✉❡ H ⊗h f ⊆ H ⊗h f

′ = F ′✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t σ ∈ Aut(H)✳
❙♦✐❡♥t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❡t τ ∈ Aut(L) ét❡♥❞❛♥t σ ❡t
t❡❧ q✉❡

〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/h), ✭✹✳✹✳✶✮

♦ù τ̃ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L✳ ❙♦✐t γ : Gal(L′/H) → G ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α ❡t
s♦✐t τ ′ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L′ ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ét❡♥❞❛♥t τ ❡t t❡❧ q✉❡

〈τ̃ ′,Gal(ℓ′/h)〉 ∼= 〈τ̃ ′〉 ×Gal(ℓ′/h), ✭✹✳✹✳✷✮

♦ù τ̃ ′ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ′ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ′ ❞❡ L′✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐
s❝✐♥❞é α′ : G′ → Gal(L′/H) s✉r H ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✮ ker(α) ∼= ker(α′)✱
✷✮ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ ′)✲❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(E′/H(T, σ)) → G′ à α′ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲
❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(E/H(T, σ)) → G à α ✈ér✐✜❛♥t E ⊆ E′✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ✭✹✳✹✳✶✮ ✈❛✉t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐

ασ,τ : G→ Gal(L(T, τ)/H(T, σ))

s✉r H(T, σ) ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✳✼✮✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✭✹✳✹✳✷✮ ✈❛✉t✱ L′(T, τ ′)/H(T, σ) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à

❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✜♥✐ ❡t res
L′(T,τ ′)/H(T,σ)
L′/H ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹✮✳

❆✐♥s✐
γσ,τ = γ ◦ resL

′(T,τ ′)/H(T,σ)
L′/H : Gal(L′(T, τ ′)/H(T, σ)) → G

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à ασ,τ ✳ P✉✐sq✉❡ H(T, σ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡
✹✳✶✳✸✮✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é α : G′ →
Gal(L′(T, τ ′)/H(T, σ)) s✉r H(T, σ) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ✶✮ ❡t ❧❡ ✷✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐

α′ = res
L′(T,τ ′)/H(T,σ)
L′/H ◦ α : G′ → Gal(L′/H)

s✉r H✳ ❈♦♠♠❡ α ❡st s❝✐♥❞é✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r α′ ❡t ♦♥ ❛ ker(α′) = ker(α) ∼= ker(ασ,τ ) =
ker(α)✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t β′ : Gal(E′/H(T, σ)) → G′ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ ′)✲❣é♦♠étr✐q✉❡ à α′✳ ❆❧♦rs
β′ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à α′σ,τ ′ = α✳ ❈♦♠♠❡ α ✈ér✐✜❡ ❧❡ ✷✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
β : Gal(E/H(T, σ)) → G à ασ,τ ✈ér✐✜❛♥t E ⊆ E′✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ β ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲❣é♦♠étr✐q✉❡ à α✳

✻✶



✹✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶

◆♦tr❡ ❞❡r♥✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✹✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✱ σ ∈ Aut(H)✱ α :
G→ Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❡t τ ∈ Aut(L) ét❡♥❞❛♥t σ t❡❧s q✉❡
✶✮ α ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ Gal(L′/H) → G ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ τ ′ ❞❡ L′ ❞✬♦r❞r❡
✜♥✐ ét❡♥❞❛♥t τ ❡t t❡❧ q✉❡ 〈τ̃ ′,Gal(ℓ′/h)〉 ∼= 〈τ̃ ′〉×Gal(ℓ′/h)✱ ♦ù τ̃ ′ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ′ ❛✉ ❝❡♥tr❡
ℓ′ ❞❡ L′✱
✷✮ 〈τ̃ ,Gal(ℓ/h)〉 ∼= 〈τ̃〉 ×Gal(ℓ/h)✱ ♦ù τ̃ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ℓ ❞❡ L✱
✸✮ h〈σ̃〉 ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡✱ ♦ù σ̃ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ σ à h✳
❆❧♦rs α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (σ, τ)✲❣é♦♠étr✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ✶✮ ❡t ✷✮ s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s❝✐♥❞é α′ : G′ → Gal(L′/H) s✉r H ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ✶✮ ❡t ❧❡ ✷✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✶✮ ❡t ✸✮ s♦♥t ✈r❛✐❡s ❡t ❝♦♠♠❡ α′ ❡st s❝✐♥❞é✱ α′ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
(σ, τ ′)✲❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✮✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s q✉✬à ✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ α′ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ✷✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ♣♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ H ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h ❡t s✐ α : G→ Gal(L/H)
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r H ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ s✐ h ❡st ❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡ ✜♥❛❧❡

❙♦✐t α : G → Gal(L/H) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡ h✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✱ α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✐ α̌ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ Gal(e/h(T )) → G ❛✈❡❝ e ⊆ ℓ((T ))✱ ♦ù ℓ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ L✳

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✮ h ❡st ❛♠♣❧❡✱

✷✮ α ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱

✸✮ α ♥✬❡st ♣❛s s❝✐♥❞é✳

❈♦♠♠❡ ✶✮ ❡t ✷✮ s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ α̌ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ β : Gal(e/h(T )) → G ✈ér✐✜❛♥t e ⊆ ℓ((T ))✳
❆❧♦rs ✵ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ e/ℓ(T )✳ P✉✐sq✉❡ ✵ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ℓ(T )/h(T )✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✵ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ e/h(T )✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ e ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ P ❝♦♥t❡♥❛♥t T ✈❛✉t ℓ✳ ❙✐ DP

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ e/h(T ) ❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ P✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
ϕ0 : DP → Gal(ℓ/h) ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦✐t B ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ h[t] ❞❛♥s e ❡t s♦✐t P ✉♥
✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ B ❝♦♥t❡♥❛♥t T ✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ P ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t x ❞❡ B ❡st
♥♦té❡ x✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ B/P = ℓ ❡t✱ ♣♦✉r σ ∈ DP ❡t x ∈ B✱ ♦♥ ♣♦s❡ ϕ0(σ)(x) = σ(x)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ α̌ ◦ β ◦ ϕ−10 = idGal(ℓ/h)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✸✮✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐q✉❡ Q8✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ 〈i, j | i4 = 1, i2 = j2, jij−1 =
i−1〉✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ α : Q8 → Gal(Q((T ))(

√
2)/Q((T ))) s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❛♠♣❧❡

Q((T ))✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r α(i)(
√
2) = −

√
2 ❡t α(j)(

√
2) =

√
2✳ P✉✐sq✉❡ Q8 ♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ H1 ⋊ H2✱ ♦ù H1 ❡t H2 s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❞❡ Q8✱ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✜♥✐ α ♥✬❡st ♣❛s s❝✐♥❞é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ α ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❞✬❛♣rès ❬❙❡r✾✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✳✶❪✱ Q((T ))(
√
2 +

√
2)/Q((T )) ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ Z/4Z ❡t ♦♥

✻✷



❛ Q((T ))(
√
2) ⊆ Q((T ))(

√
2 +

√
2)✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ Gal(Q((T ))(

√
2 +

√
2)/Q((T )))✱

♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ β : Gal(Q((T ))(
√

2 +
√
2)/Q((T ))) → 〈i〉 ❞é✜♥✐ ♣❛r σ 7→ i✳

❆❧♦rs β ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à α✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ Q((T ))(
√

2 +
√
2) ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥✜♥✐✱

β̂ : Gal(H
Q((T ))(

√
2+
√
2)
/HQ((T ))) → Q8 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

✜♥✐ α̂ : Q8 → Gal(H
Q((T ))(

√
2)/HQ((T ))) s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s HQ((T )) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s

Q((T )) ✭✈♦✐r r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✻ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮✱ ♠❛✐s α̂ ♥✬❡st ♣❛s s❝✐♥❞é✳

✻✸





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆▲P✷✵❪ ●✐❧ ❆❧♦♥✱ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡❣r❛♥❞✱ ❛♥❞ ❊❧❛❞ P❛r❛♥✳ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ♦✈❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞s ♦✈❡r s❦❡✇ ✜❡❧❞s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✸✺✽✭✼✮✿✼✽✺✕✼✾✵✱ ✷✵✷✵✳

❬❇❉▲✷✵❪ ❆♥❣❡❧♦t ❇❡❤❛❥❛✐♥❛✱ ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡❣r❛♥❞✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡✲
♠❡♥t ✜♥✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✷✵✷✵✳ ❛r❳✐✈✿✷✵✵✽✳✵✽✸✸✸✳ ❆
♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ■sr❛❡❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❬❇❡❝✾✶❪ ❙②❜✐❧❧❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥✳ ❖♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡❞
❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✶✾✿✷✼✕✺✸✱ ✶✾✾✶✳

❬❇❡❤✷✵❪ ❆♥❣❡❧♦t ❇❡❤❛❥❛✐♥❛✳ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é✲
♥ér❛❧✐sés✳ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉①✱ ✸✷✭✷✮✿✻✵✺✕✻✸✵✱ ✷✵✷✵✳

❬❇❡❤✷✶❪ ❆♥❣❡❧♦t ❇❡❤❛❥❛✐♥❛✳ ❚❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
t♦r❞✉s✳ ✭❋r❡♥❝❤✮✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❆❧❣❡❜r❛✳✱ ✷✷✹✭✶✵✻✺✹✾✮✱ ✷✵✷✶✳

❬❇❧❛✼✷❪ ❆♥❞ré ❇❧❛♥❝❤❛r❞✳ ▲❡s ❝♦r♣s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ✭❋r❡♥❝❤✮✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❙✉♣ ✿ ▲❡ ▼❛t❤é✲
♠❛t✐❝✐❡♥✱ ◆♦✳ ✾✳ Pr❡ss❡s ❯♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱ ❱❡♥❞ô♠❡✱ ✶✾✼✷✳ ✶✸✺ ♣♣✳

❬❇♦✉✶✷❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦✉r❜❛❦✐✳ ➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❆❧❣è❜r❡✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼♦❞✉❧❡s ❡t ❛♥♥❡❛✉①
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ✭❋r❡♥❝❤✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✶✷✳ ①✰✹✽✾ ♣♣✳ ❙❡❝♦♥❞ r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✶✾✺✽ ❡❞✐t✐♦♥✳

❬❇❙❋✶✸❪ ▲✐♦r ❇❛r②✲❙♦r♦❦❡r ❛♥❞ ❆r♥♦ ❋❡❤♠✳ ❖♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛♠♣❧❡ ✜❡❧❞s✳ ■♥
●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼ ♦❢ ❙é♠✐♥✳ ❈♦♥❣r✳✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✶✳
❙♦❝✳ ▼❛t❤✳ ❋r❛♥❝❡✱ P❛r✐s✱ ✷✵✶✸✳

❬❈♦❤✾✺❪ P❛✉❧ ▼♦r✐t③ ❈♦❤♥✳ ❙❦❡✇ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ r✐♥❣s✳ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✺✼✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✺✳
①✈✐✰✺✵✵ ♣♣✳

❬❉❉✾✼❪ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r ✐♥✈❡rs❡ ●❛❧♦✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r ❧❛r❣❡
✜❡❧❞s✳ ■♥ ●❡♦♠❡tr✐❝ ●❛❧♦✐s ❛❝t✐♦♥s✱ ✷✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✸ ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡
❙❡r✳✱ ♣❛❣❡s ✶✶✾✕✶✸✽✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✼✳

❬❉❉✵✹❪ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s✳ ❈♦r♣s ψ✲❧✐❜r❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥✜♥✐❡✳
✭❋r❡♥❝❤✮✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✼✹✿✶✾✼✕✷✶✽✱ ✷✵✵✹✳

❬❉è❜✵✾❪ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s✳ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ ✷✵✵✾✳ ❆t
❤tt♣✿✴✴♠❛t❤✳✉♥✐✈✲❧✐❧❧❡✶✳❢r✴✄♣❞❡✴❡♥s✳❤t♠❧✳
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❬❉●✶✷❪ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❛♥❞ ◆♦✉r ●❤❛③✐✳ ●❛❧♦✐s ❝♦✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✕●r✉♥✇❛❧❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆♥♥✳
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❬❉▲✶✸❪ P✐❡rr❡ ❉è❜❡s ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡❣r❛♥❞✳ ❙♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r②✳ ❚r❛♥s✳
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❬❉▲✷✵❪ ❇r✉♥♦ ❉❡s❝❤❛♠♣s ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡❣r❛♥❞✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s
❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s t♦r❞✉s à ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ✭❋r❡♥❝❤✮✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞
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❬❊❤r✶✶❪ ●❡rtr✉❞❡ ❊❤r❧✐❝❤✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❈♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❆❜str❛❝t ❆❧❣❡❜r❛✳ ❉♦✈❡r ❇♦♦❦s ♦♥ ▼❛✲
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❬❋❏✵✽❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉✳ ❋r✐❡❞ ❛♥❞ ▼♦s❤❡ ❏❛r❞❡♥✳ ❋✐❡❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✳ ❋♦❧❣❡✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬❘❡s✉❧ts
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆r❡❛s✳ ✸r❞ ❙❡r✐❡s✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s ✐♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s❪✱ ✶✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✽✳ ❘❡✈✐s❡❞ ❜② ❏❛r❞❡♥✳ ①①✐✈✰✼✾✷
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❬❋r✐✼✹❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉✳ ❋r✐❡❞✳ ❖♥ ❍✐❧❜❡rt✬s ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✻✿✷✶✶✕✷✸✶✱
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❬❋r✐✼✼❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉✳ ❋r✐❡❞✳ ❋✐❡❧❞s ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❍✉r✇✐t③ ❢❛♠✐❧✐❡s✲❣r♦✉♣s
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❬●❲✵✹❪ ❑❡♥♥❡t❤ ❘✳ ●♦♦❞❡❛r❧ ❛♥❞ ❏r✳ ❲❛r✜❡❧❞✱ ❘♦❜❡rt ❇r❡❝❦❡♥r✐❞❣❡✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ r✐♥❣s✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❙t✉❞❡♥t ❚❡①ts✱ ✻✶✳
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❬❍❏✾✽❪ ❉❛♥ ❍❛r❛♥ ❛♥❞ ▼♦s❤❡ ❏❛r❞❡♥✳ ❘❡❣✉❧❛r s♣❧✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♣r♦❜❧❡♠s ♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s
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❬❏❛❝✺✻❪ ◆❛t❤❛♥ ❏❛❝♦❜s♦♥✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ r✐♥❣s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❝✐❡t② ❝♦❧❧♦q✉✐✉♠
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❆s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ■♥✈❡rs❡ ●❛❧♦✐s Pr♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡
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❬❑♦❡✵✹❪ ❏♦❝❤❡♥ ❑♦❡♥✐❣s♠❛♥♥✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r ✐♥✈❡rs❡ ●❛❧♦✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r ♥♦♥✲❧❛r❣❡ ✜❡❧❞s✳ ❏✳
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❬▲❛♠✵✺❪ ❚s✐t ❨✉❡♥ ▲❛♠✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s ♦✈❡r ✜❡❧❞s✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❙t✉❞✐❡s ✐♥
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❬▼❙✾✷❪ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ▼❛rt✐♥❛✐s ❛♥❞ ▲❡✐❧❛ ❙❝❤♥❡♣s✳ P♦❧②♥ô♠❡s à ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐é❞r❛❧✳
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✜❡❧❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✷✸ ♦❢ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
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