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Mots clés :

Résumeé : la contrainte mécanique peut modifier la forme
et les propriétés physiques d'une structure. Elle peut la
rendre plus résistante comme elle peut causer sa rupture.
L’évaluation de I'état de contrainte est donc important
pour contréler la santé des structures. Cette évaluation se
fait en mesurant des grandeurs physiques qui sont
affectées par la contrainte, puis en utilisant des lois pour
retrouver la contrainte a partir de ces grandeurs. L'objectif
du présent travail est de proposer une nouvelle méthode
d'imagerie de la contrainte, pour résoudre certaines
problématiques pour lesquelles il n'existe pas une solution
pratique dans la littérature. Parmi ces problématiques, la
caractérisation d'un état de contrainte multiaxial et
inhomogéne dans les plaques métalliques. L'approche
suivie lors du développement de cette méthode se base sur
la mesure des effets

: Méthode d'imagerie par tomographie d'ondes élastiques guidées des contraintes multiaxiales d'une plaque

Electromagnétisme, Effet acoustoélastique, Effet magnétoélastique, Tomographie, Ondes guidées.

magnétoélastique et acoustoélastique. Pour ce faire les
capteurs EMAT (Electro-Magnetic-Acoustic-Transducer)
sont utilisés. Tout d'abord un modéle acoustoélastique
permettant de trouver les variations des vitesses des ondes
de Lamb et SH induites par la contrainte, est développé.
Puis une version analytique de ce modéle est proposée
pour remonter & la contrainte a partir de ces variations.
Cette version est utilisée pour développer une nouvelle
méthode tomographique pour |'imagerie d'un état de
contrainte multiaxial.

La modélisation de la détection d'une onde élastique par
un EMAT en milieu ferromagnétique est étudiée, et un
modéle est developpé. Finalement une méthode qui
considére 'EMAT comme un capteur a courants de
Foucault, et qui permet de trouver la contrainte locale a

partir de la tension induite dans 'EMAT est proposée.

Title : An elastic guided wave tomographic method for multiaxial stress imaging in a ferromagnetic plate using EMAT

Keywords :

Abstract : mechanical stress can affect structures in
many ways. It can for example deform their shape, or alter
their physical properties. These effects can have positive
or negative outcomes such as rendering a structure more
resistant or causing it to fail prematurely. It is therefore
of great interest to assess the stress state in a given
structure. This is done by evaluating the effect of stress
on measurable physical quantities, and using certain laws
to deduce the stress from these quantities. The aim of the
current work is to propose a new stress imaging method
that allows the treatment of certain problems, to which
there are no practical solutions in the literature. One of
these problems is to image a multiaxial inhomogeneous
stress state in metallic plates. The approach adopted to
develop

Electromagnetism, Acoustoelastic effect, Magnetoelastic effect, Tomography, guided waves

the imaging method is based on the measurement of the
magneto elastic and acoustoelastic effects.

For this the method uses Electro-Magnetic-Acoustic-
Transducers (EMAT), which can measure both effects.
First, a model that allows calculating the stress induced
velocity changes for Lamb and SH waves is developed.
Then, an analytical version of this model is proposed in
order to get the stress from the velocity changes. This
version is used to develop a new tomographic technique
for multiaxial stress imagery.

The mechanism with wich an EMAT can detect the arrival
of an elastic wave in a ferromagnetic material is
developped. Finally a local characterisation method, is
proposed. This method considers the EMAT to be an
Eddy current sensor, and gives the local stress as a
function of the voltage induced in the EMAT.
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Introduction générale

0. Introduction générale

Résume :
Ce chapitre sert a présenter le sujet de la thése, et les objectifs a atteindre. Il contient les sept sections
suivantes :
Sec.| (Qu'est-ce qu'une contrainte mécanique 7) [p. 2] : dans cette section on donne la définition, de la
contrainte et ses causes.
Sec. Il (Pourquoi caractériser la contrainte ?)[p. 4] : cette section donne les effets essentiels de la contrainte,
et les conséquences qu'ils peuvent avoir sur la structure. L'objectif de cette section est de montrer qu'il est
important de caractériser |'état de contrainte présent dans une piéce, d'une part pour mieux modéliser les
phénoménes physiques qui y prennent place et d'autre part pour la controler.
Sec. Ill (Comment caractériser la contrainte mécanique 7) [p. 6] : dans cette section on passe en revue les
méthodes qu’on trouve dans la littérature, qui traitent la problématique de la caractérisation de la contrainte.
Sec.lV (Pourquoi une nouvelle méthode de caractérisation de contrainte ?) [p. 11] : aprés avoir présenté les
méthodes qu’on trouve dans la littérature (dans la section précédente), on donne dans cette section une
problématique, qui necessite le développement d’une nouvelle méthode. Cette problématique consiste a trouver
d'une maniére non-destructive I'état de contrainte multiaxial inhomogéne dans le plan et dans |'épaisseur
d'une plaque méttalique.
Sec.V (Environnement de la thése et bases de la méthode de caractérisation) [p. 13] : cette section présente
I'environnement et les raisons pour lesquels ce sujet de thése a été proposé. Dans cette section on verra que
cet environnement fixe les directives que doit suivre la nouvelle méthode de caractérisation.
Sec.VI (Une nouvelle méthode de caractérisation de contrainte) [p. 15] : cette section présente les briques
(modeéles et méthodes) essentielles pour le développement de la méthode, parmi lesquelles certaines ont déja
été développées (avant la these).
Sec.VIl (Oraganisation du mémoire) [p. 19] : finalement dans cette section on présente ce que contient le
mémoire (/.e. le dévelopement des briques restantes).




Introduction générale

I. Qu’est-ce qu’une contrainte mécanique ?

A. Dé&finition

La contrainte mécanique trouve sa définition en mécanique des milieux continus. Elle décrit les efforts
— internes— que subit une partie du milieu, de la part des parties qui I’entourent. Ces efforts décrivent
les interactions moléculaires. Le fait que ces interactions & 1’échelle microscopique sont de nature
électromagnétique (donc & courte portée), implique qu’a ’échelle macroscopique les efforts décrivant ces
interactions sont surfaciques. Ces efforts surfaciques sont représentés par un tenseur (2d), dit tenseur de
contrainte (pour plus de détails sur ce sujet, voir Landau & Lifshitz [1]).

B. Causes
La contrainte mécanique peut résulter de plusieurs effets dont on liste ici quelques-uns :
Chargement mécanique :

Le chargement mécanique induit dans le matériau une contrainte mécanique. Celle-ci peut étre homogéne
ou inhomogene, uniaxiale ou multiaxiale, temporaire (qui s’annule si le chargement est éliminé), ou
permanente / résiduelle (qui reste aprés avoir éliminé le chargement).
On donne ici quelques exemples :

e Contrainte induite lors d’un essai de traction / compression.

e Contrainte induite par un procédé de fabrication : laminage, faconnage, emboutissage, ...

Chargement thermique :

Le chargement thermique peut induire une contrainte mécanique. Celle-ci est généralement due a un
gradient de température dans la piéce. On donne ici quelques exemples
e Trempe : ce traitement thermique crée — lors de sa phase de refroidissement — un gradient de
température (de la surface a l'intérieur de la piéce), ce qui induit un état de contrainte.
e Coulage : ce procédé de mise en forme, peut induire une contrainte mécanique.
e Soudage : & cause du refroidissement non-uniforme qui accompagne le soudage, des contraintes
mécaniques sont induites dans et autour de la zone soudée.

Changement de phase :

Lors d’un traitement thermique, une transformation de phase peut prendre place. Si la nouvelle phase
posséde un volume différent de celui de la phase avant traitement (e.g transformation austénite —
martensite), un état de contrainte mécanique est alors induit.

C. Catégories
La contrainte mécanique peut étre divisée en deux catégories :
La contrainte appliquée

C’est la contrainte qui s’annule si le chargement est éliminé. Elle résulte généralement d’un processus
réversible (e.g. déformation élastique).

La contrainte résiduelle (voir Schajer [2])

C’est la contrainte qui reste présente dans la piéce méme aprés avoir éliminé le chargement qui lui a
donné naissance. Cette contrainte est dite auto-équilibrée, ce qui veut dire qu’il existe une longueur
caractéristique, sur laquelle la résultante totale de cette contrainte doit étre nulle. Cette contrainte se
divise en trois types :

e Type I: de structure (elle s'équilibre a 1'échelle de la structure).

e Type II : interphase (ou intergranulaire pour les polycristaux). Ce type représente (pour les
polycristaux) la déviation par rapport a la moyenne du type I dans une famille de plusieurs
grains, d’orientations cristallographiques différente.

e Type III : ceci représente la déviation par rapport a la moyenne du type II dans un grain.

Voir la figure suivante :
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\

Fig. 0-1: les trois types de la contrainte mécanique dans un polycristal. Type | (g;) est la contraine macroscopique
indépendente des hétérogénéité du matériau. Type Il (gy;) représente la déviation par rapport a la moyenne de g; dans
une famille de plusieurs grains (g,). Type lll (g;;;) (non représentée) est la dévaiation par rapport a la moyenne de o,
dans un grain. (Figure prise de Daniel et al['])

1 L. Daniel, D.A. Hall, P.J. Withers : A multiscale modelling analysis of the contribution of crystalline elastic anisotropy
to intergranular stresses in ferroelectric materials, Journal of Physics D : Applied Physics, 47:325303 (2014).
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II. Pourquoi caractériser la contrainte ?

A partir de la définition de la contrainte (force interne par unité de surface), on peut conclure qu’elle
peut déformer un matériau, comme elle peut modifier également ses propriétés physiques. On divise ici
les effets de la contrainte en deux catégories :

A. Effet de la contrainte sur 1'état mécanique

La contrainte mécanique peut avoir des effets négatifs ou positifs sur une structure. Elle peut par exemple
causer la plastification d’une piéce et par conséquent peut causer sa rupture. Elle peut également donner
naissance a des fissures ou les aider & se propager (voir Withers [3]). La contrainte peut en contraste
étre délibérément induite dans une piéce pour la rendre plus résistante a I’apparition et/ou la propagation
des fissures (voir par exemple Hatemleh et a/ [4] et Bagheri & Guagliano [5]). On donne ici quelques
exemples de leffet de la contrainte sur 1’état mécanique :

Valve mécanique

Coeur humain Apparition d'une fissure

(c)

/ Multi-strand system
with smart strand and
L steel strands
Kinetic ener;
gy Multi-strand system

=T O
Py D= WL T —
Contrainte de \ with steef strands only I : _T_z tensile zone
compression h
= o et —
7 7
I i —1 //

R S
Q G G
\\\5 ) j, Workpiece i fi ]

Fig. 0-2 : (a) rupture dans un bloc en aluminium aprés laminage. (b) effondrement du pont silver Bridge. (c) apparition

()

Effets positifs de la contrainte

d'une fissure de fatigue dans une valve cardiaque mécanique. (d) procédée de grenaillage. (e) béton précontraint. (d)
verre trempé.

(a) Rupture d'un bloc en aluminium : ce bloc a été d’abord coulé, puis laminé ; la contrainte mécanique
(résiduelle) induite par ces procédés a conduit a sa rupture (voir Schajer [2]).

(b) Effondrement du pont silver bridge : en 1967, ce pont s’est effondré a cause de Papparition des fissures
dans 'arceau, induites par la présence des contraintes mécaniques (Demers &. Fisher [6])".

(c) Apparition de fissure dans une valve cardiaque mécanique : la contrainte résiduelle a causé ’apparition
d’une fissure dans le pied gauche des valves cardiaques (dites Bjork—Shiley convexo—concave). Ceci
a causé la rupture du pied, et par conséquent a mis en danger la vie du patient (voir de Mol et a/
(7).

(d) Procédé de grenaillage : ce traitement de surface consistant & projeter des microbilles sur la surface
de la piéce, permet d’augmenter la résistance en fatigue de celle-ci, du fait de la contrainte de
compression induite prés de la surface (voir Hatemleh et al [4])2.

1 La photo du pont qui apparait dans la figure n'est pas prise de la référence [6], mais de Wikipédia, ou elle est plus claire.
2 L'image de la figure (d) est prise de la Réf.[8].
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(e) Beéton précontraint : la résistance en traction du béton est plus faible que celle en compression. Pour
le rendre plus résistant en traction, il est possible de le couler sur des cables métalliques initialement
soumis & un effort de traction (voir Hurst [9])L.

(f) Verre trempé : la trempe (thermique ou chimique) de verre le rend plus résistant, en induisant prés

de la surface une contrainte de compression, qui s’oppose a la propagation des fissures peuvant
apparaitre (voir Nielsen [11]).

B. Effet de la contrainte sur les propriétés physiques

La contrainte mécanique peut modifier les propriétés physiques du matériau. Par ailleurs, le fait que la
contrainte soit un tenseur (une grandeur directionnelle) peut transformer une propriété initialement
isotrope en l'absence de contrainte en une propriété anisotrope. On donne ici quelques exemples :

1. Effet photoélastique : la contrainte affecte lindice de réfraction de la lumiére (onde
électromagnétique), le rendant anisotrope (voir Kestens [12]).

2. Effet acoustoélastique : la contrainte affecte les vitesses des ondes élastiques / acoustiques (voir
Pao [13]), via son effet sur les propriétés élastiques du milieu.

3. Effet thermoélastique : la contrainte affecte 1'énergie thermique (voir Wong [14]).

4. Effet magnéto-élastique : la contrainte affecte les propriétés magnétiques (perméabilité
magnétique) et magnétostrictives (déformation de magnétostriction) d’un matériau magnétique (voir
Bozorth [15]).

5. Effet piézo-résistif : la contrainte affecte la résistivité électrique (voir ch2 de la Pallas [16]).

C. Conclusion

Dans cette section, nous avons vu trés briévement les effets que peut avoir la contrainte sur un matériau.

Ces effets peuvent étre négatifs et conduire & une rupture prématurée de la structure, ou positifs, ce qui

permet de rendre la structure plus résistante. On a vu également que la contrainte affecte les propriétés

physiques des matériaux.

Ces observations ont deux conséquences :

1. Dans le cas ou la contrainte est inconnue, les propriétés physiques sont & priori inconnues, ce qui
affecte la modélisation des phénomeénes physiques et par conséquent la résolution des problémes
qu’ils posent.

2. Rendre anisotropes les propriétés isotropes

Il est par conséquent important de caractériser 1’état de contrainte présent dans un milieu. Plusieurs
méthodes utilisant les effets de la contrainte sont employées & cette fin. On donne une liste non exhaustive
dans la section suivante.

1 'image de la figure (e) est prise de la Réf.[10].
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III. Comment caractériser la contrainte mécanique ?

La contrainte n’étant pas une grandeur physique qu’on peut mesurer directement, sa caractérisation est
faite grace aux effets qu’elle a sur le matériau (état mécanique et propriétés physiques). On donne dans
cette section une liste des méthodes les plus utilisées (pour plus de détails voir Schajer [2] et Hauk
[17]).

A. Méthodes s’appuyant sur 1’effet de la contrainte sur I’état mécanique

Ces méthodes utilisent le fait que la contrainte modifie la géométrie de la piéce. On peut diviser ces
méthodes en deux catégories.

1. Méthodes destructives ou semi-destructives

Ces méthodes dites parfois de relaxation (Réf. [2]) reposent sur la mesure de la déformation qui
accompagne la libération de la contrainte. On donne ci-dessous quelques exemples :

(a)

[ B tenson [ compression original

stresses

(b) stress-free
after
cutting

(c) = stresses
| to restore
R flat surface
(a) Splitting (b) Contour

Strain gage
rosette

/‘7 Strain gages

=
______________________ Layers to be Hole
—————————————————————— “ removed

(c) Layer removal (d) Hole drilling

Fig. 0-3 : quelques exemples des méthodes de caractérisation de contrainte (résiduelle) utilisant I'effet de la contrainte

sur la géométrie de la piéce. Toutes les images sont prises de la Réf. [2] saufe (b), qui est prise de la Réf.[18].

(a) Splitting : cette méthode consiste & couper le matériau et mesurer la distance entre les deux bouts.
Si les deux bouts s’éloignent alors la contrainte résiduelle est de traction, s’ils se rapprochent alors
c’est une contrainte de compression!.

(b) Contour : cette méthode consiste & couper le matériau et mesurer le champ du déplacement de la
section. Ce champ est di a la relaxation de la contrainte résiduelle. Ensuite des outils numériques
sont utilisés pour calculer la distribution de la contrainte nécessaire pour ramener la section & sa

1 En pratique une partie du matériau est enlevée pour laisser la possibilité aux deux bouts de se rapprocher (Réf. [18]).
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forme non-déformée. Cette contrainte est alors prise comme la contrainte résiduelle initialement
présente dans la picce (Réf. [2]).

(c) Layer removal : cette méthode consiste & découper successivement des couches de la piéce. A
chaque coupe enlevée une partie de la contrainte est libérée. Cette relaxation de la contrainte est
accompagnée par une déformation, qui est mesurée — par des jauges de déformation— sur la surface
supérieure de la piéce.

(d) Hole drilling : cette méthode — semi-destructive — consiste & forer un trou dans la piéce et mesurer
la déformation qui accompagne la relaxation de la contrainte.

Il existe également d’autres méthodes destructives ou semi-destructives comme :

- Slitting Method.

- Sectionning Method.

- Deep Hole.

Cependant le principe de base est identique a celui des méthodes présentées ici, & savoir la mesure de la
déformation qui accompagne la relaxation de la contrainte.

L’avantage des méthodes destructives ou semi-destructives est qu’elles sont indépendantes de la nature
du matériau. Elles nécessitent cependant la connaissance des propriétés élastiques, ce qui permet de
passer de la déformation & la contrainte. Dans la sous-section suivante, on présente des méthodes non-
destructives applicables seulement aux matériaux cristallins.

2. Méthodes non-destructives

Parmi les méthodes non-destructives de caractérisation de contrainte utilisant son effet sur /'état
mécanique on peut citer :

(a) Caractérisation par diffraction de Rayon-X : cette méthode se base sur deux aspects :
1. Le fait que les ondes électromagnétiques (rayon X) sont diffractées par les matériaux
cristallins / polycristallins.
2. Le fait que pour les matériaux cristallins / polycristallins, la distance entre les plans
cristallins est constante en absence de contrainte et est affectée par sa présence.
(b) Caractérisation par Diffraction de neutrons : cette méthode se base également sur ces mémes
deux aspects a la différence que dans ce cas, ceux sont les neutrons qui sont diffractés.

On illustre ci-dessous une configuration dans laquelle ces deux méthodes sont utilisées pour mesurer la
contrainte.

Source Détecteur
se,
Cay /};c,b,e : "cea/
n, [
-@ 4 —@ @
g g
— ] d(o) ——
@ L 4 @ @

Plans cristallins

Fig. 0-4 : Configuration de caractérisation de contrainte par diffraction de rayon X ou de neutrons. La distance entre les
plans cristallins d est fonction de la contrainte o. Les billes rouges représentent les atomes.

Ces deux méthodes permettent la caractérisation des trois types de contrainte résiduelle (Type I, II, et
IT), contrairement aux méthodes précédentes qui ne traitent que le type I.
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L’avantage de la méthode de diffraction de neutrons par rapport a celle de rayon X est qu’elle permet
de mesurer la contrainte & l'intérieur du matériau, alors que celle de rayon X n’est sensible qu’a la
contrainte surfaciquel.

B. Méthodes s’appuyant sur ’effet de la contrainte sur les propriétés physiques

Le fait que la contrainte affecte non seulement la géométrie de la piéce mais également ses propriétés
physiques, permet de développer une multitude de méthodes de caractérisation se basant sur les mesures
des variations de ces propriétés. Toutes ces méthodes sont non-destructives. On donne ici les méthodes
les plus utilisées :

1. Meéthodes électromagnétiques

Ces méthodes se basent sur 'effet de la contrainte sur la perméabilité magnétique du matériau.
Pour mieux comprendre le principe de ces méthodes, on fait un petit rappel sur le processus
d’aimantation d’un matériau ferromagnétique.

Bobine réceptrice (B)

\ ) Bobine excitatrice (H) Magnetic dipole Magnetic flux density B(T)

Toroide ferromagnétique

PX 1

(a) Set-up pour la mesure de la courbe d’hysteresis -

[
Y

(b) Excitation magnétique H (c) La courbe d’hystérésis (B = B(H))

T
H Domain wall
Magnetic
field strength

H@/m)
3]

H—

Fig. 0-5 : Mesure de la courbe d’hystérésis d'un matériau ferromagnétique. (a) configuration expérimentale. (b) champ
magnétique dans la bobine excitatrice. (c) courbe d'hystérésis mesurée?.

La caractérisation des propriétés magnétiques d’'un matériau ferromagnétique, en particulier la
perméabilité, passe par identification de sa courbe d’hystérésis (B(H) ou M(H))3. La configuration
expérimentale utilise généralement une piéce toroidale avec deux bobinages, le premier excitateur (H)
et le deuxiéme récepteur (pour calculer I'induction B) [Fig. 0-5-(b)]. L’excitation H est périodique de
valeur moyenne nulle.

Le processus d’aimantation d’un matériau ferromagnétique est décrit par l'alignement des dipoles
magnétiques atomiques avec 'excitation H. Les matériaux ferromagnétiques sont composés de petites
régions dont l’aimantation est constante et uniaxiale, dites domaines de Weiss (voir Bozorth [15]). A
I’état désaimanté, I'aimantation de ces domaines est orientée de telle sorte que I’aimantation nette dans
la piéce est nulle. Lorsque 'excitation H est appliquée, les domaines dont le sens d’aimantation est
proche de celui de H augmentent en volume. Ceci est décrit par le déplacement de leurs parois (voir Fig.
0-5-(c)). Les matériaux ferromagnétiques réels contiennent des imperfections comme des inclusions ou
des dislocations, ce qui fait que le déplacement des parois des domaines ne se fait par d’une maniére
continue. Le passage de la paroi par une inclusion cause une variation abrupte de 'aimantation du

1 On note cependant qu'il existe une technique de diffraction par rayon-X a haute énergie qui s'appelle synchrotron X-ray
(voir Réf. [2]) qui a une profondeur de pénétration intermédiaire entre rayon-X (usuelle) et la diffraction par neutrons.

2 Cette image est prise de ce site https://www.industrialheating.com

3 H, M et B : (resp) le champ magnétique, |'aimantation et l'induction magnétique.
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domaine. Ces variations abruptes de I'aimantation se manifestent par le bruit Barkhausen (BN) (voir
Fig. 0-5-(c)).

La courbe d’hystérésis et le bruit Barkhausen sont sensibles a la présence d’un état de contrainte, ce qui
permet de développer des méthodes de caractérisation basées sur cet effet. On donne les deux exemples
suivants :

(o1,02) (MPa) = 1.5
—(0.0) o
(-100,0) =2
%]
(+100,0) é EC probe
% ol
3
2 /
; o ag
7 500 1001 y
7 P | u_p
- Magnetic field H (A/m)
Ferromagnetic sample
-1.5 -
(a) Effet de la contrainte sur la courbe (b) Capteur courants de Foucault utilisé pour mesurer la
d'hystéresis (Rekik et al [19], figure prise de contrainte (Dahia et al.[20])
(')
Courants de Foucault
Induction | |
Hystesesis loops U Cort Magnet
Read Head
. . o o
Alternatimg
Magnetic field
Magnetic Barkhausen noise & 1 8
A
1 Slit 0.05 mm
Tensile stress state Compressive stress state ¢
(c) Effet de la contrainte sur le bruit Barkhausen (d) Capteur bruit Barkhausen utilisé pour mesurer la contrainte
(Sawalem & Blaow [21]) (Gauthier et al [22])

Bruit Barkhausen

Fig. 0-6 : deux exemples des méthodes de caractérisation électromagnétique de contrainte.

e Par courants de Foucault : la méthode de caractérisation par courants de Foucault n’utilise pas
réellement les courants de Foucault, mais plutot la variation de la perméabilité. La Fig. 0-6-(a)
montre 'effet de la contrainte sur les courbe d’hystérésis. Cet effet pourrait étre utilisé pour remonter
a la valeur de la contrainte (Fig. 0-6-(b)). Le capteur CF (courants de Foucault) mesure la variation
de la tension / impédance du capteur (une bobine + un noyau ferrite) induite par la présence de la
contrainte. Pour plus de détails, voir Dahia et al [20].

e Par Bruit Barkhausen : : la configuration de mesure de la contrainte par bruit Barkhausen est
similaire & celle par courants de Foucault. L’amplitude du bruit Barkhausen est sensible & la
contrainte ce qui permet de remonter a sa valeur. Pour plus de détails voir Gauthier et a/ [22].

1 K. Yamazaki, H. Mukaiyama, L. Daniel, “Effects of multi-axial mechanical stress on loss characteristics of electrical
steel sheets and interior permanent magnet machines”, IEEE Transactions on Magnetics, 54(3):1300304 (2018).
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2. Meéthode optique

Cette méthode utilise l'effet de la contrainte sur l'indice de réfraction des milieux transparents. Elle
permet en mesurant cet indice de remonter a la valeur de la contrainte. La base de cette méthode est la
théorie de photoélasticité (voir Aben & Guillemet [23] et Duquennoy[24]).

3. Meéthode thermoelastique

Cette méthode se base sur l'effet thermoélastique, a savoir la dépendance de 1’énergie thermique de la
contrainte. Wong et al [14] proposent une méthode de caractérisation de la contrainte résiduelle se
basant sur cet effet. Dans cette méthode, la température d’une piéce soumise & une chargement uniaxial
dynamique est mesurée. La piéce contient un état de contrainte initial. En faisant dépendre les propriété
élastiques de la piéce de la température, les auteurs donnent une formule permettant de remonter a la
contrainte en fonction de la température.

4. Méthodes ultrasonores

Ces méthodes se basent sur l'effet de la contrainte sur les vitesses des ondes élastiques. On trouve dans
la littérature de nombreuses études qui utilisent essentiellement des ondes de volume ou de surface pour
développer une méthode de caractérisation de contrainte. On illustre ici la configuration utilisée.

Emetteur Récepteur Emetteur/récepteur
& Onde _0' ‘U_ Onde Onde _0'.
émise réfléchie

(a) Configuration valable pour ondes de volume et (b) Configuration valable uniquement pour les ondes de
surface volumes.

Fig. 0-7 : illustration de la configuration de la mesure de la contrainte & partir des variations de vitesses des ondes
élastiques.

Dans la premiére configuration, un émetteur et un récepteur sont utilisés. Cette configuration est valable
pour les ondes de volume et les ondes de surface (voir par exemple King & Fortunko [25] et
Duquennoy et al [26]). Dans la deuxiéme configuration un seul capteur est utilisé, qui joue le role
d’émetteur et de récepteur. Cette configuration n’est valable que pour les ondes de volume (voir par
exemple Vangi [27]).

En présence de contrainte, les ondes élastiques sont plus rapides / lentes que dans le cas ou la contrainte
est absente ; ceci est traduit par une variation dans les temps de vol. Les méthodes ultrasonores
remontent & la contrainte & partir des mesures de ces variations.

C. Conclusion

Dans cette section nous avons essayé de répondre & la question « comment caractériser la contrainte ? »,
en donnant une liste non exhaustive des méthodes utilisées a cette fin. On a fait le choix de diviser les
méthodes de caractérisation en deux catégories : la premiére se base sur le fait que la contrainte modifie
la géomeétrie de la piéce. Dans cette catégorie on trouve les méthodes destructives & semi-destructives
et les méthodes par diffraction (rayon X ou neutrons). La deuxiéme catégorie se base sur le fait que la
contrainte modifie les propriétés physiques du matériau de la piéce. Dans cette catégorie on trouve les
méthodes électromagnétique, optique, thermique, et ultrasonore.

Dans la section suivante on traite la question « pourquoi une nouvelle méthode de caractérisation de
contrainte 7 ».

10
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IV.

Pourquoi une nouvelle méthode de caractérisation de contrainte 7

Compte tenu du grand nombre de méthodes de caractérisation de la contrainte qui existent, on peut
douter du besoin d’'une nouvelle méthode. Cependant, ce besoin se manifeste si on essaie de résoudre la

problématique suivante :

Problématique d’imagerie : imaginons une plaque métallique avec un état de contrainte

o = diag(0,,05,03) la direction de o, étant normale & la plaque. La direction du tenseur de

contrainte (de Cauchy) est donc définie par un angle unique «, entre la composante o, et le

vecteur e; du repere R, lié a la plaque. Par abus de langage on appelle cet angle la direction

de la contrainte. Chaque composante de la contrainte et sa direction varie en fonction de la

position.

Le probléme & résoudre est :

Trouver les quatre inconnues : o, (z,y, ), 05(z,y, 2), 05(x,y, 2) et a(z,y, z) sans détruir la plaque.

Contrainte mécanique multiaxiale et inhomogéne

- ’ \

o~
// ~

/

L’inconnue : un état de contrainte multiaxial inhomogeén dans le plan et dans I'épaisseur

o (T, 2) e [ CRTA E— i RN T R —
| ] )
.Kn,kz‘,v — ’ 4 J.'LM_!, —
Inconnue 1 : o, Inconnue 2 : o, Inconnue 3 : o4 Inconnue 4 : o

Fig. 0-8 : un état de contrainte triaxial inhomogéne dans le plan de la plaque et dans son épaisseur.

La résolution de ce probléme doit donc étre réalisée en utilisant les méthodes non-destructives. On donne
ici pourquoi il n’est pas pratique voire impossible d’utiliser ces méthodes pour le résoudre :

Méthode optique : cette méthode ne fonctionne que sur les matériaux transparents, elle ne peut
donc pas résoudre ce probléme puisque les métaux absorbent la lumiére!.

Meéthode thermoélastique : cette méthode ne peut résoudre ce probléme puisque d’une part la
contrainte est inhomogéne dans ’épaisseur et d’autre part, la contrainte est multiaxiale de direction
inconnue. Les variations de température, mesurées a la surface de la plaque, sont significatives de la
moyenne de cette contrainte. Cette méthode souffre également d’un défaut majeur, qui est le fait
que la plaque doit étre chargée dynamiquement, ce qui rend difficile de ’employer sur le terrain.
Meéthodes électromagnétiques : ces méthodes ne peuvent pas résoudre ce probléme puisqu’elles
sont généralement surfaciques (a cause de 1’épaisseur de peau), et la contrainte est inhomogéne dans
I’épaisseur. Par ailleurs ces méthodes sont locales, ceci représente un grand inconvenant si on veut
controler des grandes structures.

1. On note également qu'on n'a pas trouvé de références qui traitent le probléme (les trois composantes et la direction de

la contrainte sont inhomogeénes), pour des matériaux transparents.

11
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e Meéthodes ultrasonores : les méthodes de la littérature traitent des cas ou la contrainte est
homogéne sur le trajet de la propagation de 'onde ; elles ne peuvent donc pas résoudre ce probléme,
ot la contrainte est inhomogéne dans 1’épaisseur?.

e Meéthode par diffraction de rayon X : cette méthode ne pas résoudre ce probléme puisqu’elle
est surfacique.

e Meéthode par diffraction de neutrons ou synchrotron X-ray : ces méthodes sont les seules
capables de traiter ce probléme, puisque contrairement & la méthode de diffraction par rayon X
usuelle, la pénétration de neutrons dans les métaux peut aller jusqu’a quelques centimétres (voir
chapitre 3 de Hauk [17]), et la méthode synchrotron X-Ray utilise une source a haute énergie pour
avoir une profondeur de pénétration de quelques dizaine de mm. Cependant ces méthodes souffrent
des défauts suivants :

1. elles nécessitent une source de neutrons / une source & haute énergie, ce qui les rend
chéres et difficiles si ce n’est pas impossible & les mettre en ceuvre sur le terrain.

2. elles sont des méthodes locales (comme les méthodes électromagnétiques), qui ne permet
de connaitre que l'information locale, dans un petit volume du matériau (dite gage
volume), et exige donc beaucoup de mesures, surtout pour le cas d’une contrainte
multiaxiale de direction inconnue, puisqu’il faut au moins six mesures (dans six
directions) pour chaque gage volume (voir §.4 du chapitre 3 de Hauk [17]).

Il est donc nécessaire de développer une nouvelle méthode qui soit capable de résoudre ce probléme, tout
en restant facile & mettre en ceuvre, applicable sur le terrain, et surtout une méthode non-locale pour
gagner en temps. Dans la section suivante, on présente tout d’abord 'environnement dans lequel s’inscrit
cette thése qui a aidé a en fixer les directions générales dans le but d’aboutir a une nouvelle méthode de
caractérisation.

1 | a difficulté posée par I'inhomogénéité de la contrainte dans le plan de la plaque pourrait étre soulevée en utilisant une
grille de capteurs (ou un capteur qui se déplace sur la surface de la plaque) qui émettent dans I'épaisseur. Ceci a été fait

par Dorfi et a/[28] dans le cas d'une contrainte biaxiale.

12



Introduction générale

V. Environnement de la thése et bases de la méthode de caractérisation

Caractériser de fagon quantitative et non-destructive les contraintes mécaniques est un probléme
important de I'industrie mécanique pour lequel il n’existe pas de solution universelle. Bien qu’ancien, ce
probléme reste d’actualité et de nouvelles solutions sont recherchées pour de nombreuses applications
potentielles. Il intervient notamment dans l'industrie sidérurgique, dont celle produisant des aciers
ferromagnétiques ot deux géométries de produits dominent : celle des plagues et celle des tubes.

Dans un matériau ferromagnétique, les contraintes mécaniques engendrent des effets multi-physiques
complexes comme nous le préciserons dans la suite de ce mémoire. La mesure de ces effets doit permettre,
de fagon indirecte, de déduire quelles sont les contraintes qui en sont & l'origine. Parmi eux, on peut
distinguer les deux principaux qui vont faire I'objet d’études dans le présent mémoire : les effets magnéto-
¢élastiques et les effets acoustoélastiques.

Les deux géométries canoniques des produits sidérurgiques sont simples et propices a la propagation
d’ondes élastiques guidées ; de fait, ce sont les géométries pour lesquelles sont développées la majorité
des méthodes de controle non-destructif (CND) basées sur ces ondes.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été réalisés dans le cadre d’une collaboration entre le
département DISC du CEA et le laboratoire GeePs de CentraleSupélec, qui résulte de la rencontre entre
mes deux encadrants de thése, Laurent Daniel, professeur a CentraleSupélec, et Alain Lhémery, directeur
de recherche au CEA.

A T'ENS-Cachan puis & CentraleSupélec dans le laboratoire GeePs, Laurent Daniel méne et dirige des
recherches dont certaines visent & modéliser les effets magnétiques locaux engendrés par des contraintes
mécanique dans les milieux ferromagnétiques, ces effets pouvant étre mesurés a l'aide de sondes a
courants de Foucault (voir les méthodes électromagnétiques dans I11-0.1 [p. 8]). On peut ensuite chercher
a inverser de telles mesures sur la base des connaissances acquises par les solutions du modeéle direct (le
modeéle magnéto-mécanique (MMM) développé par Daniel et a/ [29] qui permet de prédire a 'aide de
quelques paramétres physiques mesurables l'effet de contraintes sur la magnétisation).

Au CEA dans le département DISC, Alain Lhémery méne et dirige des recherches sur la modélisation
du CND dont le CND a longues distances par ondes élastiques guidées (guides unidirectionnels — cylindres
de section arbitraire, ou guides multi-directionnels — plaques) et sur les traducteurs dont les traducteurs
électro-magnéto-acoustiques — en anglais Flectro-Magneto-Acoustic Transducers (EMAT) en milieu
ferromagnétiques. Ces traducteurs peuvent émettre (et étre sensibles a) des ondes élastiques guidées, de
tout type de polarisation, de fagon sélective, sans contact avec la piéce ; ils peuvent aussi étre utilisés
localement comme sondes & courants de Foucault.

Par ailleurs, le CEA DISC s’intéresse également a différents procédés d’imagerie de défauts
(Kulakovskyi et al.[30, 31]) ou de perte d’épaisseur exploitant des mesures par ondes guidées, dont des
méthodes de reconstruction tomographiques (plaques : Druet et a/ [32, 33], tubes : Hoang [34]). De
plus, et parallélement au présent travail, Jordan Barras a développé dans sa thése [35, 36] une théorie
modale du rayonnement par une source arbitraire d’ondes guidées dans une plaque de taille finie, traitant
notamment le cas de la propagation dans une plaque homogéne isotrope ou anisotrope et d’une plaque
présentant une élasticité inhomogéne ; dans le cas inhomogéne, la propagation non-rectiligne engendrée
par les gradients d’élasticité est prise en compte.

Des échanges relatifs a ’effet d’une contrainte résiduelle sur les phénomeénes de transduction magnéto-
élastique, entre Laurent Daniel, Alain Lhémery et Bastien Clausse, ont permis & ce dernier [37, 38] de
faire tourner au sein de son modeéle d’émission (ME) d’'un EMAT en milieu ferromagnétique le modéle
de Laurent Daniel (MMM) prédisant les lois d'aimantation et de magnétostriction d’un matériau
magnétique localement contraint. L’idée a émergé d’un travail en collaboration visant a développer une
méthode de caractérisation des contraintes mécaniques exploitant les effets magnéto-élastiques locaux
(au voisinage immédiat de 'EMAT) et les effets acoustoélastiques a longue portée (sur les ondes guidées
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émises et regues par des EMAT), pouvant aboutir & une cartographie de répartitions inhomogénes des
composantes de contraintes résiduelles d’'une plaque reconstruites par tomographie des mesures d’ondes
guidées.

Cet environnement initial de la thése a fixé les bases de la méthode de caractérisation a développer, a
savoir I’exploitation des effets acoustoélastique et magnétoélastique a travers l'utilisation de traducteur
EMAT et la propagation des ondes élastiques guidées (Lamb et SH). Il a permis également d’identifier
la technique d’imagerie par tomographie comme un outil intéressant pour rendre cette méthode non-
locale.

Le travail de thése présenté dans ce mémoire a eu donc pour objet de mener des travaux de modélisation
de problémes directs (prédictions d’effets mesurables liés a la présence de contraintes) et de résolution
de problémes inverses (reconstruction des contraintes, a partir de mesures de ces effets dont elles sont a
Porigine), afin de montrer la faisabilité du développement d’une telle méthode. Les travaux présentés en
posent les bases, dans le cas géométriquement le plus simple mais industriellement pertinent d’une plaque
d’acier.

Dans la section suivante on présente les briques essentielles que contient cette méthode.
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VI. Une nouvelle méthode de caractérisation de contrainte

On donne tout d’abord la définition de 'EMAT

EMAT EMAT
Bobine - Bobine -
T \ B \
,"l A\ ,'/ \
¥ R v -
Hs 1 (Eb(t)aHb(t)) Hsl
EMAT en emission EMAT en réception

Fig. 0-9 : le capteur EMAT (electro-magnetic-acoutis-trasducer).

Un EMAT est un capteur sans contact composé d’un aimant permanent et d’une bobine. Lorsque
PEMAT est utilisé pour générer une onde élastique, la bobine dans laquelle circule un courant électrique
alternatif! (¢) rayonne un champ électromagnétique (E,, Hy). Lorsque 'EMAT est utilisé pour détecter
une onde élastique, la bobine est en circuit ouvert et le seul champ rayonné est le champ magnétique
statique H, de I'aimant. La réception est donc décrite par I'induction d’une tension dans la bobine due
au passage de ’onde.

L’EMAT peut jouer le role d’un traducteur ultrasonore (émetteur/détecteur d’ondes élastiques), mais
aussi de capteur a courants de Foucault (sensible a la variation locale des propriétés électrique et
magnétique du matériau).

Pour comprendre maintenant les briques essentielles pour le développement d’une nouvelle méthode,
revenons au probléme posé dans la sec IV. On ajoute ici des traducteurs sur la plaque, en notant que ces
capteurs sont des EMATs.

Contrainte multiaxiale
inhomogéne

( Propagation

L
.‘Q‘

et

-

-
-

Fig. 0-10 : configuration d'imagerie gardée pour le développement de la méthode de caractérisation de la contrainte.

A premiére vue la méthode de caractérisation, dénommée dorénavant la méthode d’imagerie, fait
intervenir quatre étapes qui sont autant de questions & résoudre :

1. D’émission de 'onde élastique,

2. la propagation de cette onde dans un milieu élastique inhomogeéne,
3. la réception de 'onde élastique,
4

I'inversion de linformation transportée par 'onde (temps de vol, amplitude, ...).

1 Le mot alternatif n'est pas a &tre compris dans le sens strict du terme. Il est utilisé pour dire un courant non continu.
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Cependant, si on prend en considération le fait que les mécanismes de transduction d’une onde élastique
par un EMAT sont régis en grande partie par les lois de comportement du matériau dans lequel les
phénoménes de transduction se déroulent, et que ces lois sont trés sensibles a la présence de la contrainte,
on se rend compte que si la contrainte est présente sous des capteurs, il faut aussi rendre compte d’une
cinquiéme étape, qui consiste & caractériser cette contrainte locale. Cette étape précéde ’étape d’émission
(resp la réception).

On passe dans la sous-section suivante en revue des modeéles et méthodes qui seront utilisés dans le
développement de la méthode d’imagerie. Certains de ces modéles ont été développés avant la thése. Ces
modeéles sont repartis sur les cing étapes.

Caractérisation de la contrainte locale.

L’objectif de cette étape est de trouver la contrainte a proximité des traducteurs (émetteur ou récepteur),
pour que la modélisation des mécanismes de transduction de TEMAT soit possible. Cette étape se base
sur un modéle et une méthode :
e MMM : le modéle magnéto-mécanique permet, connaissant les propriétés physiques du
matériau, le champ magnétique et la contrainte, de prédire 'aimantation M. Plusieurs modéles
(ex : Preisach Réf. [39], Jiles-Atherton Réf. [40,41] et Daniel et al [29]) existent dans la
littérature. Les hypothéses et les limites de validité de ces modéles sont différentes. L’étude qui
permet de savoir lequel parmi ces modéles est le mieux adapté pour traiter la problématique que
pose la méthode d’imagerie® n’a pas été réalisée dans ce mémoire mais dans la thése de Clausse
[37], qui a permis de choisir le modéle de Daniel et a/ [3], comme MMM de cette méthode?.

e MCL : la méthode de caractérisation locale. Cette méthode considére PTEMAT comme un
capteur courants de Foucault. Cette méthode se base un MMM inversible (permet de trouver
la contrainte & partir de 'aimantation / perméabilité magnétique). N’importe quel MMM
inversible pourrait étre utilisé par cette méthode ; cependant on fait le choix de prendre la
version analytique du modéle de Daniel [42], la plus simple, afin de démontrer a minima la
faisabilité de la méthode. La MICL donne la contrainte locale o en fonction de la variation de
la tension induite dans la bobine de TEMAT due a la présence de la contrainte. Cette méthode
doit étre développée.

Emission des ondes en presence de contrainte

Une fois la contrainte locale caractérisée, 1’étape suivante dans le développement de la méthode
d’imagerie est la modélisation de I’émission de I'onde. Cette étape a été traitée durant la thése de Clausse
[37] et se base sur deux modéles :

e MMM : le modéle prend en entrée les propriétés physiques du matériau, la contrainte locale
(en dessous de I’émetteur) calculée par la MCL (o7) et donne en sortie aimantation (M) et la
déformation de magnétostriction (eM).

e ME : le modéle d’émission développé par Clausse [37] prend en entrée les sorties du MMM
(M, eM5) et donne en sortie une densité de force dynamique surfacique (t;), source de 1’onde
élastique. On note que ce modéle nécessite, en plus des sorties du MMM, le tenseur de rigidité
élastique dans l’état contraint dit tenseur de rigidité équivalent (C?). Cette deuxiéme entrée est

calculée par le modéle acoustoélastique (MAE) (voir le point suivant).

1 Si nécessaire ce modéle peut donner également la déformation de magnétostriction (e**).

2 Trouver I'aimantation induite par une excitation dynamique dans une piéce ferromagnétique présentant un état de
contrainte multiaxial inhomogeéne.

3 L. Daniel, O. Hubert, M. Rekik : A simplified 3D constitutive law for magneto-mechanical behaviour, IEEE Transactions
on Magnetics, 51(3):7300704 (2015). Une version simplifie¢e du MME complet (Daniel et a/ [29])

4 S'il s'avére que ce modéle n'est pas capable de résoudre la problématique de la méthode d’imagerie, un autre MMM
peut étre utilisé.
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Propagation de ’onde dans le milieu contraint

Une fois la densité de force (source de 1'onde) calculée, le probléme de propagation de l'onde élastique
dans le milieu contraint peut étre traité. Cette étape contient deux modéles :

e MAE : le modéle acoustoélastique prend en entrée la contrainte (sous le capteur et sur le trajet
de londe), les propriété élastiques du matériau dans 1’état de référence (supposé ici non-
contraint), et donne comme sorties le tenseur de rigidité dans Dlétat contraint Ce9, les
déplacements modaux (U) et les nombres d’onde (k) des modes de Lamb et SH. Ce modéle doit
étre développé.

e MP : le modéle de propagation traite la problématique de propagation d’une onde élastique, en
milieu élastiquement inhomogéne. Cette problématique n’est pas nouvelle et a été traitée par
plusieurs auteurs (voir par exemple Réf. [43, 44] pour les ondes de volume et Pagneux &
Maurel [45] pour les ondes de Lamb). De la méme fagon que pour le MMM, le MP n’est
présenté dans ce mémoire que pour indiquer son réle dans le développement de la méthode
d’imagerie. Cependant, on fait le choix de prendre comme MP, le modéle de pinceaux développé
par Barras dans sa thése [35]. Les entrés de ce modéle sont ¢, du ME et (C*?,U, k) du MAE.
Ce modele donne en sortie le champ élastodynamique de 'onde (u, v, ) partout dans la plaque,
en particulier 14 ol est positionné le récepteur.

Réception de ’onde

Le probléme de la prédiction de la réception / détection des ondes élastiques consiste a trouver la tension
induite dans la bobine de 'EMAT engendrée par leur passage. La contrainte locale (sous du récepteur)
doit étre connue. Cette étape est donc précédée par une étape de caractérisation de contrainte locale
(étape 1). Une fois la contrainte locale connue, cette étape fait appel & deux modéles
e MMM : ce modéle prend en entrée les propriétés physique du matériau, la contrainte locale
(sous le récepteur) calculée par la MCL (o7) et donne en sortie 'aimantation (M).
e MR : le modéle de réception prend en entrée, les sorties du MP (u,v,7), du MMM (M) et de
la MCL (o7) et donne en sortie la tension induite dans la bobine de FTEMAT, qui sert ensuite
a définir le temps de vol (time-of-flight en anglais, noté TOF) entre 1’émetteur et le récepteur.
Ce modéle doit étre développé.

L’inversion

Les quatre premiéres étapes sont répétées pour chaque couple émetteur-récepteur. Une fois ce processus
terminé, les temps de vol calculés sont utilisés pour remonter a la cartographie de la contrainte, en
utilisant une technique d’imagerie par tomographie.

Pour que cette étape soit possible, il faut trouver une loi qui permette de remonter & la contrainte a
partir de la mesure d’une variation de vitesse / temps de vol des ondes guidées. Une telle loi existe pour
les ondes de volume (voir King & Fortunko [16]) et de Rayleigh (voir Duquennoy [20]), mais pas
pour les ondes de Lamb et SH. Il faut donc chercher de telles lois.

Les techniques de tomographie existant dans la littérature utilisant les ondes élastiques en CND (controle
non destructif), ou acoustiques en échographie, ou électromagnétiques en radiographie, traitent des
problémes dont la grandeur & imager (variation d’épaisseur, pour les ondes élastiques, densité pour les
ondes acoustiques, ou coefficient d’absorption pour les ondes électromagnétiques) est scalaire et mono-
variable. Comme la contrainte est une grandeur multi-variables et directionnelle (un tenseur), ces
techniques ne peuvent pas étre appliquées pour résoudre le probléme posé ici. Il faut donc développer
une nouvelle méthode tomographique (MT) permettant d’imager un état de contrainte inhomogene.
L’étape d’inversion comporte donc un modéle et une méthode :

e MAE-An : le modeéle acoustoélastique analytique se présente sous la forme d’une loi qui permet
de remonter & la contrainte & partir de la connaissance de la variation de vitesse induite par
celle-ci. Ce modéle doit étre développé.
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e MT : la méthode tomographique traite 'imagerie par ondes élastiques guidées d’une grandeur
multi-variables et directionnelle (le tenseur de contrainte). Elle prend en entrée les TOF (sorties
du MR) et utilise le MAE-An pour fournir en sortie la cartographie de la contrainte globale
o, (contrainte dans la région entourée par les capteurs). Cette méthode doit étre développée.

En conclusion la démonstration de la faisabilité d’une nouvelle méthode d’imagerie passe par 1'utilisation
de sept modéles (MMM, MME-An, ME, MP, MR, MAE, MAE-An) dont quatre ont été développés
avant la theése, et de deux méthodes (MT et MCL) qui doivent étre développées.
Comment ces modéles et méthodes sont reliés entre eux, et comment la démonstration de la faisabilité
de la méthode en utilisant une démarche numérique peut étre menée, est schématisé par la Fig. 0-11.
Les numéros (dans les cercles) indiquent l'ordre du passage d’un tel modéle / méthode lors de la
démonstration de faisabilité de la méthode d’imagerie. Les modéles dans les rectangles verts sont les
modeéles qui existent avant la thése. Les modéles dans les rectangles rouges et les méthodes dans les
cercles rouges doivent étre développés.
Un état de contrainte multiaxial et inhomogeéne dans toute la plaque est choisie. La contrainte locale (a
proximité de I'émetteur et le récepteur) est caractérisée (étape de caractérisation). Elle est ensuite
comparée a la contrainte originale ; si le résultat est acceptable, cette contrainte (o]) est utilisée par le
MMM pour calculer aimantions M et la déformation de magnétostriction €5, et par le MAE pour
utilisées par le ME pour déterminer la source de l'onde (t;). Celle-ci, avec le tenseur de rigidité
équivalent, les déplacement modaux et les nombres d’onde (C®?, U, k), calculés en utilisant la contrainte
originale globale o, (i.e. la contrainte sur le trajet de I'onde), forment les entrées du MP, qui donne en
sortie le champ élastodynamique de l'onde (u,v,7). Le MR prend en entrée la contrainte locale
reconstruite o7, Paimantation M et le champ élastodynamique de 'onde (u,v,7) puis donne en sortie le
temps de vol entre I’émetteur et le récepteur. Le MAE-An est retrouvé a partir du MAE ; il est utilisé
dans la méthode tomographique pour remonter & la cartographie de la contrainte globale 7. Celle-ci est
comparée a la contrainte originale o, pour démontrer la faisabilité de la méthode.

Réception

Caractérisation

g

.= | |2 L

I 5 (&
.HEJ = = Contrainte originale

globale

Inversion

ok

-
7

Fig. 0-11 : architechture de la démonstration de la faisabilité de la méthode d'imagerie par une démarche
numérique(1).

1 x : la susceptibilité magnétique.
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VII. Oraganisation du mémoire

Pour que la méthode soit développée et sa faisabilité testée, il est nécessaire de développer les modéles
et méthodes qui n’existent pas préalablement a la thése. Ceci est fait sous la forme de la résolution de
quatre problémes, dont deux élastodynamiques, un électro-magnéto-élastique et un électromagnétique :

le probléme acoustoélastique direct (PAED : élastodynamique),

le probléme acoustoélastique inverse (PAEI : élastodynamique),

le probléme de réception (PR : électro-magnéto-élastique),

le probléme de caractérisation de la contrainte locale (PCL : électromagnétique).

> W o =

La résolution de ces problémes se répartit sur les six chapitres du mémoire comme suit :

Probléme PAED PAEI PR PCL
Chapitres Ch.1 + Ch.2 Ch.3 Ch4 Ch.5 Ch.6
Modeéle/Méthode MAE MAE-An MT MR MCL

A. Le probléme acoustoélastique direct (PAED) :

Ce probléme traite la question suivante :

Connaissant la contrainte appliquée & une plaque, comment peut-on trouver les variations de vitesses
des modes de Lamb et SH ?

Ce probléme est divisé en deux sous-problémes, dont chacun est traité dans un chapitre.

1. Ch.1 : Théorie d’acoustoélasticité (TAE)

Dans ce chapitre on traite la problématique suivante :

I Trouver le tenseur de rigidité d’un matériau en fonction de la contrainte appliquée.

a2

0'3] -~ e
sy .
oy f L 01

y i ’ Fig. 0-12 : |a problématique du chapitre est de trouver
/ |'expression du tenseur de rigidité d'un matériau contraint.
02/ N
T3
Données Inconnues
71:02,03 Cijk[(fflsJZsUa)

Dans ce premier chapitre, on présente tout d’abord une étude bibliographique sur la théorie de
I’acoustoélasticité, dans l’objectif de rappeler ses applications et ses limites. Ensuite, on donne le
formalisme mathématique de cette théorie.

On aboutit & une équation d’onde avec un tenseur de rigidité équivalent, décrivant la rigidité d’un
matériau de symétrie matérielle arbitraire, soumis a un chargement quelconque. Ce tenseur est ensuite
écrit d’'une maniére explicite en fonction des trois composantes de la contrainte, dans le cas d’un matériau
élastiquement isotrope (dans son état de référence) soumis & un chargement triaxial.
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2. Ch.2 : Application de TAE aux ondes guidées

Dans ce chapitre on traite la problématique suivante :

Trouver les variations de vitesses des ondes de Lamb et SH, induites par une contrainte

multiaxiale.

_ _ Fig. 0-13 : la problématique du chapitre est de trouver
"“' 4 fi les vitesses des ondes de Lamb et SH dans un matériau
e P contraint.

93
Données Inconnues
Lamb+SH
C:i-jkl(o-la 02 ‘73) it (0-1: 02,03)

Ce chapitre résout ’équation d’onde retrouvée au chapitre précédent, en utilisant la méthode SAFE

(semi-Analytical-Finite-Element).

Dans ce chapitre on traite deux cas :

1. la variation de vitesse induite par une contrainte multiaxiale homogéne dans 1’épaisseur et dans le
plan de la plaque,

2. la variation de vitesse induite par une contrainte multiaxiale inhomogéne dans 1’épaisseur et
homogeéne dans le plan de la plaque.

Ces deux chapitres fournissent donc une solution au probléme acoustoélastique direct (PAED), dans

lesquels le modeéle acoustoélastique (MIAE) est développé (voir Abderahmane et al (1)).

B. Le probléme acoustoélastique inverse (PAEI)

Ce probléme traite la question suivante :

Connaissant les variations de vitesses des modes de Lamb et SH, comment peut-on trouver les trois
composantes et la direction de la contrainte?

Ce probléme est divisé en deux sous-problémes, dont chacun est traité dans un chapitre.

1. Ch.3 : Un MAE analytique pour la résolution du PAEI
Dans ce chapitre on traite la problématique suivante :
Trouver les trois composantes de la contrainte et sa direction en fonction des variations de

vitesses des ondes de Lamb et SH, dans le cas ou la contrainte est homogeéne dans 1’épaisseur

et dans le plan de la plaque.

L A. Abderahmane, A. Lhémery, Laurent Daniel, “Effects of multiaxial pre-stress on Lamb and shear horizontal guided
waves" J. Acous Soc. America 149, 1724 (2021); https://doi.org/10.1121/10.0003630
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)

Fig. 0-14 : |a problématique de ce chapitre est de remonter
aux trois composantes de la contrainte et sa direction en
fonction des vitesses de Lamb et SH.

Données Inconnues

vhamb+SH (01,02,03) (01,02,03705)

Pour résoudre le PAEI, on propose dans ce chapitre une version réduite (analytique) du modéle
acoustoélastique (MAE) développé dans les deux premiers chapitres. Cette version donne d’une maniére
explicite les vitesses de Lamb et SH en fonction de o,,0,,0,, « et des coefficients (trois) indépendants de
la contrainte dits coefficients acoustoélastiques.

On montre qu’il est possible de trouver les quatre inconnues (o,,0,,0;,a) en utilisant trois capteurs
formant un triangle rectangle isoceéle.

2. Ch.4 : Méthodes tomographiques pour I’imagerie de la contrainte.
Dans ce chapitre on traite la problématique suivante :
Trouver les trois composantes de la contrainte et sa direction en fonction des variations de

vitesses des ondes de Lamb et SH, dans le cas ou la contrainte est homogeéne dans 1’épaisseur

et inhomogéne dans le plan de la plaque.

Contrainte mécanique multiaxiale inhomogéne

o1(x,y),02(x,y), 03(x,y) et alx,y)

Capteur (i)

—_

/ h Fig. 0-15 : la problématique du chapitre est de
‘/' = — |~ Onde émise développer une méthode d'imagerie permettant de
F Sl J retrouver les quatre cartographies (o,,0,,0; et @) a
L b = / partir des temps de vols TOF,;.
S -
g )
Capteur (j) Od\ -~ " Capteur
nde recue
Données Inconnues
TOF;; [01, 02, 05](x, y)

Dans ce chapitre on utilise le MAE-An proposé au Ch. 3 et on profite de la nature multimodale et
dispersive des ondes guidées pour développer des méthodes tomographiques (MT) pour cartographier
une grandeur multi-variables et directionnelle (le tenseur de contrainte).

C. Le probléme de réception (PR)

Ce probléme traite la question suivante :

Connaissant le champ élastodynamique de l'onde, comment peut-on trouver la tension induite dans
PEMAT par son passage ?

Cette question est traitée dans le Ch. 5, dans lequel le passage de 1’onde sous le capteur est tout d’abord
traduit par l'induction des densités de courant électrique et des courants magnétiques équivalents.
Ensuite les équations de Maxwell sont résolues avec pour sources ces densités de courants afin de trouver
la tension induite dans la bobine.
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: EMAT
Fig. 0-16 : la problématique du chapitre est de
développer une modéle qui permet de trouver la tension
P - induite U dans la bobine de 'EMAT due au passage de
//” — :r_{:_” C— \.) I'onde élastique (u, v, T).
S = Uy— o o
Données Inconnue
al; Ml (quJ T) U

La version finale du modéle de réception (MR) développée dans ce chapitre fait usage du fait que FTEMAT
émetteur est identique au EMAT récepteur.

D. Le probléme de caractérisation de contrainte locale (PCL)

Ce probléme traite la question suivante :

Connaissant la variation de tension induite dans PTEMAT due a la présence de la contrainte locale
comment peut-on remonter & celle-ci ?.

EMAT EMAT
La Bobine La Bobine
g =0 o =0
Ferromagnétique Ferromagnétiqu
Donnée Inconnue
[ 0
vet—-uy ]

Fig. 0-17 : la problématique du chapitre est de développer une méthode qui permet de trouver la contrainte locale a
partir de la variation de tension qu'elle induit dans la bobine de 'EMAT.

Cette question est traitée dans le Ch. 6 dans lequel on passe en revue tous les modeéles nécessaires pour
le développement de la méthode d’imagerie et leur état actuel de développement (& la fin de la these).

E. La conclusion

Ce mémoire se termine avec une conclusion générale et une liste de perspectives pour I’aprés thése.

22



Introduction générale

23



Theéorie d’acoustoélasticité (TAE)

1. Théorie d’acoustoélasticité (TAE)

Résumé :
Ce chapitre est composé de deux sections. La premiére est consacrée a |'étude bibliographique, la seconde au
développement de la théorie d'acoustoélasticité (TAE).
Dans la premiére section, Sec. | [p. 25], on présente le cadre général de la TAE, qui est un cas particulier
(/inéarisé) de I'élasticité non-linéaire. On s'intéresse (dans I-A) & une premiére application de cette théorie,
consistant 3 utiliser des ondes de volume / surface pour mesurer des constantes d'élasticité non-linéaires,
dites constantes de Murnaghan. La deuxiéme application de la théorie (celle qui nous intéresse plus
directement) est abordée dans la sous-section |-B. Cette application consiste dans un premier temps a estimer
I'effet acoustoélastique (EAE!) et dans un deuxiéme temps développer des méthodes de caractérisation de
contrainte (uniaxiale et biaxiale) se basant sur la mesure de variations de vitesse (d onde de volume / surface)
par rapport a un état de référence (non-contraint). L'étude bibliographique montre qu'on peut distinguer deux
cas, suivant la capacité de la théorie de prédire les résultats expérimentaux (/.e. estimer I'EAE) :
- estimer I'EAE induit par I'application d'une contrainte, dont la déformation résultante est purement
élastique. Dans ce cas, la théorie s'est montrée capable de prédire les bonnes variations de vitesse (EAE) ;
- estimer I'EAE induit par I'application d’une contrainte qui plastifie le matériau, ou bien d'une contrainte qui
résulte d'un gradient de température (par exemple induite par un soudage). Dans ce cas, les prédictions de la
théorie n'étaient pas en accord avec les résultats expérimentaux. Cette incapacité de la TAE de prédire I'EAE
dans ce cas, vient du fait que les hypothéses faites pour développer la TAE ne sont pas respectées en cas de
déformation plastique ou suite a I'application d'un gradient de température.
Dans la sous-section I-C [p. 30], on présente quelques travaux de la littérature traitant I'effet acoustoélastique
(EAE) dans le cas de la propagation des ondes guidées (OG). Du fait que I'application de la TAE aux ondes
guidées est récente, les travaux sont de nature exploratoire, réalisés dans I'objectif d'étudier d'une maniére
générale I'EAE des modes de Lamb en présence de contrainte uniaxiale ou biaxiale. Ces études ont permis de
retrouver quelques résultats établis pour les ondes de volume / surface. Quelques points que nous jugeons
inconsistants dans I'application de la TAE aux OG font I'objet d'une attention particuliére et sont discutés.
Dans la seconde section, Sec. |l [p. 33], on présente formellement le développement mathématique de la TAE
et les hypothéses nécessaires au traitement de notre problématique. Ce développement commence par
I'identification de trois états d’'un matériau élastique, a savoir : |'état nature/ défini comme I'état de référence
par rapport auquel on veut mesurer les variations de vitesse, et auquel on vient appliquer une contrainte (un
chargement) statique pour déformer le matériau (élastiquement) jusqu’'a son nouvel état dénommeé état /nitial.
Le matériau, dans cet état, représente le milieu de propagation de I'onde élastique. La superposition de la
propagation de I'onde a cet état définit le troisiéme état, dénommé état final.
Dans la sous-section II-A, on donne I'équation d'équilibre de I'état /nitial et I'équation du mouvement de |'état
final. Cette derniére équation est linéarisée (dans II-B), puis écrite sous la forme d'une équation d'onde, avec
un tenseur de rigidité équivalent. Grace au tenseur de rigidité équivalent, cette équation d'onde permet
—formellement— d'étudier la propagation d'une onde élastique dans un milieu de symétrie matérielle arbitraire,
soumis a un chargement initial quelconque. Cependant la résolution de cette équation n'est pas pratique,
d’une part du fait du grand nombre de paramétres 3 identifier (jusqu'a 86), d'autre part du fait que le tenseur
de rigidité équivalent ne fait pas figurer explicitement la contrainte appliquée, ce qui ne permet pas d'étudier
I'EAE. Pour ces raisons, nous restreignons notre étude (dans la sous-section IlI-C [p. 39]) au cas d'un matériau
isotrope (dans son état nature/ supposé non-contraint) soumis a un chargement pouvant aller jusqu'au cas
triaxial. Cette simplification permet de réduire la complexité du probléme (on passe de 86 a 8 paramétres) et
d'écrire explicitement le tenseur de rigidité équivalent en fonction de la contrainte, ce qui représente la base
sur laquelle on peut étudier I'EAE (le probléme acoustoélastique direct), et a partir de cette étude voir si on
peut développer des méthodes de caractérisation de la contrainte (le probléme acoustoélastique inverse).

L EAE : la variation de vitesse de I'onde élastique induite par la présence d’'une contrainte sur le trajet de propagation.
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I. Etude bibliographique

L’effet acoustoélastique (EAE), comme son analogue —plus connu—, effet photoélastique, décrit effet
d’une contrainte mécanique sur les vitesses des ondes élastiques! (électromagnétiques pour Deffet
photoélastique).
La théorie qui étudie cet effet est appelée la théorie d’acoustoélasticité (TAE). Cette théorie parfois
dénommée SOL? étudie la variation de vitesse de I'onde élastique entre la propagation dans un état de
référence, dit ’état naturel dont les propriétés élastiques sont connues et la propagation dans un
deuxiéme état dit initial, défini par la déformation élastostatique du premier. Cette variation de vitesse
est faible (1072% dans I'aluminium pour 1 MPa de contrainte appliquée d’aprés Pao et al [13] pour les
ondes de volume).

La TAE est fondée sur la théorie d’élasticité non-linéaire, et 'EAE résulte de I'une des deux non-linéarités

suivantes :

1. La non-linéarité géométrique, représentée par I'usage du tenseur de déformation de Lagrange qui est
non-linéaire (7.e. la relation entre la déformation et le gradient du déplacement est non-linéaire).
Cette non-linéarité ne dépend pas du matériau utilisé (d’ou la dénomination de géométrique).

2. La non-linéarité constitutive (ou physique Johnson & Rasolofosaon [46]), représentée par une
relation non-linéaire entre le tenseur de contrainte et celui de déformation. Cette non-linéarité
dépend du matériau (d’on la dénomination de constitutive).

Suivant le matériau l'une de ces non-linéarités peut étre dominante (voir l'exemple des roches Johnson

& Rasolofosaon [46] ol c’est la non-linéarité constitutive qui prédomine).

Dans la premiére partie de cette section (I-A), on passe en revue une série (non exhaustive) des travaux

sur le développement de cette théorie et sur ses premiéres applications. Dans la deuxiéme partie (I-B),

on s’intéresse plus spécifiquement aux travaux traitant de I'application de la TAE & l'estimation de

IEAE. Dans la troisiéme partie (I-C), on s’intéresse aux travaux traitant de 'EAE dans le cas des ondes

guidées.

A. Développement et premiére application

L’effet acoustoélastique a été premiérement investigué par Brillouin [47] qui a étudié le cas d’un
matériau soumis & une pression hydrostatique, et a montré que les vitesses des ondes élastiques décroisent
avec la pression. John [48] a étudié le méme cas (pression hydrostatique), et a conclu que les ondes de
cisaillement cessent de se propager, & une valeur de pression qui excéde deux fois le module de
cisaillement.

Tang [49] s’est basé sur les calculs de Novozilov (voir Truesdell [50]) et Bolotin [51], traitant la
superposition d’une petite déformation dynamique & une déformation statique finie, et a traité le cas
d’un matériau initialement isotrope et homogeéne, soumis & trois types de chargement:

Une pression hydrostatique : dans lequel il a montré que la propagation des ondes dépend de la pression,
et a ensuite donné des coefficients élastiques équivalents en fonction de la pression et des coefficients
élastiques de 1’état non-contraint. (coefficients de Lamé)

Une traction uniaxiale : dans lequel il a montré que la propagation dépend de la direction (anisotropie
acoustoélastique).

Un effort de cisaillement : dans lequel il a donné les vitesses en fonction de la contrainte et angle de
propagation de 1’onde.

On note qu’il n’a pris dans ses calculs que la non-linéarité géométrique. Ce qui a donné des vitesses qui
ne dépendent que de la contrainte et les coefficients élastiques de Lamé, ce qui a priori n’est pas
justifiable, puisqu’il faut les deux non-linéarités pour avoir une description compléte de 'EAE (Réf.
[46]). Une autre étude qui prend en compte les deux non-linéarités a été menée par Hughes & Kelly
[52], qui ont repris les travaux de Murnaghan [53] sur la théorie de déformation finie (une théorie
d’¢élasticité non-linéaire) des solides homogénes et isotropes. Hughes & Kelly [52] ont traité les deux

1 Qu bien une pression dans un fluide sur les ondes acoustiques.
2SOL : Small on large (Ang) : superposition d'une petite déformation dynamique (e.g. I'onde élastique) a une déformation
statique plus grande (e.g. déformation lors d'un essai de traction).
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cas : pression hydrostatique et traction uniaxiale. Les auteurs ont commencé par donner les vitesses des
ondes de volume — dans des directions de propagation particuliéres — en fonction de la pression (resp la
traction), et les coefficients de Lamé et ceux de Murnaghan [53] (dits coefficients d’élasticité non-
linéaire). Ils ont ensuite — connaissant les efforts appliqués — mesuré les coefficients de Murnaghan, pour
le polystyréne, le fer, et le verre pyrex. Johnson & Rasolofosaon [46], se sont basés sur les travaux
de Murnaghan [53], Brugger [54] et de Thurston & Brugger [55], sur la TAE, en milieu isotrope et
homogeéne et ont traité le cas d’une pression hydrostatique et une traction uniaxiale. Dans leurs calculs
les deux non-linéarités ont été traitées ce qui a donné les mémes relations acoustoélastiques (7.e. relations
entre la vitesse et la contrainte) trouvées par Réf. [52]. Ils ont ensuite appliqué ces relations, pour
mesurer les coefficients de Murnaghan des roches (dans leur papier ces coefficients sont nommés TOE!
). Ils ont montré que pour les roches, la non linéarité constitutive est dominante. Toupin & Bernstein
[56] ont développé les équations dynamiques décrivant la superposition d’une petite déformation
dynamique a une déformation statique finie. Ils ont étendu les résultats de Réf. [52], aux matériaux de
symétrie quelconque. Ils ont ensuite donné des restrictions sur ’énergie de déformation élastique, sous
lesquelles des ondes planes peuvent se propager dans un milieu initialement contraint. Biot [57] a
développé une théorie d’élasticité non-linéaire, et en se basant sur cette théorie, a traité le cas d’un milieu
sous différent type de chargement. Il a montré que dans le cas d’un milieu avec un gradient de pression,
I’onde longitudinale se convertit en une onde transversale et vice-versa Biot [58].

B. Estimation de ’effet acoustoélastique

L’une des applications de la théorie d’acoustoélasticité la plus intéressante, est I’estimation des variations
de vitesse induites par la présence d’un état de contrainte. A partir de cette estimation des méthodes de
caractérisation de contrainte, se basant sur les variations de vitesse ont été développées pour les ondes
de volume / surface.

Les travaux que nous avons trouvés dans la littérature, qui traitent le probléme direct, & savoir estimer
la variation de vitesse induite par la contrainte, utilisent les relations acoustoélastiques développées par
Hughes & Kelly. [52], ou des relations similaires, permettant de prendre en compte : des symétries
matérielles quelconques (voir par exemple King & Fortunko [25]), et des propagations dans des
directions arbitraires par rapport a la direction de la contrainte (Réf. [46]), ou bien une déformation
plastique Pao et al [13].

Pour plus de clarté on reporte ici les formules de Réf [52]. Dans les deux cas de chargements traités par
les auteurs.

Pression hydrostatique : Dans ce cas la propagation des ondes est isotrope (& cause de la symétrie
du chargement) et les vitesses des ondes longitudinale et transversale sont données par :

v3(P)=v3(P=0)— 3 K (614 4m +7A+10p) (1-1)
020
P 1
020
v, vitesse de 'onde longitudinale (resp transversale).
P : pression hydrostatique.
K, : module d’élasticité isostatique.
A coefficients de Lamé.

l,m,n : coefficients de Murnaghan

Traction uniaxiale : dans ce cas, la propagation des ondes dépend de la direction (& cause du
chargement anisotrope). On donne ci-aprés les vitesses calculées dans la Réf. [52] pour quelques

1 Third Order nonlinear Elastic constants (en Ang).
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directions particuliéres. Le lecteur intéressé peut se reporter aux travaux de Johnson & Rasolofosaon
[46] dans lesquels les vitesses sont données pour une direction de propagation arbitraire.

) 5 O A p 1

vi(0) = vi(oc=0) K, (2! + A+ W (4dm 4+ 4\ + 10u)> (1-3)
5 9 o 2
vy, (0) = vj (020)—3p e 2l+7(m+)\+2,u) (1-4)
o0Lo

2 2 =) An > -
() = h(r = 0) — - (m+4ﬂ+ AN+ dp (1-5)

2 (o) — 2(5 — ) — An -
vy, (0) = vi(0 =0) K, (m + m + A+ Qu) (1-6)

2N o o T o n(A+p) ) .
() = (o = 0) — 3 T (m = 2) (1-7)

o : contrainte de traction dans la direction x.
: vitesses des ondes dans les direction x, y, ou z.

Pour déterminer les coefficients de Murnaghan (I, m,n), un systéme de trois équations suffit. On peut
remarquer que ces formules expriment le carré de la vitesse en fonction de la contrainte. Par conséquent,
on peut conclure que la relation v(c) = f(o) est non-linéaire dans le cas général.

Ces formules sont utilisées dans le cas d’une déformation élastique d’un matériau isotrope, et pour une
propagation dans la direction paralléle ou perpendiculaire & la direction de la contrainte uniaxiale
appliquée. Pour traiter des cas plus complexes, plusieurs auteurs Vangi [27], Pao et a/ [13], Clark &
Moulder [59] et Schneider [60] ont dérivé de la théorie d’acoustoélasticité des formules qui peuvent
étre écrites sous la forme générale suivante! :

Avyyy (0,0)

— M — AL (C..,. C.. 0 1-
vl/t (O’ — 0,9) l/t( igkl> 'L]klmn)f(o-7 ) ( 8)

Av,, : variation de vitesses des ondes longitudinale/transversale, en fonction de la contrainte o et

I’angle de propagation 6.

Ay, coefficients dits coefficients acoustoélastiques qui ne dépendent que des constants élastiques du

matériau dans son état de référence.
f(o,0) : une fonction /inéaire de la contrainte o, et sin?(9).

On note que cette formule est valable également pour les ondes de Rayleigh (Duquennoy [26] et
Schneider [60]) et les ondes rampantes Réf. [60]. Cette formule est dite de biréfringence, une
nomenclature connue en optique. Le lecteur intéressé par l'analogie entre la photoélasticité et
I’acoustoélasticité peut voir les travaux de Crecraft [61] et Nelson [62]. On note qu’un développement
limité & I'ordre 1, des équations de Hughes & Kelly [52], (Eq.(1-1)-(1-7)) donne une formule similaire
a (1-8).

L’usage de la formule (1-8) pour estimer les variations de vitesses a donné deux résultats, selon I’origine
de la contrainte:

La contrainte appliquée : si la contrainte est induite par un effort qui ne déforme le matériau
quélastiquement, la TAE (formule (1-8)) a été en bon accord avec expérience, et cela méme en présence
d’anisotropie élastique dans ’état de référence.

1 On note que cette formule sous cette écriture ne se trouve pas dans les travaux cités. Cependant les formules qu'on
trouve dans ces travaux peuvent toutes &tre écrites sous cette forme.
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La contrainte résiduelle : si par contre l'origine de la contrainte est une déformation plastique ou un
gradient de température (e.g. une soudure) la TAE s’est montrée incapable de donner des résultats
satisfaisant.

Pour comprendre les raisons pour lesquelles la TAE s’est montrée parfois incapable d’estimer les
variations de vitesses induites dans le cas ot l'origine de la contrainte —résiduelle— est une déformation
plastique ou une soudure. On commence par donner les différences entre les contraintes résiduelles et
appliquées. Et voir si les hypothéses prises dans le développent de la TAE sont respectées. On cite
également les travaux de la littérature qui correspond & chaque cas.

Contrainte appliquée dans le régime élastique

C’est la contrainte due & un chargement appliqué au matériau. Elle s’annule si le chargement est éliminé.
Cette contrainte peut étre controlée, de telle sorte que la déformation que subie le matériau reste toujours
élastique (e.g essais de traction, flexion, torsion, ... dans le régime élastique). Pour ce type de contrainte
la théorie est en bon accord avec les essais expérimentaux. Voir par exemple les travaux de Vangi [27]
qui se basent sur ceux de Réf. [52], dans lesquels 'auteur a estimé les variations de vitesses des ondes
longitudinales dans deux directions perpendiculaire dans une piéce en aluminium soumise & un effort
biaxial. Nelson [62] a traité le cas d’un disque en aluminium soumis & une compression uniaxiale, et a
montré que les prédictions de la TAE sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. Crecraft
[61] a fait des tests de tractions et de compression sur des barres en aluminium, cuivre, et fer-nickel. Il
a ensuite mesuré (en utilisant les formules de Réf. [52]), les coefficients de Murnaghan pour ces trois
matériaux.

Contrainte résiduelle (Schijve [63])

La contrainte résiduelle, contrairement & la contrainte appliquée, reste présente aprés ’élimination du
chargement. On peut distinguer deux types de contrainte résiduelle :

i. La contrainte résiduelle qui résulte d’une déformation élastique

C’est la contrainte qui se trouve dans une piéce ou dans un assemblage, comme par exemple un systéme
vis-écrou, oul la vis est en traction, et le reste est en compression. C’est aussi par exemple le cas de la
roue du vélo, ol les rayons sont en traction et la jante est en compression.

L’application de la TAE pour 'estimation de la variation de vitesse induite par ce type de contrainte
résiduelle a donné des bons accords entre la théorie et 'expérience, comme le montrent les travaux de
Clark & Moulder [59] et King & Fortunko [25]. Dans leurs travaux, la contrainte induite lors d'un
procédé de frettage a été étudiée. Dans ces travaux ’expérience consiste dans un premier temps a élever
la température d’une piéce en aluminium —présentant une faible anisotropie élastique initiale—, avec un
trou débouchant usiné dans la profondeur, et & abaisser la température d’une barre en acier de section
circulaire dont le diamétre est supérieur a celui du trou. Ensuite, les deux piéces sont assemblées et se
refroidissent jusqu’a la température ambiante. L’assemblage est le siége d’une contrainte résiduelle :
compression radiale centripéte dans la barre et centrifuge dans la piéce. Les auteurs mesurent la
contrainte résiduelle dans la piéce en aluminium en utilisant des EMAT (ElectroMagnetic Acoustic
Trasducer) pour générer des ondes de volume de cisaillement de polarisations orthogonales. Clark &
Moulder [59] utilisent une relation de biréfringence, qui comporte un terme décrivant la variation de
vitesse induite par la faible anisotropie initiale. Pour se soustraire de l’effet de cette anisotropie — qui
peut introduire des variations de vitesse du méme ordre de grandeur que ’'EAE — une mesure préalable
avait été réalisée sur la piéce avant ’assemblage, permettant de retrancher la variation de vitesse
correspondante de la variation totale (aprés assemblage). Les variations de vitesse mesurées aprés cette
correction sont en accord avec les prédictions de la TAE.

La capacité de la théorie a prédire les résultats expérimentaux dans ce cas peut étre expliquée par le fait
que les piéces sous contrainte n’ont pas dépassé leurs limites d’élasticité. Aprés désassemblage, les piéces
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reviennent & leurs états naturel (non-contraint), ce qui rend l'expérience décrite comparable au cas
précédant d’une contrainte appliquée en dessous de la limite d’élasticité.

ii. La contrainte résiduelle qui résulte d’une déformation plastique, une soudure,...

Cette contrainte peut étre présente dans une piéce isolée, résultant par exemple de la flexion d’une barre

au-dela, de la limité d’élasticité, dans laquelle les parties supérieure et inférieure! sont déformées

plastiquement, alors que les parties internes? n’ont subi qu’une déformation élastique.

Dans cet exemple, la contrainte résiduelle passe de la traction (& 'extrados) a la compression (&

l'intrados).

L’intégrale de la contrainte résiduelle sur ’ensemble de la piéce isolée doit étre nulle. L’origine de ce type

de contraintes peut étre variée. Elles peuvent résulter de :

= une déformation plastique, comme décrit dans ’exemple de la flexion d’une barre ;

= une solidification rapide d’une piéce, qui engendre des contraintes de compression sur la surface et
de traction dans la profondeur ;

= une solidification non-uniforme comme lors d’un soudage ;

= une transformation de phase : lors d’un traitement thermique, une transformation de phase peut
prendre place. Si la nouvelle phase posséde un volume plus grand que celui de la phase avant
traitement (e.g transformation austénite — martensite), les zones extérieures se refroidissent les
premiéres ce qui engendre une traction des zones externes et une compression des zones internes.

L’application de la TAE pour estimer les variations de vitesse induites par ce type de contrainte rencontre

deux difficultés :

1. la premiére concerne la propagation de 'onde qui se fait dans un milieu dont la déformation par
rapport & 1'état de référence n’est pas entiérement régie par la théorie de 'élasticité (par exemple
dans le cas d'une déformation plastique) ;

2. la seconde concerne les propriétés élastiques utilisées dans le développement de la TAE qui peuvent
étre affectées par la source de contrainte résiduelle (déformation plastique, changement de phase,

On passe en revue ci-aprés quelques travaux traitant de ’estimation des variations de la vitesse induite

par la contrainte due & une déformation plastique, ou résultant d’un soudage.

Le cas d’une déformation plastique:

Kobayashi [64] (voir Eq. (124) de Pao et al [13]) propose une théorie de Pacoustoplasticité dans laquelle
la formule de biréfringence contient un terme supplémentaire décrivant la variation de vitesse en fonction
de la déformation plastique, relativement & un état de référence, donnée par

(v§ —7)

o Ap(oy —0y) + Aple; —e;) (1-9)

e/, : déformation plastique.
A, : coefficient acoustoélastique (resp acoustoplastique).

Cette formule a été reprise par Hirao & Pao [65] avec un terme supplémentaire qui correspond a la
variation de vitesse introduite par l’anisotropie initiale. Hirao & Pao [65] traitent le cas d’une piéce en
aluminium faiblement anisotrope, soumise & un effort de flexion au-dela de la limite d’élasticité. Pour
comparer les variations de vitesses, les auteurs effectuent une premiére mesure sur la plaque dans son
état naturel (avant application de contrainte) afin de quantifier 1'effet de ’anisotropie initiale, puis une
deuxiéme mesure dans 1’état initial (aprés application de contrainte) pour quantifier les effets de
I’anisotropie, de la contrainte résiduelle et de la déformation plastique et enfin une troisiéme mesure dans

1 Pres des surfaces supérieure et inférieure de la barre.
2 Prés de la ligne moyenne de la barre.
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létat relaxé de la piece (aprés découpage de la piéce dans le but de libérer les contraintes résiduelles)
afin de quantifier 'effet de ’anisotropie et la déformation plastique. Il apparait que dans les régions
déformées élastiquement (& l'intérieur de la piéce), la TAE est en bon accord avec l'expérience. Par
contre dans les régions qui se sont déformées plastiquement (proches de la surface) et aprés libération
de la contrainte résiduelle, la déformation plastique introduit des variations de vitesses qui ne peuvent
pas étre négligées et que la théorie d’acoustoélasticité (formule (1-8) [p. 27]) ne peut prédire. Cette
incapacité se manifeste par le fait que le coefficient acoustoplastique dépend du signe de la déformation
(compression/traction), en contradiction avec I’hypothése que les coefficients (A, et A,) ne dépendent
que des données de 1’état de référence.

Thompson et al [66] traitent le cas d’une plaque en aluminium soumise & un essai de traction au-dela
de la limite d’élasticité, suivie d’une décharge. Les résultats de I’expérience montrent une relation linéaire
entre la contrainte et la variation de vitesse du mode SHO dans le régime élastique et une relation non
linéaire dans le régime plastique, ce qui n’est pas prédit par la TAE.

Remarque : la non-linéarité induite dans le régime plastique est différente de celle prédite
par la TAE ( Réf. [52], (Eq.(1-1)-(1-7))). Cela vient du fait que la variation de vitesse induite
par les termes non-linéaires (retrouvés aprés un développement limité) des formules.(1-1)-(1-7),
pourrait étre négligée par rapport a celle induite par le terme linéaire (un facteur de ~ 107*
entre les deux), pour aluminium (i.e. le matériau traité par Thompson et al [66]). En revanche
la variation de vitesse induite par la non-linéarité dans le régime plastique de ’expérience de
Réf. [66] est du méme ordre de grandeur que la variation de vitesse induite dans le régime
élastique (ce qui est prédit par la TAE).

Les résultats de Thompson et a/ [66] ont montré également que la variation de vitesse lors de la charge
est différente de celle lors de la décharge (aprés la déformation plastique) ; cela suggeére que la
déformation plastique a modifié les propriétés élastiques —non-linéaires— de la piéce.

Crecraft [61] traite le cas d’une barre soumise a un effort de flexion au-dela de la limité d’élasticité. 11
montre également que les variations de vitesses induites dans la barre ne sont pas prédites par la TAE.

Le cas du soudage:

Tanala et al [67] appliquent les résultats de la TAE pour mesurer la contrainte résiduelle —prés de la
surface—, induite lors du soudage de deux plaques en aluminium. Les auteurs utilisent des EMAT pour
générer des ondes de Rayleigh. Les mesures sont effectuées prés de la zone soudée. La théorie permet de
prédire la composante de la contrainte dans la direction du cordon de soudure, mais pas dans la direction
transversale. Schneider [60] montre qu’en connaissant les propriétés élastiques de la soudure, et celles
des zones affectées par la température, on peut appliquer la TAE pour mesurer la contrainte dans et
autour de la soudure. L’auteur utilise des ondes rampantes pour mesurer la contrainte résiduelle prés de
la surface dans un acier durci et montre qu’il y’a un bon accord entre les résultats de la TAE et ceux de
la méthode du trou incrémentall.

C. Acoustoélasticité en ondes guidées

L’application de la théorie d’acoustoélasticité aux ondes guidées est récente et la littérature est moins
riche que celle concernant les ondes de volume / surface. On fait ici une revue non exhaustive des travaux
traitant la propagation des ondes de Lamb en présence de contrainte, en notant que seul le cas d’une
contrainte appliquée en dessous de la limite d’élasticité est traité dans cette littérature.

Gandhi et al [68] ont utilisé les résultats de Pao & Gamer [69] sur la TAE et ont traité numériquement
la propagation des ondes de Lamb dans une plaque soumise & une contrainte biaxiale et ont effectué des
mesures dans le cas uniaxial. La variation de vitesse des modes de Lamb induite par ’application de la

1 Méthode du trou incrémental : méthode semi-destructive de mesure de contrainte qui consiste a percer un trou dans la
piéce et mesurer la déformation induite par la libération de la contrainte résiduelle, puis de cette déformation déduire la
contrainte ; cette mesure est répétée en augmentant progressivement la profondeur du trou.
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contrainte est une fonction linéaire de la contrainte, en accord avec la théorie d’acoustoélasticité pour
les ondes de volume / surface (voir la formule (1-8)). Les auteurs traitent également la propagation dans
plusieurs directions en maintenant fixe la valeur de la contrainte uniaxiale appliquée ; la variation de la
vitesse est anisotrope, comme observé pour les ondes de volume (voir par exemple Hirao et al [70] et
Clark & Moulder [59]). Shi et a/ [71] ont étudié numériquement le cas d’une contrainte biaxiale dans
le plan et ont donné la variation de vitesse du mode fondamental symétrique de Lamb (S0) en fonction
de deux coefficients acoustoélastiques et de la direction de propagation. Pei & Bond [72] traitent le cas
de la propagation des modes de Lamb d’ordre supérieur, dans la direction de la contrainte uniaxiale,
dans une plaque en aluminium, et montrent expérimentalement que la variation de vitesse du mode S1
(le deuxiéme mode symétrique de Lamb) en fonction de la contrainte est linéaire. Cette linéarité a été
également validée expérimentalement par Jiger et al/ [73] pour le mode A0 (le mode fondamental
antisymétrique de Lamb), dans une plaque en acier. Peddeti & Santhanam [74] traitent
numériquement les variations de vitesse des modes AQ, SO, Al et S1 en fonction d’une contrainte de
traction avec gradient dans ’épaisseur. Yang et a/ [75] ont étudié numériquement 'effet acoustoélastique
dans un guide unidirectionnel de section arbitraire. Zuo et al/ [76] ont étudié numériquement la
propagation dans une plaque soumise & un effort biaxial et une pression hydrostatique.

Cependant dans tous ces travaux relatifs au cas des ondes guidées, les auteurs ne prennent pas en compte
la variation de la section du guide induite par ’application de la contrainte.

Il est important de chercher a quantifier cet effet dans le cas des ondes guidées dont les vitesses dependent
de la section. Cela a été expérimentalement observé par Murayama [77] qui a utilisé les résultats de la
TAE pour estimer la contrainte uniaxiale appliquée a une éprouvette lors d’un essai de traction. L’auteur
a utilisé les variations de vitesse des modes symétrique fondamentaux (SHO et S0), et a remarqué que
Iestimation utilisant le mode SO était entachée d’une erreur plus grande que celle utilisant le mode SHO.
Cela est di au fait qu’en appliquant la contrainte, I’épaisseur de 1’éprouvette varie, ce qui affecte la
vitesse du mode SO qui dépend de la fréquence et la section du guide, mais pas celle du mode SHO.

Cet effet a été également pris en compte par Treyssede [78] lors de la propagation des ondes guidées
dans des cables tressés a sept torons, soumis un a chargement uniaxial.

Les auteurs des Réf. [68, 71-76, 79] ont appliqué la TAE en faisant certaines hypothéses que nous
jugeons problématiques. Ces hypothéses sont discutées en détail dans la sous-section II-C [p. 39] ; des
corrections y sont proposées.
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D. Conclusion

Dans cette section nous avons vu la définition de la théorie d’acoustoélasticité, et 'application de cette

théorie dans le but de mesurer les constantes d’élasticité non-linéaire introduites par Murnaghan [53].
Nous avons vu également, I’application de la théorie pour estimer les variations de vitesse induites par
la contrainte résiduelle / appliquée. Nous avons noté (d’aprés les résultats des travaux cités), que dans
le cas d’une contrainte appliquée en-dessous de la limite d’élasticité, sur un matériau dont les propriétés
élastiques (linéaires et non linéaires) sont connues dans son état de référence, la théorie est capable de
prédire les résultats expérimentaux, et cela reste vrai en présence d’une anisotropie élastique initiale. Par
contre dans le cas ot la contrainte résiduelle est induite par une déformation plastique, nous avons noté
que la théorie n’a pas donné une estimation satisfaisante et que les corrections rajoutées a la théorie par
quelques auteurs, pour prendre en compte 'effet de la déformation plastique ont échoué & prédire les
résultats expérimentaux. Dans le cas d’une contrainte résiduelle induite par une soudure, la théorie s’est
montrée efficace, & condition que les propriétés élastiques, de la soudure et ce qui 'entoure sont connues.
L’application de la théorie aux ondes guidées a permis de retrouver quelques résultats qui ont été établis
pour les ondes de volume / surface, tels que la linéarité entre la contrainte et la variation de vitesse, et
I’anisotropie acoustoélastique. Cependant les auteurs qui ont traité le cas des ondes guidées par les
plaques ont oublié de prendre en compte la variation de I’épaisseur induite par 'application de la
contrainte, et ont faits quelques hypothéses qu’on a trouvée problématiques.

Dans la section suivante, on donne le développement mathématique de la théorie d’acoustoélasticité,
avec I’hypothése que la déformation que subit le matériau reste dans le régime élastique, et que les
propriétés élastiques sont homogénes.
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II. Développement de la TAE

Cette section comporte trois sous-sections. Dans la premiére (II-A) on présente le cadre général de la
théorie d’acoustoélasticité. Dans la deuxiéme (II-B) nous suivons les développements de Toupin &
Bernstein [56] et Norris [80] de cette théorie pour arriver & une équation d’onde avec un tenseur de
rigidité équivalent qui décrit I’élasticité d’un milieu de symétrie matérielle quelconque soumis & un
chargement statique arbitraire. Dans la troisiéme (II-C) on écrit explicitement ce tenseur de rigidité en
fonction du tenseur de contrainte.

A. Equation du mouvement

L’effet acoustoélastique provient de la superposition d’une déformation dynamique, & une déformation

statique. On commence donc par définir trois états du matériau :

1. Tétat naturel (EV), état de référence dont on connait les propriétés élastiques (linéaires et non-
linéaires), et par rapport auquel on veut mesurer les variations de vitesses. On note que cet état de
référence n'est pas nécessairement non-contraint ; il peut étre soumis a des contraintes résiduelles /
appliquées, mais on doit en connaitre les propriétés élastiques ;

2. leétat initial (E"), état du matériau aprés avoir été déformé élastiquement par rapport a son état
naturel (e.g. une piéce en traction). C’est cette déformation dont on veut mesurer leffet sur les
vitesses des ondes élastiques ;

3. létat final (ET), état du matériau ot on vient superposer une onde élastique (une déformation
infinitésimale) a la déformation statique présente dans ’état initial

Pour illustration, on présente la figure suivante ol un point matériel est considéré dans les différents
états successifs.

Fig. 1-1 : Un matériau élastique dans les trois états,
naturel (EV) initial (E7), et final (E7). Le point P est
un point matériel repéré dans le repére cartésien R par
ses trois positions : &€ dans EY | X dans E” et  dans
EJ.

On utilise la description Lagrangienne du probléme : soit un point matériel P, et un repére cartésien
stationnaire et indépendant du matériau R(z,,4,, ;). Le point P se trouve dans ’état naturel/ a la position
¢, dans I'état initial (aprés la déformation élastostatique) a la position X, et dans 1'état finala la position
x. Toutes les grandeurs physiques de 1’état final dépendent du temps ; cependant pour rendre 1’écriture
plus compacte, cette dépendance n’est pas explicitement notée dans les expressions qui suivent.

On définit les déplacements du point matériel d’un état & un autre :
u =X -¢, uw=x—X, et u=xz—¢ (1-10)

Ces déplacements décrivent (respectivement) : le déplacement du point matériel entre sa position dans
Vétat naturel, a Vétat initial (u'), le déplacement associé a 'onde élastique (u®), qui est interprété par
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la vibration dynamique du point matériel autour de sa position initiale. Et le déplacement du point
matériel de Vétat naturel a 1'état final (u).

On définit également les tenseurs de déformation et contrainte suivants (de ’état nature/ a 1'état
final) Réf. [1 et 81]:

oz S PR 1w oW
F=% E=3(FTF-I. o=5Fyn N=pF (1-11)

J : le déterminant du gradient de transformation (tenseur) F.

Le tenseur F est le gradient de la transformation vectorielle x : € — x. Le tenseur E est le tenseur de
déformation non-iinéaire de Lagrange de 'état naturel a 1'état final o est le tenseur de contrainte de
Cauchy. N est le tenseur nominal de contrainte (égal a la transposée du premier tenseur de contrainte
de Piola-Kirchhoff).

W est ’énergie de déformation élastique de 1’état naturel & I'état final. Cette énergie peut étre écrite
comme le développement limité en E a l'ordre 3 sous la forme suivante (Toupin & Bernstein [56] et
Norris [80]) :

(1-12)

1 1
W= acz‘jk-IEijEkl + gcijk'lmnEijEklEnm
Ce développement débute par un terme quadratique (C,;, E;;Ey,). Cela vient du fait que 'énergie de
déformation doit s’annuler & déformation nulle (ce qui élimine le terme constant dans le développement
limité), et doit présenter un minimum & déformation nulle (ce qui élimine le terme linéaire dans le
développement limité). Dans le cadre de I'élasticité linéaire, seul le terme quadratique (C;;p, E;; Ey,) est

conservé. Son gradient par rapport a la déformation (E) donne la relation constitutive linéaire entre la
déformation et la contrainte (loi de Hooke généralisée).

On définit la non-linéarité constitutive par 1'usage du terme supplémentaire (C; E, E.E

ijklmnij mn

) dans la
formule de I’énergie de déformation. La prise en compte de ce terme permet de faire apparaitre 'EAE.

Les tenseurs C;j;, et Cj,,,,, sont les tenseurs de rigidité du second et troisieme ordre, dans I'é¢tat naturel,
définis par :

ow
Cijr = 90B,0E, (1-13)
E=0
ow
C’ijlmn - aEijaEklaE,mn (1—14)

E=0

En utilisant le fait que le tenseur E est symétrique et que oW /0E;;0E,, = OW /0E,0E;; on retrouve les
symétries des tenseurs de rigidité :

Cijrt = Cuij = Ciiry = Ciap, = - (1-15)

Cijklm'n = Cklijnm = Ck'lmnij = (1_16)

On donne les équations d’équilibre dans 1'état initial et du mouvement dans 1'état final (Réf. [56, et
80]) :
0%*u

oy (1-17)

Ve N'=0, V,-N

po : la densité du matériau dans ’état naturel.
N7 :le tenseur de contrainte nominale de 1'état naturel a I'état initial
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Le choix d’écrire les équations d’équilibre et du mouvement en utilisant les variables (p,, IV et &) au lieu
de (p,o et x) [p étant la densité du matériau dans le I'état initial définie par p = p,/J| permet d’utiliser
les propriétés élastiques du matériau dans son état de référence, qui sont supposées connues. On rappelle
que les deux choix sont équivalents (voir Réf [56] et Ogden [81]).

En notant que le déplacement initial est statique et que u = u! 4 u°, on réécrit I'équation du mouvement
sous la forme suivante :

0%u°
Ve N =p, T (1-18)

L’objectif suivant va étre de transformer cette équation en une équation d’onde. On fera apparaitre
explicitement dans le membre de gauche le Laplacien du déplacement de I'onde, en considérant 1’état
final comme une petite perturbation de ’état initial, puis en linéarisant le probléme autour de ce dernier.

B. Linéarisation du probléme

Notre objectif maintenant est de linéariser I’équation du mouvement®. Pour cela il faut écrire V.- N en
fonction du déplacement de l'onde, et des quantités qui dépendent de 1’état imitial ou naturel On
commence tout d’abord par écrire le tenseur de déformation de Lagrange en fonction du déplacement :

1 (6$k Ox,,

i =73 5_525_5] — 61.].) , avec T, =u, + &, (1-19)

ce qui donne

1 <8ui Ou;  du, 6ua>

L]_§ O

o€, " o8, " oE, 0%, (1-20)
La non-linéarité géométrique : on remarque que la relation E = f(0u/0€) est non-linéaire, cette non-
linéarité dite géométrique est indépendante des propriétés élastiques du matériau. Sa prise en compte
permet de donner naissance a 'EAE, on peut voir par exemple dans 1’étude de Tang [49], ou il n’a
considéré que cette non-linéarité. Cependant on note que la description compléte de la théorie
d’acoustoélasticité nécessite la prise en compte des deux types de non-linéarité.

Ecrivons & présent le tenseur de contrainte nominale (donné par Eq.(1-11)) en fonction du tenseur de
déformation de Lagrange E. On a :

ow

Nov =55~ E, Ey, (1-21)
en utilisant £ = u + £ on trouve
ou
E, = 8—5: + 0, (1-22)
on différencie 'énergie par rapport a F, :
ow 1
A7 = 5 (Cijiia0,, B + CijiEii04401,)
) oE,, 2 (1-23)
+3 (Cijkl'm7L6ia6jpEklEmn + Cijklm'nEijdkaélpEm'n + Cijk'lmnEijEkl6ma6np>'

3!

1 La non-linéarité de I'équation du mouvement vient de la non-linéarité entre le tenseur nominal de contrainte et le
gradient du déplacement
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En notant qu’il y a une sommation sur tous les indices i, j, k, [, et m et en utilisant les symétries des
tenseurs de rigidité, on trouve :

ow
aE = Capl\'l

ap

1
Ekl + EcapklmnEklEmn (1'24)

Le tenseur de contrainte IV s’écrit alors en fonction du tenseur de déformation de Lagrange sous la forme
suivante :

P
L3 Lo Jopa (1-25)

1
Nab = OabklEk-l +§C apklmn kl mn 6§

abklmn

EnE,

mn

8
+ CopEn 55 7,

En remplagant le tenseur de déformation E par son expression en fonction du gradient du déplacement
Eq.(1-20), on trouve :

N 710 (8uk+ Ou; | Ou, Ou, > 1 (8uk+ Ouy | Ou, du, ) (8uk+ Oy %%)
o wH\og T og,  9g, 0 abktmn %ﬁz 08, 0 08, ) \0g 9, ¢, 9§
ou ou 6u ou,\ Ou,
+—C’a, (—"+ — ) 1-26
27 \og, T 0g, T 0g, 9¢ ) ¢, (1-26)
+10 (Guk Ouy | Ou, Ou, ) (Guk Oy 5u/3 8uﬁ) Ju,
g erkmn \9g, T 98, 06, 0, ) \og T 98, T 9€, 9§, ) 9§,
En regroupant les termes selon les puissance de du/d¢ on trouve :
1 ou ou 1 Ou,, Ou,,
Na = Ca (_k+ _l> a
» =3 (g + ag,) T2 o, e,
e (0% Oy, | Ouy Oy - O Oy, | Ouy Oy %%) (1-27)
g etk \ 9, 0, 0§ 05, 0&, 55 98, 9¢,, 08, 9§

1 duy Ouy,  Ouy Ju O
30 (G 38+ Feae) O (8_5)

Dans le cadre de notre étude on s’intéresse & des matériaux métalliques sous chargement en-dessous de
la limite d’élasticité ce qui permet de faire I’hypothése que la déformation de I'état naturel a ’état final
vérifie |Ou/8¢| < 1 on peut donc négliger les termes d’ordres supérieurs (Z.e. O((8u/0€)3)). En notant
qu’il y a une sommation sur tous les indices k,[, o, 3,m,n, et p on peut réécrire le tenseur de contrainte
sous la forme suivante (Norris [80] et Eldevik [82]):

Ou;, 1 Oy, Ou,,

Nab = Cabkl aé- + baklmn aé-] aé-n

(1-28)

Avec

M piimn = Capkimn + CavinOrm + ConkiSam + Comnak (1-29)
N est ainsi écrit en fonction des tenseurs de rigidité de ’état naturel, et du gradient du déplacement
dans I'état final (u) par rapport  la position dans I'état naturel (¢). A ce stade, deux choix sont possibles,
suivant la position du point matériel.

Le premier choix consiste & utiliser la position dans I’état naturel €. 1l convient bien au cas ou les capteurs
utilisés pour mesurer les variations de vitesse sont « collés » a la piéce (e.g. des pastilles PZT). Dans ce
cas la distance entre les capteurs dans 1’état naturel est différente de celle dans 1'état initial (aprés la
déformation élastostatique) ; une correction est donc ajoutée pour prendre en compte cette variation de
distance (voir Gandhi et a/ [68]).

Le second choix consiste a utiliser la position dans I’état initial Ce choix est plus judicieux dans le cas
ou les capteurs ne sont pas en contact avec la piéce (e.g. des EMAT), car la distance entre les capteurs
peut étre maintenue fixe avant et aprés la déformation élastostatique (naturel/ — initial) et il n’est donc
pas nécessaire de faire une correction sur les distances.
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Dans cette étude ot on a en perspective 'utilisation d’EMAT pour les transductions, on fait le second
choix, ce qui revient & réécrire le gradient par rapport a € en fonction du gradient par rapport & X. Pour
ce faire, on réécrit la dérivée par rapport a ¢; en fonction du déplacement initial (en utilisant la régle de

la dérivée composée &€ = f(X) et X =u’ +¢). On a :

0 _ 00X, 00wu+t&) O 00w 8 0 (i+
o¢,  0X, 0¢,  0X, 0¢  0X, 0X,0¢ 00X, 0X, \0X,
_ 0 dul 0 Oul oul 0
0X, 0X,0X, 0X, 0¢ 0X,
En négligeant les termes supérieurs en du!/0X , on peut écrire :
o0 _ 0 oud
0¢,  0X, 0X,0X,
En remplacant dans I’équation (1-28), on trouve :
ON,, 0N, ~ OulON, 0 (C’ %+EM Ouy, Ou,,
06,  0X, 0X,0X, 0X,\ W gg ' 27 baklmn ge ge
oul o Ou;, 1 Ouy, Ou
r_Z Tk ) ’ 7k m)
+6Xa 8XT (Cabkl 861 +2 baklmn 861 8§n

9 Oul

I
Uy,

)

)

(1-30)

(1-31)

(1-32)

Jusqu’ici, aucune hypothése n’a été faite sur la variation spatiale des tenseurs de rigidité dans 'état
naturel : ces tenseurs (représentant 1’élasticité du matériau dans son état de référence) sont considérés
homogenes. Ceci permet d’écrire ’équation du mouvement (1-18) sous la forme suivante :

ON,,
23

— Py,
- abkl (aXaaXl
ou!
+ a—)(a
1

O%ul  Ou,
9X.0X, X,

0X,0X,0X,
( 82“]@' 82“7{ auk
Wk \9X,0X,  0X,0X,0X,
“ M v tay X, 9%
+ 9 baklmn (aXa 6Xa 6Xr) <8Xl 8Xn +
dul Ouy Ay, Ou,,
0X,0X, 0X,0X,
0%y,
- Cabkl <8X,18X1
Oul 0%y,

' 0%u,,  Oul
6X,r8Xsa—X,)
oul duy, Ou,,
90X, 0X,0X,

oul

s

&ul  Ou,

0X,0X,0X,  0X,0X, ax,)
. 0*ul  Ou, 0%,  Oul

ax, bkl (GXTE)Xl 0X,.0X,0X, ' 0X,0X, a—X,)

27 bekmn I\ 0X,0X,0X, ' 0X,0X,0X,  0X,0X, 0X,0X,

oul 0%y, Ou, Oul 9%, Ou, 0%ul

2 I
0%y,  Ou,

+

Ouy, Ou,,

+

oul 9%, Ou, %l ou) Ouy Ou,, Oul 0%u)

+

Oul duy,  wy, Ou,,  Oul Ouy  B’u,, Ouy
0X,0X, 0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X,0X,

ouy, Ou,,

09X, 0X,0X,

oul

s

2
0%y,

Ouy, Ou,,
X, 0X,0X,0X,  0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X,0X, 0X,0X,

ou, (1-33)

90X, 0X,0X,0X,  0X, 0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X, 0X, 0X,0X,0X,

X, \0X,0X,0X, ' 0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X, ' 0X, 0X,0X,0X,
N o, 9*u,, Ouy N ul  Ouy u,, Oul 0w, Ou, Oul 0w, Ouy
0X, 0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X, 0X, 0X,0X,0X, 00X, 0X,0X,0X,
N O*ul  Oul Quy, du,,,  Iul o*ul  ouy, Ou,, 8u§3_ug, 0%u,,  Ou,,
0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X,0X, 0X,0X, 0X,0X, 0X,.0X 60X,
oul oul 0%, 8uk>] 0%ug
e . R AT
9X,0X, 0X,0X,0X, o

Linéarisation de l’équation du mouvement : jusqu’ici, aucune hypothése n’a été faite sur

Pamplitude de la déformation élastodynamique (initial — final) par rapport a la déformation
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élastostatique (naturel — initial). L’équation précédente est donc valide pour le traitement de la
propagation des ondes d’amplitude finie. Le lecteur intéressé par I’acoustique non-linéaire peut se référer
aux travaux de Zarembo & Krasil'nkov [83] et Davison [84].

A partir de maintenant, on fait I’hypothése que la déformation dynamique (i.e. 'onde élastique) est
infinitésimale et est trés petite devant la déformation statique. En remplagant w par u’+u° dans
I’'Eq.(1-33) le membre de gauche dans I’équation du mouvement peut étre réécrit comme la somme de
quatre termes :

ON,,
€

2,,0
0%uy

5 (1-34)

Jou") + fr(u® ") + fu(u®) + foy(u®-u) = p,

a

Le premier terme (f,) ne dépend que des dérivées du déplacement initial par rapport & X ; ce terme est
statique et est nul du fait qu’il représente I’équation d’équilibre V, - N' = 0. Le deuxiéme terme (f,) ne
dépend que des dérivées du produit u° - u! par rapport & X. Le troisiéme terme (f;) ne dépend que du
déplacement de 'onde u° ; ce terme est négligeable devant le deuxiéme terme du fait qu’on a supposé
que la déformation dynamique est trés petite devant la déformation statique. Le quatriéme terme (f.,)
contient les ordres supérieurs des dérivées par rapport & X du produit u°-u! ; ce terme est également
négligeable devant le deuxiéme terme, du fait que I’on ne s’intéresse qu’aux matériaux métalliques soumis
4 des chargements en dessous de la limite d’élasticité, si bien que la déformation statique vérifie
|oul /0X| < 1.

Dés lors, I’équation du mouvement (1-18) peut s’écrire formellement comme une équation d’onde avec
un tenseur de rigidité équivalent Norris [80] et Eldevik [82] :

0%u? 0%ug
eq k — b 1-35
i 5x,0x, ~ P o (1-35)
Le tenseur de rigidité équivalent est égal & la somme des trois termes suivants :
Cce=C + CNL—Geom + CNL—Cons (1—36)

C : tenseur de rigidité du second ordre, du matériau dans son état de référence,
CNE=Geom : tengeur de rigidité qui provient de la prise en compte de la non-linéarité géométrique, vaut

dul o ou! . duj c. 8u’+c. ouf

Cgé7G607'b =0,,C 7kl BTL + Cin BTJ + Cijn BTk ijkr 5x
r T T r

Jlgr a—Aer + (1—37)

CNE=Cons . tenseur de rigidité qui provient de la prise en compte de la non-Iinéarité constitutive, s’écrit

—Cons au'{"/
CHT ™ = Cljpmn X, (1-38)

L’équation d’onde (1-35) décrit la propagation d’une onde élastique dans un matériau soumis & un
chargement statique initial. La forme du tenseur de rigidité équivalent donnée permet de traiter 'EAE
pour des ondes de volume, de surface ou guidées, dans un matériau de symétrie quelconque soumis & un
chargement arbitraire. Cependant la résolution de cette équation pose une difficile question pratique,
puisqu’il faut connaitre le gradient du déplacement, les tenseurs de rigidité du second et du troisiéme
ordre : dans le cas général, le probléme contient 86 (9 + 21 + 56) paramétres & identifier!. Pour lever
cette difficulté, la littérature s’est essentiellement intéressée a des chargements relativement simples
(hydrostatique, ou bi-axiaux), appliqués & des matériaux isotropes (dans leur état naturel). Méme
lorsqu’une anisotropie élastique initiale est prise en compte, la résolution ne passe pas par l'identification
des paramétres matériaux, mais plutét par 1’élimination de son effet & travers une mesure dans 1’état

1 9 composantes du tenseur du gradient du déplacement, 21 + 56, paramétres pour les tenseurs de rigidité du second et
troisiéme ordre dans le cas d'une symétrie triclinique.
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non-contraint que 'on retranche de celle effectuée une fois le chargement appliqué (voir Clark &
Moulder [59]).

Par ailleurs, ’expression du tenseur de rigidité équivalent ne fait pas explicitement apparaitre le tenseur
de contrainte de Cauchy (o). Cela est particuliérement problématique dans le cadre de la résolution du
probléme acoustoélastique direct consistant & étudier I'effet de la contrainte sur les vitesses des ondes
élastiques. Cela l'est également dans le cadre de la résolution du probléme acoustoélastique inverse
consistant a trouver la contrainte a partir de variations de vitesses.

Pour aller plus loin, il est donc nécessaire de réduire la complexité du probléme : nous nous restreignons
dans ce qui suit au cas d’'un matériau isotrope, mais considérons un chargement pouvant aller jusqu’au
cas triaxial.

C. Expression du tenseur de rigidité en fonction de la contrainte

L’écriture explicite de C* en fonction de o est fondamentale pour pouvoir étudier les effets de la
contrainte sur les vitesses des ondes élastiques. Pour simplifier la formule du tenseur de rigidité, on traite
le cas d’un matériau isotrope! dans son état de référence.

On présente ici une méthode qui différe de celle qu’on trouve dans la littérature Réf. [68, 71-76, 79].
En effet, nous avons jugé problématiques des hypothéses faites dans la littérature, car inconsistantes
avec le développement de la théorie.

Dans les travaux Réf. [68, 71-76, 79], les auteurs utilisent le second tenseur de contrainte de Piola-
Kirchhoff, et font 'hypothése que dans ’état initial, ce tenseur est égal au tenseur de contrainte de
Cauchy. Ils supposent de plus que ce tenseur est linéairement lié a la partie linéaire du tenseur de
déformation de Lagrange.

Par exemple les équations (6), (11) et (13) de Réf [68] fournissent :

Tzé = Uilj = Cijkleil (1‘39)

T! étant le second tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff, et ef

déformation de Lagrange E! de I’état naturel & 1'état initial.

est la partie linéaire du tenseur de

Les hypothéses faites dans les Réf. [68, 71-76, 79] sont problématiques en ce qu’elles éliminent les deux
non-linéarités (constitutive et géométrique) dans l'état initial Cela est inconsistant avec la théorie
d’acoustoélasticité : i) d'une part Ueffet acoustoélastique n’apparait que si 'une de ces non-linéarités est
prise en compte. ii) d’autre part si la déformation statique initiale est traitée linéairement, il faudrait
qu’il en soit de méme, a fortiori, pour la déformation dynamique, qui elle, est trés faible comparée a la
déformation statique, ce qui élimine par conséquent toutes les sources de non-linéarité dans le
développement de la théorie de I'acoustoélasticité.

Pour cette raison, nous présentons ici une méthode qui ne fait aucune approximation sur le tenseur de
contrainte, et qui conserve les deux non-linéarités. Cette méthode est une généralisation de celle présentée
par Abiza et al [85].

Dans le reste de cette section on s’intéresse a la déformation de I'état naturel a 1’état initial
L’hypothése d’isotropie dans ’état naturel simplifie la formule de ’énergie de déformation, étant donné
que celle-ci est maintenant invariante par changement de repére. Elle ne dépend donc que des invariants
du tenseur de déformation de Lagrange, & savoir :

I =tr(E"), I,=tr(E"™), I, =tr(E"™) (1-40)
E’ : tenseur de déformation de Lagrange de 1'état naturel a ’état initial

L’énergie de déformation (de 'état naturel a 1'état initial) est donnée pour un matériau isotrope élastique
sous la forme suivante (Abiza et al [85]):

1 Dans tout ce document le matériau est élastiquement isotrope dans son état de référence.
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A+2 [-m+3
WI:< 5 “) I —2ul, +3 1+ (mf@ LI, + (T2> K (1-41)

(A, ) et (I,m,n) : sont respectivement les coefficients de Lamé et de Murnaghan.

Le lecteur intéressé peut se référer & Marckmann & Verron [86] pour un résumé de différentes formes
d’énergie de déformation pour un matériau isotrope.

La nouvelle formulation de I'énergie permet d’expliciter les tenseurs de rigidité du second et troisiéme
ordre en fonction des coefficients de Lamé et de Murnaghan. On rappelle leurs définitions ci-aprés :

ow't
Cisnt = 55T 55T (1-42)
i kl El—0o
oW
Ciatimn = BT FaL,OFT,, (1-43)

El=0

En remplagant par la nouvelle forme de 'énergie, on trouve pour C, ;4 :

0? A+ 2u A+ 2u %1% 0.
ik = I? —2pul. =( ) L2 2 1-44
Ciin = HET BT, (( 2 ) PR 2 ) 9BLoEl,  MOELOE] (1-44)

Pour calculer les dérivées des invariants par rapport a la déformation. On rappelle la formule de
différentiation de la trace d’une fonction matricielle par rapport a une matrice.

Soit X une matrice et F(X), une fonction matricielle qui dépend de la matrice X, si F' est différentiable

par rapport & X (jusqu’a un ordre arbitraire) on a :
= f(X)7 (1-45)

f : la dérivée scalaire de la fonction F.

En utilisant cette régle et en rappelant que le tenseur de déformation est symétrique on trouve les
dérivées des invariants :

2
or___OoUrEY) _ s 5 (1-46)
OELOEL — oELOEl, — M
olr. olwr(ET?
2+ = [ ( )] = (0340 + 00.) (1-47)

OELOE], ~ OELOE],

oI 0 [tr (EI 3)] 3
aEIaEgaEI = aElaEél OFI = 5 (6ik1jl'mn + 6iljjkm'n + 5jklil’ﬂl7l + 6leik'mn) (1_48)
1] 1]

mn mn

avec I, =3 (0,40, + 6,0)

Les tenseurs de rigidité du second et troisiéme ordre pour un matériau isotrope s’écrivent alors sous la

forme suivante :
Cijkl =A 6ij6kl + u((sikéjl + 6i16jk> (1‘49)

Cijklmn = (2l—2m+ n)(si]‘(skl(smn +(2m—n )(6ijlklmn + 6klImm’j + 6mnIijkl> (1 50)
1 -
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L’hypothése d’isotropie a permis de réduire le nombre de constantes d’élasticité du tenseur de rigidité
du second ordre de 21 a 2, et de celles du tenseur de troisiéme ordre de 56 & 3. En prenant en compte le
chargement, ce sont désormais 2 + 3 + 9 = 14 paramétres qui interviennent dans le tenseur de rigidité
équivalent C* dont 5 sont intrinséques au matériau et 9 sont extrinséques, liés au chargement appliqué.
Dans le paragraphe suivant, on spécifie le type du chargement que nous allons étudier dans ce document.

Déformation homogéne :

Dans la formule du tenseur de rigidité équivalent C°?, le chargement est donné sous la forme du gradient
du déplacement du] /90X ;. Nous souhaitons I’écrire en fonction du tenseur de contrainte de Cauchy, appelé
aussi true stress en anglais.

On rappelle que le tenseur de déformation de Lagrange est symétrique (et réel); il est donc
diagonalisable. On définit (v,,v,, v;) comme la base orthonormée formée par ses vecteurs propres. On fait
le choix de faire coincider cette base avec celle du repére R (lié a la piéce). On s’intéresse maintenant a
une déformation homogeéne du matériau isotrope dans ce repére. Cette déformation (voir Ogden [81])
est donnée par :

Xy =M&, Xy = Ao, X3 = A383 (1—51)

(A1, Ay A3) © Sont appelées les extensions principales!’.

peut s’écrire en fonction de (A, Ay, A3) :

8“21 _ a(X,; — &) _
X G—XJ = (A —1)g,, (1-52)

J

L’hypothése d’une déformation homogéne, a permis de réduire le nombre de terme dans le tenseur du
gradient du déplacement, de 9 & 3. Nous nous retrouvons donc avec un tenseur de rigidité équivalent qui
ne dépend que de 8 paramétres (A, u,l,m,n, A, Ay, Ay) au lieu de 86 dans le cas d’'une symétrie triclinique
avec chargement quelconque. La nouvelle formule du tenseur de rigidité équivalent est :

C:_;Ikl = Ciju N+ A+ A+ 0 =3) 4+ 05.C500,(A = 1) + Cljpmm (X — 1) (1-53)

Pour faire apparaitre maintenant le tenseur de contrainte de Cauchy dans ’expression du C’;;kl, on
commence par expliciter ’énergie de déformation en fonction de (A, Ay, A;).
En remplacant le tenseur de transformation (9X,/9¢,) par sa valeur dans I’expression de ET (Eq.(1-20)),

on trouve :
1 /90X, 0X 1
I —— 2k 5 ) = 2 (02— = FELg.. -

E’ij - 2 (afl 867 61]) 2 ()\’L 1 )62] Ezz(sz] (1 54)

ce qui donne les invariants sous la forme suivante :
I, = tr(ET) = %()\f A4 A2 —3) (1-55)
L=tr(B®) = 112+ 0312+ (4 —1)2) (1-56)
I, = det(E’3) = é((x% 1P+ A—1)P34+(A2—1)) (1-57)

L’énergie de déformation s’écrit alors explicitement en fonction de (A;, Ay, A5), comme :

1 Principal stretches (Ang)
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l m A A l
W0 A0 d) = (7 55) 8+ A8+ 29+ (5) O3M + M3 + AN + AN + 24X + MAD)
I m n 21\212 (/\/L3l m)4 4 4
+(4 4+8) T o [CTRIT B TY ss)
SOY A z
(Z‘%*%‘@ (A2A2 4 A2A2 4+ A2)2) —(%Jrg—%—%) 2+ X2+ A2)
o 3u o =

On rappelle maintenant que le tenseur de contrainte de Cauchy est symétrique. Le lecteur intéressé peut
en voir la démonstration de Landau & Lifshitz [1]. Ce tenseur est donc diagonalisable, soit (w;, w,, w3)
la base de vecteurs propres. On rappelle que pour un matériau isotrope, les directions principales de
contrainte sont identiques aux directions principales de déformation. On peut donc faire coincider cette
base & celle du repére R, qui devient dorénavant le repére principal. Nous nous intéressons & présent a

un chargement du type of = diag(cl,ol,0l) tel que les of sont les contraintes principales, et les

déformations (principales) qui en résultent sont notées E;. Pour avoir des déformations homogénes, on
se place dans le cadre d’étude des matériaux métalliques comme I’aluminium ou l'acier et on fait
I’hypothése que le chargement ne dépasse pas la limite d’élasticité. Sous cette condition, les déformations
principales induites par le chargement sont homogénes. On peut donc utiliser la formule de 1’énergie pour
un matériau isotrope se déformant d’une maniére homogéne.

En utilisant la définition du tenseur de contrainte de Cauchy ( i.e. of = (1/J!)FIOW!/0F! ) on peut

écrire les ¢! en fonction des \,.On rappelle que :

0X, 1 ow! 1 ow! (oFL A, oW1
9% pr_ I_ o i) pro— 2 N
Fi=gg, =Fa=20% =00 =g Fu =715y, (axi) Fe=TJran, (1-59)
JT = det(FT) = A\ A\ Ay (1-60)
Tout calcul fait, on donne ici la formule de o/
1 (. m l I m n
ol = Y {)\‘f (Z+7> +Z(/\1/\§ + A S+ 22302 + 20302) + (575+Z) M AZN
A 3l A3 om o n
3 (A _ot A m T 2 2 1-61
+ A (2 =g m> + (2 71735 4> (A1AZ + ALA3) ( )

3\ 9 n
M (7” ‘Z‘zﬂ

o} et of ont des formules semblables (une permutation sur les indices 1,2, et 3).

On a donc écrit explicitement les contraintes principales en fonction de A;. On veut maintenant écrire
les of en fonction des déformations principales qui sont données par E! = ), —1. Pour cela, on fait
Ihypothése que les déformations principales sont petites (en norme) devant 1. Cette hypothése est
justifiable pour les matériaux et le chargement spécifiés au paragraphe précédent!.

On fait un développement limité de 1/X,\; & 'ordre 2 :

1
A3

~1— (Bl + E} + EYEL) + (E'; + E'3) (1-62)

En remplagant )\, par 1 + E{ et en négligeant les termes en O(EI 13) on écrit les contraintes principles sous
la forme suivante :

ol = BI(\ + 2u) + ME} + E}) — aBE® —b(E}® + EY*) — c(E/E} + E{E})— dEJE}
o5 = BY(\ + 2p) + ME] + E})— aB}® —b(E® + E}*) — ¢(E{E} + E}E})— dE/E} (1-63)
of = BY(\ + 2u) + ME] + E})— aB® —b(El® + E}®) — ¢«(ELE{ + E}E})— dE|E}

1 La déformation a la limite d'élasticité pour |'acier est autour de 0.002.
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Avec

3 3\
a= ?Jr 3u + 1 + 2m, b:?+ I, ¢c= 2X4+2u+ 2, d= 2\+ 2l— 2m+ n (1-64)

On peut remarquer que les constantes de Murnaghan n’apparaissent qu’avec les termes non-
linéaires. En négligeant les termes quadratiques, on retrouve la loi de Hooke (linéaire) pour un

matériau isotrope.

On veut maintenant exprimer les déformations principales en fonction des contraintes principales. On
note que dans le cas de I’élasticité linéaire, les formules précédentes forment un systéme de trois équations
(linéaires et indépendantes) & trois inconnues : il est aisé de passer de la contrainte a la déformation et
vice-versa. Dans le cas non-linéaire, pour passer de la déformation a la contrainte, on commence par
réécrire les équations précédentes sous la forme matricielle suivante :

ol A+ 2u A A I [fl]
dll=1 X  X+2u A El = | h. (1-65)
ok A A A+ 2ul BT LfSJ

avec
fi = aB* +b(Ef* + BI*) + o(B{ES + BIE})+ dESE]
fo= aE +b(BEI* + EI?) + c(BIE} + EIEL) + dE!E] (1-66)
fy= aE +b(BI + EI?) + c(BEE! + EIEL)+ dE!E]

ce qui donne :
B, =kyoy —ky(oy +03) + ki fy —ko(fo + f3)
Ey =kioy —ky(oy +03) + ki fy —ka(f1 + f5) (1-67)
By =kiog—ky(oy+0y) + kifs —ky(fo + 1)

avec

_ At u A

VN VAR I 2242 + 3Ap) (1-68)

En faisant le développement des expressions f; en fonction de o7 et E et en négligeant les termes d’ordre
supérieurs (Z.e. O(Ef 3)), on peut écrire les déformations principales en fonction des contraintes
principales on obtient :

Bl = kol — ky(0} +ab) + Pol* + Q(o8* + 01?) + R(olo} + olol) + Solol (1-69)
El et E! ont des formules semblables (une permutation sur les indices 1,2, et 3).

Dans cette équation, les constantes élastiques P,Q, R, S sont données par :

P =akd — 2ak} — 2bk3 — 2ckd + 2bk k2 — 20k3ky + 2ck k2 — 2ck3ky + 3dk, k2 (1-70)
Q= bk — akd — 3bk3 — chd — dkS + ak, k2 — akky + bk, K2 — bRk, + dck k2 — 2k, + dk, K2
2 (1-71)
— A2k,
R = ok — 2akd — 2bk3 — dckd — 2dk3 + 2ak k2 — 2ak2ky + 8bk, k3 — 2bk2k, + 5ck k2 — 2ck2k, —
2kky + 2dk, k2 (1-72)
S = dk? — 2dk3 + Gak, k3 + Abk,k3 — 4bK2k, + Ackyk3 — Ack?k, + 3dkyk3 — Abk3 — 4dckd (1-73)
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Les formules E{(ol) permettent de donner le tenseur de rigidité équivalent d’un matériau isotrope soumis
4 un chargement triaxial, ces formules sont une généralisation de celles trouvées par Abiza et al [85]
dans le cas d’un chargement hydrostatique (¢! = of = o) et un chargement uniaxial (o} = o = 0)1.

Le tenseur de rigidité équivalent peut donc s’écrire explicitement en fonction des contraintes principales,
cependant la formule est trés encombrante, et on fait le choix de donner la formule ici en fonction des
déformations :

Ci =Ciju + Ciju(E; + E;j + B+ E)) + 0,C,E, + C; £, (1-74)

i jlgg~q ijklmm ™

dans le traitement du probléme acoustoélastique direct (étude de Deffet de la contrainte sur les vitesses
des ondes élastiques) et dans celui du probléme acoustoélastique inverse (développement de méthodes
permettant de trouver la contrainte connaissant les variations de vitesses).

On remarque que le tenseur équivalent est égal au tenseur de rigidité du second ordre dans ’état non-
contraint auquel s’ajoutent des termes contenant la déformation initiale. Ainsi, si la déformation initiale
est nulle, on retrouve la rigidité d’'un matériau non-contraint (i.e. Cji, = C,;,). On note également que
les termes supplémentaires sont faibles comparés au tenseur de rigidité du second ordre, du fait qu’ils
contiennent la déformation initiale, qui est trés faible (E! « 1). L'EAE sera donc trés faible, et peut étre

interprété comme une petite variation de la vitesse autour de sa valeur dans ’état naturel.

1 Dans cette référence la méme démarche qu'ici (/.e. un développement a un ordre supérieur) a été suivie pour traiter les
cas hydrostatique et uniaxial.
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I11. Conclusion

Dans la premiére partie (Sec. I) du chapitre, nous avons établi une liste bibliographique de travaux
permettant de présenter le cadre général de la théorie d’acoustoélasticité, ainsi que ses principales
applications et ses limites. Cette théorie a été développée & partir de la théorie de 1’élasticité non-linéaire
avec comme premiére application la mesure des coefficients de Murnaghan, dits, coefficients d’élasticité
non-linéaire. Plusieurs auteurs ont ensuite utilisé la TAE pour développer des méthodes permettant
d’estimer les variations de vitesse induites par la contrainte ('EAE). Ces méthodes sont fiables dans le
cas des contraintes appliquées dont la valeur n’excéde pas la limite d’élasticité, mais pas dans le cas ou
le matériau s’est déformé plastiquement par rapport a I’état de référence, ni dans celui oul les ondes se
propagent prés d’une soudure.

Dans la seconde partie (Sec. II), nous avons présenté formellement le développement de la théorie,
permettant de donner le tenseur de rigidité équivalent sous une forme générale, pour une anisotropie
matérielle quelconque et un chargement quelconque. Cette forme générale fait intervenir un grand
nombre de paramétres intrinséques et de données et n’est guére utilisable en tant que telle. Pour aller
plus loin, nous avons choisi de restreindre le cadre de notre étude au cas d’'un matériau isotrope dans
son état de référence, soumis & un chargement triaxial. Des formules ont été développées permettant
d’écrire explicitement le tenseur de rigidité équivalent en fonction de la contrainte appliquée, ce qui
représente un point de départ pour I’étude des effets de la contrainte sur les ondes élastiques.

Le tenseur de rigidité donné dans ce chapitre est général et permet d’étudier I'effet acoustoélastique pour
différents types d’onde (volume, surface, guidées, ...). Cependant dans la suite de notre étude, nous nous
intéresserons uniquement & la propagation des ondes guidées dans des plaques. L’application formelle a
ce cas est I'objet du chapitre suivant.

45



Theéorie d’acoustoélasticité (TAE)

46



Application de la TAE aux ondes guidées

2. Application de la TAE aux ondes guidées

Résumé :

Dans le chapitre précédent on a écrit d'une maniére explicite le tenseur de rigidité équivalent en fonction de la contrainte
appliquée, ce qui permet d'étudier les effets de la contrainte sur les ondes élastiques (volumiques, surfaciques, guidées).
Dans ce chapitre, on s'intéresse uniquement aux ondes guidées (Lamb et SH). Ce chapitre contient trois parties :
1. Présentation de la méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Element) acoustoélastique (SAFE-AE).
2. Etude générale (exploratoire) des effets de la contrainte mécanique sur les ondes de Lamb et SH.
3. Validation du modele développé, dont une partie a été présentée dans le chapitre précédent (/.e. écrire le tenseur de

rigidité équivalent d'une maniére explicite en fonction de la contrainte).
Dans la Sec. Il [p. 49], on utilise la méthode SAFE pour résoudre I'équation d'onde donnée au chapitre précédent. Cette
méthode doit étre légérement modifiée pour prendre en compte I'effet acoustoélastique (I'EAE). Ces modifications
permettent de prendre en compte la perte de symétrie dans le tenseur de rigidité équivalent et la variation de la section
du guide induite par la contrainte.
Dans la Sec. Ill [p. 54], on étudie quelques effets de la contrainte sur les modes de Lamb et SH. Cette section contient
six sous-sections : Dans (lII.A [p. 54]), I'effet de la contrainte sur les déplacements modaux est étudié. Cela montre que
dans le cas d'un matériau contraint, les modes ne peuvent plus étre classés d'une maniére nette en mode de Lamb et SH,
et que ce « couplage » varie en fonction de la direction. Dans (IIl.B [p. 55]), on donne les courbes de dispersion dans le
cas ol la plaque est non-contrainte et dans la cas ou elle est soumise a un effort uniaxial dans le plan. Cela permet de
mettre en évidence le fait que I'EAE est trés faible (~ 1% de variation par rapport au cas non-contraint) et qu'il est
dispersif. Dans (IIl.C [p. 57]), I'effet de la contrainte sur la variation de |'épaisseur de la plaque et par conséquent sur la
dispersion des modes guidés est étudié. Cela montre que cet effet doit étre pris en compte lors de I'application de la TAE
aux ondes guidées, puisque les erreurs introduites en le négligeant sont du méme ordre de grandeur que I'EAE induit par
I'effet de la contrainte sur |'élasticité du milieu. Dans (I11.D [p. 58]), on étudie la non-linéarité de I'EAE et on montre que
cette non-linéarité dépend de la fréquence et de la direction de propagation. Dans (III.E [p. 59]), on étudie la variation de
la vitesse en fonction de la direction de propagation de l'onde, et on retrouve I'anisotropie acoustoélastique qui a été
établie dans la littérature pour le cas des ondes de volume et de Lamb. Dans (lIl.F [p. 60]), on étudie I'hypothése qui
stipule que I'EAE induit par un tenseur multiaxial (e.g. triaxial) est égal a la somme des EAE induits par les composantes
du tenseur considérées séparément. Cette étude montre que cette hypothése n'est pas toujours vraie et qu'une étude
paramétrique rigoureuse est nécessaire pour connaitre sa limite de validité.
Dans la Sec. IV [p. 63] on s'intéresse au cas ol la contrainte peut avoir un profil variable dans I'épaisseur. Cette section
contient cing sous-sections. Dans (IV.A [p. 64]), il est montré que I'EAE est trés sensible au profil de la contrainte. Dans
(IV.B [p. 66]), il est montré que non seulement la non-linéarité de I'EAE dépend du profil de la contrainte, mais aussi que
suivant le profil, la partie linéaire de I'EAE est négligeable devant la partie non-linéaire. Dans (IV.C [p. 68]), il est montré
que l'anisotropie acoustoélastique est fortement dépendante du profil de la contrainte. Dans (IV.D [p. 70]), I'hypothése
de décomposition de I'EAE vis-a-vis de la nature multiaxiale du tenseur de contrainte est étudiée (comme elle I'avait été
dans le cas d'un profil constant dans la Sec III.F [p. 60], et montrée comme dépendant du profil de contrainte. Finalement,
dans (IV.E [p. 73]), une nouvelle hypothése est étudiée, qui stipule que si le profil de la contrainte est égal a la somme
des profils élémentaires, alors I'EAE induit par ce profil est égal a la somme des EAE induits par chacun des profils
élémentaires considérés séparément. Sa validité dépend de la nature des profils élémentaires.
Dans la Sec.V [p. 82] on compare les prédictions données par le modéle acoustoélastique (MAE) proposé, a des résultats
expérimentaux de la littérature et des prédictions d'autres modéles théoriques. Cette comparaison permet de valider le
présent modéle et de montrer que les prédictions qu'il permet sont plus précises que celles des modéles théoriques
précédemment proposés dans la littérature.
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I. Introduction

Dans le chapitre précédent, on a écrit le tenseur de rigidité en fonction de la contrainte. Cette écriture
permet d’étudier V'effet acoustoélastique (EAE) pour les ondes élastiques se propageant dans un milieu
isotrope soumis & un chargement triaxial. Le cas des ondes guidées est particuliérement intéressant du
fait de leur capacité a se propager sur des longues distances. Les travaux dans la littérature Réf. [68,
71-76, 79] traitent la propagation des ondes de Lamb, dans des plaques soumises a un effort uniaxial ou
biaxial dans le plan de la plaque. Les conclusions principales de ces travaux sont :

1. L’EAE est trés faible (de lordre de ~ 1% de variation de vitesse pour 100 MPa de contrainte
appliquée).
2. L’EAE est dispersif et varie d’'un mode & un autre.

w

L’EAE induit par 'application d’une contrainte uniaxiale dans le plan est anisotrope.

4. L’EAE dépend linéairement de la contrainte.

Les auteurs des Réf. [68, et 74] ont mentionné que l'application de la contrainte couple les modes de
Lamb et les modes SH, sans toutefois ’avoir démontré. Cet effet est démontré numériquement dans ce
chapitre, grace a la méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Element) qui, grace a son formalisme permet
de donner les déplacements modaux des modes de Lamb et SH & une fréquence et dans une direction de
propagation données. De méme, on retrouve également les conclusions (1 a 3) de la littérature, et on
montre que pour (4), la relation est non-linéaire, et que cette non-linéarité dépend 4 la fois de la fréquence
et de la direction de propagation de 1’onde.

Dans tout ce chapitre on s’intéresse & la propagation des ondes de Lamb et SH dans une plaque avec
contrainte, relativement aux mémes propagations dans la plaque dans son état naturel supposé
élastiquement isotrope et non-contraint.

Dans le chapitre précédent, un unique repére R = (4,, i,,%;) était considéré, associé au repére principal de
la contrainte. Dans le présent chapitre, on est obligé par la nature multidirectionnelle de la propagation
dans le plan de la plaque et par la petite dimension dans la direction i, perpendiculaire a ce plan,
d’introduire un nouveau repére lié a la propagation de 'onde. Ce repére est défini par la rotation (autour
de laxe i,) du repére R d’un angle 0 qui définit la direction de propagation de I'onde élastique guidée
par la plaque.

La problématique du chapitre est illustrée par la figure suivante :

Fig. 2-1 : Une plaque « infinie » dans le plan (i, 4,) est
soumise & un effort triaxial (oq,0,,0;). Deux repéres
cartésiens sont affectés a la plaque : R(iy,45,45) et
R’ (i},4},35 = i5). Le repére R est le repére principal lié aux
contraintes principales ;. Le repére R’ est le repére de
propagation, défini par la rotation de R autour de i,, d'un
angle 0 = (i,,4}) que fait la direction de propagation de
I'onde avec i,.

L’étude réalisée ici consiste essentiellement a trouver les effets de la contrainte sur les modes de Lamb
et SH. Pour cela, on fait une comparaison entre les résultats dans le cas non-contraint de la plaque (7.e.
létat naturel), et dans le cas ou la plaque est soumise & un chargement du type o = diag(o,,0,,05;), telles
que les o; sont les contraintes principales (7.e. état initial) ; et o, est dans la direction i,. La méthode
utilisée pour étudier ce probléme est la méthode SAFE-AE qui représente une version légérement
modifiée de la méthode SAFE classique, afin de prendre en compte 'EAE. Cette méthode est présentée
dans la section suivante.
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II. La méthode SAFE-AE

Dans cette section, on présente la méthode SAFE-AE (en anglais : Semi-Analytical Finite Element +
Acoustoelastic). Cette méthode est une version légérement modifiée de la méthode SAFE classique, pour
prendre en compte 'EAE.

La méthode SAFE est trés utilisée dans les problémes de propagation des ondes guidées. Contrairement
a la méthode des éléments finis, ou l'intégralité du guide est maillée, dans la méthode SAFE, seule la
section du guide est maillée et une solution analytique est retenue dans la direction de la propagation.
Elle a été validée expérimentalement dans le cas des rails et barre (Hayashi et a/ [87]), des plaques
(Ahmad [88]) et comparée a la méthode SPBW (Ang : superposition of partial bulk waves) (Peddeti
& Santhanam [74]). Le développement de la méthode SAFE présenté dans cette section, suit celui de
Bartoli et al [89].

Pour résoudre I’équation d’onde trouvée dans le chapitre précédent (i.e. Eq .(1-35) [p. 38]), suivant le
formalisme de la méthode SAFE, on la réécrit dans le repére R’. Cela revient a tourner le tenseur de
rigidité équivalent C* d’un angle 6 autour de 5, ce qui donne :

Cie.;lkl(e) = RiijanpquCfrgnpq (2‘1)
avec
Ry, Ry, Ry cos(f) —sinf O
R = LR21 Ry stJ = {Sm(@) cos(0) O] (2-2)
Ry, Ry R 0 0 1

Pour des raisons de compacité, la notation u° (le déplacement particulaire associé & I'onde) est remplacée
par u. En multipliant maintenant ’équation d’onde par un déplacement virtuel du on trouve :

0%u 0%u;
4 () U, ——mte = poOU; —=—st _
ngkl( ) uz 6X]/8Xl/ pO uz 6t2 (2 3)
X’ est la position du point matériel dans le repére R’.
En intégrant sur le volume de la plaque, et en utilisant une intégration par partie on trouve :
Odu, ou ou 0%u;
LCot(0) —Lav— / Ce (0)6u; —~En(0)dS = — / Po0U; - dV (2-4)
/V(G) X M X (o) Ikl 0X, V(o) ot?

V,S,n sont respectivement le volume de la plaque, sa surface et la normale & la surface.

La dépendance de V (o), S(o) et n(o) sur la contrainte o vient du fait que le matériau est déformable.

Toutefois la nature isotrope du matériau et le chargement qui nous intéressent (i.e. o = diag(oy, 0y, 05),
tel que les o, sont les contraintes principales), conduisent & ce que la normale & la surface reste la méme!
(dans les deux états : naturel et initial). On peut donc éliminer la dépendance de n avec la contrainte.
L’effet de la contrainte sur le volume? de la piéce (qui se réduit a Deffet de la contrainte sur 1’épaisseur,
dans le cas des plaques infinies) est particuliérement important pour les ondes guidées, car il induit une
variation de vitesse du méme ordre de grandeur que l’effet de la contrainte sur les propriétés élastiques.
Cet effet a été oublié dans la littérature sur le calcul de la propagation guidée en présence de contrainte

Réf. [68, 71-76, 79]. Il a été pris en compte dans I'application de la méthode SAFE en milieu contraint
par Treysséde [78], (dans le cas des cables tressés a sept torons). Et il a été observé expérimentalement

(voir Murayama [77]) que sa prise en compte est importante (dans le cas des plaques).
Dans ce chapitre cet effet est étudié pour les modes de Lamb et SH.

1 Ce type du chargement transforme un cube de matériau isotrope en un parallélépipéde rectangle.
2 Le terme « volume » utilisé ici englobe le volume et la forme. Du fait que le matériau est compressible.
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Nous faisons I’hypothése que 'effet de la contrainte statique sur la plaque est entiérement pris en compte
par la variation des propriétés élastiques et de la forme de la plaque (on suppose donc que la surface de
la plaque est libre lors de la résolution du probléme dynamique)..

La plaque étant infinie dans le plan (4,,1,), 'intégrale sur le volume de la plaque se réduit & une intégrale
linéique sur la seule épaisseur de la plaque. L’équation précédente se simplifie en :

00U, eq

ouy, 0%
ot OF0 () K
d(o) 8X] K

(0) X! dX, = — /d< )poéuiﬁdXs (2-5)

d(o), épaisseur de la plaque, fonction de la contrainte.

Dans le cas d’une plaque soumise au chargement triaxial étudié dans ce document, cette épaisseur est
donnée en fonction de I’épaisseur avant 'application de la contrainte d, par la relation :

d(o) = dy(1+ Es(0)) (2-6)

E, représente la déformation principale dans la direction 45, dont ’expression en fonction de la contrainte
est donnée dans le chapitre précédent (voir Eq.(1-69) [p. 43]).

Pour résoudre maintenant 1'Eq.(2-5) suivant le formalisme SAFE donné par Bartoli et a [89], on choisit
une solution en éléments finis dans 1’épaisseur et une solution analytique dans la direction de propagation
(#}). Comme la plaque est infinie dans le plan (i},45), et que l'on s’intéresse a la propagation d’ondes
planes, le déplacement n’est fonction que de X; et X;. On donne ici le déplacement d’un élément :

Fh(Xs)—l , ,

u (X7, X5,1) = Jus(X5) el(@t=kX) — N(Xs)Qeei(wtikX]) (2'7)
k,w,t sont respectivement, le nombre d’onde, la pulsation et le temps. N est la matrice de fonctions de
forme, et Q, est le déplacement nodal de I’élément e. Ces deux matrices sont définies par :

rvm 0 017
o NO 0 (D7
0 0 N th
N@ 0 0 u(;)
0 NZ 0 ey
0 0 N®@ K
N=|L o "o ¢ Q=]:] (2-8)
: (n)
0 : 0 Uy
0 0 : u(n)
N0 0 P
0 N& 0 sy
L 0 0 N®

[ ] : est le nombre de nceuds par élément (n > 2).

La réécriture matricielle de I'Eq.(2-5) repose dans le cas classique (Bartoli et a/ [89]), sur le fait que le
tenseur de rigidité du matériau posséde les mémes symétries que C,,, trouvées dans le chapitre précédent,
a savoir Cy = Cypy = Oy = Oy = Oy = Chypy. = Cijyy, = Cyy- Ces symeétries permettent d’utiliser la
notation de Voigt, et donc de transformer le tenseur de rigidité d’ordre 4 en une matrice 6 x 6.
Cela n’est plus le cas lorsque le matériau est soumis & un chargement initial, comme on le montre ici.
Pour cela rappelons la formule du tenseur de rigidité équivalent C*4.

Cs

q =
ijkl

C.

1,

gkl + CL]kI(EL + Ej + Ek + El) + CijklmmEm + 6ik0jquEq

1e7 groupe 2i¢me groupe

(2-9)
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Le premier groupe posséde les mémes symétries que C ;. Pour montrer que le second ne les posséde pas,
on prend le contre-exemple suivant : i =1, j =2, k=1 et [ = 2. On peut voir que §,,Coy,, E, = A + 2udy, #
021 C12q0E, = 0, ce qui montre que C75, # C7,. 11 devient donc impératif d’utiliser la notation compléte
(ie. 11 —=1,22—2,33 -3, 234,31 =5, 126, 327, 13— 8, 21 = 9), pour prendre en compte
cette perte de symétrie. Le tenseur C*? est transformé (avec cette notation) en une matrice 9 x 9.

En appliquant cette notation sur le gradient du déplacement dw,/0X’, on trouve :

Uy
u2:| ei(wtfk'X{) +L3_

Usg

ou,

9 Uy
L u li(wtfk'X{) 2-1
ox’ LoXx; |: [ 2:| ¢ (2-10)

S
>

=
B3

avec
rl 0 O 0 0 Oy
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 O 010
L,=|0 0 1|,Ls= |0 0 0. (2-11)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
L0 1 0 L0 0 0
En posant B, = L, ~% et B, = L, - N, on peut réécrire le gradient du déplacement d’un élément sous

la forme suivante :

8ue : (wt—kX7

aX/ = (Bl - Zk:B2)Qee( thX7) (2_12)
En supposant maintenant que le déplacement virtuel admet la méme écriture que celle du déplacement
u, (i.e. bu, = N(X,, X,)0Q. e'@+X1)) on peut réécrire '’équation d’onde Eq. (2-5) sous la forme :

/ (—?p6QTNT(NQ,) + QT (BT +ikBE)Ce (B, — ikB;)Q,)dX; = 0 (2.13)
d.(o)

e

ol on a utilisé le fait que & = —w?u. C? est le tenseur de rigidité équivalent de 1’élément e. Ce tenseur
peut varier d’'un élément a un autre, si la contrainte appliquée est variable dans ’épaisseur de la plaque.
En notant que @, et 6QT ne dépendent pas de dX5, "équation précédente devient :

0QT[(KY +ikK + K — w?M,)]|Q. =0 (2-14)

e

avec les matrices élémentaires données par :

KV = / BTC:B, dX,, K= - / (B C¢*B, — B C9B,) dX;
s, S. (2-15)
K® = / BIC%B, dX, et M, = / NTp,NdX,
S, Se

Le terme 6QT est arbitraire (déplacement virtuel arbitraire) ; on peut donc le prendre égal a
conjug| (K" +ikK? + BK® —w?M,)Q,] ce qui donne :

o

(K +ikK? + K —w?M,)Q,
(2-16)

= (KU +ikK® + PK —w?M,)Q, =0

En appliquant une méthode d’assemblage des matrices élémentaires en matrices globales, on retombe
sur un systéme avec un probléme aux valeurs propres semblable a celui de la méthode SAFE classique :
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(KW 4+ ikK® 4+ R K® —w?M)Q = 0 (2-17)

Les matrices KM, K® et M sont symétriques. Cela n’est pas le cas pour K®. Pour améliorer la
résolution numérique du probléme (rendre les matrices symétriques), on commence par multiplier
léquation précédente a droite par TT et a gauche par T , avec T = diag[i, 1, 1, i, 1, 1,...]. On obtient
donc :

(K“) +kK® 4+ k2K® — w2M)6 =0 (2-18)
avec K@ = iTTK®T et Q = TTQ.
Ce systéme peut étre résolu en fixant le nombre d’onde (k) et en cherchant la pulsation (w), ou l'inverse.

On peut le résoudre numériquement en utilisant la fonction polyeig, du logiciel Matlab. Cependant une
meilleure résolution numérique est trouvée en transformant le systéme en la forme linéaire suivante et

en utilisant la fonction eig :

(A—kB)U =0 (2-19)
avec
Q (1) _ 2 1) _, 2
U:{QN} et A= [ 0 K N“M] etB:[K wM 0 (2-20)
Q KU —w?M K® 0 K®

La résolution du systéme d’équations (2-19) se fait en fixant la pulsation (w =2 x fréquence) et en
cherchant les nombres d’onde. Les nombres d’onde dont la partie imaginaire est non nulle correspondent
aux modes évanescents, et ils ne seront pas traités dans ce document. Seuls les modes propagatifs
(nombres d’onde réel) sont conservés dans la solution.

Pour chaque nombre d’onde, les vitesses de phase et de groupe des modes propagatifs se calculent
facilement grace a la formulation du probléme par la méthode SAFE. La vitesse de phase est :

(2-21)

Pour trouver la vitesse de groupe, on différentie le systéme de la méthode SAFE Eq.(2-18) par rapport
au nombre d’onde (k). On a :

0Q

(I?@ +2kK®) — QW% M> Q+ (KW +kK® + PK® — w?M) % =0 (2-22)
En multipliant & droite par QT, on trouve :
or ( @2 O o.lo 7 0Q
Q <K< )4 2kK®) — QM%M> Q+ [QT(KY + kK@ + K® —w?M )| = =0 (2-23)

En prenant la transposée de Eq.(2-18) (toutes les matrices dans les parenthéses sont symétriques), on
peut remarquer que le terme dans les crochets est nul. Ce qui permet d’écrire la vitesse de groupe sous
la forme suivante :

L dw  dw  QTKPQ+2kQTK®Q

V== — = ~_ — (2-24)
9 dk Ok 20QTMQ

Conclusion : Dans cette section nous avons suivi le développement classique de la méthode SAFE, pour
résoudre I'équation d’onde qui a été trouvée au chapitre précédent. On a remarqué que la présence de la
contrainte impose deux modifications du développement classique : d’une part, il faut prendre en compte
leffet de la contrainte sur la forme de la piéce ; d’autre part, il faut prendre en compte la perte de
symétrie du tenseur de rigidité.
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Dans la section suivante, on utilise la méthode SAFE-AE développée ici et 'implémentation que nous
en avons faite pour étudier les effets de la contrainte sur les ondes de Lamb et SH.

Deux cas sont traités successivement :

1. cas d’une contrainte avec un profil uniforme dans I’épaisseur ;

2. cas d’une contrainte avec un profil variable dans I’épaisseur.
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III. Cas d’une contrainte avec un profil constant dans I’épaisseur

Le matériau considéré dans ce chapitre pour étudier Peffet acoustoélastique (EAE) est aluminium Al
6061-T6 dont la densité et 1’épaisseur dans ’état naturel sont p, = 2704kg et d, = 5 mm. Les propriétés
élastiques (linéaires et non-linéaires) sont données dans le tableau ci-aprés.

Dans la présente section, on étudie les effets de la contrainte mécanique sur les ondes de Lamb et SH
dans le cas d’une contrainte avec un profil constant dans 1’épaisseur. Grace & une expérimentation
numérique, il a pu étre déterminé que 10 éléments 1D—3 noeuds iso-paramétriques pour discrétiser
I’épaisseur de la plaque suffisaient & donner des résultats précis dans la gamme de fréquences considérée.

Tableau I : constantes de Lamé et Murnaghan de 1’Al 6061-T6 & 25°C (Asay & Guenther [90])
Constante A I l m n
Valeur (GPa) 56.35 27.5 -281.5 -339 -416

A. Déplacements modaux en présence de contrainte

Dans le cas d’un matériau isotrope, les modes de Lamb et SH peuvent étre distingués grace au fait que
les déplacements modaux des modes SH n’admettent qu’une seule composante non nulle (dans notre
configuration, cette composante est suivant iy, et est notée Uj;), et que la composante U; des déplacements
modaux des modes de Lamb est nulle.

Cela n’est plus le cas si la plaque est soumise & un chargement initial, induisant une anisotropie élastique.
Pour étudier cet effet, on soumet la plaque & un chargement biaxial dans le plan o, = 200 MPa et o, =
—100 MPa. On étudie spécifiquement les composantes des déplacements modaux qui, dans 1’état non-
contraint, seraient nulles (i.e. U] et U; pour SH et U; pour Lamb). On normalise la composante hors-
plan (notée U,) du déplacement modal du mode SHO par rapport au maximum d’amplitude de la
composante tangentielle du méme mode (U3}). On normalise également la composante Uj des modes SO
et AQ par rapport au plus grand des deux maxima d’amplitude de U; et U, des mémes modes. Cette
normalisation a pour but d’estimer les déviations par rapport au cas non-contraint, dans lequel on aurait
U (A0) = U5(S0) = U, (SHO) = 0. Les mesures sont faites dans deux directions, § = 30°, 60°, et on se place &
une fréquence f = 550 kHz.

f = 550KHz

Fig. 2-2 : les déplacements modaux normalisés
(U3(A0), U4(S0) et U;(SHO)), des trois modes
fondamentaux, dans deux directions de
propagation, a une fréquence f = 550 kHz. Dans
le cas d'un chargement biaxial o; = 200 MPa et
0, = — 100 MPa. Dans le cas non-contraint tous
les déplacements représentés ici seraient nuls.

Pour des raisons de symeétrie, les déplacements modaux dans les deux directions principales de contrainte
(i.e. 8 =0° et 90°), qui sont des axes (plans) de symétrie du probléme, vérifient : U;(A0) = U;(S0) =
U,(SHO) = 0. Ils se comportent donc comme si la plaque était isotrope. Dans les directions principales les
modes ne sont donc pas « couplés » (ce sont de purs modes de-Lamb et purs modes SH).

Cela est le cas également pour une propagation dans une direction qui représente un axe de symétrie du
probléme. Par exemple si la plaque est soumise & une traction biaxiale dans le plan avec deux
composantes identiques et une compression hors plan, par exemple o; = 100 MPa, ¢, = 100 MPa et o5 =
—80 MPa, tout axe dans le plan est un axe de symétrie du probléme : la propagation des ondes guidées
est alors isotrope et les modes restent purs modes de Lamb et purs modes SH (voir Annexe An-Ch2-Fig.
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1 [p. 85]). On note cependant que la présence de contrainte affecte les déplacements modaux, mais elle
ne les fait pas perdre leur nature.

Dans le cas ot la propagation se fait dans des directions qui ne sont pas des axes de symétrie du probléme
(e.g. 0 =30° et 60°), les déplacements (Uj(A0),U;(S0) et U;(SH0)) ne sont plus nuls, et la déviation par
rapport au cas pur-Lamb et pur-SH est assez importante (=~ 45 % pour SO0, ~ 25 % pour AQ et ~ 20 %
pour SHO). Le fait que l'effet de la contrainte soit plus important pour le mode SO sera remarqué tout
au long de ce chapitre. On remarque également qu’a 6 = 30° le déplacement U;(A0) est presque nul (le
mode A0 est donc pur-Lamb) pour cette configuration (chargement et fréquence). On verra dans la sous-
section (E [p. 59]) qu’il existe des configurations (chargement, fréquence et directions) ou 'EAE pour un
mode donné est nul.

Le « couplage » des modes de Lamb et SH est caractéristique des plaques anisotropes, dans lesquelles
les modes sont classés en quasi-S et quasi-A. Dans notre étude, on veut étre capable de faire le suivi des
modes. Pour cela, on fait ’hypothése que les modes de Lamb et SH aprés application du chargement
sont semblables & leurs homologues dans 1’état non-contraint, et on propose l'algorithme de séparation
suivant.

Algorithme 2-A : L’algorithme de séparation des modes! de Lamb et SH, et de S et A

sz’/
d

(o

|U35ld X5 > max (/ |U7ld X5, |U3|dX3>
) d

o) d(o)

Alors le mode est SH

Sinon si U] admet le plan médian de la plaque comme plan de symétrie

Alors le mode est S

Sinon si U; admet le plan médian de la plaque comme plan de symétrie

Alors le mode est A

Dans la présente section, ol I'on s’intéresse & une contrainte avec un profil constant dans ’épaisseur, cet
algorithme s’est montré capable de séparer les modes de Lamb et SH, et entre les modes Lamb-S et
Lamb-A. Sa validation nécessiterait une étude paramétrique sur 5 paramétres o,,0 et f, ce qui est trés
lourd & faire. Pour éviter de se trouver dans des configurations ou ’algorithme ne permettrait pas de
distinguer les modes, on s’intéressera a des plages de fréquence ou les modes peuvent étre séparés non
pas & partir de leurs déplacements modaux mais plutot a partir de leurs vitesses qui sont proches de
celles du cas non-contraint, pour lequel les modes sont facilement séparables.

B. Courbes de dispersion

Dans cette sous-section, on montre l'aspect « faible » de 'EAE, ce qui est attendu, puisque la formule
donnant le tenseur de rigidité équivalent, en fonction des déformations principales (chapitre 1 : Eq.(1-74)
[p. 44]), montre que C* peut étre interprété comme une petite perturbation autour de C (tenseur de
rigidité du second ordre dans 1’état naturel). Pour illustrer cela, on donne ici les courbes de dispersion
dans les deux états naturel et initial Ce dernier est défini par I’application d’une contrainte uniaxiale
dans le plan o, =200 MPa, la propagation se fait dans la direction principale 6 = 0° (parallele a la
contrainte uniaxiale).

1 L'usage de la nomenclature Lamb et SH dans le cas ou ils sont couplés, est un abus de langage qu’'on tolére dans ce document, pour
ne pas dire Lamb-like et SH-like.

55



Application de la TAE aux ondes guidées

- Yy
—a =0

6 LSO - — -0 =200MPa ]
51

—_ ~

@ @

e T4t

g E

2 —cE:

— ~—

= )

S S
2

—— 11
0 - =0 =200MPa
0 0.5 1 1.5 2
S(MHz)
(a) : vitesses de phase (b) : vitesses de groupe
Ayvy Ay
St ‘ | '
4+
2 a0

T'Ug(%)

Avp(%)
o

F(MHz)

(c) : variation relative de vitesses de phase (d) : variation relative de vitesses de groupe

Fig. 2-3 : les vitesses de phase (a) et de groupe (b), et les variations relatives de ces vitesses ((c) et (d)), entre les deux
états naturel et initial, pour une plaque d'épaisseur 5mm (dans I'état naturel). La direction de propagation de I'onde est
paralléle & la direction de la contrainte uniaxiale (o =200 MPa) appliquée dans la direction § = 0° Les courbes en trait
continu (dans (a) et (b)) montrent les vitesses dans |'état naturel, celles en trait interrompu, dans I'état initial.

En regardant a 1’échelle absolue (Fig. 2.3 [(a) et (b)]), on remarque que UEAE est trés faible, et que les
vitesses dans les deux états sont difficilement discernables. Pour parvenir a étudier 'EAE, on représente
les résultats en différence relative par rapport a Uétat naturel (Fig. 2.3 [(c) et (d)]):

A,v(o) = 100 x (v(o) - 0) (2-25)

v(o

v(o =
=0)
En analysant les (Fig. 2.3 [(c) et (d)]), on peut faire les remarques suivantes :

1. TEAE (représenté par A v) pour les ondes guidées est plus important que pour les ondes de volume,

pour lesquelles il n’est que de 0.1 % pour une contrainte de 100 MPa (voir Pao [13]) ;

2. TEAE pour les vitesses de phase est différent de celui pour les vitesses de groupe ; cependant ils ont
les mémes ordres de grandeur, dans le cas de ce chargement et pour cette direction de propagation ;

3. TEAE dépend du mode : hormis aux fréquences proches des fréquences de coupure, les modes de
Lamb symétriques sont les plus affectés, alors que les modes SH sont les moins affectés ;

4. TEAE est dispersif. Les courbes donnant A v ressemblent aux courbes de dispersion. En observant
de prés les (Fig. 2.3 [(a) et (c)]), on remarque que les vitesses de phase des modes SH ressemblent
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aux A,v des mémes modes ; par contre, pour les modes de Lamb, la ressemblance est présente mais
inversée. Cela est aussi le cas pour les vitesses de groupe ((Fig. 2.3 [(b) et (d)])

C. Variation de vitesse induite par D’effet de la contrainte sur 1’épaisseur
La contrainte mécanique fait varier les vitesses des ondes élastiques, en affectant :

a. le tenseur de rigidité du matériau : cela est visible dans la formule du tenseur de rigidité équivalent
Eq.(1-74) [p. 44] ;

b. la densité du matériau : ceci vient du fait qu’on suppose le matériau compressible. Cela ne figure
pas explicitement dans le développement présenté ici du fait qu’on a choisi d’utiliser les variable
N, ¢ et p, au lieu de o,z et p. (voir II.A [p. 33]) ;

c. la forme du matériau : cet effet est une particularité des ondes élastiques guidées, puisqu’elles
dépendent de la section du guide. Dans le cas d'un guide multidirectionnel comme une plaque, la
seule dimension finie est I’épaisseur. Il est donc nécessaire d’étudier l'effet de la contrainte sur
I’épaisseur de la plaque et voir s’il est ou non négligeable. Cet effet a été oublié dans la littérature

Réf.[68, T1-76, 79] mais a été observé expérimentalement pour le mode SO par Murayama [77],
lors de l’estimation de la contrainte dans un essai de traction. Et pris en compte dans le

développement de la méthode SAFE par Treysséde [78].

Dans cette sous-section, on étudie numériquement ce troisiéme effet en se basant sur des résultats calculés
a l’aide de la méthode SAFE-AE. L’application d’un chargement anisotrope (par exemple une traction
uniaxiale) génére une anisotropie acoustique, tandis que la variation de I’épaisseur induit une isotropie
acoustoélastique, cela résultant de ce que la contrainte est un tenseur et que la perte de I’épaisseur est
un scalaire. Pour éviter donc de comparer une variation de vitesses anisotrope a une isotrope, on choisit
d’appliquer un chargement qui n’induit pas d’anisotropie acoustique. Tel est le cas d’une traction biaxiale
dans le plan o, = ¢, = 200 MPa. Pour mieux étudier l'effet de la variation de I’épaisseur, on définit les
variations de vitesses suivantes :

AUT = 1)(0', d(a)v f) - U(Ov d07 f) (2—26)
AUC = U(Uv d07 f) - U(Ov dOv f) (2—27)
Av, =v(0,d(0o), f) —v(0,d,, f) (2-28)

Awvg : variation de vitesse totale ; Av, : variation de vitesse induite par la prise en compte uniquement
de leffet de la contrainte sur ’élasticité ; Awv, : variation de vitesse induite par la prise en compte
uniquement de 'effet de la contrainte sur I’épaisseur de la plaque. L’épaisseur de la plaque est donnée
par la formule Eq (2-6) [p. 50].

On donne ci-apres (Fig. 2.4) ces variations de vitesse pour le mode SO.

Pour montrer que la variation de vitesse totale induite par l'effet de la contrainte sur I’élasticité et
Pépaisseur peut étre décomposée en deux parties indépendantes (Z.e. la variation de vitesse induite par
leffet de la contrainte sur 1’élasticité du milieu et la variation de vitesse induite par I’effet de la contrainte
sur ’épaisseur), on a fait deux simulations. Dans la premiére, les deux effets sont pris en compte
simultanément (Awvy). Dans la seconde, les deux effets sont traités séparément (Av, et Av,).

On voit que Avg (trait continu noir) et Avs + Av, (marqueurs noirs) se superposent trés bien, ce qui
permet de faire la comparaison entre Av, et Avy.

Pour montrer que Av, doit étre pris en compte dans l'application de la TAE aux ondes guidées, il suffit
de voir que Av, est du méme ordre de grandeur que Av,. Sil'on prend par exemple (pour la vitesse de
phase), f~0.56 MHz , on a Avs ~ 0 m/s et Avp ~ Av, &~ 5.1 m/s ; négliger Av, est donc erroné. Si l'on
regarde maintenant la vitesse de groupe a f ~ 0.38 MHz, on a Av, ~ 0 m/s et Avy ~ Av, ~ 13.3 m/s.

57



Application de la TAE aux ondes guidées

S0p S0g
20 w 60 ;
B, B2 B B, B Bs
40}
0
z =2
E 20t ] £ 9 F \%.
=) A =
< A a i —Av
......... o -20 ¢ ; T
401 I Avg
L Ay
o Ave 4+ Ay -40 1 ; A’L‘((I- " A,
60 ‘ .
0 0.5 ! L5 2 % 05 1 15 2
f(MHz) £(MHz)
(a) vitesse de phase (b) vitesse de groupe

Fig. 2-4 : Comparaison entre la variation de vitesse induite par |'effet total de la contrainte (Av,), son effet uniquement
sur I'élasticité du milieu (Av.) et uniquement sur I'épaisseur (Av,) dans le cas o la plaque est soumise a o, =0, =
200 MPa.

D’autre remarques peuvent étre faites sur les variations de Av. et Av, en fonction de la fréquence. Pour
cela, on identifie trois bandes de fréquence B,, B, et B, suivant la dispersion du mode SO (voir Fig.
2.3). La variation de Av, en fonction de la fréquence pourrait étre aisément prédite & partir des courbes
de dispersion de 1'état naturel, comme on le voit dans la Fig. 2.3 [(a) et (b)], ou c’est dans B, que la
dispersion est la plus fortel. Cela est traduit par le fait que c’est dans bande B, que Av, est la plus
importante, alors qu’elle est presque nulle dans B, et B,.

En ce qui concerne la variation de Av,, on peut voir qu’elle a un comportement différent de celui de
Av, du fait qu’elle est importante dans B, (alors que Av, ~ 0 dans cette bande de fréquence) et qu’elle
converge (& haute fréquence) vers Av, ~ 0 m/s, ce qui n’est pas expliqué par la dispersion du mode SO.
Dans B; et By, on a Av, ~ 0 ce qui veut dire que la variation de vitesse totale résulte entiérement de
Ieffet de la contrainte sur ’élasticité du milieu.

En observant maintenant les variations de vitesses dans B,, on peut conjecturer que les fréquences
auxquelles les modes sont le plus dispersifs (Av, importante) correspondent également aux fréquences ot
I'EAE (Avg) est important. Cette tendance a été également observée pour le chargement suivant (o; =
0, = —05; = 200 MPa) dont les résultats pour les modes A0, A1, SH1, SO et S1 (le mode SHO étant non
dispersif on a : AvS® = 0), sont donnés en annexe (An-Ch2-Fig. 2 [p. 86]).

En conclusion, il est donc nécessaire de prendre en compte la variation de I’épaisseur de la plaque induite
par la contrainte.

D. Non-linéarité de 'EAE

Il a été montré théoriquement Réf. [68,75] et expérimentalement Réf. [68,72,73,91], que la variation
de vitesse des ondes de volume et des ondes guidées pouvait étre considérée une fonction linéaire de la
contrainte. Cela est vrai & une trés bonne approximation. Cependant, des déviations de cette loi peuvent
émerger & certaines fréquences et suivant certaines directions.

Pour illustrer cette non-linéarité, on étudie les variations relatives de vitesse du mode A1l dans le cas oul
la plaque est soumise & un chargement uniaxial allant de —200 MPa a +200 MPa. Deux fréquences (f =
400 kHz et 500 kHz) et deux directions de propagations (6 = 0° et 45°) sont considérées.

Les résultats montrent une variation quasiment linéaire pour la fréquence f = 500 kHz, et dans les deux
directions considérées (Fig. 2.5 (c) et (d)) et pour f = 400 kHz dans la direction § = 0° . Cela n’est plus

1 On note que B, est utilisée pour indiquer la bande de fréquence ou la dispersion des vitesses de phase et de groupe est
la plus forte. Elle n'est donc en générale pas la méme pour les vitesse de phase et de groupe.
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le cas a la fréquence f = 400 kHz et pour 6 = 45° ol la variation présente une forte non-linéarité (Fig.
2.5 (b)). Ceci montre que la non-linéarité est a la fois anisotrope et dépendante de la fréquence.

La Fig. 2.5 (b) montre que la variation de vitesse en traction (o > 0) différe de celle en compression (o <
0). Cela vient du fait que le tenseur de rigidité et épaisseur sont des fonctions quadratiques (et non pas
linéaires) de la contrainte (Eq.(1-69),(1-74) et (2-6), montrent que d(—o,) # —d(+0,) et C®(—o,) #
—CU(+0y) = Aw(—0y) # —Av(+0y)).

f = 400 kHz w10l f =400 kHz

(%)

—u, 6=45° "\\ Fig. 2-5 : Variation
\ ety ) = 45° N relative de vitesse de
200 -100 0 100 200 200 100 0 100 200 groupe (pointillé) et de
o1(MPa) o1(MPa) phase (trait continu),
dans le cas d'un
(a) Variation de vitesse a 6 = (° (b) Variation de vitesse a 6 = 45° chargement uniaxial
o, = [~200,200] MPa, et
our deux fréquences
f =500 kHz w10l f =500 kHz P d

(f = 400 et 500 kHz) et
deux directions
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45°).

......
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(c) Variation de vitesse a § = 0° (d) Variation de vitesse a § = 45°

Finalement, en comparant les variations de vitesses dans les deux directions, on voit que ’anisotropie
acoustique est trés importante : A v~ + 3 % dans la direction § = 0° et A, v~ + 0.6 % dans la direction
0 = 45°. Cette anisotropie est étudiée plus en détails dans la sous-section suivante.

E. Anisotropie acoustoélastique

Dans cette section, la plaque est soumise a leffort triaxial o; = 100 MPa, o0, = —50 MPa et o, = 80 MPa.
Trois fréquences sont étudiées f = 0.1, 0.2 et 0.3 MHz auxquelles seuls les modes fondamentaux existent.
L’objectif est d’étudier I’anisotropie acoustoélastique induite par ce chargement.

On donne dans (Fig. 2.6) les variations relatives de vitesse des trois modes fondamentaux, en fonction
de la direction de propagation 0. Ces résultats montrent bien I'anisotropie acoustoélastique qui a été
observée non seulement pour les ondes de Lamb par Gandhi et a/ [68], mais aussi pour les ondes de
Rayleigh et les ondes rampantes par Schneider [60], pour les ondes de volume par Johnson &
Rasolofosaon [46] et pour le mode SHO par Thompson et a/ [92]. Cette anisotropie s’explique par le
fait que le chargement est anisotrope, rendant ainsi le matériau élastiquement anisotrope. On remarque
que toutes les courbes sont symétriques par rapport a 'axe 6 = 90°. Cela vient du fait que le chargement
admet deux plans de symétrie (i.e. (i,,3,) et (iy,15)). On peut noter également que 'EAE des vitesses de
groupe sont un peu plus grands que ceux des vitesses de phase ; cela était le cas pour le chargement dans
la sous-section ITI-C (voir aussi annexe An-Ch2-Fig. 2 [p. 86]). Le mode SO (resp. SHO) est le plus (resp.
moins) anisotrope. En observant les variations de vitesse du mode A0, on remarque qu’a f= 0.2 et
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0.3 MHz, et pour des directions entre ~ 60° et ~ 120° on a A, v(phase) > 0 tandis que A v(groupe) <0, ce
qui veut dire que, si le signal d’excitation de la source est centré autour de ces fréquences, alors la
propagation du paquet d’onde sera plus lente, mais en avance de phase par rapport a celle dans 1’état
non-contraint. Dans certaines directions, les variations de vitesses de groupe ou de phase sont nulles.
Cependant, celles suivant lesquelles A v(phase) = 0 différent de celles suivant lesquelles A v(groupe) = 0,
ce qui laisse toujours la possibilité de détecter 'EAE, en se basant sur le temps d’arrivée d’un paquet
d’onde ou sur la phase du signal. On remarque également qu’a 6 ~ 45", A v4°(groupe) ne dépend pas de
la fréquence, ce qui n’est pas le cas pour A v4%(phase).
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Fig. 2-6 : Variations relatives de vitesses des trois modes fondamentaux, en fonction de la direction, a trois fréquences
f=.1,.2, et 0.3 MHz. La plaque est soumise au chargement triaxial o; = 100 MPa, 0, = —50 MPa et o5 = 100 MPa.

F. Décomposition de '’EAE

Dans cette sous-section, on étudie la validité de I’hypothése qui stipule que 'EAE induit par 'application
d’un tenseur de contrainte multiaxiale est égal & la somme des EAE induits par les composantes du
tenseur considérées séparément. Cette hypothése est traduite mathématiquement par l'approximation
du développement de Taylor de la fonction (muwiti variable) Av, = Av(o,,0,,0;) par la somme des
développements de Taylor des trois fonctions (4 une seule variable), Av(o;), soit :

+00 3 400 3 400 3
Av, = Z (Z ai”ai) + Z ( bg"'m)#a;") + Z (Z CE;}:L"n)Géa;nUZ>
=1 i I,m=1 i, lym,n=1 \i,j,k (2_29)
, Fox 3 , 3
~ (Zai)zﬁ) = " Av(oy)
=1 i i
avec
=L (F@u 1 (awmg))
g ) (G )| 30
o _ 1 (9T
ik (l+m+ ) \0lo,0m0,0" 0y, »
aveci,j, k € {1,2,3} et i+ j # k. Notons que ail)7 bi;’"” et ciélznn) dépendent de la fréquence et de la direction

de propagation, du fait que Av,_ en dépend.
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Cette hypothése, si elle est valide, permet des simplifications majeures sur le plan calculatoire mais
surtout dans la pratique. Par exemple, au lieu d’utiliser une machine de traction biaxiale pour mesurer
I’EAE, dans une direction 6 donnée, on peut utiliser une machine uniaxiale, et faire deux mesures dans
les deux directions 6 et § — /2 (voir la Fig. 2.7). Cette hypothése permet également de faciliter la
recherche des méthodes d’inversion des contraintes multiaxiales (chapitre suivant), puisqu’on suppose
que les effets des composantes de la contrainte sont découplés.

AT

01

TVVVVVVVV
L

=
=3

%

Essai de traction biaxiale (mesure Deux essais de traction uniaxiale dont le premier se fait dans la direction
dans la direction ) Av(oy,0,) 0 et le deuxiéme dans la direction § — /2. Av(oy) + Av(o,)

HHEHH

)

)]

Fig. 2-7 : Décomposition de I'EAE induit par |'application d'une contrainte biaxiale comme la somme des EAE induits
par deux contraintes uniaxiales. Les mesures de vitesses sont faites dans les directions 0 et § — /2, k étant le vecteur
d'onde.

Dans la suite de cette sous-section, la plaque est soumise au chargement triaxial considéré dans la sous-
section précédente (i.e. o, = 100 MPa, o, = 100 MPa et o, = 80 MPa). On étudie les variations relatives de
vitesse du mode SO & quatre fréquences f = 0.2,0.3,0.5 et 0.6 MHz. Pour simplifier les notations, 'EAE
induit par le tenseur de contrainte multiaxiale Av(oy,0,,0;) est noté Av,, et 'EAE induit par une
composante du tenseur de contrainte Av(g;) est noté Av, . Les résultats sont donnés en fonction de la
variation relative de vitesses et non pas absolue.

On présente ci-aprés (Fig. 2.8) les simulations permettant de tester la validité de I’hypothése. Les
variations de la vitesse de phase [(a) et (c)] montrent que 'hypothése (2-29) est valide pour les quatre
fréquences considérées, avec une déviation mineure a f = 0.5 MHz (Fig. 2.8 (c)). Cela reste le cas aussi
pour la vitesse de groupe pour les deux premiéres fréquences ((b) et (d)). Par contre & f = 0.5 et 0.6 MHz
(Fig. 2.8 (d)), la différence entre Av, et la somme des Av, est importante.

Les différences sont importantes autour de la direction 90° pour f = 0.5 MHz et autour de 45° pour f =
0.6 MHz. Ainsi, la validité de 'hypothése (2-29) dépend a la fois de la fréquence et la direction.
L’identification des limites de la validité de (2-29) représente un point de départ pour le développement
des méthodes de caractérisation des contraintes multiaxiales en se basant sur les variations de vitesse.
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Fig. 2-8 : A v du mode SO, en fonction de ¢. Pour f=10.2,0.3,0.5 et 0.6 MHz et o, = 100 MPa, 0, = —50 MPa, et o3 =
80 MPa. A,v induite par le tenseur de contrainte multiaxiale (trait continu et interrompu), et la somme de
variations relatives de vitesses induites par chaque composante du tenseur (les marqueurs circulaires et

triangulaires).
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IV. Cas d’une contrainte avec un profil variable dans I’épaisseur

Dans la section précédente, on s’est intéressé au cas ot la contrainte — multiaxiale — est uniforme dans
Pépaisseur. Ce cas, que l'on retrouve généralement lors des essais de traction/compression, est intéressant
et son étude représente la premiére étape a franchir pour mieux comprendre le cas le plus complexe, qui
est celui d’'une contrainte avec un profil variable dans 1’épaisseur. Ce dernier est le plus répandu dans
les cas industriels et son étude est donc importante.

Cette section s’intéresse donc au cas des contraintes non-uniformes. L’étude a été menée en toute fin de
thése et n’est pas compléte. Elle constitue une étude préliminaire et exploratoire permettant néanmoins
de mettre en évidence une série de résultats intéressants. Les conclusions qui en sont tirées ne peuvent
pas étre considérées comme générales par rapport a la question industrielle posée que ’on décrit ci-aprés.

Il existe de trés nombreux types possibles de profils non-uniformes de la contrainte en fonctions de
Pépaisseur suivant les procédés de fabrication / traitement qui sont & leur origine. Il est donc impossible
de mener une étude exhaustive. De plus, la contrainte reste toujours multiaxiale et il se peut que chaque
composante! posséde un profil différent de ceux des autres. Pour illustrer, cela on reporte ici quelques

résultats pris de la Réf. [93].

Guide roll

Al 5083 strip
—

2mm

Lower Die

Feeding roll

(a) Procédé ECAR (Fig.1 (a) de la Ref. [67]) utilise pour (b) MNlustration d’un état de contrainte biaxial,
augmenter la limite d'élasticité du matériau. homogéne dans le plan de la plaque et
variable dans |'épaisseur.

------ Transverse direction, 03

o Longitudinal direction, 03
& 150 Fig. 2-9 : Exemple de traitement mécanique
a . . . .
2 100 induisant un profil variable de contrainte dans
a une plaque. (a) le traitement ECAR dont
E 01 I'objectif est d’augmenter la limite d'élasticité
s 0 ¥ du matériau. (b) une illustration de I'état biaxial
2 0l Goy 1040 04 0 \ A 2 de contrainte induit. (c) profils de contrainte
b4 _100‘_' - \\|‘=___.,,—‘I“' biaxiale (o = (0,,0,)) dans I'épaisseur de la
E plaque aprés avoir subi le ECAR.
= 150 /I/

7200 Depth (mm)

(c) Profils de contrainte biaxiale dans I'épaisseur de la plaque (Fig.8 de la Réf. [93])

Les auteurs de Réf. [93] mesurent la contrainte résiduelle dans 1’épaisseur d’une plaque en aluminium,
en utilisant la méthode de diffraction des rayons-X couplée a la méthode d’enlévement de couche. La
contrainte résiduelle supposée biaxiale et homogéne dans le plan de la plaque est induite par un procédé
de laminage dit ECAR (de I’anglais Equal Channel Angular Rolling), dont objectif est d’augmenter la

1 On parle ici des composantes gy, 0,,05 de la contrainte, mais la direction a peut aussi avoir un profil variable dans
|"épaisseur, qui lui est propre.
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limite d’élasticité du matériau. Ce procédé est représenté par la Fig. 2.9 (a). Avant application du
laminage, la piéce est non-contrainte et son épaisseur est de 2mm ; aprés traitement, elle conserve la
méme épaisseur mais connait un état de contrainte biaxial induit — donné par la Fig. 2.9 (b) — homogeéne
dans le plan de la plaque et variable dans ’épaisseur. La limite d’élasticité passe de 150 MPa & 300 MPa
(voir la Fig.9 de la Réf. [93]). Sur la Fig. 2.9 (c), on trouve les profils des deux composantes o, et o, de
la contrainte. Cette figure montre que I’état de contrainte induit est multiaxial et les profils de chaque
composante sont différents I'un de 'autre. D’autres procédés de fabrication ou de traitement peuvent
induire d’autres états de contrainte (voir par exemple Réf. [26,94-96]).

Dans cette section, on s’intéresse aux effets d’une contrainte & profil variable dans 1’épaisseur, sur les
ondes de Lamb et SH. Les études qu’on a pu trouver utilisant les ondes de Lamb sont celles de Peddeti
& Santhanam [74] et Zuo et a/ [76] dans lesquelles les auteurs ont donné la variation de vitesse — en
fonction de la fréquence — dans la direction de la contrainte uniaxiale dans le plan, dans le cas ou cette
contrainte posséde un gradient linéaire dans 1’épaisseur. Pour ne pas alourdir cette section, on restreint
notre étude aux cas des contraintes biaxiales, dont les composantes peuvent avoir des profils quelconques.
Dans les quatre premiéres sous-sections, on s’intéresse essentiellement aux profils suivants :

.........

_

1
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|
|
d | 70_511
|
|
|
| a;
|
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|
|

;
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S
o

3
w

-

(a) Profil de contrainte dans I'épaisseur de la plaque (b) Profil de contrainte dans I'épaisseur de la plaque

donné par: o;(z;) = ol cos(2mxy/d) décrivant une donné par o;(x;) = o™ sin(2nz,/d) Décrivant une
traction prés des bords de la plaque, et une traction dans la premiére moitié de la plaque, une
compression a coeur. compression dans la seconde.

Fig. 2-10 : Les deux profils variables de contrainte dans |'épaisseur (d). o, sont les contraintes principales. oI sont les
amplitudes (positives) des contraintes principales. (z; = 0) correspond a la surface inférieure de la plaque. e,.5 = ¢, ou e,.

Remarque : dans la section précédente ou le profil de la contrainte était constant dans
I’épaisseur, on a utilisé 10 éléments pour mailler I’épaisseur, nombre d’éléments déterminé par
expérimentation numérique comme suffisant pour obtenir des résultats précis. Dans cette
section, nous avons remarqué que pour converger et obtenir des résultats précis, il était
nécessaire d’augmenter le nombre d’éléments dans 1’épaisseur. Nous avons choisi de la mailler
par 32 éléments puis 64 éléments dans la sous-section IV.E [p. 73]). Dans cette section la

plaque a les mémes propriétés élastiques et épaisseur que dans la section précédente.

A. Profils de contrainte : une étude comparative

Dans cette sous-section, nous étudions briévement la sensibilité des modes guidés au profil de la
contrainte. Pour cela, on étudie le cas d’une contrainte uniaxiale dans le plan, d’amplitude of* = 200 MPa.
Les trois profils sont : P

const

défini par un profil constant dans ’épaisseur, P, .. défini par la fonction
cosinus (Fig. 2.10 (a)) et P, défini par la fonction sinus (Fig. 2.10 (b)). Seuls les modes A0, S0, SHO,
A1, SH1 et S1 sont étudiés. La propagation se fait suivant la direction de la contrainte. Les résultats de

cette étude sont donnés Fig. 2.11.
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Fig. 2-11 : Variations relatives de vitesse des modes AQ, SO, SHO, A1, S1 et SH1 en fonction de la fréquence. Dans le
cas ol le profil de la contrainte uniaxiale dans le plan est constant (P,,,,,), en forme de cos (P,

> sine) €t en forme de sinus
(P,;n)- La propagation se fait dans la direction de la contrainte.
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La premiére ligne de la Fig. 2.11 montre les variations relatives de vitesse de groupe des modes
fondamentaux, la seconde, celles des modes d’ordre 1, la troisiéme, les variations relatives de vitesses de
phase des modes fondamentaux et la derniére, celles des modes d’ordre 1. Les résultats pour P,,,,, sont
tracés en noir, ceux pour P,

en rouge et ceux pour P, . en bleu. Toutes les variations sont relatives

osine sine

a I’état non-contraint.

Les variations relatives de vitesses (traduisant 'EAE) sont trés sensibles au profil de la contrainte. Pour
un méme mode, on peut avoir une variation quasi-nulle pour un profil alors qu’elle est importante pour
un autre (voir le cas de la vitesse Slg). Par ailleurs, 'EAE est toujours dispersif mais diversement selon
le mode, et selon qu’il s’agit de la vitesse de groupe ou de celle de phase.

Pour la vitesse de groupe du mode A0 (cellule (1,1) dans la Fig. 2.11) 'EAE induit par un profil constant
(Peonst
IEAE est presque nul a basse fréquence (1a ou la dispersion et 'EAE dus au P,
important & haute fréquence (f = 1.5 MHz).

Les EAE associés aux deux profils P, ., et P,

sine

) suit & peu prés le méme comportement que celui pour la vitesse AOg (voir Fig. 2.3). Pour P,

sine?

sont importants), mais

sont nuls ou négatifs, ce qui signifie que dans cette
direction, 'onde dans I’état contraint sera en retard par rapport a ’état non-contraint. Cependant, cela
n’est pas vrai pour 'EAE induit par le profil P, .. qui quant a lui passe du négatif au positif puis de
nouveau au négatif.

Les résultats du mode SO (cellule (1,2) dans la Fig. 2.11) montrent que méme s’il y a une ressemblance
entre les EAE dus aux profils P, ., et P, ...,
I’EAE est sensible au profil de la contrainte. L’EAE di au profil P, est presque nul jusqu'a 1 MHz et
relativement important au-dela (jusqu’a 2 MHz).

leurs valeurs restent différentes, ce qui consolide I'idée que

Pour le mode SHO (cellule (1,3) dans la Fig. 2.11), 'EAE est relativement faible comparé a ceux des
modes A0 et SO. Les EAE dus aux profils P, et P,

 osine SONt tous deux trés faibles mais dispersifs (ce
qui n’est pas le cas pour PEAE dt au profil P, ) comme déja remarqué dans les travaux de Zuo et a/

ine
[36] (Fig.9 et 10 de la référence) pour une plaque soumise un cisaillement simple.

Les EAE sur les modes d’ordre 1 (cellule (2,1-3) dans la Fig. 2.11) sont peu sensibles au profil P, .,
quand ceux dus aux deux autres profils sont toujours distincts. De fagon générale, les modes de Lamb
sont les plus sensibles a la contrainte.

En résumé, les vitesses de groupe et de phase partagent a peu prés les mémes tendances : les EAE sont
trés sensibles au profil de la contrainte ; les modes SH sont moins sensibles que les modes de Lamb ;
I’EAE dt au profil P, est plus faible que les EAE dus aux deux autres profils considérés.

ine

B. Non-linéarité de ’EAE en fonction du profil de la contrainte.

Nous avons mis en évidence dans le cas d’une contrainte constante dans I’épaisseur que 'EAE n’est pas
toujours linéaire et que la non-linéarité dépend & la fois de la fréquence et la direction de propagation.
On cherche ici & étudier si cette non-linéarité dépend aussi du profil de la contrainte. Pour cela, on méne
une étude o 'on a fait varier 'amplitude de la contrainte, pour des ondes a fréquence fixée (a 1.5 MHz),
fréquence pour laquelle les variations de vitesses dues aux trois profils sont importantes (voir la Fig.
2.11). Les résultats sont donnés Fig. 2.12.

Les EAE dus aux deux profils P, et P

cosine

sont quasiment linéaires. En revanche, 'EAE induit par le
profil P, est non-linéaire (si le terme linéaire existe, il est négligeable) ; l'allure des variations de vitesse
avec la contrainte est parabolique dans ce cas. Cette tendance non-linéaire de 'EAE di a ce profil a été
observée pour d’autres fréquence et directions de propagation.

Pour aller plus loin, on a étudié deux profils : o (z;) = 07" cos(drz,/d) et o,(x;) = o sin(drz,/d), mais
pour ne pas encombrer le corps du chapitre, les résultats sont donnés dans ’annexe An-Ch2-Fig. 3 [p.
87]. Ces résultats montrent que pour les trois profils P : oy(z3) = C*, P, 4 : o0y(x5) = cos(2mwy/d) et
s Pros(a) + 01(23) = cos(4mz,/d), les variations de vitesse en fonction de 'amplitude de la contrainte sont
linéaires. En revanche, pour les deux profils P, : 0,(z3) = sin(2ma;/d) et , Py, 01(x3) = sin(dnzs/d),
les variations de vitesse sont non-linéaires, d’allure parabolique.
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Fig. 2-12 : Variation relative de vitesse des modes AQ, SO, SHO, A1, S1 et SH1, pour f = 1.5 MHz en fonction de la
contrainte (o, = o]*), pour une contrainte uniaxiale dans le plan dont le profil dans I'épaisseur est constant (P,,,..), en

forme de cos (P,

) €t en forme de sinus (P,

sine)

. La propagation se fait dans la direction de la contrainte.
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Finalement, pour les profils de contrainte P, : o,(z;3) =sin(2nrz;/d), les variations de vitesse
dépendent de fagon quadratique de la contrainte pour tous les modes A0, SO, SHO, A1, S1 et SH1 étudiés.
Assurer que ce résultat général nécessiterait une étude paramétrique plus compléte qui n’a pas été réalisée

1CI.

C. Anisotropie de PEAE en fonction du profil de la contrainte

On étudie ici 'influence du profil dans ’épaisseur sur I’anisotropie des EAE, influence constatée dans le
cas de profil constant dans ’épaisseur. On calcule les variations relatives de vitesses des modes A0, SO,
SHO, A1, S1 et SH1 & la fréquence f = 1.5 MHz en fonction de I'angle # entre la direction de propagation
de 'onde et la direction de la contrainte uniaxiale o; maintenue & 200 MPa. Les résultats sont donnés
Fig. 2.13.

Pour la vitesse de groupe AOg (cellule (1,1) de la Fig. 2.13), anisotropie de 'EAE pour le profil P, .,
et celle pour le profil P, sont similaires et ressemblent & la courbe de la fonction usuelle F;, = a+
bcos(20). Suivant la direction de propagation, la variation relative de vitesse peut étre positive ou négative.
Cela n’est pas le cas pour 'EAE induit par le profil P,,,, qui est négatif quelle que soit la direction de
propagation. L'EAE induit par ce profil semble se rapprocher de la courbe de la fonction usuelle F, =
a + bycos(26) + by cos(40). Ceci conforte la conclusion des deux sous-sections précédentes sur le fait que
I’EAE est trés sensible au profil de la contrainte.

Pour la vitesse SOg (cellule (1,2) de la Fig. 2.13), les tendances sont similaires a celles observées pour
AOg a la différence prés qu’autour de 6 = 45°,135°, tous les EAE semblent s’annuler ; il en est de méme
pour la vitesse SOp (cellule (3,2) de la Fig. 2.13). Ainsi, dans cette direction, une onde a la fréquence

osine

f = 1.5 MHz ne sera pas affectée par la contrainte et ce pour les trois profils considérés.
L’EAE du mode SHO (cellule (1,3) de la Fig. 2.13) est trés faible pour les deux profils P,
ressemble & la courbe de la fonction F, alors que celui pour le profil P, est relativement important

et P et

ine cosine

(comparable aux EAE des modes de Lamb). Son allure ressemble a la fonction F). Pour la vitesse Alg
(cellule (2,1) de la Fig. 2.13), autour de 6 = 45°,135°, 'EAE est quasiment nul pour les trois profils ; il
en est de méme pour la vitesse Alp et pour le mode SO. Cependant, contrairement & ce qui se passe pour
le mode S0, les EAE induits par les deux profils P, et P, . . ne sont pas semblables : celui dt au P,
ressemble a la fonction F, mais pas celui da au P, .. L’'EAE di au profil P, . est peu anisotrope et
faible comparé a ceux des autres profils.

Les résultats du mode S1 montrent que pour 'EAE induit par le profil P, .., pour la vitesse de phase
(cellule (4,2) de la Fig. 2.13) est presque nul dans toutes les directions, alors que celui de la vitesse de
groupe (cellule (2,2) de la Fig. 2.13) est le plus important parmi les trois EAE des différents profils.
L’EAE induit par le profil P,,,. est presque nul pour ce mode, pour les deux vitesses de phase et de
groupe. Finalement, 'EAE induit par le profil P,
négatif, ce qui est différent des EAE dus aux deux autres profils.

Pour le mode SH1, I'anisotropie est différente de celle des modes de Lamb. Les variations de vitesses ne

est ou bien positif pour toutes les directions ou

se croisent pas (aucun point d’intersection des courbes représentant les EAE de chaque profil) et sont
, et P, ...). Contrairement aux

cosine

positives (pour le profil P, ) ou négatives (pour les deux profils P,

ine ons
modes de Lamb ol certaines variations de vitesse ressemblaient a la courbe de la fonction Fj, pour le
mode SH1, aucune variation de vitesse ne pourrait étre décrite précisément par cette fonction.

Pour résumer, 'anisotropie acoustoélastique est trés sensible au profil de la contrainte. L’allure de cette

anisotropie varie d’'un mode a un autre, et différe suivant qu’il s’agit de la vitesse de phase ou de groupe.
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Fig. 2-13 : Variation relative de vitesse des modes A0, SO, SHO, Al, S1 et SH1, a la fréquence f = 1.5 MHz en fonction
de I'angle entre la direction de propagation et celle de la contrainte. Les profils dans |'épaisseur de la contrainte uniaxiale

dans le plan est constant (P,

 onst ), €n forme de cos (P,,....) ou en forme de sinus (P,,).
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D. Décomposition de 'EAE vis-a-vis de la nature multiaxiale

On a étudié ’hypothése que 'EAE induit par un tenseur multiaxial (e.g. triaxial) est égal a la somme
des EAE induits par chaque composante uniaxiale considérée séparément dans le cas des profils
constants. Sa validité dépend a la fois de la fréquence et de la direction de propagation et du mode
considéré. Lorsqu’elle est valide, on peut espérer développer des méthodes d’inversion de la contrainte.

Dans cette section, on I’étudie pour le cas de contraintes biaxiale avec profils variables dans ’épaisseur.

1. Profils cissoidal—cissoidal

La plaque est soumise & un effort biaxial dans le plan, avec deux composantes dont les profils sont donnés
par o, (z3) = 07" cos(2mx5/d) et o,(x5) = 05 cos(2wx5/d) avec o =100 MPa et o' = —80 MPa. L’étude est
faite a la fréquence f = 1.5 MHz, (fréquence a laquelle les variations de vitesses étaient importantes pour
la plupart des modes (voir Fig. 2.11)). Ce cas est illustré par la figure suivante :

Fig. 2-14 : La plaque d’épaisseur 5mm soumise 3 un
effort biaxial dans le plan, qui varie en fonction de
|"épaisseur. Les deux profils de chaque composante sont
données par : o,(z5) = 0" cos(2mz5/d) et oy(x3) =

o5 cos(2mxs/d) avec of* =100 MPa et 05" = —80 MPa.

Les résultats pour le mode SO sont d’abord présentés.
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Fig. 2-15 : variation relative de vitesse du mode SO en fonction de |'angle 6 (entre la direction e, et celle de I'onde, a la
frequence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort biaxial dans le plan dont les profils sont donnés par : o, (z;) =
o cos(2mx5/d) et oy(z5) = 0§ cos(2mrs/d) avec o = 100 MPa et o5* = —80 MPa (d, épaisseur de la plaque ; 3, position
dans I'épaisseur). A v, est I'EAE induit par l'effort biaxial. Z?zl A,v, est la somme des EAE induits par chaque
composante considérée séparément.

L’EAE induit par le chargement biaxial (trait continu) et la somme des EAE induits par chaque
composante prise séparément (marqueurs circulaires) se superposent, indiquant que ’hypothése de
décomposition est valide. Pour les autres modes (A0, SHO, Al, S1 et SH1 avec les résultats donnés dans
Pannexe An-Ch2-Fig. 4 [p. 88]), hormis pour le mode SHO et la vitesse S1p ot les déviations entre A v,
et Z;Ar%l sont importantes, ’hypothése est également valide. Nous n’avons pas mené d’étude
paramétrique poussée pour établir quelles sont les plages de fréquence dans lesquelles elle le demeure.

2. Profils sinusoidal — cissoidal
On traite maintenant un cas ot dans la direction principale de contrainte e; le profil de contrainte est

sinusoidal (i.e. o,(x;) = o sin(27x,/d) avec of* = 100 MPa) et dans la direction e, le profil est cissoidal
(i.e. oy(z3) = o cos(2mzy/d) avec ot = —80 MPa). La figure suivante illustre le cas étudié :
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Fig. 2-16 : La plaque d'épaisseur d soumise a un effort
biaxial dans le plan, qui varie en fonction de I'épaisseur.
Les deux profils de deux composantes sont donnés par :

oy(x3) = o sin(2mz5/d) et oy(xy) = 05 cos(2mzs/d)
avec 0" = 100 MPa et o' = —80 MPa.

Les résultats sont présentés pour le mode AO.
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Fig. 2-17 : variation relative des vitesses du mode A0 en fonction de I'angle 6 a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque
est soumise & un effort biaxial dans le plan dont les composantes ont pour profils o,(z;) = 07" sin(2r2,/d) et oy(x3) =
ol cos(2mw,/d) avec o =100 MPa et o' = —80 MPa. A v, est I'EAE induit par I'effort biaxial, Z;AT% la somme
des EAE induits par chaque composante considérée séparément.

A nouveau, les deux courbes se superposent, indiquant que pour ce cas (profils sinusoidal — cissoidal)
Ihypothése de décomposition est valide. Contrairement au cas précédent (cissoidal — cissoidal),
Ihypothése est ici vérifiée pour tous les modes (résultats dans annexe An-Ch2-Fig. 5 [p. 89]).

L’allure de 'EAE sur le mode A0 est différente de celle du cas précédent (voir aussi An-Ch2-Fig. 4 [p.
88]) ; elle ne ressemble pas & la courbe de la fonction usuelle F; (introduite sous-section IV.C [p. 68])
mais plutot a celle de F, (voir IV.C [p. 68]). L’origine de cette différence vient de la superposition de
Panisotropie acoustoélastique induite par le profil cissoidal (mieux représentée par la fonction F)) et celle
induite par le profil sinusoidal (mieux représentée par la fonction Fj).

3. Profils sinusoidal— sinusoidal

On poursuit I'étude avec deux composantes du tenseur biaxial a profils sinusoidaux. La figure suivante
illustre le cas étudié.

Fig. 2-18 : La plaque d'épaisseur d soumise a un effort

biaxial dans le plan, qui varie en fonction de I'épaisseur.
Les deux profils des composantes sont données par :
oy(x3) = o sin(2mag/d) et oy(xs) = of sin(2mws/d)
avec of" = 100 MPa et 03" = —80 MPa .
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On présente les résultats obtenus pour le mode AQ.
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Fig. 2-19 : variation relative des vitesses du mode A0 en fonction de I'angle 6, a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque
est soumise 3 un effort biaxial, avec des composantes dont les profils sont donnés par o, (z;) = o7 sin(27x;/d) et oy(x3) =
ol sin(2nxs/d) avec 0" = 100 MPa et o5* = —80 MPa. A v, est I'EAE induit par I'effort biaxial, Z; A, estlasomme
des EAE induits par chaque composante considérée séparément.

Contrairement aux deux cas précédents, I’hypothése de décomposition n’est pas vérifiée dans le cas
présent, comme présenté par la Fig. 2.19 et ne l'est d’ailleurs pour aucun mode (annexe An-Ch2-Fig. 6

[p- 90]).

4. Profils sinusoidal— constant

Ici, le profil dans I’épaisseur de la composante de la contrainte suivant e; est sinusoidal tandis que celui
de la composante suivant e, est constant.

Fig. 2-20 : La plaque d'épaisseur d soumise a un effort
biaxial dans le plan, qui varie en fonction de I'épaisseur.
Les deux profils des composantes sont données par :
oy(x3) = o sin(2nx5/d) et o,(xy) =o0F avec ot =
100 MPa et o5 = —80 MPa .

Les résultats sont montrés pour le mode AOQ :
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Fig. 2-21 : variation relative de vitesses du mode AQ en fonction de I'angle 6, a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque
est soumise a un effort biaxial dans le plan dont les composantes sont données par o, (z;) = 07" sin(2wz;/d) €t oy(x;) =
o avec o = 100 MPa et o' = —80 MPa . A, v, est I'EAE induit par I'effort biaxial, Ele A,v, est la somme des EAE
induits par chaque composante considérée séparément.
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L’hypothése de décomposition est valide pour tous les modes étudiés, S0, SHO, A1, SH1, et S1 (An-Ch2-
Fig. 7 [p. 91]). Par ailleurs on remarque que les variations de vitesse ont ici des allures similaires a celles
du cas des profils sinusoidal-cissoidal (IV-D.2 [p. 70]).

Conclusion

Dans cette sous-section, nous avons étudié la validité de 'hypothése que 'EAE induit par un tenseur
biaxial est égal & la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément, hypothése
essentielle pour imaginer des solutions au probléme inverse comnsistant a trouver les distributions de
contraintes grace a la mesure des variation de vitesses modales.

Quatre cas de combinaisons de profils variables ont été étudiés, combinant profils sinusoidal, cissoidal

et uniforme/constant. Dans les différents cas, sauf le cas combinant deux profils sinusoidaux, I’hypothése

était valide, et ce, pour des modes de Lamb, SH, fondamentaux ou du premier ordre. Pour le cas ou elle
n’est pas vérifiée, on soupconne que la non-validité provient de deux facteurs suivants :

1. Non-linéarité de 'FAFE induite par le profil sinusoidal: il a été observé (voir la Fig. 2.12 [p. 67])
que contrairement aux profils constant et cissoidal, le profil sinusoidal induit un EAE non-linéaire
(quadratique), alors qu’il est quasiment linéaire pour les deux autres. Cela peut expliquer que la
somme des EAE induits par des composantes & profil sinusoidal ne peut étre comparée a 'EAE de
leur combinaison.

2. L’EAF induit par le profil sinusoidal est relativement plus faible : dans les résultats des Fig. 2.12 [p.
67] et Fig. 2.13 [p. 69] pour presque tous les modes, 'EAE induit par le profil sinusoidal est plus
faible que ceux induits par les deux autres profils. En combinant un tel profil sinusoidal avec 'un
des deux autres, I'hypothése de décomposition reste valide, la non-linéarité du faible EAE induit par
le profil sinusoidal est dominée par la linéarité de 'EAE induit par I'un des deux autres profils.

E. Décomposition de ’EAE vis-a-vis du profil variable

Dans cette section, compte tenu des résultats précédents, on essaie de fournir quelques éléments pouvant
étre utiles & la résolution du probléme acoustoélastique inverse dans le cas ou les profils de contrainte
dans I’épaisseur ne sont pas constants avec l'objectif de les caractériser.

L’idée est la suivante. Si l'on se donne une base de fonctions (Fourier, B-Splines, polynémes...) sur
laquelle projeter des profils quelconques de contraintes, alors, au lieu d’étudier 'EAE induit par ces
contraintes, on peut étudier les EAE induits par les contraintes ayant pour profils des éléments de cette
base. Dans ’hypothése de linéarité, ot 'EAE induit par la contrainte quelconque serait égal & la somme
des EAE induits par la combinaison linéaire décomposant cette contrainte sur les éléments de la base,
on peut « espérer » développer des méthodes d’inversion pour des profils arbitraires se basant
uniquement sur la connaissance des variations de vitesses pour les profils élémentaires.

Formellement, considérons un profil de contrainte P (une fonction quelconque de la position x5 dans
Iépaisseur) et P sa projection sur la base des fonctions P, avec

N
P=Y a,p, (2-31)
k=1

N étant le nombre de profils élémentaires figurant dans la projection et a;, sont des constantes réelles.
En supposant que \P—}B\ est acceptable! on doit examiner dans quelle mesure I'égalité suivante est
vérifiée :

Av, (P) = XN: a,Av, (P,) (2-32)

k=1

Aw, : variation de vitesse (EAE) induite par une composante i de la contrainte i € {1,2,3}.

Si elle est vérifiée, on peut imaginer des méthodes pour inverser a partir des variations de vitesses, non
pas Av, (P) (i.e. trouver la contrainte, profil compris), mais uniquement les Av, (P,).

1 C'est I'intervalle de tolérance sur la mesure de la contrainte qui impose ce critére d'acceptabilité.
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Ici, seul le cas uniaxial est traité afin de concentrer la discussion des résultats sur la décomposition elle-
méme. La fréquence d’étude est toujours f =1.5 MHz. La base choisie est une base permettant la
décomposition en série de Fourier (sans le terme constant). Plusieurs cas sont étudiés, suivant la

complexité du profil de la contrainte, pour mieux saisir & quoi tient la validité ou non de cette
décomposition.

1. Profil constitué de deux fonctions de base.

Dans ce cas, le profil P de la contrainte uniaxiale, est donné par :
P(z3) = 0i™ cos(2mz4/d) + 02™ sin(27wx4/d) (2-33)

avec oi™ = 100 MPa et o?™ = —80 MPa.

Dans ce cas, on a P = P. Cet exemple vise & vérifier que la décomposition est possible dans un cadre
simple (deux fonctions de base et P = P).

Fig. 2-22 : La plaque d'épaisseur d est soumise a un

i P I effort uniaxial dans le plan, qui varie en fonction de
]
di — I'épaisseur. Le profil de la contrainte est la somme des
1
i deux profils suivants : P(z;) = 0i™ cos(2mxy/d) et
|
* Pg(z3) = 0™ sin(2rz5/d) avec oi™ =100 MPa et 02" =
—80 MPa .
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Fig. 2-23 : EAE en fonction de I'angle 6, a la fréquence de 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans
le plan Le profil de la contrainte est la somme des deux profils : P, (x3) = 0}™ cos(2nx5/d) et Pg(x;) = 02™ sin(2wx5/d)
avec o{™ =100 MPa et o™ = —80 MPa . A, v, est I'EAE induit par I'effort dont le profil est Pp + Pg. Et Avp +
A,vp est la somme des EAE induits par chaque profil considérée séparément.

La Fig. 2.23 présente les résultats pour le mode S0. L’EAE induit par le profil P (trait continu : A v;)
est égal a la somme des EAE induits par chaque profil (marqueur circulaires : A vp, + A, vy ). Cela est
également vérifié pour les autres modes (An-Ch2-Fig. 8 [p. 92]), avec des petites déviations pour le mode
SHO, autour de la direction de propagation & 90° de la composante de la contrainte.

2. Profil constitué de quatre fonctions de base plus une erreur

On choisit cette fois un profil plus complexe, donné ci-dessous :
P(z3) = 01™ cos(27m5 /d) + o™ cos(dna, /d) + o3 sin(2nz, /d) + oi™ sin(27x, /d) + e, (z5) (2-34)

avec oi™ = —50 MPa et ¢?™ = 100 MPa, o™ = 80 MPa et o™ = 60 MPa. On ajoute ici e,, une fonction
erreur donnée par! :

e.(x) = o, sinc(z € [—4,3]) (2-35)
avec o, = 25 MPa

e, (x5 =9) = sinc(—4) et e, (x5 = — %) = sinc(3)
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Fig. 2-24 : Plaque d'épaisseur d soumise a un effort
uniaxial dans le plan, variable dans I'épaisseur. Le profil
de la contrainte est la somme des cinq profils suivants :

| P Py by Er 1 2

! Py (z3) = o{™ cos(2mz3/d) Py(x3) = o™ cos(dmzy/d),
d = + + + + Py(z3) = ol™ sin(2nxy/d), Py(zy) = o™ sin(4rxy/d) et

‘ (x) = o, sinc(x € [—4,3]) avec o™= —50 MPa et

e,
o?m = 100 MPa , o$™ =70 MPa , of™ = 60 MPa et
o, = 25 MPa.

Pour étudier la validé de ’hypothése de décomposition (2-32), et effet de I’erreur, on donne Fig. 2.25
les résultats pour les modes SO et S1, les résultats pour les autres modes étant donnés dans 'annexe (An-
Ch2-Fig. 9 [p. 93])

Cette fois, I'hypothése de validité de la décomposition n’est pas toujours vérifiée. Cela dépend du mode,
de la nature de la vitesse considérée (phase ou groupe) et de angle. La déviation induite par la présence
de Verreur dépend elle aussi de ces différents facteurs. Les résultats pour les modes SO et AO sont peu
affectés par la présence de l'erreur contrairement a ceux pour le mode SHO (An-Ch2-Fig. 9 [p. 93]). La
déviation entre A vy et Y°A vp est la plus importante autour des angles 0° et 90°.

Pour les modes S1 (et Al en annexe (An-Ch2-Fig. 9 [p. 93]), 'hypothése de décomposition pourrait étre
considérée comme valide, mais 'EAE est affecté pour ces modes par la présence de erreur. Dans la
méme annexe, il apparait que I’hypothése de décomposition est mieux vérifiée pour les effets sur les
modes d’ordre supérieur (Z.e. A1, SHI, et S1) que pour ceux sur les modes fondamentaux (7.e. A0, SHO,
et SO). Hormis pour le mode SH1, dans tous les résultats (An-Ch2-Fig. 9 [p. 93]) la déviation entre A, vy
et Y A,vp est plus petite que celle entre A, v, (i.e. EAE induit par le profil défini par la somme des
quatre profils P, plus celui de I'erreur e,.) et YA vy .

Afin de comprendre 'origine de ces comportements et tenter de formuler une régle permettant de savoir
a priori pour quel mode la décomposition (2-32) est la mieux respectée, les résultats pour les 13 modes
existant a la fréquence de 1.5 MHz ont tous été étudiés (A0, A1, A2, A3, SO, S1, S2, S3, SHO, SH1, SH2,
SH3, et SH4) et sont présentés dans 'annexe An-Ch2-Fig. 10 [p. 94]. Dans la méme annexe (An-Ch2-
Fig. 11 [p. 95]) on a donné aussi les déplacements modaux (dans le cas non-contraint), et on a superposé
a ces déplacements le profil normalisé de la contrainte.
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Fig. 2-25 : EAE en fonction de I'angle 6 & 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A,vp,
est I'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3P, +e¢,, A vy celui dont le profil est =3P, et =Y A vp est la
somme des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Les profils sont donnés par P, (z;) = oi™ cos(2mx;/d)
Py(x3) = 02™ cos(dnas/d), Py(z5) = 03™ sin(2mz4/d), Py(z5) = of™ sin(dnzy/d) et e, (x) = o, sinc(x € [—4,3]) avec o™ =
—50 MPa et o?™ = 100 MPa, 0'?7” =70 MPa , 0™ = 60 MPa et o, = 25 MPa.

L’objectif est d’étudier si le fait que ’hypothése de décomposition (2-32) soit vérifiée dépend ou non de
I’allure des déplacements modaux et de leur capacité & « mimer » le profil de la contrainte. En effet, elle
est généralement vérifiée pour les modes d’ordre 1 (voir Fig. 2.25 et An-Ch2-Fig. 9 [p. 93]) qui possédent
de plus hautes fréquences spatiales que celles du profil de la contrainte. On peut donc imaginer qu’ils
seront plus aptes & interagir avec profil complexe de contrainte, alors qu'un mode dont les déplacements
modaux ont une fréquence spatiale faible moyennerait cette interaction sur ’ensemble de 1’épaisseur.
La Fig. 2.26 présente la superposition des profils modaux (A0 et A3) et des contraintes statiques ainsi
que les résultats semblables & ceux présentés précédemment comparant les EAE pour ces modes prédits
suivant les différentes modalités de calcul permettant de vérifier I’hypothése de décomposition.
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Fig. 2-26 : (colonne 1) EAE en fonction de I'angle 8 a 1.5 MHz, pour la vitesse de groupe des modes AO et A3. (la
colonne 2) les déplacements modaux de ces modes (dans |'état non contraint), superposés au profil de la contrainte
uniaxiale P normalisé (trait interrompu noir). Les profils sont donnés par P,(z;) = 0i™ cos(2nwy/d) Py(x3) =
2™ cos(dnxs/d), Py(zg) = 03™ sin(27x5/d), Py(xs) = o™ sin(dmxy/d) et e, (x) = o, sinc(x € [—4,3]) avec oi™ = —50 MPa
et o3™ = 100 MPa, U?m =70 MPa , 0i™ = 60 MPa et o, = 25 MPa.

Les profils des déplacements modaux du mode AO sont relativement simples, alors que la variation de
celui de la contrainte dans 1’épaisseur ne l'est pas. L’interaction du mode A0 avec cette contrainte peut
donc avoir un effet intégrateur/moyenneur sur ’épaisseur de la relative complexité de la contrainte.
Inversement, ceci pourrait expliquer pourquoi les variations de vitesses induites par une contrainte
complexe se comportent plus conformément & notre conjecture (i.e. plus on monte en ordre dans les
modes, plus la déviation entre A v et YA v, est faible). Cette derniére est bien vérifiée pour tous les
modes de Lamb antisymétriques A0, Al, A2, et A3, (voir annexe An-Ch2-Fig. 10 [p. 94]) pour lesquels
la déviation entre A, vy et 3 A vy est presque négligeable. Il en va de méme pour les modes de Lamb
symétriques, (voir annexe An-Ch2-Fig. 10 [p. 94]), hormis pour le mode S3. Notons que pour le mode
S3, la variation relative de vitesse est trés faible comparée a celle des autres modes de Lamb symétriques.
Pour les modes SH (An-Ch2-Fig. 10 [p. 94]), la conjecture n’est pas respectée a cause du mode SH3,
pour lequel I'écart entre A, vy et 3°A vp est plus grand que celui des modes SHO, SH1, et SH2.

L’effet de l'erreur e, sur les EAE des 13 modes est variable et ne respecte par la conjecture suivant
laquelle plus on monte en ordre dans les modes plus la déviation entre A, vy, et A vp est faible. Cela
peut s’expliquer par le fait que les déplacements modaux ne sont pas en mesure de décrire la complexité
de la variation spatiale du profil d’erreur, ce qui conduit & des résultats pouvant apparaitre « aléatoires ».
On peut & ce stade conjecturer que pour que ’'EAE induit par un profil P —combinaison des fonctions
de base P, — soit égal a la somme des EAE induits par chaque profil donné des éléments de cette base
(hypothese (2-32)), il faut que les déplacements modaux puissent décrire la variation dans ’épaisseur du
profil P. De facon corollaire, il faudra utiliser des modes d’ordre élevé pour des profils de contrainte
présentant d’importantes variations dans 1’épaisseur.

Les résultats de la Fig. 2.12 [p. 67] et An-Ch2-Fig. 3 [p. 87] (voir annexe) montrent que les EAE induits
par des profils sinusoidaux dépendent non-linéairement de la contrainte, quand ceux induits par des
profils cissoidaux sont quasiment linéaires. La non-linéarité liée aux profils sinusoidaux empéche de
décomposer 'EAE induit par un effort biaxial (dont les deux profils sont sinusoidaux) en la somme des
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EAE induits par chaque composante uniaxiale considérée séparément (voir D.3 [p. 71]). Les profils
sinusoidaux sont donc vraisemblablement & l'origine de la non-vérification de I’hypothése (2-32). Pour
le confirmer, on étudie trois profils différents dans la suite de cette sous-section.

3. Profil constitué de trois fonction de base cissoidales

L’hypothése (2-32) est d’abord étudiée dans le cas d’un profil de la contrainte dans I’épaisseur composé

uniquement de profils cissoidaux :
P(zy) = 01™ cos(2mz5/d) + 03" cos(dmxy/d) + o™ cos(6mx,/d) (2-36)
avec oi™ = —50 MPa et 2™ = 100 MPa, 3™ = 70 MPa. Le profil de la contrainte est illustré ici.

Fig. 2-27 : Plaque d'épaisseur 5mm soumise a un
effort uniaxial dans le plan, variable avec |'épaisseur.
Le profil de la contrainte est la somme des cinq profils
P suivants : Py (x3) = o1™ cos(2mx3/d) Py(xq) =
o2 cos(dmag/d), et Py(xs) = oi" cos(—mx4/d). avec
g™ = —50 MPa et o™ = 100 MPa, 0'%7” =70 MPa
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Les résultats sont donnés pour le mode SO.
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Fig. 2-28 : EAE en fonction de I'angle 8 a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. 4, v,
est I'EAE induit par I'effort de profil P =3P, et 3 A, vp, est la somme des EAE induits par chaque profil considéré

3m

séparément. Les profils sont : P, (z5) = 0™ cos(2mx3/d), Py(x3) = 03" cos(dmay/d), Py(z4) = 02™ cos(6ma,/d) avec o™ =
—50 MPa et o™ =100 MPa, o™ = 70 MPa

L’EAE induit par le profil P est égal a la somme des EAE induits par chaque profil considéré séparément
et. hypothése de décomposition est valide pour ce mode. Dans Pannexe An-Ch2-Fig. 12 [p. 96] et An-
Ch2-Fig. 13 [p. 97]), on donne les résultats pour les autres modes, montrant que ’hypothése (2-32) est
valide, presque pour toutes les vitesses, sauf A2p ol une déviation importante se manifeste. Cependant,
la variation relative de cette vitesse est trés faible comparée aux autres.

4. Profil constitué de trois fonctions de base sinusoidales

On étudie maintenant la validité de 'hypothése (2-32) dans le cas o le profil de la contrainte dans

I’épaisseur n’est composé que des profils sinusoidaux :
P(zy) = oi™sin(2nz5/d) + 03" sin(drzy/d) + o™ sin(6mz,/d) (2-37)

avec oi™ = —50 MPa MPa et 2™ = 100 MPa MPa, 3™ = 70 MPa. Le profil de la contrainte est illustré ici.
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Fig. 2-29 : Plaque d'épaisseur 5mm soumise a un
effort uniaxial dans le plan, variable avec |'épaisseur.
Le profil de la contrainte est la somme des cinq profils
suivants : P, (z3) = oi™ sin(2nz,/d) Py(zy) =
o2 sin(drzy/d), et Py(zgy) = o™ sin(—mzy/d). avec
g™ = —50 MPa et o™ = 100 MPa, O'%W =70 MPa
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Fig. 2-30 : EAE en fonction de 'angle 8 a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. 4,v;
est I'EAE induit par I'effort de profil P =3P, et YA vp est la somme des EAE induits par chaque profil considéré
séparément. Les profils sont : P,(z3) = o}™ sin(2rx,/d) Py(xs) = 02 sin(4mws/d), Py(xs) = o™ sin(6mzx,/d) avec
o}™ = —50 MPa et o7™ = 100 MPa, o3™ = 70 MPa

La figure ci-dessus et les résultats dans 'annexe (An-Ch2-Fig. 14 [p. 98] et An-Ch2-Fig. 15 [p. 99])
montrent qu’hormis le cas du mode SH4, les déviations entre 'EAE induit par le profil P et la somme
des EAE induits par les profils P, sont telles que 'hypothése de décomposition n’est pas valide.

K2

5. Profil constitué de six fonctions de base

Pour finir, on étudie la validité de I'’hypothése en choisissant le profil donné par la somme des deux
profils précédemment étudiés, I'un conduisant & conclure a sa validité, ’autre, & conclure le contraire.

P(z;) = 01™(cos(2rx,/d) + sin(2rz,/d)) + 02™ (cos(4rx,/d) + sin(4dnz,/d)) (2-38)
+ 3™ (cos(6mx,/d) + sin(67x,/d))

avec oi™ = —50 MPa MPa et ¢7™ = 100 MPa, o™ = 70 MPa

Fig. 2-31 : Plaque d'épaisseur 5mm soumise a un
' effort uniaxial dans le plan, variable avec I'épaisseur.

: Le profil de la contrainte est la somme des cinq profils
d i suivants : P (z5) = o™ cr{s(2ﬂ$3/d) Py(zy) =
: P 3™ cos(dmzy/d), et Py(xy) = 03" cos(6mzy/d). Py(xs) =
]

o™ sin(2ms/d) Ps(xs) = of™ sin(4maz/d), et Py(vs) =
¥ sin(6rz4/d). avec o™ = —50 MPa MPa et o2 =
100 MPa, o™ = 70 MPa

Les résultats pour le mode A0 sont donnés pour les trois profils, sinusoidaux, cissoidaux et la somme de

ces deux.
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Fig. 2-32 : EAE en fonction de I'angle 8 a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A vy est

I'EAE induit par I'effort dont le profil est P =Y P, et Y A, vp est la somme des EAE induits par chaque profil considéré

séparément. Les profils sont : P, (z;) = 0i™ cos(2mx5/d) Py(z3) = 02™ cos(dmay/d), et Py(x3) = 03™ cos(bmas/d). Py(xs) =

ol sin(2rz4/d) Py(xs) = 0™ sin(4nzy/d), et Pg(xs) = o™ sin(6may/d). avec oi™ = —50 MPa MPa et o™ = 100 MPa,
m — 70 MP:

o? a

Cette fois, I'hypothése (2-32) est mieux vérifiée qu’elle ne l’est pour le cas sinusoidal, mais moins bien
que pour le cas cissoidal. Il en est de méme pour tous les modes existant a cette fréquence (voir annexe
An-Ch2-Fig. 16 [p. 100] et An-Ch2-Fig. 17 [p. 101].

Par ailleurs on remarque que 'EAE (A v, dans la derniére ligne de Fig. 2.23) induit par le profil P défini
par la somme des deux profils P§ (combinaison des profils cissoidaux) et P; (combinaison des profils
sinusoidaux), est égal a la somme des deux EAE (A, v, dans les deux premiéres lignes de Fig. 2.23)
induits par chacun de ces deux derniers. C’est aussi le cas pour les autres modes (voir annexe An-Ch2-
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Fig. 15 [p. 99] An-Ch2-Fig. 16 [p. 100] et An-Ch2-Fig. 17 [p. 101]). Ce constat suggére que les EAE
induits par les profils cissoidaux et ceux induits par les profils sinusoidaux sont découplés.

On peut finalement déduire des présents résultats que la validité ou non de I’hypothése de décomposition
(2-32) est régie par le comportement linéaire ou non-linéaire des EAE induits par les profils élémentaire
P, engendrant le profil de la contrainte.

Cependant, tous les résultats présentés pour étudier la validité de I'hypothése de décomposition ont été
calculés a une seule fréquence. Comme EAE est fortement dispersif, il se pourrait que pour d’autres
fréquences, des explications avancées ici ne tiennent plus. Seule une étude fréquentielle s’intéressant a
tous les modes présents a chaque fréquence permettrait réellement de conclure avec certitude sur la
possibilité de décomposition d’un profil quelconque de contrainte dans ’épaisseur. Une telle étude est
prévue dans le cadre d’un projet déposé en collaboration avec la société Vallourec.

F. Conclusion

Dans cette section, on s’est intéressé au cas oul la contrainte posséde un profil variable dans I’épaisseur
de la plaque. Il est représentatif de cas que ’on rencontre dans 'industrie, résultant de certains procédés
de fabrication. A présent, seules les méthodes semi-destructives ou destructives permettent de les
mesurer. Développer une méthode non-destructive de caractérisation d’un état de contrainte & profil
arbitraire dans I’épaisseur constitue donc un enjeu important.

Dans cette section, on s’est intéressé a la sensibilité des ondes guidées & ces contraintes — avec en téte
I’idée d’imaginer la possibilité de développement de méthodes non-destructives permettant de les
caractériser — en étudiant les EAE qu’elles induisent. Pour cela, on a suivi une démarche semblable &
celle suivie dans la Sec. IIT [p. 54] dans le cas des contraintes constantes dans I’épaisseur. Cette étude
constitue une premiére approche et aboutit a quelques conclusions partielles ; une étude compléte doit
étre menée ultérieurement qui dépasse le cadre et de la durée de cette thése.

On a tout d’abord montré que 'EAE est bien sensible a différents types de profils non-uniformes (IV.A
[p. 64]). Puis, on a étudié (IV.B [p. 66]) la linéarité de 'EAE selon le profil de contrainte et montré que
les profils constants et cissoidaux conduisent & des EAE linéaires quand un profil sinusoidal conduit &
un EAE fortement non-linéaire.

La sous-section IV.C [p. 68] a permis de s’intéresser a l'anisotropie acoustoélastique induite, qui s’avére
dépendre de ces profils.

On a montré (IV.D [p. 70]) que 'EAE induit par une contrainte biaxiale avec deux profils non-uniformes
est égal & la somme des EAE des deux composantes uniaxiales prises séparément dés lors qu’aucun profil
sinusoidal n’est impliqué, un tel profil induisant des EAE non-linéaires.

Finalement, dans la sous-section IV.E [p. 73|, nous avons étudié dans le cas d’une contrainte uniaxiale
si un profil complexe, descriptible comme une combinaison linéaire de profils de base (par ex :., sous la
forme d’une décomposition en série de Fourier), induit des EAE égaux a la combinaison linéaire des EAE
induits par les profils de base. Il apparait plus adapté de prendre en considération des modes de rang
élevé (dont le profil de déplacement est complexe dans I’épaisseur) pour reconstruire correctement les
profils complexes de contrainte. Les EAE non-linéaires induits par les profils sinusoidaux semblent poser
probléme pour cette superposition.
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V. Validation du modéle acoustoélastique (MAE)

Dans cette section, on valide le modéle développé dans les deux chapitres (1 et 2). Cette validation
consiste & comparer les prédictions du modéle (i.e. variations de vitesse en fonction de la contrainte)
avec des résultats expérimentaux. Pour cela, on a cherché dans la littérature des résultats expérimentaux
sur les ondes de Lamb et SH. Cependant, du fait que 'application de la TAE aux cas de la propagation
guidée est relativement récente, peu de résultats expérimentaux sont disponibles. On peut citer par
exemple les travaux de Murayama [77] dans lesquels les variations de vitesse des modes SO et SHO ont
été mesurées lors d’'un essai de traction. Les constantes d’élasticité non-linéaires intervenant n’étant pas
fournies, il nous a été impossible de chercher a les reproduire par le calcul. On peut citer également les
travaux de Jager et al [73] dans lesquels les variations de vitesse des modes A0 et SO ont été mesurées
en fonction de la contrainte uniaxiale mais de nouveau, les constantes d’élasticité non-linéaire ne sont
pas fournies. Les travaux de Pei & Bond [72] ont traité expérimentalement la variation de vitesse de
groupe du mode S1 en fonction de la déformation induite par la contrainte uniaxiale (les variations de
vitesse sont mesurées dans la direction de la contrainte). La théorie et le matériau de ces travaux sont
ceux présentés dans les travaux de Gandhi et al. [68] dans lesquels I'expérience a été faite pour les trois
modes S0, AO, et S1 et les variations de vitesse sont données en fonction de la contrainte (et non pas la
déformation) dans plusieurs directions de propagation. Les résultats expérimentaux de Gandhi et al
[68] sont donc utilisés dans ce qui suit pour la validation du modéle développé dans les deux premiers
chapitres. Dans ces travaux, la plaque en aluminium (de méme propriétés que celles de la plaque étudiée
tout au long de ce chapitre), a une épaisseur de d, = 6.35 mm, et est soumise & un chargement uniaxial
dans le plan. Les variations de vitesses par rapport a I’état non-contraint des trois modes SO & 250 kHz,
A1l a 400 kHz, et S1 & 600 kHz sont étudiées. Deux séries de mesures ont été effectuées. 1) Propagation
unidirectionnelle : dans cette série, la variation de vitesse est mesurée dans la direction de la contrainte
uniaxiale pour des valeurs de contrainte allant de 0 & 57.5 MPa par pas de 5.75 MPa. L’objectif de cette
expérience est d’étudier la variation de la vitesse en fonction de la valeur de la contrainte. 2) Propagation
multidirectionnelle : dans cette série, la contrainte uniaxiale est maintenue a 57.5 MPa et les variations
de vitesses sont mesurées dans différentes directions (9 directions) par rapport a celle de la contrainte.
Ces expériences sont présentées par la figure suivante :

(a) Propagation unidirectionnelle entre un émetteur (E,)

et un récepteur (R;).

57.5MPa
4

57.5MPa

(b) Propagation multidirectionnelle entre plusieur couples  (c) La plaque soumise & une traction uniaxiale (Gandhi

émetteur-récepteur . [97)

Fig. 2-33 : La plaque est soumise a un effort uniaxial. (a) les variations de vitesses sont mesurées dans la direction de la
contrainte. (b) Les variations sont mesurées dans plusieurs directions, comme indiquées sur le schéma (9 au total). (c) :
plaque dans une machine de traction.
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Les transducteurs utilisés dans ’expérience Réf. [68] sont des pastilles PZT collées & la plaque dans son
état naturel. Par conséquent, la distance entre 'émetteur et le récepteur (e.g. [ sur Fig. 2.33 (a)) dépend
de la contrainte. Gandhi et a/ [68] prennent en compte ce fait a travers des corrections des mesures de
la variation de vitesse. Dans le cas de la propagation unidirectionnelle, la variation de la distance est
donnée par Al = e,.l, ol ¢, est la déformation induite par la contrainte et [, la distance entre les capteurs

dans 1’état naturel.
Dans la figure ci-dessous (Fig. 2.34), on compare :

—  les résultats expérimentaux (Exp : marqueur circulaire noir) de la Réf. [68],

—  les prédictions & ’aide du présent modéle avec la prise en compte de la variation de I'épaisseur
de la plaque (AEM : d(o) : trait continu noir),

—  les prédictions a 'aide du présent modéle sans la prise en compte de la variation de ’épaisseur
de la plaque (AEM : d, : trait interrompu noir),

—  les résultats théoriques de Réf. [68] (Gandhi et al: trait dash-dotted),

— les résultats théoriques de Yang et al [75] ( Yang et al : trait continu + marqueur triangulaire).

Alp: [f = 400 kHz]

S0p : [f = 250 kHz| Slp : [f = 600 kHz]
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Fig. 2-34 : Comparaison entre les résultats expérimentaux, le modéle théorique, et les travaux théorique de Ref. [68 et 75].
Dans la premiére ligne on donne la propagation unidirectionnelle, et dans la deuxiéme la propagation multidirectionnelle.
De gauche a droite : le modes SO, S1, et Al.

Dans la premiére ligne de la Fig. 2.34, on donne les résultats de la premiére série de mesure (propagation
unidirectionnelle), et dans la seconde ceux de la deuxiéme (propagation multidirectionnelle). Dans les
deux cas, le présent modéle (trait continu noir) prédit de fagon plus précise les expériences que les
modeles de la littérature (Réf. [68 et 75]), et est en trés bon accord avec les résultats expérimentaux.
Les différences observables avec les résultats théoriques de la littérature peuvent étre expliquées par les
raisons mentionnées dans le chapitre 1 (Sec. II-C [p. 39] (!)). En comparant les résultats ot la variation
de I’épaisseur induite par la contrainte a été prise en compte (trait continu noir) et ceux ot elle ne 'a
pas été (trait interrompu noir), on remarque que la prise en compte améliore les résultats. Cependant,
la correction apportée n’est pas quantitativement trés importante. De fait, a ces fréquences, la dispersion
des modes SO, A1, et S1 est tres faible, ce qui conduit & ce que Av, le soit aussi.

1 La démarche linéaire pour le calcul de la déformation initiale.
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VI. Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode SAFE a été adaptée pour prédire les solutions modales de la propagation
guidée dans une plaque en présence de contraintes dans le cadre du développement de la TAE. L’une
des modifications consiste & prendre en compte le changement d’épaisseur de la plaque induit par
I’application de la contrainte. L’effet de ce changement induit des variations de vitesse du méme ordre
de grandeur que celles induites par leffet de la contrainte sur les propriétés élastiques du matériau. A
I’aide du code SAFE-AE, on a étudié 'effet de la contrainte sur les déplacements modaux et on a montré
que la nature pure de modes de Lamb et SH est perdue si la contrainte mécanique est appliquée. Un
algorithme pour classer les modes se basant sur le fait que les modes restent « semblables » & leurs
homologues dans le cas non-contraint a été proposé. La relation entre variation de vitesse et contrainte
(EAE) a été étudiée : on a pu montrer qu'elle est non-linéaire dans le cas général, et que cette non-
linéarité dépend de la fréquence et est anisotrope. On a également retrouvé ’anisotropie acoustoélastique
observée dans le cas d’autres types d’ondes (ondes de volume, de Rayleigh, ...).

Finalement I’hypothése de prendre 'EAE induit par une contrainte triaxiale comme la somme des EAE
induits par chaque composante de la contrainte a été étudiée. La validité de cette hypothése n’est pas
systématique et dépend a la fois de la fréquence et la direction de propagation. Les limites de validité de
cette hypothése sont identifiées de fagon plus détaillée au chapitre suivant, dans lequel on s’intéresse au
développement des méthodes (inverses) de caractérisation de contrainte triaxiale homogene, en se basant
sur les mesures de variations de vitesses.

Le cas d’une contrainte avec un profil variable dans I’épaisseur a également été traité, selon une démarche
identique a celle utilisée pour traiter le cas d’une contrainte dont le profil dans 1’épaisseur est constant.
Cette étude a permis de montrer que leffet acoustoélastique est trés sensible a ce profil. Elle a également
montré que pour certains profils, la non-linéarité est dominante (ce qui n’a pas été observé dans le cas
ou le profil de la contrainte était constant). La validité de ’hypothése de décomposer 'EAE induit par
un tenseur biaxial en la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément dépend
du profil. Enfin, I’hypothése que 'EAE induit par un profil donné décomposable en la somme de profils
élémentaires, est égal a la somme des EAE induits par chaque profil élémentaire considéré séparément a
été étudiée. Cette hypothése est vérifiee dans un certain nombre de cas, laissant espérer la possibilité
d’une inversion de mesures de variations de vitesses d’ondes guidées pour une caractérisation non-
destructive des contraintes et de leur profil dans 1’épaisseur.

La validation du modéle a été réalisée en comparant ses prédictions avec des résultats expérimentaux de
la littérature dans le cas de profils de contraintes constants dans I’épaisseur. Ceci a permis d’une part
de montrer que le modéle peut prédire les résultats expérimentaux avec une erreur faible, et d’autre part
qu’il est plus précis que les modéles publiés auparavant.
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VII.

Annexe

L’effet de la

contrainte sur les déplacements modaux (voir IlI-A [p. 54])
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An-Ch2-Fig. 1 : Les déplacements modaux des trois modes fondamentaux (A0, S0 et SH0), & une fréquence = 550 kHz . Dans la premiére ligne on donne les déplacements modaux pour le cas non-contraint,
qui est isotrope. On remarque que pour ce cas les modes sont pur-Lamb (U, (S0) = U,(A0) = 0) et pur-SH (U, (SHO) = U;(SHO0) = 0). Dans le cas ou la contrainte est non nulle (/gne 2), mais n'induisant pas
une anisotropie pour les ondes guidées, telle qu'une traction radiale dans le plan (o, = o, = 100 MPa) et une compression hors plan (o; = —80 MPa). Les déplacements modaux, dans la direction (¢ = 60°)?

sont affectés (ils deviennent complexes), mais la nature pur-Lamb et pur-SH est conservée.

1 On a choisi § = 60°, cependant on aurait pu choisir § = 0°, puisque sous ce chargement toute direction (dans le plan de la plaque) est une direction principale de contrainte.



Application de la TAE aux ondes guidées

La variation de vitesses induite par I'effet de la contrainte sur I'épaisseur (voir III-C [p. 57])

200 SHlp 0.5
() Avr
wn v Avp 4+ Ay
2 _ 100 v 0
— . - _
= & S = N =
2 3 = E 0 LL 0.5
< < s ! 4
¢ < oo /\r 1
) L
2 -10 B 200 i s
> 0 1 2 - :
f(MH?2)
30 0
g,
g —_ 20 —Auvp ,;; 2(]
sb-b “0‘]\ = Ave + Awg \5 -
%.) E 10 \%
§ =
z 4 3 -40
= 60 3
-10 -
> 0 0.5 1 1.5 2
f(MHz)

o

¥

=]

e

£y 50 N i,.., "

_ i} —_ * Ave + Ay

= Q = 100 e m_:_ I
~ = =

- = 0 2

% = =i |
g < A < 0

o, -50 o Ave+ Ay
< ———eAve

®
=

-100 -100 . . i
3 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
f(MHz) S(MHz)

An-Ch2-Fig. 2 : Comparaison entre la variation de vitesse induite par I'effet total (élasticité + épaisseur) de la contrainte (Awv;), son effet sur I'élasticité (Av.) uniquement et sur |'épaisseur (Auv,)
uniquement, dans le cas ou la plaque est soumise & o, = 0, = —05 = 200 MPa. On remarque que Av, est du méme ordre de grandeur que Av,. On remarque également que dans les bandes de fréquences
ou la dispersion est importante (/.e. Av, importante) Av, est aussi importante. La variation de vitesse relative (Awv,) est représenté sur |'axe des ordonnées a droite. On remarque que I'EAE des vitesses de
groupe est plus important que celui des vitesses de phase.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La non-linéarité de I'EAE en fonction du profil de la contrainte (voir |V.B. [p. 66]).

Vitesses de phase

Vitesses de groupe

Modes fondamentaux

Modes d’ordre 1

Modes fondamentaux

Modes d’ordre 1

Alg Alg AOp Alp
0.5 0.5 " 0.4 " (1.5 "
— P -
_P(.mm .‘.
— Paniyy -~ 02
- 'R:»"?] —_— —_— —_ -t
& g = __,.,;_-ﬁ‘f'f’.’_‘
s 0 3 S Obgpe _n% = 0 /;,"—
3 —nS a — R ———i
— Py " Yy — Pros(1) — Py
—PFq \‘.‘ 0.2 — Luin(n) — Py
-+ Fouyz) S = o Ps(z) —e P
05 =P i 04 - P 05 == P
200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
a1 (MPa) a1(MPa) o1(MPa)
Slg S0p Slp
0.4 " 0.4 " 1 T
0.2 0.2
Q . o@‘ Tt re ;\3
S le - o -~ - =
T o[ TTmeae 5 0 o £ OfnmuEs
S —F ) —F it T 4 I~ —F
—— Peas(1) —— Py ) — Pooat)
— Puuy 0.2 — Py 0.2 — Foinit) sin(1)
=Pz =+ Lros(2) =& L) == Pz
05 == P 04 -+ Py 04 =& Pynez) 1 =P
Lo =U -l -
-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
a1 (MPa) a1(MPa) a1(MPa) o1(MPa)
SHO SHlg SHO SHlp
0.4 0.4 : 0.4 : 0.4 ‘
0.2 0.2 0.2 0.2
£ S S S
= 0 =0 = 0 =0 i1
S — =~ —F s —Pr - — P
i — Feost) < i — Bty < A — P < — Leos(1)
0.2 — Py 0.2 —Fin)) -0.2 — Py -0.2 — Pauiy)
= Proya) =+ P = Fusa) - P2
== Loy 04 == Pz 04 =& Llia(2) 04 =+ Lin(2)
0.4 -0 -0. 0.
-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
a1(MPa) a1 (MPa) o1(MPa) o1(MPa)

An-Ch2-Fig. 3 : variation relative de vitesse en fonction de I'amplitude de la contrainte (o), pour cing profils de contrainte dans |'épaisseur : P (le profil constant), P,

P, (le profil cissoidal de fréquence

spatial 1/d ), P, (le profil sinusoidal de fréquence spatial 1/d), P, (le profil cissoidal de fréquence spatial 2/d), et P, (le profil sinusoidal de fréquence spatial 2/d). La fréquence d'étude est
f = 1.5 MHz. Et la direction de propagation est celle de la contrainte. Les six modes : A0, SO, SHO, Al, SH1 et S1 sont étudiés.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE biaxial en la somme des EAE uniaxiaux : cas de profils cissoidal — cissoidal (voir IV.D.1 [p. 70]) .
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An-Ch2-Fig. 4 : 'EAE en fonction de I'angle 6 (I'angle entre la direction de la contrainte uniaxiale et celle de I'onde élastique). L'étude est faite a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un

effort biaxial dans le plan dont les deux profils de chaque composante sont données par : o, (z;) = 0" cos(2r25/d) et o,(z5) = o5 cos(2mz,/d) avec of* = 100 MPa et 05 = —80 MPa (d est |'épaisseur de
la plaque et 4 la position dans |'épaisseur). A v, est I'EAE induit par I'effort biaxial. Et ZleAr’UUL est la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE biaxial en la somme des EAE uniaxiaux : cas de profils sinusoidal — cissoidal (voir IV.D.2 [p. 70]) .
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An-Ch2-Fig. 5 : I'EAE en fonction de I'angle 6 (I'angle entre la direction de la contrainte uniaxiale et celle de I'onde élastique). L'étude est faite a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un
effort biaxial dans le plan dont les deux profils de chaque composante sont données par : 0, (z3) = 0" sin(2wx4/d) et oy(zy) = 05" cos(2mz4/d) avec o' = 100 MPa et o' = —80 MPa (d est |'épaisseur

de la plaque et x; la position dans I'épaisseur). A v  est I'EAE induit par I'effort biaxial. Et Z?—l A, v, est la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE biaxial en la somme des EAE uniaxiaux : cas de profils sinusoidal — sinusoidal (voir IV.D.3 [p. 71])
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An-Ch2-Fig. 6: 'EAE en fonction de I'angle 6 (I'angle entre la direction de la contrainte uniaxiale et celle de I'onde élastique). L'étude est faite a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un
effort biaxial dans le plan dont les deux profils de chaque composante sont données par : o, (z;) = of" sin(2wz;/d) et oy(z,)

m

= o} sin(2mx4/d) avec o* =100 MPa et o§' = —80 MPa (d est |'épaisseur de la
plaque et x4 la position dans I'épaisseur). A v, est I'EAE induit par I'effort biaxial. Et Z?:1A7'Um est la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE biaxial en la somme des EAE uniaxiaux : cas de profils sinusoidal — constant (voir |V.D.4 [p. 72])
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An-Ch2-Fig. 7 : I'EAE en fonction de I'angle 6 (I'angle entre la direction de la contrainte uniaxiale et celle de I'onde élastique). L'étude est faite a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un
effort biaxial dans le plan dont les deux profils de chaque composante sont données par : o, (z3) = 0" sin(2m2;/d) et oy(z;) = 03 avec o = 100 MPa et o' = —80 MPa (d est |'épaisseur de la plaque et z,
la position dans I'épaisseur). A, v, est I'EAE induit par I'effort biaxial. Et Z; A, v, est la somme des EAE induits par chaque composante considérée séparément.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils P, (voir IV.E.1 [p. 74])
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An-Ch2-Fig. 8 : I'EAE en fonction de I'angle 6.L'étude est faite a la fréquence f = 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan Le profil de la contrainte est la somme des deux profils

suivants : Pg(x,) = 01" cos(2ma,/d) et Pg(x;) = 07™ sin(2mz,/d) avec oi™ = 100 MPa et 03™ = —80 MPa (d est I'épaisseur de la plaque et x; la position dans I'épaisseur). A, vy est I'EAE induit par
I'effort dont le profil est Py + Ps. Et A vp + A, vp est la somme des EAE induits par chaque profil considérée séparément.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils (voir IV.E.2 [p. 74])
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An-Ch2-Fig. 9 : : I'EAE en fonction de I'angle 6 & 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A, v, est I'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3P, +e,. A, vy celui dont le

profil est P = Y P,. Et = >_A vp est la somme des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (x3) = 01 cos(2rx3/d) Py(x3) = o™ cos(dmay/d), Py(x3) = of™ sin(2mx;/d),

Py(x3) = 03" sin(4nz,/d) et e, (z) = o, sinc(z € [-4,3]) avec oi™ = —50 MPa et 0?™ = 100 MPa, ¢5™ = 70 MPa , of™ = 60 MPa et o, = 25 MPa.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils P (mode d’ordre sup) (voir IV.E. 2 [p. 74]))
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An-Ch2-Fig. 10 : I'EAE en fonction de I'angle § & 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A, vy est 'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3 P, +e,. A vy celui dont
le profil est P=3 P, Et =3 A vp est la somme des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (x3) = a{™ cos(2mz,/d) Py(x3) = 0™ cos(4may/d), Py(as) =

ol sin(2nxy/d), Py(xs) = 02" sin(4nzy/d) et e, (x) = o, sinc(z € [—4,3]) avec oi™ = —50 MPa et ¢2™ = 100 MPa, 03" =70 MPa , 0i™ = 60 MPa et o, = 25 MPa.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : (déplacements modaux) (voir IV.E. 2 [p. 74])

Déplacement modaux
Modes fondamentaux Modes d’ordre 1 Modes d’ordre 2 Modes d’ordre 3 SH4

d(mm)
d(mm)

d(mm)
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An-Ch2-Fig. 11 : les déplacements modaux des modes A0, Al, A2, A3, SO, S1, S2, S3, SHO, SH1, SH2, SH3, et SH4. A la fréquence 1.5 MHz. Dans le cas non contraint (Uy,U,, et Us). Et pour mieux
voir si la validé ou non de I'hypothése (2-32) dépend de la relation entre le profil de la contrainte dans I'épaisseur et les déplacements modaux on a superposé a ces dernier le profil de la contrainte P
normalisé (trait interrompu noir) tels que P =Y P,. et : P,(z;) = 01" cos(2mx3/d) Py(x3) = 03™ cos(4mxs/d), Py(x3) = o™ sin(2mx,/d), Py(xs) = o3™ sin(4mz,/d) et e, (x) = o, sinc(z € [—4,3]) avec oi™ =
—50 MPa et 02™ = 100 MPa, 02™ = 70 MPa , 0i™ = 60 MPa et o, = 25 MPa.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils P§ (voir IV.E.3 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 12 : I'EAE en fonction de I'angle 6 a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A v, est I'EAE induit par |'effort dont le profil est P =3P, et YA v, est la somme
g plaq p YT p p i rYP;
des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (z4) = 0™ cos(2mxs/d) Py(z3) = 0™ cos(dnas/d), Py(xs) = o™ cos(6mx,/d) avec oi™ = —50 MPa et o2 = 100 MPa, o3 =
p que p p q p 1(Z3 1 3 2\Z3 1 3 3(Z3 1 3 1 1 > 01

70 MPa.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : (modes sup)(voir IV.E.3 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 13 : 'EAE en fonction de I'angle 6 a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A, v est I'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3P, et > A vp, est la somme

des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (z5) = 01™ cos(2r25/d) Py(z4) = 03™ cos(drz4/d), Py(z4) = o™ cos(6nzs/d)avec oi™ = —50 MPa et 3™ = 100 MPa, 03" =
70 MPa
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils P§ (voir IV.E.4 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 14 : 'EAE en fonction de I'angle 6 & 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A v;. est 'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3 P, et 3 A, vp est la somme
des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P (x3) = oi™ sin(2nx;/d) Py(x3) = 03™ sin(dnxs/d), Py(x;) = 0i™ sin(6m2,/d) avec o™ = —50 MPa et ¢?™ = 100 MPa,
o™ = 70 MPa.
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La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : cas de profils P§ (mode sup) (voir IV.E.4 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 15 : I'EAE en fonction de I'angle § a 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A v, est I'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3P, et Y A, vp est la somme
des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (v3) = o™ sin(2nws/d), Py(x3) = 0™ sin(dna,/d), Py(xs) = oi™ sin(6m2,/d)avec o™ = —50 MPa et ¢?™ = 100 MPa,

o™ = 70 MPa.
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La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : (voir IV.E.4 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 16 : 'EAE en fonction de I'angle 6 & 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A v;. est 'EAE induit par I'effort dont le profil est P =3 P, et 3 A, vp est la somme

des EAE induits par chaque profil considéré séparément. Tels que Les profils sont : P, (z;) = ol sin(2rx,/d) Py(x3) = 03" sin(dnzy/d), Py(zs) = ol™ sin(6rz,/d) avec oi™ = —50 MPa et o™ = 100 MPa,
3m _

o™ =70 MPa.
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Application de la TAE aux ondes guidées

La décomposition de I'EAE uniaxial vis-a-vis du profil : (mode sup) (voir IV.E.4 [p. 78])
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An-Ch2-Fig. 17 : I'EAE en fonction de I'angle § 4 1.5 MHz. La plaque est soumise a un effort uniaxial dans le plan. A v, est I'EAE induit par I'effort dont le profil est P
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3.Un MAE analytique pour la résolution du PAEI

Résumé

Dans les deux premiers chapitres, nous avons développé le modéle acoustoélastique (MAE) avec lequel on peut prédire la
variation de vitesse des ondes de Lamb et SH induite par des contraintes multiaxiales a I'aide d'un calcul par une méthode
d’'éléments finis semi-analytiques spécifique. Ce modéle constitue la solution du probléme acoustoélastique direct (PAED),
dont la compréhension est a la base de la résolution du probléme acoustoélastique inverse (PAEI). Ce dernier est défini
par l'obtention de la contrainte a partir de la connaissance des variations de vitesses de propagation des ondes (en
pratique, a partir de mesures de « temps de vol » pris par une onde pour se propager d'un émetteur a un récepteur).

Dans le chapitre précédent nous avons étudié le cas ou la contrainte — multiaxiale — est uniforme dans |'épaisseur et le

cas ol elle posséde un profil variable dans I'épaisseur. Dans ce chapitre nous nous intéressons uniquement au premier

cas. Ce chapitre traite donc la problématique suivante :

« Trouver les trois composantes de la contrainte et |'orientation du tenseur de contrainte dans le plan de la plaque, en

fonction des variations de vitesses / temps de vol de modes de Lamb et/ou de modes SH, induites par la contrainte ».

La résolution que nous proposons de ce probléme tient compte des trois observations suivantes :

1. Le probléme acoustoélastique direct contient beaucoup de paramétres, ce qui rend difficile I'utilisation des
méthodes d'inversion simple (comme c'est le cas pour la perte d'épaisseur, ot il n'y a qu'une seule inconnue
scalaire).

2. Pour les ondes de volume / surface, il existe des formules analytiques qui donnent les variations de vitesse en
fonction de la contrainte, mais pas pour les ondes guidées.

3. Les variations de vitesses induites par la contrainte, calculées par le MAE, ou mesurées dans |'expérience, semblent
étre décrites par des fonctions usuelles simples.

Ces observations nous ont poussé a rechercher des formules analytiques représentatives de |'effet acoustoélastique induit
par la contrainte. L'objectif de cette recherche est donc de trouver des « lois » reliant les variations de vitesses a la
contrainte, données par des formules précises et inversibles (/.e. permettant de donner la contrainte en fonction des
variations de vitesses).
In fine dans ce chapitre on propose une version réduite (analytique) du MAE permettant la résolution du probléme
acoustoélastique inverse. L'obtention de cette version a été faite par expérimentation numérique a I'aide du code SAFE-
AE. Ce chapitre est divisé de la maniére suivante :
La sous-sec. I-A [p. 105] présente une étude bibliographique traitant la résolution du probléme acoustoélastique inverse,
utilisant les ondes de volume / surface. On montre que cette résolution repose sur |'utilisation des relations, dites de
biréfringence, déduites a partir des formules analytiques, décrivant les variations de vitesses en fonction de la contrainte.
Elles sont obtenues directement par |'application de la théorie d’acoustoélasticité aux ondes de volume / surface. La sous-
sec. |.B [p. 106] présente les travaux qu'on a pu trouver sur la résolution du PAEI en utilisant les ondes de Lamb et SH.
La sous-sec. |.C [p. 108] définit I'erreur avec laquelle on peut estimer les déviations entre la version réduite (données par
des formules analytiques) et le MAE. Nous montrerons que le choix d'une erreur pertinente est essentiel pour avoir un
critére d'acceptabilité de cette version.
La sous-sec. Il.A [p. 110] traite le PAEI dans le cas d'une contrainte uniaxiale hors plan. Dans ce cas, le probléme contient
une seule inconnue scalaire. On montre qu'il existe des plages de fréquences ot I'EAE induit par cette contrainte est
donné par une simple loi linéaire dont le coefficient (coefficient acoustoélastique) dispersif est propre a chaque mode. La
résolution du PAEI est réalisée en utilisant un seul mode émis et recu une seule fois dans une direction quelconque.
La Sec. II.B [p. 114] traite le PAEI dans le cas d'une contrainte uniaxiale dans le plan. Dans ce cas, le PAEI contient une
variable vectorielle (/e. I'amplitude de la contrainte et sa direction). Une étude paramétrique est réalisée pour faire
correspondre les résultats du MAE a une formule analytique choisie. Cette formule contient deux paramétres (coefficients
acoustoélastiques (CAE)) indépendants de la contrainte et propres a chaque mode. La résolution du PAEI est réalisée en
utilisant trois méthodes : la premiére dite méthode d’'inversion multimodale (MI-mM) repose sur I'usage de deux modes
émis et recus dans une seule direction, a la méme fréquence centrale. La deuxiéme dite méthode d'inversion multi
fréquentielle utilise un seul mode émis et recu a deux fréquences centrales, dans une seule direction. La derniére dite
méthode d'inversion multi directionnelle (MI-mD) utilise un seul mode émis et recu a une seule fréquence centrale mais
dans deux directions perpendiculaires.

La sous-sec. II.C [p. 126] traite le cas d'une contrainte triaxiale. On montre tout d'abord que I'expression de la formule

représentative de I'EAE induit par ce chargement pourrait étre déduite a partir des deux formules retrouvées dans les cas

uniaxiaux. Cette formule (version analytique du MAE) contient trois coefficients acoustoélastiques (dispersifs et propres

a chaque mode). Le premier décrit I'effet des amplitudes des deux composantes de la contrainte dans le plan, le deuxiéme,

|'effet de leurs directions, le troisiéme, |'effet de I'amplitude de la composante normale. La solution proposée utilise trois

capteurs formant un triangle rectangle isocéle pouvant émettre et recevoir des modes SO et AQ.
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I. Introduction

Le tenseur de rigidité équivalent d’un milieu anisotrope soumis & un chargement arbitraire a été donné
au premier chapitre. Du fait du grand nombre de paramétres de ce tenseur, 'étude a été par la suite
restreinte & des matériaux isotropes soumis & des chargements triaxiaux. Le nombre de paramétres du
tenseur se réduit drastiquement et le tenseur peut étre explicitement écrit en fonction de la contrainte
(triaxiale). I1 permet d’étudier Ueffet acoustoélastique (EAE) pour tout type d’ondes élastiques. L’étude
a ensuite été restreinte au cas des ondes de Lamb et SH au chapitre 2. Le modéle développé pour prédire
les variations de vitesses des ondes de Lamb et SH a été validé par des résultats expérimentaux de la
littérature. L’étude de 'EAE par expérimentation numérique a permis d’établir que cet effet est dispersif,
anisotrope, et non-linéaire. Cette étude a préparé le terrain pour le développement des méthodes
d’inversion dans le cas d’une contrainte multiaxiale homogéne avec un profil constant dans ’épaisseur.
Le modéle acoustoélastique développé aux chapitres précédents permet, en connaissant la contrainte, de
donner les variations de vitesses des ondes de Lamb et SH (PAED), mais pas de remonter a la valeur de
la contrainte connaissant la(es) variation(s) de vitesses (PAEI).

Pour illustrer la problématique du présent chapitre et mieux notre approche pour la résoudre, on donne
la figure suivante :

Onde élastique

(a) Vue 3d montrant une plaque soumise a un effort (b) Vue de dessus de la plaque indiquant la direction de
triaxial (0,04, 03) de direction a. la propagation de I'onde (.

Probléme AE direct (PAED)
>

MAE > ‘L"”{:O] ‘.O—'.):a.'iﬁﬁ':f)

Y

04,049,036t &

————————————————————— MAE-An |-======-cmmmmmmoo

Probléme AE inverse (PAEI)

(c) Schématisation de la problématique du chapitre.

Fig. 3-1: (a)-(1) Une plaque infinie d'épaisseur d, (dans I'état non-contraint) est soumise a une contrainte triaxiale
(0y,04,04) homogéne dans toute la plaque. Les directions principales de cette contraintes sont données par I'angle - dans
le repere Ry(e;, ey, e5) lié a la plaque (la direction normale a la plaque est supposée &tre une direction principale). (a)-(2)
Un émetteur (E) et un récepteur (R) sont utilisés pour émettre et recevoir une onde élastique (la direction de propagation

indiquée par le vecteur d’onde k) suivant la direction donnée par I'angle 3. (b) vue du dessus de la plaque, indiquant que
la contrainte o, est normale a la plaque. (c) Schéma de principe décrivant la problématique du chapitre, revenant a faire
le chemin inverse (MAE-An : version analytique du modéle acoustoélastique, pour résoudre le PAEI).

On considére une plaque infinie d’épaisseur d, (dans I’état non-contraint) et un repére R, (e, e,, ;) lié &
la plaque. La plaque est soumise & un effort triaxial tel que les (o,, 0,,05) sont les contraintes principales.
La normale a la plaque e; coincide avec la direction principale de 5. Le repére R, n’est pas le repére
principal de contrainte, ni le repére de propagation introduit dans le chapitre précédent, mais un nouveau
repére qui nous permet de repérer la direction de la propagation de onde guidée (donnée ici par I'angle
B) et celle de la contrainte donnée par a (I’angle que fait o, avec e,).
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Dans le probléme acoustoélastique direct les trois composantes de la contrainte et sa direction sont
connues, et le MAE permet de prédire la vitesse d’'un mode M (Lamb ou SH) a une fréquence et suivant
une direction données.

Le probléme acoustoélastique inverse est formulé de la maniére suivante : peut-on remonter
aux trois composantes de la contrainte o,,0,,05 et sa direction «, connaissant les variations de
vitesses de modes de Lamb et/ou SH 7

Des problémes similaires a celui-ci ont été traités dans la littérature pour le cas d'une contrainte uniaxiale
ou biaxiale (de direction connue). On en donne ici une liste non-exhaustive, qui montre que le PAEI a
été traité en grande partie en utilisant des ondes de volume / surface, mais que trés peu de travaux
utilisent des ondes de Lamb et SH.

A. Le PAEI résolu par des ondes de Volume/Surface

Contrairement aux vitesses des ondes de Lamb, celles des ondes de volume/Rayleigh peuvent étre écrites
d’une maniére explicite en fonction des propriétés matériau (la densité et les coefficients de Lamé). Cela
reste également vrai dans le cas d’un matériau contraint, o les vitesses des ondes L et T (longitudinale
et transversale) sont écrites explicitement en fonction de la densité, des coefficients de Lamé, de ceux de

Murnaghan et de la contrainte mécanique (voir Réf. [25,28,46,52,66,70]). A partir de ces expressions,
les auteurs dérivent des formules de biréfringences acoustoélastique écrites sous la forme générale! donnée
au premier chapitre, que ’on reporte ici pour plus de clarté :

% = Al/t(cijklv Cijklmn)f(o-7 0) (3'1)
Av,), : variation des vitesses des ondes longitudinale/transversale, en fonction de la contrainte o et de
I’angle de propagation 6.

Ay, ¢ coefficients acoustoélastiques qui ne dépendent que des constantes élastiques du matériau (dans
son état de référence non contraint).

f(o,0) : fonction /inéaire de la contrainte o, et de sin?(6), avec 6 'angle entre la direction de propagation
de l'onde et une composante de la contrainte (généralement o).

Ces formules de biréfringence sont utilisées pour estimer les deux composantes de la contrainte en
fonction des vitesses des ondes / temps de vol (TdV). On peut citer les travaux suivants :

King & Fortunko [25] ont traité le PAEI dans le cas d'une contrainte biaxiale dans le plan et montrent
que les deux composantes principales de la contrainte peuvent étre écrites d'une maniére explicite en
fonction de la vitesse de 'onde de cisaillement horizontale et sa direction de propagation par rapport a
la normale & la piéce (probléme 3D). Les auteurs ont validé expérimentalement cette approche (voir
Chapitre 1 :.1.B.2.1 [p. 28]), Ces formules sont également utilisées par Clark & Moulder [59] pour traiter
une problématique similaire & celle traitée par la Réf.[25]. Dorfi et al/ [28] ont traité le cas de la
caractérisation d'un état de contrainte inhomogéne dans le plan d'une plaque et homogéne dans
I'épaisseur. Cet état de contrainte a été induit en appliquant un chargement uniaxial a la plaque, qui
présente une fissure débouchante, avec comme objectif d'induire un état de contrainte inhomogeéne
(maximal prés de la fissure, nul loin de celle-ci). La caractérisation de la contrainte était locale, utilisant
une grille de capteurs posés sur la surface de la plaque. Ces capteurs (PZT) générent des ondes de volume
(L, SV, et SH) qui se propagent dans 1'épaisseur de la plaque, dans la direction normale a la surface
(dans la direction de la propagation, la contrainte est constante). Les auteurs ont donné des formules de
biréfringence permettant de remonter a la valeur de la contrainte biaxiale (la symétrie du probléme piéce
+ chargement, rend la composante normale de la contrainte nulle), & partir des vitesses des ondes
générées. Ces formules différent de celles données par King & Fortunko [25], du fait qu'elles utilisent

1 On note que cette formule écrite de cette facon ne figure dans aucune des références, cependant toutes les formules de
ces références peuvent &tre écrites sous la forme donnée par I'Eq. (3-1).
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les trois ondes de volume (L, SV, SH) qui se propagent dans une seule direction, alors que celles de la
Réf.[25] utilisent seulement SH mais avec plusieurs directions de propagation. Thompson et al [66] se
sont basés sur les travaux de Thurston [98] et ont utilisé une formule de biréfringence donnant la
différence entre deux composantes principales de contrainte (o,; — 0;;) en fonction de v, — v, telle que v,
est la vitesse de 1'onde de cisaillement qui se propage dans la direction i et polarisée dans la direction j.
Les auteurs ont ensuite validé cette formule en estimant la valeur de la contrainte uniaxiale appliquée a
une plaque en aluminium. Mishakin e¢ a/ [91] se basant sur les travaux de Chattelier & Touratier
[99] et ont traité le cas biaxial mettant 'accent sur 'effet de la largeur de bande fréquentielle du signal
sur l'estimation de la contrainte. D’autres auteurs Réf [27,61,70,100] ont également utilisé des variantes
de la formule de biréfringence (3-1) pour traiter le cas d’une contrainte uniaxiale ou biaxiale dans le plan
d’une plaque. Duquennoy et a/ [101] utilisent une variante de la relation de biréfringence (3-1) (pour
les ondes de Rayleigh au lieu des ondes L et T) pour mesurer un état de contrainte biaxial dans des
barres d'acier. Les auteurs utilisent des ondes de Rayleigh, mieux adaptées & la mesure de contrainte
proche de la surface (voir les travaux de Hirao et a/ [102]). L'état de contrainte est induit par traitement
thermique, et supposé homogéne sur 'axe de la barre et sur la circonférence de celle-ci (mais avec deux
valeurs différentes). La relation de biréfringence utilise les mesures des vitesses de 1'onde de Rayleigh sur
I'axe et la circonférence pour remonter & la valeur de la contrainte.

En conclusion, des solutions du PAEI dans le cas des ondes de volumes ou de Rayleigh, ont été proposées
et se basent sur les expressions analytiques des variations de vitesses en fonction de la contrainte. Ces
expressions peuvent étre déduites de I'application de la théorie d’acoustoélasticité a ces ondes (volume
+ Rayleigh). Le fait que de telles formules n’existent pas dans le cas des ondes de Lamb et SH pourrait
expliquer que trés peu de travaux traitent le PAEI avec les ondes guidées. On décrit ci-aprés les travaux
qui s’y intéressent.

B. Le PAEI résolu par des ondes de Lamb

Murayama [77] s’intéresse au cas d’une contrainte uniaxiale appliquée lors d'un essai de traction,
estimée en utilisant les mode SO et SHO. L'auteur utilise une formule de biréfringence identique & celle
des ondes de volume dans le cas uniaxial avec propagation dans la direction de la contrainte. L'auteur
ne donne pas de référence ni ne justifie l'usage de cette formule pour traiter le cas des ondes de Lamb et
SH. Néanmoins, la formule fonctionne; cela tient au fait que dans cette configuration particuliére
(chargement uniaxial + propagation dans la direction de celui-ci), les ondes de Lamb et SH peuvent
posséder des formules de biréfringence similaires (parfois identiques) a celles des ondes de volume. Une
approche différente a été suivie par Shi et a/ [71] dans laquelle les auteurs ont remarqué que la variation
de vitesse de phase du mode SO mesurée en fonction de la direction de propagation 6, dans le cas d'une
contrainte uniaxiale dans le plan, & une fréquence donnée, peut étre représentée par une fonction
sinusoidale (Eq.2 de la Réf. [71] : Avgy(8) = o,(K, cos?(0) + K, sin?(9)) tels que K, et K, sont les deux
constantes acoustoélastiques retrouvées par la méthode des moindres carrés), cette anisotropie ayant
déja été établie pour les ondes de volume, Rayleigh, SH,... voir Réf. [25,28]. Les auteurs ont ensuite fait
I'hypothése que le cas biaxial dans le plan pourrait étre traité par sommation linéaire des deux cas
uniaxiaux et mettent en ceuvre une deuxiéme fois la méthode des moindres carrés pour remonter aux
variables o,,0, et a.

L’hypothése faite par Shi et a/ [71] qui suppose que leffet acoustoélastique (EAE) induit par un
chargement biaxial est égal & la somme des EAE induits par deux chargements uniaxiaux, a été traitée
au chapitre précédent (I’hypothése de décomposition traitée dans le chapitre 2 Sec.( IILF [p. 60])). Nous
avons montré que sa validité dépend de la fréquence et de la direction de propagation. On a vu
notamment que dans le cas du mode S0, aux quatre fréquences considérées, '’hypothése était valide pour
la vitesse de phase (celle utilisée par Shi et a/ [71]) mais pas pour la vitesse de groupe. La validité de
Ihypothése avait été étudiée pour les modes A0, SHO, SO, A1, SH1 (toujours dans le cas d’une contrainte
homogéne dans Pépaisseur). Le choix fait par Shi et a/ [71] qui consiste & recourir & des formules
analytiques simples trouvées par le biais d'un « fit» des résultats numériques ou expérimentaux, semble
étre judicieux. C’est aussi le choix que 'on a adopté pour la suite.
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En effet, les variations de vitesses induites par la contrainte ressemblent & des courbes de fonctions
usuelles. 11 devient clair qu’il faut chercher des formules analytiques représentatives de 'EAE, tout en
ayant comme critére d’acceptabilité, leur inversibilité.

Shi et al [71] utilisent deux fois la méthode des moindres carrés (la premiére fois pour déterminer les
coefficients acoustoélastiques, une seconde pour trouver o,, o, et une valeur possible (parmi deux) de a).
On montre dans ce chapitre qu’il n’y a pas besoin d’utiliser la méthode des moindres carrés une seconde
fois pour remonter aux inconnues du probléme et que d’autres méthodes! moins cofiteuses et plus précises
peuvent étre proposées (la méthode présentée par la Réf [71] nécessite 1'usage de plusieurs couples
émetteur-récepteur pour trouver o,, o, et une valeur possible d’ «).

In fine, la résolution du probléme acoustoélastique inverse (PAEI) repose sur la capacité a trouver des
formules permettant de remonter aux inconnues du probléme (o, et «) & partir des variations de
vitesses/temps de vol. Pour chercher ces formules représentatives de 'EAE, on écrit le développement
de Taylor de la fonction multi-variables Av (variation de vitesse d’un mode M en fonction de la
contrainte) pour une fréquence et direction de propagation données.

Z(Zjam o) + > (Zb’"” to ) ) (ch;,;nngzama;> (3-2)

l,m=1 1, l,mn=1 \4,j.k

Avec
w_1 <6Z(Avo)>‘ plm) — 1 (51+m(Ava)
“n T TEm)! T
610',j =0 (l+m) k 610',;6 Uj } o0 (3_3)
(Lm,n) _ 1 0 Jrern(AU )
Cigk T (I+m+n)!'\d'o,0m0,;0"0,,

avec i,j5,ke€{1,23}eti+#j+k.

M) bM” ™M)
v Yig

M(tm,n)

Les coefficients a] et ¢, ~ dépendent de la fréquence et la direction de propagation.

La formule (3.2) comportant des sommes infinies n’est pas inversible (i.e. connaissant les variations de

MLm,n)

1) L,m) s
vitesse des modes AvM et les coefficients aM"” pM"™ et M

s Yig

on ne peut pas remonter aux valeurs des
o, et la direction). En effectuant une troncature des sommes a un ordre N, alors pour chaque mode M,
on a une équation polynomiale de degré 3N a résoudre. Pour remonter aux valeurs des o,, on peut utiliser
plusieurs modes. Cependant, la résolution d’un tel systéme est trés complexe. En effet, un grand nombre

de parameétres apparait dans la formule (7 paramétres : a @ b{‘f et ,1,‘[” ™" avec i, j,k € {1,2,3} et i +
j# k). De plus, il est nécessaire de faire intervenir plusieurs modes pour résoudre ce systéme (si N =1 il
nous faut au total 7 modes pour trouver une solution unique au probléme).

Pour lever ces difficultés, on fait ’hypothése que AvM (o, 04,03, f,0) = a}(f,0)0,. Cela revient a dire qu’on
peut traiter le cas triaxial comme la somme des trois cas uniaxiaux et que la variation de vitesse est une
fonction linéaire de la contrainte. Cette hypothése n’est pas valide dans le cas général comme on a pu le
voir au chapitre précédent mais il est possible de déterminer des situations et des configurations pour

lesquelles elle est vérifiée.

Remarque : la formule (3.2) prend en compte la non-linéarité de PEAE, et le couplage entre
les composantes de la contrainte. D’un point de vue mathématique on peut dire que cette
formule représente le MAE complet, et la formule réduite. AvM(o,, 05,04, f,0) = aM(f,0)0, dont on
cherche les conditions de validité, la version réduite / analytique de ce modéle.

Nous allons maintenant estimer I'erreur commise en supposant vérifiées I’hypothése de décomposition et
la linéarité de TEAE (AvM (0, 04,05, f,0) = aM(f,6)0,). Pour ce faire, il nous faut définir une erreur adéquate.

1 En plus des erreurs numériques introduites par la méthode des moindres carrés, il y a une erreur « physique » du fait
qu'une composante de la contrainte n'est pas un vecteur (car elle n'a pas de sens) ce qui donne toujours deux valeurs
possibles de I'angle .
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C. Définition de ’erreur

Les méthodes d’inversion & développer dans ce chapitre reposent sur la capacité & modéliser les résultats
du MAE par des formules analytiques inversibles. La premiére étape pour aboutir a ces formules consiste
a trouver les parameétres a}(f,0). Cela est fait en utilisant une régression linéaire (ou non-linéaire selon
le cas), pour minimiser une fonction cott C(a;) = S2(A,vM —aM(f,0)0,)2. La fonction cott C fait figurer
la variation relative de vitesse (A,v). Ce choix est effectué pour que les parameétres a?(f,6) aient un sens
vis-a-vis de I’éventuelle méthode d’inversion qui se base sur les variations de TdV par rapport a 1’état
non-contraint. Ainsi, la variation relative de vitesse est la grandeur (sans dimension) la mieux adaptée
pour déterminer quel mode est le plus sensible.

La minimisation de la fonction cott C est faite en utilisant des fonctions du logiciel Matlab.

Apres avoir trouvé les parameétres a(f,0), il reste a savoir si la déviation entre ce que donne le MAE et
ce que donne la formule analytique est acceptable. Cela constitue la deuxiéme étape nécessitant de définir
une erreur pour estimer cette déviation. A partir de cette erreur, on peut définir un critére d’acceptabilité
de la formule.

Le choix classique de la racine de lerreur quadratique moyenne (ou RMSE en anglais) a d’abord été
étudié, mais il s’avére n’étre pas le bon pour estimer la déviation des formules par rapport au modéle.
On donne ici une explication bréve a cela.

Supposons deux vecteurs de données mesurées g; et z;, pour n valeurs (i € [1,n]) de la grandeur z; (temps,
position, température, ...), et qu’on veut modéliser ces données par des modéles linéaires y, = a,z, et 2z, =
b,z,. La RMSE est donnée par :

no o/~ 2 n ~ 2
RMSEy:”Mfi%)' RMSEZ=HM+%) (3-4)

Supposons que les données sont exactement décrites par les modéles suivants §;, = a,2; + ayz? et Z, =

i

n 2 n 2
> M :
RMSE, = a,\| ==L RMSE, = b,|| == (3-5)
Y n z n

Si de plus on choisit les paramétres a,,a,,b; et b, de sorte qu’ils vérifient b, < b, max(z;) < a, max(x;) K
a;, on se retrouve dans la situation ot i) d’'une part RSME, > RMSE_, ce qui veut dire que la déviation
de §, par rapport a la loi linéaire y, est plus importante que celle de Z; par rapport & la loi linéaire z; ;

b,x; + byx?, alors on a :

d’autre part, on a §; = a;x; + a,x? ~ a,z; et Z; = byx; + byx? ~ byx?, ce qui veut dire que §; est presque
linéaire et que Z; est presque quadratique. Ces déductions contradictoires montrent que la RMSE n’est
pas la bonne erreur & considérer, car elle mesure une distance absolue entre les données « mesurées » et
celles « modélisées ».

Une deuxiéme erreur pourrait étre proposée. Cette erreur, nommée NRMSE, consiste & normaliser la

RMSE par y,,,.

Ne — RMSFE (3-6)

Ymaz — Ymin

Cette erreur souffre du fait qu’elle n’est pas bornée, rendant difficile de formuler un critére
d’acceptabilité.
L’erreur suivante (bornée : comprise entre 0 et 1) a été également testée.

;. ln gi*yi )2 3-7
‘%mz(nmm e

Cette erreur n’est pas consistante car elle vaut 1 si g, —y, = ¢, olt ¢ est une constante non nulle qu’on
peut choisir aussi petite qu’on veut.
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On propose donc d’utiliser ’erreur définie par la formule suivante :

1 / ) B ) .
€=——7— [ |9; —y;ldz;, avec : I:/yidzi ot I:/yida:i -
mar(1.1) le | zil CEA ml\ | (3-8)
Cette erreur est comprise entre 0 et 1 et permet d’estimer les déviations des données ¢, par rapport au
modele y,;. Elle est nulle si le modéle épouse parfaitement les données. Elle est égale & 1 si y; =0 ou
¥; = 0 (ce qui n’a pas un grand sens si les données ou le modéle sont nuls partout).

On montrera avec des exemples pourquoi le choix d’une erreur pertinente est important pour le PAEIL

Dans la suite, on étudie la validité de 1'hypothése simplificatrice qu'on a faite (AvM (o, 0y,04, f,0) =
aM(f,0)0;,). Lorsqu’elle est valide, on essaie de développer les méthodes d’inversion permettant de
remonter a o;,0,,05 et a en fonction des variations de vitesses / temps de vol.

109



Un MAE analytique pour la résolution du PAEI

II. Probléme acoustoélastique inverse

Dans cette section, le cas d’une contrainte uniforme dans I’épaisseur est traité.

La plaque considérée pour étudier la validité de I’hypothése décrite dans ’introduction et développer les
méthodes d’inversion, reste celle du chapitre précédent (Al 6061-T6) dont la densité et I’épaisseur dans
I’état naturel sont p, = 2704 kg et d, =5 mm. Le nombre d’éléments utilisés pour discrétiser la section
dans la méthode SAFE-AE est également le méme (10 éléments). On rappelle ici les constantes de Lamé
et celles de Murnaghan du matériau.

Tableau Il : constantes de Lamé et Murnaghan de I'Al 6061-T6 a 25°C (Asay & Guenther [90])

Constante A I l m n
Valeur (GPa) 56.35 27.5 -281.5 -339 -416

On traite tout d’abord deux cas uniaxiaux : ¢ = o3, puis ¢ = o;. Dans chacun des cas, on propose une
formule analytique inversible représentative de 'EAE, et on cherche la validité de la formule proposée
en calculant erreur € entre ce que fournit le modéle acoustoélastique (MAE) et ce que fournit la formule
analytique. Ensuite on développe les méthodes d’inversion en fonction des TdV.

Seuls les modes A0, SHO, SO, A1 et SH1 sont étudiés ; nous nous arrétons donc avant la fréquence de
coupure de S1. Le choix de cet intervalle de fréquence est motivé d’une part par 'idée que le probléme
& inverser contient quatre inconnues o4, 0,,0; €t a ce qui suggére que si le systéme formé par les quatre
inconnues est linéaire, alors il faut au moins quatre équations indépendantes, formées & 1’aide des résultats
obtenus pour quatre modes. Cependant, on montrera que ce systéme est non-linéaire et que seuls deux
modes suffisent a le résoudre. D’autre part — comme écrit dans l'introduction — les méthodes d’inversion
a développer reposent sur la capacité a estimer les TdV des ondes s’étant propagées. Ceci est facile si les
écarts de vitesse entre modes sont grands, ce qui est vrai pour les modes fondamentaux dans 'intervalle
de fréquence choisi.

A. Contrainte uniaxiale normale

Ce cas d’une contrainte uniaxiale normale est le plus simple a traiter. Du fait de la symétrie du probléme
(chargement axisymétrique), la propagation des ondes élastiques guidées (par le plan de la plaque) est
isotrope. Le PAEI a résoudre est illustré par la figure suivante.

Onde élastique

Fig. 3-2 : (1) Une plaque d'épaisseur d, soumise a
un chargement (o5) normal et homogéne partout
dans la plaque. (2) Deux capteurs : un émetteur et
un récepteur utilisés pour mesurer la valeur de
cette contrainte /nconnue.

L’état de contrainte est homogéne dans la plaque et inconnu. L’objectif est donc de retrouver la valeur
de la contrainte (sa direction étant celle de e5, donc connue), en fonction des TdV entre I'émetteur (E)
et le récepteur (R). On cherche une formule analytique inversible permettant de relier la contrainte (o)
a la variation de vitesse des modes guidés.

Dans I’étude paramétrique réalisée, on a fait varier la fréquence f entre 10 kHz et 500 kHz avec un pas
de 5 kHz et la contrainte o5 entre —200 MPa et +200 MPa avec un pas de 20 MPa. Pour chaque couple
(f,05), les variations relatives de vitesses (groupe et phase) des modes S0, A0, SHO, A1l et SHI par
rapport & I’état non contraint sont calculées.

La variation relative de vitesse en fonction de la contrainte A v™(a,, 0y, 05, f,0) est supposée pouvoir étre
écrite sous la forme AM(f)o, ('indice n indique la normale), 'absence de 6 dans la formule venant de
Iisotropie dans ce cas de la propagation des ondes élastiques. Pour chaque fréquence f, les parameétres
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AM appelés dorénavant les coefficients' acoustoélastique (CAE) sont obtenus et les trois erreurs RMSE,

€ et Ne sont calculées.

Comparaison des erreurs

Dans ce paragraphe on étudie le sens des trois erreurs données dans 'introduction (RMSE, € et Ne). Et
on met 'accent sur le fait qu'un bon choix de l'erreur est essentiel pour l'identification d’un critére
d’acceptabilité des formules analytiques développées, et par conséquent dans la validité des méthodes
d’inversion (qui sont basées sur ces formules).

Ces trois erreurs ont été calculées dans ’étude paramétrique décrite précédemment, on donne ici leurs

valeurs (en fonction de la fréquence f) pour la vitesse de groupe du mode SO

_x10' RMSE : [S0g] € : [S0g] _x10> Ne: [S0g]
D . . : - 1 ~—— 1.5 1
(fo, rmse: )/’// (F €0) 7
J2, 2 J0s €0 f()’ Ne() 1 /
51} 1 1 05
= (fi,rmse;) > 0
é 0.5 (fo, rmsey) 05 0 flki) 500
(f1,Nei) (f2, Nea)
0 0 —
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
f(kHz) f(kHz) f(kHz)
RSME € Ne
(a) (b) (c)
Les trois erreurs en fonction de la fréquence f
s X107 S0g : [f = fol 0 S0g : [f = fi] A S0g : [f = fo]
— — 2
S S 2
= . = . = 0 -
[ | Comparaison <]~ Comparaison <]~ Comparaison
-~ —MAE —MAE 2 [==MAE
— A3 (fo)o — A (f1)oy — A fy)ory
-10 -10 4
200 <100 0 100 200 200 -100 0 100 200 200 -100 0 100 200
o3(MPa) o3(MPa) o3(MPa)
fo = 153.5kHz f1 = 440.6 kHz fo = 485.2kHz
(d) (e) ()

Les variations relatives de vitesses en fonction de o5

Fig. 3-3 : 1%¢ ligne [(a), (b), et (c)], les trois erreurs (RMSE, € et Ne) en fonction de la fréquence f pour la vitesse de
groupe du mode SO. 2de ligne [(d), (e), et (f)], variations relatives de vitesse en fonction de la contrainte o,; en noir, les
variations données par le modéle acoustoélastique (MAE), en rouge, celles estimées en utilisant la formule linéaire :
Av, (04, f) = AM(f)o,. La variation relative de vitesse est donnée a trois fréquences particuliéres : f, f; et f,.

Dans la figure ci-dessus, on donne les trois erreurs en fonction de la fréquence [(a), (b) et (c)] et les
variations relatives de vitesse de groupe du mode SO pour trois fréquences particuliéres : f,, f, et 7, [(d),
(e) et (f)]. L’erreur doit permettre d’estimer quand la déviation de la formule analytique par rapport a
ce que donne le modéle acoustoélastique (MAE) est importante. Le choix de trois fréquences permet de

tester la consistance des différentes erreurs.

1 Dans le cas des ondes de volume, ces coefficients seraient appelés les « constantes acoustoélastiques», cependant pour
les ondes de Lamb et SH, ils dépendent de la fréquence, d'ou le choix de les appeler « coefficients acoustoélastiques».
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e RMSE, Fig. 3.3-(a) est la plus faible pour f = f, et la plus élevée pour f = f,. On s’attend a ce que
la variation de vitesses calculées par le MAE par rapport a celles calculées par la formule analytique
soient le plus faible pour f = f, et la plus forte pour f = f,. Ce n’est cependant pas ce que donne la
simulation. Dans Fig. 3.3-(d) et Fig. 3.3-(f) on peut voir que la formule analytique décrit mieux les
résultats du MAE pour f= f, avec une petite déviation, alors qu’a f = f, on remarque qu’il est
impossible de décrire la variation de vitesse par une loi linéaire.

e ¢, Fig. 3.3 (b) est maximale pour f = f, ou elle vaut ¢, ~ 1, et minimale pour f = f, ou elle vaut
€, ~ 0. Elle vaut ¢, = 0.07 pour f = f,. On s’attend a ce que les résultats du MAE soient parfaitement
linéaires & f; et trés non-linéaire a f,, et que les écarts a la non-linéarité soient modérés mais visibles
a f,. Les résultats Fig. 3.3-[(d), (e), et (f)] y sont conformes. Les fréquences f, et f, ont été choisies
pour étudier le comportement pour les valeurs extrémes de € (0 et 1) ; d'une part lerreur € est
consistante! méme dans le cas ou A v est trés faible. Cette faible valeur de A v engendre une faible
RSME ce qui laisse penser que le comportement est linéaire, ce qui n’est pas le cas.

e Ne, Fig. 3.3- (c) donne des résultats consistants : elle est minimale (resp. maximale) quand le MAE
et la formule analytique coincident (resp. sont les plus dissemblables). Contrairement a e, elle n’est
pas bornée, ce qui empéche de I'utiliser pour formuler un critére d’acceptabilité.

Pour ne pas encombrer le corps du chapitre erreur € est donnée en annexe (An-Ch3-Fig. 1 [p. 136]).

En conclusion, parmi les quatre erreurs proposées, seule € est capable de donner une information

pertinente concernant la capacité des formules analytiques & représenter les résultats du MAE. Cette

erreur est utilisée dans le paragraphe suivant pour définir un critére d’acceptabilité des formules.

Critére d’acceptabilité

Une fois lerreur choisie, on peut définir un critére d’acceptabilité en se basant sur un seuil que cette
erreur ne doit pas dépasser. Ce seuil permet de définir les fréquences auxquelles on peut considérer les
formules analytiques comme valides, et donc développer des méthodes d’inversion & partir de ces formules
valables dans ces plages de fréquence.

Le choix de ce seuil est défini par la précision des résultats que nous voulons obtenir. Si I’on prend par
exemple € = 0.07 (f = f,) (Fig. 3.3-(b)) comme seuil & ne pas dépasser, alors la précision de nos résultats
pourrait étre estimée a partir de la Fig. 3.3-(f). Sur cette figure, on peut analyser que si la contrainte
(inconnue) & trouver est située entre —100 et 100 MPa, alors l’erreur commise est presque nulle. En
revanche, dans le cas ou elle est proche de +200MPa, la différence entre le MAE et la formule analytique
(MAE — AS°(f,)05;) est de Pordre de 0.29, ce qui revient & une surestimation de la contrainte +10 MPa =
(MAE — A(f,)0,)/AS0(f,). Cette erreur (de 5%) sur Pestimation de la contrainte (auxquelles viennent
se rajouter — constructivement ou destructivement — les erreurs provenant de la méthode choisie pour
estimer le TdV) pourraient étre acceptées dans certaines applications industrielles.

Dans ce qui suit, le critére d’acceptabilité des formules est donné par le seuil (valeur maximale) de
lerreur € = €,. En pratique, nous ne fixons pas cette valeur : cela fixerait 'erreur sur ’estimation de la
contrainte qui devra étre choisie au cas par cas pour I’application industrielle visée.

Les plages de fréquence admissibles dans lesquelles on peut exciter ’émetteur (si e, = 0.07), pour ce mode
sont : f € [10,100] U [200,480] kHz. Les plages de fréquence admissibles dépendent des modes, comme on
peut le voir dans annexe (An-Ch3-Fig. 2 [p. 137]), ot on donne Perreur € pour les modes A0, SHO, SO,
Al et SHI.

Dans ces plages on peut écrire :

A oMoy, f) = A3 (f)og (3-9)

Dans le paragraphe suivant on s’intéresse a la variation des A en fonction de la fréquence.

1 Elle permet de détecter 1a ou les données dévient du modéle, et qu'elle n'est pas affectée par les valeurs des données
(contrairement au RMSE)
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Coefficients acoustoélastiques AM

Pour aboutir & la méthode d’inversion de la contrainte, une premiére étape qui consiste a définir un
critére d’acceptabilité des formules est faite. La deuxiéme étape est d’étudier les variations en fonction
de la fréquence des coefficients acoustoélastiques, pour choisir le(s) mode(s) et la(es) fréquence(s)
optimaux que I’émetteur doit exciter. On donne ci-dessous les A pour les cinqg modes étudiés.

M M
5 X]O_Z An 4 XlO_Z A'n,
(Ao
SHO 27
2 0 =
S ' SHO
-1 SH 01 —
5 rAU
) 27 S0
0 100 200 300 : 0 100 200 300 400 500
#(kHz) F(cHz)
(a) Phase (b) : Groupe

Fig. 3-4 : Les coefficients acoustoélastiques (CAE), des modes A0, SH, SO, Al et SH1, en fonction de la fréquence.

Dans la figure ci-dessus, les coefficients acoustoélastiques (CAE) AM sont tracés en fonction de la
fréquence, exprimés en %/MPa (ie. si AM =0.01 = si o5 =200 MPa, alors la variation de vitesse par
rapport a I’état non-contraint est de 2%). Une vue d’ensemble des A montre une ressemblance entre la
dispersion de ces coefficients et celle de leurs modes correspondants (voir les courbes de dispersion dans
le chapitre précédent Sec. III-B [p. 55]). Cette ressemblance cependant ne peut étre considérée que d’une
maniére qualitative, et ne permet pas de définir des plages de fréquences a priori (basées sur la dispersion
des modes), dans lesquelles on peut choisir le signal d’excitation de la source.
Pour identifier les fréquences de 1’excitation de I’émetteur pour lesquelles on peut garantir une meilleure
inversion de la contrainte, on pose les critéres suivants :

a. L’erreur e doit étre inférieure au seuil €, ce qui permet d’avoir une formule analytique.

b. Les CAE doivent étre assez importants pour avoir une variation de TdV mesurable.
Un troisiéme critére portant sur la dispersion de(s) mode(s) utilisé(s) dans la méthode d’inversion et sur
celle du CAE correspondant, pourrait étre rajouté, permettant de choisir quelle méthode de mesure de
TdV doit étre utilisée. Dans le cas ou le mode utilisé est fortement dispersif alors que le CAE
correspondant ne ’est pas, une méthode de pré-compensation de la dispersion (voir Huthwaite [103]),
suivie d’'une mesure de la corrélation entre le signal émis et le signal mesuré, pourrait étre employée.
Dans le cas ou le mode et le CAE correspondant sont tous deux fortement dispersifs, une pré-
compensation intelligente (voir Druet [32]) pourrait &tre utilisée pour pré-compenser les deux
dispersions : celle du mode et celle du défaut (dans notre cas, le défaut est la contrainte et la dispersion
est donnée par celle des CAE). Si cela est possible, il vaut mieux se situer dans plage de fréquence ou le
mode et le CAE correspondant sont les moins dispersifs.
D’aprés ces critéres, dans le cas d’une contrainte uniaxiale normale, le mode A0 constitue le meilleur
choix : e trés faible [voir 'annexe (An-Ch3-Fig. 2 [p. 137])], le CAE correspondant est peu dispersif et
suffisamment grand (~ 0.7% de variation de vitesse pour 200 MPa) pour induire une variation de TdV
mesurable.
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Méthode d’inversion

Le cas d’une contrainte uniaxiale normale représente le cas le plus simple & traiter, du fait qu’il n’y a
qu'une seule inconnue. Pour remonter a la valeur de la contrainte o, (inconnue), il suffit d’inverser la
relation linéaire A oM (f,0,) = AM(f)o,. D’aprés les critéres donnés dans le paragraphe précédent, le
meilleur choix serait d’utiliser le mode AQ. On donne dans la figure ci-dessous une illustration :

Fig. 3-5: La plaque avec un état de contrainte uniaxial
normal o4 inconnu. Un émetteur (E) et un récepteur
(R) sont utilisés pour émettre et recevoir le mode AQ.
La distance entre (E) et (R) est indépendante de la

contrainte o, et est égale a [.

Le probléme d’inversion du cas uniaxial normal est assimilable & celui de la détermination de I’épaisseur
d d’une plaque dont on connait les propriétés élastiques. Ce dernier se résout en choisissant un mode
dispersif et une fréquence centrale f, du signal d’excitation de I’émetteur. Il faut alors mesurer le TdV
pris par l'onde entre I’émetteur et le récepteur, duquel déduire la vitesse du paquet d’onde, & cette
fréquence centrale. A partir de la courbe de dispersion de ce mode calculée pour une épaisseur d, connue,
récupérer la fréquence f, donnant la méme vitesse que celle mesurée. L’épaisseur d se déduit par d =
Fotlo/ 1.
La démarche suivie pour trouver la valeur de la contrainte o, est similaire :

1. Une fréquence centrale du signal de ’émetteur est choisie (cette fréquence se situe dans les plages

tolérées par les critéres donnés dans le paragraphe précédent).

2. Le temps de vol T" du mode A0 est mesuré dans le cas contraint.
La vitesse du paquet d’onde est estimée a la fréquence centrale.
4. Aprés usage de la formule A v2°(f,,0,) = A2(f,)o,, la contrainte o, est donnée par I'expression

®

suivante :

_ A0
5, = 100 (z s T) (3-10)

= 440 A0
A ve'T

v’ vitesse du mode AQ dans I’état non-contraint a la fréquence centrale f.,.

Conclusion

Dans cette sous-section, une erreur parmi les quatre proposées a été choisie pour estimer les déviations
des formules analytiques par rapport aux résultats du MAE. Un critére d’acceptabilité des formules a
été défini & partir de cette erreur. D’autre critéres ont été donnés dans 'objectif de sélectionner le(s)
mode(s) et les plages de fréquence du signal de 'émetteur, permettant d’avoir la meilleure estimation de
la contrainte. Finalement, une méthode d’inversion respectant les différents critéres et utilisant les
formules, a été développée. Cette méthode donne la composante o,, en fonction du TdV dans 'état
contraint et de la vitesse dans 1’état non-contraint.

B. Contrainte uniaxiale dans le plan

La présence d’une contrainte uniaxiale dans le plan de la plaque rend le matériau élastiquement
anisotrope (transverse isotrope). Cette anisotropie élastique engendre une anisotropie acoustique pour
les ondes guidées par le plan de la plaque. Le probléme acoustoélastique inverse (PAEI) a résoudre
consiste & trouver la valeur et la direction de la contrainte uniaxiale. Il est illustré par la figure suivante :
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Fig. 3-6: Une plaque qui présente un état de

Onde élastique

contrainte uniaxial homogéne. La valeur o, et la
direction « de la contrainte sont inconnues. L'objectif
est d'utiliser des émetteurs et récepteurs pour les
déterminer. Le probléme est acoustiquement
anisotrope et la propagation de I'onde (vecteur d'onde
k) est repérée par I'angle 5.

Dans le cas ou la direction est connue, ce probléme a été résolu par plusieurs auteurs en utilisant les
ondes de volume ou de Rayleigh (voir Réf. [24,28,46,52,66,70,91]). Dans le cas des ondes de Lamb
Shi et al [71] ont montré que la variation de vitesse de phase mesurée du mode SO en fonction de I’angle
6 (entre la direction de propagation et celle de la contrainte) pour une fréquence f =400 kHz et une
contrainte uniaxiale o; = 92 MPa, pouvait étre représentée par la formule analytique suivante :

Av™® = o, (K, cos?(8) + K, sin?(0)) (3-11)
ou K, et K, sont deux constantes.

Cette formule est similaire & celles des ondes de volume pour lesquelles la théorie d’acoustoélasticité
permet d’obtenir des formules analytiques (ce qui n’est pas le cas pour les ondes de Lamb et SH).

Shi et al [71] ont fait usage de cette formule pour une fréquence f = 400 kHz. Cependant, elle dépend
de la fréquence et dans la Fig. 3.7 (ci-aprés), on donne des résultats qui montrent qu’en fonction de la
fréquence, des termes supplémentaires doivent étre ajoutés a cette formule pour qu’elle puisse décrire les
variations de vitesse.

Dans cette figure, la plaque est soumise a un chargement uniaxial o; = 250 MPa. Les variations relatives
de vitesses de phase et de groupe du mode SO sont calculées par le MAE en fonction de la direction, a
deux fréquences 400 et 575 kHz.

S’inspirant du fait que ’expression des variations de vitesses des ondes de volume fait apparaitre des
fonctions trigonomeétriques usuelles, et que les variations de vitesses des ondes de Lamb peuvent
également suivre ces mémes fonctions, on a choisi les trois formules suivantes pour reproduire les résultats
du MAE :

Fy = (A, + B, cos(20))a, (3-12)
F, = (A, + B, cos(20) + B, cos(40))o, (3-13)
Fy = (A, + B, cos(20) + B, cos(46) + Bs cos(60) )0, (3-14)

A,,B,,B, et By sont les coefficients acoustoélastiques (CAE) qui dépendent de la nature de vitesse
(groupe ou phase) et de la fréquence.

La formule F, est identique a celle de Shi et a/ [71] (méme si écrite différemment) et est similaire & celle
des ondes de volume (voir King & Fortunko [25]). Les deux autres formules F, et F; sont proposées
pour mieux représenter I’anisotropie acoustique. Le choix de ces formules (en cos(2r6)) vient du fait que
la formule qui donne la vitesse au carré de 'onde de cisaillement horizontale dans la Réf. [25], est écrite
en fonction de cos?(d) et sin?(f). En prenant donc la racine pour trouver la vitesse et en faisant un
développement limité a un ordre n quelconque on peut remarquer que la formule de la vitesse de I'onde
de cisaillement contient des termes en cos(2n6).

Les variations de vitesses de groupe et de phase du mode SO a la fréquence f = 400 kHz Fig. 3.7-[(a) et
(c)] montrent que le MAE est bien représenté par la formule F,. Cela reste vrai pour la vitesse de phase
a la fréquence f =575 kHz. En revanche, pour la vitesse de groupe, la déviation de F) par rapport au
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MAE est telle qu’on ne peut pas la considérer acceptable. Si on regarde maintenant la déviation de Fj,

on voit qu’elle est petite et que celle de F; est quasiment nulle Fig. 3.7-(d).

] SOp : [f = 400 kHz| 0 w10t SOp: [f = 575 kHz|
£ 8 g
S 2 o 5 0
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Fig. 3-7 : (les marqueurs noirs) : Variations relatives de vitesse (groupe et phase) du mode SO en fonction de la direction
a deux fréquences, dans le cas d'une contrainte uniaxiale de 250 MPa. Les traits continus sont les formules analytiques,

« fitants » le MAE.

Il importe de rechercher un compromis entre le nombre de CAE devant étre déterminés et la précision
de la formule. Dans I’étude paramétrique qui a été menée afin de développer une méthode d’inversion,
nous avons choisi d’utiliser la formule F),. Dans cette étude, la fréquence f varie entre 10 kHz et 500
kHz. La direction de propagation 6 entre 0° et 180°, la contrainte uniaxiale o; (dans la direction § = 0°)
entre —200 MPa et +200 MPa. A chaque fréquence, Uerreur € et les CAE (A), B et BY des cing
modes étudiés (A0, SHO, SO, Al et SH1), sont calculés. On donne dans le paragraphe suivant les résultats

pour l'erreur.

L’erreur €

Pour estimer la déviation entre la formule et le MAE, on donne dans la Fig. 2.8, les deux variations
relatives de vitesses en fonction de la direction et de la contrainte, calculées par le MAE (Fig. 2.8-(a))
et par la formule F;, (Fig. 2.8-(b)). Ces deux variations correspondent & une f,, = 421 kHz ou lerreur €
est maximale (e, =0.02). On remarque que lerreur € est faible a basse fréquence (Fig. 2.8-(c)) et
importante dans la plage de fréquence 370 — 500 kHz, qui correspond également & la plage ou la
dispersion du mode S0 est importante. La Fig. 2.8-(c) montre la différence entre le MAE et la formule
F,. Cette différence (absolue) est cent fois plus petite que la variation relative de vitesse ; ainsi, méme
pour la valeur maximale de lerreur, la déviation de la formule F, par rapport au MAE reste trés faible.
L’annexe (An-Ch3-Fig. 3 [p. 138]) présente l'erreur e pour les autres modes.
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Sur la Fig. 2.8-(d) apparait que la déviation de F, par rapport au MAE est importante 1a ou la contrainte
est grande (en valeur absolue), comme déja observé dans le cas d’une contrainte uniaxiale hors plan
(sous-section précédente). Cela s’explique par le fait que pour des valeurs élevées de la contrainte, les
termes d’ordre supérieur du développement de Taylor (i.e. Agl)aﬁ) décrivant 'effet de 'amplitude de la
contrainte, contribuent de maniére significative aux variations de vitesse.

MAE F
200 200
100 100
= 0.5 — = 0.5 —~
ol N o €
= 0% s 0 0
5 059 & 059
-100 -100
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-200 L5 200 15
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Fig. 3-8 : Variations relatives de vitesse de groupe du mode SO a une fréquence f,, = 421 kHz : (a) calculée en utilisant le
MAE, et (b) en utilisant la formule F,. (c) Erreur € en fonction de la fréquence ¢,, = 0.02. (d) Différence entre MAE et
F,.

Cela n’explique pas entiérement le fait qu’autour de la direction 90°, la déviation est presque nulle, méme
pour o; = +200 MPa (Fig. 2.8-(d)) ; ceci suggére que la différence entre le MAE et F, provient également
de la direction de la contrainte et pas seulement de son amplitude, sa norme venant accentuer la

différence.

Avec ces résultats obtenus pour une erreur de € = 0.02, on peut fixer un seuil ¢, que cette erreur ne doit
pas dépasser, servant de critére d’acceptabilité de la formule Fj,. Ce seuil permet d’identifier les plages

de fréquences dans lesquelles on peut travailler (f € plage <= ¢(f) <e,).
Dans le paragraphe suivant on étudie la variation des coefficients acoustoélastiques en fonction de la

fréquence.

2. Coefficients acoustoélastiques (CAE) : AM BM et B}'.

La Fig. 3.9 montre la variation des CAE avec la fréquence. Les coefficients B3 (décrivant I’anisotropie
en cos(46)) sont presque nuls pour les modes fondamentaux dans la plage f € [10,500] kHz, ce qui n’était
pas le cas a la fréquence f = 575 kHz (voir la Fig. 3.7-(d)). Ce constat va étre utilisé lors du développement
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des méthodes d’inversion. Pour les modes d’ordre supérieur, hormis la fréquence de coupure, les CAE
sont presque nuls.

Pour le mode A0 (Fig. 3.9-(d)) le CAE A2% est presque nul dans la plage f € [100,500] kHz et fortement
dispersif dans la plage f € [10,100] kHz. Bf‘og a un comportement similaire a une constante prés (dans la
plage f = [100,500] kHz on a Bf‘og ~ 1.7 x 107?). En se souvenant des critéres a respecter pour une meilleure
estimation de la contrainte (voir la sous-section précédente, paragraphe [p. 113]), 'usage de ce mode
pour développer des méthodes d’inversion dans la plage f = [ 100,500] kHz est possible, d’autant plus que
Perreur e correspondante est faible (voir annexe An-Ch3-Fig. 3 [p. 138]).

Pour le mode SHO on a [Bf#°| < |47H°|, ce qui veut dire que pour ce mode 'effet de 'amplitude de la
contrainte domine sur l'effet de sa direction. Comme ce mode est non-dispersif, que son erreur € est faible
(voir annexe An-Ch3-Fig. 3 [p. 138]) et que le ASH® est suffisamment grand (A0 = —2.7 x 107%) pour
induire une variation de vitesse mesurable, ce mode est un bon candidat pour I'inversion.

Pour le mode S0, contrairement aux deux autres modes fondamentaux, sur presque toute la plage de
fréquences, la différence entre A5 (effet de amplitude de la contrainte) et By (I'effet de la direction
de la contrainte) est faible. Dans la plage de fréquence f € [10,300] kHz, ce mode est également un bon
candidat pour I'inversion : les CAE sont assez grands et peu dispersifs, et Uerreur € est faible (voir annexe
An-Ch3-Fig. 3 [p. 138]).

Pour les modes d’ordre supérieur, les CAE sont plus dispersifs que pour les modes fondamentaux. Les
fréquences étudiées ici sont proches des fréquences de coupure. Il est donc préférable d’utiliser les modes
fondamentaux — quand c’est possible— pour I'inversion.
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Fig. 3-9 : les CAE en fonction de la fréquence, fités sur la formule F,
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Méthodes d’inversion

Les méthodes d’inversion développées dans cette sous-section reposent sur les résultats du paragraphe
précédent : dans la plage de fréquence f € [10,500] kHz les B peuvent étre négligés pour les modes
fondamentaux. Au lieu d’utiliser la formule F,, pour développer une méthode d’inversion, on utilisera la
formule donc F;. Une étude d’erreur entre la formule F, et le MAE est donnée dans 'annexe An-Ch3-
Fig. 4 [p. 139).

On suppose donc que pour les modes fondamentaux, les variations relatives de vitesse en fonction de la
contrainte sont données par la formule F,. Les vitesses sont données en fonction de la contrainte, & une
fréquence f (dans la plage [10,500] kHz) par I’expression suivante :

v (f)

ooy, f) = (F)+ 8

(AM(f) + BYM(f)cos(2(8 — a)))o, (3-15)

v} @ vitesse du mode M (fondamental) dans le cas non-contraint,

B : angle donnant la direction de propagation de l'onde dans le repére R, (voir la Fig. 3.10),

a : angle donnant la direction de la contrainte dans le repére R, (voir la Fig. 3.10).

Les deux angles a et 3 sont dans I'intervalle [0, 7]. Pour «, cela vient du fait que la contrainte n’est pas
affectée d’un sens, donc sa direction n’est pas définie par un angle orienté. La variation de vitesse dans
la direction 8 est égale a celle dans la direction 8 + .

Le probléme inverse consiste donc a trouver I'amplitude de la contrainte o, et sa direction «a.

Remarque : 'axe de la contrainte est un axe de symétrie du matériau. Ainsi, la variation de
vitesse dans une direction d; est égale la variation de vitesse de la direction d, image de d, par
la symétrie axiale d’axe la direction de la contrainte — d’ou la présence de la fonction cos dans
I’expression (3-15). Si I'amplitude de la contrainte est connue, une seule mesure donne deux
directions possibles de contrainte symétriques par rapport a la direction suivant laquelle la
mesure est faite (direction de propagation). Il sera donc nécessaire d’effectuer une mesure

supplémentaire pour avoir une solution unique.

La résolution du PAEI repose donc sur la formation d’un systéme de deux équations indépendantes, &
partir de la formule (3-15). Trois méthodes ont été développées suivant la fagon dont ces deux équations
ont été obtenues.

i.  Inversion multi-Modale (MI-mM)

La méthode la plus intuitive pour résoudre le PAEIL si l'on se référe a la formule (3-15), est de former
un systéme de M équations, ot M est le nombre de modes utilisés. Ici, la Méthode d’Inversion multi-
Modale repose sur 'utilisation d’un couple de modes pour obtenir 'amplitude et la direction de la
contrainte. Ces couples peuvent étre (A0, SO0), (A0, SHO) ou (SO, SHO). Le choix du couple dépend de
I’application. Par exemple, il y a un avantage dans le choix d’un couple qui contient le mode SHO,
puisqu’il est non dispersif et que ses CAE le sont aussi, ce qui minimise les erreurs induites par les
méthodes de mesure de temps de vol. L’inconvénient vient du fait que les capteurs qui générent le mode
SHO ne peuvent pas — en général — générer les modes A0 et SO : il faudra donc utiliser deux types de
capteurs.

L’avantage de 1'usage du couple (A0, S0) est le fait que ces deux modes sont en général générés par le
méme capteur. Cependant ces deux modes et leurs CAE sont dispersifs, ce qui nécessite un traitement
supplémentaire pour avoir un temps de vol précis (pré-compensation de la dispersion).

Etant donné que Pexpression de la vitesse en fonction de la contrainte est identique pour les trois modes,
on fait le choix de résoudre le systéme d’une maniére générique (sans faire le choix du couple de modes).
Le probléme inverse est illustré par la figure suivante :
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Fig. 3-10: Plaque avec contrainte inconnue uniaxiale

o, dans le plan. Un émetteur (E) et un récepteur (R)
sont utilisés pour émettre et recevoir les modes AO,
S0, ou SHO. La distance entre (E) et (R) est

indépendante de la contrainte o, égale a [.

On suppose qu’on veut caractériser la contrainte d’une plaque qui présente un état initial de contrainte
uniaxiale homogéne inconnue, de norme o, et de direction a. Le couple émetteur-récepteur (E-R) se

trouve sur une ligne qui fait un angle 8 avec la direction (e;) du repére R,. Cet angle décrit la direction
de propagation de I'onde élastique.

Remarque : la distance entre les capteurs est égale a celle avant ’application de la contrainte.

Ceci pourrait étre obtenu en utilisant des capteurs sans contact.

Pour trouver (o, et @) on émet deux modes & la méme fréquence centrale f, et on mesure le temps de
vol de chaque mode entre E et R. Ces deux TdV sont reliés & la contrainte par :

I (1)
— = v(()l) + %o (A;l) + B(ll) cos(2(8 — a)))al

Tm 100 )
l @ % (4@ . @ (310
7@ = % +1—00<Ap + B, cos(?(ﬁ—a)))al

[ ]™® :indique le mode 1 ou 2 & la fréquence centrale f,.

La résolution de ce systéme donne une unique solution pour ’amplitude de la contrainte o :

(2) (1)
B B ) 1)
100l | -+ 2———%1+—| —(B;” — B
<ug“T<1> uf?m) (8" - BY) (3-17)

0'1:

Le fait que le dénominateur ne doit pas étre trés petit (pour ne pas avoir une estimation erronée de la
contrainte) impose une contrainte de plus sur le choix des fréquences d’excitation de I’émetteur. Pour
éviter que cela arrive, on peut choisir le couple (A0, SHO) ou (A0, SO) puisque dans la plage f = [100, 500]
kHz on a A% ~ 0.

Pour 'angle o on a quatre solutions possibles :

B+ B—n
= -1
@ {5+777r ot B—vy+m (3-18)
avec
W
1 100 ( ! m) Al
y==acos | —————|=~—7 - 3-19
2 Qprme o) B0 (3-19)

Sans perte de généralité ’angle v est choisi dans 'intervalle [0, 7/2]. La contrainte n’étant pas un vecteur,
sa direction n’est pas définie par un angle orienté. Donc parmi les quatre solutions possibles de «, seules
les deux solutions qui sont dans U'intervalle [0, 7] sont acceptables. On représente ces directions :
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Fig. 3-11: : Les directions de la contrainte, dans le cas
ouf—~vyel0,m/2].

Dans cet exemple, 38—~ € [0,7/2] ; les deux directions possibles de la contrainte sont a =5+~ ou a =
B —~. Dans le cas ot 8 —~ € [—7/2,0], on aurait «a = +youa=3—~v+m.

Pour trouver la direction de la contrainte, une mesure dans une deuxiéme direction 3, est nécessaire.
Sans perte de généralité on suppose que les deux directions possibles de la contrainte qui sont obtenues
par la premiére mesure sont :

. _ Bt )
(5y) a—{ﬂ_V (3-20)
Les directions obtenues par la deuxiéme mesure sont :

(8) O‘:{ﬁfj:ﬁw ou {ﬂfi;ﬁw (3-21)

La direction de la contrainte est donc l'intersection de (S5;) et (S,).
Cependant, il se peut que cette intersection donne deux solutions possibles. Ce cas arrive si :
e [3,=p3 —m/2: ce cas est a éviter
e ~y=m/2: Dans ce cas il n'y aura pas besoin d’une deuxiéme mesure puisque la direction sera
donnée par a = 8+ 7/2 (la valeur dans l'intervalle [0, 7] est choisie).

Conclusion : La Méthode d’Inversion multi-Modale repose sur l'utilisation d’'un couple de modes
(générés a la méme fréquence centrale) pour effectuer d’abord une mesure dans une direction donnée.
Cette mesure permet de trouver 'amplitude de la contrainte et deux directions possibles de celle-ci. Pour
trouver laquelle est la bonne, une seconde mesure dans une autre direction est faite.

ii.  Inversion multi-Fréquentielles (MI-mF)

Cette méthode repose sur 'utilisation d’'un mode unique, généré a deux fréquences centrales distinctes
successivement afin de former un systéme de deux équations indépendantes. La figure suivante illustre

le PAEIL :

Fig. 3-12 : Plaque avec contrainte inconnue
uniaxiale o, dans le plan. Un émetteur (E) et un
récepteur (R) sont utilisés pour émettre et recevoir
un mode unique AO, ou SO. La distance entre (E) et
(R) est indépendante de la contrainte o, égale a [.

On suppose donc qu’on a deux capteurs (E et R). Deux mesures sont réalisées successivement, la premiére
otl le signal d’excitation du mode unique est centré sur la fréquence f,,, et sur la fréquence f., pour la
seconde. Le mode SHO n’étant pas dispersif ne peut étre utilisé. Seuls les modes A0 et SO sont utilisables.
Il est préférable que I’écart entre les deux vitesses (prises aux deux fréquences centrales) soit grand pour
une meilleure précision dans la résolution du systéme d’équations, ce que vérifie bien le mode SO.
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S0g

Fig. 3-13 : La vitesse de groupe du mode SO. Deux
fréquences centrales f,; et f., sont choisie de telle sorte
que |v,, — v, | est suffisamment grand pour une meilleure
résolution du systéme d'équations.
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Les TdV pour les deux fréquences centrales sont données par :

l v
_ cl
= Va1 +

(1) (1)
100 (Ap + B, Cos(2(6 — a)))al (3_22)

l
==Vt fs% (Af) + B(IQ) cos(2(B — a)))al

[ 1@ indique les deux fréquences f.; et f.o.

L’écart entre les deux vitesses v,; et v, du mode SO est assez grand pour que la matrice des coefficients
du systéme (3-22) ne soit pas mal conditionnée.

Cette méthode fournit un systéme similaire & celui fourni par la méthode précédente et la suite de sa
résolution, identique & celle du cas précédent, n’est pas présentée & nouveau ici.

Conclusion : Cette méthode utilisant un seul mode (de préférence le mode S0) généré a deux fréquences
distinctes, donc deux mesures différentes, permet de résoudre le PAEL

iii. Inversion multi-Directionnnelle (MI-mD)

La méthode proposée ici consiste a utiliser un seul mode et une seule fréquence centrale, mais en
effectuant deux mesures dans deux directions particuliéres. La résolution du PAEI par cette méthode
est illustrée par la figure suivante :

Fig. 3-14 : Plaque avec contrainte inconnue uniaxiale
o, dans le plan. Trois capteurs pouvant jouer le réle
d'émetteur et récepteur sont utilisés. Les capteurs
(C1,Cy et Cy) forment un triangle rectangle isocéle. Le
coté [0,C,] est dans la direction e;.

Trois capteurs sont utilisés. Ces capteurs peuvent émettre et recevoir I'un des modes A0, SHO, ou SO.
Les capteurs forment un triangle rectangle isocéle, Sans perte de généralité le coté [C;C,] est dans la
direction e; (8 =0). La mesure consiste a prendre le capteur C;, comme émetteur et les deux autres
comme récepteurs. Les TdV entre C; et C, (8 =0) est noté T}, et celui entre C; et C; (8 =7/2) est Ty;.
Un seul mode est utilisé, généré a la fréquence centrale f,.

Le systéme d’équations formé par les TdV dans les deux directions s’écrit :

B=0=>_—= oV 4 % (Am + B§1) cos(2a)>01
(3-23)

l
8= T L =y Y _ (Ai)l) — Bil) cos(2a)>01

122



Un MAE analytique pour la résolution du PAEI

En additionnant les équations (8 = 0) et (3 = 7/2), on trouve 'amplitude de la contrainte :

o, =50 x

1 1
<%§*”9>+<%§*”y> (3-24)
v(()n AS)

Le CAE A;l) est présent au dénominateur. Il est donc préférable d’utiliser des modes pour lesquels ce
coefficient n’est pas petit. Cela favorise I'utilisation des modes SO ou SHO.

En remplacant dans la formule précédente les termes (I/T),) et (I/T,;) par les deux vitesses v, et v,; du
mode choisi se propageant suivant deux directions perpendiculaires, on trouve alors une formule de
biréfringence acoustoélastique pour les ondes guidées qui ressemble celle pour les ondes de volume (voir
par exemple Réf. [25,59,66,100,104-107]).

Cette formule donne I'amplitude de la contrainte en fonction des variations de vitesse dans deux
directions perpendiculaires. Pour retrouver ensuite la direction de la contrainte, il suffit cette fois

d’effectuer la soustraction des deux équations (8 =0) et (8= n/2), ce qui donne :
a= WZW (3-25)
avec

1 50 ( l l )
=zacos | —~—— |\ "5 3-26
77 (vél)B(ll)ol T, Ty ) ( )

Cette méthode fournit deux solutions admissibles (€ [0, 7]) pour «, formant deux directions possible pour
la contrainte. Pour rappel les deux MI-mM et MI-mF fournissent quatre solutions admissibles (€ [0, 7])
pour «, formant deux directions admissibles pour la contrainte. Pour déterminer quelle est la bonne, une

seconde mesure est effectuée, consistant a émettre avec C, et recevoir par C; (8=n/4). Le TdV
correspondant est T,;. Avec la mesure précédente, les TdV forment le systéme suivant :

(1)

l v
f=0= 7= vél) + 12#0 (Ai,l) + Bil) cos(204)>c71
12
T V2 ) ol ) 1) (320
ﬂ:Z:}—T =, 1L00<Ap + B, sin(?a))al
23

o, étant connue, la résolution du systéme ci-dessus donne deux solutions possibles pour l'angle o :

n
a={;1, (3-28)

avec

l (1) (1) 4@
100 (r——v," | — v, A, 0y
(7 =) — o4 50

100 (TLw_vu)) +vgl)01(B<1“—A§f))

Les deux solutions possibles de « forment une seule direction de la contrainte. La bonne valeur de « est
lintersection entre les deux solutions (v et m — ) trouvées lors de la premiére mesure (i.e. (8=0) et
(8=m/2),) et les solutions (n et w + n) de la seconde (8 = n/4). L’intersection donne une valeur unique.
Sans perte de généralité on peut prendre v =n = «. Une illustration en est donnée ci-dessous :
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m
2

Fig. 3-15 : La premiére mesure consiste a émettre dans
deux directions perpendiculaires ((8=0) et (8=7/2),).
Cela permet de trouver la valeur de la contrainte oy, et
deux directions possibles (y et 7 —«). Pour la déterminer,
une seconde mesure dans la direction (3= m/4), est
réalisée. La combinaison des deux mesures permet

=
]

T d'atteindre la bonne valeur de o. Dans cet exemple on a
prisy=n=a.

(W

Conclusion : La méthode d’inversion multi-Directionnnelles (MI-mD) consiste a utiliser un mode
unique émis & une seule fréquence centrale, selon deux directions perpendiculaires. Cela permet de trouver
I’amplitude de la contrainte, et deux directions possibles de celle-ci. Pour connaitre laquelle est la bonne,
une seconde mesure est effectuée. Dans la méthode, les capteurs forment un triangle rectangle isocéle.

Discussion : identification des CAE par mesure

La MI-mD donne I'amplitude de la contrainte en fonction des variations de vitesse dans deux directions

perpendiculaires. Cette relation — trés utilisée en onde de volume — s'appelle la relation de biréfringence

acoustoélastique. Connaissant les propriétés élastiques du matériau (constantes de Lamé et celles de

Murnaghan), elle permet de trouver la contrainte. L'utilité de cette relation vient du fait que les procédés

d'obtention des piéces métalliques peuvent induire, en plus des contraintes mécaniques, une anisotropie

élastique due a I'orientation cristalline. Cette anisotropie, méme faible, a deux conséquences sur la fiabilité de
la théorie d’acoustoélasticité :

1. Elle peut induire des variations de vitesse du méme ordre de grandeur que |'effet acoustoélastique (voir
Clark & Moulder [59]). Il est donc primordial de la caractériser avant de passer a la caractérisation
de la contrainte.

2. Pour que les résultats de la théorie d'acoustoélasticité soient utilisables dans la pratique, I'hypothése
d'isotropie dans I'état non-contraint est faite. Cela permet de réduire le nombre de constantes d’élasticité
dans les deux tenseurs de rigidités (du second et troisiéme ordre) de 77 a 5. En cas d'anisotropie élastique
le nombre de constantes d’élasticité a déterminer peut aller jusqu’au 77 (le cas d'une symétrie triclinique).
Toutefois, comme il n'est pas pratique de chercher a déterminer ces constantes, le choix fait par les
auteurs (Réf. [59,65,70]) a consisté a utiliser la relation de biréfringence obtenue par la théorie
d'acoustoélasticité avec une correction qui représente |'anisotropie initiale. Pour mesurer les CAE de cette
relation, la variation de vitesse induite par I'anisotropie initiale est mesurée, puis les CAE sont mesurés
sur des échantillons dont on connait I'état de contrainte (étape de calibration). lls sont ensuite utilisés
dans d'autres applications pour caractériser un état de contrainte inconnu.

L'avantage d'utiliser des ondes de volume (non dispersives) vient du fait que les CAE sont constantes et

peuvent donc étre considérés comme des propriétés matériau affectées a chaque onde. Par exemple, Hirao

et al [108] donnent un CAE de |'onde de cisaillement estimé entre —7 x 107°MPa, et —9 x 10"°*MPa pour
la plupart des aciersl.

Le mode SHO n'étant pas dispersif aurait donc deux CAE qui ne dépendent ni de la fréquence ni de la forme

du guide et ces CAE sont déduits du systéme d'équations (3-23)

1 Le fait qu'il soit trés petit devant les valeurs des CAE dans ce chapitre, vient de quatre raisons :
1. Il y'a un facteur de 10% qui provient du pourcentage dans les CAE utilisé dans le manuscrit.
2. Il correspond aux ondes de volume et non pas a des ondes guidées.
3. Le matériau utilisé dans ce chapitre est I'aluminium, et non pas |'acier.
4

L'expression de ce CAE est différente de celle des CAE définis dans ce manuscrit.
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1 _ ,sH0 1, sHO
ASHO _ 50 % (le K ) + (Tw K ) (3-30)
P oSHO
o 01
(L_L>
BSHO _ 50 « T%Hoiw (3-31)

La formule qui donne BSH° devrait avoir le terme cos(2«) au dénominateur. Cependant lors de I'étape de
calibration, le choix de faire coincider le repére de la plaque avec le repére principal pourrait étre fait. Ces
deux CAE peuvent donc étre mesurés sans qu'il y ait besoin de connaitre la nature du matériau (notamment
ses propriétés élastiques), ou |'épaisseur de la plaque, La vitesse v est mesurée avant I'application de la

contrainte. Apreés leur identification, ils peuvent étre utilisés pour caractériser un état de contrainte inconnu.

Remarque : il est cependant important a rappeler que si la distance entre ’émetteur et le
récepteur dépend du chargement (e.g. capteurs collés a la piéce) dans l’étape de calibration,
cette dépendance doit étre prise en compte, sinon cela conduira & une mauvaise estimation de
la contrainte (le lecteur intéressé peut se référer au Duquennoy [109]).

Les deux formules données ci-dessus sont valables pour un matériau élastiquement isotrope dans son état
non-contraint. Dans le cas d'un matériau anisotrope, par exemple pour des piéces laminées, on peut proposer
les formules suivantes :

SHO-d _ , SHO—d) SHO-d, _ ,SHO—d,
v v, n v U,
vSHO—dH vg‘HO—d N (3-32)
ASHO = 50 x g
%5}
_ SHO—d : _
,USHO dH _ ,UO Il vs]-[ode _ v(:.;;HO d;
SHO—d - SHO—d
: | v L (3-33)

BP0 = 50 x

T4

Les exposants d et d, indiquent la direction parallele et perpendiculaire a la direction du laminage. La
contrainte est supposée appliquée dans la direction du laminage. Des formules similaires (mais différentes)
ont été obtenues analytiquement pour les ondes de cisaillement par King & Fortunko [16], pour les
matériaux de symétrie orthorhombique.

Les formules ont été proposées ici a titre d'exemple. Elles n'ont pas été obtenues par voie théorique ou
numérique.

Le cas des modes AQ et SO représente une difficulté supplémentaire, provenant de la nature dispersive de ces
modes. Cependant s'il s'avére — par voie numérique ou expérimentale — que la relation de biréfringence des
ondes guidées pour les matériaux anisotropes est égale a celle pour les matériaux isotropes plus une constante
décrivant I'anisotropie (comme cela est le cas pour les ondes de volume), il est alors envisageable d'obtenir a
partir de cette relation de biréfringence des courbes de dispersions des coefficients acoustoélastique (CAE)
pour les matériaux anisotropes, a I'image de celles données dans ce chapitre pour les matériaux isotropes.
Ensuite ces courbes peuvent étre utilisées pour caractériser un état de contrainte dans les matériaux
élastiquement anisotropes.

Conclusion

Dans cette section nous avons étudié le probléme acoustoélastique inverse dans le cas d’une contrainte
uniaxiale dans le plan. La résolution de ce probléme consiste & trouver ’amplitude de la contrainte et sa
direction. Pour ce faire, on a commencé par remarquer que les variations de vitesses des ondes guidées
peuvent étre décrites par des formules mathématiques simples. Outre 'amplitude de la contrainte et sa
direction, leurs expressions font appel a trois coefficients qui dépendent de la fréquence, et qui sont
spécifiques a chaque mode. Ces coefficients sont appelés les coefficients acoustoélastique (CAE). Dans la
premiére sous-section nous avons utilisé l'erreur € définie dans la section précédente pour estimer la
déviation entre ces formules et le modéle acoustoélastique (MAE). Cela a permis de définir, suivant la
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valeur de l'erreur, des plages de fréquence dans lesquelles les formules peuvent étre considérées comme
fiables, et par suite, de développer dans ces plages de fréquence des méthodes permettant de résoudre le
PAEIL

Nous nous sommes intéressés aux variations de ces CAE avec la fréquence. Les courbes de dispersion des
CAE ont été données. Ces résultats ont montré que dans la plage de fréquence f = [10,500] kHz, seuls
deux CAE suffisent a décrire les variations de vitesses des modes fondamentaux (A0, SHO, et SO) en
fonction de la contrainte. A partir de ce constat, une solution du probléme acoustoélastique inverse a été
proposée. Elle repose sur ’écriture d’un systéme de deux équations indépendantes. Suivant comment ces
deux équations sont obtenues, on a proposé trois méthodes d’inversion. La premiére utilise deux modes
distincts générés a une seule fréquence centrale (MI-mM). La deuxiéme utilise un mode unique généré a
deux fréquences centrales distinctes (MI-mF). La troisiéme utilise un mode unique généré a une seule
fréquence centrale, émis dans deux directions perpendiculaires (MI-mD).

Ces méthodes ne fournissent que I’amplitude de la contrainte, et deux directions possibles pour celle-ci.
Cette information peut suffire dans certaines applications. Pour connaitre laquelle des deux directions
est la bonne, une mesure supplémentaire est nécessaire. La sous-section suivante traite le probléme
triaxial dont la solution peut étre déclinée a partir des solutions précédemment décrites dans le cas
uniaxial.

C. Contrainte triaxiale

Le probléme acoustoélastique inverse a résoudre est illustré par la figure suivante :

Fig. 3-16 : Plaque avec un état de contrainte triaxial
inconnu. Un émetteur (E) et un récepteur (R) sont
utilisés pour émettre et recevoir des ondes de Lamb ou
SH. La distance entre (E) et (R) est indépendante de
la contrainte et égale a [. La propagation de I'onde se
fait dans la direction §3.

On suppose une plaque soumise & un chargement triaxial inconnu o = (¢,,0,,05). On définit 'orientation
de ce tenseur par I’angle a = (e;,0;), également inconnu. L’onde se propage dans la direction définie par
I’angle g = (ehﬁ). L’angle entre la composante o, et la direction de propagation est § = g — a. Notre
objectif est donc de trouver o,,0,,0, et a en fonction des variations de vitesses d’ondes de Lamb et SH.
Pour ce faire on réutilise des résultats des deux sous-sections précédentes, dans lesquelles on a traité le
probléme acoustoélastique inverse pour les deux chargements uniaxiaux suivants :

1. Uniaxial hors plan : le PAEI contient une seule inconnue ('amplitude de la contrainte normale o).
On a montré que 'EAE induit par ce chargement peut étre représenté par la formule suivante valable
pour les trois modes fondamentaux :

AvM(oy, f) = AM(f)o, (3-34)

L’exposant A/ indique le mode utilisé et AM désigne le coefficient acoustoélastique (CAE) correspondant.
On a montré qu’il existe des plages de fréquence ou les déviations de cette formule par rapport aux
prédictions du modeéle acoustoélastique (MAE) sont acceptables, permettant de résoudre le probléme
inverse. Cette résolution est définie par ’obtention de la valeur de 'amplitude de la contrainte en fonction
des variations de vitesse (ou de temps de vol). Un seul mode suffit pour trouver I'amplitude de la
contrainte.

2. Uniaxial dans le plan : le probléme acoustoélastique inverse comporte deux inconnues ('amplitude
de la contrainte o, et sa direction o). On a montré que 'EAE induit par ce chargement peut étre
représenté par la formule suivante valable pour les trois modes fondamentaux :
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A oMoy, f) = [Ay(f) + BM 005(2([3 - a))}al (3-35)
ol § est la direction de propagation de I'onde. A) et B}’ désignent les CAE.

Il existe des plages de fréquences ot les déviations entre cette formule et le modeéle acoustoélastique sont
également acceptables. Pour ces plages, on a proposé trois méthodes pour résoudre le probléme inverse.

Pour résoudre le probléme acoustoélastique inverse pour le cas triaxial, on s’appuie sur I’hypothése faite
dans ce chapitre qui stipule qu’il existe des cas ou 'EAE induit par un tenseur triaxial est égal a la
somme des EAE induits par chaque composante de ce tenseur considérée séparément. On a montré au
chapitre 2 (voir IILF [p. 60]) que sa validité dépend de la fréquence et la direction.

L’objectif est donc d’essayer d’obtenir dans les plages de fréquence ol 'hypothése précédente est valable
des formules analytiques inversibles représentatives de 'EAE.

La figure suivante illustre cette hypothése et comment 1’utiliser pour trouver ces formules analytiques :

(]

02
Une plaque soumise un chargement triaxial

02
h
e, k e x €2 k
6-5
g1 0 %]
€1 eq €1
03®
y
02
La plaque soumise a un chargement La plaque soumise a un chargement La plaque soumise & un chargement
uniaxial dans la direction e, uniaxial dans la direction e, uniaxial dans la direction e,

Fig. 3-17 : Décomposition du chargement triaxial en trois chargements uniaxiaux. La direction de propagation de I'onde

fait un angle 6 avec e,.

La plaque est soumise a un chargement triaxial que l'on suppose induire un EAE sur les modes
fondamentaux égal & la somme des EAE induits par chaque composante uniaxiale considérée
séparément :

Arvﬂj(ah 027 037 f) = Arvﬂj(ah f) + Arvﬂj(ab f) + Arvjw(0'37 f) (3_36)
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Pour obtenir maintenant la formule analytique avec laquelle on veut décrire 'EAE donné par le modéle
acoustoélastique, on utilise des résultats des deux cas uniaxiaux déja traités (Eq. ((3-34) et (3-35))) en
supposant une formule composite s’écrivant :

A (o, 09,05, f) = [A)1(F) + BY (f) cos(2(8 — &) )] oy + A, 0M (0, f) + AN (g (3-37)

Comme la formule analytique décrivant A v™(a,, f) doit étre identique & celle de A v (o, f) mais avec
une rotation de 7/2, on a :

AvM (o), 09,05, )

T

= [A)(f)+ BY(f) cos(2(6 — a))]oy + [A)'(f) = BY (f) cos(2(8 — a))]oy (3-38)
+ Aﬁl(f)azs
réécrite comme :
Arr”M(Ulv%vOsv )= Agj;w(f)(fﬁ +0,) + B{w(f) COS<2(5 - a)) (o) —0y) + A,]y(f)crg (3‘39)

Cette écriture fait apparaitre que le chargement induit deux possibilités de variation de vitesse : la
premiére, isotrope, donnée par le premier terme A (f)(o, + 0,) et le troisiéme terme A)/(f)os, la seconde,
anisotrope, donnée par le deuxiéme terme B cos(2(8 — a)) (o, — 0,). La formule vérifie bien que si o) =
0,4, la propagation des ondes guidées est acoustiquement isotrope. Dans le cas ol 0, = —0, et 05 =0, le
seul terme restant est 2B} cos(2(8 — a)) o, signifiant qu’il existe des directions de propagation dans
lesquelles les variations de vitesse sont nulles (ces directions sont 8 =a+ (2k+1)7/2 k€ Z), et ce
indépendamment de la fréquence d’excitation, du mode choisi, et de la vitesse (phase ou groupe).

Les coefficients de o, et o, doivent étre identiques (i.e. AY(f) et B (f)cos(2(8—a))), mais different de
celui de o5 (AM(f)). Pour raison de symeétries, les ondes guidées interagissent avec les composantes o, et
o, de la méme fagon, mais différemment avec o;. Cela a des conséquences majeures sur la résolution du
probléme acoustoélastique inverse, en utilisant la formule (3-39).

1. Coefficients acoustoélastiques AM, A;‘,/I, BM

On recherche d’abord les coefficients acoustoélastiques en menant 1’étude paramétrique suivante : chaque
composante de la contrainte varie entre —200 et 200 MPa, la direction de propagation (§ = 5 — a) entre
0 et 180° et la fréquence entre 10 kHz et 500 kHz. Dans cette étude, seuls les trois modes fondamentaux
sont considérés. Pour s’assurer que les CAE B3 (voir I1I-B.2 [p. 117]) sont toujours faibles pour ces modes
et donc négligeables, dans I'étude paramétrique la formule utilisée pour coincider avec les résultats du
modéle acoustoélastique est la suivante :

A'rvhj(alv 09,03, f)

= A (f)(oy + 03) + [BY(f) cos(2(8 — @) + BY(f) cos(4(8 — a))](oy — o) (3-40)

Cette formule — plus précise que la formule (3-39) — permet toujours de résoudre le probléme
acoustoélastique inverse, mais introduit un coefficient acoustoélastique supplémentaire. Le choix de I'une
ou de 'autre dépend de la précision voulue sur I’estimation de la contrainte. Une bréve discussion est
faite plus loin dans cette sous-section sur I’erreur introduite en négligeant le terme B2 (f)cos(4(8 — a)).
En se rappelant que les formules (3-39) et (3-40) sont des approximations du modéle acoustoélastique et
représentent une troncature du développement limité de la fonction A vM(o,,0,, 05, f), on s’attend a ce
que les CAE dépendent de la valeur de la contrainte.

Dans I’étude paramétrique, on a relevé pour chaque fréquence les extrema de ces coefficients. Et on les
a comparés aux mémes CAE ajustés aux cas uniaxiaux, afin de déterminer la possibilité d’utiliser
uniquement des chargements uniaxiaux pour identifier les CAE. Les résultats de cette étude
paramétrique sont donnés dans la Fig. 3.18:
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Les CAE A}, B} et AY (les B} étant donnés dans 'annexe An-Ch3-Fig. 5 [p. 139]) ont été identifiés
en utilisant la formule (3-40). Les courbes en trait continu représentent les CAE identifiés en considérant
les deux cas uniaxiaux (contrainte uniaxiale hors plan et dans le plan). Les zones nuancées en gris, rouge
ou bleu représentent les zones de variation de ces coefficients en fonction de la contrainte. Les CAE du
mode SO sont les plus sensibles a la contrainte, et cette sensibilité dépend de la fréquence (maximale
dans la plage de fréquence ou le mode est le plus dispersif). Les extrema des CAE ne correspondent pas
tous au méme chargement, et varient en fonction du mode (par exemple pour A° les extrema
correspondent aux chargements o = (0,200 MPa,—200 MPa ) et o = (0, —200 MPa, 200 MPa ) alors que
pour A% ce sont les chargements o= (o;,200 MPa,200 MPa ) et o = (o;,—200 MPa,—200 MPa ) qui
induisent les variations maximales.

Les CAE identifiés & partir de cas uniaxiaux représentent une valeur « moyenne » des CAE. En
conclusion on remarque qu’il y a des plages de fréquence ou ce choix est acceptable (par exemple pour
le mode SO dans f € [10,300] kHz).

M 3 A M
%107 A _ %107 B %107 A,
10 5 1
) S0 SHO SHO
5 0 0
AQ
0 AQ /
s — = 2 & 2 A0 ‘
5 SHO S0 : L
-10 . = - 375 380 383
fikilz)
15 15 -3
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
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(a) (b) (c)
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3 AM 3 BM B
10 x 10 P 1“XI( 1 2Xl[|
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AD — a— ]
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SHO S0
5 5 -1
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(d) (e) (f)

Vitesses de phase

Fig. 3-18 : Coefficients acoustoélastiques (CAE) déterminés en utilisant la formule (3-40) pour décrire les résultats du

modeéle acoustoélastique (les coefficients B) sont donnés dans I'annexe An-Ch3-Fig. 5 [p. 139].). Les courbes en trait
continu au milieu des bandes grises, rouges, ou bleues, représentent les CAE déterminés dans les deux cas uniaxiaux.

Dans ’étape suivante, les CAE identifiés a partir des cas uniaxiaux sont utilisés dans la formule (3-39)
pour comparaison avec les résultats du MAE, en effectuant le calcul de I'erreur e.
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Fig. 3-19 : I'erreur ¢ en fonction de la fréquence, pour les trois modes fondamentaux. Calculée en utilisant la formule
(3-39) (dont les CAE sont identifiés a partir des cas uniaxiaux).

Pour les vitesses de groupe SOg et AOg, l'erreur est petite dans la plage de fréquence f € [100,400] kHz.
Cependant la figure Fig. 3.18 —[(a) et (d)] montre quau-dela de 350 kHz les CAE pour le mode A5 (en
vitesse de phase ou de groupe) sont affectés par la contrainte (i.e. les CAE identifiés sur les cas triaxiaux
s’éloignent de ceux identifiés & partir des cas uniaxiaux). Les plages de fréquence permettant une
meilleure inversion sont celles ot I'erreur € est faible et ot les CAE sont le moins sensibles au chargement.
L’erreur avec le mode SHO est relativement importante alors que la Fig. 3.18 montre que les CAE de ce
mode (A3, BYH° et AJ™) sont peu sensibles au chargement. De fait, les résultats de la Fig. 3.18 sont
obtenus avec la formule (3-40) qui contient un CAE supplémentaire (B5#° voir annexe An-Ch3-Fig. 5
[p. 139]) alors que ceux présentés dans la Fig. 3.19 sont obtenus en utilisant la formule (3-39).
L’importance de l'erreur pour le mode SHO s’explique par le fait que méme si les CAE B sont faibles
devant les autres CAE, ils restent non nuls et dépendent du mode et du chargement. En d’autres termes,
les écarts entre les CAE AL, B et AL*™b et Bf*™" sont plus grands que ceux entre AS™, B et AJM
et BJHO rendant ainsi leffet de la suppression de BY plus marqué sur le mode SHO que sur les modes
de Lamb.

La Fig. 3.19 présente la variation de ’erreur en fonction de la fréquence qui ne montre pas clairement si
les déviations entre le MAE et la formule (3-39) sont importantes. Pour mieux quantifier, on étudie
spécifiquement la vitesse de phase AOp a la fréquence (f =96 kHz) pour laquelle lerreur est la plus
grande (e~ 0.19, celle de la vitesse AOp) pour un chargement oy, = o3 =200 MPa pour lequel la
déviation entre les CAE identifiés & partir des cas uniaxiaux et ceux identifiés & partir du cas triaxial
est la plus grande. Ces paramétres permettent d’atteindre une limite supérieure de déviation entre le
MAE et la formule (3-39).

Les deux résultats (Fig. 3.20-(a) et (b)) sont proches mais la région autour de la direction 90° (en bleu)
est plus large pour le MAE que pour la formule (3-39), alors que les régions autour de la direction 0° (en
rouge) sont plus larges pour la formule (3-39) que pour le MAE. La Fig. 3.20-(c) montre la différence
entre les EAE calculés par le MAE et ceux par la formule (3-39). La différence est maximale a 45° et
135° et presque nulle autour de 0° et de 90°. La différence entre le MAE et la formule (3-39) est maximale
pour o; = —200 MPa. On donne dans la Fig. 3.20-(d) les EAE en fonction de la direction 6 = 8 — «
calculés par le MAE, la formule (3-39) et la différence entre ces deux. Cette différence représente la
limite supérieure pour la déviation entre le MAE et la formule (3-39). Une telle erreur peut étre accepté
ou pas suivant les applications. Il apparait que la meilleure inversion probable sera réalisée dans les
plages de fréquence ot 'erreur est plus faible.

130



Un MAE analytique pour la résolution du PAEI

x10™" x10™!
200 200
4 4
oo 3 L 5
& S £ S
= 0 2% = 0 2%
& 14 by 1 <
-100 -100
0 0
200 200
100 150 100 150
0(deg) O(deg)
(a) (b)
EAE calculé par le MAE EAE prédit par la formule (3-39)
MAE —F4
200 .
100 A4
& x :
2 0 2}
&
-100 L
—200 0.2 . . .
100 150 0 50 100 150
H(dcg) 6(deg)
(c) (d)
Différence entre les EAE donnés Différence (maximale) entre les EAE
par le MAE et par la formule (3-39) donnés par le MAE et la formule (3-39)

Fig. 3-20 : Variation relative de vitesse AOp a la fréquence f = 96 kHz (a laquelle I'erreur est maximale) : calculée par
le MAE (a), par la formule (3-39) (b). (c) Différence de ces deux résultats. (d) Les trois résultats précédents pris pour
0, = —0y = —03 = —200 MPa.

2. Méthode d’inversion

Les déviations de la formule (3-39) du MAE étant estimées, on cherche désormais a résoudre le probléme
acoustoélastique inverse en travaillant dans les plages de fréquence ou ces déviations sont acceptables.
L’objectif est donc de résoudre le systéme suivant, dont les inconnues sont o,,0,,05 €t « :

A oM (o), 09,05, f) = A (f)(0) +03) + B (f) cos(2(8 — @) (01 — 03) + AY (f)os (3-41)

Dans le cas uniaxial dans le plan, on a présenté trois méthodes pour résoudre le probléme acoustoélastique
inverse : i) MI-mM ([p. 119]) utilise deux modes différents se propageant dans la méme direction a la
méme fréquence ; ii) MI-mF ([p. 121]) utilise un seul mode généré a deux fréquences centrales ; iii) MI-
mD ([p. 122]) utilise un seul mode généré a une fréquence se propageant dans deux directions
perpendiculaires.

L’analyse du systéme d’équations (3-41) montre qu’on ne peut pas obtenir les quatre inconnues avec les
méthodes MI-mM et MI-mF, car les coefficients de o, et o, sont identiques. Il n’est donc pas possible
de résoudre ce systéme, dans ce cas. On ne peut déterminer avec ces deux méthodes que 'amplitude o4
et celle de la somme o, + 0,. Toutefois, si la direction de la contrainte est connue, les deux méthodes
permettent de trouver les amplitudes o,,0, et o5.

Pour résoudre le systéme général (déterminer les quatre inconnues), il est nécessaire de combiner la MI-
mD avec au choix la MI-mF ou la MI-mM. Le choix que nous avons fait est de combiner MI-mD et MI-
mM et la démarche est représentée ci-apres :
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i. 1¢ére expérience : Emission dans deux directions perpendiculaires

Dans cette premiére expérience, on utilise trois capteurs pouvant émettre et recevoir les modes A0 et SO,
formant un triangle rectangle isocéle (C,C,C,). Le capteur C, émet et les deux autres regoivent. Les deux
modes sont générés & la méme fréquence centrale f,.

Fig. 3-21 : Plaque dans un état de contrainte triaxial
inconnu. Le capteur (Cy) joue le réle d’émetteur et les
deux autres de récepteur. Les modes AQ et SO sont
générés a la méme fréquence. Le temps de vol entre
(€Cq) et (C;) est noté Ty;. La distance entre (Cq) et
(C3) est indépendante de la contrainte et égale a L.

Les temps de vol dans cette expérience pour le mode AOQ sont déduits de :

l A0
[[3 =0= T = v + 10—00 [A0(0, 4 0y) 4+ B{¥° cos(2a) (o) — 0,) + Al00y]
e @
8= 3= a0 = vl + 10—00 [A0(0, 4 0y) — B cos(2a) (o) — 0,) + Al00y]
13

et pour le mode S0, sont déduits de :

l S0 .
[6=0 -5 = v+ 8 [AS0(0, + ;) + B cos(2a) (0, — ) + AXa,]

TS0 100
h o (3-43)
/3 =

T [ )
9 = 750 — ”6% +ﬁ [A}?O(Ul +02) - Bigo cos(2a) (01 - 02) + Ago%]

S0
Tl 3

Aprés un peu d’algébre, on obtient :

ASO {( I I AAO I I
_p_ —+—721)A0>:| _ |:< + 721)50):|
1)640 TSO TSO 0 Ug'O T1820 TI%O 0

o3 =50 (ASOAA0 — AA0AS0)
100(1 I So)i 50 )
L 0 + 755 — 2, 2450
_ (v€° Iy Ty : (3-44)
o1+ 0y = 2 AS0
P
100( I zv>
,UéiO T1520 TISBO

cos(2a) (o) —0y) = 5350
i

La premiére expérience permet donc de trouver, I'amplitude o5, la somme des amplitudes o, 4+ o, et le
produit cos(2a) (o, — 0,). Pour trouver les trois autres inconnues on fait une deuxiéme expérience.

ii.  2°me expérience : Emission dans la direction (C,C;)

Le capteur C, est cette fois émetteur, C; récepteur. Seul le mode SO est utilisé, généré a la méme fréquence
centrale f,.

Fig. 3-22 : Plaque dans un état de contrainte triaxial
inconnu. Le capteur (Cz) est émetteur et (C3)
récepteur. Le mode SO est généré a la fréquence
centrale f,. Le temps de vol entre (C;) et (C3) est
T, La distance entre (C3) et (C3) est indépendante
de la contrainte et égale a Iv/2.
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Cette expérience donne le temps de vol T3 sous la forme suivante :

ﬁfﬂél\/ﬁ
4T

S0
Y%

S0
RCETT)

[Ago(al +0y) + B sin(2a) (0, — 0,) + A5003] (3-45)

En utilisant cette équation et (3-44) on trouve :

[ [
(1)
cos(2a) (o, — 0,) = 100—22 13 7

50 ;350
2vg" By (3-46)
D21 (oo L)
Ty T30 TS
in(2 o =100 23 12 13
sin(2a) (o — 05) UgoBis'o
Trois solutions sont possibles pour « formant deux directions possibles pour la contrainte o,
( 0
™
o= iw +5 (3-47)
Y+
tel que :
(33 1)+ (1)
0 0 0 0
e o e HI 1 oy

S0~ 7750
Ty Ty

Entre les deux valeurs v et v+ 7 on conserve celle appartenant & lintervalle [0,7]. Sans perte de
généralité, on choisit

.,
o= {7 i (3-49)

L’angle entre ces deux solutions est de 7/2 qui n’est autre que l’angle entre o, et o,.

Pour trouver maintenant les valeurs des composantes o, et o,, on pose :

o, +o,=8 )
{01 RIS (3-50)
tels que (en utilisant (3-44)) :
[ (%9 (ﬁ + g 2v§0) - 2A,§%3)
§ =% 12 13
9450
v (3-51)
e \TgTg)
2B5° cos(27)

Les deux valeurs possibles de la différence viennent des deux valeurs possibles d’angle o (+D si a = v et
D sia=~vy+m/2). Les solutions de (3-50) sont :

S+D S—-D S—D S+ D
0'1:{—2 Ty }eto2: {—2 T } (3'52)

Supposons que la bonne valeur de « soit v, alors on a :

_S4+D % (3-53)

%51
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Cela veut dire que o est dans la direction qui fait un angle v avec e; et est égale & (S+ D)/2. Dans la

direction perpendiculaire (e,), la composante o, est égale & (S — D)/2. Ceci est représenté par la figure
suivante :
m S—D

Ty

LIk

a;

[~

Fig. 3-23 : la contrainte oy dans la direction y avec e;
vaut (S+ D)/2 ; g, suivant (e;) vaut (S — D)/2.

m
]

Si la bonne valeur de « est v+ 7/2, on a :

S—D S+ D
et oy = >

0'1:

(3-54)

Si o, et o, ont changé de valeurs par rapport a (3-53), elles ont également changé de directions. La
direction de o, est v+ w/2 et celle de o, est v+ m =[], comme représenté sur la figure suivante :

5
"
|
<
v S

Fig. 3-24 : la contrainte o, dans la direction y + m avec
e; vaut (S+ D)/2 ; oy suivant (e;) vaut (S— D)/2.

Ainsi, dans les deux directions (celle qui fait ’angle v avec e; et celle qui fait un angle v + 7/2), on a
toujours les mémes valeurs de contrainte (S + D)/2 et (S — D)/2.

Conclusion

Nous avons traité le probléme acoustoélastique inverse (PAEI) pour le cas triaxial. La formule analytique,
décrivant 'EAE calculé par le MAE et utilisée pour résoudre le PAEI, se déduit des formules déterminées
pour les deux cas uniaxiaux traités aux deux sous-sections précédentes. L’inversion est possible en
combinant la méthode multidirectionnelle (MI-mD) et la méthode multimodale MI-mM.

Le probléme acoustoélastique inverse peut étre résolu en déterminant trois CAE, dont le premier décrit
leffet des amplitudes des deux composantes de la contrainte dans le plan, le second, l'effet de leurs
directions, et le troisieme l'effet de I'amplitude de la composante normale. La solution proposée utilise
trois capteurs formant un triangle rectangle isocéle pouvant émettre et recevoir des modes SO et AOQ.
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I11. Conclusion

Dans ce chapitre, on a cherché a résoudre le probléme acoustoélastique inverse (PAEI) dans le cas d’une
contrainte triaxiale, homogéne dans ’épaisseur et dans le plan de la plaque. Ce probléme revient donc a
trouver les quatre inconnues : les trois composantes de la contrainte et l'orientation du tenseur de
contrainte dans le plan de la plaque. La résolution de ce probléme repose sur notre compréhension du
probléme acoustoélastique direct.

Le probléme direct comporte différents paramétres en plus des quatre inconnues du probléme inverse,
comme la fréquence et le choix de s’intéresser a la vitesse de groupe ou & celle de phase. Une inversion
utilisant des courbes de dispersion en fonction des inconnues du PAEI telle que celle permettant d’obtenir
la perte de I’épaisseur n’est pas applicable.

Nous avons utilisé le fait que les variations de vitesse en fonction de la contrainte, calculées par le modéle
acoustoélastique (MAE) ou mesurées par l'expérience suivent des courbes d’allure voisine de fonctions
usuelles ; pour développer une version réduite (analytique) du MAE, qui permet de résoudre le probléme
acoustoélastique inverse. Cette version écrit d’une maniére explicite la variation de vitesse (des modes
fondamentaux) induite par une contrainte triaxiale en fonction des coefficients indépendants de la
contrainte, mais fonctions de la fréquence et propres a chaque mode (dits coefficients acoustoélastiques,
CAE). Une erreur a été définie permettant d’estimer les déviations de cette version des prédictions du
MAE. Cette erreur permet de déterminer les plages de fréquence dans lesquelles le modéle réduit est
suffisamment précis pour étre utilisées pour résoudre le PAEL

La résolution du PAEI dans le cas d’une contrainte uniaxiale hors plan est la plus simple, car le probléme
ne contient qu’une inconnue scalaire et se raméne & un cas semblable & celui de la perte d’épaisseur. Elle
est possible en utilisant une seule émission et réception d’un seul mode.

La résolution du PAEI dans le cas d’une contrainte uniaxiale dans le plan est plus complexe car le
probléme contient deux inconnues (en fait, une variable vectorielle). Trois solutions ont été proposées.
La premiére (MI-mM) est bimodale, monofréquentielle et unidirectionnelle. La seconde (MI-mF) est
monomodale, Dbifréquentielle et unidirectionnelle. La troisitme (MI-mD) est monomodale,
monofréquentielle et bidirectionnelle, les deux directions étant perpendiculaires.

La résolution du PAEI dans le cas triaxial repose sur 'utilisation d’une formule analytique qui se déduit
de celles développée pour les deux cas uniaxiaux. Pour résoudre ce probléme nous avons utilisé une
méthode combinant la MI-mD et MI-mM. La résolution utilise trois capteurs formant un triangle
rectangle isocéle émettant et recevant les modes SO et A0, & une seule fréquence centrale.

Dans le chapitre suivant nous traitons le cas ot la contrainte est inhomogéne dans le plan de la plaque,
en nous appuyant sur la version réduite (analytique) du MAE définie au présent chapitre.

Discussion : une version réduite du MAE plus précise (si nécessaire)

La version réduite du MAE présentée dans le corps du chapitre permet de modéliser I'EAE induit pour les
trois modes fondamentaux en utilisant trois paramétres (coefficients acoustoélastiques), dans la plage de
fréquence avant la fréquence de coupure du mode S1. Si dans une application industrielle la fréquence
d'excitation est au-deld de cette limite, ou bien les modes utilisés sont les modes d'ordre supérieur, et que la
fréequence est proche de leurs fréquences de coupure, il est possible (comme on I'a pu voir dans ce chapitre)
que cette version « simple » ne permet plus de prédire les résultats du MAE complet. C'est pour cette raison
que dans I'annexe (A [p. 139]), nous présentons la résolution du PAEI avec une version réduite qui contient
quatre coefficients acoustoélastiques, et qui est valide au-deld de cette fréquence et pour les modes d’ordre
supérieur. Le CAE supplémentaire dans cette version décrit |'effet des directions des composantes de la
contrainte dans le plan. La solution du PAEI avec cette version du MAE est similaire a celle avec la premiére
(combinant les deux MI-mD et MI-mM), mais au lieu d'utiliser trois capteurs, on en utilise quatre, formant
un carreé.
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IV. Annexe
Erreur €’ : cas uniaxial hors plan (voir [lLA.1. [p. 111])
_xi10! € :[S0g] 5 %102 S0g : [f = fol " S0g : [f = fi S0g : [f = fo
/" ’/ — — — 2
(fo, o) (far €)) x 0 S S
v 4.5 = , < 0 = :
S 5 Comparaison <T Comparaison <T Comparaison
(fr,€)) < —MAE —MAE 2| —MAE
_Ai[)g(f“)a-“ —Af[)g(fl)o’:; —Af[)g(fQ)U:;
4 S -10 -10 -
0 100 200 300 400 -200  -100 0 100 200 -200  -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
f(kHz) o3(MPa) o3(MPa) o3(MPa)
(a) (b) (© (d)
€(f) A, v(og, fo) A v(os, fr) A v(og, fo)

An-Ch3-Fig. 1 : (a) Erreur € en fonction de la fréquence f pour la vitesse de groupe du mode S0. (b),(c) et (d), variations relatives de vitesse en fonction de la contrainte ;. En noir,
variations données par le modéle acoustoélastique (MAE), en rouge, celles estimées en utilisant la formule linéaire Av, (o4, f) = AM(f)o,. La variation de vitesse est donnée a trois fréquences :

fy=153.3 , f, =440.6 et f, = 485 klz

Pour cette erreur, on a €] < ¢ < €5 (Fig-A3. 1-(a)). On s’attend & avoir la meilleure correspondance entre les résultats du MAE et la formule analytique pour
f = f;- On s’attend également a ce que la correspondance pour f = f; soit meilleure que celle pour f = f,. Cependant, les résultats Fig-A3. 1-[(b), (c), et (d)]

montrent que la correspondance a f, est meilleure qu'a f = f,,. Par conséquent, cette erreur ne peut pas étre choisie du fait de son inconsistance.
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Erreur commise entre MAE par celles données par la formule analytique (voir II.A.2 [p. 112]): AM(f)o5

€ : [A0g] e: [Alg] €: [SHO| c: [SH1g]

o 1 1 1 : ‘ 1

g |

]

=

&0 |

8 wos wnji w05 w 0.5
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An-Ch3-Fig. 2 : Erreur ¢ pour les modes A0, A1, SHO, SH1 et SO.

L’erreur est presque nulle pour le mode SHO, signifiant que les variations de vitesse sont quasiment linéaires. Du point de vue modélisation de 'EAE par la formule
analytique, ce mode représente le meilleur choix pour étre utilisé dans le développement de la méthode d’inversion. Cependant d’autres facteurs (discutés dans II-
A. 3 [p. 113]) doivent étre considérés. D’autres choix possibles reviennent au mode A0 puis au mode SHI.

Pour un mode donné, l'erreur sur la vitesse de groupe différe de celle sur la vitesse de phase, car l'effet de la contrainte sur la vitesse de groupe differe de celui sur
la vitesse de phase.

Si I'on ne s’intéresse qu’aux modes fondamentaux, alors la plage de fréquence f = [250, 450] kHz est celle ot erreur est la plus faible. Dans le cas des modes Al et
SH1 la plage f = [350, 450] kHz est celle ot erreur est la plus faible
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Erreur commise en approchant les variations de vitesse données par MAE, par celles données par la formule analytique (voir I1.B.1 [p. 116]) :
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An-Ch3-Fig. 3 : 'erreur € pour les modes A0, Al, SHO, SH1 et SO.

L’erreur pour les modes fondamentaux est plus faible que celle pour les modes d’ordres supérieurs. Parmi ces modes, les deux modes symétriques SHO et SO ont une
faible erreur. Si en plus leurs coefficients acoustoélastiques (CAE) sont importants, ces modes constitueront le premier choix pour le développement des méthodes

d’inversion.
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Déviation entre le MAE et la formule F, (0, f) = (A,(f) + B,(f) cos(20))o:

MAE MAE — F,
200 200 200
- 1 . 1 1
= - = s = 9
ol =N ol N ¥ 2
= 0 0% = 0 0y = 0 5
& < s < 5 34
1 1 .
-200 -200 200 R
0 50 100 150 0 50 150 0 50 100 150 x107
0(deg) 0(deg)
()

()

An-Ch3-Fig. 4 : Variation relative de vitesse de groupe du mode SO en fonction de la contrainte et de la direction, pour une fréquence f,, = 421 kHz. (a laquelle I'erreure est maximale)
calculée par le MAE (a) et par la formule F; (b). (c) Différence entre ces deux variations.

On remarque que la déviation entre la formule F; et le MAE est suffisamment faible (presque deux ordres de grandeur en dessous de la variation relative de vitesse)

pour supposer que cette formule décrit bien la variation de vitesse en fonction de la contrainte.

Coefficient acoustoélastique B3 (voir I1.C.1 [p. 128])

M M
w10t B; x10™ Bz

SHO SHO

A0

P
2
=
B g
2
o

S0
1 -1
0100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
F(kHz) F(kHz)
Phase Groupe

An-Ch3-Fig. 5 : CAE, en fonction de la fréquence identifié a partir de la formule (3-40)
[p. 128].

Comme les CAE sont exprimés en %/MPa, une valeur de 10~* induira une
variation de vitesse, pour une contrainte de 100 MPa, de 0.01%. Cette
variation de vitesse est petite devant celles que peuvent induire le reste des
CAE (qui est de l'ordre de 0.5%). Cependant on ne peut exclure qu’il y’a peut-
étre des applications qui ont besoin d’une estimation trés précise de la
contrainte, obligeant & prendre en compte les CAE B3?. Dans ce cas, la formule
(3-40) doit étre utilisée pour résoudre le probléme inverse, dont la résolution

est présentée dans le paragraphe suivant.

A. Résolution du probléme direct en utilisant la formule :

ATUM(UI7O27US7f) .
= Ap (f)(o—l + 02) 3_55
+ (B cos(208— ) + BY (Heos(dB— (s, )
—0y) JFAq]y(f)CT:'s
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Dans la Sec II.C [p. 126] on a traité le probléme acoustoélastique inverse en
utilisant la formule (3-39) [p. 128], qui s’est montrée suffisamment précise
(pour les modes fondamentaux dans la plage de fréquence [10, 500] kHz) pour
fournir un bon compromis entre précision (sur estimation de la contrainte)
et nombre de paramétres a identifier (7.e. les CAE, on a 3 CAE dans la formule
(3-39) [p. 128)]).

On note cependant que la validité de la formule (3-39) dépend de la fréquence
et des modes. Si la contrainte posséde un profil variable dans ’épaisseur, seule
la formule (3-55) est capable de décrire les variations de vitesses (voir chapitre
2.IV-C [p. 68]).

Il est dont intéressent d’avoir la résolution du probléme acoustoélastique
inverse en utilisant cette formule.

Pour cela, la méme démarche que celle suivie dans Sec II.C [p. 126] est
développée, a la différence qu’il nous faut quatre capteurs au lieu de trois (dans
Sec I1.C [p. 126]). Les capteurs forment un carré, et deux expériences sont

faites pour trouver les quatre inconnues : o, 04,05 €t a..

Premiére expérience :

Le capteur C joue le role d’émetteur, les trois autres de récepteurs.
I’émetteur géneére les deux modes A0Q et SO & la méme fréquence centrale.
Seule la réception du mode A0 par le capteur C, est considérée.

An-Ch3-Fig. 6 : Les quatre
capteurs forment un carré de coté
l. Le capteur C| est un émetteur
est les trois autres des récepteurs.

Cette expérience donne le systéme d’équations suivant :

B=0=Awi)=A0 (0, +0,) +

[B° Cos(2(ﬁ — a)) + B3 cos(4(ﬁ — a))}(ol —0y) + AVa,

B=5= A3 = A0, +05) +

[-By° cos(?(ﬂ - a)) + B3° 005(4(5 - a))}(al —0y) + A,
B = ?ZTW = A0ff = A}?O(Ul +0,) +

[-B° sin(2(ﬁ — a)) - By° Cos(4(ﬁ — a))}(ol —ay) + A0,
B=0= A =A%, +0,)+

(B0 cos(2(ﬁ — a)) + B30 cos(4(ﬁ — a))](cr1 —0y) + A0,

(3-56)

Deuxiéme expérience :

Le capteur C, joue le role d’émetteur et C, celui de récepteur (les autres ne
sont pas utilisés). Seul le mode SO est généré a la méme fréquence centrale que
dans la premiére expérience.

An-Ch3-Fig. 7 : Les quatre
capteurs forment un carré de
coté [. Le capteur C, est
émetteur et les trois autres

9 C;

récepteurs.

On obtient :

B=T= 0,08 = 42(0, +0,)
+[BSsin(2(8 — ) — Bs® cos(4(8 — a))|(0, — 05) (3-57)
+ A%q,

La résolution de (3-56) et (3-57) donne :

)
o= {V i (3-58)
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tel que 100 1
S0 50 Ay} =— (W -5’ (3-66)
— at A7‘1)42 — A7'”13 3-59 0 T14
R T )
_— - A = 1 (- o) (367)
Pour simplifier, on prend a =+ tout en notant qu’il suffit d’effectuer la vy \Ti3
réception du mode A0 dans la premiére expérience pour avoir une solution
unique du probléme acoustoélastique inverse. On a A0 = 100 <l_2 _ v§0> (3-68)
ve \T
AgOAr”ﬁO - A;‘OArvff - AEOQ + AI?OR (3 60)
o5 = -
s AT AR AAVAS A,vpo =100 (% _ 1)640) (3-60)
Yo 14
avec
BAO BAO
= (A9 — A vl ! 2 3-61
Q ( rUa2 rU13 ) |:2B19() tan(?’y) + 2B§0 tan(47) ( )
et
50 50 1 B3
= — 3-62
R = (A = Avr) {Qtan(?y) + 2B50 tan(4’y)] ( )
ce qui permet de trouver o; et oy :
S0 p 4SO S0 A 4,80
oy = 1 ({Arvu }zo A 03} + [ATUE% Arvl2:|> (3-63)
2 A5 2B3Y cos(27)
et
-\ 1 AvY) — R— AS0q, _ A,,vi% — A v (3-64)
2 AS0 2B7° cos(2y)

Les variations relatives de vitesses sont données en fonction des temps de vol
par :

100/ 1
A, 0P = o5 (@ - Ugo) (3-65)
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4. Méthode tomographique pour I'imagerie de la contrainte

Résume :
Dans le chapitre précédent nous avons traité la résolution du probléme acoustoélastique inverse (PAE-1) dans
le cas ol la contrainte est multiaxiale, homogéne dans le plan et dans I'épaisseur. Nous nous sommes basés
sur une loi analytique obtenue & l'aide d'une étude paramétrique utilisant le modéle acoustoélastique
(développé dans les deux premiers chapitres).
Dans ce chapitre, nous traitons la deuxiéme partie du PAE-I qui est concernée par l'inversion d'une contrainte
multiaxiale inhomogeéne dans le plan de la plaque, mais homogéne dans I'épaisseur. Nous développons pour
cela plusieurs approches basées sur la loi analytique qui donne la variation de vitesse en fonction de la
contrainte (développée au chapitre 3)
Aprés avoir défini la problématique du chapitre, on donne dans la sous-Sec.(Ill-A) les bases théoriques sur la
technique d'imagerie par tomographie (/.e. la technique que nous employons pour résoudre le PAE-I) et les
deux types de tomographie (par diffraction, par rayons courbes/droits). Dans la sous-Sec. .(Ill-B) on présente
les deux algorithmes utilisés dans les inversions tomographiques utilisant des propagations d'onde dont les
trajectoires sont rectilignes : I'algorithme SART (pour simultaneous algebraic reconstruction technique) et
I'algorithme FBP (pour filtred back projection) Dans la Sec V., on souligne les différences entre I'inversion
tomographique classique des grandeurs isotropes avec une seule inconnue, et l'inversion tomographique des
objets anisotropes avec plusieurs inconnues. Dans la Sec. V, on présente le développement des différentes
approches tomographiques, en utilisant I'algorithme FPB. Dans la sous-Sec. (V.A), on traite I'inversion d'une
cartographie de contrainte uniaxiale hors plan et on montre que I'approche tomographique dans ce cas est
identique a I'approche classique, puisque le probléme a inverser est isotrope et contient une seule inconnue.
Dans la sous-Sec. (V.B), on traite le cas d'une contrainte uniaxiale dans le plan. Dans ce cas, |'approche
classique ne pourrait pas étre utilisée puisque le probléme contient deux inconnues et est anisotrope.
L'approche développée utilise deux modes pour remonter aux valeurs des deux inconnues. Dans la sous-Sec.
(V.C), on traite le cas d’une contrainte biaxiale dans / hors plan ; ce probléme contient trois inconnues et
est anisotrope. L'approche développée est similaire a celle du cas précédent, mais utilise cette fois trois modes.
Dans la sous-Sec.(VII-B), on traite le cas d'une contrainte biaxiale dans le plan ; ce probléme contient trois
inconnues et est anisotrope. Cependant, |'approche développée précédemment ne permet pas de le résoudre.
Une nouvelle approche est développée qui se déroule en deux étapes. Dans la premiére, on fait I'inversion de
la somme des amplitudes des composantes de la contrainte biaxiale en utilisant deux modes. Dans la seconde,
on utilise une version dérivée de I'algorithme FBP, nommée FBP-Fan-Beam pour inverser la direction, en
utilisant un seul mode. Les résultats de ces deux étapes sont combinés pour retrouver les valeurs des
amplitudes. Finalement, dans la sous-Sec.VII-C on traite le cas d'une contrainte triaxiale. Ce probléme contient
quatre inconnues et est anisotrope L'approche développée est similaire a celle du cas précédent mais fait appel
a un mode supplémentaire a chaque étape.




Méthode tomographique pour |'imagerie de la contrainte

I. Introduction

L’étude au premier chapitre de la théorie d’acoustoélasticité nous a permis d’exprimer ’élasticité d’un
milieu contraint par un tenseur de rigidité équivalent fonction du chargement initial. Nous avons montré
que pour un matériau isotrope et un chargement triaxial, on peut écrire explicitement ce tenseur en
fonction de la contrainte de Cauchy. Cette écriture permet d’étudier 1'effet de la contrainte sur toute
onde élastique (volume / surface, guidée, ...). L’étude du deuxiéme chapitre s’est concentrée sur le cas
des ondes guidées (Lamb et SH). La méthode SAFE a été adaptée et utilisée pour étudier effet sur ces
ondes d’une contrainte multiaxiale homogéne dans ’épaisseur, puis inhomogéne dans ’épaisseur. Ces
chapitres constituent notre traitement du « probléme acoustoélastique direct (PAED) », prenant en
entrée la contrainte et donnant en sortie ses effets sur les ondes de Lamb et SH (variations des vitesses
et déplacements modaux).

Le résolution du probléme acoustoélastique inverse (PAEI) nécessite de chercher des méthodes
permettant de trouver la contrainte en fonction de données (mesurées, calculées...) de variations de
vitesse. Dans le chapitre 3, nous avons proposé une version réduite (analytique) du modele
acoustoélastique (MAE) développé dans les deux premiers chapitres. Cette version, —valide sous
certaines conditions— a permis de résoudre le PAEI dans le cas d’une contrainte homogeéne (dans le plan
et dans D’épaisseur). Elle exprime les variations de vitesses induites par la contrainte sous la forme
analytique suivante :

A,0M = AM(f)(0, + ;) + BY(f) cos(2(8— ) (o, — o) + AV (f)o, (4-1)

ot A, vM est la variation relative de vitesse (par rapport a l’état non contraint), pour un mode M (de
Lamb/SH), A}, B}, AM sont des coefficients qui dépendent de la fréquence (f) et propres a chaque mode,
dits coefficients acoustoélastiques, o,,0,,05 sont les trois composantes principales de la contrainte, 3, «
sont les angles qui repérent la direction de propagation de ’onde et la direction de la composante o; de
la contrainte dans un repére R, li¢ & la plaque. Nous avons montré que pour résoudre le PAEI avec cette
expression, on peut utiliser deux modes générés a la méme fréquence centrale se propageant dans trois
directions particuliéres. Le chapitre 3 constitue la base de la résolution du probléme acoustoélastique
inverse.

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons a la résolution du PAEI quand la contrainte multiaxiale
est homogéne dans I’épaisseur mais inhomogéne dans le plan de la plaque.
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II. Problématique du chapitre

Considérons une plaque présentant un état de contrainte multiaxial inhomogéne dans le plan de la plaque
mais homogéne dans son épaisseur. Les propriétés élastiques du matériau de la plaque et son épaisseur
en absence de contrainte sont supposées connues, définissant I’état de référence. On suppose étre en
mesure d’émettre et de recevoir sélectivement des ondes de Lamb et SH dans la plaque. Le probléme &
résoudre (illustré Fig. 4.1) est formulé ainsi :

« Trouver des méthodes permettant de caractériser la contrainte multiaxiale en chaque point, en utilisant
les temps de vol de modes de Lamb et/ou SH entre des émetteurs et des récepteurs ».

Contrainte multiaxiale Emission

Onde élastique

"
Réception ——_ = capteur

Fig. 4-1 : Une plaque présente un état de contrainte multiaxial homogéne dans |'épaisseur et inhomogéne dans le plan.
Le repére R est lié a cette plaque. Des traducteurs sont utilisés pour émettre et recevoir des ondes guidées (Lamb/SH).

Le terme traducteur désigne ici un dispositif capable d’émettre et/ou recevoir des ondes élastiques ; il
peut s’agir d’'une pastille PZT, d’un patch magnétostrictif, d'un EMAT... Les méthodes d’inversion
développées dans ce chapitre sont indépendantes de la nature du capteur.

La Fig. 4.1 montre des traducteurs disposés sur un cercle, cette configuration illustrant le fait que
plusieurs émetteurs et récepteurs sont potentiellement utilisés, ou un seul émetteur et un seul récepteur
occupant différentes positions (avec un déplacement rendu possible si ces traducteurs ne sont pas collés
a la piéce, comme ce peut étre le cas si des EMAT sont utilisés).

L’inhomogénéité de la contrainte multiaxiale est représentée par les inhomogénéités des trois
composantes de celle-ci (o,(x,y,2),04(2,y,2),05(z,y,2)) et de sa direction définie par un angle unique
a(z,y, z), toutes fonctions de la position (z,y,z) dans la plaque. Puisque 'on suppose que la contrainte
posséde un profil constant dans 1’épaisseur, les quatre variables ne dépendent pas de la position dans
I’épaisseur z. La résolution du PAEI revient donc & former les quatre cartographies
oy(z,y),05(,y), 05(x,y) et afz,y).

La Fig. 4.1 représente une contrainte inhomogéne par une cartographie qui s’étale sur toute la plaque,
notamment au niveau des traducteurs. L'effet de la contrainte sur le fonctionnement des traducteurs et
ses conséquences sur la méthode d’inversion sont discutés briévement dans ce chapitre et 'effet sur les
EMAT en particulier est discuté en détail dans le chapitre 6. Finalement dans la Fig. 4.1 des fléches sont
tracées afin d’illustrer la propagation de I'onde élastique entre 1’émetteur et le récepteur. Dans le cas
général, la propagation d’une onde élastique dans un milieu ot les propriétés élastiques sont inhomogénes
n’est pas rectiligne et s’accompagne de diffraction.

Dans la section suivante, nous présentons le cadre général de la technique d’imagerie avec laquelle nous
voulons résoudre le PAEI, et les hypothéses sous lesquelles cette inversion est possible.
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III. La tomographie

La méthode que 'on développe dans ce chapitre pour résoudre le PAEI repose sur la technique d’imagerie
tomographique. Cette technique permet de reconstruire une coupe (s/ice) bidimensionnelle d’une
propriété physique (par expl. la densité, I'indice de réfraction d’une onde EM, la résistance électrique,
...) ou géométrique (par expl. une perte d’épaisseur) d’un objet, a partir des mesures de certaines
grandeurs qui sont sensibles & sa variation (par expl. la vitesse de propagation d’une onde
élastique/acoustique, l'atténuation du rayonnement électromagnétique, lintensité d’un courant
électrique, ...).

L’exemple le plus connu de cette technique est I'imagerie par rayon-X (radiographie), dans laquelle la
propriété physique imagée est la densité du milieu (la capacité du milieu a absorber le rayonnement
électromagnétique) et la grandeur mesurée est atténuation du faisceau électromagnétique (rayon-X).
L’imagerie par ondes élastiques est un autre exemple, dans lequel la propriété physique & imager peut
étre la densité du milieu, son élasticité, ou une hétérogénéité, et la grandeur mesurée est la vitesse de
propagation de ces ondes.

L’imagerie par tomographie repose sur deux éléments :

1. La capacité a modéliser la loi qui lie la propriété physique de I'objet qu'on veut imager et la grandeur
mesurée.

Par exemple dans le cas de I'imagerie par rayon-X, cette loi est celle de Beer-Lambert, donnée ici :
I=1Ie " (4-2)

ot I, I, représentent les intensités du faisceau monochromatique avant et aprés avoir interagi avec ’objet
(propriété physique) a imager, u est le coefficient d’atténuation linéaire et s désigne la position d’un
point qui se trouve sur la trajectoire (rectiligne) du faisceau lumineux entre ’émetteur et le récepteur.

2. La capacité a inverser cette loi.

Si le faisceau s’est propagé dans le milieu (le vide est exclu) sur une trajectoire de longueur L alors la
propriété a imager p est donnée en fonction de la grandeur mesurée I par :

uw= %ln (?) (4-3)

A. Approches tomographiques

Pour mieux comprendre les différentes approches tomographiques, on présente ici quelques phénomeénes
physiques qui émergent lors de la propagation d’une onde (élastique, électromagnétique, acoustique,...)
dans un milieu donné.

e Diffraction : une onde qui interagit avec un obstacle ou une ouverture dont les dimensions sont
plus petites que sa longueur d’onde, est renvoyée dans toutes les directions (par ex. une onde plane
passant & travers une ouverture de dimension inférieure & sa longueur d’onde se transforme en une
onde sphérique).

e Reéfraction : une onde traversant une interface entre deux milieux de propriétés physiques
différentes change de direction de propagation. La direction de réfraction est donnée par exemple
par la loi de Snell-Descartes. Elle prend place lors de la propagation dans un milieu aux propriétés
physiques inhomogénes.

Suivant 'importance quantitative de ces phénoménes, différentes approches d’imagerie par tomographie

doivent étre développées pour former des images précises. Ces approches sont indépendantes de la nature
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de londe (acoustique, élastique, électromagnétique, ...), cependant la bibliographie présentée dans cette
section s’intéresse essentiellement aux travaux impliquant la propagation d’ondes élastiques.

Tomographie par diffraction

La tomographie par diffraction est une technique d’imagerie utilisée si I’objet qu’on veut imager a des
dimensions caractéristiques plus petites que la longueur d’onde et que le contraste entre ses propriétés
et celles du milieu ambiant est important!. On donne ici le formalisme mathématique de cette technique
(pour plus de détails voir Kak & Slaney [110] et Miiller et al. [111]).

A, o Fig. 4-2 : diffraction par une petite
Yy — Récepteur inhomogeénéité d'une onde (acoustique,
f 4 ) / 0 élastique, électromagnétique, ...), dont le

e i A & ,I< 1 champ incident est noté v, et le champ total
Emet.teu/ ’ Inhomogénéité diffracté .

| 1\

Vi —
[ ]
Récepteur

Soit un milieu homogéne partout, sauf sur un volume Q. Soit p, l'une des propriétés
physiques/géométriques de ce milieu (e.g. densité, élasticité, perméabilité magnétique, épaisseur ...) en
dehors de Q. Cette propriété est supposée connue. Le volume Q est illuminé par une onde (acoustique,
élastique, ...) dont la longueur d’onde A est supérieure aux dimensions caractéristiques de Q. Le champ
incident de cette onde est noté 1, et le champ diffracté (aprés interaction avec I'inhomogénéité) est noté
. L’objectif de la tomographie par diffraction est d’extraire du champ ¢, I'information qui provient
de I'inhomogénéité. On étudie ici la propagation des ondes dans un milieu faiblement inhomogéne.

L’équation d’onde est écrite dans le domaine fréquentiel (équation d’Helmholtz inhomogéne) :
V2 + E2|¢pr =0 (4-4)
La dépendance de 1 et k avec la position n’est pas notée. k est le nombre d’onde donné par :

k=2 (4-5)

v

w et v sont la pulsation et la vitesse de I'onde.
On définit 'indice de réfraction n pour 'inhomogénéité €2 par :

n=—=— (4-6)
avec kg, et v, le nombre d’onde et la vitesse dans le méme milieu sans 'inhomogénéité.

Pour faire apparaitre l'effet de I'inhomogénéité, on remplace k par nk, dans 'Eq.(4-4) réécrite comme :

[VZ + Koy = —kg(n® — 1)y (4-7)

1 Nous établirons plus loin de maniére plus quantitative quand il est nécessaire d'utiliser la tomographie par
diffraction.
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Dans le cas ot 'inhomogénéité est absente on a ¢, =, et n =1 et I’équation d’onde est :
(V2 + K] =0 (4-8)

Les propriétés physiques/géométriques du milieu ambiant étant connues, il est possible de connaitre v,
partout (en particulier & I’endroit ot opére le récepteur).

Le champ détecté par le récepteur est 5, réécrit comme la somme du champ incident (connu) 1, et
d’un deuxiéme champ provenant uniquement de 'effet de I'inhomogénéité, noté 1, que 'on cherche a
connaitre.

En remplagant maintenant dans le terme de gauche de I'Eq.(4-7), ¥y par ¢, + 1 , et en notant que 1,
vérifie (4-8), on trouve :

(V2 + kgl = —kg(n® — 1)ibr (4-9)

Si 'inhomogénéité est assimilable & un point (2 = 0) alors la solution de (4-9) est obtenue en supposant
que 'inhomogénéité ponctuelle joue le role d’une source secondaire. Cette solution est donnée en fonction
de la fonction de Green. Dans le cas ot Q # 0 la solution est obtenue comme une sommation des solutions
pour le cas des inhomogénéités ponctuelles. Cette solution est donnée sous la forme intégrale suivante
(Kak & Slaney [110]) :

vlr) = [0 = 1y () gl = 1) (4-10)

Q
ou 7 est la position, et ou la fonction de Green g est donnée par :

eiko |r—r|

g(r,r’) = m (4-11)
Une solution directe de I'Eq.(4-10) n’est pas possible, du fait que le champ ¢ (qu’on veut obtenir) se
trouve également dans l'intégrant. Pour pallier ce probléme, la technique de tomographie par diffraction
fait appel & quelques approximations, les plus connues étant celles de Born ou de Rytov (voir Beydoun
[112]).

e Approximation de Born du premier ordre (nommée ici approximation de Born) :

Reéécrivons 1'Eq.(4-10) en fonction de v; et v :

W(r) = /kz%(n(r’)? — () - gl — ) + / R(n(r')? — (r') - gl — ')’ (4-12)

Q Q
Dans 'approximation de Born, le champ 1) est supposé petit devant le champ incident ;. La deuxiéme
intégrale de I’équation ci-dessus est alors négligée. Cela permet donc de trouver le champ ¢ en fonction
de n et v,. La tomographie par diffraction résout le probléme inverse (i.e. trouver n en fonction de 9 et
¥y)-
Cette approximation cependant n’est pas valide si le déphasage entre v; et 1 est supérieur a = (Réf
[110]).
e Approximation de Rytov (Samuelides [113])

Dans cette approximation, le champ ¢, est donné par une phase complexe ¥, = e?7 (avec ¢ = e? et
Y, = e?i). Cette approximation a un domaine de validité plus étendu que celui de 1’approximation de
Born, et est donnée par (Réf [110]) :

n—1> (%)2 (4-13)
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Sa validité ne dépend pas de la phase du champ ¥ (et donc du déphasage entre ce champ et le champ
incident, ce dont dépend la validité de 'approximation de Born) mais de sa variation spatiale (i.e. V¢)
sur une longueur d’onde.

Sous ces deux approximations, la technique de tomographie par diffraction a été utilisée pour traiter
plusieurs problémes, en particulier en ultrasons. On donne ci-dessous une liste non exhaustive de travaux
utilisant cette technique.

Belanger et al [114] travaillent avec 'approximation de Born et traitent la caractérisation de la perte
d’épaisseur d’une plaque d’aluminium, en utilisant la variation de vitesse du mode A0Q. Cette perte est
modélisée par deux défauts cylindriques dont les profondeurs sont 50% et 30% de ’épaisseur de la plaque.
Chan et al [115] traitent de la caractérisation d'un défaut de laminage d’une plaque d’aluminium. Des
pastilles PZT sont utilisées pour émettre et recevoir le mode AOQ.

Il arrive que le contraste entre 'indice de réfraction de 'objet & imager et celui du milieu ambiant est
tel que les deux approximations (Born et Rytov) ne sont plus valides. C’est le cas du contraste entre la
vitesse des ondes élastiques dans les tissus musculaires (milieu ambiant) et dans les os (objet & imager).
Dans ce cas, d’autres moyens sont employés pour mieux prendre en compte l'effet de la diffraction. Par
exemple Lasaygues et a/ [116] utilisent une approximation de Born d’ordre supérieur, dite Distorted
Born Diffraction Tomography (DBDT), pour imager des os humains (vertébres, fémurs, et fibules).
Falardeau & Belanger [117] traitent un probléme similaire (utilisant un modéle d’os), avec un
algorithme d’imagerie différent, dit HARBUT! (Huthwaite [118]) utilisant a la fois la tomographie de
diffraction et celle des rayons courbes (décrite dans plus de détails au paragraphe suivant).

Tomographie par rayons

La technique de tomographie par rayons se base sur I’hypothése que les dimensions caractéristiques de
lobjet a imager sont plus grandes que la longueur d’onde, donc par nature « haute fréquence » (petite
longueur d’onde).

Quand cette hypothése est vérifiée, la diffraction est négligeable et la propagation de 'onde (acoustique,
élastique, ...) respecte alors les lois de Snell-Descartes de la réfraction. La trajectoire suivie par onde
entre deux points est appelée « rayon ». En milieu homogéne et isotrope, cette trajectoire est rectiligne
avec des vitesses de phase et de groupe colinéaires. En milieu inhomogéne, la trajectoire est courbée et
est tangente, en chaque position, a la direction de la vitesse de groupe.

La tomographie par rayons se base sur deux équations : eikonale et transport. La premiére régit le temps
de propagation de I'onde, la seconde, son amplitude. Ces deux équations dérivent de I’équation d’onde,
quand la fréquence tend vers linfini. Partant de ’équation d’onde (4-4) (dans le contexte de la
tomographie par rayons, champ incident 1, et champ réfracté ne font qu’un et on choisit la notation
pour les deux),

(V2 + k%] =0 (4-14)
on cherche une solution de la forme :
P(r,w) = Py (r)e T (4-15)

avec T le temps de vol et r la position.
On rappelle que si a et 3 sont deux variables scalaires et A un vecteur, alors

V(aB) = fVa+aVB, V-(aA)=aV-A+A-Va (4-16)

En utilisant ces deux relations, on peut réécrire V2 sous la forme suivante (pour alléger 1'écriture, la
dépendance en r est omise dans les manipulations algébriques qui suivent) :

1 Hybrid Algorithm for Robust Breast Ultrasound Tomography
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V29 =V - V(oeT) =V - [e“TVih, + iwe“T1p,VT] =V - [eTVpy| + V - [iwe“Tp,VT] =
TV, + iwe™TVT - Vb, + iwe“Tih V2T + iwV (e“Tep) - VT (4-17)
= TV, + iwe™T VT - Vipy + iwe“Tp VT + iw[e™T Vip, + iwe™ Ty VT] - VT

Ce qui donne
V2 = (—w? | VT2 + iw[2VT - Vb + 1o V2T] + V2, )eT (4-18)

En remplagant V2y par cette valeur et k par w/c dans 1’'Eq.(4-14) on trouve :
1 )
(w2 (U—Q - |VT|2) o + iwW[2VT - Vi + 1, V2T + vwo) T =0 (4-19)

Si lon fait tendre la fréquence vers linfini (A — 0= w — c0), donc pour une longueur d’onde petite
devant les dimensions caractéristiques de ’objet & imager, on va pouvoir négliger la diffraction : le dernier
terme de 1’équation précédente (V21),) peut étre négligé (cette approximation représente « the first order
ray theory » décrite par exemple par Cerveny [119]). Les deux termes restants donnent les équations
eikonale et de transport (Réf. [119]) :

Fikonale :
%7 VT2 =0 (4-20)

Transport
2VT - Vipy + 9, V2T =0 (4-21)

La méthode d’inversion que nous voulons développer utilise des variations de temps de vol. Nous nous
intéressons dorénavant uniquement & I’équation eikonale, la vitesse apparaissant dans ’équation étant
celle de groupe, car elle permet de définir des temps de vol.

L’équation eikonale, & la base des méthodes tomographiques par temps de vol, est donc une
approximation haute fréquence de 1’équation d’onde. Cette approximation représente la théorie des
rayons (ray theory), dans laquelle Ponde suit une trajectoire courbée dans un milieu inhomogene.
Cerveny [119] donne les trois critéres suivants pour considérer qu’elle est valide :

1. la longueur d’onde est petite devant les dimensions caractéristiques de I'objet a imager ;
La théorie n’est pas valide au voisinage des caustiques’ ;

3. les longueurs caractéristiques de 1’objet a imager doivent étre plus petites que la largeur de la
premiére zone de Fresnel.

Suivant les dimensions caractéristiques de 'objet a imager nous pouvons étre amener & travailler & des
fréquences au-dela de la limite de validité de la version réduite du modéle acoustoélastique (celle qui
contient trois coefficients acoustoélastiques (CAE)). Pour vérifier la premiére condition de la validité de
la théorie des rayons il est possible d’utiliser la version réduite du MAE qui contient quatre CAE (voire
annexe chapitre 3). On suppose cependant dans ce chapitre que les dimensions caractéristiques de l'objet
a imager sont plus grandes que les longueurs d’onde des modes fondamentaux dans la plage de fréquence
ou la version réduite du MAE (avec 3 CAE) est valide.

La validité de la deuxiéme condition nous impose de placer les traducteurs loin des caustiques. Cependant
dans le probléme acoustoélastique inverse, la contrainte n’étant pas connue, il est impossible de savoir
si les rayons risquent de former des caustiques, et si c’est le cas, d’en connaitre les positions. Pour pallier
cette difficulté, les modes et fréquences d’excitation utilisés dans I'inversion doivent étre choisis de fagon
a ce que leffet acoustoélastique (= l'indice de réfraction) soit assez grand pour qu’il soit mesurable, et

1 Une caustique, est une courbe / surface a laquelle tous les rayons sont tangents. Elle peut résulter de réflexions (par ex.
réflexion d'une onde lumineuse plane sur un miroir circulaire), ou de la réfraction (par ex. les rayons lumineux traversant
une surface d'eau agitée).
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assez petit pour qu'il n’y ait pas intersection de deux rayons (formation d’une caustique) sur la distance
de propagation entre I’émetteur et le récepteur (ce qui suggeére le rapprochement de I’émetteur et du
récepteur).

La troisiéme condition fait référence a la notion de volume de Fresnel, dont il importe de rappeler la
définition pour examiner les conditions de sa validité fournie par la Réf. [119] : soit une source ponctuelle
S émettant une onde — monochromatique — de fréquence f et soit un point récepteur R, alors le volume
de Fresnel est défini par ’ensemble des points M vérifiant :

1

|T(S—>M—>R)—T(S—>R)}<g

(4-22)

ou T(S — R) désigne le temps de vol d’une trajectoire reliant S & R et T(S — M — R) celui d’'une
trajectoire reliant S & R et passant par M.

Un rayon n’est pas une entité physique mais un objet mathématique (ligne droite ou courbée) visant a
représenter la propagation de 'onde, déformation dynamique dans le domaine spatial. Le champ de
I’onde émise par une source S et mesurée en un point P dépend non seulement de ce que cette onde a
rencontré le long du rayon entre S et P mais de tout ce qu’elle a rencontré dans le volume de Fresnel
(Réf. [119]). En rappelant que pour la résolution de I’équation d’onde on a choisi un champ ¢ = ¢ e™? =
Yoe™7T, et en remplagant 1/f par T, (période de l'onde) dans la définition du volume de Fresnel, ce
dernier est le lieu des points introduisant un déphasage temporel inférieur & la demi-période de 1’onde.
Cette condition est similaire a celle introduite pour établir la validité de ’approximation de Born dans
le cas de la tomographie par diffraction. Pour les milieux homogénes! le volume de Fresnel est une
ellipsoide (et une ellipse dans le cas 2D) de petit axe b donné par Réf. [119] :

b= /AL (1 + ﬁ) (4-23)

ou L est la distance entre la source et le récepteur (le milieu étant homogene, cette distance est égale a
la longueur du segment [SR]) et A la longueur d’onde.

A haute fréquence (w— co= A —0) le petit axe b (largeur du volume de Fresnel) tend vers /AL et
représente la limite de résolution pour la tomographie par rayons. La Fig. 4.3-a schématise le volume de
Fresnel dans le cas d’un milieu homogéne et la Fig. 4.3-b le volume dans le cas inhomogéne. La Fig. 4.3-
c présente le cas d’un milieu homogéne d’indice de réfraction n,, et une inhomogénéité de volume 2 et
d’indice de réfraction n. Cette inhomogénéité se trouve sur la trajectoire de I'onde entre la source et le
récepteur. Son indice de réfraction est variable dans la direction e, (i.e. la direction définie par celle du
segment [SR|), et constant dans la direction e, (i.e. direction du petit axe du volume de Fresnel) sur
une largeur plus grande que vAL. Dans ce cas, la condition de validité de la théorie des rayons est
vérifiée.

La Fig. 4.3-d présente le cas ou l'indice de réfraction de I'inhomogénéité est constant dans la direction
e, mais variable dans la direction e, sur la largeur /AL. Dans ce cas la condition 3 n’est pas vérifiée et
le champ de 'onde mesuré par le récepteur R contient une information qui moyenne 'indice de réfraction
sur la largeur de Fresnel.

En faisant la rotation du couple émetteur-récepteur autour de I'inhomogénéité on peut voir que l'indice
de réfraction doit étre constant sur un disque (sphére pour le cas 3D) de diamétre VAL, ce qui définit
ainsi la résolution de la tomographie par rayons.

Dans le cas général d’une distance entre I’émetteur et le récepteur plus grande que la longueur d’onde
(L > \) on peut dire que la condition 3 peut remplacer la condition 1 (voir la page précédente).

Pour améliorer donc la résolution de la tomographie par rayons, il faut réduire la distance entre
Iémetteur et le récepteur, ou bien la longueur d’onde (donc travailler & plus haute fréquence).

1 Pour les matériaux homogeénes anisotropes le volume de Fresnel dépend de la direction.
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Fig. 4-3 : Différents volumes de Fresnel suivant les cas considérés.

Il existe deux techniques de tomographie se basant sur la validité de la théorie des rayons :

1. la tomographie par rayons courbes (TRC) : dans cette technique la courbure de la trajectoire de
I’onde est prise en compte ;

2. la tomographie par rayons droits (TRD) : dans cette technique la trajectoire de ’onde est supposée
rectiligne. Cette technique est & la base de l'imagerie par rayons-X, (voir Deans [120] et Zeng
[121]).

On donne ci-aprés une liste non exhaustive de travaux utilisant ces techniques pour faire de 'imagerie
par ondes acoustiques / élastiques.

Javaherian et a/ [122] traitent ’échographie du sein. Un modéle de variation de vitesse est considéré
dans lequel la vitesse du son de l'objet & imager varie entre 1470 m/s et 1580 m/s, et celle du milieu
ambiant (I’eau) est de 1500 m/s, ce qui fait une variation relative de vitesse totale de ~ 7%.

Les auteurs comparent la tomographie par rayons courbes et & celle par rayons droits. Les résultats
montrent d'une part que les deux techniques donnent une information pertinente de ’objet & imager, et
d’autre part que linversion par la TRC est meilleure que celle par la TRD. L’amélioration est
essentiellement due au fait qu’avec la TRC les interfaces entre deux milieux d’indices de réfractions
différents sont plus marquées. Hormati et a/ [123] traitent un probléme similaire (échographie d’un
modeéle du sein), utilisant uniquement la TRC. Dans les travaux (Réf. [122-123]) le modeéle utilisé
contient des détails plus petits que la largeur du volume de Fresnel ; les résultats montrent que la TRC
et TRD donnent une information moyennée de l'objet a imager. Jose et a/ [124] traitent le probléme
d’imagerie d’un rein d’une souris et les nervures d'une feuille par les deux techniques (TRC et TRD) les
auteurs utilisent des impulsions lasers pour générer des ondes acoustiques détectées par des capteurs
PZT. Les résultats montrent que les déviations entre la TRC et TRD sont difficilement discernables
pour ces deux objets. Choi & Popovics [125] utilisent la TRD pour imager des structures en béton, en
se basant sur les variations de vitesse de 'onde P (onde élastique de volume). Willey et al [126] traitent
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I'imagerie par TRC d’un défaut de corrosion dans des tubes. Les auteurs utilisent des EMAT pour
générer et recevoir le mode AQ! et montrent que I'usage des EMAT permet de réduire les erreurs sur les
temps de vol, dont 'origine est la dépendance de la vitesse & la température.

Belanger & Cawley [127] étudient la validité de la tomographie par rayons droits lorsque les ondes
guidées sont générées a basse fréquence (avant la premiére fréquence de coupure). Les auteurs montrent
que la validité de cette technique est compromise. La configuration étudiée est trés désavantageuse pour
la TRD et méme pour la TRC, du fait que les dimensions caractéristiques du défaut sont trés petites
devant la largeur du volume de Fresnel?. De plus, le défaut de corrosion a une profondeur de 50% de
I’épaisseur de la plaque, ce qui pour un mode dispersif engendre une grande variation de vitesse.

Pour 'imagerie par ondes guidées on peut se référer a la thése de Druet (Réf. [31]), dans laquelle la
TRD s’est montrée fiable3, d’autant plus que la méthode pour mesurer le temps de vol est bien choisie
(par ex. par le maximum de 'enveloppe du signal, par la méthode temps-fréquence, par compensation
intelligente de la dispersion, ... ).

Hybrid Algorithm for Robust Breast Ultrasound Tomography (HARBUT)

Récemment (Huthwaite [118]) un nouvel algorithme (HARBUT) a été développé combinant la
tomographie par diffraction et la tomographie par rayons courbes. Cet algorithme a été utilisé pour
I'imagerie des défauts de corrosion (perte d’épaisseur) dans les plaques, et s’est montré plus performant
que les deux techniques de tomographie par diffraction ou par rayons courbes (voir Réf. [128,129] et
une version améliorée de cet algorithme Réf. [130]).

Conclusion

Dans cette sous-section nous avons présenté briévement les techniques d’imagerie par tomographie. Ces
techniques se divisent en deux catégories :

- la tomographie par diffraction, utilisée quand 'objet a imager est petit devant la longueur d’onde ;

- la tomographie par rayons, utilisée quand 1'objet & imager est plus grand que la longueur d’onde.
Pour que cette technique soit applicable, il faut que la théorie des rayons soit valide, ce qui est
garanti sous trois conditions (pour plus de détails, cf la Sec.9 du chapitre 5 de Cerveny [119]).
Quand ces conditions sont vérifiées, deux techniques de tomographie par rayons sont disponibles, la
tomographie par rayons courbes ou la tomographie par rayons droits.

Un troisiéme algorithme (HARBUT) combine la tomographie par diffraction et celle par rayons courbes.

Choix de la technique d’imagerie pour la résolution du PAEI

La technique de tomographie que nous voulons employer pour résoudre le probléme acoustoélastique

inverse est choisie en considérant les trois points suivants :

1. Dans notre travail, le cas d’une contrainte localisée (autour d’une soudure ou d’une fissure, ...), n’est
pas étudié ; dans ces cas, d’autres facteurs (variation forte des propriétés matériau, comportement
élastique non-linéaire de la fissure, ...) rendent impossible 'usage de la théorie acoustoélastique (non-
respect d’hypothéses sur lesquelles la théorie est fondée), et par conséquent, impossible le
développement d’une méthode de caractérisation basée sur cette théorie.

1 A basse fréquence les tubes présentent des modes de torsion, flexion, ou extension, qui ressemblent & des modes de
vibration de structure. A relativement haute fréquence (longueur d'onde par rapport au diamétre du tube) ces modes
ressemblent 3 des modes de Lamb dans une plaque.

2 Le défaut étudié par les auteurs est une calotte conique inversée dont le diamétre supérieur est égal 3 60mm et le
diamétre inférieur est égal a 40mm, et la hauteur est de 5mm (donc une variation de vitesse assez importante sur une
distance (10mm) assez faible devant la largeur du volume de Fresnel). Pour le mode A0 la largeur de la zone de Fresnel
est de 250mm et pour le mode SO elle est de 220mm (& la fréquence d'étude).

3 Dans cette thése I'auteur traite le cas de la tomographie active (ondes générées par des traducteurs) et passive (utilisant
le bruit ambiant). La TRD s'est montrée plus performante dans le cas de la tomographie active.
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2. La technique doit obligatoirement avoir une notion de trajectoire de propagation. Cela est di au fait
que lobjet qu’on veut imager est anisotrope (champ tensoriel) défini & partir au moins d’une
direction (en particulier celle de la propagation I'onde).

3. Seul le probléme ot le champ de contrainte est continument variable est traité. Nous supposons donc
que le champ de contrainte peut étre considéré constant sur une distance de plusieurs longueurs
d’onde!, cette condition de continuité inclut également le passage de la zone de la plaque non-
contrainte & la zone ol la contrainte est présente.

Les deux premiers points nous permettent d’éliminer la tomographie par diffraction — ainsi que HARBUT
—, du fait que la notion de trajectoire en est absente 2. Les deuxiéme et troisiéme points favorisent
I'utilisation de la tomographie par rayons droits, surtout que les références citées montrent que dans le
cas ol le contraste est suffisamment petit (~ 7%) cette technique donne des résultats fiables. On peut
trouver également d’autres références qui conditionnent la validité de la TRD & un contraste inférieur a
5% (Chapitre 4 de Réf. [110]) ou de 10% (voir Réf. [131]). Le choix de la TRD nous semble le plus
judicieux pour notre application, d’une part du fait de I'anisotropie de I'objet & imager, et d’autre part,
du fait que le contraste de l'objet (dans notre cas l'indice de réfraction est lié a Ueffet acoustoélastique)
se situe autour de 1%. Cependant, on n’exclut pas la possibilité d’utiliser — si nécessaire — la TRC comme
outil complémentaire & la TRD (voir par exemple Réf. [132]).

B. Algorithmes de tomographie par rayons droits

Nous décrivons dans cette sous-section les deux algorithmes les plus utilisés pour la technique de
tomographie par rayons droits que nous avons adoptée & la sous-section précédente pour notre probléme
d’imagerie. On trouve plus de détails sur ce sujet dans la Réf. [110].

Fig. 4-4 : L'indice de réfraction de I'objet a imager est
donné par une fonction n(z,y). Cet objet se retrouve dans
un milieu d'indice de réfraction constant mn,. Des
émetteurs (E) et récepteurs (R) sont utilisés pour générer
et recevoir des ondes (acoustiques, élastiques, ...) qui se
propagent sur des lignes droites entre I'émetteur et le
récepteur. 0 est la direction de propagation de I'onde et &
son vecteur d'onde.

L’objet & imager a un indice de réfraction donné par une fonction n(z,y). Il est entouré d’un milieu
d’indice constant n,. Des émetteurs (E) et récepteurs (R) sont placés autour de lui et émettent et
regoivent des ondes (acoustiques, élastiques, ...) dont la trajectoire est supposée rectiligne (rayon).

On suppose que la quantité suivante est connue :

PE,R) = / n(s)ds (4-24)
(E,R)

p est U'intégrale linéique de la fonction n sur le rayon (E,R) et s est la position courante sur ce rayon.

! La validation de cette hypothése est assurée dans le développement de la méthode d'imagerie par |'utilisation des modes
dont les longueurs d'onde sont suffisamment petites devant la variation spatiale de la contrainte.

2 L'absence de la trajectoire ne pose pas de probléme dans le cas ou la propriété physique/géométrique a imager est
scalaire (e.g. densité, perte d'épaisseur, ...), comme on a pu le voir dans les références citées.
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Le probléme mathématique que la technique de tomographie par rayons droits doit résoudre revient a
reconstruire la fonction n (& deux variables) a partir d’un ensemble de telles intégrales. Il a été résolu en
1917 par Johann Radon (une traduction anglaise du papier originellement en allemand est donnée dans
Pannexe A de Réf. [110]).

Algorithmes itératifs

L’objet & imager est découpé en plusieurs cellules ; dans chacune, l'indice de réfraction n est supposé
constant. Le probléme tomographique inverse revient & trouver les valeurs de n de chaque cellule. Les
algorithmes itératifs développés pour cela se basent sur la méthode de projections (voir Réf. [133]),
illustrée par ’exemple suivant.

On suppose un objet qu'on peut découper en seulement deux cellules d’indice de réfraction n; et n,.
Deux émetteurs (E; et E,) et deux récepteurs (R, et R,) sont utilisés. r; et r, sont les rayons impliqués.
La longueur du segment formé par l'intersection du rayon 1 et la cellule 2 est L,,. (Par suite, la longueur
du segment formé par I'intersection du rayon i et la cellule j est noté L,;.)

En utilisant la définition (4-24), on écrit les deux intégrales linéiques :

by, = /”(9)d9 = Lyyny + Lygng + ling, Dry, = /n(s)ds = Lgyny + Lygny + lyny (4-25)

1 1

ol [, et [, sont les longueurs des parties des rayons en dehors des cellules.

Fig. 4-5 : L'indice de réfraction de l'objet a imager est constant et
égal a ny dans la cellule 1, et constant et égal a n, dans la cellule 2.
Deux émetteurs (E, et E,) et deux récepteurs (R, et R,) sont utilisés.
r, et 1, sont les trajectoires de la propagation (rayons). La longueur
du segment formé par I'intersection du rayon 1 et la cellule 2 est L.

€2

€1
Pour simplifier les écritures on pose p; = p, —1n, et p, = p,, —lyn,, ce qui donne :
Py = Lyyng + Lygng, Py = Lgyny + Lgyny (4-26)

Le probléme a résoudre consiste a trouver les inconnues n; et n, en fonction des données L,; et p,.

Dans ce cas simple, il suffit d’inverser le systéme pour résoudre le probléme. Dans un probléme réel, le
nombre de cellules & considérer est tel que I'inversion du systéme constitué n’est pas le meilleur choix
numeérique. De plus, dans la pratique de la tomographie, le nombre de rayons est généralement inférieur
& celui de cellules, ce qui conduit & la constitution d’un systéme sous déterminé, non-inversible. Il est

plus judicieux de développer une approche itérative : la méthode de projections est illustrée ci-dessous.

3

0 0’
(ng ),‘l’l,(z )) )
I |g. 4-6 H DeUX leiteS d'équations P = L]]n] +L]2’Il2 et

(n(ll)'““kll) py = Lgyny 4+ Lyyn, sont représentées dans le repére
(ny,m,). Pour trouver la bonne solution (intersection de
Pa=1 g ces droites), une solution initiale est choisie (n”,n{),

2215

puis projetée sur la premiére droite, donnant (n\",n{"), a
son tour projetée sur la deuxiéme droite, et ainsi de suite
jusqu’'a convergence.
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Les deux droites d’équations p, = L;;n; + Liyn, €t py = Ly n, + Lyyn, sont représentées dans le repére dont
la base est (n;,n,). Pour trouver la bonne solution (I'intersection de ces droites), une solution initiale est
choisie (n\”,n""), ce qui représente l'itération 0. Cette solution est ensuite projetée sur la premiére droite,
ce qui donne la solution a l'itération 1 (n!"”,nl"), qui & son tour est projetée sur la deuxiéme droite, et
ainsi de suite jusqu’a converger vers la bonne solution.

La vitesse de convergence de ’algorithme dépend non seulement du choix de la solution initiale mais
¢galement de celui des rayons. Si les rayons sont proches les uns des autres, les variations des L;; et n;
sont faibles se traduisant par des droites (hyperplans dans le cas général) presque paralléles, et par suite
par beaucoup d’itérations (projections) pour converger vers la solution.

Pour N cellules et M rayons on a :

N
p; = Z Lin; & p=L-n (4-27)

avec p; l'intégrale de n sur le rayon r,. Dans ce cas la méthode de projections donne (Réf. [110]) :

n—1 . LT

(i) — p(i-1)
n'Y =n T
L i qu

iy (4-28)

ou L, est la ligne i de L et n¥, le vecteur qui contient les N valeurs de I'indice de réfraction a l'itération
i.

Cette formule est la base de l'algorithme ART (algebraic reconstruction technique) qui fonctionne de la
facon suivante :

1. Une solution initiale n©® = (n<10), ny, ... ,nﬁ)) des valeurs de I'indice de réfraction dans toutes les
cellules est choisie (généralement on prend n”’ = n, (I'indice de réfraction du milieu ambiant)).

2. L’itération 1 est égale a la projection de n!¥ sur le premier hyperplan (i.e. donné par I'intégrale
sur le premier rayon).

3. L’itération 7 est égale & la projection de n Y sur le éme hyperplan (i.e. donné par l'intégrale
sur le éme rayon).

4. Une itération de 'algorithme est compléte quand on a projeté sur tous les M hyperplans. Chaque
cellule se retrouve mise & jour M fois.

5. On répéte les étapes précédentes, cette fois avec comme valeurs initiales les n*), jusqu’a ce que
la convergence vers la solution du probléme (i.e. lintersection de tous les hyperplans) soit
atteinte.

Pour converger, l'algorithme effectue beaucoup d’itérations, ce qui est numériquement cotiteux. Pour
I’accélérer, au lieu de prendre des cellules carrées, on peut projeter d’abord l'indice de réfraction sur une
base de fonctions 2D.

n(a,y) ~ 3 n;B,(x,y) (4-29)

Les fonctions (B;) peuvent étre des ondelettes, B-Splines, ... L’avantage d’utiliser de telles fonctions au
lieu de cellules carrées (pixel) vient du fait qu’il faut plusieurs pixels pour représenter une forme simple,
ce qui donne des matrices de grandes tailles. De plus, les ondelettes et les B-Splines, ... peuvent se
chevaucher, ce qui permet d’avoir une transition « lisse » entre les différentes valeurs.

L’équation (4-27) dévient :
pi= > bin, . p=L-n (4-30)

ou b;; est I'intégrale de B; sur le rayon r,.
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by = /Bj(s)ds (4-31)

Pour gagner encore en temps de calcul par rapport a l'algorithme ART, un deuxiéme algorithme est
utilisé, dit SART (simultaneous algebraic reconstruction technique), qui se base sur une équation
similaire a (4-28) donnée par (Réf. [110]) :

M k=1) T _ )
nh = k- N 100 T — Piy, (4-32)

i=1

On peut remarquer que la différence entre les algorithmes ART et SART vient de ce que ce dernier ne

k-1

met & jour la valeur de n'® qu’aprés avoir projeté la valeur de n'*~ sur tous les hyperplans. Le lecteur

intéressé peut se référer & Réf. [134] pour une démonstration de la convergence de l'algorithme SART.

2.  Filtered Back Projection (FBP)

L’algorithme dit « filtered back projection » (FBP) est a la base de la tomographie par rayons-X, grace
& sa précision et sa rapidité par rapport a celles des algorithmes itératifs. Son formalisme mathématique
est plus simple que celui de ces derniers. On présente ici le principe de base de son fonctionnement (la
Réf. [110] en donne les détails).

Fig. 4-7 : L'indice de réfraction de 'objet & imager est

n(z,y). La droite (D) passe par I'origine du repére (e, e,)
et fait un angle 6 avec e;. Elle est perpendiculaire aux

9)”(‘2'3)‘15 rayons r; entre les émetteurs et récepteurs. La distance

) P8(5=52)=J;

Tzl

entre |'origine du repére et un rayon r; est ¢, ; la position
sur un rayon est donnée par s. L'intégrale de I'indice de
réfraction sur un rayon r, est donné par py(t = t,).

On suppose que les rayons entre les émetteurs et récepteurs sont paralléles entre eux!. On définit une
droite (D) perpendiculaire aux rayons et qui passe par l'origine du repére (e, e,). L’angle entre (D) et
e, est 0. La distance entre 'origine et un rayon r; est ¢, et la position le long d’un rayon est s.
L’équation de droite d’un rayon r; (dont le vecteur normal est (cos(6),sin(6)) est ¢, = x cos(d) + ysin().
L’intégrale de I'indice de réfraction sur un rayon r, est :

pt=t)= [ alt.is (4-33)

En passant a la forme continue de cette intégrale et en utilisant les variable spéciales x,y au lieu de s
on trouve la transformée de Radon de la fonction n(z,y) (Réf. [120]) :

pg(t) = / OO/ OO?’L(CIJ7 y)d(t — xcos(ﬁ) + ysin(ﬁ)) dxdy (4—34)

La base de la tomographie par rayons droits est le théoréme de Tranche de Fourier donné ci-dessous :

1 Ceci donne la version parallel-Beam de I'algorithme FBP. D'autres versions (fan-Beam (2d), Cone-Beam (3d)) existent
dans lesquelles les rayon divergent de |'émetteur.
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La transformée de Fourier 1D de la transformée de Radon d’une fonction f (notée ici S) est égale a
une tranche de la transformée de Fourier 2D de la méme fonction f (notée ici F ).

La démonstration est donnée dans ’annexe (VII-A [p. 177])
Ce théoréme s’écrit :
Sp(n) = F(u,v) = F(ncos(0) ,nsin(0)) = F(n, 0) (4-35)

S, : transformée de Fourier 1D de la transformée de Radon de la fonction n(z,y) suivant la direction 6
F : transformée de Fourier 2D de la fonction n(z,y).

Ainsi, pour retrouver 1’objet, il faut calculer les transformées de Radon dans toutes les directions, calculer
leurs transformées de Fourier 1D, puis reconstruire tranche par tranche la transformée de Fourier 2D de
I’'objet et finalement passer a la transformée de Fourier inverse pour le retrouver. Une illustration avec
deux projections est donnée dans la figure suivante :

Fa,
La transformée de Radon dans deux direction de §;  Les tranche de la transformée de Fourier 2D de
et 0, I'objet n(x,y) dans les deux directions 6, et 6,.

Fig. 4-8 : Reconstruction de la transformée de Fourier 2D de I'objet n(x,y), & partir des tranches données par la
transformée de Fourier 1D de la transformée de Radon de I'objet.

Cependant une telle procédure souffre du probléme suivant : dans le domaine de Fourier, & basse
fréquence (u,et v petits), les tranches sont « serrées » et se superposent a l'origine alors qu’a haute
fréquence, elles sont éloignées les unes des autres, laissant ainsi un vide si le nombre de tranches (7.e.
nombre de projection) est fini. Pour pallier ce probléme, la transformée de Fourier 2D est écrite dans un
repére cylindrique. Pour cela écrivons tout d’abord n(z,y) en fonction de sa transformée de Fourier 2D

+oo +o00
n(z,y) = / / F(u,v) e 2l dydy (4-36)

En rappelant qu’on peut poser u = ncos() et v = nsin(), (voir annexe (VII-A [p. 177])) et en faisant
le changement de variable (u,v) < (1,6) on trouve :

21 +oo
n(:ﬂ, y) _ / / F(n, 9) 672i7l"r](.rco&(ﬂ)ﬂ/sm(ﬂ))T]dnde (4—37)
0 —00
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En divisant 'intégrale j(fw en foﬂ + ff” et en utilisant le fait que F(n,0 + m) = F(—n,0), U'intégrale
précédente devient :

T +o0o
n(z,y) = / / 10l F(17,8) 27 dnd (4-38)
0 —00

avec t = z cos(f) + ysin(f). En utilisant maintenant la relation (4-35), on écrit :

() = / | st e ao (4-39)

—00

Cette équation définit 'algorithme « filtered back projection ». Tout d’abord, le filtre est donné par le
terme |7| et le « back projection » vient du terme ¢ = x cos(#) + ysin(¢). Finalement la reconstruction d’un
point (z,y) est donné par la sommation de toutes les « back projections » dans toutes les directions
(Iintégrale entre [0, 7]).

En résumé, les étapes de l'algorithme FBP sont les suivantes :
Pour un ensemble d’angles 6 € [0, 7
1. Calcul de la transformée de Radon dans une direction 6(!).
Calcul de la transformée de Fourier 1D de celle-ci.
Filtrage de cette transformée de Fourier.
Calcul de la transformée de Fourier inverse de la transformée de Fourier filtrée.

AR

« back » projection de cette quantité dans la direction 6

Comparaison FBP vs SART

La tomographie par rayons droits peut étre réalisée avec SART ou FPB, chacun de ces algorithme est
mieux adapté pour une configuration donnée2. L’objectif de ce paragraphe est de les comparer en terme
de précision et rapidité, dans la configuration que nous envisageons utiliser pour imager un état de
contrainte inhomogéne. Pour ceci un test numérique est réalisé dans lequel le nombre de données
(nombres de rayons et de projections) n’est pas suffisant pour que la reconstruction soit identique a
I’objet.

Remarque : avec suffisamment de données (nombre de rayons et nombre de projections) les
deux algorithmes donnent une reconstruction qui est presque identique a celle de 1’objet, ce
qui rend difficile de comparer leurs précisions.

On se donne une cartographie 2D n(x,y). Pour les deux algorithmes, on considére 32 projections et
chaque projection est formée de 11 rayons3.

Pour les fonctions de base de I'algorithme SART, on choisit une base de B-Spline d’ordre cing. Le nombre
de ces fonctions est de 729 (=27x27)%. Les deux algorithmes ont été implémentés en utilisant Matlab.

La carte originale (Fig. 4.9-b) a été reconstruite a partir de la fonction peaks de matlab, dont on a
normalisé le la distribution. La reconstruction avec SART est donnée dans Fig. 4.9-a et celle avec FBP
dans Fig. 4.9-c, les erreurs absolues sont données (pour SART) dans Fig. 4.9-d et (pour FPB) dans Fig.
4.9-e.

1 La transformée de Radon n'est pas calculée a partir de la connaissance de l'indice de réfraction, mais de celle de son
intégrale sur les rayons. Par exemple en tomographie par temps de vol, elle est donnée par les temps de vol mesurés par
les récepteurs, et non pas en intégrant sur un défaut inconnu.

2 SART : en géophysique (dd a la difficulté d'entourer 'objet & imager par les capteurs), et FPB en médecine (grace a
sa rapidité, précision et la capacité d'entourer 'objet par les capteurs).

3 On utilise ici la terminologie de I'algorithme FPB (une projection est formée par un ensemble de rayons paralléles comme
montré sur la Fig. 4.8, ou deux projections sont utilisées).

4 Ce nombre de fonctions de base s'est avéré suffisant pour engendrer une distribution complexe.
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Fig. 4.9-a-c montrent que la reconstruction avec le FPB est meilleure (on voit que la forme de 'objet est
bien identifiée). Cependant, Pavantage de cet algorithme n’est pas seulement sa précision mais surtout
sa rapidité. Ainsi, l'inversion par SART peut prendre jusqu’a quelques heures, a cause du calcul des
éléments b,; (i.e. l'intégrale d'une fonction de base B; sur le rayon r; voir (4-31)). Ces éléments ne
dépendant pas de 'objet & imager, il est possible de les calculer pour une configuration donnée (nombre
de projections et nombre de rayons par projection) et de les stocker en mémoire ; cela peut faire gagner
du temps. Cela reste néamoins un obstacle si on veut faire une étude ot le nombre de projections et de
rayons peuvent changer.

SART Original FBP

y y y
05 0 0.5
(a)
Original-SART Original-FBP

Fig. 4-9 : comparaison entre les

deux algorithmes SART et FBP. (a)
reconstruction part SART. (b) y
I'original. (c) reconstruction par

FPB. (d) I'erreur absolue pour

SART. (e) I'erreur absolu pour FBP.

<=
! | .

01 0 01 02 0.3
(d)

La reconstruction par le FPB en revanche se fait en quelques minutes. En effet, d’'une part I'inversion
est faite dés lors que la premiére projection est calculée ; d’autre part, Matlab propose des algorithmes
optimisés pour le calcul des transformées de Fourier et transformées inverses.

Les reconstructions présentées dans la suite de ce chapitre seront donc calculées uniquement avec le
FBP.
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IV. Inversion tomographique des objets anisotropes

Dans la section précédente, nous avons présenté la méthode d’imagerie par tomographie et les
algorithmes utilisés en tomographie par rayons droits, ou l'indice de réfraction de 1’objet & imager était
donné par une fonction 2D (ou 3D) scalaire. La possibilité d’application directe de ces algorithmes tient
au fait qu’une loi inversible existe entre une simple grandeur scalaire & inverser et une grandeur a
mesurer.

Dans le cas du probléme acoustoélastique inverse inhomogéne a résoudre, une loi a été établie au Chapitre
3 exprimant les variations de vitesses modales comme des fonctions des composantes 0; de la contrainte
et sa direction a, sous la forme :

A M = Aﬁl(f)(ﬁ +0y) + B (f) COS(Q(B - O‘)) (0, —09) + AN (f)oy (4-40)

ot A, vM est la variation relative de vitesse (par rapport a l’état non contraint), pour un mode M (de
Lamb / SH), AY, B, A} sont des coefficients qui dépendent de la fréquence (f) et sont propres a chaque
mode, dits coefficients acoustoélastiques, o,,0,,0, sont les trois composantes de la contrainte (qui
dépendent de la position (z,y)), B8, a sont les angles qui repérent la direction de la propagation de I'onde
et la direction de la composante o, de la contrainte dans un repére R, lié & la plaque. L’angle o dépend
de la position.

Cette loi contient quatre inconnues & reconstruire (o, 0,,05 et «) au lieu d’'une seule (comme considéré
précédemment) et est anisotrope car dépendant de la direction de propagation de 'onde g au lieu d’étre
isotrope (comme par exemple dans la reconstruction d’une densité ou d’une perte d’épaisseur d’une
plaque isotrope).

Pour illustrer les conséquences que peuvent avoir les aspects anisotrope et multi-variables sur I’approche
tomographique, considérons les trois cas d’études suivants :

Objet anisotrope a une seule inconnue :

La Fig. 4.10 illustre le cas d’un objet dont I'indice de réfraction n est donné par un vecteur d’amplitude
et de direction constantes dans un carré de coté a (i.e. n=ne,). Les traducteurs utilisés pour la
tomographie sont répartis sur un cercle de diamétre 3a. La tomographie procéde par sommation des
données suivant plusieurs directions. Supposons que la vitesse soit donnée par v(0) = v,(2 + cos(26)) (8 est
la direction de propagation de I'onde). Les deux temps de vol dans les deux directions (7}:0 = 0° et T,:0 =
90°) sont égaux a :

_ 2a a

T, o +% (4-41)
2a  a
T, = % + U_o (4-42)

Comme T, >T,, que v > v, et que les distances entre émetteurs et récepteurs dans les deux directions
sont égales, lors de la reconstruction tomographique de l’objet le supposant d’indice constant,
lalgorithme établit que ’objet est plus étalé dans la direction e, que dans la direction e; : puisque la
propagation a pris moins de temps, 'onde a dii passer plus de temps dans 1'objet que dans le milieux
ambiant (v >wv,), par rapport a ce qui est arrivé dans la direction e;. Cela se traduit par une
élongation/compression de I'objet & imager dans certaines directions, ce qui résulte en une mauvaise
reconstruction.

Ainsi, anisotropie pose probléme pour la reconstruction classique qui repose sur la sommation des
données dans toutes les directions.
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Fig. 4-10 : ny,n,k,0,E,et R sont l'indice de réfraction
du milieu ambiant, celui de I'objet a imager, le vecteur
d'onde, la direction de propagation, |'émetteur et le
récepteur. L'indice est anisotrope.

2. Objet isotrope a deux inconnues :

La Fig. 4.11 illustre le cas ou I'indice de réfraction de I'objet est isotrope mais dépend de deux fonctions
f et g dépendentes de la position. Prenons ’exemple ou ces deux fonctions sont les deux constantes de
Lamé, (A\(z,y) et u(z,y)). Contrairement au cas de la perte d’épaisseur, le probléme a inverser ici, contient
deux inconnues. Une solution unique ne peut étre retrouvée que si on peut former un systéme d’équations
inversible (d’inconnues A et u) sur chaque rayon. Une inversion de ce probléme est possible en utilisant
les deux ondes P et S (pression et cisaillement) dont les vitesses sont données en fonction de la densité

et les constantes de Lamé, par :

v, = A2
p

(4-43)

v:\/E
§ p

(4-44)

Ces deux vitesses forment alors un systéme d’équations qui permet de retrouver les deux constantes \ et

u. L’onde de cisaillement est utilisée pour déterminer la cartographie de u, puis I'onde de pression est
utilisée pour déterminer la cartographie de A a partir de celle de p.

Ainsi, ’aspect multi-variables impose d’utiliser plusieurs grandeurs (par exemples plusieurs types d’onde)
pour reconstruire les inconnues du probléme.

. A

Fig. 4-11 : ny,n,k,0, E, et R sont |'indice de réfraction
du milieu ambiant, celui de I'objet a imager, le vecteur
d'onde, la direction de propagation de I'onde, |'émetteur
et le récepteur. (c) I'indice de réfraction est inhomogéne

R et isotrope (il dépend de deux fonctions scalaires f et g
dépendentes de la position).

Objet anisotrope a trois inconnues :

La Fig. 4.12 illustre le cas ou l'indice de réfraction de ’objet & imager est anisotrope et dépend de trois
fonctions f, g et a dépendantes de la position. Un exemple de ce probléme est donné par le cas de la
variation de vitesse, pour un mode de Lamb / SH induite par une contrainte biaxiale o = (¢,,0;). La loi
qui suit a été établie au chapitre 3 pour exprimer les variations de vitesse en fonction de la contrainte :
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A, oM (o) 05,0, 8) = [A(f) + B (f) cos (2(8 — al.y)) )] oy (2, 9) + AN (flos(a,y) (4-45)

Pour résoudre ce probléme, il faut former sur chaque rayon un systéme d’équations permettant de
remonter aux trois inconnus. Cependant, la présence de la fonction cos  (non bijective) dans la formule
rend le probléme non-inversible (du moins, dans une seule direction). On a vu au chapitre 3 que pour
trouver une solution unique & ce probléme, il fallait faire une mesure supplémentaire dans une direction
différente (donc en utilisant un autre rayon).

PRl C

jo; Q Fig. 4-12 : A v, k., E, et R sont l'indice de réfraction
\ de l'objet a imager, le vecteur d'onde, la direction de
propagation de 'onde, I'émetteur et le récepteur. L'indice
de réfraction est anisotrope et dépend des trois fonctions

f, g et a qui dépendent de la position.

Dans la littérature la tomographie anisotrope a été considérée en géophysique (en utilisant les ondes P
Réf. [131, 135-136], ou les ondes de surface Réf. [137-139]). Récemment en radiographie (Réf. [140]),
une méthode dite XTT (X-ray tensor tomography) a été développée. Les approches de ces références
différent de celle qu’on développe dans ce chapitre.

Dans la tomographie anisotrope en géophysique, un test synthétique & l'image de l’expérience est
construit. Ensuite la propagation de 'onde (dans les couches terrestres) est modélisée par un modéle a
plusieurs variables. Le probléme inverse est traité comme un probléme d’optimisation, dans lequel ces
paramétres sont modifiés jusqu’a ce que la déviation entre les temps de vol calculés en utilisant le test
et ceux mesurés! (par exemple entre I’épicentre d’un séisme et une station de mesure) soit minimale.
L’un des modéles les plus connus pour la propagation de 'onde P dans les couches terrestres est celui de
Thomsen [141] donné ici :

0,(0) = vy (1 + dsin(0)? cos(#)? + esin(6)*) (4-46)

ou # est la direction de propagation de ’onde, et ou les trois paramétres vé, 0 et € sont modifiés jusqu’a
ce que les temps de vol de 'onde P dans le test synthétique convergent vers les temps de vol mesurés
(les détails de la résolution se trouvent dans Thomsen [141]). Le modéle impliquant la propagation
d’ondes de Rayleigh est donné par Smith & Dahlen [142]. Il contient cinq paramétres qui dépendent
de la fréquence (voir Mazzulo et al [137]).

Pour le cas de la radiographie XTT, la résolution du probléme consiste a réécrire une loi similaire a celle
de Beer-Lambert dans laquelle la variable & inverser est isotrope et contient une seule inconnue.

Les méthodes d’imagerie des grandeurs anisotropes en géophysique et en rayons-X différent de la méthode
que nous présentons ici par [laspect multimodal, spécifique au cas des ondes élastiques guidées.
Contrairement a 'approche géophysique ot une seule onde est utilisée et trois paramétres sont modifiés,
nous utilisons plusieurs modes avec des paramétres obtenus par rapport a un état de référence connu.
Contrairement & la XTT ou la variable & inverser est scalaire, celle & inverser ici est « vectorielle ».

1 Entre I'épicentre d'un séisme et une station pour la tomographie passive, et entre une source (canon a air, explosifs, ...)
et la station, pour la tomographie active.
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V. Simulation

Dans cette section, on développe les méthodes d’inversion d’une contrainte multiaxiale inhomogéne, en
utilisant la tomographie par rayons droits et ’algorithme FBP. Les méthodes développées ici sont
indépendantes de la nature des traducteurs utilisés. On a modélisé au chapitre 3, dans la plage de
fréquence [0,500] kHz, la variation de vitesse des modes fondamentaux induite par une contrainte
triaxiale — homogéne dans ’épaisseur— sous la forme :

AM = AM(f)(0y +0,) + BY(f) cos(2(8 — ) (0, — 03) + A (f)a (4-47)

ot A, vM représente la variation relative de vitesse du mode M (Lamb ou SH) par rapport a I’état non
contraint, A) B} A) sont des coefficients qui dépendent de la fréquence (f) et sont propres a chaque
mode, dits coefficients acoustoélastiques, o,,0,,0, sont les trois composantes de la contrainte (qui
dépendent de la position (z,y)), B8, a sont les angles qui repérent la direction de la propagation de I'onde
et la direction de la composante o; de la contrainte dans un repére R, lié¢ a la plaque. L’angle a dépend
de la position.

La résolution du probléme acoustoélastique inverse va étre effectuée dans cette plage de fréquences, avec
les modes fondamentaux, et en utilisant cette formule. La configuration d’inversion tomographique
considérée peut-étre représentée comme suit :

La plaque
Fig. 4-13: Configuration d’inversion
tomographique constituée par n couples
émetteur-récepteur répartis sur un cercle de
diamétre D. L'objet a imager se trouve a
I'intérieur du cercle. Une projection est
définie par la transformée de Radon dans la
direction perpendiculaire a Dy.

Comme l'objet & imager est anisotrope et que nous désirons utiliser I'algorithme FBP pour 'inversion,
on se place dans une configuration qui en facilite 'implémentation et qui permet d’avoir des données
qu’on peut classer en fonction de la direction. On suppose donc que les n couples émetteur-récepteur
sont positionnés sur un cercle de diamétre D.

La technique d’inversion de tomographie par rayons droits conduit & une résolution égale a vLA (largeur
du volume de Fresnel) ou L est la distance entre un émetteur et un récepteur. Cette limite de résolution
est prise en compte pour définir la distance entre deux traducteurs! (par ex., deux récepteurs adjacents).
Sa variation avec la fréquence est donnée dans Fig. 4.14 pour les trois modes fondamentaux et pour L =
1m.

On définit une projection par l’ensemble de « mesures » dans une direction donnée, et on dit que la
projection contient n mesures si elle contient n rayons (n couples émetteur-récepteur). On dit que la
reconstruction est faite a ’aide de m projections, si on a considéré m projections réguliérement espacées
dans D'intervalle [0, 7]. On suppose enfin que les capteurs sont assez éloignés de 1'objet & imager pour que
I’approximation d’onde plane soit valide.

1 On note que dans cette configuration la distance L varie d'un couple & un autre, le choix L = D définit une limite
supérieure.
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0
0

lFrcsrlfl

—A0

—50

—SH0 Fig. 4-14 : largeur du volume de Fresnel en fonction de la fréquence
pour L = 1m.
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Les variations de temps de vol sont calculées en utilisant 1’équation eikonale réécrite comme :

ou T™

ds
™ = / e (4-48)

T

est le temps de vol du mode M sur le rayon r;, s est la position courante sur le rayon et v (o)

est la vitesse de groupe du mode en fonction de la contrainte donnée par :

M

M
Av

M 4-49
b (4-49)

vd! @ vitesse de groupe dans 1’état non-contraint, que ’on donne pour les trois modes fondamentaux.

6

Groupe

Fig. 4-15 : vitesses de groupe des trois modes
fondamentaux a I'état non-contraint

100 200 300 400 500
F(kHz)

Le choix des modes et des fréquences d’excitation doit tenir compte des points suivants :

1.

Pour avoir une bonne résolution, il faut que la longueur d’onde soit petite.

Cela favorise l'utilisation du mode AO (voir la Fig. 4.14) et également de travailler dans la limite

supérieure de la plage de fréquence [0,500] kHz.

2.

Il faut que 'effet acoustoélastique soit suffisamment important pour que la variation du temps
de vol soit mesurable, et en méme temps il ne faut pas que cet effet soit trop grand afin que
I’hypothése d’une propagation suivant des rayons droits soit valide. On rappelle que les
coefficients acoustoélastiques sont en %/MPa et que certains d’entre eux peuvent atteindre une
valeur de 0.025 ce qui veut dire que si ’amplitude de la contrainte est de 200 MPa, nous aurons
5,4% de variation de vitesse, ce qui représente un contraste a la limite de validité de cette

hypotheése (telle que proposée dans la Réf. [95]).

Suivant la méthode utilisée pour le calcul de temps de vol, il peut étre préférable de travailler
avec un mode faiblement dispersif. Cela favorise l'utilisation du mode SHO, strictement non
dispersif, puis du mode A0 dans la plage [200,500] kHz ou de SO dans la plage de fréquence
[50,200] kHz.

Dans ce qui suit de cette section les objets & imager sont des distributions arbitraires (générées par la
fonction rand de Matlab, générant une cartographie arbitraire des gaussiennes), supposées vérifier les
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trois conditions de validité de la théorie des rayons, en utilisant les modes fondamentaux dans la plage
de fréquence ]0,500] kHz.

A. Cas d’une contrainte uniaxiale hors plan

Dans le cas d’une contrainte uniaxiale hors plan, la loi a inverser s’écrit trés simplement comme :
A, oM (2,y) = AY (f)oy (. ) (4-50)

Le coefficient acoustoélastique de chacun des modes en fonction de la fréquence est donné ci-apreés :

M
X107 Ay
SHO
0=
A0 . - .
gt Fig. 4-16 : Les coefficients acoustoélastiques (AM) en
% fonction de la fréquence.

-2 S0
-3

0 100 200 300 400 500
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Inversion tomographique : ce cas est similaire & une cartographie de variation d’épaisseur/densité.
Le probléme acoustoélastique inverse est isotrope et contient une seule inconnue (o;). Un seul mode
(parmi A0, SO, et SHO) suffit & I'inversion. Prenons par exemple le mode AO. En remplagant dans
I’équation eikonale v"* par sa valeur (i.e. Eq.(4-49)) et A,v4° par sa valeur (i.e. Eq.(4-50)), on trouve :

70 — / { 100 ]ds (4-51)

| w0 Af00,(s) + 10005

Dans Pexpérience, le temps de vol sur un rayon r; (TA°) est la grandeur mesurée (donc connue), et dans
I'inversion tomographique, la quantité o est supposée constante sur le rayon r;, ce qui permet d’écrire :

_ A0 A0
o, 100 (ri v T; ) (4-52)

= 440 A0 A0
Al viT;

On donne ici un exemple d’inversion pour une distribution de contrainte o,. L’inversion est réalisée avec
18 projections et 35 rayons dans chaque projection.

Objet : [o] Reconstruction : (o3 Erreur absolue
100
Comparaison
. Objet
50 Reconstruction
) =
4 £
S 0
¢
-50
-100
50 0 50 50 0 50 100 » Irayon
3(MPa) o3(MPa) (a3 — ghec) (MPa)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

Fig. 4-17 : de gauche a droite : cartographie originale ; cartographie reconstruite en utilisant 18 projections et 35 rayons
dans chaque projection ; cartographie de I'erreur absolue entre I'objet et sa reconstruction ; comparaison des contraintes
originale et reconstruite le long de la ligne tracée en pointillés sur les cartographies.
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D’une maniére qualitative, on constate que la cartographie reconstruite ressemble bien a la distribution
de contrainte réelle. Pour étre plus quantitatif, on représente la cartographie de ’erreur absolue entre la

distribution initiale et celle reconstruite ; mises a part quelques « taches » (ou l'erreur peut atteindre
20MPa (20%)) lerreur commise reste sinon inférieure & 10%. La comparaison des résultats pour une
ligne choisie arbitrairement dans les cartographies montre de fagon plus quantitative que la convergence
de l'algorithme vers la distribution initiale est trés bonne.

Remarque : en théorie 'inversion de ’amplitude o3 peut étre réalisée jusqu’a une précision

arbitraire. Cela dans notre cas est possible si on choisit plus de rayons et de projections.

B. Cas d’une contrainte uniaxiale dans le plan

Dans le cas d’une contrainte uniaxiale dans le plan, la loi & inverser s’écrit comme :

A (w,y) = [AN(f) + B (f) cos (2(B— a(x,y)))] oy (2,9) (4-53)
Les coefficients acoustoélastiques de chacun des modes en fonction de la fréquence sont donnés ci-aprés :

M M
%1072 A %1072 Bj

S0

0.5} 1 0.5+
/\ SHO

= 0} A0 B 0p ]
0 - 50 A0 /

SHO . \/
0.5+ . g -0.5 / S0
' L . . ,1 L L ' L
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
f(kHz) f(kHz)

Fig. 4-18 : (a gauche) Coefficient acoustoélastique A" correspondant a I'effet de I'amplitude de la contrainte. (a droite)

Coefficient acoustoélastique BM correspondant a I'effet de la direction de la contrainte.

Inversion tomographique : ce nouveau cas est a la fois anisotrope et multi-variables. Deux
cartographies doivent étre obtenues : «a(z,y) et o,(z,y). L’inversion doit étre réalisée soit avec deux
modes, soit avec un seul mais a deux fréquences centrales différentes (cette derniére méthode exclut donc
la possibilité d’utiliser le mode SHO car non dispersif). Nous choisissons d’utiliser les deux modes A0 et
S0 générés a la méme fréquence centrale. Les temps de vol de ces modes sur le méme rayon r; s’écrivent :

A0 100 )
= /T [va‘m [A710 + B cos (Z(B — a(s)))]al(s) + 1001}640] s (4-54)

S0 _ 100 )
Ti - /’H |:fu(~?0 [Ago + Bfo cos (2(5 — a(s)))]a_l (g) + 100”50] ds (4 55)

Dans l'expérience, ils sont tous deux mesurés, et dans l'inversion tomographique, les quantités o, et o
sont supposées constantes sur le rayon r;, ce qui permet d’écrire :
S0 A0
Bl _ Bl _ (BSO _ BAO)
v(x)ﬁlOTviAO UgOTiSO 1 1

S0 A0 __ RAO A4S0
BOAA0 — B0 AS

1007, ( (4-56)

0'1:

et
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1 100 T A0
[ﬂ—i——acos <4< : —’UAO> —L>
_ 2 U(?OBfOUI TiAO 0 BIAO (4_57)
- 1 100 r. AA0
B —5acos (W <_AO - %‘m) - %0)
2 vy ByYoy \1; By

i

Inversion de I’amplitude o, : comme les temps de vol ne sont jamais nuls, la seule possibilité pour
que l’expression de 'amplitude ne soit pas définie est le cas ou le dénominateur s’annule. Ceci est
facilement évité en choisissant des fréquences d’excitation ou il ne peut I’étre. Cette expression est
indépendante de la direction (elle ne contient pas «). Il est donc en théorie possible de cartographier

Pamplitude avec une précision arbitraire (comme pour le probléme précédent).

Inversion de la direction « : cette inversion souffre de trois problémes :

1. L’expression de o dépend de celle de o, ce qui veut dire que si I'inversion de o, n’est pas bonne
cela affectera celle de a.

2. Pour certaines valeurs de o, I’expression de a n’est pas définie ; cela se traduit dans 'inversion
par une perte d’information sur tous les rayons ol ce peut étre le cas, donc une reconstruction
incompléte.

3. Le fait que la contrainte ne soit pas un vecteur, mais une direction, donne deux valeurs
admissibles pour «a. Cela se traduit dans 'inversion par un choix entre deux valeurs pour chaque
rayon. Les deux valeurs admissibles sont symétriques par rapport a la direction du rayon. Ainsi,
Iinversion sera d’autant meilleure que la direction de la contrainte aura peu varié le long d’un

rayon.
Dans 'exemple suivant, on présente les résultats d’ inversion pour deux cartographies arbitraires o, (x,y)
et a(z,y).

Reconstruction : [oy] Erreur absolue

Objet : [oy]
- .h
o

z‘;
R S ANME: "

5 Comparaison
x x Objet
Reconstruction
N I
60 -40 20 0 20 60 -40 -20 0 20 =10, 0 10 brayon
o1 (MPa) 1(MPa) (07" — 07") (MPa)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

Objet : [a]

Reconstruction : [a]

L’amplitude : o;

Erreur absolue

Comparaison
Objet

Reconstruction

x x
[ D [ D Lrayon
05 0 05 4 -05 0 05
afrad) afrad) (a9t — a"")(rad)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

La direction : «

Fig. 4-19 : Inversion des deux cartographies (amplitude o, et direction «) pour une configuration de 18 projections et
35 rayons par projection. Les deux modes A0Q et SO sont utilisés.
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Comme dans le cas précédent I'inversion de 'amplitude de la contrainte (la premiére ligne de la figure)
est de bonne qualité. L’erreur est presque partout inférieure a 7% sauf en quelques petites régions ot elle
peut monter & 15%. En revanche, on voit que celle de la direction (la deuxiéme ligne de la figure) souffre
des problémes discutés (I'erreur peut dépasser les 100% dans les deux régions encerclées en rouge). La
comparaison des résultats pour une ligne choisie arbitrairement (figurant en pointillés sur les
cartographies) dans les cartographies de la direction montre que l'algorithme reconstruit mieux les
grandes variations (+0.5 rad) et que les petites (+0.25 rad) ; il lui est possible de donner une valeur
négative au lieu de la valeur correcte positive.

De fait, le cas présenté est trés défavorable : 1) D’une part, Pamplitude de la contrainte ne garde pas le
méme signe sur le rayon, ce qui peut conduire a ce que certaines intégrales soient nulles, donc & une
perte d’information dans U'inversion de la direction. 2) D’autre part, dans la cartographie de direction
initiale, il est possible que sur le méme rayon la direction de la contrainte ait varié de 180°.

Dans des conditions plus favorables (une cartographie de contrainte qui garde majoritairement un seul
signe et une cartographie de direction qui ne varie pas fortement), I'inversion de la direction peut étre
d’une qualité semblable & celle ’amplitude, comme le montre ’exemple ci-aprés ou seule la reconstruction
de la direction est comparée a la cartographie originale, et ot I'erreur est presque partout inférieure a
30%:

Reconstruction : [a] Erreur absolue

Comparaison

0.1 H=—0bjet
—— Reconstruction|

a(rad)

a1}
'!rayon
02 01 0 01 01 0 01 01 005 0
a(rad) a(rad) (a®ef — a™)(rad)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

Fig. 4-20 : (de gauche a droite) : cartographie originale ; cartographie reconstruite en utilisant 18 projections et 35
rayons dans chaque projection ; cartographie de I'erreur absolue entre les deux cartographies ; comparaison de la valeur
de la contrainte de long de la ligne figurant en pointillés sur les cartographies originale et reconstruite.

Conclusion : l'inversion d’une cartographie de contrainte uniaxiale dans le plan revient & former deux
cartographies (amplitude et direction). La méthode tomographique repose sur la formation d’un systéme
de deux équations sur chaque rayon. Ces équations proviennent des temps de vol de deux modes (AQ et
S0) générés a une méme fréquence centrale. L’inversion de amplitude peut étre réalisée en théorie
jusqu’a une précision arbitraire ; celle de la direction souffre du fait que la direction de la contrainte
n’est pas définie par un angle orienté, l'information obtenue par inversion tomographique restant
toutefois pertinente.

C. Cas d’une contrainte biaxiale dans/hors plan

Le cas d’une contrainte biaxiale dans et hors plan combine les deux cas traités précédemment ; la loi
)
permettant I'inversion s’écrit comme :

A oM (@,y) = [AY(f) + BY (f) cos (2(8 — alx,y)) )] o1 (,y) + Aoy (,y) (4-58)

Les coefficients acoustoélastiques sont les mémes que ceux donnés dans les deux cas précédents.
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Inversion tomographique : le probléme acoustoélastique inverse est anisotrope et contient cette fois
trois inconnues (0,05 et ). Pour le résoudre, on peut utiliser les trois modes fondamentaux, ou un seul
mode généré a trois fréquences centrales différentes, ou une combinaison de modes et de fréquences (par
ex : deux modes dont un est généré a deux fréquences différentes). On peut ainsi former pour chaque
rayon un systéme d’équations données par les temps de vol correspondant. On choisit ici d’utiliser trois
modes, et les temps de vol, obtenus en utilisant ’équation eikonale, s’écrivent :

100
TA = ds 4-59
/ LS‘O ([A;xo + B0 cos (2(5 - a(s)))]al(s) + Agogg(s)> + 1001;50] ( )

100
T = ds 4-60
/n. Lgo ([A§° + B cos (2(8 — a(s)) )] oy (s) + Ag%g(s)) + 1001,50} (4-60)

TSHO _ [ 100 —' ds 4-61
i /7 ng'Ho ([AgHo + B0 cos (2(8 — als)) )] oy (s) + A§H003(8)> 4 100v§H0J (4-61)

A partir de ces temps de vol, on peut remonter aux trois inconnues du probléme, en les supposant
constantes sur un rayon. On obtient :

(BY0AL — BOAT) (B S, — B 1) — (BPAL — BOAD) (B, - BL°F)

. (4-62)
T (BEOAL — BIATO) DA~ BOAT) - (BPAL — BAD) (B4 — B AT0)
(BI040 — B AT) (B, — BiVTy) — (B — B AR) (B, — Bi,) )
Oq = -
» = (BPAN — BAT) (B AD — BIUASH) — (BYM AR — BIOASHO)( B A — B{OAS)
et
o (A= ARG, — (APAL — A2 A)0,
B + = acos P P
2 (A?;OB?O 7A;;XOB~190)0-1 (4 64)
a= -
1 A f =AY — (AgoA;m - A;?OA}?O)Ol
P e (AP B® — ARBY)o,
avec :
100 [/ 7, 100 [ r, . 100 [/
e Gt M G O R oI G ) o)
rGl‘/ \k‘a\
Rayon -~ - Fig. 4-21 : lllustration de la méthode d'inversion tomographique d'une
T o e contrainte biaxiale dans/hors plan. On fait le choix de former le systéme de
E@——» > > @R trois équations par les temps de vol des trois modes fondamentaux.
‘-‘ (o3, a3, ) ’f’

Dans 'exemple suivant Fig. 4.22, on donne les résultats de l'inversion pour les trois cartographies
arbitraires o, (z,y) , o3(z,y) et a(z,y). On peut faire les remarques suivantes :

Inversion des amplitudes : les deux amplitudes (o, et o;) sont inversées avec les formules (4-62) et
(4-63), indépendantes 'une de l'autre, et prenant en compte les temps de vol des trois modes (et les
coefficients acoustoélastiques). Il est donc en théorie possible de former des images jusqu’a une précision
arbitraire. Sauf pour quelques « taches » (encerclées en rouges) les erreurs pour o, et o, sont presque
partout inférieures a 10%.
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Inversion de la direction : la direction est inversée avec les mémes difficultés que celles discutées
précédemment. Il est possible de limiter ces problémes en écrivant « en fonction de o, uniquement, ce
qui permet d’éviter les erreurs potentielles provenant de la reconstruction de o,. La seconde ligne de la
figure montre que méme si I'inversion de la direction n’est pas aussi précise que celles des amplitudes,
elle reste toutefois pertinente. L’erreur peut atteindre 50% en quelques petites régions et est presque
partout inférieure a 25%

Reconstruction : [o] Erreur absolue
100
Comparaison
Objet
Reconstruction|
= 50
¥ 7 £
<
RN
50
-100 -50 0 50 -100 -50 0 50 -20 0 20 lrayon
o1 (MPa) o1(MPa) (09" — g]e)(MPa)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

La composante dans le plan : g;

Objet : [a] Reconstruction : (o] Erreur absolue

Comparaison
—— Objet
—— Reconstruction

0.1 0 0.1 0.2 01 0 0.1 0.2 -0.05 0 0.05 lrayon
a(rad) a(rad) (@t — a™*)(rad)

Objet Reconstruction Erreur Comparaison
La direction : «a

Reconstruction ¢ |os] Erreur absolue
100 = _
omparaison
'd-h. -~ — Objet
50 —— Reconstruction
’ ’ 3"\ y
£ ‘f',_
x X
-50 0 50 -50 0 50 100 -40 -20 0 20 lrayon
a3(MPa) o3(MPa) (57" — g%e°)(MPa)
Objet Reconstruction Erreur Comparaison

La composante normale : o5

Fig. 4-22 : (a) cartographie originale. (b) reconstruite en utilisant 30 projections et 33 rayons dans chaque projection
(c) comparaison de la valeur de la contrainte sur la ligne en pointillée.
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Conclusion : pour résoudre le PAEI dans les cas d’une contrainte biaxiale dans/hors le plan, il faut
pour chaque rayon prélever trois temps de vol pour former un systéme d’équations dont les inconnues
sont o;,0; et a. Ces temps de vol peuvent provenir de trois modes se propageant dans la direction du
rayon, ou bien d’un seul mode généré a trois fréquences différentes, ou encore d’'une combinaison de ces
solutions (deux modes utilisés dont un généré a deux fréquences différentes, toujours dans la direction
du rayon).

D. Cas d’une contrainte biaxiale dans le plan

Dans le cas d’une contrainte biaxiale dans le plan, la loi & inverser s’écrit comme :

A M = AM(f)(0y(2,y) + 05(2,y)) + B (f) cos (2(8 — alx, y)) ) (04(2,y) — 05 (2,1)) (4-66)
Les coefficients acoustoélastiques sont les mémes que ceux du cas uniaxial dans le plan.

Le probléme acoustoélastique inverse contient & nouveau trois inconnues (o, 0, et «) et est anisotrope.
Dans le cas biaxial dans/hors plan, une solution était possible car on a pu former pour chaque rayon un
systéeme d’équations inversible. Cela n’est plus le cas ici. Pour bien le comprendre, réécrivons
formellement le systéme des Egs. (4-66) de M modes sous la forme suivante :

FM = a™(X +Y)+bMZ(X —Y) (4-67)
avec
FM = A oM
CLM _ AI\!
P
X = o0
Yo (4-68)
bM _ B{W

Le systéme a résoudre est clairement non-linéaire ; les méthodes de substitution ne peuvent pas étre
utilisées puisque les coefficients de X et Y sont les mémes dans toutes les équations. Par ailleurs, il est
aussi impossible d’utiliser des méthodes itératives (comme les méthodes de Newton ou de Broyden
Burden & Faires [143]) puisque la matrice Jacobienne est singuliére.

Pour résoudre le PAEI dans ce cas, il est donc nécessaire de développer une nouvelle approche, différente
de celle utilisée jusqu’ici.

Résolution du probléme : nouvelle approche

Dans le cas triaxial homogéne dans le plan traité au chapitre 3, on a vu que le systéme formé par les
temps de vol pris dans une direction unique n’est pas inversible Cette limitation se retrouve en fait dés
le cas présent de la contrainte biaxiale dans le plan. Nous avons développé (dans le chapitre 3) une
méthode alternative fondée pour ’essentiel sur des mesures prises dans différentes directions. La méthode
développée n’est applicable que dans le cas homogeéne, o1, si ’on change de direction, les quantités o, o,
et « ne changent pas le long de la nouvelle direction.

Ce ne peut plus étre le cas ici ou ces quantités sont par définition inhomogénes, et donc, changent avec
la direction. L’idée que nous proposons ici pour résoudre le probléme acoustoélastique inverse dans le cas
d’une contrainte inhomogeéne biaxiale (ou triaxiale) dans le plan, repose sur la capacité de changer de
direction, sans que les quantités o,,0, et «, changent, afin d’utiliser une méthode similaire a celle
présentée dans le chapitre 3 pour le cas triaxial. Cette méthode repose sur I'utilisation des deux versions
du FPB (parallel-Beam et Fan-Beam) ; la derniére n’étant pas encore implémentée! nous avons décrit
la démarche de résolution de ce probléme et celle du probléme triaxial en annexe (VII-B [p. 177] et C [p.
180]).

1 L'implémentation de cette version de |'algorithme représente I'un des objectifs proches de I'aprés thése
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VI. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avouns traité la deuxiéme partie du probléme acoustoélastique inverse (I'inversion

d’une cartographie de contrainte inhomogéne).

Nous avons d’abord étudié différentes techniques de tomographie. Nous avons établi que la tomographie

par diffraction n’est pas adaptée a l'imagerie de contraintes résiduelles & travers la théorie

acoustoélastique :

1. sila contrainte est limitée & un volume de dimensions plus petites que la longueur d’onde, d’autres
facteurs comme la variation forte de propriétés matériau interdisent l’'utilisation de la théorie
d’acoustoélasticité et par suite le développement d’une méthode basée sur la théorie ;

2. en tomographie par diffraction, il n’y a pas de notion de trajectoire de ’'onde donc de direction de
propagation, ce qui rend impossible I'inversion d’une grandeur tensorielle.

En revanche, la tomographie par rayons est bien adaptée. Elle est utilisable lorsque 'objet & imager a
des dimensions plus grandes que la longueur d’onde et intégre la notion de trajectoire de ’onde. Lorsque
le contraste de I'indice de réfraction entre 1’objet et le milieu ambiant est inférieur a 5%, la courbure des
trajectoires peut étre négligée et la tomographie par rayons droits est utilisable.

Nous avons ensuite présenté les deux algorithmes SART et FBP les plus utilisés pour résoudre un
probléme d’imagerie par tomographie par rayons droits, le second étant choisi pour des raisons de
précision et de rapidité.

Nous avons poursuivi en mettant en évidence les difficultés spécifiques de la tomographie pour le

probléme étudié ou il est nécessaire d’inverser une grandeur anisotrope et & variables multiples.

L’approche classique de la tomographie, limitée & 'inversion de quantités scalaires ne peut étre appliquée,

et de nouvelles approches ont di étre développées. Nos développements dépendent de la complexité du

probléme traité. Trois problémes de complexité croissante 'ont été. Deux problémes plus complexes,
seulement abordés et recevant une solution nouvelle pas encore testée, sont donnés en annexe du chapitre,
car pouvant servir de piste pour des recherches futures.

1. Inversion de contrainte uniaxiale hors plan : le probléme isotrope ne contient qu’une seule inconnue
(o4). Sa résolution est semblable a celles connues pour la tomographie par rayon-X ou pour I'imagerie
d’un défaut de corrosion ; elle n’utilise qu’un seul mode guidé.

2. Inversion de contrainte uniaxiale dans le plan : le probléme anisotrope contient deux inconnues (o, et
a). L’approche classique est modifiée en utilisant deux modes sur chaque rayon pour former un
systéme inversible d’équations. L’inversion de l'amplitude peut en théorie étre réalisée avec une
précision arbitraire. Celle de la direction de la contrainte doit faire face a une indétermination
d’origine physique ; méme dans un cas défavorable, elle contient une information pertinente.

3. Inversion de contraintes biaxiale dans/hors plan : le probléme contient trois inconnues (0,0, et ).
L’approche développée est similaire a celle du cas précédent, mais trois modes sont utilisés pour
former sur chaque rayon un systéme inversible d’équations.

In fine, les approches développées pour résoudre le probléme acoustoélastique inverse reposent sur le fait
que leffet acoustoélastique varie d’'un mode & un autre, ce qui rend possible et pertinente 'utilisation de
plusieurs modes pour résoudre un probléme a plusieurs inconnues.
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Discussion 1 : cas d’une contrainte présente sous les capteurs

Dans ce chapitre, les résultats présentés ont été obtenus pour des cas ol la contrainte a imager est
suffisamment loin des capteurs pour faire I'hypothése de propagation d'onde plane. Cela a deux conséquences :

1.

d'absorption, ..

a. « Petit » objet :

On a pu réutiliser les formules (lois) développées dans le chapitre 3, valides pour des ondes planes
monochromatiques.
Avec les traducteurs entourant la zone a imager constituée d'une partie du milieu ambiant, il est possible
d'avoir une inversion quantitative. En effet, dans une projection, plusieurs rayons ne vont pas interagir
avec l'objet a imager, ce qui permet de considérer les grandeurs mesurées (temps de vol, coefficient
.) comme des références. Cela rend possible d'opérer une soustraction et de remonter a
une valeur absolue. En revanche si tous les rayons passent par I'objet a imager, la grandeur mesurée du
milieu ambiant est perdue, la soustraction impossible, et I'information reconstruite est une mesure relative.
On peut illustrer cela en considérant successivement le cas d'un petit objet puis celui d'un grand.

L'objet est suffisamment petit pour que plusieurs rayons n'interagissent pas avec lui. La grandeur mesurée
pour les rayons en question garde la méme valeur. Ceci se traduit par des plateaux (pour les premiers et
derniers rayons), sur la projection (voir Fig. 4.23). La valeur sur ces plateaux est celle du milieu ambiant,
utilisée comme une valeur de référence.

Un « petit » objet

0.47

0.46

045

041

0.4

039

0.38

projection

n=ng

n# ngy

n=ny

T12
T3 \ ri7
Ref
3 7 9 11 13 15 17 19
rayons

Une projection

Fig. 4-23 : (3 gauche) un objet dont I'étendue est suffisamment petite pour que plusieurs rayons n'interagissent pas avec

lui. (a droite) une projection faite avec 19 rayons. n et n, sont les indices de réfraction de I'objet et du milieu ambiant.

r; est le rayon numéro i entre |'émetteur E; et le récepteur R,.

b. « Grand » objet

L'objet est suffisamment grand pour que tous les rayons y passent a travers. Les plateaux significatifs d'une
propagation dans le milieu ambiant sont absents. Ceci rend impossible I'identification du milieu ambiant, et
on perd sa valeur de référence. L'inversion ne peut étre que relative. Ainsi, on sait de combien l'indice de
réfraction a varié d'une position 3 une autre, mais on ne sait pas de combien il a varié par rapport a celui du
milieu ambiant.
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projection

1 3 5 7 9 i 13 15 17 19

n rayons
Un « Grand » objet Une projection

Fig. 4-24 : (3 gauche) un objet dont I'étendue est suffisamment grande pour que tous les rayons interagissent avec lui.
(a droite) une projection faite avec 19 couples émetteur-récepteur. n et n, sont les indices de réfraction de I'objet et celui
du milieu ambiant. 7; est le rayon numéro i entre |'émetteur E; et le récepteur R,.

Conséquences pour les approches tomographiques :

1. Onde non-plane : les méthodes d'inversion reposent sur une loi développée avec I'hypothése d’ondes
planes monochromatiques. Si la contrainte est présente sous ou a proximité du traducteur, I'onde n'est
pas plane dans cette région. Il est donc nécessaire d'étudier comment une onde non-plane interagit avec
la contrainte.

2. Perte de l'information de référence : |l faut disposer d'un résultat (simulé de facon réaliste, ou mesuré)
en plus de I'expérience réalisée dans le cas a imager, qui puisse servir de référence.

Conséquence sur la modélisation des capteurs :

En présence de contrainte, les lois de comportement du milieu changent (par exemple I'élasticité par effet
acoustoélastique, |'aimantation et la magnétostriction par effet magnéto-élastique). Le fonctionnement de
tout traducteur, en émission ou en réception, dépend de ces lois de comportement. Ainsi, le comportement
des EMAT dépend a la fois des propriétés élastiques et des propriétés électromagnétiques du milieu dans
lequel ils générent des (ou sont sensibles aux) ondes. Dans les milieux ferromagnétiques, le fonctionnement
d'un EMAT est notamment régi par la perméabilité magnétique du milieu, trés sensible a la présence de
contrainte (voir Bozorth [15]). Au chapitre 6, une étude plus approfondie est réalisée sur le comportement
des EMAT en présence de contrainte dans un milieu ferromagnétique.
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Discussion 2 : I'inversion a hautes fréquences

Dans ce chapitre, on s'est basé sur la version réduite du modéle acoustoélastique, utilisant seulement trois
coefficients acoustoélastiques, pour développer les approches tomographiques :

A M = Aﬁl(f)(ﬁ +0y) + B (f) COS(2(/3 - 0‘)) (0, —09) + AN (f)oy (4-69)

Cette version permet de prédire l'effet acoustoélastique, avec une bonne précision, pour les modes
fondamentaux dans la plage de fréquence étudiée (f € [10,500] kHz). Cependant, on a vu au chapitre 3 qu'au-
dela de cette fréquence et pour les modes d'ordres supérieurs, une version plus précise peut étre proposée,
contenant un coefficient acoustoélastique supplémentaire. Cette loi est donnée sous la forme :

AM =AY (f) (o) +03) + [BY(f) cos(2(8 — o)) + B3 (f) cos(4(B — a))](0y — 03) + A} (f)o (4-70)

On peut développer des méthodes d’inversion tomographiques avec cette version pour résoudre le probléme
acoustoélastique inverse de facon trés similaire a celle dans le présent chapitre. Si la nouvelle version du MAE
est utilisée, il faut mettre en ceuvre un mode supplémentaire dans la résolution, pour les quatre cas anisotropes
(uniaxial dans le plan, biaxial dans et hors plan, biaxial dans le plan, et triaxial).
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VII. Annexe

A. Démonstration de la théorie de tranche de Fourier

Pour démontrer ce théoréme, réécrivons la transformée de Radon (Eq.(4-33))
pour une variable ¢ continue sous la forme suivante :

pe(t):/ Oon(t,s)ds (4-71)

Prenons maintenant la transformée de Fourier 1D de la transformée de Radon
Py :

s = [ T pp(t)e2mndt (4-72)

Remplacons p, par sa valeur :

Sy(n) = /:O {/ﬂon(t, s)ds] e 2t gt (4-73)

— —00

En notant que le repére (¢,s) est l'image du repére (e;,e,) par la rotation
d’angle 6§, on at = z cos(f) + ysin(f) et s = —xsin(0) + y cos(0). En effectuant
maintenant un changement de variables (t,s)< (z,y) dans lintégrale
précédente, on trouve :

+oo +oo
59(7]) — / / n(x, y) 6*21'7”7(3”003(9)+1Jsm(0))d1~dy (4_74)

En posant u = ncos(f) et v = nsin(f), la formule précédente devient :

+oo  ptoo
Sy(n) = / / (i, ) e gy (4-75)

— —00

On reconnait dans le terme a droite la transformée de Fourier 2D (noté ici
F(u,v)) de la fonction n(x,y). On a donc :
Se(n) = F(u,v) = F(ncos(0) ,nsin(0)) = F(n,0) (4-76)

B. Cas d’une contrainte biaxiale dans le plan

1. Inversion de la quantité o, + o, (Expérience 1):

Tout d’abord, on utilise les deux modes A0 et SO pour inverser la cartographie
de la quantité o, + oy, en utilisant la formule suivante (obtenue aprés un
simple calcul, & partir de la loi (4-66)) :

100 ( 7 100 ( 7
(B_ (o —2") ~ 518 (7 >> (4-77)

(BP A — BA)

o+ 0oy =

L’inversion de cette quantité est identique a celle des amplitudes dans les trois
cas précédents. Elle pourrait étre réalisée en théorie avec une précision
arbitraire.

Cela permet de réécrire la loi & inverser sous la forme suivante :

A M —AM (o) +0,) = BMcos(2(8—a)) (0, — 03) (4-78)
Le terme & gauche est maintenant connu et on le note F'*. Ce qui donne :

FM = BMcos(2(8—a)) (0, — 03) (4-79)
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2. Inversion de la direction de la contrainte (Expérience 2):

Rappelons que les algorithmes de tomographie qu’on a présentés dans ce
chapitre, et les méthodes d’inversion (pour les trois cas : contraintes uniaxiale
hors plan, dans le plan, ou biaxiale dans/hors plan) reposent sur la validité de
la théorie des rayons, qui impose une résolution de v/ILx (la distance émetteur-
récepteur x la longueur d’onde). Cette limite de résolution prédéfinit

l’espacement entre deux capteurs adjacents. Pour arriver a inverser la
direction de la contrainte on fait ’hypothése suivante :

Soit un émetteur E et deux récepteurs R, et R, qui se trouvent sur un arc de
cercle de centre E et d’angle d’ouverture AS. On suppose que la variation des
trois quantités o;, 0, et o dans la direction tangentielle (circonférentielle) est
négligeable. On donne la figure suivante comme illustration

R, Fig. 4-25 : deux récepteurs R, et R,
B+ AR .
qui se trouvent sur un arc de cercle, de
v ‘ A 1020 VL centre |'émetteur E' et d’angle
p P d'ouverture Af. Les trois quantités o,
Ry 0, et « sont constantes dans la

direction tangentielle a I'arc.

Il est clair que cette hypothése pourrait toujours étre vérifiée (e.g. on peut
tendre AfS vers 0).

En particulier, elle est vérifiée dans ’approche tomographique par rayons qui
a cause de la limite de résolution imposée par la théorie des rayons, ne peut
imager que des objets qui ne varient pas sur une distance supérieure ou égale
la limite de résolution. Et comme cette derniére est égale a ’espacement entre
les capteurs adjacents (e.g: [R;R,] = a la limite de résolution), on voit que
I’hypothése prise est vérifiée.

Si on prend par exemple le mode A0, et en utilisant (4-79) la quantité FA0 est
donnée dans les deux directions 3 et 8+ AfS par :

{ F0 = B} cos(2(B — a)) (o, — ) (4-80)

Fiap = Bl'cos(2(B+AB—a)) (0, — )

On rappelle que la quantité o, 4+ 0, est connue grace a la premiére expérience
tomographique. Ce qui veut dire que les quantités F7' et Fz,, sont aussi
connues, et on les donne ici.

100 / L
£t = o () - 4o
100( L (4-81)
FEIEA,B = A0 (TAO _U§O> _A?O(CH +0y)
) B+AB
Si on suppose maintenant que AfS est suffisamment petit pour que le
développement de Taylor de cos(2(3+ AB—«)) au premier ordre soit une
bonne approximation, on peut écrire :

{ F/;m = B cos(2(8 — a)) (o, — 0y) (4-82
FE&)A,B = BM COS(Q(B — a)) (0, —0y) —2A8 - BM sin(?(B - a)) (o0, —0y) )

Ce qui donne aprés un simple calcul :

0
a=p Lotan Fs _Fg+A5\
2\ 28R )
0 (4-83)
a= atan ( g O+48 x

On note que l'inversion de la direction souffre toujours de I'existence de deux
solutions admissibles.

FBP-Fan-Beam :
On rappelle que dans ce chapitre, nous avons choisi 'algorithme filtered back
projection (FBP), pour faire les inversions tomographiques. La version de cet
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algorithme utilisée jusqu’ici, est celle avec des rayons paralléles (dite FBP-
Parallel-Beam). Qui exige aux positions des récepteurs d’étre les images par
une symétrie axiale des celles des émetteurs. On note cependant que dans ce
cas particulier de I'inversion d’une cartographie de contrainte biaxiale dans le
plan, nous avons proposé, pour l’inversion de la direction une approche qui se
base sur émission dans deux directions divergentes (donc non paralléles). Ce
qui impose d’utiliser une autre version de l'algorithme FBP. Cette version
s’appelle FBP-Fan-Beam (voir Réf [110, 144-145]), illustrée par la figure
suivante :

Fig. 4-26 : La configuration
tomographique faisant usage
de I'algorithme FPB fan-
beam, repose une émission par
une seul émetteur et une
réception par un ensemble de
récepteurs qui se trouvent sur
un arc, dont le centre est la
source. On appelle une
projection I'ensemble des
mesures faites pour une valeur
de 6 (/e I'angle entre le
rayon central, et la direction
e, du repére lié a la plaque).
L'inversion compléte est finie
si I'émetteur fait une rotation
de 360°.

Dans cette version de l'algorithme FPB la configuration tomographique est
constitutive d’'un seul émetteur et un ensemble de récepteurs, qui sont mis sur
un arc!. Une projection dans ce cas est définie par la transformée de Radon

1 On note qu'il y'a une autre version de FBP-Fan-Beam ou les récepteurs sont sur une
ligne.

sur tous les rayons. Cet ensemble émetteur-récepteurs tourne autour de I'objet
a imager. Et aprés une révolution l'image est reconstruite suivant une
procédure similaire & celle de FPB-Parallel-Beam.

L’implémentation de cette version de l'algorithme n’est pas encore faite, elle
représente 1'un des objectifs proches de I’aprés thése.

3. Inversion des deux amplitudes : o, et o,
Maintenant que nous avons un moyen pour imager la direction, on peut revenir
aux résultats des deux premiéres expériences et écrire :

FAO
_ B
= 2B} cos(2(B — a))
r, r, (4-84)
(Bfo 109 (2t - o) ~ B 100 (T - vgo))

2(B A0 — B0 A50)

Et
F30
B 2BM cos(2(B — a))

r. r. (4-85)
Bfoi(?%%( i 7@(?0) 7fooil%9< i v§0)>

0'2:

/0 50\ 50
3B A — B0 AS0)

On remarque que les inversions des amplitudes souffrent maintenant des
problémes suivants :

1. Les expressions avec lesquelles les inversions sont faites ne sont pas
définie si cos(2(ﬂ — a)) = 0, ce qui se traduit dans I'inversion par une
perte d’information.

2. Elles dépendent de l'inversion de la direction, qui elle n’est jamais
reconstruite parfaitement.

179



Méthode tomographique pour I'imagerie de la contrainte

Il est important de noter que l'inversion des deux amplitudes ne fait que
réutiliser les mesures faites dans les deux expériences. Elle ne demande donc
pas de faire de nouvelles mesures.

Conclusion :
L’inversion tomographique d’une cartographie d’une contrainte biaxiale dans
le plan, se fait en 3 étapes :
1. Utiliser 'algorithme FBP-Parallel-Beam pour inverser la somme des
amplitudes (deux modes sont utilisés).
2. Utiliser ’algorithme FBP-Fan-beam pour inverser la direction de la
contrainte (un seul mode est utilisé).
3. Réutiliser les résultats précédents pour trouver les valeurs de o, et o,.

C. Cas d’une contrainte triaxiale

Dans ce cas la loi a inverser est :
A M = Aé”(f)(”l +0y) + B (f) 005(2(5 - O‘)) (0, —0y) + AY (f)os (4-86)

Les coefficients acoustoélastiques sont les mémes que ceux pour les cas
uniaxiaux.

Le probléme acoustoélastique inverse contient quatre inconnues (0,05, 05 et
a) et est anisotrope. Les étapes d’inversion de ce probléme sont similaires a
celles du probléme précédent, avec la seule différence d’utiliser un mode
supplémentaire dans la premiére expérience. On donne ces étapes ici :

1. Inversion des quantités : o; + o, et o5 (Expérience 1)
Utiliser I’algorithme FPB-Parallel-Beam, et les trois modes fondamentaux

pour inverser les deux quantités : o, 4+ 0, et o5 en utilisant les formules
suivantes :

_S(BY°f, — Bf,) — R(BY™f, — B f,)

= 4-87
73 SO — RS (4-87)
Et
S(BY°f1 — B f,) — QB f, — B f3)
- 4-88
o1+ 0y SP—S5Q ( )
Avec :
100 (
= 35 (=0 (4-59)
100 [ 7,
B () (4-90)
. 100 T,
= (TSHO _ ng0> (4-91)
S = (BiS'H()A;\() _ BfUAZ‘?HO) (4_92)
P = (BiMAY — BOATT) (4-93)
Q = (B4,° — B"AY) (4-94)
R = (B{AM - BAY) (4-95)

T, : le temps de vol sur le rayon ;.
On note que l'inversion de o, + 04 et celle de o5 ne dépendent que des temps
de vol et des coefficients acoustoélastiques. Et par conséquence elles peuvent

étre en théorie réalisées avec une précision arbitraire.

2. Inversion de la direction (Expérience 2)

Maintenant que les deux quantités o, + o, et o5 sont connues, la loi a inverser
est réécrite de la fagon suivante :
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GM = A oM — Al (o) +0y) — A oy
= BMcos(2(8—a)) (0, — 0y)
Pour éviter la répétition on peut remarquer que ce probléme est identique au
probléme dans le cas précédent. On donne ici les résultats qui font usage de
lalgorithme FBP-Fan-Beam et un seul mode (e.g: A0) :

A0 A0
[ a=f—Latan (7% - Gﬁ;@ﬂ)
2 208G

1 GAU _ GAO T
1& = ﬂ—ﬁatan <7§A[3 . Cfgoﬁﬁ) +§

3. Inversion des amplitudes : o, et o,

(4-96)

(4-97)

En réutilisant les résultats des deux expériences précédentes on peut retrouver,

les valeurs des amplitudes o, et oy

o GA° P(BYf = B{f,) — QUBI™ S — B{fy) (4 g5
' 2BMcos(2(B —a)) RP —5Q
Et
o G4° P(BYf, — B{"f,) = Q(B{™ f, — B{°f,) (4-99)
2 2B{MCOS(2(B—Q)) RP — SQ
Avec :
P = (BI040 — B AT
Q= (BY A0 — B A7)
(4-100)

R = (B{"A20 — B9 A0

S = (BISHOAZXO _ BflOAgHO)

Conclusion :
L’inversion tomographique d’une cartographie d’une contrainte triaxiale dans
le plan, se fait en 3 étapes :

1. Utiliser I'algorithme FBP-Parrallel-Beam pour inverser la somme des
amplitudes o, 4+ 04 et 'amplitude de la composante normale o4 (trois
modes sont utilisés dans cette étape).

2. Utiliser 'algorithme FBP-Fan-beam pour inverser la direction de la
contrainte (un seul mode est utilisé dans cet étape).

3. Réutiliser les résultats précédents pour trouver les valeurs de o; et o,.

181






Modéle de réception d'ondes élastiques par EMAT

5. Modéle de réception d’ondes élastiques par EMAT

Résumé :
Dans les quatre premiers chapitres de ce manuscrit nous avons traité deux problémes : le probléme acoustoélastique direct
(chapitres 1 et 2) et son inverse (chapitres 3 et 4). Le traitement de ces problémes est indépendant de la nature des
émetteurs et récepteurs d'ondes élastiques utilisés, la seule exigence étant leur capacité a émettre et recevoir/détecter des
ondes de Lamb et/ou des ondes SH.
Partant du fait que |'objectif de la thése est de développer une méthode de caractérisation de contrainte par EMAT, nous
nous intéressons dans ce chapitre a la modélisation de ces traducteurs en milieu ferromagnétique.

La modélisation du mécanisme de génération d'une onde élastique par EMAT en milieu ferromagnétique a fait |'objet de
la these de Clausse [37]. Le présent chapitre s'intéresse au probléme de réception (PR) d'une onde par EMAT en milieu
ferromagnétique. Il contient les cinq sections suivantes :

La Sec. | [p. 184] consiste en un rappel sur quelques notions d’électromagnétisme importantes pour la compréhension du
reste du chapitre.

La Sec. Il [p. 189] comporte deux sous sections : la premiére présente le mécanisme de réception d'une onde élastique par
différents types de capteurs. La seconde présente la problématique du chapitre, & savoir, |'écriture explicite de la tension
induite dans la bobine d'un EMAT au passage de |'onde, en fonction du champ élastodynamique associé.

La Sec. Ill [p. 192] traite deux problémes classiques d'induction électromagnétique, afin de fixer la terminologie et de
faciliter le traitement du probléme de réception, ramené a un probléme équivalent d'induction.

La Sec. IV [p. 196] comporte quatre sous sections. La premiére traite le probléme de réception dans le cas d'un matériau
magnétique non conducteur ; on montre que |'onde induit deux sources électromagnétiques, la premiére étant due a la
variation de I'aimantation engendrée par le champ de déplacement de I'onde, la seconde étant due a celle de son champ
de contrainte. La deuxiéme sous-section traite le cas d'un matériau ferromagnétique (conducteur + magnétique) ; on
montre que le passage de I'onde induit en plus des deux précédentes sources une nouvelle source donnée par les courants
de Foucault induits par le champ de vitesse de |'onde. La troisiéme sous-section est une étude comparative entre les
sources inductrices obtenues dans ce chapitre et celles décrites dans la littérature. La derniére sous-section discute de la
nécessité du développement d'une nouvelle méthode de réception plus simple et la possibilité de réutiliser les calculs
effectués pour prédire la génération des ondes.

Dans la Sec. V [p. 214], nous développons cette nouvelle méthode qui se base sur I'hypothése de petites perturbations, et
profite du fait que I'EMAT utilisé en émission peut &tre aussi utilisé pour la détection. Cette méthode exprime la tension
induite au passage de I'onde sous une forme plus simple (que celle de la méthode directe développée dans les sections
précédentes), et permet de réutiliser des résultats calculés pour prédire I'émission d'ondes élastiques.
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I. Quelques rappels d’électromagnétisme

Dans cette section on rappelle quelques notions d’électromagnétisme utiles & la compréhension du
chapitre. Pour plus de détails sur ces notions, nos références sont Griffiths [146] et O’Handley [147]).

Force de Lorentz

La force de Lorentz est la force exercée sur une charge électrique qui se trouve dans un champ
électromagnétique.

F, = ¢q(E+vxB) (5-1)
q : charge électrique,
E : champ électrique,
B : induction magnétique,

v : vitesse du déplacement de la charge.

Cette force est a 'origine des courants électriques.

Loi d’'Ohm

La densité volumique du courant électrique induit dans un conducteur électrique qui se déplace dans
un champ électromagnétique est donné par :

J:%(EJrva) (5-2)

v : vitesse du déplacement du conducteur,
p : résistivité électrique du matériau du conducteur.

Force de Laplace

La force de Laplace est la version macroscopique de la partie magnétique de la force de Lorentz (i.e.
qu x B). C’est la force exercée sur un conducteur électrique qui se déplace dans un champ magnétique.
On donne ci-dessous sa formule pour un conducteur linéique (e.g. un fil électrique).

F= IdrxB (5-3)
I : intensité du courant électrique dans le fil,

dr : vecteur unitaire donnant la direction du courant électrique,
B : induction magnétique.

Loi de Biot-Savart

Soit V' un volume qui contient une densité volumique de courant électrique J. L’induction
magnétique B induit en un point r’ est donné par :

B(r) =to ///V I < (1 = 1) (5-4)

=P

L’aimantation

L’aimantation M est la moyenne volumique des moments magnétiques atomiques au sein d'un
matériau.

Elle permet de diviser les matériaux en trois catégories :
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1. Diamagnétique : placé dans un champ magnétique, ce matériau est trés peu affecté et le sens de
son aimantation induite est opposé & celui du champ (ex : Peau).

2. Paramagnétique : placé dans un champ magnétique, ce matériau est trés peu affecté et son
aimantation est dans le méme sens que celle du champ (ex : aluminium) .

3. Ferro(ferri)magnétique : contrairement aux deux catégories précédentes, les matériaux
ferro(ferri)magnétiques sont trés affectés par l'application d'un champ magnétique. D’une part
laimantation induite est importante, d’autre part elle se maintient partiellement (rémanence)
aprés avoir éliminé le champ magnétique extérieur (ex ferro : 'acier et le Nickel, ferri : NiFe20).

Relation entre les champs B, H et M

Un matériau soumis a un champ magnétique H développe une aimantation M. On a la relation :
B= uy(H+ M) (5-5)

B : induction magnétique dans le matériau.

Loi de comportement magnéto-mécanique

L’aimantation induite dans un matériau ferromagnétique est trés sensible & son état de contrainte.
Différents modéles sont disponibles dans la littérature pour décrire la loi de comportement magnéto-
mécanique (Réf. [29,39-41]). A titre d’exemple on donne ici le modéle multi-échelle de Daniel et al
[29]. Dans sa version analytique [42], il exprime explicitement la variation d’aimantation en fonction
du champ magnétique H et d’un état de contrainte o mutliaxial.

B A, sinh(kH) i
M(H, o) = A cosh(kH) + A, + A, M eq (5-6)

Ai :eaoii7 i = {I,y7Z}

H:MOASMsat
3
:_A./\sat
« 5
3 0
A = X

© T (M

L’excitation H est dans la direction e,.

Ms#% : aimantation & saturation du matériau,

Asat . déformation de magnétostriction & saturation du matériau.,

X" : susceptibilité magnétique anhystérétique initiale (voir Daniel. [29]).

La figure suivante (Fig2 de la Réf. [42] ) montre la variation d’aimantation pour un alliage de Fer-
Cobalt, en fonction du champ magnétique pour différentes valeurs de contrainte. La contrainte est
uniaxiale dans la direction du champ magnétique.

On remarque que dans la limite H — oo toutes les courbes convergent vers une unique valeur
(indépendamment de la valeur de la contrainte) ; cette valeur est Paimantation a saturation M5
On voit également que I'aimantation est trés sensible a la contrainte, par exemple pour H = 600 A/m
on a M(H,60 MPa) ~ M** alors que M(H,—60 MPa) ~ 0 A/m.

185



Modéle de réception d'ondes élastiques par EMAT

' 7 Fig. 5-1 : variation de |'aimantation M en

fonction du champ magnétique H pour plusieurs
valeurs de contrainte (la contrainte uniaxiale est

== =g=-60MPa | dans la méme direction que le champ).

---0=-30MPa
===g=-10MPa
—oc=0
g =10 MPa
——o =30 MPa
—g =60 MPa

pk= -

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
H (A/m)

Susceptibilité magnétique différentielle x?¢ (Réf. [148,149])

La susceptibilité magnétique différentielle est définie par :

OM(H, o)
d_ ’ 5-7
X o (5-7)
Tenseur de couplage magnétostrictif differentiel 3¢ (Réf. [148,149])
Ce tenseur est défini par :
B4 :8M(H,a) (5-8)
Jo

Il est parfois nommeé tenseur piézo-magnétique.

Déformation de magnétostriction

Lorsqu’un matériau ferromagnétique est soumis & un champ magnétique, en plus des forces
magnétiques d’attraction qui déforment/déplacent ce matériau, le champ magnétique induit une
déformation dite de magnétostriction. Cette déformation (qui peut étre positive ou négative) est trés
sensible a ’état de contrainte. Le modeéle-multi-échelle de Daniel [150] (ici encore dans une version
analytique) donne une expression de cette déformation en fonction d’un état de contrainte o
mutilaxial :
1 1
¢(H,o) = \ dmg(1,75,75) (5-9)

avec

(5-10)

AH, o) = A%t (172 3(4,+A,) )

(A, cosh(kH) + A, + A,)
Le champ H est dans la direction e,.

La figure (Fig.2 de la Réf.[150] ) montre la variation de la déformation de magnétostriction en
fonction de I'excitation magnétique, pour plusieurs valeurs de contrainte.
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-10MPa
* -30MPa

OMPa 1

| Fig. 5-2 : déformation de magnétostriction dans la
10 MPa direction du champ, pour un alliage de Fer-Cobalt.

-100MPa |
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100MPa

modelling | experiment

-4 2 2 4
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L’EMAT (Electro-Magnetic-Acoustic-Transducer

L’EMAT est capteur sans contact composé d’un aimant permanent et d’une bobine. Pour qu’un
EMAT géneére une onde élastique, on fait circuler dans la bobine un courant électrique alternatif! I(¢),
par conséquence la bobine rayonne un champ électromagnétique (E,, H,). Lorsque 'EMAT est utilisé
pour détecter une onde élastique, la bobine est en circuit ouvert et le seul champ rayonné est le champ
magnétique statique H, que crée I’aimant.

EMAT EMAT
Bobine - Bobine —
R \ R \

\ \

; . / \

Hy | (Ex(0), Hy (D)) H |
EMAT en émission EMAT en réception

Fig. 5-3 : un EMAT est composé d'un aimant permanent et d'une bobine. (a gauche) lorsque I'EMAT est utilisé
pour générer une onde élastique, un courant électrique alternatif I(¢) circule dans la bobine qui rayonne un champ
électromagnétique (E,, H,). (a droite) lorsque 'EMAT est utilisé pour détecter une onde, la bobine est en circuit

ouvert et le seul champ rayonné par le capteur est le champ magnétique statique H, de I'aimant.

Lois de comportement magnéto-mécanique linéarisées (Réf. [148,149]))

L’aimantation dépend non-linéairement du champ magnétique H et la contrainte o . Dans le cas des
EMAT, on a deux champs magnétiques, dont un statique H, (qui provient de 'aimant) et un
dynamique H, qui provient du courant circulant dans la bobine. L’hypothese faite couramment pour
les EMAT est que |H,| < |H,| et que son champ de contrainte ¢ (source de 1'onde élastique) est
généralement faible (< 1 MPa), ce qui autorise la linéarisation des lois de comportement magnéto-
mécanique autour d’un point de fonctionnement statique initial (H,, o, )2 Ceci permet d’écrire
Paimantation (dynamique) sous la forme suivante :

M(H,o)=M(H,+H,,0,+0)~ M(H,o0,)+ x-H;+ 8% o (5-11)

1 Le mot alternatif n'est pas a &tre compris dans le sens strict du terme. Il est utilisé pour dire un courant non continu.
2 La contrainte statique oy est la contrainte totale présente dans le matériau a I'endroit de 'EMAT (contrainte induite
par I'aimant permanant de I'EMAT, contrainte résiduelle, contrainte appliquée).
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ot x¢ et B¢ correspondent au champ magnétique statique H, et un état de contrainte statique
initialement présent o,.

Cette expression est fondamentale (I’autre étant la loi d’Ohm pour un conducteur mobile) dans le
développement du modeéle de réception (résolution du probléme de réception).

Equations de Maxwell en milieu ferromagnétique en régime quasi-stationnaire

Les matériaux ferromagnétiques sont généralement de bons conducteurs, ce qui permet de négliger les
courants de déplacement, par conséquence les équations de Maxwell s’écrivent

1. Maxwell-Faraday
OB

= 5-12
VxE=—— (5-12)
2.  Maxwell-Thomson
V-B=0 (5-13)
3. Maxwell-Ampére
VxH=J (5-14)

Loi d’induction de Faraday

Cette loi découle de I'équation de Maxwell-Faraday et donne la tension induite dans un circuit
filiforme en fonction de la variation temporelle du flux magnétique a travers la surface, dont le contour

est défini par le circuit.
" OB
U:f E-dl:—//—-ds (5-15)
o

contour

U : tension induite dans le circuit (ex : une bobine).

Epaisseur de peau

Dans le vide, la loi de Biot-Savart montre que le champ magnétique rayonné par une densité de
courant électrique statique, décroit comme l'inverse du carré de la distance.

Dans le cas d’un matériau conducteur magnétique, le champ électromagnétique dynamique (E, B)
décroit d’'une maniére exponentielle dans la profondeur.

Par exemple & une profondeur z, le champ électrique est donné par :
E = E ¢ (1H92/ (5-16)

E, : valeur du champ & la surface.

§ : épaisseur de peau donnée par (approximation basse fréquence, avec une perméabilité magnétique
constante et scalaire)

5= | (5-17)

p @ résistivité électrique,
w : pulsation du champ,
1 : perméabilité magnétique du matériau.
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II. Introduction

A. Réception / détection d’une onde

La réception ou la détection d’une onde élastique par un capteur est définie par la traduction du passage
de l'onde sous le capteur par un signal électrique mesuré a la sortie. Différents types de capteurs peuvent
étre utilisés a cette fin. Chaque capteur se base sur une physique différente (e.g piézoélectricité,
diffraction de la lumiére, induction électromagnétique ...), et mesure une ou plusieurs quantités physiques
associées a 'onde (e.g champ de déplacement particulaire , de vitesse...). On donne ci-dessous quelques

exemples :

(a). Induction de tension par effet Doppler

& . To charge
S fi
\> fo A - +x:‘ = J 5% | Photodiode amplifier
o b uw
- " Plate area A Induced charge 3q
f Surface (passage de I'onde)
« Plate potential V
| Cen:ne de Bragg ‘[’ Surface
- - displacement &
[:Jifu fo “hth f‘.+fh+ful 1 Gopit < __,/ i :
Laser Diviseur de faisceau 7 s
Earthed
specimen

(b). Variation de la capacité (Réf. [151])

Fig. 5-4 : Trois exemples de réception d'une onde
par trois capteurs différents, dont
fonctionne suivant une physique différente. (a)
variation de la  fréquence d'une onde
Tw électromagnétique. (b) variation de la densité de
charge électrique. (c) induction d'une variation de

chacun

polarisation électrique. (t,, : champ de contrainte
de I'onde)

(c) Induction d’une tension par effet piézoélecrique

Vibrométre laser (a) : la détection de I'onde par ce capteur se base sur effet Doppler et utilise la
réflexion d’un faisceau lumineux par la surface perturbée par le passage de l'onde. A Darrivée de
I’onde, la surface de la piéce se déforme ; la fréquence de cette déformation vient moduler la fréquence
du faisceau laser incident. La mesure de l'interférence entre le faisceau réfléchie et un autre de
référence (de fréquence f;) permet de mesurer le déplacement (normal) du champ élastodynamique
de l'onde. (voir Tomasini [152]).

Capteur capacitif (b) : la détection de I'onde par ce capteur utilise la variation de la capacité due a
la variation de la distance entre les deux armatures. Les armatures du capteur sont : une plaque
avec un potentiel imposé, et la surface polie de la piéce, liée a la terre. La distance entre les armatures
est modifiée par le passage de 'onde. Cette variation de distance est traduite par un signal électrique
mesuré (variation de la charge électrique Réf. [151]).

Capteur piézoélectrique (c) : la détection de 'onde par ce capteur utilise l'effet piézoélectrique,

(induction d’un champ électrique sous leffet d’une contrainte/déformation mécanique).

Chacun de ces capteurs utilise une physique différente (effet piézoélectrique, effet Doppler, variation de

capacité) et est sensible a une caractéristique différente de ’onde (champ de déformation pour le capteur

piézoélectrique, fréquence pour le vibromeétre laser et champ du déplacement pour le capteur capacitif).
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B. Problématique du chapitre

Dans ce chapitre nous traitons le probléme de réception (PR) d’une onde élastique dans une piéce
ferromagnétique par un EMAT.

Réception d’une onde élastique, par un EMAT dans une piéce ferromagnétique

Dans ce paragraphe, on explique d’'une maniére bréve et qualitative comment un EMAT peut détecter
le passage de l'onde. La figure suivante est donnée pour mieux comprendre le probléme de réception :

lo (Ey, Hyy) (Ep.Hp)
- /8
/ / Q\;
ls ls +u(t) Mo+ Ma(0)  Jr(®)
Avant le passage de I'onde Durant le passage de I'onde

Fig. 5-5 : (2 gauche) I'état du systéme EMAT + piéce avant le passage de I'onde. (a droite) durant le passage de I'onde.

V, : volume ou le champ de l'aimant est non-négligeable (dit volume de la région de sensibilité du
capteur!),

l, : distance entre la piéce et 'EMAT, en dehors de ce volume,

I, : distance entre la piéce et FTEMAT pour un point dans ce volume,

p : résistivité électrique de la plaque,

M, : aimantation induite par le champ magnétique de 'aimant H_,

u(t) : champ du déplacement particulaire de 'onde a l'instant ¢,

Jp(t) @ densité de courant de Foucault induite par le passage de 1'onde,

M, (t) : variation de ’aimantation induite par le passage de ’onde,

(Ey, Hyp), (Ep, Hy) : champs électromagnétiques induits par M, et Jp.

On définit les deux états suivants :

i. Avant le passage de onde :

1. L’aimant induit dans la piéce une aimantation statique (M,).
Comme la piéce est ferromagnétique donc magnétostrictive, I'aimant y induit une déformation de
magnétostriction.
3. En plus de la déformation de magnétostriction, aimant exerce une force magnétique (volumique et
surfacique) qui déforme la piéce.
Lorsque la plaque est déformée, sa surface supérieure n’est plus plane. On définit donc I, comme un
champ de déplacement / distance décrivant la distance entre un point de la plaque et FTEMAT, 1a ou la
piéce est déformée.

On note que 'aimantation et la déformation induites (via la force magnétique ou la magnétostriction)
sont fonctions de la distance [, et de ’état de contrainte de la piéce.

1 Une définition plus quantitative est donnée plus loin dans le chapitre.
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ii. Durant le passage de 1’onde :

Au passage de 'onde (déformation dynamique) par le volume V, :

1. La distance [, est perturbée par le champ du déplacement particulaire de l'onde u, et devient I, +
u™(1). Cette sommation est rendue possible en considérant la déformation dynamique de I'onde comme
une petite perturbation de ’état initial (avant le passage de ’onde).

2. L’aimantation est maintenant perturbée par ce passage via deux mécanismes :

a. Comme I'aimantation est fonction de la distance I, alors, elle varie lorsque I, varie.

b. L’aimantation est aussi fonction de 1’état local de contrainte. Comme 'onde élastique est
une déformation (donc ayant un champ de contrainte), elle affecte aussi 'aimantation. La
perturbation de I’aimantation par ces deux mécanisme est notée M,.

3. La force magnétique (resp. la déformation de magnétostriction) est fonction de I, et comme cette
derniére varie lors du passage de l'onde, alors c’est aussi le cas de la force (resp. la déformation de
magnétostriction). Par conséquent, le champ de l'onde se trouve perturbé par cette force (resp.
déformation de magnétostriction). Ce qui se trouve donc mesuré par TEMAT n’est pas exactement
le champ de I'onde, mais un champ qui contient ’empreinte du capteur.

Comment le passage de ’onde peut induire une tension dans la bobine de 'EMAT ?

Considérons tout d’abord le cas d’une piéce conductrice non magnétique. Au passage de 'onde, chaque
volume élémentaire de la piéce se déplace dans un champ magnétique. Ainsi, des courants de Foucault
sont induits dans la plaque (induction de Lorentz Réf. [146]). Le champ électromagnétique de ces
courants est noté (Ep, Hy).

Ces courants électriques peuvent a leur tour induire (via 'induction de Neumann Réf. [153]) une tension
dans la bobine, qui atteste du passage de 1’onde.

Si I'on s’intéresse maintenant au cas d’une piéce ferromagnétique, on remarque que la perturbation de
I’aimantation statique peut induire une tension dans la bobine. En d’autres termes, cela revient a dire
qu’au passage de l'onde la piéce joue le réle d’un aimant secondaire, qui se déplace relativement a la
bobine. Le champ électromagnétique da a la variation (dynamique) de Paimantation est noté (E,;, H,,).

Par ailleurs, le champ électrique E,, induit aussi des courants de Foucault dans la piéce. Et le champ
magnétique H, induit aussi une aimantation dynamique dans la piéce.

En conclusion le passage de ’onde peut induire une tension dans la bobine, via les courants de Foucault
et la variation de 'aimantation.

La problématique du chapitre est donc de trouver une formule qui donne la tension induite dans la
bobine en fonction du champ élastodynamique de ’'onde (déplacement, vitesse, contrainte). Cette formule
représentera le modéle de réception, qui résout le probléme de réception (PR).

Dans la section suivante on traite quelques problémes d’induction électromagnétique, dans I'objectif de
faire un bref rappel sur les notions importantes et la terminologie, nécessaires pour comprendre le
chapitre.

1 La composante normale du déplacement particulaire.
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III. Problémes d’induction électromagnétique

Le probléme de la réception consiste & trouver la tension induite dans la bobine due au passage de ’onde.
La premiére étape pour résoudre ce probléme est de le ramener & un probléme classique d’induction
électromagnétique. On traite ici deux problémes types d’induction.

A. Elément de courant stationnaire et bobine qui se déplace / se déforme

Cet exemple, différent d’un probléme de réception (dans ce dernier, la bobine est stationnaire), a pour
objectifs de rappeler quelques lois en électromagnétisme (induction de Faraday, équations de Jefimenko,
...), et de fournir la terminologie utilisée dans la suite, et de présenter certains mécanismes induisant une
tension dans une bobine. La configuration de ce probléme d’induction est donnée dans la figure suivante :

L'élément de courant La bobine
B(r,mp(0),1) ( \
-
""""" Vel Fig. 5-6: un élément de courant I(t)dr est
,/" stationnaire dans le repére R . La bobine

peut se déplacer/se déformer dans ce repére.
L'induction magnétique de I'élément de

courant est notée B.

r : position de I’élément de courant,

I(t) : intensité électrique de I’élément de courant,

dr : vecteur donnant le sens du courant,

7, (t) : position d’un point de la bobine,

B(r,ry(t),t) : induction magnétique de I’élément I(t)dr au point r,(t) et a l'instant ¢,

S(t) : surface dont le bord est le fil de la bobine ; on I'appellera par abus de langage la section de la
bobine,

dS(t) : élément surfacique de S. (dorénavant noté dS),

+/—: indiquent le branchement du voltmétre.

L’¢lément de courant [I(t)dr, d’intensité variable, est stationnaire dans le repére R, (repére du
laboratoire). La bobine de section S se déforme et se déplace dans ce repére. La tension induite dans la
bobine est donnée par la loi d’induction de Faraday (Réf. [154])

in(t) = —%m _ —% U/S<t)3(r/7r(t)7t) -ds] (5-18)

La dérivée par rapport au temps du flux magnétique ® traversant la surface S(t) est une dérivée totale.
En utilisant la régle de différentiation sous le signe intégrale de Leibniz, la tension induite peut s’écrire
comme :

) OB(r, 7y (t), +
Uin(t) = //Sm {%Jrv-(B(r,rb(t),t)) vvb} -dS+/ o, X Blr,ry(t),1)] - dry, (5-19)

vy, = dry,/dt : vitesse de déformation / déplacement du fil de la bobine.
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Remarque : La régle de différentiation de Leibniz donne l’intégrale linéique dans la formule
de la tension sur un contour fermé. Cependant, dans l’expérience, la bobine toute seule n’est
jamais fermée. Le circuit est fermé généralement par un oscilloscope / voltmeétre, qui pourrait
étre pris en compte dans l’intégrale. Cette prise en compte n’a que pour objectif de respecter
le théoréme mathématique, puisque, ’oscilloscope / voltmeétre a une résistance infinie, donc ne
peut contenir un champ électrique, ce qui permet d’écrire ’intégrale sur le seul contour de la
bobine, (i.e. fj ). Pour plus de détails sur ce sujet ,voir Romer [155] et Bossavit [156].

En utilisant ’équation de Maxwell-Thomson (i.e. V-B =0), la tension induite peut s’écrire sous la
forme :

in (1) = oB(r 'rb ), 1) +v . dr
U //Sm -dS + / by % B(r,my(t),)] - dr, (5-20)

Jusqu'ici, on n’a pas écrit la tension en fonction du courant électrique. Pour cela, on utilise 1’équation
de Jefimenko — pour I'induction magnétique — dans la limite non relativiste! (voir Réf.[157,158], ch10.
de Réf.[146]) ce qui donne I'induction magnétique de I’élément comme :

Blr,ry(t), 1) = po L(t)dr x (ry(t) —7) (5-21)

dm |ry(t) —r[?

o : perméabilité du vide. En utilisant cette formule, il est possible de réécrire la tension induite comme
la somme de deux tensions :

Uin — Ut + um™ (5—22)
telles que

—T‘|3

Ut(t) = “0 // dTI: V-7 4s (5-23)
sy 7ol

I(t) : dérivée de I'intensité par rapport au temps, et

La tension induite est donc composée de :

1. celle induite dans la bobine due & la variation temporelle du courant électrique. Cette tension est
souvent nommeée (en anglais) transformer EMF (electromotive force, voir par exemple Réf. [159])
notée ici Ut. Cette tension s’annule si le courant électrique est continu ;

2. celle induite dans la bobine due & sa déformation/déplacement dans le référentiel de 1’élément de
courant. Cette tension est nommée (en anglais) motional EMF (Réf. [159]), notée ici U™. Elle

s’annule si la bobine est stationnaire (et ne se déforme pas) dans le repére lié¢ a ’élément du courant.

La décomposition de la tension induite dans la bobine en deux tensions nous sera d’une grande utilité
dans ce chapitre, particuliérement lors du traitement du probléme de réception dans un matériau
magnétique non conducteur.

B. Elément de courant en mouvement et bobine stationnaire

Ce cas représente la forme la plus simple (d’un point de vue électromagnétique) du probléme de réception.
On étudie I'induction d’une tension, dans une bobine stationnaire, par un élément de courant variable

(en temps) et en mouvement. La configuration est donnée dans la figure suivante :

1 Les équations de Jefimenko généralisent celles de Coulomb et Biot-Savart.
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L'élément de courant La bobine

B(T(f), Tp, t)

N e mmmmmmm == TS courant fait des

/ mouvements de solide

rigide (translation +

Fig. 5-7: I'éléement de

rotation). La bobine est

stationnaire dans le

repére R,.

L’élément de courant fait des mouvements de solide rigide (translation + rotation). La bobine est
stationnaire dans le repére R, L’élément de courant se trouve initialement & une position fixe ry =
r(t < ty).

Pour t > t,, sa position et sa direction sont repérées par les deux grandeurs w(t) (translation) et Q(t)
(rotation) données par :

u(t) =r(t)—rq (5-25)
et
W — Q(t) x dr(t) (5-26)

Pour calculer la tension induite dans la bobine, on donne tout d’abord l’induction magnétique B de
I’élément de courant :

B(r(t),r,t) =12 I <t>c|l::_(:l(,ti3r<t)> 5.2
En remarquant que
1 (o) ]
o (=) = oo (5-28)

on peut réécrire 'induction magnétique sous la forme suivante :

_ Mo, ! ) :
Br(t),my,t) =~ 12 1(0dr x 7, <Irb ] (5-29)
En utilisant ’identité vectorielle suivante :
VxV(f)=(VxV)f=Vx(fV), (5-30)
on réécrit I'induction magnétique sous la forme suivante :
Ly (o L0 _
B(r(t),ry,t) = V,, x (M =@ (5-31)

ce qui permet de définir le potentiel vecteur magnétique (PVM):

Alr(t), 1) =20 % 7 (5-32)

L’induction magnétique s’écrit donc :
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B=V, xA, (5-33)

En suivant la méme démarche que précédemment, on donne la tension induite en utilisant la loi de

Faraday :

Uin (1) = //B )7, t) dS_——// V,, % A(r(t).,.1)) - dS (5-34)

En utilisant le théoréme de Stokes, on peut écrire la tension sous la forme suivante :
Um(t) = / V x A(r(t),ry,t) - dS = ——/ A(r(t),ry,t) - dry (5-35)

En notant que la section de la bobine ne dépend pas du temps, on peut intervertir le signe de 'intégrale
et celui de la dérivée temporelle, ce qui donne :

+
Uin — _/ dA(r(fli’ Tb7t) ) dTb (5'36)

En développant cette formule on peut écrire la tension induite comme la somme de trois tensions :

¢ _Hoj(t) +. dr(t) - dry, i
= / |y, —7(1)] (5-37)
ML) [T (Q(t) X dr(t)) -dr
vp =t [ (5-38)
m o __ 7/1’0‘[(15) " U(t) ) (Tb - T(t)) - dr ~
v =l [ (M ) dee - (5-39)

Ces tensions sont :

1. Une tension qui ne dépend que de la variation temporelle de l'intensité de la source inductrice
(élément de courant) notée U?.

2. Une tension due a la rotation de la source, notée Up'

3. Une tension due & la translation de la source, notée U

Les deux derniéres peuvent étre combinées en une seule, décrivant la tension induite due au déplacement
de la source, notée U™ = Ug + Ujt.

C. Conclusion

Dans cette section, nous avons traité d’abord le cas d’une induction électromagnétique qu’on peut trouver
dans les livres de cours (une bobine qui se déforme dans un champ magnétique variable). Ce cas permet
de rappeler quelques formules et manipulations utilisées dans les problémes d’induction, et de fournir la
terminologie nécessaire pour comprendre la suite du chapitre.

Le deuxiéme cas traité est celui d’un élément de courant qui peut faire des rotations et translations dans
le référentiel de la bobine réceptrice. La tension induite dans la bobine par cet élément est la somme de
deux tensions dont une (notée U?) ne dépend que de la variation temporelle de Pintensité de la source
inductrice et 'autre (notée U™) ne dépend que de la variation temporelle de la position de la source (non
nulle méme pour un courant continu).

Dans ces deux cas, la variation temporelle de 'intensité de la source inductrice (élément de courant) ne
dépend pas de la variation temporelle de sa position.

Dans la section suivante on traite quelques problémes de réception d’une onde élastique ot la variation
temporelle de I'intensité de la source inductrice nait de la variation temporelle de la position.
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IV. Probléme de réception par la méthode directe

Le traitement de la réception par la méthode directe est défini par l'application directe de la loi
d’induction de Faraday pour calculer la tension induite dans la bobine. La description Lagrangienne est
utilisée. Cette section contient quatre sous-sections. Dans la premiére, on traite la réception d’une onde
élastique dans une plaque magnétique non conductrice, dans la seconde, le cas dune plaque
ferromagnétique (magnétique + conductrice). Dans chaque cas, I’étape essentielle consiste & écrire d’une
maniére explicite les sources inductrices en fonction du champ élastodynamique de ’onde, et si possible
(par exemple dans le cas d’un matériau magnétique non conducteur) donner la tension induite dans la
bobine en fonction de ce champ. La troisiéme sous-section est une étude bibliographique permettant de
comparer les sources inductrices décrites ici et celles décrites dans la littérature. La quatriéme discute de
la nécessité et de la possibilité de rendre le modeéle de réception développé par la méthode directe plus
simple .

A. Cas d’une plaque magnétique non conductrice

Le cas de la réception par EMAT dans une plaque magnétique non conductrice permet d’identifier deux
sources inductrices (parmi trois) du probléme de réception dans une plaque ferromagnétique et de mettre
Paccent sur la présence d’une tension spécifique aux matériaux magnétiques (7.e. la tension motrice U™).
Ce probléme de réception est traité en trois parties : dans la premiére (resp. seconde), on met en évidence
la premiére (resp. seconde) source inductrice qu’est la variation d’aimantation due au champ de
déplacement (resp. contrainte) de 'onde. La troisiéme partie traite le cas général, dans lequel on utilise
ces deux sources inductrices pour résoudre le probléme de réception.

Variation de ’aimantation due a la variation de la position

Contrairement aux cas traités a la section précédente ou l'intensité de la source inductrice (I’élément de
courant électrique) était indépendante de sa position, le cas présent correspond & une problématique ot
Iintensité de la source inductrice ne varie en temps que si elle se déplace. Ce probléme représente une
forme simple de la réception d’'une onde par un EMAT. L’exemple suivant est donné pour mettre en

évidence l'induction d’une tension due au champ du déplacement de ’onde :

Laimant [

l La bobine
H, _

Fig. 5-8 : L'inclusion magnétique est non
conductrice et indéformable. Elle se trouve
dans une matrice non magnétique , non
conductrice et déformable. Une bobine
électrique est reliée a un voltmétre (non
représenté). L'ensemble baigne dans le
champ magnétique d'un aimant permanent
qui induit une aimantation statique M, en

L'inclusion chaque point de I'inclusion.

La matrice

r : position d’un point de I’inclusion,
r, : position d'un point de la bobine,
H, : champ magnétique statique de 'aimant,

a

M, : aimantation statique induite par H, dans 'inclusion magnétique,
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F, : la force d’attraction magnétique qu’exerce 'aimant sur I'inclusion,

H : champ magnétique de 'inclusion.

Avant le passage de 'onde (¢ <t, : t, étant 'instant ou I'onde atteint I'inclusion) :

On suppose qu’on a une matrice (une plaque) non conductrice non magnétique et déformable qui contient
une inclusion magnétique non-conductrice. Une bobine est placée au-dessus. Un aimant permanent crée

un champ magnétique H, non-uniforme dans laquelle baigne 1’ensemble plaque + inclusion + bobine.

L’aimant induit une aimantation statique M, dans 'inclusion (pour un point qui se trouve a ry = r(t,)
I'aimantation est donnée par M, (H,(ry))). L’inclusion, de ce fait, devient un aimant secondaire qui &
son tour crée un champ magnétique H. Le flux magnétique a travers la bobine est la somme du flux
provenant de 'aimant et du flux provenant de l'inclusion. Ces deux quantités étant statiques, aucune

tension n’est induite dans la bobine.

Par ailleurs, 'aimant permanent exerce une force magnétique d’attraction F, sur l'inclusion. Cette force
dépend de la position de 'inclusion (faible si l'inclusion est loin de l’aimant et forte si Iinclusion est

proche).

Pour simplifier le probléme de réception dans cet exemple et ne s’intéresser qu’a la tension induite par

le champ du déplacement de I’onde, on suppose que

1. L'inclusion est indéformable!. Cette hypothése permet de dire qu’au passage de ’onde les mouvements
de P'inclusion sont ceux d’un solide rigide (translation + rotation)
2. L'inclusion est sphérique et magnétiquement isotrope2. Cette hypothése permet de dire que le champ

magnétique H de l'inclusion ne dépend que de la translation.

Ces hypothéses permettent de considérer que l'inclusion ne fait que se translater (et donc de négliger la

rotation, puisqu’elle n’induit aucune variation du champ magnétique de I'inclusion).

Durant le passage de la bobine (t, <t <1,

m?

t,, étant Pinstant ou l'inclusion cesse de se déplacer)

Une onde élastique est générée dans la plaque de champ de déplacement w(t). Elle se propage de la source
(non représentée) vers Uinclusion. Lorsqu’elle atteint celle-ci, elle la fait vibrer autour de sa position
initiale ce qui la fait se rapprocher / s’éloigner de I’aimant, ce qui, du fait que le champ de aimant n’est
pas uniforme, va faire dépendre 'aimantation M du temps ; I'aimantation a donc la méme dépendance
temporelle que le déplacement de 'onde. Ainsi, le champ magnétique H de I'inclusion dépendra aussi du
temps, son flux magnétique a travers la bobine n’est plus statique. Cela induit une tension qui atteste

du passage de 'onde. Une illustration est donnée sur la Fig. 5-9.

Quand l'onde pousse 'inclusion vers ’aimant, la force magnétique que ce dernier exerce sur 'inclusion
facilite ce mouvement (comme indiqué dans le cas avant le passage de I'onde cette force est une force
d’attraction). En revanche quand l'onde D’éloigne de l’aimant, la force magnétique s’oppose a ce
mouvement. La vibration de inclusion n’est donc pas libre (elle Paurait été en absence d’aimant) ;

comme la force magnétique dépend de la position de I'inclusion, elle-méme dépendante du temps, la force

1 En supposant par exemple que l'inclusion est infiniment rigide et en négligeant la déformation de magnétostriction.

2 Pour une inclusion sphérique et magnétiquement anisotrope, I'aimantation induite dépend de la direction du champ
magnétique H ,. L'aimantation peux changer si I'inclusion fait une rotation, et par conséquent H.

Pour une inclusion magnétiquement isotrope et non-sphérique, la variation de H provient non pas de la variation directe
de I'aimantation mais de la variation du facteur de démagnétisation (voir la Réf. [160] et ch5 de la Réf. [161]).
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magnétique est dynamique. En d’autres termes, plus I'inclusion s’éloigne de ’aimant plus cette force est
faible, plus le mouvement de 'inclusion est libre, et vice versa. La résolution de ce probléme magnéto-
mécanique (r.e. trouver le champ élastodynamique perturbé de 1'onde) permet de tenir compte des
perturbations de I'onde par TEMAT. Cependant on fait le choix dans ce mémoire de supposer que le

champ mesuré par le capteur n’est pas perturbé par la présence du capteur.

En conclusion dans la modélisation de la réception, on suppose que le capteur n’affecte pas I'onde et que

ce qui est mesuré correspond au champ électrodynamique associé a ’onde et non pas un champ perturbé.

Caiman: -

La bobine
|

Fig. 5-9 : Au passage de I'onde, l'inclusion
vibre autour de sa position initiale. Cette
vibration la fait se rapprocher/s'éloigner de
I'aimant, ce qui fait augmenter / diminuer

son aimantation induite. Ainsi, le champ

magnétique H de l'inclusion dépendra du

Fy T -
@ e : temps ce qui lui permet d'induire une
Onde élastique M(t,

tension dans la bobine.
L'inclusion

La matrice

-

r(ty/t, /t) : positions d’un point de 'inclusion a trois instants : celui ot I'onde vient d’arriver, un autre

ou l'onde fait se rapprocher l'inclusion de I'aimant, et un ou elle la fait s’éloigner.

Résolution du probléme de réception

Pour résoudre le probléme de réception de cet exemple, il est nécessaire d’identifier et expliciter les
sources inductrices en fonction du champ élastodynamique de ’onde. Pour cela on rappelle que la bobine
et 'aimant sont immobiles dans le repere R, et que la matrice est non magnétique et non conductrice ;
le seul flux magnétique susceptible d’induire une tension dans la bobine est donc celui de l'inclusion
(provenant de son aimantation induite).

Au passage de 'onde, un point matériel de 'inclusion qui se trouvait a ¢ < ¢, a la position r, se retrouve
maintenant & une position » donnée par :

r(t) = ro +u(rg,t) (5-40)

u(ry,t) : déplacement particulaire du point matériel qui se trouvait avant le passage de l'onde en 7.
Mais comme l’inclusion est indéformable et que seule la translation peut induire une variation de son
champ magnétique, ce déplacement, identique pour tous les points de I'inclusion, et est noté dorénavant
u(t).

L’aimantation M pour un point r est donnée par :

M(t) = M(H,(rq + u(t))) (5-41)
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Cette aimantation dépend du temps & travers la dépendance temporelle de la position de l'inclusion. Elle
est dynamique et le flux temporellement variable de son champ magnétique a travers la bobine induit
une tension électrique. C’est donc la source inductrice. Notre objectif est de 'exprimer explicitement en
fonction du déplacement de 'onde w(t).

On suppose que 'aimantation est égale a sa valeur initiale & laquelle s’ajoute une petite perturbation
dynamique due au passage de I'onde!. On linéarise donc aimantation autour de M, (H,(ry)). Comme
I’aimantation dépend de la position & travers ’excitation magnétique de ’aimant H_, la linéarisation est
faite en deux étapes, et seul le premier ordre du développement de Taylor est conservé (a chaque étape).

,LTn) (

On reconnait dans le deuxiéme terme, la susceptibilité magnétique différentielle x? évaluée au champ
magnétique statique initial et la matrice jacobienne du champ de Paimant J¥ évaluée a la position
initiale de I'inclusion. Ces deux matrices sont données par :

OH,

M (H,(ro +u(t))) = M (Ha(ro) +—= oM

. u(t)) = Ms(Ha,(rO)) + (W

5 ) - u(t) (5-42)

To

oM 0H
d _ H _ a
Xs - 6Ha ’ 33 9 (5-43)

H,(ro) To

L’aimantation de 'inclusion s’écrit donc :
M=M,+ M,=M,+x? 3 u(t) (5-44)

Ainsi, sous I'hypothése de linéarité, on a écrit de maniére explicite la source inductrice en fonction du
champ du déplacement de 1’onde.

On a vu dans 'exemple de 1’élément de courant (section précédente), qu’une source électromagnétique
statique peut aussi induire une tension si elle se déplace relativement a la bobine. Il importe donc de
considérer 'aimantation statique comme source d’induction.

Maintenant que les sources sont identifiées et écrites explicitement en fonction du champ de déplacement,
on peut calculer la tension induite dans la bobine. Pour cela on commence par calculer le potentiel
vecteur du champ magnétique de I'inclusion.

i. Calcul de A

Ecrivons les équations de Maxwell-Thomson et Maxwell-Ampére

"B=0 (5-45)

V.x H=0, (5-46)

La premiére équation est toujours valable, et la seconde est valable dans 'inclusion puisqu’elle n’est pas
conductrice. Le fait que I’inclusion ne soit pas conductrice permet de découpler les équations de Maxwell-
Ampere et Maxwell-Faraday? (voir section 1), ce qui permet de trouver la valeur du champ magnétique
sans calculer celle du champ électrique. On note également que les dérivées spéciales sont par rapport a
la position d’un point = de l'inclusion (la dépendance en temps de r est omise de la notation, pour
Palléger).

1 Cette hypothése est acceptable puisque |'aimantation ne dépend que de la position (via le champ magnétique H,), et
comme le déplacement des ondes élastiques en CND est généralement trés faible (quelques dizaines de nanométres Réf.
[162]), la variation de I'aimantation induite sera faible (sous I'hypothése que la variation spatiale H, soit faible, ce qui
est le cas compte tenu des déplacements particulaires des ondes). Un exemple plus quantitatif est donné plus loin dans le
chapitre.

2 Plus exactement découpler les champs magnétique et électrique dans I'inclusion.
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L’équation de Maxwell-Thomson montre qu’il existe un vecteur A (vecteur potentiel du champ
magnétique) tel que
B=V,_x A, (5-47)

En utilisant B = u,(H 4+ M), I’équation de Maxwell-Ampére devient
V, x (V,x A)=pu,V, x M, (5-48)

ce qui donne :
V. (V. -A)—V2A=p,V, x M. (5-49)

Sous condition de jauge de Coulomb (V,.-A =0), la solution suivante est trouvée pour le potentiel
magnétique :

, o [ V. xM(r(t),t) .
A(r' t) = Z_ﬂ/viﬁd% (5-50)

r(t) : position de 'inclusion a l'instant t,
r’ : position d’un point dans ’espace privé du point r(t),
V, : volume de l'inclusion.

On note :
Iy, =V, x M, (5-51)

JM(t) =V, x M, (5-52)

Dans la littérature (voir Ch6 Réf.[146]), le rotationnel de 'aimantation est appelé (en englais) volume
bound currents. Dans ce document, on parlera pour ces deux quantités de densités de courant
magnétique!l.

En rappelant que 7, =7 —u il est possible de remplacer le V, par V, . Pour cela, on écrit :

0 _ 00 _ 0 0wtn) 0, 0 Ou
ory, ~or, ory, © 0Or, Or Tor,  or, ory,

(5-53)

Le gradient du déplacement Ou,/0r,, peut s’écrire comme la somme du tenseur de déformation et d’un
tenseur de rotation. Le premier est nul dans I'inclusion puisqu’elle est supposée indéformable, et le second
est négligeable puisque la rotation n’affecte pas l’excitation magnétique. Par ailleurs, il est toujours
possible de négliger le second terme de cette formule (5-53) dans le cadre de petites déformations.

Faisons maintenant un développement de Taylor de h,,f—r(t)‘ au voisinage de r, au premier ordre? :
1 1 1 ( 1 )
7 =17 =17 - Vo 7 : u(t) 5-54
0] e —u0] I —rgl o = (554

Le potentiel magnétique devient

Al b =12 /V ( T, Tu®) g V., () utt)] + 900 [9,, () .u(t)D @ (5-55)

7" — 7o |7'/_"'0‘+ 7" — 7o 7" — 7o

Utilisons les notations suivantes :

1 Ces courants ne sont pas des courants électriques puisqu’il n’y a pas un déplacement de charges.
2 Le premier ordre est justifié par le fait que généralement la distance entre la bobine et I'inclusion (dit lift-off dans une
expérience EMAT) est plus grande que le déplacement de I'onde.

200



Modéle de réception d'ondes élastiques par EMAT

J
st [ Iu_ g, (5-56)

t _ 0 To 3 _
A“’_47r | g d3r (5-57)
mo_ & 1 ) . ] 3
Aw - 471-\/‘/ JMS |:v7'0 <|T/ _T0| ’U,(t) d°r (5—58)
_ d.5H . ;> . } 3
An= 2 [V 0ct30 w) [, () )] (5-59)
Le potentiel vecteur magnétique s’écrit :
A=A+ AL+ A" + A,, (5-60)

On peut comprendre ces différents termes comme suit :

A? : le potentiel vecteur statique initial (celui de I'inclusion avant le passage de 1'onde),

A! i le potentiel vecteur dynamique di & la variation temporelle de 'intensité de la source, tout en
gardant sa position initiale.

A™ : le potentiel vecteur dynamique di & la variation temporelle de la position de la source, tout en
gardant son intensité initiale.

A, : le potentiel vecteur « doublement » dynamique di & la variation temporelle de l'intensité de la
source et & celle de sa position.

L’indice w est choisi pour dire que si 'onde regue était monochromatique de pulsation w, alors les deux
potentiels vecteur Af, et A seront aussi monochromatiques de méme pulsation alors que la fréquence
de A, est double.

En CND par ultrasons, le déplacement particulaire associé & une onde élastique dans un métal est
généralement trés petit (de 'ordre de quelques dizaines de nanométres Réf. [162]). Il est donc possible
de négliger le terme A, , (dont Pamplitude est proportionnelle & |u|? ) devant les autres termes.

Maintenant que les potentiels des sources électromagnétiques sont calculés, on peut trouver la tension
induite dans la bobine, en appliquant la méthode directe.

ii. Calcul de la tension induite U™

Cette tension est donnée par la loi d’induction de Faraday.
v d [+ d [* \
U :—E[A-drb:—%[ [A®+ AL + A7) - dr, (5-61)

La bobine étant stationnaire, on peut intervertir 'ordre de 'intégrale et de la dérivée temporelle. En
notant que A® est statique, la tension totale induite peut alors s’écrire comme la somme de deux
contributions :

N + : + N
Um — 7/ Ai} . drb 7/ AZL . drb (5-62)

" désigne une dérivation temporelle.

On reconnait les deux tensions U et U™
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+ +
U%:i/Aan, Um:f/ﬂ%wwb (5-63)

En remplagant maintenant les potentiel vecteurs par leurs expressions (en fonction du déplacement) et
la dérivée temporelle du déplacement par la vitesse particulaire associée a 1’onde, la tension U™ devient :

Uin (t) —

o Y, x (¢ 3  w(t)
V;

dr ). |7y — 7o

dor - dr, —H ' / T, [V, () o) -, (5-64)
- Vi

|7y — 7ol

La vitesse particulaire n’apparait dans le premier terme qu’a travers son rotationnel. Méme si cela ne
pose pas un probléme a la résolution du probléme de réception, il est préférable d’écrire la formule sans
cet opérateur. Ceci est possible en utilisant I’identité vectorielle suivante :

(VxA)-B=V-(AxB)+A-(Vx B) (5-65)

puis le théoréme de Gauss, ce qui donne :

in _ _Ho N Xg-“}f-v(t) 2 _/ ( 1 ) d, ~H | 3 .
v = 47r/ {/S’nx( |7y — 7o i VLVru |7y — 7o < D35t wlBldir g - dry

— S,

—“—0/+/J [v( ! )~v(t)}d3r~dr
47T, v, M, "o ‘rb_rol b

S, : la surface de 'inclusion.

(5-66)

Cette expression donne la tension induite dans la bobine due au passage de 'onde par l'inclusion. Elle
définit le modéle de réception de l'exemple traité, sous 'hypothése de négliger la perturbation due a la
présence du capteur. On discute maintenant de cette expression pour quelques cas particuliers :

1. En absence d’onde : dans ce cas, l'inclusion ne se déplace pas (v(t) =0), aucune tension n’est
induite.

2. Excitation magnétique de ’aimant H, uniforme : dans le cas ol I'excitation magnétique est
uniforme, ou bien le gradient de cette excitation est faible dans un volume qui englobe toutes les
positions de 'inclusion au passage de I'onde, le gradient de I’excitation magnétique est négligeable
(3H ~0), les deux premiéres termes de l'expression de la tension peuvent étre négligés , ce qui veut
dire que U? = 0 et que la seule tension induite dans la bobine est U™ due au déplacement relatif de
I'inclusion (avec son aimantation initiale) par rapport a la bobine.

3. Aimantation a saturation : si linclusion est initialement saturée (du fait de laimant), la
susceptibilité différentielle initiale est nulle (x? ~ 0), donc Ut = 0 ; seule la tension U™ est non nulle.
Dans ce cas et le précédent 'inclusion agit comme un aimant permanent d’aimantation constante

en mouvement par rapport a la bobine.

Conclusion : Dans cet exemple, on a traité la détection par une bobine du passage d’une onde élastique
par une inclusion magnétique non conductrice et indéformable. Ce cas nous a permis d’écrire sous forme
explicite la source inductrice (i.e. la variation de 'aimantation due au champ du déplacement) et par
suite, la tension induite dans la bobine en fonction du champ élastodynamique de I'onde. On a montré
sous I’hypothese de linéarité (de M(H) autour de M(H,(ry)) et H(r) autour de H(ry) ), que la tension
induite dans la bobine est la somme de deux termes dont I'un décrit la tension du transformateur U’ et
I’autre une tension motrice U™. Dans cet exemple la tension induite dans la bobine n’est fonction que
du champ du déplacement de ’onde. Dans la sous-section suivante, on traite le cas ol la tension induite
dans la bobine au passage de 'onde n’est fonction que du champ de contrainte de celle-ci.
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2.

Variation de ’aimantation due a la variation de la contrainte

Dans ce nouveau cas, la variation de I’aimantation n’est induite que par le champ de contrainte de
I’'onde. On considére la configuration suivante :

e Avant la génération de 1’onde :

Un tore circulaire magnétique non-conducteur et déformable est aimanté initialement par une bobine
primaire. L’aimantation statique induite dans le tore est notée M,. On suppose que le champ magnétique
H, (de la bobine primaire) et Paimantation M, sont invariants par translation circulaire autour de e,
et que partout dans le tore on a H, = H,e, et M, = M_e,.

Le tore contient un état de contrainte statique initial o,. Pour simplifier le probléme on suppose que les
grandeurs statiques (H,, M,,o,) et les propriétés physiques sont indépendantes de 4.

Une bobine secondaire est utilisée pour mesurer la variation du flux magnétique dans le tore. A présent
le flux & travers cette bobine est nul puisque le champ magnétique et I’aimantation sont statiques.

Fig. 5-10 : Une bobine primaire est utilisée pour
créer un champ magnétique statique H _, uniforme
dans le tore de matériau magnétique déformable.

Bobine primaire

Tore magnétique

¢ Au moment de la génération de 1’onde

Un capteur ultrason (capteur US) est utilisé pour générer une onde élastique. Pour simplifier le probléme
on suppose que cette onde est une onde de pression longitudinale (tel que u = ue, et o = oey).

Avant la génération de 'onde 'aimantation n’est fonction que de H, et o, et la tension induite dans la
bobine secondaire est nulle.

Au moment de la génération de l'onde, I’état local de contrainte (a 'endroit du capteur US) passe de la
valeur initiale statique o, & o, + o telle que o est celle du champ élastodynamique de 'onde!. Cette
variation temporelle de la contrainte fait varier ’aimantation localement2. En notant que le champ
élastodynamique de I'onde est paralléle au champ magnétique H, et que ce dernier est uniforme dans le
tore, le champ du déplacement de 'onde n’induit pas une variation d’aimantation.

Fig. 5-11 : Le capteur US génére une onde
élastique qui se propage dans le tore. A longueur

d'onde, +0 indique que cette onde passe de la

I'aimantation @  traction (dans la premiére moitié de ) a la
1 L £ compression (dans la deuxiéme moitié). La
+0 /=0 | 5 E fleche indique le sens de propagation de I'onde
¥ '_é et d la position de |'onde par rapport a la bobine

7 @ secondaire. Dans la région ot |'onde est présente

(en wvert) il y'a une variation locale

Onde élastique

d’aimantation.

Tore magnétique

1 Ceci est possible puisque o est considérée comme une petite perturbation autour de o,.

2 Comme le champ de contrainte de I'onde n'est pas constant dans la direction eg (puisqu’'on passe de la traction a la
compression sur une longueur d'onde 1), il se peut que la variation nette de |'aimantation due a ce champ de contrainte
soit nulle, on suppose cependant que ceci n'est pas le cas.
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L’onde élastique générée se propage dans le tore!, dans la direction de la bobine secondaire, avec une
célérité donnée. On montre ci-dessous que la tension induite dans cette bobine ne dépend pas de la
position de l'onde dans le tore (repérée par la distance d)?, et par conséquence ne dépend pas de sa
célérité.

Pour ce faire on rappelle tout d’abord que o, et les propriétés physiques sont indépendantes de 6 et on
utilise 'équation de Maxwell-Gausse (V - B = 0), qui montre que le flux magnétique a travers une surface
fermée est conservé. On donne la figure (Fig. 5-12) :

1
“

’

Fig. 5-12 : Deux surfaces X, et X, sont choisies, telle
~ que la premiére contient |'onde élastique et la

\  deuxiéme la bobine secondaire. Ces deux surfaces sont
| égales aux portions du tore entre S_, S, d'une part et
| S,,S,, d'autre part.

b
Onde élastique
A

+ =

Deux surfaces ¥, et ¥, sont choisies. Pour simplifier le probléme, ces surfaces sont égales aux portions
du tore, entre S_ et S, d’une part et S, et S, d’autre part (telles que S_, S, et S, . sont les sections du
tore). La surface X, contient 'onde élastique, dans cette surface 'aimantation M est égale M, plus une
perturbation due au champ de contrainte de ’onde3. La surface ¥, contient la bobine secondaire, et est
utilisée pour mesurer le flux magnétique a travers celle-ci.

En rappelant que H_, M(*) et o sont dans la direction e, on peut voir que le flux magnétique est nul a
travers la surface latérale S, par conséquence le flux a travers S_ est égal & celui & travers S, qui lui est
égale au flux & travers S ,. Ce qui montre que la tension induite dans la bobine secondaire est
indépendante de la position de 'onde élastique dans le tore.

En supposant que la propagation des ondes électromagnétiques dans le tore se fait a une vitesse infinie®,
on peut voir que la tension induite dans la bobine réceptrice est égale & celle induite au moment de la
génération de I'onde par le capteur.

Remarque : si I’état de contrainte initiale ou les propriétés physiques n’étaient pas invariants
par rotation autour de e, la tension induite dans la bobine serait fonction de la position de

’onde dans le tore.
e Calcul de la tension induite due au champ de contrainte de 1’onde

Comme le champ magnétique de la bobine primaire est constant et le déplacement n’induit pas de
variation d’aimantation, on linéarise celle-ci autour de 1’état initial de contrainte :

oM
E|Hs,a;0( )

M(Uv Hs) = M(Us +o, Hs ) = M(UsvHs) + (5_67)

On reconnait le tenseur piézo-magnétique différentiel, calculé a I’état initial 8¢ donné par :

1 En général le capteur US émet dans les deux directions +e¢, et —e,, cependant pour simplifier on a illustré (dans la
figure) seulement I'onde se propageant dans +e,.

2 Sous I'hypothése de négliger I'atténuation du champ élastodynamique.

3 Cette hypothése est justifiable puisque le champ de contrainte d'une onde élastique en contréle non destructif est trés
faible (< 1MPa) devant la valeur de la contrainte qui peut induire une variation importante de I'aimantation.

4 Ceci est dii au fait qu'on a supposé que le champ de contrainte de I'onde est unidirectionnel suivant eg.

5 Ceci pour dire que la variation locale de |'aimantation a I'endroit du capteur est ressentie instantanément (a travers la
variation de I'induction magnétique totale) par tout le tore.
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OM |
do 'Hos

pl= (5-68)

L’aimantation s’écrit donc :
M =M, + pe:o(t) (5-69)

On trouve ainsi la source inductrice (i.e. la variation de l'aimantation en fonction du champ de
contrainte). Dans cet exemple, le calcul de la tension induite dans la bobine réceptrice est simple. Il n’y
a pas besoin de passer par le potentiel vecteur du champ magnétique. La tension est donnée ici par la

yin — —%m: —% {//SB-dS} (5-70)

S, : surface de la section de la bobine secondaire!. En notant que S, est indépendante du temps et en

utilisant B = p,(H, + M), on trouve :
Um0 = o [[ (B 610) - d (5.71)
s.

loi d’induction de Faraday :

Dans le cas particulier ou les grandeurs statiques (M, et o,) et la contrainte de ’onde o sont uniformes
dans la section du tore (indépendantes de r), la tension induite devient :

Un(t) = — B 5(1)S, (5-72)

Cette formule peut étre utilisée pour remonter & la valeur de la contrainte initiale & partir de la mesure
de la tension. Un cas similaire & I’exemple présenté ici a été traité par Lollioz et al [185].

Conclusion : dans ce paragraphe, on a traité un cas simple, afin d’illustrer comment le champ de
contrainte de I'onde élastique peut induire une variation d’aimantation, et par suite induire une tension.
Dans le cas suivant, on traite la réception par EMAT dans une plaque magnétique déformable.

Piéce magnétique déformable non conductrice.

On traite ici formellement le probléme de réception par EMAT en milieu magnétique non conducteur.
La plaque est supposée déformable. Les deux cas précédents ont illustré comment le champ de
déplacement ou de contrainte peuvent induire une variation de I'aimantation. Ici, la configuration est
représentée par la figure suivante :

Fig. 5-13 : un EMAT est
D tl "5 i , N
Avar:elf,g:jzage uraze ﬁozzssage L'aimant La bobine placé au-dessus d'une piéce

M@ magnétique non

conductrice. Avant le
passage de |'onde, I'aimant
induit une aimantation
statique M,. V, est le
volume ou I'excitation de
I'aimant est non-
e _ négligeable. Au passage de
u I'onde, le volume se

= déforme et I'aimantation

Plaque magnétique non conductrice u(t),a(t) notée M devient
dynamique.

1 Pour étre exacte il faut prendre en compte le nombre de spire de la bobine. Cependant pour simplifier les écriture on
suppose que la bobine contient une seule spire.
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H, : excitation magnétique statique de l'aimant
r, : position d’un point sur I’aimant,

r, : position d’un point sur le contour de la bobine,
M, : aimantation statique, induite par 'aimant,

V,(t) : volume de la piéce ou l'excitation de l'aimant n’est pas négligeable, a 'instant ¢ (dit région de
sensibilité),

r(t) : position d’une point dans le volume V, a l'instant ¢,

u,o : champs de déplacement et de contrainte de I'onde,

M : aimantation dans le volume V..

(Eyg, Hyy) : champ électromagnétique dii & la variation de l'aimantation.

Ce probléme est une combinaison des deux problémes traités précédemment, a la différence (par rapport
au cas de l'inclusion) que le volume est déformable donc dépend du temps. Au passage de londe, un
point matériel de V, qui se trouvait (a ¢ <t,) & la position 7y, se retrouve maintenant & une position r
donnée par

r(t) = 1o +u(rg,t) (5—73)

Dans ce probléme, l'aimantation est fonction de ’excitation magnétique H, et de I’état de contrainte
initial o, du milieu. On suit ici la méme démarche que celle suivie dans le cas précédent. On commence
par linéariser ’aimantation autour d’un état de contrainte et d’une excitation magnétique statiques
initiaux (Z.e. o, et H,).

M =M(o(t),H(t)) = M (o, +o(t) ,H(rq + u(t))) (5-74)

M(r(i),1) = M0y, Hy(1g)) + ot 7, 0,0 (0) + (%m )) , (881:5 ) ult) (5-75)

M(r(t),t) = M, + B:0(t) + X< 39 ul(t) (5-76)

En suivant les mémes étapes que dans le cas de 'inclusion, on pose :
pes q , 1%

Iy, =V, x M, (5-77)
=V, x (Bd:a(t)) (5-78)
T =V, x (x2- 35 u()) (5-79)

Ces quantités sont les densités de courant magnétique, dont 'une est statique et les deux autres sont
dynamiques. La résolution des équations de Maxwell pour obtenir la formule du potentiel vecteur
magnétique en fonction des sources inductrices est identique a celle du cas de Uinclusion (les équations
de Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday sont découplées).

Le potentiel vecteur magnétique est donné en fonction des sources électromagnétiques dans la piéce par :

_ Mo I, + JR(t) + Ty (t)
///V (t) [ — ()] v (5_80)

r’ : position d'un point de ’espace privé de »(¢).

La tension induite dans la bobine est donnée par la loi de Faraday :

*%/j“"d”’ dt/ (dt///v(tf +rM()(:IJT;W()}dv)'dr” (5-81)
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En notant que I'intégrale porte sur un volume qui varie dans le temps, on utilise le théoréme du transport
de Reynolds (Réf. [164]). La tension induite devient :

Uin = [ ' [ ///W%{JMS +|T‘b]1‘j (T)(t; Tt }dv+ // o™ ( {JM'* +|Tigf(i)(t; J}‘%(t)] ds} -dr,  (5-82)

S, (t) : surface de la région de sensibilité,
v™ : composante normale de la vitesse. La normale étant définie sur la surface déformée.

En faisant le développement de la formule de la tension induite, on remarque qu’on peut ’écrire comme
la somme de Ut et U™, avec :

/ U// {vo. Tb,q(tq;(li)q v+ //MJ [%] ds} -dr, (5-83)

tension induite par la déformation (changement de forme / taille) du volume V;, tout en gardant son
aimantation initiale M, (1), et avec

o= [ A ] [ B ], o

tension induite par la variation de l’aimantation, due a la variation de la position et de 1’état de
contrainte local d’un volume élémentaire dv (qui appartient au volume V).

Conclusion

Dans cette sous-section nous avons traité le probléme de réception dans le cas d’un matériau magnétique
déformable et non-conducteur. Pour mieux comprendre l'origine de la tension induite dans la bobine, ce
probléme a été traité en trois parties. Dans la premiére, on a traité un exemple ol 'aimantation n’est
fonction que du champ du déplacement, qui permet d’identifier la premiére source d’induction. Dans la
seconde, ’exemple traité était celui d’une aimantation qui n’est fonction que du champ de contrainte,
permettant de mettre en évidence la deuxiéme source inductrice. Finalement, le probléme complet a été
traité en suivant la méme démarche consistant a écrire d’une maniére explicite les sources inductrices en
fonction du champ élastodynamique de ’onde.

Dans le cas magnétique non conducteur, les équations de Maxwell sont découplées, ce qui permet de
trouver le champ magnétique sans avoir recours au champ électrique. Cela a permis d’écrire la tension
induite dans la bobine en fonction des sources inductrices, et par suite en fonction du champ
élastodynamique. La tension peut s’écrire comme la somme de deux tensions U* et U™.

Dans la sous-section suivante nous traitons le cas d’un matériau ferromagnétique.

B. Cas d’une plaque magnétique conductrice (ferromagnétique)

Nous nous intéressons maintenant au cas de 1’é¢tude d’une plaque constituée d’'un matériau
ferromagnétique (conducteur + magnétique). Cette étude est réalisée sous 'hypothése de négliger leffet
de laimantation sur la résistivité électrique (7.e. anisotropic magnetoresistance voir Barték,[165])2. La
réception est illustrée dans la Fig. 5-14:

1 Cette aimantation est similaire & celle induite par le changement de forme d'un aimant déformable, (ce dernier peut
étre congu par exemple en mettant des petits aimants dans une matrice élastique).
2 Inoue [166] estime cet effet a 2% (de variation relative de la résistivité électrique pour le nickel).
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Avant le passage Durant le passage L'aimant La bobine
de I'onde de I'onde

Fig. 5-14 : un EMAT
- (aimant + bobine) est
placé au-dessus d'une piéce

ferromagnétique

Plaque ferromagnétique u(t),v(;)ﬂ'(t;

H, : champ magnétique statique de ’aimant,
r, : position d’un point sur I’aimant,

r, : position d’un point sur le contour de la bobine,

V,(t) : volume de la région de sensibilité du capteur & l'instant ¢ (1),

r(t) : position d’'une point dans le volume V, a l'instant ¢,

u(t),v(t),o(¢) : champs de déplacement, de vitesse et de contrainte associés a 1'onde,

M(t) : aimantation dans le volume V, & l'instant ¢,

(Ep,Hp) (Ep, Hyy) @ champ électromagnétique dii aux courants de Foucault et & la variation de
I’aimantation.

La partie magnétique ayant déja été traitée a la section précédente, on s’intéresse ici a la partie
conductrice. Pour cela écrivons la loi d’Ohm pour un matériau conducteur en mouvement (voir ch7, Réf.
[146]) :

Iy = % (E+vxB) (5-85)

J : densité de courant électrique,

p . résistivité électrique,

v : vitesse du déplacement du conducteur,
E : champ électrique,

B : induction magnétique

Au passage de Ponde, la région de sensibilité (i.e. V,) se déforme. La déformation se traduit par le
déplacement d’un conducteur électrique dans un champ magnétique ce qui créé des courants électriques,
dits courants de Foucault (voir Réf. [161]), décrits par la loi d’Ohm :

Jp— %v « B, (5-86)

B, : induction magnétique de 'aimant dans la plaque.

S

Ces courants électriques dynamiques créent & leur tour un champ magnétique dynamique, qu’on note
H,. dont la variation temporelle & travers la bobine crée une tension induite.

En utilisant la relation B = p,(H + M), on écrit cette densité sous la forme :

Jp = %v x (H + M) (5-87)

1 Ce volume est défini par quelques tailles du capteur sur la surface et quelques épaisseurs de peau dans la profondeur.
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Au passage de I'onde par la région de sensibilité, un point matériel de la plaque qui se trouvait aux
instants t < t, a la position r, se retrouve maintenant & une position » donnée par :

r(t) = 1o+ u(r,t) (5-88)
u(ry,t) : déplacement particulaire associé I'onde.
On suppose maintenant que l'onde est une perturbation dynamique de 1’état initial et on linéarise

Pexcitation magnétique de I’aimant et ’aimantation autour de leurs valeurs initiales (calcul identique a
celui de la sous-section précédente), ce qui donne :

T =20 (H,+ 38 u(t) + M, + lio(0) + x! 38 u(o)) (5-89)

Cette densité de courant peut étre réécrite de la facon suivante :

Jp = %v x (H, + M,) +%v x (I u(t) +BLo(t) + x?-JH - u()) (5-90)

on pose
Jg :%Uo x (H, + M,) (5-91)
5T = %uo (I ult) + BLio(0) + x¢ -3 u(n) (5-92)

J¢ : densité de courants de Foucault induite par le déplacement du matériau dans le champ magnétique
statique initial. L’exposant w indique que dans le cas ou la vitesse de I'onde est monochromatique de
pulsation w, cette densité aurait la méme pulsation. Cette densité est dorénavant notée Jg.

§J%< : perturbation de la densité de courant de Foucault, induite par la perturbation du champ
magnétique initial. L’exposant 2w indique qu’en fréquentiel cette perturbation aura le double de la
fréquence de 'onde. Cette perturbation est négligée dans notre étude, du fait que les variations de H et
M sont petites devant leurs valeurs initiales (cette hypothése nous a permis de faire le développement
limité a l'ordre 1 dans toute la section).

Discussion 1 : effet du capteur sur les mesures :

Le passage de I'onde par la région de sensibilité crée des courants électriques (dits courants de Foucault).
Ces courants se retrouvent dans une région ou régne un champ magnétique, ce qui donne naissance a la
force de Lorentz / Laplace. Cette force est induite par le déplacement associé & 1'onde, mais en méme
temps, elle le perturbe. La vibration de 'onde dans la région de sensibilité n’est plus libre, mais forcée.
Le champ détecté par 'EMAT n’est donc pas exactement le champ de I'onde, mais un champ perturbé
qui tient compte de la présence du capteur. Une discussion similaire a été donnée dans le cas de I'inclusion
magnétique, dans lequel la force qui perturbait le passage de 'onde était la force magnétique. On fait ici
également la méme hypothése de négliger 1'effet du capteur sur le champ élastodynamique de 1'onde.

Discussion 2 : Couplage des équations de Maxwell

Ecrivons les équations de Maxwell :

vxp- 9B (5-93)

V.-B=0 (5-94)
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VxB= %+ 1o d (5-95)
avec :
J=Je+Jg+JY (5-96)
1
Jp = vxB, (5-97)
I =Vx (B0 (5-98)
T =Vx(xd-3¢ u) (5-99)

Dans la section précédente, trouver une expression de la tension induite était possible, puisque le
matériau n’était pas conducteur (p= o). L’équation de Maxwell-Ampeére était donc découplée de
léquation de Maxwell-Faraday. Cela a permis de définir I'induction magnétique (et par suite le potentiel
vecteur magnétique) entiérement par les deux équations de Maxwell-Ampére et Maxwell-Thomson.

Dans le cas d’'un matériau ferromagnétique (donc conducteur p # co) la résolution des équations de
Maxwell est difficile dans le domaine temporel en description Lagrangienne, du fait qu'on ne peut pas
intervertir les dérivées temporelle et spatiales, ces derniéres étant dépendantes du temps. Ceci dit notre
objectif dans cette sous-section n’est pas de trouver la tension induite, mais plutot les expressions des
sources inductrices pour étre capable de les comparer & d’autres que ’on trouve dans la littérature.

C. Bibliographie

Dans la littérature, on ne trouve que trés peu de travaux traitant la réception par EMAT en milieu
ferromagnétique et méme en milieu conducteur non magnétique. Les travaux qu’on a pu trouver ont en
commun les caractéristiques suivantes :

1. seule la tension U? est étudiée ;

2. la variation de I'aimantation induite par le déplacement particulaire n’est pas prise en compte ;

3. la méthode utilisée pour calculer la tension induite est la méthode directe.

4. Les travaux supposent des petites perturbations.

Pour le cas d’une piéce conductrice non magnétique le travail de Ludwig [167] traite numériquement
un probléme de réception dans une piéce en aluminium en utilisant une bobine en méandres (meander-
coil), dans un cas 2D. La source inductrice est la densité de courant de Foucault générée par le passage
de l'onde (identique a celle trouvée dans cette section).

Pour le cas ferromagnétique, I'unique travail qu’on a pu trouver est celui de Shapporabadi et al. [168]
qui traite numériquement le probléme de réception dans une piéce en acier, en utilisant la méme bobine
que celle de la Réf. [167] et en supposant aussi que le probléme est 2D. La source inductrice totale dans
ce travail est donnée par :

1
JI, :;(v x B,)+V x (ve:e)+V x (M,Vu) (5-100)

Jr . densité des courants totaux (Foucault + magnétique),

p : resistivité électrique,

v : vitesse particulaire associée de I'onde,

v : inverse de la matrice de perméabilité magnétique différentielle,
e : matrice de déformation de magnétostriction,

€ : déformation associée a ’onde,

M, : aimantation statique induite par 'aimant,

s

u : champ du déplacement particulaire de ’onde.
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Comparons cette expression avec celle des sources inductrices données dans cette section qui
interviennent dans le calcul de la tension U? (i.e. la tension prise en compte dans la Réf. [168])™.

Pour un matériau conducteur non magnétique, la source donnée par Réf. [168] est Jp :%(v x B,) qui
est identique a celle trouvée dans cette section (voir (5-90) [p. 209]).

Pour un matériau magnétique non conducteur, la source inductrice donnée par la Réf. [168] est :
Jy =V x(vee)+V x (M, Vu) (5-101)
et celle trouvée dans cette section s’écrit
Jy=Vx(Bto)+Vx(xt-JH u) (5-102)
On remarque que chaque source contient deux termes, cependant les termes sont différents.

Le premier terme de chaque expression décrit la variation de 'aimantation due au champ de contrainte
de l'onde (dans cette section) et due au champ de déformation de Ponde (dans la Réf. [168]). Ces deux
termes, bien qu’écrits différemment, sont en fait équivalents et décrivent la méme physique.

Le deuxiéme terme de source magnétique donné dans cette section (V x (x?-JH . w)) provient de la
variation de 'aimantation due a la variation de la position.

On note tout d’abord que la formule (5-100) n’était pas développée par les auteurs Réf. [168], mais
reprise de certaines références qu’ils ont citées. Pour comprendre donc d’ou vient le deuxiéme terme dans
la formule, on a cherché dans ces références qui conduisent & la référence suivante Ludwig [169] dans
laquelle 'auteur cite trois références par le méme auteur (A. Wilbrand) qu’on n’a pas pu trouver (deux
de ces références sont en allemand, dont une est donnée ici [170]). Cependant I'extrait suivant du papier
de Ludwig [169] permet de comprendre 1'origine de ce terme,

« Wilbrand. [170] proposes an additional term to include the magnetization effect due to material density
variations as described by the divergence of the particle displacement vector u »

L’ajout de ce terme est donc fait sur la loi de comportement magnéto-mécanique, pour prendre en compte
la variation de 'aimantation due a la variation de la densité (induite par la contrainte).

Les lois de comportement magnéto-mécanique sans ce terme décrivent le couplage entre les parties
mécanique et magnétique d’un systéme (voir par exemple Réf. [148, 171-172] et ch2 de la Réf.[149]).
Ces lois donnent la variation de 'aimantation en fonction du champ magnétique et de la contrainte par
une relation du type :

dM(H,o)=x-H+ B:0 (5-103)
x et B étant les mémes matrices que celles utilisées dans cette section.

Le terme MV - u ajouté par Wilbrand n’apparait pas dans les références citées et on ne I’a pas trouvé
ailleurs. Il n’a pas été possible de déterminer s’il s’agit d’un ajout artificiel, ou si cela découle d’un
développement théorique. De ce fait, ce terme n’est pas pris en compte dans notre développement du
modéle de réception.

D. Conclusion

Dans cette section, nous nous sommes intéressés au traitement du probléme de réception dans deux cas :
plaque magnétique non conductrice et plaque ferromagnétique.

1 Puisque les auteurs travaillent sous |'hypothése de petites perturbations, la tension U™ est nulle.
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Dans chaque cas, la premiére étape du développement du modéle de réception a consisté & identifier puis
écrire les sources électromagnétiques susceptibles d’induire une tension dans la bobine de TEMAT, en
fonction du champ élastodynamique de 'onde. Cette étape se base sur la linéarisation du probléme
autour de I’état initial (un état statique). Dans le cas magnétique non conducteur, les sources résultent
de la variation de I'aimantation due & la variation de la position et celle due & la contrainte ; dans le cas
conducteur, la source est formée par les courants de Foucault.

La deuxiéme étape consiste a calculer la tension induite dans la bobine en fonction du champ
¢élastodynamique de ’onde. Pour cela, on a adopté la méthode classique du calcul d’une tension induite
par une densité de courant (en appliquant simplement la loi d’induction de Faraday), méthode appelée
« méthode directe ». Celle-ci permet d’exprimer pour le cas d’une plaque magnétique non conductrice
une tension s’écrivant comme la somme de deux termes, I'une assimilable & la tension induite par un
aimant se déplagant relativement a une bobine (notée U™), Pautre assimilable & celle induite par une
source électrique variable dans le temps et immobile par rapport & la bobine (notée U?).

Dans le cas ferromagnétique, une solution simple n’est pas possible, du fait du couplage des équations
de Maxwell (couplage du champ électrique et magnétique) et de I'usage qui a été fait de la description
Lagrangienne. Cependant, l’identification et ’expression des sources inductrices a permis de comparer
les expressions avec celles trouvées dans la littérature.

E. Hypothése de petites perturbations

La démarche utilisant la méthode directe et la description Lagrangienne, méme si elle est la plus intuitive
et permet de bien voir la physique qui intervient dans la réception, donne des expressions (pour la tension
induite) qui sont difficilement utilisables. Cela tient notamment du fait qu’il faut réaliser I'intégration
sur un volume qui dépend du temps. Une discussion sur ce point est nécessaire.

Intégration sur un volume qui dépend du temps :

L’intégration sur la région de sensibilité est a réaliser sur un volume qui dépend du temps. Cela pose un
probléme du fait qu’il faut connaitre comment la forme du volume évolue au cours du temps. Ce calcul,
a priori coiiteux, peut s’avérer inutile si 'on peut négliger la déformation de la région de sensibilité due
au passage de l'onde. Pour avoir une estimation grossiére de la variation du volume de la région de
sensibilité, on prend deux exemples (pour un matériau conducteur non magnétique puis pour un matériau

ferromagnétique). On définit tout d’abord le volume de la région de sensibilité de TEMAT.

D

Fig. 5-15 : illustration des dimensions

Caimant [
de la région de sensibilité (V). Cette
uh 1—[—3 P région dépend des dimensions de

- — I nx8 I'aimant sur la surface et de I'épaisseur
de peau en profondeur.
Matériau Vs

D : diamétre de ’aimant,

0 : épaisseur de peau,
m,n : entiers naturel,

V.

S
n

: volume de la région de sensibilité,

u™ : composante normale du déplacement associé a I’onde.

Le volume de la région de sensibilité du capteur est défini par quelques dimensions de l'aimant sur la
surface (e.g pour un aimant cylindrique, I’étendue de V; sur la surface est donnée par m x D), et quelques
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(n) épaisseurs de peau dans la profondeur. Le choix des entiers m et n est fait de fagon a négliger la
valeur du champ électromagnétique au-dela la région de sensibilité.

Par exemple, le champ magnétique décroit dans ’air comme ’inverse du carré de la distance, et dans un
matériau ferromagnétique — en plus de la décroissance due a la distance—, décroit exponentiellement en
fonction de I’épaisseur de peau. La valeur de I'excitation magnétique au-dela d’une profondeur de cinqg
épaisseurs de peau ne représente plus que 0.6% de la valeur a la surface.

Comme la dimension m x D est généralement trés grande devant n x §,(!) la dimension qui compte lors
de la déformation de la région de sensibilité est donc celle dans la profondeur (i.e. n x §).

Prenons les deux exemples suivants :

1. Pour une plaque en aluminium (matériau non ferromagnétique) ’épaisseur de peau a 250 kHz est de
164 pm donc pour n =5, la profondeur de la région de sensibilité est de 820 pm. Le déplacement
normal des ondes de Lamb est de l'ordre de quelques dizaines de nanomeétres (voir par exemple la
Réf. [162]), prenons par exemple u” = 80 nm. La variation relative de la région de sensibilité dans
la profondeur (100 x u"/(n x §)) est alors de 0.0097%.

2. Pour une plaque en Nickel (matériau ferromagnétique), ’épaisseur de peau a 250 kHz est de 10,7 pm,
ce qui donne pour n = 5, la profondeur de la région de sensibilité de 53,5 um, et une variation relative
de la région de sensibilité dans la profondeur de 0.15% .

La variation de la forme de la région de sensibilité est donc trés faible, ce qui permet de travailler sous
I’hypothése de petites perturbations (Réf.[173]).

Par ailleurs le fait que les capteurs EMAT puissent étre a la fois des émetteurs et des récepteurs permet
de développer un modéle de réception qui donne la tension induite par une expression plus simple, en
développant des arguments de réciprocité ad hoc. Cette méthode est développée dans la section suivante.

1 |'épaisseur de peau est généralement égale a quelques dizaines (pour les matériaux ferromagnétiques) ou centaines
(pour les matériaux conducteurs non magnétiques) de micrométres, alors que les dimensions de I'aimant sont en millimétre
voire en centimetres.
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V. Modéle de réception par réciprocité

Dans la section précédente, nous avons traité de modéle de réception comme on traite un probléme
d’induction électromagnétique classique. Une fois les termes de source identifiés et exprimés, la résolution
du probléme de réception, dans la description Lagrangienne, passe par ’écriture des équations de
Maxwell dans le domaine temporel, et applique d’'une maniére directe la loi d’induction de Faraday.
Cette démarche, méme si elle permet de bien comprendre 'origine des phénoménes physiques en présence,
conduit & une formule finale de la tension induite, et par suite, de la réception par EMAT, qui est difficile
4 mettre en ceuvre numériquement. Dans cette section, nous allons travailler & la fois sous ’hypothése
de petites perturbations et dans le domaine fréquentiel, et profiter du fait que, dans une expérience,
IPEMAT utilisé pour la réception pourrait étre aussi utilisé pour 1’émission, et faire appel au concept de
réciprocité.

Hypothése de petites perturbations

L’hypothése de petites perturbations, trés utilisée en mécanique linéaire (Réf. [173]), permet, si les
déplacements sont trés petits devant les dimensions de la structure, de dire que celle-ci garde la méme
géométrie durant la déformation. L’usage de cette hypothése est justifiée dans le cas de la modélisation
de la réception. Chaque point matériel de la plaque est donc supposé stationnaire dans le repére R, et
on lui attribue les grandeurs dynamiques qu’il aurait si la plaque se déformait. La configuration de
réception est représentée par la figure ci-dessous :

Avant le passage Durant le passage L'aimant La bobine
de I'onde de I'onde

Fig. 5-16 Réception par un
EMAT d’une onde
élastique dans une piéce
ferromagnétique,

sous |'hypothése de petite
L - | perturbation.

H, : champ magnétique de 'aimant (statique),
r, : position d’un point sur Paimant (statique),

7, : position d’un point sur le contour de la bobine (statique),

M, : aimantation statique, induite par 'aimant,

V, : volume de la région de sensibilité (statique),

r : position d’une point dans le volume V, (statique),

u,v,0 : champs de déplacement, vitesse et contrainte associés a 'onde (dynamique),

M : aimantation dans le volume V, (dynamique),

(Ep,Hp) (Epzp, Hyy) @ champs électromagnétiques dus aux courants de Foucault et a la variation de

Paimantation (dynamique).

A. Probléme de réception dans le domaine fréquentiel par la méthode directe

Jusqu’ici toutes les équations et expressions ont été données dans le domaine temporel. Dans la suite de
ce chapitre, on résout le probléme de la réception dans le domaine fréquentiel, la fréquence étant imposée
par le champ élastodynamique de 'onde regue ((u = u(r,w)e”™)).

onde
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Ecrivons les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel

V x E(r,w) = iwB(r,w) (5-104)
V-B(r,w) =0 (5-105)
V x B(r,w) = MJF 110 (7, w) (5-106)
avec :
J=Jp+Jg +JY (5-107)
J}}:%vas, TG =Vx (Bho),  JH=Vx(x'-3F- w (5-108)
Résolution :
V- B=0=3A tgB=VxA’ (5-109)
Maxwell-Faraday devient :
VxE =iwV x A, = 3¢ (scalaire) tq E = iwA’ + V¢ (5-110)

En notant que V x (V- f) =0 pour tout champ scalaire f, on choisit le potentiel vecteur magnétique

suivant :
A—a_Y? (5-111)
1w
ce qui donne :
E=iwA (5-112)
L’équation de Maxwell-Ampére dévient :
~AA+V(V-A) :%AJF pod (5-113)

On fait usage de la jauge de Coulomb (V- A = 0) et on note k* = iwp /p . L’'équation de Maxwell-Ampére
s’écrit alors

AA+ KA = —pyd (5-114)
dont la solution est :

— 1k\7‘ 7y
rw // |T_Tb v (5-115)

La tension U? se calcule par la loi de Faraday comme :

Utw) = iw [ A dry = Wiy JF+JM+JM el qy L. gy (5-116)
b |"'*"“b| b

Ainsi, on exprime la tension induite dans la bobine par la variation de lintensité des sources

électromagnétiques dans la piéce. On remarque que la formule de la tension contient une double intégrale
dont 1'une est sur le contour de la bobine. Dans la sous-section suivante, on développe une méthode qui
permet de remplacer cette intégrale par des densités de courants calculées dans le cas de ’émission, si
IPEMAT récepteur était utilisé comme un émetteur.
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B. Méthode utilisant la réciprocité

La tension induite dans la bobine donnée par la méthode directe est donnée par:

Ut(w) = Zwﬂo/ {/// JF ‘il‘rJMr'i‘l JM> eiklrrbdvf} -dr, (5_117)
b

En remarquant que les densités Jg + Jg; + J3, et le volume V, ne dépendent pas de rp, on peut réécrire
la tension sous la forme suivante :

Ut(w) = %///VS(J;—%J&—FJ}(,,)- Uf(%) drb] av’ (5-118)

G(r,my) = [ ( TM;') dr, (5-119)

r—1y

On note :

Cette fonction (fonction de Green) relie un point de la bobine & un point de la région de sensibilité. En
remarquant que G, est inchangée par permutation de r, (position d’un point de la bobine) et r (position
d’un point de la région de sensibilité), on peut faire la conjecture qu’elle doit se retrouver également
dans la résolution du probléme d’émission, oil ce capteur est utilisé comme émetteur.

On donne ici les étapes de résolution des problémes d’émission et de réception par EMAT en milieu
ferromagnétique.

Contrainte mécanique

Onde regue

(a). lllustrastion d’un probléme de contréle avec des EMAT comme émetteurs et récepteurs
D D
e S
La Bobine ——— Réception La Bobine —— Emission
mxD mxD

| — froxe | — b

T m—— Auminum ¢ — La sortie j, M
] 1 1
| @v.o)(w) - | b (vr@)
! — Uk Jin ) (@)— 1 (Epy, Hey) — (Um(w)) | ! — (Ep.Hp) —>1(F, Fy, Fys)(w)— (w,v,0)(w) !
Pt i i+ H, i
Pb Réception EM-M Pb Réception EM Pb Emission EM Pb Emission EM-M
(b). Etapes de résolution du probléme de (c). Etapes de résolution du probléme d’émission
réception

Fig. 5-17 : les étapes de résolution des problémes d'émission et de réception par EMAT en milieu ferromagnétique.
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Le probléme de réception par EMAT :

La donnée d’entrée dans le probléme de réception est le champ élastodynamique de l'onde (u,v,o)(w) et
le champ magnétique statique de 'aimant H, (la bobine est en circuit ouvert). La premiére étape dans
la résolution de ce probléme consiste a identifier les sources inductrices et les écrire en fonction du champ
élastodynamique de 'onde ((J%, J3¥, J5)(w)) (ceci a été fait dans la section précédente). Ce passage
d’une grandeur purement mécanique (7.e. le champ élastodynamique) & une grandeur électro-magnéto-
mécanique (Z.e. les sources inductrices) représente le probléme électro-magnéto-mécanique (Pb E-EM).
L’étape suivante consiste a résoudre les équations de Maxwell avec comme entrée ces sources inductrices.
L’étape finale est le calcul de la tension induite dans la bobine par ces sources. Ce passage représente le
probléme électromagnétique® (Pb EM) (ceci a été fait dans la sous-section précédente).

Le probléme d’émission par EMAT :

L’entrée dans ce probléme est la tension dans la bobine (générée par exemple par un générateur de
tension) et le champ magnétique statique de 'aimant H,. La premiére étape dans la résolution de ce
probléme consiste a calculer le champ électromagnétique de la bobine (E,, H,) dans la piéce. Ce passage,
d’une grandeur électrique (la tension dans la bobine) & une grandeur électromagnétique (le champ
électromagnétique) représente le probléme d’induction? électromagnétique (Pb EM). L’étape suivante
consiste a calculer a partir des champs (H,, E,, Hy) les forces d’origine électrique (7.e. force de Lorentz
F;), magnétique (ie. la force magnétique F,;) et d’origine magnétostrictive (i.e. transformer la
déformation de magnétostriction en une force équivalente F,). Ce probléme est traité dans la thése de
Clausse [37]. L’étape finale est la résolution d’un probléme élastodynamique® pour trouver le champ de
londe générée. Ces deux étapes représentent le probléme électro-magnéto-mécanique (en émission).

Dans ce probléme d’émission, seule la premiére partie (i.e. le probléme d’émission électromagnétique),
nous intéresse pour la suite de cette section auquel on se référe comme étant le « probléme d’émission »
purement électromagnétique.

Avant de le résoudre, il nous faut discuter de la région de sensibilité dans I’émission et dans la réception,
pour que la fonction de green G, soit identique dans les deux problémes (en rappelant qu’elle dépend de
la région de sensibilité et de k = k(w, p)).

En émission :

Cette région est définie par l'intersection des régions dans lesquelles le champ magnétique de I’aimant et
le champ électromagnétique de la bobine sont non-négligeables. Cela permet de définir cette région par
deux dimensions. La premiére, sur la surface, et on peut la définir (en se basant sur le fait que les champs
magnétique et électromagnétique décroisent dans le vide en I'inverse du carré de la distance) par quelques
tailles du capteur . Et la deuxiéme dimension dans la profondeur, est définie (en se basant sur le fait que
le champ électromagnétique décroit dans un matériau conducteur d’une maniére exponentielle) par
quelques épaisseurs de peau.

En réception :

La région de sensibilité est définie par le volume dans lequel le champ magnétique de 'aimant et le
champ électromagnétique des sources inductrices (dues au passage de ’onde) sont non-négligeables. On
peut ainsi la définir comme elle ’a été précédemment : quelques tailles du capteur a la surface x quelques
épaisseurs de peau dans la profondeur.

Les régions de sensibilité de 'TEMAT en émission et de TEMAT en réception dépendent donc de :

1 Méme si les sources inductrices contiennent des grandeurs mécaniques, ce probléme est résolu comme n'importe quel
probléme d'induction électromagnétique classique.

2 L'induction des courants de Foucault et d'une aimantation spontanée.

3 Méme si les forces dans ce probléme sont d'origine électro-magnéto-mécanique, ce probléme est résolu comme n'importe
quel probléme élastodynamique classique.
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la géométrie du capteur,
la fréquence (via I’épaisseur de peau),
la conductivité / résistivité électrique (via ’épaisseur de peau),

Ll

la perméabilité magnétique (via I’épaisseur de peau).

A supposer que PEMAT utilisé est le méme en émission et en réception, seuls les trois derniers paramétres

peuvent affecter cette région. On discute briévement ces points.

1. La fréquence: dans une expérience EMAT, la fréquence de I'onde générée est imposée par la
fréquence de la tension électrique dans la bobine. La tension induite dans la réception est la méme
que celle de I'onde, et par conséquent identique & celle en émission.

2. La conductivité / résistivité électrique : dans le probléme qui nous intéresse cette grandeur est
uniforme partout dans la plaque, et on suppose qu’elle est peu affectée par la présence de la contrainte
mécanique (qui, elle, peut changer entre I’endroit sous I’émetteur et ’endroit sous le récepteur).

Ces deux points permettent donc de dire que k garde la méme valeur en émission et en réception.

3. La perméabilité magnétique’ : dans le cas ou cette grandeur est isotrope et homogéne?, la
perméabilité magnétique a proximité de I’émetteur est identique a celle & proximité du récepteur.
En revanche, dans le cas ou cette grandeur est inhomogéne ou anisotrope, il se peut qu’elle change
entre ces deux zones d’opération. Cela arrive en présence de contrainte mécanique a proximité des
capteurs. Contrairement & la conductivité électrique, la perméabilité est trés sensible a la contrainte
Bozorth [15]).

Remarque : dans le cas ou la région de sensibilité du probléme d’émission est différente de
celle du probléme de réception® (du fait par exemple de la variation de la perméabilité
magnétique due & une contrainte inhomogeéne), il est possible de définir une nouvelle région de
sensibilité qui englobe les deux. Rappelons que si nécessaire, cette région peut étre étendue a

la plaque entiére.

La fonction de Green est donc identique (sous I’hypothése du choix convenable de la région de sensibilité)
dans les deux problémes émission et réception.
Passons maintenant & la résolution du probléme d’induction électromagnétique en émission :

Pour cela écrivons les équations de Maxwell pour ce probléme afin de déterminer la densité de courant
de Foucault induite dans la région de sensibilité de TEMAT.

VxE= iwB (5-120)
V-B=0 (5-121)
VxB= poE+ py(J, ® (J,+Jn)) (5-122)
avec :
gy =" (5-123)

1 On s'intéresse ici a la valeur de la perméabilité magnétique fixée par |'excitation de I'aimant, qui lui est le méme dans
|"émission et la réception.

2 Pour un matériau magnétiquement homogéne mais anisotrope, la perméabilité magnétique dépend de I'angle entre H,
et la direction d'anisotropie du milieu. Cette perméabilité peut donc changer si I'émetteur et le récepteur ne sont pas
positionnés de la méme facon par rapport a la direction d'anisotropie.

3 Le mot différentes, veut dire, ont des dimensions différentes, puisque ces régions sont toujours distinctes (/.e. I'une sous
I'émetteur et |'autre sous du récepteur).
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I : intensité électrique dans la bobine,
s : section du fil de la bobine,
dr : élément du fil de la bobine,
Jp : densité de courant dans la bobine,
- densité de courant magnétique induite donnée par V x M,
J, : densité de courant de Foucault due a la déformation locale (source de I'onde élastique).

1
J,=-v

p p émission x B (5'124)

S

@ : utilisé pour indiquer que ces densités existent dans des régions distinctes (bobine et piéce).

Remarque : ’émission par EMAT (Pb EM 4 EM-M) résulte en la génération d’ondes
élastiques dans le matériau. Ces ondes sont des déformations : sous I’émetteur, le matériau
s’approche / s’éloigne de l’aimant, ce qui d’une part perturbe la valeur de l’aimantation
statique (puisqu’elle dépend de la position, via la dépendance du champ magnétique de
l’aimant), et d’autre part induit des courants de Foucault perturbateurs, puisque le matériau
— conducteur — se déforme dans une région ou régne un champ magnétique (celui de ’aimant).
Sous ’hypothese de petites perturbations, la forme non-déformée est utilisée dans les calculs
(i.e. calcul du champ magnétique de ’aimant) ce qui veut dire que ’aimantation statique n’est
pas perturbée. Et dans le cas ou on ne s’intéresse qu’au probléme d’émission purement
électromagnétique, les courants de Foucault perturbateurs J, sont négligés (puisqu’ils

proviennent d’une grandeur élastodynamique : la vitesse).

En suivant la méme démarche que celle suivie pour la méthode directe, la résolution des équations de
Maxwell donne le potentiel vecteur magnétique (PVM) : suivant :

J, EBJ ) ,

espace

Cette intégrale peut s’écrire comme la somme d’un potentiel vecteur magnétique (PVM) dont la source
est le courant dans la bobine, et un PVM dont la source est 'aimantation induite dans la piéce.

A = Apgpine T Apivce (5-126)
Abobine - A7 Z |Tb _ T‘| drb (5 127)

pzcce - /// |’I‘ 'Lk|7‘77"‘ dV (5—128)

Le champ électrique total (induit par le courant électrique de la bobine et la variation de aimantation
dans la plaque) est donné en tout point de la région de sensibilité par :

. iwpgl etklr— Tb‘ zwu J piklr—r
E= Zw(Abobine + Apiéce) = 471? / |T‘ —r, g |T‘ _Iv;'bl kl bl av (5—129)
qui s’écrit en fonction de G,
By I (130
4 |r —

La densité de courant de Foucault induite en émission est donnée par la loi d’Ohm :
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Je = lE _ dwpel M'“O // Im etklr=—re| g1/
o arp % g r—m

Cette densité peut étre écrite comme :
Jg=Jdb+ JM
avec

Jb — Zw:uOIGk
4dmp

(5-131)

(5-132)

(5-133)

Cette densité de courant représente les courants de Foucault induits par le champ électromagnétique de

la bobine.

Zwlu‘O JM zk|7‘ |
T = /// r— v

(5-134)

JM : représente les courants de Foucault induits dans la plaque par 'aimantation induite par le champ
électromagnétique de la bobine. Il s’agit donc d’un effet du second ordre par rapport a J%. Celle-ci peut

donc étre négligée, si bien que l'on a :
4dmp

j— e

iwpo I F

Rappelons ici la tension induite dans la bobine (en réception) donnée par la méthode directe :

Uin — %ﬂﬂly (Jo + I + Ty) - GV’
4m v

En remplacant G, par sa valeur on trouve :

_§Zﬂ@@+J&+J$yJWV
Ve

1
JF:;UXst Ji, =V x (B¢ 0), Ji =V x(xd- I )

ol

s

On peut écrire la tension comme la somme de deux contributions :

U=U,+Uy

__3[7 JY - JedV
I Vg
p ' o u €
Vs

U, : tension induite dans la bobine dans le cas d’'un matériau conducteur non magnétique,
U,, : tension induite dans la bobine dans le cas d'un matériau magnétique non conducteur.

On peut réécrire la tension U, comme :

mzﬁzytmu@m%:1ZU(vaJw@Mﬂ:—3Z01U?XBJ4ﬂV
1 Vs I Vs I Ves

On fait ainsi apparaitre explicitement la densité de force de Lorentz :
fo=J& x By,

La tension induite dans le cas des matériaux conducteurs non magnétiques est donnée par :

(5-135)

(5-136)

(5-137)

(5-138)

(5-139)

(5-140)

(5-141)

(5-142)

(5-143)
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,% //V.fL wdV (5-144)

Réécrivons différemment la tension U, :

I sevao - gzav =4 [I] (7 (Bgio)+ ¥ x (xt- 32+ w) - Tyav (5-145)
Vi Vi,
En utilisant I'identité vectorielle :
(VxA) B=V-(AxB)+A-(Vx B) (5-146)

et le théoréme de Gauss, on trouve :
//[ﬂd ooxt 3w x gl as 8 I gtoext 3w (vxapar (5aan)
Vs
La tension totale induite dans la bobine est donc donnée par :
vin =1 //V\fL wdV+ /Sﬁ[(ﬂ?erxf-ﬁf x Jg]-ds+° // (B2 +x! 3 w) (VX TpdV (5-148)

La formule ne contient plus 'intégrale sur la bobine et utilise des grandeurs déja calculées en émission
(Jg et I), des termes associés a l'onde élastique (u,v,0), et des grandeurs statiques (8%,x% JH) et
dynamique (f;), qui peuvent différer suivant que ’on est en émission ou en réception.

Discussion 1 : simplification de la formule de la tension induite

Divisons la surface S, (de la région de sensibilité) en deux parties : la surface supérieure (i.e. Si la surface
qui coincide avec celle de la plaque) et la surface inférieure (i.e. S; donnée par la partie inférieure de
Vi)

D
L'aimant : ”
La Bobine ——
mxD Fig. 5-18 : division de la surface de la
S* région de sensibilité en deux surfaces : SF
o Jer0 .. In <5 (c0|nC|d.e av.ec celle de la plaque) et S la
o Eass . n surface inférieure du volume V.
S
Matériau v, JS~0

La région de sensibilité est définie par le volume dans lequel le champ électromagnétique de la bobine
est non-négligeable. En rappelant que Jg& = 1/pE, on peut ne garder dans 'intégrale de surface que la
partie portant sur la surface supérieure. La tension induite s’écrit donc :

it e 4 | . .
=7 //VfL vdV+ /s+[ﬁd o+x!-JH- )XJF}-dSJrT//VE(,H‘:‘a'Jng-jf. w)- (V x J&)dV (5_149)

Dans le cadre de cette thése, ot on travaille sur des ondes guidées par des plaques ferromagnétiques, ot
Iépaisseur de peau (de quelques dizaines de micrométres) est faible devant I’épaisseur de la plaque, on
peut supposer que la variation de la vitesse particulaire dans I’épaisseur de la région de sensibilité est
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faible, et on peut approcher sa valeur par celle & sa surface. Ainsi, la tension U, (le premier terme de la
tension U™™) devient :

1
U.= *T// oy Vs dS (5-150)
S

avec

oy = /JI% x B, dz (5-151)
d

o, : densité surfacique de la force de Lorentz,
S, : surface de la région de sensibilité,

s

vg: @ valeur de la vitesse de I'onde sur la surface supérieur de la région de sensibilité.

Le fait que Jg& soit négligeable sur la surface inférieure permet d’écrire :

1
U, = 7// oy - vdS (5-152)
s

L’expression de la tension U, est similaire & celle trouvée dans la thése de Boulay [174], pour la
modélisation de la réception des capteurs PZT (auteur applique la réciprocité de Primakoff [148] au
cas des matériaux piézoélectriques). La différence vient du fait que dans notre cas, la contrainte o,
provient de la force de Lorentz alors que dans la Réf. [174], elle provient de la densité surfacique de
force appliquée par le capteur PZT en émission.

La forme finale de la tension induite en réception est donc donnée par :

v =g [ onvas s 8 ] (Bt xt 38w x g -as 48 []] (Bt 3w (VX TRV (5-153)
Che St Vs

Cette formule contient une intégrale sur la surface de la plaque et une intégrale dans le volume. Pour
trouver la valeur de la tension, on a besoin :

1. I et Jg : ce sont des grandeurs calculées en émission (Pb EM).

u,v et o : les différentes quantités élastodynamiques associées & ’onde sont les entrées du modéle de
réception, et sont calculées par un modéle de propagation (e.g. Barras et al [35]).

3. B4 x? et JH : ces grandeurs sont des grandeurs statiques ; les deux premiéres dépendent de 'état
local de contrainte. Si cet état est identique sous ’émetteur et sous le récepteur (e.g. état non
contraint en-dessous des capteurs), ces grandeurs sont identiques & celles calculées en émission (Pb
EM + EM-M), pour trouver les forces magnétiques et magnétostrictives. Si les états de contrainte
different, ces grandeurs doivent étre calculées en utilisant ’état local sous le récepteur.

4. oy : cette quantité dépend de Jg (calculée en émission) et B,. Cette derniére dépend de I’état local
de contrainte ; si cet état est différent sous I’émetteur et le récepteur, elle est calculée en utilisant
I’état sous le récepteur.

Discussion 2 : quelques cas particuliers

Nous discutons de la formule pour trois cas particuliers. Ecrivons tout d’abord la tension totale induite
dans la bobine sous la forme suivante :

U=U,+U,+U, (5-154)
avec

1
U, = 77// o -vdS (5-155)
s%
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U= [ i gzt as < o6 an w9 < apiav (5-156)
St
et
v, =2 // (B3 0) x Jg] s+ // (85:0) - (V x Tp)dV (5-157)
1. Cas 1 : Aimantation a saturation : ce cas est particuliérement intéressant puisqu’on a envie

d’augmenter la rémanence de I'aimant pour rendre 'EMAT plus « performant ». Dans le cas d’un
matériau magnétique conducteur aimanté & saturation, la susceptibilité magnétique différentielle x¢ et
le tenseur de déformation piézomagnétique différentiel 8¢ sont nuls, ce qui fait que les densités de courant
magnétiques sont nulles et U, = U, = 0. La seule tension induite dans la bobine est donc U, = U,.

2. Cas 2 : excitation magnétique uniforme : Dans ce cas, la matrice J%; est nulle. La tension
U, est nulle et seules les deux tensions U, et U, sont induites dans la bobine.

3. Cas 3 : matériau magnétique non conducteur, et aimanté a saturation : Dans ce cas,
la tension U, = U, est nulle puisque le matériau est non conducteur. Les tensions U, et U, sont également
nulles puisque le matériau est aimanté a saturation (voir cas 1). La tension totale est donc nulle.
Cependant, ce cas est similaire au cas d’un aimant qui se déforme / déplace dans le repére lié & une
bobine (tout en gardant son aimantation constante). La tension induite dans la bobine n’est pas nulle
(en réalité) et est égale a la tension motrice U™. Cette tension est caractéristique des matériaux

magnétiques, et sa formule a été donnée dans la section précédente — dans le domaine temporel—, qu’on

oo [ [ e v ] [ ) ] o150

Sous l'hypothése de petites perturbations, cette tension est nulle, puisqu’elle ne dépend que de la

reporte ici :

déformée de la région de sensibilité. Pour une fréquence donnée cette tension s’écrit :

/ {///w |rb—r|3 dV* // i |,.b_r|}d5} -dr, (5-159)

V.(w) et S, (w) : le volume et la surface de la région de sensibilité, pour la pulsation w.

Il est possible de remplacer l'intégrale sur toute la surface de la région de sensibilité par I'intégrale sur
la surface de la plaque, en rappelant que Jy, =V x M, , M, est négligeable 14 ou I'excitation magnétique
est négligeable, en particulier sur la surface inférieure de la région de sensibilité. Cependant, méme avec
cette simplification le calcul de la tension U™ soufre toujours de la présence de la double intégrale, et de
la nécessité de connaitre V,(w) et S,(w) pour chaque fréquence.

223



Modéle de réception d'ondes élastiques par EMAT

VI. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme de réception / détection par un EMAT
d’une onde élastique se propageant dans une plaque ferromagnétique. Ce probléme est défini (comme
pour n’importe quel autre capteur) par le développement d’'un modéle qui donne le signal électrique
mesuré par le capteur (la tension électrique pour PEMAT), en fonction du champ élastodynamique
associé a ’onde.
Le fait que le passage de ’onde doit étre détecté par une bobine nous a conduit & penser ce probléme de
réception en termes d’induction électromagnétique. C’est pourquoi nous avons débuté le chapitre par la
résolution de deux problémes classiques d’induction électromagnétique, comme rappels sur ce sujet.
Partant du fait qu’il y a trés peu de travaux sur le sujet dans la littérature, nous avons essayé de le
traiter avec le plus de détails possible. Ainsi, dans la section qui a suivi, nous avons adopté une démarche
permettant de mieux comprendre les phénoménes physiques qui interviennent lors de la réception. Du
fait de la dépendance du fonctionnement du capteur EMAT a la nature du matériau de la piéce dans
laquelle il génére / regoit une onde élastique, nous avons traité le probléme de réception d’abord pour
une plaque magnétique non conductrice, puis pour une plaque ferromagnétique. Dans les deux cas, la
démarche suivie a consisté a :
1. identifier et écrire d’une maniére explicite les sources inductrices en fonction du champ
élastodynamique de I'onde.
Cette étape se base sur ’hypothése que I'onde est une petite perturbation de I’état initial et représente
la transformation d’une grandeur élastodynamique (champ de 'onde) en une grandeur électro-magnéto-
mécanique (sources inductrices). Pour un matériau magnétique, il existe deux sources inductrices, 'une
associée a la variation de 'aimantation due au champ du déplacement de I'onde, 'autre & la variation
de Vaimantation due au champ de contrainte de 'onde. Pour un matériau conducteur, il n’en existe
qu’une seule, donnée par la densité de courant de Foucault induite par le champ de vitesse de ’onde.
Cette étape autorise & traiter le probléme de réception comme un probléme d’induction
électromagnétique classique, traité a I’étape suivante.

2. Reésoudre le probléme d’induction électromagnétique, avec comme sources inductrices celles trouvées
a l’étape précédente.

Trouver une solution simple & ce probléme d’induction dans le domaine temporel, avec la description
Lagrangienne et en appliquant directement la loi d’induction de Faraday, est possible dans le cas d’un
matériau magnétique, mais pas dans le cas d’un matériau ferromagnétique (a cause du couplage des
champs électrique et magnétique). Dans le premier cas on trouve deux tensions, dont I'une est commune
entre les matériaux magnétiques et conducteurs et 'autre est spécifique aux matériaux magnétiques. La
premiére décrit la tension induite dans la bobine due & la variation temporelle de 'intensité de la source
inductrice. La seconde est due & la variation de la position de la source inductrice.

Dans la derniére section, du fait que la démarche suivie dans la section précédente donne une expression
pour la tension induite difficilement utilisable d’un point de vue numérique, et du fait d’autre part que
le champ de déplacement de ’onde est trés petit devant les dimensions du probléme, nous avons travaillé
sous I'hypothése de petites perturbations, dans le domaine fréquentiel. Nous avons profité du fait que
PEMAT utilisé pour générer 'onde peut aussi étre utilisé pour la détecter pour développer une méthode
qui donne la tension induite sous la forme d’une expression plus simple et en fonction des grandeurs qui
sont (pour la plupart) déja calculées lorsque 'on considére la génération de 1’onde.

Cette formule générale pour le cas trés complexe de la réception par un EMAT des ondes élastiques se
propageant dans un milieu ferromagnétique autorise une implémentation numérique plus efficace par les
concepts de réciprocité qui la sous-tendent.
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6. Faisabilité de la méthode d’imagerie

Résumeé :

Ce chapitre est une vue d'ensemble de la méthode d'imagerie discutée dans I'introduction du manuscrit. Ses

objectifs sont :

- montrer ol se situent les travaux de la thése par rapport au développement de la méthode d'imagerie.

- rappeler I'ensemble de modéles et méthodes nécessaires pour ce développement, et I'état actuel de
développement de ces modéles et méthodes.

- attirer I'attention sur les effets de la présence d'une contrainte locale (/.e. ol opérent les traducteurs) et
de la nécessité du développement d'une méthode de caractérisation de cette contrainte, et la proposition
d'une telle méthode.

Ce chapitre contient quatre sections :

La Sec.| [p. 228] illustre la configuration de caractérisation d'un état de contrainte par la méthode d'imagerie.
On divise la contrainte en deux parties, une suffisamment loin des capteurs, dite contrainte globale, I'autre
proche des capteurs, dite contrainte locale. La Sec.Il [p. 229] étudie la faisabilité de la méthode d'imagerie en
absence de la contrainte locale. Sec.ll-A [p. 229] est une discussion sur la faisabilité de la méthode d'imagerie
par une démarche numérique. Celle-ci nécessite six modéles (MMM, ME, MAE, MP, MR, MAE-An)! et une
méthode d'inversion (MT)2. La sec. II-B [p. 236] est une discussion sur la faisabilité par une démarche
expérimentale. On montre que celle-ci nécessite quatre modéles (MMM, ME, MR, MAE) dont un (MAE) est
optionnel et une méthode d'inversion (MT). La Sec.lll [p. 239] étudie la faisabilité de la méthode d'imagerie
en présence de la contrainte locale. Dans la Sec IlI-A [p. 239] on montre que la présence d'une contrainte
locale /nconnue peut rendre difficile voire impossible la démonstration de |a faisabilité de la méthode d’imagerie
par une démarche expérimentale, et que la démonstration par une démarche numérique (IlII-B [p. 245]) est
également compromise. Cependant, il est possible de réduire les effets de la contrainte locale en travaillant a
aimantation a saturation. La sec. |V [p. 247] propose une méthode de caractérisation de la contrainte locale.
Cette méthode se base sur le fait que I'EMAT est non-seulement un traducteur ultrasonore, mais également
une sonde courants de Foucault. La méthode donne dans un premier temps la susceptibilité magnétique a
I'état contraint en fonction de celle a I'état non-contraint ainsi que la tension induite dans la bobine de
I'EMAT par la présence de la contrainte. Dans un deuxiéme temps la méthode utilise une version analytique
de modéle multi-échelle (MME-An3) pour passer de la susceptibilité a la contrainte. La sec.IV-A [p. 254]
propose une nouvelle démarche expérimentale a suivre pour démontrer la faisabilité de la méthode en prenant
en compte la méthode de caractérisation locale (MCL#). La sec.IV-B [p. 255] décrit son pendant numérique
qui repose cette fois sur sept modéles (MMM, MME-An, ME, MAE, MP, MR, MAE-An) et deux méthodes
d'inversion (MT + MCL).

I MMM (modéle magnéto-mécanique) : le modéle qui donne en sorite l'aimantation et la déformation de
magnétostriction.

ME (modéle d'émission) : le modéle qui donne en sortie la densité de force source de I'onde élastique.

MAE (modéle acoustoélastique) : le modéle qui donne en sortie le tenseur de rigidité, les vitesses des ondes guidées, et
les déplacements modaux en fonction de la contrainte.

MP (modéle de propagation) : un modéle de propagation qui permet de donner le champ élastodynamique de I'onde
quand elle se propage dans un milieu inhomogéne.

MR (modéle de réception) : le modéle qui permet de détecter le passage de I'onde.

MAE-An (MAE analytique) : une version analytique (réduite) du MAE permettant de trouver la contrainte a partir des
temps de vol.

2 MT (méthode tomographique) : la méthode qui permet de remonter 3 une grandeur multi-variable et directionnelle
(tenseur de contrainte) a partir des mesures de temps de vol.

3 MME-An (Modéle multi-échelle analytique) : une version analytique du MME permettant de trouver la contrainte a
partir de la susceptibilité magnétique.

4 MCL (méthode de caractérisation de la contrainte locale) : cette méthode permet de remonter a la contrainte sous le
capteur a partir de la tension induite dans la bobine de I'EMAT.

226




Faisabilité de la méthode d'imagerie

227



Faisabilité de la méthode d'imagerie

I. Introduction

L’objectif final de la thése est de développer une méthode d’imagerie d'un état de contrainte multiaxial
inhomogeéne dans les plaques ferromagnétiques en utilisant les EMAT.

Dans ce chapitre on présente un récapitulatif des modeéles et méthodes et de leur état actuel de
développement, nécessaires pour cet objectif, afin d’évaluer le travail restant & effectuer pour I'atteindre.
Il n'y aura pas d'essais expérimentaux dans ce chapitre. Mais seulement une discussion sur la faisabilité
de la méthode d’imagerie suivant si c¢’est une démarche numérique ou expérimentale qui est choisie.

La figure suivante illustre la configuration d’imagerie.

Contrainte globale

Propagation

Contrainte locale
Onde élastique Fig. 6-1: illustration de la
configuration  d'imagerie  en
présence d'une contrainte locale.

L’onde élastique émise par un EMAT (émission) se propage dans le milieu contraint (propagation), puis
elle est détectée par un EMAT (réception). Ces trois étapes sont répétées pour tous les couples émetteur-
récepteur, ce qui permet de collecter suffisamment de données (temps de vol) pour mettre en ceuvre une
méthode d’imagerie tomographique.

Pour une meilleure compréhension de ce chapitre on distingue les deux cas suivants :

1. Faisabilité de la méthode d’imagerie en absence de contrainte locale.
2. Faisabilité de la méthode d’imagerie en présence de contrainte locale.

La contrainte locale désigne la contrainte au voisinage des capteurs. Ce voisinage est défini par une
longueur dans laquelle 'onde qui s’est propagée de I'émetteur n’est pas plane. A contrario, la contrainte
globale est définie par la contrainte suffisamment loin des capteurs pour que 'hypothése d’onde plane
soit valide.

Remarque : Il est & noter que la planitude de ’onde ne trouve son sens que par rapport a la
taille de I’inhomogénéité dans le milieu. Par exemple dans le cas ou la contrainte au voisinage
du capteur est homogéne sur une longueur estimée & plusieurs longueurs d’onde, la présence
de la contrainte ne pose pas un probléme vis-a-vis de la propagation dans un milieu
inhomogéne. Cependant cette contrainte pose d’autres probléemes, dont on va discuter dans ce

chapitre.

Remarque : dans ce chapitre, on présente la méthode d’imagerie pour un matériau
ferromagnétique, alors que les chapitres 2-4 n’ont traité que le cas d’un alliage d’aluminium
(non ferromagnétique). La démarche développée et les résultats trouvés dans ces chapitres sont
également valables pour un matériau ferromagnétique, car l’effet acoustoélastique dans ces
matériaux est trés proche de celui dans ’aluminium (voir Gandhi et a/ [68]).
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II. Faisabilité de la méthode d’imagerie en absence de contrainte locale

On s’intéresse ici & la faisabilité de la méthode d’imagerie dans le cas ol la contrainte locale est absente.
La configuration d’imagerie est la suivante :

Contrainte multiaxiale Emission

o N
/_"“\\ &
i L - — Onde élastique . . L
// o il D \ Fig. 6-2 : un état de contrainte multiaxial et
- 3 . N ” L, .

£, g - J inhomogéne est présent dans une région

. .
/ & - ““? / « éloignée » des capteurs (EMAT).
K Ry + /

Réception

On suppose qu’on a un état de contrainte multiaxial inhomogéne dans le plan de la plaque et dans son

épaisseur. La contrainte est supposée suffisamment éloignée des capteurs, pour que :

- T’hypothése d’onde plane est valide & I’endroit ot la contrainte est présente ;

- suffisamment de rayons ne passent pas a travers la contrainte, pour avoir une information relative
a létat non contraint (pour plus de détails voir la discussion dans le chapitre 4 VI [p. 173]).

On suppose que les propriétés élastiques, électriques et magnétiques ainsi que ’épaisseur de la plaque a

I’état non-contraint et par conséquent a proximité des capteurs sont connues.

On distingue deux démarches pour démontrer la faisabilité de la méthode d’imagerie :

1. Démarche numeérique : on se donne une distribution de contrainte mécanique connue et on
utilise un ensemble de modéles et méthodes pour reconstruire numériquement cette contrainte,
puis on compare ce résultat a la contrainte originale. Cette démarche contient quatre étapes :

a. eémission : modélisation de la source de 'onde élastique,

b. propagation : modélisation de la propagation de ’onde en milieu contraint,

c. réception : modélisation de la détection de 'onde,

d. inversion : pour cartographier la contrainte a partir des résultats de temps de vol.

2. Démarche expérimentale : on procéde comme dans un test réel de caractérisation de la
contrainte, ol les capteurs sont congus en se basant sur des résultats fournis par les modéles,
puis sont utilisés pour émettre / détecter des ondes élastiques dans une plaque réelle. La
contrainte reconstruite par la méthode d’imagerie est comparée & celle reconstruite par une autre
méthode (ex : par diffraction de neutrons). Cette démarche contient quatre étapes :

a. identification des coefficients acoustoélastiques (CAE) : les CAE sont identifiés a
partir des données élastiques de ’état non-contraint. Ceci permet de choisir quels sont
les modes & utiliser et dans quelle bande de fréquence ;

b. conception : connaissant les CAE, et les propriétés électriques + magnétiques, les
capteurs sont congus pour sélectivement générer / détecter les modes choisis ;

c. acquisition des temps de vol : cette étape se fait en utilisant les capteurs comme
émetteurs et récepteurs sur une plaque réelle ;

d. inversion : pour cartographier la contrainte & partir des résultats de temps de vol.

A. Démarche numérique
Emission
La premiére étape de démonstration numérique de la faisabilité de la méthode d’imagerie nécessite de

modéliser la source d’onde élastique (i.e. densité de force) en milieu ferromagnétique créée par EMAT.
Cette étape est illustrée dans la figure suivante :
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Contrainte multiaxiale

g

Modélisation de la
source de I'onde

e —
Pb EM MMM ME Vs

Fig. 6-3 : modélisation de la source de |'onde élastique (étape 1 : émission).

Les entrées sont l'intensité électrique dans la bobine (ou la tension) et le champ magnétique de aimant
permanent. La sortie est une densité de force surfacique (source de I'onde élastique).
Cette étape comporte deux problémes et repose sur deux modéles qu’on présente ci-aprés briévement.

i.  Le probléme électromagnétique (Pb EM)

Ce probléme traite la question suivante :

connaissant les données de la bobine (intensité électrique, forme, position par rapport a la piéce, ...), de
Paimant (champ magnétique, forme, position par rapport a la piéce et la bobine, ...) et de la piéce
(résistivité électrique, perméabilité magnétique, forme ...), comment peut-on trouver le champ
électromagnétique (E,, H,) de la bobine et H,_, de I’'aimant, dans la piece.

Dans ce probléme les équations de Maxwell sont résolues, par exemple avec un code par éléments finis
(comme Comsol).

ii. Modéle magnéto-mécanique (MMM)

Contrairement aux matériaux para/diamagnétiques, les matériaux ferromagnétiques possédent des
comportements magnétiques complexes (hystérésis, non-linéarité, ...) devant étre prédits.
Ce modéle traite la question suivante :

connaissant la conrainte locale o, le champ magnétique de 'aimant H, et celle de la bobine H, (sorties
du Pb-EM), comment peut-on trouver l'aimantation M induite dans la piéce et la déformation de
magnétostriction eMs ?

Pour y répondre, plusieurs modéles de la littérature peuvent étre utilisés (ex : Preisach Réf. [39], Jiles-
Atherton Réf. [40,41] et Daniel et al [29]) on fait cependant le choix de prendre le modeéle multi-échelle
développé par Daniel et a/ [113] comme MMM de la méthode d’imagerie.

Remarque : pour un matériau magnétique la résolution du probléme électromagnétique (Pb-

EM) ne pourra étre faite que si un modéle de comportement magnétique est utilisé.
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Etat actuel du modéle : le modéle permet de prédire (en configuration anhystérétique) I'aimantation M et
la déformation de magnétostriction €™ d'un matériau ferromagnétique soumis a chargement du type o =
diag(o,,0,,0,) et un champ magnétique H.

iii. = Modéle d’émission en milieu ferromagnétique (ME)

L’étape suivante dans ’émission de 'onde élastique est le développement d’'un modéle qui permet de
convertir les grandeurs (E,, M et €M5) en des forces dynamiques permettant de générer une onde
élastique. Ce modéle a été développé durant la thése de Clausse [37] et donne les densités de force
volumique et surfacique suivante :

M = Hod X H + po(VH) - M +VWe,, (6-1)
, M?
tiiy = (ﬂoTn - ngz> n (6-2)
P =V (M) (6-3)
avec
, H]
Wi =t [ Mh)-dh (6-1)

0

J : la densité de courant de Foucault donnée par  E, (p : la résistivité électrique du milieu).

C : tenseur de rigidité du milieu,

n : normale 4 la surface,

M, : composante normale de 'aimantation.

Les densités de forces électromagnétiques volumique et surfacique (fEM,tEM) sont retrouvées a partir du
tenseur de contrainte de Maxwell ; la premiére est égale a sa divergence, la seconde & son saut a l'interface
entre deux milieux de perméabilités magnétiques différentes.

On reconnait dans la densité de force volumique fEM une partie de la densité de force de Lorentz
(J x H), Vautre partie (J x M) est cachée dans le gradient de la co-énergie magnétique W, ..

La densité de force magnétostrictive M5 résulte de la déformation de magnétostriction, convertie en
une densité de force équivalente.

. A EM 3yEM 3 3
Remarque : les deux densités de forces (fE,tEM) contiennent W, ... Formellement, son expression

n’est définie que si 'excitation magnétique H et I’aimantation M sont colinéaires, ou elle est donnée par
(voir Henrotte et al [175]) :

|H|
Weke =~y [ MR)dh (65
0

Ce modéle prend donc comme entrée les sorties du modéle magnéto-mécanique et fournit en sortie les
densités de forces dynamiques permettant de générer une onde élastique.

Etat actuel du modéle : actuellement ce modéle permet de donner les densités de force électro-magnéto-
élastique, & condition que I'aimantation et I’excitation magnétique soient colinéaires.
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iv. Transformation de densités de force volumique en une densité surfacique (V—S)

La sortie du modele d’émission précédent est une densité de force volumique (f&M + £M5) et une
surfacique (t£M). En pratique, il est plus facile d’un point de vue numérique de résoudre un probléme
élastodynamique avec une densité de force — dynamique — surfacique que volumique. Pour cette raison,
Clausse & Lhémery [37] ont développé une méthode qui permet de transformer une densité de force
volumique en une surfacique, pour un matériau élastiquement isotrope et homogéne. Une extension de
cette méthode aux matériaux inhomogeénes et anisotropes se trouve dans la thése de Clausse [37] (dans
I’annexe D de la thése. La sortie du modéle d’émission de Clausse [37] est donc une densité surfacique
équivalente, qui sera 'entrée de 1’étape suivante (modélisation de la propagation de 1'onde).

Etat actuel de cette méthode : actuellement la méthode qui transforme la densité de force dynamique
induite par TEMAT en une densité de force surfacique, peut traiter le cas ou le milieu est élastiquement
anisotrope et inhomogene (par ex : un milieu contraint).

V. Conclusion
Les deux modéles présentés permettent de traiter la génération par EMAT d’une onde élastique dans un
matériau non-contraint. L’étape suivante s’intéresse a la propagation de 'onde rayonnée dans un milieu
élastiquement inhomogeéne et anisotrope.
Propagation

La figure suivante illustre le probléme posé :

Contrainte multiaxiale

Onde élastique

Modélisation de la
Modélisation de la propagation de I'onde

source de I'onde

P o

Fig. 6-4 : présentation de la deuxiéme étape (propagation) dans le développement de la méthode d'imagerie.

Dans ’étape 1 (modélisation de la source de 'onde), un modéle de comportement magnétique (MMM)
et le modeéle d’émission (ME) sont utilisés pour obtenir une densité de force dynamique surfacique (source
de l'onde). Pour résoudre le probléme de propagation, nous aurons besoin aussi de la contrainte
mécanique le long des trajets de propagation. Ces deux quantités représentent les entrées de 1’étape 2
(propagation de l'onde). Sa sortie est le champ élastodynamique de l'onde dans la piece. L’étape est
résolue & l'aide de deux modeles :

1. le modéle acoustoélastique (MAE),

2. le modéle de propagation (MP).
On donne ci-aprés une bréve présentation de ce que fait chaque modéle et leurs états actuels respectifs.
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i.  Modéle acoustoélastique (MAE)

Ce modéle traite la problématique suivante :

comment trouver le tenseur de rigidité du milieu C®9, les vitesses (ou bien les nombres d’onde

k) des ondes de Lamb et SH, et leurs déplacements modaux U en fonction de la contrainte o 7

Ce modéle a fait 'objet des deux premiers chapitres du présent manuscrit.

Etat actuel du modéle : le modéle permet de trouver (C°9,U, k) pour des matériaux élastiquement
isotropes (dans D’état de référence) soumis & des chargements généraux du type o = diag(c,,0,,0,). Les
composantes de la contrainte et la direction de celle-ci peuvent varier dans le plan et dans I’épaisseur de
la plaque.

ii. Le modéle de propagation

Le probléme de propagation des ondes élastiques en milieu anisotrope et inhomogéne a été traité dans la
littérature par plusieurs auteurs (Réf. [43-45]). Cependant on fait le choix de prendre le modéle de
pinceaux développé par Barras [37] dans sa thése comme modéle de propagation de la méthode
d’imagerie. Ce modéle permet, connaissant la densité de source de l'onde (¢;), les propriétés élastiques
du milieu (C*?), les déplacements modaux (U) et les nombres d’ondes des modes de Lamb et SH (k), de
trouver le champ élastodynamique de l'onde (u,v,7) partout dans la plaque (notamment sous les
récepteurs).

Etat actuel du modéle : le modéle permet de trouver le champ élastodynamique de 'onde a condition
que l'inhomogénéité soit suffisamment loin de la source pour que I’hypothése d’une onde plane soit
localement vérifiée.

Réception

La troisiéme étape est la détection / réception de onde, illustrée comme suit :

Contrainte multiaxiale

Onde élastique

Modélisation de la
réception de I'onde

Modélisation de la Modélisation de la
source de I'onde propagation de |'onde

2T,

MMM + ME MAE + MP

Fig. 6-5 : présentation de la troisiéme étape du développement de la méthode d'imagerie.
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A T’aide des quatre modéles MMM, ME, MAE, et MP, on peut prédire le champ élastodynamique a la
position du récepteur, associé a 'onde générée par un émetteur EMAT. En plus de cette premiére entrée
du modéle de réception, la seconde est I’aimantation induite sous le récepteur.
Cette étape contient deux modéles :

1. Le modéle de comportement magnéto-mécanique (MMM) ;

2. Le modéle de réception (MR).
Le premier étant déja présenté (limite d’applicabilité et état actuel), on s’intéresse ici au second.

i. Modéle de réception EMAT en milieu ferromagnétique

Ce modéle a fait 'objet du chapitre 5 du présent manuscrit et traite la problématique suivante :

Prédire la tension induite dans la bobine de PEMAT récepteur au passage de ’onde

Etat actuel du modéle : le modéle permet de trouver la tension induite par un champ élastodynamique
quelconque, en présence d’une contrainte du type o = diag(o,, 0,,03).

Remarque : le MMM permet de trouver ’aimantation M induite a la position du récepteur.

N

En l’absence de contrainte, cette aimantation est identique a celle calculée en émission sous

’émetteur s’il est identique au récepteur et si le matériau est magnétiquement isotrope!.

Inversion

La quatriéme et derniére étape est le développement d’'une méthode tomographique pour I'inversion des
grandeurs multi-variables et directionnelle. Cette étape est illustrée ci-dessous :

(B R))

Contrainte multiaxiale

Modélisation de la Modélisation de la Modélisation de la Méthode d'imagerie .

source de I'onde propagation de I'onde réception de I'onde
MAE-An

TN

e

MMM + ME MAE + MP MMM + MR

Fig. 6-6 : présentation de la quatriéme et derniére étape du développement de la méthode d'imagerie. Cette étape
consiste a répéter les trois étapes précédentes entre chaque couple émetteur (E) et récepteur (R).

Les trois premiéres étapes se basent sur cing modéles pour obtenir la tension induite dans le récepteur
par le passage de 'onde qui s’est propagée depuis ’émetteur dans le milieu contraint. Cette tension
représente 1'une des entrées de I'étape d’inversion, 'autre étant les coefficients acoustoélastiques (CAE).

1 Ce point a été discuté avec plus de détail dans le chapitre 5 ; dans le cas ou le matériau est anisotrope, il faut s'assurer
que les orientations de I'émetteur et du récepteur sont identiques vis-a-vis de |'anisotropie.
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On a vu dans ce manuscrit (chapitre 3) que pour trouver la contrainte a partir des variations de vitesses
/ temps de vols (de la tension U), il faut passer par une version réduite (analytique) du MAE.
Cette étape contient donc un modéle et une méthode d’inversion.

i.  Le modéle acoustoélastique analytique (MAE-An)
Ce modéle traite la problématique suivante :

comment peut-on trouver les trois composantes de la contrainte et sa direction en fonction des
variations de vitesse des ondes de Lamb et SH 7

Ce modéle a fait ’objet du troisiéme chapitre du présent manuscrit.

Etat actuel du modéle : le modéle permet de traiter le cas d’une contrainte triaxiale homogéne dans
I’épaisseur.

ii. = La méthode tomographique (MT)

Cette méthode traite la question suivante :

trouver une méthode tomographique pour imager un état de contrainte triaxial inhomogeéne
dans le plan de la plaque et homogeéne dans I’épaisseur.

Cette méthode a fait I'objet du quatriéme chapitre du présent manuscrit.

Etat actuel de la méthode : la méthode permet de traiter les trois cas : uniaxial hors plan, uniaxial
dans le plan, biaxial dans et hors plan.

5. Conclusion

Dans cette sous-section nous avons présenté les quatre étapes de la démonstration par démarche
numérique de la faisabilité de la méthode d’imagerie dans le cas d’absence de contrainte locale.
On donne ci-dessous une vue globale de ces étapes et les modéles et méthodes qu’elles contiennent :

£ SN
1} L . 5)
hd Réception ===
. (] TOF
5
215 = Comparaison @&
@ Y I
\uEJ = s Contrainte originale - .g
]
S| 2
(04) =

{2) {4} Propagation

Fig. 6-7 : ensemble des modéles et méthodes pour démontrer numériquement la faisabilité de la méthode d'imagerie.

Les modeéles sont ordonnés de la maniére suivante :
1. Le modéle magnéto-mécanique (MMM) fournit l'aimantation M et la déformation de
magnétostriction €M induites par 'EMAT au ME (modéle d’émission). [Emission]
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2. Le modeéle d’émission (ME) convertit les sorties du MMM (M, eMS) en une densité de force
surfacique dynamique ¢, (la source d’onde élastique). [Emission]

3. Le modele acoustoélastique (MAE) prend en entrée la contrainte originale (qu’on veut imager)
et calcule le tenseur de rigidité équivalent C*?, les déplacements modaux U et les nombres d’onde
des modes de Lamb et SH k. [Propagation]

4. Le modeéle de propagation (MP), prend comme premiére entrée la densité de force surfacique
calculée dans l'é¢tape d’émission ¢; et comme deuxiéme entrée les sorties du modéle
acoustoélastique (C°?,U, k). Ce modéle donne en sortie les champs élastodynamiques de onde
(u,v,7). [Propagation]

5. Le modéle de réception (MR) prend comme premiére entrée l'aimantation M calculée par le
Modéle magnéto-mécanique (MMM), et comme deuxiéme entrée les sorties du modéle de
propagation (MP). Ce modeéle donne en sortie la tension induite dans 'EMAT, dont on peut
extraire le temps de vol (TOF) de I'onde. [Réception]

6. Le modéle acoustoélastique analytique est développé a partir du MAE complet. Ce modéle
fournit comme sorties les coefficients acoustoélastiques (CAE), du matériau. [Inversion]

7. La méthode tomographique (MT) prend comme premiéres entrées les CAE du MAE-An et les
temps de vols (TOF) du modéle de réception (MR). Elle donne en sortie la contrainte
reconstruite ;. [Inversion]

8. La derniére étape est la comparaison de la contrainte originale o, a la contrainte reconstruite

‘g

0'g.

Remarque 1 : pour un matériau non magnétique (ex : Paluminium) la démonstration de la méthode
d’imagerie ne nécessite pas le modéle magnéto-mécanique (MMM). Les modeéles d’émission et de
réception fonctionnent dans la plateforme CIVA (champs magnétique de I'aimant et électromagnétique
de la bobine).

Remarque 2 : pour un matériau ferromagnétique la démonstration de la faisabilité nécessite la présence
du modéle magnétique!. Les deux modéles d’émission et de réception peuvent fonctionner en utilisant
un logiciel de simulation numérique comme le code par éléments finis multi-physique Comsol.

Remarque 3 : dans cette section la contrainte est absente & proximité des capteurs et on suppose que
les propriétés élastique, électrique et magnétique y sont uniformes. Il est donc possible de faire ’étape
d’émission une seule fois. La densité de force (source de 1'onde) calculée dans cette étape est identique
pour tous les émetteurs. Supposons qu’on a besoin de n mesures (nombre de temps de vol), pour imager
une certaine distribution de contrainte, alors le nombre d’exécutions de chaque modéle est :

MMM, ME, MAE-An, MT : une fois -MAE, MP, MR : n fois

B. Démarche expérimentale

Dans cette sous-section, on s’intéresse & la démonstration de la faisabilité de la méthode d’imagerie
suivant une démarche expérimentale. On suppose une plaque ferromagnétique dont on connait les
propriétés élastiques, électrique, et magnétique a I’état non-contraint. On suppose connue 1’épaisseur de
la plaque 1a ou les traducteurs sont positionnés. On suppose enfin qu’on peut placer les traducteurs
(EMAT) suffisamment loin de la région de la plaque ou la contrainte est présente. L’objectif de
Iexpérience est d’utiliser les EMAT pour imager cet état de contrainte. Ceci est fait en quatre étapes :

1. Identification des CAE

Il est d’abord nécessaire de trouver les courbes de dispersion des coefficients acoustoélastiques (CAE) du
matériau. Ce peut étre fait par simulation en utilisant le modéle acoustoélastique (MAE), ou par
expérience (voir la discussion dans la sous-section II-B du chapitre 3). Cependant, le MAE permet de

1 Puisque dans cette section la contrainte locale est nulle, le MMM se rameéne a un modéle magnétique (MM).
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voir combien de CAE sont nécessaires pour bien décrire l'effet acoustoélastique. Les CAE obtenus, les

modes et les plages de fréquence conduisant & la meilleure inversion de la contrainte sont identifiés,

suivant plusieurs critéres :

- les CAE sont assez grands pour induire une variation de temps de vol mesurable ;

- les CAE ne sont pas trop grands pour que la tomographie par rayons droits soit valide ;

- il est préférable de choisir des plages de fréquence ot les modes et leurs CAE sont faiblement
dispersifs.

Conception des EMAT

Les traducteurs pour émettre/détecter ces modes a ces fréquences doivent étre congus. Cette étape est
essentielle pour les traducteurs dont les mécanismes de transduction sont gouvernés par les lois de
comportement du matériau. C'est le cas des EMAT : un EMAT congu pour émettre / détecter une
certaine onde dans l'aluminium différe de celui congu pour la méme onde dans un matériau
ferrimagnétique!. Pour une conception optimale, la simulation est nécessaire et fait appel aux modéles
MMM + ME + MR.

Acquisition des TOF

Les capteurs congus sont ensuite utilisés pour effectuer des mesures de temps de vol, & condition :
- qu'ils soient placés 1a ou les propriétés de la plaque sont celles utilisées lors de leur conception,
- et suffisamment loin de la contrainte pour que I’hypothése d’onde plane soit valide.

Inversion

Pour trouver la distribution de contrainte dans la plaque, la configuration de mesure est refaite par
simulation. Les temps de vol —mesurés— et les CAE sont utilisés par la méthode tomographique (MT)
pour reconstruire la cartographie de contrainte, comme illustré par la figure suivante :

e o

Identification des CAE
ey

CAE

Conception des EMAT
&

=37 TOF

Contrainte
reconstruite par
autres méthodes

Acquisition des TOF
/'3"\

Comparaison
Contrainte

reconstruite par
MT

Inversion
-\\

CAE

Fig. 6-8 : Etapes nécessaires pour imager un état de contrainte dans une plaque ferromagnétique par EMAT.

Pour démontrer la validité de la méthode d’imagerie, on peut comparer la cartographie de contrainte,
reconstruite par cette méthode (o7 *7), avec la cartographie reconstruire par une autre méthode? (o”).

1 Les mécanismes de transduction d'un EMAT dans I'aluminium sont régis par la force de Lorentz (émission) et les
courants de Foucault (réception) qui n’existent que si le matériau est conducteur ; ceci n'est pas le cas en général pour
un matériau ferrimagnétique (Spaldin [176] ) ol aimantation et magnétostriction seules les régissent.

2 Diffraction de neutrons, méthode du contour, ...

237



Faisabilité de la méthode d'imagerie

On peut voir que dans la démarche expérimentale on fait usage de quatre modéles (MAE, MMM, ME,
MR), dont un est optionnel (MAE, si on peut obtenir les coefficients acoustoélastiques par moyen
expérimental) et la méthode d’inversion tomographique (MT). On verra dans la section suivante en quoi
la présence de la contrainte a proximité (et sous) des traducteurs peut affecter la démonstration de la
faisabilité de la méthode d’imagerie.
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III. Faisabilité de la méthode d’imagerie en présence de contrainte locale

Contrairement au cas de l'imagerie par rayons X ou par IRM (par résonance magnétique), o on a la
possibilité de mettre les capteurs loin de 1'objet & imager, dans le cas de I'imagerie d’une contrainte
mécanique par EMAT, il n’est pas toujours garanti que cela soit possible, du fait que la contrainte peut
exister partout dans la piéce. Et méme si ce n'est pas le cas, il faut une mesure préalable pour identifier
si les régions ol opérent les traducteurs sont contraintes ou pas. La présence de la contrainte a proximité
des traducteurs pose quelques problémes dont certains sont liés a la variation des lois de comportement
du matériau. C’est le cas des EMAT dont les mécanismes de transduction dépendent fortement de ces
lois.

On explique dans la sous-section suivante en quoi la présence de contrainte 1a ol opérent les traducteurs
(dite contrainte locale) affecte la démarche expérimentale de démonstration de la méthode d’imagerie.

A. Conséquences sur la démarche expérimentale

Les quatre étapes & suivre dans la démarche expérimentale décrite en absence de contrainte locale
peuvent étre affectées par la présence de la contrainte.

1. Acquisition des temps de vol

Cette étape n’est pas affectée par la présence de la contrainte locale.

2. Identification des coefficients acoustoélastiques

Cette étape ne dépend pas de la contrainte ; seules les propriétés élastiques linéaires et non-linéaires a
I’état non contraint sont nécessaires. On note cependant qu’elle n’est possible que sous ’hypothése d’onde
plane.

3. Inversion tomographique

L’application de la méthode tomographique pour la reconstruction de la contrainte & partir des temps

de vol mesurés est affectée par la présence de la contrainte locale & travers deux effets :

- les coefficients acoustoélastiques (CAE) utilisés dans la méthode tomographique reposent sur
I’hypothése d’onde plane, ce qui n’est plus le cas si la contrainte est inhomogéne et présente a
proximité des traducteurs ;

- si tous les rayons passent par une zone contrainte, ce qui est le cas si elle est présente localement, la
valeur de la contrainte par rapport a état non contraint (référence) est perdue (une discussion plus
détaillée est donnée dans le chapitre 4 VI [p. 173]).

4. Conception des EMAT.

L’EMAT est congu pour émettre / détecter sélectivement certains modes dans certaines plages de
fréquence. Il faut étre capable de modéliser les mécanismes de transduction, ce qui nécessite de connaitre
les propriétés élastique, électrique, et magnétique des zones ou ils opérent. Ces propriétés dépendent de
la contrainte ; si elle est inconnue alors ces propriétés le sont aussi.

i. Les propriétés matériaux en fonction de la contrainte :

On donne dans ce paragraphe des expressions qui permettent de calculer les variations des propriétés
matériau (impliquées dans la modélisation des EMAT) induites par la contrainte.

e Effet de la contrainte sur les propriétés élastiques : on a vu au premier chapitre que les propriétés
élastiques (Cy;,) dépendent de I'état de contrainte, et écrit le tenseur de rigidité équivalent C*? en
fonction de celui-ci. On reporte la formule ici :

Cia = Ciju + [Ciju(Ei + Ej + By + B) + 03.C000E; + Cijpamm B (6-6)

ij jlag™~q ijklmm™~m
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E, : déformations principales, fonctions de la contrainte, données par : (1-69) [p. 43].

e Effet de la contrainte sur les propriétés électriques : la dépendance de la résistivité électrique a ’état
de contrainte est appelée effet piézorésistif. Bridgman (voir ch2 de la Pallas [16]) donne la formule

suivante (pour les métaux) :

dp av
—=C— 6-7

ou p est la résistivité électrique, V' le volume, et C : la constante de Bridgman.

Le ratio dV/V n’est rien d’autre que le déterminant J du tenseur du gradient de transformation. Ce
déterminant est donné pour un matériau élastiquement isotrope soumis a une déformation homogéne par
(voir chl, Eq.(1-60) [p.42]) :

J =M = (By + 1)(E, + 1)(Eg +1) (6‘8)
ce qui permet d’écrire la variation de résistivité électrique en fonction de la contrainte

d
7" = C|E, + B, + Ey + E\E, + E,Ey + E,E, + E, E,E,] (6-9)

Les expressions de E; en fonction de la contrainte sont données par : (1-69) [p. 43].

e Effet de la contrainte sur les propriétés magnétiques : il est connu (Réf [15,177]) que la perméabilité
magnétique / aimantation ou la déformation de magnétostriction sont trés sensibles & la contrainte.
Daniel [42, 150] en donne par exemple les expressions simplifiées suivantes pour les matériaux

isotropes :
B A, sinh(kH) st
M(H, o) = A, cosh(kH) + A, + A, Me, (6-10)
Ai :eaoii7 i = {I,y7Z}
K = poA, M=
— 3 sat
a=g AN
0
A =
oM
1 1
" —\di - = 6-11
¢"(H,0) = \ diag (1,—5.—3) (6-11)
avec
3(A,+A,)
MH,o) =X %[ 1— Y 2 6-12
(H,0) ( 2(A, cosh(kH) + A, + Az)> ( )

Le champ H est dans la direction e,.
Mse aimantation & saturation du matériau ;\** déformation de magnétostriction a saturation du
matériau, x°, susceptibilité magnétique anhystérétique initiale (voir Daniel. [29]).

ii. Effet de la contrainte sur les modéles d’émission et de réception

La conception des capteurs est essentiellement régie par les modéles d’émission et de réception. On
reporte ici les densités de force données par le ME et la tension induite donnée par le MR :
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e ME (voir Clausse [37]):

M = Hod X H + po(VH) - M +VWe,, (6-13)

2
5 = (5t = Wi ) (6-14)
fMS =V . (C: eM$) (6-15)

avec
’ \H|

Weine = —Ho / M(h) - dh (6-16)

0

J : densité de courant de Foucault donnée par p~1E, (p, résistivité électrique du milieu, un tenseur dans
le cas général),

C : tenseur de rigidité du milieu,

n : normale & la surface,

M, : composante normale de I’aimantation.

En présence de contrainte sous ’émetteur, les quantités suivantes sont affectées :

- la densité de courant de Foucault J (via la résistivité électrique) ;

- laimantation du milieu M ;

- la déformation de magnétostriction e™* ;

- le tenseur de rigidité C.

Le modele d’émission de Clausse [37] transforme les densités de force volumique en une densité de force
surfacique. Cette transformation dépend de la nature élastique du milieu (voir annexe D de la référence),
elle est donc affectée par la présence de la contrainte.

Ainsi, en présence d’une contrainte inconnue, il sera difficile d’ajuster (lors de I’étape de conception) les

paramétres de I’émetteur (intensité de l'aimant, du courant dans la bobine, leurs formes, ...), pour que
la densité de force puisse sélectionner un mode de fagon optimale.

e MR (chapitre 5)

On donne ici la formule de la tension dans le cas ou la résistivité électrique est scalaire homogéne (voir
le chapitre 5 Eq.(5-137) [p. 220])

Ui :?/// (T2 + J5y + Ty - TedV (6-17)
Vs
p : résistivité électrique.
Rappelons les formules des densités de courants en réception en fonction du champ élastodynamique :

JF:%UXBS7 Jr, =V x (B:T), JY =V x(x-3H. u) (6-18)

(u,v,7) : le champ élastodynamique de ’onde.

En présence de contrainte locale, les quantités suivantes sont affectées :
- la densité de courant de Foucault Jp (via la résistivité électrique) ;
- linduction magnétique B ;

- le tenseur de déformation piézomagnétique B¢ ;

- la susceptibilité différentielle magnétique x2.
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Le choix des paramétres optimaux du récepteur pour détecter sélectivement un mode est compromis par
la présence d’une contrainte inconnue.

iii. Une solution possible pour s’échapper aux effets de la contrainte locale

Pour que I’étape de conception des traducteurs soit possible en présence d’une contrainte locale inconnue,
on peut faire les hypothéses suivantes :

- Sous les traducteurs, on prend C¢? ~ C

Pour avoir une estimation grossiére de l'erreur commise par cette approximation, on rappelle que la
formule (6-6) (donnant le tenseur de rigidité en fonction de la contrainte) est valide dans le régime
élastique, et que pour les matériaux métalliques, les déformations principales (E;) dans ce régime sont
autour de 0.002. par ailleurs les constantes d’élasticité non-linéaires (C,,,,/constante de Murnaghan
pour les matériaux isotropes) de Pacier sont de l’ordre de 6-7 fois plus grandes que les constantes linéaires
(C,;u/constante de Lamé pour les matériaux isotropes) voir Abbasi & Ozevin [178], ce qui permet de
dire (aprés un simple calcul) que C®7 est égal & C plus/moins une petite perturbation de l'ordre de 2%

Lors de I'ajustement des parameétres de 1’émetteur, "amplitude du signal (donc Pamplitude de la source
de londe) n’est pas importante, puisque la méthode d’imagerie développée utilise les temps de vol
(équation eikonale, voir chapitre 4 III-A-2 [p. 149]) et pas amplitude de 'onde (équation de transport,
chapitre 4 TII-A-2 [p. 149]). 11 est donc possible de supposer que sous ’émetteur les propriétés élastiques
sont identiques a celles d’un milieu non-contraint.

- De méme, sous les traducteurs, on prend p = p, (1)

En notant que la constante de Bridgman (voir formule (6-7)) posséde une valeur autour de 1 pour les
métaux (voir ch24 de Bajpai [179]), on peut donner une estimation grossiére de la variation de la
résistivité électrique dans le régime d’élasticité (ou les déformation principale pour I'acier sont autour de
0.002) de I'ordre de dp/p =0.6%:

Il est donc possible de négliger la variation de la résistivité électrique induite par le chargement.

Sous ces deux hypothéses, les modéles d’émission et réception ne sont affectés par la contrainte locale
que via 'aimantation ou la déformation de magnétostriction. Contrairement aux propriétés élastique et
électrique, pour lesquelles l'effet de la contrainte est relativement faible, les propriétés magnétiques sont
trés sensibles a la contrainte comme l'illustre la figure suivante qui est une application des formules
(6-10) et (6-12)dans le cas d'un alliage de Fer-Cobalt :

ST sof 1
- -10MPa
., 1 : 7+ -30MPa
’ g
',' 60 OMPa
" (DA
‘
© 40 1
- 10 MPa
- - -o=-60MPa | A=
- --g=-30MPa 20t -100MPa
===g=-10MPa 30MPa
—=0 |
——=10MPa 0
——o=30MPa 100MPa
g —— 5 =60MPa
D = - - 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

H (A/m)

Fig. 6-9 : Pour différentes valeur de la contraintes (uniaxiale dans la direction du champ), (& gauche) variation de
I'aimantation en fonction du champ magnétique H (Réf [42]) (2 droite). déformation de magnétostriction dans la
direction du champ, pour un alliage de fer-cobalt.(Réf [150]).

1 p, la résistivité électrique a I'état non-contraint.
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Pour de grandes valeurs du champ magnétique H l'aimantation tend vers une valeur limite constante et
indépendante de la contrainte (aimantation & saturation).

En ce qui concerne la déformation de magnétostriction cette valeur limite (visible dans les résultats
donnés par le modeéle) dépend de la contrainte. Cette dépendance vient de la référence prise pour définir
la déformation nulle. Dans Fig. 6.9, la déformation de référence a été prise juste avant 1'application du
champ, mais aprés application de la contrainte. Si la référence était choisie avant application de la
contrainte, la magnétostriction & saturation serait la méme pour toutes les courbes (pour plus de détail
voir Daniel & Hubert [180]). Par conséquence il existe toujours un champ magnétique auquel la
magnétostriction est saturée.

Solution possible : aimantation & saturation

Pour réduire les effets de la contrainte locale sur les modéles d’émission (ME) et réception (MR), on
peut faire le choix d’utiliser un aimant suffisamment fort pour que Paimantation (resp la déformation de
magnétostriction) induite dans la piéce soit proche de M*** (resp A***) . Dans ce cas les densités de force
données par le ME deviennent :

v = pod X H + po(VH) - M* + VW, , (6-19)
tffjg = _ngzn (6_20)
FMS =V - (C: eM9) (6-21)
avec
Weine = —noHM! (6-22)

La densité de force volumique fM, £M5 et surfacique M sont donc indépendantes de la contrainte ;
(sous I'hypotheése que le tenseur de rigidité C et la résistivité électrique sont égales a celes de 1’état non-
contraint).

On peut donc essayer d’ajuster les paramétres de 'émetteur pour que ces forces (fEM, /9 et ¢51) puissent
émettre sélectivement un mode donné.

En ce qui concerne la tension induite dans 'EMAT on reporte ici sa valeur sous ’hypothése p = p, et &
aimantation a saturation (les détails sont donnés dans le chapitre 5 V-B) :

-
U.=-7 // oy - vdS (6-23)
st

avec

o = /JI% X B2tz (6-24)
d

oy, : densité surfacique de la force de Lorentz,

ST @ surface supérieure de la région de sensibilité,
d : profondeur de la région de sensibilité,

B:t : induction magnétique & saturation.

Cette tension est indépendante de la contrainte locale, et permet d’ajuster les paramétres du récepteur
(forme de Paimant et la bobine,...) pour mieux recevoir 'onde élastique.
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Conclusion :

Dans cette sous-section, on a vu comment la présence de contrainte locale affecte la mise en ceuvre

expérimentale. La figure ci-aprés l'illustre cette démarche et pointe les étapes affectées,

- le modéle d’émission (ME) via le tenseur de rigidité, la résistivité électrique, Paimantation et la
déformation de magnétostriction,

- le modéle de réception via la résistivité électrique et I’aimantation,

- la méthode tomographique via les coefficients acoustoélastiques utilisés qui ne sont valables que pour
une onde plane.

Cependant, sous les hypothése C¢? ~ C (localement), p = p, et si le champ magnétique de 'aimant

permanent est suffisamment fort pour que Paimantation (resp la déformation de magnétostriction) soit

saturée, les effets de la contrainte sur les modéles ME et MR peuvent étre négligeables.

o
Identification des CAE

CAE

w Affectée par la contrainte

Conception des EMAT

EXP

Contrainte
reconstruite par
autres méthodes

Acquisition des TOF

Comparaison
Contrainte

reconstruite par
MT

Inversion

CAE

Fig. 6-10 : illustration de la démarche expérimentale en présence de contrainte et sous I'hypothéses : €% ~ C,p = p,
M ~ M5 et 1 ~ A5%t
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B. Conséquences sur la démarche numérique

On donne dans la figure suivante ’architecture de la démarche numérique pour la démonstration de la
faisabilité de la méthode d’imagerie, avec les parties affectées par la contrainte locale

TOF

Emission
[M. &S ]
wuT

Inversion

(o)
cel t C*1.U, k
== _r w* M i MAE-
i [&)] ij-} Propagation (3} ) | {6}
1

A\ 4

[ M“ M“ MAE‘ MT Affectés par la contrainte}

Fig. 6-11 : architecture de la démonstration par une démarche numérique de la faisabilité de la méthode d'imagerie, en
cas de présence d'une contrainte locale.

La démonstration de la faisabilité de la méthode par une démarche numérique se fait de la maniére

suivante :

- Le modéle magnéto-mécanique (MMM) prend en entrée la contrainte originale o puis calcule
Paimantation et la déformation de magnétostriction (M, eM¥).

- Le modeéle d’émission (ME) prend en entrée M, e et le tenseur de rigidité équivalent C®? calculé
par le modeéle acoustoélastique (MAE). Sous 'hypothése C®? ~ C, cette entrée n’est pas nécessaire
pour le ME (trait interrompu rouge sur la figure). La sortie du ME est la densité de force surfacique
tr.

- Le modé¢le de propagation (MP) prend en entrée t; et les quantités C?,U, k (tenseur de rigidité, les
déplacements modaux et les nombres d’onde), ces deux derniers (U et k) ne sont valides que si ’'onde
est plane ce qui n’est pas le cas prés des traducteurs. Les sorties du MAE sont donc compromises
par la présence de la contrainte locale (méme si elle est connue), ce qui affecte le modéle de
propagation (modéle de pinceaux).

- Le modéle de réception (MR) prend en entrée le champ élastodynamique de londe (u,v,7),
I’aimantation M et la contrainte o. Sous I’hypothése d’aimantion & saturation la contrainte n’est
pas nécessaire pour le modeéle de réception (trait interrompu rouge).

- La méthode tomographique (MT) prend en entrée les coefficients acoustoélastiques (CAE) et les
temps de vols (TOF). Cette méthode est affectée par la contrainte locale (méme si elle est connue)
du fait que les CAE ne sont valides que pour les ondes planes.

In fine la démonstration de la faisabilité de la méthode d’imagerie par la démarche numérique est affectée
par la contrainte locale du fait que ’onde n’étant pas plane prés des capteurs, les hypothéses sur lesquelles
se basent les modéles acoustoélastiques (MAE), le modéle de pinceaux (MP), et la méthode
tomographique (MT) ne sont pas toutes vérifiées.

C. Conclusion

La présence de la contrainte locale affecte les démarches expérimentale et numérique suivies pour la
démonstration de la faisabilité de la méthode d’imagerie. Pour la premiére, la conception des capteurs
et 'inversion sont affectées ; pour la seconde, ce sont la modélisation de la propagation et l'inversion qui
le sont. Il est cependant possible de minimiser les effets de la contrainte locale :
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- en supposant le tenseur de rigidité aux endroits des émetteurs égal & celui du matériau non-contraint,
- en supposant la résistivité électrique indépendante de la contrainte,
- en travaillant (pour les émetteurs et récepteurs) a saturation.

Le troisiéme point est contraignant puisqu’il suggére d’utiliser un aimant permanent fort, ce qui peut
rendre le capteur encombrant et pose des problémes du « collage » a la piéce (a cause de la force
d’attraction de celui-ci). Dans la section suivante on propose donc une méthode de caractérisation de

contrainte locale, qui ne nécessite pas de travailler & saturation ni de prendre le tenseur de rigidité
équivalent (aux endroits des capteurs) égal a celui de 1’état non-contraint.
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IV. Une méthode de caractérisation de contrainte locale

Dans cette section on donne le développement formel d’une méthode de caractérisation d’un état de
contrainte locale en utilisant les EMAT, sous I'’hypothése que la résistivité électrique est scalaire
homogéne.

Pour mieux comprendre cette méthode, on rappelle ici le probléme d’émission électromagnétique (qu’on

a vu dans le chapitre 5 (V-B [p. 216])) et qui représente une partie du probléme d’émission par un
EMAT!

1. Le probléme d’émission électromagnétique

La premiére étape lors de 1’émission avec un EMAT est la résolution du probléme d’émission
électromagnétique (Pb EM). Ce probléme consiste & trouver la densité de courant de Foucault, et
I’aimantation induites dans la piéce par TEMAT.

Emission-EM

L'aimant _ Entrées
——

La Bobine

| ——mm— Fig. 6-12 : le probléme d'émission électromagnétique.

v 1
Ferromagnétique - Sorties

(L ——( i )

Pb EM

Ce probléme a été résolu dans le chapitre 5 (V-B [p. 216]), et on donne ici la valeur de la densité de
courant de Foucault induite :

e 71 ZU.)/LO zw,uo /// ik|7'77' |
Tr = pE drp [ — 1] vV (6-25)

Jyr o densité de courant magnétique induite par le champ électromagnétique de la bobine, donnée par
V x M

G,, : fonction de Green :

+ eik\rfrb|
Gk(’f‘7 Tb) = / ( m) d’f‘b (6-26)

+,— : sont les bornes de la bobine (liés & 'oscilloscope).

Cette densité s’écrit de la facon suivante :

Je = Jbh+ JM (6-27)
avec
b wpgl :
Jp = dmp G, (6-28)

J% : représente les courants de Foucault induits par le champs électromagnétique de la bobine ;

1 Le probléme d'émission par EMAT contient deux sous problémes dont le premier est purement électromagnétique et le
second électro-magnéto-mécanique.
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ZU.)/LO 'Lk\r |
TE 4mp // |r—rb v (6-29)

JM : représente les courants de Foucault induits dans la plaque par 'aimantation induite par le champ
électromagnétique de la bobine. Cette densité représente un effet du second ordre par rapport a J&.
Celle-ci pourrait donc étre négligée.

On peut donc écrire :
dmp
k= Gl JF (6-30)

Le probléme d’induction mutuelle

Lors de I’émission électromagnétique, le champ électromagnétique de la bobine induit une aimantation
et une densité de courant de Foucault dans la piéce. Ces deux densités peuvent & leur tour induire une
tension dans la bobine! ; on appelle ce phénoméne I'induction mutuelle (voir Griffiths [146]).

Emission-EM

L'aimant _ Sorties
——

La Bobine

Fig. 6-13 : le probléme d’induction mutuelle, définie par

T — I'induction d'une tension U dans la bobine par les sources

Entrées électromagnétiques qu’elle induit (Jp, J,,).

Vs
Ferromagnétique

[ —el

Pb IM

On s’intéresse ici au calcul de cette tension induite dans la bobine par les deux sources (courants de
Foucault et aimantation). Pour cela, on écrit les équations de Maxwell correspondantes :

V x E= iwB (6-31)
V-B=0 (6-32)

1
VXB:;E-F to(Je + Jar) (6-33)

= ¢ densité de courant de Foucault induite par le champ électromagnétique de la bobine.
v - densité de courant magnétique induite par le champ électromagnétique de la bobine, donnée par
V x M

Remarque : on rappelle qu’en pratique le probléme d’émission électromagnétique (induction
des J, et J,,; dans la piéce, par la bobine) et le probléme d’induction mutuelle (induction d’une
tension U dans la bobine par J. et J,,;), doivent étre résolus simultanément puisqu’en réalité
ces deux inductions arrivent quasiment en méme temps? Cependant comme on travaille en
fréquentiel, on fait I’hypothése de résoudre ces deux problémes séparément. Le champ
électrique qui apparait donc dans I’équation de Maxwell-Ampere vient des J et J,; et non du

courant électrique dans la bobine.

En suivant la méme démarche que celle suivie au chapitre 5 (V-B [p. 216]), la résolution des équations
de Maxwell donne le potentiel vecteur magnétique (PVM) :

1 Ces deux sources (courants de Foucault et aimantation) créent des champs électromagnétiques qui affectent la tension
dans la bobine.
2 Le retard pris par la seconde induction vient de la vitesse finie de propagation des ondes électromagnétiques.
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/// L (6-34)

Pour trouver la tension induite dans la bobine par ce potentiel, on applique simplement la loi d’induction
de Faraday, ce qui donne :

v =i [“a-an,= o [ { I e "’“‘“'dV}vdn (6-35)

En remarquant que les densités Jy + J,, et le volume V, ne dépendent pas de r, (une position sur le
contour de la bobine), on peut réécrire la tension en fonction de la fonction de Green Gy, :

- W“O // (Jp + Jpg) - GrdV (6-36)
En remplagant la fonction de Green par sa valeur en fonction de Jp (Eq.(6-30)) on trouve
L // (T + Jng) - TpdV (6-37)
Vs

Cette tension peut s’écrire comme la somme de deux tensions :

- ?//V|JF|2~dV’ (6-38)
UM (w0 /// Jog- g dV (6-39)

UF : tension induite dans la bobine lors de I’émission par les courants de Foucault,
UM : tension induite dans la bobine lors de I’émission par 1’aimantation.

et

Remarque : on note que les formules de U” et UM sont génériques et ne dépendent pas de
I’état local de contrainte. Elles peuvent donc étre utilisées en présence ou en absence d’une
contrainte locale.

Tension induite en présence d’une contrainte locale

On propose ici une méthode de caractérisation locale de la contrainte, en utilisant les résultats des deux
paragraphes précédents. La démarche de cette méthode est illustrée dans la figure ci-aprés.

Emission-EM (o, = 0) Emission-EM (g, # 0)
L'aimant _ Sorties L'aimant _ Sorties
La Bobine —— La Bobine ——
- ﬂ'l\
v, —1 Ve ,
Ferromagnétique S Entrées Ferromagnétique 3 ﬂ Entrées

|
(rdw J——{_v_J 1
1

Pb IM Pb IM

(a) (b)

Fig. 6-14 : (a) le probléme d'induction mutuelle en absence de contrainte locale. (b) en présence de contrainte locale.
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Cette méthode se divise en deux parties :

1. Résolution des problémes d’émission électromagnétique et induction mutuelle en absence de
contrainte locale. La tension induite dans la bobine dans ce cas est donnée par

U(w) = ;// |JF|2~dV+§// Jog - Jp - dV (6-40)
Vv, V.,

Ja =V x M(H) (6-41)

telle que

[’aimantation dans ce cas n’est fonction que du champ magnétique H.

2. Reésolution des problémes d’émission électromagnétique et induction mutuelle en présence de
contrainte locale. La tension induite dans la bobine est donnée par :

U%(w) = ?// IJF|2'dV+§/// i I -dV (6-42)

JS, =V x M(c,H) (6-43)

telle que

L’aimantation dans ce cas est fonction du champ magnétique H et de la contrainte locale o,.

Pour trouver la tension induite par la présence de la contrainte locale, on fait la différence entre U et
U?. Mais avant de faire cela on note que le volume de la région de sensibilité du capteur dépend de la
contrainte locale (pour plus de détails voir le chapitre 5 (V-B [p. 216]). Ceci dit, on rappelle qu’il est
possible d’étendre ce volume — si nécessaire— sur tout la piéce!. On fait donc le choix de prendre la
notation V,(2). En rappelant qu’on a supposé que la résistivité électrique est indépendante de la
contrainte, et par conséquent J, on peut écrire :

s, =ve—v =2 [ 13— 1) T v (6-44)
Ve

On rappelle ici les expressions de J,, et Jg; :
Jyy =V x M(H) (6-45)
Jg, =V x M(o,, H) (6-46)
En rappelant qu’on travaille avec des EMAT (aimant + bobine), le champ magnétique total est donc la
somme du champ statique (grand) H, provenant de l'aimant et du champ dynamique (petit) H,

provenant de la bobine. Sous 'hypothése |H,| « |H,| on peut écrire

oM

M(0, H) = M(0, H, + H,) = M(0.H,) + 20| - H, = M(H,) + x40, H,) - H, (6-47)
HB
et
oM 4
M(o,,H)=M(o,,H,+ H;) = M(c,,H,) + SH -H,;=M(o,,H,)+ x%(c,,H,) - H, (6-48)
HB

M (H,), aimantation statique induite par de Paimant, et x2, susceptibilité magnétique différentielle.

1 Le calcul fait ici est entre un état contraint et un état non-contraint, et comme la contrainte déforme la piéce, le fait
d'étendre le volume de la région de sensibilité sur toute la piéce ne rend pas V, (0 # 0) = V(0 = 0), cependant ce volume
n'est pas physique, mais un domaine abstrait pour faire le calcul du champ électromagnétique du capteur, il peut donc
&tre étendue A tout |'espace.

2 Un volume de la région de sensibilité de 'EMAT qui englobe les deux volumes V (o = 0) et V(o # 0).
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Les deux densités de courant magnétique sont données par la partie dynamique de l'aimantation
[M (o, H,) et M(H,) ne peuvent pas induire une tension dans la bobine]. La variation de la tension
s’écrit donc! :

av, =" /]/sz < [(xton H,) = x40, H,)) - Hy]) - T -V (6-49)

Cette expression est valable pour les matériaux magnétiques (isotropes ou anisotropes), dont
I’aimantation n’est pas nécessairement dans la direction du champ magnétique. Cependant elle ne permet
pas de trouver l'inconnue o, en fonction de la grandeur mesuré AU,. Pour ceci, on va supposer que
I’aimantation est paralléle au champ magnétique, et que le champ magnétique de 'aimant et celui de la
bobine sont paralléles ; ceci permet de représenter la susceptibilité différentielle x¢ par une quantité
scalaire.

Pour simplifier I’écriture de AU, on utilise les deux relations suivantes :

Soient «, A et B un scalaire et deux vecteurs, alors

Vx(aA)-B=(aVxA+VaxA) - B=a]V-(AxB)+A-VxB]+(AxB)-Va (6-50)

En prenant o = x4(ey, H,) — x%(0, H,), H, = A et Jp = B la tension AU, s’écrit

S

AU, = JJ[[ (o ) =0, )9 - (B¢ ) 4 Hy T (Hy < T

(6-51)
Y (o, Hy) = x40, H,)) ) - dV

Pour qu’on puisse trouver la contrainte en fonction de la variation de tension, on rappelle la définition
du volume de la région de sensibilité du capteur

V, est défini par quelques tailles du capteurs sur la surface et quelques épaisseurs de peaux dans la
profondeur. Au-dela de ce volume, la densité de courant de Foucault Jg et 'excitation dynamique H,
peuvent étre négligées. Quand la fréquence — du courant électrique de la bobine — tend vers 'infini, la
dimension de ce volume dans la profondeur tend vers zéro (car 1’épaisseur de peau tend vers zéro).
Contrairement a l’excitation dynamique H,, 'excitation statique H, pourrait étre non-négligeable au-
dela de ce volume.

On traite ici le cas particulier défini par les points suivants :
1. L’excitation magnétique statique est supposée uniforme dans la région de sensibilité.
2. La taille du capteur est petite devant la variation spatiale (sur la surface) de la contrainte.
3. La fréquence est choisie de telle sorte que la dimension de la région de sensibilité dans la
profondeur est petite devant la variation spatiale de la contrainte dans cette dimension.

Dans ces conditions x4 (o, H,) est uniforme dans le volume de la région de sensibilité, ce qui donne :
AU, = 8 (o H,) = 0. H,) [[] (9 (B % 3)+ By ¥ x 3 - av (6-52)
Vs
Pour alléger cette expression on pose

g = ///Vs([v (Hy % Jg) + Hy -V x Jg]) - dV (6-53)

1 On note qu’en général le champ magnétique (H,) dépend de la contrainte, cequi veut dire qu'il faut prendre cet effet
dans la formule de AU, .
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Ce terme —indépendant de la contrainte— ne dépend que du champ électromagnétique de la bobine. Ceci
permet d’écrire :

xi(o, H,) = x{(0,H,) + AU, (6-54)

pgb 7

Cette expression donne donc la susceptibilité magnétique dans ’état contraint, en fonction de celle dans
I’état non-contraint plus un terme supplémentaire fonction de la tension induite par la présence de la
contrainte.

Notre objectif cependant n’est pas de trouver la susceptibilité en fonction de la variation de la tension,
mais la contrainte. On doit trouver une loi magnéto-mécanique explicite permettant de donner la
susceptibilité magnétique en fonction de la contrainte. Cette loi doit également étre inversible (permet
de donner une valeur unique de la contrainte en faisant une ou plusieurs mesures de la susceptibilité
magnétique). A titre d'exemple, une telle loi pourrait étre donnée par la version analytique du modéle
multi-échelle de Daniel [42].

En faisant I'hypothése que la direction du champ magnétique correspond a ’'une des directions principales
de contrainte, sans perte de généralité, on peut supposer que cette direction est e, ce qui donne :

A, + (A, + A,)cosh(kH,)
(A, cosh(kH,) + A, + A,)?

x40, H) = M*¥ kA 6-55
s \“1 T

avec
Ai = eadiiv i= {1'7% Z}

K = HOASMsat
3
— _A )\sat
e 5%
3 0
AS = %
qusat

L’excitation H est dans la direction e,.
M#3 aimantation & saturation du matériau,
Asat déformation de magnétostriction & saturation du matériau,

x° susceptibilité magnétique anhystérétique initiale (voir Daniel et al. [29]).
Remplacons maintenant (dans I'Eq. (6-54)) la susceptibilité magnétique par son expression analytique :

A, + (A, + A,)cosh(kH,) 1+ 2cosh(kH,) I
Msatgq 2 Yy z S €Msat Vs 4 AU 6-56
s (A, cosh(kH,)+ A, + A,)? " (cosh(kH,) + 2)2 + od, i ( )

Cette équation contient trois inconnues (A4,,4,,4,). Pour simplifier le probléme, on suppose que la
contrainte est uniaxiale (4, = A, = 1), ce qui donne :

A, +2cosh(kH,)

) ) 1+ 2cosh(kH,) I
sat — sat S - -
M rA, (A, cosh(kH,) +2)2 g (cosh(kH,) + 2)? * o, AU, (6-57)
Tout calcul fait, on trouve les deux solutions suivantes :
“(ac — 2.2 _ 2
o = lln (ac —2¢Q) + v/a*c® — 4aQ(1 + c?) (6-58)
e (a —c2Q)
avec
a= Mg

¢ = cosh(kH,)

252



Faisabilité de la méthode d'imagerie

a + 2ac I
=———+4+— AU,
O=lcr2r Tra,
Contrainte biaxiale dans le plan : dans ce cas, il est possible de faire deux mesures (de variation de
tension) dont chacune est dans une direction principale. Ceci donne le systéme de deux équations
suivant :

{A1£C2 o Q1y2 + C’lxy + Dl.’L‘ — 2Q1y = Ql (6—59)
Ayy? — Qu2” + Comy + Doy — 2Q0 = Q,
avec

T = e, Yy =e*
A, =a—c32Q,, C, =a—2cQ,, D, = ac — 2cQ);
a= Mg
¢ = cosh(kH,)

a+ 2ac I
Q=" Gut

_ AU?
(c+27  pgy °0

La résolution de ce systéme permet de remonter & des valeurs possibles pour les deux composantes de la
contrainte principales de la contrainte. Pour le moment on ne sait pas encore comment identifier la
bonne valeur de la contrainte parmi les deux admissibles.

Conclusion

Dans cette section, nous avons proposé une méthode de caractérisation de la contrainte locale en utilisant
PEMAT non pas comme un traducteur ultrasonore, mais comme une sonde « courants de Foucault! ».
Cette méthode donne dans un premier temps la susceptibilité magnétique a I’état contraint en fonction
de celle & I’état non-contraint et la variation de la tension mesurée par la bobine de 'EMAT, induite
par la présence de la contrainte. Ensuite, pour trouver la contrainte en fonction de la tension, la méthode
se base sur l'inversion d'un modéle de comportement magnéto-mécanique. Illustré a 1'aide d'un modéle
magnéto-mécanique analytique, ceci permet de trouver les composantes de la contrainte biaxiale dans le
plan en fonction des tensions mesurées, dans le cas ot la direction de la contrainte est connue.

Cette méthode n’est pas encore implémentée, et le fait de la présenter dans ce manuscrit n’a pour objectif
que de fournir une idée de comment procéder pour traiter la problématique d’imagerie de contrainte par
EMAT dans le cas ou une contrainte locale est présente. On indique dans les deux sous-sections suivantes
comment les démarches expérimentale et numérique sont affectées en prenant en compte cette méthode
de caractérisation locale.

1 |'expression « courants de Foucault » est un abus de langage, pour dire que I'EMAT est utilisé comme le sont les
capteurs classiques de courants de Foucault. Il serait plus rigoureux de dire que I'EMAT est un capteur a aimantation.
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A. Nouvelle démarche expérimentale

La démarche expérimentale suivie pour démontrer la faisabilité de la méthode d’imagerie comporte
maintenant cinq étapes au lieu de quatre en absence de contrainte locale, comme lillustre la figure
suivante :

- ou EXP CAE

Identification des CAE

AT
1)

l\y Affectée par la contrainte

EMAT

Conception des EMAT
@

Caractérisation locale
gy
3}

Contrainte
reconstruite par
autres méthodes

Acquisition des TOF

3

Comparaison

Contrainte
reconstruite par
MT

Inversion

CAE

Fig. 6-15 : architecture de la démarche expérimentale suivie pour la validation de la méthode d'imagerie.

1. Identification des coefficients acoustoélastique (CAE)

La démarche expérimentale commence toujours par l'identification des CAE. Cette étape n’est pas
affectée par la présence de la contrainte locale.

2. Conception des EMAT

On a vu a la section 2 qu’en absence de contrainte locale, les EMAT doivent étre congus pour émettre
/ détecter sélectivement les ondes de Lamb et SH. L’EMAT a donc été traité comme un traducteur
ultrasonore. Cette conception était régie par les modéles MMM, ME et MR.

En présence de contrainte locale, "TEMAT doit étre congu a la fois pour émettre / détecter sélectivement
les ondes de Lamb et SH, mais également pour caractériser localement ’état de contrainte. L’une des
hypothéses faites pour la caractérisation locale (MCL) est que les excitations magnétiques de 'aimant
et de la bobine doivent étre paralléles et uniformes dans la région de sensibilité du capteur. Cette
hypothése pourrait contraindre la conception de 'EMAT comme un capteur ultrason. En conclusion la
conception d’'un EMAT en présence de contrainte locale est faite en traitant TEMAT comme & la fois
une sonde « courants de Foucault » et un traducteur ultrasonore. Cette étape est donc régie par le
MMM, ME, MR et MCL.

3. Caractérisation locale de contrainte

La méthode de caractérisation est utilisée pour trouver la valeur de la contrainte locale, 'TEMAT étant
traité comme une sonde « courants de Foucault ». Cette méthode & ’heure actuelle ne traite que les cas
ot la direction de la contrainte (biaxiale dans le plan) est connue.

Remarque : pour pouvoir passer de la susceptibilité magnétique a la contrainte dans le
développement de la méthode de caractérisation locale (M CL), nous avons du utiliser la version
analytique du MME. Cette version cependant est faiblement prédictive, et n’a été utilisée ici
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qu’a titre d’exemple. Ce qui veut dire que ce passage pourrait étre fait avec d’autres modeles

magnéto-mécanique (si nécessaire) dans le futur.

Acquisition des temps de vol

Cette étape est indépendante de la présence de la contrainte locale.

Inversion

L’étape d’inversion est affectée par la contrainte locale, et ceci n’est pas résolu par la méthode de
caractérisation locale, puisque la contrainte locale affecte la MT par le non-respect de ’hypothése d’onde
plane, & proximité des traducteurs.

B. Nouvelle démarche numérique

La démarche numérique suivie pour démontrer la faisabilité de la méthode d’imagerie contient
maintenant cing étapes, au lieu de quatre en absence de contrainte locale, comme l'illustre la figure
suivante :

Réception

(]

TOF

=
E r "\
®
4 .
3 c
%)
=] .
® —— <] =
3 : 8% 8
Comparaison ‘IE = = Contrainte originale

globale

|

Contrainte
reconstruite locale

GARI

Propagation

1

|

‘ M‘ M“ MM’ w Affectés par la contrainte]

Fig. 6-16 : architecture de la démarche numérique suivie pour valider la faisabilité de la méthode d'imagerie.

Caractérisation

La premiére étape est maintenant la caractérisation de la contrainte locale. Cette étape contient un
modéle magnéto-mécanique inversible, i titre d’exemple on a pris la version analytique du modéle-multi-
échelle (MME-An) et la méthode de caractérisation de contrainte locale (MCL). Le MME-An (MMM-
An) fournit la loi qui permet de passer de la susceptibilité magnétique x a la contrainte o & la MCL, qui
permet de retrouver la valeur de la contrainte locale o]. Pour valider cette méthode une comparaison
entre cette contrainte et ’originale est faite.

Emission
La contrainte locale o7 est maintenant utilisée par le MMM pour calculer ’'aimantation et la déformation
de magnétostriction (M, eM?), qui sont ensuite utilisées par le modéle d’émission (ME). Cependant ce
dernier doit prendre une deuxiéme entrée, qui est le tenseur de rigidité équivalent C°? calculé par le

modeéle acoustoélastique (MAE) a partir de of. Le ME peut maintenant calculer la densité surfacique de
force t (source de 'onde), a partir de ces entrées.
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3. Propagation

Cette étape est affectée par la contrainte locale o7 et ceci n’est pas résolu par la connaissance de celle-
ci, puisque les déplacements modaux U et les nombres d’onde k calculés par le MAE se basent sur
I’hypothése d’onde plane, ce qui n’est pas le cas prés des traducteurs!. Une erreur est donc introduite a
ses valeurs, qui dépend de 'inhomogénéité de la contrainte prés des traducteurs. Le modéle de pinceaux
(MP) donne en sortie le champ élastodynamique de 'onde (u, v, 7).

4. Réception

Le modeéle de réception (MR) prend en entrée le champ élastodynamique de l'onde (w,v,7) du MP,
laimantation M du MMM et la contrainte locale o7 de la MCL. Et donne en sortie les temps de vols
(TOF).

5. Inversion

La derniére étape est l'inversion, dans laquelle la version analytique du modéle acoustoélastique (MAE-
An) fournit a la méthode tomographique (MT) les coefficients acoustoélastiques (CAE). La MT prend
les TOF du MR, puis donne la cartographie de la contrainte globale o7. Celle-ci est comparée a la
contrainte originale. La MT est affectée par la contrainte locale car les CAE utilisés sont calculés sous
I’hypothése d’onde plane.

1 Dans le cas ol la contrainte est inhomogéne.
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V. Conclusion

Ce chapitre représente une vue d’ensemble de la méthode d’imagerie d’un état de contrainte multiaxial

et inhomogéne dans les plaques ferromagnétiques en utilisant les EMAT. Ce chapitre a trois objectifs :

1. Montrer 1a ot en sont les travaux de la thése, par rapport au développement de la méthode
d’imagerie.

2. Rappeler 'ensemble de modéles et méthodes nécessaires pour le développement de la méthode
d’imagerie et ’état actuel de chaque modéle et méthode.

3. Signaler la nécessité du développement d’une méthode de caractérisation de la contrainte locale, et
proposer une telle méthode.

On a vu qu’en absence de contrainte locale, la démonstration de la faisabilité de la méthode d’imagerie

par une démarche numérique nécessite :

- Six modéles : MMM, ME;, MAE, MP, MR, MAE-An.

- Une méthode : MT

Et par une démarche expérimentale :

- Quatre modeéles : MAE, MMM, ME, MR, dont un (MAE) est optionnel.

- Une méthode : MT

A T’heure actuelle, la démonstration de la faisabilité de la méthode — en absence de contrainte locale —

pourrait étre testée dans les cas d’'une contrainte uniaxiale normale, d’une contrainte uniaxiale dans le

plan, d’une contrainte biaxiale dans/hors plan.

En présence d’une contrainte locale, et absence d’une méthode de caractérisation de cette contrainte, la

démonstration de la faisabilité de la méthode par une démarche numeérique ou expérimentale est

compromise. Pour la démarche expérimentale ceci est due & la difficulté de concevoir les EMAT sans

savoir les propriétés matériaux de la piéce a proximité des traducteurs!. En ce qui concerne la démarche

numérique, c’est & cause du non-respect de I’hypothése d’onde plane, nécessaire pour les modéles

acoustoélastiques et pinceaux. Dans les deux démarches la méthode tomographique est également

affectée, d’une part & cause du non-respect de 'hypothése d’onde plane, d’autre part a cause de la perte

de la valeur de référence. Une solution possible pour réduire les effets de la contrainte locale est de

supposer que le tenseur de rigidité équivalent & l’endroit des émetteurs est égal & celui de 1’état non-

contraint et de travailler a aimantation & saturation. Ceci a pour conséquence de rendre les modéles de

réception et d’émission indépendants de la contrainte. Ceci cependant n’affecte pas le MAE, MP et MT.

En présence d’une contrainte locale et prise en compte de la méthode de caractérisation de contrainte

locale proposée dans ce chapitre, la démonstration de la faisabilité de la méthode d’imagerie par une

démarche numérique nécessite :

- Sept modéles : MMM, MME-An, ME, MAE, MAE-An, MP, MR.

- Deux méthodes : MT, MCL.

Cependant méme la connaissance de la contrainte locale ne résout pas entiérement le probléme, puisque

les modéles MAE et MP et méthode MT se basent sur 'hypothése d’une onde plane. Celle-ci dépend de

I’inhomogénéité de la contrainte prés des traducteurs, donc on ne peut pas considérer qu’elle est respectée

de maniére générale.

Sous ’hypothése de validité de la méthode de caractérisation locale, des modéles MAE, MP et enfin de
la méthode MT prés des capteurs, la démonstration de la faisabilité de la méthode pourrait étre testée
pour les cas suivants : contrainte uniaxiale normale, contrainte uniaxiale dans le plan (avec direction
connue la ou opérent les traducteurs), contrainte biaxiale dans/hors plan (avec direction connue la ou
opérent les traducteurs).

Dans le chapitre suivant on donne une conclusion générale, puis les perspectives de ’aprés thése.

1 La résistivité électrique est faiblement affectée par la contrainte, la variation de la rigidité due a la contrainte pourrait
étre majorée par 2%, en revanche l'effet de la contrainte sur la perméabilité magnétique est de I'ordre de 100% Par
conséquence, si la contrainte est inconnue, alors se serait le cas aussi pour la perméabilité magnétique.
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7. Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons traité la faisabilité d’une nouvelle méthode d’imagerie d’un état de
contrainte multiaxial inhomogéne dans les plaques ferromagnétiques utilisant les EMAT. Cette méthode
doit résoudre une problématique pour laquelle une solution pratique (non-destructive, peu cotiteuse,
utilisable sur le terrain, et non-locale) n’existe pas dans la littérature. Cette nouvelle méthode se base
sur les effets magnétoélastiques et acoustoélastiques. Une étude préliminaire (au début de la thése) a
permis d’identifier les étapes essentielles que doit suivre cette méthode, et par conséquent les modéles et
méthodes qu’elle comporte. Certains de ces modéles existaient préalablement & cette thése. L’objectif de
la thése est donc de développer les modéles et méthodes restants. Ceux-ci résolvent les quatre problémes
suivants :

1. PAED : probléme acoustoélastique direct (trouver les variations de vitesses des ondes de Lamb et
SH induites par la contrainte). Ce probléme a été résolue par le développement du modéle
acoustoélastique (MAE). Ceci a été développé dans les deux premiers chapitres (Ch.1 et Ch.2).

Dans le Ch.1 nous avons présenté tout d’abord le cadre général de la théorie d’acoustoélasticité (la base

du MAE), ainsi que ses principales applications et ses limites. Puis nous avons prolongé le développement

formel de cette théorie, qu’on peut trouver dans la littérature, aux cas des matériaux élastiquement
isotropes soumis & des chargements triaxiaux. Ceci a été fait en exprimant le tenseur de rigidité du
matériau contraint en fonction des trois composantes de la contrainte. Dans le Ch.2 nous avons utilisé
ce tenseur dans la méthode SAFE, qui a due étre légérement modifiée pour prendre en compte 1effet
acoustoélastique (EAE). Cette méthode a permis de trouver les variations de vitesses des ondes de Lamb
et SH (dans les plaques métalliques!), induites par un état de contrainte multiaxial homogéne ou
inhomogeéne dans ’épaisseur de la plaque. L’effet de la contrainte sur la déformation statique de la plaque

(variation de son épaisseur) a notamment été mis en avant et son importance quantiative a été

démontrée.

2. PAEI : probléme acoustoélastique inverse (trouver les trois composantes de la contrainte et sa
direction en fonction des variations de vitesses qu’elle induit). Ce probléme a été résolu tout d’abord
en proposant une version analytique du MAE (Ch.3) puis en développement une nouvelle méthode
tomographique (Ch.4).

Dans le Ch.3 on s’est apercu que pour résoudre le PAEIL il faut chercher des lois analytiques qui donnent

les vitesses en fonction de la contrainte, et permettent, connaissant ces vitesses, de remonter & la

contrainte (ses trois composantes et sa direction). Ces lois ont été trouvées par expérimentation
numérique utilisant le MAE. Le nombre de paramétres apparaissant dans ces lois dépend de la précision
cherchée sur la mesure de la contrainte, et de la plage de fréquence utilisée pour effectuer cette mesure.

Dans le Ch.4 on a présenté tout d’abord les bases et les hypotheéses utilisées lors du développement de

la technique d’imagerie par tomographie. Ensuite du fait de la nature multi variables et directionnelle

de la contrainte, une nouvelle approche tomographique a di étre développée pour résoudre le PAEL

Cette approche se base essentiellement sur la nature dispersive et multimodale des ondes guidées.

3. PR : probléme de réception (trouver la tension induite dans la bobine de PTEMAT due au passage
de l'onde élastique). La nouvelle méthode d’imagerie utilise les variations de temps de vol induites
par la présence de la contrainte. Pour que ces temps de vol soient trouvés, il faut modéliser le
mécanisme suivant lequel 'TEMAT détecte le passage de 'onde.

Ce probléme a été résolu en développant le modéle de réception, dans le Ch. 5, dans lequel nous avons

tout d’abord traduit le passage de I'onde sous 'EMAT en induction de plusieurs densités de courant

(électrique, magnétique). Ensuite, ces courants ont été utilisés comme source dans les équations de

Maxwell pour trouver la tension induite dans la bobine. Cette tension a été écrite d’'une maniére explicite

1 Magnétiques ou non.
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en fonction du champ élastodynamique de l'onde. En supposant que 1’émetteur est identique au
récepteur, la formulation de cette tension a été drastiquement simplifiée.

4. PCL : probléme de caractérisation de la contrainte locale (trouver la variation de la tension induite
dans la bobine de TEMAT due a la présence de la contrainte). La résolution du PAEI a montré que
la méthode d’imagerie nécessite des capteurs peuvant émettre / détecter sélectivement certains
modes dans certaines plages de fréquence. Le choix des EMAT comme capteur a été fait. Cependant
le fait que ces capteurs sont trés sensibles aux lois du comportement du matériau dans lequel ils
générent / détectent les ondes élastiques, et que certaines de ces lois, notamment les lois magnéto-
mécaniques, sont trés sensibles a la présence de la contrainte, a conduit & développer une méthode
de caractérisation de la contrainte locale sous le capteur. Une proposition d’une méthode a été donnée
dans le Ch.6.

Dans ce chapitre on a passé tout d’abord en revue les modeéles et méthodes nécessaires pour la

démonstration de la faisabilité de la nouvelle méthode d’imagerie, dans le cas ol la contrainte est absente

sous les capteurs. Ensuite on a étudié le cas ou elle ne I’est pas et montré que la plupart des modéles
sont affectés par cette contrainte, surtout si celle-ci est inconnue. Nous avons proposé alors une nouvelle
méthode de caractérisation de la contrainte, traitant 'EMAT non pas comme capteur ultrason, mais
comme capteur courants de Foucault. La méthode donne la variation de la susceptibilité magnétique
induite par la présence de la contrainte en fonction de la variation de tension induite dans la bobine de

PEMAT. Pour passer de la variation de la susceptibilité & la contrainte, nous avons utilisé, & titre

d’exemple, un modéle magnéto-mécanique analytique de la littérature.

En conclusion, les travaux de la thése ont présenté les bases d’une nouvelle méthode d’imagerie. Pour
que celle-ci soit utilisable, en laboratoire ou sur le terrain, il faut tout d’abord que tous les modéles
nécessaires a cette méthode soient validés expérimentalement. Le modéle de réception (MR) et la
méthode de caractérisation locale (MCL) ne l'ont pas été. Le MAE-An étant une réduction du MAE et
la méthode tomographique (MT) étant une approche purement mathématique, ne nécessitent pas des
validations expérimentales, puisqu’elles représentent des inversions du probléme acoustoélastique direct,
résolu par le MAE qui a été validé au Ch.2.

Par ailleurs pour résoudre la problématique qui a nécessité le développement de cette nouvelle méthode,
il faut étre capable d’imager n’importe quel profil de contrainte. Cela n’a pas été réalisé dans cette thése
et représente une perspective importante pour l'avenir de cette méthode.

On présente dans la section suivante les perspectives de 'aprés thése et celles de la méthode.
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8. Perspectives

Les perspectives sont divisées en trois catégories (développement, simulation et validation). Dans la
premiére, on présente les taches qui restent a faire pour que la méthode d’imagerie permette de résoudre
la problématique pour laquelle elle a été proposée. Dans la deuxiéme, on présente les taches dont le
développement théorique a été fait dans ce mémoire mais dont l'implémentation numérique n’a pas
encore été faite. Dans la derniére, on traite des validations expérimentales & mener.

C. Développements théoriques

1. Développer une méthode qui permette de remonter au profil de contrainte inhomogéne dans I'épaisseur
de la plaque et homogeéne dans le plan de la plaque a partir des variations de vitesses des ondes de Lamb
et SH.

2. Développer la méthode tomographique correspondant a cette méthode (perspective 1).

3. Etudier |'effet acoustoélastique pour d'autres guides, notamment des tubes.

4. Etudier |'effet acoustoélastique pour des matériaux élastiquement anisotropes.

5. Etudier la capacité des modéles magnéto-mécanique (MMM) et de propagation (MP) a résoudre les
problématiques posées par la méthode d'imagerie. Ceci doit &tre fait puisque ces deux modéles n'ont pas
été développés spécifiquement pour étre utilisés par la méthode d'imagerie. Par exemple le modéle multi-
échelle auqgeul nous faisons référence ne prend pas en compte I'hystérésis, et le modéle de pinceaux n'a
pas encore été testé pour le cas d'une inhomogénéité tensorielle.

6. Développer une version analytique /nversible du modéle magnéto-mécanique. La version analytique du
modéle multi-échelle utilisée dans le Ch.6, a été proposée a titre d'exemple, pour permettre a la méthode
de caractérisation locale (MCL) de passer de la susceptibilité magnétique a la contrainte mécanique.
Cette version, dérivée du modéle multi-échelle complet (MME), est fondée sur des hypothéses de validité

plus restrictives que celles du MME, et par conséquence son utilisation dans la MCL doit étre étudiée.

D. Simulation numérique

1. Implémentation du modéle de réception sous Comsol, pour le cas ferromagnétique.
2. Implémentation de la méthode de caractérisation locale sous Comsol.

3. Implémentation de la partie de la méthode tomographique qui traite les cas biaxial dans le plan et triaxial.

E. Validation expérimentale

1. Validation du modéle de réception

2. Validation de la méthode de caractérisation locale.
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