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Introduction

Mes travaux portent essentiellement sur le développement, 'analyse et 'implémentation de
schémas numériques de type volumes finis adaptés a la simulation de différents types d’équations
aux dérivées partielles (EDP) elliptique ou parabolique. De mon point de vue, il est primordial
d’allier I’analyse et I'implémentation des méthodes numériques, les deux aspects se nourrissant
I'un de 'autre pour aboutir & une meilleure compréhension des méthodes.

Les méthodes volumes finis avancées possédent les caractéristiques principales des méthodes
numériques modernes : elles permettent 1'utilisation de maillages non-structurés et fonctionnent
ainsi pour des géométries complexes, elles donnent des schémas robustes et précis. Elles sont
particulierement attractives lorsque les flux jouent un role important dans la modélisation des
problémes, comme en mécanique des fluides puisqu’une de leur particularité est la conservation
locale des flux numériques, c’est-a-dire que le flux numérique sortant d’une maille est exactement
égal a celui rentrant dans la maille voisine.

Le point commun de tous les problémes auxquels je m’intéresse, du point de vue de la
résolution par volumes finis, réside dans la nécessité d’approcher toutes les composantes du
gradient de la solution. Dans les modeéles elliptiques ou paraboliques, ceci est di & la présence
de termes de diffusion anisotrope et dans les équations de Navier-Stokes a la présence de la
partie symétrique du tenseur des contraintes lorsque la viscosité est variable. C’est la raison
pour laquelle j’ai choisi d’étudier et de développer une classe de méthode de reconstruction de
gradient dite Discrete Duality Finite Volume (DDFV), afin d’obtenir des méthodes de résolution
efficaces et facilement parallélisables (méthode de décomposition de domaine) associées a ces
schémas sur des maillages généraux.

Les méthodes DDFV ont été développées avec succes depuis plusieurs années en 2D et en
3D. En particulier, les travaux suivants peuvent étre cités : pour les problémes de diffusion
scalaire anisotrope [DO05, Her00, CPT08, ABKO08, Her07| et [5]; pour les équations ellip-
tiques non linéaires [ABH07, BH0O8, CH11|; pour le probléme de Stokes et de Navier-Stokes
[Del07],[21,[3],[4],18],[10], [13],[21],[24][28].

J’ai fait le choix de ne présenter dans ce manuscrit que mes travaux qui concernent les pro-
blémes 2D. Je ne présenterai pas les travaux qui concernent les problémes 3D (cf [4] sur le
probléme de Stokes ou [5] sur le probléme de diffusion anisotrope). L’approche de la méthode
DDFV double essentiellement le nombre d’inconnues en 2D par rapport a la méthode Volume
Fini d’approximation de flux & 2 points mais a des avantages multiples, les plus significatifs
étant : le peu de contraintes imposées sur les maillages et la conservation de la structure du
probléme continu, notamment la symétrie, qui permet une adaptation efficace aux problémes
non linéaires. En effet, un maillage DDFV peut étre constitué de polygones quelconques, un
exemple est donné dans la Figure 1. Les mailles non conformes sont traités naturellement et
indifféremment des autres mailles en considérant le noeud non conforme comme un sommet
supplémentaire. La conservation de la structure du probléme continu est un second atout.
Beaucoup de démonstrations de propriétés discrétes peuvent alors s’inspirer des démonstra-
tions réalisées au niveau continu. Un exemple important dans ce mémoire est la démonstration
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de l'inégalité de Korn. Au niveau continu, cette inégalité, qui permet de controler la norme L?
du gradient d’une fonction par la norme L? de la partie symétrique de ce gradient, se démontre
de maniéres différentes lorsque la fonction s’annule ou non sur le bord du domaine. En effet, si
la fonction s’annule sur tout le bord, les propriétés différentielles des opérateurs mises en jeu
suffissent, alors que dans l'autre cas, la démonstration repose sur un argument par ’absurde.
Au niveau discret, nous avons procédé en utilisant la méme stratégie. La méthode DDFV est
trés bien adaptée a cet exercice grace a la définition des opérateurs discrets et de produits sca-
laires qui conservent les bonnes propriétés utilisées au niveau continu. Plusieurs comparaisons
des méthodes numériques ont été réalisés lors de benchmark de la conférence internationale
Finite Volume for Complex Applications (FVCA). Le benchmark [HHO8|, pour la résolution de
problémes de diffusion, fait ressortir que la méthode DDFV est une méthode d’ordre 1 compé-
titive en ce qui concerne la précision des gradients. Le benchmark [BO17|, pour la résolution
du probleme de Navier-Stokes, a montré également le bon comportement des méthodes DDFV.

La description précise des schémas DDFV nécessite 'introduction de notations permettant de
définir les maillages, les espaces et les opérateurs discrets. Afin de ne pas alourdir le manuscrit,
toutes les notations et définitions sont données dans I’Annexe. Nous revenons ici sur le principe
général des méthodes DDFV.

Elles ont été initialement introduites dans [Her00| et étudiées dans [DOO05] pour appro-
cher ’équation de Laplace sur des maillages 2D trés généraux, ne vérifiant en particulier pas la
condition d’orthogonalité classique des maillages volumes finis. La solution de I’équation est ap-
prochée simultanément aux centres et aux sommets des mailles du maillage initial, dit maillage
primal et noté MM UIM. Ces sommets sont vus comme des centres de volumes de controle d’un
maillage appelé maillage dual et noté 9t* Uo0MT*. Ce double jeu d’inconnues est alors symbolisé

par la notation 7 = (9T U O, M* U 99*) (voir Figure 1).

FIGURE 1 — A gauche : Le maillage primal 9t U 090%. Au milieu : Le maillage dual 9t* U 9901 en bleu. A droite :
Le maillage diamant © en vert.

Il permet de définir naturellement un gradient discret V® : R” —» (R2)® sur une partition

D de Q, appelée le maillage diamant, et une divergence discréte div” : (R2)© — R7 en dualité
discréte avec ce gradient. Ceci se traduit dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet
homogene (v € Ey) par la validité d’une formule de Green discréte :

_[[diVnga UT]]T = (5@7 VQU’T)©7 v vr € EOa v €© S (IRQ)9 :

Lors du développement de méthodes DDFV, mes travaux accordent une importance parti-
culiére aux aspects suivants :

e la discrétisation doit vérifier un certain nombre de propriétés de base (coercivité, inégalité
de Poincaré discréte, consistante, propriétés de compacité, existence d’opérateurs de traces)



afin de permettre une analyse numérique convaincante y compris dans le cas de problémes
non linéaires.

e la discrétisation doit fonctionner sur des maillages polyédriques et polygonaux (méme non
conformes) généraux sans limite d’utilisation des grilles tétraédriques ou hexaédriques.
Ces derniéres années, on a en effet vu grandir 'intérét de 1'utilisation de tels maillages en
pratique (raffinement local, maillages indépendants de domaines adjacents mais présentant
des propriétés physiques différentes...).

e la discrétisation doit préserver au niveau discret des propriétés vérifiées par le modéle
continu, les propriétés de conservation mais aussi des propriétés comme la positivité de
la densité et de 1’énergie, ou par exemple le fait qu’un fluide initialement homogéne (i.e.
un fluide dont la densité ne dépend pas de la variable d’espace) le reste tout au long de
I’évolution en temps. Ce type de propriétés est trés important du point de vue applicatif
puisqu’elles contribuent & donner un sens physique a I’approximation numérique et on
observe qu’elles contribuent souvent a la robustesse du schéma.

e la discrétisation doit avoir le bon comportement vis-a-vis des paramétres du systéme.
Ceux-ci déterminent le régime de 1’écoulement (turbulent ou laminaire, compressible ou
incompressible,...) qui peut étre caractérisé par la valeur de certains nombres adimention-
nels (comme le nombre de Reynolds ou le nombre de Mach pour ne citer que les deux
plus célébres). De maniére générale, l'efficacité et la stabilité du schéma peuvent fortement
dépendre de la gamme de paramétres dans laquelle on se place. Un schéma numérique
peut étre précis pour certains régimes mais il peut aussi donner des résultats peu précis
voire étre instable pour d’autres régimes.

e la discrétisation doit permettre la résolution du probléme discret par des méthodes efficaces
et facilement parallélisables.

Ce manuscrit se décompose en plusieurs chapitres qui résument chacun les résultats des
travaux présentés dans un ou plusieurs articles cités en référence. Ces chapitres ont été écrits
de maniére unifiée, en particulier, les notations scalaires et vectorielles ont été uniformisées
afin de faciliter la lecture de ce manuscrit. Les deux premiers chapitres illustrent mes travaux
sur les équations de diffusion anisotrope et des problémes paraboliques, les suivants sur les
équations de Stokes et de Navier-Stokes. Plus précisément dans le premier chapitre, je présente
une collaboration avec Martin Gander, Laurence Halpern et Florence Hubert sur les méthodes
de décomposition de domaine de type algorithme de Schwarz d’ordre élevé. Ensuite, dans le
deuxiéme chapitre, je présente une collaboration avec Claire Chainais-Hillairet et Alexandre
Mouton sur le modéle de Peaceman et une collaboration avec Claire Chainais-Hillairet, Clé-
ment Cancés et Maxime Herda sur le probléme de Fokker-Planck. Dans le troisiéme chapitre,
je détaille mes travaux sur les équations de Stokes et Navier-Stokes. Dans un premier temps,
I’étude de la condition Inf-Sup a fait I’'objet d'une collaboration avec Franck Boyer et Flore Na-
bet. Puis, lors de I’encadrement de la thése de Giulia Lissoni, co-encadré avec Thierry Goudon,
nous avons généralisé la discrétisation des équations de Navier-Stokes aux conditions aux bords
ouvertes. La généralisation a des fluides & densité variable a donné lieu & une collaboration avec
Thierry Goudon. Le quatriéme chapitre fait un lien entre les travaux sur la décomposition de
domaine et ceux sur les équations de Navier-Stokes, ces travaux ont également été réalisés pen-
dant de la thése de Giulia Lissoni. Et enfin, pour finir dans le dernier chapitre, je présente une
collaboration avec Daniele Di Pietro sur une méthode d’ordre élevée appelée Hybrid High-Order
(HHO).

Dans tout ce manuscrit, tous les résultats sont illustrés par des simulations numériques
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réalisées a ’aide d’un code fortran, les aspects implémentation et analyse des méthodes occupant
une importance égale dans mes travaux.

Chapitre 1 : Algorithme de Schwarz pour des problémes elliptiques

Afin d’étudier des EDP posées sur des domaines complexes, en 1870, H.A. Schwarz a proposé
des méthodes consistant a découper le domaine complexe sur lequel est posé 'EDP en sous-
domaines simples et a résoudre itérativement le probléme considéré sur les différents sous-
domaines. A chaque itération, pour définir les conditions aux bords sur les interfaces entre
deux sous-domaines, sont utilisées les solutions ou leurs dérivées normales venant des sous-
domaines voisins. Cette méthode de Schwarz converge uniquement quand les sous-domaines
se recouvrent. De plus, cette convergence est d’autant plus lente que le recouvrement est de
petite taille. P.L.. Lions montre dans [Lio90] qu’avec des conditions de transmission de type
Fourier I'algorithme de Schwarz pour 'opérateur de Laplace converge méme en l’absence de
recouvrement. Nous avons proposé dans [30] une version discréte de l'algorithme de Schwarz
avec recouvrement utilisant les méthodes DDFV. Nous nous sommes également intéressés aux
versions sans recouvrement moins cotteuses.

Conditions de transmission de type Fourier

Dans [1], nous avons développé la version DDFV de l'algorithme sans recouvrement pour
des problémes de diffusion anisotrope avec des conditions de transmission de Fourier. L’intérét
d’utiliser les méthodes DDFV vient du fait que chaque sous domaine peut étre maillé indé-
pendamment. Nous avons proposé une méthode qui permet de montrer la convergence vers la
solution du schéma DDFV sur le domaine entier. Les conditions de transmission de type Fourier
font intervenir, dans leur définition, un parameétre dont la valeur a une influence importante sur
la vitesse de convergence de I’algorithme. Lorsque nous examinons le comportement du para-
meétre optimal (ée celui permettant d’obtenir la vitesse de convergence optimale) en fonction de
la taille du maillage, nous observons numériquement un comportement en % qui n’est pas celui
classiquement observé dans [Gan06|. Cette propriété avait étonné Martin Gander car c’était
la premiére fois qu’il y était confronté. Notre collaboration a débuté ainsi en montrant qu’il
n’y avait pas de probléme d’implémentation mais que le schéma proposé n’avait effectivement
pas le bon comportement. Nous I'avons démontré dans [23]. Ce mauvais comportement était
du au couplage des inconnues primales et duales sur l'interface. Plus généralement, si il y a
plusieurs jeux d’inconnues il faut éviter de les faire communiquer sur l'interface. Ainsi dans [15]
et [25], nous avons proposé une nouvelle méthode de prise en compte des conditions aux bords
de type Fourier permettant d’accélérer la convergence de 'algorithme de Schwarz et d’obtenir
le comportement classique du parameétre optimal en \/LE

Conditions de transmission de type Ventcell

Les méthodes optimisées de Schwarz prennent en compte les propriétés physiques sous-
jacentes du probléme rencontré dans les conditions de transmission et sont donc parfaitement
adaptées a la résolution de problémes de diffusion anisotrope. Dans [15], nous avons discrétisé
des conditions de transmission d’ordre deux dites conditions de Ventcell par les méthodes DDFV
pour le probléme de réaction-diffusion anisotrope. Nous prouvons la convergence de la méthode
de Schwarz optimisée discréte a l'aide d’estimations d’énergie. Ces conditions de transmission
d’ordre deux dépendent de paramétres qui influencent aussi la convergence de 'algorithme.
Il est alors intéressant de chercher & optimiser ces paramétres afin d’accélérer au mieux la
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convergence de l'algorithme, c’est ce que nous avons fait dans [15] et [18]. Une extension de
I'algorithme au cas de décomposition de domaines avec point de croisement (un point peut
appartenir a plusieurs sous-domaines) est aussi donnée avec une étude de la convergence de
I’algorithme. Cette extension, indispensable lorsqu’on considére plus que deux sous-domaines,
nécessite une modification de I’algorithme de Schwarz au point de croisement. La convergence
de l'algorithme de Schwarz dans ce cas de figure, peut étre obtenue par deux méthodes (voir
[GSR16]) : une communication plus compléte, qui fait intervenir des variables discrétes de tous
les sous-domaines qui partagent le point de croisement, ou l'utilisation des variables auxillaires,
représentant des valeurs a 'interface venant uniquement des sous-domaines voisins. La méthode
des variables auxillaires est naturelle avec notre algorithme de Schwarz car nous avions déja
introduit de nouvelles inconnues de flux qui ont pu jouer ce role de variables auxillaires. Ces
inconnues de flux ne convergent pas au point de croisement mais cela n’influence pas la converge
des autres inconnues. Nous avons appliqué ces algorithmes efficaces a des probléme de diffusion
anisotrope pour la reconstruction d’images.

Etude des paramétres optimisés

Dans [15], nous avons d’abord étudié les méthodes de Schwarz optimisées au niveau continu,
prouvé leur convergence a ’aide d’estimations d’énergie et déduit des facteurs de convergence
permettant de déterminer le choix optimal des parameétres intervenant dans les conditions de
transmission. Pour de fortes anisotropies, nous observons des différences importantes entre les
parameétres optimaux théoriques au niveau continu et ceux obtenus par une étude numérique de
la convergence de I'algorithme DDFV. Ces différences peuvent étre expliquées par une analyse
des parameétres optimisés dans le cadre discret.

Nous présentons dans [18] pour la premiére fois une optimisation discréte du paramétre de
Fourier (des conditions de transmission) de I’algorithme Schwarz DDFV dans le cas d’une dif-
fusion diagonale afin de comprendre pourquoi les paramétres optimisés de ’analyse continue
donnent parfois des performances sous-optimales pour les anisotropies élevées. Il y a une diffé-
rence substantielle entre ’analyse continue et discréte, et les parameétres continus fonctionnent
moins bien lorsque la diffusion le long de la direction d’interface est forte, A,, élevée. Notons
également qu’il a été nécessaire de réaliser 'analyse des parameétres optimaux discrets et conti-
nus sur un domaine borné. En effet, notre premiére étude théorique sur un domaine infini a
conduit & des paramétres optimaux notablement différents de ceux calculés numériquement,
surtout dans le cas d’une forte diffusion a travers I'interface, A,, élevée. Dans ce dernier cas, la
différence entre I’analyse discréte sur un domaine borné et celle sur un domaine infini devient
importante. Il est donc important d’avoir des parameétres optimisés discrets qui tiennent compte
des tailles de sous-domaines, surtout lorsque 1’anisotropie est importante.

Chapitre II : Discrétisation des problémes de diffusion-convection-réaction

Etude pour le probléme de Peaceman

Le modéle de Peaceman décrit le déplacement de fluides miscibles dans un milieu poreux,
dans le cas ot les fluides sont supposés incompressibles et la gravité est négligée ; il a été introduit
dans |Bea72, Dou84|. Dans [6], nous avons proposé une discrétisation du probléme de Peace-
man & l'aide des méthodes DDFV. Ce systéme est non linéaire et composé de deux équations
couplées : une équation de diffusion anisotrope sur la pression et une équation parabolique de
convection-diffusion-dispersion sur la concentration. Nous avons établi d’abord des estimations
a priori satisfaites par les solutions approchées. Ce qui permet d’obtenir I’existence et 'unicité
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des solutions et la compacité de ces solutions. Dans [9], grace a la compacité des solutions, nous
avons établi la convergence de notre schéma. En passant a la limite dans le schéma numérique,
nous obtenons enfin que la limite de la suite de solutions approchées est une solution faible
au probléme étudié. Comme dans [ABK10|, on a du rajouter un terme de pénalisation afin
de prouver que les inconnues sur les maillages primal et dual convergent vers la méme limite.
Nous avons également comparé numériquement nos résultats aux résultats obtenus a ’aide des
méthodes volumes finis mixtes proposé dans [CHDO7)|.

Etude pour le probléme de Fokker-Planck

La connaissance du comportement en temps long des solutions d’équations d’évolution, 1’exis-
tence de certaines entropies dissipées en temps long sont des caractéristiques structurelles, telles
que la positivité des densités ou la conservation de la masse, qui doivent étre préservées au ni-
veau discret par les schémas numériques. Les travaux réalisés sur la question du comportement
en temps long des schémas numériques [Fil08, CHJS16, JS17, Gli08, Gli08, Chall, BCCH16]
montrent que les flux numériques de Scharfetter-Gummel préservent les états stationnaires. Ils
ont été introduits pour la premiére fois dans [SG69] pour ’approximation des flux de convection-
diffusion et ont été largement utilisés par la suite pour la simulation des semi-conducteurs.
Malheureusement, de tels flux numériques ne peuvent étre appliqués que dans les schémas
d’approximation de flux a deux points et donc sur des maillages restreints. De plus, ils ne
s’étendent pas aux équations anisotropes de convection-diffusion.

Dans [11], nous cherchons & préserver les états d’équilibre pour les problémes de Fokker-
Planck avec les méthodes DDFV. L’idée est de coupler la discrétisation des deux termes de dif-
fusion et convection, fournissant une discrétisation précise des équations de diffusion-convection
(ordre 2 et préservation des états d’équillibre), en particulier pour les modéles a convection do-
minante. La difficulté est que nous obtenons un schéma non linéaire (alors que le probléme est
linéaire), ce qui complique son analyse. Le schéma est congu pour préserver au niveau discret,
méme sur des maillages déformés, les états d’équilibre et la relation d’énergie/dissipation. Cette
relation est d’une importance primordiale pour rendre compte de facon précise du comporte-
ment en temps long du probléme. Pour le respecter, ’équation de diffusion-convection linéaire
est réécrite sous une forme non linéaire avant d’étre discrétisée. La discrétisation DDFV a I’avan-
tage d’avoir une matrice masse diagonale ce qui permet de démontrer la version discrete de la
relation d’énergie/dissipation. Nous établissons l'existence de solutions positives au schéma.
Grace a des arguments de compacité, la convergence de la solution approchée vers une solution
faible est démontré. Enfin, nous fournissons des illustrations numériques du bon comportement
du schéma lorsque les paramétres de discrétisation tendent vers 0 et lorsque le temps tend vers
I'infini.

Dans [14], nous prouvons la décroissance exponentielle vers 0 de l’entropie relative discréte
en utilisant une inégalité de log-Sobolev discréte. Dans [29], nous avons étendu les résultats
au cadre des conditions au bord mixtes Dirichlet /Neumann : la relation d’énergie/dissipation,
le caractére bien posé du schéma et la décroissance exponentielle vers 0 de ’entropie relative
discréte cette fois en utilisant une inégalité de Poincaré.

Chapitre III : Probléme de Stokes et Navier-Stokes

La condition Inf-Sup

Dans [2], la discrétisation du probléme de Stokes a l'aide des méthodes DDFV place les
inconnues sur des maillages différents : la vitesse u sur le maillage T et la pression p sur le
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maillage diamant ®, ¢’est une méthode décalée. Malheureusement, nous savons montrer que le
schéma est bien posé uniquement pour des maillages particuliers (voir la thése [Del07]). Pour
y remédier, un terme de stabilisation a été ajouté dans le bilan de masse. L’ajout du terme
de stabilisation était nécessaire d’un point de vue théorique a cause de ’absence d’une preuve
de la stabilité Inf-Sup du schéma. Cependant, les résultats numériques semblent montrer que
cette stabilisation n’est pas utile en pratique. Dans [8], nous répondons en partie aux questions
ouvertes dans ce contexte. Nous avons tout d’abord mis en place une méthode numérique
permettant de calculer la constante Inf-Sup associée a ce schéma et & un maillage donné. Nous
avons ainsi observé le comportement stable (pour des maillages triangulaires) ou instable (pour
des maillages cartésiens conformes ou non conformes) du schéma en fonction de la géométrie
des maillages. Nous avons ensuite établi une analyse compléte dans certains cas :

e Stabilité Inf-Sup (modulo un mode en damier) pour des maillages cartésiens uniformes.
e Stabilité Inf-Sup pour des maillages triangles conformes réguliers.

e Instabilité Inf-Sup pour des maillages cartésiens non-conformes. Cette instabilité est néan-
moins portée par un unique mode instable que nous avons décrit. Nous montrons que le
schéma est stable pour des pressions orthogonales a ce mode, ce qui explique certainement
les bonnes performances du schéma sans avoir recours a la stabilisation.

Condition aux bords ouverte

Dans [13|, nous nous sommes également intéressés au probléme de Navier-Stokes avec des
conditions aux bords plus générales, qui interviennent parce que 1’on tronque le domaine phy-
sique, soit parce que 1’on veut économiser le cout du calcul, soit parce que le domaine physique
est non borné. Des conditions artificielles sur la partie non physique du bord doivent alors étre
introduites. Nous avons considéré les conditions au bord proposées dans [BF94] et étudiées dans
[BF96].

Le probléeme s’écrit

([ du+ (u-V)u—div(o(u,p)) = 0; dans Q x [0,7
div(u) =0 dans € x [0,7],
u=g sur  I'y x (0,7,

—_

o(u,p)d+ §(u ) (u—u)=0""H sur Tyx(0,7T),
u(0) = wy dans Q

\

avec le tenseur des contraintes o(u,p) = R—Du — pld, Du = %(tVu + Vu), Re > 0 et @ la
e

normale unitaire sortante a €2. Nous utilisons la notation (a)~ = — min(a, 0).

Sur la partie physique de la frontiére 'y, nous imposons des conditions aux limites de Di-
richlet. Sur la partie "non physique", I's, nous imposons la condition aux limites artificielles.
Pour la définir, nous devons choisir une vitesse de référence u™/, qui soit une approximation
raisonnable de la vitesse attendue au voisinage de I's. Cette condition non linéaire est physi-
quement significative : si I’écoulement est sortant, nous imposons la contrainte provenant du
flux de référence sélectionné ; s’il est entrant, nous devons contréler 'augmentation de 1’énergie,
nous ajoutons donc un terme quadratique par rapport a la vitesse. Pour cela, cette condition
a été dérivée d’une formulation variationnelle particuliére de ’équation de Navier-Stokes qui
assure une estimation d’énergie : nous aimerions reproduire la méme propriété au niveau dis-
cret avec le formalisme DDFV. La prise en compte de ces nouvelles conditions a nécessité de



14 Introduction

démontrer plusieurs résultats discrets comme par exemple une inégalité de Korn et un théoréeme
de trace. Ces résultats ont une portée plus générale car ce sont des propriétés sur les opérateurs
discrets DDFV et non sur le probléme de Navier-Stokes. Nous avons obtenu un schéma bien
posé vérifiant une estimation d’énergie et nous ’avons validé sur des simulations numériques.
Une difficulté qui est apparue dans I’étude numérique concerne le choix du fluide de référence,
qui par hypothése est stationnaire. Quand le nombre de Reynolds augmente, le flux n’est plus
laminaire, il faut donc adapter le fluide de référence au cours du temps.

Le probléme de Navier-Stokes a densité variable

Nous nous intéressons a la simulation numérique d’écoulements visqueux hétérogénes. Les
inconnues sont la densité p, le champ de vitesse u et la pression p, elles vérifient ’équation de
conservation de masse

Op + div(pu) =0 (1)
et I’équation de quantité de mouvement
Oi(pu) + div(pu ® u) + div (—2nDu + pld) = f£. (2)

Le probléme (1)—(2) est complété par une donnée initiale, des conditions aux bords de Dirichlet
homogeéne et la contrainte d’incompressibilité

div(u) = 0. (3)

On remarque que si initialement le fluide est homogeéne, il reste homogéne pour tout temps.
Dans [24], nous avons proposé une discrétisation DDFV des équations de Navier-Stokes avec
une densité variable (1)-(3), le but étant par la suite de simuler des écoulements de mélanges
avec une contrainte liant la divergence de la vitesse a la densité et la pression. La stratégie que
nous avons développée repose sur une approche semi-implicite en temps afin que ’équation (1)
soit traitée séparément des équations (2) et (3). Il est nécessaire de discrétiser le terme non
linéaire dans I’équation de quantité de mouvement et 1’équation de conservation de la masse
de maniére cohérente pour obtenir un systéme bien posé qui vérifie les estimations d’énergie.
Ceci s’obtient par la construction d’une équation de conservation pour une densité moyennée
sur les maillages primal et dual. Nous avons d’ailleurs étudié cette problematique de transfert
d’une équation conservative d’un maillage & un autre maillage (ainsi que des relations de dualité
entre opérateurs) dans un cadre trés général dans [17]|. Les premiers résultats numériques ont
montré le bon comportement du schéma proposé. Une comparaison a été réalisée dans [10] avec
la méthode élément fini/volume fini hybride de [CCGO8|, sur le cas test de Rayleigh-Taylor.

Chapitre IV : Algorithme de Schwarz pour le probléme de Navier-
Stokes

Dans [16], nous faisons le lien entre les Chapitres I et 111, c’est-a-~dire entre la décomposition
de domaine et le probléme de Navier-Stokes incompressible. Notre objectif est donc de décom-
poser le domaine 2 en sous-domaines plus petits, de résoudre le probléme de Navier-Stokes
incompressible complet sur ces sous-domaines en imposant certaines conditions de transmis-
sion sur les interfaces, et de récupérer par un algorithme de Schwarz itératif la solution du
probléme discret posé sur 2. Comme nous travaillons avec un probléme instationnaire, nous
décidons d’appliquer cet algorithme itératif a chaque itération en temps. De plus, nous voulons
que les conditions d’interface soient locales et nous ne faisons aucune hypothése sur le nombre
de Reynolds.
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Le cas des équations de Navier-Stokes est exigeant, car il combine les difficultés suivantes : la
nature vectorielle des inconnues, les termes de convection non linéaire et la contrainte d’incom-
pressibilité. Il n’y a pas de conditions d’interface explicites, et il faut construire des conditions
de transmission appropriées entre les sous-domaines. Elles ont la forme de conditions de Fourier
sur la vitesse et tiennent compte de la contrainte en impliquant la pression et la divergence de
la vitesse. Divisons le domaine de calcul §2 en deux sous-domaines plus petits 2 = €2y U €. On
note I' U'interface €21 N €y. L’algorithme Schwarz définit une suite de solutions (uﬁ) sy du pro-
bléme de Navier-Stokes dans €2}, avec j € {1,2}, doté des conditions de transmission suivantes
sur I' :

1 1
() - 7 — () () + M = ol pl ) B - () )+l
div(uf) + apf = —div(u ™) +ap

avec o > 0, A > 0, 7 # j et 1i; est la normale unitaire sortante de €2;. La premiére condition est
inspirée de la condition de Fourier classique ; elle combine linéairement les valeurs de 'inconnue
et les valeurs de sa dérivée; ici, la convection est également prise en compte. La deuxiéme
condition, qui ne dépend que de «, combine la divergence de la vitesse avec la pression ; elle est
indispensable pour vérifier la contrainte d’incompressibilité a la convergence de 1’algorithme.
Dans ce cadre, nous avons construit deux algorithmes de Schwarz distincts. Le premier
algorithme est obtenu en discrétisant de maniére naturelle les équations par sous-domaines. Il est
bien posé et il converge vers une solution d’une version discréte des équations de Navier-Stokes
sur tout le domaine 2. Il s’agit d’une discrétisation DDF'V des équations hormis le long des
interfaces entre les sous-domaines sur lesquelles les flux ont une définition non standard. Pour
converger vers la solution DDFV des équations de Navier-Stokes sur tout le domaine €2, nous
avons proposé un second algorithme obtenu en modifiant les flux de ’algorithme de Schwarz
le long de l'interface entre les sous-domaines. Comme dans le cas elliptique, nous montrons
numériquement comment les paramétres A et a influencent la convergence de 1’algorithme.

Chapitre V : Discrétisation HHO du probléme de Navier-Stokes sta-
tionnaire

Je me suis également intéressée a des méthodes d’ordre élevé. Dans [12], nous présentons et
analysons une nouvelle méthode hybride d’ordre élevé : la méthode HHO pour les équations de
Navier-Stokes incompressibles stationnaire.

Les méthodes HHO introduites a l'origine dans [DPE15| dans le contexte de 1’élasticité
linéaire quasi-incompressible ont été récemment explorées dans [CDPE16] pour un probléme
de diffusion pure, pour plus de détails voir le livre [DPD20]. La méthode HHO a ses degrés de
liberté situés aux mailles et aux faces et ils sont des polynémes discontinus de degré k > 0. La
méthode présente plusieurs caractéristiques avantageuses :

e clle prend en charge des maillages généraux comprenant éventuellement des mailles po-
lyédriques et des interfaces non conformes (résultant, par exemple, d’un raffinement de
maillage non conforme) ;

e clle permet d’augmenter I'ordre d’approximation spatial pour accélérer la convergence en
présence de solutions réguliéres (localement) ;

e elle est (relativement) peu cotiteuse grace a la possibilité de condenser statiquement tous
les degrés de liberté en vitesse localisés a 'intérieur des mailles et tous les degrés de liberté
en pression sauf un par maille & chaque itération non linéaire.
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La discrétisation du terme visqueux provient de la forme bilinéaire diffusive introduite a 1’ori-
gine dans [DPEL14]|; pour le terme convectif, nous utilisons une formulation antisymétrique
congue pour ne pas contribuer au bilan énergie; le couplage vitesse-pression est en revanche
analogue a celui de [ABDP15, DPELS16|. De plus, grace aux espaces polynomiaux sous-jacents
qui sont entiérement discontinus, la méthode proposée permet de s’adapter a des variations en
espace brusques des inconnues. Dans ce travail, nous proposons un schéma non linéaire résolu
par une méthode de Newton. La méthode proposée est Inf-Sup stable sur les maillages polyhé-
draux généraux, prend en charge les ordres d’approximation arbitraires. Nous montrons sous
des hypothéses générales I'existence d’une solution discréte. En utilisant un argument de com-
pacité, nous prouvons la convergence de la solution discréte vers la solution exacte de régularité
minimale pour des données générales. Pour des solutions plus réguliéres, nous donnons des taux
de convergence optimaux pour la norme d’énergie de la vitesse et pour la pression sous une
hypotheése standard de petitesse des données. Plus précisément, lorsque des polynémes de degré
k > 0 sont utilisés pour les mailles et les faces du maillage, il est prouvé que les deux quantités
convergent comme h**1 (avec h désignant le pas du maillage).

Le chapitre de conclusion contient des perspectives de recherche pour mes travaux futurs.
En effet tous les travaux décrits dans ce mémoire ouvrent encore de nombreux sujets et études
tant du point de vue de l'implémentation que celui de 'analyse des méthodes, sans oublier
I'implémentation effective de la parallélisation indispensable pour gagner en temps de calcul.
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Chapitre 1

Algorithme de Schwarz pour des
problémes elliptiques

Ce chapitre s’intéresse aux méthodes de décomposition de domaine de type Schwarz sans
recouvrement. Dans [1|, une premiére version de I’algorithme de Schwarz est donnée mais elle
n’a pas le bon comportement de paramétre optimal; dans [23], nous modifions I’algorithme
pour avoir le bon comportement; dans [25] et [15|, nous étudions cet algorithme pour des
conditions de transmission d’ordre 2 et faisons une étude des parameétres optimaux dans le
cadre continu; dans [18], nous faisons 1'étude des paramétres optimaux dans le cadre discret
et généralisons 'algorithme avec des conditions de Fourier aux sous-domaines possédant des
points de croisement. Toutes les notations et les opérateurs sont définis dans 1’Annexe.

Nous nous intéressons a résoudre le probléme de diffusion anisotrope avec réaction de la
forme

—div(AVu) +nu = f dans (2, (11)
u = 0 sur 09, '

oll A est une matrice symétrique définie positive avec des coefficients W1,

(1) €20 Ale ) = (Ald) Anle),

et (z,y) € Q@+ n(z,y) > 0 est une fonction positive dans L>(Q) et (z,y) € Q — f(x,y) >0
est une fonction dans L*(12).

Pour simplifier, nous considérons une décomposition du domaine €2 en deux sous-domaines
2, 7 = 1,2 sans recouvrement et une interface I'. Dans ce manuscrit, I'interface I' est supposée
parallele & la direction y. Un algorithme de Schwarz paralléle et optimisé pour le probléme de
diffusion anisotrope (I.1) est pour £ = 1,2, ...

—div(AVuS) +nuf = f dans Q;,
u; = 0 sur 0€2; N 09, (I.2)
AVug ‘n; + Vuﬁ = —AVufflni + Vuffl sur I' = 01 N0y,

ouj=1,2,7 =21, et n; désigne la normale unitaire sortante de €);. L’opérateur de transmis-
sion V dépend de deux coefficients p et ¢, et est donné par

Vu := pu — g0, (A, 0,u), (L.3)

qui représente la condition de transmission appelée Ventcell ou d’ordre deux. Dans le cas ¢ = 0,
on obtient la condition de transmission de Fourier.
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L’approximation DDFV u, € R7 de (I.1) est la solution du systéme linéaire suivant

—div® (A@VQUT) + neue = fe, VK eM, (I.4a)
—div® (Ao VPur) + netier = fr, ¥V kr € MM, (1.4b)
ue =0, Vkeom, U =0, V k€ 0", (L.4c)

ou
Ao =P2A, £, =PLf =Py

dans le cas de fonctions réguliéres A, f et 7.
Un maillage DDFV de €2; est composé T; = (9; UM, M UIM), et du maillage diamant
associé ©;. On note

D;r:={pe®;, pNT # 0} les diamants intersectant I',

OM;r = {x € 9M;, kNI # (0} les mailles primales du bord intersectant I,
OM - := {x= € 0N, kN T # 0} les mailles duales du bord intersectant I,
OM; p = {x € OM;, kNN # D} les mailles primales du bord intersectant OS2,
OM = {x+ € OM, k= NI # D} les mailles duales du bord intersectant OS2,
OUjr = {[rexc], . € OM,r et x» € £} les demi-arétes de U'interface T

Pour simplifier, nous supposons que les deux maillages sont compatible au sens que les deux
maillages ont les mémes sommets et les mémes mailles primales du bord sur l'interface I'. Si
les maillages ne sont pas compatibles, on rajoute des sommets sur le bord pour les rendre
compatibles.

I.1 Algorithme de Schwarz avec des conditions de Fourier

Dans cette section, nous travaillons avec des conditions de Fourier, i.e. ¢ = 0. Pendant ma
theése, nous avons développé dans [1] un premier algorithme DDFV de la méthode de Schwarz
sans recouvrement pour des problémes de diffusion anisotrope qui converge vers la solution sur
tout le domaine. Pour cela, nous avons rajouté des inconnues de flux sur chaque demi-aréte du
bord I' notées i+ €t pr» ., pour £ = [T+, r.+] € OM;p. Ces inconnues vont approcher les
flux normaux sur chaque demi-aréte Ap,V?u,, - i, (voir Figure I.1).

FIGURE 1.1 — Localisation des inconnues et plus particuliérement des inconnues de flux. A gauche pour la
premiére version. A droite pour la version modifiée.

Nous obtenons donc un nouvel espace d’approximation Uy, € (RTJ' U Rzamﬁ,r) ou

Ur, = (tr,s07,) = () eeqmoom » (0 ) eve(msvoms) » (P 63 9o ecpapoicomy ) -
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La démarche pour obtenir notre schéma DDFV pour le probléme (1.2) est la suivante. On
integre I'équation sur les mailles primales intérieures 9, (cf (L.5b)) et sur les mailles duales
intérieures M (cf (L.5c)). On inteégre également I'équation sur les mailles duales du bord Fourier
090, 1 en utilisant les inconnues i+ » au lieu de ApVPur, -1i,. la ot cest nécessaire (cf (I.5d)).
Ensulte pour I'équation sur 99, r, on écrit que les @y« . approchent ApVPur, -1, (cf (L5e)).
Enfin, on impose la condition de Fourier sur chaque demi-aréte de O%;r en utilisant @x- .
(cf (I.Sf)) et la condition de Dirichlet sur les mailles duales du bord 990} ;, et sur les mailles
primales du bord 09, p (cf (I.5a)).

Plus précisément, nous proposons l’algorithme suivant :
. o . T5

e Pour j € {1,2}, on choisit h(}j € o’

e Pour tout £ > 0, et pour i,j € {1,2}, j # i :

¢ Nous obtenons Ur" = (urf!, o7t1) € R75 x @7 solution de

ut =0, VkedMp,  ud'=0, V€M, (1.5a)
—div® (Agvi’ “1) ettt = £, Ve M, (L5b)
—div® (Agv%’fgl) +peutt = fe, VK € oz, (L.5¢)
My D, l+1 = dic* e £+1 %
- Z A V -1 o*Kc* T Z —(p + TI}C*UK* f]c*7 V c* G am] i)
DED o M 73 DEDxNDp M+ ’
(I.5d)
d * d * —
%%@:}g + %@iﬂﬁ = ADVDungl M,e, VL= [rex] € 0Mr, (I.5e)
e w4 u£+1 ,

¢ Nous évaluons h?;l grace aux valeurs sur le sous-domaine

ultt 041
+ u,
V x| € oA r, h,@;}ﬁ = —goéﬂ —I—p—. (1.6)

K*,.L 2

Les conditions de transmission de type Fourier font intervenir, dans leur définition, un para-
meétre p dont la valeur a une influence important sur la vitesse de convergence de 1’algorithme.
Lorsque nous examinons le comportement du parameétre optimal (ie celui permettant d’obtenir
la vitesse de convergence optimale) en fonction de la taille du maillage, nous observons numéri-
quement un comportement en % qui n’est pas celui classiquement observé dans [Gan06|. Nous
'avons démontré dans [23].

Proposition 1.1 (Proposition 1 [23])

Ici mous supposons que ¢ = 0 et 7 = 0, alors le paramétre optz'mz'sé dans l’algorithme de
Schwarz DDFV (1.5)-(1.6) vérifie pP" = Argmin, max;(p(B)) = 3, et le taux de convergence
associé est 1 — %kminh + O(h?) avec kyin = ™ et B est la matrice d’itération.
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I.2 Algorithme de Schwarz modifié avec des conditions de Fourier

Ainsi nous avons proposé une nouvelle méthode de prise en compte des conditions aux
bords de type Fourier permettant d’accélérer la convergence de l’algorithme de Schwarz et
d’obtenir le comportement classique du parameétre optimal en \/LE La différence est dans ’ajout
des inconnues de flux, elles sont maintenant placees a chaque sommet de l'interface ¢+ pour
J=1,2, et k* € 99 . Nous notons ¢, € R?r Pensemble des inconnues de flux ), (voir
Flgure I 1). La demarche pour obtenir notre nouvel algorithme DDFV pour le probléme (I1.2)
est la suivante. On intégre I’équation sur les mailles primales intérieures 9%; (cf (1.7b)) et sur
les mailles duales intérieures 2} (cf (I.7c)). On intégre également 1'équation sur les mailles
duales du bord Fourier 8931*F en utilisant les inconnues ¢+ au lieu de Ap,VPur, - n,. la ou
c’est nécessaire (cf (1.7d)). Ensulte pour ’équation sur 09 r, on impose la condition de Fourier
sur chaque aréte (cf (I.7e)). Enfin, on impose la condition de Fourier sur chaque sommet 990}
en utilisant ¢« (cf (L.7f)) et la COHdIthn de Dirichlet sur les mailles duales du bord 99 et
sur les mailles primales du bord 09, p (cf (I.7a)).

Plus précisément, Nous proposons 'algorithme suivant :

e Pour j € {1,2}, on choisit hOTj € RO,V ¢
e Pour tout £ > 0, et pour i,j € {1,2}, j # i :

¢ Nous obtenons Ur! = (ur!, ¢741) € R73 x R?.r solution de

u =0, YkeMp,  ut' =0, Vi €M, (I.7a)

—div® (Agv%ﬁf) et = e, ¥k e, (L7h)

—div® (Agv%ﬁjl) et = fee, ¥ ke €O, (L7¢)

Y AV f e — I e = fe) Y € 00, (L)
DEDex Mic 7i My -

ADVDu’ZTJ;1 f,. +puttt =hl, V= [reas] €0Mr, (L.7e)

Y+ pullt = hl., Vi € 0L (1.7f)

¢ Nous évaluons hfﬁ;l grace aux valeurs sur le sous-domaine
hE = —ADVDueTtl R, +puttt Ve € 0OMyir, (I.8a)
Rt =~ 4 pultt ke € OMp, Ver € OMI - tels que xper = xpx. (1.8b)

Proposition 1.2 (Proposition 2 [23])

Nous supposons ici que ¢ = 0 et n = 0, alors le parameétre optimisé dans [’algorithme de
Schwarz DDFV (L7)-(1.8) vérifie pi* = Argmin, max;,(p(B"")) ~ 23/47 th"‘“‘, et le taux

de convergence associé est 1 — 21/4\/kmin\/ﬁ + O(h) avec kyin = 7 et B™" est la matrice
d’itération du nouvel algorithme.
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I.3 Prise en compte des conditions de transmission de type Ventcell

Dans [25], nous avons discrétisé des conditions de transmission d’ordre deux dites conditions
de Ventcell par les méthodes DDFV pour le probléme de réaction-diffusion anisotrope. Pour
cela, on trie et numérote les arétes o, les mailles primales du bord £, les mailles duales du
bord k* et les sommets x+ de l'interface I', de telle sorte que o, = £, = [CCK;,CEIC;H], pour
s=1,---,N,ou N est le nombre d’arétes de I'.

Nous procédons de la méme maniére que pour I'algorithme (I1.7) en modifiant uniquement
les équations (I.7¢) et (I.7f) par

e Pour j € {1,2}, on choisit h(;j € ROMr UM ¢
e Pour tout £ > 0, et pour 4,5 € {1,2}, j #i :

¢ Nous obtenons U = (uff!, ¢H) € R75 x R™Mjr solution de

u =0, VkeEMp,  ut'=0, Vi €M, (1.9a)
_div* (A@v%ﬁjl) el = £, Wk e, (1.9b)
—div* (A Vo “1) Feut = fee, ¥ ke €N, (1.9¢)
m —_ m *
- ApVPUF! - e — ! f et = £, Ve € 00y, (19d)
DED o+ M Mycx ’
ADVDUETJ;1 n,.+ Vﬁ (u ?9“3% )=ht, V= |rer] € OM; 1, (I.9e)
0+1 041 ¢
(I T +V,C* "(u aﬁgﬁ*’ ) =he, Vkre€ 893?;}, (1.9f)
avec pour s =1,---, N,
q £+1 AR bl e
oM i, /41 /+1 1 s Ls * L Ls—
V/Js J F(uagﬁj,r) puﬁ+ As *+ 7;;1 o As - 1 :
s K K
et pour s=2,...,N
041 041 041 041
am* q* U’C* 1 - U,C* 1u,(:* - U’C* 1
V ) 7, <u€+1* ) — p*uétl _ As s+ s A_S s—
k dmj’ K OK*s w Mg, v mUsfl

ou Aj et A sont les valeurs de A, aux points xz, et zx:. On remarque qu’on a

uttt =ull  =0et u”l = uztl = 0 grace aux conditions aux bords sur d€).
o L K

¢ Nous évaluons hf;l grace a

B = AP Rt VSl ) Ve oMy (10w

hffcl* = it + Vﬁ* "(u g;r)%* ), VK= € OMp, Ve € OMp tels que Ty = 2.
" (1.10b)
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Théoréme 1.3 (Théoréme 3.1 [15])

La solution (uZTj )j=1.2 de Ualgorithme DDFYV optimisé de Schwarz définie par (1.9) existe et
est unique.

Théoréme 1.4 (Théoréme 3.2 [15])

La solution (Ug_j)jzl,g de lalgorithme DDFV optimisé de Schwarz définie par (1.9)-(1.10)
converge quand ¢ tend vers linfini vers la solution ur du schéma DDFV (1.4) sur Q.

101’\‘

vvvvvv
vvvvvv
vvvvvvvv

. lo—l -

——p=1 --—p=1

S 10-3 ——p=10 | —+—p=15 |

——p=20 ——p =30

——p =30 ——p=45
L 10-5 | ——p =40 ——p =060 |

p =50 p="T15

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160 60 80 100 120 140 160
Nombre d’itérations Nombre d’itérations Nombre d’itérations

Fi1GURE 1.2 — Convergence de l’algorithme DDFV optimisé de Schwarz pour différentes valeurs du parameétre p
(¢=0) avec h = 273 et une initialisation aléatoire. A gauche : Ay, = Ay, =1, Ay, = 0. Au milieu : A,, = 16,
Ay, =1, Ay, =0. A droite : Ayy =1, Ay, = 16, Ay, = 0.

Ces conditions de transmission dépendent de parameétres p et ¢ qui influencent aussi la conver-
gence de 'algorithme. Dans la Figure 1.2, nous calculons pour différentes valeurs de p et d’aniso-
tropie A, pour ¢ =0 et n =1, 'erreur F; = HuET] — Ur||2 sur un maillage cartésien avec h = 273
et la solution DDFV u, = 0. Il est alors intéressant de chercher & optimiser ces paramétres afin
d’accélérer au mieux la convergence de ’algorithme.

I.4 Etude des paramétres optimisés dans le cas continu

Dans cette section, la matrice d’anisotropie A est supposée constante sur 2.

Afin d’obtenir des informations sur le choix des paramétres p et ¢ qui accélérent la conver-
gence, une technique des méthodes de Schwarz optimisées consiste a étudier ’algorithme sur
des domaines spécifiques plus simples avec des coefficients constants en utilisant les techniques
de transformée de Fourier [Gan06].

Dans [15], nous avons d’abord étudié les méthodes de Schwarz optimisées au niveau continu,
prouvé leur convergence a l'aide d’estimations d’énergie et déduit des facteurs de convergence
permettant de déterminer le choix optimal des parameétres dans les conditions de transmission.
On note D(k) =: \/nAm + k2det A, kypin = T et kppaa = T

h
Théoréme 1.5 (Theorem 2.7 [15])

Le coefficient menant a la meilleure convergence de ’algorithme de Schwarz continu (1.2)
avec ¢ = 0 dans le cas Fourier sur un domaine non-borné §2 est

pgl,?;o = \/D(kmax)D(kmin)a
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avec le facteur de convergence optimisé associé

opt \/D(kmaw) - \/D<kmm) ‘

| /Dkmac) + /D Fonin)

Les coefficients menant a la meilleure convergence de l’algorithme de Schwarz continu (1.2)
dans le cas Ventcell sont

p o /det A krznaw D(kmin> — k?ninD(kmllI>
1,00 - 1
\/2(kng - kfnm) (D(kmaa:) — D(kmin)) (D(kmin)D(kmax>)4
opt vdet A \/D(kmax) — D(kmin)

Ay V202, — R20) (D(kmin) D(kmar))

QLOO A
avec le facteur de convergence optimisé encore plus petit

opt

Y

Y

p(f);/o + qtl)?cfoAyyk??un - D(kmm)
pipotO + qopt Ayykz + D(kmm) ‘

1,00 min

opt

pl,oo -

Nous avons également fait une étude dans le cas d’'un domaine borné. On remarque que
dans le cas des conditions de transmission de Ventcell, nous avons obtenu qu’une approximation
asymptotique des parameétres optimisés.

Théoréme 1.6 (Theorem 2.9 [15])

On note fr(k) := D(k) coth (ALMD(/C)) Le meilleur paramétre de Fourier (1.2) avec ¢ = 0

et le taux de convergence associé dans un domaine bornée de taille 2L (0 := (—L,L) x R)

sont
opt _ kmzn kma,x : opt _ \/fL(kmax) - \/fL(kmzn) ‘
Po,L \/fL( ) fi( ) Po.L \/fL(kmaz) n \/fL(k’mm)

Dans le cas Ventcell (1.2), on obtient
opt __ v det A(kgzafo(kmzn) - k%unD(kmax))

P =
\/Q(k%wac - krznin)\/D(kmafc) (D(kmax)fL(kmm) - DQ(kmin)) (D(kmax) - fL(kmm))
+O(etes),

opt 1 \% det A(D(kmam) - fL(kmzn))%
L =
Ao\ J2(02 0, — K2,/ Do) (D (o) S i) — D (o))
avec le tauzr de convergence associé

pcl)% + q;?szyk%Lm — fr(kmin)
pi{)cfo + qi)?:)OtOAyykTQnin + fL(kmzn)

+ O(e Finaz),

opl __
PiL =

. . < . ., t
Nous illustrons dans le tableau 1.1 une comparaison entre les parameétres optimisés pg, sur
. . opt . . opt . . s .
un domaine non-borné, py sur un domaine borné, et py gz, pum Celul qui est numériquement le

. L . . .., L. opt opt
meilleur. Nous déterminons les paramétres optimisés numériquement pg’yse, num (00 DY uary mum
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opt . . N . .
et ¢’ ddfu,num> en exécutant notre algorithme pour trouver le paramétre qui donne les meilleures
performances au sens ot le facteur de convergence approché, calculé en divisant I’erreur aprés
100 itérations par l'erreur initiale et en prenant la racine 1/99-iéme, doit étre le plus petit.
Nous simulons directement les équations d’erreur et commengons par une estimation initiale

aléatoire pour nous assurer que toutes les composantes d’erreur sont présentes.

pgp; ‘ iter H pgp,f ‘ iter H pgﬁdfv’num ‘ iter
Mesh A =Id
273 9.11 43 9.12 43 8.34 39
2-4 12.87 | 60 12.89 | 60 11.81 55
2-5 18.21 | 85 18.23 | 85 16.43 76
26 25.75 | 120 || 25.78 | 120 22.42 105

A =16, Ay, =1

273 36.43 | 28 44.26 | 35 35.17 27
24 51.50 | 40 62.57 | 49 49.62 39
2-5 72.82 | 59 88.48 | 72 69.46 56
26 102.99 | 82 || 125.13 | 100 96.33 7

Ao =1,A,, =16
273 35.60 95 35.60 | 95 49.09 73
2-4 50.34 | 136 50.34 | 136 74.44 95
2 5
2 6

71.20 | 186 71.20 | 186 104.99 129
100.69 | 254 || 100.69 | 254 140.51 185

opt . .
TABLE 1.1 — Paramétres continus optimisés po oo €t pO avec kmin = T et ke = 7, €t pof ddfv,num celui qui est

numériquement le meilleur, avec le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur de 1072, Avec n = 1
et un maillage cartésien de Q =] — 1,1[x]0, 1].

Il y a deux observations intéressantes :

e Premiérement, dans le cas du laplacien, I'analyse sur le domaine non borné donne un
parameétre de Fourler p trés proche du parameétre de Fourier po T " obtenu sur un domaine
borné. Il en est de méme dans le cas anisotrope lorsque la diffusion dans la direction z reste
modérée (par exemple pour A, = 1 et A,, = 16). Toutefois, ce n’est plus le cas lorsque
la diffusion est forte dans la direction x (par exemple pour A,, = 16 et Ay, = 1). Les
conditions aux bords x = —1 et x = 1 de Dirichlet homogénes influencent substantiellement
la solution, et le fait que le domaine soit borné doit étre pris en compte pour déterminer
le paramétre optimal po L, (qui est alors différent de pOP ! ).

e Deuxiément, dans le cas du laplacien, l’analyse (sur domaine borné et sur domaine non
borné) prédit de maniére efficace le paramétre optimal trouvé numériquement ]08{J jdfv,num.
Par contre, dans le cas anisotrope, les valeurs fournies par 'analyse (sur domaine borné
ou non borné) restent éloignées des valeurs optimales obtenues numériquement. Dans le
cas Ay, = 16 et Ay, = 1 la prédiction de I'analyse est trop élevée, et elle est trop faible
dans le cas A, = 1 et Ay, = 16. L’analyse continue sur domaine borné qui devrait
étre plus précise ne l'est pas. Lorsque la taille du maillage tend vers 0, le comportement
asymptotique des parameétres optimaux obtenus par ’analyse continue est bien capturé.
Cependant, pour obtenir une bonne prédiction & maillage fixé, il est alors nécessaire de
réaliser une analyse des paramétres optimaux dans le cadre discret.

Le tableau 1.2 donne les valeurs des différents paramétres Ventcell optimisés.
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Probléme | p=1,¢=0 | p=300,¢=0 p:pgf’swq:O p=p", q=q"
gauche 33 35 8 3
droite 37 34 7 3

TABLE 1.3 — Nombre d’itérations obtenus en résolvant le probléme de gauche et de droite de la Figure 1.3 en
utilisant 1'algorithme de Schwarz DDFV.

p(f?oto ‘ qtl),poto ‘ iter H p;)pi ‘ qi)plf ‘ iter H pcl)pc)l:dfv num qipjdf’u num iter
Mesh A =Id
2- 3.6870 | 0.0439 | 19 3.6959 | 0.0439 | 19 4.0220 0.04699 18
21 4.4898 | 0.0269 | 20 4.4998 | 0.0269 | 20 4.5815 0.02878 20
270 5.4069 | 0.0163 | 24 5.4185 | 0.0163 | 24 5.3173 0.01745 24
2°6 6.4718 | 0.0097 | 29 6.4853 | 0.0097 | 29 6.1922 0.01063 27
Ao =16, A, =1
273 14.7479 | 0.1757 | 16 20.7545 | 0.1693 | 14 19.1678 0.18871 11
2-14 17.9591 | 0.1077 | 20 24.6158 | 0.1059 | 17 22.1708 0.1249 15
2-° 21.6275 | 0.0651 | 24 29.2925 | 0.0645 | 22 26.2975 0.07849 19
26 25.8870 | 0.0390 | 30 34.8627 | 0.0388 | 27 30.8763 0.04811 24
Ape =1, A,, =16
273 14.1316 | 0.0111 | 59 14.1316 | 0.0111 | 59 35.9474 0.00699 95
21 17.2871 | 0.0068 | 56 17.2871 | 0.0068 | 56 42.0509 0.00542 55
2°° 20.8638 | 0.0041 | 56 20.8638 | 0.0041 | 56 44.7826 0.00330 95
26 24.9996 | 0.0025 | 66 24.9996 | 0.0025 | 66 44.8830 0.00184 54

N . e, t t t t t
TABLE 1.2 — Paramétres continus optimisés pi’. ., ¢i*., pi¥; et ¢i"] pour kpin = 7 et kpae = I, €t p(l’pddfv >

opt
4 ,ddfv,num

de 107!2. Avec 1 = 1 et un maillage cartésien de Q =] — 1,1[x]0, 1].

celui qui est numériquement le meilleur, avec le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur

Nous observons de nouveau comme dans le cas Fourier qu’asymptotiquement les meilleurs
parameétres sont bien prédits. Pour de fortes anisotropies, il y a des différences dans les para-
meétres qui peuvent peut-étre étre expliquées avec une analyse discréte.

I.5 Illustrations numériques

Nous montrons maintenant comment se comporte notre algorithme sur des maillages non-
conformes et des maillages non cartésiens voir la Figure 1.3. On initialise avec zéro. Pour le
probléme & gauche, on utilise une matrice de diffusion diagonale avec A,, = 16 et A, = 1
et une terme source qui vaut f(z,y) = e @t0-5°~-05° Nous indiquons dans le Tableau
1.3 le nombre d’itérations pour obtenir une erreur de convergence de 1% avec la solution sur
tout le domaine avec différents parameétres optimaux : avec p = 1, ¢ = 0, p = 300, ¢ = 0,
comparé avec le paramétre de Fourier optimal continu pgf’ Cfo = 63.07 et ceux de Ventcell optimaux

continus p{f, = 20.04 et ¢{%, = 0.0803. On voit bien que I'utilisation des paramétres prédits

par I'analyse continue conduit & de grandes économies sur le nombre d’itérations nécessaires,
et ceci sans modifier le cout de calcul par itération. Nous avons obtenu des résultats similaires

pour l'exemple de droite dans la Figure 1.3, ou nous avons maintenant utilisé une matrice

s . . 16 05 . .
de diffusion entiérement anisotrope A = [ 05 1 ] et le méme terme source, voir le Tableau

[.3. Les paramétres optimisés par l’analyse continu sont pgﬁfo = 51.5 dans le cas Fourier, et
pr t =17.96 ct q‘f‘:”(fo = 0.1077 dans le cas Ventcell. La encore, les parameétres prédits conduisent
a des économies importantes.

Pour ce cas test, nous avons choisi une diffusion anisotrope variable en espace. La solution du
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FI1GURE 1.4 — La solution DDFV sur le domaine complet : la valeur maximale de la solution est 0.2958

20880

¢ =1, max=0.1281 ¢ =4, max=0.1578

¢ = 6, max—0.1862 ¢ = 8, max—0.2087

¢ = 12, max—0.2409 ¢ = 20, max—0.2739

FI1GURE 1.5 — Les itérations £ = 1,4,6, 8,12, 20 pour le cas de 8 sous-domaines, avec la valeur maximale atteinte
par litéré.

probléme est illustrée dans la Figure .4, ot 'on peut clairement voir que la diffusion anisotrope
génére deux maxima, méme si la source n’en avait qu'un. La solution a été obtenue en utilisant
notre algorithme (1.9)-(1.10) et 8 sous-domaines, avec comme paramétres optimisés p = 17.96 et
q = 0.1077 obtenus de l’analyse sur deux sous-domaines, partant avec une initialisation nulle.
Nous montrons dans la Figure 1.5 les itérations ¢ = 1,4,6,8,12,20 pour illustrer la conver-
gence de l'algorithme. Nous pouvons voir comment la méthode génére d’abord des maxima
dans chaque sous-domaine, mais identifie trés rapidement la véritable position des maxima
de la solution, et converge rapidement. Ensuite, nous exécutons également notre algorithme
en utilisant seulement quatre sous-domaines, voir la Figure 1.6, et finalement seulement sur 2
sous-domaines, voir la Figure 1.7. Comme prévu, la convergence est plus rapide en utilisant
moins de sous-domaines car nous n’utilisons qu'une méthode a un niveau, mais nous observons
également que les deux maxima dans la solution sous-jacente sont identifiés trés rapidement.

TSR @(=JsrA

=1, max=0.1898 { =4, max=0.2181

¢ = 6, max—0.2347 ¢ = 8, max—0.2482

¢ = 12, max—0.2677 ¢ = 20, max—0.2868

FI1GURE 1.6 — Les itérations £ = 1,4,6, 8,12, 20 pour le cas de 4 sous-domaines, avec la valeur maximale atteinte
par litéré.
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== ==

£ =1, max=0.2958 ¢ =4, max=0.2958
{ = 6, max=0.2958 ¢ = 8, max=0.2958
¢ =12, max=0.2958 ¢ = 20, max=0.2958

FIGURE 1.7 — Les itérations ¢ = 1,4, 6, 8,12, 20 pour le cas de 2 sous-domaines, avec la valeur maximale atteinte
par l'itéré.

1.6 Etude des paramétres optimisés dans le cas discret

Dans cette section, la matrice d’anisotropie A est supposée constante sur 2.

Nous présentons pour la premiére fois une optimisation discréte du parameétre de Fourier dans
les conditions de transmission de l’algorithme Schwarz DDFV (1.7)-(1.8) afin de comprendre
pourquoi les parameétres optimisés de I’analyse continue dans la section précédente donnent par-
fois des performances sous-optimales pour les anisotropies élevées. Comme dans le cas continu,
nous nous concentrons sur une décomposition en deux sous-domaines. Pour obtenir un facteur
de convergence discret, nous utilisons 'approche typique dans les méthodes Schwarz optimi-
sées : nous considérons un domaine € := (—a,a) x (0,b) décomposé en deux sous-domaines
disjoints ©; := (—a,0) x (0,b) et Q5 := (0,a) x (0, b), avec 'interface T := 93 N 9s. Nous uti-
lisons une grille rectangulaire, de sorte que la discrétisation DDFV loin de l'interface I' conduit
a deux schémas de différence finie en cing points entrelacés. Le pas du maillage est indiquée
par (hy, hy) avec a = Mh, < oco. Nous supposons également ici que A,, = 0, ainsi les deux
relations de récurrence se découplent.

Théoréme 1.7 (Theorem 3.2 [18])

Le coefficient menant a la meilleure convergence de l’algorithme de Schwarz DDFV Fourier
(1.7)-(1.8) est donné par

pgﬁdfv’a = \/fcc,a(ymin)fvc,a(ymax), (111)

ot o« € {M,<} en fonction des cas bornés ou non-bornés, et le facteur de convergence

associé est
\/fvc,a(Vmax) - \/fcc,a(ymin)
\/fvc,a (Vmax) + \/fcc,a(Vmin) ’

0l Vmin = V(Kkmin), Vmax = V(Kmaz) aveC kpin = 1 €t kpar = % — 1. Les fonctions sont

définies par

Jeeoo(v) = 2= sinh v, focoo(V) = 242 tanh §
Jeear(v) = 525 sinh v coth(Mv), - foen(v) = 2425 tanh § coth(Mv)
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Analyse discréte ||Le meilleur numériquement
Mesh p(o)f)jdfv,oo pgp;dfv M p(o)flc;dfv,num
Ao =1, A, =1,n=1
273 | 8.54 8.55 8.27
2-4 12.18 12.20 11.79
270 || 17.26 | 17.29 16.26
2-6 24.42 24.46 22.13
Ape =16, A, =1,7=1
273 29.42 35.83 35.01
21 41.69 | 50.68 49.59
275 58.98 71.67 68.66
276 83.42 | 101.36 96.45
Az =1let Ay, =16, =1
273 51.02 | 51.02 48.41
24 78.62 78.62 74.03
27° || 114.24 | 114.24 103.04
2761 162.73 | 162.73 135.74

TABLE 1.4 — Paramétres optimisés discrets pg, (ﬁdfvm etp;, jdfv’ Mo et D jdfvmum celui qui est numériquement le
meilleur.

- p(k) w(k)? _ h_i 4N, . 5 (kmh,
avec v =—log | 1 + 5 (k) + | et u(k) = A \R2 sin 5% +7n).

Nous donnons dans le tableau 1.4 les résultats correspondants aux parameétres optimisés
discrets donnés par le Théoréme 1.7. Il y a plusieurs observations intéressantes : premiérement,
nous voyons que l'analyse discréte sur domaine borné prédit relativement bien le comportement
du paramétre optimal obtenu numériquement (en particulier pour le laplacien et pour une faible
diffusion selon y). Deuxiémement, dans le cas anisotrope, il y a une différence substantielle entre
I’analyse continue et discréte, et les parameétres continus fonctionnent moins bien avec une forte
diffusion le long de la direction d’interface, A,, = 16. Troisiément, nous voyons que pour le
cas du laplacien, les analyses bornées et non bornées donnent des résultats similaires. Avec une
forte diffusion a travers 'interface, A,, = 16, la différence entre I'analyse discréte sur domaine
borné et celle sur domaine non borné devient importante et c’est celle bien siir sur le domaine
borné qui est marche le mieux.

1.7 Considération d’un point de croisement

Nous généralisons ici notre algorithme de Schwarz avec des conditions de transmission de
type Fourier ¢ = 0 a la prise en compte des points de croisement. Nous notons pour €2; ’ensemble
des indices voisins par I; := {i tel que I';; # 0} ou I'j; est I'interface entre ; et €2; et

OM;r, :={k € OM;, kNT}; # 0} les mailles primales du bord intersectant I'j;,
OM 1 i = {K7 € O, kr N Ty; # 0} les mailles duales du bord intersectant I'j;,

L’ensemble des mailles primales du bord qui ne sont pas situées sur le bord Dirichlet est noté
aimj; = Uiefjﬁﬂﬁﬂi.
L’ensemble des mailles duales du bord qui ne sont pas situées sur le bord Dirichlet est noté

* o *
89ﬁj7r7mt — Uie]j am ',Fi,int'

J
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Qs

Q
K" € 0 1, b
| ~— ° .
L& 82)3?1,p4 °

P ~— s °
K€M p | o

FIGURE 1.8 — Gauche : exemple d'un maillage du domaine €2, avec des mailles duales coupées par I's3 et I'4;.
Droite : exemple de maillage composite associé & la décomposition de domaine Q = U}_,€;, avec les notations
pour linterface I'y; pour les mailles primales et duales du bord.

Pour le point de croisement Cj, pour 4,k € I; tels que I'j; NIy, = {Cy}, voir la Figure L8,
nous notons

O . = {K+ € OM:, e = Ciy}

les mailles duales du point de croisement, et nous définissons les ensembles suivants

*

Nous remarquons que maintenant ¢, € R contient les inconnues ¢+ pour k* € OM 1,
et aussi celles reliées au point de croisement 1« et 1« pour k* € IM; - (voir la Figure

1.9).

Nous procédons de la méme maniére que pour l'algorithme (I1.7)-(1.8) en traitant a part le

point de croisement :
e Pour j € {1,2}, on choisit hOTj € ROM.rVOM

e Pour tout ¢ > 0, et pour i,j € {1,2}, j #i :

¢ Nous obtenons Ufﬂjl = (ueﬁl 1) € R7i x R®r solution de (I.7a)-(1.7d) et prenant

9 T]

uniquement les équations (I.7e) pour tout x+ € 9N, et (L.7f) pour tout x+ €

OM: 1 ;. €t en ajoutant

- 2

DED}C* Myc*

m,=

D I+l = _ i0+1 k041
ADV UT . Il,,*;c* - mo.l *Q/Jj,IC* - mo.k *¢j,K*
7 3K 3K

+neultt = fe, Ve € M,

k041 0+1 _ pkt i 041 +1 _ pilk
Vi tpues = hjie et 20 +puls = b,

Vs € O

(I.12a)

(L.12b)

ol on a ajouté l'indice j dans les données d’interface h; pour rappeler qu’elles sont

pour le sous-domaine £2;.
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Q2

O

FIGURE 1.9 — Localisation des inconnues des interfaces.

¢ Nous évaluons hi*! grace a

W= —ApVPuST - B + pus Ve € 0Myp,, Vi € I, (1.13a)
Wit = =it + pu it Ve € Oy 1y, Ve € Oy e = e, Vi € I, (L13D)
ot = =l 4 pultl, Ve € 090 o, Ve € 09 ¢, e = wpe, Vi € I (1.13¢)

Théoréme 1.8 (Theorem 2.1 [18])

La solution (ufrj)j de lalgorithme DDFV optimisé de Schwarz définie par (1.12) existe et
est unique.

Théoréme 1.9 (Theorem 2.2 [18])

La solution (ugTj)j de lalgorithme DDFV optimisé de Schwarz définie par (1.12)-(1.13)
converge quand ¢ tend vers linfini vers la solution u, du schéma DDFV (1.4) sur €.

I.8 Application : reconstruction d’images

Nous montrons enfin une application de la diffusion anisotrope pour la reconstruction d’images.
Notre domaine contenu dans le rectangle (—2,2) x (—1,1) est montré dans la Figure 1.10. Il
représente une section 2D d’un modéle souterrain, o, dans la région de maillage raffiné au
fond, il y a un déme de sel d’intérét pour la récupération du pétrole. Au sommet, nous avons la
surface de la terre, avec une partie plate et une partie inclinée vers le bas. Nous décomposons le
domaine en quatre sous-domaines, trois rectangulaires et le coin supérieur droit est triangulaire,
et les maillons en utilisant différentes techniques de maillage. Il y a un point de croisement.
Nous générons une image artificielle ug(x,y) dans ce domaine avec plusieurs couches, illustrée
a la Figure .11 en haut a gauche. Nous ajoutons ensuite du bruit aléatoire a cette image pour
obtenir ug(z,y), ce qui conduit & I'image en haut a droite de la figure 1.11. Pour supprimer le
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F1GURE 1.10 — Domaine pour la reconstruction d’images pour un déme de sel. Les simulations sont faites sur

un maillage 3 fois plus rafiné.

FIGURE 1.11 — En haut a gauche : image originale sans bruit. En haut a droite : image avec un bruit aléatoire.
En bas a gauche : image obtenue & ’aide de notre algorithme avec une diffusion isotrope. En bas a droite :

image obtenue a l’aide de notre algorithme avec une diffusion anisotrope.
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bruit, on peut utiliser une équation de diffusion dépendante du temps de la forme
Opu(z, y,t) = div(A(z,y)Vu(z,y,1)), u(z,y,0) = uo(z,y),

et prendre un ou plusieurs pas de temps d’une méthode d’Euler retrograde pour lisser le bruit
haute fréquence. Si ’on fait un pas avec le pas de temps At = 0.1 sur le maillage de la Figure
.10, et utilise la diffusion isotrope, A = 1, on obtient le résultat affiché en bas & gauche de la
Figure 1.11. Nous voyons que toutes les frontiéres nettes ont également été diffusées, ainsi que
le bruit. Pour éviter cela, nous choisissons maintenant la diffusion anisotrope, avec

10
A:(o 1e—5>

sauf dans la zone —1 <y < —0.75 et —0.3 < x < 0.3 ou 'on choisit

le—5 0
A:( ; 1>,

Ce choix est bien adapté & notre image, car dans la zone spéciale, les lignes sont verticales,
ou dans le reste elles sont horizontales, et nous ne voulons pas diffuser a travers les interfaces
nettes, seulement le long d’elles. Dans une situation plus réaliste, il faudrait utiliser dans le
tenseur de diffusion anisotrope le gradient de la solution u pour déterminer les directions de
diffusion a éviter.

La reconstruction calculée avec notre algorithme est montrée en bas a droite dans la Figure
[.11. Nous voyons clairement que la diffusion anisotrope est trés bien capable de préserver les
lignes dans le processus d’élimination du bruit. Dans une situation plus réaliste, il faudrait
utiliser dans le tenseur de diffusion anisotrope le gradient de v pour déterminer les directions
de diffusion a éviter. En utilisant le paramétre de Fourier p = 0,05, notre algorithme a eu
besoin de 14 itérations pour converger vers une tolérance de le — 3, alors qu’avec p = 0,01 il a
fallu 45 itérations, et avec p = 1,5 il a fallu 213 itérations. Cela illustre bien I'importance d’un
bon choix du parameétre p.
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Chapitre 11

Discrétisation des problémes de
diffusion-convection-réaction

Dans ce chapitre, je présente les travaux que nous avons réalisés sur des schémas DDFV
pour les équations de diffusion-convection-réaction. Ce chapitre se partage en deux parties. La
premiére partie traite du modeéle de Peaceman étudié dans [6] et [9]. La deuxiéme partie s’inté-
resse a la discrétisation DDFV du modéle de Fokker-Planck préservant les états stationnaires
voir [11], [14] et [29]. Toutes les notations et les opérateurs sont définis dans 1’Annexe.

II.1 Etude pour le probléme de Peaceman

II.1.1 Présentation du probléme de Peaceman

Nous supposons que € est un connexe polygonal domaine de R? et 7' > 0. Les inconnus
du modéle de Peaceman sont la pression dans le mélange fluide p, sa vitesse de Darcy U et la
concentration d’un fluide polluant ¢. Le modéle s’écrit comme dans [CHDO7]

div(U)=q¢" — ¢ dans |0, T[xQ, (IT.1a)
U=-A(,c)Vp dans ]0, T'[x (2, (IT.1b)
U-ni=0 sur |0, T[x 012, (IL.1c)
/p(-,x) dr =0 sur |0, 77, (I1.1d)
Q
®9,c — div(D(-, U)Ve) + div(cU) 4+ ¢ e =g¢*c dans |0, T[x €, (I1.2a)
D(-,U)Ve-i =0 sur |0, T[x 012, (I1.2b)
c(0,-) = ¢ sur 2. (I1.2¢)

Dans ce systéme, g7 et ¢~ sont des termes d’injection et de production, ¢ la concentration
injectée, ® la porosité du milieu poreux. Le tenseur A contient 'effect de la perméabilité du
milieu poreux et la viscosité du mélange. Le tenseur D est le tenseur de diffusion-dispersion ;
il contient la diffusion moléculaire et la dispersion mécanique. Nous supposons les hypothéses
suivantes :

(g, q7) € L=(0,T; L*(2)) sont des fonctions positives telles que

q (-, x)dr = / q~ (-, x) dx presque partout dans |0, T, (IL3)
Q Q
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A QxR — My(R) est une matrice de Carathéodory vérifiant :
Jas > 0 t.q. Az, s)€ - € > aal€)? pour presque tout x € Q, Vs € R et V€ € R?, (I1.4)
Ila > 0 t.q. |A(z, s)| < Aa pour presque tout x € Q et Vs € R,

D: Q x R? - M3(R) est une matrice de Carathéodory vérifiant :
Jap > 0 t.q. D(z, W)¢ - € > ap(1l + |W|)|€|? pour presque tout = € Q, VW, € € R?  (IL5)
JAp > 0 t.q. [D(z, W)| < Ap(1 + |W|) pour presque tout = € Q et VW € R?,

® € L°(Q) et il existe P, > 0 t.q. P, < P < &' presque partout dans Q, (IL.6)

¢ € L>(]0,T[xQ) vérifiant : 0 < ¢ < 1 presque partout dans |0, T[x, (IL.7)

cop € L*°(Q) vérifiant : 0 < ¢y < 1 presque partout dans €. (IL.8)

La définition suivante (similaire a celle dans [Fen95]) donne le sens d’une solution faible &

(IL.1)—(I1.2).

Définition IT1.1

Sous les hypothéses (11.3)—(11.8), une solution faible a (11.1)—(I1.2) est un triplet (p, U, c)
vérifiant

pe L0, T; H(Q)), UeL®0,T;L*(Q)?, cec L°0,T;L*(Q)) N L0, T; HY(Q)),

/p(t, -) = 0 pour presque tout t €]0,T[, U = —A(-,¢c)Vp presque partout dans |0, T[xS2,
Q

Vi € C(0,T] x ). //U Ve = //
Vo € C([0, T[xQ), // (I)c@tgo+// U)Ve- Ve — //CU Vo
o Lo foo= [ [oos

Dans [6], nous avons proposé un schéma DDFV pour le probléme de Peaceman (I1.1)-(11.2).

Pour prouver la convergence du schéma, nous avons besoin d’ajouter un opérateur de péna-
lisation dans la discrétisation de ’équation de convection-diffusion-dispersion. Un tel opérateur
de pénalisation a déja été introduit par Andreianov, Bendahmane et Karlsen dans la discré-
tisation d’une équation hyperbolique-parabolique dégénéré [ABK10]. Il assure que les deux
reconstructions de la concentration, celle sur le maillage primal et celle sur le maillage dual,
convergent vers la méme limite. C’est crucial quand nous passons a la limite dans 1’équation de
concentration. Pourtant, les expériences numériques montrent que l'opérateur de pénalisation
n’est pas nécessaire en pratique.

Afin de montrer ce théoréme, nous appliquons une stratégie similaire a [Fen95| sur nos
approximations discrétes au lieu de régulariser le modéle de Peaceman. Nous établissons des
estimations a priori vérifiées par la solution discréte du schéma. Les premiéres estimations
conduisent au caractére bien posé du schéma et fournissent les premiers résultats de compacités
en espace. Afin d’avoir la compacité en espace et en temps de la suite des solutions discrétes, nous
appliquons la version discréte du Théoréme d’Aubin-Simon, démontré par Gallouét et Latché
dans [GL12|. Pour cela nous établissons une estimation sur la dérivée en temps discréte. Enfin,
nous illustrons le comportement numérique du schéma DDFV. Dans cette derniére section, nous
montrons 'effet du terme de pénalisation introduit pour la convergence mais qui en pratique
peut étre mis a 0.
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I1.1.2 Le schéma DDFYV pour le modéle de Peaceman

Soit (7,9) un maillage DDFV de Q et d¢ > 0 le pas de temps. On pose Ny = T'/dt (nous
choisissons toujours les pas de temps de sorte que N soit un entier) et nous définissons ¢,, = ndt
pour n € {0,..., Np}.

Premiérement, nous discrétisons toutes les données du probléme. Nous définissons ¢ =
P7co € R7. et &7 = P7 ® € R”. Pour tout n > 1, pour w = g+, ¢, ¢, nous écrivons :

1 [t

n __ T
wr = tnil]P’mw(.,t)dt.
A chaque itération en temps n, la solution discréte est donnée par (p4, U%, ) € R” x (RQ)Q X
R” et les calculs de la pression et de la vitesse (p%, U%) vont étre découplés du calcul de
la concentration (¢%). Le couplage dans la loi de Darcy (II.1b) impose de reconstruire une
approximation sur les diamants cjy ' = (c}y ')pep & partir c?_l dans la formule (V.17). Nous
introduisons également I'approximation des tenseurs

Ap(s) = L/ A(z,s)dx Vs € R, Dp(W) = L/ D(x, W)dz, YW € R%.
D D

mop mop

Ce qui permet de définir Ag(chy ') = (AD(CD_l))D€© et Do (Ug) = (Dp(Up)) peo-
Le schéma DDFV pour (II.1) s’écrit : V1 < n < Np

div" (Ug) = g7 — ¢7", (IL.9a)
5= —Ao(cy VpF, (IL.9b)
U} My =0, VD€ Doy, (I1.9¢)
> mepg = > mepge =0, (11.9d)

KeM KX EM*UOM*

et celui pour (I1.2) s’écrit : V1 <n < Nr
n _ .n—1

@T% — div” (D (UR) V%) + dive” (U, &) + ¢y + kP = ¢ "¢, (IL10a)
Dp (UD) V2 - i, = 0,¥D € Deu, (I1.10D)

avec k > 0 un réel et P7 est un opérateur de pénalisation.

Le schéma (I1.9)-(I1.10) se résume a la résolution de deux systémes linéaires : partant de
A (p%, UR) est obtenu en résolvant le systéme linéaire (I1.9a)—(I11.9d) et puis ¢ est calculé
en résolvant le systéme linéaire (I1.10a)-(I1.10b). L’existence et I'unicité des solutions a chaque
systéme linéaire reposent sur des estimations a priori.

I1.1.3 Convergence du schéma

Nous pouvons maintenant indiquer le résultat principal.
Théoréme I1.2 (Theorem 2.6 [9])

Nous supposons que (I1.3)—(I1.8) sont vérifices, k > 0 et B €]0,2[. Soit (Tm)m>1 une suite
de maillages DDF'V tels que h,, = size(T,,) — 0 tandis que les paramétres de régularité
m—0o0

Cm et ag, vérifient :

Jar >0, > 0 tels que ,Ym, «a,, > ar et (, <, (IL.11)
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avec ¢ vérifiant (V.6). Soit (dty,)m>1 une suite de pas de temps t.q. T/dt,, est un entier et
dt,, — 0. Alors, le schéma DDFV (11.9)~(11.10) définit une suite de solutions discrétes

m—0o0
(Pm = Phmdtm> Um = Unpdit, Gm = Chpdtn) € Hrpdt, X Ho,,dt X Hrpar,, il existe
p € L>(0,T; H(Q)),U € L>(0,T; L*(Q2))? et c € L>=(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; H'(Q2)), et, a
sous-suite pres, nous avons le résultat de convergence suivant quand m — oo :

Pm — D faible-x dans L>=(0,T; L*(Q)) et fort dans LP(0,T; LY(R)),Vp < 00,q < 2;
V' — Vp  faible-x dans (L*°(0,T; L*(2)))? et fort dans (L*((0,T) x Q))?;
U, - U faible-x dans (L°(0,T; L*()))? et fort dans (L*((0,T) x §2))?;
Cm — C faible-x dans L>=(0,T; L*(Q)) et fort dans LP(0,T; L1(2)),Vp < 00, q < 2;

Vime, — Ve o faible dans (L*((0,T) x Q))2.

)
De plus, (p, U, c) est une solution faible de (11.1)-(IL.2).

I1.1.4 Estimations des solutions discrétes

Le Lemme II.3 donne des estimations a priori sur la pression, le gradient de pression et
sur la vitesse de Darcy au niveau discret, tandis que le Lemme I1.4 donne des estimations a
priori sur la concentration discréte et son gradient discret. Ces estimations a priori impliquent
que les deux systémes linéaires (I1.9)-(I1.10) ont une solution unique. Elles fournissent aussi
de la compacité en espace pour les suites de solutions discrétes. Puis, le Lemme II.5 montre
que les reconstructions de la concentration sur les maillages primal et dual vont nécessairement
converger vers la méme limite (quand la convergence a lieu). Dans le Lemme I1.6, nous donnons
une estimation sur les dérivées en temps discrétes de la concentration discréte, qui est essentiel
pour appliquer le résultat de compacité de Gallouét-Latché [GL12].

Lemme I1.3 (Lemma 3.1 [9])

Sous les hypothéses du Théoreme I1.2. S’il existe une solution, notée par (pp.at, Up.at, Chat) €
Hrat X Hoat X Hrat, au schéma (11.9)«(11.10), alors cette solution vérifie

h
||phvdt||oo;0,2,7- + Hv phvdt||(Loo(07T;L2(Q)))2 + ||Uh,dt||(Loo(0’T;L2(Q)))2
< Cllg™ = g |02

avec C' > 0 dépendant uniquement de 2, (, 0, ay et Ap.

Lemme I1.4 (Lemma 3.2 [9])

Sous les hypothéses du Théoréme I1.2. S’il existe une solution, notée par (pp.atr, Upat, Chat) €
Hra x Hop gt X Hrae, au schéma (11.9)(11.10), alors cette solution vérifie

2 h 2 l—n 2
lenat s + V" enadlinomans + |10l enal o
< C (lleoliZzqa + e I3~ r02cay) -
S atPT(e). &y < C (ol +2
K Zl [P7(c7), el < lcollz2y + a2 0.1, 12(0)) ) -

ot C' > 0 dépendant uniquement de 2, T, (, 0, ®, et ap.

Gréace aux Lemmes I1.3 et I1.4, nous avons 'existence et I'unicité de la solution (pp.at, Up.at, Choat) €
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Hy a4t X Ho gt X Hrq: au schéma linéaire (I11.9)—(I1.10).
Lemme I1.5 (Lemma 3.3 [9])

Sous les hypotheses du Théoreme I1.2, il existe C' > 0 dépendant uniquement de 2, T, C, 0,
D, et ap t.q. la solution (phat, Undt, Chat) € Hrar X Hoar X Hy ar au schéma (11.9)—(11.10)
vérifie

C
e s = enramesomI3x 0z < —° (lcolia@) + a7 I orcocay ) -

De plus,

NT NT
Sodt Y mp|ch —c* — 0, Sodt Y mp|ch —cL* =0,  quand h,dt — 0.

n=1 DED n=1 DED

Lemme I1.6 (Lemma 3.4 [9])

Sous les hypotheses du Théoreme I1.2, il existe C' > 0 dépendant uniquement de T, €0, (,
0, ¢", q=, co, aa, A, Ap, P et ap t.q. la solution discréte (pnar, Unars Chat) € Hrar X
Hp at X Hr gt au schéma (11.9)—(11.10) vérifie :

Np
2231 dt H@Tatg’cﬁdt“l’_lﬂ_ < C.

I1.1.5 Tests numériques

Nous définissons le tenseur A, qui contient les effets de la perméabilité K du milieu poreux

et la viscosité ;1 du mélange :
K(-
A c) = ﬁ
p(c)
La viscosité u est généralement déterminé par la régle de mélange suivante :

—4

w(ce) = p(0) (1 + <M1/4 - 1)0) sur [0, 1],

ou M = % est le rapport de mobilité (nous étendons p & R en posant = p(0) sur | — oo, 0[ et
p= (1) sur |1, 00[). Le tenseur D est le tenseur de diffusion-dispersion ; il contient la diffusion
moléculaire d,, et la dispersion mécanique :

D@JD:ﬂN@<¢J+¢UmmEﬂD+dAE—E@D»>,

ou I est la matrice identité, d; et d; sont les coefficients de dispersion longitudinal et transverse
aEﬂU:<wW

U2 >1<i, i<d
Le domaine en espa](:e est Q = (0,1000)x (0, 1000) ft* et la période en temps est [0, 3600] jours.
Le puit d’injection est localisé dans le coin supérieur droit (1000, 1000) avec un taux d’injection
g™ = 30 ft?/jour et la concentration d’injection ¢ = 1.0. Le puit de production est localisé dans
le coin inférieur gauche (0,0) avec un taux de production ¢~ = 30 ft?/jour. La porosité du
milieu est spécifice comme ®(z) = 0.1 et la concentration initiale est co(x) = 0. La viscosité de
I'huile est 14(0)=1.0 cp et M = 41. Nous choisissons ®d; = 5 ft et ®d; = 0.5 ft et il n'y a pas de
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diffusion moléculaire ®d,,, = 0 ft*/jour. Dans ce cas test, 'hypothése sur d,, n’est pas vérifice,
et donc on n’a pas montré la convergence de notre schéma.

Nous choisissons une perméabilité discontinue K = 801 sur le sous-domaine (0,1000) x
(0,500) et K = 201 sur le sous-domaine (0,1000) x (500, 1000). Nous introduisons une suite
de maillage quadrangle/triangle (voir Figure II.1 le maillage est celui de I'indice i = 1). Nous
avons choisi que z, est le centre de gravité de la maille k € 91. Le pas de temps est dt = 36
jours.

AL S
~J/\”/‘T\\\‘/ﬂ g \“ / A /
%\/7)/»\'/ K A A
AN AT
h
=\ /
by
—
\/

400|

(a) k=10"%et 8 = 1. (b) k = 0.

FIGURE I1.2 — Comparaison de la concentration obtenue avec le schéma DDFYV, avec ou sans le terme de
pénalisation, sur le maillage quadrangle/triangle de niveau i = 5 : lignes de niveaux de la concentration aprés
3 ans.

Les Figures I1.2 et I1.3 présentent les lignes de niveaux de la concentration obtenue avec
le schéma DDFV, avec ou sans le terme de pénalisation, sur le maillage quadrangle/triangle
de niveau i = 5, a deux temps différents (3 et 10 ans). Le méme comportement qualitatif est
observé.

I1.2 Etude pour le probléme de Fokker-Planck

Il semble crucial de proposer de nouveaux schémas volumes finis préservant le comportement
en temps long pour les équations de convection-diffusion anisotropes et s’appliquant sur des
maillages presque généraux.
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(a) k=10"%et B = 1.

FiGURE I1.3 — Comparaison de la concentration obtenue avec le schéma DDFYV, avec ou sans le terme de
pénalisation, sur le maillage quadrangle/triangle de niveau i = 5 : lignes de niveaux de la concentration aprés
10 ans.

11.2.1 Présentation du probléme continu

Nous nous concentrons sur une équation de base de dérive-diffusion avec une convection
potentielle et une anisotropie. Soit  un domaine ouvert borné polygonal connexe de R? et
T > 0 un temps fini. Le probléme s’écrit :

Ou+div] =0, dans Q7 = Q x (0,7, (I1.12a)
J=—AVu—uAVYV, dans Qr, (I1.12Db)
J-i=0, sur 90Q x (0,7), (I.12¢)
u(+,0) = ug, dans €, (I1.12d)
avec 1 la normale unité sortante a 02 et les hypothéses suivantes sur les données :
(A1) La donnée initiale ug est mesurable, positive et vérifiant
/Uoda}' >0 et / q)l(U())diB < 00, (1113)
Q Q

ou 'entropie de Gibbs ®;(s) = slogs — s+ 1 pour tout s > 0.

(A2) Le potentiel extérieur V' appartient a C 1(Q2,R). Sans perdre de généralité, nous supposons
que V > 0 dans €.

(A3) Le tenseur d’anisotropie A est supposé borné (i.e., A € L>°(2)?*?), symétrique (i.e., A =
AT presque partout dans ), et uniformément elliptique : il existe A, > 0 et AM > 0 tels
que

A |v? < Alz)v - v < AM|v)?, pour tout v € R? et presque tout € Q. (I1.14)

Le flux J peut se reformuler dans la forme non-linéaire suivante
J=—-uAV(logu+ V).

En multipliant I’équation (II.12a) par log(u) + V' cela conduit a la relation appelée éner-
gie/dissipation
dE

— +1=0 11.15
T : (I1.15)
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ou I'énergie libre E et la dissipation | pour (I1.12) sont respectivement définies par
E(t) = /Q (@1 (u) + V) (, £)de, (IL16)
I(t) = /Q uAV(logu+ V) - V(logu + V)dx. (IL.17)
Comme souligné par exemple dans [AMTUOL] et [BGG12], la solution u de (II.12) converge

vers 'état stationnaire
Usy = (/ uoda:// evdx) eV
Q Q

quand le temps tend vers l'infini. Dans le cas ot A ne dépend pas de x et ou €2 et V sont
convexes, la convergence est exponentiellement rapide.
La relation d’énergie/dissipation (I1.15) conduit & un controle sur 'information de Fisher

// u|Vlog(u)]2dazdt:4// V/al2dadt < C.
T T
Définition II1.7

La fonction w : Qr — R, est dite solution faible du probléme (I1.12) si ®1(u) €
L>(0,T, L)), Vu € L*(0,T, H'(Q2)), et (IL12) est vérifié au sens des distributions, i.e.,
pour tout p € C°(2 x [0,T)), on a

// udpp dedt + / uop (-, 0)dx — // (uVV 4+ Vu) - AVpdadt = 0.
Qr Q Qr

I1.2.2 Le schéma DDFYV non-linéaire

Soit Ny un entier strictement positif, nous considérons pour simplifier un pas de temps
constant donné par At = T'/Np. Pour n € {0,..., Ny}, nous notons t" = nAt. Premiérement,
nous discrétisons la condition initiale en prenant la moyenne de ug, u% = P7 uo, et le potentiel
extérieur V' en prenant la valeur aux centres des mailles primales et duales, V, = P7V.

Le schéma a besoin d'un parameétre de pénalisation dénoté par x > 0. C’est un parameétre fixé.
Puis, pour tout n > 0, nous cherchons u’}“ € (R%)7 solution de la formulation variationnelle
suivante :

n+1

U — ur
[[ T N T_,wT]] +T©( n+17g;l—+1’wT + K [[PT n+1’wT]] O, va e RT, (11183)
To(uz™' g5 vr) = 30 rP(ug™) 6795t - AP ey, (I1.18D)
DED
gt =log(uit) 4+ Vi, (IT.15¢)

ot les opérateurs AP et rP sont définis par (V.18) et (V.19). On remarque que e~ "7 est une
solution stationnaire de (I1.18c¢), car log(e™"7) + V- = 0 implique g™*! = 0. Signalons que, pour
sa mise en oeuvre, on peut passer de la formulation variationnelle & une équation sur chaque
maillage. En effet, on peut appliquer la formule de Green discréte au terme Th donnée par
(IT1.18b) et obtenir le produit scalaire de la divergence discréte div” (J2) et de la fonction test
Y, avec la définition de J%™! donnée par (I1.19d). Ainsi si on prend ¢, = 0 sauf sur une maille
primale £ € 9, on obtient I’équation (I1.19a), si on prend ¢ = 0 sauf sur une maille duale
K+ € OM*, on obtient I'équation (I1.19b) et (I1.19¢) et enfin si on prend ¢+ = 0 sauf sur une
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maille primale du bord £ € 9901, on obtient 'équation (I1.19¢). On peut donc écrire le schéma
sur chaque maillage comme suit :

un—‘rl —un

fmd—t”‘ + div?(J2HY) + kPP g = 0, (I1.19a)
uttt —un . .

WTW + div™ (I + P gt = 0, (I1.19b)
ugs—);th — Uy . OM* [ pntl OM* n+1

R TR div™™ (J27) + kP gl =0, (IT.19¢)
I = —r®(u Y A Vg, (I1.19d)
m,Ju R, =0, VD=0, €Dy (I1.19¢)

La pénalisation dans le schéma a été introduite pour des raisons mathématiques plutot que
pour des raisons numériques. Comme souligné dans les simulations numériques de la section
précédente, le choix k£ = 0 conduit a des résultats satisfaisants, méme si nous ne sommes pas
en mesure d’établir la convergence du schéma dans ce cas.

11.2.3 Propriétés du schéma

L’analyse du schéma est fortement reliée a la version discréte de la relation d’énergie/ dissi-
pation (II.15). Afin de le rendre explicite, introduisons la version discréte (E?),>o de I’énergie
libre E définie par (I1.16) :

et la version discréte (I7),>1 de la dissipation | définie par (I1.17) :
17 =To (ursg7,97),  Vn=1

Le premier résultat est l'existence d’une solution positive au schéma non linéaire (I1.18) ; Le
fait que ce systéme admette une solution n’est pas évident et est assuré par le Théoréme I1.8.
La preuve repose fortement sur le fait que le schéma remplit une relation d’entropie/dissipation
discrete.

Cette relation a été démontré grace a un argument de convexité et grace au fait que la
discrétisation DDFV a I'avantage d’avoir une matrice masse diagonale.

Théoréme I1.8 (Theorem 2.2 [11])

Pour tout n > 0, il existe une solution u™ € (]Ri)T au systeme non-linéaire (11.18) qui
vérifie l'estimation discréte d’entropie/entropie dissipation

n+l _ En
Ertl —En

T + |773+1 <0, Vn > 0.

Nous disposons des outils nécessaires pour traiter la positivité uniforme des solutions. Le
lemme suivant indique que les solutions discrétes restent loin de 0 en étant bornées inférieu-
rement par une petite quantité ¢ > 0 qui dépend des données du probléme continu et des
paramétres de discrétisation. Cette information est d’une grande importance car, du fait de
la singularité de log, la fonction non linéaire correspondant au schéma n’est pas continue sur
la frontiére de (Ri)T. La démonstration est inspirée de celles de [CG16, Lemma 3.10| et de
[CG17, Lemma 3.7].
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Lemme I1.9 (Lemma 3.5 [11])

1l existe € > 0 dépendant des données ug et V', du maillage T, du pas de temps dt, et du
parametre de pénalisation k, telle que

ul™ > et ul. > Vi € MU IM, Ve € M UIM™, Vn > 0.

Une fois Pexistence de u2*! pour tout n > 0, nous pouvons reconstruire la solution discréte
Up dt, Whdeom, €6 Up arom=usmm=. La convergence des ces quantités discrétes vers la solution faible
quand le pas du maillage et le pas de temps tendent vers 0 est une question trés naturelle.

Dans la suite, (7,,),,5; = (D, U OM,,,, M UOM), -, représentent une suite de maillage
DDFV de Q et (D,,),,~, le maillage diamant correspondant. Nous supposons que

size(T,,) — 0, tandis que limsup max max (913,5@) <6, (I1.20)

m—r00 m—oo DPEDm

les facteurs de régularité 6p et Op sont définis

1 m, M+ ~ Mp Mp
Op = — + , 0p = max | max ; max
2sin(ap) \m,-  m, Kem Mprc’ Kfems, Mpogs

Mpak> Mpnicr >0

Concernant la discrétisation en temps, nous considérons une suite (Nr,,) d’entiers stric-

T
NT,m

temps correspondants. Pour des raisons techniques, et méme si cette condition ne semble pas
obligatoire du point de vue pratique, nous devons supposer qu’il existe une constante C; > 0
telle que

m>1

tement positifs tendant vers +oo, et nous notons (dt,,), ~; = ( ) la suite de pas de
- m>1

dt,, > Cysize(Tn), Ym > 1. (I1.21)

En effet, cette condition (I1.21) assure une estimation de l'intégrale de la reconstruction de
la solution discréte sur le maillage diamant, ce qui permet de majorer le terme de la forme
To (u?;17,17) et ainsi prouver la convergence des solutions discrétes.

L’existence d’une solution discréte u%l au schéma (I1.18) pour tout n € {0,..., Np,,, — 1}
et tout m > 1 indiqué dans le Théoréeme I1.8 nous permet de définir les solutions discrétes
Uy At s Who At D > Whory At 0% LOE, €6 Uy, at,, 0, POUT tOUt M > 1. Le théoréme suivant assure
que, a une sous-suite prés, les suites de solution discréte convergent vers la solution faible du

probléme (I11.12).
Théoréme II1.10 (Theorem 2.3 [11])

Nous supposons que (11.20) et (I1.21) sont vérifiés. Alors il existe une solution faible u
définie par la Définition I1.7 telle que, a une sous-suite pres,

Uhyy by My — Uy Uhyy db o0, U0ME, — Uy €t Up,, ar,, —> u  dans LP(0, T LY(Q))
pour tout p € [1,00), et
Uhpn,dtyn, D > U dans LY(Qr).

m—00

La démonstration des Théorémes II.8 et I1.10 est décomposée en plusieurs étapes : il faut
commencer par établir des estimations sur la solution discréte. Ces estimations a priori per-
mettent de montrer que le systéme non-linéaire issu de (II.18) admet (au moins) une solution,
comme le prétend le Théoréme I1.8. Ensuite il faut établir des estimations pour fournir assez
de compacité sur les solutions discrétes pour passer a la limite m — oo.
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I1.2.4 Les simulations numériques

Nous testons notre méthode sur un cas test inspiré de celui de [CG17]. Nous posons 2 =
(0,1)%, et V(x1,22) = —x9. La solution exacte uey est définie par

z 1
Ues((w1, 22), 1) = e+ <7T cos(mwy) + ) Sin(ﬂx2)> + mele23)

avec v = 2 + 1. Nous choississons ug = uex(+,0). Notez que ug disparait sur {z, = 1}.

Afin d’illustrer la convergence et la robustesse de notre méthode, nous étudions sa conver-
gence sur deux familles de maillages. La premiére famille de maillage primal est composée de
mailles de Kershaw raffinées de maniére successive. La deuxiéme famille de maillage primal
est appelée maillage quadrangulaire mesh_quad_i du benchmark FVCAS sur les écoulements
incompressibles. Un maillage de chaque famille est représenté dans la Figure I1.4. Dans la pro-
cédure de raffinement, le pas de temps est divisé par 4 lorsque le pas du maillage est divisé par
2.

AR
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FIGURE I1.4 — A gauche : premier maillage de Kershaw. A droite : troisiéme maillage quadrangulaire.

Nous avons introduit un opérateur de pénalisation afin de prouver que la reconstruction sur
le maillage primal u gt 9n et la reconstruction sur le maillage dual wp g on-ugom+ convergent vers
la méme limite. Dans le Tableau II.1, nous calculons normU la norme L*(Q2 x (0,7))* de la
différence entre les deux reconstructions et ordU l'ordre de convergence correspondant pour
différentes valeurs de x le paramétre de pénalisation. Nous observons numériquement le méme
résultat : les deux reconstructions convergent vers la méme limite méme si x est nul.

M dt k=0 k=101
normU ordU normU ordU
1 | 4.032E-03 || 1.798E-01 — 1.796E-01 —
2 | 1.008E-03 || 9.316E-02 | 0.95 9.313E-02 | 0.94
3 | 2.520E-04 || 4.717TE-02 | 1.03 || 4.716E-02 | 1.03
4 | 6.300E-05 || 2.361E-02 | 1.05 2.361E-02 | 1.05
5 | 1.575E-05 || 1.135E-02 | 0.87 1.135E-02 | 0.87

TABLE II.1 — Résultats numériques sur la famille de maillages quadrangulaire, temps final T=0.25.

Par la suite, le parameétre de pénalisation x mis a zéro. Dans les Tableaux II1.2 et II.3,
les quantités erru et errgu dénotent respectivement l'erreur L°°((0,7"); L?(€2)) sur la solution et
Perreur L?(2x (0,T))? sur son gradient, tandis que ordu et ordgu sont les ordres de convergence
correspondants. Il semble que la méthode utilisée soit d’ordre 2 en espace.

Le maximum (resp. la moyenne) du nombre d’itérations de I'algorithme de Newton par pas
de temps est denoté par Nyax (resp. Npey ). Nous observons que le nombre d’itérations nécessaire
de T'algorithme de Newton commence a partir d'une valeur raisonnablement petite et tombe



50 Chapitre II. Discrétisation des problémes de diffusion-convection-réaction

a 1 aprés un petit nombre de pas de temps. Par conséquent, notre méthode n’implique pas
un cott de calcul supplémentaire important par rapport aux méthodes linéaires. Finalement,
nous pouvons vérifier que la valeur minimale min ) reste strictement supérieure a 0, comme
le prouve le Lemme II.9.

M dt errgu ordgu erru ordu | Nmax | Nmoy Min u™

1 2.0E-03 6.693E-02 — 7.254E-03 | — 9 2.15 | 1.010E-01
2 5.0E-04 2.353E-02 | 1.54 | 1.751E-03 | 2.09 8 2.02 | 2.582E-02
3 1.25E-04 1.235E-02 | 1.61 | 7.237E-04 | 2.20 7 1.49 | 6.488E-03
4 | 3.125E-05 || 7.819E-03 | 1.60 | 3.962E-04 | 2.11 7 1.07 | 1.628E-03
5 | 3.125E-05 || 5.507E-03 | 1.58 | 2.556E-04 | 1.98 7 1.04 | 1.628E-03

TABLE I1.2 — Résultats numériques sur la famille de maillages Kershaw, temps final T=0.25.

M dt errgu ordgu erru ordu | Nmax | Nmean Min u™

1 | 4.032E-03 || 1.754E-01 — 2.149E-02 — 9 2.26 1.803E-01
2 | 1.008E-03 || 5.933E-02 | 1.56 | 5.055E-03 | 2.08 9 2.04 5.079E-02
3 | 2.520E-04 || 2.294E-02 | 1.44 | 1.299E-03 | 2.06 8 1.96 1.352E-02
4 | 6.300E-05 || 8.631E-03 | 1.48 | 3.256E-04 | 2.09 8 1.22 3.349E-03
5 | 1.250E-05 || 2.715E-03 | 1.37 | 7.702E-05 | 1.70 7 1.01 8.695E-04

TABLE I1.3 — Résultats numeériques sur la famille de maillages quadrangulaire, temps final T=0.25.

I1.2.5 Comportement en temps long

Ici, le paramétre de pénalisation k est mis a zéro. Nous considérons la généralisation du cas
test précédent. Le domaine est toujours donné par 2 = [0,1] x [0, 1] et le potentiel est aussi
défini par V(z1,22) = —x9. Nous choississons la famille de solutions & (II.12) donnée par

@ 1
Ue(@1, 2, 1) = mel@272) 4 o~ (PHDHF (7r cos(mxg) + 5 Sin(wa)) Fee ™A cog(r ),

. AHO
().

Donnons deux commentaires sur ce cas de test. Observons d’abord que si 72A;; < 72 + }1
et |e|] < 1, il existe deux régimes de décroissance a 1’équilibre qui sont dus & l’anisotropie.

avec € > 0 et la matrice d’anisotropie

En effet, dans ’expression de u,, le second terme dépendant de o, en e_(”%“i)t, est dominant
pendant de petits temps parce que € est petit. Ensuite, pour des temps plus longs, le dernier
terme dépendant de xq, en e*A“”Qt, est plus grand.

Deuxiémement, notons que dans le cas limite ¢ = 0, le cas de test est “dégénéré”. Avec
le méme raisonnement que précédemment, on voit que le taux de décroissance minimal est
7% + 1 lorsque € = 0 et passe & min(7? + 1, Aq172) lorsque € # 0 quelle que soit la taille de la
perturbation. Lorsque € = 0 et Aq; est petit, toute perturbation dans la direction x; (dont le
premier mode dans la décomposition de Fourier est précisément de la forme e~ A1t cos(mxy))
interfére avec la décroissance attendue de taux 72+ 411' Par conséquent, & moins que les symétries
de ce cas de test particulier ne soient conservées par la méthode numérique, on devrait assister
a la décroissance numérique du mode parasite de taux m2A;.
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FiGure IL5 — DDFV. Décroissance exponentielle de l'entropie relative EY - sur une famille de maillages
cartésiens (en haut) et quadrangulaire (en bas) avec e = 1072 et Aj; =1 (3 gauche) ou A1; = 0.1 (a droite).

Afin de pouvoir observer le comportement en temps long, on définit la solution stationnaire
discréte uS® par u = pe” V@) et uX = pe V) pour £k € MUIM et k= € M* UM,
les quantités p et p* sont fixées telles que D con MUY = D e cone g MU U = [ to(@)d.
Nous avons également besoin de I’évolution de I'entropie relative discréete

= szﬂuﬁlog(%>—uﬁ+u§°,17ﬂ , n>0
T T

calculée sur les maillages cartésiens, les maillages Kershaw et sur les maillages quadrangulaires
(voir la Figure 11.4).

Nous choississons € = 1072, La Figure II.5 montre la décroissance exponentielle de ’entropie
relative EY - par rapport au temps pour les différentes familles de maillages cartésiens et qua-
drangulaires. Les simulations numériques sont effectuées a la fois dans le cas isotrope A1 = 1 et
dans le cas anisotrope A1; = 0.1. Dans les deux cas, les taux de décroissance sont bien capturés
par les schémas avec une meilleure précision sur les maillages plus fins (maillage 4). Dans le cas
anisotrope, les deux régimes de décroissance sont capturés par le schéma.

Ensuite, sur la Figure I1.6, nous traitons le cas de test dégénéré ¢ = 0 et A1; = 0.1. Une fois de
plus, nous tragons l’evolutlon de I'entropie relative EY - en fonction du temps pour les différentes
familles de maillages cartésiens et quadrangulaires. Cette fois, le comportement est différent.
Alors que le maillage cartésien est aussi précis que dans le cas de test précédent, le maillage
quadrangulaire capture une décroissance parasite commencant a environ ¢t = 1. On observe que
cet effet est atténué lorsque le maillage est raffiné. Ceci est conforme & la discussion ci-dessus
sur la “dégénérescence” du cas ¢ = 0. En effet, le maillage cartésien conserve les symétries
du probléme et donc la discrétisation n’introduit aucune perturbation dans la direction z;.
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F1GURE I1.6 — DDFV. Décroissance exponentielle de I'entropie relative EY 1 sur une maillage de maillage
cartésien (& gauche) et quadrangulaire (a droite) dans le cas dégénéré ¢ = 0 et A3 = 0.1.

Au contraire le maillage quadrangulaire ne conserve pas la symétrie et une perturbation est
inévitablement introduite dans la direction x;. Bien str, cela a tendance a disparaitre lorsque
le pas du maillage tend vers 0. Afin de confirmer davantage cette analyse, on peut estimer
numériquement le rapport entre les deux taux expérimentaux de décroissance (les pentes pour
les petits et les grands temps) pour les images de droite de Figure I1.6. Nous trouvons un rapport
de 9.49 pour le maillage quadrangulaire, et un rapport de 10.32 pour la méme simulation sur
un maillage de Kershaw. Le rapport exact est (7% + 1)/(A117?) & 10.25.

Il reste a établir la décroissance exponentielle vers 0 de I'entropie relative discréte (Ef 7)n>o-
Elle est basée sur une relation entre I'entropie discréte et la relation d’énergie/dissipation dis-
créte de la forme suivante

I > vErE Vn > 0. (11.22)
Et cette inégalité est une conséquence d’une inégalité de log-Sobolev discréte.
Théoréme II1.11 (Theorem 4.2 [14])

Il existe v dépendant uniquement du domaine €1, de la régularité du maillage 0, de la
condition initiale uy, du potentiel V et du tenseur anisotrope A via \,, et N, tel que , pour
tout k > 0, st At <k,

_in 1
Ef , <e™™ E%T, Yn >0, avec v = z log(1 + vk).

I1.2.6 Extension aux conditions au bord mixtes

Dans cette derniére section, nous généralisons les résultats précédents aux conditions au
bord mixtes, le bord I' = 99 est partagé en deux parties I' = T'P UTY avec m(I'?) > 0. Le
probléme s’écrit alors en modifiant (I1.12¢) :

Ou+div) =0 dans Q x (0,7, (I1.23a)
J=—-A(Vu+uVV) dans Q x (0,7), (I1.23Db)
J-7=0 sur 'V x(0,7), et u=u” sur I'” x (0,7), (11.23c)
u(-,0) = up dans 2. (I1.23d)

Nous supposons enfin que les données limites u” correspondent & un équilibre thermique de
Gibbs, ce qui signifie I'existence de p > 0 tel que u” = pe™V sur I'?. Cela implique que
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> = pe”V est un état stationnaire de (I1.23). De plus, la décroissance exponentielle de la

solution u de (I1.23) vers u™ est bien connue, voir par exemple [BLMV14] (pour des résultats
encore plus généraux) et les références qui s’y trouvent.

Nous discrétisons d’abord la condition initiale u%. = P7 uj et le potentiel extérieur V, = PTV.

Ensuite, pour tout n > 0, nous recherchons la solut1on u”“ € Ec ,p de:
un—i—l n n+l n+l _ I'p
Ta wT +T’D( » 91 7w7’) - 07 va € EO ) (11243)
To(upt, gitt, wT) = 3 rP(urt) P grtt - APPy, (I1.24b)
DED
gt = log(ut) + V. (I1.24c)

Etats stationnaires. Les conditions aux bords étant a 1’équilibre thermique, u” = pe="
sur I'P? avec p > 0. Puis, u$® = pe™ "7 appartient a E? ,, et vérifie 67 (logus® + V) = 0 pour
tout D € D, ainsi c’est un état stationnaire du schéma (I1.24). Remarquons que, du fait de la
définition de I'état stationnaire, il est clairement borné : il existe m> > 0 et M> > 0, telles
que m™> < u < M.

Estimations d’entropie-dissipation. Nous définissons I'entropie relative discréte (E})n>o0
et la dissipation associée (I%),>0 par :

n_ = |[u°;<1>1 <ﬁ) ,1Tﬂ V>0
) u?_o

|77L’+1 = T@( n+17g;1‘+1’g;1’+1)7 vn Z 0

La définition des états stationnaires implique que 6° g2 = §° log(u™! /uS®), et ainsi

ntl _ D, n+1\ 5D uyt D D uy
7 = > r (ur™) 67 log -A”67 log , Vn>0.
ur ur

DED T T

Proposition I1.12 (Proposition 1 [29])

Nous supposons que le schéma (I1.24) a une solution vt € EP , N (0, +00)7 pour tout
n > 0. Alors, ’estimation d’entropie-dissipation suivante est vemﬁee

E7L+1 _En

A7 L 121 <0, pour tout n > 0. (I1.25)

En conséquence de l'estimation de I’entropie-dissipation, nous pouvons obtenir 1’existence
d’une solution au schéma (I1.24). Le résultat est une conséquence du contrdle de la dissipation
impliqué par (I1.25) et d’un argument de degré topologique. Pour I’étude de la décroissance
exponentielle, nous supposerons en outre que la solution du schéma satisfait des bornes uni-
formes.

La décroisssance exponentielle.
Théoréme I11.13 (Theorem 1 [29])

Nous supposons que la solution du schéma (11.24) est uniformément bornée :

Im. € (0,m™] et M* € [M*>,+00) tel que m, < uly < M* V¥n > 0.

Alors, il existe v dépendant uniquement de €2, ©, m,, M* et A, telle que, pour tout k > 0,
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si At <k,
_in 1
Eir < et E%T, Vn >0, avec v = z log(1 + vk).

Ce résultat repose sur l'estimation d’entropie-dissipation (I1.25), la démonstration consiste
A établir 'existence d’un v > 0 tel que

I?—J’_l Z VEn+1

17 vn=>0.

(11.26)

La principale différence pour la preuve de (I1.26) lorsque 1'on traite des conditions aux limites
de Dirichlet au lieu des conditions aux limites de Neumann (I1.22) est que nous ne pouvons
pas utiliser une inégalité de log-Sobolev discréte. L'inégalité (I1.26) est basée sur quelques
reformulations de I’entropie discréte et de la dissipation entropique, sur les bornes de la solution
discréte et sur une inégalité de Poincaré discréte.

Nous considérons le méme cas test que dans la Section 11.2.4 sur les mémes maillages et nous
prenons I'p = {z; =0} U {z; = 1}.

M dt errgu ordgu erru ordu | Nmax | Nmean | Min u™ | Max u™
1 | 1.613E-03 || 3.447E-02 — 5.208E-03 | — 2 2 1.0 3.148
2 | 4.032E-04 || 1.578E-02 | 1.12 | 1.389E-03 | 1.90 2 2 1.0 3.161
3 | 1.008E-04 || 8.629E-03 | 0.92 | 4.467E-04 | 1.72 2 2 1.0 3.161
4 | 2.520E-05 || 3.934E-03 | 1.19 | 1.157E-04 | 2.04 2 1 1.0 3.162
5 | 6.300E-06 || 9.668E-04 | 1.66 | 2.402E-05 | 1.86 1 1 1.0 3.162

TABLE I1.4 — Résultats numériques sur la famille de maillages quadrangulaire, temps final T=0.1.

Dans le Tableau I1.4, les notations sont les mémes que dans la Section 11.2.4 et nous obtenons
que la méthode est d’ordre 2 en espace.

Dans la Figure I1.7, I'évolution de I'entropie relative discréte EY - calculée sur les maillages
Kershaw et quadrangles. Nous observons la encore la décroissance exponentielle de I'entropie
relative.

iy Mesh 1 iy Mesh 1
== Mesh 2 == Mesh 2
—€9— Mesh 3 —€9— Mesh 3
—t s exp(-2(+*+1/4)0) —t s exp(-2(+*+1/4)0)

1010 1010

1015 1015

1020 : 1 1020
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

FIGURE I1.7 - Entropie relative discréte EY - en fonction de nAt. Gauche : calculée sur les 3 premiers niveaux de
raffinement des maillages quadrangles. Droite : calculée sur les 3 premiers niveaux de raffinement des maillages
Kershaw.
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Chapitre 111

Probléme de Stokes et Navier-Stokes

Dans ce chapitre, je présente les travaux réalisés avec les méthodes DDFV pour le pro-
bléme de Navier-Stokes incompressible. Dans la Section III.1, nous nous sommes intéressée a la
condition Inf-Sup indispensable pour obtenir une relation entre la vitesse et la pression dans le
cadre DDFV voir [8]. Dans la Section II1.2, je présente des conditions aux bords mixtes pour
le probléme de Navier-Stokes incompressible discrétisé par les méthodes DDFV voir [13]. Dans
la Section II1.3, j’étude le probléme de Navier-Stokes incompressible a densité variable a 'aide
des méthodes DDFV voir [24] et [10].

Toutes les notations et les opérateurs sont définis dans I’Annexe.

III.1 La condition Inf-Sup

II1.1.1 Le probléme de Stokes

Dans cette section, nous nous intéressons & une approximation DDFV du probléme de Stokes
incompressible en 2D : Trouver un champ de vitesse u : 2 — R? et un champ de pression
p:Q — R, tel que

—Au+Vp = f, dans Q,
divu = 0, dans (2, (ITL.1)

o 1
u = 0, sur S, m(p)d:f—/pzo.
Q

mgq

Nous supposons que € est un ouvert polygonal borné connexe de R?, mg est sa mesure de
Lebesgue, et f est une fonction de (L*(2))2.

Nous rappelons que le caractére bien posé de ce probléme est liée a la validité de I'inégalité
appelée Inf-Sup

b
inf sup & > 0,
perd(@ \ve(ri? [IVIlallplz>

ou b(v,p) = /p(divv) et L(Q) = {p € L*(Q) : m(p) = 0}. On sait en soi que cette inégalité

Q
équivaut a ’existence d’un inverse a droite de 'opérateur de divergence indiqué dans le résultat
suivant (voir [BF13, GR86]).
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Proposition I11.1

Il existe un opérateur linéaire continu 11 : L3(Q)) — (H(2))? tel que

div(Il(p)) = p, Vp € L§().

Dans ma thése [32] et dans [2], je n’ai pas étudié la stabilité Inf-Sup du schéma DDFV. Pour
obtenir un schéma bien posé, j’ai ajouté un terme de stabilisation dans I’équation d’incompres-
sibilité a la Brezzi-Pitkdranta [BP84]. Notre principale motivation ici est d’aller plus loin dans
I'analyse de la stabilité Inf-Sup du schéma original du DDFV (non stabilisé).

Le schéma DDFV (non stabilisé¢) pour le probléme (I11.1) se lit comme suit : Trouver uy € E,
et pp € R? tel que
[ div™(=V2u;, + pold) = £y,
div™ (=V?u, + pold) = £y,

m(po) = > mopp» =0,

\ DED

(I11.2)

avec fo = P2f et foe = PUE.

I11.1.2 La constante Inf-Sup discréte

Soit un maillage DDFV 7T nous définissons la constante Inf-Sup discréte 5, associée avec
le schéma (II1.2) comme suit

By = inf (Sup br(vr, po) ) (I11.3)

poeR? \vrcky [|[V2Vrll2olpo — m(po)llos

ou :
bT(VT7p®> = (diV@VTapi))@ = _[[VTv VTp@]]Ta Vv € Ko, Vpp € RQ,

avec V' pp = div” (pold).

Pour un maillage donné 7, nous savons classiquement que le schéma (I11.2) est bien posé
si et seulement si nous avons [ > 0, voir par exemple [EGO04]. En fait, comme le probléme
est de dimension finie, on voit facilement que 3, = 0 si et seulement si il existe un mode de
pression non-nul pg, tel que m(po) = 0 et V7 py = 0. Dans ce cas, le couple (v, = 0, po) est
une solution non triviale a (II1.2) avec un second membre nul, qui prouve que le schéma n’est
pas bien posé.

Pour une famille de maillages donnée, telle que size(7) — 0, nous savons que le schéma est
stable si et seulement si

silzli?Tl)rEO By > 0. (II1.4)
En supposant cette propriété, il est tres facile d’adapter la preuve des estimations d’erreur
donnée dans [2| pour obtenir un résultat de convergence pour notre schéma sans terme de
stabilisation.

Le but de cette section est donc d’étudier d’un point de vue théorique et numérique si la
condition de stabilité (II1.4) est valable ou non pour différents types de familles de maillages.
Nous verrons que les résultats dépendent de la géométrie particuliere des maillages, en parti-
culier des mailles non conformes, ce qui présente un intérét particulier pour 'application de la
méthode DDFV.
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Dans cette section, nous décrivons une méthode pratique pour calculer, sur un maillage
donné, la constante discréte Inf-Sup (II1.3) pour le schéma Stokes DDFV. Le point clé est de
relier la valeur de 8 aux valeurs propres d’'une matrice appropriée.

La formulation matricielle du schéma (I11.2) est : Trouver uy € (R?)” et pp € R?® tels que

R; 'B;r Ur\ _ P;f
By 0 po) U0
En utilisant les matrices définies ci-dessus, nous pouvons maintenant écrire (II1.3) comme

suit
B
/BT — inf ( sup < TV7'7p©> ) ]

1 1
o I I
<M]2>§R1>:o vreko (Rrve, vr)2 (Mrps, po)?

A partir de maintenant, pour toute matrice carrée réelle M avec de vraies valeurs propres,
nous définissons \;(M) comme étant la i-éme plus petite valeur propre de M.

Lemme II1.2 (Lemma 2.7 [8])

La constante Inf-Sup discréte By vérifie 52 = X\o(S7), ot Sy est la matrice définie par

-1
2

Sy = M;*B;R;"B;M;? € My, (R).

Remarque II1.3

1
St nous posons pp = MZ1, nous avons Sypp = 0, ainsi la plus petite valeur propre de la
matrice Sy est toujours A\ (S;) = 0.

II1.1.3 Familles de maillages Inf-Sup inconditionnellement stable

Nous présentons trois familles de maillages du domaine carré Q =0, 1[?> pour lesquelles nous
pouvons prouver la stabilité Inf-Sup inconditionnelle du schéma Stokes-DDFV.

SSE==mcs

4.,

4.,
4.,
4‘,

HH

SSli==l==
SSR==l==
SSEi==E==

SEMEsE:E
B

4’,
4’,
SaiREE

(a) Maillage triangulaire conforme.  (b) Maillage triangulaire non-conforme. (c) Maillage en damier.

Fi1GURE III.1 — Premiére série de maillages avec une stabilité Inf-Sup inconditionnelle

Théoréme II1.4 (Propositions 3.3, 3.5 and 3.6 [8])

Pour le maillage triangulaire conforme (voir Figure I111.1-(a)) le maillage triangulaire non-
conforme (voir Figure I11.1-(b)) et le maillage en damier (voir Figure 111.1-(c)), le schéma
DDFYV est Inf-Sup stable.
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III.1.4 Stabilité Inf-Sup de codimension 1

Nous étudions les propriétés de stabilité du schéma DDFV pour deux familles de maillages
cartésiennes du domaine du carré unité : les maillages conformes uniformes usuels et les maillages
cartésiens non conformes a deux sous-domaines (voir Figure I11.2). Dans les deux cas, nous prou-

(a) Maillage conforme uniforme. (b) Maillage non-conforme.

F1GURE III.2 — Les maillages cartésiens a 1’étude

vons que la stabilité Inf-Sup ne tient pas. Plus précisément, nous prouvons que 3, = 0 dans le
cas conforme & 'uniforme, et que 5, > 0 avec

e 07
size(T)—0
dans le cas non conforme.

Ce comportement de 3, prouve l'existence d’au moins un mode de pression instable. Plus
précisément, nous prouvons qu’il n’existe en fait qu'un seul mode instable. Cela signifie que la
propriété de stabilité Inf-Sup est valable si nous imposons que les champs de pression soient
orthogonaux au mode instable, ou si nous ajoutons un terme de stabilisation de rang 1 ap-
proprié dans I’équation de divergence. Nous appelons cette propriété la stabilité Inf-Sup de la
codimension 1 .

Nous proposons une interprétation de ce comportement étonnamment bon en prouvant qu’il
existe essentiellement un seul mode instable et que, dans 'orthogonal de ce mode, I'inégalité
Inf-Sup uniforme est vérifiee. De plus, ce mode instable est proche (mais pas toujours égal) a
un mode en damier

Nous illustrons d’abord numériquement ce phénomeéne dans Figure I11.3, en tragant en fonc-
tion de size(T)

e la valeur de G,
e la valeur de /A3(S7) qui la prochaine valeur propre du complément de Schur du systéme,

e la valeur de la constante Inf-Sup de co-dimension 1 suivante

gT: inf (Sup bT(V’7'7pr) )

poeftn}t \vreko [|VOVrl20lpollo.2
m(pp)=0

ot {o}t = {po € R® : (M;po, o) = 0} et 1o est le mode en damier. Notez que ET
peut également étre calculé en résolvant un probléme de valeur propre modifié approprié
pour lequel nous ne donnons pas les détails ici.
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(a) Comparaison entre 7, \/A3(S7) et Br. (b) Le mode instable.

FIGURE II1.3 — Instabilité Inf-Sup pour le maillage cartésien non-conforme, voir Fig. I11.2-(b)

Nous observons sur Figure II1.3-(a) que nous avons S — 0 lorsque size(7) — 0. Nous
observons également que /\3(S7) est borné par le bas, ce qui confirme la présence d’un seul

mode instable. De plus, 8, semble également étre délimité par le bas et semble presque coincider
avec 1/ A3(S7). Cela suggére que le mode instable (c’est-a-dire le mode de pression pour lequel
I'inégalité Inf-Sup est une égalité est liée au vecteur propre de S, associé & A\2(S;)) ne devrait
pas étre trop éloigné du mode damier. Ceci est confirmé dans la Figure I11.3- (b) ot nous tragons
le mode instable calculé en utilisant une méthode d’itération de sous-espaces avec projection
de Rayleigh-Ritz (voir [Saa03|) qui calcule les plus petites valeurs propres ainsi que les vecteurs
propres associés.

Méme si nous n’avons pas de formule explicite pour ce mode, nous sommes en mesure de
montrer théoriquement que, asymptotiquement, le mode instable est essentiellement égal au
mode en damier, et qu’il converge faiblement (mais pas fortement) vers 0 dans L*((2).

II1.1.5 Autres résultats numériques

1. Nous considérons d’abord d’autres types de maillages cartésiens non conformes du carré
unité Q =0, 1[%, comme illustré a la Figure I11.4. Notez que ces maillages présentent
plusieurs interfaces de non-conformité.

Dans la Figure II1.5, nous observons les mémes résultats que dans le cas précédent, a
savoir que la constante Inf-Sup f; tend vers 0 et que \/A3(S7) est borné par en-dessous
lorsque size(7T) tend vers 0. Dans les deux cas, on en déduit que la propriété de stabilité
de codimension 1 est également valable. Nous observons également que le mode instable
est a chaque fois encore de la forme d’un mode damier. En fait, on peut vérifier que les
résultats théoriques prouvés précédemment peuvent étre adaptés a ces géométries.

2. Nous étudions maintenant la propriété de stabilité Inf-Sup pour deux familles de maillages
conformes, correspondant & différents sous-domaines, avec un maillage cartésien uniforme
ou un maillage de triangle (voir Figures I11.6-(a) et II1.6-(b)).

Nos résultats, donnés par la Figure II1.7, montrent que 5, reste éloigné de 0 lorsque size(7T)
tend vers 0, et donc que le schéma DDFV est Inf-Sup stable pour ces familles de maillages.
Cependant, il semble que ’adaptation des preuves précédentes & ces cas n’est pas simple
et fera donc 'objet d’un travail & venir.
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10°

107t

1072

(a) Maillage avec deux interfaces.

(b) Maillage localement raffiné.

FI1GURE III.4 — Autres maillages cartésiens non-conformes

pente 1/2

B+ pour le maillage avec deux interfaces —e—

\/A3(S7) pour le maillage avec deux interfaces —#—
B+ pour le maillage localement raffiné —e—

v/ A3(S7) pour le maillage localement raffiné ——

FIGURE IIL5 — La constante Inf-Sup discréte 8 = \/X2(S;) et \/A3(S;) en fonction de size(7") pour les autres
maillages cartésiens non-conformes Fig. I11.4.
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3. Nous observons également dans la Figure I11.7 que la méthode DDFV semble étre Inf-Sup
stable pour les maillages mixtes triangle / quadrilatére (Figure I11.6-(c)) mais également
pour les maillages polygonaux plus généraux constitués par des hexagones par exemple

(Figure II1.6-(d)).

(a) Maillage cartésien/triangle. (b) Maillage cartésien/triangle avec deux interfaces.

(¢) Maillage quadrangle. (d) Maillage hexagonal.

Fi1GURE II1.6 — Différents types de maillages

100

r Maillage avec une interface, Fig. I111.6-(a) —e—
] Maillage avec deux interfaces, Fig. IIL1.6-(b) —=—

{ Maillage conforme triangle/quadrilatére, Fig. II1.6-(c) —o—

Maillage hexagone, Fig. IT1.6-(d) ——

10-1 L L
1072 1071 10°
FIGURE II1.7 — La constante Inf-Sup discréte S = 1/A2(S+) en fonction de size(7) pour les maillages de la

Figure III.6.
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I11.2 Condition aux bords ouverte

Le probléme qui nous intéresse dans cette section est le calcul d’un écoulement dont la vitesse
est prescrite sur une partie de la frontiére et qui coule librement sur I'autre. Dans ce cadre,
il nous est souvent demandé de tronquer le domaine physique pour obtenir un domaine de
calcul réduit, soit parce que nous voulons économiser des ressources de calcul, soit parce que le
domaine physique est sans limite. L’objectif est de concevoir et d’analyser une approximation
en DDFV du probléme de Navier-Stokes 2D incompressible instationnaire avec des conditions
mixtes ou les inconnues sont la vitesse u : Qr = Q x [0, 7] — R? et la pression p: Qr — R :

du+ (u-V)u—div(o(u,p)) = 0; dans Qrp
div(u) =0 dans Qp,
u=g, sur  I'y x (0,7, (TTL5)

—_

clwp) i+ -(u-d) (u—u) =07 sur Tyx(0,7),
u(0) = wyy dans Q

\)

\

avec 0 < T' < 0o, € un domaine polygonal borné ouvert de R?, dont le bord est 9Q = I'y U T,
2

et sa normal extérieure est @, Wiy € (L°(Q))% g, € (H2(T'11))? et o(u,p) = —Du — pld est
e

le tenseur des contraintes avec Re > 0. En particulier, le tenseur du taux de déformation est

1
défini par la partie symétrique du gradient de vitesse Du = é(Vu + 'Vu). Nous utilisons la
notation (a)~ = —min(a,0).

Sur la partie physique de la frontiére I'y, nous imposons des conditions aux limites de Diri-
chlet. Sur la partie "non physique", I'y, nous imposons la condition de limite artificielle
1
o(u,p)d + 5(11 ) (u—u) =" i (I11.6)
qui a été introduit pour la premiére fois dans [BF94] et ensuite étudié plus en détail dans [BF96]
et [BF13|. Pour la définir, il faut choisir un fluide référence u”¢/, qui est u™/ € (H(Q))? tel que
u"/ = g, sur I', choisi de maniére & constituer une approximation raisonnable de I’écoulement
prés de T's, et un tenseur des contraintes de référence o™ tel que o™/ i € (H~2(Q))2. Cette
condition non linéaire est physiquement significative : si le fluide est sortant, nous imposons la
contrainte provenant du fluide de référence sélectionné; s’il est entrant, nous devons contréler
I’augmentation de I’énergie, nous ajoutons donc un terme qui est quadratique par rapport a la
vitesse.

I11.2.1 Le schéma DDFV

Le probléme de Navier-Stokes rajoute des difficultés par rapport au probléme de Stokes
I’évolution en temps, le terme non linéaire de convection et ici nous rajoutons la condition
au bord artificiel. Soit N' € N*. Nous notons 6t = % et ¢, = ndt pour n € {0,...N}. Pour
obtenir notre schéma DDFV, nous avons choisi une discrétisation en temps d’Euler implicite,
a l'exception du terme non linéaire, linéarisé a 1’aide d’une approximation semi-implicite.
Nous cherchons u” %) = (u?),c0. Ny € (IEgl)NJrl et p2OT = (p2),cro. Ny € (R®)VHL | que
nous initialisons par :

u) = Plu, € E (I11.7)

Nous ne discrétisons pas directement le probléeme (I11.5) avec les opérateurs discrets car nous
souhaitons avoir une estimation d’énergie. Pour ce qui concerne I'équation de quantité de mou-
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vement, nous commencons par trouver 1’équivalent discret de la formulation variationnelle du
probléme. Pour le probléme continu, tel que présenté dans [BF13], la vitesse u vérifie :

/@u \1/+— QD(u):D(\I/)+%/Q(U-V)u-\ll—%/(U-V)\If

Q

:_%/FQ(u.ﬁ)+(u.q;)+%/F2(u.ﬁ)(uref.\p)Jr/FQa?"ef.ﬁ-\If (I1L.8)

ol V¥ est une fonction test de ’ensemble
V ={V e (H'(Q))? ¥|r, =0, div(¥) = 0}.

On remarque qu’une intégration par parties a été faite sur le terme non-linéaire afin qu’il
ne contribue pas a ’énergie. La formulation faible (III.8) peut s’écrire comme suit avec les
opérateurs DDFV oul nous remplagons (u- V)u par dive” (Fp(u), u™™), et u-n par Fy,(u)
et v représente la trace :

uptt —uy 2 (ot . D
—— U —(D¥uX"™ : DU
H St ) THT“‘ Re( U, T)SD

1, .. n m L. n n
+ S [dive” (Fo(u}), wpt), ]y — S [dive” (Fo(u}), U, wp ]y

T
1 n o n g
=—5 D (Fe () 7 (i) - 47 ()

DGDeztnFQ

1 n — g re g
t5 D0 Feo(u) v () 7 (¥y)
DEDe,tNI'2
+ Y meol (V). (IILY)
DEDeytNa

ot U, € (R?)7 est une fonction test dans I'ensemble discret qui vérifie des propriétés similaires
par rapport a la fonction test continue W :

U, € ED et div®(¥,) = 0. (I11.10)

Pour simplifier les calculs, comme dans le cas continu (voir [BF13]), I’écoulement de référence

(u¢f7p%6f) € Egl x R® est supposé étre solution du probléme de Stokes stationnaire sous-

déterminé : ; 5
ur’ € By
1 2 re e
—dlvT(ng(qu) -~ p9f1d> =0, (T11.11)
Do Te
div (qu ) =0.
a partir de cette formulation, nous construisons notre schéma DDFV comme suit :

e Pour tout x € M :

uTIéJrl - uz s K/ D/ n+l  n+tl 1 s K n n+1
T—mndl" (0™ (u™, py ))+§mzcd1VC (Fo(u?), uy™)

. ((Fm ) ui <F4,o<u:z>>—uz+1>_o; (IL12)

Mg

2 ,
DeDipt

Nous remarquons que si nous avions directement discrétisé (II1.5) avec les opérateurs discrets
nous n’aurions pas eu ni le dernier terme et ni le coefficient 1/2 devant le terme non linéaire.
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e Pour tout k€ 9 U oM -

* T * * ]. *
e S e div (0 (W pg)) + Smiedive® (Fa (uh), upt)
1
-5 D ((Fn*,a*(u?)ﬁuﬁfl - (Fc*,g*(uzi))—uﬁil) —0; (IIL13)
DEDcx

e Pour tout o € OM,; :
7 = 1 n n n
HUD(uz—i_l’pD-i_l)nch - ZFE,H(UT> (uic+1 - uz:+1)
1 n — (o} n g Te rej =
= =5 (Feo (7)) (77 (u7™) — (W) + moop i (111.14)
Nous remarquons que ici aussi une discrétisation particuliére du terme quadratique en vitesse.

e Pour tout € ® :

m

div?(uth) = 0. (I1L.15)

II1.2.2 Définition des flux convectifs Fo(u})
La définition de Fp(ul}) = (Fi.(u}), Fer o+ (u}))p, .co vient de [21], & T'exception des

termes de bord. Ils sont des approximations des flux : /(u-ﬁm) ~ Fi ,(u?) et / (WD pex ) ~>

o-*
Fir o= (07).
Par conséquent, leur expression provient de la contrainte d’incompressibilité intégrée sur un
diamant, (voir Fig. IIL.8)

[

mpdivP(up) = Y Gr,

5:D|'D,€(€D
ainsi / u} - figpds est approché par
5

uy + ug.
n K K* o
Gs,D = Ms 5 *Ngp,

pour § = [Ty, xxx] = D|D', 5 € Ep. Pour » € Dy, (voir Fig. I11.8), un raisonnement similaire
conduit a
mpdivP(up) = Y G4 my (W) - k.
s=D|D'eEp
Sur la base de ces considérations, nous imposons :

» Pour les arétes primales :
n _ n
F’C,G(u”r) - § : Gs,D‘
EGGKOED

» Pour les arétes duales :
Fep(up) == Y Gr, sic €M UM
SGGK*m&D

Nous remarquons que comme div”(u?) = 0, alors les flux Fy,(u?) et Fi- ~(u) sont conser-

vatifs :

Fe,(u})=—F.,(u}), VYo=«klc et Fe(u})=—F(u}), Vo'=k|c.
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XL XLy
§ = |Ty, L= § = |Ty, L= X
[ Kyt ] .,m‘ [ Kyt } .,
’ S ’
_ . . i .
nE”D‘ \ ns’D‘ it
* oI
,', _,_) \‘ ,0,* —>
@ gf =Kk B\ Te@- 9 Tk |2
\’ ‘~\\\\ \ \‘ I R
\ .l e .,
* =~
\ TR \
i o= * o=
. /c|c‘/ ., Klc
s S,
N \
g X
Xpx T ox

FIGURE IIL.8 — A gauche : Un diamant D = D, ,« avec 0 C &;nt. A droite : Un diamant p = p, .- avec o € 9.

111.2.3 Propriétés du schéma

Théoréme II1.5 (Theorem 5 [13])

Soit T un maillage DDF'V Inf-Sup stable. Le schéma (111.7), (II1.12)-(I11.15) a une unique
solution (uT[0T1 po0.T]) ¢ (EQ)N“ x (R2)NH,

Comme le schéma DDFV (II1.12)-(II1.15) est linéaire, pour montrer l'existence et 1'unicité

d’une solution, il suffit de prendre g; = 0, u" = 0, 0" = 0 et u® = 0 dans la formulation

faible discrete (II1.9). Nous choisissons ensuite comme fonction test u”*! qui appartient ici a
EP pour obtenir

1 n 2 n 1 n g n 2
S B+ o IDPW Be + 5 Y (Fe (wp)* |y (ur) = 0.
DEDezt

J/

>0
Ce qui permet de conclure que la vitesse est nulle et grace a la condition du bord artificiel, nous
concluons aussi que la pression est nulle.
Afin d’obtenir I'estimation d’énergie, nous avons besoin de la proposition suivante pour
majorer le terme de convection, ainsi que de I'inégalité de Korn.

Proposition II1.6 (Proposition 1 [13])

Soit T un maillage DDFV. Pour tout (uy, vy, W) € E’;l ><IE§)1 XE?N il existe une constante
C' > 0 qui dépendant uniquement de Q et reg(T) telle que :

[dive” (Fo(ur), vo). wrlr <C ([urllsr + 17" (ur)ls.0...) [vrllerVoWr(l20

~T
+C Y (ur)ls 0., 10 vA)lls o, 13 (Wr) a0,

La preuve de I'inégalité discréte de Korn est inspirée de la version continue de [BS08|. Pour
les méthodes DDFV dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet homogénes, c’est-a-dire
si uy € Eg, l'inégalité de Korn a été prouvé dans [2|. Dans ce cas, la preuve repose sur la
définition des opérateurs et la constante de I’estimation peut-étre explicitement calculée. Avec
des conditions aux bords mixtes, nous ne pouvons prouver le résultat que par contradiction,
tout comme dans le cadre continu.

Théoréme II1.7 (Theorem 6 [13])

” Soit T un maillage DDFV Inf-Sup stable. Alors il existe C' > 0, dépendant uniquement de
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reg(T), telle que :

La condition aux limites ouverte (II1.6) que nous étudions est dérivée d'une formulation faible
(IT1.8) de I’équation de Navier-Stokes qui assure une estimation de I’énergie, présentée dans
[BF96|. Pour prouver une version discréte de I'estimation de 1'énergie, nous devrons utiliser la
formulation variationnelle (II1.9) et sélectionner la solution en tant que fonction de test. Puisque
la solution u” %) n’est pas nulle sur le bord Dirichlet T';, elle ne vérifie pas I'’hypothése (I11.10).
Nous le décomposons en u”07] = v7-0.7) 4w’/ et grace a la définition de ue (voir (I11.11)),
vT[0T] sera un bon candidat pour étre notre fonction de test.

Théoréme II1.8 (Theorem 7 [13])

Soit T un maillage DDFV Inf-Sup stable. Soit (u”107) p®0.11) ¢ (E’;’l)NH x (R®)NFL g
solution du schéma DDFV (IIL7), (I11.12)-(I11.15), oa u” 0T = yT0T1 4 ule/,

Pour N > 1, il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Q,reg(T), wy
et T telle que :

f7u07R6

N-1
DIV V<O IVYIEr <G

=0
S s L pov 2, < ¢
= Re 20 =
N-—1
ot (Fro (v + ) (v (v H))? < C.
j=0 DEDeat

Pour obtenir cette estimation d’énergie, nous choisissons comme fonction test v7 %71 dans
(IT1.9). Nous majorons ainsi le terme temporel, la diffusion et le terme quadratique en vitesse
par la convection et le terme de bord qui dépend de ufref . Ensuite, pour controler ces termes,
nous utilisons la Proposition II1.6, ainsi que des inégalités d’Holder, de Sobolev, de Poincaré,
de Korn et de Young, et nous concluons grace a un lemme de Gronwall.

I11.2.4 Simulations d’écoulement dans un canal

La Figure II1.9 décrit la situation que nous considérons. Il y a un obstacle cylindrique a
Iintérieur du domaine €). Le bord Dirichlet est composé de I'y et I'; : sur le bord physique I'y
nous imposons une condition de non glissement et sur le bord physique I'; la vitesse est imposée.
Sur le bord artificiel I';, que nous souhaitons placer le plus prés possible de 'obstacle, nous
imposons la condition de limite non linéaire (I11.6). Nous reproduisons un cas de test proposé
dans [BF94]|. Les simulations sont effectuées sur un maillage triangulaire, généré par GMSH,
raffiné localement autour du cylindre.

Nous montrons qu’en ajoutant un bord artificiel, grace a la condition (IIL.6), nous n’intro-
duisons aucune perturbation dans le fluide. Nous considérons un domaine original que nous
avons découpé en deux domaines plus petits et nous dessinons les lignes de niveau des solutions
respectives.

Nous considérons le domaine symétrique Q2 = [0, 5] x [0, 1] avec un obstacle circulaire de dia-
métre L = 0.4. Les plus petits domaines sont obtenus en coupant 1’axe horizontal en z = 3,
puis en z = 1.5. Le maillage de € est composé par 12118 mailles, et celui de Q' = [0, 3] x [0, 1]
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FIGURE II1.9 — Domaine et notations.
1.5

FIGURE I11.10 — Domaines = [0,5] x [0,1] , €' = [0,3] x [0,1] et Q" = [0,1.5] x [0, 1].

de 8636 mailles et celui de Q" = [0, 1.5] x [0, 1] de 6534 mailles. Le pas de temps est 6t = 0.035.
Le fluide d’entré en I'y vaut :

g = (6y(1 —y),0).

Comme nos premiéres simulations sont effectuées avec Re = 250, il est logique de définir comme
fluide de référence un fluide de Poiseuille. Donc nous choisissons u"*/ = g, et o™/ (u,p) @ =
(0, £-(1—2y)). Comme condition initiale, nous imposons u;,; = g; et le temps final est 7' = 3.5.

Nous observons les lignes de niveau dans la Figure I11.11 (au temps T' = 1,5) et la Figure
II1.12 (au temps T' = 3,5), pour lequel nous soulignons que I'échelle est la méme dans toutes
les sous-figures, nous pouvons couper prés de ’obstacle sans ajouter aucune perturbation a
I’ensemble de 1’écoulement. Les recirculations sont bien situées et il n’y a pas de tourbillons
parasites. Il est clair que plus nous coupons, plus nous perdons de précision dans les mailles
juste avant la limite artificielle. Ceci est dii au choix du flux de référence. Le choix du fluide
référence est crucial. Dans [BF94], il est proposé d’utiliser un fluide de Poiseuille tel que nous
le reproduisons dans nos tests numériques de Figure II1.11 et de Figure II1.12. Dans [Bru00|,
puisque pour écrire la formulation variationnelle (IIL.8), le flux de référence est supposé étre
la solution d'un probléeme constant de Stokes avec u = g; sur I'; , 'auteur choisit le fluide
a linfini : u™ = u., 0" = 0. Néanmoins, lorsque le flux est chaotique ou turbulent, un
tel fluide de référence ne donne pas un bon équivalent sur le bord artificiel I'y. Ainsi pour des
nombres de Reynolds supérieurs, tels que Re = 1000 comme dans la Figure I11.13 (7" = 1,5) et
la Figure II1.14 (T = 3,5), d’autres techniques peuvent étre envisagées pour le choix du fluide
de référence; Par exemple, il semble raisonnable de choisir un fluide de référence qui change
avec le temps.

On pourrait penser qu’'une bonne approximation de la solution sur le bord artificiel I's est
la solution calculée au pas de temps précédent (ou méme juste avant le bord au méme pas de
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FIGURE III.11 — Lignes de niveau au temps 7' = 1.5, Re = 250. En haut : Q = [0,5] x [0, 1], NbCell= 12118. Au
milieu : Q' = [0, 3] x [0, 1], NbCell=8636. En bas : Q" = [0,1.5] x [0, 1], NbCell=6534.

FIGURE I11.12 — Lignes de niveau au temps T = 3.5, Re = 250. En haut : Q = [0, 5] x [0, 1], NbCell= 12118. Au
milieu : ' = [0, 3] x [0, 1], NbCell=8636. En bas : Q" = [0, 1.5] x [0, 1], NbCell=6534.

temps), mais nous avons en fait observé numériquement que ces techniques conduisent a de
fortes instabilités.

Notez qu’en remplacant uTTef par u’}, la stabilité énergétique n’est plus garantie. Par conséquent,
afin d’éviter les instabilités numériques, pour les simulations de Figure I11.13, Figure I11.14, nous
ne mettons pas a jour la valeur de u?ff a chaque pas de temps, mais a chaque 400 itérations.
Ce choix est arbitraire et nous ne pouvons fournir de généralisation a toutes les valeurs du
nombre de Reynolds. Un moyen de surmonter cette difficulté pourrait étre de calculer le fluide
sur un domaine strictement plus grand (par rapport au plus petit) avec un maillage moins
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F1GURE III.13 — Lignes de niveau au temps 7' = 1.5, Re = 1000. En haut : Q = [0, 5] x [0, 1], NbCell= 12118.
En bas : Q' =0, 3] x [0, 1], NbCell=8636.

FIGURE III.14 — Lignes de niveau au temps 7' = 3.5, Re = 1000. En haut : Q@ = [0, 5] x [0, 1], NbCell= 12118.
En bas : Q' =0, 3] x [0, 1], NbCell=8636.

raffiné, puis de prendre comme fluide de référence la trace de la solution sur le bord artificiel
I's. Quoi qu’il en soit, ces résultats nous aménent a constater que méme pour un nombre plus
élevé de Reynolds et avec un choix cohérent de ugff , les conditions se comportent bien : les
recirculations sont toujours bien situées et il n'y a pas de faux tourbillons.

I11.3 Le probléme de Navier-Stokes a densité variable

Nous nous intéressons a la simulation numérique d’écoulements visqueux hétérogenes. Les
inconnues sont la densité p, le champ de vitesse u et la pression p, qui sont toutes des fonctions
des variables temps et espace t,x, respectivement. L’évolution de ces quantités dépend de
I’équation de conservation de masse

Byp + div(pu) = 0 (I11.16)
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et de I’équation de quantité de mouvement
O(pu) + div(pu ® u) + div (—2nDu + pld) = f. (II1.17)

Dans (II1.17), nous notons Du = 1(Vu + VuT), avec Vu le gradient de vitesse u, et le second
membre f est la somme des forces appliquées. (Par exemple, en ayant a Uesprit les forces de
gravité, nous aurions f = pry, avec v l'accélération de la gravité.) On note n > 0 la viscosité
dynamique du fluide, qui peut étre fonction de p ou de la variable d’espace x. Le probléme
(II1.16)—(II1.17) est complété par une donnée initiale

Plieo = Pmit = 0, u‘t:o = Ulnit-

Nous travaillerons sur les domaines bidimensionnels bornés 0 C R2, et nous supposerons des
conditions aux bords de Dirichlet homogéne

ulxeaﬂ =0.
Le systéme (I11.16)—(I11.17) n’est pas fermé : nous avons besoin d’une autre équation pour

définir la pression. Le modéle de base suppose une incompressibilité :
div(u) = 0. (II1.18)

Nous supposons que pric € L®(Q), umi € (L>®(Q))?, £ € (L]0, T[x9))%. La pression est
soumise a la condition [, p(t,z)dz = 0, pour tout ¢ €]0,7[. Comme dans [Boy02, CCGOS,
GQO0, JL04, PS07]|, le systéme (II1.16)—(II1.18) est traité avec une stratégie de splitting en
temps. Ce qui est crucial dans la construction du schéma est de vérifier la compatibilité entre
la discrétisation des termes de convection dans les équations de masse et de quantité de mou-
vement.

IT1.3.1 Discrétisation DDFV

Nous mettons & jour la densité en utilisant une version discréte de (II1.16), o la vitesse dis-
créte est connue. A cette fin, la conception du schéma repose sur les principes de décentrement.
Nous gardons a 'esprit que la vitesse est stockée sur le maillage 7, tandis que la densité est
stockée sur le maillage diamant ®. Ayant & portée de main les inconnues discrétes pg et un
champ de vitesse u’ a I'instant ¢", nous mettons d’abord a jour la densité par

Pt =P
ot
avec t"*! =" + §t. Cela définit pi"' € R®. Nous pouvons identifier une condition de stabilité
comme suit.
Lemme II1.9

Nous supposont que pp est strictement positive. Alors la densité p%“ donnée par (111.19)
reste strictement positive a condition que

+ dive® (pg, ulr) = 0, (I11.19)

D s€€p

—1
1
ot < <|!u7%|!oo,7 p— > ms) :

Finalement, nous définissons une densité p?ﬂ € Eq sur le maillage 7 par
1 1
Pt = — 3 mes(pnc)pp, ot =— 3 mes(pnkr)ppt!t Ve e M, ko € M.

Mg DED Myex DED jo*
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Ayant obtenu p”Jrl € R® et ,0"+1 € Ey de (pp,u’}, pd), nous mettons maintenant a jour la
vitesse, définit par u ”“ € Eq en résolvant I’équation de quantité de mouvement. Pour obtenir
un schéma linéaire, nous explicitons le produit de la densité et de la vitesse dans le terme de
convection p”u”@un“. Nous rappelons que u™! est défini sur le maillage 7 ; ainsi la divergence
de p"u"®@u™*! serait naturellement défini sur ©. Cela n’est pas compatible avec la discrétisation
de I’équation de quantité de mouvement qui doit étre considérée sur le maillage 7. Il faut définir
les flux FY, a l'aide des flux F{, qui interviennent dans mpdive® (p3, ulk) == Y ecep, Fop afin
d’avoir directement ’équation de la conservation de la masse sur le maillage primal :

n+l _ n
My o > e, =0.

ot A<to)e

Une construction similaire peut étre faite pour F ., pour o* = k*|c*.

Nous avons d’ailleurs étudié cette problématique de transfert d’une équation conservative
d’un maillage & un autre maillage (ainsi que des relations de dualité entre opérateurs) dans un
cadre trés général dans [17]. Nous sommes maintenant préts a définir la mise a jour du couple
vitesse-pression en résolvant la version discréte suivante de (I11.17) et (I11.18) :

(

Chercher w7 € By et pig™" € R? tels que
p%tt wt+ div” (=20 DPu + ptd) + dive™(F, uyt!) = 2 usm + £

pgg‘t* w4+ div™ (=27 D2u! + pd) + dive™ (F3, ur™) = p%;* ul. + £t

diV ( n+1) Bd2 A©pn+1 — 0

> moph =0
\ DED

(I11.20)
avec 5 > 0 donné.

I11.3.2 Définition des flux convectifs Fg

La définition de Fgp = (Fi,, F; *,0*)90,0* cp Nest pas la méme que dans la Section II1.2, car
ici ces flux dépendent aussi de la densité p, plus précisément ils dépendent de F{ ,. La définition
de Fi, est

I — _M " —I—M Fn 111.21
K,o 5,D 5,D

mp s€Ep,sCK mp s€Ep,6CL

Sur le bord o C 0f2, nous posons

FI?,U = Z F‘:L,D

SEED,sCION
les flux sont conservatifs puisque FY', = —F  pour o = k|c. Et la définition de F, conduit a
n+l _ n
My P —PK o > EFr.=0.
ot o€eok 7
Une construction similaire peut étre faite pour Fy. ., pour o* = k*|c*
" m(p N c*) . m(pNk*) "
Feo=———7— > F,+——7F > F/, (I11.22)

mp s€Ep,sCK* Mop s€Ep,sCL*
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Et nous avons aussi
n—+1

P Sl SR Fl. . =0.
5t a—*ea,c*

Théoréme II1.10 (Proposition 1 [24])

Pour tout maillage DDFV T, le schéma (I11.20) avec B > 0 admet une unique solution
(uitt, pat) € Eo x R®.

La proposition suivante établit ’analogue discret de ’estimation d’énergie qui est valable
pour le probléme continu.

Proposition I11.11
La solution (ui', patt) € (R?)" x R® obtenue dans le Théorem I11.10 vérifie

n+1 n+1 n n+l_
s WA By — S VR + o/ — whl

+C VRT3 0 + Bls 7 < IIE7, w7l

Nous observons enfin que les fluides homogénes sont conservés par le schéma.
Proposition II1.12 (Proposition 1 [24])

Si p =1, alors pstt =1

I11.3.3 Instabilités de Rayleigh—Taylor

Dans cette section, nous abordons un probléme physiquement plus intéressant, a savoir une
enquéte sur la formation d’instabilités de Rayleigh-Taylor. Le probléme a été considéré dans
[Boy02, CCGO08, GQO0], inspiré de I’étude de [Try88] pour les écoulements. Le fluide occupe
le domaine Q = (—1/2,1/2) x (—2,2). Initialement au repos (upi = 0), il se divise en deux
régions : un fluide lourd — avec une densité pp; — en haut, un fluide léger — avec une densité
pm < pup en bas. L’interface présente de légéres oscillations :

— — 2
p(0,x,y) = prE P PM pmtanh<y ¢ cos( Wx))

2 * 2 0.01

pour un certain ¢ > 0 (dans les résultats présentés ci-dessous, ¢ = 1072). Le probléme est
complété par les conditions aux limites suivantes, avec u = (u,v),

u(t,z,y) =0=o(t,z,y) sury = —2, y = 2,

ut,r,y) = 0= 0u(t,x,y) surz=—1/2 z=1/2. (111.23)

En raison de la gravité, le fluide lourd tombe, entrainant la formation de motifs typiques de
champignons. La difficulté du probléme dépend d’une part du nombre de Reynolds Re, qui
évalue la force des effets visqueux, et d’autre part par le nombre d’Atwood At = % qui
évalue la différence entre les densités extrémes du fluide. Plus ces nombres sans dimension sont
élevés, plus la simulation est difficile. Pour des raisons de symétrie, nous notons que nous pou-
vons réduire le domaine de calcul a 0 = (0,1/2) x (—2,2), toujours en utilisant les conditions
(IT1.23) en x = 0. Nous trouvons pratique de travailler avec les équations sous forme sans di-
mension. Cela signifie que, étant donné I’échelle de longueur L (définie par la taille du domaine),

I'unité de temps T est choisie pour que 'accélération de la gravité satisfasse 'yTTQ = (0,—1).
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Le nombre de Reynolds est défini par Re = %. Cependant, afin de faciliter la comparaison

avec d’autres articles, les résultats des Figures II1.15 — II1.17 sont donnés avec le temps redi-
mensionné 7 rres = VAT, qui implique le nombre d’Atwood At = % défini & partir du
densités extrémes de 1’écoulement.

Les simulations sont trés sensibles aux effets d’orientation du maillage qui peuvent induire
des instabilités parasites. Cela a été rapporté dans [CCGO8|; Bien que le schéma DDFV soit
complétement différent, nous avons également rencontré de telles difficultés. Pour ces simula-
tions, nous avons utilisé le maillage dual barycentrique, c¢’est-a-dire le maillage dual est obtenu
en joignant les centres z, au milieu des arétes. La forme des cellules duales est plus compli-
quée, mais le maillage a plus de symétries et il n’introduit pas d’instabilités artificielles, voir
Figures II1.15 - II1.17, qui présente les résultats avec plusieurs nombres d’Atwood et de Rey-
nolds. Nous observons que le schéma capture les caractéristiques principales des instabilités,
avec la formation du profil du champignon, et que le mouvement du fluide est en accord avec
[CCGO8, GQOO]. Une comparaison a été faite dans [10]. La méthode est capable de gérer un
rapport de densité élevé, ici jusqu'a pys/pm = 19, et un nombre de Reynolds aussi élevé que
Re = 20000.

T=0 T=1 T=1.5 T=1.75 T=2 T=2.25 T=25 T=3 T=3.5

2. 2.0 2. 2.0 2. 2. 2.0 2. 2.0
1.5 1.5 1.5 1.5 1.54 1.5 1.5 1.5 1.5
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0+ 1.0 1.0
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 - 0.5 //‘M
0.0

0.0 0.0 =~ 0.04 o.04 / 0.0 ,;’ 0.0

el
N

-0.5 0.5 -0.5+ 0.5 -0.5+ 0.5+ -0.5-
,,,,,,

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

&
&

FIGURE III.15 — Instabilité de Rayleigh-Taylor : évolution de l'interface; Re =1000, pas/pm = 7, amplitude
initiale ¢ = 0.01. Maillage uniforme barycentrique 40x320, Ligne de niveau de la densité 2 < p < 4.
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T=0 T=1 T=1.5 T=1.75 T=2 T=2.25 T=25 T=3 T=3.5

2. 2.0 2. 2.0 2. 2. 2.0 2. 2.0
1.5 1.5 1.5 1.5 1.54 1.5 1.5 1.5 1.5
1.0 1.0+ 1.0+ 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0+
0.5+ 0.5+ 0.5+ 0.5+ 0.5+ 0.5+ 0.5+ 0.5+ 1 0.5+ l///
,
) e yd /
- 1 7~ / / / {
1 - 1 - i 1/ 1/ 1/ iy i
0.0—— 0.0 | 0.0 j’ 0.0 é 0.0 / 0.0 j 0.0 ;i 0.0 &, 0.0
i 5
/ H
o ) W ( ‘*
} i
i
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 o5 ) os14J) 0.5 § 0.5
o’ /i
L ¥
1.0 1.0 1.0 1.0+ 1.0 1.0+ 1.0 1.04 Vi 1.0
1.5 1.5+ 1.5 1.5+ 1.5 1.5+ 1.5 1.5+ 1.5+
2 2.0 2 2.0 -2. -2 2.0 2 2.0
0.00 .00 0.00 .00 .00 0.0 0.00 0.0 v.00

FIGURE I11.16 — Instabilité de Rayleigh-Taylor : ’évolution de l'interface; Re =5000, par/pm = 7, amplitude
initiale ¢ = 0.01. Maillage uniforme barycentrique 50x400, Ligne de niveau de la densité 2 < p < 4.

T=0 T=1 T=1.5 T=1.75 T=2 T=2.25 T=25 T=3 T=3.5

2. 2.0 2. 2.0 2. 2.0 2.0 2. 2.0
1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.54
/ /
7 / /
0.0+ 0.04 0.0 0.0 0.04 / 0.0 0.0 / 0.0 |/ 0.04 |
/ / { { {
J { | | {
i 3 { { | |
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5/ 0.5 | 0.5 | 0.5+ | 0.5 |
N
]k, ! |
5 f f
1.0 1.0 1.0 1.0+ 1.0 1.0+ 1.0+ 1.0 Lo—i
1.5 1.5+ 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
i
2 2.0 2 2.0 -2. 2.0 2.0 2 2.0+~
0.00  0.50 0.00 0.50 0.00  o0.50 0.00  0.50 0.00  o0.50 0.00  0.50 0.00 0.50 0.00  0.50 0.00 0.50

FIGURE II1.17 — Instabilité de Rayleigh-Taylor : I'évolution de linterface; Re =1000, pps/pm = 19, amplitude
initiale ¢ = 0.01. Maillage uniforme barycentrique 40x320, Ligne de niveau de la densité 9 < p < 11.
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Chapitre IV

Algorithme de Schwarz pour le probléme
de Navier-Stokes

Dans ce chapitre, je fais le lien entre les Chapitres I et I11, nous nous intéressons aux méthodes
de décomposition de domaine de type Schwarz sans recouvrement pour le probléme de Navier-
Stokes avec des conditions de Dirichlet étudié dans [16]

f dans Qp =Q x [0,7]
0 dans €,

u=g; sur 0Qx(0,7T),
u(0) = ujp;; dans Q

du+ (u-V)u—div(o(u,p))
)

div(u (IV.1)

|
03

avec 0 < T' < oo, Q un domaine polygonal borné ouvert de R?, ott u : Q7 — R? est la vitesse,

p: Qr — R est la pression et o(u,p) = —Du — pld est le tenseur des contraintes avec Re > 0.

En particulier, le tenseur du taux de déformation est défini par la partie symétrique du gradient
1
de vitesse Du = §(Vu + V).

Notre objectif est de décomposer le domaine €2 en sous-domaines plus petits, de résoudre le
probléme incompressible de Navier-Stokes sur ces sous-domaines en imposant certaines condi-
tions de transmission aux interfaces, et de récupérer, au moyen d’un algorithme de Schwarz
itératif, la solution discréte de (IV.1) sur €. Puisque nous travaillons avec un probléme insta-
tionnaire, nous décidons d’appliquer cet algorithme itératif & chaque itération. De plus, nous
voulons que les conditions d’interface soient locales et nous ne faisons aucune condition sur le
nombre de Reynolds.

Séparons le domaine de calcul €2 en deux sous-domaines €2 = €23 U £25. On note I' I'interface
Q1 Ny, Lalgorithme de Schwarz définit une suite de solutions (ué) Jen du probléme de Navier-
Stokes dans 2;, avec j € {1,2}, en imposant la condition de transmission suivante

() -1 — () () = ol gt R () )
div(uﬁ) + ap? = —div(u!™") + api ™!,

(IV.2)

oll ¢ # j et 1i; est la normale unitaire sortante de €2;. La condition de transmission, qui implique
les parameétres o > 0, A > 0, s’inspire de la condition classique de Fourier. La premiére condition
combine linéairement les valeurs de l'inconnue et celles de sa dérivée; ici, la convection est
également incluse. La deuxiéme condition, qui ne dépend que de «, combine la divergence de la
vitesse avec la pression ; car nous souhaitons que la contrainte d’incompressibilité soit vérifiée
a la convergence de l'algorithme.
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Dans ce chapitre, nous proposons une discrétisation DDFV pour le probléme de Navier-
Stokes avec des conditions aux limites de Dirichlet sur I’ensemble du domaine €2. Contrairement
a la Section III.2; ici nous ne discrétisons pas une formulation variationnelle, contrairement a
la Section III.3, ici nous généralisons le choix de la discrétisation décentrée pour le terme de
convection en utilisant les B-schémas. Dans ces B-schémas, le terme de convection est appro-
ché par une discrétisation centrée plus une perturbation diffusive, qui dépend d’une fonction
générale B. Ceci est inspiré du travail de [HH14|, qui traite 1’équation scalaire d’advection-
diffusion-réaction avec une discrétisation classique des volumes finis.

Toutes les notations et les opérateurs sont définis dans I’Annexe.

IV.1 Un B-schéma DDFYV pour le probléme de Navier-Stokes

Soit N € N*. Nous notons 6t = % et t, = ndt pour n € {0,...,N}. Nous utilisons une
discrétisation Euler implicite en temps sauf pour le terme de convection non-linéaire, qui est

linéarisé de maniére semi-implicite. A chaque pas de temps, nous imposons ’égalité suivante
div® (u?) — BdAA®pE =0 (IV.3)
qui prend en compte la stabilisation a la Brezzi-Pitkdranta, avec le parametre 5 > 0.
Nous cherchons u” 07! = (u?),cq0, .} € (Eo) N+ of p20T) = (D3 )nefo,..ny € (R)NHL | qui
sont initialisés par :
u’ = IPCTuo € E,,

1
p° € R® tel que A®p° = ?divg(uo) avec Z mpps = 0.
Py DeD
La pression p° est bien définie puisqu’elle est solution d’un systéme carré inversible. Avec ce
choix de (u’ p°) nous garantissons la propriété (IV.3) a chaque pas de temps. Le terme de
force est discrétisé a l'aide de la projection moyenne sur 7, avec P'f et PP f. A partir de

maintenant, pour simplifier les notations nous noterons (u™, pi™) par (ur,po) et (u,p3)

par (ﬁTva)‘
Soit (ur, pp) vérifiant (IV.3) nous cherchons uy € Ey et po € R® tels que :

u u
mK—’C—FZmeU;C:meK—FmK—K \V/Kem

ot = ot
K
Ujc* U+
My S Z Mg Forr = My Fien 4 M - Vkr e m*
5t DE@K* 5t <7D>

div®(uy) — B3 A®py =0

Z mppp = 0.

\ De®

Les flux sont définis comme une somme d’un terme de “diffusion” et d’un terme de “convection” :

My Fae = m, (Foe + FE), Myge Fer = Mge (Flan 4+ Flurr).

Les flux de diffusion sont définis par :

—

2
mff‘/__glc = _mUUD(uT7p©) ﬁo-lc = —m, (R_DDUT - pDId> N,
(S

2
d D — D —
mo*‘FU*)C* = —M,*0 (uTapg) Noxpex = —My (ﬁD U,y — pDId Ngxpcx,
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Les flux de convection sont une somme d’une discrétisation centrée et d’'une pertubation diffusive

2 2mp,R
m,Fe. =m,Fy, (u,c i uL) + L B ( M€ F,C,a> (ue —u.),

2 2Rem m,
Uy + Ups m2. B 2mpRe
2 2Rem, M,

mU*‘Fg*}C* :mU*F *70* ( FK*7U*) (uK:* - 115*).

La définition de Fj ,, Fx- ,~ est la méme que dans la Section II1.2 & I’exception des termes de
bord :

— Y mGap st € M UM, 0" NOQ =10
Mg Fler v = 5EG’C*ﬂ€fD
fed N 1
—msGsp — §moK*H . si k€ OM*, o* NN # 0, ie. D, - € DL

ol My, représente la mesure de l'intersection entre dx+ M I€2 et

mo—}C* H]C* - E mamalc*ﬁ]c* . ﬁo”C) \V/IC* € am*.

t
DE@,ECZ*
Nous remarquons que si (IV.3) est vérifiée, alors les flux Fy, et Fi- ~ sont conservatifs :

F._=-F Vo=x|lc et Fe «=—Fp « Vo=x*
K,o Lo K*,o L7007

L*.

Proposition IV.1 (Proposition 3.1 [16])

Soit T un maillage DDFV. Pour tout (u,,pp) € Eg x R®, 8 € R* nous avons
> m,Fe, =0 Vi € M,
Dedx
Z ma* K*,o* = 0 VIC* G Dﬁ*,
DED o+
Z mo* K*,o* = _mU)C*H * VIC* G am*
DED o+

La partie diffusive dépend de la fonction B, qui décrit les différents schémas avec lesquels nous

pouvons travailler. Le schéma centré correspond a B(s) = 0 et le schéma upwind correspond a

1

B(s) = 3|s|. Cependant, pour des besoins ultérieurs et I’analyse de la méthode de décomposition

de domaine, il est pertinent de considérer un cadre assez général dans lequel B peut étre une
matrice. Dans ce qui suit, nous notons B <2mm—DRe Fy U) avec By et B (mm—DRe Fi- U*) avec Bgsjx.
o b O'* Rl

Les flux totaux deviennent alors :

2
U +u m
D — - L o
m,Fox = —M,0 (Ur,Pp) iy + M, Fic, By (0 —ug)
2 2Remp

2

Uy + Uy me.

D — < L o

My Foer = —Mpr0" (Ur, Pp) Torier + Mgn Fes - Boeier (Wer — uzx)
2 2Remp

(IV.4)

Le caractére bien posé du schéma (P), connu lorsque la discrétisation centrée ou upwind est
utilisée, se généralise a une large classe de fonctions B. Dans ce qui suit, pour une matrice A
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N x N, nous écrivons A > 0 lorsque la partie symétrique de A est semi-définie positive, ce qui
signifie que Az - z > 0 est valable pour n’importe quel vecteur z € RY.

Théoréme IV.2 (Theorem 3.2 [16])

Supposons que

Box = B, B, >0
BO‘*IC* = BO’*L*J BO’*K* Z O

Alors le schéma (P) est bien posé.

IV.2 L’algorithme de Schwarz DDFV

Comme chaque maille duale du maillage d’origine est divisée en deux par 'interface I, il est
nécessaire d’introduire des inconnues de flux supplémentaires \IJK;, pour tous les k; € 00,
comme dans le Chapitre I. Ces inconnues sont destinées a approcher les flux duaux F,«« sur
I'interface. Pour un diamant o € CDJF-, les inconnues sont illustrées a la Fig. IV.1.

FIGURE IV.1 — Les inconnues sur un diamant & I'interface du sous-domaine ;.

Sur chaque sous-domaine §2; de 2, nous voulons résoudre un systéme Navier-Stokes avec des
conditions limites mixtes. Sur la partie de la frontiére qui intersecte 0€2, nous imposons des
conditions aux limites de Dirichlet. Sur I'interface I' entre les deux sous-domaines, nous impo-
sons la version discrétisée des conditions de transmission (IV.2). Ces conditions de transmission
vont intervenir trois parameétres strictement positifs :

e )\ qui se présente comme dans la condition de transmission de Fourier pour la vitesse,
e o qui se présente comme dans la condition de transmission de Fourier pour la pression,
e [ qui repose sur la stabilisation & la Brezzi-Pitkdranta.

Précisément, la contrainte d’incompressibilité est approchée sur le maillage diamant ©; et
pour les diamants dans ’D]F-, un terme de transmission est ajouté, controlé par le parameétre
«. Nous donnons maintenant, de maniére formelle, une explication de la nécéssité d’ajouter
cette condition aux diamants de l'interface @5 : notre objectif est de récupérer, a la conver-
gence de lalgorithme de Schwarz, la contrainte d’incompressibilité div®(uy;) = 0 pour tous
les » qui intersectent I' dans €2 (que nous écrivons ici pour des raisons de simplicité sans le
terme de stabilisation). Un diamant » dans 2 intersectant I' peut étre écrit comme 1'union des
diamants Dy, Dy dans €2y, {25. Par définition de la divergence discréte, nous pouvons décomposer

. . D . D . . . .
mpdiviur = mp, div- ' ur+mp,div 2u, . Cela implique notamment que sur I'' nous aimerions :

My, divP u, = —myp,divi?u,. (IV.5)
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Imposer une telle condition a toutes les itérations de l'algorithme de Schwarz n’est toutefois
pas suffisant pour prouver la convergence de cet algorithme, comme nous le montrerons plus
loin dans le Théoréme IV .4 ; pour appliquer les outils analytiques de la preuve, il est nécessaire
d’ajouter a (IV.5) un terme de type Fourier pour la pression, contrélé par a.

Nous introduisons maintenant le processus itératif qui définit I'algorithme de Schwarz. A
chaque pas de temps t,, nous appliquons 'algorithme de Schwarz DDFV : pour une initialisation
arbitraire h% € ROMG.rUOMip o g%j € R¥, a chaque itération £ = 1,2,... et 4,j,€ {1,2},j # i
nous procédons aux deux étapes suivantes :

1. Calculer (u%, p%j, \D%) € Ey? x R? x R™ir solution de

( u’ u
m’Cé_’tc+ Z m(,]:f,czm,cf,c—km,cd—: Ve € IM;
DeDic
uf;* A ﬁfc* *
My 6t + Z mo-*-Fo'*]C* = mK*f * + My 6t VK:* € mj
DEDc
ufc* 0 ¢ ﬁIC* *
m)C* 6t + Z ma*.Fo.*}C* + mo-’c* \DK* = mlC*f * + m)c W VK* E am%l"
DeED -+ (Sl)
1
~ T+ P g + Mg = bt Vo € Oy
1
—vl 4+ 5 Hee ul. + duk. = h'! i+ € 0’
deiVD(u%) — ﬁde%ADp%j =0 Vo € D;\ D}
\ deiVD(u%) - ﬁmpd%ADp%j +ampph = g5 " Vo € DF,
ot \,B3,a > 0 et tiy; est la solution calculée a 'instant précédent ¢,_; = (n — 1)t pour
n € {1,... N — 1}. Nous ferons référence au systéme (S;) sous la forme suivante :
Tj el ¢ = =1 -
‘CQJj,F(u’[}apgjulp jafﬁauﬂ'?h’nlagggl) = 0. (IV6)

2. Calculer les nouvelles valeurs de heTJ et de géf avec :
J

1
hfj = ./_'flci — éFaKiufi + )\ufi, v,Cj =L; € 89)?j,p
¢ . ¢ ¢ «
h}q =V, — §HK§ u,. + A, Vk; € O 1 tel que agr = wyy
QZDj = — (mp,divPi (u}) — Bmp,d5, AT S ) + amp,ph, VD, € CD? tel que zp, = Zp,.

(S2)
Théoréme IV.3 (Theorem 4.3 [16])
Sous les hypothéses (Hp) et A\, 5, > 0, le schéma DDFV (8;) est bien posé.

Lorsqu’on étudie la limite de I'algorithme de Schwarz DDFV (8;)-(S2), nous trouvons qu’il
ne converge pas vers la solution de (P) mais la solution de (P) défini dans la section suivante.

Théoréme IV.4 (Theorem 5.8 [16])

Sous l’hypotheses que m,« = 2m,= = 2mg; pouri,j = 1,2, 1 # j, les itérés de l’algorithme
de Schwarz DDFV (81)-(S2) converge quand [ tend vers l'infini vers la solution du schéma
DDFV (P) (a une constante prés pour la pression).
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IV.3 Le schéma limite (P)

Nous considérons le schéma DDFV suivant pour (IV.1), dans le domaine {2 : soit (ur, po),
vérifiant (IV.3), nous cherchons ur € Ey et pp € R® tels que :

( u ~ u
My 5—: + Z My Fox + Z My Forx = Myt + my 5—; Ve € M
DeDx\Df DeDj
| § P ~ U+ %
MMy (;Ct + Z Myx Forxcr + Z My Foepr = MyerFiee + My 5_]; Vi e M (75)
DeD e\ DL, Dedl,
mpdiv®(u,) — Bmpd: APpsy =0 Vpe®
Z mDpD — 0.
\ De®

A Tintérieur du domaine, les flux coincident avec les flux de (P), voir (IV.4), et sur I'interface,
ils sont modifiés et définis par :

2
~ U +1u m ~
’D — < L o
My Fox = —M,0 (uTapZD) N, + maFic,a Ba}c<u7c - uL)a
2 2Remp
2
D — K L o
Myx Foer = =M= (Up, Pp ) Tyex + My Fiee Byeyes (Wper — ),
2 2Remp

oll ég,c et EU* «+ sont des matrices qui viennent de la condition de transmission de I'algorithme
itératif. Leurs expressions sont données dans les Proposition IV.7 et IV.8. Une estimation d’er-
reur numérique de ce schéma est illustrée dans [31], le schéma est d’ordre 1 pour la vitesse, le
gradient de vitesse et la pression.

Commencons par une définition préliminaire, en gardant a 'esprit que By, Bo«cx sont sup-
posés étre des scalaires.
Définition IV.5

Pouri=1,2, et 0 € OM; 1, nous posons P =1d + fi, @ i, et

2

m
A = ——(P + Byx,1d),
2Rempi( T Boxi1d)

ZmDi Re

ot nous rappelons que By, = B chi>- Ensuite, nous posons A = A1 + As, qui est

symétrique définie positive, et donc inversible. Pour i, = 1,2, 1 # j, comme A; et A; sont
des polynomes en P, la propriété suivante est vérifiée :
AA; = AjA;,
AjAT = AT Ay,

car d’aprés I’Hypothéses (Hp) nous avons Byy, = Box; pour o € OM; .

Le schéma (75) est défini sur le maillage 7 de ; en particulier, cela signifie qu’il n’y a
pas d’inconnues primales u, sur l'interface I'; voir Fig. IV.1. Le résultat suivant définit une
inconnue u, sur 'aréte primale pour vérifier la conservativité des flux.

Proposition IV.6 (Proposition 5.3 [16])

Soit D € Dr un diamant et Dy,Dy les demi-diamants tels que D = Dy U Dy, v0IT
Fig. IV.2 . Nous notons par (., Tix, T+, ) les sommets du diamant D et (T, Tiex, Tpr, T, ),
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(T, Tier, Tpx, T,) les sommets de Dy et Dy. Soit 0 = ky|ke, et A, Ay, Ay définis dans la Dé-
finition IV.5. Alors, il existe un unique u,, donné par

1
u, = A7 [Ajuy, + Asuy, + 57710}7’0,<1(u,Cl —ug,) |, (IV.7)

qui vérifie

‘FO')C1 - _“FO')CQ‘ (IV8>

FIGURE IV.2 — Un diamant D, de sommets Ty, X+, T+, 2, union de deux demi-diamants : p; de sommets
Ty Ter, Ty Tpx €6 Dy de sOommets Ty, , Ticx, T,, X+ En particulier, o = [z, 2] et 05 = [, T, ]-

Proposition IV.7 (Proposition 5.4 [16])

Soit D un diamant et Dy, Dy l(;is deux demi-diamants tels que D = Dy U Do, voir Fig. IV.2 .
Alors il existe un unique flur Fye sur o = Kq|ko tel que

mgfmc - mcrfo'lcl - _mdFO'IC27 (Ivg)
donné par
~ D N LIKI + uK2 mg =~
MeFox = —M,0" (Ur, Po) U + My Fic , 5 + S Rems Bk (ug, —uy,), (IV.10)
~ 2R 1 ?
By =2 <A1A2 T (§mC,FK,J) Id) Al p (IV.11)
m

Proposition IV.8 (Proposition 5.5 [16])

Soit D un diamant et D1, Dy les deur demi-diamants tels que D = Dy U Dy, voir Fig. IV.2 .
Alors , pour k= € OMY, il existe un unique flur Fyecx sur o = ojUos = [wxc,, ] U[2,, Tic,]
tel que

mg*Fg*K* - mo.ffo-i*;c* _|’ mggfo-;;c*, (IVlQ)
donné par
~ D . Upe* + Up= mi* ~
Forxs = —Myx0 (u’r,p@) Nycx + Myx Lyex o* By (urc* - U—L*)a
2 2Remp

(IV.13)
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~ m, =
Byrr = —= Boixr + —> By (IV.14)
m

Théoréme IV.9 (Theorem 5.6 [16])

Sous I’Hypotheéses (Hp) pour By, Byex+, le schéma (75) est bien posé.

Pour prouver la convergence de ’algorithme de Schwarz vers la solution de (ﬁ), il est néces-
saire de projeter cette solution, définie sur (2, sur les sous-domaines €2;, j = 1, 2.

Théoréme IV.10 (Theorem 5.7 [16])

Soit T un maillage composite T = Ty U Ty et (ur, po) solution du schéma DDFV (P) sur le
domaine ). Pour j € {1,2}, il existe une projection (u%’—?,p%)j, vE, h%?,g%;) e R7i x R x
Rir x R7 x R de (ur, po), telle que :

T; 00,00 o) — oo 00 oo
'CQJj,F(uTjaPQJ-?\Ijﬁvfﬁau7}h7’j7g©j):O' (P )

IV.4 Un algorithme de Schwarz DDFV modifié

Nous examinons maintenant s’il est possible de construire un algorithme de Schwarz discret
avec des flux modifiés convergeant vers la solution de (P). Nous montrons que cela est possible
si nous supposons une discrétisation asymétrique de (IV.1), en ce sens qu’il faut envisager une
discrétisation upwind du terme de convection sur le maillage primal et une discrétisation centrée
sur le maillage dual qui correspond au choix

1
B, (s) = §|s| et By (s) =0

dans (P). Nous rappelons que la convergence vers (75) est valable si et seulement si elle peut étre
vue comme une définition de B, (resp. By+x-) en fonction de By, By, ( Tesp. Bosiers Bosier ).
L’idée est de modifier 'algorithme de Schwarz afin qu’il converge vers la solution de (P); cela
repose sur la capacité d’inverser ces relations. En conséquence, les flux de 1’équation limite ne
dépendent que de By, By«cx et une définition différente des flux n’est pas requise sur l'inter-
face I

Théoréme IV.11 (Theorem 6.1 [16])

Soit (ur, pp) une solution de (P) pour des flux convectifs définis par le flux upwind Byy(s) =
sls| pour tout o € €, et des flur centrés By«+(s) = 0 pour tout o* € E*. Définissons (S)
lalgorithme de Schwarz ow

o Sur le maillage primal, les flux convectifs sont définis par :
By (s)Id si o ¢ &r, Byy(s) si o € &r,

avec !
_ 1 (s|—2+2/1+ 4] 0 o
BO’ = 3 )
<(s) QQ( 0 s~ 14 T2 ¢

et QQ = (g —yx> , 00 Ny = (:?j) est la normale unitaire sortante de l'interface .
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e Sur le maillage dual, By (s) = 0.
Supposons m,» = Qm%*_ = 2my,x, pour j,i = 1,2, j # i, (P) est la limite de l’algorithme de

Schwarz (S).

IV.5 Résultats numériques

Notre but est de regarder la qualité numérique de la solution de I'algorithme de Schwarz. Le
cas test est défini avec les équations dimensionnées, ainsi nous adaptons ici le méme cadre, voir
Fig. IV.3. Les références [STDT96] et [Joh04]| considérent un canal Q = [0,2.2m] x[0,0.41m]|
avec un obstacle circulaire S dont le centre est situé a (0.2m,0.2m); nous décomposons le
domaine 2 en deux sous-domaines €2q,{2s et nous placons l'interface I' en x = 0.56m. Le

0.56m

Io.mm & 2

@

10.15m

r 0.41m

T
!
|
|
|
|
|
|
|
|

2.2m

FIGURE IV.3 — Domaine Q = [0,2.2]x[0, 0.41] , decomposé en 2; = [0, 0.56] x[0,0.41] et Q2 = [0.56, 2.2] [0, 0.41].

maillage considéré pour 2 est représenté dans la Fig. IV.4; il est obtenu avec GMSH, il a 8560
mailles et il est localement raffiné autour de 'obstacle. Remarque que le domaine de gauche
Q; (celui avec les triangles) posséde 4464 mailles et celui de droite €y (celui avec les carrés)
posséde 4096 mailles.

FIGURE IV.4 — Maillage sur le domaine 2 de Fig. IV.3. Le nombre de mailles primales est 8560 ; 4464 pour le
domaine de gauche, 4096 pour celui de droite.

La viscosité du fluide vaut n = 1073m?2s™! et le temps final est 7' = 8s. Le flux entrant en z = 0
et sortant en v = 2.2 est :

g, (z,y,t) = 0.41?sin(7t/8)(6y(0.41 — y),0).

La condition initiale est Wi (z,y) = (0,0). La vitesse de référence est U = 1ms™! (notons

que la vitesse maximale est %U ). Le diamétre de l'obstacle est L = 0.1m, ainsi le nombre de
Reynold est 0 < Re(t) < 100. Le pas de temps est 6t = 0.00166s.

Nous utilisons le schéma limite (P), mais & quelques temps fixés, nous utilisons 1’algorithme
de Schwarz itératif (S;)-(S2), avec comme données initiales h%_ et g%j, pour j = 1,2, donnés
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par (P) au temps précédent. Le critére d’arrét est

max (||e%]|2,7, I, | 2,1)) <1073 (IV.15)
et les parameétres sont A = 200, « = 1 et § = 0.01. Pour discrétiser le terme de convection,
nous choississons B = 0 qui donne une méthode plus précise.

Pour commencer, considérons le profil de la premiére composante de la vitesse. L’algorithme
itératif est appliqué a l'instant 7" = 2s et T = 6s; nous comparons la solution du probléme
limite (P) (Fig. IV.5, IV.7) a la solution obtenue par ’algorithme itératif (S) - (Ss) (Fig. IV.6,
IV.8). Comme nous pouvons le constater, le profil est le méme et la décomposition de domaine
n’introduit aucun mode parasite dans la solution; le critére d’arrét (IV.15) est suffisant pour
obtenir une approximation juste de la solution attendue. La convergence de I’algorithme est
obtenue en 559 itérations & T' = 2s et en 689 itérations & T' = 6s; le nombre d’itérations peut
étre optimisé par le choix des paramétres \, o, 5 (les paramétres sont fixés une fois pour toutes
et n’évoluent pas dans le temps ). Par exemple, avec le choix A = 50 et v = 0.5, la convergence
de l'algorithme est accéléré, elle est obtenue en 102 itérations & T' = 2s et en 178 itérations a
T = 6s.

FIGURE IV.5 — Premiére composante de la vitesse pour la solution du schéma de Navier-Stokes sur (2 & T' = 2s.

FI1GURE IV.6 — Premiére composante de la vitesse pour la solution de I'algorithme de Schwarz a l'itération 559
aTl =2s.

FIGURE IV.7 — Premiére composante de la vitesse pour la solution du schéma de Navier-Stokes sur 2 4 T = 6s.
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N N, et e

FIGURE IV.8 — Premiére composante de la vitesse pour la solution de I'algorithme de Schwarz a l’itération 689
aT =6s.

Afin de mesurer la qualité des résultats obtenus, nous nous concentrons maintenant sur le
calcul des coefficients de trainée et portance pour le probléme limite (P) et pour la solution
de (S1) - (S2). Nous définissons le coefficient de trainée c4(t) et le coefficient de portance ¢;(t)

comme 9 9 ()
B utS t _
cat) =~ [ (%0, pton.)

alt) = —pLQUQ /S (pnau(;—;(t)nﬁp(t)ny),

ou S représente le bord de 'obstacle, fig = (n,, n,) est le vecteur normal & S pointant vers €2,
ts = (ny, —n,) le vecteur tangentiel et u,, la vitesse tangentielle. Au niveau discret, on pose
donc

" 2 n = = m
Ca = L—U? Z m, (anp(uf Tcrer) Mo Ny — pﬁJnm) )
p DED easNS
n 2 n = = 7
o 3 el ) i)
p DEDeztNS

Nous étudions I'évolution des coefficients dans la Figure IV.9 et leur valeur maximale est indi-
quée dans le Tableau IV.1, défini par :

= max cj, Climaz = Max ¢

Ca
A E(0.. N} ne{0..N}

Les résultats donnés dans le Tableau IV.1 et la Figure IV.9 montrent que les solutions don-
nées par le probléme limite (P) et celles de 'algorithme de Schwarz (S;)-(S2) sont robuste et
qualitativement correct. Le comportement des coefficients de trainée et de portance de (75) est
cohérent avec les valeurs de référence de [Joh04], et les valeurs maximales des deux coefficients
sont similaires, (voir le Tableau IV.1). Le léger écart dans la valeur maximale des coefficients
est du au niveau de raffinement du maillage et a 'ordre en temps du schéma : nous travaillons
avec environ 90 000 inconnues, pour toutes les composantes de vitesse et de pression, contre
environ 500 000 inconnues utilisées dans [Joh04]. La Figure IV.9 montre que le coefficient de
portance est sensible au choix de la discrétisation temporelle : le pas de temps dans [Joh04] est
o0t = 0.00125s avec un schéma d’ordre deux en temps. Notre schéma est d’ordre un en temps,
et nous travaillons avec 0t = 0.00166s.

Nous avons implémenté un schéma d’ordre deux en temps, comme dans [13] : la premiére
itération reste inchangée, alors que pour n € {1,... N} le terme dyu est approché par 3 (3ur —
2u? + su"') au lieu de £ (u?™ — u?) et le flux de convection Fy, dépend de (2u? —u"?)
au lieu de ull. En effet, cette approche améliore I'approximation du coefficient de portance,
voir la Figure IV.9. Les coefficients de trainée et de portance correspondant a l’algorithme

de Schwarz (S;)-(S2) sont calculées avec un schéma d’ordre deux en temps. L’algorithme de
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Schwarz est appliqué a chaque pas de temps; nous calculons alors les coefficients associés a
partir de la solution de ’algorithme. Les résultats sont illustrés dans la Figure IV.9, ot nous
pouvons observer que les valeurs de ces coeflicients coincident avec les autres courbes données
par la solution de (P), on peut en conclure que I’algorithme produit une bonne approximation
de la solution du probléme de Navier-Stokes sur ’ensemble du domaine.

Schwarz (P) ordre 1 (P) ordre 2 Référence

Cd,max 2.9999 2.9985 2.9987 2.9509
Clmax 0.5100 0.5183 0.53246 0.4779

TABLE IV.1 — Comparaison entre les valeurs de ¢g maz, C1,maz Obtenus avec les schémas DDFV (P) d’ordre 1 et
2 en temps, avec l'algorithme de Schwarz algorithm et avec les valeurs de référence [Joh04].

.5 T T T T T T T T T T —T T T
(P) order 1
30 — (P) order 2 || o5l
—— Schwarz \
251 1 ol N
/ \
| / \-\_
/ N

/ \
Y
1r / \

05

0 ,
,O_J ‘ ‘ : ‘ s s s - 05
0

1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Evolution en temps du coefficient de trainé DDFV. Evolution en temps du coefficient de trainé de référence.

0.6

T

(P) order 1 0.5 T T T T T
— (P) order 2 |'| I
—— Schwarz b 04r |

I f
03l || || I

0.4

0.2

—0.2}

—04}

—0.6
(

s s s s s s s
) 1 2 3 1 5 6 7 8 05 . . ‘ . , !
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Evolution en temps du coefficient de portance DDFV. Evolution en temps du coefficient de portance de référence.

FIGURE IV.9 — Comparaison entre I’évolution de ¢, ¢* sur l'intervalle [0, 8] obtenu avec le schéma DDFV (P),
d’ordre 1 et 2 en temps, avec l'algorithme de Schwarz algorithm (S;)-(Sz) d’ordre 2 (Gauche) et la valeur de
référence de [Joh04] (Droite).

Nous allons maintenant considérer plus que deux sous-domaines. Nous décomposons le do-
maine €2 en 4 et 5 sous-domaines. Pour les 4 sous-domaines (2 = U?:l (2;, les interfaces sont
situées I'y a © = 0.56m, I's & v = 1.11m et I'3 & £ = 1.66m. Le sous-domaine €2; possede 18250
mailles, et €, ¢ = 2,3, 4, possédent 5440 mailles. Pour les 5 sous-domaines {2 = U?Zl Q;, les
interfaces sont situées I'y a x = 0.56m, I'y & x = 0.97m, I's & x = 1.38m et I'y & x = 1.79m. Le
sous-domaine €y posséde toujours 18250 mailles, et €);, i = 2, 3,4, 5, possédent 4096 mailles. Le
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critére d’arrét vaut maintenant :
max (||e%||2, ||ng||2) <5x1073

et les valeurs des parameétres valent, comme dans le cas de deux sous-domaines, A = 200, o = 1,
B =001, B=0.

f sous-domaines 2 4 5

f itérations 388 484 663

TABLE IV.2 — A T = 6s, Comparaison du nombre d’itérations pour arriver a convergence pour les différentes
décomposition.

Nous comparons les résultats au temps T = 6s, quand le fluide est plus turbulant et avec
des variations dans tous les sous-domaines ; Nous prenons comme référence la solution obtenue
dans la Figure IV.7. Comme on peut voir dans les Figures IV.10, IV.11, IV.12, les profils sont
similaires et le nombre de sous-domaines n’influencent pas la solution. Comme le résume le
Tableau IV.2, le fait d’augmenter le nombre de sous-domaines augmente le nombre d’itérations
nécessaire pour arriver a convergence. Cela vient du fait que 'information met plus de temps a
circuler a travers toutes les intefaces. Néanmoins, le temps de calcul pour résoudre le systéme
linéaire sur un sous-domaine est plus faible.

FIGURE IV.10 — Premiére composante de la vitesse obtenue a Iitération 388" de l’algorithme de Schwarz, au
temps T = 65, pour 2 sous-domaines.

FIGURE IV.11 — Premiére composante de la vitesse obtenue a itération 484" de 1’algorithme de Schwarz, au
temps T' = 65, pour 4 sous-domaines.
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FIGURE IV.12 — Premiére composante de la vitesse obtenue a I'itération 663" de 1’algorithme de Schwarz, au
temps T = 6s, pour 5 sous-domaines.
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Chapitre V

Discrétisation HHO du probléme de
Navier-Stokes stationnaire

Dans ce chapitre, nous analysons la méthode Hybrid High-Order (HHO) pour les équations
de Navier-Stokes incompressible stationnaire étudié dans [12]. La méthode proposée marche
aussi bien en 2D qu’en 3D avec le méme formalisme, elle est Inf-Sup stable sur les maillages
généraux, y compris les éléments polyédriques et les interfaces non conforme, elle prend en
charge l'ordre d’approximation arbitraire et a un cott de calcul réduit grace a la possibilité
de condenser statiquement un sous-ensemble des degrés de liberté de vitesse et de pression a
chaque itération non linéaire.

Toutes les notations et les opérateurs sont définis dans I’Annexe.

Soit Q € R%, d € {2, 3}, désigne un domaine polyédrique ouvert borné connecté. Le probléme
de Navier-Stokes incompressible stationnaire consiste a trouver une vitesse u :  — R? et une
pression p : €2 — R telles que

—vAu+Vuu+Vp=f dans €, (V.1a)
divu=0 dans Q, (V.1b)
u=20 sur 02, (V.1c)
/ p=0, (V.1d)
Q

ot ¥ > 0 est la viscosité et £ € L2(2)4. Pour le terme convectif, ici et dans ce qui suit, nous
utiliserons la notation produit matrice-vecteur avec des quantités vectorielles traitées comme
des vecteurs colonnes, de sorte que, Vuu = (Z;l:l(ajui)uj')lgigd avec u; représentant la iéme
composante de u et 9; la dérivée le long de jéme direction. Soient U := H}(Q)? et P := LZ()
avec LE(Q) == {q € L*(Q) | [, 9= 0}. Une formulation faible classique du probléeme (V.1) est :
Trouver (u,p) € U x P tels que

va(u,v) +t(u,u,v) + b(v,p) = / f-v Vv e U, (V.2a)
Q

—b(u,q) =0 Vg € P, (V.2b)

avec les formes bilinéaires a : U XU — Ret b: Ux P — R et la forme trilinéaire ¢ :
U x U x U — R telles que

o) i= [ Vuvv, b= = [ (d@ivvn

) ] (V.3)
t(w,u,v) = é/vtVuw— E/utVVW,
Q Q
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ol ! représente 'opérateur de transposition.

V.1 Description de la méthode HHO

V.1.1 Terme visqueux

Le terme visqueux est discrétisé au moyen de la forme bilinéaire a;, sur Q’Z X Hﬁ telle que,
pour tout u,,v, € U,

ap(uy,vy,) = / GIZHMG]ZXh + sp(uy,, vy),
Q

avec une stabilisation qui est une forme bilinéaire s; définie par :

TeT, FeFr

ou, pour tout T" € 7T, et tout F € Fp, nous avons introduit I'opérateur résiduel basé sur les
faces 0k - Uk — PF(F)? tel que

Opp¥r = T (VF — 7 vy = mp(vr - rf}“vT))

Cette forme spécifique du résidu pénalisé assure la propriété de consistance suivante : Pour tout
v € HH2(Q)d,
1
Sh(IZV, lﬁV) 2 < Chk+1 HVHHkJrz(Q),
avec C' > 0 une constante ne dépendant pas de h.

Proposition V.1 (Proposition 2 [12])

La fome bilinéaire ay, a les propriétés suivantes :

1. Nous avons, pour tout v, € UF,
Collvullin < Ivullz s = an(vy,, vp,) < Callvalli s,

avec C, > 0 une constante indépendante de h. Par conséquence, ||||qn définit une
norme sur Ei,o uniformément équivalente & ||-||1,, définie par (V.45).

2. Pour tout v.€ UN H**2(Q)4, nous avons

sup
ﬂhegﬁ,w\\ﬂhﬂl,h:l

[ v+ @i m)| < OBl

avec C' > 0 une constante ne dépendant pas de h.

3. Soit (v, )new une suite dans (Hi,0>h€H bornée dans la norme ||-||1n avec pour limite

v € U au sens du point 3) de Proposition 23. Alors, nous avons pour tout ® € C>=(Q2)4,
quand h — 0, a une sous-suite pres,

ah(yh,lifI)) — a(v, ®).
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V.1.2 Terme convectif

Pour la discrétisation du terme convectif, nous considérons la forme trilinéaire suivante sur
UF x U x UY exprimée a l'aide de 'opérateur gradient discret G*

1

1

._ t ~2k t ~2k

th(Wy, 1y, vy,) 1= b / v,G,ay, wy, — ) u, G, v, wp,.
Q Q

Cette expression imite celle continue donnée dans (V.3) avec Gik remplagant 'opérateur de
gradient continu. Comme on a l'égalité (G : v, ® wy,) = viGwy, avec vy, w;, dans Pk(ﬂ)d,
le gradient est testé contre des fonctions dans P?#(7,)%?. Ainsi, on a fait le choix de G2
au lieu de G’fL. Notez que, dans I'implémentation pratique, il n’est pas nécessaire de calculer
réellement Gfbk pour évaluer t;,. Au lieu de cela, ’expression suivante peut étre utilisée, obtenue
en appliquant deux fois la définition du gradient discret pour développer les termes impliquant

2k .
G2

th(Wy, 1y, v,) = Z tr (W, up, vp),
TETs

ou, pour tout 7' € Tp,

1 1
tr (W, Up, Vo) 1= —§/utTVVTWT+§/VtTVuTWT
T T

+% Z /F(UF'VT)(WT-ﬁTF) —% Z /F(VF'UT)(WT'ﬁTF)-

FeFr FeFr

Proposition V.2 (Proposition 3 [12])

La forme trilinéaire ty, a les propriétés suivantes :

1. Pour tout v,;,w,, € Qﬁ}o, nous avons

tn (W, v, vp,) = 0.
2. Pour tout u,,v,,w; € H’fw, nous avons

[tn (W, wy, v, )| < Collwy |1l llnllvs .,
avec Cy > 0 une constante indépendante de h.

3. Pour tout v.€ UN H**2(Q)? tel que divv = 0, nous avons

sup
ﬂhegﬁ,ov“ﬂhﬂl,h:l

/ wi Vv v — (v, Iiv, w), )| < ORFH||| gz qa || V| e ),
Q

avec C' > 0 une constante ne dépendant pas de h.

4. Soit (v;,)hen une suite dans (Hlfi,o%e?{ bornée dans la norme ||-||1n avec pour limite
v € U au sens du point 3) de Proposition 23. Alors, pour tout ® € C>(Q)¢ nous
avons, quand h — 0, a une sous-suite pres,

th(Vp, Vi, IE®) — t(v, v, ®).
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V.1.3 Le couplage pression-vitesse

Le couplage pression-vitesse est réalisé a 'aide de la forme bilinéaire by, sur UF x PF tel que,
pour tout (vy,,qn) € UF x PF,

br(Vy, qn) = _/ DzlzXth-
Q

Proposition V.3 (Proposition 4 [12])

La fome bilinéaire by, a les propriétés suivantes :

1. Pour tout q, € P,’f, nous avons

lanllr2) < C sup br(Vy,, qn),

v, €UE o,llvp ll1,n=1
avec C' > 0 une constante ne dépendant pas de h.

2. Pour tout ¢ € H*"*(Q) nous avons

sup
v, €U ollvpllin=1

/ Vv — bu(v )| < CH gl e,
Q

avec C' > 0 une constante ne dépendant pas de h.

3. Soit (qn)nen une suite dans (PF)pey bornée dans la norme L*(Q) et convergeant fai-
blement vers ¢ € P quand h — 0, & une sous-suite pres. Alors, pour tout ® € C>(Q)4
nous avons

bh(lz¢)7 Qh) — b(@a Q)

4. Soit (V) hen une suite dans (HZ,O)he’H bornée dans la ||-||1,n avec pour limite v e U au
sens du point 3) de Proposition 23. Alors, pour tout ¢ € C2°(2) nous avons

b (vp, i) = b(v, ).

V.2 Probléme de Navier-Stokes stationnaire

V.2.1 Le schéma HHO

Le schéma HHO est le suivant : Trouver (uy,, pp) € U} o x PF tels que

vap(wy,, vy,) + th(wy,, 0y, vy,) + bn(vy,, pn) = / fvy, Vv, € Hi,m (V.4a)
Q

—bn(uy,, qn) =0 Y, € PF. (V.4b)

L’existence d’une solution discréte est prouvée dans le Théoreme V.4 ci-dessous pour des
données générales en utilisant des arguments classiques en analyse non linéaire [Dei85].

Théoréme V.4 (Theorem 12 [12])

H Il eziste une solution (u,,pn) € HZ’O x PF o (V.4), qui vérifie les estimations a priori
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suvantes
gl < O llaoys Nonllzaey < C (Iliepe + 0281320

avec C' > 0 une constante indépendante de h et v.

L’unicité, d’autre part, est montrée dans le Théoréme V.5 ci-dessous sous une hypothese de
petitesse standard sur le second membre.

Théoréme V.5 (Theorem 13 [12])

Nous supposons que le second membre vérifie

V2

£l L2(ye < rel

avec C' une constante indépendante de h et v. Alors, la solution (u,,pn) € EZ,O x P de
(V.4) est unique.

V.2.2 Convergence vers les solutions avec une régularité minimale

Une analyse de convergence compléte de la méthode est réalisée. Premiérement, en utilisant
un argument de compacité inspiré de la littérature récente sur les méthodes de volumes finis
(voir, par exemple, [EGH00, EHLO7, EGH10| et [9]), nous montrons dans le Théoréme V.6 ci-
dessous que la suite de solutions discrétes sur une famille de maillages raffinée converge (jusqu’a
une sous-suite prés) vers la solution continue pour les données générales et sans supposer plus
de régularité pour la solution exacte que celle requise par la formulation faible. La convergence
s’étend a toute la suite lorsque la solution continue est unique. L’utilisation de techniques de
compacité dans le cadre de méthodes d’ordre élevé est assez originale ; voir par exemple [LW07,
DPE10, DPE12] concernant le probléme Navier-Stokes incompressible. Les résultats techniques
clés requis pour prouver la convergence par compacité sont les noyaux discrets de Sobolev et les
résultats de compacité Rellich-Kondrachov récemment prouvés dans [DPD17| dans le contexte
de problémes de Leray-Lions non linéaires.

Théoréme V.6 (Theorem 14 [12])

Soient (Trp)nen une suite de maillage régulier tel que pour tout h € H, et (w,,,pp) € HZO x PF
résout (V.4). Alors, nous avons a une sous-suite pres avec (u,p) € U x P solution du
probléme continu (V.2),

1. uy, — u fortement dans LP(Q)? pour tout p € [1,+00) sid =2, p€ [1,6) sid=3;
2. G, — Vu fortement dans L*(Q)*?

3. sp(uy,,u,) = 0;

4. pn — p fortement dans L*(2).

Si, en outre, la solution de (V.2) est unique (ce qui est le cas si la condition de petitesse
détaillée dans [GR86, Eq. (2.12), Chapitre IV] est valable pour ), la convergence s’étend a
toute la suite.

V.2.3 Ordre de convergence pour des données petites

Ensuite, dans le Théoréme V.7, nous prouvons les estimations d’erreur pour des solutions
exactes réguliéres sous une hypothése de petitesse des données appropriées. Lorsque des po-
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lynémes de degré £ > 0 sont utilisés, nous montrons que la norme d’énergie de la vitesse et
la norme L? de la pression convergent vers h**1 (h désigne ici le pas du maillage). Ces taux
de convergence sont similaires & ceux récemment dérivés dans [QS16] pour une méthode HDG
avec des espaces de pression et de vitesse choisis comme dans [EW13, WY16]. Une différence
par rapport a [QS16] est que nous les obtenons ici en utilisant des polynomes k au lieu de
(k + 1) a l'intérieur des mailles du maillage (c’est précisément 'un des principaux résultats de
la technologie HHO identifiée dans [CDPE16]).

Théoréme V.7 (Theorem 15 [12])
Soit (u,p) € U x P et (u,,pn) € Hl,f;,o x PF solutions des probléemes (V.2) et (V.4),

respectivement, et nous supposons l’unicité et la régularité suivante (u,p) € H*2(Q)4 x
HM1(Q), aussi bien que

V2

11l z2)e < —,
avec C' une constante ne dépendant pas de h et v. Soit

~ ._ Tk ~ . K
u, = Lu, Pbn = TP

Alors, il existe C' > 0 une constante ne dépendant pas de h et v telle que

I, — Gy ll1n + v ipw — Bull2@
< CR (L + v ullgz)a) [l mee@ + v pl e @)

Corollaire V.8 (Corollary 16 [12])

Sous les hypotheses du théoreme précédent, nous avons qu’il existe C' > 0 une constante ne
dépendant pas de h et v telle que

1 _
HGZHh - v11||L2(Q)dxd +sp(uy,,1,)2 +v 1||10h - p||L2(Q) <C
R+ vl gza) llullgere@ya + v [Pl e g))-

V.2.4 Tests numériques

Nous résolvons sur le domaine carré & deux dimensions € := (—0.5,1.5) x (0,2) avec les
solutions exactes suivantes (u, p) telles que u = (uy,uy) ot le nombre de Reynolds Re := (2v)~!

et soit A := Re — (Re? + 4%2)%,
up(x) :=1 — exp(Axy) cos(2mxs), U (X) = 7 exp(Axy) sin(2mxs),
la pression donnée par
p(x) == —% exp(2A\xq) + % (exp(4X) — 1).

Nous prenons v = 0.1 et considérons deux familles de maillages raffinés : un maillage carté-
sien et un maillage hexagonal. Les résultats de convergence pour k € {0,...,3} ainsi que
les taux de convergence observés correspondants sont rapportés dans les tableaux V.1 et V.2,
respectivement. En utilisant la notation du théoréme V.7, nous listons l'erreur H' sur la vi-
tesse |lu, — Uy|l1,5, Verreur L? sur la vitesse ||u, — Up||z2(qya, et Perreur L* sur la pression
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TABLE V.1 — Erreurs relatives, v = 0.1, maillage cartésien.

h lu, —4,ll1,n  Ordre [jup —Up|r2e Ordre |pn — Prll2() Ordre
k=0
0.13 1.02 — 0.33 — 1.84 —
6.25- 1072 0.55 0.89 0.17 0.99 0.21 3.14
3.12-1072 0.34 0.68 4.31-1072 1.94 4.36-1072 2.26
1.56 - 1072 0.19 0.86 1.09 - 102 1.98 1.37 - 1072 1.67
7.81-107%  9.72-1072 0.96 2.7-1073 2.02 3.78 1073 1.86
E=1
0.13 0.45 — 0.15 — 0.44 —
6.25- 1072 0.24 0.94 3.39-1072 2.11 3.45-1072 3.68
3.12-1072  6.46-1072 1.86 4.26-1073 2.99 8.58-1073 2
1.56 - 102 1.78 - 102 1.86 5.58-10~% 2.93 1.23-1073 2.8
7.81-1073  4.65-1073 1.94 7.11-107° 2.98 1.87-10~% 2.72
k=2
0.13 0.25 — 6.41-1072 — 9.8-1072 —
6.25-102  4.83-1072 2.34 5.81-1073 3.46 7.55-1073 3.7
3.12-1072  7.11-1073 2.76 3.45-10~4 4.06 7.71-107% 3.28
1.56-10"2 1.01-1073 2.82 2.07-10°5 4.06 7-107° 3.46
781-107% 1.34-107% 2.92 1.25.10~6 4.06 6.54-1076 3.43
k=3
0.13 7.84-1072 — 2.1-1072 — 3.46 - 1072 —
6.25-1072 7.5-1073 3.39 8.03-10~* 4.71 1.39-1073 4.64
3.12-1072  5.11-10~* 3.87 2.52-107° 4.98 7.31-107° 4.24
1.56-10"2  3.43-10"° 3.9 8.15-107 4.95 3.87-106 4.24
7.81-1073 2.22-106 3.96 2.59.108 4.98 2.17-1077 4.16
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TABLE V.2 — Erreurs relatives, v = 0.1, maillage hexagonal.

h lu, —4,ll1,n  Ordre [jup —Up|r2e Ordre |pn — Prll2() Ordre
k=0
0.14 1.64 — 0.62 — 2.1 —
7.33-1072 0.64 1.44 0.19 1.81 0.24 3.31
3.69 1072 0.44 0.56 7.12-1072 1.42 9.99-1072 1.28
1.85-102 0.25 0.79 2.32-1072 1.62 3.94-1072 1.35
9.27-1073 0.13 0.91 6.7-1073 1.8 1.32-1072 1.58
E=1
0.14 0.53 — 0.22 — 0.28 —
7.33-1072 0.22 1.32 3.95.1072 2.64 5.25-1072 2.58
3.69-1072  7.26-10"2 1.63 4.81-1073 3.07 1.26 - 102 2.08
1.85- 1072 1.96 - 102 1.9 5.81-10~% 3.06 2.37-1073 2.42
9.27-107%  5.07-1073 1.96 6.75-1075 3.12 4.07-10* 2.55
k=2
0.14 0.28 — 7.84 102 — 0.11 —
7.33-1072  5.23-1072 2.56 6.37-1073 3.84 1.19- 102 3.39
3.69-1072 832.10°3 2.68 5.32.10~4 3.62 1.7-1073 2.84
1.85-1072  1.16-1073 2.85 3.74-1075 3.85 2.04-10~* 3.07
9.27-107%  1.52-10~¢ 2.94 2.44-1076 3.95 2.61-107° 2.98
k=3
0.14 7.1-1072 — 1.56 - 102 — 2.23-1072 —
7.33-1072  9.66-1073 3.05 1.1-1073 4.05 2.31-1073 3.47
3.69-1072 897-107* 3.46 5.36- 1075 4.4 1.7-107% 3.8
1.85- 1072 6.8-107° 3.74 2.13-106 4.67 1.08-107° 3.99
90.27-1073%  4.68-10°° 3.87 7.6-1078 4.82 6.69 - 107 4.03
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|Pn — Dhllr2(0), ainsi que le taux de convergence observé correspondant. Toutes les erreurs sont
normalisées par rapport a la norme correspondante de la solution interpolée U, . Les ordres de
convergence estimés sont confirmés par les résultats numériques, avec I'erreur H! sur la vitesse
ainsi que Perreur L? sur la pression convergeant vers hA**! comme prévu. L’erreur L? sur la
vitesse converge vers h¥*2,
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Perspectives

En conclusion, j’ai développé, analysé et implémenté dans ce mémoire des méthodes DDFV
pour approcher différents problémes : des problémes de diffusion réaction, paraboliques, de
Stokes, de Navier-Stokes ; ainsi qu’une méthode d’ordre élevée HHO pour le probléme de Navier-
Stokes stationnaire. Ces études ouvrent de larges perspectives tant dans le développement des
schémas pour des écoulements plus complexes que dans le développement de méthodes de
décomposition de domaines efficaces. Donnons quelques exemples précis :

Ecoulements plus complexes

Le travail sur la discrétisation du probléme de Navier-Stokes incompressible avec une densité
variable est un premier pas vers la discrétisation de modéles d’écoulements de mélanges pour
lesquels la contrainte d’incompressibilité est remplacée par une contrainte liant la divergence
du fluide & la pression et & la densité (div(u) — div (%’(1 — p)Vp) = —div (%)) L’une des
difficultés est d’obtenir un schéma stable. Pour cela, une idée est de rajouter un terme de diffu-
sion dans I’équation de conservation de la masse. Des contraintes du méme type peuvent aussi
étre rencontrées dans la modélisation d’écoulements & faible nombre de Mach. La discrétisation
de tels modeles est un challenge notamment quand le nombre de Mach devient trés proche de
zéro (i.e. lorsque I'on est proche du régime incompressible).

De plus, une autre propriété importante des équations de Navier-Stokes incompressible est la
suivante : les forces irrotationnelles (arbitrairement importantes) dans I’équation de quantité de
mouvement n’influencent pas le champ de vitesse. Cependant on constate (dans les estimations
théoriques et en pratique) qu’avec les discrétisations classiques inf-sup stables du modéle de
Stokes, I'erreur en vitesse dépend non seulement de la qualité de 'approximation de la vitesse
mais également de celle de la pression. Le concept de méthodes robustes a la pression, qui
garantissent une erreur en vitesse indépendante de la qualité d’approximation de la pression, a
été introduit récemment (voir par exemple dans [ALM18]). Ce type de méthode n’a pas encore
été investigué dans le cadre des discrétisations DDFV.

Un autre aspect est aussi celui de la résolution des systémes discrets obtenus. J’ai dans un
premier temps utilisé une méthode directe pour résoudre le systéme linéarisé (par la discré-
tisation en temps). Nous avons aussi développé une méthode de décomposition de domaine
pour résoudre ce systéme (c¢f Chapitre IV). Mais il est également envisageable d’utiliser des
méthodes de type projection incrémentale afin de découpler la résolution du bilan de quan-
tité de mouvement (probléme de convection-diffusion non linéaire) de la prise en compte de la
contrainte d’incompressibilité (et de la remplacer par un probléme de diffusion), en utilisant
une stratégie a pas fractionnaires. A chaque étape l'utilisation de méthodes de résolutions ité-
ratives efficaces devrait alors étre possible sur la base des travaux déja réalisés concernant les
méthodes de décomposition de domaine pour les problémes de diffusion-réaction. Ceci pourrait
permettre de poursuivre les applications numeériques vers les régimes turbulents (& fort nombre
de Reynolds) plus couteux, en temps de calculs et en mémoire, et de comparer l'efficacité des
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différentes approches.

Finalement, les aspects plus théoriques de convergence du schéma obtenu vers la solution
faible du probléme continu sont également intéressant. Basés sur des résultats de compacité de
type Aubin-Simon dans un cadre discret, ce type de résultats doit pouvoir étre obtenu a partir
des estimations d’énergie cinétique discréte que nous savons déja démontrer.

La question du comportement en temps long des schémas numériques DDFV que nous avons
étudiée pour le probléme de Fokker-Planck est a poursuivre. Une perspective intéressante serait
de généraliser cette étude au probléme de dérive diffusion. Ce probléme est constitué de deux
équations paraboliques de diffusion-convection couplées a une équation de Poisson. L’existence
et I'unicité d’une solution faible de ce probléme de dérive diffusion est montré dans [GG86|, on y
trouve aussi une illustration de la positivité des densités et une majoration en temps uniforme.

Une autre perspective est d’appliquer I’étude du comportement en temps long faite sur le
probléme de Fokker-Planck au probléme de Navier-Stokes.

Algorithmes de Schwarz

La complexité des modéles rend les problémes discrets de plus en plus grands et leur ré-
solution cotiteuse. Une facon de réduire le cott de calcul est d’utiliser des solveurs linéaires
itératifs et des préconditionneurs efficaces (comme les algorithmes de Schwarz) pour accélérer
la convergence. Une seconde idée qui permettrait de réduire les temps de calcul serait de coupler
différentes méthodes volumes finis pour tirer parti des meilleures caractéristiques de chacune
dans différentes partie du domaine (par exemple une méthode a deux points dans les parties du
domaine ot le maillage peut étre structuré et une méthode DDFV dans les autres parties du
domaine). La encore les méthodes de décomposition de domaine peuvent étre trés utiles mais
il faut trouver des conditions de transmission adaptées.

Concernant les travaux déja réalisés, les perspectives les plus évidentes & propos des al-
gorithmes de Schwarz pour les équations de diffusion sont d’analyser au niveau discret les
parameétres optimaux avec des conditions de transmission de Ventcell et une matrice de dif-
fusion pleine, de généraliser I'algorithme de Schwarz avec des conditions de transmission de
Ventcell au cas des points de croisement, et pour finir de poursuivre 1’étude des algorithmes
dans le cadre de la présence d’un recouvrement.

Les algorithmes de Schwarz pour les équations de Navier-Stokes sont a généraliser aux points
de croisement. En effet, la prise en compte des points de croisement modifie la méthode en
ajoutant deux inconnues de flux au lieu d’une seule au point de croisement. Il reste également
a optimiser les paramétres de transmission.

Il faut aussi aborder paralléelement le développement de schémas numériques et des algo-
rithmes de solutions efficaces spécifiques aux simulations tridimensionnelles. La plupart des
méthodes de volumes finis ont été étendues au 3D sur les problémes de Laplace ou Stokes, mais
il reste a les étendre et a les analyser pour des problémes plus complexes. Pour réaliser des
simulations plus fines et plus précises, une généralisation des méthodes de décomposition du
domaine en 3D doit étre établie.

Applications aux neurosciences

Pour finir, j’ai également commencé & encadrer la thése de Paul Paragot avec Claire Guerrier.
Le sujet porte sur I’étude de la propagation du signal transitoire dans les neurones a 1’aide des
méthodes DDFV. L’objectif est de construire un modéle pour comprendre comment 'arbre
dendritique intégre et somme l'information provenant de centaines de synapses, dans le but
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d’étudier ensuite avec des données expérimentales la fagon dont les synapses sont modifiées en
fonction de 'expérience. Nous proposons donc de développer un modéle multi-échelle pour la
propagation du signal dans les neurones. Tout d’abord nous allons étudier la propagation du
signal a I’échelle des fins prolongements appelés filopodia, en simulant le systéme de Poisson
Nernst-Planck (voir [HY 15, MFP08, PSB13, SMPR17|), grace a un solveur DDFV non-linéaire.
Nous pensons que les propriétés de conservation de la positivité des solutions du probléme de
Fokker-Planck se généraliseront au systéme non-linéaire de Poisson Nernst-Planck et dans ce
cas, avec un faible surcotit puisque le systéme est déja non linéaire. De plus, les méthodes
DDFV permettent d’utiliser des maillages localement raffinés autour de la membrane, zone de
forts gradients. Ensuite, nous allons séparer les échelles, afin de développer un modéle simplifié
de la propagation dans les filopodia. Puis nous allons confronter et calibrer le modéle avec les
données expérimentales fournies par I’équipe du Pr. Haas & Vancouver. L’objectif final serait de
développer un algorithme pour localiser les synapses actives a partir des données expérimentales.
Ce travail permettra de faire des prédictions concernant les régles sous-jacentes a ’apparition,
au renforcement ou a la disparition des synapses, un phénomeéne a la base physiologique de
I’apprentissage.



102 Perspectives




103

Annexe

Dans cette annexe, on commence par introduire la description de la méthode DDFV avec
les maillages, les opérateurs discrets, les espaces d’approximation et les notations associées que
nous utilisons tout au long de ce manuscrit dans le cadre 2D, suivi de la description de la

méthode HHO.

Construction des maillages DDFV

Rappelons le cadre géométrique 2D de la méthode Discrete Duality Finite Volume. On se
donne un maillage primal 91 constitué de polygones disjoints £ appelés mailles primales dont
leur réunion recouvre 2. On note M 'ensemble des arétes des mailles primales de 9t incluses
dans 9€) qui sont considérées comme des mailles primales dégénérées. On associe a chacune des
mailles primales un point z,, appelé centre de la maille, voir la Figure V.1. On précise que le
point z est situé au milieu des mailles primales dégénérées du bord. On note P = {z, k£ € M}.

Hypothése 1

On suppose que toute maille primale x € M est étoilée par rapport a xi.

Cette hypothése simplifie un peu 'analyse (voir la Remarque 6) et n’est pas trés restrictive.
En particulier si les mailles primales sont toutes convexes, c’est hypothése est triviale.

. . . R e e
" o Centres xx ! I " I I
o * o) — Mailles primales « q')_ - .q)_’c_ [ Q_ - _¢
- - Mailles duales x* I | ,' \ I
K 1 7 1
m Sommets x,+ sur le bord Ly \
[ 0 £ [ | ' o ‘O |
O Sommets x* intérieurs [ | K* ! AN
o) o) [ | B il
1 _-"
o |ul s n - - -?< - \D : o *
I A
o | o T
. - - | B--96---B-C-E-9-H

FIGURE V.1 — Un maillage primal 9t U 99 (& gauche). Le maillage dual 9" U 991" correspondant (& droite).

On construit deux autres maillages : le maillage dual 97" U 99" et le maillage diamant ©
associé. Le maillage dual 9" U 09" est constitué de mailles duales k* et le maillage diamant
® est constitué de diamant . On note X* I’ensemble des sommets du maillage primal 91 et
T+ un élément de cet ensemble X*. Un sommet z,+ est alors vu comme le centre de la maille
duale k*. Pour toutes les mailles primales voisines « et ¢, c’est-a-dire telles que la mesure de
Ok N Oc soit non nulle, on définit un diamant o comme le quadrilatére (voir la Figure V.2)
de sommets zx, x,, T et T+ ol T+ et x,.« sont des sommets communs & K et £ et tels que
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[T, 24| C Ok N Oc. A chaque diamant, on définit ses diagonales comme une aréte primale
0 = K|£ = [xx+,x.+] et une aréte duale o* = x*|c* = [z, 2,]. On note un diamant soit »
soit D, ,«. On note £ 'ensemble des arétes primales et £* 'ensemble des arétes duales. On
ne considére pas ici d’hypothése de type admissibilité du maillage. Autrement dit, il n’est pas
nécessaire que soit vérifiée une condition d’orthogonalité entre les arétes et les droites joignant
les centres des mailles.

i Y om0
o "\ — Diamant p pae
)CQ'\ \ i
- . .
< N m  Sommets T&~ <
\, IR o Centres ~ ¢ c
o* N \i@xﬁ — Aréte primale 0 = k|z N
\ e ~ * -
N e - - Aréte duale o* = k*|c* o N
\ - N\,
w n
.QTL* xl:*

FIGURE V.2 — Un diamant p = D, .

On remarque que les diamants sont une réunion de deux triangles disjoints (z,, Txx, T,+) et
(T, Tyex, x o) et que les diamants ne sont pas forcément convexes. En outre, si 0 € £ N 01, le
quadrilatére p, ,« est dégénéré, c’est un triangle. L’ensemble des diamants est noté © et on a

Q= DU@D. On distingue les diamants intérieurs et diamants sur le bord :
S

e D, ={D,,- €D, tel que o C 9N},
d gint = Q\geamb

Remarque 2

On a ainsi une bijection entre les diamants D € D et les arétes £ du maillage primal, de
méme entre les diamants D € D et les arétes £ du maillage dual.

On construit maintenant le maillage dual associé. Une maille duale k* est associée a un
sommet x,+ du maillage primal. On distingue les mailles duales intérieures, celles dont le sommet
associé x,+ n’appartient pas a 0€2, ensemble noté M* et les mailles duales du bord, celles dont le
sommet associé x- appartient a 0€2, ensemble noté O9t*. Les mailles duales dites directes sont
obtenues en joignant (dans le sens trigonométrique par exemple) les centres des mailles primales
qui ont pour sommets x+. Si X+ € 02, alors k* € IM* est le polygone dont les sommets sont
{z € P, t.q. x» €K, K € M}. Si 2+ € 0N, alors k* € IM* est le polygone dont les sommets
sont {ze+} U{zc € P, t.q. 2+ €K, £ € MU IM}. Les mailles duales directes sont donc des
polygones qui ne sont pas forcément d’intérieurs disjoints. Dans certains cas, les mailles duales
directes peuvent se recouvrir. Pour éliminer ces cas, on peut supposer que tous les diamants
sont convexes ou alors on peut prendre comme définition des mailles duales barycentriques.

Hypothése 3
On suppose que toute maille duale k* € 90T U OM* est étoilée par rapport 4 Ty«

Cette hypothése permet encore de simplifier un peu l’analyse (voir la Remarque 6).

Les mailles duales barycentriques (voir la Figure V.3) sont obtenues en joignant (dans le
sens trigonométrique par exemple) les centres des mailles primales qui ont pour sommets ;-
et x, les milieux des arétes qui ont pour sommet x,«. Avec ce choix barycentrique, les mailles
duales sont d’intérieurs disjoints grace a I’'Hypotheése 1.
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FIGURE V.3 — Un maillage dual barycentrique 9t* U 99t* correspondant au maillage primal de la Figure V.1.

Remarque 4

Dans le cas d’un maillage dual barycentrique la notation o* désignera le segment [xy, x|
(droite joignant deuz centres voisins) et non pas une aréte. En effet, les arétes des mailles
duales barycentriques sont les segments [xy, x,] qui seront notés oy.

Un maillage DDFV est un couple constitué d’un maillage primal U9 (voir la Figure V.1
a gauche) et d’'un maillage dual 9" U 09N direct (voir la Figure V.1 a droite) ou barycentrique
(voir la Figure V.3), il sera désigné par 7. Dans tous les chapitres suivants, la plupart des
résultats fonctionnent avec les maillages dual direct ou dual barycentrique, ainsi on parlera

souvent de maillage dual, on ajoutera la précision direct ou barycentrique que lorsqu’elle est
nécessaire.

Notations : On introduit maintenant quelques notations. Pour une maille primale x© &€

M U OM, on définit :
e m, la mesure de la maille k,
e & l'ensemble des arétes de k € M et 'aréte 0 = x pour k£ € M,
e D, ={D,,- €D, g€ &},
e i, la normale extérieure a k,
e d, le diameétre de k,
De méme pour une maille duale £+ € 9t U 99N, on définit :
® My~ la mesure de la maille x*,
e &« I'ensemble des droites o* de k* € I* U ONT*,
e D ={p,,- €D, 0% €&},
e i+ la normale extérieure & k-,

e d,- le diamétre de k~,

Pour un diamant p, - dont les sommets sont (x, Z,cx, ., x.+) (voir la Figure V.4), on note :

e 1, le milieu de I'aréte o,
e 1, le centre du diamant o : x, = o No*,

e m, la longueur de l'aréte o,
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:B}C*
"‘l/_\o-
Pl - .\.
Tr @2 - SN —mem Diamant o
< Tx,c "\
AY
AR N .
/ QTEARIN P N B Sommets
\ XD />~ N
o \ ﬁ}—D/ 1’:1’\ \‘\® O  Centres
\ — Hp . .
. L_ig Lr — Aréte primale o = x|z
AY
. J Tich o - - Aréte duale o* = k* |z
\ P
| §
':CL*

FIGURE V.4 — Les notations d’un diamant D, ,«.

e m,~ la longueur de o*,

myp la mesure du diamant o

cr,a*?

dp le diameétre du diamant D, -,

ap 'angle entre o et 0¥,
o di- . la distance entre x,- et x,,

o d,- . la distance entre z,- et z,.

Pour tout » € Dy, on a xp = ., d0U My . = dix €6t My . = dpx .
) Ly i K*,L r L*,L

Tx

*

'./_\0

d}c*,ﬁ

dﬁ*,ﬁ

On introduit pour chaque diamant dans la Figure V.4 les deux bases orthonormées directes

(Trc*,c*, nalC) et (na*lc*u T;c,[,)a ou
- . . ~
e n_, la normale unitaire a ¢ sortante de «,
® T+ o+ le vecteur tangent unitaire a o orienté de k* a =,
e i+« la normale unitaire & o* sortante de x~,

® T . le vecteur tangent unitaire a o* orienté de k a .

On a les relations suivantes : T o My xxcx = Trex ox T = 0, Tier oo Mpnier = Tre o Mo = sin(ap).

5 - [Z'K,.%',C*] ! .‘
K4 ~
s' "é
h' "
~' \d
’ Tp
’ .,
. .,
’ s,
mimim D G S,
’ s,
’ S,
K (ol ~
&4 o? Tpx N, ~
, "o ~..'. N T
’ - el
I~ ¢“
T RS
e

FIGURE V.5 — Un diamant et ses cotés.

On note, pour chaque diamant p,

e ses coOtés s (par exemple § = [z, zc+| voir la Figure V.5),
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Epr =15, s COpets ¢ IN} ensemble des codtés intérieurs du diamant ,

ms la longueur d’un c6té du diamant s,

Ngp la normale unitaire & s sortante de D,
e G l'ensemble des codtés intérieurs de tous les diamants.

E{emarque 5)

On a que toute maille diamant D est étoilée par rapport a xp.

A chaque diamant p € ®, on associe des demi-diamants de la maniére suivante D, = DN p
tel que pND # () pour p € {IC c}. SiD € Dipe, onap=D>cUD, et si D € Degy, on a D = D.
L’ensemble des demi-diamants est noté par D. Pour un demi-diamant o € @ on note msp sa
mesure. Pour chaque diamant » € ©, on définit un sous-ensemble de demi—diamant de p :

D,={peD, DCp}
Régularité du maillage : Soit size(7T) le maximum des diamétres des diamants. Pour mesu-
rer I'applatissement des diamants, on note o I'unique réel dans |0, 7] tel que sin(a.) := mi% | sin(ap)|
DE
si le maillage dual est direct et sin(a;) := m1£(| sin(ay )|, | sin(a)|) si le maillage dual est bary-
DE

centrique. On introduit un nombre positif reg(7) qui mesure la régularité d’un maillage donné
et qui est utilisé pour réaliser la convergence des schémas :

N, =sup Card <D/.7:ED/@C,D€©,C,ICEDJI)

€

+ sup Card (D/ T EDUK,DE Der, k* € M* u@m*) ,

TEQ
dp d :
reg(7) = max NN N max max ———— max =, (V-5)
Sln( ) €9 Qedp mgém Trem \ /M
S

dic dy dicr
max ,ymax max { —— max Imax
ke \ /Mgx ) keM pede \dp ) K eM* peDex \ dp ’

ot P désigne I'enveloppe convexe d’un ensemble P, N et N'* sont le nombre maximum d’arétes
d’une maille primale et le nombre maximum d’arétes incidentes d’un sommet du maillage
primal. On suppose qu’il existe { > 0 tel que

> momys < %,VIC e M, et > momys < € M* U oM™,
DED C DED j* (V 6)

My < ng’C*,VDGCD,KEQﬁ,K* € M UM tel que m(p N k) £ 0 et m(pNx) 2 0.

Ce nombre reg(7) mesure essentiellement 'applatissement des diamants et le rapport entre
la taille des mailles primales (resp. duales) et la taille des diamants et il doit étre uniformément
borné quand size(7) — 0 pour avoir la convergence. Par exemple, ce nombre reg(7) implique
les résultats géométriques suivants : il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de
reg(7T) telle que

do <C,Vped, do

<C,Voen et dp < Cmin(m,,m,), ¥V D, . €D.

3
g
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Remarque 6

Grace aux Hypothéses 1 et 3, on a également :
diam(x) < 2d,, VK €M et diam(K*) < 2dy+, V k& € M* U oM™,
de plus la Remarque 5 implique :

diam(D) < 2dp, VD € D.

Constructions des opérateurs et des inconnues dans le cadre scalaire

Espaces d’approximation sur les maillages DDFV

La méthode DDFV associe, & chaque maille primale £ € 9 U 090, une inconnue scalaire
ue et, & chaque maille duale k= € 9" U 99", une inconnue scalaire u-. Ainsi 'ensemble des
inconnues associé au maillage DDFV T est défini de la maniére suivante :

ur €ER” <= u; = ((Uic);ce(zmuazm) ) (UK*)K*e(zm*uazm*)) . (V.7)

On a environ deux fois plus d’inconnues que dans la méthode VF4 mais cela permet de définir
une approximation compléte du gradient et pas uniquement dans la direction normale, ceci
rend la méthode beaucoup plus robuste.

On définit des projections moyennes discrétes, pour toute fonction dans H'(€2) : une sur le
bord comme suit

Py — ((m% /,< v(x)dx)}ceam, <m1,<* / *v(x)dx>n*eam*>, (V.8)

et & l'intérieur :

Py — ((mLK/CU(x)dx>Kem) o Pry= ((mln /}C*v(x)dx>lc*em*) W)

Finalement, on les regroupe de la maniére suivante :

Prv = (Phv, P2 v, Pov) Vue HY(Q). (V.10)

On introduit également une projection centrée (qui n’est définie que pour les fonctions conti-
nues) : _
P7v = ((v(xx))kemuomy: (v(xx))ere@revome), Vv € C(Q). (V.11)

On spécifie deux sous espaces discrets de R” utilisés pour prendre en compte les conditions

aux bords de Dirichlet
Ey = {v; € R7 tel que v =0, Vk € 0M et ver =0, Vi € OM™}, (V.12)
Eg = {vr € R7 tel que ve = (P22g), Vk € OM et ver = (P2g) =, Vi € OM'}. '

On caractérise le bord Dirichlet de la maniére suivante :
OMp ={kedM:xClp}, oMy, = {k* € OM* 1 2,» €Tp},
et ainsi la projection moyenne associée :

EP . ={vr € R7 tel que ve = (Po'g)x, Vk € OMp et vee = (Polg)er, Vi € OM},
(V.13)
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et la projection centrée associée :
Efg = {vy € R7 tel que vx = g(zx), VK € OMp et ver = g(xk+), VEr € OM,}. (V.14)

A un vecteur donné uy; = ((we) ccomuom » (W) e-comeuom=) € R7 défini sur le maillage DDFV
T de taille h, nous associons la solution discréte :

1 1
- Z u,cl,c + = Z u;c*]./c*. (V15)

up =
2 KeM 2 K*EM*UoM*

Avec cette définition, nous utilisons simultanément les valeurs sur le maillage primal et les

. 1
valeurs sur le maillage dual. En effet, nous avons u;, = §(uh7§m+uh’9n*uagm*), ol Upon €t Up om=Usom

sont deux reconstructions différentes basées soit sur les valeurs primales soit sur les valeurs
duales :

upom = Y Ul et upomevomr = Do Ul
Kem K+ EIMUAM*

L’espace des solutions approchées est dénoté par Hr :
Hy ={up € L'(Q) / Fur = ((wc) cemuom » () c-eom-vom-) € R7

1 1
tels que up = = > ucle + = > u,c*l,g*} .
2 o 2 jor comLom

(V.16)

Dans la suite, nous aurons également besoin d’une reconstruction des solutions approchées sur
les diamants. Par conséquent, nous associons a un u, € H7 donné la fonction constante par
morceaux sur les diamants uy, », définie par :

1
upo(r) = > uplp avec wup= —/ up(y)dy Vo €D. (V.17)
D

DED mop

On définit également &o € (R?)® par &p = (&D) pen» avec &p € R2.

Définitions des opérateurs discrets

On définit les opérateurs discrets dans le cadre scalaire.
Définition 7 (Gradient discret)

Le gradient discret est défini de la maniére suivante : V° : RT — (Rz)g. Soit ur € R7, on
pose VP u,; = (VPu,) ot pour D €D :

DED
- Upx — Uy
1 Up — U U u VPUr - Frex pr = ———,
D L K = c* = K* - m
v Ur = — N, + I, x e <~ i
sin(ap) M, m, D - Up — Uk
V /U/T * T’C,ﬁ — —_— .
m,

L’aire m, d’un diamant » est la suivante : mp = UL sin(ap), on peut alors réécrire le

gradient discret :

1

VPu, =
Ur 2mop

[(Uﬁ - Ulc)maﬁa;c + (Uﬁ* - uK*>ma*ﬁa*K*] .
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U — Ug

Pour u, € R” et D € ®, nous définissons 6Pu, = ( " "
c* T W

>. Puis, pour tout ur, vy €

R”, nous pouvons écrire

(Vur, V0, )9 = 3 6Pu; - AP6Pv,,

DED
ou
AD _ 1 mg'A' naK, ' naK.'. momo*A no-}C : no-*K‘,* VD c @ (V 18)
- A'D—» — 2 A'D—» — . .
4mD m(rma‘* naK.'. : na*KJ* mg* na*KJ* ° no‘*TC*

Nous introduisons un opérateur de reconstruction sur les diamants r®. Il est défini de R7
vers R® pour tout u, € R” par r®u, = (rDuT)DEQ, ou pour D € ®, dont les sommets sont x,
Loy Ty TLx,

D

1
rUuy = Z(UK+UC+U;C* +U£*). (Vlg)

On remarque que pour une fonction vectorielle réguliére &, on a en appliquant la formule de
Green :

/}Cdiv(ﬁ(x))dx = ;}:}C/ﬁ(s) T, cds, Vk € M. (V.20)

Par conséquent, la divergence discréte div” est définie a laide de la version discréte de (V.20).

Définition 8 (Divergence discréte)

L’opérateur de divergence discréte est défini de la maniére suivante : div” : (R2)® — R7.
Soit & € (R2)®, on pose
div7ép = (div™ép, div?™én, div™ &o, div?™ &p)
avec divléy = (div o) ccons div?™éy = 0, div™h &y = (div’c*ﬁg))@em* et div?™ ey =
- KC* .
(le 59)&*68932* ’
. 1 -
Vke E)Jt, le’C§@ - Z mag'D * Ny,
My p, €Dk
Ve M, diviép = Do Mybp  Tgner,
mlc* DU,G*GQK*
. * 1 — —
v K e am*? le}C 5@ = Z mG*SD : no’*)C* + Z d}c*,z:fD : na‘lC .
m’C* Do‘,o’* GQ)C* Do‘,o’* e@;c*mgezt

L’opérateur de convection discret a été introduit dans [6]. Il est le méme que dans les pré-
cédentes définitions données par Andreianov, Bendahmane et Karlsen dans [ABK10] et par
Coudiére et Manzini dans [CM10].

Définition 9
Lopérateur de convection discrete dive” de (R2)° xR” vers RT défini pour tout €5 € (R2)®
et vy € R” par

diVCT<£©7 UT) = (diVCm(ég’ UT)? diVCam(éan UT)7 diVCEm* (5@7 UT)? divcam* (é@a UT)) )

am(é@? ’U7—> = 07 diVCim* (S'Du UT) =

avec dive™(€g,v7) = (divex(€p, V7)) e, dive
(diVCK* (é@a UT))K*GSJI* et
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dive™ (€5, vr) = (divees (€g, V7)) rcom- tels que :
: 1 - L
VkeM, diveg(€g,vr) = — 3 m, ((€p - Hox) v — (€p - flox) ve)

K Do’,a‘* G@}C

ot xt = max(z,0) et = = —min(x,0) pour tout x € R, et

Vo € M*, diveges (gg, UT) =

Mg ((573 ’ ﬁa*rc*)+ U — (€p " Horrer) Uc*) :
My DU’U* E:DIC*

Introduisons maintenant un opérateur de pénalisation comme dans [ABK10]. Nous verrons
qu’il est essentiel pour passer a la limite dans le terme de convection. En effet, 'opérateur de
pénalisation veillera & ce que les reconstructions sur le maillage primal et sur le maillage dual
convergent vers la méme limite.

Définition 10
Soit B €]0,2[. L'opérateur de pénalisation P™ : R™ — R” est défini pour tout uy € R7,
par :

T (DM om - o
PTur = (PP ur, P ur, PP ur, P uyr),

avec PmuT - (PKUT))CEDJU Pamu']— — 0, /PSXR*UT - (PK*UT)K*EW* et Pam*uT —
(Prstir) v copm= Lels que

1 1
VKeEM, Peuy=—— (e — ),
< mye size(T)? K*GDJTZ*EJBDJT* Mene:(the = i)
1 1
v K* € m* U am*, PK:*UT — T Z M jenpe* (u;c* - uK:)

M= size(T)B KEM

L’opérateur de pénalisation vérifie la propriété suivante :

2
12(@)

(V.21)

1 1
FTU,U T = = /—7 E E m *u—u*Z_——_—u —Up g+ .
[[ T T]] 9 Slze(T)fB O KNK ( K K ) 9 81ze(7')5 || h,9n h, UM

Relation de dualité : Formule de Green

Afin d’écrire la dualité discréte entre les deux opérateurs discrets introduits dans la section
précédente, on introduit des opérateurs de traces et des produits scalaires. On définit des
opérateurs traces sur R” et sur (R2)°. Soit 77 : uy € R” = 77 (ur) = (Yo (tr))ocom € RI™, tel
que :

d * * d * *
/YU(UT) _ %« ,ﬁ(ufc + UL)Q;; c ,L('LLL + UL)’ Vo — [$K*,ZE£*] c oM. (V22)

Cet opérateur nous permet d’imposer les conditions de Dirichlet au sens faible. Le second
opérateur est noté 7 : ¢° € R® = (¢?)pen,,, € RPet, c’est uniquement la restriction sur le
sous-ensemble ©.,; de D.
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On introduit les produits scalaires sur les espaces d’approximation :

1
[vr, urlr = 5 ( > MU + > m}C*u)C*U)C*) , Yur,vr €R7,

2 \kem K* €M Lo
(6% vr)oa = Y m,o v, V¢°eRY v e R, (V.23)
Do-,a* EDext
0
(5@7(25@)@ = Z ngp : ¢D7 \Vlég,gbg S (R2> )
DED
et les deux normes correspondantes sont notées par || - |27 et || - [|2.0. Plus généralement, nous

posons pour tout u;r € R”, €4 € (R2)© et 1 <p<+o0:

1 1 1/p 1/p
ol = (5 S melucl +5 = melucl) L lollo= (5 moleol)
KeM K*eM*UoMm* DED
il = mese (gl g ) €0/l = max £l

(V.24)

Les deux opérateurs discrets introduits sont en dualité. En effet, grace aux produits scalaires
ci-dessus, on peut écrire une formule de Green. C’est cette propriété de dualité qui a donné le
nom a la méthode. La démonstration de cette formule de Green n’est pas donnée ici, on référe

a [DO05, ABHO7].

Théoréme 11 (Formule de Green)

Pour tout £o,ur € (]RQ)@ x R”, on a

[div7én, ur]T = — (€0, VPur)o + (v (&) - 1,77 (ur))aq,

o 11 est la normale unitaire sortante du domaine.

Définition d’espace fonctionnel pour les solutions discrétes

Nous avons défini dans (V.16) 'espace des solutions approchées Hp. Pour une fonction
u, € Hy, nous définissons son gradient discret V"u;, par

Vi, = 3 VPu,lp.
DED

Ce gradient discret est une fonction constante par morceaux sur chaque diamant. L’espace de
telles fonctions est dénoté par Hy :

Hy = {Uh c (LY(Q))? / Uy € (R?)53 tel que U, = 3 Uplp}.
DED
Puis, nous définissons les espaces d’approximation espace-temps Hyq; et Hgp q; reposant
respectivement sur Hy et Hy :

Hra = {umdt € L'([0,T] x Q) tel que up, qs(t, x) = uf(x) Vt € [tn_1,t,),
avec u, € Hy, V1 <n < Nr},

H@ dat = {Uh,dt c (Ll([O,T] X Q))2 tel que Uh,dt(t,l’) = UZ(I) YVt € [tn—lytn>7
avec Uy € Hp, V1 <n < Np}.

Nous utilisons encore la notation V" pour définir le gradient discret de Upar € Hrar -

Viunaile,t) = V' () Vt € [t tn).



113

Par conséquent, pour tout up g € Hr g¢, DOUS avons thh,dt € Hp 4. En outre, nous introdui-
sons les reconstructions suivantes

Up,aeom(t, ) = up gp(z) = S ulle(z), Vt € [th1,tn), (V.25a)
KreM
Up,at, oo (t, T) = Uy gpegone () = > U L= (), Vit € [th1,tn), (V.25Db)
K*EM*UOM*
Uparo(t,x) = u’[{@(x) = > up 1p(x), Vt € [th1,tn). (V.25c¢)
DED

Nous pouvons maintenant définir des normes sur Hy, Hr 4. Premiérement, nous définissons
des normes WP discrétes (1 < p < +00) et une norme WhH=! discréte sur Hy. Pour tout
up, € H7, nous posons

unllyr = (el + 920 0) " v1<p < toc,
oo = lrllor +[[Vour|l 5

lanlioons = Nunllsoor + [PTur url3

lunlli-17 = max{ [vr, ur] s, Yo, € Hy vérifiant ||va[]1,00x7 < 1},

Puis, nous définissons des normes discrétes L'(0, T; W'?(Q)) (1 < p < 400), L=(0,T; W>(Q))
et L>(0,T; LP(QY)) sur Hy 4. Pour tout upq; € Hr g, nOUS posons :

Nt
||uh7dtH1;1,p,7— = Zl dt Huzul,p,']’? V1 S p < —|—OO,
n=
Huh»dtHoo;Loo,T = ne{lil:la)’(NT} HUZHI,OO,T7
1 1 1/p
[uh.atl] sos0 7 pefnax <2 Kgﬁ muc|ue” + 5 K*Em%aw My Ul ) , <p < 400

Remarquons que pour tout Uy 4 € Hp g+ et pour 1 < p < 400, nous avons

1/p
HUh,dtH(Loo(o,T;Lp(Q)))2 = max (ZmD\UZV’) )

ne{l,,Nr} \ ped

Np 1/p
| Unatllzecomxayz = < dt > mD|UZ|p) :
1

n= DED

Pour une fonction donnée uy, q¢ € Hr g, nous rappelons que nous avons uy q:(-,t) = uj(-) €
Hp pour tout ¢ € [t,—1,t,). Nous définissons la dérivée en temps discréte Oy rupar € Hy ar par

Vi € [tn1, tn).

Or1unar(,t) = 1 )
up — uz_l
dt

—-1 -1
" uy — up U — Uy
drur=\\""@ U dt '
Kemuam K* em+uom

Puis, nous notons 0 7uj, 4, = € Hy, associé aux vecteurs
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Construction des opérateurs et des inconnues dans le cadre vectoriel

Espaces d’approximation sur les maillages DDFV

La méthode DDFV pour le probléme de Stokes va mettre en jeu des inconnues décalées.
On associe & chaque maille primale £ € 9t U 991 une inconnue u,e € R? en vitesse, a chaque
maille duale c* € 9* UM une inconnue u,e~ € R? en vitesse et a chaque diamant » € © une
inconnue p, € R en pression. Ces inconnues sont rassemblées dans les familles :

Ur = <(ux);<e(zmuamt) ; <u7c*);c*e(zm*uam*)> € (R et po=((po)pen) ER®.  (V.26)

On définit maintenant les projections moyennes discrétes, pour toute fonction v dans (H'(€2))?,
une sur le bord comme suit

pony — ((miK /}C V(x)dx)’ceam, (mlﬁ / *V(x)dm)’c*eam*), (V.27)

et une autre a lintérieur :

Py = ((m% /,< V(x)dx>lcem) . Py = ((mi* /K * v(:c)d:c)’c*emj : (V.28)

Finalement, on les regroupe de la maniére suivante :

Plv = (Phv,Ph'v,Potv),  Vve(H(Q)? (V.29)
On introduit également une projection centrée sur le maillage T :
P7v = ((v(zx))ce@uomy, (V(2c:))ere@vome), Vv € (H*(Q))?, (V.30)

une projection moyenne sur le maillage diamant ©

P2q = ((mipéq(x)dx)%@) ., Yqe HYQ). (V.31)

On spécifie deux sous espaces discrets de (]RQ)T utilisés pour prendre en compte les conditions
aux bords de Dirichlet

Ey = {VT € (RZ)T tel que vie =0, Vi € 0M et vier =0, Vkr € 89)?*} ,

Ey = {VT € (R2)T tel que ve = (P27g)c, VK € OM et Vier = (PoTg)x, YK+ € 8937*} :
(V.32)

Dans le cas des conditions mixtes, on notera un indice D pour le bord Dirichlet

E; = {VT € (R2)T tel que ve = (P278)c, Vk € OMp et vier = (POTE) e+, Vi € 89)?}5}.
(V.33)

Définitions des opérateurs discrets

On définit les opérateurs discrets qui sont nécessaires pour écrire et analyser le schéma DDFV
dans le cadre vectoriel. On commence par le gradient discret d’'un champ de vecteurs.
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Définition 12 (Gradient discret)

Le gradient discret d’un champ de vecteurs de (RZ)Fr est défini de la maniére suivante :
V2 ur € (R = (VPUy)pep € (M2(R))®, avec pour o € D :

1 u. —u
D L I —
V uT - — ® naKJ +
sin(ap) | M~ m,

Upg* — Uge* -
® nU*KZ* )

ol ® représente le produit tensoriel. Il peut aussi s’écrire de la maniére suivante :

1
 2myp

VPur (M, (U — W) @ Ty + M (Upx — Wi ) @ W yuper] -

Remarque 13

1l peut étre également vu comme le gradient discret de ses composantes en utilisant le gradient
discret d’un champ scalaire de R™ (Définition 7) :

T tx7D, T
VPu, = V" (ul) = <V ul), Vp €D.

t
ul VPul

D

éfinition 14 (Divergence discréte)

L opérateur de divergence discréte d’un champ de tenseurs discrets de (Mo(R))® est défini
de la maniére suivante : div” : &y € (M3(R))® = divT &y € (R?)7. Soit ép = (€P)pen €
(M3(R))®, on pose

div7ép = (div™é, divP™ée, div™ &p, div™™ &p) |

ot div™én = (div¥én), e, divP™én = 0, div?™ = (divF¢) . . ef div?™ =
(div’C gg)m*eam* avec :
. x 1 L
div<éio = — >  m,ép.ii, VK €M,
mK: DUvU*E'D)c
* 1 — *
div® & = Y Mbp digeex, VK € M,

T e
K Doyg*E’DK*

" 1
div™ f@ = ( Z mg*ép.ﬁc,*,c* + Z d,c*7£§1).l’_l’c,,c> , Vi € oM.

M= Da,a* EDK* Da,o* GQK* ND eyt

gence discréte d’un champ de vecteurs de (R?)

D

Gréace au gradient discret on peut définir un tenseur des taux de déformation et une diver-
T

éfinition 15

Le tenseur des tauz de déformation d’un champ de vecteurs de (R?)” est défini de la maniére

suivante : D2 :ur € (R?)” = (DPuy)pen € (My(R))®, avec

VPu, + (VPu,)
2 J




116 Annexe

Définition 16

La divergence discréte d’un champ de vecteurs de (R?)” est définie de la maniére suivante :
div® : ur € (R?)” = (divPu,)pen € R?, avec

divPu, = Tr(VPu,), Vo € D.

Remarque 17

On remarque que pour tout o € D, diviu, peut s’exprimer de la maniére suivante :

1
leDuT = 2m I:mg(uE - u;c) * ﬁa—]C + mo.* (uL* - u;c*) ° ﬁo’*K*] 3 V uT E (RQ)T,
D
et 1 n
Uyc* u

2

mp 52[x/€7x}€*]€£77

La relation V.34 est la version discréte de /div(u)(z)dz = / u(s) - ipds, pour toute
oD

D

fonction u réguliere.

Finalement, un opérateur du second ordre discret est nécessaire pour définir le terme de
stabilisation dans le probléme de Stokes. Cet opérateur pénalise les oscillations de la pression.

Définition 18

On définit un opérateur du second ordre discret, noté A® : py € R® — A®py € R®, comme
suit :

1 d? + d?,
APpgy = — o T Ut

(Por — Po), VoeD.
mp s=D|D'€€p d2D

Remarque 19

On rappelle que €, ne contient que les cotés intérieurs des diamants. En effet, on ne
considere jamais 5 C 0S). Ceci revient a dire que ’on a imposé une condition de Neumann
homogéne sur le bord OQ directement dans l'opérateur A®.

De plus, il faut remarquer que cet opérateur n’est pas une approximation consistante de
Iopérateur de Laplace. Ceci n’est pas nécessaire. En fait, une approximation consistante est
basée sur une formule de flux & deux points qui nécessite un maillage diamant vérifiant la
condition d’orthogonalité comme c’est le cas pour des maillages admissibles [EGHO00|, ceci n’a
pas de raison d’étre vérifié pour le maillage diamant © obtenu a partir de 1.

Relativement & cet opérateur, on définit une semi-norme dépendant du maillage | - |, sur R®
par :

poli= > (&2+d2)(po —pp)’,  Vpo €R®. (V.35)

s=D|D'€S

On peut voir cette semi-norme |p|;, comme la version discréte de size(T)|Vpla.
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Remarque 20

En réorganisant la somme sur les cotés s € & des diamants, on a pour tout py € R®

—(AApo,po)o= S po Y. (A2 +d2)(pp — por)

DED s=D|D'€€p

= X (dz+dp)(po —po)°

s=D|D'€S

= |pal7-

Définition V.9

Nous définissons dive” : (Fp,uy) € (R?)? x (R?)” — dive” (Fo,u,) € (R?), avec
Fo = (Fx,, Fx*o*)D, ,»em, par : pour tout k € M, k= € M,

1

diVC)C(F@, uT) prm— m—)c Z . (F}C’o‘)“!‘u’c - (FKV(,)_IIL + Z FK7O./VO-(UT)
Do’,o’* E@;’g’t Do’,o‘* E@%It
. 1 _
divee: (Fp,uy) = -~ Z (Fier o) Tex — (Fier o) " ugs.

Do,cr* E:D,C*

Cela définit les vecteurs dive™ et dive™ , respectivement. Nous posons

dive, (Fo,uy) =0,

diVC;C*(F’)D,uT> = Z (FK*’J*)'FU,K:* — (FK*7G*)_U£* +

,Do',o'* EDK*

Z Fe.7’ (ur)

m)(* ¢
o,0* E’ng*

21 e
Xop

pour tout k € OM et k= € OM*. Cela définit les vecteurs dive®™ et dive®™ |, respectivement.
Finalement, dive” (Fo, u,) est obtenu en concaténant

(dive™(Fop, u,), dive®™ (Fp, uy), dive™ (Fp,uy), dive®™ (Fo,u,)).

Définition V.10

L’opérateur de divergence discrete dive® d’un champ de R® x (RQ)T vers R® est défini pour
tout pp € R® et v, € (R?)” par

diVC:D (IO’D7 VT) = (diVCD(p®7 VT))DE@ 9
avec .
dive” (po,vr) = — > ms ((vs0)" pp — (Vsp)” pp), VDED
Mp seep

. vic+v . . N
0l Vs p = = 5 KX Hfgp pour § = [xx, Tiex| € Ep, Nsp la normale unitaire a s sortante de D,

et 7 = max(z,0) et z= = —min(z,0) pour tout x € R.
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Définitions des produits scalaires et normes associées

Dans la suite, || - || représente la norme L? classique quand on considére une fonction scalaire
ou vectorielle et la norme de Frobenius quand on considére une fonction matricielle :

JEIZ = (€:6), Ve € Ma(R),
R = / le(@)de, Ve € L(Q, Ma(R)),

ou (€:8) = X & &y =Ti('€E), VE €€ My(R).

1<i,j<2

Remarque 21

La norme matricielle || - |7 vérifie la propriété suivante

A+'tA
2

<Al VA€ Mz(R).
f

On définit ensuite les opérateurs de trace sur (R?)” et (R2)®. Soit 47 : uy € (R?)” —
YT (ur) = (Vo (ur))seom € (R*)?, tel que :
. dIC*,L(uIC* + uc) + dL*,L(uL* + uz)

Yo (uy) = 5 : Vo =[x, x| € 0M. (V.36)

Cet opérateur nous permettra d’imposer les conditions de Dirichlet au sens faible. Nous défi-
nissons aussi une autre trace 37 : uy = ' (ur) = (F,(uy))ocom € (R2)7, telle que :

4

%’0<u7—) - VO' - [JIK*,Jfﬁ*] G am,

cela apparait dans les équations du schéma et dans la preuve de la propriété du terme de
convection non linéaire. Un autre opérateur est noté v2 : ¢ € (R2)® — (¢”)peo,,, € (R?)et,
c’est uniquement 'opérateur de restriction sur ®.,;. On définit maintenant les produits scalaires
sur les espaces d’approximation :

1
[vr ur]r =3 < Y Mgl - Ve + D My Ugew Vrc’) ) vuTavTe(R2)77—

2 \Kem K+ M UAM*
(d)fD?VT)aQ = Z mcrd)D * Vg, v d)fD € (Rg)gmt?V‘F S (R2)6m7
Dy e €Dent (V.37)
(o 1 Pp)p = %mp(fp o), Vép, do € (Ma(R))?,
DE
(po,q0)o = 3 MoPodp, VPo,qo € R®,
DED

et les normes correspondantes :

=

HUT 2,7 = [[uTauT]]’%’> Vur, € (R2)T7

Ieollzo = (€0 : €0)3, Vo € (Ma(R))2, (V.38)

1

[polleo = (po,p0)3, Vpo € R®.
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Nous pouvons généraliser Vp > 1 et définir pour tout u, € (R?)7 et &o € (My(R))® :

1 1/p
lurlhr =3 (3 meas+ 3 mefucP)
KKem IC*em*uomm*

1/p
léallpm = (Zmaw) |
DeD

pT T ||v©u7'||p,7’a

[urllipr = [[ur

1/p
||vT<uT>||p7@m=( 3 mam<u7>|p) ,
D

o,0* EDext

- 1/p
15 <uT>||p,%:( 3 ma|%<uf>|p) .
D

* Egezt

o,0

Relation de dualité : Formule de Green

On a vu dans le Théoréme 11 que les opérateurs gradient discret d’un champ scalaire de R” et
divergence discrete d’'un champ vectoriel de (RQ)Q sont en dualité. On souhaite généraliser cette
formule de Green discréte pour les champs de (R?)” et de (Ms(R))®. Cette nouvelle formule
de Green discréte est déduite du Théoréeme 11 en travaillant composante par composante.

Théoréme 22 (Formule de Green discréte)

Pour tout &5 € (M3(R)?, u, € (R, on a

[div7és, ur]r = —(&o : VPus)o + (v°(&0).1,77 (ur))sa,

o 11 est la normale unitaire sortante du domaine.

Description de la méthode HHO

Maillage et résultats classiques

Soit H C R} désigne un ensemble dénombrable de maillages ayant 0 comme point d’accu-
mulation unique. Nous considérons une suite de maillage raffiné (7;,)ney ou, pour tout h € H,
Tr = {T'} est une collection finie d’éléments polyédriques ouverts non vides et disjoints tels que
Q= UTeTh Teth= maxre7, hr (hr représente le diametre de 7). Pour tout h € ‘H, I'ensemble
des faces du maillage Fj, est une collection finie de sous-ensembles disjoints F' de € tels que,
pour tout F' € F,, F est un sous-ensemble ouvert d'un hyperplan de R? tel que |F|;_; > 0 et
|F'\ Flq_1 = 0 avec |-|q_; représentant la mesure de Hausdorff de dimension (d — 1). En outre,
on a que Uper 0T = Upes, F et, pour tout F € F,

e soit il existe 11, T € Tj, tel que F' = 0T} N OT5 (et F est une interface)
e soit il existe T € Ty, tel que F' = 9T NN (et F est une face du bord).

L’ensemble des interfaces est noté par F., 'ensemble des faces du bord par FP, et on a que
Fn = FL U FP. Pour tout T' € T, I'ensemble Fr := {F € F, | F C 0T} contient les faces se
trouvant au bord T et, pour tout F' € Fp, nous notons par 7irp la normale a F' sortante de
T. La normale 77 est associée & chaque face interne en fixant une orientation arbitraire, tandis
que pour les faces du bord 7 sont sortants de ).
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Nous supposons que (7Tp,)new est régulier au sens de [DPT17, Definition 3|, i.e., pour tout
h € H, Tr, admet un sous-maillage en simplexe ¥, et il existe un nombre réel ¢ > 0 (le paramétre
de régularité du maillage) indépendant de h tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

e pour tout h € H et pour tout simplexe S € T de diamétre hg et de rayon rg, phsc rs ;
e pour tout h € H, tout T' € Ty, et tout S € T, tel que S C T, ohrrrhg.

Soit X un sous ensemble de R? et, pour tout entier [ > 0, nous notons P'(X) I'espace
engendré par les restrictions & X de polynomes dans les variables spatiales de degré total .
Dans ce qui suit, ’ensemble X va représenter un élément du maillage soit une maille soit une
face. Nous notons par 74 : L'(X) — PY(X) la projection L2-orthogonale telle que, pour tout
ve LY(X),

/ (v—7hv)w=0  YweP(X). (V.39)

Les projections L2-orthogonales vectorielles et matricielles, toutes les deux notées 74, sont ob-
tenus en appliquant 7, composante par composante. Les propriétés d’approximation optimales
W*P suivantes sont prouvées dans [DPD17, Appendix A.2| en utilisant la théorie classique de
[DS80] (cf. aussi [BS08, Chapter 4]) : Soit s € {0,...,l + 1}, pour tout p € [1,+oc], alors, il
existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de d, o, [, s, et p tel que, pour tout h € H,
tout T' € Ty, tout v € W*P(T'), et tout m € {0,...,s — 1},

|’U - Wé—*’U’Wm,p(T)ﬁ*Chf}im|U|Ws,p(T), (V40a)
et, si s > 1,
1
hi|v — Tl wms Gz £ Chi ™ 0] wsn(ry, (V.40b)

ou W™P(Fr) est engendrée par des fonctions qui sont dans W™P(F') pour tout F' € Fr. Au
niveau global, ’espace des fonctions polynomiales par morceaux sur 7, de degré [ est désigné
par P{(T;,), et 7 est la projection L?-orthogonale correspondante. L’opérateur de gradient par
morceaux sur 7, est noté Vj,.

Soit p € [1,+00]. Nous rappelons l'inégalité de trace continue suivante : Il existe une
constante C' > 0 indépendante de h tel que, pour tout 7' € T, on a pour tout v € WHP(T),

1
h%H’UHLp(aT)L*C (”UHLP(T) + hTHV’UHLp(T)d) . (V41)
Soit un entier [ > 0 fixé. En utilisant (V.41) et I'inégalité inverse discréte
IVUllzrirye < Chzt [0l 2oy, (V.42)

valide pour tout T € Tj, et v € P/(T) avec une constante C' > 0 indépendante de h et de T', nous
obtenons I'inégalité de trace discréte suivante : Il existe une constante C' > 0 indépendante de
h tel que, pour tout T' € T, on a pour tout v € PY(T),

hillvllzo@ory < Cllvll o). (V.43)

Espaces discrets

Soit un degré des polynémes k > 0 fixé. Nous définissons I'espace hybride suivant contenant
les degrés de liberté en vitesse basés sur les mailles et les faces :

Ut ::( X ]P’k(T)d) X ( X Pk(F)d). (V.44)

TeT, FeF,



121

Pour tout élément de U} nous utilisons la notation soulignée v, = ((vr)rer., (VF)rer,). Nous
définissons U'interpolateur global IF : H'(Q)¢ — U tel que, pour tout v € H'(Q)?,

liv = ((W§V)T6Tha (Wf?v)Fe]-‘h) .

Pour toute maille T € Ty, nous notons U, et I% les restrictions a 7' de U¥ et I, respectlvement
De méme, v, = (vr, (Vr)rer,) représente la restriction a 7' d'un vecteur générique v, € UF.
Aussi, pour un élément v, € UF, nous notons v;, (pas souligné) la fonction polynomiale par
morceau dans ]P’k(’ﬁl)d tel que v, = vy pour tout T' € T,. Finalement, nous définissons sur
U¥ la semi-norme suivante :

thnih = Z HXTH%,T7 (V.45)
TeTs
ou, pour tout 7' € Ty,
Irlir == 1Vveld + [vrliors [rlior = D he'lve — Vol (V.46)
FeFr

La propriété de majoration suivante est valable pour l'interpolateur global lz : Pour tout v €
H ()7,
1LVl < Crllvlla @ (V.47)

avec une constante C; > 0 indépendante de h. Sa preuve repose sur les propriétés de stabilité
des projections L? sur des mailles et des faces prouvées dans [DPD17].

Les espaces de vitesse et de pression suivants intégrent respectivement les conditions aux
limites homogénes pour la vitesse et la contrainte de moyenne nulle pour la pression :

U,={v,eU}|vp=0 VFeF},
(V.48)
pt={merm| [a-o}
Q

Il est simple de vérifier que ||-||;, définit une norme sur U} ;. Nous notons également les
injections de Sobolev discretes suivantes, conséquence de [DPD17 Proposition 5.4] : Pour tout
p€E[l,+o0)sid=2 pe](l,6]sid=3, ona pour tout v, € Hh,m

HVhHLP(Q)d < Csllvpllin, (V.49)

avec une constante C; > 0 indépendante de h.

Reconstructions des opérateurs différentiels

Soit une maille T' € 7, fixée. Pour tout degré de polynéme [ > 0, nous définissons un
opérateur local de reconstruction du G : Uk — PY(T)%*? tel que, pour tout v, € U~ et tout
T € PY(T),

/GTVT = /VT (divT) + Z /VF Tirr) (V.50a)

FeFr

I/VVTT+ Z/ vp — vr)-(T firr), (V.50Db)

FeFr

ou on a fait une intégration par parties pour passer a la seconde ligne.
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Pour la discrétisation du terme visqueux, nous utilisons un opérateur de reconstruction local
de la vitesse rh™ : UL — PF1(T)¢ obtenu dans le méme esprit que G4 et tel que, pour tout
Vr € uTa

/Vr?lvT Vw = —/VT Aw + Z /VF (Vwiipp) — Vw € PFHY(T)4, (V.51)
T

FeFr

avec la condition de fermeture [.( riv, —vr) = 0.
Finalement, nous définissons I'opérateur de divergence discréte D% : UL — P*(T) tel que,
pour tout v, € Uk et tout ¢ € P*(T),

/DCI?KTQZ /VT Vg + Z / VEiirr)q (V.52a)
T

FreFr

:/ (divvr)g + Z / VE — Vr7)Tireq, (V.52b)

FeFr

ol on a fait une intégration par parties pour passer a la seconde ligne. Par définition, on a
Dk = tr(G%). (V.53)

Nous définissons également des versions globales du gradient, de la reconstruction de la
vitesse et des opérateurs de divergence G), : Uy — P/(T,)e rit! . UF — PHYT,)Y
D - U — P*(T;) tel que, pour tout v, € U et tout T € Ty,

(Giv)r =Gy, (') =15 vy, (Divy)ir = Dy

Proposition 23

L opérateur global du gradient discret Glh vérifient les propriétés suivantes :

1. Pour tout 1 >0 et tout v, € UF, on a

IG Yol @yt S [¥allu (V.54)

2. Pour tout 1 > 0 et tout v.e H™(Q)? avecm =1+2 sil <k, m=k+ 1 sinon,

|GLIEY — V¥ agayona + (Z |G Ty vVniz(aT)dxd) Ll
TeTh
(V.55)
Par conséquent, pour tout ® € C(Q)? et tout I, k tel que m > 1 (i.e., a condition que
1=0sik=0), GAI'® — V® fortement dans L*(Q)**<.

3. Soit (vy,)nen une suite de (U}, g)pen bornée dans la norme ||-||1. Alors, on a v € U
tel que, quand h — 0, a sous-suite pres,

o v, — v fortement dans LP(Q)¢ pour tout p € [1,+00) sid =2, p € [1,6) sid=3;
e Giv, — Vv faiblement dans L*(Q)™¢ pour tout [ > 0.
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