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Thèse
présentée à
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Résumé
L’évaluation et le contrôle non destructifs (E.C.N.D.) des matériaux et des structures

sont une problématique industrielle très importante dans les domaines du transport, de
l’aéronautique et du spatial, et dans le milieu médical. La thermographie infrarouge ac-
tive est une technique d’E.C.N.D. qui consiste à apporter une excitation extérieure afin
d’entrâıner une élévation de température dans le matériau, puis à évaluer le champ de
température résultant à la surface. Cependant, les excitateurs optiques utilisés (lampes
flash, halogène, laser) agissent uniquement sur la surface du matériau. Plusieurs systèmes
de conversion d’énergie peuvent en revanche mener à l’apparition de sources volumiques :
on peut citer en particulier les phénomènes de thermo-acoustique, de thermo-induction,
de thermomécanique ou de thermochimie. Par exemple, une excitation par ondes ultraso-
nores peut entrâıner des sources thermiques volumiques si le matériau est viscoélastique
ou s’il y a présence de défaut. La reconstruction de ces sources est donc la première étape
permettant de remonter aux paramètres responsables de l’échauffement. Caractériser une
source thermique consiste à reconstruire sa géométrie et la puissance qu’elle génère. Ce-
pendant, l’identification de sources thermiques volumiques par la mesure des champs de
température de surface est un problème mathématiquement mal posé. Le caractère diffusif
de la température en est le principal responsable. Dans ce travail, la reconstruction 3D
des sources volumiques à partir du champ de température résultant à la surface, mesuré
par InfraRouge, est étudié. Tout d’abord, une analyse du problème physique permet de
spécifier les limites de la reconstruction. En particulier, un critère sur la résolution spatiale
atteignable est défini et une limitation de reconstruction pour les sources en profondeur
est mise en lumière. Ensuite, une méthode de reconstruction par approche probabiliste est
proposée et comparée aux méthodes d’inversions existantes. Le temps d’exécution et la
sensibilité au bruit de mesure sont étudiés pour chacune de ces méthodes. Des applications
numériques et expérimentales seront enfin présentées pour illustrer les résultats.

Mots-clés : Contrôle Non Destructif, Thermographie InfraRouge, Méthodes Inverses

Abstract
Non Destructive Testing (N.D.T.) of materials and structures is a very important

industrial issue in the fields of transport, aeronautics and space and in the medical domain.
Active infrared thermography is a N.D.T. method that consists in providing an external
excitation to cause an elevation of temperature field in the material and then to evaluate
the resulting temperature field at the surface. However, thermal exciters used (flash lamps,
halogen, lasers) act only on the surface of the sample. Several energy conversion systems
can on the other hand lead to the generation of volumetric sources : the phenomena
of thermo-acoustic, thermo-induction, thermomechanic or thermochemistry can be cited.
For instance, ultrasonic waves can generate volumetric heat sources if the material is
viscoelastic or if there is a defect. The reconstruction of these sources is the initial process
for the quantification of parameters responsible of the heating. Characterizing a heat
source means reconstructing its geometry and the supplied power. For example, a defect
in a structure and / or the viscoelasticity of a material can be detected and quantified by
this technique if it acts directly on temperature field. However, identification of volumetric
heat sources from surface temperature fields is a mathematical ill-posed problem. The main
cause of that is the diffusive nature of the temperature. In this work, the 3D reconstruction
of the volumetric heat sources from the resulting surface temperature field, measured by
InfraRed, is studied. First, an analysis of the physical problem enables to specify the limits
of the reconstruction. In particular, a criterion on achievable spatial resolution is defined
and a reconstruction limitation for in-depth sources is highlighted. Then, a probabilistic
approach for the reconstruction is proposed and compared to existing inverse methods. The
computation time and noise sensitivity are studied for each of these methods. Numerical
and experimental applications will thus be presented to illustrate the results.

Keywords : Non-Destructive Testing, InfraRed Thermography, Inverse Problems
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Chrysochoos et Denis Maillet qui ont accepté le rôle de rapporteur pour mon manuscrit
de thèse et Arantza Mendioroz qui a accepté le rôle de Présidente du Jury. Je remer-
cie également ma tutrice D.G.A. Bénédicte Levasseur pour nos divers échanges pendant
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Desoudin, Virginie Guénard, Catherine Fonfride, Elise Keou, Muriel Bore. Merci aussi à
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à Léna Verchère, Louise Le Ridant, Francois Bruno, Olivier Lombard, Victor Gayoux,
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2.2.2 La thermomécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.4.3 Perspectives pour la reconstruction de sources volumiques . . . . . 133

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5 Applications numériques et expérimentales 137
Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
5.2 Application numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.2.1 Mise en place du problème thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
5.2.2 Reconstruction de la source volumique . . . . . . . . . . . . . . . . 143
5.2.3 Étude sur l’influence du nombre de Fourier . . . . . . . . . . . . . . 149

5.3 Application expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
5.3.1 Mise en place du problème thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
5.3.2 Problème 2D : profondeur supposée connue . . . . . . . . . . . . . . 161
5.3.3 Problème 3D : profondeur supposée inconnue . . . . . . . . . . . . 171

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

6 Conclusion et perspectives 181
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facique plane interne de chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

viii



B.3 Transfert 1D dans un milieu infini ou semi-infini ou infini généré par une
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CHAPITRE11
Introduction générale

Ce travail de thèse s’inscrit dans le domaine de l’Évaluation et du Contrôle Non Des-
tructifs (noté E.C.N.D.), très important dans les secteurs industriels du transport, de
l’aéronautique et du spatial, ou encore dans les domaines de la biologie et du médical.
En effet, l’évaluation d’un matériau, d’une structure ou d’un milieu biologique permet
de connâıtre ses caractéristiques et son contrôle permet d’y détecter des défauts ou des
anomalies. Dans les milieux industriels des transports, la mise en circulation de structures
fragiles ou défectueuses peut alors être évitée. Une inspection de structures en service ou
du milieu biologique doit évidemment laisser la structure ou le milieu biologique intacts,
d’où la nécessité d’une évaluation et d’un contrôle non destructifs.

De nombreuses techniques d’E.C.N.D. sont aujourd’hui utilisées, exploitant différents
phénomènes physiques tels que l’optique, l’électromagnétisme, l’acoustique, la thermody-
namique, etc. Dans ce travail de thèse, c’est l’utilisation de la thermique comme moyen
d’E.C.N.D. qui sera principalement abordée.

La thermographie infrarouge active est un moyen largement utilisé en E.C.N.D. Elle
consiste à exciter le milieu étudié à l’aide d’un apport d’énergie extérieur, puis à re-
cueillir la température résultante à la surface. Depuis la moitié du XIXème siècle, ces me-
sures de température étaient essentiellement faites à l’aide de thermocouples : les données,
ponctuelles, étaient par conséquent peu nombreuses par expérience. Depuis une vingtaine
d’année, l’essor des caméras thermiques a permis d’augmenter considérablement le nombre
de données par expérience, car les mesures effectuées sont faites sur l’ensemble de la surface
visible par la caméra. Cependant, un des inconvénients de l’E.C.N.D. thermique est que
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l’excitation et la mesure sont surfaciques. En effet, les excitateurs aujourd’hui utilisés
en E.C.N.D. thermique sont généralement des lampes flash, des halogènes ou des laser,
qui n’agissent qu’à la surface du matériau, rendant l’accès aux informations dans le vo-
lume du matériau difficile. Plusieurs systèmes de conversion d’énergie peuvent en revanche
mener à l’apparition de sources volumiques dans un matériau : les phénomènes de thermo-
acoustique, de thermo-induction, de thermomécanique ou de thermochimie peuvent être
en particulier cités. Par exemple, une excitation par ondes ultrasonores peut entrâıner
des sources thermiques volumiques dans un matériau si celui-ci est viscoélastique ou s’il
contient un défaut.

Ainsi, pour caractériser ce défaut, ou tout élément responsable de l’échauffement, la
première étape consiste à caractériser la source thermique volumique à partir des données
surfaciques de température fournies par la caméra IR. Cette phase de caractérisation de
ces sources thermiques à partir du champ de température résultant mesuré à la surface du
milieu étudié constitue l’objectif de cette thèse. Il s’agit d’un problème mathématiquement
mal posé, principalement en raison du caractère diffusif de la température. Les méthodes
de reconstruction existantes sont aujourd’hui confrontées à deux limitations : le bruit de
mesure, inévitable lors de l’expérience, et la profondeur. En effet, plus le niveau de bruit
est élevé et/ou plus la source est profonde, plus la reconstruction est erronée. Dans ce tra-
vail, un critère physique expliquant la raison de la limitation en profondeur ainsi qu’une
méthode de reconstruction peu sensible au bruit de mesure sont proposés.

Cette thèse de doctorat est organisée comme suit : le chapitre 2 constitue l’état de
l’art. Les principaux types d’excitateurs utilisés en thermique et leurs applications pour
l’E.C.N.D. sont présentés. La définition d’une source thermique volumique est donnée
et les différents systèmes de conversion d’énergie sont passés en revue. Le principe et le
fonctionnement des méthodes inverses sont explicités et les méthodes existantes pour la
reconstruction de sources volumiques sont mises en avant.

Le chapitre 3 propose une méthode de reconstruction basée sur la réponse thermique
à une excitation impulsionnelle. Une analyse de cette méthode est effectuée dans le cas
théorique, permettant de mettre en évidence un critère de reconstruction dépendant du
nombre de Fourier. Il est en effet montré dans ce chapitre que le nombre de Fourier dans
la direction de la profondeur est un paramètre déterminant pour la reconstruction des
sources thermiques. La dernière partie de ce chapitre présente un cas particulier de la
méthode de reconstruction. Cette dernière peut en effet se développer de manière à former
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Chapitre 1. Introduction générale

un profilomètre thermique sans contact.

L’étude du problème dans le cas réel, en particulier en présence de bruit de mesure, est
effectuée au chapitre 4. L’influence du bruit de mesure sur les mesures et son impact sur la
méthode d’inversion décrite au chapitre 3 sont explicités. En premier lieu, des techniques
de traitement du bruit afin de le minimiser sont présentées. Ensuite, deux méthodes pour
reconstruire les sources en présence de bruit sont décrites. La première méthode est basée
sur celle présentée au chapitre 3, mais nécessite des techniques de régularisation pour
stabiliser l’inversion. La seconde méthode est développée dans ce chapitre de manière à
s’affranchir des techniques de régularisation. Il s’agit d’une méthode probabiliste qui se
base sur l’approche bayésienne. La comparaison de ces méthodes est effectuée à la fin de
ce chapitre et les perspectives envisagées pour la suite sont présentées.

Des applications numériques et expérimentales sont menées dans le chapitre 5. La
première partie du chapitre consiste à générer des sources thermiques de manière numérique
à l’aide du logiciel de calcul par élément finis COMSOL Multiphysics. L’exemple étudié
est celui de sources induites par la propagation d’ondes ultrasonores dans un milieu
viscoélastique. La seconde partie traitera des données expérimentales où les sources ther-
miques sont générées par effet Joule.

La conclusion et les perspectives de cette thèse sont rédigées dans le chapitre 6.
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Introduction

”Quis, Quid, Ubi, Quibus auxiliis, Cur, Quomodo, Quando” sont les sept questions qui
définissent les circonstances d’une situation [1]. Elles constituent l’hexamètre de Quinti-
lien, rhéteur latin du Ier siècle après J-C (de son vrai nom Marcus Fabius Quintilianus).
Répondre à ces questions, pouvant se traduire par ”Qui, Quoi, Où, Par quels moyens, Pour-
quoi, Comment, Quand” permet d’appréhender le contexte de la situation et de mieux la
comprendre.

Cette méthode est devenue un outil utilisé dans de nombreux domaines. Appliquées à
une enquête policière par exemple, ces questions deviennent : qui est le coupable ? Quel
est le crime ? Où a-t-il été commis ? Par quels moyens ? Quel est le mobile ? De quelle
manière ? À quel moment ? Dans le domaine scientifique, ces mêmes questions sont uti-
lisées et adaptées à chaque problème afin d’en mesurer le niveau de connaissance que l’on
possède. Laissons entrer l’accusé : l’interrogatoire (scientifique ? !) va débuter.

Le but du projet est de caractériser des sources thermiques volumiques présentes au
sein d’un matériau. Les sept questions définissant les circonstances peuvent alors s’écrire :

• Quid : qu’est-ce qu’une source thermique ? Que signifie ici caractériser ?

• Cur : pourquoi caractériser ces sources thermiques ? Dans quel but ?

• Quis : qui cette étude va t’elle concerner ? Quelles vont être les applications ?

• Quibus auxiliis : quels sont les moyens nécessaires pour les caractériser ?

• Quomodo : comment les caractériser ?

• Quando : quand faut-il les caractériser ?

• Ubi : où peuvent elles être caractérisées ? Dans quels matériaux ? À quelle profon-
deur ?

Les trois dernières questions constituent le cœur du sujet et seront traitées et débattues
tout au long du manuscrit, en particulier dans les chapitres 3 et 4. Les premières questions
permettent quant à elles de comprendre et de mettre en place la problématique, et vont
par conséquent être détaillées dans ce chapitre.
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Chapitre 2. État de l’art

2.1 Contexte

Les industries aérospatiales et des transports s’orientent vers une utilisation massive
de matériaux légers et résistants, tels que les composites. Le développement de matériaux
ayant une durée de vie extrêmement longue est en effet un des objectifs prioritaires. Ainsi,
afin de garantir une durée de vie en service, il est nécessaire de mâıtriser les propriétés
thermo-mécaniques de ces matériaux ainsi que leur évolution au cours de leur utilisation.
De la même manière, la détection de défauts au sein d’une structure est primordiale afin
d’éviter les accidents. Des inspections régulières des structures sont donc nécessaires. Pour
y arriver, les méthodes d’Évaluation et de Contrôle Non Destructifs (E.C.N.D.) sont lar-
gement utilisées.

Comme leur nom l’indique, les méthodes d’E.C.N.D. sont utilisées principalement pour
deux raisons : la caractérisation et le contrôle des matériaux. La caractérisation d’un
matériau mène à la connaissance de celui-ci afin de trouver, ou récupérer, ses données in-
trinsèques. Par exemple, on peut chercher à connâıtre la masse volumique, la viscoélasticité,
ou encore les caractéristiques thermiques d’un matériau. Parallèlement, contrôler une
structure consiste à vérifier l’intégrité de celle-ci : il peut s’agir de chercher une fissure
ou toute autre anomalie.

Le Structural Health Monitoring (S.H.M.), ou contrôle de santé des structures, est une
approche complémentaire aux méthodes d’E.C.N.D. qui a pour objectif de maintenir et
prolonger la durée de vie des infrastructures, de détecter et prédire leurs défaillances.
Contrairement aux méthodes classiques d’E.C.N.D. qui nécessitent la plupart du temps
une mise en arrêt de la structure le temps du contrôle, le S.H.M. cherche à intégrer les
capteurs de manière permanente à la structure [2–4], permettant de la contrôler à tout
moment.

Les méthodes d’E.C.N.D. et de S.H.M. sont très nombreuses, exploitant des phénomènes
physiques tels que l’optique, la thermodynamique, l’électromagnétisme, l’acoustique, ou
encore la thermique. Cependant, il est important de souligner que malgré ce caractère
pluridisciplinaire, il n’existe pas de méthode optimale ou unique : chacune des méthodes
a ses avantages et ses inconvénients. Dans ce travail, c’est l’utilisation de la thermique
comme moyen d’E.C.N.D. qui sera principalement abordée.
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2.1. Contexte

2.1.1 La thermographie infrarouge

La Thermographie InfraRouge (I.R.T.) doit son origine à Sir William Herschel [5], as-
tronome du roi George III d’Angleterre. En 1800, il a cherché à étudier la chaleur apportée
par la lumière. Avec un prisme optique, il a décomposé la lumière blanche du soleil et a
mesuré la température de chaque couleur à l’aide d’un thermomètre dont le réservoir avait
été noirci. Il a remarqué que le violet était la couleur la plus froide et que la température
augmentait pour toutes les couleurs de l’arc-en-ciel de manière continue jusqu’au rouge,
la couleur la plus chaude. Il découvrit à ce moment-là qu’au-delà du rouge, il existait une
zone plus chaude que toutes les autres. Il décida de la nommer infrarouge, du latin infra :
”dessous” donc en-dessous du rouge. La figure 2.1 donne le spectre de la lumière blanche
en fonction des longueurs d’ondes λ.

Figure 2.1 – Spectre de la lumière blanche.

Ce n’est cependant qu’à partir de la seconde moitié du XIXe siècle que se développeront
les capteurs infrarouges, permettant alors de définir la bande de fréquences du rayonne-
ment infrarouge. Le mot thermographie vient du grec ”thermos” signifiant ”chaud” et
”graphein” signifiant ”dessiner, écrire”. La définition donnée par l’Association française de
normalisation (Afnor) est la suivante :

La thermographie infrarouge est une technique permettant d’obtenir, au moyen d’un
appareillage approprié, l’image thermique observée dans un domaine spectral de l’infra-
rouge. (Définition Afnor [6]).

Les caméras thermiques utilisées aujourd’hui ne mesurent pas directement la température,
mais la luminance du champ thermique observé. Cependant, cette cartographie obtenue
peut se convertir sous forme d’un thermogramme. De nos jours, sur les caméras IR les plus
performantes, il est possible de détecter des différences de température de l’ordre de 10 mK.

Les méthodes d’E.C.N.D. par I.R.T., explicitées par [7–10], peuvent se scinder en deux
catégories : la thermographie passive et la thermographie active.
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Chapitre 2. État de l’art

• La thermographie passive permet d’observer les effets thermiques de surfaces.
Elle met en évidence les transferts de chaleur par conduction et rayonnement ther-
miques sur la structure étudiée sans apporter d’énergie supplémentaire. Elle est
généralement utilisée pour le contrôle de l’isolation thermique des bâtiments ou
des installations électriques [11, 12]. La figure 2.2 donne deux exemples de cette
technique : en (a) la thermographie d’un système électrique permet de visualiser
un fusible défectueux, tandis qu’en (b) l’image thermique du bâtiment permet de
contrôler l’isolation de celui-ci.

Figure 2.2 – Thermographie passive d’un système électrique (image issue de [11]) (a) et
d’une maison (image issue de [12]) (b).

• La thermographie active nécessite l’apport d’une excitation extérieure afin de
provoquer l’apparition de sources thermiques. L’analyse du champ de température à
la surface de la structure étudiée permet de mettre en évidence les défauts (fissures,
délaminages...) ou bien de caractériser les propriétés du matériau.

Les méthodes d’E.C.N.D. par I.R.T. ont de nombreux avantages [13–15] : elles sont,
entre autres, non destructives, non intrusives, sans contact, rapides et facilement adap-
tables en fonction des besoins industriels. Dans le paragraphe suivant, les principales
méthodes d’excitation utilisées en thermique pour la thermographie active sont présentées.

2.1.2 Les principaux types d’excitateurs utilisés en thermique

Dans le domaine de la thermique et plus particulièrement de la thermographie active,
les excitateurs utilisés pour l’E.C.N.D. sont surfaciques. Parmi les principaux, on peut citer
les méthodes d’excitation par flash, lock-in ou encore à l’aide d’un laser. Ces méthodes,
présentées par la suite, ont été développées pour la caractérisation thermique de grandeurs
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2.1. Contexte

thermophysiques dans la profondeur tels que la conductivité, la diffusivité, l’effusivité
thermiques ou encore la chaleur massique, mais peuvent aussi être utilisées pour le contrôle
non-destructif des milieux étudiés.

Méthodes Flash

Les méthodes Flash consistent à exciter la surface d’un matériau par une impulsion
photothermique de courte durée (type Dirac). Parmi les méthodes Flash se distinguent
deux catégories en fonction de si l’on mesure le champ de température sur la face excitée
de l’échantillon ou sur la face opposée : on parle de méthode Flash face avant et a contrario
de méthode Flash face arrière.

a) Flash face arrière

Un des exemples d’E.C.N.D. bien connu dans le monde de la thermique utilisant le
Flash face arrière est la méthode proposée en 1961 par W. J. Parker et al.. Ils ont proposé
une technique permettant de mesurer la diffusivité thermique par méthode Flash face
arrière [16]. L’analyse du champ de température mesuré sur la face arrière du matériau va
permettre l’estimation de la diffusivité thermique du matériau. Cette approche s’applique
à l’ensemble des matériaux solides et opaques à la longueur d’onde d’excitation du flash.
La figure 2.3 illustre le principe de cette méthode.

Figure 2.3 – Schéma du principe de la méthode Flash de Parker (figure issue de [17]).

Les hypothèses considérées dans la méthode de Parker sont que le flux d’excitation
est uniforme sur l’ensemble de la surface et de courte durée (excitation de type Dirac).
Ensuite, le matériau est considéré adiabatique, autrement dit les pertes convectives sont
considérées négligeables. Sous ces conditions, le maximum de sensibilité à la diffusivité
thermique est atteint au temps de demi-montée t1/2 du thermogramme, comme illustré
par la figure 2.4.
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Chapitre 2. État de l’art

La méthode proposée par Parker consiste à déterminer la diffusivité thermique du
matériau à l’aide de la formule (2.1) :

a = 0.139 e2

t1/2
(2.1)

où a est la diffusivité du matériau (m2.s−1) et e son épaisseur (m).

Figure 2.4 – Thermogramme en face arrière, courbe de sensibilité réduite et temps de
demi-montée [18].

La méthode de Parker est l’une des plus anciennes méthodes de caractérisation de la
diffusivité thermique sans contact par Flash face arrière. Elle est toujours largement uti-
lisée en raison de sa simplicité de mise en œuvre et sa grande robustesse. Cependant, les
hypothèses qu’elle nécessite ne sont pas toujours réalisables : en particulier les conditions
aux limites adiabatiques sont rarement vérifiées. D’autres méthodes ont été proposées par
la suite pour palier à ces difficultés. La méthode des temps partiels avec pertes convectives
proposée par Degiovanni [19] ou encore l’approche des développements asymptotiques pro-
posée par Mourand [20] en sont des exemples.

b) Flash face avant

Les méthodes d’excitation par Flash face avant suivent le même principe que celles
par face arrière. Elles sont utilisées quand, par exemple, la face arrière du matériau n’est
pas accessible. Dans ce cas, l’excitation et les mesures se font sur la même surface de
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l’échantillon. Sous les mêmes conditions (excitation de type Dirac, uniformité spatiale de
l’excitation et conditions aux limites adiabatiques), l’évolution de champ de température
en fonction du temps suit, en échelle logarithmique, une décroissance linéaire aux temps
courts et atteint une asymptote horizontale aux temps longs, comme illustré par la figure
2.5.

Figure 2.5 – Réponse au flash face avant en échelle logarithmique et définition d’un temps
caractéristique à l’intersection des deux asymptotes [18].

La caractérisation du coefficient de diffusion par flash avant consiste à se servir du
temps caractéristique tc obtenu par le croisement des deux comportements asymptotiques
[21]. Il est défini par l’équation (2.2) :

tc = e2

a
. (2.2)

Cette méthode est très facile à mettre en œuvre. Cependant, tout comme la méthode
de Parker, elle comporte certains inconvénients. En effet, elle ne prend pas en compte les
pertes thermiques par convection, et surtout, l’estimation des asymptotes n’est pas tou-
jours facile à déterminer en raison du bruit de mesure.

Les excitations par Flash peuvent aussi être utilisées pour détecter des défauts dans le
matériau. On peut par exemple citer les travaux de D. Balageas [22], de J.M. Roche [23],
ou encore de X. Maldague [24] qui ont développé des méthodes pour détecter et imager
des défauts en profondeur à l’aide d’une excitation Flash face avant.
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Méthode ”Lock-In”

La méthode Lock-In est une technique qui a été proposée pour la première fois par G.
Busse en 1979 [25] en opto-acoustique pour la détection de défauts à différentes profondeurs
dans de l’aluminium. Comme illustré sur la figure 2.6, la face avant du matériau est excitée
thermiquement à l’aide de deux lampes halogènes. Chaque lampe est reliée à un générateur
basse fréquence qui permet de créer une modulation sinusöıdale périodique. L’excitation
thermique résultante prend donc la forme d’un sinus centré sur une composante moyenne.
La caméra infrarouge qui mesure l’évolution du champ de température résultant sur la
face avant du matériau est elle aussi synchronisée avec le générateur.

Figure 2.6 – Principe d’une mesure thermographique de type ”Lock-in” [26].

L’un des avantages de la méthode Lock-in est qu’elle est très peu sensible au bruit
de mesure. En effet, de par le caractère périodique de l’excitation, les mesures effectuées
peuvent être moyennées sur un grand nombre de périodes.

En revanche, cette méthode peut être longue à mettre en œuvre. Le lock-in permet
en effet de caractériser des défauts dans la profondeur. Or, la longueur de pénétration
thermique dépend directement de la fréquence de modulation de l’excitation thermique
[21]. En effet, la profondeur µd (m) du défaut peut être calculée à l’aide de la formule
suivante :

µd = c

√
a

πf
(2.3)

où c est une constante, a (m2.s−1) la diffusivité thermique du matériau et f (Hz) la
fréquence d’excitation.
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La figure 2.7 montre les résultats obtenus par R. Montanini sur un échantillon de
plexiglas contenant des défauts (trous) à différentes profondeurs.

Figure 2.7 – Échantillon de plexiglas contenant plusieurs trous (numérotés de 1 à 16)
situés à différentes profondeurs (a). Cartographie de chaque trou (b). Résultats suite aux
mesures obtenues avec la méthode Lock-in Thermography (LT) (c) [26].

Comme on peut l’observer, avec une fréquence non adaptée (f = 2.25 Hz) les défauts
ne sont pas visibles. Pour une fréquence élevée, ce sont les défauts les plus proches de
la surface qui seront détectés, tandis que les fréquences faibles permettront de sonder la
profondeur du matériau, ce qui est cohérent avec l’équation (2.3).

Ainsi, pour pouvoir détecter des défauts à toutes les profondeurs, il faut effectuer
plusieurs fois l’expérience en balayant la fréquence d’excitation, ce qui peut s’avérer long
si le matériau est épais.
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Excitation par laser

Les lasers sont aussi régulièrement utilisés pour exciter thermiquement les surfaces des
matériaux. Leur avantage est que l’on peut les focaliser de manière à exciter une petite
partie de la surface, contrairement aux lampes plus classiques qui excitent le matériau
sur un large domaine spatial. De la même manière que précédemment, plusieurs types
d’excitation peuvent être employées, comme l’excitation impulsionnelle ou modulée. Il est
aussi possible de déplacer le laser pour balayer la surface d’étude.

a) Flying Spot

En 1998, J.C. Krapez propose en effet de déplacer la source laser à vitesse constante
pour détecter les fissures transverses se trouvant sur une pièce métallique [27, 28]. Le
dispositif expérimental proposé, illustré par la figure 2.8, consiste à déplacer le faisceau
laser à la surface de l’échantillon par le biais d’un système de miroirs de balayage. Une
caméra infrarouge permet ensuite de mesurer le champ de température résultant. Cette
méthode est aussi appelée Flying Spot.

Figure 2.8 – Schéma du principe du Flying Spot [27].

Lors du passage du laser sur une fissure, un gradient de température apparâıt. La fissure
peut en effet se modéliser comme une résistance thermique. L’un des inconvénients de cette
méthode est qu’une irrégularité de surface, comme une rayure par exemple, va être détectée
comme une fissure car leurs signatures thermiques sont similaires. La solution proposée par
Krapez est alors de balayer la surface en effectuant un aller-retour. Le gradient au niveau
de la fissure va augmenter en raison de l’accumulation de chaleur, ce qui ne sera pas le
cas pour la rayure. De cette manière, en effectuant la soustraction des mesures obtenues
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entre l’aller et le retour, la signature thermique de la rayure sera supprimée, mais pas celle
de la fissure. Cette technique est appelée Flying Spot Normalisé. La figure 2.9 illustre les
résultats obtenus entre la méthode Flying Spot et la méthode Flying Spot Normalisé pour
la détection d’une fissure accolée à une rayure.

Figure 2.9 – Signature thermique d’une fissure verticale à la surface de mesure (a).
Signature thermique d’une fissure et d’une rayure (b). Signature thermique d’une fissure
et d’une rayure après traitement de Flying Spot normalisé (c) [29].

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle est uniquement qualitative : les fissures
sont détectées, mais pas caractérisées. De plus, la mise en œuvre est assez délicate dans le
sens où il est difficile de synchroniser avec précision le laser et la caméra infrarouge.

b) Méthode de la gaussienne

Le laser peut aussi être utilisé de manière pulsée. Au début des années 2000, P. Bison et
al. [30, 31] propose une méthode utilisant une excitation impulsionnelle laser pour mesurer
des diffusivités thermiques dans le plan de couches minces. Le dispositif expérimental
développé par Bison permet de créer une source thermique surfacique de forme gaussienne
[31].
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Figure 2.10 – Schéma d’une excitation laser impulsionnelle [32].

L’étude du rayon de la gaussienne permet de déterminer les diffusivités thermiques
dans le plan.

Concernant la caractérisation quantitative des fissures, en 2016, N.W. Peach-May et
al. développent une technique qui consiste à utiliser une excitation pulsée permettant de
calculer la résistance thermique des fissures. Le principe de la méthode consiste à envoyer
excitation thermique de type Dirac par un faisceau de forme gaussienne à proximité du
plan vertical contenant la fissure, comme illustré par la figure 2.11 en (a).

Figure 2.11 – Schéma du principe permettant de quantifier une fissure à l’aide d’un
faisceau laser de rayon a excitant la surface du matériau à une distance d de la fissure (a).
Illustration du champ thermique résultant (b). Profil selon l’axe y de la température pour
des tailles de fissures allant de 1µm à 25µm (c) [33].
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La connaissance de la formule analytique de la réponse thermique résultante permet
de caractériser l’ouverture de la fissure. En effet, lorsque le laser se rapproche de la fis-
sure, son profil gaussien présente une discontinuité qui est directement liée à la résistance
thermique de celle-ci. Une régression du profil gaussien obtenu à partir de la formule ana-
lytique connue et de la mesure effectuée permet en effet de l’estimer. La réponse thermique
obtenue ainsi que les profils de température selon l’axe y résultants sont illustrés en (b)
et (c) sur la figure 2.11.

Les modes d’excitation utilisés pour l’E.C.N.D. en thermique sont nombreux et sont
pertinents pour mesurer des données intrinsèques du matériau tels que les coefficients de
diffusion, ou encore pour détecter des défauts sur ou proche de la surface. En revanche,
l’inconvénient majeur est que ces techniques excitent uniquement la surface des matériaux.
La caractérisation de données volumiques ou de défauts qui se trouvent en profondeur (fis-
sures, délaminages...) est donc difficile à effectuer.

Plusieurs systèmes, faisant intervenir divers phénomènes physiques, permettent de créer
des sources thermiques volumiques au sein d’un matériau. Les paragraphes suivants, et en
particulier la partie §2.2, permettent d’avoir un aperçu de ces techniques.

2.1.3 Les sources thermiques volumiques

La température mesurée à l’aide de la thermographie infrarouge est toujours issue
d’une source de chaleur. La définition de ces sources est donc nécessaire pour pouvoir
comprendre le phénomène ainsi que la problématique étudiés.

Une source thermique volumique Ω, aussi appelée source interne, est définie par la
puissance qu’elle génère par unité de volume dans le milieu en fonction du temps [34]. Elle
s’exprime en W m−3 et se traduit par une dissipation ou une conversion d’énergie dans le
matériau, menant à une élévation de température dans ce milieu. Plusieurs systèmes de
conversion d’énergie, présentés par le paragraphe §2.2, peuvent mener à l’apparition de
ces sources thermiques.

Les sources étudiées dans cette thèse sont volumiques : les caractériser consiste à
les localiser, à déterminer leurs géométries dans le milieu ainsi que leur répartition de
puissances (que l’on va appeler ici intensités) en chacun des points. La figure 2.12 illustre
le principe de la caractérisation de ces sources : une (ou plusieurs) source thermique vo-
lumique est présente au sein d’un matériau. La chaleur résultante va diffuser dans tout
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le matériau. La caméra IR peut alors mesurer le champ de température à la surface en
fonction du temps. À partir de ces données et de la connaissance des propriétés ther-
miques du milieu, l’objectif (représenté à droite sur la figure) est de retrouver toutes les
caractéristiques de la source via des méthodes inverses. Un aperçu de quelques méthodes
inverses est effectué au paragraphe §2.3.

Figure 2.12 – Schéma explicatif du principe de reconstruction de sources thermiques
volumiques.

Comme cela va être détaillé au paragraphe suivant (§2.2), les sources thermiques
peuvent résulter de la présence d’un défaut, d’un changement de phase, de la viscoélasticité
du milieu... Ainsi, si la source thermique vient d’un défaut, la connaissance de ses pro-
priétés (intensité, géométrie...) permettra de remonter aux caractéristiques du défaut. Si
la source est issue de la viscoélasticité, on pourra remonter aux propriétés mécaniques et
ainsi de suite. De ce fait, la caractérisation des sources thermiques est la première étape
dans l’E.C.N.D. des milieux étudiés.
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2.2 Systèmes de conversion d’énergie

Le principe de conservation de l’énergie stipule que l’énergie totale d’un système isolé
est invariante au cours du temps. Autrement dit, on ne peut pas la produire à partir de
rien : on ne peut que l’échanger ou la transformer d’une forme à une autre. Ce que résume
la maxime d’Antoine de Lavoisier, célèbre chimiste du XVIIIe siècle [35] : ”Rien ne se
perd, rien ne se crée, tout se transforme.” Les sept principales formes d’énergies ainsi que
quelques types de conversions sont détaillés par la figure 2.13.

Figure 2.13 – Conversions des sept formes principales d’énergies et leurs convertisseurs.
Dessin de Xavier Hüe - Archives Larousse [36].

• L’énergie nucléaire est stockée au cœur des atomes. Elle est directement issue des
liaisons entre les protons et les neutrons contenus dans le noyau des atomes.

• L’énergie rayonnante, aussi appelée radiative, repose sur le principe du rayonne-
ment électromagnétique, lui-même basé sur les déplacements de photons. Elle peut-
être émise par le soleil ou une lampe par exemple.

• L’énergie chimique est associée aux liaisons entre les atomes, qui constituent les
molécules.
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• L’énergie mécanique peut se décomposer elle-même en deux catégories : l’énergie
cinétique et l’énergie potentielle.

• L’énergie hydraulique, comme son nom l’indique, est fournie par le mouvement
de l’eau : les cascades, les courants marins et la marée en sont des exemples.

• L’énergie électrique est due aux déplacements des électrons. Les piles et les alter-
nateurs fournissent ce type d’énergie.

• L’énergie thermique est causée par l’agitation des molécules et des atomes au sein
de la matière.

Comme explicité précédemment, chacune de ces énergies peut se convertir d’une forme
à l’autre. L’objectif de la thèse est de caractériser les sources thermiques : on va donc se
focaliser sur les systèmes permettant de mener à l’énergie thermique. Il est impossible de
tous les citer (il en existe une multitude) : seuls quelques exemples vont donc être explicités
par la suite.

2.2.1 L’induction

Le chauffage par induction est une application directe de deux lois physiques : la
loi de Lenz-Faraday et l’effet Joule. La forme locale de la loi de Lenz-Faraday s’appelle
l’équation dite de ”Maxwell-Faraday”, proposée par le mathématicien et physicien écossais
James Clerk Maxwell [37]. Elle s’écrit :

−→rot ~E = −∂
~B

∂t
(2.4)

où ~E est le champ électrique, ~B le champ magnétique et t le temps. La formule (2.4)
constitue l’une des quatre équations de Maxwell et est posée comme un postulat de
l’électromagnétisme. De la même manière que pour la loi de Lenz-Faraday, l’effet Joule
peut s’écrire sous forme locale :

p = ~j · ~E (2.5)

avec p la puissance par unité de volume, ~j la densité de courant et ~E le champ électrique.

Ainsi, toute substance conductrice de l’électricité plongée dans un champ magnétique
variable (qui peut être créée par une bobine inductrice ou un inducteur) est le siège de
courants électriques induits, ce qui est traduit par l’équation (2.4). Ces courants induits
sont appelés courants de Foucault [38]. Le déplacement des électrons formant ces courants
dissipe de la chaleur par effet Joule (c.f. équation (2.5)) dans le milieu où ils ont été créés.
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En résumé, les trois phénomènes physiques suivants entrent en jeu successivement :

• Transfert de l’énergie par voie électromagnétique de l’inducteur vers le matériau à
chauffer.

• Transformation de cette énergie électrique en chaleur par effet Joule.

• Diffusion par conduction thermique de la chaleur au sein du matériau.

La seule contrainte pour qu’il y ait naissance d’une source thermique est que le matériau
ou une partie du matériau étudié soit conducteur à l’électricité.

Les courants de Foucault ont une longueur de pénétration δ (m), aussi appelée ”effet
de peau”, définie par :

δ = 1√
πµσf

(2.6)

où µ est la perméabilité magnétique (H.m−1), σ la conductivité électrique (S.m−1) et
f la fréquence d’excitation (Hz). Ainsi, l’échauffement par effet Joule n’aura lieu que
sur cette petite épaisseur δ, qui dépend des propriétés du matériau et de la fréquence
d’excitation. Pour avoir un ordre de grandeur, l’épaisseur de peau pour de l’Aluminium
Al 2014 est d’environ 0.34 mm à une fréquence de 100 kHz, tandis que pour les métaux
ferromagnétiques, elle est d’environ 0.04 mm à la même fréquence. En revanche, pour des
Polymères Renforcés en Fibre de Carbone (PFRC), l’épaisseur de peau est beaucoup plus
élevée : elle avoisine en effet les 50 mm pour une fréquence de 100 kHz [39].

Figure 2.14 – Schéma du dispositif pour la détection de défauts par couplage thermogra-
phie - induction [39].
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Des méthodes d’E.C.N.D. par couplage induction-thermographie et en particulier la
détection de défauts dans des alliages métalliques sont, par exemple, détaillés par [39, 40]. À
titre d’exemple, la figure 2.14 illustre le dispositif utilisé en thermo-induction. Le matériau
est excité thermiquement à l’aide d’une bobine, entrâınant l’apparition d’une source ther-
mique étendue (représentée en rouge sur la figure) sur une des faces avec une profondeur δ.
La caméra peut être placée d’un côté ou de l’autre du matériau, ce qui permet d’observer
la réponse thermique résultante en face avant ou en face arrière.

Si l’épaisseur de peau est faible, le problème se résout de la même manière que pour
une excitation Flash. L’avantage de cette technique par rapport à l’excitation par lampe
Flash est que l’apparition des courants de Foucault, qui sont répartis sur toute la surface
supérieure du matériau, entrâınent forcément une répartition spatiale uniforme de l’excita-
tion. Dans ce cas, les réponses thermiques en face avant et face arrière peuvent se calculer
à partir du modèle 1D analytique. En l’absence de défaut, les solutions obtenues en face
avant et face arrières sont données respectivement par les équations (2.7) et (2.8) [41] :

T (t) = Q

ρCpL

[
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp
(
−n

2π2

L2 αt

)]
(2.7)

T (t) = Q

ρCpL

[
1 + 2

∞∑
n=1

exp
(
−n

2π2

L2 αt

)]
(2.8)

où Q représente l’énergie (J.m−2), ρ la masse volumique (kg.m−3), Cp la chaleur spécifique
(J.K−1.kg−1), L l’épaisseur du matériau (m), α le coefficient de diffusion thermique (m2.s−1)
et t le temps (s).

La figure 2.15 trace les réponses thermiques obtenues par Y. He et al [39] pour différents
positions de défauts (épaisseur et profondeur variables). En (a) se trouve le tableau
synthétisant les paramètres de chacun des cinq cas effectués. Les réponses thermiques
mesurées en face arrière sont tracées en (b), et pour la face avant en (c). Comme on peut
l’observer, la présence d’un défaut entrâıne un décalage dans la réponse thermique. Pour
déterminer la profondeur du défaut, la méthode TSR (Thermal Signal Reconstruction) est
utilisée [42]. Elle consiste à utiliser le logarithme temporel de l’évolution de la température
en face avant et de la comparer avec la réponse théorique analytique (sans défaut). L’étude
de la dérivée première permet de repérer la profondeur du défaut. Cette méthode est ce-
pendant très sensible au bruit.

Une méthode plus robuste a été proposée en 2003 par S.M. Shepard. Il propose en effet
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dans [43] d’effectuer un régression polynomiale logarithmique du thermogramme mesuré
et d’en calculer la dérivée seconde pour pouvoir déterminer les paramètres du défauts avec
une plus grande précision que la méthode TSR classique.

Figure 2.15 – Tableau recensant les paramètres des différents défauts (se référer à la
figure 2.14) (a). Réponse thermique en face arrière (b). Réponse thermique en face avant,
échelle logarithmique (c) [39].

2.2.2 La thermomécanique

On parle de couplage thermomécanique lorsque les problèmes de mécanique et de ther-
miques sont liés entre eux. Par exemple quand on chauffe une pièce, elle se dilate et donc
se déforme. Si la pièce ne peut se déformer librement, il y a création de contraintes. Une
sollicitation thermique peut donc provoquer une contrainte ou une déformation mécanique.
À l’inverse, la déformation mécanique d’un matériau peut entrâıner l’échauffement d’une
partie ou de la totalité de celui-ci. Ainsi, une sollicitation mécanique peut engendrer un
effet thermique [44].
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La mise en équation d’un problème mécanique peut se faire à l’aide du Principe Fonda-
mental de la Dynamique (P.F.D.) proposé par Isaac Newton en 1687 [45, 46]. L’équilibre
mécanique peut s’écrire, sous forme locale, par :

div σ + ρ~g = ρ~γ (2.9)

où ρ est la masse volumique du matériau (kg.m−3), ~g l’accélération due à la pesanteur
(m.s−2), σ le tenseur des contraintes (Pa) et ~γ le champ d’accélération (m.s−2). À cette loi
d’équilibre s’ajoutent les lois de comportements liées au matériau. Les lois de comporte-
ment lient les paramètres. Par exemple, la contrainte du matériau σ peut, en fonction du
phénomène étudié, s’exprimer en fonction de la déformation ε, de la vitesse de déformation
ε̇ et de la température :

σ = f(ε, ε̇, T ) (2.10)

En injectant l’équation (2.10) dans l’équation (2.9), on peut directement voir que la
thermique peut modifier le comportement mécanique du matériau.

L’équation de la chaleur, quant à elle, peut se déterminer à l’aide des principes de la
thermodynamique [44]. La forme locale du premier principe s’écrit :

ρ ė = σ : ε̇− div ~q (2.11)

où ρ est la masse volumique (kg.m−3), e l’énergie interne (J), σ le tenseur de contrainte
(Pa), ε̇ la vitesse de déformation et ~q le flux de chaleur (W). L’énergie interne du matériau
s’écrit elle-même en fonction des variables d’état (température, déformation, variables
d’écrouissage...) [44].

Un matériau subissant une contrainte mécanique peut se déformer élastiquement et/ou
plastiquement, ce qui d’après l’équation (2.11), va pouvoir engendrer des effets thermiques
et donc a fortiori l’apparition de sources thermiques. De nombreux travaux se servant de
la thermique pour étudier des phénomènes mécaniques ont déjà été effectués, comme par
exemple les mécanismes de fatigue sur les soudures développés par T. Ummenhofer et al.
[47], l’étude de propagation des fissures [47–52] ou encore sur la localisation de contraintes
mécaniques, proposée par A. Chrysochoos et al. [53, 54]. Parmi les différentes méthodes
existantes se trouve aussi la vibro ou sono-thermographie, présentée par la suite.
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La vibro et sono-thermographie

Les méthodes d’excitations par ondes acoustiques peuvent se scinder en deux catégories
en fonction de leur fréquence : les méthodes ultrasonores (entre 20 kHz et 10 MHz) et les
méthodes vibratoires (de 100 Hz à 20 kHz). Ces méthodes ont été introduites à la fin des
années 1970 comme un nouveau moyen d’E.C.N.D. pour détecter les défauts tels que les
fissures ou les délaminages [55–58] dans les matériaux. Contrairement aux méthodes ther-
miques d’E.C.N.D. plus classiques qui réalisent une excitation thermique en surface à l’aide
de sources de chaleur extérieures (lampes, diode laser...) [16, 59–61], les ondes acoustiques
permettent de créer des sources de chaleur volumiques à l’intérieur du matériau.

Dans les matériaux viscoélastiques, une partie de l’énergie mécanique injectée par les
ondes (ultra)sonores est dégradée sous forme de chaleur par dissipation viscoélastique, qui
peut alors être imagée par thermographie infrarouge. Il a été montré dans [62] que le terme
de dissipation viscoélastique est défini par :

σ :∂tεv (2.12)

où ∂t représente la dérivée par rapport au temps, ” : ” est le double produit tensoriel
contracté, σ le tenseur des contraintes et εv la part viscoélastique du tenseur de déformation.
Ce terme donné par (2.12) est directement transformé en chaleur.

En présence de défaut (fissure, délaminage...), les ondes acoustiques vont introduire de
la friction et/ou avoir pour conséquences d’augmenter la concentration de contraintes au
niveau de ce défaut. L’excitation mécanique engendrée va alors se convertir et devenir une
source thermique interne, située à l’endroit-même du défaut.

Les sources volumiques de chaleur créées en vibro et sonothermographie ont l’avantage
de générer un signal thermique qui vient directement de l’intérieur de la structure. La
quantité de chaleur produite par les sources et la diffusion de cette chaleur dépendent di-
rectement des propriétés mécaniques et thermiques du matériau. En conséquence, l’analyse
par thermographie infrarouge du champ thermique induit par les sources thermiques vo-
lumiques constitue une approche pertinente pour l’évaluation des propriétés mécaniques
et/ou thermiques du matériau ou pour la détection de défauts. [63–67] sont quelques
exemples de travaux dans ce domaine.

Par exemple, les travaux réalisés par S. Rodriguez et al. [64] sur l’expérience des plaques
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de Chladni permettent de bien illustrer ces techniques. Au début du XIXe siècle, Ernst
Chladni [68] étudie les vibrations des structures. L’expérience de Chladni consiste à prendre
une plaque et à la fixer en son centre sur un support. Les bords de la plaque, posée
horizontalement, sont libres. Du sable est alors réparti de manière homogène sur la plaque,
puis celle-ci est mise en vibration. E. Chladni avait utilisé un archet qu’il avait frotté
verticalement sur le bord de la plaque. Sous l’excitation de l’archet, la plaque vibre, et
le sable migre alors vers les lignes nodales permettant de voir les modes vibratoires de
la plaque. La modification de la position du point d’excitation, ainsi que forcer un (ou
plusieurs) point de déplacement nul en positionnant un doigt sur la plaque, permet de
choisir un mode vibratoire particulier.

Figure 2.16 – Dispositif classique de l’expérience de Chladni sur les plaques (a). Résultats
observés pour l’expérience classique de Chladni (avec du sel) à une fréquence de 1 080 Hz
(b). Dispositif thermique proposé pour l’expérience (c). Champ de température mesuré
après 80 s, pour une fréquence de 1 080 Hz [64].

L’étude proposée par S. Rodriguez et al. consiste à reprendre cette expérience, mais
en l’étudiant à l’aide d’une caméra IR pour mesurer le champ de température résultant à
la surface. Dans ces travaux, la plaque est excitée à l’aide d’un pot vibrant, permettant
de choisir la fréquence, et donc le mode vibratoire. La figure 2.16 illustre les dispositifs
expérimentaux (Chladni classique et Chladni thermique) ainsi que les résultats obtenus.
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Comme expliqué précédemment, l’apparition des sources thermiques est due à la dis-
sipation viscoélastique de l’énergie fournie par l’excitation acoustique dans la plaque. Les
résultats obtenus et illustrés par la figure 2.16 ont permis d’affirmer qu’il y a un lien entre
les champs de déplacement et de température. Le deuxième objectif de ces travaux était
de reconstruire les sources à partir du champ de température mesuré. Pour ce faire, une
méthode inverse basée sur un modèle 2D transitoire complet a été utilisé. Les sources, volu-
miques, sont considérées constantes dans l’épaisseur. L’équation qui traduit le phénomène
peut alors s’écrire :

S

ρCp
= ∂T

∂t
− ax

∂2T

∂x2 − ay
∂2T

∂y2 + 2h
ρCpe

(T − T0) (2.13)

où S correspond à la répartition de sources recherchée, ρ est la masse volumique (kg.m−3),
Cp la chaleur spécifique (J.K−1.kg−1), ax et ay sont les coefficients de diffusion (m2.s−1)
selon les axes x et y, e l’épaisseur de la plaque (m), h le coefficient d’échange thermique
(W.m−2.K−1) et T0 la température de l’air ambiant (K). L’estimation des sources se fait
alors à l’aide d’une approche nodale, développée par [69], à l’aide de l’équation (2.13). Les
résultats obtenus sont illustrés par la figure 2.17. La comparaison entre les deux figures
permet de voir que la répartition de sources reconstruites suit bien la géométrie attendue.

Figure 2.17 – Reconstruction de sources théoriques (a). Reconstruction de sources à
partir des données mesurées (b) [64].

Dans ce paragraphe, différents systèmes de conversion d’énergie menant à l’apparition
de sources thermiques ont été présentés. L’analyse du champ de température résultant à
la surface permet, via des méthodes inverses, de remonter aux informations recherchées
(caractérisation de défauts ou de paramètres du matériau). Le paragraphe §2.3 va présenter
le principe des méthodes inverses, ainsi que les méthodes utilisées aujourd’hui pour la
reconstruction de sources thermiques.
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2.3 Méthodes inverses

2.3.1 Définition et mise en place des problèmes inverses

La résolution d’un problème inverse consiste à déterminer les causes d’un phénomène à
partir de l’observation (expérimentale ou non) de ses effets [70]. Généralement, la résolution
de ce problème nécessite de connâıtre ou de déterminer un modèle du phénomène étudié.
Ce modèle permet de donner les effets à partir des causes, supposées connues : il s’agit
du problème direct [71]. La figure 2.18 illustre le principe de la résolution des problèmes
direct et inverse.

Figure 2.18 – Schéma du principe des méthodes inverses.

Dans le problème direct, tous les paramètres sont connus, et à l’aide du modèle, il est
possible de prédire les conséquences, soit l’observable du phénomène. Le problème inverse,
comme son nom l’indique, consiste à inverser ce problème direct.

Les problèmes inverses se retrouvent dans de nombreux domaines [72], comme par
exemple la sismologie (localiser l’origine d’un tremblement de terre à partir de mesures
des stations sismiques [73, 74]), la chimie (détermination des constantes de réaction ou
des changements de phases [75–77]), le domaine pétrolier (recherche de nappes de pétrole
[78, 79]), le domaine médical (imagerie par rayons X, IRM [80])... Ces problèmes sont
également très présents dans le domaine de la thermique.

La formulation théorique d’un problème inverse peut s’écrire :

A(p) = d (2.14)
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où d correspond à l’observable, p aux paramètres et A à l’opérateur qui permet de relier les
paramètres à l’observable. Autrement dit, A représente le modèle du phénomène physique
étudié. L’objectif du problème inverse est donc de retrouver p connaissant A et d.

Problème bien posé et incertitudes

Au début du XXe siècle, le mathématicien français Jacques Hadamard introduit la
notion de problème bien posé [81]. Comme cela sera détaillé au chapitre 4, la solution d’un
problème bien posé doit satisfaire trois conditions : l’existence, l’unicité et la stabilité.

Dans les problèmes inverses en thermique, la preuve de l’existence et l’unicité de la
solution peut être difficile à effectuer, mais c’est la dernière condition (stabilité) qui pose
le plus souvent problème. En effet, le souci majeur rencontré dans les problèmes inverses
est que l’équation (2.14) est un modèle mathématique et théorique. Or, l’observable d et
le modèle A sont sensibles à différents facteurs pouvant mener à des erreurs sur le résultat
recherché p. D’après D. Maillet et al. [82, 83], lors de la résolution du problème inverse,
on peut recenser six causes d’erreurs εi dans l’estimation des paramètres p :

• ε1 : erreur numérique dans le calcul direct. La compilation du problème direct
peut entrâıner une erreur numérique dans le calcul direct modélisé de la mesure.
Cette erreur va donc se répercuter sur le calcul de la solution du problème inverse.

• ε2 : erreur de modèle. La résolution du problème direct se fait à l’aide d’un modèle
du phénomène. Ce modèle est basé sur des hypothèses et peut ne pas tenir compte
de tous les paramètres qui jouent un rôle dans le phénomène étudié. La compilation
de ce modèle peut donc apporter un biais à la solution du problème direct, se tra-
duisant par une erreur par rapport à la solution réelle.

• ε3 : erreur due au bruit de mesure. Les mesures brutes obtenues dans une
expérience sont toujours bruitées. Ce bruit de mesure peut se traduire par une fluc-
tuation aléatoire, entrâınant une erreur par rapport à la solution recherchée.

• ε4 : erreur due au capteur. Les mesures brutes observées sont traduites par un
capteur (comme une caméra IR ou un thermocouple en thermique) et vont être
converties en valeurs expérimentales de manière à ce qu’elles puissent être utilisées
pour le problème inverse. Cette conversion intrinsèque au capteur peut entrâıner une
erreur sur la solution recherchée.
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• ε5 : erreur due aux paramètres ”supposés connus”. Dans certains cas, tous les
paramètres ne sont pas recherchés lors de l’inversion : certains sont supposés connus.
Si un de ces paramètres supposé connu est mal estimé, il va entrâıner une erreur lors
du problème inverse.

• ε6 : erreur due à la régularisation. Dans la plupart des méthodes inverses, il est
nécessaire d’effectuer une régularisation du problème pour stabiliser l’inversion (ce
point sera approfondi au chapitre 4). Cette régularisation va entrâıner un biais dans
la solution finale.

Soit ε l’erreur commise entre la solution réelle et celle proposée à l’issue du problème
direct. Cette erreur peut résulter de toutes les erreurs εi, i∈[1:5] mentionnées précédemment.
L’erreur ε6 va être quant à elle traitée ultérieurement (cf. chapitre 4). Par la suite, cette
erreur ε va être abusivement associée à l’erreur due au bruit de mesure (ε3), mais il faut
rester conscient qu’elle peut provenir de tous les autres cas présentés. Ainsi, l’observable
est toujours entaché d’erreur, et peut donc s’écrire :

do = dth + ε (2.15)

où do correspond à l’observable bruité, dth à l’observable théorique, solution de l’équation
(2.14) et ε au bruit de mesure. Expérimentalement, on n’a accès qu’à do. L’équation (2.14)
n’est donc plus une égalité mais une approximation, ce qui pose problème car dans la
plupart des cas, la condition de stabilité n’est pas respectée. Cela veut dire que la moindre
perturbation apportée dans l’équation (2.14) va entrâıner une grande erreur sur la solution
p.

Régularisation et approche probabiliste

Suite à ce résultat, on a longtemps pensé que si l’une ou l’autre des conditions requises
par Hadamard n’était pas respectée, les problèmes inverses en thermique ne pouvaient pas
être résolus puisque les solutions obtenues seraient inexploitables [84, 85]. Cependant, avec
l’apparition des méthodes de régularisation, comme par exemple celle de Tikhonov [86, 87]
à la fin des années 1960, la régularisation par l’utilisation de temps futurs proposée par
Beck [88] ou encore la régularisation itérative d’Alifanov [89–91], il est apparu qu’il était
possible d’obtenir une solution pertinente, ou du moins exploitable, pour les problèmes
inverses mal posés à condition d’utiliser des techniques de régularisation [92].
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Ces découvertes ont apporté un nouvel essor dans l’étude des problèmes inverses en
thermique. En effet, depuis ces dernières décennies, de très nombreuses études sur les
problèmes inverses ont été effectuées, comme en témoignent les livres et articles scienti-
fiques parus sur le sujet. En raison du très grand nombre de méthodes, il est impossible
d’en faire une liste exhaustive, mais les exemples [70, 87, 88, 93–105] peuvent être cités.
Ces techniques sont cependant en constante évolution [84].

En parallèle de ces méthodes de régularisation, les méthodes d’inversion par traite-
ment statistique des données ont été développées [106], notamment avec les travaux de
Franklin [107] en 1960, puis ceux des frères Geman sur le traitement d’images [108].
L’approche bayésienne pour la résolution des problèmes inverses s’est depuis beaucoup
développée [109–115], grâce aux progrès informatiques. Contrairement aux méthodes de
régularisation évoquées précédemment qui sont déterministes, l’inférence bayésienne est
une méthode probabiliste : le résultat proposé est une estimation de la solution. En effet,
l’objectif est de trouver le ou les paramètres p qui ont la meilleure probabilité connaissant
d. Cette méthode, basée sur le théorème des probabilités conditionnelles de Bayes [116],
sera détaillée au chapitre 4.

Pour résoudre un problème par approche bayésienne, il est nécessaire d’avoir suffi-
samment d’informations pour pouvoir calculer les distributions de probabilités nécessaires
au calcul. Cela signifie qu’il est nécessaire de posséder, ou le cas échéant de calculer, un
nombre exhaustif de possibilités au début du problème [117]. Cette méthode peut donc
s’avérer coûteuse à mettre en œuvre. Elle est cependant de plus en plus utilisée dans de
nombreux domaines, car elle permet de quantifier et de prendre en compte les incertitudes
et les erreurs de mesures.

2.3.2 Application à la reconstruction de sources thermiques

Le problème de reconstruction de sources thermiques volumiques est un problème très
mal posé (cf. chapitre 4), principalement en raison du caractère diffusif de la température.
Dans le chapitre 3, il va être montré que pour la reconstruction de sources, il est possible
d’exprimer l’équation (2.14) sous forme discrète :

A p = d (2.16)

où A est une matrice, et où d et p sont des vecteurs. La résolution du problème inverse à
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partir de l’équation (2.16) devrait alors s’écrire :

p = A−1d. (2.17)

Cependant, dans le cas des reconstructions de sources, l’équation (2.17) n’est pas
vérifiée car A n’est pas carrée. En effet, on dispose généralement de plus d’informations que
d’inconnues. En notant m son nombre de colonnes (nombre de mesures) et n son nombre
de lignes (nombre d’inconnues), cela se traduit par m > n : le problème est qualifié de
sur-déterminé et A−1 n’existe pas. Le problème d’inversion doit donc se voir comme un
problème de minimisation : l’objectif devient alors de trouver p qui minimise le résidu R,
défini par :

R = d−A p (2.18)

Il existe un très grand nombre de méthodes inverses qui permettent de résoudre ce
problème : toutes les méthodes utilisant la régularisation ou les méthodes statistiques
citées précédemment en sont un infime exemple. Un état de l’art des méthodes inverses ne
sera donc pas fait ici. Cependant les plus curieux peuvent se référer aux ouvrages suivants :
[70, 72, 76, 84, 88, 93, 98, 101, 102, 110, 115, 118] qui sont quelques exemples permettant
d’avoir un aperçu assez général des méthodes inverses. Par la suite, seules la méthode de
résolution par moindres carrés et celle par Décomposition en Valeurs Singulières seront
mentionnées car utilisées dans le corps de la thèse.

La méthode des Moindres Carrés Ordinaires (M.C.O.) est en effet fréquemment utilisée
dans les problème de minimisation : elle consiste à calculer le carré de la norme euclidienne
du résidu R afin de le minimiser [119] :

R2 = ‖d−A p‖2
2 =

m∑
i=1

(di − (A p)i)2 . (2.19)

La solution au sens des M.C.O. de l’équation (2.16) s’écrit alors [120] :

ATA p = AT d, (2.20)

ce qui mène à :
p =

(
ATA

)−1
AT p. (2.21)

Par construction, quelle que soit la matrice A, ATA est une matrice de Gram [121] :
elle est donc carrée et symétrique. De plus, elle est inversible si A est de rang maximal.
Dans le cas contraire, autrement dit si tous ses vecteurs colonnes ne sont pas linéairement
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indépendants, alors ATA n’est pas une matrice inversible [122]. L’équation (2.21) ne peut
donc pas s’appliquer dans ce cas.

Afin de pouvoir résoudre l’équation (2.20), la Décomposition en Valeurs Singulières
(S.V.D.) est utilisée (cf. chapitre 3). Elle permet d’effectuer une inversion généralisée de la
matrice A, aussi appelée la pseudo-inversion de Moore-Penrose [123, 124]. Cette méthode
est robuste car elle permet d’inverser l’équation (2.20) même dans le cas où la matrice A
n’est pas de rang maximal.

La thèse présentée ici s’inscrit dans la suite des travaux effectués par A. Castelo, A.
Mendioroz, A. Salazar et al. de l’université du Pays Basque espagnol [125] et de R. Celorrio
de l’université de Saragosse [126]. Plusieurs publications ont en effet été effectuées depuis
2013 [58, 120, 127–130]. Dans ces travaux, des défauts présents dans un plan vertical à
la surface du matériau étaient excités à l’aide d’ondes acoustiques modulées (lock-in) ou
pulsées (burst), créant une source thermique à l’endroit même du défaut : la caractérisation
du défaut s’effectuant par la caractérisation de la source thermique résultante. Le principe
de ces méthodes ainsi que quelques résultats majeurs seront explicités par la suite.

Plus récemment, une méthode faisant intervenir le concept d’ondes virtuelles a été
développée par P. Burgholzer et al. [131, 132] dans le but de remonter aux conditions
initiales (flux thermiques, valeurs de températures...) à partir d’un champ de température
de surface. Cette méthode sera, elle aussi, brièvement présentée dans ce chapitre.

Résultats avec excitation Lock-In

La première méthode proposée [127, 130] consiste à reconstruire des sources thermiques
volumiques (issues de la présence de défauts) à l’aide d’une excitation acoustique modulée
(type lock-in : cf. paragraphe §2.1.2). La réponse thermique résultante d’une telle excita-
tion est donnée par :

Tfk
= 1

4πK

∫∫
Ω

e−qfk
|r−r′|

|r − r′|
Ifk

Ω(r′)ds′ k = 1, 2, . . . , kmax (2.22)

où Tfk
correspond à la réponse thermique à la fréquence de modulation fk, qk est le

vecteur d’onde à la fréquence fk, r le vecteur contenant les coordonnées cartésiennes, Ω
la répartition de sources recherchées, Ifk

l’intensité qui ne dépend que de la fréquence de
modulation, K la conductivité et D la diffusivité thermique.
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Figure 2.19 – Représentation du problème contenant un plan source Π vertical à la
surface de mesure contenant la source Ω (a). Représentation du plan source théorique,
contenant deux sources rectangulaires identiques et parallèles (b). Reconstruction obtenue
après inversion avec régularisation de Tikhonov pour un bruit de mesure de 5% (haut)
et 20% (bas) (c). Reconstruction obtenue après inversion avec régularisation Variation
Totale pour un bruit de mesure de 5% (haut) et 20% (bas) (d) [130].

Comme mentionné au paragraphe §2.1.2, la longueur de pénétration thermique dépend
de la fréquence de modulation fk choisie. Ainsi, pour pouvoir caractériser le défaut sur
toute la profondeur du plan étudié, il est nécessaire d’effectuer l’expérience plusieurs fois
avec des fréquences de modulation différentes. De plus, en raison du caractère mal posé
du problème, des termes de régularisation (Tikhonov et Variation Totale) sont ajoutés. Le
problème à résoudre peut alors s’écrire sous forme matricielle où l’objectif est de rechercher
la répartition de sources Ω liées à leurs intensités (dépendant de la fréquence) Ifk

qui
minimisent le résidu R défini par l’équation (2.23) :

R2 =
kmax∑
k=1
‖Ifk

Afk
Ω− Tfk

‖2
2 + αTkTk(Ω) + αTV TV (Ω) (2.23)

où Afk
est une matrice opérateur issue de l’équation (2.22), Tfk

la température mesurée à
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la surface du matériau, αTV et αTk les facteurs de régularisation correspondants aux fonc-
tions de régularisation de Tikhonov (Tk) et de Variation Totale (TV ). Afin de retrouver
à la fois l’intensité Ifk

et la géométrie Ω de la source, la méthode itérative connue sous le
nom de ”Gauss-Seidel non-linéaire par blocs” est alors utilisée [120].

La figure 2.19 illustre les résultats obtenus sur un exemple de deux sources rectangu-
laires parallèles réparties sur un plan perpendiculaire à la surface de mesure, en prenant
d’un côté la régularisation de Tikhonov (c) et de l’autre celle de Variation Totale (d). Le
matériau considéré pour cette expérience numérique est de l’acier AISI 304 (D = 4 mm2s−1,
K = 16 W mK−1), et les fréquences d’excitation utilisées sont les suivantes : 0.05, 0.1, 0.2,
0.8, 1.6, 3.2, 6.4 et 12.8 Hz.

Les résultats illustrés sur la figure 2.19 permettent de voir que la régularisation par
Variation Totale semble meilleure que celle de Tikhonov concernant la reconstruction de
la forme des sources. Cependant, quelle que soit la régularisation effectuée proche de la
surface, les sources sont bien reconstruites, et les deux sources bien distinctes. En revanche,
ce n’est pas le cas pour les points en profondeur où les sources sont confondues, étalées et
floues.

Une autre expérience souligne cet effet de profondeur. La figure 2.20 illustre les résultats
obtenus pour la reconstruction d’une source carrée de longueur L enfouie pour différentes
profondeurs, variant de 0.3L à 3L, pour un bruit de 5%. La source réelle est délimitée par
un contour en ligne rouge. Par souci de simplicité, les résultats sont tracés sur un unique
graphe.

Figure 2.20 – Reconstruction d’une source thermique de forme carrée à différentes pro-
fondeurs pour une excitation acoustique modulée (lock-in) [133].

Pour les sources peu profondes, les reconstructions obtenues sont quasiment sans er-
reurs par rapport aux sources théoriques. En revanche, plus la source est profonde, plus
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la reconstruction est mauvaise. L’hypothèse avancée dans [133] pour expliquer cette er-
reur est que les informations permettant de reconstruire les sources les plus profondes
sont transportées par les fréquences les plus faibles uniquement : toutes les informations
transportées par les fréquences les plus élevées sont perdues en raison de la profondeur.
Ce manque d’informations entrâıne une mauvaise reconstruction des sources.

Résultats avec excitation Burst

Une autre méthode proposée par A. Mendioroz et al. [129] consiste à utiliser une
excitation acoustique sous forme de burst temporel de durée τ . La réponse thermique
d’une source Ω excitée par une telle excitation est donnée par l’équation (2.24) pour 0 ≤ τ

et par l’équation (2.25) pour τ < t :

T (rz=0, t) =
∫∫

Ω

Q(r)
2πK|r − r′|Erfc

[
|r − r′|√

4Dt

]
ds′ 0 ≤ t ≤ τ (2.24)

T (rz=0, t) =
∫∫

Ω

Q(r)
2πK|r − r′|

Erfc
[
|r − r′|√

4Dt

]
− Erfc

 |r − r′|√
4D(t− τ)

 ds′ τ < t (2.25)

où r correspond au vecteur contenant les coordonnées cartésiennes, t est le temps, Q
la répartition de sources recherchées, K la conductivité, D la diffusivité et τ la durée
d’excitation. Erfc est la fonction d’erreur complémentaire. De la même manière que dans
le paragraphe précédent, le problème peut s’écrire sous la forme d’une minimisation où
l’objectif est de minimiser le résidu R2 défini par :

R2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
Ar
ηAt

 [Q]−

 Tr
ηTt


∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

= ‖AQ− T‖2
2 (2.26)

où Ar et At sont les matrices opérateurs issues des équations (2.24) et (2.25), η est un
facteur de pondération qui prend en compte le nombre de données, et Tr et Tt sont les
températures mesurées à la surface du matériau (respectivement pour 0 ≤ t ≤ τ et
τ < t). Toujours en raison du caractère mal posé (condition de stabilité non respectée) du
problème d’inversion, des termes de régularisation ont été ajoutés à l’équation (2.26) : les
fonctions de Tikhonov, Lasso et Total Variation ont en effet été conjointement implémentés
[129], menant à :

R2(i) = ‖AQ− T‖2
2 + α

(i)
L1L1(Q) + α

(i)
TkTk(Q) + α

(i)
TV TV (Q). (2.27)
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Le choix des paramètres de régularisation αL1 , αTV , αTk est toujours délicat, comme
ce sera détaillé au chapitre 4. Ces paramètres permettent en effet de stabiliser l’inversion,
mais ajoutent un biais (et donc une erreur) à la solution. Il faut donc choisir ces facteurs
de manière à stabiliser suffisamment le signal sans ajouter trop d’erreurs à la solution.

Pour la méthode Burst, le processus choisi consiste à prendre une valeur initiale com-
mune α assez élevée et de réduire chaque valeur αL1 , αTV , αTk à une vitesse différente à
chaque itération i. Le choix de ces paramètres a été fait suite à une étude paramétrique :
le problème inverse a été appliqué sur une source carrée de largeur 1 mm située à une
profondeur variant de 0.1 à 6 mm, pour des burst variants de 0.5 à 10 s. Ainsi, les facteurs
de régularisation sont définis par :

αiTk = 0.01i−1α (2.28)

αiTV = 0.6i−1α (2.29)

αiL1 = 0.7i−1α (2.30)

Le critère d’arrêt est choisi lorsque le résidu R est de l’ordre du niveau de bruit de la
mesure (cf. critère de Morozov [99]).

Figure 2.21 – Reconstruction de sources carrées identiques sur des données numériques
pour des niveaux de bruit différents (a). Reconstruction obtenue pour une source semi-
circulaire profonde avec une excitation burst de 2 s (b). Reconstruction obtenue pour des
burst variant de 0.5 à 6 s sur des données expérimentales de sources carrées de même
profondeur (c) [129].
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La figure 2.21 donne les reconstructions obtenues pour des sources carrées situées à
une même profondeur avec des durées de burst différents (c), ainsi qu’une source semi-
circulaire profonde (b) pour une burst de 2 s. Pour chaque expérience, la durée totale de
mesure est de 4τ .

La position des sources est assez bien retrouvée avec les excitations burst, mais pas
la forme : au lieu des carrés attendus, ce sont des formes très arrondies qui sont recons-
truites. Cette erreur est due aux différents facteurs de régularisation. De plus, les burst
courts semblent apporter de meilleurs informations, surtout concernant la position : en
effet, pour les burst longs (au-delà de 3 s), les sources reconstruites sont mal positionnées.
Enfin, de même que pour une excitation lock-in, les sources profondes sont mal recons-
truites.

La méthode par excitation burst à l’avantage d’être beaucoup plus rapide que la
méthode lock-in : en effet, une seule mesure est nécessaire ici. En contrepartie, elle est
plus sensible au bruit de mesure, il est en effet montré sur la figure 2.21 en (a) que plus
le bruit est important, plus les sources sont mal reconstruites.

Ces deux méthodes permettent de reconstruire avec justesse des sources enfouies, mais
une limitation importante à ces deux méthodes (burst et lock-in) semble être la profon-
deur : une source profonde est toujours mal reconstruite. La méthode lock-in est lente à
mettre en œuvre, tandis que la méthode burst est rapide mais fortement sensible au bruit
de mesure. De plus, le choix des paramètres de régularisation a été effectué de manière
empirique : la décroissance des paramètres décrits par les équations (2.28) à (2.30) n’a
pas d’explication théorique et se pose la question de la reproductibilité en fonction du
matériau, de l’excitation ou de tout autre paramètre.

Résultats avec la méthode des ondes virtuelles

Une méthode de reconstruction 3D a été développée récemment par P. Burgholzer et
al., en 2017 [131, 132]. Cette méthode couple la thermographie infrarouge et le concept
d’ondes virtuelles. L’équation de propagation des ondes qui décrit, par exemple, la pression
acoustique peut s’écrire :(

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2

)
p(r, t) = − 1

c2
∂

∂t
p0(r)δ(t) (2.31)

où ∇2 est l’opérateur Laplacien, c la vitesse du son (m.s−1), p la pression (Pa), r le vecteur
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des coordonnées cartésiennes, p0 la répartition de pression initiale et δ la fonction Dirac.
De la même manière, l’équation de la chaleur peut s’écrire :(

∇2 − 1
α

∂

∂t

)
T (r, t) = − 1

α
T0(r)δ(t) (2.32)

où T est la température (K), α la diffusivité thermique (m2.s−1) et T0(r) le champ de
température initial (K). Dans la méthode proposée par Burgholzer, une onde virtuelle est
définie à partir de l’équation (2.31) en prenant comme condition initiale celle de l’équation
(2.32) : (

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2

)
Tvirt(r, t) = − 1

c2
∂

∂t
T0(r)δ(t) (2.33)

où c est un coefficient pris arbitrairement à 1.

La résolution des équations (2.32) et (2.33) dans le domaine de Fourier ainsi que le
passage dans le domaine réel permet d’arriver au système matriciel :

T = KTvirt (2.34)

où T et Tvirt sont respectivement les vecteurs contenant la température mesurée et le signal
virtuel en fonction du temps, et K est la matrice opérateur qui est issue des équations
(2.32) et (2.33) couplées dans le domaine de Fourier [131].

La reconstruction des conditions initiales se fait alors en deux temps : premièrement,
une inversion à l’aide de la S.V.D. pour retrouver Tvirt connaissant T et K à partir de
l’équation (2.34). Comme le problème est mal posé, une régularisation est nécessaire : la
méthode choisie dans ce travail est de régulariser par troncature du spectre de la S.V.D.
(T.S.V.D.), ici effectuée dans le domaine de Fourier. Suite à cette première étape, la
méthode de reconstruction d’image F-SAFT (Frequency Synthetic Aperture Focusing Tech-
nique) [134, 135] est utilisée pour retrouver la condition initiale T0(r) à partir du signal
acoustique Tvirt.

La figure 2.22 illustre les résultats obtenus sur un exemple de trois sources de formes
gaussiennes situées sur un plan à différentes profondeurs. En (b) est donné le champ
de température résultant en fonction du temps, en (c) la première inversion par S.V.D.
donnant le champ de vitesse virtuelle Tvirt et en (d) la reconstruction par méthode acous-
tique F-SAFT permettant de retrouver les sources (conditions initiales) à partir du signal
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virtuel. Le SNR pour cette simulation est défini à 2000.

Figure 2.22 – Plan perpendiculaire à la surface de mesure illustrant la répartition
de température initiale T0(y, z), constituée de trois taches gaussiennes (a). Champ de
température sur la ligne de surface T (y, t) en z = 0 (b). Signal virtuel Tvirt (c) et recons-
truction des conditions initiales après inversion (d) [131].

Les positions de chacune des sources sont bien retrouvées. En revanche, plus les sources
sont profondes, plus elles sont floues et étalées. Même la première source, la plus proche
de la surface, est reconstruite plus étalée qu’elle ne l’est en théorie. Les amplitudes des
températures reconstruites sont elles aussi erronées, un facteur 10 subsiste entre la théorie
et le résultat obtenu.

Cette méthode permet de traiter le problème de manière acoustique, mais le passage
entre thermique et acoustique (id est de la figure (b) à (c)) reste délicat. La méthode
pour y parvenir est en effet très proche de la méthode inverse utilisée pour l’excitation
burst : la régularisation, nécessaire pour l’inversion, entrâıne une erreur pour le calcul du
signal virtuel. Cette erreur va donc se propager lors de la deuxième étape menant à la
reconstruction des conditions initiales.
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Conclusion et positionnement du travail de thèse

Une source thermique résulte d’une conversion d’énergie pouvant venir de différents
types de phénomènes mis en jeu. De manière simplifiée, la caractériser signifie retrouver sa
géométrie et son intensité. Comme cela a été mentionné dans ce chapitre, une source ther-
mique peut venir de la présence d’un défaut, ou bien de la viscoélasticité du matériau, ou
encore d’une réaction chimique... Caractériser une source thermique est donc la première
étape menant à l’E.C.N.D. des milieux étudiés. En effet, une fois la source caractérisée,
il est possible de remonter aux caractéristiques du défaut, ou du matériau ou même aux
propriétés chimiques... en fonction de l’origine de la source étudiée. Les moyens nécessaires
pour y parvenir sont : un système permettant de mesurer la température (caméra IR, ther-
mocouple...) ainsi qu’un ordinateur pour pouvoir effectuer les méthodes inverses.

Les méthodes de reconstructions qui existent aujourd’hui permettent de reconstruire
des données volumiques (sources, conditions initiales...) à partir de données surfaciques
(champs de température). Cependant, deux limitations principales ressortent de ces tra-
vaux : la profondeur et le bruit de mesure. En effet, quelles que soient les méthodes utilisées,
les sources profondes sont mal retrouvées : elles sont floutées, étalées et leurs intensités
sous-estimées. Enfin le bruit de mesure, inévitable lors des expériences, est un facteur
problématique lors de l’inversion. Les régularisations effectuées permettent d’approcher la
solution, mais le choix des paramètres de régularisation est délicat car il faut trouver le bon
compromis qui permet de stabiliser l’inversion sans ajouter un biais, et donc une erreur,
trop considérable. Le type d’excitation utilisé (modulé, burst, impulsionnel...) ne semble
pas être un facteur déterminant pour la reconstruction : les méthodes mènent en effet à
des résultats similaires. Chacune de ces méthodes a ses avantages et inconvénients : les
méthodes qui utilisent une excitation pulsée sont, entre autres, rapides mais très sensibles
au bruit, à l’inverse des méthodes à excitation modulée qui sont moins sensibles au bruit
mais plus lentes à mettre en œuvre.

Dans cette thèse, il est proposé de reconstruire les sources thermiques volumiques à
l’aide d’une excitation impulsionnelle (de type Dirac). La réponse thermique impulsionnelle
a en effet l’avantage d’être complètement déterminée analytiquement. Dans ce travail,
l’objectif recherché est double :

• Expliquer à l’aide d’un critère physique la raison de la limitation en profondeur.

• Proposer une méthode de reconstruction peu sensible au bruit de mesure, et qui ne
nécessite pas de régularisation.
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Introduction

Une méthode de caractérisation de sources thermiques volumiques présentes au sein
d’un matériau est présentée dans ce chapitre. La méthode propose d’utiliser le modèle
de la réponse thermique impulsionnelle d’une source ponctuelle, autrement appelée Dirac
spatial et temporel. Le choix de ce modèle ainsi que son formalisme sont expliqués en
première partie de ce chapitre. L’implémentation des problèmes direct et inverse seront
explicités.

Une étude sur les paramètres principaux du modèle permet de définir les domaines
d’utilisation de la méthode. Plus particulièrement, un critère dépendant du nombre de
Fourier est mis en exergue, permettant de connâıtre les limites physiques de la méthode
en amont du problème. Ce critère permet de connâıtre la taille limite des sources recons-
tructibles en fonction des données.

Enfin, à la fin de ce chapitre, un cas particulier de cette méthode est développé. Il est en
effet montré que la méthode de reconstruction de sources volumiques peut s’étendre pour
former un profilomètre thermique sans contact. Ce système, applicable dans plusieurs
domaines (industriels, bio-médical...), permet de réaliser une microscopie thermique de
systèmes particuliers.
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Chapitre 3. Analyse du problème théorique et critère de résolution

3.1 Méthodologie de l’inversion

Dans la majorité des problèmes d’inversion, il est nécessaire de savoir traiter le problème
direct. Dans notre cas, la réponse thermique impulsionnelle θDirac, c’est à dire la réponse
en température (Kelvin) en un point r = (x, y, z) et à un instant t, à une source ponc-
tuelle de chaleur située en un point r′ = (x′, y′, z′) délivrant, à un instant antérieur t′,
une impulsion de quantité de chaleur de 1 Joule au sein d’un milieu homogène infini,
éventuellement anisotrope, mais de propriétés thermophysiques non thermodépendantes,
s’exprime analytiquement par l’équation (3.1) [136] :

θDirac = 1
ρCp

G3D (r, t/r′, t′) , (3.1)

où ρ (kg.m−3) et Cp (J.K−1.kg−1) sont la masse volumique et la chaleur spécifique du
matériau tandis que G3D (m−3) est la fonction de Green 3D du matériau. En coordonnées
rectangulaires, celle-ci s’exprime à l’aide du produit des fonctions de Green 1D, notées ici
Gx, Gy et Gz dans les trois directions d’espace [136] :

G3D (r, t/r′, t′) = Gx (r, t/r′, t′) ·Gy (r, t/r′, t′) ·Gz (r, t/r′, t′) . (3.2)

Comme le domaine étudié est ici infini dans les trois directions, chaque fonction de
Green 1D (m−1) s’exprime explicitement de la même façon, ici avec des fonctions Gaus-
siennes spatio-temporelles, et la réponse thermique impulsionnelle devient :

θDirac = 1
ρCp

exp
(
− (x− x′)2

4ax(t− t′)

)
√

4πax(t− t′)

exp
(
− (y − y′)2

4ay(t− t′)

)
√

4πay(t− t′)

exp
(
− (z − z′)2

4az(t− t′)

)
√

4πaz(t− t′)
(3.3)

où ax, ay et az (m2.s−1) sont les coefficients de diffusion selon chacune des directions x, y
ou z de l’espace. Notons que chacune des fonctions de Green 1D ci-dessus Gq, pour q = x,
y ou z peut s’écrire :

Gq(q, t/q′, t′) = 1√
2aq(t− t′)

N(uq) où uq = q − q′√
2aq(t− t′)

et N(uq) = 1√
2π

exp
(
−
u2
q

2

)
,

(3.4)
où N(·) est la loi normale centrée et réduite.

Si l’on considère maintenant une source volumique quelconque g(r, t), en watts.m−3,
nulle avant un certain temps, la réponse (forcée) en température en tout point r de l’espace
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3.1. Méthodologie de l’inversion

et à l’instant t s’écrit comme le produit de convolution temporel suivant [136] :

θ(r, t) = 1
ρCp

∫ t

t′=0

∫
R3
G3D(r, t/r′, t′)g(r′, t) dv, (3.5)

où dv représente le volume élémentaire dans l’intégrale spatiale.

Nous allons supposer que la source g est une impulsion de Dirac à l’instant t = 0, de
densité surfacique d’énergie Q0 (en J.m−2), et uniforme dans un plan (x, y) situé à la cote
z0. Cette source est donc séparable et s’écrit alors, en utilisant deux distributions de Dirac
δ(·), l’une spatiale δ(z − z0) (en m−1) et l’autre temporelle δ(t) (en s−1) et s’écrit :

g(r, t) = Q0 · δ(z − z0) · δ(t) (3.6)

La substitution de cette l’équation (3.6) dans l’intégrale quadruple (3.5) fournit l’ex-
pression de la réponse ”1D” à tout instant et en tout point d’un plan situé à la cote
z :

θ1D(z, t) = Q0

ρCp
Gz(z, t/z0, 0) = Q0

ρCp

1
4
√
πazt

exp
(
−(z − z0)2

4azt

)
. (3.7)

Remarquons que pour obtenir cette réponse, nous avons utilisé le fait que les intégrales
de la loi normale N(·) sur R sont égales à l’unité ainsi que la propriété d’échantillonnage
des deux distributions de Dirac δ(·). Notons aussi que, si le milieu est non pas infini dans
les trois directions, mais uniquement dans deux directions (x et y) et seulement semi-infini
dans la troisième (z), la fonction de Green 1D est différente de celle utilisée en (3.7), et la
réponse en température de la source (3.6), où cette fois z0 est la profondeur par rapport
au plan z = 0, s’écrit [136] :

θ1D(z, t) = Q0

ρCp
Gz(z, t/z0, 0) = Q0

ρCp

1
4
√
πazt

[
exp

(
−(z − z0)2

4azt

)
+ exp

(
−(z + z0)2

4azt

)]
.

(3.8)
L’expression de la fonction de Green (3.8) est démontrée en Annexe A et B de ce

mémoire, dans le cas z0 = 0. Notons enfin que, si le milieu est non pas infini dans les trois
directions, mais uniquement dans deux directions (x et y) et fini dans la troisième (z),
c’est-à-dire qu’il s’agit d’une plaque plane d’épaisseur Lz, la fonction de Green 1D diffère
également de celle utilisée en (3.7), et la réponse en température de la source (3.6), où z0

est la profondeur par rapport à la face z = 0, s’écrit [136] :

θ1D(z, t) = Q0

ρCpLz

[
1 + 2

+∞∑
m=1

exp
(
−azm2π2t/L2

z

)
cos (mπz/Lz) cos (mπz0/Lz)

]
. (3.9)
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Dans la suite de ce mémoire, nous avons utilisé l’équation (3.7) comme modèle de
réponse en température à une source interne impulsionnelle de chaleur uniforme dans un
plan. Ce type d’excitation présente ici deux avantages : ils conduisent à des réponses
en température (3.7) à (3.9) facilement simulables de manière analytique et de plus ces
solutions sont séparables en espace.

3.1.1 Étude du problème direct en 1D

Pour le problème 1D, on considère un matériau linéaire, représenté par la figure 3.1,
qui possède une source de chaleur impulsionnelle uniforme, localisée dans le plan z = z0.

Figure 3.1 – Représentation du problème 1D.

L’équation (3.7), base du problème direct, peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

θ1D(z∗, t∗) = Q0

ρCpLz

1√
4πFozt∗

exp
(
−(z∗ − z∗0)2

4Fozt∗

)
. (3.10)

où t∗, z∗0 et z∗ sont des variables sans dimensions définies comme suit :

t∗ = t

tf
; z∗ = z

Lz
; z∗0 = z0

Lz
(3.11)

Foz est le nombre de Fourier (selon la direction z) défini par :

Foz = aztf
L2
z

, (3.12)

où tf et Lz sont respectivement la durée de l’expérience et la longueur du matériau. Ce
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3.1. Méthodologie de l’inversion

nombre, nommé d’après Joseph Fourier, est un nombre sans dimension qui permet de
caractériser les transferts thermiques. Ce nombre est issu de la définition par Fourier du
vecteur densité de flux (aussi connue sous le nom de Loi de Fourier). Physiquement, il
correspond à la part du flux de chaleur transmise au matériau par rapport à la chaleur
stockée par ce même matériau.

L’équation (3.10) est la réponse thermique à une source plane unique et instantanée.
Si la source impulsionnelle est étendue et que son temps de déclenchement t = 0 est
indépendant de la profondeur z (impulsions synchrones dans chaque plan z), sa fonction
de Green s’écrit :

g(r, t) = Q(z) δ(t), (3.13)

où Q(z) représente cette fois une distribution volumique d’énergie (J.m−3). Le champ de
température résultant dans le matériau par l’équation se calcule donc par la quadrature
(3.13) et se calcule donc de la même façon que (3.7) et l’on obtient :

θ(z, t) = 1
ρCp

∫ t

t′=0

∫ ∞
z′=−∞

Gz(z, t/z′, t′)Q(z′)δ(t′) dz′ dt (3.14)

= 1
ρCp

∫ ∞
z′=−∞

Q(z′)√
4πazt

exp
(
−(z − z′)2

4azt

)
dz′ (3.15)

Cette réponse est ici une convolution en espace.

NB : Ceci n’est vrai que si le milieu est infini en z et de même pour la source. Si ce n’est
pas le cas (milieu semi-infini ou plaque d’épaisseur finie, Gz doit être calculée comme en
(3.8) ou (3.9), en effectuant l’intégration en z de la source (membre central de l’équation
(3.15)), avec :

g(r, t) = Q(z)H(z) δ(t) ou g(r, t) = Q(z) (H(z)−H(z − Lz)) δ(t). (3.16)

où H(·) est la fonction (échelon) de Heaviside, entre 0 et +∞ ou entre 0 et Lz.

L’équation (3.15) s’écrit en variables indépendantes adimensionnelles de la façon sui-
vante :

θ(z∗, t∗) = 1
ρCp

∫ ∞
−∞

Q(z′∗)√
4πFozt∗

exp
(
−(z∗ − z′∗)2

4Fozt∗

)
dz′∗ (3.17)

De la même manière, si la source n’est pas instantanée (Dirac temporel), mais excitée
sur un intervalle de temps fixé, la réponse thermique s’obtient par la convolution tempo-
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relle de l’équation (3.17) avec la fonction représentative de l’excitation temporelle [34].

La première étape de l’algorithme ”Dirac” consiste à discrétiser l’ensemble du matériau
1D et de considérer chaque point de discrétisation comme une source ponctuelle, possédant
une densité d’énergie Q(z∗) = Q0 Ω(z∗). Q0 correspond à la valeur maximale de la densité
d’énergie et Q(z∗) sur l’épaisseur du matériau et Ω(z∗) représente sa distribution, variant
de 0 (pas de source) à 1 (source d’intensité maximale).

D’après la formule de Riemann, l’équation (3.17) se discrétise alors en la formule sui-
vante :

θ(z∗, t∗) =
n∑
k=1

Ωk θ1D(z∗ − z′∗k , t∗)∆z′, (3.18)

où n correspond au nombre de nœuds de discrétisation, et Ωk est l’écriture simplifiée de
Ω(z′∗k ), qui est l’écriture de la paramétrisation de la fonction Ω(z∗) sur une base de fonc-
tions ”chapeau”. Puisque la caméra infrarouge ne mesure que le champ de température à la
surface du matériau, on a z∗ = 0 et le problème peut donc s’écrire sous forme d’égalité ma-
tricielle donnée par l’équation (3.19). θ(i) est un vecteur contenant le champ de température
à la surface (en un point pour le problème 1D) au temps ti :

(
I(1)

1D I(2)
1D · · · I(n)

1D

)
[Ω] =



θ(1)

θ(2)

...

θ(m)


⇔ I Ω = θ. (3.19)

I est une matrice ”opérateur” de taille m × n et θ un vecteur de taille m, où m et n
sont respectivement le nombre de pas de temps utilisés ainsi que le nombre de points de
discrétisation en z du matériau. n peut être vu comme le nombre de sources ”ponctuelles”
possibles présentes dans le matériau.

Ici, il est important de s’arrêter sur la notion de ”point-source”. L’équation (3.10)
donne la réponse thermique temporelle d’une source impulsionnelle ponctuelle. L’astuce
utilisée pour l’algorithme numérique mène cependant à une approximation de ce modèle.
Tous les points numériques dans la somme de Riemann correspondent en fait à l’intégrale
de l’équation (3.10) sur chaque segment de longueur ∆z′. Les ”points-sources” numériques
sont donc en réalité des segments (voxels en 3D) de longueur ∆z′. Or, d’après la formula-
tion de Riemann donnée par l’équation (3.18), l’intensité modélisée de chaque point-source
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Ωk dépend directement de la taille du segment. Ainsi, plus ∆z′ (respectivement le voxel
en 3D) sera petit, plus les ”points-sources” modélisés seront petits avec une intensité petite.

L’équation (3.19) est l’écriture d’un problème linéaire. L’objectif est donc de trouver
l’inconnue Ω par le biais d’une méthode inverse.

3.1.2 Généralisation au problème 3D

L’algorithme pour obtenir le problème 3D est basé sur le problème 1D. Les nombres de
Fourier relatifs à chaque direction spatiale sont introduits : Fox, Foy, Foz. Tout comme
pour le problème 1D, l’équation (3.3) devient :

θ3D(x∗, y∗, z∗, t∗) = Q(x′∗, y′∗, z′∗)
8ρCpLxLyLz

exp
(
−(x∗ − x′∗)2

4Foxt∗

)
√
πFoxt∗

exp
(
−(y∗ − y′∗)2

4Foyt∗

)
√
πFoyt∗

exp
(
−(z∗ − z′∗)2

4Fozt∗

)
√
πFozt∗

.

(3.20)

Dans le cas du problème 3D, l’ensemble du matériau est discrétisé et chaque point de
discrétisation est considéré comme une source potentielle, possédant une densité d’énergie
Q(x′∗, y′∗, z′∗) = Q0 Ω(x′∗, y′∗, z′∗). Le problème s’écrit toujours sous forme matricielle,
donnée par l’équation (3.21). La température mesurée par la caméra infrarouge est un
champ 2D en fonction du temps. Pour l’écriture du problème, chaque θ(i) est un vecteur
contenant la température 2D réorganisée sous forme 1D, à chaque temps ti :

(
I(1)

3D I(2)
3D · · · I(n)

3D

)
[Ω] =



θ(1)

θ(2)
...

θ(m)


⇔ I Ω = θ. (3.21)

I est toujours une matrice de taille m×n et θ un vecteur de taille m où n est le nombre
de points de discrétisation du matériau 3D. Cependant, ici, m = ns ·nt, où nt est le nombre
de pas de temps et ns le nombre de points à la surface du matériau. Physiquement, ns
peut être par exemple le nombre de pixels de la caméra infrarouge. La forme des matrices
du problème 3D et 1D est identique. La seule différence est la taille des matrices Ω et I :
cela va donc potentiellement entrâıner, pour le problème 3D, un temps d’exécution plus
long à la fois lors du calcul direct puis lors de l’inversion.
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Implémentation optimale de la matrice opérateur en 3D

Pour le problème 1D, chaque point de la matrice opérateur I décrite précédemment doit
se calculer à l’aide de la formule (3.10), puisque chacune des ses valeurs est indépendante
des autres. Pour le problème 3D, en revanche, cette méthode est à proscrire. En effet, calcu-
ler chacun des points de I avec l’aide de l’équation (3.20) serait non seulement extrêmement
coûteux en temps de calcul, mais aussi redondant car en 3D, elle est composée de plusieurs
sous-matrices qui se répètent. Pour illustrer ce phénomène, la figure 3.2 donne le profil de
la matrice I obtenue pour le cas où nx = 3, ny = 4, nz = 5 et nt = 10.

Figure 3.2 – Profil type de la matrice opérateur I en 3D : cas test pour nx = 3, ny = 4,
nz = 5 et nt = 10.

Dans le cas du problème 3D, la matrice opérateur peut en effet s’écrire sous la forme
d’une matrice de Toeplitz [137] symétrique par bloc :

I3D =



A1 A2 · · · Anx

A2 A1
. . . Anx−1

... . . . . . . ...

Anx Anx−1 · · · A1


(3.22)

où chaque élément Ai est une matrice de taille ntny par nzny. nz et ny correspondent au
nombre de points de discrétisation en z et y, et nt au nombre de pas de temps. Toutes les
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3.1. Méthodologie de l’inversion

matrices Ai sont elles mêmes symétriques par blocs, définies par :

Ai =



Ai1 Ai2 · · · Ainy

Ai2 Ai1
. . . Ainy−1

... . . . . . . ...

Ainy · · · · · · Ai1


(3.23)

où chaque bloc Aij est de taille nt×nz. La matrice globale I est donc bien de taille nxnynt×
nznynx. Ainsi, au lieu de calculer tous les points séparément, il suffit de calculer la première
ligne (par bloc) de chaque matrice Ai à l’aide de la formule (3.20) pour reconstruire la
matrice entière. Le gain de temps en procédant de cette manière est considérable. En effet,
pour le problème 3D, le nombre de calculs économisé est de (nxny)2nz.

3.1.3 Problème inverse

Le problème à inverser est donné par les équations (3.19) et (3.21) :

I Ω = θ. (3.24)

En pratique, I n’est pas carrée. Son nombre de lignes est largement supérieur à son
nombre de colonnes. Par conséquent, I n’est pas inversible. L’algorithme utilisé pour le
problème étudié est donc basé sur la méthode de pseudo-inversion de Moore-Penrose [123,
124] qui affirme que toute matrice réelle ou complexe est pseudo-inversible. Quelle que soit
la matrice I, sa pseudo-inverse existe, est unique et est de même taille que IT . La pseudo-
inverse de I est obtenue via la Décomposition en Valeurs Singulières (S.V.D.). Cette
méthode a vu le jour entre 1873 et 1874 par Eugenio Beltrami, mathématicien-physicien
italien et Camille Jordan, mathématicien français [138–140], puis a été développée jus-
qu’au XXe siècle par de nombreux mathématiciens tels que James Joseph Sylvester [141]
et Émile Picard [142].

Le principe de la S.V.D. est de décomposer la matrice I de taille m× n en un produit
de trois matrices comme détaillé par l’équation (3.25) et illustré par la figure 3.3 :

I = USVT (3.25)

où U est une matrice orthogonale de taille m × m, V orthogonale de taille n × n et
S une matrice ”diagonale” de taille m × n. Les éléments diagonaux de S sont appelés
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valeurs singulières. Elles sont positives et classées de la plus grande à la plus petite telle
que s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn ≥ 0 [120, 143]. Puisque U et V sont orthogonales, on a :
U−1 = UT ,V−1 = VT . Comme on peut l’observer sur la figure 3.3, si m > n, les derniers
modes de la matrice U sont inutiles puisque la partie inférieure de S est nulle.

Figure 3.3 – Schéma de la S.V.D. appliquée à la matrice opérateur I.

Si seules les p premières valeurs singulières sont différentes de zéro (p < n), la S.V.D.
peut alors être encore plus réduite et l’équation (3.25) peut s’écrire :

I = UpSpVp
T . (3.26)

Ainsi, la pseudo-inversion de l’équation (3.24) donne le résultat recherché, donné par
l’équation (3.27) :

Ω = VpS−1
p Up

T
θ. (3.27)

Enfin, puisque S−1
p est diagonale avec des termes strictement positifs, l’équation (3.27)

peut s’écrire [120] :

Ω =
p∑

k=1

UT
·,kθ

sk
V·,k. (3.28)
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3.2 Mise en évidence d’un critère dépendant du nombre
de Fourier

3.2.1 Influence du nombre de Fourier en 1D

Un exemple du problème 1D est représenté sur la figure 3.4. La source thermique Ω
étudiée est constituée de trois ”points-source” situés à trois profondeurs différentes. Sur la
figure 3.4, l’intensité (normalisée) de la source la plus proche de la surface est de 0.5, celle
de la source du milieu est de 1 et la dernière est de 0.75. Ici, Lz = 0.01 m et Foz = 0.1.

Figure 3.4 – Problème 1D étudié : trois points-sources d’intensité respectives 0.5, 1 et
0.75 (a) et température résultante normalisée à la surface (b).

Dans cette partie, les données utilisées pour l’inversion sont numériques, obtenues di-
rectement via l’exécution du problème direct détaillé précédemment. Comme mentionné
précédemment, l’inversion est basée sur la S.V.D. de la matrice opérateur I. Cette ma-
trice est définie sur la discrétisation du matériau (ou partie du matériau) où chaque nœud
de discrétisation est une source thermique potentielle (Source Dirac spatio-temporelle à
t = 0). Cette matrice est donc indépendante de la distribution réelle de la source. Dans
la suite, il est montré que l’étude de S (matrice des valeurs singulières) est capitale pour
optimiser l’algorithme d’inversion.

I et S sont de même taille m× n, où m correspond au nombre de pas de temps (com-
pris entre t0 et tf ) et n au nombre de nœuds de discrétisation. Dans l’algorithme, ces
deux paramètres doivent être choisis par l’opérateur. Comme le problème inverse étudié
peut-être vu comme une minimisation par moindres carrés, on doit avoir m > n. Techni-
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quement, le pas de temps est limité par la fréquence d’acquisition de la caméra infrarouge
(fac) : ce nombre ne peut donc pas être supérieur à M = tf ∗ fac. Ainsi, m doit être
choisi entre 1 et M . En revanche, la discrétisation de la profondeur n n’est pas soumise
à ces limitations. Ici, les limitations pourraient être d’ordre numérique : plus n est grand
(et donc par conséquent m aussi), plus l’exécution du programme d’inversion sera longue
(particulièrement la compilation de la S.V.D. qui est assez lourde, comme explicité dans
le paragraphe précédent). Une limite de l’algorithme pourrait donc être purement infor-
matique, c’est-à-dire dépendante de la puissance de l’ordinateur (R.A.M. et autre...).

Cependant, il est apparu qu’il existe une autre limite, d’ordre physique, beaucoup plus
restrictive que la limite numérique. Cette limite est déterminée par le nombre de Fourier.

Pour commencer, deux discrétisations du problème donné par la figure 3.4 ont été
effectuées, la première avec n = 20, la seconde avec n = 50. Les résultats de ces deux
inversions sont illustrés par la figure 3.5. Dans les deux cas, le nombre de pas de temps à
été pris à m = 300. Visuellement, n représente le nombre de ”points-sources” potentiels
présents dans le matériau. Si n = 20, cela veut dire qu’on recherche au maximum 20
sources dans le matériau, tandis que si n = 50, on recherche au maximum 50 sources dans
le même matériau. Puisque la profondeur dans le matériau est la même dans les deux cas,
cela veut dire que plus n est grand, plus on peut reconstruire des sources petites.

Figure 3.5 – Reconstruction des sources pour n = 20 (a) et n = 50 (b).
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Pour les paramètres choisis, si n = 20, les trois sources sont parfaitement reconstruites.
En revanche, pour n = 50, les sources ne sont plus retrouvées. Il semble donc y avoir une
limite à ne pas dépasser dans le choix de n. Notons Ω la source réelle et Ωth la source
reconstruite par inversion. L’algorithme d’inversion a été effectué une centaine de fois pour
n variant de 1 à 100. Pour chaque discrétisation, l’erreur commise entre la reconstruction
et la source réelle est tracée sur la figure 3.6.

Figure 3.6 – Erreur commise entre la source reconstruite et la source réelle en fonction
du nombre de points de discrétisation.

Pour n < 30, les erreurs obtenues sont nulles, signifiant que les reconstructions sont
fidèles à la réalité. En revanche, à partir de n = 30, l’erreur augmente rapidement en
fonction du nombre de points de discrétisation, ce qui veut dire que les reconstructions
obtenues sont erronées. Ainsi, pour un problème donné, il existe donc un nombre maximal
nopt de sources reconstructibles. Autrement dit, pour un nombre de pas de temps et une
profondeur de matériau donnés, il n’est pas possible de reconstruire des ”segments-sources”
de longueur plus petite que lopt, avec lopt = Lz/nopt.

Pour que l’algorithme d’inversion soit opérationnel et efficace, il est donc important de
connâıtre ce nombre optimal nopt. Pour ce faire, une étude sur les valeurs singulières de
la matrice opérateur I est proposée. On part des mêmes paramètres que précédemment et
le nombre de discrétisation est sciemment pris élevé : n = 100. La S.V.D. de la matrice
opérateur I est alors effectuée. La figure 3.7 montre l’évolution du logarithme des valeurs
singulières obtenues.
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Figure 3.7 – Valeurs singulières de la matrice opérateur I.

Les valeurs singulières décroissent de façon exponentielle jusqu’à un certain point à
partir duquel elles deviennent constantes. Chaque valeur singulière sk est associée à ses
vecteurs propres U·,k et V·,k, et forment ce qu’on appelle un mode. Chaque mode k ap-
porte une information pondérée par sa valeur singulière. Plus sk est élevée, plus le mode est
important. Sur la figure 3.7, les modes situés après les nφ premiers sont tous pondérés par
la même valeur singulière extrêmement faible. Ces modes ne contribuent donc quasiment
pas à la construction de la matrice I : ils sont peu significatifs pour le problème direct. Or,
lors du processus d’inversion décrit par l’équation (3.28), chaque mode est multiplié par
l’inverse de leur valeur singulière associée. Tous ces derniers modes qui ne jouent pas un
rôle important deviennent alors des modes principaux et écrasent l’apport des nφ premiers
modes.

Pour aller plus loin, les différents modes associés aux valeurs singulières ont été tracés.
Chaque mode i peut être représenté par une matrice ”espace-temps” Mi = U·,i(V·,i)T .
Certains sont illustrés sur la figure 3.8.

On remarque tout d’abord que chaque mode apporte une information différente. Le
premier mode est prépondérant près de la surface pour les temps courts et peu influent
pour les nœuds les plus profonds et aux temps longs. Plus le mode est élevé, plus il va
importer aux temps longs et en profondeur. Ensuite, on remarque qu’à partir de nφ, la
logique de la forme des modes est rompue et ne semble plus décrire aucune physique. Ainsi,
ces résultats confortent notre choix de ne garder que les nφ premiers modes.
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Figure 3.8 – Représentation des modes 1, 2, 6, 15, nφ − 1, nφ, nφ + 1 et nφ + 5 de la
matrice I.

Ensuite, il est apparu qu’il existe une corrélation directe entre nφ et nopt, le nombre
maximal de sources que l’on peut reconstruire parfaitement. On a en effet nφ ≈ nopt, ce qui
peut se voir par exemple entre les figures 3.6 et 3.7. En réalité, plusieurs simulations ont
montré que nopt est toujours légèrement inférieur à nφ. Cependant, pour l’ensemble des cas,
nopt n’est jamais inférieur à nφ−4. Pour les paramètres d’entrée donnés précédemment, la
figure 3.7 donne nφ = 30. D’après le critère donné précédemment, on devrait donc avoir
nopt compris entre 26 et 30. L’inversion du problème précédent a été testé avec trois cas
différents : n = 28, n = 29 et n = nφ = 30. Les résultats sont tracés sur la figure (3.9).

Pour n = 28, les trois sources et leurs intensités sont parfaitement reconstruites. En
revanche, pour n = 29 ou n = 30, des pics oscillants parasites apparaissent autour de la
source la plus profonde, et l’intensité de la source la plus profonde n’est pas parfaitement
retrouvée. On a donc ici nopt = 28. En fait, plus n augmente, avec n > nopt, plus la re-
construction de sources fait apparâıtre des oscillations parasites et s’éloigne de la solution
réelle. Il est donc judicieux de prendre n le plus proche possible de nopt.

On a donc maintenant un critère robuste et fiable permettant de déterminer le nombre
maximal de sources reconstructibles en profondeur dans un matériau connu. Du point de
vue physique, ce critère permet de déterminer la taille minimale de source que l’on peut
reconstruire via l’algorithme d’inversion.
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Figure 3.9 – Reconstruction pour n = 28 (a), n = 29 (b) and n = 30 (c).

Afin d’avoir une vue généralisée du problème, une étude paramétrique a été effectuée
pour observer l’influence des paramètres d’entrée sur le critère. nφ a été calculé pour
chaque nombre de Fourier (Foz) et pour chaque nombre de pas de temps (m). La figure
3.10 donne les résultats obtenus.

Il apparâıt que nφ dépend fortement du nombre de Fourier. Pour un nombre de Fou-
rier inférieur à 0.001 ou supérieur à 1, il sera impossible de reconstruire plus d’une dizaine
de sources à l’aide de l’algorithme d’inversion. Si la manipulation le permet, il est donc
important de choisir les paramètres (par exemple tf ) de telle sorte à avoir Foz compris
entre 0.01 et 0.5 afin de se placer dans les meilleures conditions pour pouvoir reconstruire
un maximum de sources lors de l’inversion.

Le nombre de pas de temps joue un rôle un peu moins important que le nombre de
Fourier sur le critère. Plus le nombre de pas de temps augmente, plus on pourra recons-
truire de sources. Cependant, cette croissance n’est pas linéaire. Au-delà d’un certain seuil,
le nombre de pas de temps n’influe quasiment plus sur le nombre de sources reconstruc-
tibles. Par exemple, pour les nombres de Fourier compris entre 0.001 et 1, il n’y a pas de
différence entre 800 et 1 000 pas de temps.

Ainsi, la méthode de caractérisation par excitation Dirac possède deux avantages. Le
premier est qu’elle permet de reconstruire plusieurs sources distinctes, même si elles sont
positionnées les unes au-dessus des autres. Le second est qu’elle permet de reconstruire
des sources avec des intensités différentes. De plus, il est important de noter que le critère
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Figure 3.10 – Critère sur nφ en fonction des nombres de Fourier et de pas de temps pour
modèle Dirac.

donné par la figure 3.10 est universel, dans le sens où il ne dépend ni du matériau, ni de
son épaisseur. Ce critère dépend uniquement du nombre de Fourier, qui peut se calculer
pour n’importe quel matériau, et du nombre de pas de temps, qui est numérique et est
limité uniquement par la fréquence d’acquisition de la caméra infrarouge. Ce critère peut
donc se voir comme une abaque, permettant de choisir les paramètres optimaux afin de
reconstruire au mieux les sources thermiques, ce qui constitue une avancée par rapport
aux travaux de [127–130]. L’annexe C recense en particulier les paramètres optimaux pour
plusieurs types de matériaux pour différentes épaisseurs. Par exemple, pour un matériau
en acier d’une épaisseur de 1 cm et de diffusivité de 12·10−6 m2s−1, les temps d’acquisition
optimaux de mesure sont compris entre 8.33 × 10−2 s et 4.17 s. En revanche, s’il s’agit
d’un matériau composite de diffusivité 4 ·10−6 m2s−1, les temps d’acquisitions doivent être
compris entre 0.25 s et 12.5 s.

Étude de l’influence de chaque mode à nφ donné

L’étude précédente permet de choisir le nombre optimal de points de discrétisation en
profondeur. Une fois ce nombre nφ choisi, on peut implémenter la matrice I à l’aide de
l’équation (3.26), en prenant une discrétisation de nφ points en profondeur. On dispose
donc de nφ modes pour l’algorithme d’inversion. La reconstruction des sources s’effectue
alors à l’aide de l’équation (3.28), qui s’écrit ici :

Ω(nr)
th =

nr∑
k=1

UT
·,kθ

sk
V·,k. (3.29)
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Si on prend nr = nφ, l’ensemble des modes de la matrice opérateur sont pris en compte
et la solution est déterminée à l’aide de la somme de chacun de ses modes. Le premier
mode donne un résultat auquel s’ajoute les informations données par le deuxième mode et
ainsi de suite jusqu’au nφ-ème mode. On peut alors étudier l’évolution de la reconstruction
en fonction du nombre de mode nr pris en compte pour la reconstruction. On a de fait
1 ≤ nr ≤ nφ.

Figure 3.11 – Norme de l’erreur commise entre la source reconstruite et la source réelle
en fonction du nombre de modes utilisés pour la reconstruction (a). Illustration des re-
constructions obtenues en prenant les 15 premiers modes (b), 27 premiers modes (c) et
tous les modes (d).

La figure 3.11 donne en (a) l’erreur globale obtenue entre la reconstruction obtenue
Ω(nr)
th et la répartition de source réelle Ω en fonction du nombre de modes nr utilisés

pour l’inversion. Sur ce même graphe sont aussi détaillées les erreurs en chacun des trois
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points sources en fonction du nombre de modes nr pris pour l’inversion. Ces sources sont
numérotées de 1 à 3, la première étant la source la plus proche de la surface et la troisième
la source la plus profonde. Sur la même figure 3.11, les reconstructions sont illustrées à
différents stades de l’algorithme, c’est-à-dire pour certains nombres de modes nr utilisés :
en (b) pour nr = 15, en (c) pour nr = 27 et en (d) pour nr = 28 = nφ.

L’étude de l’erreur globale, représentée en bleue sur le graphe (a), permet d’avoir un
aperçu général sur la pertinence de la reconstruction. Au départ (i.e avec très peu de
modes), cette erreur globale est élevée, traduisant une mauvaise reconstruction du vecteur
source : les modes n’apportent pas suffisamment d’informations. Plus le nombre de modes
utilisés augmente, plus l’erreur diminue, traduisant une convergence de l’algorithme vers
une solution unique. De plus, les derniers modes semblent très importants, car l’erreur
globale diminue beaucoup plus vite avec l’ajout des derniers modes qu’avec les premiers.
Enfin, le dernier mode nφ semble jouer un rôle particulier puisque l’erreur diminue forte-
ment avec l’ajout de celui-ci.

Les erreurs calculées sur chacune des sources, tracées en rouge (source 1), jaune (source
2) et violet (source 3), permettent de visualiser l’influence des modes de la S.V.D. en fonc-
tion de la profondeur. En effet, il apparâıt que l’algorithme reconstruit en premier les
sources les plus proches de la surface et termine par les plus profondes. L’erreur obtenue
sur la source la plus proche de la surface diminue beaucoup plus rapidement que celles
des sources les plus profondes : à partir de nr = 15, l’erreur sur la source 1 est de l’ordre
de 10−2, soit environ cent fois moins que les erreurs sur les sources 2 et 3. La reconstruc-
tion obtenue avec nr = 15, tracée en (b) le prouve : la source 1 est bien reconstruite, ce
qui n’est pas le cas des deux autres. D’après le graphe (a), on peut voir que la source
2, moyennement profonde, sera assez bien reconstruite à partir du 23-ème mode puisque
l’erreur obtenue diminue fortement à partir de nr = 23. La source 3 nécessite quant à elle
la totalité des modes de la S.V.D. pour pouvoir être reconstruite. En effet, pour nr = 27,
les deux sources les plus proches de la surfaces sont retrouvées (c), mais la dernière n’est
pas encore parfaitement reconstruite. Lorsque tous les modes sont pris en compte, toutes
les sources sont retrouvées, comme on peut le voir sur le graphe (d).

En conclusion, l’abaque en fonction du nombre de Fourier présenté précédemment
permet de connâıtre le nombre de sources reconstructibles en profondeur pour un problème
donné. Cette connaissance permet d’implémenter l’algorithme de manière optimisée, en
particulier pour la définition de la matrice opérateur I. De cette matrice sont issus les
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modes propres permettant de retrouver la distribution de sources en profondeur à partir
du champ de température mesuré à la surface. Chacun de ces modes est nécessaire : les
premiers vont permettre de reconstruire les sources proches de la surface, les suivants les
sources les plus profondes.

3.2.2 Influence de l’excitation temporelle utilisée

Le critère établi dans la partie précédente est donné pour une excitation Dirac. Ce-
pendant, si la source thermique est trop profonde ou si le coefficient de diffusion est trop
faible, la température résultante n’atteindra jamais la surface. L’excitation Dirac (impul-
sion) n’est donc pas appropriée pour ces cas de figure. La même étude a donc été effectuée,
mais cette fois sur une réponse à l’échelon (fonction Heaviside).

Au lieu d’une excitation impulsionnelle à t = 0, le matériau est soumis à une excitation
tout le long de la mesure, entre t0 et tf . De cette manière, on est assuré que la température
atteindra la surface du matériau, à condition de choisir tf adapté. L’avantage de la réponse
à l’échelon est que la réponse temporelle, donnée par l’équation (3.30), est obtenue direc-
tement via l’intégrale temporelle de la réponse au Dirac. La méthodologie utilisée pour
l’algorithme du problème inverse est la même que celle présentée pour l’excitation Dirac.

θHeaviside(x, y, z, t) =
∫ t

t0

Q(x′, y′, z′)
8ρCp

exp
(
−(x− x′)2

4axτ

)
√
πaxτ

exp
(
−(y − y′)2

4ayτ

)
√
πayτ

exp
(
−(z − z′)2

4azτ

)
√
πazτ

 dτ
(3.30)

De la même manière que pour l’excitation Dirac, l’étude des valeurs singulières de la
matrice opérateur permet d’obtenir des informations concernant le nombre de modes per-
tinents pour la reconstruction de sources. La figure 3.12 compare les valeurs singulières
obtenues pour l’excitation Dirac et pour celle à l’échelon, pour les mêmes paramètres que
ceux cités dans la partie précédente.

On peut remarquer tout d’abord que l’évolution des valeurs singulières est la même
quelle que soit l’excitation : leur décroissance est exponentielle dans les deux cas jusqu’à
un certain point où elles ne varient plus. Pour l’excitation échelon, cependant, les valeurs
singulières sont un peu plus élevées que pour le modèle Dirac, mais la coupure se fait plus
tôt, ce qui se traduit par un nombre de modes pertinents plus faible.
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Figure 3.12 – Comparaison entre les valeurs singulières de la matrice opérateur du modèle
Dirac et du modèle Échelon.

Afin de connâıtre l’influence du nombre de Fourier pour l’excitation à l’échelon, la
même étude paramétrique que pour le modèle Dirac a été effectuée : les résultats sont
présentés par la figure 3.13.

Figure 3.13 – Critère sur nφ en fonction du nombre de Fourier et du nombre de pas de
temps pour l’excitation Dirac (a), à l’échelon (b) et différence entre ces deux critères (c).
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Le critère obtenu ici suit la même tendance que celui obtenu pour l’excitation Dirac
(b). Les nφ maximums sont retrouvés pour les même nombres de Fourier, à savoir entre
Foz compris entre 0.01 et 1. Afin de bien visualiser les similitudes entre l’excitation Di-
rac et celle à l’échelon, la différence entre leur deux critères respectifs est représentée en (c).

Les résultats observés permettent d’affirmer que, théoriquement, la méthode par ex-
citation Dirac est légèrement meilleure que celle à l’échelon. Cependant, le nombre de
sources reconstructibles supplémentaires via la méthode Dirac n’excède pas 4.

3.2.3 Généralisation au problème 3D

Critère de Fourier selon x et y

Pour le problème 3D, tous les nombres de Fourier (Fox, Foy and Foz) entrent en jeu.
Puisque les directions x et y sont symétriques, l’étude du problème représenté par la figure
3.14 est suffisante pour avoir accès au critère en 3D. Une source thermique Ω est répartie
sur le plan π d’équation (x = 0), perpendiculaire à la surface de mesure. La température
résultante est mesurée à la surface du matériau (en z = 0).

Figure 3.14 – Représentation du problème 3D et discrétisation du plan π.

Le plan π est discrétisé selon les directions y et z, avec respectivement ny et nz points
de discrétisation. Comme montré par le problème 1D, nz est limité et peut être déterminé
via la S.V.D. de la matrice opérateur. La figure 3.15 trace les valeurs singulières obtenues
pour Foz = 0.1, Foy = 1.10−3 et Ly = 2Lz. Les autres paramètres restent quant à eux
inchangés.

Contrairement au problème 1D, les valeurs singulières évoluent par paliers décroissants.
Chaque palier contient exactement ny valeurs singulières. Tout comme dans le problème
1D, les dernières valeurs singulières atteignent un seuil et rendent donc les modes cor-
respondants peu significatifs. Le nombre de paliers correspond au nφ déterminé par le

65



3.2. Mise en évidence d’un critère dépendant du nombre de Fourier

problème 1D. Cette répartition des valeurs singulières peut s’expliquer par la répétabilité
par blocs dans la matrice opérateur I. La limitation ne vient donc pas de ny mais bien de
nz.

Figure 3.15 – Valeurs singulières de la matrice opérateur en 3D.

En raison du grand nombre de paramètres, il est difficile de représenter les résultats
de l’étude paramétrique en totalité. Cependant, plusieurs observations ont été faites. Tout
d’abord, l’évolution du critère en fonction de Foz est la même que pour le problème 1D.
Ensuite, contrairement à ce qui aurait pu être attendu en raison de la séparabilité donnée
par l’équation (3.20), l’évolution du critère en fonction de Foy et du nombre de pas de
temps n’est pas la même que celle avec Foz. Cette évolution est représentée par la fi-
gure 3.16 en (a), pour Foz choisi à 0.1. Sur la même figure, en (b), le même critère est
représenté, mais pour un nombre de pas de temps fixé à nt = 300, avec Foy et Foz variables.

Le premier résultat qui apparâıt est que la reconstruction d’une source 3D est opti-
male pour les plus petites valeurs de Foy. Plus Foy augmente, moins on peut reconstruire
de sources en profondeur. Un Foy élevé peut traduire une forte diffusion selon la direc-
tion y. Ainsi, la température résultante d’une source enfouie va rapidement s’étaler à la
surface si Foy est élevé. Cela peut se traduire par le fait que plus Foy est élevé, plus
l’image de la source en surface sera ”floue”, rendant la reconstruction de source plus diffi-
cile. En revanche, pour Foy faible, la température mesurée à la surface sera plus focalisée
puisque la diffusion en y est lente. Dans ce cas, la reconstruction sera plus facile à effectuer.
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Ensuite, dans le problème 3D, la figure 3.16 en (b) montre bien que le critère en fonction
du nombre de Fourier selon la direction de la profondeur Foz suit la même évolution que
pour le problème 1D. Les nombres de Fourier en z compris entre 0.01 et 0.5 sont ceux qui
permettent d’avoir la meilleure résolution en profondeur.

Figure 3.16 – Critère sur nφ en fonction de Foy et du nombre de pas de temps pour
Foz = 0.1 (a) et en fonction de Foy et Foz pour nt = 300 (b) pour une excitation Dirac
du problème 3D.

Pour conclure, la reconstruction d’une source 3D dépend fortement des paramètres
physiques du problème, et en particulier des différents nombres de Fourier. La recons-
truction sera optimale pour des faibles nombres de Fourier selon x et y, et un nombre
de Fourier compris entre 0.01 et 0.5 pour la direction de la profondeur z. La qualité de
la reconstruction dépend de chacun de ces paramètres. Encore une fois, cela donne un
critère universel et objectif pour le nombre de sources que l’on peut reconstruire. Ainsi,
quel que soit le matériau, ce critère permet de déterminer, à partir de ses caractéristiques
thermiques, la taille minimale de source que l’on peut reconstruire.

Application sur un exemple 3D

Afin de visualiser l’impact du critère sur l’algorithme de reconstruction par SVD,
l’exemple présenté par la figure 3.17 est étudié dans cette partie. Le plan π(x = 0),
vertical à la surface de mesure contient plusieurs sources. Dans cet exemple, toutes les
sources ont la même intensité, normalisée à 1. Les dimensions de la plaque Lx, Ly et Lz
sont toutes normalisées de manière à faire varier x et y sur l’intervalle [−0.5 ; 0.5], et z
sur l’intervalle [0 ; 1]. Les nombres de Fourier Fox, Foy et Foz selon chacune des directions
x, y et z sont alors introduits.
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Figure 3.17 – Exemple 3D étudié : sources réparties sur le plan π, d’équation (x = 0),
vertical à la surface de mesure.

Comme explicité dans le paragraphe §3.1.3, plus le nombre d’inconnues recherchées aug-
mente (et en particulier si les nombres nx et ny sont importants), plus le temps d’exécution
de l’algorithme sera élevé. Pour cet exemple, afin d’avoir un temps de calcul raisonnable
on prend nx = ny = 20, nz = 25 et nt = 300. Avec ces données, l’exécution du programme
prend environ 10 secondes.

Les critères présentés aux paragraphes §3.2.1 et §3.2.3 montrent que les nombres de
Fourier jouent un rôle primordial dans la reconstruction de sources. Plusieurs cas sont
testés par la suite. À chaque fois, les résultats obtenus sont illustrés à l’aide d’une figure
contenant quatre images :

• En (a) : représentation du champ de température à la surface au temps tf/10.

• En (b) : représentation du champ de température à la surface au temps tf .

• En (c) : représentation du plan source réel.

• En (d) : représentation de la reconstruction du plan source obtenu après inversion.

Pour chaque simulation réalisée, le champ de température est normalisé de manière à
avoir une évolution comprise entre 0 et 1.

Première simulation : Fox = Foy = 0.1 et Foz = 0.1. Les résultats sont illustrés par la
figure 3.18.
Deuxième simulation : Fox = Foy = 0.01 et Foz = 0.1. Les résultats sont illustrés par
la figure 3.19.
Troisième simulation : Fox = Foy = 0.01 et Foz = 0.05. Les résultats sont illustrés
par la figure 3.20.

Le critère donné par la figure 3.16 permet de comparer et vérifier les résultats obtenus
pour chacun des trois cas testés. La première des simulations travaille avec des nombres de
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Fourier qui, d’après le critère présenté précédemment, ne permettent pas de reconstruire
plus de 20 sources en profondeur (au maximum). La reconstruction obtenue en figure 3.18
le confirme : même si les sources les plus proches de la surface sont retrouvées, ce n’est
plus le cas pour les plus profondes.

Figure 3.18 – Résultats pour Fox = Foy = 0.1 et Foz = 0.1.

Toujours d’après ce critère, les nombres de Fourier de la deuxième simulation (Foy =
0.01 et Foz = 0.1) permettent de reconstruire une trentaine de sources en profondeur,
ce qui est confirmé par la figure 3.19 : l’ensemble des sources sont parfaitement recons-
truites. Avec ces nombres de Fourier, on peut noter la différence entre les champs de
température mesurés à la surface du matériau pour les même temps entre cette simulation
et la précédente. La diffusion est en effet plus lente en x et y.

Enfin, la dernière simulation travaille avec les mêmes nombres de Fourier en x et y que
pour la première simulation, mais le nombre de Fourier en z est ici deux fois plus petit
(Foz = 0.05). On se trouve à la limite de reconstruction : les sources les plus profondes
sont mieux reconstruites que pour la première simulation, mais il subsiste quelques erreurs.
Parallèlement, on peut remarquer que pour les mêmes temps, entre cette simulation et la
première, les sources diffusent autant, mais la température est plus élevée.
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Figure 3.19 – Résultats pour Fox = Foy =
0.01 et Foz = 0.1.

Figure 3.20 – Résultats pour Fox = Foy =
0.1 et Foz = 0.05.

Discussion sur le temps d’exécution de la S.V.D.

Le temps d’exécution de l’algorithme permettant de calculer la S.V.D., et par conséquent
la solution, est un point important à relever. En effet, la complexité de l’algorithme per-
mettant de calculer la S.V.D. complète d’une matrice est aujourd’hui en O(mn2) [144],
si m > n. Comme expliqué au début de ce chapitre, si les dernières valeurs propres sont
nulles, on peut réduire le calcul de la S.V.D. en ne calculant que les p premiers modes non
nuls, et dans ce cas, la complexité de l’algorithme devient en O(mn).

Pour le cas 1D, on a m = nt et n = nz. Le temps de calcul de la S.V.D. de la matrice
opérateur est donc de l’ordre de O(ntnz). Ici, il est important de souligner que le temps
de calcul d’un algorithme dépend fortement de la machine utilisée. La RAM (mémoire
vive), le type et le nombre de processeur... sont des éléments qui varient d’un ordinateur
à l’autre et qui entrâınent des temps d’exécution différents. Dans cette partie, les calculs
qui permettent de donner les ordres de grandeurs ont été effectués sur l’ordinateur nommé
ici Mac16, dont les informations systèmes sont données en Annexe D. Dans le chapitre
5, une comparaison du temps de calcul pour des exemples 3D sera effectuée sur plusieurs
ordinateurs (avec des puissances différentes) afin de voir sur un cas concret l’influence de
la puissance de la machine sur le temps d’exécution.

La figure 3.21 trace l’ordre de grandeur des temps de calculs (pour une machine du
même type que Mac16) en fonction du nombre de points sources recherchés (nz) pour
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différents nombres de mesures de température en temps (nt ∈ {10, 300, 500, 1000}).

Figure 3.21 – Ordre de grandeur du temps de calcul de la S.V.D. pour les cas 1D.

Pour un nombre d’inconnues nz inférieur à 1000, le temps de calcul de la S.V.D. est
inférieur à la seconde, même pour un nombre de pas de temps élevé (nt = 1000.) Comme
attendu, plus nz augmente, plus le temps de calcul est élevé, mais pour le cas 1D, le calcul
de la S.V.D. est rapide.

Pour le cas 3D, les mesures de températures sont surfaciques et les sources recherchées
volumiques, ce qui se traduit par m = nt ·nx ·ny et n = nx ·ny ·nz. Le nombre d’inconnues
recherchées n est donc beaucoup plus important que pour le problème 1D. Le temps de
calcul de la S.V.D. est donc de l’ordre de O(mn) = O(ntnxny ·nxnynz) = O(nt(nxny)2nz).
En comparant ce résultat du problème 3D avec le problème 1D, on s’aperçoit qu’il y a un
rapport (nxny)2 entre les deux. La figure 3.21 ayant étudié l’influence du nombre de pas
de temps sur le temps de calcul de la S.V.D. et pour éviter de surcharger l’étude, on prend
nt = 300 pour ce cas 3D. La figure 3.22 trace le temps de calcul de la S.V.D. du problème
3D en fonction du nombre d’inconnues recherchées.

Pour un cas simple, c’est à dire une répartition (nx, ny, nz) = (10, 10, 100), le temps de
calcul est de l’ordre de la seconde, soit 100 fois plus long que le problème 1D équivalent.
Plus le nombre d’inconnues augmente, et en particulier plus on cherche des inconnues sur
une surface importante (ou que l’on cherche une plus grande précision), plus le temps de
calcul devient important. Par exemple, pour un échantillonnage (nx, ny, nz) =(1000, 100,
10), le temps de calcul de la S.V.D. est de l’ordre de 105 secondes, soit un peu moins de... 28
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Figure 3.22 – Ordre de grandeur du temps de calcul de la S.V.D. pour les cas 3D.

heures (pour un ordinateur de type Mac16). Ainsi, pour n élevé (et donc particulièrement
pour le problème 3D) l’inversion va être longue à calculer.

3.3 Cas particulier : la profilométrie thermique

L’algorithme présenté dans les deux sections précédentes est une méthode générale
permettant de caractériser des sources thermiques volumiques, présentes au sein d’un
matériau homogène. Cette méthode globale peut cependant s’adapter afin de s’en servir
dans le cadre de la profilométrie. Un profilomètre est un instrument qui sert à mesurer
le relief d’une surface, dans le but d’en évaluer la rugosité ou la micro-géométrie. Les
deux principaux dispositifs aujourd’hui utilisés sont les profilomètres à contact, basés sur
le contact physique entre une pointe en diamant et la surface à mesurer [145], et les
profilomètres optiques sans contact [146] qui permettent de mesurer l’altitude entre le
capteur et la surface étudiée. Dans cette partie, un profilomètre thermique sans contact
est proposé.

3.3.1 Principe de la méthode

L’objectif recherché est de faire de la microscopie thermique multispectrale de milieux
biologiques ainsi que de la profilométrie sans contact de pièces industrielles. Concrètement,
cela correspond à mesurer le relief d’une surface, qui peut être l’interface entre deux mi-
lieux d’un matériau, ou encore l’interface entre deux milieux biologiques.
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Le principe de la méthode, schématisé par la figure 3.23, consiste à créer une source
thermique ponctuelle en un point de cette interface. La température résultante θ(z =
0, x, t) à la surface est mesurée à l’aide d’une caméra IR. L’algorithme d’inversion présenté
au début de ce chapitre peut s’adapter dans le but de retrouver la position de la source,
et par conséquent l’épaisseur e(x) entre ce point source et la surface du matériau. Pour
connâıtre le profil complet de l’interface, il suffit de recommencer le processus en chaque
point de celle-ci.

Figure 3.23 – Principe du profilomètre thermique.

Les sources thermiques vont être créées à l’aide d’un faisceau laser multispectral, qui
constitue le ”palpeur thermique”. La seule véritable contrainte est d’avoir un laser dont la
longueur d’onde est semi-transparente à la couche du matériau de surface de l’échantillon
(couche 1 sur la figure 3.23). En revanche la couche enfouie pour laquelle on cherche à
déduire le profil doit être absorbante à une des longueurs d’onde du laser, ce qui permet
de créer la source thermique à l’interface entre les deux couches.

Sur la figure 3.23, la surface du matériau étudié est supposée parfaitement plane, mais
si ce n’est pas le cas (présence de rugosité...), la méthode reste valable à condition de
connâıtre le profil de cette surface de mesure (quitte à le mesurer le cas échéant).

Dans le domaine industriel comme dans le domaine bio-médical, ce système peut
évaluer l’épaisseur de plusieurs couches superposées, comme illustré figure 3.24. La seule
contrainte est que pour étudier l’interface i, il faut trouver une longueur d’onde de telle
sorte que toutes les couches situées entre la surface et l’interface i soient semi-transparentes
à cette longueur d’onde, et qu’elle soit absorbée à l’interface i. Dans ce cas, on peut obtenir
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le profil 3D de matériaux hétérogènes.

Figure 3.24 – Principe de la profilométrie sans contact en milieu industriel (a), et du
microscopique thermique multispectral en milieu bio-médical (b).

3.3.2 Méthode inverse

La méthode de reconstruction de source présentée au début de ce chapitre ne suppose
aucune information a priori sur les sources : elle permet en effet de retrouver plusieurs
sources en profondeur. Cependant, dans le cas de la profilométrie thermique, on sait qu’il
n’y a qu’une seule source en profondeur, et on cherche uniquement sa position selon l’axe
z. Tel qu’il est défini, l’algorithme d’inversion permet aussi d’avoir cette information, ce-
pendant, on peut le simplifier pour l’optimiser connaissant cette hypothèse.

Chaque impact laser, représenté sur la figure 3.24, crée une source thermique ponctuelle
impulsionnelle à l’interface entre la couche transparente au laser et celle absorbante. Pour
commencer, considérons qu’il n’y a qu’un seul impact effectué sur l’échantillon, au point
(x′, y′, z′). La température en tout point du matériau est alors donnée par l’équation (3.3).
Puisqu’il n’y a qu’un point-source à déterminer, la température surfacique au droit de
l’impact est :

θx′y′0(t) = θ(x = x′, y = y′, z = 0, t) = Q

8ρCp

exp
(
− z′2

4azt

)
√
axayaz(πt)3

(3.31)
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On peut remarquer que l’équation (3.31) est très proche de la température 1D donnée
par l’équation (3.7) à la différence près que la diffusion en x et y est ici prise en compte. Cela
vient du fait que le modèle choisi est 3D. Au lieu de prendre uniquement la température
au droit de l’impact, on peut aussi moyenner (en espace) la température à la surface du
matériau : la formule (3.31) serait alors légèrement modifiée mais la méthode d’inversion
reste la même.

La température θx′y′0(t) est mesurée à l’aide d’une caméra infrarouge. L’objectif est de
déterminer le paramètre z′, qui correspond à l’épaisseur recherchée. On peut donc isoler
z′ en réécrivant l’équation (3.31) :

− log
(√

axayaz(πt)3 θx′y′0(t)
)

= z′2

4azt
− log

(
Q

8ρCp

)
. (3.32)

En posant Y (t) = − log
(
ρCp

√
axayaz(πt)3 θx′y′0(t)

)
et X(t) = 1/t, l’équation (3.32)

devient une droite d’expression (3.33). z′ peut alors être déterminé en calculant son coef-
ficient directeur :

Y (t) = z′2

4az
X(t)− log

(
Q

8ρCp

)
. (3.33)

Inversement, si on connâıt l’épaisseur, en changeant légèrement l’équation (3.32), on
peut remonter au coefficient de diffusion az. On peut d’ailleurs remarquer que la méthode
proposée ici permet aussi de mesurer l’énergie déposée par le laser Q à l’aide de la valeur
de l’ordonnée à l’origine dans l’équation (3.33).

3.3.3 Génération des sources thermiques

Le laser est focalisé par le biais d’un objectif de microscope. En réalité, l’absorption op-
tique dans la couche ”semi-transparente” n’est jamais parfaitement nulle. Par conséquent,
une petite partie de l’énergie initiale du laser est absorbée par le matériau, créant alors
un petit échauffement lors de son passage. En effet, l’énergie déposée en tout point z du
matériau suit une loi de type Beer-Lambert définie par :

Q(z) = βI0(1−R)e−βz. (3.34)

où I0 est l’énergie optique incidente du laser par unité de longueur, β le coefficient d’ab-
sorption optique de la couche étudiée et R le coefficient de réflexion en énergie.

Dans la suite du problème, on va considérer négligeable la réflexion du faisceau, on
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prend donc R = 0. Le coefficient d’absorption d’un matériau semi-transparent est qua-
siment nul tandis que celui d’un matériau opaque est très important. Comme le traduit
l’équation (3.34), l’intensité de la source thermique due au passage du laser décrôıt ex-
ponentiellement en fonction de la profondeur. En revanche, à l’interface entre un milieu
semi-transparent et un milieu opaque, le facteur d’absorption de ce dernier est tellement
important que la totalité de l’énergie du laser est transformée en énergie thermique, comme
représenté sur la figure 3.25.

Figure 3.25 – Schéma de la génération de sources thermiques dans un matériau composé
d’une couche supérieure semi-transparente au laser et d’une couche inférieure opaque au
laser.

Pour étudier l’influence de ces sources thermiques de faible intensité présentes dans le
milieu semi-transparent, étudions le cas théorique d’un matériau composé de deux couches
homogènes d’épaisseur 1 mm chacune, la première semi-transparente au laser et la seconde
opaque (cf. figure 3.25). On prend comme paramètre L1 = 1 mm, L2 = 2 mm et I0 = 1. Le
matériau est supposé isotrope de diffusivité a = 10−7. Le coefficient d’absorption β1 est
choisi de manière à ce qu’on ait une perte d’intensité de 2% en z = L1. β2 est considéré
infini. La figure 3.26 permet d’observer et de comparer les résultats obtenus entre le cas
théorique (pas de dépôt d’énergie dans la couche supérieure) et le cas avec dépôt par-
tiel dans toute la couche semi-transparente selon la loi de type Beer-Lambert. Par souci
de clarté, puisque Y (t) est inversement proportionnel au temps, on propose d’étudier
l’évolution de 1/Y (t) pour pouvoir bien observer les différences entre les deux résultats.

Aux temps courts, il y a une différence non négligeable entre le modèle théorique et
celui avec absorption/pertes. Cependant, cette différence s’atténue rapidement et devient
négligeable pour les temps longs. Ce résultat s’explique par le fait qu’ aux temps courts,
la température due aux sources thermiques peu profondes est dominante par rapport à
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la température de la source la plus profonde (et la plus intense). En effet, bien que peu
intenses, ces sources sont suffisamment proches de la surface pour amener une élévation
significative de la température. En revanche, aux temps longs, les sources proches de la
surface ont une action négligeable, et seule la température due à la source la plus intense
est significative.

Figure 3.26 – Étude de l’évolution de 1/Y(t) en fonction du temps pour le cas sans
absorption dans la couche semi-transparente (bleu) et le cas avec absorption (en pointillé
rouge).

Ainsi, pour déterminer au mieux l’épaisseur de la couche semi-transparente, il faut
judicieusement choisir l’intervalle de temps et éviter de prendre les mesures aux temps
courts.

3.3.4 Balayage spatial

Un système de déplacement laser de type miroir galvanométrique, donné par la figure
3.27 permet de balayer l’échantillon étudié en x et y pour pouvoir obtenir le profil complet
de la surface mesurée. Ce système permet notamment de réaliser une infinité de formes de
déplacements spatiaux [17], comme illustré figure 3.28. On peut balayer l’échantillon en
déplaçant le laser de façon continue avec une vitesse constante selon une direction donnée
(a), en déplaçant chaque impact de laser d’une distance fixe de manière à former une
grille (b) ou encore en déplaçant le laser de manière aléatoire (c). Inversement, on peut
imaginer que l’échantillon soit mobile et que l’ensemble {laser, microscope, caméra} soit
fixe.
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Figure 3.27 – Schéma du système de déplacement laser permettant de balayer toute la
surface de l’échantillon.

Figure 3.28 – Balayage dans le cas d’un ”Constant Velocity Flying Spot” (CVFS) (a),
”Grid Pulsed Flying Spot” (GPFS) (b) et ”Random Pulsed Flying Spot” (RPFS) (c) [17].

Cas du balayage à vitesse constante

Afin de pouvoir étudier l’influence de la vitesse de balayage du laser sur le champ de
température, il est nécessaire de s’intéresser au temps d’acquisition de la mesure. Pour le
cas d’un Dirac (impact laser ponctuel), la température maximale enregistrée à la surface
du matériau est obtenue au temps tmax, calculé via la dérivée de la fonction (3.31) :

tmax = (z′)2

2az
. (3.35)

Notons τ le temps entre deux impacts lasers successifs. Deux cas de figures se dis-
tinguent alors en fonction de la valeur de τ .

• Si τ ≥ tmax, chaque impact laser peut être traité indépendamment à condition de
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travailler sur l’intervalle de temps [t0 ; tmax], où t0 correspond au temps de l’impact
du laser, et tmax définie par l’équation (3.35).

• Si τ < tmax, alors la température résultante à la surface du matériau située au
droit de chaque impact laser est influencée par les impacts voisins, particulièrement
aux temps longs (en raison de la diffusion selon les axes x et y). Pour pouvoir
traiter chaque impact de manière indépendante, il faut alors restreindre le temps
d’acquisition sur l’intervalle de temps [tm ; tM ], avec tM choisi au plus proche du
point d’inflexion de la courbe de température (recherche du maximum de la dérivée
temporelle de la fonction donnée par (3.31)). Dans les faits, tM correspond quasiment
au temps de ”demi-montée” t1/2 défini par Parker [16].
Pour éviter d’être trop perturbé par la température résultante de l’impact précédent,
il est conseillé de ne pas commencer les mesures à t0 mais un peu plus tard (sauf pour
le premier impact). Les mesures peuvent commencer au temps tm tel que θ(tm) =
ε θ(tM) avec ε un pourcentage choisi par l’opérateur.

Dans la pratique, pour ne pas être influencé par la température des sources thermiques
voisines, il est conseillé de travailler soit à vitesse de balayage de laser lente, soit de balayer
la surface en espaçant chaque impact d’une distance suffisante, et décaler ensuite la grille
jusqu’à balayage complet de l’interface.

3.3.5 Applications et résultats

Le profilomètre thermique proposé ici peut être utilisé dans de nombreux milieux. Dans
le domaine industriel, il peut s’appliquer comme une technique d’E.C.N.D. afin d’effectuer
une tomographie de milieux multicouches, tels que les composites.

Les matériaux composites sont constitués d’une matrice et de fibres, comme illustré
par la figure 3.29 (a) pour le cas d’un multicouche. Un exemple de matériau composite
largement utilisé, car il est très résistant et léger, est le C.F.R.P. (Carbon Fiber Reinforced
Polymer) (b). On le retrouve dans de nombreux domaines (c), (d) tels que l’aéronautique
et le spatial, l’automobile, mais aussi dans les équipements sportifs (kayaks, vélos...) et
médicaux (fauteuils roulants, prothèses...).

Pour la plupart des structures en C.F.R.P, un traitement de surface est effectué pour
obtenir une surface lisse, ce qui donne l’éclat brillant comme c’est le cas sur le violon et
la pale représentés en figure 3.29. Le plus souvent, il s’agit d’une résine appliquée sur la
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Figure 3.29 – Multicouche : exemple d’un matériau composite (a) [147]. Composite
carbone epoxy (b). Violon en carbone epoxy (c) [148]. Pale réalisée en préimprégné et
autoclave (d) [149].

surface. L’épaisseur de la couche de résine varie donc légèrement en fonction de la rugosité
de la surface du composite.

Exemple sur un cas synthétique

Pour illustrer la méthode de profilométrie thermique, un cas synthétique a été modélisé :
un matériau constitué de deux couches homogènes est choisi : la couche inférieure est
composée d’un matériau rugueux (type carbone epoxy), la couche supérieure composée
d’une résine, appliqué sur le matériau pour obtenir une surface lisse. Pour cet exemple, on
modélise la surface de l’interface par une fonction sinus en 2D, ce qui traduit la rugosité du
matériau par la formation de ”bosses” et de ”creux”. L’amplitude de variation des sinus est
choisi à 1 mm. L’épaisseur de la couche de résine est de 1 mm en moyenne : elle varie donc
entre 0.5 et 1.5 mm en raison de la rugosité de la couche inférieure. La résine est considérée
ici comme un matériau isotrope, avec un coefficient de diffusion a = 1.10−7 m2.s−1.

Un laser va balayer chaque pixel de ce matériau (de bas en haut et de la gauche vers
la droite) avec une vitesse constante choisie de telle manière à ce que 0 < τ < tmax. La
surface étudiée est un carré de 5 cm de côté. Pour la simulation, la surface est discrétisée
en une grille de 32 par 32, ce qui donne une résolution d’environ 1,5 mm en surface. La
couche inférieure est considérée opaque, la couche supérieure semi-transparente à la lon-
gueur d’onde du laser utilisé. L’énergie déposée à l’interface entre les deux couches est donc
considérée constante, de valeur fixée ici à 7.5 × 10−8J.m2. Une caméra thermique située
au-dessus de l’échantillon va mesurer la température résultante à la surface du matériau.

En chaque pixel de la surface, la méthode proposée précédemment permet de retrouver
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l’épaisseur de la couche de résine en ce point. La figure 3.30 illustre les résultats obtenus
pour deux points distincts.

Figure 3.30 – Champ de température sur le 10ème pixel en fonction du temps ainsi que
la zone de mesure utilisée pour la méthode inverse (a). Évolution de Y(t) correspondant
(b). Champ de température du 500ème pixel en fonction du temps ainsi que la zone de
mesure utilisée pour la méthode inverse (c). Évolution de Y(t) correspondant (d).

Le graphe (a) correspond à l’évolution de la température en fonction du temps pour le
10ème pixel balayé par le laser. Comme expliqué précédemment, pour ne pas être perturbé
par les pixels voisins, il faut travailler avec une partie restreinte du champ mesuré, comme
illustré par le carré rouge. L’évolution de Y(t), issu de la température mesurée sur la zone
de travail et représentée en (b), suit bien une loi linéaire en fonction de 1/t. Le calcul du
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coefficient directeur de la droite obtenue permet de connâıtre l’épaisseur recherchée. Les
graphes (c) et (d) correspondent aux même résultats mais pour le 500ème point balayé
par le laser. La température augmente beaucoup plus tard puisque le point est excité plus
tardivement par le laser.

La figure 3.31 donne les résultats obtenus sur l’ensemble du matériau étudié. En (a) est
représenté le maximum d’amplitude de température pour chaque pixel et en (b) son temps
correspondant. On peut voir que ces données permettent d’avoir un premier aperçu de la
topographie de l’interface étudiée. En effet, les amplitudes de températures les plus élevées
correspondent à des épaisseurs petites à l’inverse des points ”froids” qui correspondent à de
plus grandes épaisseurs. On peut remarquer que pour le temps du maximum, la tendance
est inversée : la température des points les plus profonds arrive plus tardivement à la
surface en raison de la plus grande distance à parcourir. Le gradient observé en (b) est dû
au balayage laser : les points les plus à gauche sont excités aux temps courts par le laser
tandis que ceux à droite sont excités beaucoup plus tard.

Figure 3.31 – Valeur du maximum de température en chaque point de la surface (a).
Temps correspondant au maximum d’amplitude (b). Valeurs de l’énergie absorbée Q en
chacun des points de l’interface (issues de ordonnée à l’origine) (c). Épaisseur du matériau
(issue du coefficient directeur) (d).

Les graphes (c) et (d) donnent respectivement les valeurs de l’énergie déposée Q et
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l’épaisseur de la couche supérieure, ou autrement dit le profil de l’interface. À première
vue, le profil de l’interface semble être bien reconstruit : on retrouve en effet la rugo-
sité en forme de sinus attendue, avec une épaisseur de résine variant de 0.5 à 1.5 mm.
Concernant l’énergie déposée, elle devrait être constante en tout point de l’interface égale
à 7.5× 10−7 J.m2. Or, on remarque que ce n’est pas le cas dans la reconstruction, et plus
particulièrement pour les points les plus profonds.

Afin de visualiser la pertinence des résultats, la figure 3.32 trace l’erreur absolue, en
pourcentage, obtenue en chacun des points, pour l’énergie (a) et pour l’épaisseur (b).

Figure 3.32 – Erreur relative sur l’énergie Q (a). Erreur relative sur l’épaisseur (b).

On peut remarquer que les erreurs les plus grandes sont commises pour les points les
plus profonds. Ce résultat peut s’expliquer par le caractère diffusif de la température.
En effet, dans cet exemple, les sources les plus profondes sont entourées par des sources
plus proches de la surface. La température de ces sources arrivent plus rapidement à la
surface que celle des sources les plus profondes avec une intensité beaucoup plus grande,
et diffusent dans toutes les directions. L’erreur observée pour les points les plus profonds
résulte donc de l’influence de ces sources voisines. Cependant, les erreurs commises sont
suffisamment faibles (1.6% au maximum sur l’épaisseur contre 15% sur l’énergie) pour
permettre de valider la méthode et faire confiance aux résultats.
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Résultats sur un cas expérimental

Pour finir, cette méthode de profilométrie thermique sans contact a été testée sur un
cas expérimental. Une pièce industrielle en composite (type carbone epoxy), recouverte
d’une couche de résine, est représentée par la figure 3.33. La zone délimitée par les rubans
adhésifs contient un défaut : la surface de la couche de carbone n’est pas lisse mais contient
un renfoncement. La zone va donc être balayée par un laser afin d’en effectuer le profil.

Figure 3.33 – Pièce industrielle contenant un défaut.

La zone étudiée forme un rectangle de dimensions 3.8 × 1.5 cm2. Le coefficient de
diffusion de la résine est de 5.10−6 m2.s−1. Le laser balaye la pièce de gauche à droite et
du haut vers le bas à l’aide du système de déplacement représenté par la figure 3.28. La
durée du balayage laser est de 5.3 secondes. La figure 3.34 donne les maxima d’amplitudes
mesurées ainsi que leurs temps (en secondes) correspondants.

Figure 3.34 – Valeur du maximum de température (en D.L.) en chaque point de la surface
(a). Temps correspondant au maximum d’amplitude (normalisé) (b).
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De la même manière que pour le cas synthétique, l’étude de ces données (amplitudes
maximales et leurs temps correspondants) permet d’avoir un premier aperçu du profil
étudié. La présence du renfoncement dans la couche de carbone est en effet bien mise en
évidence et se traduit par des amplitudes plus faibles en (a), obtenue à des temps plus
longs en (b).

Chaque pixel de la caméra étant de taille 290×290µm2, l’intervalle de temps d’excita-
tion τ entre deux points voisins est de 7.7×10−4 secondes. Or, d’après la figure 3.34 (b),
les temps correspondants au maximum d’amplitudes tmax varient entre 1 et 8 secondes.
On se trouve donc dans le cas où τ < tmax : pour chaque pixel, il faut définir les temps
tm et tM pour effectuer les mesures sur la zone de travail [tm, tM ] (c.f. exemple du cas
synthétique). À titre d’exemple, la figure 3.35 donne en (a) le champ de température en
fonction du temps au pixel (20, 40) avec la zone de travail utilisée pour les calculs, et en
(b) l’évolution de Y (t) sur cette zone.

Figure 3.35 – Valeur de l’énergie déposée par le laser.

On remarque que l’évolution de Y en fonction de 1/t est bien linéaire. Les fluctuations
visibles en (b) sont dues à la présence de bruit de mesure (qui était absent pour le cas
synthétique). Cependant comme la zone de travail est toujours positionnée sur l’intervalle
où la température subit la plus grande élévation (pente la plus importante), le bruit de
mesure est minimal à cet endroit et l’erreur engendrée est donc négligeable.
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Ainsi, en chaque point (pixel) de la surface, l’épaisseur de la couche de résine et la
quantité d’énergie déposée par le laser sont calculées à l’aide de la méthode proposée dans
cette partie. La figure 3.36 donne l’épaisseur (profil) retrouvée en chacun des points.

Figure 3.36 – Épaisseur de résine (ou profil de l’interface) : vue du dessus (a) et vue du
dessous (b).

Le profil de la pièce est bien retrouvé : l’épaisseur moyenne de la couche supérieure est
de 3 mm sauf à l’endroit du renfoncement ou l’épaisseur est quasiment doublée.

Figure 3.37 – Valeur de l’énergie déposée par le laser.
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La figure 3.37 trace l’énergie déposée par le laser en chaque point de l’interface. En
théorie, puisque la couche supérieure est semi-transparente au laser, elle devrait être
constante en tout point. On remarque que c’est le cas pour les épaisseurs constantes.
Cependant, elle est plus élevée au niveau du défaut (qui correspond à une profondeur plus
élevée). On retrouve la même erreur que pour le cas synthétique : le calcul de l’énergie
des points les plus profonds est perturbé par la température résultante des points voisins,
moins profonds.

En conclusion, la de méthode de profilométrie thermique sans contact présentée dans
cette partie est rapide et robuste au bruit. Elle permet d’estimer l’épaisseur de chaque
couche d’un matériau à condition de disposer d’une source de type laser multispectrale.
Il est aussi possible d’estimer la quantité d’énergie déposée par le laser à l’interface mais
l’erreur effectuée sur celle-ci peut être important si les variations de profondeurs sont
importantes. En revanche, l’erreur effectuée sur l’épaisseur, et donc le profil du milieu
étudié, est très faible.
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Conclusion

Une méthode de caractérisation de sources thermiques volumiques a été présentée : à
partir du champ de température mesurée à la surface du matériau, on peut retrouver la
géométrie et l’intensité d’une ou plusieurs sources volumiques enfouies dans le matériau.
L’avantage du modèle Dirac utilisé réside dans sa séparabilité en espace : par conséquent
l’étude du problème 1D permet d’étudier le problème de manière simplifiée sans pour au-
tant en réduire les hypothèses.

Une étude sur les modes propres, issus de la décomposition en valeurs singulières de
la matrice contenant le modèle, a permis de dévoiler un critère dépendant du nombre de
Fourier. L’abaque résultante de ce critère permet de déterminer les limites de reconstruc-
tion, et par conséquent les domaines d’utilisations de la méthode. Il a été montré que la
plus grande limitation à laquelle la méthode est confrontée dépend du nombre de Fourier
selon la profondeur.

Enfin, il a été montré que cette méthode de reconstruction de sources peut d’adapter
pour former un profilomètre thermique sans contact, que ce soit pour les pièces industrielles
ou pour les milieux biologiques à petite échelle. À l’aide d’une source multi-spectrale (laser
ou autre), il est possible de retrouver l’épaisseur ou même le profil de plusieurs couches
superposées d’un matériau.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, la méthode de reconstruction de sources thermiques par
excitation Dirac a été présentée pour le cas théorique. Cette étude a permis de définir les
limites théoriques du modèle. En particulier un critère dépendant du nombre de Fourier
a été mis en évidence.

En pratique, les données de température mesurées par la caméra infrarouge sont tou-
jours bruitées. Dans ce chapitre, une étude paramétrique en fonction du bruit sur l’algo-
rithme d’inversion est effectuée. Elle montre que la méthode présentée telle quelle dans le
chapitre 3 est inexploitable tellement elle est sensible à la moindre perturbation. Plusieurs
solutions pour remédier à ce problème sont alors présentées. La première méthode consiste
à ”débruiter” la mesure par application d’une S.V.D. sur le champ de température. Bien
qu’efficace pour diminuer le bruit, ce processus ne le fait pas disparâıtre complètement. Il
est alors nécessaire d’ajouter des termes de régularisation à l’algorithme d’inversion pour
le stabiliser. Différentes méthodes de régularisation vont alors être étudiées et comparées
afin de choisir la plus adaptée au problème.

En parallèle de ces méthodes de régularisation, une méthode de reconstruction de
sources thermiques par approche probabiliste a été développée. Contrairement à l’algo-
rithme d’inversion, cette méthode a pour avantage d’être peu sensible au bruit de mesure.
En dernière partie de ce chapitre, les deux méthodes sont comparées et permettent d’avoir
un aperçu détaillé des avantages et inconvénients de chacune d’entre elles.
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4.1 Traitement du bruit

4.1.1 Inversion en présence de bruit

L’équation (4.1) que l’on cherche à inverser est une équation de Fredholm du premier
type [150], nommée d’après le mathématicien suédois Ivar Fredholm.

θ(r∗, t∗) =
∫

matériau
Q(r′∗)θ3D(r∗ − r′∗, t∗)dr′. (4.1)

Ces équations sont présentes dans de nombreux problèmes inverses et sont réputées
pour leurs caractères mal posés. La définition d’un problème bien posé nous vient du
mathématicien français Jacques Hadamard [81], qui dès l’année 1923 affirme que le modèle
mathématique d’un phénomène physique doit répondre aux trois conditions suivantes :

• La solution doit exister.

• La solution doit être unique.

• La solution doit être stable.

Si au moins une de ces conditions n’est pas respectée, le problème est alors qualifié de
mal posé et la recherche de solution peut ne pas aboutir. Dans les faits, la plupart des
problèmes inverses sont mal posés : ils ne vérifient pas l’une au l’autre des conditions, voire
aucune d’entre elles. Plusieurs raisons, explicitées dans [71], peuvent en être la cause :

– Si une solution existe, il est tout a fait possible qu’un autre jeu de données amène
au même résultat

– Si un problème possède plusieurs solutions, il faut choisir l’une d’entre elles. Il est
alors nécessaire d’apporter une ou plusieurs informations complémentaire(s), qui ne
sont pas toujours connues.

– Le manque de stabilité est le problème le plus récurrent, souvent parce que les
données disponibles sont bruitées, donc légèrement différentes des données théoriques.

Le problème inverse de reconstruction de sources étudié ici répond bien aux deux
premières exigences (existence et unicité). En revanche, la condition de stabilité n’est pas
respectée. Une des méthodes pour étudier cette stabilité est d’observer les valeurs sin-
gulières de la matrice opérateur I : plus elles sont proches de zéro, plus le problème est
mal posé. Si, en plus, leur décroissance suit une loi puissance telle que si ≈ i−n, avec n
strictement positif, le problème est qualifié de ”moyennement” mal posé. En revanche si
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leur décroissance suit une loi exponentielle telle que si ≈ e−i (ce qui est le cas ici), alors il
est ”fortement” mal posé.

Ce critère en fonction des modes de la S.V.D. vient du fait que le processus d’inver-
sion fait intervenir l’inverse des valeurs singulières (cf. équation (3.28)). Ainsi, lors de
l’inversion, les modes de la S.V.D. sont pondérés par des valeurs singulières qui croissent
exponentiellement entre chaque mode. Ce qui veut dire qu’une perturbation, aussi pe-
tite soit-elle, sera amplifiée et deviendra dominante dans le processus d’inversion, d’où le
manque de stabilité.

Dans la pratique, les données mesurées par la caméra infrarouge (ici les champs de
température) sont toujours bruitées. Cela se traduit par l’apparition d’une petite pertur-
bation ε telle que :

θmes = θth + ε (4.2)

où θmes et θth sont respectivement la température mesurée et théorique. La figure 4.1
trace par exemple l’évolution de la température obtenue pour le cas 1D présenté dans le
chapitre §3 par la figure 3.4. La ligne bleue continue correspond à la température théorique
(normalisée) tandis que les points rouges correspondent à l’évolution de la température
bruitée, avec un ratio signal à bruit (SNR = Signal to Noise Ratio) de 50. Pour les études
théorique, SNR est défini par θmes = θth + ε1

SNR
max(θth), avec ε1 compris entre −1 et 1.

Figure 4.1 – Comparaison entre la température théorique et bruitée (SNR = 50) pour
l’exemple 1D des 3 sources (cf. chapitre 3, paragraphe §3.2.1).

Comme le problème est très mal posé, cette petite perturbation apportée par le bruit
est néfaste pour la recherche de solution du problème inverse, comme le montre la figure
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4.2. En présence de bruit, la solution diverge : ni la position ni l’intensité des sources
ne sont correctement reconstruites. De plus, l’amplitude des intensités retrouvées devient
infinie (facteur 109).

Figure 4.2 – Reconstruction des sources avec la température théorique (a) et avec la
température bruitée (b) par la méthode exposée au chapitre 3.

4.1.2 Étude paramétrique de l’influence du bruit

Une étude paramétrique en fonction du niveau de bruit a été effectuée afin d’observer
l’influence de celui-ci dans le processus d’inversion. La même répartition de source que
celle présentée dans la partie précédente est prise comme cas d’étude. La température
résultante théorique θth a alors été calculée analytiquement à l’aide de l’équation (??).
Ensuite, différents champs de température bruités θmes sont créés numériquement à par-
tir de la température théorique. Le bruit implémenté est de type ”bruit blanc”, qui est
généralement celui observé dans les mesures thermiques. Les rapports ”signaux à bruit”
implémentés vont de 10 (très bruité) à 100 000 (extrêmement peu bruité) : il s’agit des
ratios minimum et maximum qui sont rencontrés expérimentalement en thermique.

Dans la suite de cette étude, les notations suivantes sont utilisées :

• Ω : source réelle.

• Ωth : source reconstruite avec la température théorique (sans bruit).

• Ωbi
: source reconstruite avec la température bruitée (SNR = i).
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Pour chaque niveau de bruit (SNR donné), l’algorithme de reconstruction de sources
est exécuté n fois, n correspondant au nombre de modes de la S.V.D.. La première re-
construction est effectuée en ne prenant que le premier mode de la S.V.D., la deuxième
reconstruction utilise les deux premiers modes et ainsi de suite. Pour chaque reconstruc-
tion de sources pour un niveau de bruit bi et un nombre de modes nr donnés, le coefficient
C
(
Ω(nr)
bi

)
défini par l’équation (4.3) est calculé :

C
(
Ω(nr)
bi

)
=

∥∥∥Ω(nr)
th − Ω

∥∥∥
2∥∥∥Ω(nr)

bi
− Ω

∥∥∥
2

. (4.3)

L’évolution du coefficient
∥∥∥Ω(nr)

th −Ω
∥∥∥

2
(numérateur) en fonction du nombre de modes

utilisés, étudiée au chapitre 3 paragraphe §3.2.1, a montré que non seulement tous les
modes étaient nécessaires pour la reconstruction des sources, mais aussi que les derniers
modes permettent de reconstruire les sources les plus profondes. Le coefficient C

(
Ω(nr)
bi

)
permet donc de comparer l’erreur commise entre la reconstruction bruitée et celle théorique
(non bruitée), et ce, pour chaque nombre de modes nr utilisés. Si C

(
Ω(nr)
bi

)
est proche de

1, alors Ω(nr)
th et Ω(nr)

bi
sont presque identiques et le bruit n’a quasiment pas d’influence. En

revanche, plus C
(
Ω(nr)
bi

)
tend vers 0, plus la reconstruction est mauvaise. Cette étude va

donc permettre de voir les modes influencés par le bruit de mesure.

Un schéma de type Bernoulli a été lancé sur chaque reconstruction de source exécutée.
Concrètement, cela correspond au protocole suivant :

(a) Définir un niveau de bruit : SNR = k

(b) Implémenter une température bruitée θmes,k aléatoire basée sur SNR = k.

(c) Pour chaque nombre de mode nr, exécuter l’algorithme de reconstruction de source
avec θmes,k et calculer le coefficient C

(
Ω(nr)
bk

)
obtenu.

(d) Recommencer (b) et (c) mille fois.

(e) Pour chaque nr, moyenner les mille coefficients C
(
Ω(nr)
bk

)
obtenus : il ne reste donc

plus que n coefficients moyens C̄
(
Ω(nr)
bk

)
.

(f) Recommencer (a), (b), (c), (d) et (e) avec un nouveau SNR.

Le fait d’effectuer mille fois chaque reconstruction, comme le préconise le (d), permet
que la reconstruction ne dépende que du ratio SNR. En effet, l’étude ne doit pas travailler
sur une température bruitée particulière mais bien sur l’ensemble des possibilités de bruit
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pour un SNR donné, ce qui est quasiment le cas après avoir effectué 1 000 tests. La figure
4.3 trace les coefficients moyennés C̄

(
Ω(nr)
bk

)
obtenus.

Figure 4.3 – Moyenne des C
(
Ω(nr)
bk

)
obtenus sur 1 000 essais pour différents niveaux de

bruit en fonction du nombre de modes pris pour la reconstruction.

Il apparâıt que les premiers modes de la S.V.D. ne sont quasiment pas perturbés par le
bruit : quel que soit le niveau de bruit, C̄ ≈ 1 pour les premiers modes. En revanche, pour
chaque SNR, il existe un seuil à partir duquel le coefficient C diminue exponentiellement
vers zéro en fonction du nombre de modes pris pour la reconstruction. Plus le SNR est
faible, plus ce seuil arrive tôt. Autrement dit, plus le bruit est élevé, plus le nombre de
modes perturbés par ce bruit est important. Il faut aussi noter que même avec un niveau de
bruit quasi inexistant (SNR = 105), la reconstruction est mauvaise, ce qui, non seulement
confirme le caractère mal posé du problème, mais souligne aussi la nécessité de connâıtre
en profondeur les conséquences du SNR d’une mesure pour pouvoir exploiter au mieux
l’algorithme d’inversion.

Notons Mk le numéro du mode à partir duquel C diminue drastiquement vers zéro pour
SNR = k, autrement dit le premier mode dominé par le bruit. Il semble que Mk augmente
linéairement en fonction du logarithme du SNR (puisque les SNR choisis augmentent selon
une loi puissance). En effet, chaque courbe semble être décalée de la précédente par un
même coefficient constant. Afin de vérifier cette hypothèse, il faut tracer Mk en fonction de
SNR pour un nombre suffisamment élevé de k. En théorie, Mk pourrait être déterminé en
cherchant le premier mode np tel que C̄

(
Ω(np)
bk

)
< 1. En réalité, même pour les premiers

modes C̄ n’est quasiment jamais égal à 1. On peut cependant considérer que tant que
C̄ > 0.99, le bruit n’a pas d’influence sur la reconstruction. Le coefficient Mk peut donc
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être calculé en cherchant le premier mode np tel que C̄(Ω(np)
bk

) < 0.99 pour chaque SNR. Les
résultats obtenus pour quinze niveaux de bruit distincts répartis de manière logarithmique
entre 10 et 105 sont illustrés par la figure 4.4.

Figure 4.4 – Nombre de modes indépendants du bruit pour l’inversion en fonction du
ratio signal à bruit

Le nombre de modes indépendants du bruit évolue bien linéairement en fonction du
logarithme du ratio signal à bruit. On peut l’écrire :

Mk = p1 ln(SNR) + p2 (4.4)

où p1 et p2 sont des coefficients qui dépendent du modèle, et par conséquent du nombre de
Fourier. Sur l’exemple illustré par la figure 4.4, le coefficient de corrélation vaut R2 = 0.98,
ce qui permet de valider le modèle défini par l’équation (4.4). Afin de déterminer l’évolution
de ces coefficients en fonction de ce dernier, une étude paramétrique a été effectuée. La
figure 4.5 trace les résultats obtenus.

Pour tous les nombres de Fourier, l’évolution du nombre de modes non dominés par
le bruit suit bien la loi proposée par l’équation (4.4). Cependant, les coefficients p1 et
p2 ne sont pas constants en fonction du nombre de Fourier, comme on peut l’observer
en (c). En effet, l’écart entre chaque courbe n’est pas constant en fonction de Fo (b).
Il apparâıt que le bruit est plus limitant pour les nombres de Fourier extrêmes (0.01 et
1). Fo ≈ 10−1 semblent en revanche être les nombres de Fourier pour lesquels l’inversion
est plus ”résistante” au bruit. La figure 4.5 (a) peut se voir comme un abaque pour le
problème de reconstruction de sources par méthode Dirac.
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Figure 4.5 – Abaque des nombres de modes non perturbés par le bruit en fonction du
SNR et du nombre de Fourier (a). Représentation 2D en fonction du nombre de Fourier,
pour cinq niveaux de bruit différents (b), et en fonction de SNR pour trois nombres de
Fourier différents (c).

Le bruit est donc un véritable problème pour l’algorithme de reconstruction de sources.
En effet, même pour un niveau de bruit extrêmement faible, les derniers modes de la S.V.D.
sont dominés par le bruit. Or tous les modes sont nécessaires pour la reconstruction de
source, comme explicité au chapitre 3. Afin de pouvoir contourner ce problème, deux
méthodes sont proposées :

• Traiter le bruit ”en amont” du problème inverse, i.e. ”débruiter” la température
mesurée par la caméra IR.

• Effectuer l’algorithme d’inversion en ajoutant des paramètres de régularisation afin
de stabiliser le problème.

Concernant le traitement du bruit, une méthode fréquemment utilisée est d’effectuer
plusieurs fois l’expérience et de moyenner les champs de températures obtenus, faisant
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ainsi disparâıtre le bruit de mesure. Il faut cependant attendre la relaxation complète de
la température entre deux expériences. En fonction du matériau (en particulier si le coef-
ficient de diffusion est faible), ce temps d’attente peut être très long, rendant la méthode
de reconstruction de sources peu pertinente. Il est aussi possible d’utiliser une excitation
de type Lock-In, comme présenté au chapitre 2, mais cette méthode reste tout de même
chronophage.

Une seconde méthode consiste à ”fiter” le champ de température obtenu avec des fonc-
tions génériques (polynomiales, gaussiennes ou autres). Les diverses tentatives effectuées
lors de cette étude n’ont cependant pas été convaincantes : quelle que soit la méthode
tentée (”fit” par parties, régression, splines... ), elle n’améliorait pas le problème inverse.
Par exemple, un fit de type polynomial, même réalisé par parties, ajoutait des fluctuations
au champ de température, ce qui engendrait un biais par rapport à la solution. De même
pour les fits de type gaussien. Toutes ces méthodes testées ajoutaient plus de biais qu’elles
n’en enlevaient en débruitant la mesure.

Une autre méthode consiste à effectuer une S.V.D. sur le champ de température espace-
temps mesuré. Cette méthode n’est pas réalisable sur le problème 1D (pas de variable
d’espace : le champ de température est mesuré en un seul point en fonction du temps),
mais peut s’effectuer pour tout champ de température mesurée sur une surface.

4.1.3 Traitement du bruit par S.V.D. du champ de température

Le traitement du bruit par S.V.D. est une méthode qui est souvent utilisée dans le
traitement d’images [151]. Elle peut s’appliquer sous la condition d’avoir une mesure avec
au minimum deux dimensions. Le débruitage pour le cas 1D est donc exclu puisque le
champ de température n’est que temporel. En revanche, si l’on mesure la température en
fonction du temps sur toute la surface du matériau, le champ mesuré peut se décomposer
en une mesure espace-temps ou même espace-espace si l’on travaille à temps fixé.

Figure 4.6 – Illustration de l’exemple étudié : sources thermiques présentes sur un plan
π perpendiculaire à la surface de mesure
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Dans toute cette partie, l’exemple illustré par la figure 4.6 est étudié pour présenter la
méthode. Toutes les sources thermiques se trouvent sur le même plan π d’équation x = 0,
perpendiculaire à la surface de mesure. Le champ de température résultant, mesuré sur
toute la surface du matériau, peut se voir comme une matrice 3D espace-espace-temps. En
effet, à chaque temps, une surface de température est mesurée. En notant respectivement
nx et ny le nombre de pixels selon les dimensions x et y, et nt le nombre de pas de temps,
le champ de température mesuré peut alors se ranger dans une matrice 3D, notée T3D, de
taille nx × ny × nt. Il est possible de réorganiser la matrice T3D espace-espace-temps en
une matrice en deux dimensions T2D espace-temps de taille ns = nxny × nt. Une S.V.D.
peut ainsi s’appliquer à la matrice T2D.

Figure 4.7 – Évolution des valeurs singulières de la matrice T2D bruitée et théorique.

De la même manière que pour le problème inverse, l’étude de l’évolution des valeurs
singulières obtenues, tracée sur la figure 4.7 permet de voir que les premiers modes sont
beaucoup plus fortement pondérés que les derniers. En échelle logarithmique, la courbe
formée par les valeurs singulières peut s’assimiler à un ”L”. Notons ψ le numéro de la
valeur singulière la plus proche du ”coin” formant la courbure du L. Si on reconstruit la
matrice T2D uniquement avec les ψ premiers modes, le champ de température est fortement
débruité autant dans le domaine spatial que dans le domaine temporel. Les reconstruc-
tions des champs de températures obtenues sont données sur la figure 4.8. Il est à noter
que toutes les températures ont été normalisées pour cette étude. En (a) est tracée la
température théorique, en (b) la bruitée et en (c) la reconstruction en ne prenant que
les ψ premiers modes de la S.V.D., et ce pour un temps fixé. En comparant ces trois
graphes, on s’aperçoit que la S.V.D. est efficace pour débruiter spatialement le champ de
température.
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Afin de voir si la S.V.D. permet aussi de débruiter dans le domaine temporel, les
figures (d) et (e) tracent l’évolution en fonction du temps des pixels 1 et 2, tous les deux
répertoriés sur la figure (a). Le choix de ces pixels n’est pas anodin : en effet, le pixel 1
correspond au pixel qui subit la plus grande variation de température (car juste au dessus
d’une source thermique) tandis que le pixel 2 va être plus sensible au bruit en raison
de sa plus faible variation de température subie. Le pixel 1 est en effet peu sensible au
bruit : les trois courbes (théorique, bruitée et S.V.D.) sont quasiment superposées. L’effet
de la S.V.D. n’est donc pas vraiment visible sur ce pixel. En revanche, ce n’est pas le cas
pour le pixel 2. Le fait d’effectuer une S.V.D. sur le champ de température bruité et de
le reconstruire en ne prenant que les premiers modes permet donc de réduire de manière
significative celui-ci et de se rapprocher de la température théorique.

Figure 4.8 – Champ de température à la surface du matériau pour un temps fixé : cas
théorique (a), cas bruité (b) et cas débruité par S.V.D. (c). Et évolution de la température
en fonction du temps au pixel 1 (d) et au pixel 2 (e), tous les deux répertoriés sur la figure
(a).
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Ainsi, reconstruire le champ de température bruité avec un nombre de modes restreints
de la S.V.D. permet de réduire le bruit, à la fois spatialement et temporellement. Cepen-
dant, pour débruiter aux mieux les données mesurées, le nombre de modes à utiliser est
important. En effet, il s’avère que pour débruiter au mieux le champ de température tout
en gardant le maximum d’informations, il faut prendre exactement les ψ premiers modes
de la S.V.D. pour reconstruire la matrice T2D. Ainsi, si plus de modes sont conservés, le
bruit sera plus présent et a contrario, prendre moins de modes entrâınera une mauvaise
reconstruction du champ de température. La figure 4.9 donne les résutats obtenus si, au
lieu de prendre ψ = 9 modes, seuls les 4 premiers sont pris pour reconstruire le champ de
température. Pour la reconstruction spatiale, représentée en (a), la différence est minime
par rapport à la reconstruction précédente. En revanche, la reconstruction temporelle est
mauvaise, comme on peut le voir en (b). La température obtenue est trop écartée des
solutions théoriques et bruitées : il manque des informations pour pouvoir s’en approcher.
Ces informations sont en effet apportées par les modes suivants.

Figure 4.9 – Reconstruction du champ de température obtenu avec 4 modes : champ
surfacique à temps fixé (a) et évolution temporelle au pixel 2 (b).

En conclusion, à condition de reconstruire le champ de température avec le nombre
de modes adéquat, la méthode de débruitage est efficace pour diminuer le bruit, à la fois
dans le domaine saptial et temporel. Cependant, cette méthode ne le fait pas disparâıtre
complètement. Dans le cadre du problème inverse, cette méthode est donc une première
étape, mais n’est pas suffisante pour stabiliser le problème. Il est nécessaire d’effectuer une
régularisation pour pouvoir compiler l’algorithme d’inversion.
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4.2 Algorithme d’inversion avec régularisation

Mathématiquement, en présence du bruit, l’équation (3.24) n’est plus valable : l’égalité
stricte devient une approximation :

I Ω ≈ θmes, (4.5)

et l’inversion peut se voir comme un problème de minimisation par les moindres carrés.
L’inconnue Ω est recherchée de telle sorte à minimiser le résidu R défini par :

R2 = ‖I Ω− θmes‖2
2 (4.6)

On peut remarquer que s’il n’y a pas de bruit, alors R = 0 dans l’équation (4.6) et on
retrouve bien l’équation (3.24). La régularisation d’un problème de minimisation par les
moindres carrés se fait par l’introduction d’un terme de pénalisation dans le résidu R tel
que [152] :

R2 = ‖I Ω− θmes‖2
2 + αJ(Ω) (4.7)

où α est un scalaire appelé ”coefficient de régularisation” et J(Ω) une fonction dépendante
de l’inconnue recherchée Ω. Plus le coefficient de régularisation est élevé, plus l’inversion
sera stable. Mais en contrepartie, le terme de pénalisation ajoute un biais au problème
initial. Ainsi, plus le terme de régularisation est important, plus la solution recherchée est
éloignée. Toute la difficulté réside donc dans le choix des paramètres de régularisation afin
d’avoir le meilleur compromis entre stabilité et véracité de la solution.

Plusieurs types de régularisations sont possibles en fonction du choix de J . Parmi les
plus connues on retrouve :

• La régularisation par norme L2 (régularisation de Tikhonov)

• La régularisation par troncature du spectre de la S.V.D. (T.S.V.D.)

• La régularisation par norme L1 (méthode Lasso)

4.2.1 Fonctions de régularisation

Régularisation de Tikhonov

La régularisation par norme L2 a été proposée en 1963 par le mathématicien russe
Andrëı Nikoläıevitch Tikhonov [86]. Elle consiste à prendre le carré de la norme L2 pour
fonction J(Ω) associée à un coefficient αTk. Le problème (4.7) devient alors :
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R2 = ‖I Ω− θmes‖2
2 + αTk‖Ω‖2

2 (4.8)

où la norme L2, aussi appelée norme euclidienne, est définie en 2D par :

L2(Ω) = ‖Ω‖2 =
√∫∫

|Ω|2 dS (4.9)

Grâce à la formulation de Riemann et à l’équation (3.28), la formule (4.8) peut alors
s’écrire :

R2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
 I
√
αTk Id

Ω −

θmes
0


∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

(4.10)

où Id correspond à la matrice identité. Comme explicitée dans [152], et à l’aide de la
décomposition en valeurs singulières décrite par l’équation (3.26), la résolution du problème
de minimisation (4.10) avec régularisation de Tikhonov devient :

Ω =
n∑
i=1

s2
i

s2
i + αTk

UT
·,iθmes

si
V·,i. (4.11)

La comparaison entre la solution théorique, donnée par l’équation (3.28), et la solution
régularisée de Tikhonov, donnée par l’équation (4.11), permet de voir que la régularisation
de Tikhonov a pour effet de pondérer chaque mode i de la S.V.D. par un coefficient cTk
défini par :

cTk(i) = s2
i + αTk
s2
i

= 1 + αTk
s2
i

(4.12)

D’après l’équation (4.12), pour chaque mode i, deux cas se distinguent en fonction de la
valeur du coefficient αTk :

Premier cas : αTk ≤ s2
i . On a alors cTk ≈ 1. Le mode i n’est donc quasiment pas influencé

par ce coefficient de pondération.

Deuxième cas : αTk � s2
i . Ce qui correspond à cTk � 1. Le mode i est d’autant plus

amplifié que le rapport entre αTk et s2
i est élevé.

L’effet de la régularisation de Tikhonov sur les valeurs singulières, et donc a fortiori sur
les modes de la S.V.D., est illustré par la figure 4.10 pour différentes valeurs de αTk sur le
modèle 1D. On observe bien que cette régularisation a pour effet d’amplifier uniquement
les dernières valeurs singulières. Ensuite, plus αTk est élevé, plus le nombre de valeurs
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Figure 4.10 – Effet de la régularisation de Tikhonov sur les valeurs singulières pour
différentes valeurs de αTk.

singulières amplifiées augmente : en fait, la première valeur singulière si qui sera impactée
par la régularisation de Tikhonov sera celle qui sera la plus proche de la valeur limite vlim
définie par :

vlim = √αTk (4.13)

Puisque l’inversion fait intervenir l’inverse des valeurs singulières, tous les modes
qui ont étés artificiellement amplifiés par la régularisation auront moins d’influence lors
de l’inversion. La perturbation apportée par le bruit sera donc contenue et le problème
inverse stabilisé, permettant d’approcher au mieux la solution recherchée.

Régularisation par troncature du spectre

La régularisation par troncature du spectre de la S.V.D. (notée T.S.V.D.) peut se
définir à l’aide de celle de Tikhonov. Elle peut en effet s’écrire :

R2 = ‖I Ω− θmes‖2
2 + αTSVD‖Ω‖2

2 (4.14)

Cependant, ici le paramètre de régularisation αTSVD n’est pas un scalaire mais un vecteur
de même taille que Ω. Chacun de ses coefficients est défini de manière binaire :

αTSVD(i) =


0 si si > vlim

+∞ sinon
(4.15)
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Chapitre 4. Problème réel bruité : régularisation et probabilités

ce qui correspond à :

cTSVD(i) =


1 si si > vlim

+∞ sinon
(4.16)

Ainsi, comme l’inversion fait intervenir l’inverse des coefficients cTSVD , au lieu de pénaliser
les modes les plus faibles de la S.V.D., comme le fait la régularisation de Tikhonov, celle
par T.S.V.D. ne les prend plus du tout en compte (d’où la notion de troncature). La
régularisation effectuée par T.S.V.D. est donc beaucoup plus forte que celle de Tikhonov
dans le sens où elle ne lisse pas la solution avec les derniers modes de la S.V.D..

Dans le problème de reconstruction de sources étudié ici, la matrice opérateur I a été
optimisée de telle sorte que tous les modes de la S.V.D. soient nécessaires pour trouver la
solution (cf. chapitre §3). Chaque mode permet de reconstruire une profondeur donnée.
Si les derniers modes ne sont pas pris en compte, il ne sera plus du tout possible de
reconstruire les sources les plus profondes. La régularisation par T.S.V.D. n’est donc pas
la plus adaptée pour ce problème.

Régularisation par norme L1

La régularisation par la norme L1, aussi connue sous le nom de méthode Lasso [153],
s’écrit :

R2 = ‖I Ω− θmes‖2
2 + αL1‖Ω‖1 (4.17)

Contrairement aux méthodes de Tikhonov et de T.S.V.D., la fonction de régularisation
J(Ω) = L1(Ω) n’est pas quadratique. Pour pouvoir effectuer une minimisation au sens des
moindres carrés, l’astuce détaillée dans [94] est utilisée afin d’approcher la norme L1 par
une forme quadratique :

L1(Ω) = ‖Ω‖1 =
∫∫
|Ω| dS ≈ lim

i→∞

∫∫ |Ωi|2√
ε+ |Ωi−1|2

dS (4.18)

où ε est une constante d’ordre de grandeur de l’erreur machine ayant pour seul but d’éviter
la division par zéro.

En insérant la formulation de la norme L1 définie par l’équation (4.18) dans le problème
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(4.17), le résidu R(i) est obtenu, pour chaque itération (i) :

R2
(i) =

m∑
j=1

(
(I Ω)j − θmes,j

)2
+

n∑
k=1

αL1√
ε+ |Ωk,(i−1)|2

Ω2
k,(i) (4.19)

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
 I
√
αL1 J(i)

Ω −

θmes
0


∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

(4.20)

= ‖[IJ] Ω− [θmes,J ]‖2
2 (4.21)

où J(i) est une matrice diagonale qui dépend de la solution Ω(i−1) de l’itération précédente.
Elle est définie par :

J(i) =



 1√
ε+ |Ω1,(i−1)|2

1/2

 1√
ε+ |Ω2,(i−1)|2

1/2

. . .  1√
ε+ |Ωn,(i−1)|2

1/2



(4.22)

Comme on peut le voir dans la définition cette matrice, chaque itération utilise les résultats
de la source Ω(i) de l’itération précédente. Pour la première itération, il est donc nécessaire
de définir la matrice J(1). Le choix de cette initialisation importe peu, puisque dès la
première itération elle va être corrigée en fonction des données de l’inversion. Il est ce-
pendant déconseillé de prendre la matrice nulle puisque cela voudrait dire que la première
itération n’est pas régularisée. Dans cette étude, on prend J(1) = Id, la matrice identité.

En utilisant la décomposition en valeurs singulière présentée par (3.25), le problème
de minimisation par moindres carrés donné par (4.21) peut alors s’écrire :

IT
J(i)

IJ(i)Ω(i) = IT
J(i)
θmes,J (4.23)

(
IT I + αL1

(
J(i)

)2
)

Ω(i) = IT θmes (4.24)

(
VSTSVT + αL1

(
J(i)

)2
)

Ω(i) = VSUT θmes (4.25)
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À chaque itération (i), en posant IL1 =
(
VSTSVT + αL1

(
J(i)

)2
)

et θL1,mes = VSUT θmes,
le problème à résoudre est une simple équation linéaire définie par :

IL1 Ω(i) = θL1,mes (4.26)

La matrice IL1 est entièrement déterminée puisqu’elle ne fait intervenir que les données
de la S.V.D. de la matrice opérateur du problème de base, ainsi que la solution Ω(i−1) de
l’itération précédente (donc connue). De plus, de par sa construction, cette matrice est
carrée et inversible. La résolution du problème (4.26) peut donc se faire via n’importe quel
algorithme d’inversion.

Contrairement aux régularisations de Tikhonov et de troncature du spectre de la
S.V.D., la régularisation L1 permet de pénaliser chaque position de la source Ω (nœud de
discrétisation) avec un paramètre différent. En effet, la matrice J(i), définie par l’équation
(4.22), fait intervenir la distribution de sources obtenue à l’itération précédente. Chaque
coefficient k de la matrice J(i) va pondérer la position k de la source Ω(i). Telle qu’elle est
définie, la régularisation par norme L1 pénalise fortement les zones ”nulles” (pas de source
thermique) et à l’inverse, elle pondère faiblement les zones non nulles (présence de source).
En effet, le coefficient diagonal k de J(i) tend vers l’infini si la position k de la source Ω(i−1)

trouvée à l’itération précédente tend vers zéro et reste faible dans le cas contraire.

La régularisation par norme L1 favorise une solution contenant un maximum de valeurs
nulles, ce qui se traduit par de forts contrastes d’intensités sur la reconstruction de source
à l’inverse de la régularisation de Tikhonov qui tend à lisser la solution.

4.2.2 Choix du paramètre de régularisation

Pour le problème inverse, quel que soit le type de régularisation effectué, le choix du
paramètre α est extrêmement important. Un paramètre trop petit ne va pas suffisamment
stabiliser le signal tandis qu’un paramètre trop élevé va apporter un biais trop grand
et s’écarter du problème initial. Il existe plusieurs moyens permettant de choisir ce pa-
ramètre : les méthodes UPRE (Unbiased Predictive Risk Estimator), GCV (Generalized
Cross Validation), L-Curve et Discrepancy Principle, détaillées et comparées dans [94, 154–
157], en sont des exemples.

La première méthode proposée ici consiste à se se servir des résultats de l’étude sur
le bruit présentée au paragraphe 4.1.2. Grâce à l’abaque effectuée, à partir du nombre de
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Fourier et du niveau de bruit (SNR), on connâıt le numéro de premier mode dominé par
le bruit. Tous les modes suivants le sont donc également. Il faut donc choisir le coefficient
α de telle manière à ce qu’il soit négligeable pour les premiers modes et important à partir
du mode limite, soit :

α = s2
lim (4.27)

La seconde méthode proposée se base sur le critère de Picard [100]. Les premières études
sur le critère pour des données discrètes ont été effectuées en 1979 par Varah [158, 159].
Ce critère consiste à étudier l’évolution du coefficient |UT

·,i θ| en fonction du mode i et des
valeurs singulières. En effet, d’après le chapitre 3, l’inconnue recherchée Ω est :

Ω =
p∑
i=1

UT
·,iθ

si
V·,i. (4.28)

Par souci de simplicité, notons Ui = U·,i. En présence de bruit, θ = θmes. On peut alors
noter, d’après l’équation (4.2) :

UT
i θmes = UT

i θth + UT
i ε ≈


UT
i θth si |UT

i θth| > |UT
i ε|

UT
i ε si |UT

i θth| < |UT
i ε|

(4.29)

Ainsi, les modes de la S.V.D. fortement influencés par le bruit sont ceux pour lesquels
|UT

i θth| sont petits, et donc ceux qui correspondent aux plus petites valeurs singulières.
Puisque dans le problème de reconstruction de sources étudié ici, les valeurs singulières
diminuent de manière exponentielle, le bruit va immédiatement dominer pour ces modes-
là. Afin d’illustrer cette assertion, les ”graphes de Picard” (Picard plot) sont tracés par
la figure 4.11 pour la température théorique (a) et celle bruitée (b) de l’exemple 1D. Ce
type de graphe consiste à tracer l’évolution des valeurs singulières si, des coefficients |UT

i θ|
et |UT

i θ|/si afin de pouvoir comparer ces données.

Pour la température théorique (non bruitée) le coefficient |UT
i θth| diminue à peu près

de la même manière que les valeurs singulières si. Le coefficient |UT
i θth|/si, quant à lui,

est quasiment constant, inférieur à 1. Pour la température bruitée, on retrouve bien le
comportement attendu, explicité par l’équation (4.29) : pour les premiers modes, le coef-
ficient |UT

i θmes| se comporte comme s’il n’y avait pas de bruit. Cependant, à partir d’un
certain seuil, le bruit devient dominant et le coefficient |UT

i θmes| ne diminue plus et devient
à peu près constant, de valeur quasi-constante de l’ordre de grandeur de |UT

i ε|. Puisque
les valeurs singulières diminuent exponentiellement, le coefficient |UT

i θmes|/si n’est plus
constant à partir de ce seuil et augmente alors exponentiellement.
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Figure 4.11 – Graphe de Picard (Picard plot) pour la température théorique (a) et pour
la température bruitée (b) de l’exemple 1D (cf. chapitre 3, §3.2.1).

Grâce à cette étude, un critère fiable, permettant de déterminer la limite à partir de
laquelle les modes de la S.V.D. deviennent dominés par le bruit, est défini. En effet, il
suffit de chercher le premier mode critique ic tel que :

|UT
icθmes|
sic

> 1 (4.30)

Le coefficient de régularisation optimal αopt pour effectuer le problème inverse est donc
celui qui est défini à l’aide de la valeur singulière critique :

αopt = s2
ic (4.31)

Ce coefficient αopt ne dépend pas du type de régularisation choisi. En effet, il permet
simplement de déterminer les modes dominés par le bruit, ce qui est indépendant de la
régularisation. Le rôle de la fonction de régularisation J est de favoriser une solution par
rapport à une autre. Comme mentionné précédemment, J = Tk va chercher à lisser la
solution tandis que J = L1 amène à des contrastes forts.
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4.2.3 Application de la régularisation sur un exemple 1D et 3D

Dans le paragraphe précédent, différents types de régularisation permettant de stabi-
liser l’inversion ont été présentés. La méthodologie de chaque méthode a été explicitée
pour le cas général, mais le choix du paramètre de régularisation a été illustré à l’aide
d’un exemple 1D (en particulier le graphe de Picard). Dans cette partie, deux exemples
sont traités, le premier 1D et le second 3D afin de de visualiser l’effet de chaque type de
régularisation sur la solution et de montrer la validité de la méthode pour un cas 3D.

Application sur un cas 1D

Les résultats présentés dans cette partie sont issus de calculs effectués sur le problème
1D, détaillé dans le chapitre §3 par la figure 3.4. Le niveau de bruit pour cet exemple est
pris tel que SNR = 100. En raison du bruit de mesure, une régularisation est nécessaire
pour stabiliser l’inversion. Trois solutions sont calculées dans cet exemple : la première en
utilisant la régularisation de Tikhonov, la seconde en utilisant la régularisation par norme
L1 et la dernière en cumulant les deux. Dans chacun des cas, le paramètre de régularisation
est choisi à l’aide de la formule 4.30.

Figure 4.12 – Étude de la norme des différences des solutions obtenues ‖Ω(i) − Ω(i−1)‖2
entre chaque itération de la régularisation L1.
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Comme cité précédemment, la régularisation par norme L1 permet de pénaliser chaque
nœud de Ω et favorise ainsi les forts contrastes d’intensité, ce qui est précisément recherché
ici. Puisque la régularisation par norme L1 se fait par itération, il faut définir un critère
d’arrêt. Une des méthodes est d’étudier la norme de la différence des solutions obtenues
entre deux itérations, définie par ‖Ω(i) − Ω(i−1)‖2 et de s’arrêter lorsqu’elle devient plus
petite qu’un seuil. La figure 4.12 illustre l’évolution de cette norme sur l’exemple étudié.

On observe que la différence entre deux reconstructions est importante sur les premières
itérations, mais rapidement cette différence diminue pour les itérations suivantes (échelle
logarithmique), ce qui veut dire que la solution proposée par la régularisation L1 converge
rapidement vers une solution unique. Entre l’itération 20 et 40 par exemple, la solution
change peu à chaque itération (norme obtenue entre 2 itérations de l’ordre de 10−2). Afin
d’observer ce résultat, les reconstructions obtenues à l’itération 20 et à l’itération 40 sont
illustrées sur la figure 4.13. Les reconstructions obtenues par régularisation de Tikhonov et
par régularisation de Tikhonov ajoutée à celle de L1 sont aussi représentées pour pouvoir
les comparer. La source réelle, que l’on souhaite retrouver, est représentée par la ligne
continue rouge.

Figure 4.13 – Comparaison des reconstructions de sources pour différentes
régularisations : Tikhonov seule, norme L1 seule et Tikhonov couplée à la norme L1 :
à l’itération 20 (a) et à l’itération 40 (b).
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Quelle que soit la régularisation effectuée, la source la plus proche de la surface est
bien reconstruite. En revanche, ce n’est pas le cas pour les deux sources les plus profondes.
Comme attendu, la reconstruction obtenue avec la régularisation de Tikhonov (Tk) est
lissée : les deux sources les plus profondes sont ”étalées” : la solution proposée forme une
courbe de type gaussienne. Le maximum d’intensité, sous estimé, ne correspond pas tou-
jours à la position de la source. De plus, la position de la source la plus profonde est mal
retrouvée. Il est important de noter que la méthode de Tikhonov n’étant pas itérative, la
reconstruction tracée sur les deux graphes (a) et (b) est la même : elle a juste été tracée
pour pouvoir la comparer aux autres solutions.

La reconstruction obtenue par régularisation L1 s’approche bien de la solution réelle :
à l’itération 20 comme à la 40, les positions de chaque source sont bien retrouvées. Comme
attendu, la régularisation de type L1 respecte bien les contrastes. En outre la différence
entre l’itération 20 et 40 est minime : seule l’intensité de la source la plus profonde est un
peu mieux retrouvée à l’itération 40. On peut donc définir un critère d’arrêt en étudiant
la norme ‖Ω(i) − Ω(i−1)‖2 et définir une tolérance minimale acceptée. Dans le cas étudié
ici, on pourrait prendre 10−2.

Enfin, cumuler la régularisation de Tikhonov avec celle de la norme L1 n’a pas d’intérêt
ici : elle n’améliore pas la reconstruction par rapport à la norme L1 seule, comme on
peut l’observer sur la figure 4.13. En effet, la reconstruction effectuée (représentée en vert
sur la figure) est quasiment la même que celle de la régularisation L1 seule : on peut
même observer qu’à chaque itération l’intensité retrouvée est sensiblement moins bonne,
particulièrement pour la source la plus profonde.

Application sur un cas 3D

Les résultats présentés dans cette partie sont issus de calculs effectués sur le problème
3D illustré par la figure 4.6 où les sources sont réparties sur un plan (π) perpendiculaire
à la surface de mesure. Dans cette étude, les paramètres sont choisis tels que : Foz = 0.1,
Foy = Fox = 0.01, nt = 300, ny = 12, nx = 10 et nz = 15 de manière à se placer dans
la zone optimale du critère de Fourier (cf. chapitre 3). Enfin, le niveau de bruit pour cet
exemple est pris tel que SNR = 100.

De la même manière que pour le cas 1D, une régularisation est nécessaire pour sta-
biliser l’inversion. Deux solutions sont calculées ici : la première avec régularisation de
Tikhonov et la seconde avec régularisation par norme L1. Le calcul en cumulant les deux
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régularisations n’a pas été effectué ici puisque, d’après les résultats obtenus sur le cas 1D,
cela n’apporte pas d’amélioration par rapport à la norme L1 seule. Comme explicité au
paragraphe précédent, les fonctions de régularisation sont liées à un paramètre qui permet
de les pondérer. La figure 4.14 donne les graphes de Picard obtenus sur cet exemple 3D
pour le cas théorique (température non bruitée) et le cas bruité.

Figure 4.14 – Graphe de Picard pour les températures théorique et bruitée sur l’exemple
3D étudié.

Contrairement au cas 1D, l’évolution du facteur théorique |UT
i θ2D,th|/si oscille forte-

ment. En effet, dans le cas 1D, il est quasiment constant (cf. figure 4.11 (a)). Cepen-
dant, ces oscillations s’effectuent autour d’une valeur moyenne constante. Pour les pre-
miers modes, l’évolution du facteur bruité |UT

i θ2D,mes|/si est strictement la même que
celui théorique En revanche, à partir d’un certain mode, il augmente exponentiellement,
moyennant les oscillations parasites. Ainsi, en faisant abstraction de ces oscillations, les
comportements des facteurs |UT

i θ2D,k|/si sont les même que pour le cas 1D. Le choix du
paramètre de régularisation s’effectue donc selon la même procédure que pour le cas 1D.
Ici, il est donc pris a αopt = s2

90. Le choix du nombre d’itérations pour la régularisation
par norme L1 s’effectue de la même manière que pour le cas 1D et est pris ici à 25.

La présence accrue des oscillations par rapport au cas 1D peut s’expliquer par le
fait que la température est mesurée sur toute la surface du matériau et non pas en un
point unique. Les variations de températures mesurées sont par conséquent beaucoup plus
importantes. La figure 4.15, qui donne le vecteur du champ de température normalisé de
surface θ2D,mes, permet de visualiser cet effet. Les données de température sont rangées en
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fonction du temps pour tous les pixels de la surface balayés selon la direction y puis selon
x, comme détaillé au chapitre 3.

Figure 4.15 – Vecteur θmes contenant le champ de température normalisé de surface,
spatial et temporel, où les données sont rangées en fonction du temps pour tous les pixels
balayés selon y puis selon x (cf. §3.1.2 du chapitre 3).

Les solutions obtenues avec chacune des régularisations sont illustrées sur la figure 4.16.
La répartition réelle des sources est donnée en (a), la solution obtenue avec régularisation
de Tikhonov est illustrée en (b) et celle avec norme L1 en (c). Tout d’abord, quelle que
soit la régularisation effectuée, la partie supérieure (les yeux du smiley) est bien recons-
truite. En revanche, la différence est nette pour les sources profondes : la bouche du smiley
est complètement floutée (intensités lissées) sur la solution obtenue avec régularisation de
Tikhonov tandis qu’elle est beaucoup plus distincte avec la régularisation par norme L1.

Ainsi, les méthodes de régularisation par Tikhonov et par norme L1 ont été testées
et comparées sur deux exemples : le premier 1D et le second 3D. Il est apparu que la
régularisation de Tikhonov n’est pas la plus adaptée. Comme elle pénalise tous les nœuds
(ou points sources) du vecteur Ω de la même manière, la régularisation a tendance à lisser
la solution. Or les solutions recherchées sont des sources de type Dirac, ce qui veut dire
qu’entre deux points voisins du vecteur Ω, il peut y avoir une forte et brutale variation
d’intensité. La régularisation par Tikhonov a tendance à lisser ce saut d’intensité. La
régularisation par norme L1 semble donc la méthode à privilégier pour reconstruire au
mieux les sources thermiques.
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Chapitre 4. Problème réel bruité : régularisation et probabilités

Figure 4.16 – Répartition réelle des sources sur le plan (π) (a). Reconstruction obtenue
après régularisation : de Tikhonov (b) et par norme L1 (c).

En conclusion, pour le problème de reconstruction de sources par méthode Dirac, le
traitement du bruit est indispensable. En effet, en raison du caractère très mal posé du
problème inverse, la moindre perturbation (apportée ici par le bruit de mesure) va me-
ner à une divergence de la solution. Dans ce chapitre, une solution a été proposée pour
remédier à ce problème : le traitement du bruit. La première étape est d’effectuer une
opération ”débruitage” en amont de l’inversion, par la méthode dite de S.V.D. du champ
de température, permettant de réduire le bruit spatial et temporel de la mesure. Comme
cette méthode ne permet pas de supprimer totalement le bruit, il est alors nécessaire
d’ajouter des termes de régularisation dans l’algorithme d’inversion. Ces termes vont avoir
pour effet de stabiliser le problème, ce qui est l’objectif recherché. Cependant, plus la
régularisation est forte, plus on s’écarte du problème initial. La régularisation doit donc
être choisie judicieusement de manière à stabiliser le problème tout en restant suffisam-
ment proche du problème initial. Ainsi, la régularisation peut être vue comme un artifice
mathématique qui permet de pénaliser ou favoriser certaines solutions, et entrâıne par
conséquent un biais au problème initial.

Une autre technique, basée sur une méthode probabiliste et moins sensible au bruit,
est alors proposée dans la suite de ce chapitre en vue de la reconstruction de sources
volumiques.
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4.3 Reconstruction de sources : méthode probabiliste

Le problème de reconstruction de sources, étudié ici, peut s’appréhender de deux
manières : soit il peut se résoudre par une approche dite classique, soit par une approche
dite probabiliste :

• L’approche classique consiste à déterminer une solution à partir des données connues,
issues par exemple des paramètres matériaux, de la physique ou autre. L’algorithme
d’inversion présenté précédemment (avec ou sans régularisation) se sert des données
de températures mesurées ainsi que des caractéristiques du matériau pour finale-
ment déterminer la géométrie et l’intensité des sources thermiques responsable de
l’échauffement.

• L’approche probabiliste consiste à estimer la géométrie et l’intensité des sources
thermiques à l’aide des lois de probabilité. Les méthodes probabilistes évaluent,
parmi le champ des possibilités, la probabilité que la solution ait telle géométrie
ou telle intensité, connaissant la température mesurée. La solution retenue est alors
celle qui possède la probabilité la plus haute.

La méthode probabiliste proposée dans cette partie repose sur l’approche bayésienne.

4.3.1 Approche bayésienne

L’inférence bayésienne est une méthode statistique qui permet de calculer les proba-
bilités de diverses causes hypothétiques à partir de données observées, ou connues. Elle
est directement issue du théorème de Bayes, un mathématicien britannique. À sa mort en
1761, Thomas Bayes laisse à Richard Price ses travaux, qui décide alors de publier l’article
[116] en 1763. L’énoncé de ce théorème s’écrit :

P (H |E) = P (E |H) · P (H)
P (E) (4.32)

Chaque paramètre de l’équation (4.32) est défini par :

• E : evidence, correspond aux données. Dans le cas du problème étudié, il s’agit de
la température mesurée.

• H : hypothesis, correspond à l’hypothèse qu’on cherche à estimer (ici position et
intensité de la source).

• P (E) : model evidence, est un facteur qui est le même pour toutes les hypothèses H
testées.
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• P (H) : prior, est la probabilité de l’hypothèse H avant d’avoir la donnée E, c’est
à dire qu’on ne suppose aucune donnée connue.

• P (E |H) : likelihood, est la probabilité d’observer les données E connaissant l’hy-
pothèse H.

• P (H |E) : posterior, est la probabilité de l’hypothèse H connaissant la donnée E.
C’est la probabilité que l’on cherche à connâıtre.

Pour pouvoir déterminer la probabilité recherchée, P (H |E), il est donc nécessaire de
calculer la prior et la likelihood pour chaque hypothèse testée. Les méthodes pour calculer
chacune de ces entités sont détaillées dans [82, 95, 115].

La likelihood permet d’indiquer la compatibilité entre la répartition de sources testée
et la mesure observée. De son côté, la prior peut s’interpréter comme une connaissance
partielle, ou a priori, de la cause. Dans le cas de la reconstruction de sources, elle va
traduire l’équiprobabilité des positions recherchées : toutes les positions ont autant de
chances de contenir une source. Ce type de prior est qualifié de noninformative. L’étude
et l’interprétation de ce genre de prior dans l’approche bayésienne est détaillé par [160].

Pour rappel, l’objectif du problème de reconstruction de sources consiste à déterminer
l’inconnue Ω à partir de l’équation suivante :

I Ω + ε = θmes (4.33)

où ε correspond au bruit de mesure dont on suppose connue la densité de probabilité (et
en particulier sa covariance Γ). D’après [95], la posterior peut alors s’écrire :

P (Ω | θmes) ∝ χ(Ω) exp
(
− 1

2Γ2‖θmes − I Ω‖2
2

)
(4.34)

où χ correspond à la fonction caractéristique définie sur le domaine Ω. Afin de visualiser le
fonctionnement de l’approche bayésienne, un cas simple est détaillé par l’exemple suivant.

Exemple : approche de Bayes sur le cas d’une source ponctuelle

Prenons le cas d’une source ponctuelle positionnée à une profondeur z0 d’un matériau
1D comme illustrée sur la figure 4.17. La température résultante, mesurée à la surface,
est ensuite bruitée afin d’étudier la robustesse de la méthode pour différent niveaux de
bruit. Comme explicité dans le chapitre 3, θmes est un vecteur de taille m (nombre de pas
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de temps), I une matrice de taille m par n (nombre de sources à reconstruire). À titre
indicatif, dans l’exemple proposé ici, m = 100 et n = 25.

Figure 4.17 – Schéma de l’exemple étudié pour l’approche bayésienne.

Hypothèse importante : dans cet exemple, on suppose connus :

– L’intensité de la source : I = 1

– Le nombre de point source : 1.

Dans ce cas, la seule inconnue recherchée est donc la position de la source. Cette hy-
pothèse est très réductrice et rarement (sinon jamais) vérifiée en pratique. Cependant,
elle a été volontairement choisie pour expliciter de manière simple le fonctionnement de la
méthode probabiliste utilisée. Les cas réels avec des sources multiples, étendues ou d’in-
tensités différentes seront traités par la suite.

La stratégie proposée repose sur un itération temporelle. Les étapes de l’algorithme
sont les suivantes :

→ Initialiser PΩ à 1 (vecteur de taille n rempli de 1)

→ Pour chaque pas de temps i allant de 1 à m

→ Poser Ti = θmes(i)

→ Pour chaque position j allant de 1 à n

→ Calculer toutes les likelihood définies par :

Lk(i, j) = exp
(
− 1

2Γ2 ‖Ti − I (i, j )‖22
)

(4.35)
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→ Définir toutes les prior par :

Pr(i, j) = 1 (4.36)

→ Une fois toutes les likelihood et prior définies,

calculer les posterior :

Ppost(i, j) = Pr(i, j) · Lk(i, j) (4.37)

→ Calculer la répartition de probabilité pour le vecteur Ω :

PΩ(j) = PΩ(j) · Ppost(i, j) (4.38)

→ Fin

→ Fin

Figure 4.18 – Profils des températures théoriques mesurées à la surface pour chaque
position de source ayant la même intensité.

Chaque coefficient j du vecteur PΩ correspond à la probabilité qu’il y ait une source
thermique à la position j du vecteur Ω. Au départ, toutes les positions sont potentielle-
ment des sources, d’où l’initialisation à 1 à la fois de PΩ, mais aussi de toutes les prior
définies par l’équation (4.36). À chaque pas de temps, le rôle de la likelihood est de se de-
mander : ”s’il y a une source à la position j, est ce que c’est cohérent avec la température
mesurée ?”. Si la réponse est positive, de par la définition donnée par l’équation (4.35)
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avec l’intervention de l’exponentielle, la likelihood va prendre une valeur proche de 1, et
dans le cas contraire, elle sera proche de 0.

Pour chaque pas de temps, la méthode renvoie une solution PΩ qui correspond à la
répartition probable des sources sur le domaine étudié. Aux temps courts, elle va donc
permettre de retrouver les sources les plus proches de la surface, tandis que les sources
les plus profondes seront repérées aux temps longs. Cela est mis en évidence sur la figure
4.18 où le profil des températures obtenues pour chaque position de source est représenté
en fonction du nombre d’itérations (toutes les données ont été normalisées de telle sorte à
étudier les variations de températures entre 0 et 1). On observe qu’à l’itération i = 1, seules
les températures des quatre sources les plus proches de la surface sont différentiables. Plus
le temps augmente, plus les températures des sources les plus profondes augmentent et
se différencient les unes des autres, tandis que les températures des sources proches de la
surface se confondent.

Puisque, d’après l’équation (4.38), il prend en compte la répartition de sources obtenues
au temps précédent, le résultat obtenu à la fin de l’algorithme PΩ donne la répartition de
sources qui approche au mieux le champ de température mesuré θmes dans sa totalité. Afin
de comprendre le rôle des paramètres de l’algorithme par approche bayésienne, la figure
4.19 trace, à chaque pas de temps i, en (a) la likelihood, et en (b) la probabilité cumulée
PΩ obtenues pour l’exemple étudié, avec un SNR de 100.

Figure 4.19 – Répartition de probabilité obtenue à chaque pas de temps : illustration des
likelihoods (a) et des probabilités cumulées PΩ (b) obtenues sur l’exemple.
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On remarque que pour les premières itérations, toutes les sources les plus profondes
sont encore probables : les likelihood valent 1 pour ces positions, tout comme la probabilité
cumulée PΩ. Ce résultat est cohérent avec la figure 4.18. En effet, les premières itérations
correspondent aux temps courts, où les températures des sources les plus profondes ne
sont pas dissociables. En revanche, les likelihood des sources les plus proches de la sur-
face sont nulles : la probabilité qu’il y ait une source à ces positions est nulle. Plus le
temps augmente, plus il est possible de différencier les sources profondes. Enfin, à partir
de l’itération 40, il n’y a plus que la source réelle qui a une probabilité de 1.

La figure 4.20 trace les résultats obtenus à l’issu de l’algorithme pour trois niveaux de
bruit : SNR = 10 (a), SNR = 50 (b) et SNR = 100 (c).

Figure 4.20 – Probabilité de la répartition de sources retrouvée par méthode bayésienne,
pour SNR = 10 (a) et SNR = 50 (b) et SNR = 100 (c) sur le champ de température.

Quel que soit le niveau de bruit, la position de la source est parfaitement retrouvée.
Là où il n’y a pas de sources, la probabilité retrouvée est de zéro, tandis que là où se
trouve la source, la probabilité est beaucoup plus élevée. Pour un SNR égal à 50 ou 100,
les probabilités que la source soit à la position z0 recherchée valent respectivement 0.95 et
0.99, ce qui est tout à fait acceptable. Si le niveau de bruit est très important, SNR = 10,
la probabilité retrouvée est beaucoup plus faible (0.30). La fiabilité du résultat semble plus
contestable. Cependant, comme les probabilités des autres positions sont à zéro, dont les
voisines, la position de la source est trouvée de manière indéniable. La faible valeur de
probabilité provient du fort niveau de bruit.

Hypothèse allégée : Supposons maintenant que l’intensité de la source soit inconnue.
On recherche donc conjointement la position et l’intensité d’une source ponctuelle.
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Dans ce cas, un paramètre lié à l’intensité est ajouté à l’algorithme précédent. Ce pa-
ramètre peut être enregistré sous forme d’un vecteur qui échantillonne de manière linéaire
les intensités possibles (par exemple de 0.1 à 1.) À chaque pas de temps, les likelihood
et posterior ne sont plus des vecteurs mais des matrices. La figure 4.21 donne le résultat
obtenu pour le cas d’une source positionnée en z0 = 0.8 avec une intensité de 0.5 pour un
SNR de 50.

Figure 4.21 – Reconstruction de la position et de l’intensité d’une source ponctuelle :
source réelle (a) et répartition de la probabilité obtenue (b).

On observe que la position de la source ainsi que son intensité sont parfaitement re-
trouvées. La probabilité qu’elle soit en position 0.8 avec une intensité de 0.5 est de 0.8.
Toutes les autres combinaisons ont une probabilité quasi-nulle. Ainsi, la méthode proba-
biliste permet de retrouver la position et l’intensité d’une source à partir d’un profil de
température, même si cette mesure est fortement bruitée.

Il est intéressant de noter que l’approche bayésienne utilisée ici n’est pas une inversion
au sens strict. Cette méthode consiste simplement à comparer la température mesurée avec
les températures théoriques, répertoriées dans la matrice I, de chaque position de source
possible. À l’issu de ces comparaisons, la solution retenue est celle qui va correspondre le
mieux aux données observées.
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4.3.2 Étude et généralisation de la méthode 1D

Dans la partie précédente, une méthode par approche bayésienne pour reconstruire
les sources thermiques a été présentée, puis testée sur un cas trivial. Dans cette section,
une évaluation des performances de cette méthode probabiliste est réalisée en fonction
du bruit et des données d’entrée. Ensuite, la méthode va être développée afin de pouvoir
reconstruire un profil de sources quelconques.

Étude de sensibilité

L’algorithme par approche bayésienne est exécuté de telle sorte que les sources les
plus profondes sont estimées aux temps longs. La durée de l’expérimentation, ou tout du
moins l’intervalle de temps pris en compte, est donc un paramètre de première impor-
tance. En effet, il faut que toutes les températures répertoriées dans la matrice I puissent
être différentiables. En d’autres termes, l’intervalle de temps retenu doit être suffisamment
grand pour que la température de la source la plus profonde (en supposant qu’il y ait une
source) arrive à la surface. Mais en contrepartie, aux temps longs, toutes les températures
convergent vers la même valeur (cf. figure 4.18). Toutes les températures sont alors in-
différenciées, rendant toutes les positions de sources équiprobables. Ces données sont donc
inutiles pour l’algorithme par approche bayésienne. Notons topt le temps optimal de la
mesure. Il est défini tel que :

topt = L2

2az
(4.39)

Il s’agit du temps caractéristique au bout duquel la température de la source la plus
profonde est mesurable par la caméra IR.

Le nombre de pas de temps, autrement dit le nombre de mesures de température, est
aussi un paramètre important. En effet, d’après la formule (4.39) le temps caractéristique
permettant de dissocier les sources dépend du carré de leur distance. Les positions décelables
par l’étude de la température de surface sont tracées en fonction du temps sur la figure
4.22, en échelle normalisée. Les sources les plus proches de la surface sont rapidement
décelables. De plus, comme l’illustre la figure 4.18, leur profils de températures sont très
différents, ce qui permet de les identifier en peu de temps. En revanche, plus les sources
sont profondes, plus il faut attendre pour les déceler. En outre, leur profils de température
sont peu différentiables. Un nombre important de pas de temps est donc nécessaire pour
les repérer. Ainsi, le nombre de pas de temps, c’est-à-dire la fréquence d’acquisition de la
caméra IR, doit être choisi suffisamment élevé pour pouvoir repérer toutes les sources.
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Figure 4.22 – Position des sources décelables par étude du champ de température de
surface en fonction du temps.

Enfin, une étude en fonction du bruit a été effectuée. Les solutions obtenues précédemment
et illustrées sur la figure 4.20 ont permis d’observer que plus le SNR est élevé, plus la fiabi-
lité de la solution est importante (probabilité avoisinant la valeur 1). La figure 4.23 donne
l’erreur commise entre la répartition de probabilité obtenue et celle théorique (a), et la
valeur de la probabilité obtenue à la position z0 (b) pour des SNR variant de 10 à 105.
La focalisation sur le point z0 n’est pas anodine puisque nous avons vu que les autres
positions sont parfaitement estimées (probabilité ≈ 0) et qu’elle semble être la position la
plus critique à évaluer.

Figure 4.23 – Norme de l’erreur commise entre la reconstruction et la théorie (a) et
valeur de la probabilité obtenue en z0 (b) en fonction du niveau de bruit.
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Ces deux graphes sont fortement liés, puisque s’il y a une erreur entre l’estimation et
la solution réelle, cette erreur aura lieu en majorité au point z0. D’après les résultats ob-
servables, l’erreur diminue exponentiellement entre SNR = 10 et SNR = 1000. À partir de
SNR = 1000, l’erreur est faible et constante quel que soit le niveau de bruit. La probabilité
observée au point z0 suit la même tendance : pour SNR = 10, la probabilité est faible,
mais elle augmente exponentiellement jusqu’à SNR = 1000 (échelle logarithmique). Pour
tous les niveaux de bruits inférieurs (correspondant aux SNR supérieurs), la probabilité
est maximale (valeur = 1). On peut cependant considérer que dès SNR = 100, l’erreur
obtenue est suffisamment faible pour pouvoir retrouver la source de manière adéquate.

Concrètement, cela veut dire que la méthode par approche bayésienne est hautement
fiable, et peu sensible au bruit. Le niveau de bruit obtenu expérimentalement est rarement
inférieur à SNR = 50, et dans l’hypothèse où ce serait le cas, il est toujours possible de
traiter les données en amont de la reconstruction pour les débruiter au maximum, comme
explicité au début de ce chapitre.

Généralisation 1D multi-sources de même intensité

Dans le cas réel, l’hypothèse importante d’unicité considérée précédemment est
rarement vérifiée. De plus, si on sait par avance qu’il n’existe qu’une seule source, peu
importe son intensité, l’approche bayésienne serait peu justifiée, car il existe des méthodes
plus simples et plus directes pour la caractériser, comme la méthode proposée à la fin du
chapitre 3.

Soit n le nombre de sources potentielles. Supposons pour l’instant que toutes les inten-
sités sont identiques (normalisées à 1 pour simplifier). Le nombre de solutions possibles
NΩ est alors déterminé par la somme des coefficients binomiaux :

NΩ =
n∑
k=0

n
k

 = 2n (4.40)

Si on suit la même logique que pour l’exemple précédent, il faudrait, à chaque pas de
temps, comparer la température avec les 2n possibilités de sources. Pour n = 25, on a :

225 = 33 554 432 ≈ 107 (4.41)

ce qui, rien que pour l’exemple présenté avec 100 pas de temps, mènerait à plus d’un
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milliard de likelihood à effectuer. Même en optimisant l’algorithme, le nombre de calculs
est phénoménal. Cette méthode est donc évidemment à proscrire.

Pour ce type de problème, les méthodes de Monte-Carlo par Châınes de Markov
(MCMC) sont fréquemment utilisées [95, 161]. Historiquement, elles sont apparues au
milieu du XIXe siècle pour la physique statistique et se sont rapidement développées grâce
aux progrès de l’informatique [162–164]. Ces méthodes stochastiques permettent de simu-
ler une distribution à l’aide d’une châıne de Markov. De manière simplifiée, le problème est
le suivant : comme mentionné précédemment, le nombre de possibilités est faramineux.
Il ne faut donc pas toutes les tester. Au départ, une répartition de source aléatoire est
proposée. Parmi les répartitions ”voisines” de cette dernière, la solution retenue sera celle
qui sera la plus probable. De proches en proches, la méthode va converger vers la solution
qui correspond le mieux aux données. Les méthodes MCMC peuvent cependant être assez
lourdes, le nombre de cas testés reste toujours important.

La méthode présentée par la suite propose de s’affranchir des méthodes MCMC en se
servant du caractère cumulatif des champs de température. Si T1 et T2 sont respectivement
la température résultante des source S1 et S2, alors la température résultante de S1 + S2

est T = T1 +T2. Comme explicité précédemment, les sources les plus proches de la surfaces
sont repérées aux temps courts, les plus profondes aux temps longs.

Le principe est alors le suivant : au cours du temps, dès que la position d’une source
est repérée, on soustrait sa contribution (théorique) au champ de température mesuré, et
l’algorithme continue avec ces nouvelles données, et ainsi de suite jusqu’à ce que l’intervalle
de temps soit écoulé. L’algorithme présenté précédemment peut alors se généraliser selon
le schéma suivant :

→ Initialiser PΩ à 1

→ Pour chaque pas de temps i allant de 1 à m

→ Calculer le nombre de sources décelables Nd à ce pas de temps.

→ Si une source a été trouvée à i−1, noter d sa position et recalculer le

nouveau champ de température :

θmes = θmes − I (·, d ) (4.42)

→ Poser Ti = θmes(i).

→ Pour j allant de d+1 à Nd calculer toutes les likelihood avec la nouvelle
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valeur Ti :

Lk(i, j) = exp
(
− 1

2Γ2 ‖Ti − I (i, j )‖22
)

(4.43)

→ Calculer la répartition de probabilité pour le vecteur PΩ

→ Fin

→ Fin

L’algorithme retrouve les sources les unes après les autres en partant de la surface.
Ainsi, si au temps i il trouve une source à la position d, cela veut dire qu’il n’y a pas
de sources entre la position 1 et d − 1 (s’il y en avait, elles auraient été retrouvées et
”supprimées” aux temps précédent). Ainsi, pour les temps suivants, dans le seul but d’op-
timiser le temps de calcul de l’algorithme, il suffit de chercher des sources à partir de la
position d+ 1 pour les itérations suivantes. De la même manière, on sait que le nombre de
sources décelables augmente en fonction du temps (cf. figure 4.22). Il n’est donc pas utile
de chercher toutes les sources à chaque pas de temps, mais uniquement jusqu’à la source
la plus profonde décelable Nd.

Une source ponctuelle est localisée lorsque sa probabilité est forte et que celle de cha-
cune de ses voisines est faible, voire nulle (formation d’un ”pic” : cf. figure 4.20). Une
méthode pour la repérer est donc d’étudier la dérivée de la répartition PΩ à chaque pas
de temps : le pic va se traduire par un changement de signe dans cette dernière.

À chaque fois que l’algorithme détecte une source, il supprime sa contribution théorique
du champ de température mesuré pour pouvoir détecter de potentielles sources plus pro-
fondes. Par conséquent, le bruit de mesure associé à cette source subsiste. Ce biais n’est
cependant pas gênant puisque la méthode est robuste au bruit.

La figure 4.24 illustre les résultats obtenus avec cet algorithme sur un exemple 1D
contenant plusieurs sources. Le SNR du champ de température est pris à 50. On peut ob-
server en (a) que les positions des sources sont toutes retrouvées, et que leurs probabilités
varient entre 0.87 et 0.98, garantissant la fiabilité du résultat. Sur le graphe de droite (b)
sont tracés les profils de température avant et après la reconstruction. En effet, dès qu’une
source est détectée, l’algorithme soustrait sa contribution au profil de température mesuré.
À la fin de l’algorithme, si toutes les sources ont bien été retrouvées, il ne doit subsister
que le bruit de mesure. C’est bien ce qui est observé sur cet exemple. Une méthode pour
vérifier la pertinence du résultat est donc d’étudier ce résidu : s’il est de l’ordre de grandeur
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du bruit, alors, la solution est cohérente. Sinon, cela veut dire qu’une ou plusieurs sources
ont été mal reconstruites.

Figure 4.24 – Application de la méthode par approche bayésienne sur un exemple multi-
sources 1D : comparaison de la répartition obtenue avec le cas réel (a) et profil des champs
de température (bruités et théoriques) ainsi que du résidu de température obtenu à la fin
de l’algorithme (b).

En conclusion, une méthode utilisant l’approche bayésienne a été présentée dans ce
paragraphe pour la reconstruction de sources thermiques. Cette méthode, développée ici
sur le problème 1D, est très peu sensible au bruit de mesure et reconstruit les sources
thermiques à l’aide des probabilités. Elle utilise le caractère cumulatif (principe de su-
perposition) des champs de température pour retrouver des sources étendues (ou situées
les unes au dessous des autres), permettant ainsi de s’affranchir des méthodes MCMC,
classiquement utilisées en inférence bayésienne. Le programme qui reconstruit les sources
est par conséquent très rapide à exécuter.

4.4 Généralisation et perspectives

Dans ce paragraphe, des exemples et quelques perspectives sont proposés pour la
généralisation de cette approche au problème 3D. Cette méthode est en effet en cours de
résolution et n’est pas encore finalisée. Une comparaison des deux méthodes présentées
dans ce chapitre (déterministe et probabiliste) est ensuite effectuée afin de souligner les
avantages et inconvénients respectifs de chacune d’entre elles. Une discussion sur les pers-
pectives envisagées pour la reconstruction de sources volumiques clôture cette partie.
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4.4.1 Généralisation 3D de la méthode probabiliste

On cherche à généraliser la méthode probabiliste pour reconstruire des sources 3D
(étendues selon les trois directions spatiales x, y et z). On suppose pour l’instant que
leurs intensités sont identiques. Dans le matériau 3D, chaque source thermique diffuse
dans toutes les directions. Cependant, à la surface, la température résultante est d’abord
perçue au droit de la source. Puisque l’algorithme par approche bayésienne reconstruit les
sources niveau par niveau, et supprime immédiatement la contribution d’une source dès
qu’elle est estimée, l’idée est de décomposer le problème 3D en un ensemble de problèmes
1D traités simultanément.

En chaque point de la surface du matériau (correspondant à un pixel de la caméra
IR), une température en fonction du temps peut être mesurée. À chaque pas de temps,
l’algorithme de Bayes 3D va considérer simultanément chacun des points de surface et
”sonder” le matériau en les supposant indépendants. Toutes les sources situées à un même
niveau vont arriver au même temps à la surface et donc être estimées au même moment.
La seule nuance ici est qu’en chaque pixel, le modèle utilisé dans la likelihood est la réponse
thermique 3D, où les positions x′ et y′ de la source sont supposées connues (position du
pixel étudié). De plus, une fois une source estimée, il faut supprimer sa contribution sur
l’ensemble de la surface, et non pas uniquement au droit de la source.

Un exemple, illustré par la figure 4.25, est traité ici pour montrer les premiers résultats
obtenus par cette méthode. Dans cette étude, les sources thermiques sont disposées sur un
plan (π) perpendiculaire à la surface de mesure. Les sources ont toutes la même intensité,
normalisée à 1, que l’on suppose connue. Seules les positions des sources sont recherchées
dans cette exemple.

Figure 4.25 – Profil des sources réparties dans un plan vertical à la surface de mesure.

Le matériau est considéré ici isotrope, d’épaisseur 1 cm. Les nombres de Fourier sont
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pris tels que Fox = Foy = 10−1. Le niveau de bruit sur ce cas numérique est défini par
SNR = 100. Sur ce cas d’école, en chacun des 10 pixels de la surface, 20 sources en pro-
fondeur sont recherchées.

La figure 4.26 illustre les résultats obtenus sur un exemple de sources réparties sur un
plan perpendiculaire à la surface de mesure (suivant le même principe que sur la figure
4.6). En (a) se trouve la répartition de sources réelle, et en (b) l’estimation retrouvée par
l’algorithme bayésien.

Figure 4.26 – Répartition réelle des sources (a). Estimations des positions des sources
données par méthode probabiliste (b).

Le temps d’exécution de l’algorithme pour cet exemple a été de 0.02 s sur l’ordina-
teur Mac16 dont les informations systèmes sont données en annexe D (contre 0.37 s pour
le même exemple avec la méthode classique). On peut observer que les sources les plus
proches de la surface sont parfaitement reconstruites. En revanche, pour les sources plus
profondes, la position retrouvée est légèrement mésestimée comme elles sont reconstruites
plus proche de la surface qu’elles ne le sont. Le fait que les deux sources les plus profondes
ne sont pas retrouvées à la même profondeur sur le graphe (b) (alors que le problème est
symétrique) est due à la présence de bruit.

Concernant le cas plus général où les sources ne sont pas forcément de même intensité,
l’idée est pour l’instant de travailler comme pour le problème 1D, c’est à dire de chercher
l’intensité et la position en même temps. Chaque likelihood est alors une matrice en deux
dimensions (une dimension pour la position, l’autre pour l’intensité).
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4.4.2 Points forts et limitations de chaque méthode

Comme explicité précédemment, le problème de reconstruction de sources thermiques
peut s’aborder soit de manière déterministe via l’approche classique, soit de manière pro-
babiliste via l’approche bayésienne. Le principe et quelques exemples de chacune de ces
méthodes ont été présentés dans les paragraphes §4.2 et §4.3. Dans cette partie, ces deux
méthodes sont comparées et leurs avantages et inconvénients respectifs soulignés.

La première différence entre ces deux algorithmes réside dans le temps d’exécution du
programme. La mise en place de chaque méthode est identique (définition du problème
direct et donc du modèle). La différence commence au moment de l’inversion. Pour la
méthode déterministe, le calcul de la S.V.D. de la matrice I est une des étapes qui condi-
tionne le temps d’exécution du programme. La complexité de la S.V.D. est enO(nt(nynx)2nz).
À ce temps de calcul s’ajoute le temps d’exécution de la régularisation. La complexité de
l’algorithme bayésien, quant à lui, est en O(ntnz). Pour un problème 1D, il n’y a pas de
différence : le calcul est quasiment instantané. En revanche, la méthode bayésienne sera
beaucoup plus rapide que la méthode classique pour les problèmes 3D.

Au niveau de la justesse de la reconstruction, la figure 4.27 illustre les résultats obtenus
sur différents exemples et souligne les limites de chacune des méthodes. Toutes les sources
sont de même intensité sur ces exemples. Le niveau de bruit est défini par SNR = 100.

Pour des cas simples (source unique étendue, ou plusieurs sources distinctes comme
en figure 4.13), la méthode classique reconstruit la position des sources sans erreur. En
revanche, les intensités ne seront pas correctement estimées ((a) et (c)). De plus, pour des
cas complexes (plusieurs sources rapprochées et en particulier si la source la plus proche
de la surface est importante comparées aux plus profondes), les sources les plus profondes
seront mal retrouvées (cf. figure (e)). Cette erreur est due au terme de régularisation.
Comme explicité au paragraphe §4.2, ce terme était nécessaire pour stabiliser l’inversion.
Cependant, il ajoute un biais au problème initial : le problème résolu ne correspond plus
au problème initial.

L’approche probabiliste n’est pas confrontée aux mêmes limites. En premier lieu, elle
est peu sensible au bruit, comme explicité à la partie §4.3, et ne nécessite aucun terme de
régularisation. Des sources étendues proches de la surface sont parfaitement reconstruites
(b). Le cas complexe d’une source étendue et de sources ponctuelles mais profondes ne
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présente pas de difficultés. Puisque la méthode retrouve les sources ”point par point” et
supprime leur contribution au cours de l’algorithme, la reconstruction est parfaite (f).
En revanche, la principale difficulté rencontrée par la méthode probabiliste réside dans la
recherche de sources étendues et profondes. En effet, comme illustré en (d), la méthode
bayésienne a tendance à trouver une première source plus proche de la surface qu’elle ne
l’est en réalité, entrâınant par la suite de nouvelles erreurs. Ces erreurs sont accentuées
lorsque l’intensité des sources sont différentes et que le programme cherche ces dernières
en parallèle des positions.

Figure 4.27 – Reconstruction d’une source étendue proche de la surface par approche
classique (a) et par approche bayésienne (b). Reconstruction d’une source étendue pro-
fonde par approche classique (c) et bayésienne (d). Reconstruction de plusieurs sources
par approche classique (e) et bayésienne (f).

En effet, si deux sources proches sont d’intensités différentes, l’algorithme par approche
bayésienne va avoir tendance à reconstruire une unique source d’intensité la moyenne des
deux sources. Cette erreur vient du fait que l’algorithme favorise la reconstruction de
point-sources de par sa construction. Pour plus de clarté, les principaux résultats sont
résumés dans le tableau 4.1.
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Déterministe Probabiliste

Complexité O
(
nt(nynx)2nz

)
O(ntnz)

Sensibilité au
bruit

Très forte (régularisation
nécessaire) Faible

Reconstruction

Sources profondes non
reconstruites si présence de

sources étendues proches de la
surface

Sources profondes étendues
mésestimées

Intensité des
sources Mésestimées Mésestimées si différentes entre

les sources

Tableau 4.1 – Comparaison entre les méthodes de reconstruction de sources thermiques
par approche déterministe et par approche probabiliste.

En conclusion, la méthode déterministe est aujourd’hui fonctionnelle à condition que
le profil des sources ne soit pas trop complexe. Elle permet de retrouver la géométrie et
la position des sources étendues. Cependant, son temps d’exécution est très important en
comparaison à la méthode probabiliste. Enfin, sa forte dépendance au bruit rend nécessaire
l’ajout de termes de régularisation, qui apporte forcément un biais à la solution recherchée.

Concernant la méthode probabiliste, sa faible sensibilité au bruit couplée à son rapide
temps d’exécution la rend attractive. Elle possède aujourd’hui plusieurs limitations : des
erreurs de reconstructions peuvent en effet avoir lieu lorsque les sources sont profondes et
étendues, ou que les intensités des sources sont différentes.

4.4.3 Perspectives pour la reconstruction de sources volumiques

Dans le paragraphe précédent, la mise en avant des avantages et inconvénients de
chacune des deux méthodes a montré que la méthode probabiliste était prometteuse.
Cependant, ses limitations sont aujourd’hui bien réelles et elle nécessite d’être développée
de manière à pouvoir l’utiliser sur des problèmes 3D quelconques.

Couplage des méthodes déterministe et probabiliste ?

Une première possibilité serait de coupler les deux méthodes pour reconstruire au mieux
les sources volumiques. L’un des inconvénients de la méthode déterministe est son temps
de calcul. Plus le domaine étudié est grand, plus le nombre d’inconnues à retrouver est
élevé. Or le temps de calcul de la méthode déterministe augmente de manière quadratique
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avec le nombre d’inconnues (du moins selon les directions x et y). La méthode probabiliste,
quant à elle, est rapide à calculer, mais peut surestimer la position et ou l’intensité d’une
source.

Une première méthode envisagée est de coupler les deux méthodes : une première
estimation est calculée par méthode probabiliste sur l’ensemble du domaine. Cette solution
permet de cibler la zone où se trouve les sources. La méthode déterministe est alors utilisée
sur cette zone restreinte, ce qui permet de réduire son temps de calcul. À l’issue de ce
calcul, une répartition de source est proposée. Il est alors possible de vérifier la validité
du résultat obtenu à l’aide de la méthode probabiliste en calculant la probabilité de cette
solution connaissant le champ de température de surface.

Développement de l’approche probabiliste

Comme mentionné précédemment, les sources profondes et étendues sont mal recons-
truites par l’approche probabiliste. Ce résultat vient du fait que les profils des températures
des sources profondes sont peu différentiables. Cependant, en étudiant le résidu de la
température obtenu après l’algorithme, l’erreur est repérable.

Figure 4.28 – Températures théorique et mesurée ainsi que le résidu après l’algorithme
bayésien pour la reconstruction d’une source profonde étendue (cf. figure 4.27 (d)).

La figure 4.28 donne les températures théorique et mesurée ainsi que le résidu après
l’application de l’algorithme bayésien pour la reconstruction de l’exemple présenté par la
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figure 4.27 (d). On remarque que le résidu ne se comporte pas comme du bruit blanc : il
oscille en passant par les négatifs autour de t = 0.4 puis augmente jusqu’à t = 1. Le résidu
négatif signifie qu’une source a été ”surévaluée” : soit avec une intensité plus forte, soit à
une position plus proche de la surface (ou les deux).

Comme, à chaque pas de temps, les positions des sources décelables sont connues, il est
possible de déterminer la source erronée (i.e. la source que l’algorithme avait trouvé mais
qui n’est pas correctement reconstruite). L’algorithme bayésien peut donc être à nouveau
relancé avec cette nouvelle information de manière à ce qu’il corrige son erreur.
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Conclusion

Le bruit de mesure est une difficulté importante pour la reconstruction des sources ther-
miques. Une étude paramétrique en fonction du bruit a montré que la méthode présentée
dans le chapitre 3 est inexploitable du fait de sa sensibilité à la moindre perturbation. En
effet, plus le niveau de bruit est important, plus les modes les plus faibles de la S.V.D.
sont dominés par le bruit, faisant diverger la solution. Il existe un lien direct entre le SNR,
le nombre de Fourier et le nombre de modes indépendants du bruit.

Traiter le bruit en effectuant une S.V.D. du champ de température est une méthode effi-
cace pour filtrer le bruit mais n’est pas suffisante pour stabiliser l’inversion. Il est nécessaire
d’ajouter des termes de régularisation pour pouvoir exploiter l’algorithme d’inversion et
retrouver correctement les sources thermiques.

Une autre solution consiste à ne plus appréhender le problème de manière déterministe,
comme dans l’algorithme d’inversion, mais de l’approcher de manière probabiliste en se
servant de l’inférence bayésienne. Contrairement à l’algorithme d’inversion, cette méthode
est extrêmement peu sensible au bruit de mesure et est prometteuse pour retrouver avec
justesse les profils des sources thermiques présentes au sein d’un matériau.
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Introduction

Le chapitre 4 a permis de présenter deux méthodes pour la reconstruction de sources
thermiques volumiques au sein d’un matériau à partir du champ de température bruité
mesuré à la surface. Ces deux méthodes, la première déterministe, la seconde probabiliste,
ont été étudiées et comparées sur des données simulées, calculées à partir de la solution
analytique d’un problème purement thermique. Le modèle utilisé pour reconstruire les
sources était donc le même que celui du problème direct et loin des systèmes de conversion
d’énergies. Dans ce chapitre, afin de vérifier la validité des résultats présentés dans les
chapitres précédents, ces deux méthodes sont utilisées sur des données qui ne sont pas
obtenues avec le modèle analytique, et qui sont en adéquation avec les problèmes multi-
physiques liés au systèmes de conversion d’énergie.

Ici, parmi le grand nombre de systèmes de conversion d’énergie nous avons choisi
l’acoustique et l’effet Joule. En effet, la première partie de ce chapitre consiste à utili-
ser des données numériques calculées à l’aide du logiciel de simulation par éléments finis
COMSOL Multiphysics. L’exemple traité est celui de sources thermiques générées par la
propagation d’ondes ultrasonores dans un milieu viscoélastique. La deuxième partie utilise
des données expérimentales, où les sources thermiques sont générées par effet Joule.

Chacun des résultats présentés dans les chapitres précédents seront étudiés. En par-
ticulier, la validité du critère dépendant du nombre de Fourier, l’efficacité de la méthode
de ”débruitage” du champ de température de surface à l’aide d’une S.V.D. ainsi que les
avantages respectifs de chacune des méthodes seront examinés.
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5.1 Présentation du problème

L’objectif des deux méthodes présentées dans le chapitre 4 consiste à reconstruire
des sources thermiques volumiques enfouies dans un matériau à partir du champ de
température de surface. Pour ce faire, chacune de ces méthodes utilise un modèle basé
sur la solution analytique de la réponse thermique impulsionnelle d’une source ponctuelle.

Dans ce chapitre, les données d’entrées du problème inverse, à savoir les champs de
température de surface, sont obtenues par d’autres moyens que par le modèle analytique
du problème inverse. Deux exemples sont en effet traités : le premier numérique à l’aide
d’un logiciel de calcul par éléments finis, le second expérimental. Le bruit de mesure, les
erreurs dues aux capteurs, les artefacts numériques et toutes les causes d’erreurs explicitées
au chapitre 2 sont des facteurs qui entrâınent un biais par rapport au modèle de base de
la méthode employée pour reconstruire les sources.

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer les deux méthodes et de vérifier la validité
des résultats présentés dans les chapitres précédents afin de montrer que le modèle utilisé
reste valable malgré ces différences.

La méthode par approche déterministe va utiliser les régularisations de Tikhonov et/ou
par norme L1, nécessaires en raison de la différence de modèles. La méthode probabiliste
par approche bayésienne, étant encore en phase de développement pour retrouver conjoin-
tement les positions et les intensités des sources en 2D et 3D, est utilisée en supposant
toutes les sources de même intensité.
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5.2 Application numérique

L’exemple traité dans cette partie est celui de sources thermiques induites par la pro-
pagation d’ondes ultrasonores dans un milieu viscoélastique. Les champs de température
sont calculés à l’aide du logiciel de calcul par éléments finis COMSOL Multiphysics.

5.2.1 Mise en place du problème thermique

La méthodologie et la mise en place du problème de sonothermographie menant aux
champs de température sont détaillées par T. Kouadio et al. [62] et B. Hosten et al. [63]
et ne seront par conséquent pas répétées ici. De manière succincte, l’étude se fait en deux
temps : un premier calcul, purement mécanique, mène à la répartition volumique de la
dissipation viscoélastique due à la propagation de l’onde acoustique dans le milieu étudié.
Ensuite, un calcul thermique est effectué à partir de ces résultats (la répartition de dissipa-
tion constitue les sources thermiques) permettant d’avoir accès au champ de température
en tout point du milieu, et a fortiori en surface du matériau.

Dans cette partie, la simulation a été effectuée sur une plaque de PVC (Polychlorure de
Vinyle), dont les caractéristiques principales sont données par le tableau 5.1. La fréquence
des ondes ultrasonores qui se propagent dans la plaque est fixée à 28 500 Hz.

Plaque de PVC

Masse volumique ρ 1 170 kg.m−3

Chaleur spécifique Cp 1 000 J.kg−1.K−1

Coefficient de diffusion a 8.547× 10−8 m2.s−1

Dimensions Lx × Ly × Lz 0.020× 0.115× 0.0025 m3

Ondes Ultrasonores

Fréquence 28 500 Hz

Tableau 5.1 – Paramètres de la simulation numérique.

Le champ de dissipation viscoélastique obtenu dans la plaque est illustré par la figure
5.1. En (a) est représentée la répartition de cette dissipation dans tout le volume, et en
(b) sur la ligne de coupe selon l’axe z, centrée en x et y.

La dissipation viscoélastique est présente dans tout le volume. Cependant, elle n’est
pas uniforme mais périodique selon l’axe de propagation des ondes (axe y sur la figure 5.1).
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Figure 5.1 – Répartition de la dissipation viscoélastique dans la plaque de PVC (a).
Valeurs de la dissipation sur la ligne de coupe selon l’axe y, en x = Lx/2 et z = Lz/2 (b).

Les valeurs de dissipation suivent une loi de type sinusöıdale selon l’axe x, où les maxima
et minima cöıncident respectivement avec les maxima et minima de déplacement [62, 63].
En revanche, la dissipation viscoélastique est constante dans la profondeur, comme illustré
par la figure 5.2.

Figure 5.2 – Répartition de la dissipation viscoélastique selon la profondeur.
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Comme explicité au chapitre 2, la dissipation viscoélastique est directement liée à la
source thermique. La figure 5.1 correspond donc à la répartition des sources thermiques
(en W.m−3) responsables de l’échauffement de la plaque.

Les sources thermiques générées se répètent de manière périodique selon la direction y
de propagation des ondes. Dans cet exemple, l’étude va donc être effectuée sur une zone
réduite de manière à ne se focaliser que sur une source volumique. Pour éviter les effets
de bords (qui ne sont pour l’instant pas traités par les méthodes), les données d’entrée du
problème thermique sont légèrement modifiées : un seuillage sur le champ de dissipation est
réalisé de manière à ce que les valeurs plus petites que 3×105 soient mises artificiellement à
zéro. La figure 5.3 donne le champ de dissipation (qui correspond aux sources thermiques)
résultant.

Figure 5.3 – Répartition volumique de la dissipation viscoélastique seuillée dans la plaque
de PVC (a). Valeurs de la dissipation seuillée sur la ligne de coupe selon l’axe y, en
x = Lx/2 et z = Lz/2 (b).

Puisque les ondes ultrasonores sont envoyées en continu, les sources thermiques sont
elles-aussi générées en continu. La réponse thermique est donc celle à l’échelon. Le modèle
utilisé pour effectuer l’inversion est par conséquent basé sur la réponse thermique tem-
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porelle à l’échelon, et non pas celle impulsionnelle (Dirac), mais cela n’entrâıne aucune
conséquence ou changement pour la reconstruction, comme explicité au §3.2.2 du chapitre
3. Concernant les conditions aux limites, la plaque est supposée adiabatique dans cette si-
mulation. La figure 5.4 donne le champ de température résultant à la surface de la plaque.
La zone réduite sur laquelle l’étude va être effectuée est représentée par un encadré gris.

Figure 5.4 – Répartition surfacique du champ de température sur la plaque de PVC à
t = 15 s (a). Évolution de la température en fonction du temps sur le point soumis à la
plus grande variation de température (b).

Le volume étudié est donc un parallélépipède de dimensions 16.9 × 20 × 2.5 mm3 où
l’objectif est de reconstruire la source thermique dans ce volume à partir du champ de
température mesuré à sa surface.

5.2.2 Reconstruction de la source volumique

L’épaisseur de la plaque de PVC étudiée ici est de 2.5 mm. Le coefficient de diffusion est
le même selon toutes les directions car la plaque est isotrope, il est égal à 8.547×10−8 m2.s−1

(cf. tableau 5.1). D’après le chapitre 3, les nombres de Fourier jouent un rôle très important
en ce qui concerne la reconstruction de sources. Le nombre de Fourier optimal dans la
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direction de la profondeur Foz est aux alentours de 0.1. En ce qui concerne les nombres de
Fourier selon les deux autres directions (x et y), ils doivent être de préférence plus petits.
Pour rappel, le nombre de Fourier est défini par :

Foi = a tf
L2
i

(5.1)

où a est le coefficient de diffusion de matériau (m2.s−1), tf l’intervalle de temps de la me-
sure (s), et Li la dimension du matériau selon la direction i (m). La largeur et la longueur
de la plaque étant plus grandes que son épaisseur, et puisqu’elle est isotrope, Foz sera par
conséquent plus grand que Fox et Foy. C’est donc Foz qui va déterminer l’intervalle de
temps tf à utiliser. Dans un premier temps, on prends tf = 15 s ce qui mène à Foz = 0.2
d’après l’équation (5.1).

Dans cette étude numérique, la discrétisation du volume étudié (et en particulier le
nombre de ”pixels” à la surface du volume) est définie par l’opérateur. Dans ce cas d’étude,
on pose nx = 20, ny = 22 et nz = 15 de manière à avoir une matrice opérateur de taille
suffisamment petite afin de limiter le temps de calcul du programme. Cela donne une
résolution de 1 mm en x, 0.77 mm en y et de 167µm en z. L’intervalle de temps entre
chaque mesure est fixée à 0.04 s, menant à nt = 376. La matrice opérateur est donc de
taille 165 440 × 6 600. Pour l’inversion, les données du champ de température mesuré à
la surface sont ordonnées dans un vecteur θmes en fonction du temps pour tous les pixels
balayés selon la direction y puis x, comme illustré par la figure 5.5.

Figure 5.5 – Vecteur θmes contenant le champ de température spatio-temporel de surface.
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Puisque le modèle utilisé pour l’inversion diffère du modèle qui a permis d’obtenir
le champ de température, une régularisation est nécessaire afin de stabiliser l’inversion.
Comme explicité au chapitre 4 §4.2, l’étude du diagramme de Picard est une méthode
qui permet de choisir au mieux le paramètre de régularisation. En théorie, l’évolution du
facteur |UT

i θmes/si| est en moyenne constante sur tous les modes (modulo les oscillations
dues au champ 2D de température). En présence de perturbation (bruit de mesure, erreur
de modèle...) ce facteur est en moyenne constant sur les premiers modes mais il augmente
vers l’infini à partir d’un certain mode ic. Le paramètre de régularisation αopt est alors
choisi tel que (cf. chapitre 4) :

αopt = s2
ic (5.2)

L’évolution de ce facteur pour l’exemple numérique étudié ici est représentée par la
figure 5.6. Contrairement au cas théorique du chapitre 4 illustré par la figure 4.14, la limite
entre les deux phases de ce facteur (constante et augmentation vers l’infini) est difficile à
déceler, car le changement ne s’effectue pas de manière brutale.

Figure 5.6 – Graphe de Picard pour déterminer le paramètre de régularisation.

Pour repérer au mieux ce mode limite, l’évolution du facteur |UT
i θmes| est tracée sur la

même figure 5.6. Le mode limite est repéré par le croisement des deux courbes (en valeur
moyenne). Le numéro du mode limite est donc ic = 1 050. Le coefficient de régularisation
αreg est alors défini par l’équation (5.3) :

αreg = s2
1050 (5.3)
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La méthode déterministe avec régularisation par norme L1 (cf. chapitre 4 §4.2) est alors
appliquée en prenant tous les paramètres définis précédemment (discrétisation, intervalle
de temps, régularisation...) pour reconstruire la source thermique volumique. La solution
obtenue est illustrée par la figure 5.7.

Figure 5.7 – Reconstruction de la source volumique par méthode déterministe avec
régularisation par norme L1 : vue de face (a) et vue de profil (b).

À première vue, la source semble bien reconstruite. La solution obtenue donne une
source cylindrique positionnée au centre la plaque. Pour avoir une meilleure visualisation
des intensités retrouvées, la figure 5.8 représente les solutions obtenues sur différentes lignes
de coupe. En (a) est représenté un schéma de la plaque avec les différentes lignes de coupe
(quatre horizontales et une verticale). Les solutions obtenues sur les lignes de coupe hori-
zontales sont tracées en (b) et sur la ligne verticale en (c). La source étant symétrique en
x et y, l’étude en fonction de y et z suffit en effet pour avoir un aperçu global des résultats.

Le graphe (b) permet d’étudier la solution obtenue sur des lignes de coupe horizon-
tales à différentes profondeur et de la comparer avec la solution théorique. Tout d’abord,
on peut remarquer que la solution obtenue sur la ligne de coupe à la surface (z = 0)
est singulière : l’intensité de la source reconstruite est négative. Cette erreur est due à
la condition adiabatique imposée dans le modèle menant au champ de température. Le
modèle utilisé pour la reconstruction ne gère pas (pour l’instant) les conditions aux li-
mites, entrâınant par conséquent une erreur de reconstruction sur les bords du domaine.
La solution obtenue sur la ligne située juste en-dessous de la surface (z = 0+) est alors
représentée, permettant de voir que la reconstruction calculée est quasiment parfaite. La
forme et les intensités retrouvées cöıncident avec la source théorique. Le profil sinusöıdal
de l’intensité est, lui aussi, parfaitement retrouvé.
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Figure 5.8 – Schéma de la plaque étudiée et des lignes de coupe utilisées (a). Recons-
truction obtenue avec la régularisation par norme L1 sur les lignes de coupe suivant y (b)
et suivant z (c).

Cependant, il apparâıt que plus la distance avec la surface augmente, plus l’intensité
retrouvée diminue et est sous-estimée par rapport à la source réelle : sur la ligne de coupe
située sur le plan milieu de la plaque (z = Lz/2), la puissance reconstruite est de 3× 105

W.m−3, et de 2.2 × 105 W.m−3 sur le plan (z = Lz) de la face arrière (contre 3.5 × 105

W.m−3 en théorie). Ensuite, plus la distance avec la profondeur augmente, plus la forme de
la source est étalée, se traduisant par le fait que la reconstruction des variations d’intensité
est de moins en moins bien retrouvée loin de la surface.

Pour aller plus loin, le graphe (c) permet d’étudier l’évolution de l’intensité retrouvée
en fonction de la profondeur à l’aide de la ligne de coupe verticale illustrée par le schéma
(a). Comme remarqué précédemment sur le graphe (b), l’intensité est bien sous-estimée
pour les sources les plus profondes. Cependant, la décroissance n’est pas linéaire en fonction
de la profondeur : elle semble s’effectuer par paliers décroissants. Cette perte d’intensité est
probablement due à la régularisation : en effet, comme vu au chapitre 4, elle a pour effet
de pondérer les derniers modes issus de la S.V.D. de manière à atténuer leur influence. Or,
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les derniers modes sont ceux qui permettent de reconstruire les sources les plus profondes
(cf. figure 3.11 du chapitre 3). La pondération de ces modes entrâıne par conséquent une
mauvaise estimation de l’intensité de la source.

La solution présentée précédemment a été calculée à l’aide de la régularisation par
norme L1. Pour étudier la différence entre les types de régularisation, une solution est à
nouveau calculée en prenant cette fois la régularisation de Tikhonov (cf. §4.2). Afin de les
comparer, les deux solutions sont tracées et superposées sur les mêmes lignes de coupe que
précédemment sur la figure 5.9. En (a) sont données les solutions sur les lignes de coupe
horizontales et en (b) sur la ligne de coupe verticale.

Figure 5.9 – Comparaison des résultats obtenus entre les solutions avec régularisation de
Tikhonov et par norme L1 sur les lignes de coupe suivant y (a) et suivant z (b).

Dans cet exemple numérique, il apparâıt que les deux solutions obtenues, la première
avec régularisation L1 (lignes continues), la seconde Tikhonov (lignes discontinues), ne
diffèrent pas beaucoup. La forme (position, géométrie) reconstruite est la même dans les
deux cas. La différence se joue sur l’intensité. En moyenne, l’intensité retrouvée par la
régularisation de Tikhonov est légèrement plus faible (donc sous-estimée) que celle par
norme L1. La décroissance par palier selon la profondeur (b) est présente sur les deux
solutions, cependant, le passage entre chaque palier est plus lisse avec la régularisation par
Tikhonov.
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5.2.3 Étude sur l’influence du nombre de Fourier

Afin de voir l’influence du nombre de Fourier sur la reconstruction obtenue, deux
autres solutions ont été calculées en prenant des paramètres différents. Le nombre de Fou-
rier dépend du coefficient de diffusion, de la longueur de la plaque, et de l’intervalle de
temps sur lequel est effectuée l’étude. Ce dernier est l’unique paramètre sur lequel on peut
jouer pour modifier le nombre de Fourier.

Dans le cas précédent, l’intervalle de temps était fixé à tf = 15 s, menant à un nombre
de Fourier de 0.2 selon la direction z. Dans cette partie, deux études sont effectuées : la
première avec tf = 1.5 s, menant à Foz = 0.02, la seconde avec tf = 1 500 s, menant à
Foz = 20. Tous les autres paramètres sont identiques à l’étude précédente (nt, ny, nx, nz).
Ainsi, le pas de temps entre deux mesures est de 0.004 s pour la première étude et de 4 s
pour la seconde. Puisque la durée totale de l’expérience n’est pas la même entre les études,
les champs de température résultants à la surface sont différents. Ils sont illustrés par la
figure 5.10 pour chacun des cas.

Figure 5.10 – Vecteur θmes contenant le champ de température spatio-temporel de surface
pour Foz = 0.02 (a) et pour Foz = 20 (b).
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En comparant ces données avec celles de la figure 5.5 de l’étude précédente, on peut
remarquer que l’élévation de température est, pour le premier cas (intervalle de temps
de 1.5 s) beaucoup plus faible et que l’étalement est plus restreint, tandis qu’il est beau-
coup plus étalé et élevé pour l’étude effectuée sur un intervalle de temps long de 1 500 s.
Ces résultats sont cohérents avec le fait que la diffusion de la température est très faible
aux temps courts et très importante aux temps longs. Il faut aussi noter que dans ce cas
numérique, la plaque est supposée adiabatique, n’entrâınant aucune perte de chaleur à la
surface, ce qui explique la forte élévation de température.

Pour chacune des deux études, la même procédure que dans la partie précédente est
appliquée pour le choix des paramètres de régularisation. Les solutions obtenues sont
données sur la figure 5.11. Dans cette partie, la régularisation appliquée ici est celle par
Tikhonov. Sur la première ligne (graphes (a) et (b)) est rappelée la solution du cas
précédent (Foz = 0.2), sur la deuxième ((c) et (d)) est illustrée la solution obtenue pour
Foz = 0.02 et en dernier ((e) et (f)) est représentée la solution obtenue pour Foz = 20.

D’après le chapitre 3, le nombre de Fourier optimal selon la direction de la profon-
deur est aux alentours de 0.1. Plus on s’écarte de cette valeur, plus la reconstruction est
mauvaise. Les résultats illustrés par la figure 5.11 semblent le confirmer. La meilleure re-
construction est obtenue pour Foz = 0.2. Pour Foz = 0.02 ((c) et (d)), seule la partie
supérieure de la source (proche de la surface) est reconstruite : en profondeur elle est mal,
voire pas du tout, reconstruite. De même, la reconstruction avec Foz = 20 ((e) et (f)) est
mauvaise : des sources thermiques sont retrouvées dans la totalité de la plaque, avec une
décroissance d’intensité selon la profondeur.

Afin de mieux visualiser les résultats, en particulier l’intensité des sources retrouvées
pour chacun des cas, la figure 5.12 trace les solutions obtenues pour les trois nombres de
Fourier sur des lignes de coupe : horizontales (z = 0+ et z = Lz/2) en (a) et verticale
en (b). La solution obtenue pour Foz = 0.02 est représentée par les lignes en pointillés
réguliers, celle pour Foz = 0.2 par les lignes continues et celle pour Foz = 20 par des
lignes continues irrégulières. Sur le graphe (a), les solutions obtenues sur la ligne de coupe
située à la surface du matériau (z = 0+) sont tracées en bleu, celles sur la ligne de coupe
du plan milieu (z = Lz/2) en rouge.

Concernant la reconstruction pour Foz = 0.02, le graphe (b) permet de confirmer que
la source est reconstruite uniquement sur une épaisseur fine proche de la surface. En effet,
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Figure 5.11 – Reconstruction obtenue pour un nombre de Fourier en z de 0.2 : vue de
face (a) et de profil (b). Reconstruction obtenue pour un nombre de Fourier en z de 0.02 :
vue de face (c) et de profil (d). Reconstruction obtenue pour un nombre de Fourier en z
de 20 : vue de face (e) et de profil (f).

les sources les plus profondes ne sont pas retrouvées : l’intensité obtenue est à zéro (pas de
source) dès z = −1 mm. Ce résultat est d’autant plus visible sur le graphe (a) : la forme de
la source est bien reconstruite à la surface, même si l’intensité est légèrement sous-estimée
(3×105 W.m−3 au lieu de 3.5×105 W.m−3), alors qu’elle est nulle en tout point de la ligne
horizontale (z = Lz/2) située au centre de la plaque.
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Pour cet exemple où Foz = 0.02, tf est égal à 1.5 s. Comme explicité précédemment, le
nombre de Fourier optimal selon la profondeur est aux alentours de 0.1. D’après l’équation
(5.1), avec le coefficient de diffusion de 8.547× 10−8 m2.s−1, il faudrait une épaisseur d’en-
viron... 1 mm, ce qui correspond à l’épaisseur de source reconstruite pour cette expérience.

Pour la solution avec Foz = 20, des sources sont retrouvées en tout point du volume,
comme cela peut être observé sur le graphe (a).

Figure 5.12 – Résultats obtenus pour Foz = 0.02, 0.2 et 20 sur des lignes de coupe suivant
x (a) et suivant z (b).

À la surface, l’intensité de la source est bien retrouvée, mais sa forme géométrique
ne l’est pas. En particulier, les sauts d’intensité aux points x = ±0.5 cm, correspondants
aux bords de la source réelle, ne sont pas retrouvés. À la place, des sources d’intensité
non négligeables (aux alentours de 3 × 105 W.m−3) sont proposées. Le profil des sources
retrouvées pour ce nombre de Fourier est de type sinusöıdal en intensité, où les maxima
d’intensités sont situés aux bords de la plaque et à l’endroit de la position réelle de la source.
L’intensité de ces sources diminue linéairement en fonction de la profondeur, comme cela
peut être observé sur le graphe (b).

Ainsi, le choix de l’intervalle de temps (qui mène au nombre de Fourier) est très im-
portant pour la reconstruction de sources. Un nombre de Fourier dans la direction de la
profondeur trop petit ou trop élevé entrâıne une mauvaise reconstruction des sources. Pour
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les nombres de Fourier trop petits, l’erreur s’explique par le fait que, comme l’intervalle
de temps est très court, la température mesurée à la surface ne permet pas d’apporter
suffisamment d’informations pour les points les plus profonds, entrâınant une mauvaise
reconstruction loin de la surface. Pour les nombres de Fourier trop grands dans le sens de
la profondeur, l’erreur peut s’expliquer par le fait qu’aux temps longs, la diffusion selon
les directions x et y est importante : le champ de température est par conséquent très
étendu, rendant difficile la reconstruction des sources dans le volume.

Dans cette étude, les reconstructions sont effectuées à l’aide d’un modèle analytique,
qui ne prend pas en compte les conditions aux limites. Le modèle est en effet basé sur la
réponse thermique dans un milieu semi-infini. Or, ici, la plaque est supposée adiabatique.
Aux temps courts, la différence peut être considérée négligeable : les résultats obtenus
pour Foz = 0.02 et Foz = 0.2 ne seront donc que peu modifiés avec la prise en compte
des conditions aux limites.

Aux temps longs, en revanche, la différence devient importante. L’influence du nombre
de Fourier pour les temps longs n’est pas remise en cause sur la reconstruction (cf. cha-
pitre 3) mais il est possible que la prise en compte des conditions aux limites améliorent
légèrement la solution obtenue pour Foz = 20, particulièrement sur les bords de la plaque.
En effet, sur le graphe (e) de la figure 5.11 et sur le graphe (a) de la figure 5.12, on
peut voir que des sources d’intensités élevées sont retrouvées sur les bords de la plaque
pour Foz = 20, ce qui n’est pas le cas pour les deux autres reconstructions effectuées avec
des nombres de Fourier plus faibles. Il serait donc intéressant d’intégrer l’influence des
conditions aux limites dans le modèle utilisé pour l’inversion et de comparer les résultats
obtenus avec ceux du modèle aujourd’hui utilisé.
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Conclusion sur les résultats numériques

Un exemple numérique de sources thermiques générées par la propagation d’ondes
ultrasonores dans un milieu viscoélastique a été étudié dans cette partie. Les sources ther-
miques ont été reconstruites à l’aide du modèle analytique défini dans le chapitre 3 et le
chapitre 4. Le champ de température de surface a, quant à lui, été calculé avec le logiciel
de calcul par éléments finis COMSOL Multiphyisics afin de vérifier l’applicabilité de la
méthode d’inversion malgré la différence de modèle.

Les résultats présentés ont permis de confirmer la validité du critère dépendant des
nombres de Fourier explicités au chapitre 3. Le choix de l’intervalle de temps (dont dépend
le nombre de Fourier) est, en effet, très important : un nombre de Fourier trop grand
ou trop petit va mener à une mauvaise reconstruction de sources ou une reconstruction
partielle sur une épaisseur plus petite respectivement. Enfin, sur cet exemple numérique,
une comparaison entre la solution obtenue avec régularisation de Tikhonov et celle avec
la norme L1 a été effectuée. La différence entre les deux solutions se joue sur l’intensité
dans cet exemple. L’influence majeure observée est que, comme elle pondère les derniers
modes du modèle utilisé pour l’inversion, la régularisation entrâıne une sous-estimation de
l’intensité des sources les plus profondes.
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5.3 Application expérimentale

L’expérience effectuée dans cette partie utilise l’effet Joule : un fil de Chromel (Nickel-
Chrome), parcouru par un courant transmis par un générateur, joue le rôle de source
thermique. Le principe de la méthode consiste à insérer ce fil de Chromel dans un matériau
en PVC (Polychlorure de Vinyle) formant une figure géométrique particulière. Le champ
de température résultant à la surface est mesuré à l’aide d’une caméra IR. La figure 5.13
illustre le dispositif expérimental correspondant.

Figure 5.13 – Dispositif expérimental.

Les paramètres du générateur, de la plaque de PVC considérée isotrope, de la caméra
IR et du fil sont donnés par le tableau 5.2.

Fil de Chromel Caméra IR

Diamètre 200 µm Fréquence d’acquisition fac 200 Hz
Taille du pixel 290× 290 µm2

Plaque de PVC Générateur

Masse volumique ρ 1 180 kg.m−3 Tension U 3.5 V

Chaleur spécifique Cp 1 000 J.kg−1.K−1 Intensité I 1.13 A
Coefficient de
diffusion a

1×10−7 m2.s−1 Puissance P = U · I 3.955 W

Tableau 5.2 – Paramètres du générateur, de la plaque de PVC, de la caméra IR et du fil
de Chromel.
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5.3.1 Mise en place du problème thermique

L’expérience a été réalisée en disposant le fil de Chromel de manière à générer une forme
géométrique s’apparentant à un ”M” sur la face arrière d’une plaque de PVC d’1 mm
d’épaisseur. La face avant, où seront effectuées les mesures, a été peinte en noir. Afin
d’éviter les pertes thermiques dans l’air du côté de la plaque où se trouve le fil, une
épaisseur de mousse a été collée, fixant par la même occasion le fil chauffant. La figure
5.14 donne en (a) le schéma de l’échantillon, et en (b) et (c) des photos de l’échantillon
réel. Les deux extrémités du fil de Chromel sont sortantes pour pouvoir y placer des pinces
crocodiles et y faire passer le courant électrique.

Figure 5.14 – Schéma de l’échantillon constitué d’une plaque en PVC d’épaisseur 1 mm,
d’un fil de Chromel collé sur sa face arrière et d’une épaisseur de mousse (a). Échantillon
réel : vue du dessus (b) et vue de profil (c).

Le fil de Chromel se trouve sur une zone réduite de la plaque, comme cela peut se
remarquer en particulier sur le graphe (b). De cette manière, la plaque peut être considérée
semi-infinie dans le plan de la surface. Comme la caméra ne mesure qu’une zone réduite à
la surface de la plaque (zone où se trouve le fil), il n’y aura pas d’effets de bords.
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Discussion sur la puissance thermique générée par le fil

La puissance électrique imposée par le générateur dans le fil de Chromel est de 3.955 W.
La longueur du fil dans cette expérience est d’environ 7 cm. En supposant que la totalité
de l’énergie électrique est transformée en énergie thermique par effet Joule, la puissance
par unité de volume générée par le fil se calcule par l’équation (5.4) :

Qvol = P

V
(5.4)

où P est la puissance (W), et V le volume du fil (m3). En supposant que le fil est cylin-
drique, son volume se calcule par :

V = πR2L (5.5)

où R (m) est le diamètre et L (m) la longueur du fil. À l’aide des paramètres donnés par
le tableau 5.2, on obtient V = 2.2× 10−9 m3, ce qui mène à une puissance volumique Qvol

de 1.8× 109 W.m−3.

En réalité, la puissance thermique générée est plus faible. Tout d’abord, l’épaisseur de
colle dans laquelle se trouve le fil (qui permet de coller la mousse à la plaque de PVC)
contient elle aussi une résistance thermique et peut jouer le rôle d’isolant. Ensuite, des
pertes thermiques peuvent avoir lieu car l’épaisseur de mousse collée en face arrière de la
plaque de PVC est assez fine. La puissance thermique volumique Qvol est donc inférieure
à 109 W.m−3.

Étude du champ de température mesuré à la surface

Dans cette expérience, le fil est traversé par le courant électrique pendant une durée
d’environ 7 s. La figure 5.15 donne le signal mesuré par la caméra à t = 0 s (a), à t = 2 s en
(b), à t = 7.2 s en (c) et à t = 70 s en (d). Les mesures sont données en D.L. (Digital Level).

À t = 0, c’est à dire au tout début de l’expérience, seul du bruit est mesuré par la
caméra IR (a). En effet, la diffusion de la température n’a pas encore eu lieu. À t = 2 s,
la température résultante de la source thermique est mesurée à la surface (b) : la figure
géométrique formée par le fil est bien visible et la diffusion selon les axes x et y semble
assez faible. En théorie, tous les points sources formés par le fil sont de même intensité. De
plus, comme le fil est placé sur un plan parallèle à la surface de mesure (sources identiques
à même profondeur), l’élévation de température au droit du fil devrait être identique en
tous points. On peut remarquer en (b) et (c) que c’est le cas, sauf en deux endroits où
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l’élévation de température est plus élevée : en haut du ”M” avant la courbure à gauche et
en bas à droite au pied du ”M”. Ces résultats laissent supposer que l’intensité des sources
en ces points est plus élevée.

Figure 5.15 – Signal mesuré par la caméra IR (en D.L) à t = 0 s (a), à t = 2 s (b), à
t = 7.2 s (c) et à t = 70 s (d).

Le temps t = 7.2 s correspondant au temps du maximum de D.L. enregistré. On peut
remarquer en (c) que la variation maximale de D.L est de 3000 (environ 20 degrés), soit
environ 7.5 fois plus importante qu’à t = 2 s, et que la diffusion selon x et y y est plus
prononcée. À partir de ce temps là, la température ne fait plus que diminuer et se diffuser
dans tout le matériau. En effet, depuis quelques secondes, le fil n’est plus parcouru par
le courant électrique, ce qui veut dire qu’il n’y a plus de source thermique active dans
le matériau. Le signal mesuré en (d) le confirme : à la fin de l’expérience (t = 70 s), le
maximum de D.L. mesuré est de 500. De plus, la température a fortement diffusé selon
toutes les directions.
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Choix de l’intervalle de temps pour l’inversion

Comme explicité précédemment (cf. §5.2), le choix de l’intervalle de temps (dont
dépend le nombre de Fourier) est très important pour pouvoir reconstruire au mieux
les sources thermiques. Il faut en effet le choisir de manière à avoir Foz, dont la définition
est rappelée par l’équation (5.1), autour de 0.1. L’épaisseur de la plaque étant de 1 mm,
cela mènerait à tf = 1 s.

Cependant, la fréquence d’acquisition de la caméra dans cette expérience est de 200 Hz,
soit 200 images par seconde. Pour avoir suffisamment d’informations en temps, on prend
tf = 2 s, permettant d’avoir 400 pas de temps. Le nombre de Fourier correspondant est
Foz = 0.2, ce qui est suffisamment proche du nombre de Fourier optimal. Puisque la durée
d’excitation du générateur est de l’ordre de 7 secondes, la réponse en température entre
t = 0 et tf = 2 s est la réponse à l’échelon.

Traitement des signaux bruités par S.V.D.

Le signal mesuré par la caméra IR à la surface du matériau est bruité, comme on peut
le voir en particulier sur la figure 5.15 (a). Comme explicité dans la section §4.1.3 du
chapitre 4, l’application d’une S.V.D. espace-temps au champ de température permet de
débruiter significativement le signal à la fois spatialement et temporellement.

Figure 5.16 – Évolution du logarithme des valeurs singulières de la matrice espace-temps
du champ de température mesuré à la surface entre t0 et tf .
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Cette méthode est alors appliquée sur le signal brut du champ de température (entre
t0 = 0 s et tf = 2 s). L’étude de l’évolution des valeurs singulières, donnée par la figure
5.16, permet de choisir le nombre de modes à conserver pour reconstruire le signal. En
effet, les trois premières valeurs singulières se détachent des autres.

Le signal est donc reconstruit en ne prenant que les trois premiers modes de la S.V.D.
obtenue. Afin d’observer le résultat obtenu à la fois en spatial et en temporel, la figure 5.17
permet de comparer les signaux avant et après débruitage. La comparaison des images (a)
et (b) permet de voir l’influence de la S.V.D. sur le bruit spatial, tandis que les graphes
tracés en (c) permettent d’observer son influence sur le bruit temporel.

Figure 5.17 – Image obtenue à t = 0.05 s : brut (a) et après S.V.D. (b). Signaux bruts
et débruités aux pixels P1 et P2 en fonction du temps (c).

La figure 5.17 (a) correspond au signal brut mesuré à t = 0.05 s. L’élévation de
température liée à la chauffe du fil est ici noyée dans le bruit de mesure. La figure 5.17 (b)
correspond aux mêmes données, mais débruitées par S.V.D. La variation de D.L. est iden-
tique entre ces deux graphes, mais le signal est significativement débruité après S.V.D. : en
effet, la présence du fil est maintenant discernable alors qu’elle ne l’était pas sur le signal
brut.

De même, la figure 5.17 (c) trace l’évolution en fonction du temps des signaux mesurés
aux points (pixels) P1 et P2, repérés sur l’image (b). Le pixel P1 correspond à un point
situé au dessus du fil, tandis que le point P2 est situé loin des sources thermiques. Les
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signaux bruts sont tracés avec des points et les signaux débruités par S.V.D. par des lignes
continues. Comme attendu, l’application de la S.V.D. permet aussi de réduire le bruit
sur le signal temporel. Ainsi, comme explicité au chapitre 4, l’application d’une S.V.D.
au champ brut de température et sa reconstruction avec un nombre de modes restreints
permet de débruiter significativement, spatialement et temporellement, le bruit de mesure.

Dans cet exemple, le fil de Chromel est collé sur la face arrière de la plaque de PVC.
La profondeur des sources thermiques est alors constante (à 1 mm d’épaisseur). Par la
suite, deux études vont être effectuées : la première va aborder le problème en supposant
la profondeur du fil connue (problème 2D), tandis que la deuxième étude cherchera aussi
la profondeur du fil, supposée inconnue (problème 3D).

5.3.2 Problème 2D : profondeur supposée connue

La première étude consiste à supposer la profondeur z des sources connue et à retrouver
leurs positions selon les directions x et y à partir du champ de température mesuré à la
surface du matériau. Il s’agit donc d’un problème 2D. Dans cette partie, chacune des deux
méthodes (déterministe et probabiliste) sera utilisée pour la reconstruction des sources
thermiques. Une comparaison des résultats obtenus entre les deux méthodes sera effectuée.

Reconstruction par méthode déterministe

La zone d’étude sur laquelle la température est mesurée en fonction du temps (à l’aide
de la caméra IR) est un rectangle de dimensions 3.65× 2 cm2, divisé en 126×72 pixels (la
taille du pixel étant de 290µm2) . Les paramètres du modèle sont donc nt = 400, ny = 72 et
nx = 126. La taille de la matrice opérateur à inverser serait donc ntnynx×nynx ≈ 107×104.
Pour éviter d’avoir un temps de calcul trop long (cf. chapitre 3, §3.2.3), le domaine est
divisé en 18 parties égales de taille 21× 24, comme illustré par la figure 5.18.

Sur chacun des dix-huit domaines, la matrice opérateur est donc de taille 201 600 ×
504. Chacun de ces domaines est traité de manière complètement indépendante. Cette
division est possible car les sources thermiques sont peu étendues et que l’intervalle de
temps est court (2 secondes), limitant par conséquent la diffusion dans le plan. Ainsi, une
source présente dans une zone va peu influencer le champ de température résultant à la
surface de la zone d’à côté. Le seul cas problématique dans cette division est lorsque les
sources thermiques sont à la frontière entre deux zones. Des effets de bords pourront alors
apparâıtre.
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Figure 5.18 – Division spatiale du problème et ses paramètres correspondants.

N.B. : un autre découpage possible pour réduire la taille du domaine (mais qui n’est pas
fait ici) serait de travailler par Region Of Interest (R.O.I.). L’élévation de température
permet en effet de cibler les zones avec présence de sources : les zones où il n’y a pas
d’élévation de température pourraient dans ce cas être supprimées de l’étude.

Le programme de reconstruction des sources thermiques par méthode déterministe
peut se découper en trois parties :

1. Initialisation et implémentation de la matrice opérateur I.

2. Calcul de la S.V.D. de la matrice opérateur I.

3. Inversion avec régularisation.

L’avantage de diviser l’espace en part égales est que la matrice opérateur I est la même
pour tous les domaines. Ainsi, l’implémentation (1.) et le calcul de la S.V.D. (2.) de la
matrice opérateur ne s’effectue qu’une seule fois au lieu de dix-huit dans cet exemple : elle
est réutilisée sur chaque zone. Seule la partie inversion (3.) est propre à chaque domaine
puisqu’elle dépend du champ de température de surface.

Le bruit de mesure étant homogène sur l’ensemble de la surface, le paramètre de
régularisation peut être, lui aussi, réutilisé sur tous les domaines : il suffit donc de le
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déterminer sur la première zone. La figure 5.19 donne en (a) le champ de température
mesuré sur la zone 1 (repérée par la figure 5.18), réorganisé sous forme de vecteur, et en
(b) le diagramme de Picard correspondant afin déterminer le paramètre de régularisation.

Figure 5.19 – Vecteur θmes contenant le champ de température spatio-temporel (a) et
diagramme de Picard (b) sur la zone 1 (cf. figure 5.18 pour la numérotation des zones).

Le graphe (a) permet de voir que l’élévation maximale de température mesurée sur
cette zone est de 3 degrés environ. Concernant le graphe (b), sur les 200 premiers modes,
le facteur |UT

i θmes|/si est constant en moyenne, tandis qu’il augmente exponentiellement
(modulo les oscillations) à partir de ce mode. Le paramètre αreg de régularisation est donc
fixé pour tous les domaines par l’équation (5.6) :

αreg = s2
200. (5.6)

Deux solutions sont alors calculées : la première avec la régularisation par norme L1,
la seconde avec la régularisation de Tikhonov (cf. §4.2). Les solutions obtenues sur chacun
des dix-huit domaines sont juxtaposées pour reconstruire le domaine complet. Les résultats
obtenus sont illustrés par la figure 5.20.

Les solutions (c’est à dire la position et l’intensité des sources thermiques) proposées
par la régularisation de Tikhonov ou par norme L1 sont, à première vue, sensiblement les
mêmes : une intensité de sources à peu près constante tout le long du fil est retrouvée, sauf
aux deux endroits (en haut à gauche et en bas à droite du ”M”) correspondants à une plus
grande élévation de température où l’intensité retrouvée est plus importante. Cependant,
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Figure 5.20 – Reconstruction des sources thermiques par méthode déterministe :
régularisation L1 (a) et régularisation de Tikhonov (b).

la reconstruction obtenue avec régularisation L1 semble plus nette (plus de contraste) que
celle obtenue avec la régularisation de Tikhonov. Pour bien visualiser la différence entre
ces deux types de régularisation, la figure 5.21 trace les solutions obtenues pour chacune
d’entre elles sur la ligne horizontale d’équation y = −0.68 cm, repérée en pointillés rouges
sur la figure 5.20.

La solution obtenue avec la régularisation de Tikhonov présente des fluctuations para-
sites, particulièrement aux abords des sources thermiques. Ces fluctuations sont absentes
dans la solution obtenue avec la régularisation par norme L1 : cette dernière est donc plus
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Figure 5.21 – Comparaison des solutions obtenues avec la régularisation par Tikhonov
et par norme L1 sur la ligne y = −0.68 cm.

adaptée pour le problème étudié. Ces résultats sont bien conformes avec ceux présentés
au chapitre 4 pour une reconstruction en présence de bruit de mesure.

Ensuite, de manière prévisible, quelle que soit le type de régularisation effectuée, on re-
trouve des ”nœuds” dans la reconstruction des sources localisés aux endroits où se trouvent
les intersections de chaque domaine. Ces nœuds sont des erreurs dues à la division de l’es-
pace de travail (cf. figure 5.18) et au fait que chaque domaine est traité indépendamment
des autres. L’intensité d’une source à la frontière de deux (ou quatre) domaines est par
conséquent surévaluée par chacun des domaines, ce qui se traduit par une intensité plus
forte. Ces erreurs sont cependant moins prononcées avec la régularisation par norme L1

(figure 5.20 (a)) qu’avec celle de Tikhonov (figure 5.20 (b)).

Le diamètre du fil reconstruit est l’ordre du pixel, soit 290µm, alors qu’il est en réalité
de 200µm. Concernant l’intensité, il est difficile de connâıtre l’énergie réelle de la source
thermique générée par le fil de Chromel (soit l’intensité des sources thermiques) : en effet,
la puissance imposée par le générateur n’est pas complètement transformée par effet Joule,
et même si la mousse placée à l’arrière permet de diminuer ce phénomène, il subsiste des
pertes thermiques.
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Reconstruction par approche probabiliste avec hypothèse d’intensité constante

Pour la méthode probabiliste, tous les pixels de la surface (contenant une température
en fonction du temps) sont traités simultanément et considérés comme des problèmes
1D indépendants où l’objectif est de reconstruire la source en profondeur à l’aide de la
température au point de surface. La division du domaine comme illustré sur la figure
5.18 n’a donc ici pas lieu d’être. Puisque dans cet exemple, on suppose la profondeur des
sources thermiques connues, l’algorithme de la méthode probabiliste présenté au §4.3.2 du
chapitre 4 va être simplifié : la recherche d’une position en profondeur n’est pas effectuée.
Ainsi, à chaque pas de temps, on calcule une likelihood par pixel qui permet de comparer
la valeur de la température mesurée au pixel avec celle du modèle théorique, donnée par
l’équation (5.7) :

θth(t) =
∫ t

t0

 Q

ρCp

exp
(
− L2

z

4aτ

)
√
πaτ

3

 dτ (5.7)

où ρ est la masse volumique de la plaque de PVC (kg.m3), Cp sa chaleur spécifique
(J.kg.K−1), a son coefficient de diffusion (m.s−2), Lz la position en profondeur où se situe
la source thermique, et Q l’intensité (puissance) testée (W.m−3). L’équation (5.7) corres-
pond à la solution analytique de la réponse thermique à l’échelon mesurée au droit d’une
source située à la profondeur Lz, pour un modèle 3D.

Hypothèse : Pour cette étude, on suppose que les intensités des sources thermiques
générées par le fil sont identiques et constantes en tous points.

Sous cette hypothèse, le problème peut s’écrire de manière à ne rechercher que la posi-
tion des sources thermiques (et pas leurs intensités). Pour ce faire, on normalise les champs
de température : celui mesuré (spatio-temporel) et celui théorique donné par l’équation
(5.7) afin d’avoir une évolution comprise entre 0 et 1. L’intervalle de temps est le même que
pour la méthode déterministe, soit entre t = 0 et tf = 2 s. Toutes les valeurs de température
sont ainsi pondérées par la valeur maximale de température, repérée au temps tf . Il est
important de noter que les profils de température en chaque pixel sont conservés : les deux
zones où l’élévation de température était maximale varient maintenant entre 0 et 1 tandis
que les autres zones ont une variation plus faibles (entre 0 et 0.3 à peu près).

L’algorithme de reconstruction par approche probabiliste est alors appliqué et la solu-
tion obtenue est illustrée par la figure 5.22 (a) : elle représente la probabilité de la présence
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de source en chaque point du plan. En (b) est rappelée la solution obtenue par la méthode
déterministe avec régularisation L1, permettant de comparer les résultats.

Figure 5.22 – Probabilités de répartition des sources retrouvées par approche bayésienne
(a). Reconstruction des sources par méthode déterministe avec régularisation L1 (b).

Tout d’abord, on peut remarquer que les positions des sources retrouvées par l’ap-
proche bayésienne sont les mêmes que celles données par la méthode déterministe. En
effet, les probabilités obtenues sont non nulles uniquement sur les positions correspondant
à la présence de sources. Par contre, les valeurs obtenues sont faibles, sauf en deux zones
où elles approchent la valeur maximale de 1. Les valeurs des probabilités étant difficile-
ment repérables sur la figure 5.22, la solution contenant la répartition des probabilités
est réorganisée sous forme de vecteur et illustré par la figure 5.23. Sur cette dernière, les
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amplitudes sont clairement visibles : les probabilités obtenues sont de l’ordre de 0.1 sauf
sur les deux zones mentionnées précédemment où les intensités sont plus élevées.

Figure 5.23 – Probabilités de répartition des sources retrouvées par approche bayésienne,
réorganisées sous forme de vecteur.

Les valeurs faibles (0.1) s’expliquent par le fait que les intensités des sources ne sont pas
identiques en tous points du fil. En effet, il a été observé dans les paragraphes précédents
qu’en deux zones particulières, l’intensité de certaines sources est plus élevée. Or, la recons-
truction par approche probabiliste a été effectuée en supposant les intensités identiques.
Normaliser les champs de température par la valeur maximale obtenue (ce qui a été le cas
pour cette étude) entrâıne le fait que l’intensité de référence est celle de la source la plus
intense. Les probabilités les plus élevées correspondent donc aux intensités les plus proches
de cette dernière. Les variations de probabilités observées traduisent donc les différences
d’intensités entre les sources.

De la même manière que pour l’étude déterministe, la solution est tracée sur la ligne
de coupe y = −0.68 cm (repérée sur la figure 5.20) afin de voir la répartition de probabilité
obtenue qui traduit la position des sources sur cette ligne. Elle peut être observée sur la
figure 5.24, par une ligne continue bleue. Afin de comparer les résultats, la solution obtenue
par la méthode déterministe avec régularisation par norme L1 est représentée sur le même
graphe par une ligne discontinue rouge. Le profil des sources retrouvées est le même, quelle
que soit la méthode utilisée : les positions des sources thermique reconstruites sont en effet
semblables.
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Figure 5.24 – Comparaison des solutions obtenues par la méthode probabiliste et ma
méthode déterministe sur la ligne de coupe y = −0.68 cm.

Comparaison des temps d’exécution entre les deux méthodes

Le tableau 5.3 permet de comparer les temps d’exécution de chacune des deux méthodes
sur cet exemple 2D. Les calculs ont été effectués sur l’ordinateur PC 128, dont les infor-
mations systèmes sont données en Annexe D. Le chargement des données ainsi que le
débruitage par S.V.D. sont des opérations effectuées à la fois par la méthode déterministe
et la méthode probabiliste : elles sont exécutées en moins de 6 secondes.

Concernant la méthode déterministe, sur cet exemple 2D, l’implémentation de la ma-
trice opérateur de la zone réduite (un dix-huitième du domaine total) est une étape rapide
qui s’effectue en moins d’une seconde. Le calcul de la S.V.D. de cette matrice prend ici
5 s, ce qui est un temps raisonnable au vu de la taille de la matrice. Les régularisations
(Tikhonov ou par norme L1) doivent s’effectuer dix-huit fois puisqu’elles s’effectuent sur
chacun des domaines, ce qui mène à un temps total d’exécution du programme de 13
secondes si c’est la régularisation par Tikhonov qui est effectuée ou d’une minute si c’est
celle par norme L1.

Concernant la méthode probabiliste, le calcul de la matrice opérateur ainsi que les
processus d’inversion ne sont pas effectués : seuls les calculs des likelihood menant aux
probabilités sont exécutés. Le temps total nécessaire pour mener à la solution est d’environ
6 secondes.
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Méthode Déterministe Méthode Probabiliste

Chargement des données
de température 5.2 s 5.2 s

Débruitage du champ de
température par S.V.D. 0.2 s 0.2 s

Implémentation de la
matrice opérateur 0.85 s ∅

Calcul de la S.V.D. de la
matrice opérateur 5.09 s ∅

Régularisation Tikhonov
sur chaque domaine 0.1 s ∅

Régularisation L1 sur
chaque domaine 2.72 s ∅

Calcul de la répartition de
probabilité ∅ 0.27 s

Temps total 13 s (Tikhonov)
60 s (norme L1) 6 s

Tableau 5.3 – Temps d’exécution en fonction de la méthode utilisée. (Calculs effectués
sur l’ordinateur PC 128 : cf. Annexe D).

La méthode probabiliste est donc dix fois plus rapide que la méthode déterministe qui
utilise la régularisation par norme L1 (qui est à privilégier ici pour obtenir de bons résultats
car les sources ici sont très peu étendues). Ces différences s’expliquent par le fait que la
méthode probabiliste utilise un modèle 1D de champ de température et est peu sensible
au bruit. Ainsi, contrairement à la méthode déterministe qui nécessite l’implémentation
de la matrice opérateur qui contient le modèle des champs de température 2D, le calcul
de la S.V.D. et la régularisation, la méthode probabiliste effectue seulement une boucle en
temps pour comparer les valeurs des températures de chaque pixel avec le modèle 1D.

Conclusion pour le problème 2D

Pour ce problème 2D, la méthode déterministe avec régularisation par norme L1, bien
que plus longue à exécuter, permet d’obtenir des résultats plus nets et plus contrastés que
celle avec régularisation de Tikhonov. La méthode probabiliste testée sur a été implémenté
en supposant les intensités de chaque sources identiques. Elle permet de retrouver avec
la même précision la position des sources thermiques que la méthode déterministe avec
régularisation L1 et est beaucoup plus rapide à exécuter.
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5.3.3 Problème 3D : profondeur supposée inconnue

Dans cette partie, le problème traité est le même que celui du paragraphe précédent,
à la différence qu’ici aucune hypothèse sur la profondeur n’est effectuée (position du fil
thermique dans la profondeur supposée inconnue). L’objectif est donc de retrouver, à par-
tir du champ de température de surface, le profil 3D du fil de Chromel.

Le fil de Chromel est collé sur la face arrière de la plaque de PVC (d’épaisseur 1 mm).
Pour bien retrouver l’effet 3D, la méthode des images est utilisée : la plaque est alors
considérée d’épaisseur 2 mm avec le fil situé non pas sur sa face arrière mais sur le plan
milieu. Ainsi, au moment de la reconstruction, on devrait retrouver le fil de Chromel centré
sur le plan milieu de la plaque dans la direction de la profondeur.

Reconstruction 3D par méthode déterministe

Les paramètres pris pour cette étude sont les mêmes que ceux du cas 2D (nombre
de Fourier, intervalle de temps), et le domaine est décomposé de la même manière (cf.
figure 5.18). Cependant, ici, les zones d’études ne sont pas 2D mais 3D. D’après le critère
illustré par la figure 3.16 dans le chapitre 3, le nombre de discrétisation maximal en z

pour les nombres de Fourier choisis est aux alentours de 20. Le nombre de points de
discrétisation pris en z (direction de la profondeur) est ici fixé à 16 de manière à avoir un
nombre de points proche de cette limite tout en restant suffisamment faible pour limiter
le temps de calcul du problème inverse. La résolution en profondeur est par conséquent
de 125µm. La matrice opérateur I de chaque domaine dans cette étude est donc de taille
ntnynx × nznynx = 201 600× 8 064.

Sur chacun des dix-huit domaines, la solution calculée par le programme est un cube
(matrice 3D) de dimensions nz × ny × nx qui contient des valeurs proches de zéro aux
points qui ne contiennent pas de sources et des valeurs qui correspondent à l’intensité de
la source aux points qui en contiennent. La juxtaposition de tous les domaines forme le
volume total, soit la plaque étudiée. La figure 5.25 illustre les résultats obtenus. En (a)
et (b) est représentée la solution obtenue avec la régularisation de Tikhonov, et en (c) et
(d) celle avec régularisation par norme L1.

La différence entre les deux types de régularisation est clairement visible ici, parti-
culièrement dans la direction de la profondeur z. En effet, l’étude et la comparaison des
graphes (a) et (c), permet de voir que les sources reconstruites par régularisation de Ti-
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khonov s’étendent jusqu’à la face arrière de la plaque, alors que celles reconstruites par la
norme L1 sont bien positionnées et centrées au milieu de la plaque, sur un plan situé à
1 mm de profondeur. Dans les directions x et y, les mêmes tendances que pour le problème
2D sont retrouvées. De manière générale, la solution proposée avec la régularisation par
norme L1 est beaucoup plus nette et moins étalée que celle par Tikhonov.

Figure 5.25 – Reconstruction 3D des sources thermiques (fil de Chromel) par méthode
déterministe. Régularisation de Tikhonov : vue de profil (a) et vue de face (b).
Régularisation par norme L1 : vue de profil (c) et vue de face (d).

Afin de visualiser plus précisément les différences entre les deux solutions obtenues, ces
dernières sont tracées par la figure 5.26 sur deux lignes de coupe particulières, représentées
sur le schéma (a). Le graphe (b) trace les solutions obtenues sur la ligne de coupe hori-
zontale y = −0.68 cm. On retrouve sensiblement les mêmes résultats que pour le problème
2D, donné par la figure 5.21, ce qui montre que la régularisation agit de la même manière
selon les directions x et y qu’il s’agisse d’un problème 2D ou 3D. Autrement dit, l’ajout de
la dimension en profondeur n’influence pas la résolution dans le plan xy pour le problème
déterministe.
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Le graphe (c) de la figure 5.26 trace les solutions obtenues sur la ligne de coupe verticale
x = −1.45 cm avec les deux types de régularisation. La régularisation de Tikhonov propose
une solution lissée, qui s’étend vers la profondeur de la plaque, tandis que la régularisation
par norme L1 propose une solution avec de forts contrastes, centrée en z = −1 mm.

Figure 5.26 – Schéma de la plaque avec les deux lignes de coupe : horizontale (y =
−0.68 cm) et verticale (x = −1.45 cm) (a). Comparaison des solutions obtenues avec la
régularisation par Tikhonov et par norme L1 sur la ligne de coupe horizontale (b) et
verticale (c).

Enfin, tout comme pour le problème 2D, la présence de nœuds, dus à la division
spatiale effectuée, est retrouvée ici. Pour diminuer ces erreurs dues aux effets de bords, un
traitement est effectué aux frontières de chaque domaine sur la solution avec régularisation
par norme L1 : dans chaque zone, la valeur des points situés aux frontières est moyennée
avec celle de leurs voisins de manière à homogénéiser la solution. Le résultat obtenu, illustré
par la figure 5.27, montre que les nœuds sont moins visibles.
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Figure 5.27 – Reconstruction 3D des sources thermiques après traitement des effets de
bords sur la solution avec régularisation par norme L1 : vue de profil (a) et de face (b).

Discussion sur le temps d’exécution du programme

Pour ce problème 3D, le calcul n’a pas été effectué sur la machine Mac16 car le temps
d’exécution du programme serait trop long (il serait de l’ordre de deux jours d’après nos
estimations). En revanche, le calcul a été effectué sur trois machines différentes, dont les
informations systèmes sont données en Annexe D. Le tableau 5.4 permet de comparer
les temps d’exécution des différentes parties du programme en fonction des ordinateurs
utilisés.

Mac16 PC 128 PC 256 PC 128b

Implémentation
de la matrice
opérateur

133 s 10 s 20.1 s 8.9 s

Calcul de la
S.V.D. Non effectué 24 min 7.1 min 17 min

Régularisation
L1

Non effectué 17 min 6.1 min 10 min

Temps total
(séquentiel) Non effectué 5 h 45 2 h 3 h 20

Tableau 5.4 – Temps d’exécution en fonction des ordinateurs utilisés (cf. Annexe D).

De manière prévisible, l’ordinateur le plus performant (PC 256) est celui qui permet
d’avoir le temps d’exécution du programme le plus rapide (2h de calcul en séquentiel). Le
deuxième ordinateur le plus performant (PC 128b) effectue le calcul en 3 h 20 tandis que
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le troisième exécute le programme en 5 h 45. La partie la plus coûteuse en temps de calcul
est la partie régularisation par norme L1 puisqu’il s’agit d’une méthode itérative. En effet,
contrairement à l’implémentation et au calcul de la S.V.D qui ne s’effectue qu’une seule
fois, la régularisation L1 doit se faire sur chacun des dix-huit domaines. En séquentiel, ces
calculs sont effectués les uns après les autres, multipliant par dix-huit le temps de calcul
de cette partie du programme.

Une manière de réduire le temps d’exécution serait de paralléliser le calcul de la
régularisation, en l’effectuant simultanément sur chaque domaine. Cette opération est
possible puisque chacune des zones est supposée indépendante des autres. Cette méthode
permettrait de réduire significativement le temps d’exécution du programme de recons-
truction de sources volumiques par méthode déterministe.

Premiers résultats obtenus avec l’approche probabiliste

De la même manière que pour le problème 2D, la méthode probabiliste appliquée ici
va supposer que l’intensité des sources thermiques est la même sur tous les points du fil de
Chromel. On va supposer que la puissance des sources générées est de 107 W.m−3. Cette
valeur est choisie d’après les résultats obtenus par la méthode déterministe (cf. figure 5.26).

Figure 5.28 – Résultats obtenus par l’approche bayésienne (probabilités de présence de
sources thermiques) : vue de profil (a) et vue de face (b).

L’algorithme de reconstruction de sources par méthode bayésienne, détaillé au chapitre
4, est alors appliqué et le résultat obtenu est illustré par la figure 5.28. La solution donnée
par le programme est une matrice 3D qui représente le volume de la plaque, où chaque
point de la matrice contient la probabilité de la présence d’une source en ce point avec
une intensité de 107.
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La profondeur des sources est en moyenne bien retrouvée avec cette méthode : le fil
est reconstruit sur le plan parallèle à la surface, au centre de la plaque. Concernant la
reconstruction selon les directions x et y, le fil est reconstruit plus épais qu’il ne l’est en
réalité : particulièrement sur les zones ou la variation de température est plus importante
(cf. paragraphes précédents). Cette erreur est due au fait que l’algorithme considère l’in-
tensité constante en tout point du fil. On peut d’ailleurs remarquer en (a) que sur ces
zones, le fil est reconstruit à une position légèrement plus haute.

Afin d’avoir les valeurs de probabilités obtenues, la solution est réorganisée sous forme
de vecteur, nommé Pr, et tracée sur la figure 5.29. Les données sont rangées dans Pr plan
(xy) par plan (xy) en partant de la surface vers la face arrière de la plaque. Sur chaque
plan, les données sont balayées en y puis en x.

Figure 5.29 – Vecteur Pr contenant les probabilités obtenues par approche bayésienne.

Les probabilités obtenues sont nulles sur tous les plans, sauf sur les trois plans centrés
autour de z = −1 mm. Un zoom est effectué sur la zone correspondante à ces plans. Sur
ces derniers, les valeurs des probabilités obtenues sont élevées : elles sont pour la plupart
comprises entre 0.8 et 1.
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La figure 5.30 donne les valeurs des probabilités obtenues sur les mêmes lignes de
coupe, horizontale et verticale, que celles représentées par le graphe (a) de la figure 5.26.
La solution obtenue avec la méthode déterministe avec régularisation par norme L1 est
rappelée ici pour pouvoir comparer les résultats.

Figure 5.30 – Comparaison des solutions obtenues pas la méthode probabiliste et la
méthode déterministe avec régularisation par norme L1 sur la ligne horizontale y =
−0.68 cm (a) et sur la ligne verticale x = −1.45 cm (b), repérées par la figure 5.26.

Les probabilités obtenues par la méthode bayésienne sont très élevées sur les posi-
tions des sources et nulles sur les positions ne contenant pas de sources thermiques. Sur
la figure 5.30 (a), les sources sont retrouvées pour les mêmes positions quelle que soit la
méthode utilisée. Une différence est cependant notable au point x = −1.5 cm : la méthode
bayésienne reconstruit deux sources situées de part et d’autre de la source reconstruite
par la méthode déterministe. Cette erreur est due au fait que la source située au point
x = −1.5 cm est d’intensité plus élevée que 107. Par conséquent, l’algorithme probabiliste
confond cette source d’intensité élevée avec deux sources voisines d’intensités 107 W.m−3.

Concernant la reconstruction des sources selon l’axe z (dans l’épaisseur de la plaque),
la figure 5.30 (b) montre que la méthode probabiliste positionne le fil légèrement plus
en profondeur que la méthode déterministe. L’épaisseur du fil reconstruit est en revanche
sensiblement la même, quelle que soit la méthode utilisée.
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Enfin, un point important à souligner est le temps d’exécution du programme. Le
calcul, lancé sur l’ordinateur Mac16 (le moins puissant des ordinateurs testés) a duré
8.35 secondes. D’après les résultats affichés par le tableau 5.4, dans le meilleur des
cas, le temps nécessaire pour obtenir la solution avec la méthode déterministe est de 2
heures si le calcul est effectué en séquentiel. S’il est parallélisé, ce temps de calcul peut
être réduit, mais il reste néanmoins plus long que celui de l’algorithme par approche
probabiliste, principalement en raison du temps nécessaire pour calculer la S.V.D. de la
matrice opérateur (cf. tableau 5.4 et §3.2.3). La méthode par approche bayésienne est donc
incontestablement plus rapide que celle par approche déterministe.

Conclusion sur les résultats expérimentaux

Les résultats obtenus par la méthode déterministe ont montré que la régularisation
par norme L1 est plus adaptée que celle par Tikhonov pour cet exemple expérimental,
confirmant les résultats du chapitre 4. L’inconvénient majeur de cette méthode est le
temps de calcul nécessaire pour la reconstruction volumique des sources : plusieurs heures
sont nécessaires pour la reconstruction d’un échantillon de quelques centimètres cubes. La
méthode probabiliste permet quant à elle de reconstruire les sources dans ce volume en
quelques secondes, la rendant plus attractive que la méthode déterministe. Cependant, les
sources reconstruites sont légèrement mésestimées et quelques erreurs subsistent car les
intensités des sources ne sont pas les mêmes.

Les perspectives envisagées sont de coupler les deux méthodes en attendant de développer
la méthode probabiliste, comme explicité à la fin du chapitre 4.
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Conclusion

Deux exemples, le premier numérique et le second expérimental ont été traités dans
ce chapitre afin de vérifier la validité des résultats présentés dans les chapitres 3 et 4. Le
premier exemple consistait à générer des sources par la propagation d’ondes acoustiques
dans un matériau viscoélastique tandis que la seconde en générait par effet Joule. L’en-
semble des résultats présentés dans les chapitres précédents, soit le débruitage du champ
de température à l’aide d’une S.V.D., le critère dépendant du nombre de Fourier et les
avantages respectifs de chacune des méthodes, ont été vérifiés.

La méthode déterministe de reconstruction de sources avec régularisation permet de
retrouver la forme et l’intensité (puissance générée) des sources pour des problèmes 2D ou
3D, mais les intensités sont légèrement sous-estimées, particulièrement dans la profondeur,
en raison de la régularisation qui pondère les modes les plus faibles du modèle. Le temps
d’exécution du programme est particulièrement long : plusieurs heures sont nécessaires
pour reconstruire des sources dans un volume de quelques centimètres cubes avec une
précision d’une centaine de microns.

La méthode de reconstruction par approche probabiliste est aujourd’hui sous forme
d’ébauche, et nécessite d’être développée pour pouvoir l’utiliser de manière complètement
indépendante. Cependant, les premiers résultats obtenus permettent de mettre en évidence
son potentiel : les positions des sources sont aussi bien retrouvées que par la méthode
déterministe, en seulement quelques secondes. La méthode par approche bayésienne est
en effet très rapide et ne nécessite pas de régularisation car elle est peu sensible au bruit
de mesure.

Les perspectives envisagées sont, en attendant de développer la méthode par approche
bayésienne, de coupler les méthodes pour reconstruire de manière plus optimale les sources
volumiques, comme explicité en fin de chapitre 4. En parallèle, le modèle utilisé pour
reconstruire les sources thermique pourra être développé de manière à prendre en compte
des conditions limites (milieu fini, pertes thermiques, effet de bords...).
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6.1 Conclusion sur le travail réalisé

Ce travail de thèse s’est inscrit dans le domaine de l’Évaluation et du Contrôle Non
Destructifs. Le sujet se focalise sur la caractérisation de sources thermiques volumiques
présentes au sein d’un matériau à partir du champ de température mesuré à la surface.

L’état de l’art effectué au chapitre 2 recense les différents excitateurs utilisés pour le
C.N.D. en thermique. La présentation des principaux systèmes de conversion d’énergie a
mis en évidence la possibilité de générer des sources volumiques au sein d’un matériau
plutôt qu’à la surface. Puisque ces sources thermiques peuvent être issues de différents
phénomènes, les caractériser est la première étape menant au C.N.D des milieux étudiés.
En effet, une fois la source caractérisée, il est possible de remonter aux paramètres res-
ponsables de l’origine de la source étudiée (présence de défaut, viscoélasticité, changement
de phase...). Les deux limitations principales qui ressortent des travaux existants sont la
profondeur et le bruit de mesure.

L’analyse théorique de la méthode de reconstruction basée sur la réponse thermique
à une excitation impulsionnelle présentée au chapitre 3 a permis de dévoiler un critère
dépendant du nombre de Fourier. L’abaque résultante de ce critère permet de déterminer
les limites de reconstruction, et par conséquent les domaines d’utilisations de la méthode.
Un profilomètre thermique sans contact, que ce soit pour les pièces industrielles ou pour
les milieux biologiques à petite échelle a été développé à partir de la méthode proposée
dans ce chapitre. À l’aide d’une source multi-spectrale (laser ), il est possible de retrouver
le profil de matériaux multicouches, tels que les composites ou les milieux biologiques.

Le bruit de mesure est une difficulté importante pour la reconstruction des sources
thermiques, car le problème est mathématiquement mal posé. Une étude paramétrique en
fonction du bruit a montré que la méthode présentée dans le chapitre 3 est inexploitable
du fait de sa sensibilité à la moindre perturbation. En effet, plus le niveau de bruit est
important, plus les modes les plus faibles de la S.V.D. du modèle sont dominés par le bruit,
faisant diverger la solution. Il existe un lien direct entre le SNR, le nombre de Fourier et
le nombre de modes indépendants du bruit. Traiter le bruit en effectuant une S.V.D. du
champ de température est une méthode efficace pour filtrer le bruit mais n’est pas suffi-
sante pour stabiliser l’inversion. La première solution proposée est d’ajouter des termes de
régularisation dans la méthode explicité au chapitre 3. La seconde solution consiste à ne
plus appréhender le problème de manière déterministe, comme dans l’algorithme d’inver-
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sion, mais de l’approcher de manière probabiliste en se servant de l’inférence bayésienne.
Contrairement à l’algorithme d’inversion, cette méthode est extrêmement peu sensible au
bruit de mesure et est prometteuse pour retrouver avec justesse les profils des sources
thermiques présentes au sein d’un matériau.

L’application de ces deux méthodes sur des cas numériques et expérimentaux a été
effectuée au chapitre 5 afin de valider les résultats. La méthode déterministe de reconstruc-
tion de sources avec régularisation permet de retrouver les sources, mais les intensités sont
légèrement sous-estimées, particulièrement dans la direction de la profondeur, en raison de
la régularisation qui pondère les modes les plus faibles du modèle. Le temps d’exécution
du programme est, de plus, particulièrement long : plusieurs heures sont nécessaires pour
reconstruire des sources dans un volume de quelques centimètres cubes avec une résolution
de quelques centaines de microns. La méthode de reconstruction par approche probabiliste
est aujourd’hui en phase de développement pour les problèmes 2D et 3D : elle nécessite
d’être développée pour pouvoir l’utiliser de manière complètement indépendante pour
pouvoir retrouver conjointement l’intensité et la forme des sources. Cependant, les pre-
miers résultats obtenus permettent de mettre en évidence son potentiel : les positions des
sources sont aussi bien retrouvées que par la méthode déterministe, en seulement quelques
secondes, contre plusieurs heures pour la méthode déterministe. La méthode par approche
bayésienne est en effet très rapide et ne nécessite pas de régularisation car elle est peu
sensible au bruit de mesure.

Pour conclure, les principaux éléments apportés dans ce travail de thèse sont les sui-
vants :

• Un critère et un abaque dépendants du nombre de Fourier ont été mis en évidence.
Ce critère permet d’anticiper la qualité de la reconstruction des sources et d’expli-
quer la limitation liée à la profondeur.

• Deux méthodes de reconstruction, la première déterministe, la seconde probabiliste,
ont été analysées et développées à l’aide du modèle analytique de la réponse ther-
mique à une excitation impulsionnelle. Il a été montré que ces deux méthodes sont
applicables sur des problèmes réels avec des sources non impulsionnelles et des confi-
gurations qui ne sont pas celles du modèle.

• La méthode probabiliste, développée pour les problèmes 1D, est basée sur l’inférence
bayésienne mais s’affranchit des méthodes de type MCMC pour chercher les sources
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en se servant de la connaissance physique du modèle (superposition des champs de
température). Elle est donc très rapide à exécuter. Elle est de plus très peu sensible
au bruit de mesure ce qui la rend attractive et prometteuse pour la reconstruction
de sources volumiques.

6.2 Perspectives

Les perspectives envisagées sont, à très court terme, de développer le modèle utilisé de
manière à prendre en compte les conditions limites. Le modèle développé ici utilise en effet
la réponse thermique à une excitation Dirac dans un milieu considéré semi-infini où les
pertes thermiques sont négligées. La prise en compte des conditions de bords, des pertes
thermiques et des autres paramètres jusque-là négligés dans le modèle n’entrâınera pas
de fortes modifications dans les résultats présentés dans cette thèse : le critère dépendant
du nombre de Fourier et l’influence de bruit de mesure resteront inchangés. Cependant,
le modèle complet sera plus proche de la réalité et permettra de réduire les erreurs, parti-
culièrement sur les bords des domaines.

Ensuite, en attendant de développer la méthode probabiliste, l’idée est de coupler les
méthodes pour reconstruire de manière plus optimale les sources volumiques, comme ex-
plicité en fin de chapitre 4. L’utilisation conjointe de ces deux méthodes aura pour effet de
réduire la zone de recherche dans l’algorithme de reconstruction par méthode déterministe,
diminuant par conséquent le temps nécessaire à l’exécution du programme. La solution
obtenue pourra de plus être validée à l’aide de la méthode probabiliste. L’objectif est
d’exploiter au maximum la méthode par approche bayésienne pour réduire la place de
la méthode déterministe dans la reconstruction et ainsi éviter la régularisation qui est
chronophage et qui apporte un biais à la solution. Ainsi une perspective importante de ce
travail réside dans le développement de cette approche, afin de reconstruire conjointement
l’intensité et la géométrie des sources 3D thermiques.

La méthode de profilométrie thermique présentée à la fin du chapitre 3 fait l’objet d’un
dépôt de Brevet. Un dépôt de logiciel englobant les différentes techniques de méthodes in-
verses développées par notre équipe, dont fait partie la méthode de reconstruction de
sources volumiques par approche bayésienne présentée dans ce manuscrit, est en cours de
réflexion. Les applications industrielles de ces méthodes sont nombreuses : concernant la
profilométrie sans contact, la méthode permet d’avoir de manière quasi-instantanée une
cartographie 3D complète de milieux hétérogènes avec une résolution très fine. Elle peut
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donc être utilisée pour la détection de fissures, délaminages, défauts dans les matériaux
composites (qui sont de plus en plus utilisés dans les industries de l’aéronautique et du
spatial). Cette technique peut aussi être utilisée pour faire de la microscopie thermique de
milieux biologiques.

La reconstruction de sources thermiques volumiques consiste en la première étape de
l’E.C.N.D. des milieux étudiés : la connaissance de la géométrie et de l’intensité de la
source permet de remonter aux paramètres responsables de la génération de celle-ci. En
effet, comme explicité au chapitre 2, différents systèmes de conversion d’énergie peuvent
mener à la génération de sources thermiques volumiques. Par exemple, une fissure présente
dans un matériau métallique excitée par induction, un matériau soumis à des tests de
fatigue (excitation mécanique cyclique), un matériau composite viscoélastique excité par
des ondes acoustiques, vont mener à la génération de sources thermiques volumiques. La
connaissance du profil complet de ces sources, obtenu par la méthode de reconstruction
développée ici, permettra de caractériser la fissure, les défauts d’une éprouvette ou encore
à la viscoélasticité, paramètres responsables de l’échauffement. Ainsi ce travail s’inscrit
dans une démarche long terme autour de la caractérisation volumique de matériaux par
la thermique.
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ANNEXEAA
Calcul de la solution ana-
lytique : problème Dirac

Prenons le cas d’une plaque de dimensions Lx × Ly × Lz de masse volumique ρ. Soit
αx, αy et αz ses coefficients de diffusion selon chacun des axes x, y et z. Supposons qu’à
l ?instant t = 0, une source de chaleur q0 (en Joule) correspondant à une densité de flux
impulsionnelle en temps soit activée (x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0) dans le domaine défini ici par
−Lx/2 ≤ x ≤ Lx/2 ; −Ly/2 ≤ y ≤ Ly/2 et 0 ≤ z ≤ Lz. Afin de simplifier les conditions
aux limites, la plaque est supposée adiabatique. Le problème 3D associé peut s’écrire :

∂T (x, y, z, t)
∂t

= αx
∂2T (x, y, z, t)

∂x2 + αy
∂2T (x, y, z, t)

∂y2 + αz
∂2T (x, y, z, t)

∂z2

−λx
∂T (x, y, z, t)

∂x

∣∣∣∣∣
x=±Lx/2

= 0

−λy
∂T (x, y, z, t)

∂y

∣∣∣∣∣
y=±Ly/2

= 0

−λz
∂T (x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= q0 · δ(x, y, t)

−λz
∂T (x, y, z, t)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0,Lz

= 0

T (x, y, z, t = 0) = 0

(A.1)

où δ(x, y, t) = δ(x)δ(y)δ(t) est le produit de trois distributions de Dirac qui s’exprime en
m−2.s−1 et λi = αiρCp la conductivité thermique selon la direction i.
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A.1 Passage dans les domaines de Fourier et Laplace

Une manière de résoudre l’équation (A.1) est de passer dans les domaines de Laplace et
de Fourier. En effet, l’application au champ de température T (x, y, z, t) d’une transformée
de Laplace en temporel et de deux transformées de Fourier-cosinus en espace donne :

θ(an, bm, z, p) =
∫ Lx/2

−Lx/2

∫ Ly/2

−Ly/2

∫ +∞

t=0
T (x, y, z, t)e−pt cos(bmy) cos(anx) dt dy dx (A.2)

où an = 2nπ/Lx, n ∈ N et b = 2mπ/Ly, m ∈ N représentent les fréquences spatiales de
Fourier. De même, l’application de ces mêmes transformées à l’équation (A.1) donne :

∫ Lx/2

−Lx/2

∫ Ly/2

−Ly/2

∫ +∞

t=0

∂T (x, y, z, t)
∂t

e−pt cos(bmy) cos(anx) dt dy dx =

∫ Lx/2

−Lx/2

∫ Ly/2

−Ly/2

∫ +∞

t=0

(αx∂2T (x, y, z, t)
∂x2 + αy

∂2T (x, y, z, t)
∂y2 + αz

∂2T (x, y, z, t)
∂z2

)
·

e−pt cos(bmy) cos(anx)
 dt dy dx

(A.3)

Deux calculs préliminaires, détaillés par les équations (A.4) et (A.5), sont nécessaires pour
la résolution de l’équation (A.3) :

Premier calcul :

∫ +∞

t=0

∂T (x, y, z, t)
∂t

e−pt dt =
[
T (x, y, z, t) · e−pt

]+∞
t=0
−
∫ +∞

t=0
T (x, y, z, t)(−pe−pt) dt

= p
∫ +∞

t=0
T (x, y, z, t)e−pt dt

(A.4)

Deuxième calcul :

∫ Lx/2

−Lx/2

∂2T (x, y, z, t)
∂2x

cos(anx) dx = −a2
n

∫ Lx/2

−Lx/2
T (x, y, z, t) cos(anx) dx (A.5)

Suite à ces résultats, l’équation (A.3) peut alors s’écrire :

p · θ(an, bm, z, p) = −αxa2
nθ(an, bm, z, p)− αyb2

mθ(an, bm, z, p) + αz
d2θ(an, bm, z, p)

dz2 (A.6)
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Ainsi, dans les domaines de Fourier-Fourier-Laplace, le problème (A.1) est équivalent à :


d2θ(an, bm, z, p)
dz2 −

(
αx
αz
a2
n + αy

αz
b2
m + p

αz

)
θ(an, bm, z, p) = 0

−λz
dθ(an, bm, z, p)

dz

∣∣∣∣∣
z=0

= q0

−λz
dθ(an, bm, z, p)

dz

∣∣∣∣∣
z=Lz

= 0

(A.7)

avec q0 au membre de droite de la seconde équation de A.7 la densité d’énergie en Joules,
qui résulte de l’identité suivante :

q0 =
∫ +∞

t=0

∫ Lx/2

−Lx/2

∫ Ly/2

−Ly/2
q0 exp(−pt) cos(anx) cos(bmy) δ(x) δ(y) δ(t) dy dx dt (A.8)

A.2 Résolution du problème

L’équation (A.7) est une simple équation différentielle du second degré à coefficients
constants. En posant ω tel que :

ω2 = αx
αz
a2
n + αy

αz
b2
m + p

αz
(A.9)

alors la solution générale du système d’équation (A.7) est :

θ(an, bm, z, p) = A cosh(ωz) +B sinh(ωz) (A.10)

Les conditions aux limites de l’équation (A.7) donnent :

−λz

dθ(an, bm, z, p)
dz

∣∣∣∣∣
z=0

= q0 = −λzBω

−λz
dθ(an, bm, z, p)

dz

∣∣∣∣∣
z→+∞

= 0 = −λz(Aω sinh(ωLz) +Bω cosh(ωLz))
(A.11)

ce qui mène à B = − q0

ωλz
et A = q0

λzω tanh(ωLz)
.

Ainsi, grâce aux résultats (A.9), (A.10) et (A.11), la solution générale du problème
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dans les espaces de Laplace et Fourier s’écrit :

θ(an, bm, z, p) = q0

λzω

cosh(ω(Lz − z))
sinh(ωLz)

(A.12)

Pour inverser la solution analytique, c’est à dire retourner dans le domaine réel, la
propriété suivante est utilisée :
Propriété de translation : L

[
e−ktf(t)

]
= F (p+ k), où F (p) = L[f(t)]

Donc, en prenant k = αxa
2
n+αyb

2
m, et en appliquant la propriété de translation, l’équation

(A.12) devient :
θ(x, y, z, t) = q0

ρCp
L−1

[
F z(p, z)

]
θxn(t)θym(t) (A.13)

avec

F z(p, z) = 1
√
pαz

cosh
(
(Lz − z)

√
p/αz

)
sinh(Lzαz)

(A.14)

θxn(t) = exp
(
−a2

nαxt
)

(A.15)

θym(t) = exp
(
−b2

mαyt
)

(A.16)

L’inversion de la double transformée de Fourier présente en (A.13) s’exprime de la
façon suivante :

T (x, y, z, t) = q0

ρCp
L
[
F z(p, z)

] 1
LxLy

[
θx0(t)θy0(t) + 2

+∞∑
n=1

θxn(t)θy0(t)

+2
+∞∑
m=1

θx0(t)θym(t) + 4
+∞∑
n=1

+∞∑
m=1

θxn(t)θym(t)
] (A.17)

Par comparaison avec les équations (3.1) et (3.2), on en déduit l’expression de la
fonction de Green 1D dans la direction z pour un milieu d’épaisseur finie dans cette
direction, avec de plus son identification grâce à l’équation (3.8) dans le chapitre 3, dans
le cas particulier où la profondeur de l’excitation impulsionnelle unitaire et ponctuelle est
z0 = 0 :

Gz(z, t/z0 = 0, 0) = L
[
F z(p, z)

]
= 1
Lz

(
1 + 2

+∞∑
m=1

exp(−αzm2π2t/L2
z) cos(mπz/Lz)

)
(A.18)

De même, le 3ème terme du membre de droite de (A.17), qui commence par 1/(LxLy) est
égal au produit des fonctions de Green 1D : Gx(x, t/x0 = 0, 0)Gy(y, t/y0 = 0, 0).
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Nous nous intéressons maintenant au terme en z de l’équation (A.13).

2) Propriétés aux temps courts (cas d’un milieu semi-infini)

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la fonction de Green 1D en
z du milieu d’épaisseur finie en z, c’est-à-dire l’original de F z lorsque cette épaisseur Lz
tendait vers l’infini. Pour ce faire on écrit F z sous la forme :

F z(p, z) = Lz
αz

1
s

cosh(1− z∗)s
sinh(s) avec s = Lz

√
p

αz
et z∗ = z

Lz
(A.19)

Lorsque Lz tend vers l’infini, il en est de même de s et les deux fonctions hyperboliques
dans (A.19) sont équivalentes à leur composante exponentielle positives. On obtient donc :

F z(p, z) ≈s→+∞
Lz
αz

1
s

cosh(1− z∗)s
sinh(s) = 1

√
αz

1
√
p

exp(−u√p) avec u = z/
√
αz. (A.20)

L’original de cette fonction est analytique, ce qui permet de trouver la fonction de
Green d’un milieu semi-infini pour un chauffage sans perte sur son unique face :

Fz(z, t) = 1
αz

1
πt

exp
(
−u

2

4t

)
= 1√

παzt
exp

(
− z2

4αzt

)
(A.21)

Cette fonction de Green correspond exactement à celle qui figure dans l’équation (3.7)
du chapitre 3, en prenant z0 = 0.
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ANNEXEBB
Calcul des fonctions de trans-
fert 1D

Dans cette annexe sont proposés les calculs des fonctions de transfert 1D pour une
source surfacique plane située à une profondeur, ou à une cote, quelconque. Les cas d’une
plaque d’épaisseur finie, semi-infinie ou infinie seront traités.

B.1 Transformation de Laplace et quadripôles ther-
miques : rappels

On suppose un transfert 1D au sein d’un milieu où la température θ est fonction de la
coordonnée z et du temps t et on considère une tranche de ce milieu, définie par l’intervalle
[zin, zout], d’épaisseur ∆z. Cette tranche, représentée par la figure B.1 est constituée d’un
matériau homogène de conductivité thermique λ, de masse volumique ρ, de diffusivité a
et de chaleur spécifique c qui sont supposés constantes (pas de thermodépendance).

On suppose également qu’il n’y a pas de source de chaleur au sein de la tranche et que
sa température initiale est nulle. Sous ces conditions, l’équation de la chaleur s’écrit :

∂2θ

∂z2 = 1
a

∂θ

∂t
pour zin < z < zout et t > 0 (B.1)

et la condition initiale :

θ = 0 at t = 0 for zin < z < zout. (B.2)
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Figure B.1 – Tranche de matériau homogène en transfert 1D.

La densité de flux ϕ (W.m−2) et le flux de chaleur Φ (W), pour une surface plane d’aire
S (m2) normale à l’axe z sont introduites :

ϕ(z, t) = −λ∂θ
∂z

et Φ = Sϕ. (B.3)

Remarquons que les signes de et de dépendent de l’orientation choisie pour l’axe x. Les
transformées de Laplace de la température, de la densité de flux et du flux sont définies :

ψ(z, p) =
∫ t

0
ψ(z, t) exp(−pt)dt pour ψ = θ, φ ou Φ. (B.4)

Dans ces conditions, les vecteurs température-flux dans le domaine de Laplace, aux
deux extrémités de la tranche obéissent à l’équation matricielle et vectorielle suivante :

θ(zin, p)
Φ(zin, p)

 =

A(∆z, p) B(∆z, p)

C(∆z, p) D(∆z, p)


θ(zout, p)

Φ(zout, p)

 (B.5)

avec : 
A = D = cosh

(
∆z
√
p/a

)
; B = 1

λS
√
p/a

sinh
(
∆z
√
p/a

)
C = λS

√
p/a sinh

(
∆z
√
p/a

)
; a = λ/ρc et ∆z = zout − zin ≥ 0

(B.6)

Notons que si l’on considère le cas où S = 1 m2, la relation (B.5) est valable en rem-
plaçant, à chaque extrémité de la tranche, les vecteurs température-flux de Laplace θ−Φ
par les vecteurs température-densité de flux de Laplace θ − ϕ.
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Si on appelle M(∆z) la matrice 2× 2 présente dans (B.5), son déterminant est égal à
l’unité :

Det (M(∆z)) = AD −BC. (B.7)

Les équations (B.5) and (B.6) sont strictement équivalentes au système (B.1)-(B.2).
Remarquons que l’équation quadripolaire (B.5) est valide quelles que soient les conditions
aux limites en zin et zout.

B.2 Transfert 1D dans une plaque d’épaisseur finie
généré par une source surfacique plane interne
de chaleur

Nous considérons maintenant le cas spécifique de la plaque représentée en figure B.2,
où zin = 0, et zout = L, avec une source interne impulsionnelle de chaleur g(z0, t) =
Q0δ(z − z0)δ(t) (W.m−3) dissipée en z dans le plan z0. Ici, Q0 est ramenée à l’unité de
surface et s’exprime en J.m−2. On suppose de plus que les deux faces de la plaque sont
thermiquement isolées du milieu environnant.

Figure B.2 – Plaque plane avec source de chaleur plane séparable (temps/espace) uni-
forme et impulsionnelle à la profondeur z0.

On écrit la relation (B.5) pour chacune des tranches déterminées par les intervalles
[0, z0] et [z0, L] : θ(0, p)

0

 =

A(z0, p) B(z0, p)

C(z0, p) D(z0, p)


 θ(z

−
0 , p)

ϕ0(z−0 , p)

 (B.8)

 θ(z
+
0 , p)

ϕ0(z+
0 , p)

 =

A(L− z0, p) B(L− z0, p)

C(L− z0, p) D(L− z0, p)


θ(L, p)

0)

 (B.9)
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plane interne de chaleur

On suppose qu’il n’y a pas de résistance d’interface en z0, ce qui entrâıne une égalité
des températures de part et d’autre de la source, et on fait un bilan thermique à partir
des deux densités de flux correspondantes, ϕ(z−0 , t) et ϕ(z+

0 , t), qui ne diffèrent que de
l’intensité Q0δ(t) (en W.m−2) de la source surfacique. Ceci peut s’écrire vectoriellement
dans l’espace de Laplace :

 θ(z
−
0 , p)

ϕ0(z−0 , p)

 =

 θ(z
+
0 , p)

ϕ0(z+
0 , p)


 0

Q0

 (B.10)

La substitution de (B.10) et (B.9) dans (B.8) conduit à l’égalité suivante, en utilisant
un indice inférieur 1 pour la matrice quadripolaire présente dans (B.8) et 2 dans celle de
(B.9) : θ(0, p)

0

 =

A1 B1

C1 D1



A2 B2

C2 D2


θ(L, p)

0

−
 0

Q0


 (B.11)

Il s’agit d’un système de 2 équations à 2 inconnues, les températures de Laplace des
deux faces, dont la solution est la suivante, en utilisant les propriétés des fonctions hyper-
boliques : 

θ(0, p) = AD1 −B1C

C
Q0 = A2

C
Q0

θ(L, p) = D1

C
Q0

A = A1A2 +B1C2

C = A2C1 +D1C2

(B.12)

Dans le cas où l’observation de la température θ se fait à une profondeur z inférieure
à celle, z0, de la source, on écrit la relation quadripolaire sur la tranche [0, z], dont les
quatre coefficients sont indexés par l’indice 3 correspondant à l’épaisseur ∆z = z :

θ(0, p)
0

 =

A3 B3

C3 D3


 θ(z, p)
ϕ0(z, p)

⇒ θ(z, p) = D3θ(0, p) (B.13)

En utilisant la première équation de (B.12), la température de Laplace observée en z

est alors :

θ(z, p) = D3A2

C
Q0 =

cosh
(
z
√
p/a

)
cosh

(
(L− z0)

√
p/a

)
λ
√
p/a sinh

(
L
√
p/a

) Q0 (B.14)

Dans le cas où l’observation de la température θ se fait à une profondeur z supérieure
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à celle, z0, de la source, on écrit la relation quadripolaire sur la tranche [z, L], dont les 4
coefficients sont indexés par l’indice 4 correspondant à l’épaisseur ∆z = L− z :

θ(z, p)
ϕ(z, p)

 =

A4 B4

C4 D4


θ(L, p)

0

⇒ θ(z, p) = A4θ(0, p) (B.15)

En utilisant la deuxième équation (B.12), la température de Laplace observée en z est
alors :

θ(z, p) = A4D1

C
Q0 =

cosh
(
(L− z)

√
p/a

)
cosh

(
z0

√
p/a

)
λ
√
p/a sinh

(
L
√
p/a

) Q0 (B.16)

L’expression (B.16) est la même que l’expression (B.14), en remplaçant L− z par z et
z0 par L− z0.

Donc, pour une épaisseur de plaque z donnée, la réponse 1D en température à une posi-
tion donnée dépend de la profondeur de cette observation par rapport à la face définissant
la tranche qui ne contient pas la source et de la profondeur de la source par rapport à
l’autre face.

Si la source est située en z0 = 0, l’équation (B.16) simule la même réponse en température
que celle trouvée dans l’équation (A.16) de l’annexe A, avec θ = Q0

ρc
F z(p, z).

Notons que :

– les équations (B.14) et (B.16), écrites dans l’espace de Laplace, peuvent être inversées
numériquement pour retrouver leurs originaux dans l’espace temporel. On dispose
maintenant d’algorithmes numériques performants, comme celui de Gaver Stehfest,
où un retour de Laplace par Fourier [34] ou en utilisant l’algorithme Invlap de de
Hoog, disponible sous Matlab.

– l’ajout de pertes convectives caractérisées par un coefficient d’échange sur chacune
des faces de la place ne pose aucun problème : il suffit de rajouter une matrice
[1 0;h0 1] devant le premier terme du membre de droite de (B.8) et une matrice
[1 0;hL 1] derrière le dernier terme du membre de droite de (B.9).

– les équations (B.14) et (B.16) ont également un original commun, voir l’équation
(3.9) dans le chapitre 3 et l’équation (6.121) du livre de Ozisik [136].
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B.3 Transfert 1D dans un milieu infini ou semi-infini
ou infini généré par une source surfacique plane
interne de chaleur

B.3.1 Cas d’un milieu infini

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la fonction de la réponse en z

du milieu d’épaisseur finie en z, c’est-à-dire l’original de θ(z, p), lorsque cette épaisseur L
tend vers l’infini. Pour ce faire on symétrise les positions des deux faces de la plaque en
faisant un changement de repère : z′ = z−L/2, c’est-à-dire en prenant l’origine du repère
non pas sur une des deux faces isolées, mais au centre de la plaque. La forme de (B.14)
qui correspond au cas z ≤ z0 et donc z′ ≤ z′0 est alors la suivante :

θ(z, p) =
cosh

(
(z′ − L/2)

√
p/a

)
cosh

(
(L/2− z0)

√
p/a

)
λ
√
p/a sinh

(
L
√
p/a

) Q0 (B.17)

= L

λ

cosh ((z′∗ − 1/2)s) cosh ((1/2− z′∗0 )s)
√
p/a

s sinh(s) Q0 avec



s = L
√
p/a

z′∗ = z′/L

z′∗0 = z′O/L

(B.18)

Lorsque L tend vers l’infini, il en est de même de s et les trois fonctions hyperboliques
dans (B.18) sont équivalentes à leurs composantes exponentielle positives. On obtient
donc :

θ(z, p) ≈s→+∞
L

λ

exp ((z′∗ + 1/2)s) exp ((1/2− z′∗0 )s)
√
p/a

exp(s) Q0 (B.19)

≈ Q0

2λ
√
p/a

exp
(
−(z0 − z)

√
p/a

)
(B.20)

L’original de cette fonction est analytique, ce qui permet de retrouver la fonction de
transfert d’un milieu semi-infini pour un chauffage sans perte sur son unique face :

θ(z, p) = Q0

2
√
λρc

1
√
p

exp
(
−(u√p)2

)
avec u = (z − z0/

√
a) (B.21)
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ce qui mène à :

θ(z, t) = Q0

2
√
λρc

1√
πt

exp
(
−u

2

4t

)
(B.22)

et donc :
θ(z, t) = Q0√

4πat
exp

(
−(z − z0)2

4at

)
(B.23)

On retrouve exactement la même réponse en partant de la forme (B.16) de θ(z, p) qui
correspond au cas z ≥ z0 et donc z′ ≥ z′0 et en effectuant le même passage à la limite. Cette
équation (B.23) est la même que l’équation (3.7) du chapitre 3, où apparâıt la fonction de
Green 1D en z pour un milieu infini.

B.3.2 Cas d’un milieu semi-infini

Pour obtenir la réponse d’un milieu semi-infini soumis à une source impulsionnelle
située à une profondeur z0 par rapport à son unique face, il suffit de considérer le milieu
infini correspondant et de symétriser l’ensemble par rapport au plan z = 0, c’est-à-dire de
placer une source située à la cote −z0. Par symétrie, chacun des deux milieux semi-infini
est alors isolé en z = 0, et la réponse de chacun en z est alors la superposition des réponses
des deux sources :

θ(z, t) = Q0

4
√
πat

[
exp

(
−(z − z0)2

4at

)
+ exp

(
−(z + z0)2

4at

)]
. (B.24)

Cette équation (B.24) est la même que l’équation (3.8)) où apparâıt la fonction de
Green 1D en z pour un milieu semi-infini.
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ANNEXECC
Abaque des temps optimaux
d’acquisition pour la recons-
truction de sources

Le critère dépendant du nombre de Fourier explicité dans le chapitre 3 permet de choisir
les paramètres optimaux pour la reconstruction de sources thermiques. En particulier, pour
une épaisseur et un matériau donné, le temps d’acquisition optimal de la mesure est donné
par :

tac = Fo · L2

α
, (C.1)

où Fo est le nombre de Fourier selon la direction de la profondeur, L l’épaisseur du
matériau et α son coefficient de diffusion. Le critère donné par la figure 3.10 montre que
l’on doit travailler pour un nombre de Fourier compris entre 0.01 et 0.5 pour reconstruire
au mieux les sources. La formule (C.1) permet alors de donner un intervalle de temps
compris entre [Tmin, Tmax], correspondant aux temps d’acquisition optimaux de la mesure
pour la reconstruction de sources.

Pour avoir quelques exemples, le tableau C.1 donne un abaque des temps optimaux
d’acquisition de la mesure pour différents matériaux, avec diverses épaisseurs.
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Diffusivité Épaisseur Temps minimal Temps maximal

×10−6 (m2.s−1) (m) (s) (s)

Acier 12 0.001 8.33× 10−4 4.17× 10−2

Aluminium 98.8 0.001 1.01× 10−4 5.06× 10−3

Argent 173 0.001 5.78× 10−5 2.89× 10−3

Bois 0.08 0.001 0.125 6.25

Composite 4 0.001 2.5× 10−2 0.125

Cuivre 117 0.001 8.55× 10−5 4.27× 10−3

Fer 22.8 0.001 4.39× 10−4 2.19× 10−2

PVC 0.1 0.001 0.1 5

Silicium 87 0.001 1.14× 10−4 5.75× 10−3

Verre 0.50 0.001 0.02 1.00

Acier 12 0.01 8.33× 10−2 4.17

Aluminium 98.8 0.01 1.01× 10−2 0.51

Argent 173 0.01 5.78× 10−3 0.29

Bois 0.08 0.01 12.5 625

Composite 4 0.01 0.25 12.5

Cuivre 117 0.01 8.55× 10−3 0.43

Fer 22.8 0.01 4.39× 10−2 2.19

PVC 0.1 0.01 10 500

Silicium 87 0.01 1.14× 10−2 0.57

Verre 0.50 0.01 2.00 100

Acier 12 0.1 8.33 417

Aluminium 98.8 0.1 1.01 50.61

Argent 173 0.1 0.58 28.9

Bois 0.08 0.1 1 250 62 500

Composite 4 0.1 25 1 250

Cuivre 117 0.1 0.85 42.7

Fer 22.8 0.1 4.39 219

PVC 0.1 0.1 1 000 5× 104

Silicium 87 0.1 1.14 57.5

Verre 0.50 0.1 200 10 000

Tableau C.1 – Abaque des temps d’acquisition optimaux pour la reconstruction de
sources sur différents matériaux
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ANNEXEDD
Informations système des
ordinateurs utilisés

Le temps d’exécution des programmes, et plus particulièrement de la méthode d’in-
version par S.V.D. et régularisation, dépend fortement du type de machine utilisée. Le
tableau D.1 donne les informations système des quatre ordinateurs utilisés.

Ordinateur 1 Ordinateur 2 Ordinateur 3 Ordinateur 4

Nom Mac16 PC 128 PC 256 PC 128b

Système
d’exploitation Mac OS X PC Windows PC Windows PC Windows

Processeur 3.1 GHz Intel
Core i7

Intel(R)
Xeon(R)

W-2155 CPU
@ 3.30 GHz

3.31 GHz

Intel(R)
Xeon(R)

Silver 4114
CPU @ 2.20

GHz 2.19 GHz

Intel(R)
Xeon(R)

E5-1630 CPU
@ 3.70 GHz

3.70 GHz

Mémoire RAM 16 Go 128 Go 256 Go 128 Go

Type de système 64 bits 64 bits 64 bits 64 bits

Tableau D.1 – Comparaison des systèmes des différents ordinateurs utilisés
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